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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι πεπερασµένες µείξεις κατανοµών αποτελούν µια µαθηµατική προσέγγιση για τη

στατιστική µοντελοποίηση ενός µεγάλου πλήθους τυχαίων ϕαινοµένων. Κατά τις

δύο τελευταίες δεκαετίες, τα συγκεκριµένα µοντέλα επικεντρώνουν το ενδιαφέρον

αρκετών ερευνητών τόσο σε πρακτικό όσο και ϑεωρητικό επίπεδο. Οι µείξεις κατα-

νοµών παρέχουν το κατάλληλο στατιστικό εργαλείο για την περιγραφή διαφορετικών

χαρακτηριστικών που εµφανίζονται σε ετερογενή σύνολα δεδοµένων. Εφαρµογές

των µοντέλων µείξεων κατανοµών απαντούν σε αρκετά επιστηµονικά πεδία όπως η

Αστρονοµία, Βιολογία, Γενετική, Ιατρική, Ψυχολογία, Οικονοµία, Μηχανική, Κοι-

νωνιολογία, Τεχνητή Νοηµοσύνη, Πληροφορική, Ροµποτική κ.α. Σε αυτές τις εφαρ-

µογές, οι µείξεις κατανοµών υποστηρίζουν µια πληθώρα στατιστικών τεχνικών, όπως

η ανάλυση συστάδων (cluster analysis), η διαχωριστική ανάλυση (discriminant a­

nalysis), η ανάλυση ψηφιακών εικόνων και η ανάλυση επιβίωσης. Πιο άµεσος είναι

ο ϱόλος τους στην ανάλυση δεδοµένων και στην συµπερασµατολογία παρέχοντας

περιγραφικά µοντέλα για διάφορες «µη τυπικές» κατανοµές.

Η εφαρµογή µπεϋζιανών µεθόδων σε προβλήµατα µείξεων κατανοµών αποτελεί

αντικείµενο πολλών ερευνητικών εργασιών. Η Μπεϋζιανή Συµπερασµατολογία ε-

πιτρέπει την εξαγωγή πιθανοθεωρητικών συµπερασµάτων σχετικά µε τις άγνωστες

παραµέτρους του µοντέλου, την ενσωµάτωση σε αυτό εκ των προτέρων γνώσης, και

την ιεραρχική περιγραφή τόσο των τοπικών όσο και των συνολικών χαρακτηριστικών

του. Το πλαίσιο αυτό καθιστά δυνατή την αποσύνθεση της πολύπλοκης δοµής ενός

µοντέλου µείξης σε απλούστερες δοµές µέσω της χρήσης εικονικών (µη παρατηρή-

σιµων) µεταβλητών κατάταξης. ΄Οταν ο αριθµός των συνιστωσών που αποτελούν την

µείξη είναι άγνωστος, η Μπεϋζιανή Συµπερασµατολογία αποτελεί και την µοναδική

διαισθητικά λογική προσέγγιση για την εκτίµηση αυτού (Richardson and Green,

1997).
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2 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Η µπεϋζιανή συµπερασµατολογία σε προβλήµατα µείξεων κατανοµών άρχισε να

γίνεται δηµοφιλής µετά την σηµαντική εργασία των Gelfand and Smith (1990) η

οποία εισήγαγε στη στατιστική κοινότητα τον δειγµατολήπτη Gibbs ως µια γενική

µέθοδο προσοµοίωσης από µία κατανοµή-στόχο. Πριν την διάδοση των µεθόδων

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) δεν υπήρχε κάποια ικανοποιητική τεχνική

για τον υπολογισµό των εκτιµητών Bayes. Τα µοντέλα µείξεων συνέβαλαν αρκετά

στην εξάπλωση των µεθόδων αυτών, καθώς δεν αποτελεί σύµπτωση το γεγονός ότι ο

δειγµατολήπτης Gibbs για την εκτίµηση των παραµέτρων µείξεων κατανοµών είχε

προταθεί λίγο πριν (Tanner and Wong, 1987) και αµέσως µετά (Diebolt and Robert,

1990) από την εργασία των Gelfand and Smith (1990). Για την περίπτωση όπου

ο αριθµός συνιστωσών ϑεωρείται άγνωστος, η πιο σηµαντική εργασία ήταν αυτή των

Richardson and Green (1997) όπου εφάρµοσαν την µέθοδο Reversible Jump MCMC

(RJMCMC) του Green (1995) για την εκτίµηση του αριθµού συνιστωσών µιας µείξης

κανονικών κατανοµών.

Παρά την πληθώρα των τεχνικών MCMC που έχουν αναπτυχθεί για την προσο-

µοίωση ενός δείγµατος µε στόχο την εκ των υστέρων κατανοµή ενός µοντέλου µείξης,

η µπεϋζιανή εκτίµηση των παραµέτρων του δεν αποτελεί τετριµµένη διαδικασία. Πιο

συγκεκριµένα, σε τυπικές περιπτώσεις, οι παράµετροι ενός µοντέλου µείξης δεν είναι

περιθωριακά ταυτοποιήσιµες, ανεξαρτήτως αν ο αριθµός των συνιστωσών ϑεωρείται

γνωστός ή όχι. Το ϕαινόµενο που ευθύνεται για αυτό µεταφράζεται ως «εναλλαγή ετι-

κεττών». Σε ό,τι ακολουθεί χρησιµοποιείται ο όρος ‘‘label switching’’ που προτάθηκε

από τους Redner and Walker (1984). Συνήθως το πρόβληµα αυτό παρακάµπτεται

µέσω της εισαγωγής διάφορων εικονικών περιορισµών στον παραµετρικό χώρο. Παρ΄

όλ΄ αυτά, υπάρχει και µια πληθώρα εναλλακτικών αλλά πιο πολύπλοκων και δύ-

σχρηστων µεθόδων που αντιµετωπίζουν το πρόβληµα αυτό πιο αποδοτικά (Jasra et

al., 2005).

Στόχος και περίγραµµα της διατριβής

Ο πρωταρχικός στόχος της διατριβής είναι η ϑεµελίωση µιας γενικής µεθόδου α-

ντιµετώπισης του προβλήµατος label switching η οποία να είναι ανεξάρτητη της

διάστασης των παραµέτρων του µοντέλου µείξης. Παρά την πληθώρα των µεθόδων

που υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία για την αντιµετώπιση του προβλήµατος, καµµία

δεν είναι ταυτόχρονα απλή αλλά και αποδοτική ώστε να εφαρµοστεί σε ένα γενικό

πλαίσιο. Μέσω της µελέτης του συνόλου των εικονικών µεταβλητών κατάταξης, κα-

τασκευάζονται υποσύνολα αυτού που οδηγούν σε κλάσεις µη συµµετρικών εκ των
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υστέρων κατανοµών οι οποίες έχουν την ιδιότητα να αναπαράγουν την συµµετρική εκ

των υστέρων κατανοµή µέσω µεταθέσεων. Η µέθοδος αναπτύσσεται σε ένα ευρύτερο

πλαίσιο µοντέλων ελλιπών δεδοµένων µε την προϋπόθεση ότι πληρούνται κάποιες

αρκετά γενικές ιδιότητες. Τα µοντέλα αυτά περιλαµβάνουν τόσο τις κλασσικές µεί-

ξεις κατανοµών όσο και τα πιο γενικά Hidden Markov Models (HMM) και Markov

Random Fields (MRF). Η προτεινόµενη µέθοδος δύναται να ϑεωρηθεί ως µία γενική

τεχνική αντιµετώπισης του προβλήµατος label switching, η οποία είναι ανεξάρτητη

από την διάσταση του παραµετρικού χώρου και είναι αρκετά απλή στην εφαρµογή

της. Επί πλέον, η ϑεµελίωση της µεθόδου παρέχει ένα ισχυρό ϑεωρητικό υπόβαθρο

που κάνει δυνατή την µελέτη περαιτέρω ιδιοτήτων όπως η ταχύτητα σύγκλισης του

αλγορίθµου, κάτι που δεν είναι άµεσο για τις υπάρχουσες µεθόδους αντιµετώπισης

του ϕαινοµένου label switching.

Αρχικά, η µελέτη των επιπτώσεων που συνεπάγεται ένας περιορισµός διάκρισης

για την ταυτοποίηση των παραµέτρων οδήγησε στην αναθεώρηση του αλγορίθµου

RJMCMC για την εκτίµηση του αριθµού συνιστωσών µιας µείξης κανονικών κατα-

νοµών. Οι κινήσεις που είναι υπεύθυνες για την ανανέωση του αριθµού συνιστωσών

εκµεταλλεύονται την εκ των προτέρων διάταξη των µέσων τιµών των συνιστωσών του

µοντέλου διότι έτσι είναι πιο εύκολος ο σχεδιασµός αυτών των µεταβάσεων. Παρ΄ όλ΄

αυτά, όταν η περιοχή υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας ϐρίσκεται κοντά στο όριο

του περιορισµού, η συγκεκριµένη υπόθεση έχει αρκετές επιπτώσεις. Από την µία

πλευρά, ο αλγόριθµος δεν εκτιµά σωστά τον αριθµό των συνιστωσών και κατ΄ επέκτα-

ση το ίδιο ισχύει και για τις εκτιµήσεις των παραµέτρων. Κρίνεται λοιπόν απαραίτητη

η προσαρµογή του αλγορίθµου αυτού ώστε να ϐελτιώνονται οι εκτιµήσεις σε τέτοιου

είδους περιπτώσεις. Αυτό επιτυγχάνεται ϑεωρώντας ότι µοντέλα µε κοινές µέσες τι-

µές έχουν ϑετική εκ των προτέρων πιθανότητα. Αφού οριστούν κατάλληλες κινήσεις

που γεφυρώνουν αυτά τα µοντέλα, κατασκευάζεται ένας αλγόριθµος RJMCMC ο ο-

ποίος σε συνδυασµό µε τις κινήσεις των Richardson and Green δρα στον χώρο των

µοντέλων αυτών.

Τα κεφάλαια της διατριβής έχουν οργανωθεί ως εξής :

Στο Κεφάλαιο 2 δίνονται οι απαραίτητοι ορισµοί για τα κλασσικά µοντέλα µείξεων

κατανοµών καθώς και η ϑεώρησή τους ως µοντέλα ελλιπών δεδοµένων. Στη συνέ-

χεια γίνεται µια σύντοµη περιγραφή του αλγορίθµου Expectation ­ Maximization

(EM) της Κλασσικής Στατιστικής. Ακολούθως γίνεται µια ανασκόπηση των γνωστών

τεχνικών MCMC για την εκτίµηση ενός µόντέλου µείξης ϑεωρώντας γνωστό ή άγνω-

στο αριθµό συνιστωσών (δειγµατολήπτης Gibbs, αλγόριθµος Metropolis­Hastings
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και RJMCMC), όπου διαπιστώνονται τα προβλήµατα που αντιµετώπιζει η µέθοδος

RJMCMC σε συγκεκριµένες περιπτώσεις. Κατόπιν περιγράφεται το ϕαινόµενο label

switching και γίνεται µια ανασκόπηση των διαθέσιµων µεθοδολογιών αντιµετώπισής

του. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε τη µελέτη των µείξεων κατανοµών σε µοντέλα

γραµµικής παλινδρόµησης. Αφού εισαχθεί ένα µοντέλο εκτίµησης µείξεων πολυµε-

ταβλητών παλινδροµήσεων, δίνονται µερικά παραδείγµατα που υπογραµµίζουν τα

προβλήµατα που δηµιουργεί το ϕαινόµενο label switching.

Στο Κεφάλαιο 3 περιγράφεται µία νέα ϑεώρηση στην µοντελοποίηση µείξεων κα-

νονικών κατανοµών κατά την οποία συµπεριλαµβάνονται µοντέλα µε κοινές µέσες

τιµές. ΄Ετσι, ο αλγόριθµος RJMCMC δεν επηρεάζεται από τον τεχνητό περιορισµό

διάταξης των µέσων για την ταυτοποίηση των παραµέτρων. Για τον σκοπό αυτό,

γίνεται µια αναθεώρηση του ιεραρχικού µοντέλου που ορίζεται από τους Richard­

son and Green (1997) ώστε να έχουν ϑετική εκ των προτέρων πιθανότητα µείξεις

µε κοινές µέσες τιµές. Αφού οριστούν µοντέλα µε διαφορετικό πλήθος παραµέτρων

για κάθε αριθµό συνιστωσών, στην συνέχεια εισάγεται µία νέα κίνηση που γεφυρώ-

νει τα µοντέλα αυτά. Τελικά, κατασκευάζεται ένας αλγόριθµος RJMCMC για την

προσοµοίωση µιας µαρκοβιανής αλυσίδας µε στάσιµη κατανοµή την αντίστοιχη από

κοινού εκ των υστέρων κατανοµή. Μέσω των παραδειγµάτων που παρουσιάζονται

γίνεται σαφές ότι ϐελτιώνεται η εκτίµηση αρκετών µείξεων κατανοµών ή µοντέλων

που µπορούν να προσεγγιστούν από µείξεις κανονικών κατανοµών όπου ο αρχικός

αλγορίθµος δεν δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα.

Στο Κεφάλαιο 4 µελετάται το πρόβληµα label switching σε ένα γενικό πλαίσιο

µοντέλων ελλιπών δεδοµένων. Σύµφωνα µε το ϐασικό ϑεώρηµα που αποδεικνύεται

εκεί, η συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή γράφεται ως µείξη µη συµµετρικών

κατανοµών οι οποίες έχουν το ίδιο στήριγµα µε αυτή. Η αναπαράσταση της εκ

των υστέρων κατανοµής κατ΄ αυτόν τον τρόπο οδηγεί στην επίλυση του προβλήµατος

µη ταυτοποίησης επιλέγοντας µία από τις συνιστώσες της µείξης. Ακολούθως προ-

τείνεται ένας αλγόριθµος αναδιάταξης προσοµοιωµένων δειγµάτων από την εκ των

υστέρων κατανοµή. Αποδεικνύεται ότι ο προτεινόµενος αλγόριθµος προσοµοιώνει

µια µαρκοβιανή αλυσίδα η οποία συγκλίνει στη νέα κατανοµή-στόχο. Επί πλέον,

µελετώνται οι ιδιότητες της ταχύτητας σύγκλισης του προτεινόµενου αλγορίθµου ως

προς τη νόρµα ολικής µεταβολής. Μεταξύ άλλων, αποδεικνύεται ότι η ταχύτητα σύ-

γκλισης της αναδιατεταγµένης ακολουθίας είναι τουλάχιστον ίση µε την αντίστοιχη

της αρχικής ακολουθίας.

Στο Κεφάλαιο 5 εφαρµόζεται ο προτεινόµενος αλγόριθµος για την επίλυση του
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label switching στις εξής κατηγορίες µοντέλων ελλιπών δεδοµένων : κλασσικά µο-

ντέλα µείξεων κατανοµών και παλινδροµήσεων, hidden Markov models και Markov

random fields. Χρησιµοποιείται µια πληθώρα παραδειγµάτων πραγµατικών ή προ-

σοµοιωµένων δεδοµένων (µονοδιάστατων ή πολυµεταβλητών), τα οποία καλύπτουν

ένα ευρύ ϕάσµα εφαρµογών. Ταυτόχρονα η προτεινόµενη µέθοδος συγκρίνεται µε

τις ήδη υπάρχουσες και αναδεικνύονται τα πλεονεκτήµατά της έναντι αυτών, είτε ως

προς την ποιότητα των εκτιµήσεων είτε ως προς την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου.

Τα αποτελέσµατα αυτής της διατριβής οδήγησαν στην συγγραφή τριών εργασιών.

Οι δύο από αυτές έχουν ήδη δηµοσιευθεί στα διεθνή περιοδικά Στατιστικής Compu­

tational Statistics and Data Analysis (Papastamoulis and Iliopoulos, 2009) και

Journal of Computational and Graphical Statistics (Papastamoulis and Iliopoulos,

2010a), ενώ η τρίτη (Papastamoulis and Iliopoulos, 2010b) έχει υποβληθεί προς

δηµοσίευση.
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Κεφάλαιο 2

Συµπερασµατολογία σε Μοντέλα Μείξεων Κατανοµών

2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα ϐασικά χαρακτηριστικά των µοντέλων µείξε-

ων κατανοµών. Αρχικά, δίνεται µια σύντοµη περιγραφή των µεθόδων συµπερασµα-

τολογίας της κλασσικής Στατιστικής (όπως ο αλγόριθµος EM) και διαπιστώνονται τα

µειονεκτήµατα αυτής της προσέγγισης. Κατόπιν, περιγράφεται η µπεϋζιανή ϑεµελί-

ωση ενός µοντέλου µείξης και οι υπολογιστικές δυσκολίες των κλειστών τύπων των

εκτιµητών Bayes. Ακολούθως, παρουσιάζονται οι υπολογιστικές µέθοδοι Markov

Chain Monte Carlo (MCMC) προσοµοίωσης ενός δείγµατος από την εκ των υστέρων

κατανοµή των παραµέτρων ενός µοντέλου µείξης ϑεωρώντας γνωστό αριθµό συνιστω-

σών. Στην συνέχεια περιγράφονται µέθοδοι συµπερασµατολογίας όταν ο αριθµός

συνιστωσών ϑεωρείται άγνωστος, όπως η µέθοδος reversible jump mcmc για µείξεις

µονοδιάστατων κανονικών κατανοµών. Η µέθοδος εφαρµόζεται σε παραδείγµατα µε

προσοµοιωµένα σύνολα δεδοµένων όπου γίνεται σαφές ότι σε συγκεκριµένες περι-

πτώσεις η µέθοδος δεν εκτιµά σωστά το πλήθος των συνιστωσών.

Κατόπιν, παρουσιάζεται ένα ϐασικό χαρακτηριστικό της εκ των υστέρων κατανο-

µής των παραµέτρων το οποίο ονοµάζεται ϕαινόµενο label switching. Το εν λόγω

ϕαινόµενο καθιστά µη τετριµµένη την διαδικασία εκτίµησης των παραµέτρων. Α-

ϕού δοθεί ένα απλό παράδειγµα για την κατανόηση του προβλήµατος, γίνεται µια

ανασκόπηση των διαθέσιµων µεθόδων αντιµετώπισής του. Το κεφάλαιο ολοκληρώ-

νεται παρουσιάζοντας µία γενίκευση των µείξεων κατανοµών σε µοντέλα πολυµετα-

ϐλητών παλινδροµήσεων. Εισάγεται ένα µοντέλο εκτίµησης των παραµέτρων για το

συγκεκριµένο πρόβληµα, ϑεωρώντας γνωστό αριθµό συνιστωσών. Μέσω των παρα-

δειγµάτων που παρατίθενται αναδεικνύεται η ανάγκη εύρεσης µιας γενικής µεθόδου

αντιµετώπισης του προβλήµατος label switching.

7
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2.2 Στοιχεία πεπερασµένων µείξεων κατανοµών

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω k ∈ N µε k > 1 και f1(·), . . . , fk(·) συναρτήσεις πυκνότητας

πιθανότητας ως προς κάποιο κατάλληλο µέτρο. ΄Ενας κυρτός συνδυασµός της µορφής

k∑

j=1

pjfj(·), (2.1)

µε pj > 0, j = 1, . . . , k, και
∑k

j=1 pj = 1, καλείται (πεπερασµένη) µείξη των k κατανο-

µών.

Οι ποσότητες pj, j = 1, . . . , k, καλούνται ϐάρη της µείξης (2.1), ενώ ο ϑετικός

ακέραιος k δηλώνει τον αριθµό των συνιστωσών αυτής. Από τον Ορισµό 2.2.1 είναι

προφανές ότι η (2.1) ορίζει µία συνάρτηση πυκνότητας. Η fj(·) ϑα αποκαλείται η

πυκνότητα της j-συνιστώσας της µείξης. Επειδή ϑα ασχοληθούµε µόνο µε πεπε-

ϱασµένες µείξεις κατανοµών, ϑα αναφερόµαστε σε ένα πεπερασµένο µοντέλο µείξης

κατανοµών απλώς µε τον όρο µοντέλο µείξης.

Στις περισσότερες περιπτώσεις ϑεωρούµε ότι η fj ανήκει σε κάποια δεδοµένη

παραµετρική οικογένεια µε άγνωστη παράµετρο θj ∈ Θj, κάτι που οδηγεί στον

ορισµό του παραµετρικού µοντέλου µείξης

k∑

j=1

pjfj(·|θj). (2.2)

Συνήθως, οι συνιστώσες της µείξης (2.2) ανήκουν στην ίδια παραµετρική οικογένεια,

δηλαδή ισχύει fj(·|θj) = f(·|θj) καθώς και Θj = Θ, ∀j = 1, . . . , k. Σε αυτήν την

περίπτωση ϑα γράφουµε
k∑

j=1

pjf(·|θj). (2.3)

Στο Σχήµα 2.1 αναπαρίστανται οι συναρτήσεις πυκνότητας διαφόρων µείξεων κανο-

νικών κατανοµών και παρατηρούµε την µεγάλη ποικιλία της µορφής αυτών.

΄Εστω x = (x1, . . . , xn) ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από το παραµετρικό µο-

ντέλο µείξης (2.3), µε xi ∈ X ⊆ R
p, i = 1, . . . , n. Το πρόβληµα της εκτίµησης ενός

µοντέλου µείξεων κατανοµών, µε γνωστό πλήθος συνιστωσών, ανάγεται στην εκτί-

µηση των παραµέτρων του, (p, θ) ∈ Pk × Θk, όπου Pk := {(p1, . . . , pk) ∈ (0, 1)k :
∑k

j=1 pj = 1}, δοθέντος του παρατηρηθέντος δείγµατος x. Στην παρούσα διατριβή

ϑα ασχοληθούµε µε την µπεϋζιανή εκτίµηση των εκ των υστέρων κατανοµών των

παραµέτρων των µοντέλων µείξης. Η µπεϋζιανή ϑεµελίωση ενός µοντέλου µείξης ϑα
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Σχήµα 2.1: Μερικές πυκνότητες µείξεων κανονικών κατανοµών για διάφορους α-

ϱιθµούς συνιστωσών. Παρατηρούµε ότι ο αριθµός των κορυφών της πυκνότητας δεν

είναι ενδεικτικός του αριθµού των συνιστωσών, εκτός του ότι µπορεί να ϑεωρηθεί ως

ένα κάτω ϕράγµα αυτού.

συζητηθεί στην Ενότητα 2.4. Πρώτα όµως κρίνεται απαραίτητη µία εισαγωγή στις

µεθόδους εκτίµησης υπό το πρίσµα της κλασσικής Στατιστικής.

Η πρώτη δηµοσιευµένη έρευνα σχετικά µε την εκτίµηση µιας µείξης κατανοµών

αποδίδεται στον Karl Pearson (1894). Ο Pearson ϑέωρησε το πρόβληµα εύρεσης του

εκτιµητή ϱοπών των πέντε ανεξάρτητων παραµέτρων µιας µείξης κανονικών κατανο-

µών µε δύο συνιστώσες. Από τον Ορισµό 2.2.1 είναι σαφές ότι οι ϱοπές της (2.1)

είναι κυρτοί συνδυασµοί των ϱοπών των συνιστωσών της, καθώς είναι προφανές ότι

E(Xm) =
k∑

j=1

pjEfj
(Xm), ∀m ∈ Z

+.

΄Ετσι λοιπόν, ο Pearson ϑεώρησε τις εξισώσεις που ορίζονται από τις πρώτες πέντε

ϱοπές και ύστερα από επίπονες αλγεβρικές πράξεις κατέληξε στις εκτιµήσεις που

εξαρτώνται από µία εκ των ϱιζών ενός πολυωνύµου ενάτου ϐαθµού. Χαρακτηριστικά,

ο Charlier (1906) περιγράφει την προσπάθεια του Pearson ως µία «ηρωική πράξη».

Για τα επόµενα πενήντα χρόνια περίπου, η µέθοδος των ϱοπών υιοθετήθηκε και από

άλλους ερευνητές, όπως οι Charlier (1906), Burrau (1934) και Preston (1953), σε

απλά προβλήµατα µείξεων κατανοµών µε σκοπό κυρίως την απλοποίηση της µεθόδου
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του Pearson.

Εν τω µεταξύ, εµφανίζονται οι πρώτες εργασίες σχετικά µε την εκτίµηση ενός

µοντέλου µείξης µέσω της µεθόδου µέγιστης πιθανοφάνειας. Η πιθανοφάνεια του

µοντέλου (2.3) ορίζεται ως

L(p, θ|x) =
n∏

i=1

k∑

j=1

pjf(xi|θj), (p, θ) ∈ Pk × Θk. (2.4)

Από την (2.4) είναι σαφές ότι το ανάπτυγµα της πιθανοφάνειας περιλαµβάνει kn ό-

ϱους και είναι γενικά µη γραµµικό. ΄Ετσι, ακόµα και για µικρό µέγεθος δείγµατος, η

εύρεση του εκτιµητή µέγιστης πιθανοφάνειας µέσω αναλυτικών τύπων είναι αδύνατη.

Οι Rao (1948) και Mendenhall and Hader (1958) χρησιµοποίησαν κατάλληλες επα-

ναληπτικές διαδικασίες ώστε να προσεγγίσουν τη λύση των εξισώσεων πιθανοφάνειας

αλλά παρά το γεγονός ότι διαπραγµατεύονταν πολύ απλές περιπτώσεις, αντιµετώπι-

Ϲαν σοβαρά υπολογιστικά εµπόδια.

Με την εξάπλωση των ηλεκτρονικών υπολογιστών κατά την δεκαετία του 1960 οι

υπολογιστικές απαιτήσεις έπαψαν σιγά σιγά να αποτελούν εµπόδιο. ΄Ετσι, η έρευνα

σχετικά µε την προσέγγιση των λύσεων των εξισώσεων πιθανοφάνειας ενός µοντέ-

λου µείξης επανέκαµψε. Οι Hasselblad (1966) και Wolfe (1970) χρησιµοποίησαν

επαναληπτικές αριθµητικές µεθόδους για την εκτίµηση µείξεων µονοδιάστατων και

πολυδιάστατων κανονικών κατανοµών, αντίστοιχα. Τελικά, οι Dempster et al. (1977)

εισάγουν τον αλγόριθµο EM (δες Ενότητα 2.3) ο οποίος έπαιξε καθοριστικό ϱόλο στην

υιοθέτηση των µείξεων κατανοµών ως ένα χρήσιµο στατιστικό εργαλείο.

Παρά τις προαναφερθείσες σηµαντικές εξελίξεις και την παράκαµψη των υπο-

λογιστικών δυσκολιών, άρχισαν να προκύπτουν κάποιες άλλες δυσκολίες σχετικά

µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας. Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας

ενός µοντέλου µείξης δεν είναι πάντα διαθέσιµος, καθώς στις περιπτώσεις όπου τα

θj, j = 1, . . . , k, παριστάνουν Ϲεύγη παραµέτρων ϑέσης-κλίµακος, η πιθανοφάνεια

δεν είναι ϕραγµένη. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα δίνεται στους Cox and Hinkley (1974),

όπου ϑεωρούν ένα τυχαίο δείγµα x = (x1, . . . , xn) από την µείξη

10−10 1

σ
√

2π
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
+ (1 − 10−10)

1√
2π

exp

{
−(x− µ)2

2

}
.

Είναι σαφές ότι η αντίστοιχη πιθανοφάνεια τείνει στο άπειρο στην περίπτωση όπου το

µ συµπίπτει µε κάποιο από τα xi, και σ2 ↓ 0 (δες και Kiefer and Wolfowitz, 1956).

Προφανώς, ανάλογες ιδιάζουσες περιπτώσεις προκύπτουν όταν είναι άγνωστα τα ϐά-

ϱη και οι διασπορές και των δύο συνιστωσών. Το γεγονός αυτό µπορεί να αποφευχθεί
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Σχήµα 2.2: Ο λογάριθµος της πιθανοφάνειας στο επίπεδο των (µ1, µ2) για τις 500
προσοµοιωµένες παρατηρήσεις από την κατανοµή (2.5).

ϑεωρώντας ότι οι διασπορές των κανονικών συνιστωσών είναι ίσες µεταξύ τους ή αν

είναι γνωστό εκ των προτέρων ότι κάθε συνιστώσα της µείξης έχει ένα ελάχιστο πλή-

ϑος παρατηρήσεων που προέρχονται από αυτή (Hosmer, 1973a). Βέβαια, σε γενικά

πλαίσια, τέτοιου είδους υποθέσεις είτε είναι αρκετά περιοριστικές είτε είναι αδύνατο

να εξασφαλιστούν.

Σε περιπτώσεις όπου η πιθανοφάνεια δεν είναι ϕραγµένη, είναι σαφές ότι η εύρε-

ση του ΕΜΠ ενός µοντέλου µείξης έχει να κάνει µε την ανακάλυψη τοπικών µεγίστων

της πιθανοφάνειας. Παρακάµπτωντας τις υπολογιστικές δυσκολίες του εγχειρήµα-

τος αυτού, συχνά η πιθανοφάνεια ενός µοντέλου παρουσιάζει αρκετά τοπικά µέγιστα

κάθε ένα από τα οποία παράγει διαφορετικές σηµειακές εκτιµήσεις των άγνωστων

παραµέτρων. Μία τέτοια περίπτωση απεικονίζεται στο Σχήµα 2.2 όπου (ϑεωρώντας

γνωστά τα ϐάρη και τις διασπορές) ο λογάριθµος της πιθανοφάνειας L(µ|x) παρου-

σιάζει δύο κορυφές, για n = 500 προσοµοιωµένες παρατηρήσεις από την µείξη δύο

κανονικών κατανοµών

0.7N (0, 1) + 0.3N (2.5, 1). (2.5)

Γενικά, η ύπαρξη πολλών κορυφών εγείρει και το ερώτηµα για το αν έχουν εντοπιστεί

όλες ή όχι. Σε επόµενη ενότητα ϑα εξηγηθεί ότι κάθε κορυφή της πιθανοφάνειας ενός

µοντέλου µείξης δεν αντιστοιχεί σε µία µοναδική τιµή των παραµέτρων και κάτι τέτοιο

έχει επιπτώσεις στην ασυµπτωτική ϑεωρία του εκτιµητή µέγιστης πιθανοφάνειας.

Οι Redner and Walker (1984) έχουν διατυπώσει κάποιες ικανές συνθήκες υπό

την ισχύ των οποίων εξασφαλίζεται η ύπαρξη µιας ισχυρά συνεπούς λύσης των ε-

ξισώσεων πιθανοφάνειας, η οποία µεγιστοποιεί τοπικά την πιθανοφάνεια και είναι
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ασυµπτωτικά κανονικά κατανεµηµένη. ∆υστυχώς όµως, στις πρακτικές εφαρµογές

το µέγεθος του δείγµατος δεν είναι πάντοτε αρκετά µεγάλο. ΄Ετσι, η συµπεριφορά

του ΕΜΠ είναι εξαιρετικά ασταθής σε περιπτώσεις όπου οι συνιστώσες των µείξε-

ων δεν είναι επαρκώς διαχωρισµένες µεταξύ τους. Γενικά, ένα πρόβληµα καλείται

«ασθενώς ορισµένο» (ill­conditioned) όταν η λύση του είναι αρκετά ευαίσθητη σε

µικρές διαφοροποιήσεις των δεδοµένων. Το πρόβληµα εύρεσης τοπικών µεγίστων

της πιθανοφάνειας ενός µοντέλου µείξης ανήκει ακριβώς σε αυτήν την κατηγορία

προβληµάτων. Για παράδειγµα, αν έχουµε δεδοµένα από µία µείξη δύο κανονικών

πληθυσµών µε παραµέτρους p1 = 0.3, σ2
1 = σ2

2 = 1 και µ1 − µ2 = 1, τότε απαιτεί-

ται µέγεθος δείγµατος της τάξης του 106 προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι η τυπική

απόκλιση κάθε στοιχείου του ΕΜΠ είναι µικρότερη από 0.1 (Redner and Walker,

1984). Πιο γενικά, ο Hosmer (1973b), ύστερα από µελέτη της συµπεριφοράς του

ΕΜΠ σε περιπτώσεις µικρού µεγέθους δείγµατος και µικρής διαφοροποίησης των

συνιστωσών, καταλήγει στο ότι

«οι εκτιµήσεις µέγιστης πιθανοφάνειας ϑα πρέπει να χρησιµοποιούνται

µε µεγάλη επιφύλαξη ή να µην χρησιµοποιούνται καθόλου».

2.2.1 Η διατύπωση του µοντέλου µέσω ελλιπών δεδοµένων

Σε πολλές περιπτώσεις, η πολυπλοκότητα ενός µοντέλου που υιοθετείται για την

περιγραφή των διαθέσιµων δεδοµένων προέρχεται από την έλλειψη πληροφορίας για

την υιοθέτηση κάποιου απλούστερου µηχανισµού. Τυπικά, όλα τα µοντέλα που

ορίζονται µέσω µιας διαδικασίας περιθωριοποίησης, δηλαδή όταν η πυκνότητα των

παρατηρήσεων x, f(x|η), µπορεί να δοθεί από ένα ολοκλήρωµα της µορφής

f(x|η) =

∫

Z

f(x, z|η)ν(dz), (2.6)

δύναται να ϑεωρηθούν ως µοντέλα ελλιπών δεδοµένων. Αν µία τέτοια αναπαράσταση

έχει νόηµα για την κατασκευή του µοντέλου, τότε τα (x, z) αναφέρονται ως πλήρη

δεδοµένα αν και το διάνυσµα z είναι µη παρατηρήσιµο. Παρά το γεγονός ότι οποια-

δήποτε πυκνότητα µπορεί να γραφτεί κατ΄ αυτόν τον τρόπο, στα µοντέλα µείξεων µία

τέτοιου είδους αναπαραστάση παρέχει το κατάλληλο κίνητρο για την ερµηνεία των

µείξεων κατανοµών και την χρήση αυτών ως µοντέλα που περιγράφουν ετερογενή

σύνολα δεδοµένων.

Υπάρχουν αρκετά κίνητρα για την ϑεώρηση των µοντέλων µείξεων ως µία χρήσιµη

επέκταση «συνήθων» κατανοµών. Η πλέον ϕυσική προσέγγιση είναι η ενσωµάτωση
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ενός παράγοντα ο οποίος χωρίζει τον πληθυσµό σε (πεπερασµένου πλήθους) στρώ-

µατα ή υποπληθυσµούς. Μία από τις πρώτες καταγραφές τέτοιας συµπεριφοράς

συναντάται στον Bertillon (1887) όπου η διωνυµική δοµή στο ύψος των στρατιωτών

της κεντρικής Γαλλίας εξηγήθηκε µέσω της µείξης δύο πληθυσµών νέων αντρών, ο

πρώτος από τα πεδινά και ο δεύτερος από τα ορεινά. Η συµπεριφορά της µείξης

εµφανίστηκε διότι δεν είχε καταγραφεί η προέλευση κάθε παρατήρησης, που στην

προκειµένη περίπτωση µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία δίτιµη µεταβλητή που καταγράφει

την κατάταξη κάθε στρατιώτη σε έναν από τους δύο πληθυσµούς (πεδινά ή ορεινά).

΄Ετσι, κάθε παρατηρήση xi είναι εκ των προτέρων κατανεµηµένη σε κάθε µία από

τις συνιστώσες f(·|θj) που περιγράφουν το ύψος κάθε περιοχής µε πιθανότητα pj,

j = 1, 2. Πολύ συχνά, στις πρακτικές εφαρµογές δεν είναι πάντα δυνατόν να κατα-

γράφεται η µεταβλητή κατάταξης κάθε παρατήρησης στους πληθυσµούς που συνι-

στούν τη µείξη. Για παράδειγµα, σύµφωνα µε το International Halibut Commission

of Seattle, η κατανοµή του µήκους του ιππόγλωσσου1 µιας συγκεκριµένης ηλικίας

προσεγγίζεται από µία µείξη δύο κανονικών κατανοµών. Εδώ η συµπεριφορά της

µείξης εµφανίζεται διότι δεν καταγράφεται το ϕύλο του ψαριού, µία διαδικασία που

είναι ασύµφορη λόγω του µεγάλου κόστους της.

Μέσω µιας διαδικασίας αποπεριθωριοποίησης λοιπόν, είναι πάντα εφικτό να α-

ντιστοιχίσουµε σε µια τυχαία µεταβλητή Xi µία άλλη τυχαία µεταβλητή Zi µε τιµές

στο σύνολο {1, . . . , k}, τέτοια ώστε για κάθε j = 1, . . . , k

Xi|Zi = j, θ ∼ f(x|θj), (2.7)

Zi|p ∼ Mk(1; p1, . . . , pk) (2.8)

για i = 1, . . . , n, όπου Mk(1; p1, . . . , pk) συµβολίζει την πολυωνυµική κατανοµή µε

k κατηγορίες, ώστε P (Zi = j) = pj. Οι τυχαίες µεταβλητές Zi, i = 1, . . . , n, ϑα

καλούνται µεταβλητές κατάταξης καθώς καθορίζουν σε ποια συνιστώσα της µείξης α-

νήκει κάθε µία παρατήρηση. Εφ΄ όσον δε ϑεωρούνται ανεξάρτητες µεταξύ τους, είναι

προφανές ότι το ίδιο ισχύει και για τις Xi. Λόγω των (2.7) και (2.8) προκύπτει ότι η

σχέση (2.6), στην περίπτωση των µείξεων, µεταφράζεται στο ότι η περιθωριακή κατα-

νοµή του Xi είναι η (2.3). Υπό τη συγκεκριµένη οπτική, το κλασσικό µοντέλο µείξης

κατανοµών (2.3) µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα µοντέλο ελλιπών δεδοµένων, υπό την

έννοια ότι τα Zi είναι µη παρατηρήσιµα. Η υπόθεση ανεξαρτησίας των µεταβλητών

κατάταξης ϑα υιοθετηθεί στο µεγαλύτερο µέρος της παρούσας διατριβής. Ωστόσο, αν

οι µεταβλητές κατάταξης ϑεωρηθούν εξαρτηµένες µεταξύ τους τότε προκύπτουν αρ-

1Είδος ψαριών.
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κετά ενδιαφέρουσες κλάσεις µοντέλων όπως τα hidden Markov models ή τα Markov

random fields που ϑα συζητηθούν στο Κεφάλαιο 5.

Ανάλογα µε την περίσταση, οι µη παρατηρηθείσες µεταβλητές κατάταξης ϑα είναι

ή δεν ϑα είναι µέρος των προς εκτίµηση ποσοτήτων. Η από κοινού κατανοµή των

πλήρων δεδοµένων (xi, zi), i = 1, . . . , n, τα οποία αποτελούνται από ανεξάρτητα

Ϲεύγη, είναι η

P (Xi ∈ dx, Zi = j) = pjf(x|θj)dx, (2.9)

για j = 1, . . . , k. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η πλήρης δεσµευµένη εκ των υστέρων

κατανοµή των µεταβλητών κατάταξης είναι

P (Zi = j|Xi = x,p, θ) =
pjf(x|θj)

p1f(x|θ1) + . . .+ pkf(x|θk)
∝ pjf(x|θj), (2.10)

ανεξάρτητα για κάθε i = 1, . . . , n.

Η αναπαράσταση (2.9) µέσω των µη παρατηρήσιµων πλήρων δεδοµένων ορίζει

την πλήρη πιθανοφάνεια του µοντέλου, η οποία γράφεται σε λογαριθµική µορφή

logLc(p, θ|x, z) = logL(p, θ|x) + log f(z|x, θ,p), (2.11)

όπου λόγω της (2.10) και της εκ των υστέρων ανεξαρτησίας των µεταβλητών κατάτα-

ξης, έχουµε ότι

f(z|x, θ,p) ∝
n∏

i=1

pzi
f(xi|θzi

),

για z = (z1, . . . , zn) ∈ Z := {1, . . . , k}n.

2.2.2 Μοντελοποιώντας άγνωστες κατανοµές

΄Οπως συζητήθηκε στην Ενότητα 2.2.1, οι µείξεις κατανοµών µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν για την ερµηνεία της ετερογένειας στον υπό µελέτη πληθυσµό. Εν τούτοις,

η συγκεκριµένη οπτική δεν αποτελεί το µόνο λόγο για την εφαρµογή ενός µοντέλου

µείξης στα διαθέσιµα δεδοµένα. Πολλές ϕορές το δείγµα µπορεί να παρουσιάζει

χαρακτηριστικά όπως ασυµµετρία, κύρτωση, λοξότητα κλπ. και γενικά η µορφή αυ-

τού να µη δικαιολογεί την προσαρµογή κάποιας από τις «συνηθισµένες» οικογένειες

κατανοµών. Αρκετά συνηθισµένη δε, είναι η προσπάθεια εξάλειψης αυτών των χα-

ϱακτηριστικών µέσω κατάλληλων µετασχηµατισµών (όπως π.χ. η λογαρίθµηση των

δεδοµένων). Είναι κατανοητό ότι τέτοιου είδους απόπειρες δεν είναι οι πλέον ενδε-

δειγµένες διότι στηρίζονται σε εµπειρικούς κανόνες και δεν είναι σαφής η εφαρµογή

τους σε γενικά πλαίσια. Σε αυτές τις περιπτώσεις µπορεί να επιστρατευτεί ένα µο-

ντέλο µείξης κατανοµών µε σκοπό την προσέγγιση της άγνωστης κατανοµής, αφού
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αποφασισθεί µε κάποιον τρόπο ο κατάλληλος αριθµός συνιστωσών και εκτιµηθούν

οι παράµετροί του.

Επανερχόµενοι στο Σχήµα 2.1, είναι εµφανές ότι η πυκνότητα µιας µείξης κα-

νονικών κατανοµών δύναται να έχει σχεδόν οποιαδήποτε µορφή επιθυµούµε µε την

κατάλληλη επιλογή του αριθµού συνιστωσών και των παραµέτρων. Εποµένως, του-

λάχιστον γραφικά, δικαιολογείται ο ισχυρισµός ότι οποιαδήποτε πυκνότητα µπορεί

να προσεγγιστεί µέσω µιας κανονικής µείξης (δες Marron and Wand, 1992). Το γε-

γονός αυτό είχε παρατηρηθεί αρκετά νωρίς. Συγκεκριµένα, ο Pearson (1895) σε µια

προσπάθεια εύρεσης κάποιου κριτηρίου που να διαφοροποιεί µία λοξή κατανοµή

από µία µείξη κανονικών κατανοµών (που παρουσίαζει λοξότητα), καταλήγει στο ότι

«...δεν είναι εύκολη η διάκριση µιας (αληθινά) λοξής καµπύλης και µιας

µείξης, υποθέτοντας ότι δεν έχουµε κάποια ιδιαίτερη εκ των προτέρων

υποψία για την ύπαρξη µείξης. Προς το παρόν, δεν έχω καταφέρει να

ϐρω κάποια γενική συνθήκη µεταξύ των ϱοπών, όπου ϑα ήταν αδύνατη

για µία λοξή καµπύλη και δυνατή για µία σύνθετη, ώστε να διαπιστώνεται

η ύπαρξη µείξης. Παρ΄ όλ΄ αυτά, δεν απελπίζοµαι για την ύπαρξη µιας

τέτοιας συνθήκης.»

Για να γίνει αντιληπτή η ϑέση του Pearson για την δυσκολία διάκρισης µεταξύ

(λοξών ή µη) κατανοµών και µείξεων κατανοµών, στο Σχήµα 2.3 απεικονίζονται οι

συναρτήσεις πυκνότητας των εξής µείξεων δύο κανονικών κατανοµών

0.9N (9.5, 2.5) + 0.1N (12.5, 2.5) (2.12)

0.8N (0, 0.8) + 0.2N (0, 7) (2.13)

0.5N (0, 0.29) + 0.5N (0, 3.8) (2.14)

0.47N (0, 1.45) + 0.53N (0, 5.3). (2.15)

Στο ίδιο Σχήµα, µε διακεκοµµένες γραµµές απεικονίζονται οι πυκνότητες των κα-

τανοµών LN (log 10, 0.04), t4, Laplace(0, 1) και Logistic(0, 1), αντίστοιχα (µε LN
συµβολίζεται η λογαριθµο-κανονική κατανοµή). Το γεγονός ότι οι συναρτήσεις πυ-

κνότητας των µείξεων σχεδόν συµπίπτουν µε τις πυκνότητες αυτών των κατανοµών

σηµαίνει ότι στην πράξη είναι πολύ δύσκολο να τις ξεχωρίσουµε µεταξύ τους. Υπό

αυτήν την οπτική, η προσέγγιση διάφορων µοντέλων πιθανοτήτων µε την χρήση ενός

µοντέλου µείξεων κατανοµών είναι απόλυτα δικαιολογηµένη. Η ευχέρεια που παρέ-

χουν τα µοντέλα µείξεων γίνεται ακόµα πιο προφανής όταν σκεφτούµε ότι σε πολλές

περιπτώσεις δεν είναι ϐολικό να µοντελοποιούµε τα δεδοµένα µας µε µη τυπικές
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4 6 8 10 12 14 16 18 -6 -4 -2 0 2 4 6

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Σχήµα 2.3: Πάνω: Πυκνότητες των µείξεων (2.12) και (2.13) (συνεχείς γραµµές),

µαζί µε τις πυκνότητες των κατανοµών LN (log 10, 0.04) και t4 (διακεκοµµένες γραµ-

µές), αντίστοιχα. Κάτω: τα αντίστοιχα γραφήµατα για τις µείξεις (2.14) και (2.15) µε

τις κατανοµές Laplace(0,1) και Logistic(0,1).

κατανοµές όπως οι προηγούµενες. Για παράδειγµα, η εκτίµηση των παραµέτρων

µιας κατανοµής tν(µ, σ
2) δεν αποτελεί µια απλή υπόθεση όταν οι ϐαθµοί ελευθερίας

αυτής (ν) είναι άγνωστοι. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε ότι σε αυτήν την περίπτωση η

σύγκλιση του αλγορίθµου ΕΜ είναι πολύ αργή (Liu and Rubin, 1994), ενώ το ϐήµα

για την ανανέωση του ν είναι αρκετά χρονοβόρο (Lange et al., 1989).

΄Ετσι λοιπόν, αντί να σκέφτεται κάποιος ερευνητής µια πιθανή παραµετρική οι-

κογένεια κατανοµών που να προσαρµόζεται καλά στα δεδοµένα του, οι µείξεις κατα-

νοµών παρέχουν µια ελκυστική εναλλακτική δυνατότητα, αρκεί να είναι διαθέσιµες

κατάλληλες µέθοδοι για την εκτίµηση αυτών. Βέβαια, από υπολογιστικής άποψης

υπάρχει ταυτόχρονα το µειονέκτηµα ότι χρειάζεται λίγη παραπάνω προσπάθεια, κα-

ϑώς αντί να εκτιµηθούν π.χ. δύο παράµετροι (όπως στην περίπτωση των κατανοµών

Log­Normal, Logistic και Laplace), πρέπει να εκτιµηθούν πέντε (στην περίπτωση

όπου επιλέγεται µία µείξη δύο κανονικών κατανοµών). Σε αυτό το σηµείο ας υπο-

γραµµίσουµε το γεγονός ότι στις µείξεις (2.13), (2.14) και (2.15) οι µέσες τιµές των

δύο κανονικών συνιστωσών είναι ίδιες µεταξύ τους. Αν µια τέτοιου είδους πληρο-
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ϕορία ληφθεί υπ΄ όψιν κατά την εκτίµηση ενός µοντέλου µείξης, το υπολογιστικό

κόστος µπορεί να µειωθεί, καθώς τότε εκτιµάται ένα µοντέλο τεσσάρων παραµέτρων,

αντί για πέντε. Αυτή η παρατήρηση αποτελεί ένα από τα κίνητρα για την ανάπτυξη

της µεθόδου που προτείνεται στο Κεφάλαιο 3 της διατριβής.

2.3 Ο αλγόριθµος EM

Ο αλγόριθµος Expectation ­ Maximization (EM) των Dempster et al. (1977) είναι

µία από τις πιο γνωστές αριθµητικές µεθόδους µεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας.

Εφαρµόζεται σε µοντέλα όπου υπάρχουν (ή µπορεί να ϑεωρηθεί ότι υπάρχουν) ελ-

λιπή δεδοµένα. Μέχρι την ϱαγδαία εξάπλωση των µεθόδων προσοµοίωσης MCMC,

ο αλγόριθµος EM αποτελούσε ίσως το µοναδικό εργαλείο για εκτίµηση παραµέτρων

στα µοντέλα µείξεων κατανοµών. Για µία ολοκληρωµένη παρουσιάση της µεθόδου

στα προβλήµατα µείξεων κατανοµών ο αναγνώστης παραπέµπεται στην µονογραφία

των McLachlan and Peel (2000). Εδώ ϑα περιγραφεί εν συντοµία η µέθοδος και

ϑα εφαρµοστεί σε ένα απλό παράδειγµα ώστε να αναδειχθούν τα µειονεκτήµατα της

κλασσικής συµπερασµατολογίας σε προβλήµατα µείξεων κατανοµών.

Αλγόριθµος 2.3.1. Αλγόριθµος EM για µείξεις κατανοµών

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές (p, θ)(0) και επανάλαβε τα ακόλουθα ϐήµατα µέχρι

να ικανοποιηθεί κάποιο (προκαθορισµένο) κριτήριο σύγκλισης, για t = 1, 2, . . .:

1. Βήµα Ε : Υπολόγισε

Q(p, θ|(p, θ)(t−1),x) := E(p,θ)(t−1) log{Lc(p, θ|x,Z)},

όπου Z ∼ f(z|x, θ,p).
2. Βήµα Μ: Μεγιστοποίησε ως προς p, θ το Q(p, θ|(p, θ)(t−1),x) και ϑέσε

(p, θ)(t) = arg max
(p,θ)

Q(p, θ|(p, θ)(t−1),x).

Μία γενική µορφή του αλγορίθµου EM για προβλήµατα µείξεων κατανοµών πε-

ϱιγράφεται στον Αλγόριθµο 2.3.1. Ο αλγόριθµος ξεκινάει από κάποιες αυθαίρετες

τιµές των παραµέτρων και παράγει µία ακολουθία τιµών (p, θ)(t), t = 1, 2, . . ., η

οποία σε κάθε επανάληψη αυξάνει την τιµή της (παρατηρηθείσας) πιθανοφάνειας

(Dempster et al., 1977). Σε κάθε ϐήµα, οι µη παρατηρηθείσες µεταβλητές z αντι-
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καθίστανται από τις µέσες τιµές τους σύµφωνα µε την κατανοµή (2.10) και κατόπιν

µεγιστοποιείται η αναµενόµενη πλήρης πιθανοφάνεια (2.11).

Η µέθοδος είναι αρκετά αποδοτική όταν η πιθανοφάνεια έχει µοναδική κορυφή.

Στην Ενότητα 2.2 είδαµε όµως ότι η πιθανοφάνεια µιας µείξης κανονικών κατανοµών

ενδέχεται να µην είναι ϕραγµένη, οπότε σε αυτές τις περιπτώσεις ο αλγόριθµος ΕΜ

αποτυγχάνει να συγκλίνει όταν αρχικοποιηθεί κοντά σε αυτή την περιοχή. Εκτός

από αυτές τις ιδιάζουσες περιπτώσεις, η πιθανοφάνεια ενός µοντέλου µείξης µπορεί

να παρουσιάζει αρκετές κορυφές και εποµένως, ακόµα και σε απλές περιπτώσεις, ο

αλγόριθµος συγκλίνει σε ένα τοπικό µέγιστο της πιθανοφάνειας χωρίς να εξερευνήσει

τις υπόλοιπες περιοχές. Μία τέτοια περίπτωση ϑεωρείται στο Παράδειγµα 2.3.1.

Παράδειγµα 2.3.1. Εκτίµηση µείξης (2.5).

Ως εφαρµογή του Αλγορίθµου 2.3.1 σε µια σχετικά απλή περίπτωση, επιστρέφουµε

στα προσοµοιωµένα δεδοµένα από την µείξη (2.5), όπου τα ϐάρη και οι διασπορές

των δύο συνιστωσών ϑεωρούνται γνωστά. Το ιστόγραµµα των δεδοµένων παρατίθεται

στο Σχήµα 2.4(α). Σε αυτήν την περίπτωση, το παραµετρικό διάνυσµα αποτελείται

µόνο από τους µέσους των κανονικών κατανοµών, δηλαδή θ = (µ1, µ2) ∈ R
2. ΄Ηδη

στο Σχήµα 2.2 είδαµε ότι ο λογάριθµος της παρατηρηθείσας πιθανοφάνειας παρου-

σιάζει δύο κόρυφες. Η κύρια κορυφή ϐρίσκεται κοντά στην περιοχή (0, 2.5) όπου

αντιστοιχεί στις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν για την

προσοµοίωση των δεδοµένων. Επιπροσθέτως, υπάρχει και µία µικρότερη κορυφή

κοντά στην περιοχή του (1.5,−0.5). Αν και η διαφορά των τιµών της πιθανοφάνειας

ανάµεσα σε αυτές τις δύο κορυφές είναι πολύ µεγάλη (της τάξης του 75.64 σε λογα-

ϱιθµική κλίµακα), η ύπαρξη της µικρότερης κορυφής έχει σηµαντική επίπτωση στη

συµπεριφορά του αλγορίθµου EM.

Για να προσεγγιστεί το µέγιστο της πιθανοφάνειας, εκτελείται ο Αλγόριθµος 2.3.1

30 ϕορές ανεξάρτητα (µε 100 επαναλήψεις την ϕορά), επιλέγοντας τυχαία τις αρχικές

τιµές. Είναι εύκολο να δειχτεί ότι κατά την t-οστή επανάληψη του Αλγορίθµου 2.3.1,

στο ϐήµα Ε ϑέτουµε

Q(µ|µ(t−1),x) =
n∑

i=1

ẑ
(t−1)
i log 0.7 + (n−

n∑

i=1

ẑ
(t−1)
i ) log 0.3 − n

2
log 2π

− 1

2

n∑

i=1

{ẑ(t−1)
i (xi − µ1)

2 + (1 − ẑ
(t−1)
i )(xi − µ2)

2}

όπου

ẑ
(t−1)
i =

0.7 exp{−(xi − µ
(t−1)
1 )2/2}

0.7 exp{−(xi − µ
(t−1)
1 )2/2} + 0.3 exp{−(xi − µ

(t−1)
2 )2/2}

.
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Σχήµα 2.4: (α) Ιστόγραµµα των 500 προσοµοιωµένων παρατηρήσεων από την κατα-

νοµή (2.5). (ϐ) Τα ίχνη των 30 ανεξάρτητων εκτελέσεων του αλγορίθµου EM.

Ακολούθως, στο ϐήµα Μ ϑέτουµε

µ
(t)
1 =

∑n
i=1 ẑ

(t−1)
i xi∑n

i=1 ẑ
(t−1)
i

και µ
(t)
2 =

∑n
i=1(1 − ẑ

(t−1)
i )xi

n−∑n
i=1 ẑ

(t−1)
i

.

΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.4(ϐ), ο αλγόριθµος πάντα συγκλίνει σε µία κορυφή

της πιθανοφάνειας, αλλά µόνο στις 12 από τις 30 επαναλήψεις η ακολουθία τιµών

συνέκλινε στην κύρια κορυφή. Πιο συγκεκριµένα, η εκτίµηση µέγιστης πιθανο-

ϕάνειας σε αυτήν την περίπτωση είναι θ̂ = (0.0209747, 2.57561) και όπως αναµέ-

νεται είναι αρκετά κοντά στις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων. Αντίθετα, οι υ-

πόλοιπες 18 ϕορές συνέκλιναν στην µικρότερη κορυφή που αντιστοιχεί στο σηµείο

θ̂ = (1.52786,−0.497546). Αυτό προφανώς συµβαίνει διότι έτυχε οι αρχικές τιµές να

ϐρίσκονται στην περιοχή έλξης της µικρότερης κορυφής.

Η εξάρτηση του αλγορίθµου EM από τις αρχικές τιµές είναι ένα γενικό µειονέκτη-

µα αυτής της µεθόδου και συµβαίνει πάντα σε περιπτώσεις όπου η πιθανοφάνεια έχει

αρκετές κορυφές. Γενικά, συνιστάται η εκτέλεση του αλγορίθµου µε διαφορετικές

αρχικές τιµές και η σύγκριση των αποτελεσµάτων µεταξύ τους ώστε να διαπιστω-

ϑεί ποιό είναι το µέγιστο της πιθανοφάνειας. Σε πιο πολύπλοκες περιστάσεις όµως,

όπως όταν είναι άγνωστες όλες οι παράµετροι του µοντέλου ή σε πολυµεταβλητές πε-

ϱιπτώσεις, κάτι τέτοιο είναι αρκετά χρονοβόρα διαδικασία. Επιπροσθέτως, κανένας

δεν εγγυάται αν οι διάφορες εκτελέσεις του αλγορίθµου έχουν πράγµατι ϐρει την

υψηλότερη κορυφή και όχι µόνο κάποιες από τις µικρότερες. Από την άλλη πλευ-

ϱά, σε πολλές εφαρµογές οι µικρότερες κορυφές µπορεί να παρέχουν εναλλακτικές
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εξηγήσεις των δεδοµένων και η διαδικασία επιλογής µιας κορυφής έναντι κάποιας

άλλης δεν µπορεί να αιτιολογηθεί υπό το πρίσµα της κλασσικής συµπερασµατολογί-

ας. Γίνεται λοιπόν σαφές ότι υπάρχουν περιπτώσεις όπου η κλασσική Στατιστική δεν

δίνει ικανοποιητικές απαντήσεις και έτσι κρίνεται απαραίτητη η χρήση µπεϋζιανών

µεθόδων.

2.4 Η Μπεϋζιανή προσέγγιση

Στη µπεϋζιανή συµπερασµατολογία, κάθε άγνωστη παράµετρος ϑεωρείται τυχαία

µεταβλητή η οποία εκ των προτέρων (δηλαδή πριν την παρατήρηση των δεδοµένων)

κατανέµεται σύµφωνα µε µία εκ των προτέρων κατανοµή. Η συµπερασµατολογία

δοθέντος ενός δείγµατος τιµών από τον υπό µελέτη πληθυσµό γίνεται ϐάσει της αντί-

στοιχης εκ των υστέρων κατανοµής. Συχνά, η εκ των προτέρων κατανοµή καθορίζεται

ϐάσει πρακτικών ευκολιών που παρέχουν µερικές επιλογές για αυτήν παρά ϐάσει

υποκειµενικών πληροφοριών που µπορεί να έχει κάποιος ερευνητής. Μία τέτοια ϐο-

λική επιλογή είναι η χρήση συζυγών εκ των προτέρων κατανοµών (conjugate priors),

οι οποίες οδηγούν σε γνωστές εκ των υστέρων κατανοµές.

Πολλές ϕορές, δεν υπάρχει καµµία κοινά αποδεκτή εκ των προτέρων κατανοµή

και σε µερικές από αυτές τις περιπτώσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν µη πληροφο-

ϱιακές εκ των προτέρων κατανοµές, όπως για παράδειγµα η οµοιόµορφη κατανοµή

ή οι κατανοµές του Jeffreys (1946). Παρ΄ όλ΄ αυτά, όταν ο παραµετρικός χώρος δεν

είναι ένα σύνολο πεπερασµένου µέτρου, τότε οι µη πληροφοριακές εκ των προτέ-

ϱων κατανοµές είναι καταχρηστικές. Γενικά, οι καταχρηστικές κατανοµές (improper

priors) είναι ϑετικά µέτρα παρά µέτρα πιθανότητας. Για περισσότερες πληροφορίες,

ο αναγνώστης παραπέµπεται στους Bernardo and Smith (1994).

Στα µοντέλα µείξεων κατανοµών, η χρήση καταχρηστικών εκ των προτέρων κα-

τανοµών είναι απαγορευτική. ΄Οπως ϑα γίνει σαφές στην συνέχεια, αν η εκ των

προτέρων κατανοµή των παραµέτρων είναι καταχρηστική τότε το ίδιο ισχύει και για

την εκ των υστέρων κατανοµή τους, κάτι που κάνει αδύνατη την συµπερασµατολογία.

Το γεγονός αυτό δεν παίζει ουσιώδη ϱόλο, καθώς η χρησιµοποίηση εκ των προτέρων

κατανοµών µε αρκετά µεγάλες διασπορές αποτελεί µια συνηθισµένη και αποδοτική

υπόθεση. Σε ό,τι ακολουθεί ϑα χρησιµοποιηθεί ο γενικός συµβολισµός f(·|y) για να

δηλώσει την δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της µεταβλητής που ϑα µπαίνει ως

όρισµα στην f και δεν ϑα πρέπει να συγχέεται µε την κατανοµή των δεδοµένων.

΄Ετσι λοιπόν, ϑα υποτεθεί ότι οι παράµετροι του µοντέλου (2.3) ακολουθούν εκ
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των προτέρων µία κατανοµή

(p, θ|δ,β) ∼ f(p, θ|δ,β). (2.16)

Τα δ = (δ1, . . . , δk) και β = (β1, . . . , βk) είναι υπερπαράµετροι, οι οποίες ανάλογα µε

την περίσταση ϑα ϑεωρούνται ως σταθερές ποσότητες ή τυχαίες µεταβλητές. Συνήθως

υποτίθεται εκ των προτέρων ανεξαρτησία µεταξύ των ϐαρών και των παραµέτρων των

συνιστωσών και αυτό σηµαίνει ότι η (2.16) µπορεί να γραφτεί ως

(p, θ|δ,β) ∼ f(p|δ)f(θ|β). (2.17)

Μία τυπική επιλογή για την εκ των προτέρων κατανοµή των ϐαρών είναι η κατανο-

µή Dirichlet, ενώ η συνηθισµένη πρακτική υποθέτει εκ των προτέρων ανεξαρτησία

µεταξύ των παραµέτρων των συνιστωσών. ΄Ετσι λοιπόν σε ό,τι ακολουθεί ϑα υποτεθεί

ότι

p|δ ∼ D(δ1, . . . , δk), (2.18)

θ|β ∼
k∏

j=1

f(θj |βj). (2.19)

Σε αυτό το σηµείο τονίζεται ότι στην περίπτωση του µοντέλου (2.3) όπου όλες

οι συνιστώσες ανήκουν στην ίδια παραµετρική οικογένεια κατανοµών, δεν είναι δυ-

νατόν να υπάρξει κάποιου είδους εκ των προτέρων πληροφορία που να ξεχωρίζει

τις συνιστώσες µεταξύ τους. ΄Ετσι, για λόγους συνέπειας σχετικά µε την όσο το δυ-

νατόν περισσότερο µη πληροφοριακή ϑεµελίωση των εκ των προτέρων υποθέσεων,

η συνηθισµένη υπόθεση που γίνεται εδώ είναι ότι δ1 = · · · = δk = δ, όπως και

β1 = · · · = βk = β. Αυτό σηµαίνει ότι οι παράµετροι των συνιστωσών είναι εκ των

προτέρων ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές. Μια περαιτέρω υπόθεση

που χρησιµοποιείται επίσης εδώ είναι ότι δ = 1 κάτι που αντιστοιχεί στην οµοιόµορ-

ϕη κατανοµή στον χώρο Pk.

Η γενική παρουσίαση των εκ των προτέρων υποθέσεων µπορεί να διευρυνθεί

συµπεριλαµβάνοντας και τα διανύσµατα κατάταξης των παρατηρήσεων στις συνιστώ-

σες της µείξης. Κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο ϐέβαια για τη µπεϋζιανή εξαγωγή

συµπερασµάτων για τις παραµέτρους του µοντέλου, αλλά διευκολύνει αρκετά την

διαδικασία. Από την άλλη πλευρά, σε πολλές περιπτώσεις ενδιαφέρει η εξαγωγή

συµπερασµάτων όχι µόνο για τις παραµέτρους των συνιστωσών αλλά και για τις κα-

τατάξεις των παρατηρήσεων στις συνιστώσες (clustering). ΄Οπως ήδη συζητήθηκε

στην Ενότητα 2.2.1, η εκ των προτέρων κατανοµή των µεταβλητών κατάταξης είναι η

πολυωνυµική κατανοµή (2.8).
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Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, η προσέγγιση που ακολουθείται µπορεί να ϑεωρηθεί ως

ένα ιεραρχικό µοντέλο. Στο πιο υψηλό επίπεδο ϐρίσκεται ϕυσικά ο αριθµός των

συνιστωσών όπου προς το παρόν ϑεωρείται γνωστός. Ακολούθως, οι υπερπαράµετροι

δ και β καθορίζουν το αµέσως επόµενο επίπεδο στην ιεραρχία, όπου ϐρίσκονται

οι παράµετροι του µοντέλου (p, θ). Κατόπιν, µία πραγµατοποίηση των ϐαρών p

καθορίζει την συµπεριφορά του διανύσµατος κατάταξης z του οποίου η κατανοµή

εξαρτάται από αυτά. ∆οθέντος z και µιας πραγµατοποίησης του θ, παράγονται τα

δεδοµένα x τα οποία ϐρίσκονται στο χαµηλότερο ιεραρχικό επίπεδο. Είναι σαφές

ότι η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων του µοντέλου γράφεται ως

f(p, θ|x) = C−1L(p, θ|x)f(p, θ) (2.20)

= C−1
∑

z∈Z

Lc(p, θ|x, z)w(z|x)f(p, θ), (2.21)

όπου

C =

∫

Pk×Θk

∑

z∈Z

Lc(p, θ|x, z)w(z|x)f(p, θ)dpdθ.

Το w(z|x) είναι το εκ των υστέρων ϐάρος του z, το οποίο δίνεται από την

w(z|x) =

∫

Pk×Θk

f(z,p, θ|x)dpdθ (2.22)

∝
∫

Pk×Θk

f(x|z, θ)f(z|p)f(p, θ)dpdθ. (2.23)

Λόγω των (2.7) και (2.8) προκύπτει ότι

f(z|p) =
n∏

i=1

Mk(1; p1, . . . , pk)

και

f(x|z, θ) =

n∏

i=1

f(xi|θzi
).

Από την (2.21) προκύπτει άµεσα ότι αν η εκ των προτέρων κατανοµή είναι κατα-

χρηστική, τότε το ίδιο ϑα ισχύει και για την εκ των υστέρων κατανοµή. Πράγµατι,

αν ∫

Θk

f(θ)dθ = ∞,

τότε για κάθε n, ∫

Pk×Θk

f(p, θ|x)dpdθ = ∞

διότι µεταξύ των kn όρων του αθροίσµατος στη (2.21) υπάρχουν συνολικά

k−1∑

j=1

(
k

j

)
(k − j)n
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όροι όπου αντιστοιχούν στα διανύσµατα z που περιέχουν j κενές συνιστώσες, για

j = 1, . . . , k − 1. Γενικά, η συνιστώσα j ϑα λέγεται «κενή» όταν το διάνυσµα z

είναι τέτοιο ώστε zi 6= j, i = 1, . . . , n. Εποµένως, λόγω της (2.19), οι αντίστοιχες

δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές f(p, θ|x, z) περιέχουν j όρους που είναι

ίσοι µε την εκ των προτέρων κατανοµή. Γι΄ αυτό, σε ό,τι ακολουθεί υποθέτουµε ότι η

εκ των προτέρων κατανοµή είναι µη καταχρηστική.

Από την έκφραση (2.21) µπορούµε να δούµε ότι ένας εκτιµητής Bayes των πα-

ϱαµέτρων p, θ είναι ο :

(p̂, θ̂) =
∑

z∈Z

w(z|x)E(p, θ|x, z). (2.24)

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούνται συζυγείς εκ των προτέρων κατανοµές, είναι

διαθέσιµες οι δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές f(p, θ|x, z). Η (2.24) ερµη-

νεύεται ως εξής : Σε κάθε δυνατή κατάταξη z των παρατηρήσεων αντιστοιχίζεται το

εκ των υστέρων ϐάρος και στην συνέχεια η εκτίµηση Bayes των παραµέτρων προκύ-

πτει ως σταθµισµένος µέσος των εκτιµήσεων για τις δεσµευµένες µέσες τιµές αυτών.

Επί πλέον, µία εκτίµηση Bayes για την κατάταξη της i-παρατήρησης, i = 1, . . . , n,

δίνεται από τον τύπο

ẑi = max
j

{P (Zi = j|x), j = 1, . . . , k}, (2.25)

όπου

P (Zi = j|x) =

∫

Pk×Θk

P (Zi = j|x,p, θ)f(p, θ|x)dpdθ, (2.26)

ενώ η P (Zi = j|x,p, θ) δίνεται από την (2.10). Βέβαια, οι παραπάνω τύποι δεν

έχουν µεγάλη πρακτική αξία. Για παράδειγµα, στην (2.24) υπάρχουν kn όροι και

οι υπολογιστικές δυσκολίες είναι µεγάλες ακόµα και για µικρά µεγέθη δείγµατος.

Τέλος, σηµειώνεται ότι οι Casella et al. (2000) σε µια µελέτη Monte Carlo, έδειξαν

ότι πολύ λίγα διανύσµατα κατάταξης έχουν µη αµελητέο ϐάρος, συγκρίνοντας µε τον

συνολικό αριθµό τους. Συνεπώς, κρίνεται απαραίτητη η επικέντρωση σε υπολογι-

στικές µεθόδους που προσοµοιώνουν ένα δείγµα από την εκ των υστέρων κατανοµή

των παραµέτρων (2.21). ΄Ετσι είναι δυνατή η εκτίµηση εκ των υστέρων µέσων τιµών

της µορφής (2.24) και (2.26) µέσω κατάλληλων µέσων όρων.

2.5 Μέθοδοι MCMC και µείξεις κατανοµών

Τα µοντέλα µείξεων κατανοµών έχουν υπάρξει η αφορµή για την ανάπτυξη πολλών

γενικών µεθοδολογιών στην Υπολογιστική Στατιστική. Εκτός από τον αλγόριθµο EM,



24 Κεφάλαιο 2. Συµπερασµατολογία σε Μοντέλα Μείξεων Κατανοµών

ξεχωρίζει η µέθοδος διεύρυνσης των δεδοµένων (data augmentation) που προτάθηκε

από τους Tanner and Wong (1987) και η οποία αποτελεί πρόδροµο του δειγµατο-

λήπτη Gibbs των Gelfand and Smith (1990). Μία εναλλακτική µέθοδος είναι ο

αλγόριθµος Metropolis­Hastings (Metropolis et al., 1953, Hastings, 1970) που δεν

απαιτεί την διεύρυνση των δεδοµένων. Οι δύο αυτές µέθοδοι ανήκουν στην κατη-

γορία των αλγορίθµων Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Η γενική ιδέα είναι ότι

σε αυτούς τους αλγορίθµους προσοµοιώνεται µία µαρκοβιανή αλυσίδα µε οριακή

κατανοµή την από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων του µοντέλου.

Μία εναλλακτική προσέγγιση είναι η τεχνική Population Monte Carlo (Cappe et al.,

2003) η οποία ϐασίζεται στην τεχνική της δειγµατοληψίας σπουδαιότητας (importa­

nce sampling). Για µία γενική εισαγωγή στις µεθόδους προσοµοίωσης Monte Carlo

και MCMC ο αναγνώστης παραπέµπεται στους Robert and Casella (2004).

Στην περίπτωση που ο αριθµός συνιστωσών της µείξης είναι άγνωστος, η µπεϋζια-

νή προσέγγιση αποτελεί και την µόνη δυνατότητα. Μετά την εξάπλωση των µεθόδων

MCMC αναπτύχθηκαν αρκετές µέθοδοι εκτίµησης του αριθµού των συνιστωσών. Οι

πρώτες προσπάθειες προς αυτήν την κατεύθυνση ϐασίζονταν στην σύγκριση απο-

τελεσµάτων από ξεχωριστές εκτελέσεις αλγορίθµων ϑεωρώντας διάφορες τιµές του

k. Πιο συγκεκριµένα, οι Kass and Raftery (1995) και Chib (1996) πρότειναν τη

χρήση του παράγοντα Bayes, ενώ οι Mengersen and Robert (1996) σύγκριναν τα

επικρατέστερα µοντέλα µέσω της απόκλισης Kullback ­ Leibler. Η πραγµατική ό-

µως επανάσταση στη µπεϋζιανή µοντελοποίηση µε µείξεις κατανοµών ήρθε το 1997

µε την εργασία των Richardson and Green όπου εφάρµοσαν την µέθοδο Reversible

Jump MCMC (RJMCMC) του Green (1995). Η καινοτόµος ιδέα αυτής της µεθόδου

ήταν η προσοµοίωση µιας αλυσίδας Markov που κινείται στον χώρο καταστάσεων

όλων των πιθανών µοντέλων ταυτόχρονα και όχι σε κάθε µοντέλο ξεχωριστά. Μία

άλλη σηµαντική εναλλακτική µέθοδος όπου έχει παρόµοια ϐασική ιδέα είναι ο αλ-

γόριθµος Birth­Death MCMC του Stephens (2000b). Σηµειώνεται ότι οι Cappé et

al. (2003) έδειξαν ότι ο αλγόριθµος Birth­Death MCMC είναι οριακή περίπτωση του

αλγορίθµου RJMCMC.

2.5.1 ∆ειγµατολήπτης Gibbs

Ο δειγµατολήπτης Gibbs είναι µία από τις πιο κλασσικές µεθόδους MCMC και η

χρήση του είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη και στην µπεϋζιανή εκτίµηση µείξεων κατα-

νοµών. Η πρώτη εφαρµογή του δειγµατολήπτη Gibbs σε προβλήµατα µείξεων κα-

τανοµών µε γνωστό αριθµό συνιστωσών έγινε από τους Diebolt and Robert (1990).
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Από εκεί και µετά ακολούθησαν αρκετοί ερευνητές µεταξύ των οποίων οι Lavine and

West (1992), Verdinelli and Wasserman (1992), Chib (1995) και Escobar and West

(1995).

Η µέθοδος αυτή εκµεταλλεύεται την αναπαράσταση του µοντέλου µέσω των ελλι-

πών δεδοµένων (δες Ενότητα 2.2.1). Σκοπός της είναι η προσοµοίωση µιας ακολουθί-

ας τιµών (z,p, θ)(t), t = 1, . . . ,M , που αποτελεί πραγµατοποίηση µιας µαρκοβιανής

διαδικασίας, τέτοιας ώστε η περιθωριακή οριακή κατανοµή της ακολουθίας (p, θ)(t)

να είναι η (2.21). Ο δειγµατολήπτης προσοµοιώνει σε κάθε ϐήµα τις ελλιπούσες

µεταβλητές χρησιµοποιώντας την πλήρη δεσµευµένη εκ των υστέρων κατανοµή τους

στη (2.10). Ακολούθως, τα ϐάρη και οι παράµετροι των συνιστωσών προσοµοιώνο-

νται από τις αντίστοιχες πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές. Να σηµειωθεί ότι όταν τα

ϐάρη και οι παράµετροι είναι εκ των προτέρων ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τότε

ισχύει f(p|x, θ, z) = f(p|z). Πιο συγκεκριµένα, αν η εκ των προτέρων κατανοµή

των ϐαρών είναι η (2.18), τότε είναι εύκολο να δειχτεί ότι

p|z, δ ∼ D(δ1 + n1, . . . , δk + nk) (2.27)

όπου

nj :=
n∑

i=1

I(zi = j), j = 1, . . . , k. (2.28)

Εδώ µε I(·) συµβολίζεται η δείκτρια συνάρτηση. Οι πλήρεις δεσµευµένες εκ των

υστέρων κατανοµές των παραµέτρων θ εξαρτώνται από την ϕύση του εκάστοτε µο-

ντέλου. Στις περισσότερες περιπτώσεις χρησιµοποιούνται συζυγείς εκ των προτέρων

κατανοµές, οπότε η προσοµοιώση από την αντίστοιχη πλήρη δεσµευµένη εκ των υ-

στέρων κατανοµή είναι πολύ εύκολη. ΄Ετσι λοιπόν, ένας γενικός δειγµατολήπτης

Gibbs για µείξεις κατανοµών έχει την ακόλουθη µορφή:

Αλγόριθµος 2.5.1. ∆ειγµατολήπτης Gibbs για µείξεις κατανοµών

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές (z,p, θ)(0) και για t ∈ {1, . . . ,M} επανάλαβε τα

ακόλουθα ϐήµατα :

1. Προσοµοίωσε τα z
(t)
i από την κατανοµή zi|p(t−1), θ(t−1) στη (2.10), α-

νεξάρτητα για i = 1, . . . , n.

2. Προσοµοίωσε τα ϐάρη p(t) από την κατανοµή p|z(t) στη (2.27).

3. Προσοµοίωσε τις παραµέτρους θ(t) από τις πλήρεις δεσµευµένες εκ

των υστέρων κατανοµές τους.
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΄Οπως τονίστηκε, το ϐήµα 3 του Αλγορίθµου 2.5.1 εξαρτάται από την ϕύση του

εκάστοτε µοντέλου. Σηµειώνεται ότι αν οι συνιστώσες της µείξης ανήκουν στην εκθε-

τική οικογένεια κατανοµών, τότε υπάρχει µια οικογένεια εκ των προτέρων κατανοµών

που είναι συζυγής της πιθανοφάνειας του µοντέλου. Γενικά, όταν είναι διαθέσιµες

συζυγείς κατανοµές, οι αντίστοιχες πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές

των παραµέτρων δίνονται από κλειστούς τύπους και έτσι είναι εύκολη η προσοµοί-

ωση από αυτές. Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ο αναγνώστης παραπέµπεται στον

Robert (2001). Στην συνέχεια περιγράφονται οι εκ των προτέρων υποθέσεις και οι α-

ντίστοιχες πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές των παραµέτρων στην περίπτωση µείξεων

κανονικών κατανοµών.

Παράδειγµα 2.5.1. Random beta model.

΄Εστω x = (x1, . . . , xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία µείξη k κανονικών κατανοµών

xi ∼
k∑

j=1

pjN (µj, σ
2
j ), i = 1, . . . , n.

Το ιεραρχικό µοντέλο των Richardson and Green (1997) για την εκτίµηση µείξεων

κανονικών κατανοµών ϑα χρησιµοποιηθεί αρκετές ϕορές σε αυτή την διατριβή. Οι

παράµετροι του µοντέλου, εκτός από τα ϐάρη, είναι η µέση τιµή και η διασπορά κάθε

συνιστώσας, συνεπώς θj = (µj, σ
2
j ), j = 1, . . . , k, όπου το k προς το παρόν ϑεωρείται

γνωστή σταθερά. Οι εκ των προτέρων κατανοµές των διανυσµάτων κατάταξης και των

ϐαρών είναι οι (2.8) και (2.18) που ήδη συζητήθηκαν. Στην συνέχεια παρατίθενται

οι εκ των προτέρων υποθέσεις για τις παραµέτρους θj, j = 1, . . . , k:

µj ∼ N (ξ, κ−1), ανεξάρτητα για j = 1, . . . , k

σ−2
j ∼ G(α, β), ανεξάρτητα για j = 1, . . . , k

β ∼ G(g, h)

α = 2

κ = 1/R2

g = 0.2

h = 10/R2

R = x(n) − x(1).

Σηµειώνεται ότι µε G(α, β) συµβολίζεται η κατανοµή γάµµα µε µέση τιµή α/β. Ε-

πειδή η υπερπαράµετρος β είναι τυχαία µεταβλητή, το παραπάνω ιεραρχικό µοντέλο
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καλείται random beta model. Με τις παραπάνω υποθέσεις προκύπτουν συζυγείς εκ

των υστέρων κατανοµές, οι οποίες έχουν ως εξής :

µj|z,σ2,x ∼ N
(
σ−2

j sj + κξ

κ+ σ−2
j nj

,
1

κ + σ−2
j nj

)
, ανεξάρτητα για j = 1, . . . , k

σ−2
j |z,µ, β,x ∼ G

(
α+

nj

2
, β + rj

)
, ανεξάρτητα για j = 1, . . . , k

β|σ2 ∼ G
(
g + κα, h+

k∑

j=1

σ−2
j

)
,

όπου

nj :=
n∑

i=1

I(zi = j), sj :=
n∑

i=1

I(zi = j)xi, rj :=
n∑

i=1

I(zi = j)(xi−µj)
2, j = 1, . . . , k.

(2.29)

Σε αυτήν την περίπτωση λοιπόν, στο ϐήµα 3 του Αλγορίθµου 2.5.1 προσοµοιώνονται

οι µέσες τιµές και οι διασπορές των κανονικών συνιστωσών χρησιµοποιώντας τις

παραπάνω πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές. Επίσης προστίθεται

ένα επί πλέον ϐήµα για την ανανέωση της υπερπαραµέτρου β. Μία εφαρµογή του

random beta model δίνεται στην Ενότητα 2.5.3.

2.5.2 Αλγόριθµος Metropolis­Hastings

΄Οπως περιγράφηκε στην Ενότητα 2.5.1, ο δειγµατολήπτης Gibbs προσοµοιώνει ε-

κτός από τις παραµέτρους και τις ελλιπούσες µεταβλητές κατάταξης. Η διαδικασία

αυτή µπορεί να αποφευχθεί µε την εναλλακτική µέθοδο του αλγορίθµου Metropolis­

Hastings, ο οποίος δεν απαιτεί την διεύρυνση των δεδοµένων.

΄Εστω π η οριακή κατανοµή της αλυσίδας, η οποία στο πλαίσιο των µείξεων είναι

η (2.20). Η µέθοδος ϐασίζεται σε µία κατανοµή πρότασης q από την οποία παράγο-

νται οι υποψήφιες τιµές. Στην συνέχεια οι τιµές αυτές γίνονται αποδεκτές µε κάποια

πιθανότητα. Σε αντίθετη περίπτωση η αλυσίδα παραµένει στην προηγούµενη κατά-

σταση. Στην περίπτωση των µείξεων κατανοµών, µία γενική µορφή του αλγορίθµου

Metropolis­Hastings δίνεται στον Αλγόριθµο 2.5.2.

Η επιλογή της κατανοµής πρότασης q έχει καθοριστική σηµασία για τον αλγό-

ϱιθµο. Η ελάχιστη απαίτηση για αυτήν είναι ότι πρέπει να έχει τουλάχιστον το ίδιο

στήριγµα µε την κατανοµή-στόχο του αλγορίθµου, δηλαδή την π. Μία συνηθισµένη

επιλογή για την κατανοµή πρότασης είναι µια συµµετρική κατανοµή (π.χ. κανονική

µε µέση τιµή την προηγούµενη κατάσταση). Βέβαια, τέτοιου είδους επιλογές δεν

είναι πάντοτε αποτελεσµατικές : Για παράδειγµα, αυτό ισχύει για τα ϐάρη των συνι-
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στωσών ή τις διασπορές µιας µείξης κανονικών κατανοµών, λόγω ενδεχόµενων περιο-

ϱισµών του στηρίγµατος κάποιων παραµέτρων. Αυτή η δυσκολία ωστόσο µπορεί να

ξεπεραστεί εύκολα µε αναπαραµετροποίηση του µοντέλου µείξης (για περισσότερες

λεπτοµέρειες δες Marin et al., 2005).

Αλγόριθµος 2.5.2. Αλγόριθµος Metropolis­Hastings για µείξεις κατανοµών

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές (p, θ)(0) και για t ∈ {1, . . . ,M} επανάλαβε τα

ακόλουθα ϐήµατα :

1. Πρότεινε τις τιµές των παραµέτρων

(p̃, θ̃) ∼ q(·|(p, θ)(t−1)).

2. Υπολόγισε το

r =
L(p̃, θ̃|x)f(p̃, θ̃)q((p, θ)(t−1)|p̃, θ̃)

L((p, θ)(t−1)|x)f((p, θ)(t−1))q(p̃, θ̃|(p, θ)(t−1))
.

3. Θέσε

(p, θ)(t) = (p̃, θ̃)

µε πιθανότητα min{1, r}, διαφορετικά ϑέσε

(p, θ)(t) = (p, θ)(t−1).

2.5.3 Αλγόριθµος RJMCMC για µείξεις κανονικών κατανοµών

Είδαµε ότι ο δειγµατολήπτης Gibbs και ο αλγόριθµος Metropolis­Hastings µπορούν

να εφαρµοστούν για την εκτίµηση των παραµέτρων µείξεων κατανοµών, µε την προ-

ϋπόθεση ότι ο αριθµός συνιστωσών k είναι γνωστός. Σε αυτήν την ενότητα ϑεωρείται

το γενικότερο πρόβληµα όπου το k είναι µέρος των προς εκτίµηση παραµέτρων. Ο

αλγόριθµος RJMCMC επινοήθηκε από τον Green (1995) και εφαρµόστηκε σε µείξεις

κανονικών κατανοµών από τους Richardson and Green (1997). Σε γενικές γραµµές,

αποτελεί µία προσαρµογή του αλγορίθµου Metropolis­Hastings για την προσοµοίω-

ση µιας µαρκοβιανής αλυσίδας που έχει χώρο καταστάσεων µε µη σταθερή διάσταση.

Βέβαια, η επέκταση αυτή παρουσιάζει αρκετές απαιτήσεις τόσο ϑεωρητικές όσο και

υπολογιστικές. Για µία γενική περιγραφή της µεθόδου RJMCMC ο αναγνώστης
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παραπέµπεται στην Ενότητα Α.1 του Παραρτήµατος.

Σε ό,τι ακολουθεί υποτίθεται ότι η πυκνότητα (2.2) των δεδοµένων αποτελείται

από κανονικές συνιστώσες όπου το k πλέον είναι άγνωστο. ∆οθέντος k, η εκ των

προτέρων δοµή στις παραµέτρους του µοντέλου ακολουθεί τις ίδιες υποθέσεις µε το

random beta model που ορίστηκε στην Ενότητα 2.5.1. Μία µικρή διαφοροποίηση

ωστόσο, είναι η εκ των προτέρων διάταξη των µέσων κατά αύξουσα τάξη : Για κάθε k οι

παράµετροι του µοντέλου, (p, θ), ϑα ανήκουν στον περιορισµένο χώρο Pk×Θk
µ1<...<µk

. Αυτό γίνεται για δύο λόγους. Πρώτον, η διάταξη των µέσων κάνει πιο εύκολο τον

σχεδιασµό προτεινόµενων κινήσεων εναλλαγής διάστασης. ∆εύτερον, µέσω αυτού του

περιορισµού οι παράµετροι του µοντέλου γίνονται ταυτοποιήσιµες (για περισσότερες

λεπτοµέρειες δες Ενότητα 2.6).

Οι Richardson and Green (1997) ϑεωρούν ως εκ των προτέρων κατανοµή του α-

ϱιθµού συνιστωσών την οµοιόµορφη κατανοµή στο σύνολο των ακεραίων από το 1 έως

κάποιο προκαθορισµένο άνω ϕράγµα. Στις εφαρµογές που ϑα παρουσιαστούν ως ά-

νω ϕράγµα ϑεωρείται η τιµή kmax = 30. Οι κινήσεις αλλαγής διάστασης γεφυρώνουν

γειτονικά µοντέλα, δηλαδή µοντέλα όπου το πλήθος των συνιστωσών τους διαφέρει

κατά µία µονάδα. Το σηµείο αυτό είναι πολύ σηµαντικό για την καλή απόδοση του

αλγορίθµου RJMCMC. Μία κίνηση αλλαγής διάστασης ϑα πρέπει να σχεδιάζεται ως

ένα καλώς ορισµένο Ϲεύγος αντιστρέψιµων µεταβάσεων συγκεκριµένου τύπου, µε την

έννοια ότι ϑα πρέπει να ικανοποιούν την υπόθεση συµφωνίας διαστάσεων (Α.1) του

Green. Αυτό αποτελεί µια ικανή συνθήκη για την σύγκλιση του αλγορίθµου. Επί

πλέον, οι κινήσεις αυτές ϑα πρέπει να είναι προσεκτικά σχεδιασµένες, έτσι ώστε ο

αλγόριθµος να εξερευνά επαρκώς το σύνολο των δυνατών µοντέλων. Οι Richardson

and Green (1997) χρησιµοποιήσαν δύο τύπους κινήσεων αλλαγής µοντέλου: τον

διαχωρισµό µιας συνιστώσας σε δύο ή τον συνδυασµό δύο συνιστωσών σε µία (split­

combine moves) και την γέννηση ή τον ϑάνατο µιας κενής συνιστώσας (birth­death

moves). Οι κινήσεις διαχωρισµού και γέννησης αυξάνουν τον αριθµό των συνιστωσών

ενώ οι κινήσεις συνδυασµού και ϑανάτου τον µειώνουν.

Τονίζεται το γεγονός ότι οι κινήσεις αυτές δρουν συµπληρωµατικά µεταξύ τους.

Το πρώτο Ϲευγάρι κινήσεων (split­combine) δρα «τοπικά», µε την έννοια ότι προτείνει

αλλαγές µεταξύ γειτονικών συνιστωσών (δηλαδή οι µέσες τιµές αυτών είναι τέτοιες

ώστε να µην παρεµβάλλεται ο µέσος κάποιας άλλης συνιστώσας αναµεσά τους). Επί

πλέον η κίνηση αυτού του τύπου αντλεί πληροφορία από την εκάστοτε κατάσταση

της αλυσίδας καθώς οι προτεινοµένες τιµές είναι τέτοιες ώστε να µένουν αναλλοίωτες

οι δύο πρώτες ϱοπές της µείξης. Σηµειώνουµε ότι η εκ των προτέρων υπόθεση διά-
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ταξης των µέσων είναι απαραίτητη για την κίνηση αυτή καθώς έτσι ταυτοποιούνται

οι γειτονικές συνιστώσες που συµµετέχουν στην προτεινόµενη µετάβαση. Αντίθε-

τα, το δεύτερο Ϲευγάρι κινήσεων (birth­death) προτείνει πιο «τυχαίες» αλλαγές στην

κατάσταση της αλυσίδας.

Αλγόριθµος 2.5.3. Αλγόριθµος RJMCMC για µείξεις κανονικών κατανοµών

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές k(0), z(0), (p,µ,σ2)(0), και για t ∈ {1, . . . ,M},

επανάλαβε τα παρακάτω ϐήµατα :

1. ∆ιαχωρισµός µιας συνιστώσας σε δύο ή συνδυασµός δύο συνιστωσών

σε µία.

2. Γέννηση ή ϑάνατος µιας κενής συνιστώσας.

3. Ανανέωση των ϐαρών p = (p1, . . . , pk).

4. Ανανέωση των µέσων µ = (µ1, . . . , µk).

5. Ανανέωση των διασπορών σ2 = (σ2
1, . . . , σ

2
k).

6. Ανανέωση του διανύσµατος κατάταξης z = (z1, . . . , zn).

7. Ανανέωση της υπερπαραµέτρου β.

Στα ϐήµατα 3− 7 του Αλγορίθµου 2.5.3 χρησιµοποιούνται οι πλήρεις δεσµευµέ-

νες εκ των υστέρων κατανοµές των παραµέτρων που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα

2.5.1. Μία ϐασική διαφορά εδώ είναι ότι η πλήρης δεσµευµένη κατανοµή των µέ-

σων χρησιµοποιείται µόνο για την πρόταση µιας νέας τιµής. Αυτή γίνεται αποδεκτή

µόνο αν δεν παραβιάζεται η διάταξη των µέσων, διαφορετικά επαναλαµβάνεται η

προηγούµενη τιµή. Για µία αναλυτική περιγραφή των ϐηµάτων του αλγορίθµου,

ο αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία των Richardson and Green (1997) (δες

επίσης και Παπασταµούλης, 2006). Γενικά, ο παραπάνω αλγόριθµος είναι σχεδια-

σµένος για να εκτιµά το πλήθος συνιστώσών και τις παραµέτρους αυτών σε δεδοµένα

που µπορεί να ϑεωρηθεί ότι προσεγγίζονται από µία µείξη κανονικών κατανοµών

και αποδίδει καλά σε τυπικές περιπτώσεις. Παρ΄ όλ΄ αυτά, στα παραδείγµατα που

ακολουθούν γίνεται σαφές ότι υπάρχουν κάποιες περιπτώσεις όπου ο αλγόριθµος

των Richardson and Green (1997) δεν εκτιµά σωστά τις συνιστώσες της µείξης.

Παράδειγµα 2.5.2. Εφαρµογή του Αλγορίθµου 2.5.3 σε προσοµοιωµένα σύνολα δε-

δοµένων.

Ας υποθέσουµε ότι διαθέτουµε τα δείγµατα µεγέθους 200 παρατηρήσεων τα ιστο-

γράµµατα των οποίων απεικονίζονται στο Σχήµα 2.5. Τα δεδοµένα αυτά προσοµοιώ-
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Σχήµα 2.5: Προσοµοιωµένα δεδοµένα από τις µείξεις (2.30) (α) και (2.31) (ϐ).

ϑηκαν από τις µείξεις κανονικών κατανοµών

1

3
N (−2, 1) +

1

3
N (0, 0.5) +

1

3
N (1, 0.25) (2.30)

1

4
N (0, 2) +

1

4
N (10, 7) +

1

4
N (10, 1) +

1

4
N (20, 1), (2.31)

αντίστοιχα. Προκειµένου να εκτιµήσουµε τον αριθµό συνιστωσών που αποτελούν

τις µείξεις αυτές, εκτελέσαµε τον Αλγόριθµο 2.5.3 για 300000 επαναλήψεις (αφού

προηγήθηκαν 30000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in) και προέκυψε η εκ των

υστέρων κατανοµή του αριθµού των συνιστωσών του Σχήµατος 2.6. Για τα δεδοµένα

από την µείξη (2.30) παρατηρούµε ότι η εκ των υστέρων κατανοµή υποδεικνύει ότι

ο πιο πιθανός αριθµός συνιστωσών είναι τρεις, µε P̂ (k = 3|x) = 0.333. (Αυτός είναι

και ο πραγµατικός αριθµός συνιστωσών.) Στην συνέχεια, µπορούµε να εκτιµήσουµε

τις παραµέτρους του µοντέλου τριών συνιστωσών δεσµεύοντας στο ενδεχόµενο k = 3.

΄Ετσι καταλήγουµε στις ακόλουθες εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών :

Ê(µ|x) = (−2.33,−0.41, 0.87)

Ê(σ2|x) = (0.52, 0.67, 0.46)

Ê(p|x) = (0.258, 0.326, 0.416).

Για τα δεδοµένα της µείξης (2.31), στο Σχήµα 2.6 παρατηρούµε ότι, παρά το σχε-

τικά µεγάλο µέγεθος δείγµατος, η κορυφή της εκτιµηθείσας εκ των υστέρων κατα-

νοµής αντιστοιχεί στο k = 5 (ενώ στην πραγµατικότητα υπάρχουν τέσσερεις συνιστώ-

σες). Αυτό είναι µάλλον µη αναµενόµενο, καθώς µόνο τρεις κορυφές είναι εµφανείς

στο ιστόγραµµα. Βέβαια, αφού η πραγµατική µείξη έχει ίσους τους δύο «µεσαίους»

µέσους, ένα µοντέλο τριών συνιστωσών ϑα είχε πιθανότατα ϕτωχή προσαρµογή στα
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Σχήµα 2.6: Οι εκτιµηθείσες εκ των υστέρων κατανοµές των αριθµού συνιστωσών

µέσω του αλγορίθµου RJMCMC για τα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2.5.2. (α)

Μείξη (2.30). (ϐ) Μείξη (2.31).

δεδοµένα, µια που το κύριο µέρος αυτών προκύπτει από τις δύο «µεσαίες» συνιστώ-

σες που έχουν αρκετά µεγάλη διαφορά στις διασπορές. Από την άλλη πλευρά, ένα

µοντέλο τεσσάρων συνιστωσών (δηλαδή το πραγµατικό) αποτυγχάνει να κυριαρχήσει

στην εκ των υστέρων κατανοµή διότι η περιοχή υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας

ϐρίσκεται στο σύνορο του περιορισµένου παραµετρικού χώρου, καθώς ο δεύτερος

και τρίτος µέσος ταυτίζονται. Πράγµατι, αν δεσµεύσουµε στο µοντέλο µε k = 4, τότε

οι εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών των µέσων της δεύτερης και τρίτης

συνιστώσας είναι αρκετά µακριά από την πραγµατική κοινή τιµή τους. Φυσικά κάτι

τέτοιο ήταν αναµενόµενο, λόγω της διάταξης των µέσων. Εδώ αναφέρουµε ότι αυτό

το πρόβληµα έχει σχολιαστεί από τον Stephens (1997b) στην συζήτηση της εργασί-

ας των Richardson and Green, ο οποίος (σε ένα παρόµοιο παράδειγµα) αναφέρει

χαρακτηριστικά ότι

«...η αναδιάταξη ϐάσει του περιορισµού µ1 < µ2 < µ3 αποτυγχάνει να

χωρίσει τις δύο συνιστώσες µε κοινό µέσο...»

Εδώ ϐλέπουµε ότι κάτι τέτοιο δεν επηρεάζει µόνο την διαδικασία των εκτιµήσεων,

αλλά κυρίως έχει επιπτώσεις στην εκ των υστέρων κατανοµή, η κορυφή της οποίας

υπερεκτιµά τον πραγµατικό αριθµό συνιστωσών στο συγκεκριµένο παράδειγµα.

∆εσµεύοντας στο µοντέλο µε k = 5 συνιστώσες, οι εργοδικοί µέσοι των τιµών που

προσοµοιώθηκαν από τον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC ήταν

Ê(µ|x) = (−0.59, 7.11, 10.09, 14.27, 20.93)

Ê(σ2|x) = (1.98, 3.88, 3.41, 3.69, 1.57)
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Σχήµα 2.7: Μείξη (2.31): Οι προσοµοιωµένες τιµές των µέσων για τις τελευταίες

5000 επαναλήψεις του αλγορίθµου 2.5.3 δεσµεύοντας στο µοντέλο των πέντε συνι-

στωσών.

Ê(p|x) = (0.23, 0.14, 0.28, 0.12, 0.23)

Συγκρίνοντας τις παραπάνω εκτιµήσεις µε τις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων

του αληθινού µοντέλου είναι λογικό να διερωτηθούµε αν οι εκτιµήσεις των µέσων για

την δεύτερη και τέταρτη συνιστώσα είναι κατά κάποιον τρόπο δικαιολογηµένες. Για

να απαντήσουµε σε αυτό ϑα πρέπει να κοιτάξουµε πιο προσεκτικά την εκτιµηθείσα

εκ των υστέρων κατανοµή.

Στο Σχήµα 2.7 αναπαρίστανται οι προσοµοιωµένες τιµές των µέσων για τις τε-

λευταίες 5000 επαναλήψεις του τυπικού αλγορίθµου RJMCMC δεσµεύοντας στο

µοντέλο των πέντε συνιστωσών. Παρατηρούµε ότι οι τιµές των µ2 και µ4 αντιστοι-

χούν σε αρκετές περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας. Με άλλα λόγια η

εκ των υστέρων κατανοµή παρουσιάζει πολλές κορυφές. Το ϕαινόµενο αυτό είναι

τυπικό των εκ των υστέρων κατανοµών των παραµέτρων ενός µοντέλου µείξης. Κάτι

τέτοιο συµβαίνει όταν το µοντέλο που προσαρµόζεται στα δεδοµένα µας είναι υπερ-

παραµετροποιηµένο. Ας ϑυµηθούµε ότι στην περίπτωσή µας το σωστό µοντέλο έχει

µόνο τρεις διακεκριµένους µέσους. Εποµένως, ένα µοντέλο µε k = 5 συνιστώσες

είναι υπερπαραµετροποιηµένο διότι περιλαµβάνει τουλάχιστον δύο επί πλέον παρα-

µέτρους. Εφ΄ όσον οι προσοµοιωµένες τιµές αυτών των παραµέτρων δεν έχουν στην

ουσία πραγµατικό στόχο, «περιπλανώνται» από έναν «υπάρχοντα» µέσο σε έναν άλ-

λον «υπάρχοντα» µέσο, ενώ ταυτόχρονα επισκέπτονται κάποιες ενδιάµεσες περιοχές.

Κάτι τέτοιο απεικονίζεται στο Σχήµα 2.7. Για παράδειγµα, οι προσοµοιωµένες τιµές

του µ2 εναλλάσονται µεταξύ των περιοχών κοντά στο 0, 7 και 10. Επίσης, παρό-

µοια είναι και η συµπεριφορά του µ4. Τέτοιου είδους καταστάσεις παρατηρήσαµε

σε αρκετά υπερπαραµετροποιηµένα µοντέλα που προσαρµόσαµε σε διάφορα σύνο-

λα δεδοµένων. Συµπεραίνουµε ότι η υπερπαραµετροποιήση συνήθως οδηγεί σε µία

εκ των υστέρων κατανοµή η οποία έχει αρκετές «γνήσιες» κορυφές ανεξαρτήτως αν

χρησιµοποιούνται εικονικοί περιορισµοί διάταξης ή όχι.
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2.6 Το πρόβληµα label switching

Στην Ενότητα 2.5.3, είδαµε ότι οι Richardson and Green ϑεώρησαν εκ των προτέρων

τον περιορισµό µ1 < . . . < µk. Αυτό έγινε πρωτίστως για τον εύκολο σχεδιασµό των

προτεινόµενων κινήσεων τύπου split­combine. Ανεξάρτητα από αυτό, αναφέραµε

προηγουµένως ότι ένας τέτοιος περιορισµός κάνει τις παραµέτρους του µοντέλου

µείξης ταυτοποιήσιµες και έτσι στα παραδείγµατα που παρουσιάσαµε υπάρχει µια

λανθασµένη εντύπωση σχετικά µε το πόσο τυπική υπόθεση µπορεί να είναι η διαδι-

κασία των εκτιµήσεων. Στην συνέχεια εξηγείται γιατί συµβαίνει αυτό, επιστρέφοντας

στην γενική περίπτωση όπου για κάθε δοθείσα τιµή k του αριθµού συνιστωσών οι πα-

ϱάµετροι κάθε συνιστώσας παίρνουν τιµές στο ίδιο σύνολο, δηλαδή (p, θ) ∈ Pk×Θk.

΄Εστω Tk το σύνολο των µεταθέσεων των δεικτών των συνιστωσών {1, . . . , k}. Για

κάποιο τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk ας ϑεωρήσουµε την αντίστοιχη µετάθεση του παραµε-

τρικού διανύσµατος

τ(p, θ) ≡ (τp, τθ) := (pt1 , . . . , ptk , θt1 , . . . , θtk).

Η ϱίζα του ϕαινοµένου label switching (σύµφωνα µε τον όρο που χρησιµοποιήθηκε

από τους Redner and Walker, 1984) εντοπίζεται στο γεγονός ότι η πιθανοφάνεια

(2.4) είναι αναλλοίωτη ως προς τις µεταθέσεις των δεικτών των συνιστωσών, καθώς

είναι προφανές ότι

L(p, θ|x) = L(τ(p, θ)|x), ∀τ ∈ Tk (2.32)

(δες και Stephens, 1997a).

Αν και το παραπάνω ϕαινόµενο παίζει µεγάλο ϱόλο στην µπεϋζιανή συµπερα-

σµατολογία όπως ϑα εξηγηθεί στην συνέχεια, σε αυτό το σηµείο αναφέρεται ότι έχει

επιπτώσεις και στην κλασσική συµπερασµατολογία. Για παράδειγµα, οι συνηθισµέ-

νες συνθήκες οµαλότητας (Cramer, 1946) σχετικά µε τις ασυµπτωτικές ιδιότητες του

εκτιµητή µέγιστης πιθανοφάνειας του (p, θ) δεν ισχύουν. Αυτό συµβαίνει διότι οι

παράµετροι (p1, θ1), . . . , (pk, θk) δεν είναι ταυτοποιήσιµες, λόγω του ότι µία µετάθε-

ση των δεικτών των συνιστωσών δεν αλλάζει την τιµή της πιθανοφάνειας. Το γεγονός

αυτό έχει επιπτώσεις και σε ελέγχους υποθέσεων σχετικούς µε µείξεις κατανοµών,

καθώς ο κλασσικός έλεγχος λόγου πιθανοφανειών δεν έχει γνωστή ασυµπτωτική κα-

τανοµή (Hartigan, 1985a, 1985b). Για περισσότερες λεπτοµέρειες για τις επιπτώσεις

του προβλήµατος µη ταυτοποίησης των παραµέτρων στην συµπεριφορά του εκτιµη-

τή µέγιστης πιθανοφάνειας ο αναγνώστης παραπέµπεται στους McLachlan and Peel

(2000) και Redner (1981).
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Σχήµα 2.9: Η ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών (µ1, µ2, µ3)
(t), t = 1, . . . , 2000.

Εδώ, ο αναλυτικός υπολογισµός της εκ των υστέρων κατανοµής είναι δυνατός

λόγω του πολύ µικρού µεγέθους δείγµατος και της µικρής διάστασης του παρα-

µετρικού χώρου. Τονίζεται το γεγονός ότι σε γενικές περιπτώσεις κάτι τέτοιο είναι

απαγορευτικό· αυτός εξ άλλου είναι και ο λόγος που καταφεύγουµε στην προσοµοί-

ωση ενός δείγµατος από την εκ των υστέρων κατανοµή. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι

επιθυµούµε να προσοµοιώσουµε ένα δείγµα από την κατανοµή (2.34). Ας επιλέ-

ξουµε τον Αλγόριθµο 2.5.2 χρησιµοποιώντας ως κατανοµή πρότασης στο ϐήµα t τον

τυχαίο περίπατο

µ̃j ∼ N (µ
(t−1)
j , 22), j = 1, 2, 3.

΄Υστερα από M = 2000 επαναλήψεις (µετά την διαγραφή των πρώτων 200 τιµών

ως περίοδο burn­in), το προσοµοιωµένο δείγµα (µ1, µ2, µ3)
(t), t = 1, . . . ,M έχει α-

νακαλύψει τις 6 συµµετρικές περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πιθανότητας, όπως

απεικονίζεται στο Σχήµα 2.8(ϐ). Αυτή είναι και η επιθυµητή συµπεριφορά για την

καλή απόδοση ενός αλγορίθµου MCMC που χρησιµοποιείται για την προσέγγιση

της εκ των υστέρων κατανοµής. Η συµµετρία ϑα πρέπει να υφίσταται στο προσο-

µοιωµένο δείγµα, διότι πολύ απλά είναι ένα χαρακτηριστικό αυτού που ϑέλουµε να

προσεγγίσουµε.

Παρ΄ όλ΄ αυτά, τα προβλήµατα που επιφέρει η συµµετρία εµφανίζονται όταν ε-

ξετάζουµε περιθωριακά την ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών (µ1, µ2, µ3)
(t),

t = 1, . . . ,M , η οποία απεικονίζεται στο Σχήµα 2.9. ΄Οπως είναι προφανές οι παρά-

µετροι δεν είναι ταυτοποιήσιµες διότι οι τιµές αυτών εναλλάσονται συνεχώς µεταξύ

των περιοχών υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας. Για παράδειγµα, είναι εύκολο να

ϕανταστεί κάποιος ότι η µέση τιµή των «κόκκινων» τιµών είναι περίπου ίση µε τη µέ-

ση τιµή είτε των «µπλέ» είτε των «µαύρων» τιµών. Επί πλέον, αυτές οι εκτιµήσεις δεν

αποκαλύπτουν κάτι για το τί είναι «διαφορετικό» ανάµεσα στις συνιστώσες της µεί-

ξης. Γενικά, είναι απαραίτητη η εξάλειψη του ϕαινοµένου label switching για την
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µπεϋζιανή συµπερασµατολογία ϐάσει της εκ των υστέρων κατανοµής οποιασδήποτε

παραµετρικής συνάρτησης που εξαρτάται2 από την ταυτοποίηση των παραµέτρων.

Αυτό επιτυγχάνεται είτε καταφεύγοντας σε µεθόδους που αποτρέπουν την εµφάνιση

του label switching είτε µέσω κατάλληλων αλγορίθµων αναδιάταξης του προσοµοιω-

µένου δείγµατος.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το πρόβληµα µη ταυτοποίησης των παραµέτρων πα-

ϱουσιάζεται και σε προσοµοιωµένα δείγµατα από την εκ των υστέρων κατανοµή. Κάτι

τέτοιο έχει τόσο πλεονεκτήµατα όσο και µειονεκτήµατα. Από την µία πλευρά απο-

τελεί αναγκαία συνθήκη για την σύγκλιση των αλγορίθµων MCMC στην κατανοµή-

στόχο ενώ από την άλλη πλευρά η παρουσία του ϕαινοµένου αυτού καθιστά µη τε-

τριµµένη τη διαδικασία των εκτιµήσεων. Στην ϐιβλιογραφία έχουν προταθεί αρκετές

µέθοδοι αντιµετώπισης του προβλήµατος label switching, οι οποίες ποικίλλουν από

την υιοθέτηση απλών περιορισµών διάκρισης (Diebolt and Robert, 1994, Richard­

son and Green, 1997, Frühwirth­Schnatter, 2001) εως πιο σύνθετους αλγορίθµους

που ϐασίζονται στην απόκλιση Kullback­Leibler (Stephens, 1997a, 2000a) ή σε µε-

ϑόδους αναδιάταξης µέσω κατάλληλων συναρτήσεων Ϲηµίας (Celeux et al., 2000).

Στην συνέχεια περιγράφουµε εν συντοµία τις προαναφερθείσες µεθόδους.

2.6.1 Εικονικοί περιορισµοί διάκρισης

Ενας περιορισµός διάκρισης (identifiability constraint) είναι µία συνθήκη στον πα-

ϱαµετρικό χώρο των (p, θ) η οποία ικανοποιείται από ακριβώς3 µία µετάθεση του

παραµετρικού διανύσµατος. Οι περιορισµοί διάκρισης έχουν χρησιµοποιηθεί κατά

κόρον στην ϐιβλιογραφία· ενδεικτικά αναφέρουµε τους Diebolt and Robert (1994),

Dellaportas et al. (1996) και Richardson and Green (1997). Αν και πρόκειται για

την πιο κοινή µέθοδο, η µέθοδος έχει υποστεί έντονη κριτική (δες για παράδειγµα

τους Celeux, 1997, Celeux et al., 2000, και Stephens, 1997a, 1997b, 2000a). ΄Ε-

να πρόβληµα της προσέγγισης αυτής είναι η επιλογή του περιορισµού. Επίσης δεν

είναι σαφής η εφαρµογή των περιορισµών διάκρισης σε ένα γενικό πλαίσιο, όπως

για παράδειγµα σε πολυµεταβλητά προβλήµατα. Επί πλέον, υπάρχουν αρκετές πε-

ϱιπτώσεις όπου η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων παρουσιάζει παραπάνω

2Υπάρχουν και παραµετρικές συναρτήσεις που δεν εξαρτώνται από την ταυτοποίηση των παραµέ-

τρων, συνεπώς το ϕαινόµενο label switching δεν αποτελεί πρόβληµα σε αυτές τις περιπτώσεις. Στο

Παράδειγµα 2.6.1, η g(µ) = µ1 + µ2 + µ3 είναι µία τέτοια.
3Εξαιρώντας κάποια υποσύνολα του παραµετρικού χώρου που έχουν µηδενικό µέτρο, όπως για

παράδειγµα το όριο του περιορισµού.
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από µία (µη συµµετρικές) κορυφές4. Τότε προκύπτει ότι δεν υπάρχει περιορισµός

διάκρισης που να µπορεί να αποµονώσει ταυτόχρονα την κύρια και τις µικρότερες

κορυφές (δες για παράδειγµα τους Grün and Leisch, 2008).

Μία εναλλακτική προσέγγιση προτάθηκε από την Frühwirth­Schnatter (2001) η

οποία χρησιµοποίησε µια µεθοδολογία δύο ϐηµάτων. Πρώτον, προσοµοιώνεται ένα

δείγµα µε στόχο την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή χρησιµοποιώντας έναν

δειγµατολήπτη τυχαίας µετάθεσης (∆ΤΜ). Σε κάθε ϐήµα ενός ∆ΤΜ, προσοµοιώνονται

οι παράµετροι του µοντέλου και ακολούθως µετατίθενται τυχαία. Αν ο αλγόριθµος

προσοµοιώνει και τις µεταβλητές κατάταξης, τότε η τυχαία µετάθεση εφαρµόζεται

και σε αυτές. Η Frühwirth­Schnatter (2001) έδειξε ότι το ϐήµα της τυχαίας µε-

τάθεσης δεν µεταβάλλει την κατανοµή-στόχο. Μέσω αυτού όµως εξασφαλίζεται ότι

έχουν εξερευνηθεί επαρκώς και οι k! συµµετρικές περιοχές, αφού «εξαναγκάζεται» η

παρουσία του ϕαινοµένου label switching. Περισσότερες λεπτοµέρειες για τον αλγό-

ϱιθµο τυχαίας µετάθεσης ϑα παρουσιαστούν στην Ενότητα 4.3, καθώς µεταξύ άλλων

δίνεται ένα νέο αποτέλεσµα για αυτόν. Εξετάζοντας γραφικά (µέσω διαγραµµάτων

διασποράς) το δείγµα που προκύπτει από τον ∆ΤΜ, η Frühwirth­Schnatter προσπα-

ϑεί να ανακαλύψει κατάλληλους περιορισµους που (ενδεχοµένως να) αποµονώνουν

επαρκώς τις συµµετρικές περιοχές. Ακολούθως, ένας δειγµατολήπτης περιορισµέ-

νης µετάθεσης (∆ΠΜ) παράγει ένα δείγµα από την περιορισµένη εκ των υστέρων

κατανοµή, δηλαδή την εκ των υστέρων κατανοµή περιορισµένη σε εκείνο το υποσύ-

νολο του παραµετρικού χώρου στο οποίο ικανοποιείται ο περιορισµός διάκρισης που

έχει επιλεχθεί από τον ∆ΤΜ στο προηγούµενο ϐήµα. Παρ΄ όλ΄ αυτά, τα προηγούµενα

µειονεκτήµατα εξακολουθούν να ισχύουν και σε αυτήν την περίπτωση.

2.6.2 Αλγόριθµος Πιλοτικής Αναδιάταξης

Ο αλγόριθµος πιλοτικής αναδιάταξης (Pivotal Reordering Algorithm, PRA) εισήχθη

από τους Marin et al. (2005) (δες επίσης Marin and Robert, 2007) και πρόκειται

για µια απλή µέθοδο αντιµετώπισης του ϕαινοµένου label switching. Η γενική ιδέα

είναι να αναδιατάξουµε µε τέτοιον τρόπο τα προσοµοιωµένα παραµετρικά διανύσµα-

τα έτσι ώστε να µοιάζουν µεταξύ τους όσο γίνεται περισσότερο. Το πρώτο ϐήµα για

την εφαρµογή της µεθόδου είναι η επιλογή ενός διανύσµατος που δρα ως οδηγός

(pivot) για την αναδιάταξη των υπολοίπων. Αυτό το διάνυσµα επιλέγεται έτσι ώστε να

αντιστοιχεί σε περιοχή µεγάλης εκ των υστέρων πυκνότητας. Η επιλογή που προτεί-

4Θα αναφερόµαστε σε τέτοιου είδους εκ των υστέρων κατανοµές µε τον όρο γνήσιως πολυκόρυφη,

σύµφωνα µε τον αγγλικό όρο (genuinely multimodal).
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νεται από τους Marin et al. (2005), είναι ο Maximum A Posteriori (MAP) εκτιµητής,

ο οποίος γενικά ισοδυναµεί µε έναν ποινικοποιηµένο εκτιµητή µέγιστης πιθανοφά-

νειας (Ciuperca et al., 2003). ∆οθέντος ενός προσοµοιωµένου δείγµατος µεγέθους

M ο συγκεκριµένος οδηγός µπορεί να εκτιµηθεί µέσω της προσέγγισης Monte Carlo

του MAP εκτιµητή, δηλαδή, µε εκείνη την προσοµοιωµένη τιµή (θ(t∗), p(t∗)) η οποία

µεγιστοποιεί την εκ των υστέρων κατανοµή:

t∗ = arg max
t=1,...,M

f(θ(t), p(t)|x).

Στην συνέχεια, όλα τα προσοµοιωµένα παραµετρικά διανύσµατα αναδιατάσσονται έ-

τσι ώστε να ελαχιστοποιείται κάποια προεπιλεγµένη απόσταση d από τον οδηγό. Στις

µονοµεταβλητές περιπτώσεις η απόσταση αυτή είναι η Ευκλείδια. ΄Ετσι, ο άλγοριθ-

µος αναδιάταξης έχει ως εξής :

Αλγόριθµος 2.6.1. Αλγόριθµος Πιλοτικής Αναδιάταξης

Για t ∈ {1, . . . ,M}:

1. Υπολόγισε

τt = arg min
τ∈Tk

d(τ(θ(t), p(t)), (θ(t∗), p(t∗))),

όπου d είναι µία απόσταση στον παραµετρικό χώρο.

2. Θέσε

(θ(t), p(t)) = τt(θ
(t), p(t)).

Η µέθοδος αυτή αποδίδει σχετικά καλά σε απλές περιπτώσεις. ΄Οταν όµως η

εκ των υστέρων κατανοµή είναι γνησίως πολυκόρυφη έχει αρκετά µειονεκτήµατα

λόγω της αδυναµίας του οδηγού να παράσχει και λιγότερο πιθανές ερµηνείες για τα

δεδοµένα (δες Jasra et al., 2005).

2.6.3 Αλγόριθµος αναδιάταξης µέσω της απόκλισης Kullback–Leibler

Ο Stephens (1997a, 2000a) ήταν από τους πρώτους που αντιµετώπισε το πρό-

ϐληµα label switching ϑεωρητικά χωρίς να καταφύγει σε απλοϊκές µεθόδους ό-

πως αυτές των περιορισµών διάκρισης. Συγκεκριµένα, ανέπτυξε έναν αλγόριθ-

µο αναδιάταξης του προσοµοιωµένου δείγµατος µε τέτοιο τρόπο ώστε να µεγιστο-

ποιείται η συµφωνία των n × k πινάκων που περιέχουν τις πιθανοτήτες κατάταξης

πij = pjf(xi|θj)/
∑k

l=1 plf(xi|θl). Ο Stephens χρησιµοποίησε ως «απόσταση» µε-

ταξύ δύο πινάκων Π = (πij) και Q = (qij) πιθανοτήτων κατάταξης την απόκλιση
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Kullback–Leibler (KL) η οποία ορίζεται ως

D(Π||Q) =

n∑

i=1

k∑

j=1

πij log
πij

qij
.

Ο αλγόριθµος αναδιάταξης ϐασίζεται σε ένα προσοµοιωµένο δείγµα µεγέθουςM από

την εκ των υστέρων κατανοµή και ϐρίσκει κατάλληλες µεταθέσεις τt, t = 1, . . . ,M ,

και έναν πίνακα πιθανοτήτων κατάταξης Π̂, έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η D =
∑M

t=1 D(τtΠ
(t)||Π̂). ΄Ετσι, ο αλγόριθµος που προτείνει ο Stephens έχει ως εξής :

Αλγόριθµος 2.6.2. Αλγόριθµος αναδιάταξης µέσω της απόκλισης Kullback–

Leibler

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές τ1, . . . , τM και επανάλαβε τα παρακάτω ϐήµατα µέ-

χρι να ικανοποιηθεί κάποιο (προκαθορισµένο) κριτήριο σύγκλισης

1. Ελαχιστοποίησε ως προς Π̂ το

M∑

t=1

D(τtΠ
(t)||Π̂).

2. Για t = 1, . . . ,M ελαχιστοποίησε ως προς τt το

D(τtΠ
(t)||Π̂).

Ο αναγνώστης παραπέµπεται στον Stephens (1997a) για περισσότερες λεπτοµέ-

ϱειες στα Βήµατα 1 και 2 του αλγορίθµου. Η συγκεκριµένη µέθοδος είναι αρκετά

αποδοτική καθώς δεν παρουσιάζει τα προβλήµατα των προαναφερθεισών µεθόδων.

΄Εχει όµως αρκετά υπολογιστικά µειονεκτήµατα, καθώς ο ίδιος ο Stephens αναφέρει

ότι ο αλγοριθµός έχει υψηλες απαιτήσεις µνήµης ακόµα και µε την σύγχρονη δια-

ϑέσιµη υπολογιστική τεχνολογία. Επί πλέον, πολλές ϕορές κρίνεται απαραίτητη η

εκκίνηση του αλγορίθµου από διαφορετικές αρχικές τιµές. Πρόσφατα, οι Grün and

Leisch (2008) πρότειναν µία γενίκευση του αλγορίθµου του Stephens στις περιπτώ-

σεις όπου η εκ των υστέρων κατανοµή είναι γνησίως πολυκόρυφη. Πιο συγκεκρι-

µένα, εισήγαγαν µία µέθοδο όπου, εκτός από την αναδιάταξη του προσοµοιωµένου

δείγµατος, αποµονώνονται επίσης οι µικρότερες κορυφές της εκ των υστέρων κατα-

νοµής. Αυτό γίνεται χρησιµοποιώντας ένα επί πλέον ϐήµα που οµαδοποιεί το δείγµα

σε ετερογενείς περιοχές (clusters).



42 Κεφάλαιο 2. Συµπερασµατολογία σε Μοντέλα Μείξεων Κατανοµών

2.6.4 Αναδιάταξη µέσω συναρτήσεων Ϲηµίας

Πρόκειται για µέθοδο που εφαρµόζει ιδέες από την Θεωρία Αποφάσεων. Αναπτύ-

χθηκε από τους Celeux et al. (2000) και εφαρµόστηκε επίσης από τους Hurn et

al. (2003). Η µέθοδος ϐασίζεται στον ορισµό µιας συνάρτησης Ϲηµίας

L : A×Pk × Θk → [0,+∞),

µε την ιδιότητα

L(a,p, θ) = L(a, τ(p, θ)), ∀τ ∈ Tk,

όπου a ∈ A συµβολίζει µία απόφαση που ανήκει στον χώρο αποφάσεων A. Φυσι-

κά, το πρώτο κρίσιµο σηµείο για την καλή απόδοση της µεθόδου είναι η επιλογή

της συνάρτησης Ϲηµίας L. ∆εδοµένης της L, η ϐέλτιστη απόφαση είναι αυτή που

ελαχιστοποίεί το εκ των υστέρων αναµενόµενο κόστος

E{L(a,p, θ)|x} =

∫

P×Θk

L(a,p, θ)f(p, θ|x)dpdθ

≈ 1

M

M∑

t=1

L(a, (p, θ)(t)).

Στην πραγµατικότητα, η τελευταία σχέση προσεγγίζει το εκ των υστέρων αναµενόµενο

κόστος, δοθέντος ενός προσοµοιωµένου δείγµατος M τιµών από την εκ των υστέρων

κατανοµή των παραµέτρων της µείξης. Συνήθως, το ϐήµα της ελαχιστοποίησης δεν

µπορεί να γίνει µε αναλυτικούς τρόπους και γι΄ αυτό εφαρµόζονται µέθοδοι στοχα-

στικής ϐελτιστοποίησης όπως ο αλγόριθµος simulated annealing (Kirkpatrick et al.,

1983).

Από την µπεϋζιανή οπτική, η συγκεκρίµένη µέθοδος είναι η πλέον αποδεκτή

καθώς η συµπερασµατολογία εξαρτάται µόνο από τα παρατηρηθέντα δεδοµένα. Από

την άλλη πλευρά, το µειονέκτηµα των αλγορίθµων αυτών είναι το τεράστιο υπολο-

γιστικό κόστος. Επιπροσθέτως, µπορεί να µην είναι δυνατή η ελαχιστοποίηση του

εκ των υστέρων αναµενόµενου κόστους για κάποιες συναρτήσεις Ϲηµίας, κάτι που

περιορίζει το πεδίο εφαρµογών της µεθόδου σε κλάσεις συναρτήσεων Ϲηµίας που

µπορεί να µην είναι «λογικές» για το πρόβληµα απόφασης που µας ενδιαφέρει (δες

Jasra, et al., 2005).

Σύµφωνα µε την προηγηθείσα ανασκόπηση, ο διαθέσιµες µέθοδοι αντιµετώπι-

σης του προβλήµατος label switching κρίνονται ανεπαρκείς. Οι µεν οι απλοϊκές

τεχνικές (περιορισµοί διάκρισης, αλγόριθµος πιλοτικής αναδιάταξης) δεν µπορούν
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να εφαρµοστούν σε ένα γενικό πλαίσιο, οι δε πιο αποδοτικές τεχνικές (αλγόριθµος

K­L, αλγόριθµοι συναρτήσεων Ϲηµίας) δεν αποτελούν ελκυστικες εναλλακτικές λόγω

του υψηλού υπολογιστικού κόστους αυτών. Χαρακτηριστική είναι η ϑέση των Celeux

et al. (2000) σχετικά µε την συµπερασµατολογία στα µοντέλα µείξεων κατανοµών,

σύµφωνα µε την οποία

«Το γενικό συµπέρασµα είναι ότι πρόκειται για ένα πρόβληµα υψηλής

πολυπλοκότητας, αλλά κάτι τέτοιο δεν πρέπει να ϑεωρείται αποτρεπτικό

διότι οι µείξεις κατανοµών (και άλλες κλάσεις µοντέλων ελλιπών δεδοµέ-

νων) είναι µία σύνθετη περιοχή όπου ενδείκνυται η χρήση προηγµένων

µεθοδολογιών.»

Η παραπάνω ϑέση γίνεται σαφής αρχικά στην Ενότητα 2.7 όπου άναδεικνύονται οι

αδυναµίες των περιορισµών διάκρισης αλλά και πιο γενικά στο Κεφάλαιο 5 όπου

εφαρµόζεται η πλειοψηφία των διαθέσιµων µεθοδολογιών. ΄Ετσι, κρίνεται απαραί-

τητη η ϑεµελίωση µιας µεθόδου που να συµβιβάζει τις δύο παραπάνω οπτικές : Να

είναι αρκετά απλή στην εφαρµογή της και να µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία γενική

τεχνική αποδοτικής αντιµετώπισης του προβλήµατος. Αυτός είναι και ο στόχος του

Κεφαλαίου 4.

2.7 ΄Ενα µοντέλο εκτίµησης µείξεων πολυµεταβλητών παλιν-

δροµήσεων

Υπάρχουν αρκετά ενδιαφέρουσες γενικεύσεις των κλασσικών µοντέλων µείξεων κατα-

νοµών που συζητήσαµε ως τώρα. Σε αυτήν την ενότητα ϑα µελετήσουµε πώς µπορούν

να χρησιµοποιηθούν οι µείξεις κατανοµών σε µοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης.

Για τον σκοπό αυτό εισάγεται ένα µοντέλο εκτίµησης µείξεων πολυµεταβλητών πα-

λινδροµήσεων, ϑεωρώντας γνωστό αριθµό συνιστωσών. Παρόµοια µοντέλα έχουν

µελετηθεί για την µονοδιάστατη περίπτωση από τους Hurn et al. (2003).

Η ανάγκη ϑεώρησης µείξεων (πολυµεταβλητών ή µη) παλινδροµήσεων είναι επι-

τακτική όταν αντιµετωπίζουµε ετερογενή σύνολα δεδοµένων που δεν δικαιολογούν

την προσαρµογή ενός απλού γραµµικού µοντέλου στο σύνολό τους, αλλά σε συ-

γκεκριµένα υποσύνολα αυτών. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 2.10(α) απεικονίζονται

δεδοµένα που περιγράφουν τη σχέση µεταξύ του λόγου ισοδυναµίας, δηλαδή του

λόγου της περιεκτικότητας αέρα - αιθανόλης της µηχανής, έναντι της συγκέντρωσης

νιτρικού µονοξειδίου στην εξάτµιση για n = 88 αυτοκίνητα (Hurvich et al. 1998).
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Σχήµα 2.10: (α): Λόγος ισοδυναµίας µηχανής (y) έναντι της συγκέντρωσης νιτρικού

µονοξειδίου στην εξάτµιση για n = 88 αυτοκίνητα (ϐ): ακαθάριστο εθνικό προϊόν

(GNP) και επίπεδα εκποµπής CO2 για n = 28 χώρες το 1996.

Παρατηρούµε ότι στο διάγραµµα διασποράς των δεδοµένων καταγράφονται δύο υπο-

οµάδες παρατηρήσεων στις οποίες ϕαίνεται να προσαρµόζονται διαφορετικές ευθείες

παλινδρόµησης. Βέβαια, η συµπεριφορά της µείξης παρατηρείται διότι δεν γνωρί-

Ϲουµε την κατάταξη κάθε σηµείου σε µία από τις (υποτιθέµενες δύο) οµάδες. Αν

και σε αυτήν την περίπτωση η κατάταξη κάθε παρατήρησης µπορεί να είναι προ-

ϕανής µε το «µάτι» καθώς οι δύο υποοµάδες είναι επαρκώς διαχωρισµένες µεταξύ

τους, κάτι τέτοιο δεν ισχύει πάντα όπως όπως διαπιστώνεται στο Σχήµα 2.10(ϐ). Ε-

κεί απεικονίζεται το διάγραµµα διασποράς του ακαθάριστου εθνικού προϊόντος και

των εκτιµώµενων εκποµπών CO2 για n = 28 χωρές κατά το 1996. Η διασπορά των

σηµείων δεν δείχνει ξεκάθαρα κάποια γραµµική τάση µεταξύ των δύο µεταβλητών.

Παρ΄ όλ΄ αυτά διακρίνονται κάποιες οµάδες σηµείων που ϑα δικαιολογούσαν την

προσαρµογή ενός µοντέλου γραµµικής παλινδρόµησης σε αυτά.

΄Εστω {(yi, xi), i = 1, . . . , n} ένα δείγµα n παρατηρήσεων m µεταβλητών απόκρι-

σης yi = (y1i, . . . , ymi)
′ σε q ερµηνευτικές µεταβλητές xi = (x1i, . . . , xqi)

′. Θεωρούµε

ότι αυτές προκύπτουν από ένα µοντέλο µείξης k πολυµεταβλητών παλινδροµήσεων,

δηλαδή για κάθε i = 1, . . . , n η παρατήρηση yi µπορεί να εκφραστεί ως

yi =





β ′
1xi + ei1, µε πιθανότητα p1

...

β ′
kxi + eik, µε πιθανότητα pk.

Για κάθε j = 1, . . . , k, το βj είναι ένας πίνακας διάστασης q ×m, ενώ τα σφάλµατα

eij, i = 1, . . . , n, υποθέτουµε ότι είναι ανεξάρτητα και ισόνοµα τυχαία διανύσµατα

τα οποία ακολουθούν µια m−διάστατη κανονική κατανοµή µε µέση τιµή (0, . . . , 0)′
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και πίνακα διασπορών–συνδιασπορών Σj. Το παραπάνω µοντέλο είναι ισοδύναµο µε

το εξής :

yi ∼
k∑

j=1

pjNm(β ′
jxi,Σj), i = 1, . . . , n, ανεξάρτητα. (2.35)

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι παράµετροι του µοντέλου είναι το διάνυσµα

(p, θ) = ((p1, . . . , pk), (β
′
1, . . . , β

′
k), (Σ1, . . . ,Σk)) ∈ Pk ×M k

q×m ×Mk
m,

όπου µε M q×m συµβολίζουµε τον χώρο των πινάκων διάστασης q ×m, ενώ µε Mm

συµβολίζουµε τον χώρο των ϑετικά ορισµένων πινάκων διάστασης m×m. Για την ε-

κτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου µπορούµε να ακολουθήσουµε µία µπεϋζιανή

προσέγγιση ϑεωρώντας το ακόλουθο ιεραρχικό µοντέλο :

β ′
j |Σj ∼ MNm×q(M

′,Ω,Σj), j = 1, . . . , k, ανεξάρτητα

Σj
iid∼ IW(Ψ, ζ), j = 1, . . . , k,

P (Zi = j|p) = pj, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, . . . , k, ανεξάρτητα

p ∼ D(1, . . . , 1)

yi|Zi = j ∼ Nm(β ′
jxi,Σj), i = 1, 2, . . . , n, ανεξάρτητα.

Εδώ µε MN και IW συµβολίζουµε την κανονική κατανοµή στον χώρο των πινάκων

και την αντίστροφη κατανοµή Wishart αντίστοιχα. ΄Εστω x ο n × q πίνακας σχε-

διασµού του µοντέλου (δηλαδή η i-οστή γραµµή του x είναι το x′i) και y ο n × m

πίνακας µε i-οστή γραµµή το y′i. Για τις παραµέτρους των εκ των προτέρων κατανο-

µών ϑεωρούµε ότι

M ′ = (x′x)−1x′y

Ω = diag(ω1, . . . , ωq),

όπου ο τελεστής diag µετασχηµατίζει ένα διάνυσµα στον αντίστοιχο διαγώνιο πίνακα.

Για λ = 2, . . . , q υποθέτουµε ότι ωλ = xλ;(n) − xλ;(1). Στις περισσότερες περιπτώσεις,

το µοντέλο (2.35) ϑα περιλαµβάνει σταθερό όρο (δηλαδή η πρώτη στήλη του πίνακα

σχεδιασµού ϑα αποτελείται από µονάδες) και τότε ϑεωρούµε ω1 = c
∑q

λ=2 ωλ/(q−1),

µε c κάποια ϑετική σταθερά (για τις εφαρµογές που ϑα παρουσιαστούν ϑέσαµε c =

3). Σε διαφορετικές περιπτώσεις ϑεωρούµε ω1 = x1;(n) − x1;(1). Επί πλέον, για τις

υπερπαραµέτρους των διασπορών ακολουθούµε τους Dellaportas and Papageorgiou

(2005), σύµφωνα µε τους οποίους Ψ = diag(ψ1, . . . , ψm), µε ψj ∼ G(g, ρ), δηλαδή

µία κατανοµή γάµµα µε µέση τιµή g/ρ, για την οποία g = 1 και ρ = 36−1. Οι ϐαθµοί

ελευθερίας της αντίστροφης κατανοµής Wishart λαµβάνονται ίσοι µε ζ = m+ 1.
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Βάσει των παραπάνω υποθέσεων, η απο κοινού εκ των υστέρων κατανοµή των

παραµέτρων του µοντέλου µπορεί να γραφτεί ως εξής

f(p,β,Σ, z,ψ|x,y, g, ρ) ∝ f(y|z,x,β,Σ)f(z|p)f(p)

× f(ψ|g, ρ)
k∏

j=1

f(βj|Σj)f(Σj|ψ) (2.36)

Από την τελευταία σχέση είναι προφανές ότι η εκ των υστέρων κατανοµή των παρα-

µέτρων του µοντέλου, όπως όλων των άλλων µοντέλων µείξης, είναι συµµετρική στις

µεταθέσεις οπότε το ϕαινόµενο label switching υφίσταται και εδώ.

Για να προσοµοιώσουµε από την εκ των υστέρων κατανοµή (2.36) ϑα χρησιµοποι-

ήσουµε τον δειγµατολήπτη Gibbs. Προσοµοιώνουµε δηλαδή κάθε παράµετρο από

την πλήρη δεσµευµένη κατανοµή της. ΄Εστω I(A) η δείκτρια συνάρτηση του A. Αν

για j = 1, . . . , k,

Uj = M ′Ω−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)yix
′
i,

Vj = Ω−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i,

Tj =
n∑

i=1

I(zi = j)(yi − β ′
jxi)(yi − β ′

jxi)
′

και τα nj είναι όπως στην (2.28), τότε ισχύει το ακόλουθο.

Λήµµα 2.7.1. Οι πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές του ιεραρχικού

µοντέλου (2.36) έχουν ως εξής :

β ′
j | . . . ∼ MNm×q(UjV

−1
j , V −1

j ,Σj), (2.37)

Σj | . . . ∼ W−1(Ψ + Tj + (β ′
j −M ′)Ω−1(βj −M), ζ + q + nj), (2.38)

Zi| . . . ∝ {pjf(yi|β ′
jxi,Σj); j = 1, . . . , k}, (2.39)

p| . . . ∼ D(1 + n1, . . . , 1 + nk), (2.40)

ψl| . . . ∼ G
(
g + kζ/2, ρ+

k∑

j=1

Σ−1
j (l, l)/2

)
, (2.41)

ανεξάρτητα για j = 1 . . . , k, i = 1, . . . , n και l = 1, . . . , m.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ο αναγνώστης παραπέµπεται στην Ενότητα Α.2 στο Πα-

ϱάρτηµα Α.
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Η προσοµοίωση από την εκ των υστέρων κατανοµή (2.36), γίνεται χρησιµο-

ποιώντας τις κατανοµές του Λήµµατος 2.7.1 µέσω του δειγµατολήπτη Gibbs. ΄Ε-

τσι, ο αλγόριθµος που ακολουθεί παράγει µία ακολουθία τιµών (p,β,Σ, z,ψ)(t),

t = 1, . . . ,M η οποία αποτελεί µία µαρκοβιανή αλυσίδα µε οριακή κατανοµή την

(2.36).

Αλγόριθµος 2.7.1. ∆ειγµατολήπτης Gibbs για την κατανοµή στόχο (2.36)

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές (p,β,Σ, z,ψ)(0) και για t = 1, . . . ,M επανάλαβε τα

παρακάτω ϐήµατα :

1. Για j = 1, . . . , k προσοµοίωσε ανεξάρτητα τα β
′(t)
j |Σ(t−1)

j , z(t−1) από την

(2.37).

2. Για j = 1, . . . , k προσοµοίωσε ανεξάρτητα τα Σ
(t)
j |ψ(t−1),β(t), z(t−1) από

την (2.38).

3. Για i = 1, . . . , n προσοµοίωσε ανεξάρτητα τα z
(t)
i = j|p(t−1),Σ(t),β(t)) από

την (2.39).

4. Προσοµοίωσε τα p(t)|z(t) από την (2.40).

5. Για l = 1 . . . , m προσοµοίωσε ανεξάρτητα τα ψ
(t)
l |Σ(t)

j από την (2.41).

2.7.1 Παραδείγµατα

Σε αυτήν την ενότητα, εφαρµόζεται ο αλγόριθµος εκτίµησης µείξεων παλινδροµήσεων

2.7.1, χρησιµοποιώντας προσοµοιωµένα αλλά και πραγµατικά δεδοµένα. Το Παρά-

δειγµα 2.7.1 διαπραγµατεύεται µια περίπτωση όπου είναι δυνατή η άµεση εκτίµηση

των εκ των υστέρων περιθωριακών κατανοµών των παραµέτρων του µοντέλου (2.35)

διότι δεν εµφανίζεται το ϕαινόµενο label switching. Χρησιµοποιείται για να αναδεί-

ξει την καλή απόδοση του προτεινόµενου αλγορίθµου στην εξερεύνηση τουλάχιστον

µίας εκ των συµµετρικών περιοχών, ανεξάρτητα από το ϕαινόµενο label switching.

Στο Παράδειγµα 2.7.2, εµφανίζεται το ϕαινόµενο label switching και εφαρµόζεται

η µέθοδος των εικονικών περιορισµών διάκρισης για την αντιµετώπισή του, ενώ στο

Παράδειγµα 2.7.3 αναδεικνύονται οι «περιορισµοί των περιορισµών» και η ανάγκη

εύρεσης µιας γενικής µεθόδου αντιµετώπισης του προβλήµατος.

Παράδειγµα 2.7.1. Σύνολο δεδοµένων NO.

Οι Hurn, Justel and Robert (2003) χρησιµοποίησαν τα συγκεκριµένα δεδοµένα ϑε-
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Σχήµα 2.11: Εκτιµηθείσες ευθείες παλινδρόµησης µε k = 2 συνιστώσες για τα δύο

µονοδιάστατα παραδείγµατα. (α): Σύνολο δεδοµένων NO. (ϐ): Σύνολο δεδοµένων

CO2 (ύστερα από την αναδιάταξη ϐάσει του περιορισµού p1 < p2).

ωρώντας k = 2 συνιστώσες, κάτι που ϑα υποθέσουµε και εµείς. Στο πλαίσιο του

µοντέλου (2.35) για k = 2 συνιστώσες έχουµε µια µεταβλητή απόκρισης (m = 1, η

οποία είναι ο λόγος ισοδυναµίας) και δύο ερµηνευτικές µεταβλητές (q = 2, η πρώτη

αντιστοιχεί στον σταθερό όρο των ευθειών παλινδρόµησης, ενώ η δεύτερη στην συγκέ-

ντρωση νιτρικού οξέος). Εκτελέσαµε τον δειγµατολήπτη Gibbs του Αλγορίθµου 2.7.1

για 55000 επαναλήψεις, αφού προηγήθηκαν 5000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­

in. Στα Σχήµατα 2.12(α), (ϐ) και (γ) ϕαίνονται οι ακολουθίες των προσοµοιωµένων

τιµών των (β12, β22)
(t), (σ2

1, σ
2
2)

(t) και (p1, p2)
(t), αντίστοιχα, για t = 5000(10)55000 (µε

διαφορετικό χρώµα για κάθε µία από τις δύο συνιστώσες της µείξης). Επειδή στο συ-

γκεκριµένο παράδειγµα έχουµε m = 1, οι «πίνακες» διασπορών-συνδιασπορών Σj,

j = 1, 2, είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί και συµβολίζονται µε µικρά γράµµατα.

Παρατηρούµε ότι οι προσοµοιωθείσες τιµές των παραµέτρων κάθε µιας συνιστώσας

καταλαµβάνουν διαφορετικές περιοχές. ΄Αρα το ϕαινόµενο label switching δεν έχει

παρουσιαστεί µέχρι το πέρας των προσοµοιώσεων. Κανονικά, ϑα περιµέναµε οι τι-

µές των παραµέτρων να εναλλάσονται µεταξύ των δύο συµµετρικών περιοχών της εκ

των υστέρων κατανοµής όπως προβλέπει η ϑεωρία. Εποµένως, ο δειγµατολήπτης

Gibbs δεν έχει συγκλίνει, µε την έννοια ότι έχει καταφέρει να εντοπίσει µόνο την µία

συµµετρική περιοχή των παραµέτρων (από τις δύο). Η συµπεριφορά αυτή εξηγείται

από το γεγονός ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα οι συµµετρικές περιοχές της εκ

των υστέρων κατανοµής είναι αρκετά µακριά µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι µεταξύ

των δύο συµµετρικών περιοχών η εκ των υστέρων πυκνότητα των παραµέτρων είναι

σχεδόν µηδενική. ΄Ετσι, είναι πολύ δύσκολο για την προσοµοιωθείσα µαρκοβιανή
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Σχήµα 2.12: Οι προσοµοιωµένες τιµές των παραµέτρων των συνιστωσών για το Πα-

ϱάδειγµα 2.7.1: συντελεστές παλινδρόµησης (α), διασπορές σφαλµάτων (ϐ) και ϐάρη

(γ).

αλύσιδα να µετακινηθεί από την µία περιοχή στην άλλη, καθώς για να γίνει αυτό ϑα

πρέπει να περάσει από την περιοχή πολύ χαµηλής εκ των υστέρων πυκνότητας. Η

περίπτωση αυτή είναι πολύ τυπική για τον δειγµατολήπτη Gibbs όταν οι συµµετρι-

κές περιοχές είναι αρκετά µακριά µεταξύ τους. ΄Ετσι, ενώ εξερευνείται επαρκώς µία

από τις συµµετρικές περιοχές, ο αλγόριθµος δεν έχει συγκλίνει διότι ϑα έπρεπε να

τις είχε εξαντλήσει όλες.

Το γεγονός αυτό υπογραµµίζει το παράδοξο του ϕαινοµένου label switching.

Σε αυτήν την περίπτωση είναι δυνατή η συµπερασµατολογία, καθώς οι τιµές των

παραµέτρων δεν εναλλάσονται µεταξύ των δύο συµµετρικών περιοχών. Αν υποθέ-

σουµε λοιπόν ότι η περιοχή που έχει «κολλήσει» ο δειγµατολήπτης έχει εξερευνηθεί

επαρκώς, τότε αν εκτιµήσουµε τις παραµέτρους µε την συνηθισµένη πρακτική των

εργοδικών µέσων οι εκτιµήσεις που ϑα πάρουµε ϑα είναι πολύ κοντά στις πραγ-

µατικές τιµές των παραµέτρων. Το παράδοξο έγκειται στο γεγονός όµως ότι αυτές

οι εκτιµήσεις ϑα έχουν προκύψει από έναν αλγόριθµο που δεν έχει συγκλίνει στην

εκ των υστέρων κατανοµή (αλλά µόνο σε µία από τις συµµετρικές περιοχές αυτής).

Από την άλλη πλευρά, αν το ϕαινόµενο label switching είχε εµφανιστεί, δεν ϑα ήταν

άµεση η συµπερασµατολογία, παρά το γεγονός ότι σε αυτήν την περίπτωση ϑα είχε

επιτευχθεί η σύγκλιση του αλγορίθµου. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι εργοδικοί

µέσοι των παραµέτρων ϑα ήταν σχεδόν ίσοι µεταξύ τους, και έτσι δεν ϑα είχε νόηµα

η εκτίµηση των πραγµατικών εκ των υστέρων µέσων τιµών µε αυτούς.

Επιστρέφοντας στο παράδειγµα, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε την απουσία του

ϕαινοµένου label switching και να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους του µοντέλου.

Υπολογίζοντας τους εργοδικούς µέσους των παραµέτρων καταλήγουµε στις εξής ε-

κτιµήσεις :



50 Κεφάλαιο 2. Συµπερασµατολογία σε Μοντέλα Μείξεων Κατανοµών

0

0.8

0.4

5

10

15

20

25

0.25

0.5

0.75

0

0.4

0.8

5

10

15

20

25

0.25

0.5

0.75

(α) (ϐ) (γ)

Σχήµα 2.13: Πάνω: προσοµοιωµένες τιµές των παραµέτρων για το Παράδειγµα

2.7.2: συντελεστές παλινδρόµησης (α), διασπορές σφαλµάτων (ϐ) και ϐάρη (γ). Κάτω:

οι αντίστοιχες αναδιατεταγµένες τιµές σύµφωνα µε τον περιορισµό p1 < p2.

β̂1 = (0.570, 0.0829)′ σ̂2
1 = 0.00239 p̂1 = 0.479

β̂2 = (1.247,−0.0838)′ σ̂2
2 = 0.000906 p̂2 = 0.521.

Στο Σχήµα 2.11(α) παρατίθεται το διάγραµµα διασποράς των παρατηρήσεων µαζί µε

τις εκτιµηθείσες ευθείες παλινδρόµησης που αποτελούν την µείξη. ∆ιαπιστώνεται η

αρκετά καλή προσαρµογή αυτών στα δεδοµένα.

Παράδειγµα 2.7.2. Σύνολο δεδοµένων CO2.

Οι Hurn et al. (2003) εκτίµησαν την εκ των υστέρων κατανοµή του k µε την µέθοδο

birth­death MCMC και συµπέραναν ότι τα δεδοµένα υποστηρίζουν την ύπαρξη δύο

παλινδροµήσεων. Συγκεκριµένα εκτίµησαν P̂ (k = 2|y,x) = 0.873. Στην ανάλυση

που ακολουθεί ϑέτουµε επισης k = 2 και εφαρµόζουµε τον Αλγόριθµο 2.7.1.

Οι ακολουθίες των προσοµοιωµένων τιµών των κλίσεων των δύο ευθειών παλιν-

δρόµησης β
(t)
1 , β

(t)
2 , των διασπορών των σφαλµάτων και των ϐαρών των δύο συνιστω-

σών παρατίθενται στο Σχήµα 2.13, για 30000 επαναλήψεις του αλγορίθµου (αφού

προηγήθηκαν 5000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in). Εδώ παρατηρούµε την πα-

ϱουσία του ϕαινοµένου label switching µεταξύ των περιοχών υψηλής εκ των υστέρων

πυκνότητας. Πιο συγκεκριµένα, οι κλίσεις των δύο ευθειών παλινδρόµησης εναλλά-

σονται µεταξύ των περιοχών κοντά στο 0 και 0.7, οι διασπορές των σφαλµάτων µεταξύ

των περιοχών κοντά στο 5 και 2 και τα ϐάρη µεταξύ των 0.8 και 0.2, αντίστοιχα.

Από τα γραφήµατα αυτά είναι ξεκάθαρο ότι η ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών
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((p1, p2)
(t), (β1, β2)

(t), (σ2
1, σ

2
2)

(t)), t = 1, . . . ,M , δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

την εκτίµηση των περιθωριακών εκ των υστέρων κατανοµών των παραµέτρων.

Παρ΄ όλ΄ αυτά, ο περιορισµός p1 < p2 είναι ικανός να αποµονώσει επιτυχώς τις

συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής των παραµέτρων. Συνεπώς, αν

κατά την επανάληψη t η µετάθεση τt = (r1, r2) ∈ {(1, 2), (2, 1)} είναι τέτοια ώστε

p
(t)
r1 < p

(t)
r2 , τότε το παραµετρικό διάνυσµα µετατίθεται στο

(τt(p1, p2)
(t), τt(β1, β2)

(t), τt(σ
2
1 , σ

2
2)

(t)).

Αναδιατάσσοντας την ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών κατ΄ αυτόν τον τρόπο

καταλήγουµε στα γραφήµατα της δεύτερης γραµµής του Σχήµατος 2.13. Οι αντί-

στοιχες εκτιµήσεις των παραµέτρων της µείξης παλινδροµήσεων έχουν ως εξής :

β̂1 = (3.15, 0.62)′ σ̂2
1 = 2.81 p̂1 = 0.220

β̂2 = (7.99, 0.00)′ σ̂2
2 = 5.44 p̂2 = 0.880.

Στο Σχήµα 2.11(ϐ) παρατίθεται η εκτιµηθείσα µείξη ευθειών παλινδρόµησης. Επει-

δή οι συµµετρικές περιοχές της εκ υστέρων κατανοµής είναι αρκετά µακριά µεταξύ

τους, η µέθοδος των εικονικών περιορισµών διάταξης αναδιατάσσει επιτυχώς το προ-

σοµοιωµένο δείγµα. ΄Ετσι, οι εκτιµήσεις των παραµέτρων που προκύπτουν, ϐάσει

της συγκεκριµένης µεθόδου αντιµετώπισης του label switching, δίνουν µία αρκετά

καλή προσαρµογή στα δεδοµένα. Αυτό όµως δεν ισχύει πάντα, όπως γίνεται σαφές

στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 2.7.3. Προσοµοιωµένα πολυµεταβλητά δεδοµένα.

Το τελευταίο παράδειγµα δείχνει ότι υπάρχουν περιπτώσεις ετερογενών συνόλων δε-

δοµένων όπου δεν είναι δυνατόν να καταλήξουµε σε «καλές» εκτιµήσεις των παραµέ-

τρων µέσω εικονικών περιορισµών διάταξης. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε µία µείξη

πολυµεταβλητών παλινδροµήσεων. Προσοµοιώσαµε n = 80 παρατηρήσεις από το

µοντέλο (2.35) ϑεωρώντας k = 3 συνιστώσες, µία ερµηνευτική µεταβλητή και τον

σταθερό όρο (q = 2) και δύο µεταβλητές απόκρισης (m = 2). Οι πραγµατικές τιµές

των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν για την προσοµοίωση, έχουν ως εξής :

β1 =

(
−2 −2
2 1

)
Σ1 =

(
2 1
1 2

)
p1 = 1/3

β2 =

(
1 0
0 −1

)
Σ2 =

(
3 1
1 2

)
p2 = 1/3

β3 =

(
1 −2
2 −1

)
Σ3 =

(
2 0.5

0.5 3

)
p3 = 1/3.
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Σχήµα 2.14: Τα προσοµοιωµένα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2.7.3. Κάθε χρώµα

αντιστοιχεί στην (υποτιθέµενη άγνωστη) πραγµατική κατάταξη κάθε παρατήρησης :

κόκκινο για την πρώτη, µαύρο για την δεύτερη και µπλε για την τρίτη συνιστώσα.

Τα προσοµοιωµένα δεδοµένα ϕαίνονται στο Σχήµα 2.14, όπου οι παρατηρήσεις

έχουν διαφορετικό χρώµα αναλόγως από το ποια συνιστώσα προέρχονται. Αυτό είναι

δυνατόν λόγω τού ότι τα δεδοµένα είναι προσοµοιωµένα και έτσι γνωρίζουµε από

ποια συνιστώσα της µείξης προήλθε κάθε παρατήρηση. Φυσικά αυτή η πληροφο-

ϱία δεν ϑα ϑεωρηθεί διαθέσιµη στην διαδικασία της εκτίµησης. Στο Σχήµα 2.15

απεικονίζονται οι προσοµοιωµένες τιµές των παραµέτρων του µοντέλου µείξης (µε

διαφορετικό χρώµα για κάθε µια συνιστώσα) ύστερα από 50000 επαναλήψεις του Αλ-

γορίθµου 2.7.1 (αφού προηγήθηκαν 5000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in). ΄Οπως

παρατηρούµε εκεί, το ϕαινόµενο label switching έχει εµφανιστεί µεταξύ της µαύρης

και µπλε συνιστώσας, ενώ η κόκκινη ϕαίνεται να παραµένει σε µία σταθερή περιοχή

της εκ των υστέρων κατανοµής. Αυτό σηµαίνει ότι ο δειγµατολήπτης έχει εξερευνήσει

δύο (από τις 3!) συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής. Επί πλέον,

στην προσέγγιση της εκ των υστέρων κατανοµής δεν υπάρχει ένδειξη µικρότερων

(γνήσιων) κορυφών, καθώς οι προσοµοιωµένες τιµές συγκεντρώνονται σε σταθερές

περιοχές (χωρίς να λάβουµε υπ΄ όψιν της εναλλαγές µεταξύ αυτών λόγω του label

switching). Παρ΄ όλ΄ αυτά, για όλες τις παραµέτρους παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει
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Σχήµα 2.15: Η ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών των παραµέτρων για το Πα-

ϱάδειγµα 2.7.3.

κάποιος περιορισµός που να διαχωρίζει επαρκώς τις συµµετρικές περιοχές.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι κάποιος επιθυµούσε να απαλαχτεί από το label switch­

ing χρησιµοποιώντας έναν περιορισµό διάκρισης. Με µια προσεκτική εξέταση στα

γραφήµατα του Σχήµατος 2.15 ϑα λέγαµε ότι η µεγαλύτερη διαφοροποίηση µεταξύ

των παραµέτρων των τριών συνιστωσών εµφανίζεται στα ϐάρη τους. Για να δούµε τις

επιπτώσεις που έχει στην συµπερασµατολογία ένας τέτοιος περιορισµός αναδιατάσ-

σουµε το προσοµοιωµένο δείγµα χρησιµοποιώντας τον περιορισµό p1 < p2 < p3. Οι

εκτιµήσεις που προκύπτουν είναι οι

β̂1 =

(
−2.09 −1.84
1.47 0.58

)
Σ̂1 =

(
1.58 0.25
0.25 2.18

)
p̂1 = 0.207

β̂2 =

(
0.55 −0.56
0.76 −0.71

)
Σ̂2 =

(
2.34 0.94
0.94 2.35

)
p̂2 = 0.328

β̂3 =

(
0.68 −1.85
1.98 −0.76

)
Σ̂3 =

(
2.58 1.30
1.30 6.77

)
p̂3 = 0.465,

οι οποίες έχουν ως αποτέλεσµα την εκτιµηθείσα µείξη παλινδροµήσεων (στον χώ-

ϱο των (x1, y1, y2)) που απεικονίζεται στο Σχήµα 2.16. Η εκτίµηση που προκύπτει

δεν είναι αρκετά καλή, συγκρίνοντάς την τόσο µε το διάγραµµα διασποράς των δε-

δοµένων όσο και µε τις πραγµατικές ευθείες παλινδρόµησης που αποτελούν την

µείξη. ΄Οπως παρατηρούµε συγκρίνοντας τις εκτιµήσεις µε τις πραγµατικές τιµές,

το γεγονός αυτό οφείλεται στην εκτίµηση των παραµέτρων της δεύτερης συνιστώσας,
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Σχήµα 2.16: Η εκτιµηθείσα µείξη παλινδροµήσεων (µαζί µε την πραγµατική κα-

τάταξη κάθε παρατήρησης) αναδιατάσσοντας το προσοµοιωµένο δείγµα ϐάσει του

περιορισµού p1 < p2 < p3 για το Παράδειγµα 2.7.3. Οι διακεκοµµένες γραµµές

αποτελούν τις πραγµατικές ευθείες παλινδροµήσεων που αποτελούν την µείξη.

εκτίµηση που είναι αρκετά µακριά από τις αντίστοιχες πραγµατικές τιµές. Σε αυτή

την περίπτωση λοιπόν, η οποία είναι αρκετά τυπική, παρ΄ όλο που είναι πολύ εύκολο

για τον δειγµατολήπτη να εντοπίσει τις περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πιθανότητας

(ή τουλάχιστον κάποιες από αυτές), δεν είναι δυνατή η αντιµετώπιση του ϕαινοµένου

label switching µε την υιοθέτηση της απλοϊκής τακτικής των εικονικών περιορισµών.

Είναι σαφές ότι το ϕαινόµενο label switching παίζει πρωταγωνιστικό ϱόλο στην

εκτίµηση µείξεων κατανοµών (αλλά και πιο γενικών µοντέλων ελλιπών δεδοµένων).

Συνοψίζοντας την ανάλυση που προηγήθηκε, προκύπτουν τα εξής Ϲητήµατα που

χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης.

Αρχικά, κρίνεται απαραίτητη η ανάπτυξη µιας γενικής µεθόδου αντιµετώπισης

του προβλήµατος. Οι περιορισµοί διάταξης αποδίδουν καλά µόνο σε πολύ απλές

περιπτώσεις, ενώ οι υπόλοιπες διαθέσιµες µέθοδοι δεν αποτελούν µία ελκυστική

εναλλακτική λύση λόγω του µεγάλου υπολογιστικού κόστους αυτών. Στο Κεφάλαιο 4

αναπτύσσεται µία νέα µέθοδος αντιµετώπισης του label switching η οποία συµβιβάζει

τις παραπάνω δύο οπτικές. Είναι αρκετά απλή στην εφαρµογή της και δύναται να
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ϑεωρηθεί ως µία γενική και αποδοτική τεχνική επίλυσης του προβλήµατος.

Από την άλλη πλευρά, ο Αλγόριθµος RJMCMC για την εκτίµηση του αριθµού

συνιστωσών µείξεων κανονικών κατανοµών, εκµεταλλεύεται την εκ των προτέρων

ταυτοποίηση των συνιστωσών µέσω ενός περιορισµού. Παρ΄ όλ΄ αυτά, είδαµε ότι

η συγκεκριµένη υπόθεση οδηγεί σε µη αναµενόµενες εκτιµήσεις όταν η περιοχή

υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας ϐρίσκεται κοντά στο σύνορο του περιορισµού

µ1 < . . . < µk. Είναι εύλογο να αναρωτηθεί κανείς πώς ϑα µπορούσε να απαλλαχτεί

ο Αλγόριθµος RJMCMC από τα µειονεκτήµατα της υπόθεσης διάταξης, η οποία ό-

µως είναι απαραίτητη για τον σχεδιασµό των µεταβάσεων µεταξύ διαφορετικών τιµών

του k. Σε αυτό απαντάει το Κεφάλαιο 3.
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Κεφάλαιο 3

RJMCMC σε Μείξεις Κανονικών Κατανοµών µε

Κοινές Μέσες Τιµές

3.1 Εισαγωγή

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι η µελέτη µείξεων κανονικών κατανοµών στην πε-

ϱίπτωση που κάποιες συνιστώσες µπορεί να έχουν κοινές µέσες τιµές. ΄Οπως είδαµε

στην Ενότητα 2.5.3, ο Αλγόριθµος 2.5.3 των Richardson and Green ταυτοποιεί τις

συνιστώσες της µείξης χρησιµοποιώντας τον περιορισµό µ1 < . . . < µk για κάθε δυ-

νατή τιµή του k. Σε τυπικές περιπτώσεις, όπως στα δεδοµένα από την µείξη (2.30),

ο αλγόριθµος εκτιµά σωστά τον αριθµό συνιστωσών. Αυτό όµως δεν ισχύει όταν η

περιοχή υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας ϐρίσκεται κοντά στο όριο του περιορι-

σµού, όπως στα δεδοµένα από την µείξη (2.31). Γενικά, σε αυτές τις περιπτώσεις, ο

αλγόριθµος είτε τείνει να συνδυάζει σε µία τις συνιστώσες µε τον κοινό µέσο είτε αντι-

καθιστά τις συνιστώσες αυτές µε περισσότερες από όσες χρειάζονται. ΄Ετσι η εκ των

υστέρων κατανοµή του αριθµού των συνιστωσών της µείξης έχει κορυφή σε µοντέλα

όπου είτε υποεκτιµούν, είτε υπερεκτιµούν τον πραγµατικό αριθµό συνιστωσών.

Αυτό το πρόβληµα µπορεί να ξεπεραστεί αν στα ανταγωνιζόµενα µοντέλα συµπε-

ϱιληφθούν και αυτά που περιέχουν συνιστώσες µε κοινούς µέσους. Για κάθε αριθµό

συνιστωσών, ορίζουµε τέτοιου είδους µοντέλα µε διαφορετικό αριθµό παραµέτρων.

Ταυτόχρονα, εισάγεται ένα νέο είδος κίνησης που δρα στον χώρο των µοντέλων αυ-

τών. Στην συνέχεια η προτεινόµενη µέθοδος συνδυάζεται κατάλληλα µε τις κινήσεις

split­combine και birth­death των Richardson and Green. ΄Ετσι προκύπτει µία γε-

νίκευση του αλγορίθµου RJMCMC όπου γίνονται µεταβάσεις µεταξύ µοντέλων που

διαφέρουν τόσο σε αριθµό συνιστωσών, όσο και στις συνιστώσες που (πιθανόν) έχουν

κοινούς µέσους. Σηµειώνουµε ότι τέτοιου είδους µοντέλα έχουν µελετηθεί πρόσφατα

υπό το πρίσµα της Κλασσικής Συµπερασµατολογίας από τον Garel (2007) σε πολύ

απλές περιπτώσεις.

57
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3.2 Βασικοί ορισµοί

Για να συµπεριλάβουµε πιο σύνθετα µοντέλα στην εκ των υστέρων κατανοµή, ϑα

πρέπει να υιοθετηθεί µία νέα προσέγγιση στα µοντέλα µείξεων κανονικών κατανοµών.

Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε τις µείξεις κανονικών κατανοµών

0.3N (1, 2) + 0.2N (2, 4) + 0.5N (5, 2.5) (3.1)

και

0.3N (1, 2) + 0.2N (1, 4) + 0.5N (5, 2.5). (3.2)

Η συνήθης διαδικασία µοντελοποιήσης ϑεωρεί τις κατανοµές (3.1) και (3.2) ως µοντέ-

λα µε τρεις συνιστώσες. Παρ΄ όλ΄ αυτά, αν υποθέσουµε ότι διαθέτουµε δεδοµένα από

αυτές τις κατανοµές, τότε η διαδικασία εκτίµησης δεν ϑα είναι ίδια αν γνωρίζουµε

ότι στην µείξη (3.1) υπάρχουν τρεις διαφορετικές συνιστώσες και ότι στην µείξη (3.2)

υπάρχουν δύο συνιστώσες µε ίδιο µέσο. Προκειµένου όµως να συµπεριληφθούν

τέτοιου είδους πληροφορίες σε µία µπεϋζιανή ανάλυση προκύπτει ένα Ϲήτηµα µο-

ντελοποιήσης. Η «τυπική» εκ των προτέρων κατανοµή του µ = (µ1, . . . , µk) (δοθέντος

του αριθµού των συνιστωσών k) είναι απολύτως συνεχής ως προς το µέτρο Lebesgue.

Εποµένως µοντέλα µε συνιστώσες µε κοινούς µέσους έχουν µηδενική εκ των προτέ-

ϱων πιθανότητα αφού σε αυτήν την περίπτωση το µ ανήκει σε έναν χώρο µικρότερης

διάστασης απ΄ ό,τι ο αριθµός των συνιστωσών. Επιπροσθέτως, ακόµα και αν τέτοιου

είδους µοντέλα είχαν ϑετική εκ των προτέρων πιθανότητα, ο τυπικός αλγόριθµος

RJMCMC δεν µπορεί να τα επισκεφτεί.

Εφ΄ όσον λοιπόν είναι δυνατόν να έχουµε διαφορετικά µοντέλα, δοθέντος του

αριθµού των συνιστωσών της µείξης, πρέπει να οριστεί ένας τρόπος ταυτοποίησης

αυτών. Για παράδειγµα, είναι ϐολικό να αναφερόµαστε στην κατανοµή (3.1) ως ένα

µοντέλο µε τρεις διαφορετικές συνιστώσες, ενώ στην κατανοµή (3.2) ως ένα µοντέλο

όπου οι δύο πρώτες συνιστώσες µοιράζονται τον ίδιο µέσο. Τυπικά, µπορούµε να

γράψουµε ότι στις κατανοµές (3.1) και (3.2) αντιστοιχούν οι κατάστασεις (1, 1, 1) και

(2, 1). Πιο αυστηρά, δίνουµε τον επόµενο ορισµό.

Ορισµός 3.2.1. Εστώ το µοντέλο µείξης κανονικών κατανοµών µε k συνιστώσες

xi ∼
k∑

j=1

pjN (µj, σ
2
j ), i = 1, . . . , n, (3.3)

όπου µ1 6 · · · 6 µk. Αν κ0 6 k είναι ο αριθµός των διακεκριµένων µέσων, τότε το

διάνυσµα c = (c1, . . . , cκ0) µε ci ∈ {1, . . . , k}, i = 1, . . . , κ0, και
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•

∑κ0

i=1 ci = k

• ci = t αν µh+1 = . . . = µh+t, όπου h =
∑i−1

j=1 cj (µε την σύµβαση
∑0

j=1 ≡ 0)

ϑα καλείται το διάνυσµα κατάστασης του µοντέλου.

΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 2.2.2, χρησιµοποιώντας µόλις δύο κανονικές συνι-

στώσες µε κοινό µέσο είναι δυνατή η ικανοποιητική προσέγγιση αρκετών κατανοµών,

όπως η κατανοµή tν η οποία ουσιαστικά πρόκειται για µία συνεχή µείξη κανονι-

κών κατανοµών µε κοινή µέση τιµή. ΄Ετσι, ϑα ϑεωρήσουµε µοντέλα για τα οποία

c ∈ {1, 2}κ0, δηλαδή κάθε µέσος δεν µπορεί να επαναλαµβάνεται σε παραπάνω από

δύο συνιστώσες. Σύµφωνα µε την προηγούµενη παρατήρηση η υπόθεση αυτή δεν

πρέπει να ϑεωρείται πολύ περιοριστική. Οι συνιστώσες µε ίδιο µέσο είναι στην ουσία

µείξεις κανονικών κατανόµών µε διαφορετικές διασπορές. Θα αναφερόµαστε σε τέ-

τοιου είδους συνιστώσες µε τον όρο σύνθετες συνιστώσες. Στην αντίθετη περίπτωση ϑα

χρησιµοποιούµε τον όρο απλές συνιστώσες. Το σύνολο όλων των δυνατών µοντέλων

προκύπτει επιτρέποντας στο k (και εποµένως στο κ0) να µεταβάλλεται εντός κάποιου

προκαθορισµένου εύρους. ΄Ετσι, ένα συγκεκριµένο µοντέλο, καθορίζεται από τρία

χαρακτηριστικά : τον συνολικό αριθµό συνιστωσών k, τον αριθµό των διακεκριµένων

µέσων κ0 και την κατανοµή των κ0 µέσων στις k συνιστώσες. Παρατηρούµε ότι και τα

τρία αυτά χαρακτηριστικά περιέχονται στο διάνυσµα κατάστασης c: το άθροισµα των

στοιχείων του ισούται µε k, η διάστασή του είναι ίση µε το κ0 και τα στοιχεία του αυτά

καθ΄ αυτά µας πληροφορούν σχετικά µε την κατανοµή των κ0 διαφορετικών µέσων

στις k συνιστώσες. Εφ΄ όσον λοιπόν ένα µοντέλο καθορίζεται πλήρως από το µοντέ-

λο κατάστασης, ϑα αναφερόµαστε στο εξής στο µοντέλο µε διάνυσµα κατάστασης c

απλά µε τον όρο µοντέλο c.

Πριν προχωρήσουµε στον προσδιορισµό των εκ των προτέρων κατανοµών, ορί-

Ϲουµε τις εξής ποσότητες.

• Nκ0,k: Το πλήθος των µοντέλων δοθέντος του αριθµού συνιστωσών k και του

αριθµού των διαφορετικών µέσων κ0, όπου k ∈ {1, . . . , K ≡ kmax} και κ0 ∈
K0(k) := {(k + j)/2 : j = k, k − 2, . . . , j0} µε j0 = 0 αν k άρτιος και j0 = 1 αν

k περιττός.

• Nk: Το πλήθος των µοντέλων δοθέντος του αριθµού συνιστωσών k. Είναι εύκο-

λο να δούµε ότι

Nk =
∑

κ0∈K0(k)Nκ0,k =





∑k/2
ℓ=0

(
k/2+ℓ

2ℓ

)
, αν k άρτιος,

∑(k−1)/2
ℓ=0

(
(k+2ℓ+1)/2

2ℓ+1

)
, αν k περιττός.

(3.4)
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• N : Ο συνολικός αριθµός των µοντέλων, δηλαδή: N =
∑K

k=1Nk.

Για την απόδειξη της σχέσης (3.4) παραπέµπουµε στην Ενότητα Β.1 του Παραρτή-

µατος Β.

3.3 Το µπεϋζιανό ιεραρχικό µοντέλο

Στην συνέχεια, ϑα διατηρήσουµε τον συµβολισµό µj για τον µέσο της j συνιστώσας.

Παρ΄ όλ΄ αυτά, ϑα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό µ∗
1, . . . , µ

∗
κ0

για να αναφερό-

µαστε στους διακεκριµένους µέσους. Παρατηρούµε ότι τα µ και µ∗ συνδέονται µο-

ναδικά µεταξύ τους µέσω του διανύσµατος κατάστασης του µοντέλου αφού µj = µ∗
i

όπου

i = min{t ∈ {1, . . . , κ0} :
t∑

s=1

cs > j}

για j = 1, . . . , k.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το µοντέλο που εισάγουµε έχει τις εξής παραµέτρους :

• τον αριθµό συνιστωσών k,

• τον αριθµό διαφορετικών µέσων κ0,

• το διάνυσµα κατάστασης c,

• τα ϐάρη των συνιστωσών p = (p1, . . . , pk),

• τους (διαφορετικούς) µέσους µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
κ0

) και

• τις διασπορές των συνιστωσών σ2 = (σ2
1 , . . . , σ

2
k).

Για τον αριθµό των συνιστωσών k ϑεωρούµε την µη πληροφοριακή εκ των προτέ-

ϱων κατανοµή f(k) = 1/K, k = 1, . . . , K, η οποία είναι η πιο συνηθισµένη επιλογή

στην ϐιβλιογραφία (δες και Richardson and Green, 1997). Η δεσµευµένη εκ των

προτέρων κατανοµή του κ0, δοθέντος k, ϑα είναι η f(κ0|k) = Nκ0,k/Nk, κ0 ∈ K0(k).

Τέλος, η εκ των προτέρων κατανοµή του c δοθέντος του κ0 και του k ϑα είναι επίσης

οµοιόµορφη, f(c|κ0, k) = 1/Nκ0,k, c ∈ {1, 2}κ0. Οδηγός για τις συγκεκριµένες εκ

των προτέρων υποθέσεις είναι το γεγονός ότι επιθυµούµε να είµαστε µη πληροφο-

ϱιακοί τόσο για τον αριθµό των συνιστωσών όσο και για την κατανοµή των µοντέλων

δοθέντος του αριθµού των συνιστωσών. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι σε αυτήν την

περίπτωση προκύπτει ότι η εκ των προτέρων από κοινού κατανοµή των (c, κ0) είναι
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οµοιόµορφη (δοθέντος του k). Από την άλλη πλευρά, η από κοινού εκ των προτέρων

κατανοµή του (c, κ0, k) είναι

f(c, κ0, k) = f(k)f(κ0|k)f(c|κ0, k) =
1

K

Nκ0,k

Nk

1

Nκ0,k
=

1

KNk
.

Εφ΄ όσον το Nk είναι αύξουσα συνάρτηση του k, η από κοινού εκ των προτέρων

κατανοµή είναι πληροφοριακή στο σύνολο όλων των πιθανών µοντέλων, υπό την

έννοια ότι δίνει µεγαλύτερο ϐάρος σε µοντέλα µε µικρότερο αριθµό συνιστωσών.

Οι εκ των προτέρων υποθέσεις για τις υπόλοιπες παραµέτρους είναι ίδιες µε αυτές

των Richardson and Green (1997). Πιο συγκεκριµένα,

• p|k ∼ D(δ, . . . , δ), δηλαδή, µία συµµετρική (k−1)-διάστατη κατανοµή Dirich­

let.

• µ∗
j |κ0 ∼ N (ξ, κ−1), j = 1, . . . , κ0, ανεξάρτητα, δοθέντος όµως ότι µ∗

1 < · · · <
µ∗

κ0
για λόγους ταυτοποιήσης των παραµέτρων,

• σ−2
j |k iid∼ G(α, β), j = 1, . . . , k, ανεξάρτητα.

Σύµφωνα µε τους Richardson and Green (1997), η παράµετρος ξ είναι η δειγµατική

διάµεσος και κ = 1/R2, όπου R είναι το δειγµατικό εύρος. Επί πλέον ϑέτουµε δ = 1,

α = 2, ενώ το β είναι υπερπαράµετρος για την οποία υποθέτουµε ότι β ∼ G(g, h) µε

g = 0.2 και h = 10/R2.

Το ιεραρχικό µοντέλο ολοκληρώνεται µε τις εκ των προτέρων υποθέσεις για τις

εικονικές µεταβλητές κατάταξης z = (z1, . . . , zn), για τις οποίες ισχύει ότι xi|z ∼ fzi
,

i = 1, . . . , n. Ως συνήθως, εκ των προτέρων έχουµε ότι P (zi = j|p, k) = pj, j =

1, . . . , k, i = 1, . . . , n.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέ-

τρων είναι

f(k, κ0, c,p,µ
∗, σ2, z, β|K, δ, ξ, κ, α, g, h,x) =

f(k|K)f(κ0|k)f(c|κ0, k)f(p|k, δ)f(µ∗|κ0, ξ, κ)×
f(σ2|k, α, β)f(z|k,p)f(β|g, h)f(x|c, z,µ∗,σ2). (3.5)

Το µοντέλο (3.5) απεικονίζεται στο κατευθυνόµενο ακυκλικό γράφηµα του Σχήµατος

3.1, όπου οι κύκλοι παριστάνουν τυχαίες ποσότητες ενώ τα τετράγωνα σταθερές ή

παρατηρούµενες ποσότητες.
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K

k

κ0

cµ∗

x

κ

ξ
pσ2

z

δα β

g h

Σχήµα 3.1: Αναπαράσταση του ιεραρχικού µοντέλου (3.5) ως κατευθυνόµενο ακυ-

κλικό γράφηµα.

3.4 Ο προτεινόµενος αλγόριθµος RJMCMC

Ο Αλγόριθµος 3.4.1 που ακολουθεί είναι ένας αλγόριθµος Reversible Jump MCMC

(RJMCMC) που δρα στον χώρο των δυνατών µοντέλων. Οι κινήσεις αλλαγής µο-

ντέλου είναι τέτοιες ώστε να εξασφαλίζεται ότι κάθε µοντέλο έχει ϑετική πιθανότητα

επίσκεψης από οποιοδήποτε άλλο σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων. Επί πλέον,

είναι σχεδιασµένες έτσι ώστε να ικανοποιείται η υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων

(Α.1) του Green (1995). Οι παράµετροι κάθε µοντέλου προσοµοιώνονται από τις πλή-

ϱεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατάνοµές αυτών. ΄Ετσι, παράγεται µία ακολουθία

τιµών

(k, κ0, c,p,µ
∗,σ2, z, β)(t), t = 1, 2, . . . ,

η οποία αποτελεί µία µαρκοβιανή αλυσίδα µε οριακή κατανοµή την (3.5) και επιτυγ-

χάνει τη συνθήκη λεπτοµερούς ισορροπίας (Α.2). Μετά το πέρας των προσοµοιώσεων

µπορεί να γίνει συµπερασµατολογία τόσο για την από κοινού κατανοµή των ανταγω-
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νιζόµενων µοντέλων όσο και για τις περιθωριακές κατανοµές, όπως αυτή του αριθµού

συνιστωσών, ή του αριθµού διακεκριµένων µέσων των κανονικών συνιστωσών. Επί

πλέον, δεσµεύοντας σε ένα µοντέλο, είναι δυνατή η συµπερασµατολογία για τις πα-

ϱαµέτρους αυτού.

Αλγόριθµος 3.4.1. RJMCMC για µείξεις κανονικών κατανοµών µε κοινές µέσες

τιµές

∆ώσε κάποιες αρχικές τιµές k(0), κ
(0)
0 , c(0), (p,µ∗,σ2)(0), και για t ∈ {1, . . . ,M},

επανάλαβε τα παρακάτω ϐήµατα :

1. Ανανέωση του αριθµού των συνιστωσών k.

2. Ανανέωση του αριθµού των διακεκριµένων µέσων κ0 και του διανύσµατος

κατάστασης c.

3. Ανανέωση των ϐαρών p = (p1, . . . , pk).

4. Ανανέωση των διακεκριµένων µέσων µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
κ0

).

5. Ανανέωση των διασπορών σ2 = (σ2
1, . . . , σ

2
k).

6. Ανανέωση του διανύσµατος κατάταξης z = (z1, . . . , zn).

7. Ανανέωση της υπερπαραµέτρου β.

Το ϐήµα 1 είναι υπεύθυνο για την κίνηση µεταξύ γειτονικών τιµών του k. Αυ-

τό γίνεται χρησιµοποιώντας τους δύο τύπους κινήσεων που εισήχθησαν από τους

Richardson and Green (1997), δηλαδή, τις κινήσεις split­combine και birth­death,

τροποποιηµένες κατάλληλα για τις ανάγκες του µοντέλου µας, όπως περιγράφεται

στην Ενότητα 3.4.1. Στο ϐήµα 2 προτείνεται η µεταβολή του αριθµού των διακρι-

τών µέσων κατά έναν, ενώ ταυτόχρονα µετατρέπονται κατάλληλα τα p, µ∗, σ2 όπως

ϑα περιγραφεί στην Ενότητα 3.4.3 που ακολουθεί. Τα υπόλοιπα ϐήµατα (3-7) δεν

αλλάζουν την διάσταση του µοντέλου και πραγµατοποιούνται µέσω του τυπικού δειγ-

µατολήπτη Gibbs που περιγράψαµε στην Ενότητα 3.4.2.

3.4.1 Οι τροποποιηµένες κινήσεις αλλαγής αριθµού συνιστωσών

Οι κινήσεις που εισήχθησαν από τους Richardson and Green (1997) ενσωµατώνονται

στον Αλγόριθµο 3.4.1 για την αλλαγή του αριθµού των συνιστωσών του µοντέλου. Για

µία πλήρη περιγραφή αυτών των κινήσεων ο αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία

των Richardson and Green (1997). Στην συνέχεια περιγράφουµε τις τροποποιήσεις

που γίνονται σε αυτές ώστε να µπορούν να χρησιµοποιηθούν υπό το πλαίσιό µας.
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Η πρώτη κίνηση των Richardson and Green αποτελείται από τον διαχωρισµό

µιας συνιστώσας σε δύο καινούργιες, ή τον συνδυασµό δύο (γειτονικών) συνιστωσών

σε µία. Ωστόσο, στον Αλγόριθµο 3.4.1 η συγκεκριµένη κίνηση προτείνεται µόνο

όταν το µοντέλο αποτελείται αποκλειστικά από απλές συνιστώσες, δηλαδή όταν ισχύει

κ0 = k. Αποφεύγουµε την περαιτέρω εφαρµογή αυτής της κίνησης για δύο λόγους :

Πρώτα απ΄ όλα, είναι πολύ πιο πρακτικό στο υπολογιστικό µέρος του αλγορίθµου.

∆εύτερον, δεν είναι απαραίτητο να υιοθετήσουµε πιο πολύπλοκες στρατηγικές, µια

και η απόδοση του αλγορίθµου µας κρίνεται ικανοποιητική ως έχει.

Κατά τον δεύτερο τύπο κίνησης των Richardson and Green προτείνεται η γέννη-

ση µιας κενής συνιστώσας, οι παράµετροι της οποίας προσοµοιώνονται από την εκ

των προτέρων κατανοµή. Κατά την αντίστροφη κίνηση επιλέγεται στην τύχη µία κενή

συνιστώσα και προτείνεται να διαγραφεί. Υπό το δικό µας πλαίσιο µία τέτοια κίνηση

χρησιµοποιείται µόνο για να προτείνει απλές (και κενές) συνιστώσες. Συνεπώς κα-

τά την αντίστροφη κίνηση δικαιούµαστε να προτείνουµε τον ϑάνατο µόνο κάποιας

από τις υπάρχουσες απλές και κενές συνιστώσες. Αν δεν υπάρχουν τέτοιου είδους

συνιστώσες, η κίνηση απορρίπτεται αµέσως. Εποµένως, σε κάθε ϐήµα πρέπει να υ-

πολογίζουµε τον αριθµό των απλών και κενών συνιστωσών αντί των κενών συνιστώσων

όπως στην τυπική µέθοδο.

Σε αυτό το σηµείο ολοκληρώνεται η περιγραφή των κινήσεων που είναι υπεύ-

ϑυνες για τις µεταβάσεις µεταξύ των µοντέλων µε διαφορετικό πλήθος συνιστωσών.

Σηµειώνεται ότι προκειµένου τελικά να καταλήξουµε στην επιλογή των κινήσεων αυ-

τών επιστρατεύτηκαν και πιο σύνθετες µεθόδοι, χωρίς όµως να καταγραφεί κάποια

ουσιαστική διαφορά στην απόδοση του Αλγορίθµου 3.4.1. Συγκεκριµένα, εφαρµό-

στηκαν οι τύποι κινήσεων που περιγράφονται από τους Viallefont et al. (2000), αλλά

µια τέτοια προσέγγιση απλώς αύξησε την πολυπλοκότητα του αλγόριθµου χωρίς τα

αποτέλεσµατα να αλλάξουν σηµαντικά.

3.4.2 Ο δειγµατολήπτης Gibbs

Οι πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές των p, σ2, z και β είναι ακριβώς

ίδιες µε αυτές των Richardson and Green (1997) και περιγράφτηκαν στην Ενότητα

2.5.1. Στο επόµενο λήµµα δίνουµε την πλήρη δεσµευµένη κατανοµή του µ∗.

Λήµµα 3.4.1. Η πλήρης δεσµευµένη κατανοµή του µ∗ είναι τέτοια ώστε

µ∗
j | . . . ∼ N

(∑uj

i=lj
si/σ

2
i + κξ

∑uj

i=lj
ni/σ2

i + κ
,

1∑uj

i=lj
ni/σ2

i + κ

)
, j = 1, . . . , κ0,
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όπου lj =
∑j−1

i=1 ci + 1, uj =
∑j

i=1 ci, µε τα µ∗
1, . . . , µ

∗
k0

ανεξάρτητα και περιορισµένα

στο σύνολο µ∗
1 < · · · < µ∗

k0
.

Απόδειξη. Η απόδειξη παρατίθεται στην Ενότητα Β.2 του Παραρτήµατος Β.

Ο δειγµατολήπτης Gibbs εφαρµόζεται, ως συνήθως, προσοµοιώνοντας στην σειρά

από τις παραπάνω πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές. Παρ΄ όλ΄ αυτά,

αν η νέα τιµή του µ∗ παραβιάζει την διάταξη των (διακεκριµένων) µέσων τότε η τιµή

αυτή απορρίπτεται και επαναλαµβάνεται η προηγούµενη.

3.4.3 Η κίνηση διαχωρισµού-συνδυασµού των µέσων

Εδώ περιγράφεται το ϐήµα 2 του Αλγορίθµου 3.4.1, δηλαδή η ταυτόχρονη ανανέωση

του κ0 και του c. Κατ΄ αρχάς, για πρακτικούς λόγους, οι προτεινόµενες µεταβάσεις

γίνονται µόνο µεταξύ γειτονικών µοντέλων.

Ορισµός 3.4.1. ∆ύο µοντέλα µε διανύσµατα κατάστασης c, c′ ϑα λέγονται γειτονικά,

αν το c′ προκύπτει από το c αντικαθιστώντας είτε ένα Ϲευγάρι γειτονικών 1 µε το 2

(δηλαδή συνδιάζοντας δύο απλές γειτονικές συνιστώσες σε µία σύνθετη) είτε αντικαθι-

στώντας ένα 2 µε ένα Ϲευγάρι από 1 (δηλαδή διαχωρίζοντας µία σύνθετη συνιστώσα σε

δύο απλές).

Το παράδειγµα που ακολουθεί επεξηγεί τον Ορισµό 3.4.1. Ας ϑεωρήσουµε τα

µοντέλα c = (1, 2, 2, 1) και c′ = (1, 2, 1, 1, 1) τα οποία είναι γειτονικά και αποτε-

λούνται από έξι συνιστώσες. Η διαφορά τους έγκειται στο ότι η τέταρτη και πέµπτη

συνιστώσα του πρώτου µοντέλου µοιράζονται τον ίδιο µέσο, ενώ στο δεύτερο µοντέλο

οι µέσοι αυτών των συνιστωσών διαφέρουν. Η µετάβαση από το µοντέλο c στο c′ εί-

ναι µία κίνηση διαχωρισµού των µέσων ενώ η αντίστροφη µετάβαση είναι µία κίνηση

συνδυασµού των µέσων. ΄Αρα, δύο γειτονικά µοντέλα (α) έχουν τον ίδιο αριθµό συ-

νιστωσών και (ϐ) διαφέρουν µόνο ως προς τους µέσους δύο γειτονικών συνιστωσών.

Από την άλλη πλευρά, είναι σαφές ότι τα µοντέλα (2, 1, 2, 1) και (1, 2, 2) δεν είναι

γειτονικά στο µοντέλο c. Προφανώς το µοντέλο µίας συνιστώσας δεν έχει γειτονικά

µοντέλα.

΄Εστω c ∈ {1, 2}κ0. Συµβολίζουµε µε m1 τον αριθµό των Ϲευγών γειτονικών 1

και µε m2 τον συνολικό αριθµό των 2 που υπάρχουν στο c. Προφανώς, ο αριθµός

των συνολικών γειτονικών µοντέλων είναι m1 + m2. Συνεπώς, κατά το ϐήµα 2 του

Αλγορίθµου 3.4.1 προχωρούµε ως εξής : ∆οθέντος ότι το τρέχον µοντέλο είναι το c,
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προτείνουµε µία µετάβαση στο c′ οµοιόµορφα στον χώρο των γειτονικών µοντέλων,

δηλαδή µε πιθανότητα ίση µε 1/(m1 +m2).

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ας ϑεωρήσουµε την µετάβαση µεταξύ των µοντέλων

c = (c1, . . . , cκ0) και c′ = (c′1, c
′
2, . . . , c

′
κ0+1) όπου c1 = 2 και c′1 = c′2 = 1 και c′j = cj−1

για j = 3, . . . , k0 + 1. Το c′ προκύπτει από το c µέσω µιας κίνησης διαχωρισµού

µέσων και αντιστρόφως. Ας συµβολίσουµε τα ϐάρη, µέσους και διασπορές των δύο

πρώτων συνιστωσών του µοντέλου µείξης υπό το µοντέλο c µε (q1, ν
∗
1 , τ

2
1 ), (q2, ν

∗
1 , τ

2
2 ),

αντίστοιχα, ενώ υπό το µοντέλο c′ µε (p1, µ
∗
1, σ

2
1), (p2, µ

∗
2, σ

2
2). Οι παράµετροι των υπό-

λοιπων k− 2 συνιστωσών παραµένουν ίδιες. Εφ΄ όσον το c′ έχει µόνο µία παράµετρο

επί πλέον από το µοντέλο c, η υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων (Green, 1995)

απαιτεί την παραγωγή µιας παραπάνω τυχαίας µεταβλητής κατά την µετάβαση από

το c στο c′ σε σχέση µε το πλήθος των τυχαίων µεταβλητών που παράγουµε κατά την

αντίστροφη µετάβαση. Εδώ, προτείνουµε να µεταβούµε από το (q1, q2, ν
∗
1 , τ

2
1 , τ

2
2 ) στο

(p1, p2, µ
∗
1, µ

∗
2, σ

2
1, σ

2
2) παράγοντας δύο τυχαίες µεταβλητές, ενώ για την αντίστροφη

µετάβαση ϑα παράγουµε µόλις µία.

Στην συνέχεια, περιγράφουµε τους σχετικούς µετασχηµατισµούς και περιορι-

σµούς που εξασφαλίζουν ότι οι κινήσεις διαχωρισµού-συνδυασµού των µέσων είναι

αντιστρέψιµες µεταξύ τους. Φυσικά, ένα Ϲεύγος αντιστρέψιµων µετασχηµατισµών ϑα

πρέπει να επιλεγεί προσεκτικά, καθώς σε αντίθετη περίπτωση οι προτεινόµενες κινή-

σεις ϑα έχουν πολύ µικρή πιθανότητα αποδοχής µε αποτέλεσµα την αργή σύγκλιση

του αλγορίθµου στην εκ των υστέρων κατανοµή. Οδηγός για τους µετασχηµατισµούς

αυτούς είναι το κριτήριο συµφωνίας της µηδενικής, πρώτης και δεύτερης ϱοπής (δες

επίσης Richardson and Green, 1997). Αυτό σηµαίνει ότι οι συγκεκριµένες ϱοπές

ϑα παραµείνουν ίδιες πριν και µετά την µετάβαση, δηλαδή ϑα ισχύει ότι

q1 + q2 = p1 + p2

q1ν
∗
1 + q2ν

∗
1 = p1µ

∗
1 + p2µ

∗
2

q1(ν
∗2

1 + τ 2
1 ) + q2(ν

∗2
1 + τ 2

2 ) = p1(µ
∗2
1 + σ2

1) + p2(µ
∗2
2 + σ2

2).

Οι µετασχηµατισµοί που παρουσιάζονται στην συνεχεία εξασφαλίζουν την ισχύ των

παραπάνω εξισώσεων, κάτι που µπορεί να δειχτεί πολύ εύκολα µέσω στοιχειώδους

άλγεβρας.

Μετάβαση από το c στο c′: Παράγουµε u1, u2
iid∼ Beta(2, 2) και ϑέτουµε

(p1, p2) =
(
(q1 + q2)u1, (q1 + q2)(1 − u1)

)
,

(σ2
1, σ

2
2) =

(
p2q1τ

2
1u

2
2 − p1(p2 + q2τ

2
2u

2
2) +

√
D

2p1p2u2
2

,
p1q2τ

2
2u

2
2 − p2(p1 + q1τ

2
1u

2
2) +

√
D

2p1p2u2
2

)
,
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(µ∗
1, µ

∗
2) = (ν∗1 − u2σ1σ2

√
p2/p1, ν

∗
1 + u2σ1σ2

√
p1/p2),

όπου D = 4p2
1p2q2τ

2
2u

2
2 + {p1p2 +(p2q1τ

2
1 − p1q2τ

2
2 )u2

2}2. Σε περίπτωση που παραβιά-

Ϲεται η διάταξη των k0+1 µέσων, η προτεινόµενη κίνηση απορρίπτεται. ∆ιαφορετικά,

πρώτα επανακατατάσσουµε µεταξύ τους τις παρατηρήσεις που ήδη ανήκαν σε αυτές

τις συγκεκριµένες συνιστώσες όπως περιγράφεται στην Ενότητα Β.3 του Παραρτή-

µατος Β.

Πρόταση 3.4.1. Η πιθανότητα αποδοχής της κίνησης διαχωρισµού-συνδυασµού των

µέσων είναι ίση µε min{1, A1}, όπου

A1 =
f(x|c′, z′,µ∗,σ2)

f(x|c, z,ν∗, τ 2)
× (κ0 + 1)f(κ0 + 1|k)f(c′|κ0 + 1, k)

f(κ0|k)f(c|κ0, k)

×
√

κ

2π
exp

{
−κ

2

[
(µ∗

1 − ξ)2 + (µ∗
2 − ξ)2 − (ν∗1 − ξ)2

]}

×
(
τ 2
1 τ

2
2

σ2
1σ

2
2

)α+1

exp
{
β(τ−2

1 + τ−2
2 − σ−2

1 − σ−2
2 )
}

×
(
p

δ−1+n′

1
1

qδ−1+n1
1

p
δ−1+n′

2
2

qδ−1+n2
2

)(
m1 +m2

m′
1 +m′

2

)(
P ′

realloc

Prealloc

)
g2,2(ũ1)

g2,2(u1)g2,2(u2)
|J |. (3.6)

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στην Ενότητα Β.3 του Παραρτήµατος Β. Στην (3.6)

|J | =
q1q2(p1 + p2)

3

(p2
1 + p2

2)σ
2
1σ

2
2 + p1p2 {2σ2

1σ
2
2 + (σ2

1 + σ2
2)(µ

∗
1 − µ∗

2)
2}

(
σ2

1σ
2
2

p1p2

)3/2

είναι η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού, g2,2(·) είναι η πυκνότητα πιθανότητας της

κατανοµής Beta(2, 2) και

- Prealloc, P
′
realloc είναι οι πιθανότητες της συγκεκριµένης ανακατάταξης όπως

προσδιορίζονται στο Παράρτηµα Β,

- z′ είναι το διάνυσµα κατάταξης των παρατηρήσεων στην προτεινόµενη κατά-

σταση,

- (n1, n2) είναι όπως ορίζονται στην (2.29) και (n′
1, n

′
2) είναι οι αντίστοιχες συ-

χνότητες στο προτεινόµενο µοντέλο,

- m′
1 +m′

2 είναι το πλήθος των γειτονικών µοντέλων του c′,

- ũ1 = q1/(q1 + q2), έτσι ώστε ο µετασχηµατισµός να είναι αντιστρέψιµος (δες

παρακάτω για την αντίστροφη µετάβαση).
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Μετάβαση από το c′ στο c: Παράγουµε ũ1 ∼ Beta(2, 2) και ϑέτουµε

(q1, q2) =
(
(p1 + p2)ũ1, (p1 + p2)(1 − ũ1)

)

(τ 2
1 , τ

2
2 ) =

(
p1

q1
σ2

1(1 + u2
2σ

2
2),

p2

q2
σ2

2(1 + u2
2σ

2
1)

)
,

ν∗1 =
p1µ

∗
1 + p2µ

∗
2

p1 + p2
,

όπου

u2 =

√
p1p2

p1 + p2

µ∗
2 − µ∗

1

σ1σ2

.

Σαφώς, σε αυτήν την περίπτωση η διάταξη των µέσων δεν µπορεί να παραβιαστεί.

Η πιθανότητα αποδοχής αυτής της κίνησης είναι ίση µε min{1, A−1
1 }, µε το A1 να

ορίζεται όπως και στην (3.6) αλλά µε το κ0 − 1 στην ϑέση του κ0.

3.5 Εφαρµογές

Σε αυτήν την ενότητα εφαρµόζουµε την προτεινόµενη µέθοδο χρησιµοποιώντας πα-

ϱαδείγµατα µε προσοµοιωµένα σύνολα δεδοµένων καθώς και το γνωστό γαλαξιακό

σύνολο δεδοµένων (Roeder, 1992). Σε όλες τις περιπτώσεις τα αποτελέσµατα συγκρί-

νονται µε τα αντίστοιχα του Αλγορίθµου 2.5.3 των Richardson and Green (1997). Οι

Αλγόριθµοι 2.5.3 και 3.4.1 εκτελέστηκαν στην γλώσσα προγραµµατισµού Fortran

90 σε έναν τυπικό υπολογιστή Pentium IV.

Ο πρώτος στόχος της ανάλυσης είναι η εξερεύνηση της εκ των υστέρων κατα-

νοµής των µοντέλων. Ακολούθως, µας απασχολεί η εκτίµηση των παραµέτρων των

µοντέλων, κάτι που είναι µια πολύ απλή διαδικασία στον αλγόριθµο των Richardson

and Green λόγω της ταυτοποίησης όλων των παραµέτρων εξαιτίας του περιορισµού

διάταξης των µέσων. Κάτι τέτοιο δεν ισχύει στην µέθοδό µας. Ας ϑεωρήσουµε για

παράδειγµα ότι ενδιαφερόµαστε να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους δεσµεύοντας σε

ένα συγκεκριµένο µοντέλο. Στην περίπτωση των απλών συνιστωσών, τόσο οι διασπο-

ϱές όσο και τα ϐάρη είναι πάντα ταυτοποιήσιµα διότι οι προσοµοιωµένες τιµές των

παραµέτρων ταυτοποιούνται αναδιατάσσοντας εκ των προτέρων τους διαφορετικούς

µέσους. Αντιθέτως, αυτές οι παράµετροι παύουν να είναι ταυτοποιήσιµες εντός µιας

σύνθετης συνιστώσας λόγω του ϕαινοµένου label switching. Εν τούτοις, δεν υιοθε-

τούµε επί πλέον περιορισµούς διάκρισης στις παράµετρους των σύνθετων συνιστωσών

(όπως για παράδειγµα µία εκ των προτέρων διάταξη των διασπορών). Κάτι τέτοιο ϑα

περιόριζε ακόµα περισσότερο τον παραµετρικό χώρο και ϑα είχαµε επιπτώσεις όπως

η απόρριψη προτεινόµενων κινήσεων που ϑα γίνονταν δεκτές σε διαφορετική περί-

πτωση. Συνεπώς ϑεωρούµε µη περιορισµένο τον παραµετρικό χώρο των διασπορών
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Σχήµα 3.2: Ιστογράµµατα των συνόλων δεδοµένων που χρησιµοποιούνται στα πα-

ϱαδείγµατα µαζί µε τις εκτιµηθείσες πυκνότητες, δεσµεύοντας στο µοντέλο µε την

µεγαλύτερη εκ των υστερών πιθανότητα, σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο 3.4.1 (συνεχό-

µενη γραµµή) και τον Αλγόριθµο 2.5.3 (διακεκοµµένη γραµµή): Προσοµοιωµένα

σύνολα δεδοµένων από τις κατανοµές : (α) (2.31), (ϐ) (3.7), (γ) Γαλαξιακό σύνολο

δεδοµένων.

και ϐαρών, κάτι που συνεπάγεται ότι η εκ των υστέρων κατανοµή ϑα έχει ένα ακέραιο

πολλάπλάσιο 2m2 συµµετρικών κορυφών (δοθέντος ότι δεσµεύουµε σε ένα µοντέλο

µε διάνυσµα κατάστασης που περιέχει m2 ϕορές το στοιχείο 2).

Ως εκ τούτου, για να λάβουµε κατάλληλες εκτιµήσεις των παραµέτρων µιας σύν-

ϑετης συνιστώσας ϑα πρέπει να λύσουµε το πρόβληµα label switching εντός των

σύνθετων συνιστωσών. Κάτι τέτοιο µπορεί να γίνει απλά µέσω αναδιάταξης του προ-

σοµοιωµένου δείγµατος, δηλαδή, µετά το πέρας των προσοµοιώσεων. Συγκεκριµένα,

χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο 2.6.1 Πιλοτικής Αναδιάταξης ϐασιζόµενοι στον Ma­

ximum A Posteriori (MAP) εκτιµητή (δες Marin et al., 2005, ή Marin and Robert,

2007). ΄Οπως περιγράψαµε στην Ενότητα 2.6.2, αυτή η τεχνική επιλέγει εκείνη την

αναδιάταξη του εκάστοτε προσοµοιωµένου διανύσµατος παραµέτρων που ελαχιστο-

ποιεί την απόστασή του από τον προσεγγιστικό MAP εκτιµητή. ΄Ετσι, µπορούµε να

λάβουµε ταυτοποιήσιµες παραµέτρους που ϑα µας οδηγήσουν σε κατάλληλες εκτι-

µήσεις χωρίς να απαιτήσουµε κάποια επί πλέον διάταξη στον παραµετρικό χώρο.

Παρά τα µειονεκτήµατα της µεθόδου αυτής σε γενικά πλαίσια, εδώ πρόκειται για

µια αποδοτική λύση καθώς εφαρµόζεται µόνο σε δύο συνιστώσες κάθε ϕορά (αυτές

δηλαδή που αντιστοιχούν στα Ϲευγάρια των σύνθετων συνιστωσών του µοντέλου) και

έτσι δεν δηµιουργούνται προβλήµατα όπως η ύπαρξη πολλών κορυφών. Εξ άλλου,

εφ΄ όσον οι σύνθετες συνιστώσες διαφέρουν µόνο ως προς την διασπορά τους, είναι

σαφές ότι η µέθοδος πιλοτικής αναδιάταξης είναι ικανή να ϐρει την σωστή αναδιάτα-

ξη. Τέλος, αναφέρουµε ότι σε όλα τα παραδείγµατα που εξετάσαµε, η µέθοδος της

Πιλοτικής Αναδιάταξης εντός των σύνθετων συνιστωσών καταλήγει σε σχεδόν ταυτό-
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Σχήµα 3.3: Η εκτιµηθείσα εκ των υστέρων κατανοµή του (c, κ0, k) για το προσο-

µοιωµένο σύνολο δεδοµένων από την κατανοµή (2.31).

σηµα αποτελέσµατα µε την αναδιάταξη των προσοµοιωµένες τιµών αυτών ϐάσει ενός

περιορισµού διάταξης στις διασπορές τους.

3.5.1 Προσοµοιωµένο συνολο από την κατανοµή (2.31)

Στην Ενότητα 2.5.3 είδαµε ότι για το προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων από την

κατανοµή (2.31) ο Αλγόριθµος 2.5.3 δεν επιλέγει τον σωστό αριθµό συνιστωσών. Πιο

συγκεκριµένα, ενώ τα δεδοµένα προσοµοιώθηκαν από µία µείξη τεσσάρων κατανο-

µών, η µεγαλύτερη εκ των υστέρων πιθανότητα αντιστοιχίζεται στις πέντε συνιστώσες.

Επί πλέον, στο Σχήµα 3.2(α) ϕαίνεται η εκτίµηση της πυκνότητας των δεδοµένων

(διακεκοµµένη γραµµή) δεσµεύοντας στο πιο πιθανό µοντέλο κατά τον τυπικό αλ-

γόριθµο. Από αυτήν συµπεραίνουµε την όχι και τόσο καλή προσαρµογή του στα

δεδοµένα.

Στην συνέχεια παρουσιάζουµε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα σύµφωνα µε την προ-

τεινόµενη µέθοδο. Εκτελέσαµε τον Αλγόριθµο 3.4.1 για τον ίδιο αριθµό επαναλή-

ψεων (300000), ενώ ϑέσαµε 1 6 k 6 K = 15. ∆ιαγράφοντας τις πρώτες 30000 τιµές

ως περίοδο burn­in, καταλήξαµε στην εκτιµηθείσα εκ των υστέρων κατανοµή του

(c, k, κ0) που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.3 (παρουσιάζονται µόνο τα µοντέλα εντός

του εύρους 3 6 k 6 6, τα οποία συγκεντρώνουν τη µεγαλύτερη µάζα της εκ των

υστέρων κατανοµής). Παρατηρούµε ότι η µέθοδός µας υποδεικνύει ότι το πραγµα-

τικό µοντέλο έχει την µεγαλύτερη εκ των υστέρων πιθανότητα. Πιο συγκεκριµένα,

η κορυφή αντιστοιχεί στο µοντέλο (1,2,1), το οποίο είναι αυτό που παρήγαγε τα δε-
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∆εδοµένα Mean S­C S­C B­D
Μείξη (2.31) 6.85% 6.86% 7.05%
Μείξη (3.7) 2.46% 4.52% 4.74%
Γαλαξιακό 8.69% 10.07% 13.95%

Πίνακας 3.1: Ποσοστό των αποδεκτών κινήσεων για τα τρία σύνολα δεδοµένων, για

κάθε τύπο µεταβάσεων : διαχωρισµός-συνδυασµός µέσων (Mean S­C), διαχωρισµός-

συνδυασµός (S­C), γέννηση-ϑάνατος B­D.

δοµένα. Επί πλέον, η εκτιµηθείσα εκ των υστέρων πιθανότητα αυτού του µοντέλου

είναι µιάµιση ϕορά µεγαλύτερη από την αµέσως επόµενη, που αντιστοιχεί στο µοντέ-

λο (2,2,1). Από την άλλη πλευρά, είναι αξιοσηµείωτο ότι τώρα το µοντέλο (1,1,1,1,1)

που αντιστοιχεί στο µοντέλο πέντε συνιστωσών το οποίο ήταν το κυριάρχο σύµφωνα

µε τον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC έχει πολύ µικρότερη εκ των υστέρων πιθανότητα

υπό την µέθοδό µας. Βεβαίως, ϐλέπουµε ότι τα µοντέλα µε τις αµέσως µεγαλύτε-

ϱες εκ των υστέρων πιθανότητες είναι τα (2,2,1) και (1,2,2) τα οποία αντιστοιχούν σε

k = 5 συνιστώσες (και κ0 = 3). Η πιθανότητα αποδοχής των προτεινόµενων κινήσεων,

κυµαίνεται γύρω στο 7% για όλους τους τύπους κινήσεων (ϐλ. Πίνακα 3.1).

Ακολούθως ϑεωρούµε το πρόβληµα εκτίµησης των παραµέτρων δεσµεύοντας στο

κυρίαρχο µοντέλο, δηλαδή το (1,2,1). ΄Οπως περιγράφηκε πριν, οι παράµετροι που

αντιστοιχούν στις συνιστώσες µε τον ίδιο µέσο δεν είναι ταυτοποιήσιµες. ΄Ετσι, σε

αυτό το παράδειγµα το ϕαινόµενο label switching συµβαίνει µεταξύ των διασπορών

και ϐαρών της τρίτης και τέταρτης συνιστώσας. Οι αντίστοιχες παράµετροι των υπό-

λοιπων συνιστωσών είναι ταυτοποιήσιµες. Στο Σχήµα 3.4 απεικονίζονται οι συνεχείς

εναλλαγές µεταξύ των τιµών της δεύτερης και τρίτης διασποράς. Η MAP εκτίµηση

που παρατηρήσαµε έχει ως εξής :

µ(MAP) ≈ (0.01, 10.09, 10.09, 20.28)

σ2(MAP) ≈ (1.86, 0.704, 6.36, 1.51)

p(MAP) ≈ (.248, .249, .226, 276).

Σηµειώνουµε ότι η εκτίµηση αυτή δεν είναι καθόλου κακή, συγκρίνοντάς την µε

τις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων. ΄Υστερα από την αναδιάταξη των προσοµοιω-

µένων τιµών των ϐαρών και διασπορών της δεύτερης και τρίτης συνιστώσας, σύµφωνα

µε τον αλγόριθµο Πιλοτικής Αναδιάταξης παρατηρούµε ότι εξαλείφεται το πρόβληµα

label switching (ϐλ. Σχήµα 3.4) και καταλήγουµε στις εξής εκτιµήσεις :

Ê(µ|x) = (−0.10, 9.99, 9.99, 20.31)
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Σχήµα 3.4: Πάνω: Το ϕαινόµενο label switching για τις διασπορές της δεύτερης και

τρίτης συνιστώσας του προσοµοιωµένου συνόλου δεδοµένων από την µείξη (2.31).

Κάτω: Οι αντίστοιχες αναδιατεταγµένες τιµές ύστερα από την εφαρµογή του αλγο-

ϱίθµου Πιλοτικής Αναδιάταξης.

Ê(σ2|x) = (1.96, 0.95, 9.45, 1.68)

Ê(p|x) = (.250, .262, .221, .267).

Τονίζουµε ότι στην παραπάνω αναδιάταξη δεν συµµετέχουν οι τιµές της πρώτης και

τέταρτης συνιστώσας. Παρατηρούµε ότι οι εκ των υστέρων µέσες τιµές είναι αρκετά

κοντά στις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων, µε µία εξαίρεση ίσως για τις διασπο-

ϱές της τρίτης και τέταρτης συνιστώσας. Στο Σχήµα 3.2(α) ϕαίνεται η εκτιµηθείσα

συνάρτηση πυκνότητας δεδοµένων δεσµεύοντας στο µοντέλο (1,2,1). Στο ίδιο Σχήµα

ϕαίνεται και η αντίστοιχη εκτίµηση µε τον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC για λόγους

σύγκρισης. Βλέπουµε ότι η µέθοδός µας καταλήγει σε µία εκτίµηση που προσαρ-

µόζεται πολύ καλά στα δεδοµένα σε αντίθεση µε την προηγούµενη µέθοδο όπου

καταγράφεται κακή προσαρµογή ιδιαίτερα στο κεντρικό τµήµα τους.

Ακολούθως, ασχολούµαστε µε την ανάλυση ευαισθησίας της λύσης µας. Επικε-

ντρωνόµαστε στην εξέταση της απόδοσης του Αλγορίθµου 3.4.1 στην περίπτωση όπου

όλες οι συνιστώσες έχουν διαφορετικούς µέσους ως συνάρτηση της διαφοράς µ2−µ3.

Ειδικότερα, τρέξαµε τον αλγόριθµο προσθέτοντας µία σταθερά ǫ στις παρατηρήσεις

που ήταν αρχικώς καταταγµένες στην δεύτερη ή τρίτη συνιστώσα. ΄Ετσι, για κάθε

ǫ /∈ {−10, 0, 10} το πραγµατικό µοντέλο είναι το (1, 1, 1, 1) (µε k = κ0 = 4), δηλαδή
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Σχήµα 3.5: (α) Εκ των υστέρων πιθανότητες των k = 3 (συνεχής γραµµή), 4 (δια-

κεκοµµένη γραµµή) και 5 (εστιγµένη γραµµή) σύµφωνα µε τον τυπικό αλγόριθµο

RJMCMC. (ϐ) Οι αντίστοιχες εκτιµήσεις της εκ των υστέρων πιθανότητας του κ0 σύµ-

ϕωνα µε την προτεινόµενη µέθοδο. (γ) Εκ των υστέρων λόγοι της πιθανότητας του

πραγµατικού µοντέλου είτε ως προς το πιο πιθανό µοντέλο (όταν η µέθοδος µας δεν

ϐρίσκει το πραγµατικό µοντέλο) είτε ως προς το δεύτερο πιο πιθανό µοντέλο (όταν η

µέθοδος µας ϐρίσκει το πραγµατικό µοντέλο).

η µείξη κανονικών κατανοµών

0.25N (0, 2) + 0.25N (10 + ǫI{ǫ<0}, 7) + 0.25N (10 + ǫI{ǫ>0}, 1) + 0.25N (20, 1).

Θεωρήσαµε ǫ = −10(.5)10 και για κάθε τιµή εκτελέσαµε για 300000 επαναλήψεις

(ύστερα από την διαγραφή των πρώτων 30000 επαναλήψεων ως περίοδος burn­in)

τον Αλγόριθµο 3.4.1 αλλά και τον τυπικό Αλγόριθµο 2.5.3.

Στο Σχήµα 3.5(ϐ) ϕαίνονται οι εκ των υστέρων πιθανότητες των κ0 = 3, 4 και 5

συναρτήσει του ǫ. Για λόγους σύγκρισης παραθέτουµε και τις αντίστοιχες εκ των

υστέρων πιθανότητες του αριθµού των συνιστωσών k σύµφωνα µε την µέθοδο των

Richardson and Green. Παρατηρούµε ότι οι συγκεκριµένες πιθανότητες είναι αρ-

κετά κοντά όταν το |ǫ| είναι µακριά από το µηδέν, ενώ για µικρές τιµές του |ǫ| κάθε

αλγόριθµος συµπεριφέρεται όπως ακριβώς και στην περίπτωση ǫ = 0. Επί πλέον,

όταν ǫ = −10 ο αλγόριθµός υποδεικνύει τον σωστό αριθµό διακεκριµένων µέσων ενώ

η τυπική µέθοδος υποεκτιµά το k. Μία µάλλον περίεργη συµπεριφορά παρατηρείται

όταν ǫ ∈ [3.5, 6.5] όπου και οι δύο µέθοδοι υποδεικνύουν ότι η επικρατέστερη τιµή

του k ή του κ0 είναι ίση µε 5. Εν τούτοις, η εκ των υστέρων κατανοµή υπό την

προτεινόµενη προσέγγιση έχει την κορυφή της στο σωστό µοντέλο. Γενικά, παρα-

τηρούµε ότι το σύνολο όπου η µέθοδός µας υποδεικνύει το σωστό µοντέλο είναι το

{−10} ∪ [−8.5,−2.5] ∪ {0} ∪ [2.5, 6.5] ∪ {10}.

Για να πάρουµε µια ιδέα για την πιθανότητα του σωστού µοντέλου έχουµε α-

πεικονίσει τους εκ των υστέρων λόγους της, είτε ως προς την πιθανότητα του πιο

πιθανού µοντέλου (όταν η µέθοδός µας αποτυγχάνει) είτε ως προς το δεύτερο πιο
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ǫ Πραγµατικό
µοντέλο

k
(RG) κ0

Επικρατέστερο
µοντέλο

−10 (2,1,1) 3 3 (2,1,1)
−9.5 (1,1,1,1) 4 4 (2,1,1)
−9 (1,1,1,1) 4 4 (2,1,1,1)

[−8.5,−7.5] (1,1,1,1) 4 4 (1,1,1,1)
−7 (1,1,1,1) 5 5 (1,1,1,1)

[−6.5,−4] (1,1,1,1) 4 4 (1,1,1,1)
−3.5 (1,1,1,1) 4 5 (1,1,1,1)

[−3,−2.5] (1,1,1,1) 4 4 (1,1,1,1)
[−2,−1.5] (1,1,1,1) 4 4 (1,1,2,1)

−1 (1,1,1,1) 5 4 (1,2,1)
−0.5 (1,1,1,1) 5 3 (1,2,1)

0 (1,2,1) 5 3 (1,2,1)
0.5 (1,1,1,1) 5 3 (1,2,1)
1 (1,1,1,1) 5 5 (1,2,1,1)

1.5 (1,1,1,1) 4 4 (1,2,1)
2 (1,1,1,1) 4 4 (1,2,1,1)

[2.5, 3] (1,1,1,1) 5 4 (1,1,1,1)
[3.5, 6.5] (1,1,1,1) 5 5 (1,1,1,1)

7 (1,1,1,1) 4 4 (1,1,1)
[7.5, 9.5] (1,1,1,1) 3 3 (1,1,1)

10 (1,1,1) 3 3 (1,1,1)

Πίνακας 3.2: Αποτελέσµατα ανάλυσης ευαισθησίας. ǫ: διαφορά µέσων δεύτερης και

τρίτης συνιστώσας, k (RG): η κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής του αριθµού

των συνιστωσών σύµφωνα µε τον αλγόριθµο των Richardson and Green (1997), κ0:

η κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής των διαφορετικών µέσων σύµφωνα µε την

προτεινόµενη µέθοδο.

πιθανό µοντελό (όταν η µέθοδός µας επιτυγχάνει), ϐλ. Σχήµα 3.5(γ). Τέλος, στον

Πίνακα 3.2 παρουσιάζονται τα πιο πιθανά µοντέλα µαζί µε την εκ των υστέρων κο-

ϱυφή του αριθµού των συνιστωσών και διαφορετικών µέσων υπό την τυπική και την

προτεινόµενη µέθοδο αντίστοιχα.

3.5.2 ΄Εκτροπες παρατηρήσεις

Τα µοντέλα µείξεων µπορούν να εφαρµοστούν στην περίπτωση όπου το υπό µελέτη

σύνολο δεδοµένων περιέχει έκτροπες παρατήρησεις. Μία τέτοια περίπτωση εµφα-

νίζεται όταν σε µία από τις συνιστώσες της µείξης αντιστοιχεί πολύ µικρό ϐάρος.

Τότε, η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων µπορεί να έχει αρκετές κορυ-

ϕές, καθώς δηµιουργούνται προβλήµατα ταυτοποίησης (Hoogerheide et al., 2007).

Υπό το πλαίσιο που εισάγουµε, µπορούµε να ελέγξουµε την απόδοση του τυπικού

και του προτεινόµενου αλγορίθµου σε τέτοιου είδους καταστάσεις. Θεωρούµε ένα
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προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων n = 100 παρατηρήσεων από την µείξη κατανοµών

0.95N (0, 1) + 0.05N (3, 100), (3.7)

το ιστόγραµµα των οποίων απεικονίζεται στο Σχήµα 3.2(ϐ). Παρατηρούµε ότι πρό-

κειται για αρκετά προκλητική περίπτωση για τους συνήθεις δειγµατολήπτες, καθώς

οι έξι ακραίες παρατηρήσεις µπορούν να σχηµατίσουν ξεχωριστές συνιστώσες αντί να

καταταχθούν σε µία όπως ισχύει στην πραγµατικότητα.

Η προτεινόµενη µέθοδος υποδεικνύει το µοντέλο (2) ως αυτό µε την µεγαλύτε-

ϱη εκ των υστέρων πιθανότητα. Εξαιτίας του µικρού αριθµού παρατηρήσεων, είναι

αρκετά δύσκολο να κυριαρχήσει το µοντέλο (1,1), το οποίο είναι το σωστό. Παρ΄ όλ΄

αυτά, η κυριαρχία του µοντέλου (2) έχει ως αποτέλεσµα οι έξι έκτροπες παρατηρή-

σεις να είναι όντως καταταγµένες σε µία συνιστώσα. Αυτό δεν ισχύει για τον τυπικό

αλγόριθµο RJMCMC, όπου το µεγάλο εύρος των ακραίων παρατηρήσεων και ο πε-

ϱιορισµος διάταξης των µέσων, έχει ως συνέπεια την οµαδοποίηση των πολύ µικρών

και πολύ µεγάλων παρατηρήσεων σε διαφορετικές συνιστώσες. ΄Ετσι, ο τυπικός αλ-

γόριθµος καταλήγει σε µία εκ των υστέρων κατανοµή όπου κυριαρχούν τα µοντέλα

τριών και τεσσάρων συνιστώσων, ενώ το µοντέλο δύο συνιστωσών έρχεται τρίτο. ΄Ο-

πως ϐλέπουµε από την εκτιµηθείσα συνάρτηση πυκνότητας (διακεκοµµένη γραµµή)

στο Σχήµα 3.2(ϐ), η προσαρµογή του κυρίαρχου µοντέλου (k = 3) είναι κακή, σε

αντίθεση µε το µοντέλο µε µία σύνθετη συνιστώσα όπου προσαρµόζεται πολύ καλά

ακόµα και στις ουρές της κατανοµής.

3.5.3 Γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων

Το γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων παρουσιάστηκε για πρώτη ϕορά από τους Po­

stman et al. (1986). Οι συγκεκριµένες παρατηρήσεις καταγράφουν την ταχύτητα (σε

km3/sec) 82 γαλαξιών από τις έξι κωνικές περιοχές του αστερισµού Corona Borealis.

Το 1992 η Roeder ήταν η πρώτη που εφάρµοσε ένα µοντέλο µείξης σε αυτά τα δεδο-

µένα και έκτοτε αποτελεί ένα παράδειγµα-ορόσηµο στην µοντελοποίηση µε µείξεις

κατανοµών. ΄Εχουν χρησιµοποιηθεί από αρκετούς ερευνητές για επίδειξη µεθοδολο-

γιών, µεταξύ των οποιών είναι οι Crawford (1994), Carlin and Chib (1995), Escobar

and West (1995), Philips and Smith (1996), Richardson and Green (1997), Roeder

and Wasserman (1997), Stephens (1997a, 2000a, 2000b) και Nobile (2007). Για

µία συγκριτική παρουσίαση των διαφορετικών προσεγγίσεων στο συγκεκριµένο σύ-

νολο δεδοµένων παραπέµπουµε στον Aitkin (2001). Το ιστόγραµµα των δεδοµένων

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.2(γ).
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Σχήµα 3.6: Οι προσοµοιωµένες τιµές από τον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC για τους

µέσους των συνιστωσών των γαλαξιακών δεδοµένων, δεσµεύοντας στο µοντέλο µε

k = 6. Παρατηρούνται αρκετές κορυφές για τους µέσους της δεύτερης και πέµπτης

συνιστώσας.

Οι περισσότεροι από τους παραπάνω ερευνητές ϑεωρούν ότι οι συγκεκριµένες

παρατηρήσεις προέρχονται από µία µείξη k κανονικών κατανοµών. Μία διαφορετι-

κή προσέγγιση ακολούθησε ο Stephens (1997α), ο οποίος χρησιµοποίησε µία µείξη

κατανοµών t4. Με µια πρώτη µατιά στο ιστόγραµµα είναι προφανή τα κενά µεταξύ

του κυρίου τµήµατος των παρατηρήσεων (από το 15 έως το 26 περίπου) και των

ακραίων παρατηρήσεων που είναι συγκεντρωµένες κοντά στο 10 και 32 αντίστοιχα.

Εποµένως, είναι ϕανερό ότι πρόκειται για µία µείξη τουλάχιστον τριών κατανοµών.

∆υστυχώς, αυτή η παρατήρηση είναι το µοναδικό σηµείο στο οποίο ϕαίνεται να συµ-

ϕωνούν οι προαναφερθείσες εργασίες. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε ότι οι εκτιµήσεις

του αριθµού των συνιστωσών ποικίλλουν από 3 (Roeder and Wasserman) ή 4 (Carlin

and Chib), έως 5-7 (Richardson and Green) ή 5-9 (Escobar and West). Για αυτό

το γεγονός, ο Aitkin (2001), συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των προαναφερθεισών

εργασιών καταλήγει στο ότι

«Η πολυπλοκότητα των απαιτούµενων δοµών για µία µπεϋζιανή ανάλυση,

η συγκεχυµένη επίδραση αυτών στην πιθανοφάνεια, καθώς και τα διαφο-

ϱετικά συµπεράσµατα που προκύπτουν από διαφορετικές προσεγγίσεις,

αφήνουν τον αναλυτή τελείως µπερδεµένο για το «τί λένε τα δεδοµένα»

για τον αριθµό των συνιστωσών από µία µπεϋζιανή σκοπιά.»

Ας επικεντρωθούµε αρχικά στην µέθοδο των Richardson and Green (1997), δε-

σµεύοντας στο µοντέλο µε k = 6 (κανονικές) συνιστώσες που είναι η κορυφή της
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Μοντέλο P̂ (c, k, κ0|x) Μοντέλο P̂ (c, k, κ0|x) Μοντέλο P̂ (c, k, κ0|x)
(1,2,2,1) 6.02% (1,1,1,2,1) 2.92% (1,1,1,1,1) 2.42%
(1,1,2,1) 3.76% (1,2,2,1,1) 2.78% (1,2,1,1,1) 2.31%
(1,1,2,2,1) 3.63% (1,1,1,1) 2.72% (1,1,2,2,1,1) 2.27%
(1,2,1,1) 3.60% (1,1,2,1,1) 2.66% (1,1,1) 2.15%

Πίνακας 3.3: Τα 12 επικρατέστερα (από τα 142) µοντέλα για το γαλαξιακό σύνολο

δεδοµένων, σύµφωνα µε την προτεινόµενη µέθοδο.

εκτιµηθείσας εκ των υστέρων κατανοµής. Στο Σχήµα 3.6 απεικονίζεται η ακολουθία

των προσοµοιώµενων µέσων για τις τελευταίες 5000 επαναλήψεις του Αλγορίθµου

2.5.3. Παρατηρούµε ότι, παρά την εκ των προτέρων διάταξη των µέσων, η εκ των

υστέρων κατανοµή παρουσιάζει αρκετές κορυφές ειδικά για την δεύτερη και πέµπτη

συνιστώσα. Ενώ τα µ1, µ3 και µ6 κινούνται συνεχώς γύρω από τις τιµές 10, 20 και 33,

αντίστοιχα, τα µ2, µ4 και µ5 εναλάσσονται µεταξύ κάποιων τιµών. Πιο συγκεκριµένα,

µεγάλο µέρος των προσοµοιωµένων τιµών του µ2 εµφανίζονται γύρω από το 16 αλλά

αρκετές ϕορές πλησιάζουν το 10 (που είναι η περιοχή του µ1) ή το 20 (που είναι η

περιοχή του µ3). ΄Ενδειξη παρόµοιας συµπεριφοράς καταγράφεται και για τις προ-

σοµοιωµένες τιµές του µ4 που εναλλάσονται µεταξύ των περιοχών 23 και 20 όπως και

για του µ5 στις περιοχές 23, 26 και 33. Φυσικά, η εκ των υστέρων κατανοµή δίνει µε-

γάλο ϐάρος στο µοντέλο έξι (ή και περισσότερων) συνιστωσών, αλλά µήπως οι πολλές

παρατηρηθείσες κορυφές αποτελούν ένδειξη για την ύπαρξη σύνθετων συνιστωσών

στο γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων ;

Εφαρµόσαµε την προτεινόµενη µέθοδο, αρχικά για µοντέλα όπου 1 6 k 6 9· στο

συγκεκριµένο εύρος του k αντιστοιχούν 142 διαφορετικά ανταγωνιζόµενα µοντέλα.

Εκτελέσαµε τον Αλγόριθµο 3.4.1 για 2000000 επαναλήψεις µετά από την διαγραφή

των πρώτων 200000 ως περίοδο burn­in. Τα 12 επικρατέστερα µοντέλα παρουσιάζο-

νται στον Πίνακα 3.3. Η εκτιµηθείσα εκ των υστέρων κατανοµή των 142 µοντέλων

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.7. Παρατηρούµε ότι η κορυφή της εκ των υστέρων κατα-

νοµής αντιστοιχεί στο µοντέλο (1, 2, 2, 1), δηλαδή, ένα µοντέλο µε έξι συνιστώσες και

τέσσερεις διαφορετικούς µέσους, όπου η δεύτερη και τρίτη όπως και η τέταρτη και

πέµπτη συνιστώσα έχουν κοινούς µέσους :

µ1 < µ2 = µ3 < µ4 = µ5 < µ6.

Σηµειώνουµε ότι το συγκεκριµένο µοντέλο παραµένει η κορυφή της εκ των υστέ-

ϱων κατανοµής ακόµα και αν ϑεωρήσουµε ένα ευρύτερο διάστηµα τιµών για το k.

Συγκεκριµένα εκτελέσαµε τον Αλγόριθµο 3.4.1 µε kmax = 25 και η διαφορά στα

αποτελέσµατα ήταν αµελητέα.
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Σχήµα 3.7: Η εκ των υστέρων κατανοµή του (c, k, κ0) για 1 6 k 6 9. Τα µοντέλα

παρουσιάζονται κατά αύξουσα διάταξη του k και του κ0|k. Η κορυφή αντιστοιχεί στο

µοντέλο (1, 2, 2, 1).

Προκειµένου να εκτιµήσουµε τις εκ των υστέρων µέσες τιµές των παραµέτρων

δεσµεύοντας στο µοντέλο (1, 2, 2, 1), πρέπει να απαλλαγούµε από το πρόβληµα label

switching εντός των σύνθετων συνιστωσών (όπως περιγράψαµε στην Ενότητα 3.5).

Μετά την εφαρµογή του Αλγορίθµου Πιλοτικής αναδιάταξης στις παραµέτρους των

συνιστωσών 2,3 και 4,5 καταλήγουµε στις εξής εκτιµήσεις :

Ê(µ|x) = (9.67, 19.87, 19.87, 22.81, 22.81, 32.78)

Ê(σ2|x) = (0.697, 0.695, 3.60, 1.37, 6.14, 2.51)

Ê(p|x) = (.091, .237, .166, .177, .280, .049)

Η εκτίµηση της πυκνότητας πιθανότητας δεσµεύοντας στο µοντέλο (1, 2, 2, 1) απει-

κονίζεται στο Σχήµα 3.2(γ). Στο ίδιο σχήµα ϕαίνεται η αντίστοιχη εκτίµηση µε την

µέθοδο των Richardson and Green, δεσµεύοντας στο επικρατέστερο µοντέλο (έξι συ-

νιστωσών) εκείνης της µεθόδου. Παρατηρούµε ότι η προσαρµογή στο ιστόγραµµα

των δεδοµένων είναι σαφώς καλύτερη κάτω από την προτεινόµενη µέθοδο.

Υπάρχουν κάποια ενδιαφέροντα συµπεράσµατα σχετικά µε το πιο πιθανό µοντέ-

λο σύµφωνα µε την µέθοδό µας. Κατ΄ αρχάς, ο αριθµός των συνιστωσών συµφωνεί

µε τον αριθµό των συνιστωσών του επικρατέστερου µοντέλου υπό την µέθοδο των

Richardson and Green. Παρ΄ όλ΄ αυτά, η κυριαρχία του µοντέλου (1, 2, 2, 1) συνε-
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πάγεται ότι αν ϑεωρήσουµε ότι τα γαλαξιακά δεδοµένα κατανέµονται ως µία µείξη

έξι κανονικών συνιστωσών, τότε µόνο οι τέσσερεις από τους έξι µέσους είναι διαφο-

ϱετικοί µεταξύ τους. Από αυτήν την άποψη, το µοντέλο (1, 2, 2, 1) δικαιολογεί την

ύπαρξη των πολλών κορυφών που καταγράφονται στο µοντέλο έξι συνιστωσών του τυ-

πικού αλγορίθµου. Επί πλέον, το γεγονός ότι καταλήγουµε σε ένα µοντέλο που έχει

τεσσερεις διαφορετικούς µέσους ϕαίνεται να συµφωνεί µε την λύση του Stephens

(1997a), η µέθοδος του οποίου υποδεικνύει ένα µοντέλο τεσσάρων κατανοµών t4.

΄Ετσι, συγκρίναµε το µοντέλο (1, 2, 2, 1) µε αυτό του Stephens. Για αυτόν τον σκοπό,

εκτελέσαµε έναν αλγόριθµο RJMCMC στον χώρο αυτών των δύο µοντέλων ϑεωρώ-

ντας ότι εκ των προτέρων έχουν ίσες πιθανότητες. Οι λεπτοµέρειες του αλγορίθµου

παρατίθενται στην ενότητα Β.4 του Παραρτήµατος Β.

Οι εκ των υστέρων πιθανότητες των δύο µοντέλων εκτιµήθηκαν .452 και .548,

αντίστοιχα. Εποµένως, ο παράγοντας Bayes υπέρ του µοντέλου του Stephens εκτι-

µάται
0.548/0.452

0.5/0.5
= 1.21,

τιµή που «δεν είναι άξια αναφοράς» σύµφωνα µε τις κλίµακες των Jeffreys και Kass

and Raftery (1995). Είναι όµως άξιο αναφοράς το γεγονός ότι ο Stephens εκτιµά

τον παράγοντα Bayes υπέρ ενός µοντέλου µείξης κατανοµών t4 έναντι ενός µοντέλου

κανονικών µείξεων ως 10.91 (δες Stephens, 1997a, σελ. 95). ΄Ετσι λοιπόν, παρ΄ όλο

που το µοντέλο c = (1, 2, 2, 1) δεν προσαρµόζεται καλύτερα έναντι ενός µοντέλου

µείξης τεσσάρων κατανοµών t4, το γεγονός ότι ο προκύπτων παράγοντας Bayes δεν

δίνει µεγάλη διαφορά σε αυτά τα δύο µοντέλα είναι αρκετά ενθαρρυντικό. Συνεπώς,

το συγκεκριµένο αποτέλεσµα είναι ενδεικτικό της ϐελτιωµένης προσαρµογής που

παρέχεται από την µέθοδό µας έναντι των κλασσικών µοντέλων µείξεων κανονικών

κατανοµών. Επί πλέον, η µοντελοποίηση µέσω κατανοµών tν παρουσιάζει γενικά

τη δυσκολία της εκτίµησης των ϐαθµών ελευθερίας. Η µη ύπαρξη συζυγούς εκ των

προτέρων κατανοµής για το ν (δες Stephens, 1997a σελ. 94) σηµαίνει ότι δεν είναι

άµεση η εκτίµηση αυτού, ακόµα και υπό ένα µπεϋζιανό πλαίσιο.

3.5.4 Εφαρµογή σε µη κανονικά δεδοµένα

Αρκετά συχνά, ένας ερευνητής καλείται να προσαρµόσει µία κατανοµή στα δεδοµένα

τα οποία όµως αποκλίνουν αρκετά από την κανονικότητα. ΄Οπως ήδη αναφέρθηκε

στην Ενότητα 2.2.2, µια από τις πιο συνηθισµένες εφαρµογές των µείξεων κατανο-

µών είναι η επιστράτευσή τους για την µοντελοποίηση δεδοµένων που ακολουθούν

κάποια άγνωστη κατανοµή. Για τον σκοπό αυτό, αν ϑεωρηθεί άγνωστος αριθµός συ-
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Σχήµα 3.8: Προσοµοιωµένα δείγµατα από τις κατανοµές (α) t2, (ϐ) Laplace(0,1), (γ)

Logistic(0,1) και οι αντίστοιχες εκτιµήσεις των πυκνοτήτων σύµφωνα µε τον προτει-

νόµενο αλγόριθµο (συνεχής µαύρη γραµµή) και τον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC

(διακεκοµµένη γραµµή) µαζί µε την πραγµατική σύναρτηση πυκνότητας (κόκκινη

γραµµή).

∆είγµα Μοντέλο P̂ (c, k, k0|x) p̂ µ̂ σ̂2

t2 (2) 37.53% (0.839, 0.161) (−0.13,−0.13) (1.14, 48.68)
Laplace(0, 1) (2) 49.95% (0.500, 0.500) (−0.06,−0.06) (0.43, 3.79)
Logistic(0, 1) (2) 50.20% (0.472, 0.528) (0.10, 0.10) (1.48, 5.30)

Πίνακας 3.4: Εκτιµηθείσα εκ των υστέρων πιθανότητα του επικρατέστερου µοντέλου

υπό τον προτεινόµενο αλγόριθµο και οι αντίστοιχες εκτιµήσεις των εκ των υστέρων

µέσων τιµών των παραµέτρων αυτού για τα τρία σύνολα µη κανονικών δεδοµένων.

νιστωσών, ο τυπικός αλγόριθµος RJMCMC των Richardson and Green ενδεχοµένως

να αποτελεί την πρώτη σκέψη του αναλυτή. Ας ϑεωρήσουµε για παράδειγµα τα δεδο-

µένα των Σχηµάτων 3.8(α),(ϐ) και (γ) όπου απεικονίζονται τα ιστόγραµµατα 100, 300

και 300 προσοµοιωµένων τιµών από τις κατανοµές t2, Laplace(0,1) και Logistic(0,1),

αντίστοιχα. ΄Οπως έγινε σαφές στην Ενότητα 2.2.2 (δες Σχήµα 2.3), οι κατανοµές

αυτές ϑα µπορούσαν να προσεγγιστούν από µείξεις κανονικών κατανοµών.

Το γεγονός ϐέβαια ότι οι παραπάνω κατανοµές διαφέρουν σηµαντικά από την

κανονική κατανοµή, έχει αρκετές επιπτώσεις στον τυπικό αλγόριθµο RJMCMC των

Richardson and Green. Σε όλες τις περιπτώσεις ο συγκεκριµένος αλγόριθµος επι-

λέγει το µοντέλο δύο συνιστωσών ως το πλέον πιθανό ϐάσει της εκτιµηθείσας εκ των

υστέρων κατανοµής. Παρ΄ όλ΄ αυτά, η προσαρµογή των µοντέλων αυτών είναι πολύ

κακή συγκρίνοντας τις εκτιµηθείσες πυκνότητες (διακεκοµµένες γραµµές) τόσο µε

το ιστόγραµµα των δεδοµένων, όσο και µε την πραγµατική συνάρτηση πυκνότητας

(κόκκινες γραµµές). Αντίθετα, ο προτεινόµενος αλγόριθµος σε όλες τις περιπτώσεις

επιλέγει το µοντέλο c = (2), δηλαδή το µοντέλο µε δύο συνιστώσες που έχουν κοινό
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µέσο. Η προσαρµογή που έχουν τα µοντέλα αυτά είναι αισθητά ϐελτιωµένη, καθώς

οι εκτιµηθείσες πυκνότητες (µαύρες γραµµές) σχεδόν ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες

πραγµατικές. Σηµειώνεται ότι και οι δύο αλγόριθµοι εκτελέστηκαν για 200000 επα-

ναλήψεις (αφού προηγήθηκαν 20000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in). Ο Πίνακας

3.4 συγκεντρώνει τις εκτιµηθείσες εκ των υστέρων πιθανότητες του επικρατέστερου

µοντέλου καθώς και τις εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών αυτού για κάθε

ένα από τα τρία σύνολα δεδοµένων.

3.6 Σύνοψη και συµπεράσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάσαµε µία µέθοδο που απαντά στο ερώτηµα σχετικά

µε το πότε µία µείξη κανονικών κατανοµών µε άγνωστο αριθµό συνιστωσών µπορεί

να έχει συνιστώσες µε ίδιους µέσους. Η προσέγγιση που ακολουθήθηκε είναι µία

επέκταση του αλγορίθµου των Richardson and Green (1997). ΄Ετσι έχουµε την

δυνατότητα να εφαρµόσουµε πλήρη µπεϋζιανή συµπερασµατολογία τόσο για την

εκ των υστέρων κατανοµή των µοντέλων όσο και για τις παραµέτρους της µείξης

δεσµεύοντας σε συγκεκριµένα µοντέλα. Φυσικά, η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί

και σε περιπτώσεις όπου ο αριθµός των συνιστωσών ϑεωρείται γνωστός.

΄Ενα κρίσιµο σηµείο για τον προσδιορισµό του ιεραρχικού µοντέλου είναι η εκ

των προτέρων κατανοµή του (c, k, κ0). Υιοθετήσαµε την προσέγγιση που δίνει την

ίδια εκ των προτέρων πιθανότητα σε κάθε τιµή του k και σε κάθε µοντέλο (c, κ0)|k,

δηλαδή µία οµοιόµορφη κατανοµή για τον αριθµό των συνιστωσών και για τα µο-

ντέλα εντός κάθε αριθµού συνιστωσών. Μία άλλη επιλογή που δοκιµάστηκε επίσης

ήταν η οµοιόµορφη κατανοµή για όλα τα µοντέλα (c, k, κ0). Αυτό γίνεται πολύ α-

πλά ϑέτοντας f(k) = Nk/N, ∀k = 1, . . . , K, ενώ η εκ των προτέρων κατανοµή στο

(c, κ0)|k παραµένει ίδια. Αυτή η επιλογή υποστηρίζει την πλήρως µη πληροφοριακή

προσέγγιση σε προβλήµατα επιλογής µοντέλου, καθώς κάθε µοντέλο έχει την ίδια εκ

των προτέρων πιθανότητα. ΄Ενα µειονέκτηµα αυτής της υπόθεσης είναι το γεγονός ότι

η εκ των προτέρων πιθανότητα του αριθµού των συνιστωσών k είναι αύξουσα συνάρ-

τηση του k. ΄Ετσι, παρ΄ όλο που σε αυτήν την περίπτωση δεν είµαστε πληροφοριακοί

για την τριάδα (c, k, κ0), είµαστε πληροφοριακοί για τον αριθµό των συνιστωσών.

Κάτι τέτοιο όµως είναι πρόβληµα στην περίπτωση όπου ο σκοπός της ανάλυσης εί-

ναι η συµπερασµατολογία για την περιθωριακή κατανοµή του αριθµού συνιστωσών.

Πράγµατι, µε αυτήν την εκ των προτέρων κατανοµή, ο αλγόριθµος επισκέπτεται πιο

συχνά µοντέλα µε µεγαλύτερες τιµές του k από ό,τι πριν. Παρ΄ όλ΄ αυτά, παρατηρή-

ϑηκε ότι η κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής των µοντέλων (c, k, κ0) παραµένει



82 Κεφάλαιο 3. RJMCMC σε Μείξεις Κανονικών Κατανοµών µε Κοινές Μέσες Τιµές

ίδια στην συντριπτική πλειοψηφία των παραδειγµάτων που αναλύσαµε. Πιο συγκε-

κριµένα, η κορυφή έµεινε ίδια τόσο στα δύο προσοµοιωµένα σύνολα δεδοµένων που

αναλύθηκαν στις Ενότητες 3.5.1 και 3.5.2, όσο και στα γαλαξιακά δεδοµένα.

Για το γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων, συµπεράναµε ότι υπάρχει ένας σχετικά µι-

κρός αριθµός οµάδων για τους µέσους των συνιστωσών (αυτό συµφωνεί µε τις εργα-

σίες των Roeder and Wasserman και των Carlin and Chib) ενώ ταυτόχρονα υπάρχει

ένας µεγαλύτερος αριθµός οµάδων για τις διασπορές των συνιστωσών (και αυτό συµ-

ϕωνεί µε τις εργασίες των Richardson and Green και των Escobar and West). Υπό τη

συγκεκριµένη οπτική, η προσέγγισή µας µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας συµβιβασµός

των διαφορετικών αποτελεσµάτων που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία, καθώς µπορεί

να µοντελοποιήσει τα δεδοµένα µέσω ενός σχετικά µικρού πλήθους ετερογενών ο-

µάδων µε ίδιους µέσους. Επί πλέον, η µέθοδός µας µπορεί να συσχετιστεί µε την

προσέγγιση των τεσσάρων κατανοµών t4 του Stephens (1997α). Η ϐασική διαφορά

είναι ότι οι κατανοµές t είναι συνεχείς παρά διακριτές µείξεις κανονικών κατανοµών

(όπως δηλαδή είναι οι σύνθετες συνιστώσες της προσέγγισής µας). Εν τούτοις, ένα

πλεονέκτηµα της µεθόδου µας έναντι αυτής του Stephens είναι το γεγονός ότι δεν

χρειάζεται να εκτιµήσουµε επί πλέον παράµετρους όπως οι ϐαθµοί ελευθερίας των

κατανοµών t.

Συνοψίζοντας κάποια εµπειρικά συµπεράσµατα που παρατηρήθηκαν συστηµα-

τικά τόσο στα προσοµοιωµένα σύνολα δεδοµένων που παρουσιάσαµε στις Ενότητες

3.5.1 και 3.5.2, όπως και σε αρκετά ακόµα που ϑεωρήσαµε, έχουµε τα εξής :

• ΄Οταν οι συνιστώσες της µείξης είναι επαρκώς διαχωρισµένες, τότε η εκ των

υστέρων κατανοµή του αριθµού των διαφορετικών µέσων κ0 υπό την µέθοδό

µας και του αριθµού των συνιστωσών k υπό την µέθοδο των Richardson and

Green, δίνουν σχεδόν τα ίδια αποτελέσµατα. Συγκεκριµένα, όταν η τυπική

µέθοδος επιλέγει τον πραγµατικό αριθµό των συνιστωσών, τότε το ίδιο ισχύει

για τον αριθµό των διαφορετικών µέσων υπό την προτεινόµενη µέθοδο. Το

αντίστροφο δεν ισχύει απαραίτητα.

• Το προηγούµενο δεν ισχύει όταν υπάρχει τουλάχιστον µία σύνθετη συνιστώσα

ή όταν οι µέσοι δύο γειτονικών συνιστωσών είναι κοντά µεταξύ τους. Τότε η

κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής υπό την µέθοδό µας αντιστοιχεί είτε στο

σωστό µοντέλο (όπως στο πρώτο προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων) είτε σε ένα

µοντέλο µε τον σωστό αριθµό συνιστωσών (όπως στο δεύτερο προσοµοιωµένο

σύνολο δεδοµένων). Από την άλλη πλευρά, η τυπική µέθοδος υπερεκτιµά το k

όταν οι διασπορές των δύο συνιστωσών διαφέρουν αρκετά µεταξύ τους, ενώ το
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υποεκτιµά στην αντίθετη περίπτωση.

• ΄Οταν η εκ των υστέρων κατανοµή παρουσιάζει κύριες ή µικρότερες κορυφές

κοντά στο όριο του παραµετρικού χώρου που δηµιουργείται από τον περιορι-

σµό διάταξης, η µέθοδός µας έχει δύο πλεονεκτήµατα έναντι της τυπικής. Κατ΄

αρχάς, αυτές οι κορυφές εντοπίζονται πιο γρήγορα και επιπροσθέτως εξερευ-

νώνται επαρκώς λόγω της νέας κίνησης διαχωρισµού-συνδυασµού των µέσων.

∆εύτερον, οι αντίστοιχες εκτιµήσεις είναι αρκετά κοντά στις πραγµατικές τιµές

των παραµέτρων σε αντίθεση µε την τυπική µέθοδο όπου οι εκτιµήσεις επηρεά-

Ϲονται από τον περιορισµό του παραµετρικού χώρου και αυτό έχει αποτέλεσµα

υπερεκτιµήσεις και υποεκτιµήσεις.
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Κεφάλαιο 4

Επίλυση του προβλήµατος Label Switching

4.1 Εισαγωγή

Στην Ενότητα 2.6 είδαµε ότι το πρόβληµα label switching παίζει σηµαντικό ϱόλο στην

Μπεϋζιανή Συµπερασµατολογία για µοντέλα µείξεων κατανοµών. Οι υπάρχουσες

µέθοδοι επίλυσης του προβλήµατος κρίνονται ως ανεπαρκείς, υπό την έννοια ότι

καµµία εξ αυτών δεν είναι απλή στην εφαρµογή και αποδοτική ταυτόχρονα. ΄Ετσι

κρίνεται απαραίτητη η ανάπτυξη µιας µεθόδου που ϑα λύνει επιτυχώς το πρόβληµα

σε γενικά πλαίσια ενώ ϑα απαιτεί συγχρόνως µικρό υπολογιστικό κόστος.

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγουµε την ϑεωρητική ϑεµελίωση µιας νέας µεθόδου

για την αντιµετώπιση του προβλήµατος label switching, ϑεωρώντας τον χώρο Z των

εικονικών µεταβλητών κατάταξης. Η µέθοδος αναπτύσσεται σε ένα ευρύ πλαίσιο µο-

ντέλων ελλιπών δεδοµένων, γενικότερο από τα µοντέλα µείξεων κατανοµών. Αρχικά,

αποδεικνύεται ότι αν ένα µοντέλο ελλιπών δεδοµένων πληροί κάποιες συγκεκριµέ-

νες ιδιότητες, τότε τόσο η πιθανοφάνεια των παρατηρηθέντων δεδοµένων όσο και η

εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων αυτού είναι συµµετρική. Ως εκ τούτου,

το ϕαινόµενο label switching ϑα εµφανίζεται στην εκ των υστέρων κατανοµή. ΄Ε-

τσι, τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται µπορούν να εφαρµοστούν σε οποιοδήποτε

µοντέλο ανήκει στην συγκεκριµένη κατηγορία.

Αρχικά, µελετάται ο χώρος των διανυσµάτων κατάταξης Z και ορίζεται µία σχέση

ισοδυναµίας µεταξύ των στοιχείων του. Ακολούθως, το Z διαµερίζεται στις προκύ-

πτουσες κλάσεις ισοδυναµίας και αποδεικνύεται ότι υπάρχουν συγκεκριµένα υπο-

σύνολα αυτού που οδηγούν σε κλάσεις µη συµµετρικών κατανοµών οι οποίες έχουν

το ίδιο στήριγµα µε την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων.

Σύµφωνα µε το ϐασικό ϑεώρηµα που αποδεικνύεται, αυτές οι µη συµµετρικές κατα-

νοµές έχουν την ιδιότητα ότι αναπαράγουν την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή

απλώς µεταθέτοντας τους δείκτες των συνιστωσών.
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Κατόπιν προτείνουµε έναν αλγόριθµο αναδιάταξης ενός δείγµατος από την συµ-

µετρική εκ των υστέρων κατανοµή, που έχει ως στόχο τη νέα κατανοµή που είναι

απαλλαγµένη από το ϕαινόµενο label switching. Αφού αποδείξουµε ότι ο συγκεκρι-

µένος αλγόριθµος όντως συγκλίνει στην επιθυµητή κατανοµή–στόχο, στην συνέχεια

προτείνεται ένας συγκεκριµένος τρόπος κατασκευής του υποσυνόλου που αναπα-

ϱάγει την εκ των υστέρων κατανοµή ο οποίος είναι αρκετά αποδοτικός και απλός

στην εφαρµογή του. Επί πλέον, µελετώνται κάποιες ϑεωρητικές ιδιότητες σχετικά µε

την ταχύτητα σύγκλισης του προτεινόµενου αλγορίθµου στην νέα κατανοµή–στόχο.

Σύµφωνα µε αυτές, η ταχύτητα σύγκλισης (ως προς τη νόρµα ολικής µεταβολής)

της αναδιατεταγµένης ακολουθίας είναι τουλάχιστον ίση µε την ταχύτητα σύγκλισης

της αρχικής. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε την προσαρµογή ενός ϐήµατος του

προτεινόµενου αλγορίθµου στην κατηγορία προβληµάτων εκχώρησης (assignment

problem) του ακέραιου προγραµµατισµού.

4.2 Ο αλγόριθµος ECR

Σε αυτήν την ενότητα περιγράφεται το ϑεωρητικό υπόβαθρο που αποτελεί το κίνητρο

για την ανάπτυξη του αλγορίθµου «Equivalence Classes Representatives» (ECR) ως

µία µέθοδος αντιµετώπισης του προβλήµατος label switching. Το πλαίσιο που ϑα

ακολουθηθεί ϑα είναι λίγο πιο γενικό από αυτό που είδαµε µέχρι τώρα ώστε να εί-

ναι άµεση η εφαρµογή των αποτελεσµάτων και σε πιο σύνθετα µοντέλα πέραν των

µείξεων κατανοµών, όπως για παράδειγµα τα ΗΜΜ. Για αυτόν τον λόγο, ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε τον συµβολισµό η = (η1, . . . , ηk) για τις παραµέτρους των k συνιστώσων

του µοντέλου. Για παράδειγµα, στα κλασσικά µοντέλα µείξεων κατανοµών έχουµε

ότι ηj = (pj, θj), j = 1, . . . , k. Το z εξακολουθεί να συµβολίζει το διάνυσµα των

εικονικών µεταβλητών κατάταξης των n παρατηρήσεων x.

΄Εστω ότι η πυκνότητα των παρατηρηθέντων δεδοµένων, x, προκύπτει από τα

µη παρατηρηθέντα πλήρη δεδοµένα z ∈ Z = {1, . . . , k}n µέσω περιθωριοποίησης,

δηλαδή

f(x|η) =
∑

z∈Z

f(x, z|η). (4.1)

Σε ό,τι ακολουθεί ϐασιζόµαστε σε µεταθέσεις στον χώρο των διανυσµάτων κατάταξης.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk µία µετάθεση του συνόλου των δεικτών

{1, . . . , k}. Η αντίστοιχη αναδιάταξη τz του διανύσµατος κατάταξης z = (z1, . . . , zn) ∈
Z := {1, . . . , k}n είναι η τz = (tz1 , . . . , tzn

) ∈ Z.
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Παράδειγµα 4.2.1. Αναδιατάξεις διανυσµάτων κατάταξης.

΄Εστω n = 10, k = 3 και τα διανύσµατα κατάταξης

z1 = (2, 2, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 1) και z2 = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2).

Σύµφωνα µε τον Ορισµό 4.2.1, η µετάθεση τ = (2, 1, 3) µετατρέπει τα παραπάνω δια-

νύσµατα κατάταξης στα τz1 = (1, 1, 2, 2, 1, 1, 3, 3, 3, 2)και τz2 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

Σε αυτό το σηµείο ας παρατηρήσουµε ότι αν τ ′ = (3, 1, 2) τότε τz2 = τ ′z2.

Επίσης σηµειώνουµε ότι

τ ′(τz1) = (3, 1, 2)(1, 1, 2, 2, 1, 1, 3, 3, 3, 2)

= (3, 3, 1, 1, 3, 3, 2, 2, 2, 1).

΄Οµως ττ ′ = (2, 1, 3)(3, 1, 2) = (1, 3, 2), οπότε

(ττ ′)z1 = (1, 3, 2)(2, 2, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 1)

= (3, 3, 1, 1, 3, 3, 2, 2, 2, 1).

Παρατηρούµε ότι τ ′(τz1) = (ττ ′)z1.

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρηθεί ένα ευρύ πλαίσιο µοντέλων ελλιπών δεδοµένων, όπου

ϑα υποθέσουµε την ισχύ των παρακάτω αρκετά γενικών ιδιοτήτων :

• Ο παραµέτρικός χώρος H είναι αναλλοίωτος ως προς τις µεταθέσεις, δηλαδή

τH = H, ∀τ ∈ Tk, (4.2)

µε την έννοια ότι η ∈ H ⇔ τη ∈ H, ∀τ ∈ Tk.

• Η εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων των συνιστωσών είναι συµµετρι-

κή, δηλαδή

f(η) = f(τη), ∀τ ∈ Tk. (4.3)

• Η πυκνότητα των πλήρων δεδοµένων (x, z) έχει την ιδιότητα

f(x, τz|η) = f(x, z|τη), ∀τ ∈ Tk. (4.4)

Η ισχύς της (4.4) ϑα εξακριβωθεί τόσο για τα κλασσικά µοντέλα µείξεων όσο

και για τα γενικότερα µοντέλα ΗΜΜ.
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Πρόταση 4.2.1. Κάθε µοντέλο ελλιπών δεδοµένων (4.1) που πληροί τις ιδιότητες

(4.2), (4.3) και (4.4), έχει συµµετρική πιθανοφάνεια και συµµετρική εκ των υστέρων

κατανοµή.

Απόδειξη. Από την (4.2) εξασφαλίζεται ότι το σύνολο των δυνατών τιµών των παρα-

µέτρων είναι ίδιο για όλες τις συνιστώσες. Εξ άλλου, λόγω της (4.4), προκύπτει ότι η

παρατηρηθείσα πιθανοφάνεια είναι συµµετρική, καθώς ∀τ ∈ Tk έχουµε

f(x|τη) =
∑

z∈Z

f(x, z|τη)

=
∑

z∈Z

f(x, τz|η)

=
∑

ξ∈Z

f(x, ξ|η)

= f(x|η), (4.5)

για κάθε η ∈ H. Τέλος, η εκ των υστέρων κατανοµή του η είναι συµµετρική διότι,

∀τ ∈ Tk

f(τη|x) =
f(x|τη)f(τη)

f(x)

=
f(x|η)f(η)

f(x)

= f(η|x),

για κάθε η ∈ H, λόγω των (4.5) και (4.3).

Από τα παραπάνω έπεται ότι το ϕαινόµενο label switching εµφανίζεται στην εκ

των υστέρων κατανοµή οποιουδήποτε µοντέλου πληροί τις προϋποθέσεις της Πρό-

τασης 4.2.1. Σηµειώνουµε ότι η πυκνότητα των δεδοµένων, f(x| . . .), ενδέχεται να

εξαρτάται και από κάποιες (παρατηρήσιµες) ερµηνευτικές µεταβλητές (π.χ. συµµε-

ταβλητές). Ο λόγος που δεν τις συµπεριλαµβάνουµε στον συµβολισµό µας είναι

ότι οι συγκεκριµένες µεταβλητές δεν εξαρτώνται από τους δείκτες των συνιστωσών

{1, . . . , k}, συνεπώς δεν επηρεάζουν σε τίποτα την ανάλυση που ακολουθεί.

4.2.1 Η εκ των υστέρων κατανοµή ως ισοβαρής µείξη µη συµµετρικών κα-

τανοµών

Από το Θέωρηµα Ολικής Πιθανότητας, η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων

η µπορεί να γραφεί ως

f(η|x) =
∑

z∈Z

w(z|x)f(η|x, z), (4.6)
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όπου µε w(z|x) συµβολίζουµε το εκ των υστέρων ϐάρος του διανύσµατος κατάταξης

z, ενώ µε f(η|x, z) συµβολίζουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του η δοθέντος του

(x, z) (δες επίσης Marin et al., 2005).

Για τα αποτελέσµατα που ακολουθούν, ϑα ϕανεί χρήσιµο το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 4.2.1. Η εκ των υστέρων κατανοµή του (z,η) ικανοποιεί την σχέση

f(τz,η|x) = f(z, τη|x), ∀τ ∈ Tk. (4.7)

Επί πλέον, για κάθε z ∈ Z

w(τz|x) = w(z|x), ∀τ ∈ Tk. (4.8)

Για την δεσµευµένη κατανοµή του η δοθέντος (x, z) ισχύει ότι

f(η|x, τz) = f(τη|x, z), ∀τ ∈ Tk. (4.9)

Απόδειξη. Σε κάθε περίπτωση µπορούµε να γράψουµε

f(z,η|x) =
f(x, z|η)f(η)

f(x)
.

Συνεπώς, για κάθε τ ∈ Tk παίρνουµε ότι

f(τz,η|x) =
f(x, τz|η)f(η)

f(x)
. (4.10)

Αντικαθιστώντας τις (4.4) και (4.3) στην (4.10) λαµβάνουµε ότι

f(τz,η|x) = f(z, τη|x)

και ολοκληρώνεται η απόδειξη της (4.7). Για το δεύτερο σκέλος του λήµµατος, λόγω

της (4.7) έχουµε για κάθε τ ∈ Tk ότι

w(τz|x) =

∫

H

f(τz,η)dη =

∫

H

f(z, τη)dη.

Λόγω της (4.2), µε την αλλαγή µεταβλητής τη = η̃ η τελευταία σχέση γράφεται

∫

τH

f(z, η̃)dη̃ =

∫

H

f(z, η̃)dη̃ = w(z|x)

επειδή η απόλυτη τιµή Ιακωβιανής του τελευταίου µετασχηµατισµού ισούται µε την

µονάδα και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη της (4.8). Τέλος, η (4.9) προκύπτει

άµεσα από την (4.7) και το γεγονός ότι τα f(z,η|x) = w(z|x)f(η|x, z) και w(z|x)

είναι αναλλοίωτα ως προς τις µεταθέσεις των δεικτών των συνιστωσών.
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Είναι εύκολο να δούµε ότι ο Ορισµός 4.2.1 οδηγεί σε µία σχέση ισοδυναµίας

στον χώρο Z των διανυσµάτων κατάταξης.

Ορισµός 4.2.2. ∆ύο διανύσµατα κατάταξης z1, z2 ∈ Z ϑα καλούνται ισοδύναµα αν

υπάρχει τ ∈ Tk τέτοιο ώστε z1 = τz2. Σε αυτήν την περίπτωση ϑα γράφουµε z1 ∼ z2.

Προφανώς, η σχέση ∼ αποτελεί µία σχέση ισοδυνάµιας, καθώς είναι

• αυτοπαθητική : z ∼ z, για κάθε z ∈ Z

• συµµετρική : αν z1 ∼ z2 τότε z2 ∼ z1, για κάθε z1, z2 ∈ Z

• µεταβατική : αν z1 ∼ z2 και z2 ∼ z3 τότε z1 ∼ z3, για κάθε z1, z2, z3 ∈ Z.

Ας συµβολίσουµε µε Ξz = {ξ ∈ Z : ξ ∼ z} την κλάση ισοδυναµίας του z. Χρησι-

µοποιώντας ένα επιχείρηµα εγκλεισµού–αποκλεισµού, µπορεί να δειχτεί η επόµενη

πρόταση σχετικά µε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου πηλίκου Z/ ∼.

Πρόταση 4.2.2. Για δεδοµένα k και n ο συνολικός αριθµός των κλάσεων ισοδυναµίας

ισούται µε
k∑

i=1

in

i!

k−i∑

j=0

(−1)j

j!
. (4.11)

Απόδειξη. Για την απόδειξη της (4.11) παραπέµπουµε στην ενότητα Γ.1 του Παραρ-

τήµατος Γ.

Ορισµός 4.2.3. Οποιοδήποτε υποσύνολο Z0 ⊂ Z, µε τις ιδιότητες

•

⋃
z∈Z0

Ξz = Z και

• z1 6∼ z2, ∀z1, z2 ∈ Z0,

ϑα καλείται σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµίας.

Από τον Ορισµό 4.2.3 είναι ϕανερό ότι ένα σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων

ισοδυναµίας περιέχει ένα και µόνο ένα στοιχείο από κάθε κλάση. Για τη συνέχεια

ϑα ϕανεί χρήσιµο το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 4.2.2. Για κάθε δυνατή συλλογή αντιπροσώπων Z0 και για κάθε συνάρτηση

g(z) ισχύει
∑

z∈Z

g(z) =
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

g(τz)

(k − k0(z))!
, (4.12)

όπου το k0(z) ισούται µε το πλήθος των διαφορετικών συµβόλων που εµφανίζονται στο

z ∈ Z.
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Απόδειξη. Για κάθε z ∈ Z, έστω η απεικόνιση τz : Tk 7−→ Ξz, η οποία είναι επί του

Ξz. Κάθε στοιχείο του Ξz είναι εικόνα του z για τόσα τ ∈ Tk όσο και το πλήθος των

µεταθέσεων τ ∈ Tk που δίνουν το ίδιο τz. Το πλήθος αυτών των µεταθέσεων ισούται

µε (k − k0(z))!. ΄Ετσι, ενώ συνολικά γίνονται k! απεικονίσεις, κάθε στοιχείο του

πεδίου τιµών αντιστοιχεί σε (k−k0(z))! στοιχεία του πεδίου ορισµού. Αυτό σηµαίνει

ότι κάθε κλάση Ξz περιέχει k!/(k − k0(z))! το πλήθος στοιχεία.Συνεπώς, µετά την

αναδιάταξη των kn όρων, για κάθε Z0 έχουµε διαδοχικά ότι

∑

z∈Z

g(z) =
∑

z∈Z0

∑

ξ∈Ξz

g(ξ)

=
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

g(τz)

(k − k0(z))!

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

΄Εστω τώρα

fZ0(η|x) :=
∑

z∈Z0

k! w(z|x)

(k − k0(z))!
f(η|x, z). (4.13)

Επειδή, για όλα τα δυνατά σύνολα αντιπροσώπων Z0, έχουµε ότι

∑

z∈Z0

k! w(z|x)

(k − k0(z))!
=

∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

w(τz|x)

(k − k0(z))!

=
∑

z∈Z0

∑

z∗∈Ξz

w(z∗|x)

=
∑

z∈Z

w(z|x)

= 1,

η fZ0(η|x) είναι µία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Προφανώς, η fZ0(η|x)

έχει το ίδιο στήριγµα µε την εκ των υστέρων κατανοµή f(η|x), καθώς είναι µία µείξη

των δεσµευµένων κατανοµών f(η|x, z), για z ∈ Z0. Παρατηρούµε επίσης ότι η fZ0

είναι µη συµµετρική για οποιαδήποτε επιλογή του συνόλου των αντιπροσώπων Z0.

Επί πλέον, ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 4.2.1. Η εκ των υστέρων κατανοµή του η µπορεί να αναπαρασταθεί ως

f(η|x) =
1

k!

∑

τ∈Tk

fZ0 (τη|x) (4.14)

για οποιαδήποτε επιλογή του συνόλου Z0 των αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµί-

ας.
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Απόδειξη. Για κάθε Z0, η εκ των υστέρων κατανοµή του η στην (4.6) γράφεται

f(η|x) =
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

w(τz|x)

(k − k0(τz))!
f(η|x, τz),

λόγω του Λήµµατος 4.2.2. Αλλά από τις (4.8), (4.9) και χρησιµοποιώντας την προ-

ϕανή ιδιότητα k0(z) = k0(τz), για κάθε τ ∈ Tk, z ∈ Z, η τελευταία σχέση γράφεται

f(η|x) =
∑

z∈Z0

w(z|x)

(k − k0(z))!

∑

τ∈Tk

f(τη|x, z)

=
1

k!

∑

τ∈Tk

k!
∑

z∈Z0

w(z|x)

(k − k0(z))!
f(τη|x, z)

=
1

k!

∑

τ∈Tk

fZ0(τη|x)

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.1, η εκ των υστέρων κατανοµή του η γράφεται ως

ισοβαρής µείξη µη συµµετρικών κατανοµών. Αυτή η αναπαράσταση έχει µία εν-

διαφέρουσα εξήγηση ως προς το ϕαινόµενο label switching. ΄Ενα δείγµα από την

κατανοµή fZ0(η|x) µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα δείγµα από την εκ των υ-

στέρων κατανοµή f(η|x) απλώς µεταθέτοντας τυχαία τα παραµετρικά διανύσµατα,

όπως δείχνει η σχέση (4.14). Η αντίστροφη κατεύθυνση είναι πιο ενδιαφέρουσα και

υποδεικνύει το πώς µπορούµε να επιλύσουµε το ϕαινόµενο label switching. ∆εδοµέ-

νου ότι διαθέτουµε ένα δείγµα από την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή, είναι

δυνατόν να παραγάγουµε ένα δείγµα από την fZ0(η|x) σύµφωνα µε το πλαίσιο που

περιγράφουµε στην συνέχεια, αρκεί το δείγµα να είναι διευρυµένο µε τις µεταβλητές

κατάταξης : Ας υποθέσουµε ότι στην i–οστή επανάληψη του αρχικού δειγµατολήπτη

προσοµοιώνεται (z(i),η(i)) µε z(i) ∈ Z και η µετάθεση τi ∈ Tk είναι τέτοια ώστε

τiz
(i) ∈ Z0. Προφανώς, ισχύει ότι z(i) = τ−1

i τiz
(i). Τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα

4.2.1,

f(z(i),η(i)|x) = f(τiz
(i), τ−1

i η(i)|x). (4.15)

Η τελευταία σχέση αποτελεί το κλειδί ώστε να µεταβούµε σε ένα δείγµα από την

fZ0(η|x), ενώ διαθέτουµε ένα (διευρυµένο) δείγµα από την από κοινού εκ των υστέ-

ϱων κατανοµή των (z,η), όπως αποδεικνύεται στο επόµενο λήµµα.

Λήµµα 4.2.3. ΄Εστω (z,η) ∼ f(z,η|x) και, δοθέντος (z,η), η µετάθεση τ είναι

οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο σύνολο

Tz := {τ ∈ Tk : τz ∈ Z0}, z ∈ Z. (4.16)



4.2. Ο αλγόριθµος ECR 93

Τότε,

τ−1η ∼ fZ0(η|x).

Απόδειξη. Ας παρατηρήσουµε αρχικά ότι η µετάθεση τ εξαρτάται µόνο από το z και

ότι υπάρχουν ακριβώς (k − k0(z))! δυνατές µεταθέσεις που αν εφαρµοστούν στο z

το µεταφέρουν στο Z0. ΄Ετσι, η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των

τ, z,η είναι

f(τ, z,η|x) = f(η|x, z)f(z|x)f(τ |z)

=
w(z|x)

(k − k0(z))!
f(η|x, z)I(τ ∈ Tz). (4.17)

΄Εστω (τ ∗, z∗,η∗) = (τ, τz, τ−1η). Τότε, για κάθε τ ∈ Tk,u ∈ Z0 και για οποιοδήποτε

µετρήσιµο υποσύνολο C του χώρου H του η έχουµε ότι

P(τ ∗ = t, z∗ = u,η∗ ∈ C|x) = P(τ = t, τz = u, τ−1η ∈ C|x)

= P(τ = t, z = τ−1u,η ∈ τC|x)

=
w(t−1u|x)

(k − k0(t−1u))!

∫

tC

f(η|x, t−1u)dη, (4.18)

αφού t ∈ Tt−1u για κάθε t ∈ Tk και u ∈ Z0. Αλλά λόγω της (4.8) ισχύει ότι

w(t−1u|x) = w(u|x) και k0(t
−1u) = k0(u). Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (4.9),

η (4.18) γράφεται

w(u|x)

(k − k0(u))!

∫

tC

f(η|x, t−1u)dη =
w(u|x)

(k − k0(u))!

∫

C

f(η|x,u)dη.

Συνεπώς, η συνάρτηση πυκνότητας του (τ ∗, z∗,η∗) (ως προς το κατάλληλο µέτρο)

είναι

f ∗(t,u,η|x) =
w(u|x)

(k − k0(u))!
f(η|x,u), t ∈ Tk,u ∈ Z0,η ∈ H, (4.19)

ενώ η περιθωριακή κατανοµή του η∗ = τ−1η είναι

f ∗(η|x) =
∑

t∈Tk

∑

u∈Z0

w(u|x)

(k − k0(u))!
f(η|x,u)

= k!
∑

u∈Z0

w(u|x)

(k − k0(u))!
f(η|x,u)

δηλαδή η fZ0(η|x).

Το παρακάτω αποτέλεσµα εξασφαλίζει την ισχύ της µεθόδου µας κατά την εφαρ-

µογή της σε ένα προσοµοιωµένο δείγµα από έναν έναν αλγόριθµο MCMC.
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Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω η µαρκοβιανή αλυσίδα (z(t),η(t)), t = 1, 2, . . . µε οριακή

κατανοµή f(z,η|x). Αν για κάθε t, η µετάθεση τt κατανέµεται οµοιόµορφα στο σύνολο

Tz(t), τότε η οριακή κατανοµή της ακολουθίας τ−1
t η(t) είναι η fZ0(η|x).

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι η επαυξηµένη ακολουθία (τt, z
(t),η(t)) είναι µία µαρκο-

ϐιανή αλυσίδα µε οριακή κατανοµή την f(τ, z,η|x) που ορίστηκε στην (4.17). Τώρα,

αφού το (τ ∗, z∗,η∗)(t) είναι ένας αντιστρέψιµος µετασχηµατισµός του (τt, z
(t),η(t)),

έχουµε ότι και η προκύπτουσα ακολουθία ϑα είναι επίσης µία µαρκοβιανή αλυσίδα,

µε οριακή κατανοµή την f ∗(τ ∗, z∗,η∗|x) που ορίσαµε στην (4.19). Το αποτέλεσµα

προκύπτει παίρνοντας την περιθωριακή κατανοµή του η∗ (δοθέντος x).

Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.2.3, η οριακή κατανοµή της ακολουθίας η′(t), t =

1, . . . ,M , που κατασκευάζεται στο ϐήµα 2 του αλγόριθµου που ακολουθεί, είναι η

fZ0.

Αλγόριθµος 4.2.1. Αλγόριθµος Equivalence Classes Representatives (ECR)

1. Καθόρισε το σύνολο αντιπροσώπων Z0 και προσοµοίωσε ένα δείγµα

(z,η)(t), t = 1, . . . ,M , µε κατανοµή–στόχο f(z,η|x).

2. Για t = 1, . . . ,M :

(α΄) Επίλεξε τυχαία µία µετάθεση τt από το σύνολο Tz(t) που ορίστηκε

στην (4.16).

(ϐ΄) Θέσε (z′,η′)(t) =
(
τtz

(t), τ−1
t η(t)

)
.

3. Προσέγγισε τις περιθωριακές εκ των υστέρων κατανοµές των (η1, . . . , ηk)

και των διανυσµάτων κατάταξης z χρησιµοποιώντας το αναδιατεταγµένο

δείγµα η′(t) και z′(t), t = 1, . . . ,M , αντίστοιχα.

Από τον ορισµό του συνόλου Z0, η fZ0 είναι µία µη συµµετρική κατανοµή και

µπορεί να αναπαραγάγει ένα δείγµα από την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή

µεταθέτοντας απλώς τους δείκτες των συνιστωσών. ΄Ετσι, η fZ0 µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί για να λύσει το πρόβληµα label switching. Με ϐάση την ανάλυση που

προηγήθηκε, αυτό επιτυγχάνεται µέσω του Αλγορίθµου ECR. Επί πλέον, το στήριγ-

µα της κατανοµής-στόχου του Αλγορίθµου ECR είναι ίδιο µε αυτό της συµµετρικής

εκ των υστέρων κατανοµής. Αυτό δεν ισχύει για τις περιορισµένες εκ των υστέρων κα-

τανοµές που προκύπτουν ως λύσεις µέσω του ∆ΠΜ της Frühwirth­Schnatter (2001),

ή τον Αλγόριθµο Πιλοτικής αναδιάταξης των Marin et al., (2005).
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Μέγεθος δείγµατος n Αριθµός συνιστωσών k

2 3 4 5 6 7

20 5.72 8.76 10.66 11.90 12.71 13.21
40 11.74 18.31 22.70 25.88 28.27 30.10
60 17.76 27.85 34.74 39.86 43.83 47.00
80 23.78 37.39 46.78 53.84 59.39 63.91
100 29.80 46.93 58.83 67.82 74.96 80.81
120 35.82 56.48 70.87 82.80 90.52 97.71
140 41.84 66.02 82.91 95.78 106.08 114.61
160 47.86 75.56 94.94 109.76 121.65 131.51
180 53.88 85.10 106.99 123.74 137.21 148.42
200 59.91 94.65 119.03 137.72 152.77 165.32

Πίνακας 4.1: ∆εκαδικός λογάριθµος του πλήθους κλάσεων ισοδυναµίας για διάφο-

ϱες τιµές του n και k.

4.2.2 Επιλογή του συνόλου αντιπροσώπων

Για την εφαρµογή του Αλγορίθµου ECR πρέπει να καθοριστεί ένα σύνολο αντιπροσώ-

πων Z0. Στον Πίνακα 4.1 ϕαίνεται ο δεκαδικός λογάριθµος του πλήθους των κλάσεων

ισοδυναµίας για ενδεικτικές τιµές των n και k, σύµφωνα µε την (4.11). Βλέπουµε

ότι ο αριθµός των κλάσεων είναι πολύ µεγάλος και εποµένως καταλαβαίνουµε ότι οι

δυνατοί τρόποι επιλογής ενός αντιπροσώπων από τις κλάσεις είναι ακόµα περισσό-

τεροι. Γίνεται σαφές λοιπόν ότι η διαδικασία επιλογής ενός συνόλου αντιπροσώπων

πρέπει να γίνει προσεκτικά. Σε αυτή την παράγραφο δίνονται απαντήσεις σχετικά

µε τίς διαφορές δύο διαφορετικών συνόλων αντιπροσώπων, πότε ένα τέτοιο σύνολο

ϑα ϑεωρείται «καλό» και ϕυσικά πώς µπορεί να εφαρµοστεί πρακτικά µία διαδικασία

επιλογής αντιπροσώπων.

΄Οπως είδαµε στην (4.13), η κατανοµή fZ0 του αναδιατεταγµένου δείγµατος η

είναι µία µείξη των δεσµευµένων κατανοµών f(η|x, z), z ∈ Z0. Σε αυτό το σηµείο

ας παρατηρήσουµε ότι τα ϐάρη της µείξης αυτής δεν επηρεάζονται από την επιλογή

των αντιπροσώπων, καθώς η ποσότητα w(τz|x)/(k− k0(τz))! είναι σταθερή ως προς

τ ∈ Tk. Συνεπώς, οι κατανοµές fZ0 και fZ′

0
που αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικά

σύνολα αντιπροσώπων Z0 και Z ′
0, διαφέρουν µόνον ως προς τις συνιστώσες που

τις απαρτίζουν, δηλαδή τις f(η|x, z). Επί πλέον, αν Z0 6= τZ ′
0 για κάθε τ ∈ Tk,

τότε η fZ0 και fZ′

0
ϑα έχουν τελειώς διαφορετικές µορφές και η πρώτη δεν µπορεί να

προκύψει από την δεύτερη µεταθέτοντας απλώς τους δείκτες του συνόλου {1, . . . , k}.

Μία αποδοτική αντιµετώπιση του προβλήµατος label switching δεν σηµαίνει α-

πλώς την εξάλειψη της συµµετρίας της εκ των υστέρων κατανοµής, αλλά επί πλέον,
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την εξουδετέρωση όσο το δυνατόν περισσότερο των συµµετρικών περιοχών της (εκτός

µίας ϕυσικά). Είναι σαφές λοιπόν ότι δεν µπορούµε να αρκεστούµε µόνο στο ότι

η κατανοµή fZ0 είναι µη συµµετρική για όλα τα δυνατά Z0· η αυθαίρετη επιλογή

του αντιπροσώπου κάθε κλάσης ισοδυναµίας είναι πολύ πιθάνόν να οδηγήσει σε µί-

α κατανοµή όπου ϑα διατηρείται σε κάποιον ϐαθµό η επίδραση των συµµετρικών

περιοχών. Για να αποφύγουµε αυτό το σενάριο, ο αντιπρόσωπος κάθε κλάσης ϑα

πρέπει να επιλεγεί µε τέτοιον τρόπο έτσι ώστε όλες οι συνιστώσες που απαρτίζουν

την µείξη fZ0 να έχουν το µεγαλύτερο µέρος της µάζας τους συγκεντρωµένο σε µία

από τις k! συµµετρικές περιοχές. Είναι σαφές ότι οι περιοχές στις οποίες ϐρίσκεται

το µεγαλύτερο µέρος της µάζας των συνιστωσών f(η|x, z) εξαρτάται µόνον από το

διάνυσµα z. Σαφώς λοιπόν, αν οι αντιπρόσωποι z είναι «όµοιοι» µεταξύ τους τότε

οι αντίστοιχες κατανοµές f(η|x, z) ϑα επικεντρώνουν τις µάζες τους στην ίδια πε-

ϱιοχή και όχι στις υπόλοιπες συµµετρικές. ΄Ενας απλός τρόπος να µετρήσουµε την

οµοιότητα µεταξύ δύο διανυσµάτων κατάταξης είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων

που έχουν την ίδια κατάταξη :

Ορισµός 4.2.4. Το µέτρο οµοιότητας S µεταξύ δύο διανυσµάτων κατάταξης z1 =

(z11, . . . , z1n) και z2 = (z21, . . . , z2n) ορίζεται ως

S(z1, z2) :=

n∑

i=1

I(z1i = z2i),

όπου I(A) είναι η δείκτρια συνάρτηση του A.

Προφανώς ισχύει 0 ≤ S(z1, z2) ≤ n. Επί πλέον, παρατηρούµε ότι η ποσότητα n −
S(z1, z2) είναι η απόσταση απλής συµφωνίας (simple matching distance) µεταξύ των

z1 και z2. Παρ΄ ότι ϑα µπορούσαµε να υιοθετήσουµε πιο σύνθετα µέτρα οµοιότητας,

όπως ϑα δούµε η οµοιότητα S αποδίδει εξαιρετικά για το πρόβληµά µας.

΄Ισως να είναι διαισθητικά λογικό ότι για την κατασκευή του Z0 όλοι οι αντιπρόσω-

ποι (και συνεπώς οι αντίστοιχες συνιστώσες fZ0) ϑα πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε να

είναι όσο το δυνατόν περισσότερο όµοιοι µεταξύ τους. Παρ΄ όλ΄ αυτά, εµείς ενδιαφε-

ϱόµαστε για την επιλογή µιας εκ των συµµετρικών περιοχών παρά για την συνολική

οµοιότητα των συνιστωσών. Αυτό µπορεί να γίνει επιλέγοντας αρχικά ένα κατάλληλο

z∗ ∈ Z, και αφού περιληφθεί πρώτο στο Z0, στην συνέχεια να επιλέξουµε όλους τους

υπόλοιπους αντιπροσώπους έτσι ώστε να είναι όσο το δυνατόν περισσότερο όµοιοι σε

αυτό.

Υπό την παραπάνω οπτική, η διαδικασία προσδιορισµού του συνόλου αντιπροσώ-

πων Z0 καταλήγει στην εύρεση ενός «καλού» διανύσµατος κατάταξης z∗ το οποίο ϑα
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χρησιµοποιηθεί ως οδηγός για την επιλογή των υπολοίπων αντιπροσώπων. ΄Ενας τέ-

τοιος καθορισµός του Z0 µπορεί να ϑεωρηθεί ότι δανείζεται ιδέες από τον αλγόριθµο

Πιλοτικής Αναδιάταξης των Marin et al. (2005) (δες Ενότητα 2.6.2), µε την διαφορά

ότι αναφέρεται στο σύνολο Z και όχι στον παραµετρικό χώρο. Ας υποθέσουµε λοιπόν

ότι ϑέλουµε να επιλέξουµε τον αντιπρόσωπο τz της κλάσης Ξz. Συµβολίζουµε µε

τ(Ξz) = arg max
τ∈Tk

S(τz, z∗)

την µετάθεση εκείνη που µεγιστοποιεί την οµοιότητα S µεταξύ των z και z∗. ΄Ετσι,

στην συλλογή αντιπροσώπων Z0 εισέρχεται το στοιχείο τ(Ξz)z. Στην περίπτωση

όπου υπάρχουν παραπάνω από µία τέτοιες µεταθέσεις, τ1, τ2, . . ., τότε διατάσσουµε

λεξικογραφικά τα τ1z, τ2z, . . . και ϑέτουµε ως τ(Ξz) την µετάθεση που αντιστοιχεί

στον πρώτο όρο. Αυτό γίνεται έτσι ώστε να γνωρίζουµε κάθε ϕορά ποιος ακριβώς

αντιπρόσωπος έχει συµπεριληφθεί στο Z0. Εποµένως, το σύνολο αντιπροσώπων ϑα

είναι το

Z0 = ∪{τ(Ξz)z; z ∈ Z}.

Παρατηρούµε την διαφορά µεταξύ των δυνατών τ(Ξz) και των Tz που οριστήκαν στην

προηγούµενη ενότητα : Τα τ(Ξz) ορίζουν το Z0 ενώ τα σύνολα Tz έχουν νόηµα µετά

τον ορισµό του Z0. Από την άλλη πλευρά, το Tz είναι προφανώς υποσύνολο του

συνόλου των τ(Ξz).

4.2.3 Μία αναλυτική εφαρµογή της προτεινόµενης µεθόδου

Προσοµοιώσαµε n = 5 παρατηρήσεις x = (6, 12, 9, 4, 6) από µία µείξη δύο (k = 2)

κατανοµών Poisson µε γνωστά και ίσα ϐάρη,

0.5P(θ1) + 0.5P(θ2),

όπου οι πραγµατικές τιµές των παραµέτρων ήταν θ = (θ1, θ2) = (5, 7). Σύµφωνα µε

τους συµβολισµούς µας, σε αυτήν την περίπτωση έχουµε η = θ και H = (0,∞)2.

Αρχικά, ας δούµε ότι η (4.2) ισχύει διότι εδώ έχουµε Tk = {(1, 2), (2, 1)} και προ-

ϕανώς τ((0,∞)2) = (0,∞)2, για κάθε τ ∈ Tk. Υποθέτουµε ότι τα θ1, θ2 είναι εκ

των προτέρων ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµή G(α, β),

δηλαδή, µία κατανοµή γάµµα µε µέση τιµή α/β. Θέσαµε α = 1.2 και β = 0.2.

Λόγω του µικρού µεγέθους δείγµατος και των προηγούµενων υποθέσεων, είναι εύ-

κολο να προσδιορίσουµε αναλυτικά την (συµµετρική) εκ των υστέρων κατανοµή του

(θ1, θ2)|x, η οποία αναπαρίσταται στο Σχήµα 4.1(α). Αυτό µπορεί να γίνει χρησιµο-

ποιώντας την αναπαράσταση της εκ των υστέρων κατανοµής που δίνεται στην (4.6),
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αφού προηγουµένως έχουµε υπολογίσει τα εκ των υστέρων ϐάρη,

w(z|x) =

∫

(0,∞)2
f(z, θ|x)dθ

∝
∫

(0,∞)2
f(x|z, θ)f(θ)f(z)dθ

=

∫

(0,∞)2

2∏

j=1

e−nj(z)θjθ
sj(z)
j∏

i:zi=j xi!

βαθα−1
j e−βθj

Γ(α)
0.5nj(z)dθ

=
β2α0.5n

Γ(α)2
∏n

i=1 xi!

2∏

j=1

∫ +∞

0

θ
α+sj(z)−1
j e−(β+nj(z))θjdθj

∝
2∏

j=1

Γ(α + sj(z))

(β + nj(z))α+sj(z)
,

όπου τα nj και sj, για j = 1, 2 ορίζονται όπως στην (2.29). Σηµειώνουµε ότι η

ακριβής έκφραση των εκ των υστέρων ϐαρών προκύπτει κανονικοποιώντας τα ϐάρη

που µόλις υπολογίσαµε, συνεπώς

w(z|x) =

∏2
j=1

Γ(α+sj(z))

(β+nj(z))α+sj (z)

∑
ξ∈Z

∏2
j=1

Γ(α+sj(ξ))

(β+nj(ξ))α+sj (ξ)

, z ∈ Z.

Από την παραπάνω ανάλυση είναι σαφές επίσης ότι

θj |z,x ∼ G(α + sj(z), β + nj(z)), j = 1, 2.

΄Ετσι η εκ των υστέρων κατανοµή του (θ1, θ2)|x είναι µία µείξη 25 = 32 κατανοµών, ό-

που κάθε συνιστώσα αποτελείται από δύο ανεξάρτητες κατανοµές γάµµα, µε τα ϐάρη

που υπολογίσαµε. Χρησιµοποιώντας το Mathematica ϐρήκαµε αριθµητικά ότι οι

δύο συµµετρικές κορυφές της κατανοµής αυτής είναι οι (7.75, 6.01) και (6.01, 7.75)

(σηµειώνονται στο Σχήµα 4.1(α) µε ϐέλη).

Στρεφόµενοι τώρα στην προτεινόµενη µέθοδο, έχουµε ότι κάθε κλάση ισοδυ-

ναµίας αποτελείται από 2 στοιχεία, συνεπώς οποιοδήποτε σύνολο αντιπροσώπων ϑα

περιέχει 16 διανύσµατα κατάταξης· ένα από κάθε κλάση ισοδυναµίας. Χρησιµοποιώ-

ντας λοιπόν 16 από τα παραπάνω εκ των υστέρων ϐάρη και δεσµευµένες κατανοµές,

είναι εύκολο να ϐρούµε την αναλυτική έκφραση της κατανοµής fZ0, για κάποιο

προκαθορισµένο σύνολο αντιπροσώπων Z0, µέσω της (4.13). Στα Σχήµατα 4.1(ϐ)

και 4.1(γ) ϕαίνονται οι (µη–συµµετρικές) κατανοµές fZ0(θ|x) που αντιστοιχούν σε

δύο διαφορετικές επιλογές του συνόλου αντιπροσώπων Z0. Στην πρώτη περίπτωση,

οι αντιπρόσωποι των κλάσεων επιλέχτηκαν τυχαία ενώ στην δεύτερη κάθε αντιπρό-

σωπος είναι το µέλος κάθε κλάσης το οποίο µεγιστοποιεί το µέτρο οµοιότητας S µε το
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Σχήµα 4.1: (α) Η συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή του (θ1, θ2)|x. (ϐ,γ) Οι

κατανοµές fZ0(θ|x) που αντιστοιχούν σε τυχαία επιλεγµένους αντιπροσώπους και

µεγιστοποιώντας το µέτρο οµοιότητας S µε το z∗ = (1, 2, 2, 1, 1), αντίστοιχα. (΄Ολες

οι πυκνότητες αναφέρονται στην ίδια πολλαπλασιαστική σταθερά.)

διάνυσµα κατάταξης z∗ = (1, 2, 2, 1, 1) που είναι εκείνο το διάνυσµα που αντιστοιχεί

στο µέγιστο της f(z, θ|x). Είναι σαφές ότι ενώ και στις δύο περιπτώσεις προκύπτουν

µη συµµετρικές κατανοµές, ϑα πρέπει να προτιµηθεί η δεύτερη καθώς η επίδραση

της συµµετρικής περιοχής έχει εξουδετερωθεί πλήρως, σε αντίθεση µε την πρώτη

περίπτωση όπου ϐλέπουµε να διατηρείται ένα αρκετά µεγάλο µέρος αυτής.

Γενικά, οι κορυφές που ϕαίνονται σε µια µείξη κατανοµών µπορεί να είναι αρκετά

µακριά από τις κορυφές των επιµέρους συνιστωσών που την απαρτίζουν. ΄Οντως, πα-

ϱατηρούµε στο Σχήµα 4.1(γ) ότι η κορυφή της fZ0 ϐρίσκεται στο σηµείο (5.35, 8.36).

Επί πλέον, αν είµαστε λίγο πιο προσεκτικοί ϑα παρατηρήσουµε ότι η fZ0 έχει και µία

µικρότερη κορυφή στο σηµείο (7.15, 1.00) η οποία όµως δεν είναι εµφανής στην συµ-

µετρική εκ των υστέρων κατανοµή. Η ύπαρξή τής οφείλεται στο γεγονός ότι η εκ των

υστέρων πιθανότητα µιας κενής συνιστώσας είναι αρκετά µεγάλη: Συγκεκριµένα,

µε αναλυτικό υπολογισµό λαµβάνουµε w(1, 1, 1, 1, 1|x) = w(2, 2, 2, 2, 2|x) ≈ .0394.

Η ϑέση της δεύτερης κορυφής επίσης δικαιολογείται πλήρως από το γεγονός ότι η

δεύτερη συντεταγµένη της αντιστοιχεί στην ουσία στην κορυφή της εκ των προτέ-

ϱων κατανοµής. Αυτή είναι που καθορίζει πλήρως την συµπεριφορά της δεύτερης

συντεταγµένης καθώς είναι κενή και δεν εξαρτάται από τα δεδοµένα.

Το γεγονός ότι η µέθοδός µας καταφέρνει και αποµονώνει τόσο την κύρια κορυφή

όσο και το ότι αποκαλύπτει και µικρότερες κορυφές της εκ των υστέρων κατανοµής,

είναι αρκετά ενθαρρυντικό. Γενικά, οι µικρότερες κορυφές στην ουσία αποκαλύ-

πτουν λιγότερο πιθανές (αλλά παρ΄ όλ΄ αυτά πιθανές) ερµηνείες των δεδοµένων. Στο

συγκεκριµένο παράδειγµα λοιπόν, κάτι τέτοιο µας ϐοηθά να συµπεράνουµε εκ των

υστέρων ότι τα δεδοµένα µας προέρχονται από µία µείξη δύο κατανοµών Poisson
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µε πιθανότητα 92.12%, ενώ µε πιθανότητα 7.88% αποτελούν ένα τυχαίο δείγµα από

µία κατανοµή Poisson (εξαιτίας της κενής συνιστώσας). Αυτό το συµπέρασµα δεν ϑα

ήταν τόσο άµεσο ϐλέποντας την συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή όπου οι (δύο)

µικρότερες (και συµµετρικές) κορυφές είναι κρυµµένες κάτω από την επίδραση των

δύο κυρίαρχων κορυφών. Τέλος, τονίζουµε ότι σε αυτό το παράδειγµα οι συµµετρι-

κές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής είναι αρκετά κοντά µεταξύ τους καθώς

δεν απέχουν αρκετά από την διαγώνιο του τεταρτηµορίου που είναι συγκεντρωµένη

η µάζα τους. Προφανώς λοιπόν, σε τέτοιου είδους περιπτώσεις διαπιστώνεται η α-

δυναµία αποµόνωσης των συµµετρικών περιοχών µέσω ενός περιορισµού διάκρισης.

Για παράδειγµα, αν υιοθετήσουµε τον (µοναδικό δυνατό) περιορισµό που υποδει-

κνύει το πρόβληµα, δηλαδή τον θ1 < θ2, τότε είναι εύκολο να ϕανταστούµε ότι η

κατανοµη που ϑα προκύψει ϑα οδηγήσει σε µεροληπτικά συµπεράσµατα, καθώς ϑα

αγνοηθεί η ουρά της µίας συµµετρικής περιοχής η οποία ϐρίσκεται πάνω στο όριο

του περιορισµού.

4.2.4 Αναδιατάσσοντας ένα προσοµοιωµένο δείγµα

Είναι σαφές ότι η εκ των υστέρων κατανοµή f(z,η|x) έχει πολλαπλές κορυφές.

Πράγµατι, η σχέση (4.15) υποδεικνύει ότι αν το (z(MAP),η(MAP)) ≡ (z,η)(MAP) εί-

ναι µία κορυφή, τότε το ίδιο ϑα ισχύει και για κάθε µετάθεση αυτής, (τz(MAP),

τ−1η(MAP)). Για τον ορισµό του οδηγού z∗, είναι λογικό ότι µία πολύ καλή επιλογή

είναι το z(MAP). Αυτό δικαιολογείται από την σχέση (4.6) και το γεγονός ότι, γενικά,

πολύ λίγα διανύσµατα κατάταξης έχουν µη αµελητέα εκ των υστέρων πιθανότητα συ-

γκρινόµενα µε το συνολικό πλήθος τους (δες Casella et al., 2004). Παρ΄ όλ΄ αυτά, το

υπολογιστικό κόστος για τον προσδιορισµό των κορυφών µέσω αναλυτικών µεθόδων

αυξάνει πολύ γρήγορα σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος, οπότε, ακόµα και στην

περίπτωση που είναι δυνατή µία τέτοια προσέγγιση, αυτόµατα καθίσταται πρακτικά

απαγορευτική η εφαρµογή της.

΄Εστω το προσοµοιωµένο δείγµα (z,η)(i), i = 1, . . . ,M , µε κατανοµή-στόχο

f(z,η|x). Ας συµβολίσουµε επίσης µε ẑ(MAP)
το διάνυσµα κατάταξης που αντι-

στοιχεί στην προσέγγιση Monte Carlo του MAP εκτιµητή

(ẑ, η̂)(MAP) = arg max
1≤i≤M

f((z,η)(i)|x).

Ο (ẑ, η̂)(MAP) είναι ένας συνεπής εκτιµητής µιας κορυφής της f(z,η|x). Εποµέ-

νως, καθώς αυξάνει το µέγεθος M του προσοµοιωµένου δείγµατος, έχουµε ότι το

S(ẑ(MAP), τz(MAP)) ϑα συγκλίνει στο n για κάποιο τ ∈ Tk. Βεβαίως, η οµοιότητα S
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µεταξύ των ẑ(MAP) και τz(MAP) (για κάποιο τ ∈ Tk) αργά ή γρήγορα ϑα πάρει την

τιµή n, λόγω του ότι ο χώρος των κατατάξεων είναι διακριτός. Σε αυτό το σηµείο

όµως υπενθυµίζουµε ότι το µόνο που χρειαζόµαστε για την εφαρµογή της µεθόδου

µας είναι ένας καλός οδηγός z∗ και όχι απαραίτητα «ο καλύτερος». ΄Αρα, το ẑ(MAP)

αντιστοιχεί σε µία καλή επιλογή επίσης.

Πρέπει να τονίσουµε ότι επιλέγοντας ως οδηγό το ẑ(MAP)
, το σενάριο ύπαρξης

δύο (ή και περισσότερων) διαφορετικών στοιχείων µιας κλάσης που µεγιστοποιούν

την οµοιότητα S (κάτι που συνεπάγεται την επιλογή του αντιπροσώπου µέσω λε-

ξικογραφικής διάταξης αυτών) είναι εξαιρετικά σπάνιο. Συγκεκριµένα, µία τέτοια

συµπεριφορά δεν παρατηρήθηκε σε κανένα από τα παραδείγµατα που εφαρµόσαµε

τον αλγόριθµο. Σηµειώνουµε επίσης ότι µε οδηγό το ẑ(MAP)
κάθε z ∈ Z ισχύει

Tz = {τ = arg max
τ∈Tk

S(τz, ẑ(MAP))}.

Τέλος, πρέπει να αναφέρουµε ότι κάποιες διαφορετικές καλές επιλογές για τον

οδηγό, εκτός της εκτίµησης MAP, είναι η πιο πιθανή κατάταξη ή η κατάταξη που

αντιστοιχεί στο µέγιστο της πλήρους πιθανοφάνειας. Επί πλέον, εφ΄ όσον το Z0 µπο-

ϱεί να είναι οποιοδήποτε σύνολο αντιπροσώπων, ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί

ως οδηγός και οποιοδήποτε διάνυσµα κατάταξης έχει εµφανιστεί συχνά στο προσο-

µοιωµένο δείγµα, αρκεί το πληθος n των παρατήρησεων να µην είναι πολύ µικρό.

Πράγµατι, παρατηρήσαµε ότι τέτοιου είδους διαφορετικές επιλογές του οδηγού ο-

δήγησαν σε σχεδόν ταυτόσηµα αποτελέσµατα. Τονίζουµε το γεγονός ότι αποφύγαµε

πιο πολύπλοκες µεθόδους για το ϐήµα 1 του αλγορίθµου µας, διότι η επιλογή ενός

οδηγού z∗ δεν παρουσιάζει τα µειονεκτήµατα του Αλγορίθµου Πιλοτικής Αναδιάτα-

ξης. Εφ΄ όσον ασχολούµαστε µε τον χώρο των εικονικών µεταβλητών κατάταξης παρά

τον ίδιο τον παραµετρικό χώρο, εκµεταλλευόµαστε την διακριτή ϕύση του και τον

µικρό αριθµό των κατατάξεων µε µη αµελητέο εκ των υστέρων ϐάρος. Αυτό σηµαίνει

ότι η πλειοψηφία των κλάσεων ισοδυναµίας έχουν σχεδόν µηδενικό ϐάρος, άρα δεν

συνεισφέρουν ουσιαστικά στην εκ των υστέρων κατανοµή.

4.3 Ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου

Σε αυτήν την ενότητα µελετάται η ταχύτητα σύγκλισης του Αλγορίθµου ECR. Αρχι-

κά, συγκρίνεται η ταχύτητα σύγκλισης στην από κοινού κατανοµή σε σχέση µε την

ταχύτητα σύγκλισης του αντίστοιχου αρχικού αλγορίθµου (που έχει σαν στόχο την

συµµετρική εκ των υστέρων κατανοµή). Ακολούθως, συγκρίνεται η ταχύτητα σύ-
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γκλισης στην οριακή κατανοµή των διανυσµάτων κατάταξης. Τέλος, αποδεικνύεται

η υπό συνθήκη οµοιόµορφη εργοδικότητα του αλγορίθµου µας.

Σε ό,τι ακολουθεί, για ευκολία στον συµβολισµό αποφεύγεται η ϱητή έκφρα-

ση της εξάρτησης των κατανοµών από τα παρατηρηθέντα δεδοµένα (x). ΄Ετσι, έ-

στω ότι f
(m)
Z0

(z,η) και f (m)(z,η) είναι οι πυκνότητες των παραγόµενων (z(m),η(m)),

σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR και τον αρχικό αλγόριθµο, αντίστοιχα. Εξ ορι-

σµού του Αλγορίθµου ECR, κάθε παραγόµενο Ϲευγάρι (z,η) από τον αρχικό αλγό-

ϱιθµο µετασχηµατίζεται στο (τz, τ−1η), όπου η µετάθεση τ επιλέγεται µεταξύ των

(k − k0(z))! µεταθέσεων που µετασχηµατίζουν το z στο καθορισµένο Z0 µε πιθανό-

τητα 1/(k − k0(z))!. Αυτό σηµαίνει ότι

f
(m)
Z0

(z,η) =
∑

τ∈Tk

f (m)(τz, τ−1η)

(k − k0(z))!
, ∀ z ∈ Z0,η ∈ H. (4.20)

Γενικά, παρουσιάζει ενδιαφέρον η σύγκριση του ϱυθµού σύγκλισης των ακολου-

ϑίων (z,η) ϐάσει του Αλγορίθµου ECR και της αντίστοιχης ακολουθίας του αρχικού

αλγορίθµου στις κατανοµές στόχους αυτών. Η απάντηση δίνεται στην Πρόταση 4.3.1.

Προκειµένου να αποδειχθεί το αποτέλεσµα αυτό, ϑα ϑεωρηθεί επίσης ο δειγµατο-

λήπτης τυχαίας µετάθεσης (που αναφέρθηκε στην Ενότητα 2.6.1) της Frühwirth­

Schnatter (2001) ο οποίος, υπό το πλαίσιο που αναπτύσσουµε, ορίζεται ως ακολού-

ϑως. Μετά την προσοµοίωση του (z,η) παράγεται µια τυχαία µετάθεση οµοιόµορφα

στο σύνολο Tk η οποία µετασχηµατίζει την δοθείσα κατάσταση της αλυσίδας στο

(τz, τ−1η). Σύµφωνα µε την Frühwirth­Schnatter (2001), η συγκεκριµένη κίνη-

ση δεν αλλάζει την κατανοµή στόχο της αλυσίδας. Παροµοίως µε τον παραπάνω

συµβολισµό, έστω f
(m)
∗ (z,η) η πυκνότητα του m-οστού ϐήµατος σύµφωνα µε τον

συγκεκριµένο διευρυµένο δειγµατολήπτη.

Για την συνέχεια ϑα υποθέσουµε ότι ο πυρήνας µετάβασης της αρχικής αλυσίδας

είναι αναλλοίωτος ως προς τις µεταθέσεις των δεικτών των συνιστωσών, µε την έννοια

ότι ισχύει

f(τz′, τ−1η′|τz, τ−1η) = f
(
z′,η′|z,η), ∀ τ ∈ Tk. (4.21)

Η παραπάνω υπόθεση δεν περιορίζει την ισχύ των αποτελεσµάτων µας καθώς είναι

µια αρκετά γενική ιδιότητα που έχουν όλοι οι αλγόριθµοι MCMC που παρουσιάζονται

στις εφαρµογές. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι η υπόθεση (4.21) ισχύει όταν οι

προσοµοιώσεις των παραµέτρων γίνονται ϐάσει των πλήρων δεσµευµένων κατανοµών

(δες Λήµµα Γ.2.1 του Παραρτήµατος Γ). Γενικά, η (4.21) ισχύει για την πλειοψηφία

των αλγορίθµων MCMC για τα κλασσικά µοντέλα µείξεων αλλά και για πιο γενικά µη



4.3. Ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου 103

παρατηρήσιµα µαρκοβιανά µοντέλα. Ειδικότερα, η συγκεκριµένη σχέση ισχύει για

όλους τους αλγορίθµους που ϑα παρουσιαστούν στις εφαρµογές που παρουσιάζονται

στο επόµενο κεφάλαιο. Για παράδειγµα, µπορεί να δειχτεί ότι η συγκεκριµένη σχέση

ισχύει και για τον δειγµατολήπτη των Robert et al. (2000), όπου δεν είναι άµεση η

προσοµοίωση κάποιων παραµέτρων από τις πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων

κατανοµές τους.

∆εδοµένης της υπόθεσης (4.21), αποδεικνύουµε στην συνέχεια δύο ϐοηθητικά

λήµµατα που οδηγούν στο ϐασικό µας αποτέλεσµα που διατυπώνεται στην Πρόταση

4.3.1, σύµφωνα µε το οποίο η ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου ECR είναι του-

λάχιστον ίση µε την ταχύτητα σύγκλισης του αρχικού αλγορίθµου. Η πορεία που

ακολουθείται για την απόδειξη είναι η εξής : Αρχικά αποδεικνύεται ότι αν ο αρχικός

αλγόριθµος είναι συµπληρωµένος µε την κίνηση label switching της Frühwirth­

Schnatter, τότε η ταχύτητα σύγκλισης αυτού ϐελτιώνεται (Λήµµα 4.3.2). Κατόπιν,

αποδεικνύεται ότι η ταχύτητα σύγκλισης του Αλγορίθµου ECR είναι πάντοτε ίση µε

την ταχύτητα του αρχικού αλγορίθµου όταν αυτός συµπληρώνεται µε την κίνηση

label switching (Λήµµα 4.3.3). Το Λήµµα 4.3.1 είναι µια συνέπεια της (4.21) και

ϑα ϕανεί χρήσιµο στην πορεία της απόδειξης του αποτελέσµατός µας.

Λήµµα 4.3.1. ΄Εστω ότι ισχύει η (4.21). Τότε, για κάθε z ∈ Z, η ∈ H,

f (m)
∗ (z,η) =

1

k!

∑

τ∈Tk

f (m)(τz, τ−1η). (4.22)

Επί πλέον, ισχύει ότι f
(m)
∗ (τz, τ−1η) = f

(m)
∗ (z,η) για κάθε τ ∈ Tk.

Απόδειξη. Το αποτέλεσµα ϑα δειχθεί µέσω επαγωγής. Από τον ορισµό της κίνησης

label switching το αποτέλεσµα ισχύει για m = 1. Τότε, υποθέτοντας ότι ισχύει για

κάποιο m ≥ 1 έχουµε ότι

f (m+1)
∗ (z′,η′) =

∑

z∈Z

∫

H

f(z′,η′, |z,η)f (m)
∗ (z,η)dη

(4.22)
=

∑

z∈Z

∫

H

f(z′,η′|z,η)

{
1

k!

∑

τ∈Tk

f (m)(τz, τ−1η)

}
dη

(4.21)
=

1

k!

∑

τ∈Tk

∑

z∈Z

∫

H

f(τz′, τ−1η′|τz, τ−1η)f (m)(τz, τ−1η)dη

=
1

k!

∑

τ∈Tk

∑

z̃∈Z

∫

H

f(τz′, τ−1η′|z̃, η̃)f (m)(z̃, η̃)dη̃

(µέσω της αλλαγής µεταβλητής (z̃, η̃) = (τz, τ−1η)
και λόγω του ότι τZ = Z, τ−1H = H, ∀τ ∈ Tk)
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=
1

k!

∑

τ∈Tk

f (m+1)(τz′, τ−1η′)

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη της (4.22). Για το δεύτερο επιχείρηµα, αρχικά

ας παρατηρήσουµε ότι από τον Ορισµό 4.2.1 έπεται ότι για οποιεσδήποτε µεταθέσεις

τ = (t1, . . . , tk) και ρ = (r1, . . . , rk) έχουµε ότι

ρ(τz) = ρ(tz1 , . . . , tzn
) = (rtz1

, . . . , rtzn
) = (τρ)z, (4.23)

διότι τρ = (rt1 , . . . , rtk). Από την άλλη πλευρά, για κάθε η = (η1, . . . , ηk) έχουµε ότι

ρ(τη) = ρ(ηt1 , . . . , ηtk) = (ηtr1
, . . . , ηtrk

) = (ρτ)η. (4.24)

Εποµένως, λόγω της (4.22), έχουµε ότι για κάθε τ ∈ Tk

f (m)
∗ (τz, τ−1η) =

1

k!

∑

ρ∈Tk

f (m)(ρ(τz), ρ−1(τ−1η))

(4.23),(4.24)
=

1

k!

∑

ρ∈Tk

f (m)((τρ)z, (ρ−1τ−1)η)

=
1

k!

∑

ρ∈Tk

f (m)((τρ)z, (τρ)−1η)

(από την γνωστή ιδιότητα (τρ)−1 = ρ−1τ−1)

=
1

k!

∑

γ∈Tk

f (m)(γz, γ−1η)

(ϑέτοντας τρ = γ)

= f (m)
∗ (z,η)

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Στην ϐιβλιογραφία συχνά αναφέρεται ότι αν ένας δειγµατολήπτης είναι διευρυ-

µένος µε την κίνηση label switching της Frühwirth­Schnatter τότε επιταχύνεται η

σύγκλιση στην κατανοµή-στόχο (δες Jasra et al., 2005). Τούτο είναι διαισθητικά

λογικό γιατί αυτή η κίνηση εξαναγκάζει την ακολουθία να επισκέπτεται όλες τις

συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής. Παρ΄ όλ΄ αυτά, δεν έχει δο-

ϑεί ακόµη µια αυστηρή απόδειξη αυτής της εικασίας. Στο λήµµα που ακολουθεί

αποδεικνύεται ότι είναι όντως αληθής.

Πριν διατυπώσουµε το λήµµα ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι για ϑέµατα σύγκλισης

των αλυσίδων που προσοµοιώνονται από αλγορίθµους MCMC χρησιµοποιείται η

απόσταση ολικής µεταβολής. Η συγκεκριµένη απόσταση µεταξύ δύο κατανοµών G1

και G2 ισούται µε

||G1 −G2|| = sup
A

|G1(A) −G2(A)|.
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Σε περίπτωση που οι G1, G2 έχουν αντίστοιχες πυκνότητες g1, g2 ως προς κάποιο

µέτρο ν, είναι εύκολο να δειχτεί ότι

||G1 −G2|| ≡ ||g1 − g2|| =
1

2

∫
|g1(x) − g2(x)|ν(dx).

Λήµµα 4.3.2. ΄Εστω ότι η (4.21) ισχύει. Τότε,

||f (m)
∗ − f || ≤ ||f (m) − f ||, ∀m > 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι Z0 είναι ένα οποιοδήποτε σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων

ισοδυναµίας. Τότε,

2||f (m)
∗ − f || =

∑

z∈Z

∫

H

|f (m)
∗ (z,η) − f(z,η)|dη

(4.12)
=

∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f

(m)
∗ (τz,η)

(k − k0(z))!
− f(τz,η)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη

=
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f

(m)
∗ (τz, τ−1η̃)

(k − k0(z))!
− f(τz, τ−1η̃)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη̃

(µέσω της αλλαγής µεταβλητής η̃ = τη)

=
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f

(m)
∗ (z, η̃)

(k − k0(z))!
− f(z, η̃)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη̃

(διότι f
(m)
∗ (τz, τ−1η̃) = f

(m)
∗ (z, η̃) σύµφωνα µε το Λήµµα 4.3.1)

=
∑

z∈Z0

∫

H

∣∣∣
k!f

(m)
∗ (z, η̃)

(k − k0(z))!
− k!f(z, η̃)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη̃ (4.25)

(4.22)
=

∑

z∈Z0

∫

H

∣∣∣
∑

τ∈Tk
f (m)(τz, τ−1η̃)

(k − k0(z))!
− k!f(z, η̃)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη̃

≤
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f (m)(τz, τ−1η̃)

(k − k0(z))!
− f(z, η̃)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη̃

=
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f (m)(τz,η)

(k − k0(z))!
− f(z, τη)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη

(µέσω της αλλαγής µεταβλητής τη = η̃)

(4.15)
=

∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

∫

H

∣∣∣
f (m)(τz,η)

(k − k0(z))!
− f(τz,η)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη

(4.12)
=

∑

z∈Z

∫

H

|f (m)(z,η) − f(z,η)|dη

= 2||f (m) − f ||.

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Λήµµα 4.3.3. Για κάθε σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµίας Z0 ισχύει

ότι

||f (m)
Z0

− fZ0|| = ||f (m)
∗ − f ||, ∀m ≥ 1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι

2||f (m)
Z0

− fZ0|| =
∑

z∈Z0

∫

H

|f (m)
Z0

(z,η) − fZ0(z,η)|dη

(4.20)
=

∑

z∈Z0

∫

H

∣∣∣
∑

τ∈Tk
f (m)(τ−1z, τη)

(k − k0(z))!
− k!f(z,η)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη

=
∑

z∈Z0

∫

H

∣∣∣
k!f

(m)
∗ (z,η)

(k − k0(z))!
− k!f(z,η)

(k − k0(z))!

∣∣∣dη

= 2||f (m)
∗ − f ||

από την (4.25).

Από την απόδειξη του Λήµµατος 4.3.3 είναι σαφές ότι η ταχύτητα σύγκλισης

της µαρκοβιανής αλυσίδας που παράγεται από τον Αλγόριθµο ECR παραµένει ίδια,

ανεξαρτήτως από το αν ο αρχικός αλγόριθµος είναι διευρυµένος µε την κίνηση label

switching ή όχι. Τώρα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε το ϐασικό αποτέλεσµα που

αναφέρθηκε στην αρχή της ενότητας.

Πρόταση 4.3.1. ΄Εστω f (m) και f
(m)
Z0

οι κατανοµές των ακολουθιών (z,η)(m) ϐάσει

του αρχικού αλγόριθµου MCMC και του αλγόριθµου ECR, αντίστοιχα, και έστω f , fZ0

οι αντίστοιχες κατανοµές στόχοι αυτών. Τότε, υπό την ισχύ της υπόθεσης (4.21), ισχύει

||f (m)
Z0

− fZ0 || ≤ ||f (m) − f ||, ∀m ≥ 1.

Απόδειξη. Το αποτέλεσµα είναι άµεση συνέπεια των Ληµµάτων 4.3.2 και 4.3.3.

Σε αρκετές εφαρµογές έχει ενδιαφέρον η οµαδοποίηση των παρατηρήσεων σε

οµογενή σύνολα. Στο δικό µας πλαίσιο αυτό µεταφράζεται στην εκτίµηση της εκ των

υστέρων κατανοµής των διανυσµάτων κατάταξης. Ακολούθως αποδεικνύουµε ότι σε

κάθε περίπτωση (και ανεξάρτητα από την ισχύ της (4.21)), η σύγκλιση στην εκ των

υστέρων περιθωριακή κατανοµή των διανυσµάτων κατάταξης είναι µικρότερη ή ίση

από την αντίστοιχη του αρχικού αλγορίθµου.

Πρόταση 4.3.2. Για κάθε m ≥ 1 ισχύουν τα εξής :

1. ||w(m)
Z0

(·|x) − wZ0(·|x)|| ≤ ||w(m)(·|x) − w(·|x)||.
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2. Μία ικανή συνθήκη για να ισχύει η ισότητα είναι w(m)(τz|x) = w(m)(z|x) για

κάθε τ ∈ Tk, z ∈ Z.

Απόδειξη. Επειδή w(τz|x) = w(z|x), ∀τ ∈ Tk, έχουµε ότι

2||w(m)
Z0

(·|x) − wZ0(·|x)|| =
∑

z∈Z0

|w(m)
Z0

(z|x) − wZ0(z|x)|

=
∑

z∈Z0

∣∣∣∣∣
∑

τ∈Tk

w(m)(τz|x)

(k − k0(z))!
− k!w(z|x)

(k − k0(z))!

∣∣∣∣∣

=
∑

z∈Z0

∣∣∣∣∣
∑

τ∈Tk

w(m)(τz|x)

(k − k0(z))!
−
∑

τ∈Tk

w(z|x)

(k − k0(z))!

∣∣∣∣∣

=
∑

z∈Z0

∣∣∣∣∣
∑

τ∈Tk

1

(k − k0(z))!
(w(m)(τz|x) − w(z|x))

∣∣∣∣∣ (4.26)

≤
∑

z∈Z0

∑

τ∈Tk

1

(k − k0(z))!
|w(m)(τz|x) − w(z|x)|

=
∑

z∈Z

|w(m)(z|x) − w(z|x)|

= 2||w(m)(·) − w(·|x)||.

Για το δεύτερο µέρος της πρότασης παρατηρούµε ότι αν αντικαταστήσουµε την

w(m)(τz|x) = w(m)(z|x) στην (4.26) λαµβάνουµε

2||w(m)
Z0

(·|x) − wZ0(·|x)|| =
∑

z∈Z0

| k!

(k − k0(z))!
(w(m)(z|x) − w(z|x))|

=
∑

z∈Z0

k!

(k − k0(z))!
|(w(m)(z|x) − w(z|x))|

=
∑

z∈Z

|(w(m)(z|x) − w(z|x))|

= 2||w(m)(·|x) − w(·|x)||.

Το τελευταίο αποτέλεσµα της παρούσας ενότητας αφορά στην οµοιόµορφη εργο-

δικότητα της ακολουθίας των η που παράγεται από τον Αλγόριθµο ECR. Αποδεικνύ-

εται ότι, σε περίπτωση που ο αρχικός αλγόριθµος MCMC ανανεώνει τις παραµέτρους

µε έναν συγκεκριµένο τρόπο, τότε η ακολουθία των προσοµοιωµένων τιµών των πα-

ϱαµέτρων είναι οµοιόµορφα εργοδική.
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Πρόταση 4.3.3. ΄Εστω ότι κατά τηνm-οστή επανάληψη ο αρχικός αλγόριθµος ανανε-

ώνει τα (z(m), η(m)) ως εξής. Πρώτα παράγεται τοη(m) από την κατανοµή f(η|x, z(m−1))

και ακολούθως παράγονται τα z
(m)
i ∼ f(zi|xi,η, zi−1), i = 1, . . . , n. Τότε υπάρχουν

σταθερές C > 0 και 0 ≤ ρ < 1 τέτοιες ώστε, για οποιαδήποτε αρχική τιµή η(0), η ακο-

λουθία (ηm)m≥1 είναι οµοιόµορφα εργοδική, δηλαδή για την περιθωριακή κατανοµή

αυτών ισχύει ότι

||f (m)
Z0

− fZ0 || ≤ Cρm. (4.27)

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι αν η ανανέωση των παραµέτρων γίνεται µε τον συγκεκρι-

µένο τρόπο, τότε, τα (z(m)) αποτελούν µία οµογενή µαρκοβιανή διαδικασία η οποία

είναι οµοιόµορφα εργοδική (δες Robert et al., 1993). ΄Ετσι, υπάρχουν σταθερές C

και 0 ≤ ρ < 1 τέτοιες ώστε

||w(m)(·) − w(·|x)|| ≤ Cρm (4.28)

για κάθε αρχική κατανοµή w(0)(z). Είναι

||f (m+1)
Z0

(·) − fZ0(·|x)|| =

∫

H

|f (m+1)
Z0

(η) − fZ0(η|x)|dη

=

∫

H

∣∣∣∣∣
∑

z∈Z0

(
f(η|z,x)w

(m)
Z0

(z) − f(η|z,x)wZ0(z|x)
)∣∣∣∣∣dη

=

∫

H

∣∣∣∣∣
∑

z∈Z0

f(η|z,x)

(
∑

τ∈Tk

w(m)(τz)

(k − k0(z)!
− k!w(z|x)

(k − k0(z))!

)∣∣∣∣∣dη

Λόγω της (4.8), η τελευταία έκφραση γράφεται ως εξής

||f (m+1)
Z0

(·) − fZ0(·|x)|| =

∫

H

∣∣∣∣∣
∑

z∈Z0

f(η|z,x)
1

(k − k0(z)!

∑

τ∈Tk

(w(m)(τz) − w(z|x))

∣∣∣∣∣dη

≤
∫

H

∑

z∈Z0

f(η|z,x)
1

(k − k0(z)!

∑

τ∈Tk

|(w(m)(τz) − w(z|x))|dη

=
∑

z∈Z0

1

(k − k0(z)!

∑

τ∈Tk

|(w(m)(τz) − w(z|x))|
∫

H

f(η|z,x)dη

=
∑

z∈Z0

1

(k − k0(z)!

∑

τ∈Tk

|(w(m)(τz) − w(z|x))|

=
∑

z∈Z

|(w(m)(z) − w(z|x))|

= ||w(m)(·) − w(·|x)||,

και η ανισότητα (4.27) προκύπτει από την (4.28).
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4.4 Ο αλγόριθµος ECR και το πρόβληµα εκχώρησης

Στο Βήµα 2(α) του Αλγορίθµου ECR πρέπει κάθε ϕορά να επιλέξουµε εκείνο το

µέλος της κλάσης ισοδυναµίας το οποίο µεγιστοποιεί το µέτρο οµοιότητας S µε τον

zMAP = z∗. Πιο συγκεκριµένα έχουµε να επιλύσουµε το πρόβληµα

µεγιστοποίησε το S(τz, z∗), για τ ∈ Tk, (4.29)

όπου τ = (t1, . . . , tk) είναι µια µετάθεση του {1, . . . , k}. Η επίλυση του συγκεκριµέ-

νου προβλήµατος απαιτεί υψηλό υπολογιστικό κόστος εάν ψάχνουµε µία–µία όλες

τις δυνατές µεταθέσεις όταν το πλήθος των συνιστωσών την µείξης k λαµβάνει µεγά-

λες τιµές. Για παράδειγµα, όταν k = 6 πρέπει να υπολογίσουµε το µέτρο οµοιότητας

S για 6! = 720 µεταθέσεις.

Κρίνεται λοιπόν σκόπιµο να αποφύγουµε την παραπάνω χρονοβόρα διαδικασία.

Αυτό µπορεί να γίνει µετατρέποντας το πρόβληµα (4.29) σε ένα ισοδύναµο πρόβληµα

ακέραιου προγραµµατισµού. Γενικά, όταν το Ϲητούµενο είναι η αντιστοίχιση των k

στοιχείων ενός (πεπερασµένου) συνόλου στα στοιχεία ένα άλλου (ισοπληθούς) συ-

νόλου, η λύση ανάγεται στην εύρεση µιας κατάλληλης µετάθεσης του συνόλου των

δεικτών {1, . . . , k}. Αν επί πλέον ο κανόνας ϐάσει του οποίου ϑα πρέπει να γίνει η

αντιστοίχιση περιγράφεται µέσω γραµµικών περιορισµών, τότε το πρόβληµα εµπίπτει

στην κατηγορία των προβληµάτων εκχώρησης (assignment problems) του ακέραιου

προγραµµατισµού. Για µία εισαγωγή στη συγκεκριµένη περιοχή ο αναγνώστης πα-

ϱαπέµπεται στην µονογραφία των Burkard et al. (2009). Σηµειώνουµε ότι η λύση

του προβλήµατος εκχώρησης έχει ενσωµατωθεί και από τον Stephens στο Βήµα 2

του Αλγορίθµου 2.6.2.

Η αναγωγή του αρχικού προβλήµατος (4.29) στο αντίστοιχο πρόβληµα εκχώρη-

σης γίνεται ορίζοντας έναν κατάλληλο πίνακα κόστους C = (cij) διάστασης k × k.

΄Ετσι, το ισοδύναµο πρόβληµα µπορεί να επιλυθεί αποδοτικά εφαρµόζοντας κάποιον

από τους διαθέσιµους αλγορίθµους επίλυσης του προβλήµατος εκχώρησης. Ενδει-

κτικά, αναφέρουµε τη ϱουτίνα του Carpaneto (1980) στη Fortran και τη ϱουτίνα

lp.assign των Berkelaar et al. (2008) που περιέχεται στο πακέτο lp.Solve της

R.

Για την κατασκευή του πίνακα κόστους C ορίζουµε αρχικά τα σύνολα

Ii := {ℓ ∈ {1, . . . , n} : zℓ = i}, i = 1, . . . , k.
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Το (i, j) στοιχείο του C ορίζεται ως

cij := |Ii| −
∑

ℓ∈Ii

I(z∗ℓ = j), i, j = 1, . . . , k,

όπου µε |A| συµβολίζουµε τον πληθάριθµο του (διακριτού) συνόλου A.

Για i, j = 1, . . . , k, ορίζουµε τις δίτιµες µεταβλητές απόφασης

δij :=

{
1, αν ο δείκτης i αντιστοιχιστεί στον δείκτη j

0, διαφορετικά.

΄Ετσι, το πρόβληµα (4.29) είναι ισοδύναµο µε το εξής πρόβληµα εκχώρησης:

min
δij∈{0,1}, i,j=1,...,k

k∑

i=1

k∑

j=1

δijcij

υπό τους περιορισµούς

k∑

i=1

δij = 1, ∀j = 1, . . . , k

k∑

j=1

δij = 1, ∀i = 1, . . . , k.

Η λύση της (4.29) προκύπτει ϑέτοντας

ti = j ⇔ δij = 1.



Κεφάλαιο 5

Εφαρµογές του Αλγορίθµου ECR

5.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το Κεφάλαιο εφαρµόζεται ο Αλγόριθµος ECR σε µία πληθώρα παραδειγ-

µάτων που καλύπτουν τρεις µεγάλες κατηγορίες µοντέλων ελλιπών δεδοµένων της

µορφής (4.1). Η Ενότητα 5.2 αφορά σε κλασσικά µοντέλα µείξεων κατανοµών αλλά

και (πολυµεταβλητών) παλινδροµήσεων. Στην Ενότητα 5.3 η προτεινόµενη µέθοδος

εφαρµόζεται σε hidden Markov models, αφού πρώτα γίνει µία εισαγωγή σε αυτήν

την κατηγορία µοντέλων. Τέλος, στην Ενότητα 5.4 παρουσιάζονται κάποιες εφαρµο-

γές σε µοντέλα που ανήκουν στην κατηγορία των Markov random fields. Σε κάθε

µία από αυτές τις περιπτώσεις εξακριβώνονται οι ιδιότητες (4.2), (4.3) και (4.4), οι

οποίες εξασφαλίζουν την ισχύ των αποτελεσµάτων του Κεφαλαίου 4.

Στα παραδείγµατα χρησιµοποιούνται τόσο προσοµοιωµένα όσο και πραγµατικά

σύνολα δεδοµένων η διάσταση των οποίων ποικίλλει. Μελετώνται προβλήµατα από

την Αστρονοµία, Γεωλογία, Χηµεία, Οικονοµία, Βιολογία, Μετεωρολογία και Ψηφια-

κή Κατάτµηση εικόνων, και αναδεικνύεται το ευρύ ϕάσµα εφαρµογών της προτεινό-

µενης µεθόδου. Επί πλέον, γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων του Αλγορίθµου

ECR µε τα αντίστοιχα των διαθέσιµων εναλλακτικών µεθόδων που αναφέρθηκαν στην

Ενότητα 2.6. Σε όλες τις περιπτώσεις, η υπεροχή του Αλγορίθµου ECR ϕαίνεται ξε-

κάθαρα κρίνοντας είτε από την ποιότητα των εκτιµήσεων που προκύπτουν είτε από

την πολυπλοκότητα των αλγορίθµων.

Σχεδόν όλοι οι αλγόριθµοι προσοµοίωσης και αναδιάταξης έχουν προγραµµατι-

στεί στη γλώσσα Fortran 90. Η ϐέλτιστη µετάθεση στο ϐήµα 2 του Αλγορίθµου

ECR έχει ϐρεθεί χρησιµοποιώντας την ϱουτίνα του Carpaneto (1980) η οποία επι-

λύει αποδοτικά το πρόβληµα εκχώρησης. Σηµειώνεται ότι η συγκεκριµένη ϱουτίνα

ενσωµατώθηκε και στον Αλγόριθµο 2.6.2 του Stephens. Αυτό έγινε διότι στις Ενότη-

τες 5.2.2 και 5.2.3 συγκρίνεται ο Αλγόριθµος ECR µε τον Αλγόριθµο 2.6.2 ως προς

111
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τον µέσο χρόνο αναδιάταξης του προσοµοιωµένου δείγµατος. ΄Ετσι, η σύγκριση των

δύο αλγορίθµων γίνεται επί ίσοις όροις και καθίσταται σαφής η µείωση του υπολο-

γιστικού κόστους που επιφέρει η προτεινόµενη µέθοδος. Τέλος, οι προσοµοιώσεις

της Ενότητας 5.4 έγιναν στη γλώσσα R, χρησιµοποιώντας το πακέτο lp.Solve για

τη λύση του προβλήµατος εκχώρησης.

5.2 Εφαρµογές σε κλασσικά µοντέλα µείξεων κατανοµών

Σε αυτήν την ενότητα εφαρµόζεται η προτεινόµενη µέθοδος για την επίλυση του

προβλήµατος label switching µέσω µονοδιάστατων και πολυδιάστατων συνόλων δε-

δοµένων. Ο Αλγόριθµος ECR χρησιµοποιείται για την αναδιάταξη προσοµοιωµένων

δειγµάτων από την εκ των υστέρων κατανοµή τόσο σε προσοµοιωµένα όσο και πραγ-

µατικά σύνολα δεδοµένων. Παράλληλα, γίνονται συγκρίσεις των αποτελεσµάτων µε

υπάρχουσες µεθόδους όπως ο αλγόριθµος Πιλότικης Αναδιάταξης και Αναδιάταξης

µέσω των αλγορίθµων Kullback­Leibler. Τέλος, η µέθοδός µας εφαρµόζεται και σε

ένα παράδειγµα όπου ο αρχικός δειγµατολήπτης δεν προσοµοιώνει τις µεταβλητές

κατάταξης, ώστε να δείξουµε ότι είναι δυνατόν να εφαρµόσουµε τον Αλγόριθµο ECR

και σε τέτοιου είδους περιπτώσεις. Σε όλες τις περιπτώσεις ϑεωρείται γνωστός ο α-

ϱιθµός συνιστωσών της µείξης. Σηµειώνεται επίσης ότι σε όλους τους αλγορίθµους

έχει προστεθεί µία κίνηση label switching ώστε να εξασφαλιστεί η παρουσία του

ϕαινοµένου. Τέλος, κάθε εκτίµηση συνοδεύεται από το αντίστοιχο τυπικό σφάλµα

αυτής, το οποίο έχει εκτιµηθεί από 100 ανεξάρτητες αλυσίδες που έχουν ξεκινήσει

από διαφορετικές αρχικές τιµές.

Πριν προχωρήσουµε, ϑα πρέπει να επαληθεύσουµε τις ιδιότητες της Ενότητας 4.2

ώστε να εξασφαλίσουµε ότι ισχύουν τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα του προηγούµενου

κεφαλαίου. Αρχικά, ας παρατηρήσουµε ότι για τα κλασσικά παραµετρικά µοντέλα

µείξεων (2.3), έχουµε η = ((p1, θ1), . . . , (pk, θk)), όπου p ∈ Pk και θ ∈ Θk. Εποµέ-

νως, αν η ∈ H, τότε έχουµε ότι και τη ∈ H για κάθε τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk διότι προ-

ϕανώς τp = (pt1 , . . . , ptk) ∈ Pk και τθ = (θt1 , . . . , θtk) ∈ Θk, και έτσι εξασφαλίζεται η

(4.2). Επίσης, οι εκ των προτέρων υποθέσεις (2.18), (2.19) µε βj = β, ∀j = 1, . . . , k,

εξασφαλίζουν την (4.3). Η σχέση (2.32) είναι η (4.5) στην περίπτωση των κλασσι-

κών µείξεων κατανοµών. Τέλος, είναι εύκολο να δούµε ότι η από κοινού συνάρτηση

πυκνότητας των πλήρων δεδοµένων έχει πράγµατι την ιδιότητα (4.4). Από την (2.9),

λαµβάνουµε διαδοχικά ότι

f(x, τz|η) ≡ f(x, τz|p, θ)
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=

n∏

i=1

ptzi
f(xi|θtzi

)

=
n∏

i=1

(τp)zi
f(xi|(τθ)zi

)

= f(x, z|τ(p, θ))
≡ f(x, z|τη), ∀τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk.

5.2.1 Αλγόριθµος ECR έναντι Αλγορίθµου Πιλοτικής Αναδιάταξης

Είδαµε στην Ενότητα 4.2.2 ότι ο τρόπος καθορισµού του συνόλου αντιπροσώπων στο

Βήµα 1 του Αλγορίθµου 4.2.1 δανείζεται παρόµοιες ιδέες από τον Αλγόριθµο Πιλοτι-

κής Αναδιάταξης. Παρ΄ όλ΄ αυτά τονίσαµε ότι ο αλγόριθµός µας είναι απαλλαγµένος

από τα µειονεκτήµατα αυτής της µεθόδου. Στις εφαρµογές που ακολουθούν δικαιο-

λογούµε τον ισχυρισµό µας χρησιµοποιώντας δύο προσοµοιωµένα σύνολα δεδοµένων

από τις εξής µείξεις κανονικών κατανοµών:

0.10N (−20, 1) + 0.65N (20, 3) + 0.25N (21, 0.5), (5.1)

0.20N (19, 5) + 0.20N (19, 1) + 0.25N (23, 1) + 0.20N (29, 0.5) + 0.15N (33, 2).
(5.2)

Συγκεκριµένα, προσοµοιώσαµε n = 160 και n = 600 παρατηρήσεις από τις κατα-

νοµές (5.1) και (5.2) αντίστοιχα. Και στις δύο περιπτώσεις µοντελοποιήσαµε τα δε-

δοµένα χρησιµοποιώντας το random beta model των Richardson and Green (1997)

(δες Παράδειγµα 2.5.1) ϑεωρώντας τον αριθµό συνιστωσών ίσο µε την πραγµατική

του τιµή (3 και 5 αντίστοιχα). Αφού προσοµοιώσαµε µέσω του δειγµατολήπτη Gibbs

µία αλυσίδα Markov µε οριακή κατανοµή την αντίστοιχη εκ των υστέρων κατανοµή,

αναδιατάξαµε τα παραµετρικά διανύσµατα σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο Πιλοτικής

Αναδιάταξης και την προτεινόµενη µέθοδο. Οι αναδιατεταγµένες προσοµοιωµένες

τιµές των µέσων των κανονικών συνιστωσών ϕαίνονται στο Σχήµα 5.1. Στην τρίτη

στήλη παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα των προσοµοιωµένων δεδοµένων µαζί µε την

προκύπτουσα εκτίµηση της συναρτήσης πυκνότητας αυτών. Επί πλέον, οι εκτιµήσεις

των εκ των υστέρων µέσων τιµών των παραµέτρων από τους αντίστοιχους εργοδικούς

µέσους παρατίθενται στις δύο πρώτες γραµµές του Πίνακα 5.1. Είναι εµφανές ό-

τι υπάρχουν πολύ µεγάλες διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων που δίνουν οι δύο

µέθοδοι, κάτι το οποίο οφείλεται όπως ϑα δούµε στην ύπαρξη µικρότερων κορυφών

στην εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων των δύο παραδειγµάτων.

Ας παρατηρήσουµε αρχικά ότι στην κατανοµή (5.1), οι δύο τελευταίες συνιστώσες
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Σχήµα 5.1: Πάνω: Αποτέλεσµατα για την µείξη (5.1)· Κάτω: Αποτελέσµατα για

την µείξη (5.2). Αναδιατεταγµένες τιµές των προσοµοιωµένων µέσων τιµών σύµφωνα

µε τους αλγορίθµους (α) Πιλοτικής Αναδιάταξης και (ϐ) ECR. (γ) Εκτιµήσεις των

συναρτήσεων πυκνότητας σύµφωνα µε τον PRA (εστιγµένη γραµµή) και τον ECR

(συνεχής γραµµή) και η πραγµατική πυκνότητα (διακεκοµµένη γραµµή).

είναι αρκετά κοντά µεταξύ τους. Για αυτόν τον λόγο, αναµένεται ότι ο δειγµατολή-

πτης ϑα συνδυάζει συχνά αυτές τις δύο συνιστώσες σε µία, αφήνοντας µία κενή

συνιστώσα όπου οι παράµετροί της ϑα παράγονται από την εκ των προτέρων κατα-

νοµή. Πράγµατι, σε 20000 επαναλήψεις (µετά από την περίοδο burn­in), η σχετική

συχνότητα του ενδεχοµένου ύπαρξης µιας κενής συνιστώσας ήταν περίπου 17%. Α-

ϕού δε η διασπορά της εκ των προτέρων κατανοµής των µέσων είναι αρκετά µεγάλη

(υπενθυµίζουµε ότι έχει ληφθεί ίση µε το τετράγωνο του παρατηρηθέντος εύρους

σύµφωνα µε το µοντέλο των Richardson and Green) έπεται ότι ο µέσος µιας κενής

συνιστώσας έχει πιθανότητα 95% να ανήκει στο διάστηµα (−110, 151). Σηµειώνου-

µε ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα ισχύει εκ των προτέρων ότι µj ∼ N (ξ, R2),

j = 1, 2, 3, µε ξ = 20.52 και R = 66.59. Συνεπώς, η προσοµοιωµένη τιµή του µέσου

µιας κενής συνιστώσας µπορεί να είναι αρκετά µακριά από την αντίστοιχη περιοχή

υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας. ΄Οπως ϕαίνεται στην πρώτη γραµµή του Σχή-

µατος 5.1(α), η συµπεριφορά αυτή οδηγεί τον Αλγόριθµο Πιλοτικής Αναδιάταξης να

λειτουργεί ως εξής : Αν η προσοµοιωµένη τιµή από την εκ των προτέρων κατανοµή

είναι αρκετά µικρή (αντίστοιχα, µεγάλη) τότε η κενή συνιστώσα ϑα αντιστοιχιστεί σε

εκείνη µε τον µικρότερο µέσο (αντίστοιχα, µεγαλύτερο) µέσο. Αυτό έχει ως τελικό

αποτέλεσµα την υποεκτίµηση του µικρότερου µέσου και υπερεκτίµηση του µεγαλύ-

τερου µέσου. Επιπροσθέτως, αν η συγκεκριµένη προσοµοιωµένη τιµή ανήκει στο
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PRA ECR

Ê(µ|x) 23.08 17.62 -20.59 20.46 19.61 -19.96

(.419) (.391) (.122) (.016) (.194) (.003)

Ê(σ2|x) 1.83 2.27 1.42 2.01 2.15 1.36

(.278) (.270) (.021) (.025) (.071) (.009)

Ê(p|x) .522 .418 .060 .723 .216 .061

(.016) (.016) (.000) (.011) (.011) (.000)

Ê(µ|x) 21.61 30.06 18.40 33.25 25.82 22.96 25.28 18.80 32.95 29.13

(.260) (.179) (.101) (.059) (.536) (.005) (1.007) (.009) (.025) (.007)

Ê(σ2|x) 1.47 1.05 1.86 1.69 0.80 1.01 1.57 1.92 1.80 0.56

(.115) (.109) (.063) (.064) (.062) (.006) (.056) (.015) .(.038) (.008)

Ê(p|x) .222 .141 .317 .128 .192 .255 .070 .360 .138 .178

(.001) (.010) (.015) (.005) (.007) (.003) (.005) (.007) .(.003) (.003)

Πίνακας 5.1: Εργοδικοί µέσοι και οι εκτιµήσεις των τυπικών σφαλµάτων για τις

µείξεις της Ενότητας 5.2.1. Πάνω: µείξη (5.1). Κάτω: µείξη (5.2).

διάστηµα (−20, 20), τότε η κενή συνιστώσα ϑα καταταχθεί σε αυτήν που αντιστοι-

χεί στον µεσαίο µέσο και κάτι τέτοιο οδηγεί σε υποεκτίµηση της µέσης τιµής της

δεύτερης συνιστώσας επίσης. Αντιθέτως, ο Αλγόριθµος ECR αντιµετωπίζει µε πολύ

διαφορετικό τρόπο την παραπάνω κατάσταση. ΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.1(ϐ), η

συνιστώσα που έχει τον µέσο µε την µέγιστη εκ των υστέρων διασπορά αντιστοιχίζεται

πάντα στην ίδια ετικέττα (συγκεκριµένα στη «µπλέ»). Παρατηρούµε ότι οι τιµές της

«µπλε» συνιστώσας παρουσιάζουν µία διττή συµπεριφορά : Είτε συγκεντρώνονται σε

µία σταθερή περιοχή κοντά στο 20 είτε κυµαίνονται στο διάστηµα (−80, 80). Είναι

ξεκάθαρο λοιπόν ότι υπάρχει µία µικρότερη κορυφή που αντιστοιχεί στην ύπαρξη

µιας κενής συνιστώσας. Επί πλέον, η συγκεκριµένη αναδιάταξη παράγει µία κα-

λύτερη προσαρµογή στα δεδοµένα καθώς οι δύο πρώτες συνιστώσες έχουν τις µέσες

τιµές τους συγκεντρωµένες σε µία πολύ σταθερή περιοχή υψηλής εκ των υστέρων

πυκνότητας. Οι προσοµοιωµένες τιµές από την εκ των προτέρων κατανοµή πάντα

αναδιατάσσονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να αντιστοιχίζονται στην τρίτη συνιστώσα και

οι ακραίες τιµές αλληλοεξουδετερώνονται στον υπολογισµό του εργοδικού µέσου ώ-

στε να µην έχουµε προβλήµατα υποεκτίµησης ή υπερεκτίµησης. Τα συγκεκριµένα

σηµεία καταγράφονται συνοπτικά συγκρίνοντας τις αντίστοιχες εκτιµηθείσες συναρ-

τήσεις πυκνότητας µε την πραγµατική αλλά και µε το ιστόγραµµα των δεδοµένων

στην πρώτη γραµµή του Σχήµατος 5.1(γ). Είναι ϕανερό ότι, η προσαρµογή υπό την

προτεινόµενη µέθοδο είναι αρκετά καλή, κάτι που δεν ισχύει για την αντίστοιχη υπό

τον αλγόριθµο Πιλοτικής Αναδιάταξης.

Στην περίπτωση της µείξης (5.2), το ϕαινόµενο ύπαρξης κενών συνιστωσών είναι

αρκετά σπάνιο λόγω του µεγάλου µεγέθους του δείγµατος. Πράγµατι, η σχετική
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συχνότητα κενών συνιστωσών εκτιµήθηκε γύρω στο 1.5% και συνεπώς οι προσοµοιω-

µένες τιµές από την εκ των προτέρων κατανοµή δεν επιδρούν όσο προηγουµένως

στις εκτιµήσεις των παραµέτρων. ΄Ετσι λοιπόν ϑα ήταν αναµενόµενο οι δύο αλγό-

ϱιθµοι αναδιάταξης να συµπεριφέρονται παρόµοια. Παρ΄ όλ΄ αυτά, κάτι τέτοιο δεν

συµβαίνει διότι σε αυτό το παράδειγµα αντιµετωπίζουµε µία διαφορετική περίπτωση

γνησίως πολυκόρυφης εκ των υστέρων κατανοµής. Τα αναδιατεταγµένα δείγµατα

των µέσων τιµών των συνιστωσών σύµφωνα µε τους δύο αλγορίθµους απεικονίζονται

στην δεύτερη γραµµή του Σχήµατος 5.1.

Ας επικεντρώθουµε αρχικά στην αναδιάταξη µέσω του Αλγορίθµου ECR. Σύµ-

ϕωνα µε τη δεύτερη γραµµή του Σχήµατος 5.1(ϐ), υπάρχουν τέσσερεις «σταθερές»

συνιστώσες και µία συνιστώσα όπου οι προσοµοιωµένες τιµές της µέσης τιµής αυτής

συγκεντρώνονται σε δύο διαφορετικές περιοχές. Η πρώτη είναι κοντά στο 19 (περιοχή

που αντιστοιχεί στην πραγµατική τιµή του µέσου της δεύτερης συνιστώσας) και σε

άλλη µία —όχι και τόσο δικαιολογηµένη— περιοχή εντός του διαστήµατος (30, 33).

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ο δειγµατολήπτης σε αρκετές επαναλήψεις συνδυάζει

τις δύο πρώτες συνιστώσες σε µία και, αντί να δηµιουργεί µία κενή συνιστώσα, δια-

χωρίζει την πέµπτη σε δύο που έχουν κοντινούς µέσους και διαφορετικές διασπορές.

΄Ετσι, µπορούµε να συµπεράνουµε εδώ ότι υπάρχει ένδειξη για την καλή προσαρµο-

γή των δεδοµένων σε δύο διαφορετικά µοντέλα πέντε συνιστωσών : ΄Ενα µοντέλο που

έχει τις δυο πρώτες συνιστώσες µε κοντινούς µέσους και ένα µοντέλο όπου οι µέσοι

των δύο τελευταίων συνιστωσών είναι ακόµα πιο κοντά µεταξύ τους (ενδεχοµένως και

ίσοι). Από την άλλη πλευρά, ο αλγόριθµος Πιλοτικής Αναδιάταξης αντιµετωπίζει το

προσοµοιωµένο δείγµα όπως και πριν, καταλήγοντας σε ένα αναδιατεταγµένο δείγµα

όπου δεν ϕαίνονται καν οι δύο κορυφές της εκ των υστέρων κατανοµής.

5.2.2 Αλγόριθµος ECR έναντι αλγορίθµων KL: Γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων

Αφού στην προηγούµενη ενότητα διαπιστώθηκε η υπεροχή της προτεινόµενης µεθό-

δου έναντι απλών µεθόδων αναδιάταξης όπως ο αλγόριθµος Πιλοτικής Αναδιάταξης,

συνεχίζουµε συγκρίνοντας τώρα τον αλγόριθµό µας µε πιο εκλεπτυσµένες µεθόδους

όπως αυτή του Stephens που ϐασίζεται στην απόκλιση Kullback–Leibler. Η σύ-

γκριση ϑα γίνει χρησιµοποιώντας το γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων. Επίσης ϑα γίνει

σύγκριση και µε τον αλγόριθµο Πιλοτικής Αναδιάταξης.

Θεωρούµε αρχικά ότι οι n = 82 παρατηρήσεις προέρχονται από µία µείξη k = 6

κανονικών κατανοµών και τις µοντελοποιούµε σύµφωνα µε το random beta model

των Richardson and Green (1997). ΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 3.5.3 ο συγκεκριµέ-
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Σχήµα 5.2: Γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων µε k = 6 κανονικές συνιστώσες. (α)

Αναδιατεταγµένες τιµές των προσοµοιωµένων µέσων τιµών µέσω του Αλγορίθµου

ECR. (ϐ) Εκτιµήσεις της συνάρτησης πυκνότητας ϐάσει των Αλγορίθµων ECR (µαύ-

ϱη γραµµή), Kullback­Leibler (µπλε γραµµή) και Πιλοτικής Αναδιάταξης (κόκκινη

γραµµή).

νος αριθµός συνιστωσών αντιστοιχεί στο πιο πιθανό µοντέλο σύµφωνα µε τον τυπικό

Αλγόριθµο RJMCMC. Εκτελέσαµε τον δειγµατολήπτη Gibbs για 60000 επαναλήψεις

(αφού διαγράφηκαν οι πρώτες 10000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in). Στην συ-

νέχεια το προσοµοιωµένο δείγµα των (µ,σ2,p, z) αναδιατάχθηκε σύµφωνα µε τον

Αλγόριθµο ECR, τον Αλγόριθµο Kullback­Leibler και τον Αλγόριθµο Πιλοτικής Α-

ναδιάταξης. Στο Σχήµα 5.2(α) ϕαίνονται οι αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων των

συνιστωσών σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR. Στο Σχήµα 5.2(ϐ) παρατίθεται το ι-

στόγραµµα των δεδοµένων και οι αντίστοιχες εκτιµηθείσες συναρτήσεις πυκνότητας

σύµφωνα µε τους τρείς αλγορίθµους αναδιάταξης. Επί πλέον, οι εκτιµήσεις των εκ

των υστέρων µέσων τιµών των παραµέτρων του µοντέλου µέσω των αντίστοιχων εργο-

δικών µέσων της αλυσίδας παρατίθενται στον Πίνακα 5.2. Αρχικά παρατηρούµε ότι ο

αλγόριθµος Πιλοτικής Αναδιάταξης οδηγεί σε σοβαρότατες υποεκτιµήσεις και υπερε-

κτιµήσεις των µέσων τής πρώτης και τελευταίας συνιστώσας, κάτι που υποστηρίζεται

και από την πολύ κακή προσαρµογή της εκτιµηθείσας συνάρτησης πυκνότητας στο

ιστόγραµµα των δεδοµένων. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι έχουµε µεγάλο ποσοστό

κενών συνιστωσών (πάνω από 30%), µε συνέπεια η εκ των υστέρων κατανοµή να είναι

γνησίως πολυκόρυφη.

Η µέθοδος του Stephens οδηγεί σε σχεδόν ταυτόσηµα αποτελέσµατα µε τον Αλ-

γόριθµο ECR. ΄Οπως ϐλέπουµε στο Σχήµα 5.2(ϐ) η εκτίµηση της πυκνότητας των

δεδοµένων ϐάσει του Αλγορίθµου ECR και του Αλγορίθµου Kullback­Leibler σχεδόν

συµπίπτουν. Οι εκτιµήσεις για τους µέσους όπως αναφέρθηκαν από τους Jasra et
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Σχήµα 5.3: Γαλαξιακά δεδοµένα : Αναδιατεταγµένο δείγµα για τους µέσους των συ-

νιστωσών σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR, ϑεωρώντας ένα µοντέλο τριών συνιστωσών

t4.

al. (2005) είναι

Ê(µ|x) = (9.71, 19.01, 19.88, 22.71, 22.86, 32.92).

Οι Jasra et al. (2005) εφάρµοσαν τον αλγόριθµο του Stephens στο συγκεκριµένο

σύνολο δεδοµένων µε τις ίδιες υποθέσεις. Σηµειώνουµε ότι για λόγους σύγκρισης

έχουµε εκτελέσει και εµείς τον αλγόριθµο του Stephens και ϐρήκαµε ότι όντως όλες

οι εκτιµήσεις των παραµέτρων συµφωνούν τόσο µε τα αποτελέσµατα των Jasra et

al. (2005) όσο και µε τα αποτελέσµατα του Αλγορίθµου ECR που παρατίθενται στον

Πίνακα 5.2. Παρ΄ ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα η αλήθεια για την κατανοµή

των δεδοµένων είναι άγνωστη, το γεγονός ότι οι δύο µέθοδοι δίνουν ουσιαστικά τις

ίδιες απαντήσεις αποτελεί µεγάλο πλεονέκτηµα για την προτεινόµενη µέθοδο, κα-

ϑώς το υπολογιστικό κόστος της είναι πολύ µικρότερο. Πιο συγκεκριµένα, ο µέσος

απαιτούµενος χρόνος CPU για την ολοκλήρωση των αναδιατάξεων (στο ίδιο δείγµα),

σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR και τον αλγόριθµο του Stephens, εκτιµήθηκε ίσος

µε 1.56 και 256.68 δευτερόλεπτα, αντίστοιχα.

Στην συνέχεια ακολουθούµε την εναλλακτική προσέγγιση του Stephens (1997a)

ο οποίος ϑέωρησε ότι τα συγκεκριµένα δεδοµένα προέρχονται από µία µείξη κατανο-

µών t4. Τα αποτελέσµατά µας συγκρίνονται µε αυτά που παρουσιάστηκαν πρόσφατα

από τους Grün and Leisch (2008). Ακολουθώντας αυτούς, ϑέσαµε τον αριθµό τον

συνιστωσών ίσο µε k = 3 και εκτελέσαµε τον δειγµατολήπτη Gibbs του Stephens.

Οι αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων των συνιστωσών απεικονίζονται στο Σχήµα 5.3.

Ας παρατηρήσουµε αρχικά ότι το ϕαινόµενο label switching έχει εξαλειφθεί ε-

πιτυχώς, καθώς οι αναδιατεταγµένες τιµές των προσοµοιωµένων µέσων των τριών

κατανοµών καταλαµβάνουν διαφορετικές περιοχές. Παρ΄ όλ΄ αυτά, η εκ των υστέρων

κατανοµή παρουσιάζει έντονα πολλές γνήσιες (µη συµµετρικές) κορυφές. Αυτό εί-

χε εντοπιστεί τόσο από τον Stephens (1997a), όσο και από τους Grün and Leisch

(2008). ΄Οπως παρατηρούµε στο αναδιατεταγµένο δείγµα, οι γνήσιες κορυφές έχουν
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PRA ECR

Ê(µ|x) 7.92 16.35 19.86 22.21 25.53 34.60 9.71 18.29 19.88 22.75 23.00 32.84

(.100) (.083) (.046) (.038) (.071) (.094) (.002) (.129) (.009) (.015) (.133) (.039)

Ê(σ2|x) 0.70 1.19 1.40 3.17 1.94 1.87 0.57 2.15 0.79 2.63 2.10 2.05

(.017) (.034) (.133) (.219) (.068) (.087) (.009) (.101) (.028) (.055) (.115) (.125)

Ê(p|x) .081 .104 .286 .307 .179 .043 .090 .064 .335 .387 .077 .047

(.000) (.004) (.004) (.004) (.005) (.000) (.000) (.003) (.003) .(.005) (.003) (.000)

Πίνακας 5.2: Εργοδικοί µέσοι και οι εκτιµήσεις των τυπικών σφαλµάτων τους για το

γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων µε k = 6 κανονικές συνιστώσες.

Συστάδα Βάρος µ1 µ2 µ3 σ2
1 σ2

2 σ2
3 p1 p2 p3

1 .831 9.69 19.77 22.56 0.47 0.60 4.05 .093 .319 .588

(.053) (.002) (.035) (.009) (.010) (.029) (.016) (.001) (.002) (.002)

2 .169 9.70 33.06 21.28 0.78 2.14 3.53 .093 .045 .862

(.053) (.003) (.107) (.004) (.027) (.148) (.019) (.000) (.000) (.000)

Πίνακας 5.3: Γαλαξιακά δεδοµένα : Βάρη και κεντροειδή των δύο συστάδων του ανα-

διατεταγµένου δείγµατος MCMC σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR, για ένα µοντέλο

τριών κατανοµών t4.

καταγραφεί επιτυχώς από την προτεινόµενη µέθοδο αναδιάταξης. Πιο συγκεκριµέ-

να, ο µέσος της πρώτης συνιστώσας κυµαίνεται σε µία σταθερή περιοχή υψηλής εκ

των υστέρων πυκνότητας, περίπου στο 9.7, ενώ οι άλλοι δύο µέσοι έχουν τιµές που

εναλλάσσονται µεταξύ του 19.8 και 32.8 (δεύτερη συνιστώσα) και µεταξύ του 21.3 και

22.6 (τρίτη συνιστώσα). Αυτά τα αποτελέσµατα συµφωνούν πλήρως µε εκείνα που

παρουσιάστηκαν πρόσφατα από τους Grün and Leisch (2008).

Εφ΄ όσον η εκ των υστέρων κατανοµή ϕαίνεται να παρουσιάζει δύο διαφορετικές

κορυφές, οι Grün and Leisch (2008) συµπεριέλαβαν ένα επί πλέον ϐήµα στον αλγό-

ϱιθµό τους όπου κάθε (αναδιατεταγµένη) προσοµοιωµένη τιµή αντιστοιχίζεται σε µία

από τις κορυφές της κατανοµής. Μπορούµε κι εδώ να ακολουθήσουµε ένα παρόµοιο

σκεπτικό για να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά µας. ΄Εχοντας αναδιατάξει τις τιµές

των (p,µ,σ2) µέσω του Αλγορίθµου ECR, εφαρµόσαµε έναν αλγόριθµο K–means

(ϑεωρώντας δύο συστάδες). Τα αποτελέσµατα που πήραµε παρουσιάζονται στον Πί-

νακα 5.3. Στην κύρια συστάδα (µε το µεγαλύτερο ϐάρος) έχουµε ότι µ̂2 = 19.77 και

µ̂3 = 22.56, ενώ στην άλλη συστάδα έχουµε ότι µ̂2 = 33.06 και µ̂3 = 21.28. Αντίστοι-

χες αλλαγές καταγράφονται και στις διασπορές και ϐάρη αυτών των συνιστωσών. Η

πρώτη συνιστώσα δεν συµπεριφέρεται διαφορετικά ανάµεσα στις δύο συστάδες. Ως

εκ τούτου, οι δύο (γνήσιες) κορυφές της εκ των υστέρων κατανοµής των παραµέτρων

διαφέρουν ως προς τις παραµέτρους της δεύτερης και τρίτης συνιστώσας. Τέλος,

αναφέρουµε ότι και τα αποτελέσµατα της ανάλυσης συστάδων ϐρίσκονται σε πλήρη

συµφωνία µε εκείνα που παρουσιάστηκαν από τους Grün and Leisch. Λαµβάνοντας
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παράµετρος πραγµατική τιµή KL ECR τυπ. σφάλµα

p (.25, .25, .25, .25) (.30, .21, .24, .25) (.30, .21, .24, .25) (4, 3, 4, 4)× 10−4

µ

(4.5,−2.5)
(−3.0, 4.0)
(6.5, 7.0)
(7.0,−3.0)

(4.43,−2.36)
(−2.91, 4.04)
(6.73, 7.34)
(6.99,−2.77)

(4.43,−2.36)
(−2.91, 4.04)
(6.73, 7.34)
(6.99,−2.77)

(.0014, .0015)
(.0022, .0012)
(.0028, .0036)
(.0036, .0065)

Σ

(
0.5 −0.25

−0.25 0.5

)

(
0.5 −0.25

−0.25 0.5

)

(
4 2.5

2.5 4

)

(
4 2.5

2.5 9

)

(
0.54 −0.20
−0.20 0.81

)

(
1.74 −0.77
−0.77 0.69

)

(
3.30 2.14
2.14 4.09

)

(
3.55 2.27
2.27 10.13

)

(
0.54 −0.20
−0.20 0.81

)

(
1.74 −0.77
−0.77 0.69

)

(
3.30 2.14
2.14 4.09

)

(
3.55 2.27
2.27 10.13

)

(
.0022 .0013
.0013 .0027

)

(
.0045 .0026
.0026 .0018

)

(
.0071 .0072
.0072 .0106

)

(
.0097 .0119
.0119 .0384

)

Πίνακας 5.4: Προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων της Ενότητας 5.2.3: Εργοδικοί

µέσοι των προσοµοιωµένων παραµετρικών τιµών, σύµφωνα µε την µέθοδο KL του

Stephens και τον Αλγόριθµο ECR (10000 επαναλήψεις µετά την διαγραφή των πρώ-

των 1000 ως burn­in).

υπ΄ όψιν το γεγονός ότι η µέθοδος των Grün and Leisch ϐασίζεται στον χρονοβόρο αλ-

γόριθµο KL του Stephens και εποµένως απαιτείται πολύ µεγαλύτερη υπολογιστική

προσπάθεια προκειµένου να εφαρµοστεί, γίνεται σαφές ότι η προτεινόµενη µέθοδος

αποτελεί µία προτιµότερη λύση.

5.2.3 Μείξεις Πολυµεταβλητών Κανονικών Κατανοµών

Σε αυτήν την ενότητα ελέγχουµε την απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου σε πο-

λυµεταβλητές περιπτώσεις. Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε δεδοµένα από µείξεις

πολυµεταβλητών κανονικών κατανοµών και αρχικά προσοµοιώνεται δείγµα από την

εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων µέσω της γενίκευσης του random beta

model που προτάθηκε από τους Dellaportas and Papageorgiou (2005), ϑεωρώντας

γνωστό τον αριθµό συνιστωσών. Το πρώτο παράδειγµα ϐασίζεται σε ένα προσοµοιω-

µένο σύνολο n = 200 παρατηρήσεων από τη µείξη διδιάστατων κανονικών κατανοµών

4∑

j=1

pjN2(µj,Σj)

µε τις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων που παρατίθενται στον Πίνακα 5.4. Πρό-

κειται για µία ενδιαφέρουσα περίπτωση αντιµετώπισης του ϕαινοµένου label swi­

tching, καθώς οι πραγµατικές τιµές των παραµέτρων έχουν επιλεγεί έτσι ώστε να

µην υπάρχει κάποιος περιορισµός διάταξης που να διαχωρίζει τις συνιστώσες. Το

δεύτερο παράδειγµα είναι το σύνολο δεδοµένων Old Faithful το οποίο έχει αναλυ-

ϑεί από τον Stephens (1997a) αλλά και από τους Dellaportas and Papageorgiou
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Σχήµα 5.4: Αναδιατεταγµένες τιµές των (α) µ1j και (ϐ) µ2j, j = 1, . . . , k, σύµφωνα

µε τον αλγόριθµο ECR και (γ) διάγραµµα διασποράς των διδιάστατων παρατηρήσεων

µαζί µε τις αντίστοιχες εκτιµήσεις των συναρτήσεων πυκνότητας. Πάνω: Προσο-

µοιωµένο σύνολο δεδοµένων από την µείξη του Πίνακα 5.4 (k = 4). Κάτω: Σύνολο

δεδοµένων του ηφαιστείου Old Faithful (k = 3).

(2005). Πρόκειται για 272 διδιάστατες παρατηρήσεις (xt, yt) που σχετίζονται µε τη

δράση του ηφαιστείου Old Faithful στο Yellowstone National Park του Wyoming

στις ΗΠΑ. Τα δεδοµένα καταγράφουν τα εξής χαρακτηριστικά : το xt είναι η διάρ-

κεια της t-οστής έκρηξης του ηφαιστείου, ενώ το yt είναι ο χρόνος αναµονής µέχρι

την έκρηξη t + 1. Σύµφωνα µε τους Dellaportas and Papageorgiou (2005) ο πιο

πιθανός αριθµός συνιστωσών ισούται µε k = 3.

Στο Σχήµα 5.4(γ) ϕαίνονται τα διαγράµµατα διασποράς των δύο συνόλων δεδο-

µένων. Παρατηρούµε ότι στα προσοµοιωµένα δεδοµένα δεν ϕαίνονται ξεκάθαρα τέσ-

σερεις διαφορετικές συνιστώσες, συνεπώς η διαδικασία εκτίµησης των παραµέτρων

αποτελεί µία προκλητική περίπτωση. Στο ίδιο σχήµα παρατίθενται οι εκτιµήσεις

των πυκνοτήτων που προκύπτουν αναδιατάσσοντας τα προσοµοιωµένα δείγµατα µε-

γέθους 10000 και 30000 (µετά την περίοδο burn­in), αντίστοιχα, µε τον Αλγόριθµο

ECR. Επί πλέον, οι αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων των συνιστωσών ϕαίνονται στα

Σχήµατα 5.4(α) και 5.4(ϐ). Παρατηρούµε ότι τα δείγµατα έχουν επιτυχώς αναδια-

ταχθεί. Οι αντίστοιχες εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών των παραµέτρων

παρουσιάζονται στους Πίνακες 5.4 και 5.5.

Για τα προσοµοιωµένα δεδοµένα οι εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών
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παράµετρος D&P ECR τυπ. σφάλµα

p (.572, .340, .087) (.590, .351, .059) (.0052, .0004, .0052)

µ
(4.34, 80.34)
(2.02, 54.48)
(3.44, 70.19)

(4.33, 80.33)
(2.04, 54.63)
(3.53, 71.33)

(.0019, .0129)
(.0006, .0080)
(.0198, .3182)

Σ

(
0.14 0.47
0.47 32.86

) (
0.15 0.63
0.63 32.46

) (
.0010 .0073
.0073 .1368

)

(
0.06 0.32
0.32 34.58

) (
0.09 0.66
0.66 38.55

) (
.0003 .0023
.0023 .0488

)

(
0.29 3.32
3.32 85.98

) (
0.30 1.75
1.75 82.07

) (
.0820 .7422
.7422 16.66

)

Πίνακας 5.5: Σύνολο δεδοµένων Old Faithful: Εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων

τιµών των παραµέτρων σύµφωνα µε τους Dellaportas and Papageorgiou (2005) και

σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR, µαζί µε τα εκτιµηθέντα τυπικά σφάλµατα (30000
επαναλήψεις µετά το burn­in των πρώτων 20000).

είναι αρκετά κοντά στις πραγµατικές τιµές που χρησιµοποιήθηκαν· δες Πίνακα 5.4.

Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι ένας περιορισµός στους µέσους των συνιστωσών ϑα

αποτύγχανε να αποµονώσει τις συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής,

κάτι το οποίο ϕαίνεται από την πρώτη γραµµή του Σχήµατος 5.4(α,β). Το ίδιο ισχύει

τόσο για τις διασπορές όσο και για τις συνδιασπορές. Επί πλέον, η περιοχή υψηλής

εκ των υστέρων πυκνότητας για τα ϐάρη των συνιστωσών ϐρίσκεται εκεί όπου όλα τα

ϐάρη είναι σχεδόν ίσα µεταξύ τους, συνεπώς ούτε ένας περιορισµός στα ϐάρη ϑα ήταν

κατάλληλος για την αντιµετώπιση του ϕαινοµένου label switching. ΄Οπως ϐλέπουµε

στον Πίνακα 5.4, τα αποτελέσµατά µας συµφωνούν απολύτως µε τα αντίστοιχα του

αλγορίθµου KL του Stephens, ο οποίος αποτελεί και την µόνη εναλλακτική λύση για

την αντιµετώπιση του ϕαινοµένου label switching στην προκειµένη περίπτωση. Παρ΄

όλ΄ αυτά, για άλλη µια ϕορά ϐλέπουµε την ανωτερότητα της προτεινόµενης µεθόδου

έναντι αυτής του Stephens, καθώς ο εκτιµηθείς µέσος απαιτούµενος χρόνος CPU

για την ολοκλήρωση των αναδιατάξεων είναι σαφώς µικρότερος υπό την µέθοδό µας

(0.45 έναντι 16.31 δευτερολέπτων, αντίστοιχα).

Για το σύνολο δεδοµένων Old Faithful οι εκτιµήσεις µας ϐρίσκονται σε συµφω-

νία µε αυτές που αναφέρθηκαν από τους Dellaportas and Papageorgiou (2005), οι

οποίοι αναδιέταξαν το δείγµα από την εκ των υστέρων κατανοµή σύµφωνα µε τον

περιορισµό

µ
(i)
11 < µ

(i)
12 < µ

(i)
13 , i = 1, . . . ,M

(δες Πίνακα 5.5). Αυτό συµβαίνει εδώ διότι οι προσοµοιωµένες τιµές αυτής της

παραµέτρου ϐρίσκονται σε συµµετρικές περιοχές οι οποίες είναι αρκετά µακριά

µεταξύ τους, όπως ϕαίνεται και από τη δεύτερη σειρά του Σχήµατος 5.4. Βεβαίως,

όπως είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, τέτοιοι περιορισµοί διάκρισης δύνανται
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Σχήµα 5.5: Εκτιµηθείσες ευθείες παλινδρόµησης µε k = 2 συνιστώσες µαζί µε

την εκτιµηθείσα κατάταξη κάθε παρατήρησης, αναδιατάσσοντας το προσοµοιωµένο

δείγµα ϐάσει του αλγορίθµου ECR. (α) Σύνολο δεδοµένων NO. (ϐ) Σύνολο δεδοµένων

CO2.

γενικά να αποδειχθούν αρκετά αναποτελεσµατικοί.

5.2.4 Μείξεις πολυµεταβλητών παλινδροµήσεων

Σε αυτήν την ενότητα εφαρµόζουµε τον Αλγόριθµο ECR στα παραδείγµατα που πα-

ϱουσιάσαµε στην Ενότητα 2.7.1. Σηµειώνεται ότι ο αλγόριθµος εφαρµόστηκε στα

ίδια προσοµοιωµένα δείγµατα των παραµέτρων για κάθε παράδειγµα µε αυτά που

παρουσιαστήκαν στην Ενότητα 2.7.1.

Για τα σύνολα δεδοµένων NO και CO2 η αναδιάταξη του προσοµοιωµένου δείγ-

µατος σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR καταλήγει στα ίδια αποτελέσµατα µε αυτά

που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 2.7.1. Το αποτέλεσµα αυτό είναι αναµενόµενο,

καθώς οι συµµετρικές περιοχές είναι αρκετά µακριά µεταξύ τους και κατά συνέπεια

ο περιορισµός διάταξης είναι επιτυχής. Βέβαια το προτέρηµα που έχει η µέθο-

δός µας έναντι των περιορισµών είναι ότι δεν χρειάζεται να ψάξουµε την ακολουθία

των προσοµοιωµένων τιµών από τον δειγµατολήπτη ώστε να ανακαλύψουµε κάποια

κατάλληλη σχέση διάταξης µεταξύ των παραµέτρων. Οι εκτιµηθείσες ευθείες πα-

λινδρόµησης που αποτελούν την µείξη απεικονίζονται στο Σχήµα 5.5 µαζί µε την

εκτιµηθείσα κατάταξη κάθε παρατήρησης σε µία από τις δύο συνιστώσες.

Για το παράδειγµα των πολυµεταβλητών παλινδροµήσεων είδαµε ότι δεν υπάρχει

κάποιος περιορισµός που να ταυτοποιεί επιτυχώς τις συµµετρικές περιοχές. Πιο

συγκεκριµένα, η αναδιάταξη ϐάσει του περιορισµού στα ϐάρη δίνει µια πολύ κακή

εκτίµηση των µείξεων παλινδροµήσεων. Η αναδιάταξη όµως του προσοµοιωµένου
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Σχήµα 5.6: Η εκτιµηθείσα µείξη παλινδροµήσεων µαζί µε την εκτιµηθείσα κατάταξη

κάθε παρατήρησης, αναδιατάσσοντας το προσοµοιωµένο δείγµα ϐάσει του αλγορίθ-

µου ECR. Οι διακεκοµµένες γραµµές αποτελούν τις πραγµατικές ευθείες παλινδρο-

µήσεων που αποτελούν την µείξη.

δείγµατος ϐάσει του Αλγορίθµου ECR καταλήγει στις εκτιµήσεις

β̂1 =

(
−2.70 −2.11
1.58 0.84

)
Σ̂1 =

(
1.13 0.18
0.18 1.85

)
p̂1 = 0.220

β̂2 =

(
1.01 0.07
0.26 −0.95

)
Σ̂2 =

(
2.66 1.30
1.30 2.50

)
p̂2 = 0.333

β̂3 =

(
0.74 −2.21
2.30 −0.77

)
Σ̂3 =

(
2.02 −0.12
−0.12 2.08

)
p̂3 = 0.448.

Η αντίστοιχη εκτιµηθείσα µείξη παλινδροµήσεων απεικονίζεται στο Σχήµα 5.6.

Βλέπουµε ότι αυτή προσαρµόζεται πολύ καλά στα δεδοµένα, κάτι που ισχυροποιεί-

ται περαιτέρω και από την σύγκριση µε τις πραγµατικές ευθείες παλινδρόµησης

(διακεκοµµένες γραµµές). Στο ίδιο σχήµα καταγράφονται και οι εκτιµηθείσες εκ

των υστέρων κατατάξεις των παρατηρήσεων στις συνιστώσες, ϐάσει του αλγορίθµου

ECR. Οι εκτιµήσεις αυτές αντιστοιχούν στις µέγιστες εκ των υστέρων πιθανότητες των

(αναδιατεταγµένων) κατατάξεων για κάθε µία παρατήρηση, δηλαδή στις :

ẑi = argmaxj∈{1,...,k}P̂ (zi = j|y,x), i = 1, . . . , n.
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Σχήµα 5.7: Η ακολουθία των αναδιατεταγµένων τιµών των παραµέτρων µέσω του

αλγορίθµου ECR για το παράδειγµα µείξης τριών πολυµεταβλητών παλινδροµήσεων.

Συγκρίνοντας τις εκτιµηθείσες κατατάξεις µε τις αντίστοιχες πραγµατικές (Σχήµα

2.14) ϐλέπουµε ότι συµφωνούν αρκετά. Πιο συγκεκριµένα, ο αριθµός των παρατη-

ϱήσεων που έχουν την σωστή κατάταξη ισούται µε 68 (από τις 80). Οι αντίστοιχες

αναδιατεταγµένες τιµές των παραµέτρων παρατίθενται στο Σχήµα 5.7.

5.2.5 Εφαρµογή σε έναν µη διευρυµένο αλγόριθµο

΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 2.5.2, είναι δυνατόν να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους

µιας µείξης κατανοµών χρησιµοποιώντας έναν µη διευρυµένο αλγόριθµο όπως είναι

ο αλγόριθµος Metropolis–Hastings. Η µέθοδός µας ϐασίζεται σε αναδιατάξεις στον

χώρο των διανυσµάτων κατάταξης οπότε είναι λογικό να αναρωτηθεί κανείς για τη δυ-

νατότητα εφαρµογής της σε τέτοιου είδους δείγµατα. Σε αυτό το παράδειγµα λοιπόν,

ασχολούµαστε µε την εφαρµογή της προτεινόµενης µεθόδου για την αναδιάταξη ενός

προσοµοιωµένου δείγµατος από την εκ των υστέρων κατανοµή ενός µοντέλου µείξης

στην περίπτωση όπου αυτό έχει προκύψει χωρίς την προσοµοίωση των εικονικών

µεταβλητών κατάταξης.

Γενικά, η διαδικασία προσοµοίωσης των µεταβλητών κατάταξης µπορεί να γίνει

µετά το πέρας των προσοµοιώσεων των (p, θ)(t), t = 1, . . . ,M . Πράγµατι, αν το z(t)

προσοµοιώνεται δοθέντων των (p, θ)(t), τότε το διευρυµένο δείγµα (z,p, θ)(t), t =

1, . . . ,M , έχει ως στόχο πάλι την εκ των υστέρων κατανοµή f(z,p, θ|x). Ακολούθως,

ο αλγόριθµος ECR µπορεί να εφαρµοστεί στο επαυξηµένο δείγµα όπως και πριν.
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Μέθοδος MCMC θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 p1 p2 p3 p4 p5

Metropolis ­ Hastings 1.17 6.31 8.43 13.66 22.65 .216 .222 .077 .303 .182

Gibbs Sampler 1.17 6.26 8.95 13.58 22.59 .216 .223 .076 .298 .186

Πίνακας 5.6: Εργοδικοί µέσοι των δύο αναδιατεταγµένων δειγµάτων από την εκ των

υστέρων κατανοµή µέσω του δειγµατολήπτη Gibbs και του επαυξηµένου αλγορίθµου

MH σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR για τα προσοµοιωµένα δεδοµένα από τη µείξη

Poisson της Ενότητας 5.2.5.

Για τον σκοπό αυτό λοιπόν, ϑεωρήσαµε ένα προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων

n = 250 παρατηρήσεων µία µείξη πέντε κατανοµών Poisson,

0.2P(1) + 0.2P(6) + 0.2P(10) + 0.2P(14) + 0.2P(22).

Εδώ οι παράµετροι του µοντέλου είναι τα ϐάρη των συνιστωσών p = (p1, p2, p3, p4, p5)

και οι µέσες τιµές των κατανοµών θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5). Εκ των προτέρων υποθέτου-

µε ότι p ∼ D(1, 1, 1, 1; 1) και ότι θj ∼ G(0.9, 0.1), ανεξάρτητα για j = 1, . . . , 5. Α-

κολούθως, αναπαραµετροποιούµε το µοντέλο σύµφωνα µε την διαδικασία που περι-

γράφεται στους Marin et al. (2005) και εκτελούµε σε αυτό τον αλγόριθµο Metropolis–

Hastings. Σύµφωνα µε αυτούς, ϑέτουµε

pj =
wj∑k
ℓ=1wℓ

, wj > 0,

και έτσι ο αλγόριθµος Metropolis­Hastings ανανεώνει ταwj, j = 1, . . . , k επιλύοντας,

το πρόβληµα του περιορισµού των ϐαρών. Στο ϐήµα t, t = 1, 2, . . ., χρησιµοποιούνται

οι κατανοµές πρότασης

λ̃j ∼ LN (log λ
(t−1)
j , 1) w̃j ∼ LN (logw

(t−1)
j , 1).

Ο αλγόριθµος εκτελέστηκε για 100000 επαναλήψεις µετά την διαγραφή των πρώτων

20000 τιµών ως περίοδο burn­in. Μετά το πέρας των προσοµοιώσεων, παράγουµε τις

τιµές των εικονικών µεταβλητών κατάταξης z χρησιµοποιώντας την πλήρη δεσµευµέ-

νη κατανοµή τους και το διευρυµένο δείγµα αναδιατάσσεται ϐάσει του Αλγορίθµου

ECR. Οι εκτιµήσεις των εκ των υστέρων µέσων τιµών προκύπτουν υπολογίζοντας

τους εργοδικούς µέσους του αναδιατεταγµένου δείγµατος (δες Πίνακα 5.6). Για

λόγους σύγκρισης παραθέτουµε και τις αντίστοιχες εκτιµήσεις που προκύπτουν α-

ναδιατάσσοντας ένα (εξ ορισµού διευρυµένο) δείγµα που προσοµοιώθηκε µέσω του

δειγµατολήπτη Gibbs.

Είναι σαφές ότι οι προκύπτουσες εκτιµήσεις συµφωνούν µεταξύ τους. Αυτό υ-

ποστηρίζεται περαιτέρω από το Σχήµα 5.8(γ) όπου ϕαίνεται ότι οι δύο εκτιµήσεις
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Σχήµα 5.8: Αναδιατεταγµένα δείγµατα των θj, j = 1, . . . , 5, τα οποία προσοµοιώ-

ϑηκαν ϐάσει του διευρυµένου αλγορίθµου MH (α) και του δειγµατολήπτη Gibbs

(ϐ) σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR. (γ) Το ιστόγραµµα των δεδοµένων µαζί µε

την πραγµατική συνάρτηση µάζας πιθανότητας (κόκκινη γραµµή) και οι εκτιµήσεις

αυτής ϐάσει του Αλγορίθµου ECR, στο αναδιατεταγµένο δείγµα του διευρυµένου

αλγορίθµου MH (πράσινη γραµµή) και του δειγµατολήπτη Gibbs (µπλέ γραµµή).

της συνάρτησης µάζας πιθανότητας σχεδόν συµπίπτουν, ενώ ταυτόχρονα ϐρίσκονται

αρκετά κοντά στην πραγµατική συνάρτηση µάζας πιθανότητας. Στον Πίνακα 5.6

παρατίθενται και οι αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων των συνιστωσών, σύµφωνα µε

τους δύο διαφορετικούς αλγόριθµους προσοµοίωσης. Παρατηρούµε στα Σχήµατα

5.8(α) και 5.8(ϐ) ότι οι αναδιατεταγµένες τιµές του θ3 (αντιστοιχεί στο µωβ χρώµα)

έχουν σαφώς µεγαλύτερη διασπορά από τις υπόλοιπες. Αυτό συµβαίνει διότι ο αριθ-

µος των παρατηρήσεων που είναι κατεταγµένες σε αυτήν την συνιστώσα είναι συχνά

πολύ µικρός σε σχέση µε τις υπόλοιπες οπότε η εκ των υστέρων διασπορά αυτής

είναι αισθητά µεγαλύτερη. Πράγµατι, η εκ των υστέρων διασπορά της συγκεκριµέ-

νης παραµέτρου εκτιµήθηκε περίπου είκοσι ϕορές µεγαλύτερη από την αντίστοιχη

των άλλων συνιστωσών. ΄Ισως εδώ να έχουµε µία ένδειξη ότι το µοντέλο πέντε συνι-

στωσών να είναι υπερπαραµετροποιηµένο για τα συγκεκριµένα δεδοµένα, και ένα

µοντέλο µε λιγότερες συνιστώσες ενδέχεται να προσαρµόζεται καλύτερα (παρ΄ ό,τι η

πραγµατική κατανοµή έχει πέντε συνιστώσες).

5.3 Εφαρµογές σε Hidden Markov Models

5.3.1 Εισαγωγή

Τα Hidden Markov Models (ΗΜΜ) αποτελούν γενίκευση των κλασσικών µοντέλων

µείξεων κατανοµών. Είδαµε ότι σε ένα κλασσικό µοντέλο µείξης υποτίθεται ανεξαρ-

τησία των παρατηρήσεων. Σε πάρα πολλές εφαρµογές η συγκεκριµένη υπόθεση δεν

ισχύει λόγω της ϕύσης του προβλήµατος. Η διαφορά των ΗΜΜ µε τα κλασσικά µο-
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ντέλα µείξεων έγκειται στο ότι τώρα οι παρατηρήσεις ϑεωρούνται εξαρτηµένες µεταξύ

τους. Ειδικότερα, υποθέτουµε ότι οι εικονικές µεταβλητές κατάταξης αποτελούν µία

µαρκοβιανή διαδικασία. Η συγκεκριµένη υπόθεση, µαζί µε το γεγονός ότι οι εικονι-

κές µεταβλητές δεν είναι παρατηρήσιµες δικαιολογεί και την ονοµασία των µοντέλων

αυτών.

΄Ενα τυπικό ΗΜΜ αποτελείται από µια διδιάστατη διαδικασία (zt, yt)t∈N, όπου η

(zt)t∈N είναι µία µη παρατηρήσιµη οµογενής µαρκοβιανή αλυσίδα σε χώρο k ≥ 2

καταστάσεων. ∆οθείσης της (zt)t∈N, ϑεωρούµε ότι τα (yt)t∈N αποτελούν µία πραγ-

µατοποίηση µιας ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών οι οποίες µπορεί να είναι είτε

ανεξάρτητες είτε όχι. Τα ΗΜΜ παρέχουν την κατάλληλη µεθοδολογία για την µοντε-

λοποίηση ετερογενών δεδοµένων από ένα ευρύ ϕάσµα εφαρµογών, που δεν ισχύει

η υπόθεση ανεξαρτησίας των παρατηρήσεων. ΄Εχουν αποδειχθεί πολύ χρήσιµα σε

αρκετούς τοµείς όπως είναι η Οικονοµία, Τηλεπικοινωνίες, Γενετική, Μετεωρολογία,

Ανάλυση Ψηφιακών εικόνων, Ψυχολογία κ.α. Ο αναγνώστης παραπέµπεται στους

MacDonald and Zucchini (1997) και στους Cappé et al. (2004).

Οι πρώτες εφαρµογές Μπεϋζιανής Συµπερασµατολογίας σε ΗΜΜ µε γνωστό α-

ϱιθµό καταστάσεων αναπτύχθηκαν από τους Albert and Chib (1993), Robert et

al. (1993) και Chib (1996). Αργότερα, το πρόβληµα αντιµετωπίστηκε στο γενικότερο

πλαίσιο αγνώστου αριθµού καταστάσεων µε πιο σηµαντικές εργασίες αυτές των Ro­

bert et al. (2001) και Green and Richardson (2002). Ανεξαρτήτως αν το k ϑεωρείται

γνωστό ή όχι, υπάρχει ένα κοινό πρόβληµα στην συµπερασµατολογία στην περίπτω-

ση όπου η εκ των πληροφορία δεν διακρίνει τις καταστάσεις µεταξύ τους : ΄Οπως

και στα κλασσικά µοντέλα µείξεων, η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων

παρουσιάζει ένα πολλαπλάσιο k! συµµετρικών κορυφών, όπου το k είναι ο αριθµός

των καταστάσεων της µη παρατηρήσιµης µαρκοβιανής διαδικασίας. Εποµένως, η

διαδικασία εκτίµησης των παραµέτρων ενός ΗΜΜ µέσω της τυπικής διαδικασίας

των εργοδικών µέσων ενός προσοµοιωµένου δείγµατος MCMC δεν οδηγεί σε σωστές

εκτιµήσεις, ως συνέπεια του ϕαινοµένου label switching.

Οι υπάρχουσες µέθοδοι για την αντιµετώπιση του ϕαινοµένου label switching

στα ΗΜΜ έχουν να κάνουν στην συντριπτική τους πλειοψηφία µε την χρήση εικο-

νικών περιορισµών. Οι Robert et al. (2001) εφάρµοσαν στο προσοµοιωµένο δείγµα

τη µέθοδο απόρριψης ϐάσει της οποίας απορρίπτονται όλες οι προτεινόµενες παρα-

µετρικές τιµές αν δεν ικανοποιούν έναν προεπιλεγµένο περιορισµό. Οι Green and

Richardson (2002) πρότειναν την χρήση της µεθόδου partial reordering έτσι ώστε

να εξασφαλίζουν ότι ϑα προτείνονται πάντα τιµές που ικανοποιούν τον προεπιλεγ-



5.3. Εφαρµογές σε Hidden Markov Models 129

µένο περιορισµό, αποφεύγοντας έτσι τις απορρίψεις τιµών. Η Frühwirth­Schnatter

(2001) αντιµετώπισε το ϕαινόµενο label switching µέσω του δειγµατολήπτη περιορι-

σµένης µετάθεσης, αφού πρώτα είχε προσοµοιώσει ένα δείγµα µε τον δειγµατολήπτη

τυχαίας µετάθεσης (δες Ενότητα 2.6.1). Πρόσφατα, ο Spezia (2009) σύγκρινε όλες

τις προαναφερθείσες µεθόδους στην περίπτωση αγνώστου αριθµού καταστάσεων της

αλυσίδας. Το συµπέρασµα ήταν ότι όλες οι µέθοδοι δουλεύουν καλά στην περί-

πτωση όπου οι συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής είναι «επαρκώς

µακριά» µεταξύ τους. Παρ΄ όλ΄ αυτά ϑα δούµε ότι κάτι τέτοιο δεν ισχύει πάντα.

Αρχικά ϑα διαπιστώστουµε ότι ο Αλγόριθµος ECR για την αντιµετώπιση του ϕαι-

νοµένου label switching µπορεί να εφαρµοστεί και στο πλαίσιο των ΗΜΜ. Τόσο οι

ϑεωρητικές ιδιότητες του αλγορίθµου όσο και η πρακτική υλοποίησή του παραµέ-

νουν ίδιες. Χρησιµοποιώντας αρκετά παραδείγµατα δείχνουµε ότι το ϕαινόµενο label

switching µπορεί να λυθεί επιτυχώς στα ΗΜΜ µε µικρό υπολογιστικό κόστος. Η µέ-

ϑοδός µας αποδίδει εξ ίσου καλά ακόµα και στην περίπτωση όπου η εκ των υστέρων

κατανοµή παρουσιάζει αρκετές γνήσιες κορυφές ή όταν δεν υπάρχει ένας περιο-

ϱισµός που να αποµονώνει επαρκώς τις συµµετρικές περιοχές. Τα αποτελέσµατα

συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα που προκύπτουν αναδιατάσσοντας το προσοµοιωµένο

δείγµα σύµφωνα µε κάποιον εικονικό περιορισµό διάταξης που όπως αναφέρθηκε

είναι η πιο διαδεδοµένη διαδίκασια αντιµετώπισης του ϕαινοµένου label switching

ως τώρα. Οι εφαρµογές που ϑα παρουσιαστούν καλύπτουν διάφορους τοµείς όπως

η Οικονοµία, Μετεωρολογία και Βιολογία.

5.3.2 Συµβολισµοί και το µπεϋζιανό µοντέλο

΄Εστω y = (y1, . . . , yn) µία ακολουθία µονοδιάστατων ή πολυδιάστατων παρατηρή-

σεων που παίρνουν τιµές στο διακριτό ή συνεχή χώρο Y. Εκτός των y, ενδέχεται

να παρατηρούµε και άλλη µία ακολουθία x = (x1, . . . , xn) µονοδιάστατων ή πολυ-

διάστατων συµµεταβλητών. Υποθέτουµε ότι η κατανοµή του y εξαρτάται από µία

ακολουθία z = (z1, . . . , zn) εικονικών (µη παρατηρήσιµων) µεταβλητών µε τιµές

στο πεπερασµένο σύνολο {1, . . . , k}, όπου το k ≥ 2 είναι µια γνωστή σταθερά. Οι

µεταβλητές zt, t = 1, . . . , n, αποτελούν µία οµογενή µαρκοβιανή αλυσίδα µε k κα-

ταστάσεις. Συµβολίζουµε µε P = (pij), i, j = 1, . . . , k, τον πίνακα µετάβασης της

αλυσίδας, δηλαδή

pij := P (zt = j|zt−1 = i).

Η ονοµασία των hidden Markov models δικαιολογείται από το γεγονός ότι η µαρ-

κοβιανή διαδικασία (zt)t=1,...,n είναι µη παρατηρήσιµη. Ας σηµειωθεί εδώ ότι αν τα
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Ϲευγάρια (z1, y1), . . . , (zn, yn) ήταν ανεξάρτητα και δεν υπήρχαν συµµεταβλητές x

τότε το µοντέλο καταλήγει σε µία κλασσική µείξη κατανοµών. Υπό αυτήν την έννοια,

τα ΗΜΜ ϑεωρούνται γενίκευση των µοντέλων µείξεων.

∆οθεισών των εικονικών µεταβλητών zt, t = 1, . . . , n, και παραµέτρων θ =

(θ1, . . . , θk) οι οποίες αντιστοιχούν σε όλες τις πιθανές καταστάσεις, η δεσµευµένη

πυκνότητα του y γράφεται ως

f(y1, . . . , yn|y1−s:0, z,x, θ) =
n∏

t=1

f(yt|yt−s:t−1, xt, zt, θzt
).

Εδώ χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό yt−s:t−1 = (yt−s, . . . , yt−1). Η περίπτωση s = 0

καταλήγει σε δεσµευµένη ανεξαρτησία των παρατηρήσεων. ΄Οταν όµως s > 0, το

µοντέλο ορίζεται δεσµεύοντας στις πρώτες s παρατηρήσεις, όπου για χάριν ευκολίας

συµβολίζονται µε y1−s, . . . , y0. Επιπροσθέτως υποθέτουµε ότι η f(yt|·) ανήκει σε µια

παραµετρική οικογένεια κατανοµών στο χώρο Y ως προς κάποιο κατάλληλο µέτρο.

Θεωρώντας ότι η µη παρατηρήσιµη µαρκοβιανή αλυσίδα (zt) ϐρίσκεται σε στασι-

µότητα, η από κοινού κατανοµή των πλήρων δεδοµένων είναι η

f(z,y|P ,x, θ) = πz1f(y1|yt−s:t−1, x1, z1, θz1)
n∏

t=2

pzt−1,zt
f(yt|yt−s:t−1, xt, zt, θzt

),

(5.3)

όπου µε πz1 συµβολίζεται η στάσιµη πιθανότητα της κατάστασης z1, δηλαδή, το

z1-οστό στοιχείο του αριστερού ιδιοδιανύσµατος του πίνακα µετάβασης P το οποίο

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1. Η συνηθισµένη επιλογή της εκ των προτέρων κατανοµής

του πίνακα µετάβασης είναι ένα γινόµενο κατανοµών Dirichlet. Πιο συγκεκριµένα,

υποτίθεται ότι οι γραµµές του P είναι ανεξάρτητες µε

pi ≡ (pi1, . . . , pik) ∼ D(ai1, . . . , aik), i = 1, . . . , k,

όπου aii ≡ ap, i = 1, . . . , k, και aij ≡ aq, ∀i, j ∈ {1, . . . , k; i 6= j} και ap και

aq είναι προκαθορισµένοι ϑετικοί αριθµοί. Τότε η εκ των προτέρων κατανοµή του

πίνακα µετάβασης είναι αναλλοίωτη ως προς τις µεταθέσεις των δεικτών των κατα-

στάσεων. Οι Robert et al. (1993, 2000) και Spezia (2009) ϑεωρούν ap = aq = 1 ώστε

η κατανοµή να είναι µη πληροφοριακή, ενώ η Frühwirth­Schnatter (2001) ϑέτει

ap = 2 και aq = 1/(k − 1) ώστε να εκφράσει την εκ των προτέρων πεποίθηση ότι

η πιθανότητα παραµονής σε κάθε κατάσταση είναι µεγαλύτερη από την πιθανότητα

µετάβασης σε κάποια άλλη. Υπό αυτές τις υποθέσεις, η εκ των προτέρων κατανοµή

του πίνακα µετάβασης είναι συζυγής της δεσµευµένης εκ των υστέρων κατανοµής
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και έτσι προκύπτει η πλήρης δεσµευµένη εκ των υστέρων κατανοµή

pi|z ∼ D(aii + ni1, . . . , aik + nik), i = 1, . . . , k, (5.4)

µε nij =
∑n

t=2 I(zt−1 = i, zt = j) να δηλώνει τον αριθµό µεταβάσεων από την

κατάσταση i στην j.

Η µοναδική εκ των προτέρων κατανοµή που εξαρτάται από τον ορισµό του εκά-

στοτε µοντέλου είναι αυτή των παραµέτρων των καταστάσεων θ. Σύµφωνα µε τους

Diebolt and Robert (1994), δεν είναι δυνατόν να είµαστε τελειώς µη πληροφοριακοί

για το θ, διότι καταχρηστικές εκ των προτέρων κατανοµές στο θ καταλήγουν σε κα-

ταχρηστικές εκ των υστέρων κατανοµές. Συνήθως λοιπόν τα θ1, . . . , θk υποτίθενται εκ

των προτέρων ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές από κάποια κατανοµή

π(θ|φ) = π(θ1|φ) . . . π(θk|φ), (5.5)

όπου φ είναι µία υπερπαράµετρος κοινή για όλες τις καταστάσεις και αυτή µε τη

σειρά της µπορεί να είναι είτε γνωστή είτε τυχαία µεταβλητή. Σε πολλές περιπτώσεις

η εκ των προτέρων κατανοµή π(θ|φ) επιλέγεται συζυγής της πλήρους πιθανοφάνειας.

Τότε είναι διαθέσιµες οι πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές των θi, οπότε η προσοµοίω-

ση από την κατανοµή–στόχο γίνεται µέσω του δειγµατολήπτη Gibbs. Παρ΄ όλ΄ αυτά,

κάτι τέτοιο µπορεί να µην ισχύει πάντα, οπότε απαιτούνται πιο εξειδικευµένες µέθο-

δοι, όπως ο slice sampler των Damien et al. (1999). Τέλος, τονίζουµε το γεγονός ότι

δεν υποθέτουµε κάποια εκ των προτέρων διάταξη των παραµέτρων του µοντέλου και

έτσι η εκ των προτέρων κατανοµή είναι επίσης αναλλοίωτη ως προς τις µεταθέσεις

των δεικτών των καταστάσεων.

Ο αλγόριθµος MCMC ολοκληρώνεται µε την ανανέωση των µεταβλητών (z1, . . . , zn).

Μία ϐασική διαφορά µε το κλασσικό µοντέλο µείξεων κατανοµών είναι ότι στα ΗΜΜ

δεν είναι άµεση η χρήση της τεχνικής διεύρυνσης των δεδοµένων (Tanner and Wong,

1987), δηλαδή η προσοµοίωση από τις κατανοµές

zt|y, zt−1, . . . , z1, θ,P ,

διότι η πολυπλοκότητα αυτών αυξάνεται µε το t. Οι Robert et al. (1993) χρησιµο-

ποιούν στη ϑέση αυτής την πλήρη δεσµευµένη κατανοµή κάθε µιας µεταβλητής και

χρησιµοποιούν τον δειγµατολήπτη Gibbs. Αργότερα, ο Chib (1996) πρότεινε την

ταυτόχρονη ανανέωση της ακολουθίας των εικονικών µεταβλητών µέσω της τεχνικής

‘‘forward filtering­backward sampling’’. Εµείς ϑα ακολουθήσουµε την µέθοδο των

Robert et al. (1993) και κάθε εικονική µεταβλητή ϑα προσοµοιώνεται από την πλήρη
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δεσµευµένη κατανοµή

P (zt = i| . . .) ∝ pzt−1,if(yt|θi)pi,zt+1.

Στην παραπάνω έκφραση, για t = 1 ο πρώτος όρος αντικαθίσταται µε την εκ των

υστέρων στάσιµη πιθανότητα πi (δηλαδή την i-συντεταγµένη του αριστερού ιδιοδια-

νύσµατος του πίνακα µετάβασης P ), ενώ για t = n ο τελευταίος όρος αντικαθίσταται

µε τη µονάδα.

5.3.3 Το ϕαινόµενο label switching στα HMM

΄Εστω Tk το σύνολο µεταθέσεων των καταστάσεων {1, . . . , k}. Για κάποια µετάθεση

τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk ϑεωρούµε την αντίστοιχη µετάθεση του παραµετρικού διανύ-

σµατος τ(P , θ), όπου τθ = (θt1 , . . . , θtk) και τP = (pti,tj ). ΄Οπως στα κλασσικά

µοντέλα µείξης έτσι και στα ΗΜΜ, η πιθανοφάνεια

L(P , θ|y,x) =
∑

z∈Z

f(z,y|P ,x, θ)

=
∑

z∈Z

πz1f(y1|yt−s:t−1, x1, z1, θz1)

n∏

t=2

pzt−1,zt
f(yt|yt−s:t−1, xt, zt, θzt

)

(5.6)

είναι αναλλοίωτη ως προς τους δείκτες των καταστάσεων καθώς έχουµε L(P , θ|y,x) =

L(τ(P , θ)|y,x), ∀τ ∈ Tk. Συνεπώς, αν η εκ των προτέρων κατανοµή είναι επίσης

συµµετρική ως προς τις µεταθέσεις των δεικτών των συνιστωσών, έχουµε ότι και η

εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων ϑα είναι συµµετρική, καθώς ϑα είναι α-

νάλογη µε το γινόµενο µιας συµµετρικής πιθανοφάνειας µε την συµµετρική εκ των

προτέρων κατανοµή. Αυτό οδηγεί στο ότι οι παράµετροι του µοντέλου δεν είναι περι-

ϑωριακά διακριτές µεταξύ τους, καθώς οι αντίστοιχες περιθωριακές εκ των υστέρων

κατανοµές είναι ίδιες. Αυτή η ιδιότητα λοιπόν ϑα διατηρείται και σε αλγορίθµους

που προσοµοιώνουν ένα δείγµα από την εκ των υστέρων κατανοµή µε αποτέλεσµα να

µην µπορούµε να εκτιµήσουµε σωστά τις περιθωριακές κατανοµές. Για παράδειγµα,

οι εργοδικοί µέσοι ϑα προκύπτουν ίσοι µεταξύ τους και έτσι δεν ϑα καταλήγουν σε

λογικές εκτιµήσεις των αντίστοιχων εκ των υστέρων µέσων τιµών.

΄Οπως αναφέραµε, η πλειοψηφία της ϐιβλιογραφίας στα ΗΜΜ ϐασίζεται σε µεθό-

δους όπου αποτρέπουν το ϕαινόµενο label switching και αυτό συνήθως κάνει πολύ

αργή την σύγκλιση στην εκ των υστέρων κατανοµή. Ταυτόχρονα αυτές οι µέθοδοι

ϐασίζονται στην χρήση εικονικών περιορισµών διάταξης των παραµέτρων που συχνά
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δεν είναι ικανοί να αποµονώσουν τις συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κα-

τανοµής, παρά µόνον σε πολύ απλές περιπτώσεις. Επί πλέον, όπως ήδη είδαµε,

όταν υπάρχουν περισσότερες από µία γνήσιες κορυφές στην εκ των υστέρων κατανο-

µή, τότε ένας περιορισµός διάκρισης αγνοεί τις µικρότερες κορυφές. Παρ΄ ό,τι είναι

διαθέσιµες εκλεπτυσµένες µέθοδοι για την αντιµετώπιση του ϕαινοµένου label swi­

tching, όπως ο αλγόριθµος του Stephens (2000a) ή η αναδιάταξη µέσω συναρτήσεων

Ϲηµίας των Celeux et al. (2000), το µεγάλο υπολογιστικό κόστος αυτών των µεθόδων

κάνει σχεδόν απαγορευτική την χρήση τους. Αυτό υποστηρίζεται περαιτέρω και από

το γεγονός ότι δεν έχουν εφαρµοστεί ποτέ σε ΗΜΜ.

Πριν προχωρήσουµε στις εφαρµογές, ϑα πρέπει να επαληθεύσουµε τις ιδιότητες

της Ενότητας 4.2 ώστε να εξασφαλιστούν τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα του προηγού-

µενου κεφαλαίου. Αρχικά, ας παρατηρήσουµε ότι από την συζήτηση που προηγή-

ϑηκε, έχουµε η = ((p1, θ1), . . . , (pk, θk)) (υπενθυµίζουµε ότι εδώ το pi συµβολίζει την

i-γραµµή του πίνακα µετάβασης), συνεπώς H = (Pk × Θ)k, και εποµένως για κάθε

τ ∈ Tk εξασφαλίζεται η ισχύς της (4.2). Ακολούθως, οι εκ των προτέρων υποθέσεις

(5.4), (5.5) εξασφαλίζουν την ισχύ της ιδιότητας (4.3). Η σχέση (5.6) είναι η (4.5)

στην περίπτωση των ΗΜΜ. Τέλος, είναι εύκολο να δούµε ότι η απο κοινού συνάρ-

τηση πυκνότητας των πλήρων δεδοµένων έχει πράγµατι την ιδιότητα (4.4). Από την

(5.3), λαµβάνουµε διαδοχικά

f(y, τz|η) = f(y, τz|P , θ)

= πtz1

n∏

i=2

ptzi−1 tzi
f(yi|θtzi

)

= (τπ)z1

n∏

i=2

(τP )zi−1zi
f(yi|τθzi

)

= f(y, z|τ(P , θ))
= f(y, z|τη), ∀τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk.

5.3.4 Αυτοπαλίνδροµο Μοντέλο Μαρκοβιανών Εναλλαγών

Τα αυτοπαλίνδροµα µοντέλα µαρκοβιανών εναλλαγών (Markovian Switching Auto­

regressive (MSAR) models) εισήχθησαν από τους Shumway and Stoffer (1991). Θα

δούµε ότι σε ένα µπεϋζιανό πλαίσιο αποτελούν ένα τυπικό παράδειγµα εµφάνισης

του ϕαινοµένου label switching. Σε ένα τέτοιο µοντέλο υποθέτουµε ότι, δοθεισών των

µη παρατηρήσιµων µεταβλητών κατατάξης zt = j, j ∈ {1, . . . , k}, οι παρατηρήσεις
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Σχήµα 5.9: Ποσοστιαία µεταβολή του τετραµηνιαίου ακαθάριστου εθνικού προϊόντος

των ΗΠΑ από το δεύτερο τετράµηνο του 1951 έως το τελευταίο τετράµηνο του 1984.

yt, t = 1, . . . , n, προκύπτουν από το αυτοπαλίνδροµο µοντέλο

yt = βj0 +
s∑

i=1

βjiyt−i + ǫt, t = 1, . . . , n,

όπου ǫt|zt = j ∼ N (0, σ2
j ). ΄Ετσι, δεσµεύοντας στη µη παρατηρηθείσα διαδικασία,

έχουµε ότι

yt|zt = j, yt−1, . . . , yt−s ∼ N (µjt, σ
2
j ),

µε µjt = βj0 +
∑s

i=1 βjiyt−i. Παρατηρούµε επίσης ότι το µοντέλο ορίζεται δο-

ϑεισών των πρώτων s παρατηρήσεων y1−s, . . . , y0. Θεωρούµε ότι η υποδιαδικασία

Z1, . . . , Zn αποτελεί µία µαρκοβιανή αλύσιδα k καταστάσεων και πίνακα µεταβασης

P = (pij), i, j = 1, . . . , k. Θα αναφερόµαστε σε τέτοιου είδους µοντέλα µε τον όρο

MSAR(k, s), όπου το k δηλώνει τον αριθµό των καταστάσεων και το s τη χρονική

υστέρηση του µοντέλου. Η παράµετρος του µοντέλου MSAR(k, s) είναι το διάνυσµα

θ = (P ,β,σ2), όπου

β =



β10 β11 . . . β1s
...

...
. . .

...

βk0 βk1 . . . βks


 και σ2 = (σ2

1 , . . . , σ
2
k).

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής τέτοιου είδους µοντέλων αποτελεί

η χρονοσειρά GNP (Growth National Product) (δες Hamilton, 1989), η οποία α-

ποτελείται από δεδοµένα σχετικά µε την ποσοστιαία µεταβολή του τετραµηνιαίου
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ακαθάριστου εθνικού προϊόντος των ΗΠΑ. Πρόκειται για n = 135 παρατηρήσεις της

µορφής

yt = 100{log(GNPt) − log(GNPt−1)}, t = 1, . . . , 135,

όπου το ακαθάριστο εθνικό προϊόν κατά το t-οστό τετράµηνο συµβολίζεται µε GNPt.

Η χρονοσειρά απεικονίζεται στο Σχήµα 5.9. Ο Chib (1996) µοντελοποίησε τα συ-

γκεκριµένα δεδοµένα ως ένα µοντέλο MSAR(k, s), ϑεωρώντας k = 4, s = 4 και που

η µόνη διαφοροποίηση ως προς j = 1, 2, 3, 4 εντοπίζεται στον σταθερό όρο βj0. Αρ-

γότερα η Frühwirth­Schnatter (2001) χρησιµοποιήσε k = 2, s = 2 σε ένα µοντέλο

όπου όλοι οι αυτοπαλίνδροµοι συντελεστές όπως και οι διασπορές των σφαλµάτων

στις διαφορετικές καταστάσεις επιτρέπεται να πάρουν διαφορετικές τιµές. Σηµειώ-

νουµε τέλος ότι ο Chib χρησιµοποιήσε διαφορετικές εκ των προτέρων κατανοµές για

τις καταστάσεις της µη παρατηρήσιµης διαδικασίας µε σκοπό να αποτρέψει την πα-

ϱουσία του ϕαινοµένου label switching. Παρ΄ ολ΄ αυτά, δεν αρκεί κάτι τέτοιο για την

αντίµετωπιση του προβλήµατος, καθώς η πιθανοφάνεια παραµένει συµµετρική και

αυτό επηρεάζει την αντίστοιχη εκ των υστέρων κατανοµή. ΄Ετσι, οι εκτιµήσεις του

Chib κρίνονται αναξιόπιστες (δες και Frühwirth­Schnatter, 2001). Εµείς χρησιµο-

ποιούµε το µοντέλο της Frühwirth­Schnatter, δηλαδή ένα µοντέλο MSAR(2, 2) µε

εκ των προτέρων κατανοµές

(βj0, . . . , βjs)
T ∼ Ns+1(b0, B0)

σ2
j ∼ IG(ν0, D0),

ανεξάρτητα για j = 1, . . . , k. Με τις συγκεκριµένες υποθέσεις προκύπτουν συζυγείς

πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο

αναγνώστης παραπέµπεται στην Frühwirth­Schnatter (2001).

Εκτελέσαµε τον δειγµατολήπτη Gibbs που περιγράφεται στην Frühwirth­Schnatter

(2001) αλλά χωρίς εκ των προτέρων περιορισµούς στις παραµέτρους του µοντέλου.

΄Υστερα από 80000 επαναλήψεις (µετά το burn­in των πρώτων 20000), ο αλγόριθµος

παρήγαγε τις προσοµοιωµένες τιµές των αυτοπαλίνδροµων συντελεστών που ϕαίνο-

νται στην πρώτη γραµµή του Σχήµατος 5.10 (στο σχήµα απεικονίζεται κάθε 20η

επανάληψη). Βλέπουµε ότι καταγράφονται πολλές εναλλαγές των προσοµοιωµένων

τιµών µεταξύ των δύο καταστάσεων της αλυσίδας. Επί πλέον, παρατηρούµε ότι οι

συντελεστές (β10, β20) έχουν σχεδόν την ίδια περιοχή υψηλής εκ των υστέρων πυ-

κνότητας. Επίσης ϕαίνεται ότι οι τιµές του δεύτερου και τρίτου αυτοπαλίνδροµου

συντελεστή ανάµεσα στις δύο καταστάσεις της κρυµµένης διαδικασίας ικανοποιούν

κάποιον περιορισµό διάταξης. Η Frühwirth­Schnatter (2001) εκµεταλλεύτηκε το
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Σχήµα 5.10: Πάνω: Οι προσοµοιωµένες τιµές των αυτοπαλίνδροµων συντελεστών.

Μέση: Αναδιατεταγµένες τιµές σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR. Κάτω: Οι ανα-

διατεταγµένες τιµές που αντιστοιχούν στην µικρότερη κορυφή της εκ των υστέρων

κατανοµής.

συγκεκριµένο γεγονός και αντιµετώπισε το ϕαινόµενο label switching χρησιµοποιώ-

ντας ένα δειγµατολήπτη περιορισµένης µετάθεσης έτσι ώστε όλες οι τιµές να ικα-

νοποιούν τον περιορισµό β12 < β22. Παρ΄ όλ΄ αυτά, µία πιο προσεκτική µατιά στο

προσοµοιωµένο δείγµα αποκαλύπτει ότι υπάρχει και µία µικρότερη κορυφή στην

εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων. Κάτι τέτοιο µπορεί να γίνει αντιληπτό

παρατηρώντας ότι υπάρχουν κάποιες προσοµοιωµένες τιµές που συγκεντρώνονται

στην περιοχή που ϐρίσκεται ανάµεσα στις περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πυκνό-

τητας των παραµέτρων β12, β22. Μία τέτοια συµπεριφορά έχουµε δεί ότι είναι αρκετά

συχνή σε δείγµατα MCMC όταν υπάρχουν µικρότερες κορυφές στην εκ των υστέρων

κανανοµή. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα η µικρότερη κορυφή οφείλεται στην µη

αµελητέα πιθανότητα του ενδεχοµένου κενής συνιστώσας. Πράγµατι, η σχετική συ-

χνότητα µιας κενής συνιστώσας εκτιµήθηκε ϐάσει των προσοµοιωµένων τιµών των

διανυσµάτων κατάταξης ίση µε 1.6%. Εποµένως ένας περιορισµός διάταξης ϑα ανα-

διατάξει σωστά µόνο τις τιµές που αντιστοιχούν στην κύρια κορυφή της κατανοµής.
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Κάτι τέτοιο δεν ϑα ισχύει για τις µικρότερες κορυφές καθώς οι τιµές της κενής συνι-

στώσας παράγονται από την εκ των προτέρων κατανοµή και το µεγάλο εύρος αυτών

έχει ως αποτέλεσµα να κοίτωνται εκατέρωθεν των τιµών της άλλης.

Τα παραπανω σηµεία γίνονται ακόµα πιο ξεκάθαρα αν το δείγµα αναδιαταχθεί

µέσω του Αλγορίθµου ECR. ΄Οπως ϕαίνεται στην δεύτερη γραµµή του Σχήµατος

5.10, το ϕαινόµενο label switching έχει αντιµετωπιστεί επιτυχώς. Επί πλέον, στο

αναδιατατεγµένο δείγµα διατηρείται και η µικρότερη κορυφή της εκ των υστέρων

κατανοµής. Αυτό υποστηρίζεται από τις αναδιατεταγµένες τιµές των β12, β22 όπου

ϐλέπουµε ότι όταν εµφανίζονται οι τιµές µε την µεγάλη διασπορά (δηλαδή αυτές που

παράγονται από την εκ των προτέρων κατανοµή) κατατάσσονται πάντα στην «κόκκι-

νη» συνιστώσα. Προκειµένου να γίνει ακόµα πιο σαφής η τελευταία παρατήρηση, η

τρίτη γραµµή του Σχήµατος (5.10) απεικονίζει µόνο εκείνες τις τιµές που αντιστοι-

χούν στην µικρότερη κορυφή, δηλαδή τις τιµές που παράγονται στις επαναλήψεις

που καταγράφεται κενή συνιστώσα. Σύµφωνα µε την ανάλυση που προηγήθηκε,

προκύπτει ότι δεν υπάρχει περιορισµός που να είναι ικανός να αποµονώσει τόσο την

κύρια όσο και την µικρότερη κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής. Ως εκ τούτου,

η χρήση του Αλγορίθµου ECR σε αυτή την περίπτωση κρίνεται απαραίτητη ώστε να

περιγράψουµε σωστά την συµπεριφορά των παραµέτρων.

Ολοκληρώνουµε την ενότητα παραθέτοντας τις εκτιµήσεις των εκ των υστέρων

µέσων τιµών των παραµέτρων του µοντέλου, έτσι όπως προκύπτουν αν υπολογίσουµε

τους εργοδικούς µέσους των αναδιατεταγµένων τιµών ϐάσει του Αλγορίθµου ECR:

β̂ =

(
0.21 0.46 −0.57
0.27 −0.11 1.06

)
, P̂ =

(
0.538 0.462
0.277 0.723

)
, σ̂

2 = (0.59, 0.53).

5.3.5 Μη οµογενής διαδικασία Poisson διακριτού χρόνου

Τα δεδοµένα Poisson fetal lamb data χρησιµοποιήθηκαν από τους Chib (1996) και

Frühwirth­Schnatter (2001). Πρόκειται για 240 παρατηρήσεις που καταγράφουν

το πλήθος κινήσεων ενός εµβρύου αµνού σε διαδοχικά χρονικά διαστήµατα πέντε

δευτερολέπτων. Η χρονοσειρά απεικονίζεται στο Σχήµα 5.11.

΄Εστω ότι το yt, t = 1, . . . , n, παριστάνει το πλήθος των κινήσεων στο t-οστό χρο-

νικό διάστηµα. Εφ΄ όσον οι µετρήσεις αναφέρονται σε διαδοχικά διαστήµατα είναι

λογικό να υποθέσουµε ότι ϑα είναι εξαρτηµένες. Τα συγκεκριµένα δεδοµένα µοντε-

λοποιήθηκαν από την Frühwirth­Schnatter (2001) ως ένα ΗΜΜ Poisson µε k = 3

δυνατές καταστάσεις. Πιο συγκεκριµένα, έστω z1, . . . , zn η µη παρατηρήσιµη µαρ-

κοβιανή αλυσίδα µε πίνακα µετάβασης P = (pij), i, j = 1, 2, 3. Τότε, δοθείσης της
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Σχήµα 5.11: Πλήθος κινήσεων του εµβρύου αµνού.

διαδικασίας αυτής, η ακολουθία του πλήθους των κινήσεων ϑεωρείται πραγµατοποί-

ηση ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών µε yt|zt = j ∼ P(λj), t = 1, . . . , n.

Ακολουθώντας την Frühwirth­Schnatter (2001), ϑεωρούµε εκ των προτέρων ότι

λj ∼ G(1, 0.5), ανεξάρτητα για j = 1, 2, 3. Για την εκ των προτέρων κατανοµή του

πίνακα µετάβασης ϑεωρήσαµε και τις δύο επιλογές που συζητήθηκαν στην Ενότητα

5.3.2. Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα της Frühwirth­Schnatter, που προκύπτουν

ϐάσει της πληροφοριακής κατανοµής στον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης, ο πε-

ϱιορισµένος αλγόριθµος είναι αρκετά αποδοτικός. Πράγµατι, στην πρώτη γραµµή

του Σχήµατος 5.11(α) ϐλέπουµε ότι ο περιορισµός λ1 < λ2 < λ3 ταυτοποιεί επι-

τυχώς τις συµµετρικές περιοχές. ∆εν υπάρχει ένδειξη µικρότερων κορυφών στην

εκ των υστέρων κατανοµή οπότε οι εκτιµήσεις που αναφέρονται στον Πίνακα 3 της

Frühwirth­Schnatter (2001) είναι αρκετά αξιόπιστες.

Ωστόσο, µία διαφορετική συµπεριφορά καταγράφεται αν επιλέξουµε την µη πλη-

ϱοφοριακή εκ των προτέρων κατανοµή για τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης. Πιο

συγκεκριµένα, ύστερα από 20000 επαναλήψεις (αφού προηγήθηκαν 2000 επαναλή-

ψεις ως περίοδος burn­in) του δειγµατολήπτη περιορισµένης µετάθεσης προκύπτει

η ακολουθία της δεύτερης γραµµής του Σχήµατος 5.11(α). Οι αντίστοιχες εκτιµήσεις

των παραµέτρων είναι

λ̂ = (0.09, 0.60, 2.92), P̂ =




0.890 0.084 0.026
0.138 0.803 0.059
0.242 0.213 0.545



 .

Παρατηρούµε στη δεύτερη γραµµή του Σχήµατος 5.11(α) ότι οι τιµές των λ2, λ3 πα-

ϱουσιάζουν υψηλή συγκέντρωση στο όριο του περιορισµού λ2 < λ3. Συνεπώς, ο
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Σχήµα 5.12: (α) Προσοµοιωµένες τιµές του δειγµατολήπτη περιορισµένης µετάθε-

σης (Frühwirth–Schnatter, 2001). Προσοµοιωµένες τιµές (ϐ) και αναδιατεταγµένες

τιµές (γ) των (λ1, λ2, λ3) σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR για δύο εκτελέσεις του

δειγµατολήπτη Gibbs µε διαφορετικές εκ των προτέρων κατανοµές στον πίνακα µε-

ταβάσεων της µη παρατηρήσιµης διαδικασίας. Πάνω: η εκ των προτέρων κατανοµή

της Frühwirth–Schnatter. Κάτω: µη πληροφοριακή εκ των προτέρων κατανοµή.

συγκεκριµένος περιορισµός δεν είναι ικανός να αποµονώσει επιτυχώς τις συµµετρι-

κές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής και έτσι αυτές οι εκτιµήσεις δεν κρίνονται

αξιόπιστες. Συµπερασµατικά, η µέθοδος των περιορισµών είναι αρκετά ευαίσθητη

σε αλλαγές των εκ των προτέρων υποθέσεων : Στην περίπτωση της πληροφοριακής

κατανοµής στον πίνακα µετάβασης ένας περιορισµός ταυτοποιεί επαρκώς τις συνι-

στώστες, ενώ στην περίπτωση της µη πληροφοριακής κατανοµής κάτι τέτοιο δεν είναι

τόσο ξεκάθαρο.

Ακολούθως παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα ϐάσει του Αλγορίθµου ECR σε δείγ-

µατα µεγέθους 20000 (αφού προηγήθηκαν 2000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in)

του δειγµατολήπτη Gibbs. Στο Σχήµα 5.11(ϐ) ϕαίνονται οι προσοµοιωµένες τιµές

των παραµέτρων των συνιστωσών για τις δύο διαφορετικές επιλογές της εκ των προτέ-

ϱων κατανοµής του πίνακα µετάβασης. Βλέπουµε ότι το ϕαινόµενο label switching

εµφανίζεται και στις δύο περιπτώσεις, σε µεγαλύτερο ϐαθµό δε όταν χρησιµοποιού-

µε την µη πληροφοριακή εκ των προτέρων κατανοµή. Το προσοµοιωµένο δείγµα

αναδιατάχθηκε σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR και οι προκύπτουσες τιµές απει-

κονίζονται στο Σχήµα 5.11(γ). Οι εργοδικοί µέσοι των αναδιατεταγµένων τιµών του

αλγορίθµου µε την πληροφοριακή εκ των προτέρων κατανοµή του πίνακα µετάβασης
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ϐρέθηκαν ίσοι µε

λ̂ = (0.07, 0.49, 3.11), P̂ =




0.939 0.043 0.018
0.046 0.942 0.012
0.162 0.123 0.715


 .

Οι παραπάνω εκτιµήσεις είναι σχεδόν ταυτόσηµες µε αυτές που αναφέρει η Frühwirth­

Schnatter (2001). Αυτό ήταν αναµενόµενο, καθώς ο περιορισµός λ1 < λ2 < λ3 είναι

λογικός σε αυτή την περίπτωση, όπως ήδη συζητήθηκε.

Για την µη πληροφοριακή κατανοµή στον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης, η

µέθοδός µας καταλήγει στις εκτιµήσεις

λ̂ = (0.14, 0.47, 2.85), P̂ =




0.846 0.113 0.041
0.090 0.883 0.027
0.237 0.199 0.563


 .

Στο αναδιατεταγµένο δείγµα ϐάσει του αλγορίθµου ECR (δες Σχήµα 5.11(γ), δεύτε-

ϱη γραµµή) υπάρχει ένδειξη µικρότερων κορυφών στην εκ των υστέρων κατανοµή.

Βλέπουµε ξεκάθαρα ότι υπάρχουν περιπτώσεις όπου το λ1 µπορεί να πάρει πολύ

µεγάλες τιµές και αυτό επηρεάζει την συµπεριφορά του λ2. ΄Οπως ήδη συζητήθηκε,

σε αυτήν την περίπτωση ο δειγµατολήπτης περιορισµένης µετάθεσης της Frühwirth–

Schnatter περιορίζει σαφώς τις τιµές αυτής της συνιστώσας, καθώς δεν ϕαίνεται να

ικανοποιείται κάποιος περιορισµός. Για άλλη µια ϕορά ϐλέπουµε ξεκάθαρα την υ-

περοχή της προτεινόµενης µεθόδου έναντι των περιορισµών διάταξης : Ανεξαρτήτως

αν οι συµµετρικές περιοχές της εκ των υστέρων κατανοµής είναι µακριά µεταξύ τους

ή όχι, ο Αλγόριθµος ECR είναι ικανός να ϐρει την σωστή αναδιάταξη του προσοµοιω-

µένου δείγµατος.

5.3.6 Μη συζυγή HMM

Οι Robert et al. (2000) επέκτειναν τον αλγόριθµο RJMCMC των Richardson and

Green (1997) στην κλάση των ΗΜΜ. Η κύρια συνεισφορά της έρευνάς τους ϐεβαίως

ϐρίσκεται στο γεγονός ότι είναι δυνατή η συµπερασµατολογία για το άγνωστο πλήθος

των καταστάσεων k της µη παρατηρήσιµης διακριτής µαρκοβιανής διαδικασίας. Πιο

συγκεκριµένα, το µοντέλο που ϑεώρησαν έχει ως εξής. Για κάθε σταθερό k > 1,

υποθέτουν ότι δοθέντος του διανύσµατος κατάταξης z = (z1, . . . , zn) ∈ {1, . . . , k}n,

οι παρατηρήσεις y1, . . . , yn είναι πραγµατοποιήσεις ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών

yt|zt = j ∼ N (0, σ2
j ), t = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. (5.7)
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΄Οπως προηγουµένως, έστω P = P (zt+1 = j|zt = i) = (pij) ο πίνακας µετάβασης

της µη παρατηρήσιµης µαρκοβιανής αλυσίδας. Εποµένως, δοθέντος του k, οι πα-

ϱάµετροι του µοντέλου είναι (P ,σ). Ο πίνακας P αποτελείται εκ των προτέρων από

ανεξάρτητες γραµµές οι οποίες ϑεωρούνται τυχαία διανύσµατα που ακολουθούν την

κατανοµή Dirichlet, D(1, . . . , 1). Επίσης, οι τυπικές αποκλίσεις σ = (σ1, . . . , σk) εί-

ναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές U(0, α) που στο µοντέλο των Robert et al. (2000)

ϑεωρούνται εκ των προτέρων διατεταγµένες κατά αύξουσα τάξη έτσι ώστε να είναι

ταυτοποιήσιµες. Τέλος, για την υπερπαράµετρο α υποτίθεται ότι α ∼ E(1/ξ), µε

1/ξ = cmax |yt| όπου το c > 0 είναι µία προκαθορισµένη σταθερά. Παρατηρούµε

ότι η οµοιόµορφη κατανοµή στις διασπορές δεν είναι συζυγής στο µοντέλο, κάτι που

ισχύει επίσης και για την εκ των προτέρων κατανοµή του α. Ως εκ τούτου, η προ-

σοµοίωση από τις πλήρεις εκ των υστέρων δεσµευµένες κατανοµές δεν αποτελεί µία

τυπική διαδικασία. Οι Robert et al. (2000) προτείνουν την χρήση του slice sampler

των Damien et al. (1999). Η ανανέωση των σj , j = 1, . . . , k, γίνεται προτείνοντας

µία τιµή από τις πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές η οποία όµως α-

πορρίπτεται ευθύς αµέσως όταν δεν ικανοποιεί τους περιορισµούς διάταξης και τότε

επαναλαµβάνεται η προηγούµενη τιµή. Κάτι τέτοιο όµως επιφέρει —στην καλύτερη

περίπτωση— πολύ αργή σύγκλιση του αλγορίθµου. Επί πλέον, όπως είδαµε στο Κε-

ϕάλαιο 3, ένας περιορισµός στον αλγόριθµο RJMCMC έχει και επιπτώσεις στην εκ

των υστέρων κατανοµή του k όταν οι περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πιθανότητας

ϐρίσκονται κοντά στο όριο του περιορισµού.

Εδώ µας ενδιαφέρει η συµπερασµατολογία για τις περιθωριακές κατανοµές των

παραµέτρων δεσµεύοντας σε συγκεκριµένες τιµές του k. Προκειµένου να δείξου-

µε τα µειονεκτήµατα του περιορισµού διάταξης τρέχουµε δύο δειγµατολήπτες. Ο

πρώτος ενσωµατώνει τον περιορισµό διάταξης και ϑα αναφερόµαστε σε αυτόν µε τον

όρο περιορισµένος αλγόριθµος ενώ ο δεύτερος λειτουργεί ελεύθερα σε ολόκληρο τον

παραµετρικό χώρο. Μόλις ολοκληρωθεί η διαδικασία των προσοµοιώσεων, εφαρµό-

Ϲουµε τον Αλγόριθµο ECR στο δείγµα που παράγεται από τον ελεύθερο αλγόριθµο,

στο οποίο ϐέβαια ϑα εµφανίζεται το ϕαινόµενο label switching. Τονίζουµε ότι στον

ελεύθερο αλγόριθµο έχουµε το πλεονέκτηµα ότι δεν γίνονται απορρίψεις τιµών, συ-

νεπώς η σύγκλισή του είναι πιο γρήγορη.

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν χρησιµοποιούµε προσοµοιωµένα και πραγ-

µατικά σύνολα δεδοµένων που ϑεωρούνται πραγµατοποιήσεις του µοντέλου (5.7).

Αρχικά, µέσω της µελέτης στα προσοµοιωµένα δεδοµένα αναδεικνύονται οι επιπτώ-

σεις του περιορισµένου δειγµατολήπτη και η ϐελτίωση που επιφέρει στην συµπε-
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Σχήµα 5.13: (α): Προσοµοιωµένα δεδοµένα 2000 παρατηρήσεων (ϐ): εκτιµήσεις της

περιθωριακής συνάρτησης πυκνότητας σύµφωνα µε τον αλγόριθµο ECR (—-) και τον

αλγόριθµο περιορισµού (- - - -).

ϱασµατολογία η χρήση του Αλγορίθµου ECR για την αντιµετώπιση του ϕαινοµένου

label switching. Ακολούθως, η προτεινόµενη µέθοδος εφαρµόζεται σε πραγµατικά

σύνολα οικονοµικών και µετεωρολογικών δεδοµένων. Στο σύνολο των οικονοµικών

δεδοµένων η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων παρουσιάζει πολλές γνή-

σιες κορυφές και είναι σαφές ότι η µέθοδος των περιορισµών δεν είναι ικανή να

αποµονώσει τις συµµετρικές περιοχές της. Το σύνολο των µετεωρολογικών δεδοµέ-

νων αποτελεί τυπικότερη περίπτωση και η µέθοδος των περιορισµών οδηγεί στα ίδια

συµπερασµάτα µε τον Αλγόριθµο ECR.

Παράδειγµα 5.3.1. Προσοµοιωµένα δεδοµένα.

Χρησιµοποιούµε αρχικά ένα προσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων ώστε να γίνει σαφές

ότι η χρήση εικονικών περιορισµών έχει σοβαρότατες επιπτώσεις στην συµπερασµα-

τολογία και ταυτόχρονα να αναδειχθεί η ανωτερότητα της προτεινόµενης µεθόδου.

΄Ετσι λοιπόν προσοµοιώσαµε 2000 παρατηρήσεις από το µοντέλο (5.7) µε k = 3

καταστάσεις χρησιµοποιώντας τις εξής τιµές των παραµέτρων :

σ = (0.0045, 0.0060, 0.0090), P =




0.95 0.03 0.02
0.10 0.85 0.05
0.025 0.025 0.95


 .

Η χρονοσειρά παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.13(α). Στο Σχήµα 5.14 απεικονίζεται

το προσοµοιωµένο δείγµα σύµφωνα µε τους δύο αλγορίθµους για 60000 επαναλή-

ψεις, αφού προηγήθηκαν 40000 επαναλήψεις ως περίοδος burn­in (ϕαίνεται κάθε

12η επανάληψη). Είναι προφανές ότι υπάρχουν µεγάλες διαφορές µεταξύ των δύ-

ο µεθόδων. Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος περιορισµού παράγει πολλές τιµές που
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Σχήµα 5.14: Οι προσοµοιωθείσες τιµές των (σ1, σ2, σ3) για το Παράδειγµα 5.3.1. (α)

αλγόριθµος περιορισµού, (ϐ) ελεύθερος αλγόριθµος, (γ) αναδιατεταγµένο δείγµα του

ελεύθερου αλγορίθµου, σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR.

ϐρίσκονται στο όριο του περιορισµού διάταξης σ1 < σ2 < σ3. Είναι σαφές ότι κάτι τέ-

τοιο περιορίζει το εύρος των τιµών που ϐρίσκονται στην περιοχή υψηλής πυκνότητας

µε συνέπεια την αµφίβολη εκτίµηση αυτών των περιοχών. Αντιθέτως, στα Σχήµατα

5.14(ϐ) και 5.14(γ) ϕαίνεται µία πολύ διαφορετική εικόνα καθώς συµπεραίνουµε ότι

οι τυπικές αποκλίσεις συγκεντρώνονται σε δύο διακριτές περιοχές υψηλής εκ των

υστέρων πυκνότητας (γύρω στο 0.0045 και 0.009, αντίστοιχα) στις οποίες παίρνουν

τιµές τα σ1 και σ3. Οι τιµές του σ2 καλύπτουν και τις δύο αυτές περιοχές και εναλλάσ-

σονται συνεχώς µεταξύ αυτών. Αυτό πιθανώς αποτελεί ένδειξη ότι για την εκτίµηση

του συγκεκριµένου ΗΜΜ ίσως να ήταν αρκετές δύο (αντί για τρείς) καταστάσεις. Επί

πλέον, στο Σχήµα 5.14(ϐ) καταγράφονται αρκετές εναλλαγές µεταξύ των καταστάσε-

ων και προκειµένου να απαλλαγούµε από αυτές εφαρµόζουµε τον Αλγόριθµο ECR

για την αναδιάταξη των προσοµοιωµένων τιµών.

Οι παραπάνω παρατηρήσεις καταγράφονται και στο Σχήµα 5.15 το οποίο πε-

ϱιέχει τα διαγράµµατα διασποράς των τυπικών αποκλίσεων µαζί µε τα αντίστοιχα

ιστογράµµατα σύµφωνα µε τις δύο µεθόδους. Ειδικότερα, στο Σχήµα 5.15(α) απο-

καλύπτεται ότι υπάρχει µεγάλη συγκέντρωση τιµών των (σ2, σ1)
(i) και (σ3, σ2)

(i) στην

διαγώνιο του πρώτου τεταρτηµορίου που αποτελεί το σύνορο του περιορισµού του

πρώτου αλγορίθµου. ΄Ετσι ϕαίνεται ότι η χρήση περιορισµών διάταξης σε αυτήν την

περίπτωση είναι µάλλον ανίκανη να αποµονώσει τις συµµετρικές περιοχές της εκ

των υστέρων κατανοµής. Επιπροσθέτως, το γεγονός ότι αυτά τα διαγράµµατα πα-

ϱουσιάζουν σχήµα ορθής γωνίας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το σ1 όχι µόνο µπορεί

να είναι ίσο µε το σ2 αλλά και ακόµα µεγαλύτερο από αυτό. Αντιθέτως, στο Σχήµα

5.15(ϐ) όπου ϐρίσκονται τα αντίστοιχα γραφήµατα σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR,

καταγράφεται µια τελείως διαφορετική εικόνα. Από τα διαγράµµατα διασποράς των
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Σχήµα 5.15: Παράδειγµα 5.3.1: Η περιθωριακή εκ των υστέρων κατανοµή των τυπι-

κών αποκλίσεων για κάθε κατάσταση µε τα αντίστοιχα διαγράµµατα διασποράς. (α)

Περιορισµένος αλγόριθµος, (ϐ): αναδιατεταγµένο δείγµα σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο

ECR.

(σ2, σ1)
(i) και (σ3, σ2)

(i) συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει κανένας περιορισµός µετα-

ξύ των τυπικών αποκλίσεων καθώς το σ1 ϐρίσκεται σταθερά σε µία περιοχή ενώ την

ίδια στιγµή το σ2 παίρνει τιµές σε ένα πολύ µεγαλύτερο διάστηµα. Παρόµοια είναι

και η εικόνα µεταξύ των σ3 και σ2. Βλέπουµε ότι η ύπαρξη πολλών κορυφών στην

περιθωριακή κατανοµή του σ2 επηρεάζει και τις τιµές του σ3: ΄Οταν το σ2 παίρνει

µεγάλες τιµές το σ3 αυξάνεται.

Ο περιορισµένος αλγόριθµος οδηγεί στις ακόλουθες εκτιµήσεις των παραµέτρων

(µέσω των εργοδικών µέσων):

σ̂ = (0.0039, 0.0060, 0.0099), P̂ =




0.515 0.224 0.260
0.151 0.652 0.197
0.086 0.183 0.732


 .

Συγκρίνοντας τις παραπάνω εκτιµήσεις µε τις πραγµατικές τιµές των αντίστοιχων

παραµέτρων, συµπεραίνουµε την υποεκτίµηση του σ1 και την υπερεκτίµηση του

σ3. Επί πλέον, παρατηρούµε ότι η εκτίµηση του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης

της µη παρατηρήσιµης διαδικασίας είναι αρκετά κακή. Από την άλλη πλευρά, οι

εργοδικοί µέσοι του αναδιατεταγµένου δείγµατος ϐάσει του αλγορίθµου ECR δίνουν
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τις ακόλουθες εκτιµήσεις :

σ̂ = (0.0047, 0.0060, 0.0096), P̂ =




0.868 0.106 0.026
0.305 0.256 0.439
0.057 0.160 0.783


 .

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, οι εκτιµήσεις της πρώτης και τρίτης απόκλισης είναι πιο

κοντά στις πραγµατικές τους τιµές, ενώ το ίδιο ισχύει για τις αντίστοιχες γραµµές του

πίνακα µετάβασης. Η κακή εκτίµηση της δεύτερης γραµµής παρ΄ όλα αυτά ίσως να

είναι συνέπεια του γεγονότος ότι η δεύτερη συνιστώσα δεν συνεισφέρει και πολύ στην

ερµηνεία των δεδοµένων. ΄Οπως περιγράψαµε και προηγουµένως, δύο συνιστώσες

ϕαίνεται να προσαρµόζονται εξ ίσου καλά σε αυτά.

Μία άλλη ποσότητα που παρουσιάζει ενδιαφέρον σε ένα ΗΜΜ, είναι η εκτίµηση

της στάσιµης κατανοµής των κρυµµένων καταστάσεων π = (π1, π2, π3). ΄Ετσι λοιπόν,

υπολογίζοντας το κατάλληλο ιδιοδιάνυσµα του P , έχουµε ότι η πραγµατική στάσιµη

κατανοµή των καταστάσεων της αλυσίδας είναι η

π ≈ (.490, .157, .353).

Ας παρατηρήσουµε εδώ ότι η πιθανότητα επίσκεψης της δεύτερης κατάστασης είναι

αρκετά µικρότερη σε σχέση µε των άλλων δύο. Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα των

δύο πινάκων που χρησιµοποιήθηκαν για την εκτίµηση του P είναι

(.191, .359, .449),

για τον περιορισµένο αλγόριθµο και

(.494, .148, .359)

για τον ελεύθερο αλγόριθµο, αφού εφαρµοστεί στο προσοµοιωµένο δείγµα ο αλγό-

ϱιθµος ECR. Είναι εµφανές ότι η εκτίµηση υπό την µέθοδό µας προσεγγίζει την π

πολύ καλύτερα σε σχέση µε την αντίστοιχη εκτίµηση των περιορισµών διάταξης. Το

γεγονός αυτό είναι αρκετά ενθαρρυντικό για την µέθοδό µας καθώς ϕαίνεται ότι ο-

δηγεί σε αρκετά καλές εκτιµήσεις για τις εξοµαλυµένες πιθανότητες των κρυµµένων

καταστάσεων για κάθε µια παρατήρηση (δες Hamilton, 1989) κάτι που είναι αρκετά

σηµαντικό για τις εφαρµογές στα ΗΜΜ. Οι εκτιµήσεις των στάσιµων πιθανοτήτων των

καταστάσεων µαζί µε τις εκτιµήσεις των τυπικών αποκλίσεων δίνουν την εκτίµηση της

περιθωριακής συνάρτησης πυκνότητας των δεδοµένων που παρατίθεται στο Σχήµα

5.13(ϐ). Βλέπουµε ξεκάθαρα ότι τα αποτελέσµατα της µεθόδου µας προσαρµόζονται

καλύτερα στα δεδοµένα.
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Σχήµα 5.16: (α) ∆εδοµένα Standard and Poors 500 (series E) και (ϐ) Εκτιµή-

σεις της περιθωριακής συνάρτησης πυκνότητας σύµφωνα µε τον αλγόριθµο E­

CR (—-) και τον αλγόριθµο περιορισµού (- - - -). (γ) ∆ιάγραµµα διασποράς του

(σ2, log f(z,σ,P , α|y))(i), i = 400000(20)500000 (η εκ των υστέρων κατανοµή υπο-

λογίζεται ως προς µία πολλαπλασιαστική σταθερά) για τις αναδιατεταγµένες τιµές

του σ2 ϐάσει του Αλγορίθµου ECR.

Παράδειγµα 5.3.2. Σύνολο δεδοµένων Standard and Poors 500.

Το πρώτο πραγµατικό σύνολο δεδοµένων που χρησιµοποιούµε είναι τα δεδοµένα

Standard and Poors 500, τα οποία έχουν χρησιµοποιηθεί και από τους Robert et

al. (2000). Το σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 1700 παρατηρήσεις ηµερήσιων

αποδόσεων κατά την δεκαετία του 1950. Ο αναγνώστης παραπέµπεται στους Robert

et al. (2000) και τις αναφορές εκεί για περισσότερες πληροφορίες για τα δεδοµένα.

Η αντίστοιχη χρονοσειρά απεικονίζεται στο Σχήµα 5.16(α). Στην εργασία των Robert

et al. υποστηρίζεται ότι η εκ των υστέρων κατανοµή του k υποδεικνύει ότι ο πιο

πιθανός αριθµός των καταστάσεων της κρυµµένης µαρκοβιανής διαδικασίας είναι

ίσος µε 2 ή 3. Οι δύο αυτές τιµές ϕαίνονται σχεδόν ισοπίθανες καθώς εκτιµάται ότι

P̂ (k = 2|y) = 0.4877 και P̂ (k = 3|y) = 0.4521. ΄Οταν ο αριθµός των συνιστωσών

ισούται µε k = 2 οι συµµετρικές περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας είναι

αρκετά µακριά µεταξύ τους και έτσι τα αποτελέσµατα αναδιάταξης του δείγµατος

συµπίπτουν µε αυτά του περιορισµένου αλγορίθµου, ϐάσει της διάταξης των τυπικών

αποκλίσεων. ΄Ετσι, εδώ παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα για k = 3.

Στο Σχήµα 5.17 απεικονίζονται τα προσοµοιωµένα δείγµατα από την εκ των υστέ-

ϱων κατανοµή που πήραµε από τους δύο αλγορίθµους για 500000 επαναλήψεις µετά

το burn­in των πρώτων 200000 (απεικονίζεται κάθε 20η επανάληψη από τις τελευ-

ταίες 100000). Ο µεγάλος αριθµός επαναλήψεων σχολιάζεται στο τέλος της ενότητας.

Προφανώς υπάρχουν µεγάλες διαφορές µεταξύ των δύο µεθόδων. Παρατηρούµε ότι

οι προσοµοιωµένες τιµές σύµφωνα µε τον περιορισµένο αλγόριθµο συγκεντρώνονται
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Σχήµα 5.17: Προσοµοιωµένες τιµές από τον δειγµατολήπτη Gibbs για το σύνολο

δεδοµένων Standard and Poors. (α) Περιορισµένος αλγόριθµος, (ϐ) ελεύθερος αλγό-

ϱιθµος, (γ) αναδιατεταγµένες τιµές του ελεύθερου αλγορίθµου ϐάσει του Αλγορίθµου

ECR.

στο όριο του περιορισµού διάταξης των τυπικών αποκλίσεων σ1 < σ2, ενώ η τρίτη

τυπική απόκλιση παίρνει τιµές σε µία πιο αποµακρυσµένη περιοχή. Αυτό απο-

τελεί ένδειξη ότι η υπόθεση διάταξης των τυπικών αποκλίσεων περιορίζει τις τιµές

των δύο πρώτων. Από την άλλη πλευρά, στα Σχήµατα 5.17(ϐ) και 5.17(γ) ϕαίνεται

µια διαφορετική εικόνα. Παρατηρούµε ότι ενώ υπάρχουν δύο συνιστώσες οι τυπικές

αποκλίσεις των οποίων ϐρίσκονται συγκεντρωµένες σε δύο περιοχές (η πρώτη ϐρίσκε-

ται κοντά στο 0.0045 και η δεύτερη γύρω στο 0.01), οι τιµές της τυπικής απόκλισης

της άλλης συνιστώσας εναλλάσσονται συνεχώς µεταξύ αυτών των δύο περιοχών. Στο

Σχήµα 5.17(ϐ) ϐλέπουµε και το ϕαινόµενο label switching µεταξύ αυτών των τιµών.

Προκειµένου να απαλλαχτούµε από το label switching το δείγµα αναδιατάσσεται

ϐάσει του Αλγορίθµου ECR και προκύπτει το δείγµα που απεικονίζεται στο Σχήµα

5.17(γ). Τα ιστογράµµατα των σi, i = 1, . . . , k, και τα αντίστοιχα διαγράµµατα δια-

σποράς παρατίθενται στο Σχήµα 5.18, σύµφωνα µε τις δύο µεθόδους. Παρατηρούµε

ότι η αναδιάταξη ϐάσει του Αλγορίθµου ECR οδηγεί σε περιθωριακές κατανοµές που

διατηρούν τόσο την κύρια κορυφή όσο και τις µικρότερες. Αυτό δεν ισχύει για το

δείγµα που παράγεται από τον περιορισµένο αλγόριθµο, καθώς η πλειοψηφία των

τιµών συγκεντρώνεται κοντά στην διχοτόµο του πρώτου τεταρτηµορίου. Αυτό δείχνει

ξεκάθαρα ότι ο περιορισµός που χρησιµοποιείται δεν είναι ικανός να ξεχωρίσει τις

συµµετρικές περιοχές.

Ο περιορισµένος αλγόριθµος κατέληξε στις εξής εκτιµήσεις :

σ̂ = (0.0040, 0.0060, 0.010), P̂ =




0.701 0.206 0.093
0.181 0.722 0.096
0.048 0.141 0.812


 .

Η αναδιάταξη του δείγµατος που προκύπτει από τον ελεύθερο αλγόριθµο, υπό την



148 Κεφάλαιο 5. Εφαρµογές του Αλγορίθµου ECR

0 .005 .01 0 .005 .01 0 .005 .01 0 .005 .01 0 .005 .01 0 .005 .01

0

.005

.01

0

.005

.01

0

.005

.01

(α) (ϐ)

Σχήµα 5.18: Παράδειγµα 5.3.2: Περιθωριακές κατανοµές και διαγράµµατα δια-

σποράς των διασπορών. (α): αλγόριθµος περιορισµού, (ϐ): αναδιάταξη ϐάσει του

Αλγορίθµου ECR σε προσοµοιωµένο δείγµα από την συµµετρική εκ των υστέρων

κατανοµή.

προτεινόµενη µέθοδο δίνει τις εκτιµήσεις :

σ̂ = (0.0045, 0.0064, 0.010), P̂ =




0.894 0.083 0.023
0.173 0.669 0.158
0.061 0.214 0.725


 .

΄Οπως αναµένεται σύµφωνα µε τα παραπάνω και το γράφηµα της περιθωριακής

κατανοµής, ο περιορισµένος αλγόριθµος υποεκτιµά το σ1. Αντίθετα, η αναδιάτα-

ξη ϐάσει του Αλγορίθµου ECR αποκαλύπτει ότι υπάρχει µία συνιστώσα της οποίας

η διασπορά µπορεί να είναι είτε περίπου ίση µε 0.0060 είτε ϑα είναι ίση µε την

διασπορά των άλλων δύο συνιστωσών. Αυτό αποτελεί ένδειξη ότι το µοντέλο τριών συ-

νιστωσών ίσως είναι υπερπαραµετροποιηµένο, µία συµπεριφορά που δεν µπορεί να

αποκαλυφθεί χρησιµοποιώντας τον περιορισµό διάκρισης των Robert et al. (2000),

καθώς τονίζουµε για άλλη µία ϕορά ότι ο αλγόριθµός τους δεν µπορεί να ξεχωρί-

σει την προσαρµόγή µεταξύ ενός µοντέλου µε k = 2 και ενός µοντέλου µε k = 3

συνιστώσες. Πιστεύουµε ότι κάτι τέτοιο συµβαίνει λόγω της ανικανότητας του περιο-

ϱισµού να διακρίνει τις συνιστώσες, αλλά επί πλέον και λόγω των µικρών ποσοστών

αποδοχής των κινήσεων αλλαγής διάστασης. Εξ άλλου κάτι τέτοιο υποστηρίζεται και
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από τα συµπεράσµατα του Κεφαλαίου 3, όπου είδαµε ότι όταν ο παραµετρικός χώρος

είναι περιορισµένος και η εκ των υστέρων κατανοµή παρουσιάζει µέγιστο κοντά στο

σύνορο του περιορισµού, τότε ο δειγµατολήπτης τείνει να επισκέπτεται πιο συχνά

µοντέλα µεγαλύτερων διαστάσεων, κάτι που οδηγεί σε υπερεκτίµηση του άγνωστου

αριθµού καταστάσεων k.

Κλείνουµε αυτήν την ενότητα µε τον σχολιασµό του µεγάλου πλήθους επανα-

λήψεων του δειγµατολήπτη Gibbs. Σε αυτό το παράδειγµα, η παρουσία πολλών

κορυφών στην εκ των υστέρων κατανοµή καθιστά αρκετά δύσκολη τη διαδικασία

εκτίµησης του µεγίστου της καθώς απαιτήθηκε πολύ µεγάλο πλήθος επαναλήψε-

ων για να παρατηρήσουµε µία σταθερή εκτίµηση του (z,σ,P )(MAP). Στο Σχήµα

5.16(γ) απεικονίζεται το διάγραµµα διασποράς του (σ2, log f(z,σ,P , α|y))(i), i =

400000(20)500000, για τις αναδιατεταγµένες τιµές του σ2 σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο

ECR. Ο λόγος που επιλέξαµε το σ2 για να δείξουµε την ύπαρξη αρκετών κορυ-

ϕών στην εκ των υστέρων κατανοµή προκύπτει από το γεγονός ότι αυτή η τυπική

απόκλιση παρουσιάζει έντονη ετερογένεια στις προσοµοιωθείσες τιµές της. Αυτό

ϕαίνεται στο Σχήµα 5.18(ϐ). Είναι προφανές ότι η εκ των υστέρων κατανοµή έχει

περίπου την ίδια τιµή στις τρεις κορυφές της περιθωριακής κατανοµής του σ2. Σύµ-

ϕωνα µε τις προσοµοιώσεις που κάναµε, όταν ο αριθµός των επαναλήψεων είναι

µικρότερος του 100000 τότε η εκτίµηση του µεγίστου της εκ των υστέρων κατανοµής

ϕαίνεται να µην έχει συγκλίνει και δείχνει να αντιστοιχεί σε οποιαδήποτε από τις

τρεις κορυφές. ΄Οταν αυξήσαµε τον αριθµό των επαναλήψεων στις 500000 η εκτί-

µηση αυτή συνέκλινε τελικά στην κορυφή όπου οι τυπικές αποκλίσεις έχουν τιµή

σ(MAP) = (0.0045, 0.0063, 0.0114). ΄Ετσι, η αντίστοιχη εκτίµηση z(MAP) αναδιατάσσει

επιτυχώς το δείγµα. Στην περίπτωση όµως που ο αριθµός των επαναλήψεων δεν

αρκεί ώστε να επιτευχθεί σύγκλιση στην κορυφή της εκ των υστέρων κατανοµής,

η αναδιάταξη ϐάσει του Αλγορίθµου ECR δεν κατορθώνει να εξαλείψει πλήρως την

συµµετρία. Αυτή η συµπεριφορά δεν πρέπει να µας προβληµατίζει καθώς ήδη έχει

εξηγηθεί στο «ακριβές» παράδειγµα µε την µείξη δύο κατανοµών Poisson της Ενότη-

τας 4.2.3. Είδαµε εκεί ότι υπάρχουν επιλογές του οδηγού z∗ που ενώ οδηγούν σε

µη συµµετρικές κατανοµές, δεν κατορθώνουν να εξαλείψουν πλήρως τη συµµετρία

της εκ των υστέρων κατανοµής.

Παράδειγµα 5.3.3. ΄Ενταση ανέµων στην Αθήνα.

Το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων1 καταγράφει 500 ωριαίες µετρήσεις της έντασης

του ανέµου στην Αθήνα κατά τον Ιανουάριο του 1990. Οι παρατηρήσεις αυτές έχουν

1Ευχαριστώ τον Christian Francq για την ευγενική παραχώρηση των δεδοµένων.
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Σχήµα 5.19: Σύνολο δεδοµένων ανέµου µαζί µε την εκτίµηση της περιθωριακής

συνάρτησης πυκνότητας σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR.

αναλυθεί από τους Robert et al. (2000) και από τους Francq and Roussignol (1997).

Η ανάλυση γίνεται χρησιµοποιώντας τις πρώτες διαφορές των µετρήσεων οι οποίες

όµως είναι διακριτοποιηµένες σε διαστήµατα µήκους 0.1. Για το λόγο αυτό προσθέ-

σαµε στις µετρήσεις έναν οµοιόµορφο ϑόρυβο στο (−0.05, 0.05)· δες και Robert et

al. (2000) για λεπτοµέρειες. Η αντίστοιχη χρονοσειρά απεικονίζεται στο Σχήµα 5.19

και σύµφωνα µε τους Robert et al. (2000), η εκ των υστέρων κατανοµή του πλήθους

των καταστάσεων της µη παρατηρήσιµης µαρκοβιανής αλυσίδας έχει κορυφή στην

τιµή k = 3 µε εκ των υστέρων πιθανότητα 0.8725.

Στο Σχήµα 5.20 ϕαίνεται το προσοµοιωµένο δείγµα σύµφωνα µε τους δύο αλ-

γορίθµους MCMC για 60000 επαναλήψεις µετά το burn­in των πρώτων 20000 (ανα-

παρίσταται κάθε 10η παρατήρηση). Είναι προφανές ότι σε αυτήν την περίπτωση ο

περιορισµένος αλγόριθµος και ο ελεύθερος αλγόριθµος δίνουν ακριβώς την ίδια εικό-

να, εκτός ϐέβαια από το label switching που καταγράφηκε µεταξύ των τιµών των δύο

συνιστωσών µε τις µεγαλύτερες τυπικές αποκλίσεις. ΄Υστερα από την αναδιάταξη του

δείγµατος που προέκυψε από τον ελεύθερο αλγόριθµο ϐάσει του Αλγορίθµου ECR,

λάβαµε το δείγµα που απεικονίζεται στο Σχήµα 5.20(γ). Οι προσοµοιωθείσες τιµές

για κάθε συνιστώσα ϐρίσκονται σε αρκετά αποµακρυσµένες περιοχές µεταξύ τους,

συνεπώς σε αυτό το παράδειγµα είναι αναµενόµενο ότι οι δύο µέθοδοι αντιµετώπισης

του ϕαινοµένου label switching ϑα οδηγούν στα ίδια ακριβώς αποτελέσµατα.

Οι εργοδικοί µέσοι σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο ECR δίνουν τις εκτιµήσεις

(σ̂1, σ̂2, σ̂3) = (1.04, 0.37, 2.83)

p̂11 p̂12 p̂13

p̂21 p̂22 p̂23

p̂31 p̂32 p̂33


 =




0.813 0.107 0.079
0.037 0.932 0.031
0.111 0.034 0.86


 .
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Σχήµα 5.20: Προσοµοιωµένο δείγµα ϐάσει του δειγµατολήπτη Gibbs για τα δεδο-

µένα ανέµου. (α) Περιορισµένος αλγόριθµος, (ϐ) Ελεύθερος αλγόριθµος, (γ) Αναδιά-

ταξη του δείγµατος του ελεύθερου αλγορίθµου ϐάσει του Αλγορίθµου ECR.

Σηµειώνουµε ότι οι παραπάνω εκτιµήσεις είναι ακριβώς ίδιες µε αυτές του περιορι-

σµένου αλγορίθµου κάτι που, όπως τονίστηκε πριν, σε αυτήν την περίπτωση είναι

αναµενόµενο.

5.4 Εφαρµογές σε Τυχαία Μαρκοβιανά Πεδία

Σε αυτήν την ενότητα αντιµετωπίζουµε το ϕαινόµενο label switching σε µία γενίκευση

των ΗΜΜ και συγκεκριµένα σε µία κατηγορία τυχαίων µαρκοβιανών πεδίων (Markov

random fields). Ειδικότερα, ϑα µας απασχολήσει το πρόβληµα της κατάτµησης

διαταραγµένων ψηφιακών εικόνων, ένα σύγχρονο πεδίο εφαρµογής της µπεϋζιανής

µεθοδολογίας αλλά και των µοντέλων µείξεων κατανοµών.

Γενικά, µία ψηφιακή εικόνα αποτελείται από ένα σύνολο r × c εικονοστοιχείων

(pixels) τα οποία ϑα συµβολίζουµε µε zi, i ∈ I, όπου το I παριστάνει µία αυθαίρετη

διάταξη του συνόλου των εικονοστοιχείων. Αυτό γίνεται για πρακτικούς λόγους στον

συµβολισµό προκειµένου να δουλεύουµε σε ένα υποσύνολο των ϑετικών ακεραίων

αντί ενός υποσυνόλου του N × N. Κάθε εικονοστοιχείο παίρνει τιµές στο σύνολο

{1, . . . , k}, όπου το k ισούται µε το πλήθος των χρωµάτων που αποτελούν την ει-

κόνα και συνήθως αναφέρεται στην κλίµακα αποχρώσεων του γκρίζου (grayscale).

Το πρόβληµα της ψηφιακής κατάτµησης εικόνας περιγράφεται ως ακολούθως: Σε

πολλές πρακτικές εφαρµογές, αντί να παρατηρούµε την πραγµατική εικόνα, δηλαδή

το σύνολο των εικονοστοιχείων z, παρατηρούµε µία διαταραγµένη εικόνα y, στην

οποία ϕαίνονται πολύ περισσότερα χρώµατα από τα πραγµατικά. Τέτοια προβλή-

µατα παρατηρούνται σε δορυφορικές εικόνες (όπου ο ϑόρυβος µπορεί να οφείλεται

στην ύπαρξη συννεφιάς στην ατµόσφαιρα), στα εγκεφαλογραφήµατα (όπου ο ϑόρυ-
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ϐος µπορεί να προέρχεται από σφάλµατα του οργάνου), σε εικόνες παρακολούθησης

της κυκλοφορίας αυτοκινητοδρόµων (όπου καταγράφεται µια διαταραγµένη εικόνα

του αριθµού κυκλοφορίας κάποιου αυτοκινήτου λόγω του ότι αυτό ϐρίσκεται εν

κινήσει), σε µηχανήµατα αυτόµατης αναγνώρισης προσώπων (όπου ο ϑόρυβος προ-

έρχεται από το γεγονός ότι ένα πρόσωπο δεν έχει ποτέ την ίδια ακριβώς στάση µε

αυτή που είναι αποθηκευµένη στην µνήµη του µηχανήµατος αναγνώρισης) κλπ. Ο

σκοπός της ανάλυσης σε τέτοιου είδους προβλήµατα είναι η κατάταξη κάθε παρατη-

ϱούµενου εικονοστοιχείου σε κάποιο από τα k δυνατά χρώµατα ή, µε άλλα λόγια, να

γίνει συµπερασµατολογία για την πραγµατική (αλλά µη παρατηρηθείσα) εικόνα z,

δοθείσης της παρατηρούµενης ϑορυβώδους εκδοχής αυτής y.

Είναι σαφές ότι το παραπάνω πρόβληµα έχει πολλές οµοιότητες µε τα προβλή-

µατα σε µοντέλα µείξεων κατανοµών. Εδώ οι παρατηρήσεις που ανήκουν στην ίδια

χρωµατική περιοχή έχουν ενδεχοµένως διαφορετικό ϑόρυβο από τις παρατηρήσεις

που ανήκουν σε κάποια άλλη χρωµατική περιοχή. Το γεγονός αυτό ϑυµίζει την ετε-

ϱογένεια που καταγράφεται σε ένα σύνολο δεδοµένων που προέρχεται από µία µείξη

k κατανοµών. Πιο συγκεκριµένα, η ανάκτηση της πραγµατικής εικόνας z είναι το

ίδιο πρόβληµα µε την ανάκτηση του πιο πιθανού διανύσµατος κατάταξης ενός συνό-

λου παρατηρήσεων από µία µείξη κατανοµών. Η διαφορά ϐέβαια µε τα απλά µοντέλα

µείξεων κατανοµών ή και µε τα πιο σύνθετα ΗΜΜ έγκειται στην υπόθεση εξάρτησης

των παρατηρήσεων µεταξύ τους. Είναι προφανές ότι για να µοντελοποιηθεί στατι-

στικά µία εικόνα ϑα πρέπει να γενικευθεί η έννοια της µαρκοβιανής εξάρτησης στο

διδιάστατο επίπεδο των εικονοστοιχείων. Η κατάλληλη ϑεωρία για το συγκεκριµένο

πρόβληµα παρέχεται από τα τυχαία µαρκοβιανά πεδία.

Για µία πλήρη ϑεωρητική παρουσίαση των ιδιοτήτων των τυχαίων µαρκοβιανών

πεδίων, ο αναγνώστης παραπέµπεται στο ϐιβλίο του Bremaud (1999). Στην συνέχεια

περιγράφουµε εν συντοµία κάποια ϐασικά χαρακτηριστικά τους. Καθώς πρόκειται

για µια γενίκευση των µαρκοβιανών διαδικασιών σε περισσότερες διαστάσεις, µία

πρώτη απαίτηση είναι ο ορισµός µιας κατάλληλης έννοιας γειτνίασης. Το i ∈ I
στοιχείο της εικόνας είναι γείτονας µε το j (συµβολικά i ∼ j) αν και µόνον αν το j

είναι γείτονας του i. Συµβατικά, ϑεωρούµε ότι το i δεν είναι γείτονας του εαυτού του.

Οι πιο συνηθισµένες επιλογές γειτονικών δοµών είναι οι τέσσερεις, οκτώ και δώδεκα

πλησιέστεροι γείτονες (δες Σχήµα 5.21). ΄Ενα τυχαίο πεδίο στο I είναι µια συλλογή

τυχαίων µεταβλητών {zi; i ∈ I} όπου κάθε zi παίρνει τιµές σε ένα πεπερασµένο

σύνολο. Προφανώς, η ενδιαφέρουσα περίπτωση για τις πραγµατικές εφαρµογές

είναι η περίπτωση όπου τα zi είναι εξαρτηµένες τυχαίες µεταβλητές.
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Σχήµα 5.21: Μερικά συστήµατα γειτνίασης στο επίπεδο των εικονοστοιχείων : (α) 4,

(ϐ) 8 και (γ) 12 πλησιέστεροι γείτονες.

Αν συµβολίσουµε µε n(i) το σύνολο γειτόνων του i ∈ I και αν το zA = {zi; i ∈ A}
είναι το υποσύνολο του z για τους δείκτες εκείνους που ανήκουν στο υποσύνολο

A ⊂ I, τότε το zn(i) δηλώνει το σύνολο τιµών που έχουν οι γείτονες του i. Η επέκταση

της µαρκοβιανής εξάρτησης σε τέτοιου είδους δοµές λοιπόν, υποθέτει µόνο εξάρτηση

από τους γείτονες. Ας συµβολίσουµε µε z−A = {zi; i /∈ A} τα στοιχεία εκείνα που

δεν ανήκουν σε έναν δοθέν υποσύνολο A ⊂ I. Τότε, ένα τυχαίο µαρκοβιανό πεδίο

είναι ένα τυχαίο πεδίο όπου η δεσµευµένη κατανοµή κάθε εικονοστοιχείου δοθέντων

των υπολοίπων, εξαρτάται µόνο από τις τιµές των γειτονικών του εικονοστοιχειών,

δηλαδή όταν ισχύει ότι

π(zi|z−i) = π(zi|zn(i)), ∀i ∈ I.

Ας υποθέσουµε ότι ο αριθµός των δυνατών χρωµάτων στην πραγµατική εικόνα

είναι ίσος µε k. Η συνήθης εκ των προτέρων κατανοµή στο z είναι ένα µοντέλο

Potts µε k κατηγορίες, δηλαδή ένα τυχαίο µαρκοβιανό πεδίο µε από κοινού εκ των

προτέρων κατανοµή

f(z|β) =
1

C(β)
exp{β

∑

i∈I

∑

j∼i

I(zj = zi)},

όπου C(β) είναι η σταθερά κανονικοποιήσης. Η παράµετρος β παίζει τον ϱόλο

της «ϑερµοκρασίας» του µοντέλου: ΄Οσο µεγαλώνει η τιµή του, τόσο πιο οµογενής

γίνεται η εικόνα. Να σηµειωθεί εδώ ότι υπάρχει µία κρίσιµη τιµή του β, βc =

2.269185, τέτοια ώστε αν β > βc τότε η µαρκοβιανή αλυσίδα που προσοµοιώνεται

από τον δειγµατολήπτη Gibbs που ϑα περιγραφεί στην συνέχεια, συγκλίνει σε µία

από k δυνατές στάσιµες κατανοµές οι οποίες αντιστοιχούν σε εκ των υστέρων εικόνες

ενός χρώµατος, αναλόγως την αρχική της τιµή. Το ϕαινόµενο αυτό καλείται phase

transition· δες Marin and Robert (2007).
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Για µία πλήρως µπεϋζιανή προσέγγιση του προβλήµατος η παράµετρος β ϑεω-

ϱείται τυχαία µεταβλητή. Ακολουθώντας τους Marin and Robert (2007), υποθέτουµε

εκ των προτέρων ότι β ∼ U(0, 2). Παρ΄ όλ΄ αυτά, υπάρχει µία προφανής δυσκολία

στην ανανέωση αυτής της παραµέτρου µέσω κάποιου δειγµατολήπτη καθώς ο όρος

C(β), όπου εξ ορισµού ισχύει ότι

C(β) =
∑

z

exp{β
∑

i∈I

∑

j∼i

I(zj = zi)},

είναι πρακτικώς αδύνατο να υπολογιστεί αναλυτικά ακόµα και για πολύ µικρές ει-

κόνες. Για να αντιµετωπίσουµε τη συγκεκριµένη δυσκολία ακολουθούµε την µέθοδο

που προτείνεται στους Marin and Robert (2007) ώστε να καταλήξουµε σε µια προ-

σέγγιση, r̂(β1, β0), του λόγου C(β1)/C(β0) για οποιοδήποτε Ϲεύγος τιµών β1, β0. Α-

κολούθως, αυτή η προσέγγιση ενσωµατώνεται σε ένα ϐήµα Metropolis–Hastings για

την ανανέωση του β. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο αναγνώστης παραπέµπεται

στους Marin and Robert (2007, σελ. 240).

∆οθέντος z, υποθέτουµε ότι το σύνολο παρατηρήσεων (δηλαδή, το παρατηρηθέν

χρώµα για κάθε ένα από τα εικονοστοιχεία), y, αποτελείται από ανεξάρτητες κανονι-

κές τυχαίες µεταβλητές,

f(y|z,σ2,µ) =
∏

i∈I

1

(2πσ2
zi
)1/2

exp{−(yi − µzi
)2/2σ2

zi
}, (5.8)

περιορισµένες στο διάστηµα [0, 255] (όπου αντιστοιχεί στην κλίµακα αποχρώσεων

του γκρίζου). Σύµφωνα µε τους Marin and Robert (2007), η υπόθεση αυτή είναι

ελαφρώς προσεγγιστική καθώς τα yi είναι ακέραιοι µεταξύ του 0 και 255, αλλά

κάτι τέτοιο είναι πιο πρακτικό από µία παραµετροποιηµένη διακριτή κατανοµή στο

σύνολο {0, . . . , 255}. Η απο κοινού συνάρτηση πυκνότητας των y, z γράφεται ως

f(y, z|σ2,µ, β) =
1

C(β)
exp{β∑

i∈I

∑
j∼i

I(zj = zi)}
∏

i∈I

1

(2πσ2
zi
)1/2

exp

(
−(yi − µzi

)2

2σ2
zi

)
.

(5.9)

Σηµειώνουµε ότι το παραπάνω µοντέλο είναι πιο γενικό απ΄ ό,τι αυτό των Marin and

Robert (2007) διότι ϑεωρούµε διαφορετικές διασπορές σε κάθε κατάσταση, ενώ οι

Marin and Robert (2007) ϑεωρούν σ2
j ≡ σ2, ∀j = 1, . . . , k. Ωστόσο, στις εφαρµογές

που ακολουθούν ϑα χρησιµοποιηθούν και οι δύο επιλογές για την διασπορά.

Οι παράµετροι του ϑορύβου στην εικόνα, µ, σ2, ϑεωρούνται εκ των προτέρων

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε µj ∼ U(0, 255), σ2
j ∼ IG(g0, G0), j = 1, . . . , k.

Σηµειώνουµε ότι η εκ των προτέρων κατανοµή στα µj είναι ίδια µε αυτή των Marin
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and Robert (2007) εκτός του ότι δεν υποθέτουµε εκ των προτέρων διάταξη µεταξύ

τους. Από την άλλη πλευρά, οι διασπορές ακολουθούν µια αντίστροφη κατανοµή

γάµµα αντί της καταχρηστικής κατανοµής που χρησιµοποιείται από τους Marin

and Robert (2007) λόγω του ότι εδώ οι διασπορές είναι διαφορετικές µεταξύ των

καταστάσεων και έτσι µία καταχρηστική εκ των προτέρων κατανοµή ϑα οδηγούσε σε

µία καταχρηστική εκ των υστέρων κατανοµή.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε ότι η απο κοινού εκ των υστέρων κατανοµή

όλων των παραµέτρων του µοντέλου είναι

π(z, β,µ,σ2|y) ∝ π(β,µ,σ2) × 1

C(β)
exp{β∑

i∈I

∑
j∼i

I(zj = zi)}

×
∏

i∈I

1

(2πσ2
zi
)1/2

exp{−(yi − µzi
)2/2σ2

zi
}

και είναι προφανές ότι πρόκειται για µια αναλλοίωτη κατανοµή ως προς τις µεταθέ-

σεις των δεικτών {1, . . . , k}, καθώς

π(z, β,µ,σ2|y) = π(τ−1z, β, τµ, τσ2|y), ∀τ ∈ Tk.

Ως εκ τούτου, το ϕαινόµενο label switching συµβαίνει και σε τέτοια τυχαία µαρκο-

ϐιανά πεδία. Οι Marin and Robert (2007) είναι οι µοναδικοί που έχουν αναφέρει

κάτι σχετικά µε το ϕαινόµενο label switching σε τέτοιου είδους εφαρµογές, αλλά

απλώς χρησιµοποιούν την εκ των προτέρων διάταξη των µέσων, µ1 < . . . < µk, για

την ταυτοποίηση των παραµέτρων. Στην συνέχεια ϑα συγκρίνουµε σε παραδείγµατα

την συγκεκριµένη µεθοδολογία µε τον Αλγόριθµο ECR.

Για την προσοµοίωση από την παραπάνω κατανοµή-στόχο ϑα χρησιµοποιήσου-

µε τον αλγόριθµο Metropolis­within­Gibbs που περιγράφεται από τους Marin and

Robert (2007) προσαρµοσµένο στις αλλαγές που υπάρχουν στο µοντέλο µας. ΄Ετσι,

αφού δώσουµε κάποιες αρχικές τιµές στις παραµέτρους, σε κάθε ϐήµα του αλγο-

ϱίθµου το παραµετρικό διάνυσµα ανανεώνεται προσοµοιώνοντας τα z,µ,σ2 από τις

αντίστοιχες πλήρεις δεσµευµένες εκ των υστέρων κατανοµές τους, οι οποίες είναι

P (zi = j| . . .) ∝ exp

{
β
∑

j∼i

I(zi = j) − 1

2σ2
j

(yi − µj)
2

}
, i ∈ I,

µj| . . . ∼ N
(∑

i∈I I(zi = j)yi∑
i∈I I(zi = j)

,
σ2

j∑
i∈I I(zi = j)

)
, j = 1, . . . , k,

σ2
j | . . . ∼ IG

(
g0 +

|I|
2
,

[
1

G0
+

∑
i∈I I(zi = j)(yi − µj)

2

2

]−1)
, j = 1, . . . , k.
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Τέλος, η ανανέωση της παραµέτρου β κατά την επανάληψη t ϐασίζεται στην κατα-

νοµή πρότασης β̃ ∼ U(β(t−1) − 0.05, β(t−1) + 0.05), η οποία έχει την (προσεγγιστική)

πιθανότητα αποδοχής που δίνεται από τους Marin and Robert (2007)

min

{
1, r̂(β(t−1), β̃) exp

[
(β̃ − β(t−1))

∑

i∈I

∑

j∼i

I(zj = zi)

]}
.

Πριν προχωρήσουµε στις εφαρµογές, ϑα πρέπει να επαληθεύσουµε τις ιδιότητες

της Ενότητας 3.2 ώστε να εξασφαλίσουµε τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα του προηγού-

µενου κεφαλαίου. Αρχικά, ας παρατηρήσουµε ότι από την συζήτηση που προη-

γήθηκε, έχουµε ότι η = ((µ1, σ
2
1), . . . , (µk, σ

2
k)) και συνεπώς H = (R × (0,∞))k.

Εποµένως, για κάθε τ ∈ Tk εξασφαλίζεται η ισχύς της (4.2). Προφανώς, οι εκ των

προτέρων υποθέσεις στις παραµέτρους εξασφαλίζουν την ισχύ της ιδιότητας (4.3). Ε-

πίσης, η (5.8) συνεπάγεται ότι η (4.5) ισχύει. Τέλος, είναι εύκολο να δούµε ότι η απο

κοινού συνάρτηση πυκνότητας των πλήρων δεδοµένων έχει πράγµατι την ιδιότητα

(4.4). Από την (5.9), λαµβάνουµε διαδοχικά ότι για κάθε τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk

f(y, τz|η) = f(y, τz|β,µ,σ2)

=
1

C(β)
exp{β∑

i∈I

∑
j∼i

I(tzj
= tzi

)}

×
∏

i∈I

1

(2πσ2
tzi

)1/2
exp

(
−

(yi − µtzi
)2

2σ2
tzi

)

=
1

C(β)
exp{β∑

i∈I

∑
j∼i

I(zj = zi)}

×
∏

i∈I

1

(2π(τσ)2
zi
)1/2

exp

(
−(yi − (τµ)zi

)2

2(τσ2)zi

)

= f(y, z|β, τµ, τσ2)

= f(y, z|τη).

5.4.1 Μπεϋζιανή κατάτµηση εικόνων

Παράδειγµα 5.4.1. Προσοµοιωµένα δεδοµένα.

Σε αυτήν την ενότητα συγκρίνεται η προτεινόµενη µέθοδος αντιµετώπισης του ϕαινο-

µένου label switching µε τα αποτελέσµατα των περιορισµών διάκρισης, την µοναδική

τεχνική που έχει εφαρµοστεί µέχρι στιγµής σε προβλήµατα µπεϋζιανής κατάτµησης

ψηφιακών εικόνων. Για να δείξουµε τις επιπτώσεις που επιφέρει στην συµπερασµα-

τολογία η χρήση περιορισµών διάκρισης χρησιµοποιούµε αρχικά µία µικρή εικόνα
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Σχήµα 5.22: Πρώτη γραµµή: Πραγµατική (µη παρατηρήσιµη) εικόνα (α) και παρα-

τηρήσιµη (ϑορυβώδης) εικόνα (ϐ). ∆εύτερη γραµµή: κατάτµηση εικόνας ϐάσει του

(α) περιορισµού διάταξης των µέσων και (ϐ) του Αλγορίθµου ECR.

µεγέθους 20×20 εικονοστοιχείων µε k = 4 αποχρώσεις του γκρίζου, η οποία απεικο-

νίζεται στο Σχήµα 5.22. Αυτή παίζει τον ϱόλο της µη παρατηρηθείσας πραγµατικής

εικόνας, την οποία όπως είπαµε στην προηγούµενη ενότητα συµβολίζουµε µε z. Η

παρατηρούµενη ϑορυβώδης εικόνα προκύπτει από την πραγµατική προσθέτοντας

ανεξάρτητο ϑόρυβο σε κάθε µια από τις διαφορετικές χρωµατικές οµάδες αυτής. Οι

ϑόρυβοι που προσθέσαµε στις τέσσερεις αποχρώσεις ακολουθούν κανονικές κατανο-

µές µε παραµέτρους

µ = (110, 115, 118, 115), σ2 = (1, 1, 2, 4).

Στην πρώτη γραµµή του Σχήµατος 5.22(ϐ) εµφανίζεται η διαταραγµένη εικόνα.

Σκοπός της ανάλυσής µας είναι να ανακατασκευάσουµε την πραγµατική εικόνα και

αυτό ϑα γίνει εκτελώντας τον αλγόριθµο MCMC που περιγράφηκε στην προηγούµενη

ενότητα. Για τις παραµέτρους της εκ των προτέρων κατανοµής των διασπορών ϑέτου-
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Σχήµα 5.23: Αναδιατεταγµένες τιµές του (µ1, µ2, µ3, µ4)
(i) σύµφωνα µε τον (α) πε-

ϱιορισµό διάκρισης και (ϐ) τον αλγόριθµο ECR.

µε g0 = 1 και G0 = 1/5. Σηµειώνουµε ότι οι συγκεκριµένες τιµές αποτελούν αρκετά

µη πληροφοριακές επιλογές. Επίσης επιλέξαµε το σύστηµα τεσσάρων πλησιέστερων

γειτόνων. Στη συνέχεια το δείγµα αναδιατάσσεται ϐάσει του Αλγορίθµου ECR αλλά

και ϐάσει του περιορισµού διάταξης των µέσων που χρησιµοποιούν οι Marin and

Robert (2007). Η κατατµηµένη εικόνα προκύπτει από τις πιο πιθανές αναδιατε-

ταγµένες κατατάξεις των εικονοστοιχείων στις k = 4 χρωµατικές περιοχές. Για την

εκτέλεση του αλγορίθµου ϑα πρέπει πρώτα να κατασκευάσουµε µία προσέγγιση του

f(β) = Eβ[
∑

z exp{β∑i∈I

∑
j∼i I(zj = zi)}]. Ακολουθώντας την µεθοδολογία που

περιγράφεται στους Marin and Robert (2007), καταλήξαµε στην προσέγγιση που

ϕαίνεται στο Σχήµα 5.24(α).

Ο αλγορίθµος Metropolis­within­Gibbs εκτελέστηκε για 3000 επαναλήψεις (οι

πρώτες 300 διεγράφησαν ως περιόδος burn­in) και ακολούθως αναδιατάξαµε το

δείγµα που προέκυψε. Στη δεύτερη γραµµή του Σχήµατος 5.22 ϕαίνονται οι προ-

κύπτουσες κατατµήσεις της παρατηρηθείσας εικόνας ϐάσει του περιορισµού µ1 <

µ2 < µ3 < µ4 και του Αλγορίθµου ECR, αντίστοιχα. Επί πλέον, στο Σχήµα 5.23

παρουσιάζονται οι αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων τιµών κάθε συνιστώσας. Από

τις αναδιατεταγµένες τιµές των µέσων, παρατηρούµε ότι η εκ των υστέρων κατανοµή

παρουσιάζει αρκετές κορυφές, καθώς υπάρχουν έντονες εναλλαγές µεταξύ των πε-

ϱιοχών υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας. Αυτό ισχύει και για την εκ των υστέρων

κατανοµή του β επίσης, όπου υπάρχει µία κύρια κορυφή κοντά στο 1.15 και µία
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Σχήµα 5.24: (α) Προσέγγιση του f(β) του µοντέλου Potts µε σύστηµα τεσσάρων

πλησιέστερων γειτόνων για την εικόνα διαστάσεων 20 × 20. Η προσέγγιση ϐασίζεται

σε διαµέριση του διαστήµατος (0, 2) σε 20 υποδιαστήµατα ίσου µήκους και 3000
επαναλήψεις για κάθε υποδιάστηµα του αλγορίθµου MCMC µε σταθερό β µετά το

burn­in των πρώτων 300. (ϐ) Το ιστόγραµµα των προσοµοιωµένων τιµών του β.

µικρότερη κοντά στο 0.5. Αυτό ϕαίνεται στο Σχήµα 5.24(ϐ). ΄Οπως είναι ϕανερό από

τις κατατµηµένες εικόνες, συµπεραίνουµε ότι η κατάτµηση ϐάσει του Αλγορίθµου

ECR πλησιάζει περισσότερο την πραγµατική εικόνα. Για να υποστηρίξουµε αυτόν

τον ισχυρισµό, εκτελέσαµε 50 ανεξάρτητες επαναλήψεις της διαδικασίας των προσο-

µοιώσεων και αναδιατάξεων. Το 99% ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για τον

λόγο των µέσων λανθασµένων κατατάξεων που προκύπτουν από τον Αλγόριθµο ECR

προς εκείνων που προκύπτουν από τους περιορισµούς διάκρισης υπολογίστηκε ως

(0.628, 0.742). Συνεπώς, είναι ξεκάθαρη η ανώτερότητα της προτεινόµενης µεθόδου

σε αυτό το παράδειγµα.

Παράδειγµα 5.4.2. Λίµνη Menteith.

Στην συνέχεια παρουσιάζουµε ένα παράδειγµα πραγµατικής εικόνας. Στο Σχήµα

5.25(α) ϕαίνεται µία δορυφορική ϕωτογραφία της λίµνης Menteith στη Σκωτία. Η

ψηφιακή εικόνα έχει διάσταση 100 × 100. Ακολουθώντας την προσσέγιση των Ma­

rin and Robert (2007) ϑεωρούµε k = 6 οµογενείς περιοχές µε ίδιες διασπορές µε

(καταχρηστική) εκ των προτέρων κατανοµή

σ2 ∼ 1

σ2
I(σ2 > 0).
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Σχήµα 5.25: Η περιοχή της λίµνης Menteith: Παρατηρηθείσα δορυφορική εικό-

να (α) και κατατµηµένη εικόνα (ϐ) σε k = 6 οµογενείς περιοχές σύµφωνα µε τον

Αλγόριθµο ECR.

Σηµείωνουµε ότι το παραπάνω αντιστοιχεί σε µία (καταχρηστική) οµοιόµορφη εκ

των προτέρων κατανοµή για το log σ. Οι υπόλοιπες εκ των προτέρων υποθέσεις

παραµένουν ίδιες µε αυτές της Ενότητας 5.4. Η αντίστοιχη πλήρης δεσµευµένη εκ

των υστέρων κατανοµή της κοινής διασποράς είναι

σ2 ∼ IG(|I|2/2,∑
i∈I

(yi − µzi
)2/2).

΄Υστερα από 1000 επαναλήψεις (και µετά το burn­in των πρώτων 500 επαναλήψεων)

του αλγορίθµου MCMC που περιγράφεται στους Marin and Robert (2007), χωρίς

ϐέβαια την υιοθέτηση των εκ των προτέρων περιορισµών στις µέσες τιµές, οι παρά-

µετροι συνέκλιναν στις περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας και ακολούθως

οι προσοµοιωµένες τιµές των µ
(t)
j , j = 1, . . . , 6, t = 1, . . . , 1000 αναδιατάχθηκαν

µέσω του Αλγορίθµου ECR. Σηµειώνεται ότι η παράµετρος β τέθηκε ίση µε β = 1.3.

Η υπόθεση αυτή δικαιολογείται από το γεγονός ότι η εκτιµηθείσα περιοχή υψηλής

εκ των υστέρων πιθανότητας σύµφωνα µε τους Marin and Robert (2007) εξαντλείται

στο διάστηµα (1.295, 1.315) και από το ότι η παράµετρος αυτή δεν επηρεάζεται από

το label switching.

Η κατατµηµένη εικόνα που προκύπτει ϐάσει της µεθόδου µας, ϕαίνεται στο Σχή-

µα 5.25.(ϐ). Τα αποτελέσµατά µας είναι σχεδόν ίδια µε αυτά των Marin and Robert

(2007) όπου υποτίθεται εκ των προτέρων διάταξη των µέσων. Αυτό ϕυσικά συµβαίνει

εδώ διότι οι περιοχές υψηλής εκ των υστέρων πυκνότητας των έξι µέσων είναι αρκετά

µακριά µεταξύ τους.
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Παράρτηµα Κεφαλαίου 2

Α.1 Η γενική µορφή του αλγορίθµου RJMCMC

Τα µοντέλα µείξεων κατανοµών µε άγνωστο πλήθος συνιστωσών είναι µόνο µία ειδική

περίπτωση µοντέλων µεταβλητής διάστασης. Η διαδικασία εκτίµησης του αριθµού

συνιστωσών k είναι ένα πρόβληµα επιλογής µοντέλου. Στην Μπεϋζιανή Συµπερα-

σµατολογία αυτό ισοδύναµει µε την εκτίµηση των εκ των υστέρων πιθανοτήτων των

υποψήφιων µοντέλων και επιλογή εκείνου που έχει την µεγαλύτερη εκ των υστέρων

πιθανότητα. ΄Εστω K ένα αριθµήσιµο σύνολο και {Mk, k ∈ K} µία συλλογή µο-

ντέλων η διάσταση των οποίων ενδέχεται να ποικίλλει. Οι παράµετροι του µοντέλου

Mk, ω = (k, ωk) ∈ Ωk, ορίζονται δοθέντος του k.

Η αδυναµία των τυπικών µεθοδολογιών MCMC, όπως ο δειγµατολήπτης Gibbs

και ο αλγόριθµος Metropolis­Hastings, σε προβλήµατα επιλογής µοντέλου έγκειται

στο εξής : Ενώ µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να εξερευνήσουν κάθε ένα µοντέλο

ξεχωριστά, δεν µπορούν να γεφυρώσουν τα ανταγωνιστικά µοντέλα µεταξύ τους και,

κατ΄ επέκταση, να εξερευνήσουν τον χώρο Ω = ∪k∈KΩk όλων των δυνατών µοντέλων

ταυτόχρονα. Αυτό έγινε δυνατό µε τον αλγόριθµο reversible jump MCMC του Gre­

en (1995). Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος προσοµοίωνει µία εργοδική µαρκοβιανή

αλυσίδα ω(t), t = 1, 2, . . . µε οριακή κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή των

ανταγωνιστικών µοντέλων. Σε κάθε επανάληψη προτείνονται κατάλληλες κινήσεις

µεταπήδησης από ένα µοντέλο σε ένα άλλο οι οποίες γίνονται δεκτές ϐάσει κάποιας

συγκεκριµένης πιθανότητας αποδοχής.

Ας υποθέσουµε ότι ϐρισκόµαστε στο µοντέλο Mm και ϑέλουµε να προτείνουµε

µία µετάβαση στο µοντέλο Mn, µε παραµετρικούς χώρους Ωm και Ωn αντίστοιχα,

οι οποίοι µπορεί να είναι διαφορετικών διαστάσεων1. Η κίνηση αυτού του τύπου ϑα

1Αν τα ανταγωνιστικά µοντέλα καθορίζονται πλήρως από την διάστασή τους (κάτι που δεν ισχύει

γενικά), τότε καλό είναι να συσχετίζουµε το m µε την διάσταση του µοντέλου. Η παρατήρηση αυτή

161
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είναι µία από τις δυνατές µεταπηδήσεις, οπότε έστω ότι πmn είναι η πιθανότητα της

συγκεκριµένης πρότασης. Αντίστοιχα, έστω ότι πnm είναι η πιθανότητα πρότασης

της αντίστροφης κίνησης. Η ϐασική ιδέα του Green (1995) είναι η συµπλήρωση των

χώρων Ωm και Ωn µε εικονικούς χώρους, Un και Um αντίστοιχα, µε σκοπό τον ορισµό

ενός ένα-προς-ένα µετασχηµατισµού µεταξύ αυτών. Αυτό συνήθως (αλλά όχι απα-

ϱαίτητα) γίνεται συµπληρώνοντας µόνο τον χώρο µικρότερης διάστασης. Στην γενική

περίπτωση όπου και οι δύο χώροι συµπληρώνονται, η προτεινόµενη ευθεία και α-

ντίστροφη µετάβαση µπορεί να γίνει µε την παραγωγή κάποιων επί πλέον τυχαίων

διανυσµάτων un ∼ gn(un) και um ∼ gm(um). Οι gn και gm ενδέχεται να εξαρτώνται

και από τα ωm και ωn, αντίστοιχα, αλλά αυτό δεν ενσωµατώνεται στην έκφρασή τους

για λόγους ευκολίας στον συµβολισµό. Η µετάβαση από τον χώρο Ωm στον χώρο Ωn

γίνεται µέσω κάποιων µετασχηµατισµών

(ωn, um) = Fm7→n(ωm, un), un ∈ Un

(ωm, un) = Fn 7→m(ωn, um), um ∈ Um

όπου Fm7→n : Ωm×Un 7→ Ωn×Um και Fn 7→m : Ωn×Um 7→ Ωm×Un, που γεφυρώνουν

τις παραµέτρους των δύο διαφορετικών χώρων. Η συγκεκριµένη διαδικασία έχει

οριακή κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή των µοντέλων αν ικανοποιείται η

υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων του Green. Σύµφωνα µε αυτήν, εξασφαλίζεται

ότι οι εµπλεκόµενοι µετασχηµατισµοί δρουν σε χώρους ίσων διαστάσεων και ο ένας

είναι ο αντίστροφος του άλλου. Μία πιο απλοποιηµένη διατύπωση της υπόθεσης

συµφωνίας διάστασεων συνοψίζεται στο ότι ϑα πρέπει

{
dim Ωm + dimUn = dim Ωn + dimUm

Fn 7→m(·) = F−1
m7→n(·).

(Α.1)

΄Ετσι, υπό την ισχύ της (Α.1), αποδεικνύεται (Green, 1995) ότι η αλυσίδα έχει

οριακή κατανοµή π(·) στον χώρο των δυνατών µοντέλων Ω = ∪kΩk, η οποία επιτυγ-

χάνει την συνθήκη λεπτοµερούς ισορροπίας

∫

A

∫

B

π(dωm)P (ωm, dωn) =

∫

B

∫

A

π(dωn)P (ωn, dωm), (Α.2)

για κάθε A,B ∈ B(Ω), όπου B(Ω) είναι η σ-άλγεβρα Borel του Ω και P (ωm, dωn) ο

πυρήνας µετάβασης από το ωm στο dωn.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, η µετάβαση από το (ωm, un) στο (ωn, um) µπορεί να ϑεω-

ϱηθεί ως µία συνηθισµένη κίνηση Metropolis­Hastings µε την διαφορά ϐέβαια ότι

δεν είναι απαραίτητη αλλά ϐοηθά στην κατανόηση της µεθόδου.
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αλλάζει η κατανοµή-στόχος : Αντί της στάσιµης κατανοµής πm(ωm)gn(un) η µετάβαση

έχει στόχο την κατανοµή πn(ωn)gm(um), κάτι το οποίο όµως δεν αποτελεί πρόβληµα

για τον αλγόριθµο Metropolis­Hastings (δες Marin and Robert, 2007). ΄Ετσι λοιπόν,

η γενική µορφή του αλγορίθµου RJMCMC έχει ως εξής.

Αλγόριθµος Α.1.1. Ο γενικός αλγόριθµος RJMCMC

΄Εστω ότι κατά την επανάληψη t = 1, 2, . . . η αλυσίδα ϐρίσκεται στην κατάσταση

ω(t) = (m,ωm):

1. Πρότεινε µετάβαση στο µοντέλο Mn µε πιθανότητα πmn.

2. Παρήγαγε un ∼ gn(un) και ϑέσε (ωn, um) = Fm7→n(ωm, un).

3. Θέσε ω(t+1) = (n, ωn) µε πιθανότητα

min

(
1,
π(n, ωn)πnmgm(um)

π(m,ωm)πmngn(un)

∣∣∣∣
∂Fm7→n(ωm, un)

∂(ωm, un)

∣∣∣∣
)
,

διαφορετικά, ϑέσε ω(t+1) = ω(t).

Στον παραπάνω αλγόριθµο ο τελευταίος όρος της πιθανότητας αποδοχής συµβο-

λίζει την Ιακωβιανή του (αντιστρέψιµου) µετασχηµατισµού (ωm, un) 7→ (ωn, um), ο

οποίος γίνεται µέσω της Fm7→n.

Α.2 Απόδειξη Λήµµατος 2.7.1

Για την πλήρη δεσµευµένη εκ των υστέρων κατανοµή των συντελεστών παλινδρόµη-

σης έχουµε

β ′
j | . . . ∝ exp{−1

2
tr[Ω−1(β ′

j −M ′)′Σ−1
j (βj −M)]} ×

exp{−1

2
[

n∑

i=1

I(zi = j)(yi − β ′
jxi)

′Σ−1
j (yi − β ′

jxi)]}

= exp{−1

2
tr[Σ−1

j (β ′
j −M ′)Ω−1(βj −M)]} ×

exp{−1

2

n∑

i=1

I(zi = j)tr[Σ−1
j (yiy

′
i − yix

′
iβ

′
j − β ′

jxiy
′
i + β ′

jxix
′
iβj)]}

= exp{tr[Σ−1
j (β ′

jΩ
−1βj − β ′

jΩ
−1βj − β ′

jΩ
−1M −M ′Ω−1βj +M ′Ω−1M)]} ×

exp{−1

2

n∑

i=1

I(zi = j)tr[Σ−1
j (yiy

′
i − yix

′
iβj − β ′

jxiy
′
iβ

′
jxix

′
iβj)]}



164 Παράρτηµα

Μετά από κατάλληλες αναδιατάξεις όρων στην παραπάνω έκφραση λαµβάνουµε ότι

β ′
j| . . . ∝ exp{−1

2
tr[Σ−1

j (β ′
j(Ω

−1 +
n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i)βj −

−β ′
j(Ω

−1M +

n∑

i=1

I(zi = j)xiy
′
i) − (M ′Ω−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)yix
′
i)βj)]}

∝ exp{−1

2
tr[Σ−1

j (β ′
j(Ω

−1 +
n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i) −

β ′
j(Ω

−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i)(Ω

−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i)

−1 ×

(Ω−1M +

n∑

i=1

I(zi = j)xiy
′
i) − (M ′Ω−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)xiy
′
i) ×

(Ω−1 +
n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i)
−1(Ω−1 +

n∑

i=1

I(zi = j)xix
′
i)

−1)βj)]}.

Αυτό σηµαίνει ότι

β ′
j|x,y,Σ,Ω,M ′ ∼ MNm×q(UjV

−1
j , V −1

j ,Σj), j = 1, . . . , k ανεξάρτητα.

Για την πλήρη δεσµευµένη εκ των υστέρων κατανοµή των πινάκων διασπορών–

συνδιασπορών έχουµε

Σj | . . . ∼ |Σj |−(ζ+m+1)/2 exp{−1

2
tr(ΨΣ−1

j )} ×

exp{−1

2
tr[Σj

n∑

i=1

I(zi = j)(yi − β ′
jxi)(yi − β ′

jxi)
′]}|Σj |−nj/2 ×

exp{−1

2
tr[(β ′

j −M ′)Ω−1(βj −M)Σ−1
j ]}|Σj |−q/2

µε τον πρώτο όρο να αντιστοιχεί στην εκ των προτέρων κατανοµή του Σj, τον δεύτερο

στην πιθανοφάνεια και τον τελευταίο στην εκ των προτέρων κατανοµή του β ′
j. ΄Υστερα

από αναδιατάξεις όρων παίρνουµε

Σj | . . . ∼ |Σj |−(ζ+m+q+nj+1)/2 exp{−1

2
tr[Ψ +

n∑

i=1

I(zi = j)(yi − β ′
jxi)(yi

−β ′
jxi)

′ + (β ′
j −M ′)Ω−1(βj −M)]Σ−1

j }.

Αυτό σηµαίνει ότι

Σj | . . . ∼ W−1(Ψ + Tj + (β ′
j −M ′)Ω−1(βj −M), ζ + q + nj)

όπου Tj =
∑n

i=1 I(zi = j)(yi − β ′
jxi)(yi − β ′

jxi)
′, j = 1, . . . , k.
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Β.1 Απόδειξη σχέσης (3.4)

΄Εστω k ∈ N ο αριθµός των συνιστωσών και κ0 ∈ N ο αριθµός των διαφορετικών µέσων

µε κ0 ≤ k. Θεωρούµε το διάνυσµα κατάστασης του µοντέλου c = {c1, . . . , cκ0} ∈
{1, 2}κ0 µε

κ0∑

i=1

ci = k. (Β.1)

Το πρόβληµα είναι να ϐρεθεί το πλήθος των διανυσµάτων c µε τις παραπάνω ιδιότητες

για όλα τα k ∈ N. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το εξής : ΄Εστω k σφαιρίδια τα οποία

ϱίπτονται σε κ0 δοχεία (µε κ0 ≤ k). Θεωρώντας ότι το κ0 µπορεί να πάρει όλες τις

δυνατές του τιµές, πόσες είναι οι δυνατές κατατάξεις των σφαιριδιών έτσι ώστε κάθε

ένα από τα κ0 δοχεία να περιέχει 1 ή 2 σφαιρίδια ;

Αν στα κ0 δοχεία υπάρχουν συνολικά x ≤ κ0 δοχεία µε ένα σφαιρίδιο τότε ϑα

έχουµε κ0 − x δοχεία µε δύο σφαιρίδια. Λόγω της (Β.1) έχουµε :
∑κ0

i=1 ci = k ⇒
x+ 2(κ0 − x) = k και εποµένως

κ0 =
k + x

2
. (Β.2)

Από την (Β.2) έχουµε ότι το x είναι άρτιος αν και µόνον αν το k είναι άρτιος. ΄Αρα οι

δυνατές τιµές του x ϐρίσκονται διακρίνοντας τις εξής περιπτώσεις :

x ∈
{
{0, 2, . . . , k − 2, k}, αν k άρτιος

{1, 3, . . . , k − 2, k}, αν k περιττός.

Για δοθέντα x και κ0, το πλήθος των δυνατών τρόπων κατάληψης x ϑέσεων από κ0

δίνεται από τους συνδυασµούς
(

κ0

x

)
. ΄Αρα, οι συνολικοί τρόποι ϑα δίνονται αθροίζο-

ντας για τις δυνατές τιµές του x. Οπότε το πλήθος των δυνατών µοντέλων δίνεται από

165
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την σχέση

Nk =

{∑k/2
l=0

(
k/2+l

2l

)
, αν k άρτιος∑(k−1)/2

l=0

(
(k+2l+1)/2

2l+1

)
, αν k περιττός.

(Β.3)

Β.2 Απόδειξη Λήµµατος 3.4.1

Ας συµβολίσουµε µε µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
κ0

) το κ0-διάστατο διάνυσµα των διαφορετικών

µέσων, µε µ = (µ1, . . . , µk) το k-διάστατο διάνυσµα των µέσων των συνιστωσών και

έστω c = (c1, . . . , cκ0) το διάνυσµα κατάστασης. ΄Εχουµε

µ∗|z,σ2,x ∝
n∏

t=1

exp{−(xt − µzt
)2/(2σ2

zt
)}

κ0∏

j=1

exp{−κ(µ∗
j − ξ)2/2}

∝
κ0∏

j=1

exp




−1

2


κ(µ∗

j − ξ)2 +

uj∑

i=lj

(
σ−2

i

n∑

t=1

I(zt = i)(xt − µ∗
j)

2

)





 ,

όπου lj =
∑j−1

t=1 ct + 1 και uj =
∑j

t=1 ct, j = 1, . . . , κ0. Από την τελευταία έκφραση

προκύπτει ότι οι κ0 διαφορετικοί µέσοι είναι εκ των υστέρων ανεξάρτητοι. Συνεπώς,

για j = 1, . . . , κ0,

µ∗
j |z,σ2,x ∝ exp

{
− 1

2

[
κ(µ∗

j − ξ)2 +

uj∑

i=lj

(
σ−2

i

n∑

t=1

I(zt = i)(xt − µ∗
j)

2

)]}

∝ exp

{
−
∑uj

i=lj
ni/σ

2
i + κ

2

(
µ∗

j −
∑uj

i=lj
si/σ

2
i + κξ

∑uj

i=lj
ni/σ

2
i + κ

)2}

∼ N
(∑uj

i=lj
si/σ

2
i + κξ

∑uj

i=lj
ni/σ

2
i + κ

,
1∑uj

i=lj
ni/σ

2
i + κ

)
,

όπου si =
∑n

t=1 I(zt = i)xt και ni =
∑n

t=1 I(zt = i).

Β.3 Απόδειξη Πρότασης 3.4.1

Ας υποθέσουµε ότι η αλυσίδα ϐρίσκεται στην κατάσταση y = (c, k, k0, q,ν
∗, τ 2, z)

και ότι προτείνουµε µία µετάβαση στην κατάσταση y′ = (c′, k′, k
′

0,p,µ
∗,σ2, z′). Τα

στοιχεία των u και u′ είναι οι επί πλέον τυχαίες µεταβλητές που πρέπει να παραχθούν

ώστε να ικανοποιούν την υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων για τα διανύσµατα

(y, u) και (y′, u′). Σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο Α.1.1 η γενική µορφή της πιθανότητας

αποδοχής είναι

A =
f(x|c′, z′,µ∗,σ2)

f(x|c, z,ν∗, τ 2)
× f(k′)

f(k)

f(k′0|k′)
f(k0|k)

f(c′|k′0, k′)
f(c|k0, k)

f(z′|k′,p)

f(z|k, q)
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×f(p|δ, k′)
f(q|δ, k)

f(µ∗|k′0)
f(ν∗|k0)

f(σ2|k′)
f(τ 2|k)

p[(y′, u′) 7→ (y, u)]f(u′)

p[(y, u) 7→ (y′, u′)]f(u)
×
∣∣∣∣
∂y′

∂y

∣∣∣∣, (Β.4)

όπου p[a 7→ b] συµβολίζει την πιθανότητα µετάβασης στο b ενώ ϐρισκόµαστε στην

κατάσταση a.

Στην συνέχεια ϑα υπολογίσουµε τις αναλυτικές εκφράσεις των όρων που εµπλέ-

κονται στην (Β.4). Από εδώ και στο εξής συµβολίζουµε µε Prealloc την πιθανότητα

µιας συγκεκριµένης ανακατάταξης µεταξύ των συνιστωσών, ενώ τα m1 και m2 είναι

όπως ορίστηκαν στην Ενότητα 3.2.

΄Εστω ότι προτείνουµε τον διαχωρισµό µιας σύνθετης συνιστώσας σε δύο απλές.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι η σύνθετη συνιστώσα αποτελείται από

τις δύο πρώτες συνιστώσες της µείξης, δηλαδή τις συνιστώσες 1 και 2. Προφανώς,

k
′

0 = k0 + 1, k′ = k, οπότε f(k′)/f(k) = 1.

Λόγος εκ των προτέρων πιθανοτήτων των κατατάξεων: ΄Εστω n1, n2 οι αριθµοί των

παρατηρήσεων που είναι ήδη κατεταγµένες στις συνιστώσες 1,2, αντίστοιχα, και

q1, q2 τα αντίστοιχα ϐάρη. Αν n′
1, n

′
2 και p1, p2 είναι οι αντίστοιχες ποσότητες µετά την

κίνηση διαχωρισµού µέσων (µε n1 + n2 = n′
1 + n′

2), έχουµε

f(z′|k,p)

f(z|k, q) =
p

n′

1
1

qn1
1

p
n′

2
2

qn2
2

. (Β.5)

Λόγος των εκ των προτέρων κατανοµών των ϐαρών: Τα µοναδικά ϐάρη που αλλά-

Ϲουν κατά την κίνηση αυτή είναι εκείνα που αντιστοιχούν στις δύο συνιστώσες που

αποτελούν την σύνθετη, άρα

f(p|δ, k)
f(q|δ, k) =

pδ−1
1

qδ−1
1

pδ−1
2

qδ−1
2

. (Β.6)

Λόγος των εκ των προτέρων κατανοµών των µέσων: Πριν την κίνηση διαχωρισµού,

οι συνιστώσες 1 και 2 έχουν έναν κοινό µέσο (τον ν1) και προτείνουµε την µετάβαση

σε µία κατάσταση µε δύο διαφορετικούς µέσους (µ∗
1 και µ∗

2). Οι υπόλοιποι µέσοι

παραµένουν ίδιοι, άρα

f(µ∗|k0 + 1)

f(ν∗|k0)
=

(k0 + 1)!
∏k0+1

i=1 ϕ(µ∗
i |ξ, κ−1)

k0!
∏k0

i=1 ϕ(ν∗i |ξ, κ−1)

= (k0 + 1)

√
κ

2π
exp

{
− κ

2

[
(µ∗

1 − ξ)2 + (µ∗
2 − ξ)2 − (ν∗1 − ξ)2

]}
. (Β.7)

Εδώ, µε ϕ(·|ξ, κ−1) συµβολίζουµε την πυκνότητα πιθανότητας της N (ξ, κ−1).
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Λόγος των εκ των προτέρων κατανοµών των διασπορών: ΄Εστω τ 2
1 , τ

2
2 οι διασπορες

των δύο πρώτων συνιστωσών πριν την κίνηση διαχωρισµού, και σ2
1 , σ

2
2 οι αντίστοιχες

διασπορές µετά την προτεινόµενη µετάβαση. Τότε,

f(σ2|k)
f(τ 2|k) =

(
τ 2
1 τ

2
2

σ2
1σ

2
2

)α+1

exp{−β(σ−2
1 + σ−2

2 − τ−2
1 − τ−2

2 )}. (Β.8)

Τα παραγόµενα τυχαία διανύσµατα για την υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων

είναι u = (u1, u2) για την κίνηση διαχωρισµού µέσων, και u′ = ũ1 για την κίνηση

συνδυασµού µέσων. ΄Εστω επίσης m2 το πλήθος των 2 που υπάρχουν στο διάνυσµα

κατάστασης c. ΄Ετσι, αν προτείνουµε διαχωρισµό µέσων µε πιθανότητα m2/(m1 +

m2), έχουµε m2 δυνατές επιλογές για την επιλογή µιας σύνθετης συνιστώσας, οπότε

το µοντέλο c′ προτείνεται µε πιθανότητα 1/(m1 +m2). Μόλις παραχθεί το u, έχουµε

να ανακατατάξουµε τις παρατηρήσεις των συνιστωσών 1 και 2 (µετά την διάσπαση

των µέσων) στις δύο συνιστώσες.

Κατά την αντίστροφη κίνηση, το µοντέλο c′ έχει k0+1 διακεκριµένους µέσους και

m′
1 Ϲευγάρια απλών και γειτονικών συνιστωσών. Μετά την επιλογή συνδυασµού µέ-

σων µε πιθανότητα m′
1/(m

′
1 +m′

2), έχουµε να επιλέξουµε µεταξύ των m′
1 Ϲευγαριών.

΄Ετσι, το µοντέλο c προτείνεται µε πιθανότητα 1/(m′
1 + m′

2). Τέλος, µένει να προ-

τείνουµε την ανακατάταξη των παρατηρήσεων που ανήκουν στις συνιστώσες 1 και 2

(µετά την συγχώνευση µέσων) µεταξύ τους. Συµβολίζουµε µε P ′
realloc την πιθανότητα

της συγκεκριµένης ανακατάταξης. ΄Ετσι :

p[(y′, u′) 7→ (y, u)]f(u′)

p[(y, u) 7→ (y′, u′)]f(u)
=
m1 +m2

m′
1 +m′

2

P ′
realloc

Prealloc

g2,2(ũ1)

g2,2(u1)g2,2(u2)
. (Β.9)

Λόγος πιθανοτήτων ανακατάταξης : ΄Εστω zi η τρέχουσα κατάταξη της παρατήρησης

xi, i = 1, . . . , n και z′i η προτεινόµενη ανακατάταξή της. ΄Εστω επίσης Z12 = {i :

zi = 1 ή 2} το σύνολο εκείνων των δεικτών των παρατηρήσεων που κατατάσσονται

στις δύο πρώτες συνιστώσες. ΄Ετσι :

Prealloc =
∏

i∈Z12

(pz′i
/σz′i

) exp
{
− (xi − µz′i

)2/(2σ2
z′i
)
}

(p1/σ1) exp
{
− (xi − µ1)2/(2σ2

1)
}

+ (p2/σ2) exp
{
− (xi − µ2)2/(2σ2

2)
}

(Β.10)

και

P ′
realloc =

∏

i∈Z12

(qzi
/τzi

) exp
{
− (xi − µ)2/(2τ 2

zi
)
}

(q1/τ1) exp
{
− (xi − µ)2/(2τ 2

1 )
}

+ (q2/τ2) exp
{
− (xi − µ)2/(2τ 2

2 )
}

(Β.11)

Αντικαθιστώντας τις (Β.5)–(Β.11) και την Ιακωβιανή ορίζουσα στην (Β.4) προκύπτει η

(3.6) και ολοκληρώνεται η απόδειξη.
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Β.4 Κανονικές µείξεις µε κοινές µέσες τιµές έναντι µείξεων

κατανοµών t4 στο γαλαξιακό σύνολο δεδοµένων

Στην Ενότητα 3.5.3 συγκρίναµε την προσαρµογή του µοντέλου c = (1, 2, 2, 1) έναντι

ενός µοντέλου µείξης τεσσάρων κατανοµών tν (µε ν = 4), που αποτελεί την λύση που

προτάθηκε από τον Stephens (1997). Αυτό έγινε κατασκευάζοντας έναν αλγόριθµο

RJMCMC που δρα στον χώρο αυτών των δύο µοντέλων και ϑα περιγραφεί ακολούθως.

Ωστόσο, η µεθοδολογία µπορεί να γενικευθεί άµεσα για τη σύγκριση οποιασδήποτε

κανονικής µείξης µε κοινές µέσες τιµές µε το αντίστοιχο1 µοντέλο µείξης κατανοµών

tν , αρκεί ν > 2 ώστε να υπάρχουν οι δύο πρώτες ϱοπές αυτού.

Συµβολίζουµε µε pj, σ
2
j , j = 1, . . . , 6, και µε µ∗

j , j = 1, . . . , 4, τις παραµέτρους

του µοντέλου c = (1, 2, 2, 1). ΄Εστω επίσης qj, s
2
j και γj, j = 1, . . . , 4, οι αντίστοι-

χες παράµετροι για το µοντέλο του Stephens, όπου και για τις δύο περιπτώσεις

υποθέτουµε εκ των προτέρων διάταξη στους µέσους των µοντέλων αυτών, δηλαδή

µ∗
1 < µ∗

2 < µ∗
3 < µ∗

4 και γ1 < γ2 < γ3 < γ4.

΄Οταν η αλυσίδα ϐρίσκεται σε ένα από τα δύο ανταγωνιστικά µοντέλα, οι ανανεώ-

σεις των παραµέτρων γίνονται χρησιµοποιώντας τις πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές

αυτών µέσω ενός δειγµατολήπτη Gibbs. Για το µοντέλο c = (1, 2, 2, 1) οι πλήρεις

δεσµευµένες κατανοµές περιγράφονται στην Ενότητα 3.3, ενώ για το µοντέλο των κα-

τανοµών tν παραπέµπουµε στον Stephens (1997a), σελ. 33. Στην συνέχεια ορίζεται

µία κατάλληλη κίνηση (µαζί µε την αντίστροφή της) ώστε η αλυσίδα να εναλλάσσεται

µεταξύ αυτών των δύο µοντέλων, µε στόχο την από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή

τους. Σύµφωνα µε την υπόθεση συµφωνίας των διαστάσεων (Α.1), η µετάβαση από το

µοντέλο τεσσάρων συνιστωσών tν στο µοντέλο c = (1, 2, 2, 1) απαιτεί την παραγωγή

τεσσάρων τυχαίων µεταβλητών.

Η κίνηση από το µοντέλο c = (1, 2, 2, 1) στο µοντέλο τεσσάρων κατανοµών tν

προτείνει την αντικατάσταση των δύο σύνθετων συνιστωσών του πρώτου µοντέλου

από δύο συνιστώσες tν ενώ οι παράµετροι των υπόλοιπων συνιστωσών παραµένουν ως

έχουν. Επί πλέον, αλλάζει η παραµετρική οικογένεια από κανονικές κατανοµές σε tν .

Αντίστοιχα, κατά την αντίστροφη κίνηση προτείνεται η αντίστροφη πορεία, δηλαδή η

αντίκατασταση των δύο µεσαίων συνιστωσών tν µε δύο σύνθετες συνιστώσες. Οδηγός

για τους παρακάτω µετασχηµατισµούς, είναι η διατήρηση της µηδενικής, πρώτης

1∆ηλαδή η µείξη των κατανοµών tν να έχει τόσες συνιστώσες όσοι και οι διακριτοί µέσοι της

κανονικής µείξης.
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και δεύτερης ϱοπής του µοντέλου µείξης. Θεωρούµε δηλαδή ότι ισχύει

p2 + p3 = q2

p2µ
∗
2 + p3µ

∗
2 = q2γ2

p2(µ
∗2
2 + σ2

2) + p3(µ
∗2
2 + σ2

3) = q2

(
γ2

2 +
ν

ν − 2
s2
2

)

και

p4 + p5 = q3

p4µ
∗
3 + p5µ

∗
3 = q3γ3

p4(µ
∗2
3 + σ2

4) + p5(µ
∗2
3 + σ2

5) = q3

(
γ2

3 +
ν

ν − 2
s2
3

)
.

Η µετάβαση από το µοντέλο τεσσάρων κατανοµών tν στο c = (1, 2, 2, 1) γίνεται πα-

ϱάγοντας αρχικά τις ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές uj ∼ U(0, 1), j = 1, . . . , 4, και

στην συνέχεια προτείνοντας τους µετασχηµατισµούς των παραµέτρων. Για τα ϐάρη

έχουµε

p1 = q1 p4 = q3u2

p2 = q2u1 p5 = q3(1 − u2)
p3 = q2(1 − u1) p6 = q6.

Οι µέσοι παραµένουν ίδιοι :

µ∗
j = γj, ∀j = 1, . . . , 4.

Για τις διασπορές ισχύει :

σ2
1 = s2

1 σ2
4 =

νu4q3s
2
3

(ν − 2)p4

σ2
2 =

νu3q2s
2
2

(ν − 2)p2
σ2

5 =
ν(1 − u4)q3s

2
3

(ν − 2)p5

σ2
3 =

ν(1 − u3)q2s
2
2

(ν − 2)p3
σ2

6 = s2
4.

Στην συνέχεια προτείνεται η ανακατάταξη των παρατηρήσεων που ανήκουν στην δεύ-

τερη και στην τρίτη συνιστώσα tν στα Ϲευγάρια σύνθετων κανονικών συνιστωσών που

αντικαθιστούν κάθε µια από αυτές, ενώ οι υπόλοιπες παρατηρήσεις παραµένουν κα-

ταταγµένες στις δύο ακραίες συνιστώσες. Τέλος, η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού

(q2, q3, γ2, γ3, s
2
2, s

2
3, u1, u2, u3, u4) 7→ (p2, p3, p4, p5, µ

∗
2, µ

∗
3, σ

2
2, σ

2
3, σ

2
4, σ

2
5)

είναι

|J | =
q2q3s

2
2s

2
3ν

4

(ν − 2)4(1 − u1)u1(1 − u2)u2

.
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Κατά την αντίστροφη κίνηση, ϑέτουµε

q1 = p1, q2 = p2 + p3, q3 = p4 + p5, q6 = p6

γj = µ∗
j , ∀j = 1, . . . , 4

s2
1 = σ2

1, s
2
2 =

ν − 2

ν
(p2σ

2
2 + p3σ

2
3), s

2
3 =

ν − 2

ν
(p4σ

2
4 + p5σ

2
5), s

2
4 = σ2

6,

ενώ τα uj, j = 1, . . . , 4, τίθενται ίσα µε

u1 =
p2

q2
, u2 =

p4

q3
, u3 =

(ν − 2)p2σ
2
2

νq2s2
2

, u4 =
(ν − 2)p4σ

2
4

νq3s2
3

.

Αν κάποιο uj, j = 1, . . . , 4, δεν ανήκει στο διάστηµα (0, 1), τότε η προτεινόµενη

κίνηση απορρίπτεται αµέσως. Σε διαφορετική περίπτωση, οι παρατηρήσεις όπου

αρχικά ανήκαν στην δεύτερη και τρίτη κανονική συνιστώσα ανακατατάσσονται στην

δεύτερη συνιστώσα tν. Αντίστοιχα, οι παρατηρήσεις που αρχικά ανήκαν στην τέταρτη

και πέµπτη κανονική συνιστώσα ανακατατάσσονται στην τρίτη συνιστώσα tν. Σε

αυτήν την περίπτωση, η ιακωβιανή του µετασχηµατισµού είναι απλώς αντίστροφη

εκείνης της προηγούµενης µετάβασης.
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Παράρτηµα Γ

Παράρτηµα Κεφαλαίου 4

Γ.1 Απόδειξη Πρότασης 4.2.2

Για να αποδείξουµε την Πρόταση 4.2.2 ϑα χρειαστούµε το επόµενο Λήµµα.

Λήµµα Γ.1.1. ΄Εστω mj,k, 1 6 j 6 k, το πλήθος των n–άδων που περιέχουν ακριβώς

j από k δείκτες. Τότε,

mj,k =

(
k

j

) j∑

i=1

(−1)j−i

(
j

i

)
in. (Γ.1)

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι η (Γ.1) ισχύει για j = 1. Θα υποθέσουµε ότι ισχύει

για κάποιο j > 1 και ϑα δείξουµε την ισχύ της για j + 1. Ας παρατηρήσουµε

ότι η υπόθεση της επαγωγής ισοδυναµεί µε το ότι η ποσότητα
∑j−1

λ=1mλ,j εκφράζει

το πλήθος των n–άδων που περιέχουν ακριβώς λ από j συγκεκριµένους δείκτες,

για λ = 1, . . . , j − 1. Αν ισχύει λοιπόν η υπόθεσή µας, αφαιρώντας αυτήν την

ποσότητα από το jn ϑα πάρουµε το πλήθος των n–άδων που περιέχουν ακριβώς j

συγκεκριµένους δείκτες. Με άλλα λόγια, η υπόθεση της επαγωγής είναι ισοδύναµη

µε την

jn −
j−1∑

λ=1

mλ,j =

j∑

i=1

(−1)j−i

(
j

i

)
in.

Εποµένως αν δείξουµε ότι η τελευταία σχέση ισχύει και για j + 1, δηλαδή αν

(j + 1)n −
j∑

λ=1

mλ,j+1 =

j+1∑

i=1

(−1)j+1−i

(
j + 1

i

)
in (Γ.2)

τότε το αποτέλεσµα προκύπτει επαγωγικά ϑεωρώντας όλους τους πιθανούς συνδυα-

σµούς των j + 1 από τους k δείκτες. ΄Εχουµε λοιπόν ότι

j∑

λ=1

mλ,j+1 =

j∑

λ=1

(
j + 1

λ

) λ∑

i=1

(−1)λ−i

(
λ

i

)
in
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=

j∑

i=1

j∑

λ=i

(j + 1)!

λ!(j + 1 − λ)!

λ!

i!(λ− i)!
(−1)λ−iin

=

j∑

i=1

(j + 1)!(−1)iin

i!

j∑

λ=i

(−1)λ

(λ− i)!(j + 1 − λ)!

=

j∑

i=1

(j + 1)!(−1)i

i!
in

j−i∑

λ=0

(−1)λ+i(j + 1 − i)!

λ!(j + 1 − i− λ)!(j + 1 − i)!

=

j∑

i=1

(j + 1)!

i!(j + 1 − i)!
in

j−i∑

λ=0

(−1)λ

(
j + 1 − i

λ

)

=

j∑

i=1

(
j + 1

i

)
in[0 − (−1)j−i+1]

=

j∑

i=1

(−1)j−i

(
j + 1

i

)
in

Αφαιρώντας την τελευταία ποσότητα από την (j + 1)n προκύπτει η (Γ.2) και τούτο

ολοκληρώνει την απόδειξη.

Απόδειξη Πρότασης 4.2.2. Ας συµβολίσουµε µε cjk τον αριθµό των κλάσεων που

περιέχουν ακριβώς j από k στοιχεία. Επειδή κάθε τέτοια κλάση περιέχει ακριβώς

k!/(k − j)! στοιχεία, έχουµε ότι

cjk =
mjk

k!/(k − j)!
,

όπου το mjk ορίστηκε στην (Γ.1). Συνεπώς, ο συνολικός αριθµός κλάσεων ϑα προ-

κύπτει αθροίζοντας τις κλάσεις για όλες τις δυνατές τιµές του j = 1, . . . , k, οπότε

k∑

j=1

cjk =
k∑

j=1

mjk

k!/(k − j)!

=

k∑

j=1

1

j!

j∑

i=1

(−1)j−i

(
j

i

)
in

=

k∑

j=1

j∑

i=1

(−1)j−i in

i!(j − i)!

=

k∑

i=1

in

i!

k−i∑

j=0

(−1)j

j!

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη. �
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Γ.2 Εξασφάλιση της (4.21)

Στην συνέχεια περιγράφονται κάποιες αρκετά τυπικές περιπτώσεις όπου εξασφαλί-

Ϲεται η ισχύς της σχέσης (4.21). Ας υποθέσουµε ότι οι παράµετροι των συνιστω-

σών/καταστάσεων (σε γενικότερες περιπτώσεις όπως στα ΗΜΜ) κατηγοριοποιούνται

στις οµάδες (blocks) η = (η1, . . . ,ηm) µε ηl = (ηl1, . . . , ηlk) για κάθε l = 1 . . . , m.

Για παράδειγµα, στις µείξεις κανονικών κατανοµών τα blocks αυτά αποτελούνται α-

πό τα ϐάρη, µέσους και διασπορές, δηλαδή m = 3 και η1 = p,η2 = µ και η3 = σ2.

Συνεπώς, το παραµετρικό διάνυσµα µπορεί να εκφραστεί ως (z,η). Στην συνέχεια

ϑα ϕανεί χρήσιµη η αναλλοίωτη ιδιότητα (4.15) της εκ των υστέρων κατανοµής ενός

µοντέλου µείξης ως προς τις µεταθέσεις.

Λήµµα Γ.2.1. ΄Εστω ένας δειγµατολήπτης Gibbs κατά τον οποίο το παραµετρικό διά-

νυσµα προσοµοιώνεται µέσω των πλήρων δεσµευµένων εκ των υστέρων κατανοµών των

blocks ηl, l = 1, . . . , m και zi, i = 1, . . . , n κατά τον ακόλουθο τρόπο. Αν η(m) = η′

και z(m) = z′, τότε κατά το ϐήµα m+ 1, προσοµοιώνεται

zi ∼ f(zi|z1:(i−1), z
′
(i+1):n,η

′,x), i = 1, . . . , n

ηl ∼ f(ηl|η1:(l−1),η
′
(l+1):m, z,x), l = 1, . . . , m.

Τότε η (4.21) ισχύει.

Απόδειξη. Η πυκνότητα µετάβασης της µαρκοβιανής αλυσίδας µπορεί να γραφτεί ως

εξής :

f(z,η|z′,η′) =

n∏

i=1

f(zi|z1:(i−1), z
′
(i+1):n,η

′,x) ×
m∏

l=1

f(ηl|η1:(l−1),η
′
(l+1):m, z,x).

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό της µετάβασης, έχουµε

f(z,η|z′,η′) =
n∏

i=1

f(zi|z1:(i−1), z
′
(i+1):n,η

′,x)
m∏

l=1

f(ηl|η1:(l−1),η
′
(l+1):m, z,x)

∝
n∏

i=1

f(z1:(i−1), zi, z
′
(i+1):n,η

′|x)
m∏

l=1

f(η1:(l−1),ηl,η
′
(l+1):m, z|x)

∝
n∏

i=1

f(z1:i, z
′
(i+1):n,η

′|x)

m∏

l=1

f(η1:l,η
′
(l+1):m, z|x)

∝
n∏

i=1

f(τ−1z1:i, τ
−1z′(i+1):n, τη

′|x)

m∏

l=1

f(τη1:l, τη
′
(l+1):m, τ

−1z|x) (Γ.3)

(λόγω της (4.15))
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∝ f(τ−1z, τη|τ−1z′, τη′), ∀τ ∈ Tk

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη, καθώς η σταθερά κανονικοποίησης είναι ίδια

σε όλες τις περιπτώσεις.

Στην συνέχεια παρατίθεται η απόδειξη της ισχύος της (4.21) για δειγµατολήπτες

όπου η προσοµοίωση των παραµέτρων µέσω των πλήρων δεσµευµένων εκ των υ-

στέρων κατανοµών δεν είναι άµεση και χρησιµοποιείται για τον σκοπό αυτό ο slice

sampler των Damien et al. (1999). ΄Ενα παράδειγµα τέτοιου δειγµατολήπτη είναι ο

αλγόριθµος των Robert et al. (2001) που εξετάσαµε στην Ενότητα 5.3.6. Η γενική

ιδέα πίσω από την τεχνική αυτή είναι η εξής : ΄Εστω ότι ϑέλουµε να προσοµοιώσουµε

ένα δείγµα από την κατανοµή f(x), η οποία µπορεί να είναι µη κανονικοποιηµέ-

νη. Τότε αυτό µπορεί να γίνει παράγοντας τυχαίους αριθµούς που ακολουθούν την

οµοιόµορφη κατανοµή στο χωρίο κάτω από το γράφηµα της f(x). Η ιδέα αυτή υ-

λοποιείται µε την εισαγωγή µιας εικονικής µεταβλητής u και την παραγωγή τυχαίων

αριθµών (x, u) οµοιόµορφα στο χωρίο S = {(x, u) : 0 < u < f(x)}.

Πιο συγκεκριµένα, ο slice sampler για την ανανέωση των παραµέτρων (τυπικών

αποκλίσεων) των συνιστωσών για το µοντέλο των Robert et al. (2001) χρησιµοποιεί

κάποιες επί πλέον τυχαίες µεταβλητές u = (u1, . . . , uk) και έχει ως εξής1: ΄Εστω

(σ′,u′) = ((σ′
1, . . . , σ

′
k), (u

′
1, . . . , u

′
k)) η παρούσα κατάσταση της µαρκοβιανής αλυσί-

δας. Τότε η επόµενη κατάσταση, (σ,u) = ((σ1, . . . , σk), (u1, . . . , uk)), προσοµοιώνε-

ται σύµφωνα µε το εξής σχήµα για j = 1, . . . , k:

(σ′
j , u

′
j) 7−→ (σ′

j , uj) 7−→ (σj , uj),

όπου

uj|σ′
j, z ∼ U(0, f(σ′

j |z))
και

σj |uj, z ∼ U(Aj(z)),

µε Aj(z) := {s : uj ≤ f(s|z, a)}. Εδώ, το f(s|·) δηλώνει την πλήρη δεσµευµένη εκ

των υστέρων κατανοµή του σj, για την οποία είναι διαθέσιµη η αναλυτική µορφή της

(εκτός από µία πολλαπλασιαστική σταθερά, η οποία όµως δεν επηρεάζει τον αλγό-

ϱιθµο) και το a είναι µία υπερπαράµετρος που όπως είδαµε στην Ενότητα 5.3.6 είναι

κοινή για όλες τις καταστάσεις της µη παρατηρήσιµης µαρκοβιανής διαδικασίας.

Είναι προφανές ότι

Aj(z) = Atj (τ
−1z), (Γ.4)

1Σε ό,τι ακολουθεί δεν σηµειώνουµε την εξάρτηση των κατανοµών από το διάνυσµα κατάταξης z

για λόγους ευκολίας στον συµβολισµό.
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για κάθε τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk. ΄Εστω ότι Leb(A) είναι το µέτρο Lebesgue του συνόλου

A. Το επόµενο Λήµµα δείχνει ότι, υπό το παραπάνω πλαίσιο, ο πυρήνας µετάβασης

της αλυσίδας ικανοποιεί την συνθήκη (4.21).

Λήµµα Γ.2.2. ΄Εστω ότι στον δειγµατολήπτη Gibbs που περιγράφεται στο Λήµµα Γ.2.1

η ανανέωση του ηλ για κάποιον δείκτη λ ∈ {1, . . . , m} γίνεται µέσω ενός ϐήµατος slice

sampling. Τότε η (4.21) εξακολουθεί να ισχύει.

Απόδειξη. Ο πυρήνας µετάβασης σε αυτήν την περίπτωση είναι

f(z,η,u|z′,η′,u′) =

n∏

i=1

f(zi|z1:(i−1), z
′
(i+1):n,η

′,x)×
∏

l 6=λ

f(ηl|η1:(l−1),η
′
(l+1):m, z,x) × f(u,ηλ|u′,η′

λ, z).

Λόγω της (Γ.3), αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε τ ∈ Tk ισχύει

f(τu, τηλ|τu′, τη′
λ, τ

−1z) = f(u,ηλ|u′,η′
λ, z)

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι ηλj > 0 για κάθε j = 1, . . . , k. Εξ

ορισµού έχουµε

f(u,ηλ|u′,η′
λ, z) = f(u|η′

λ, z)f(ηλ|u, z) =
k∏

j=1

f(uj|η′λj , z)f(ηλj |uj, z)

=
k∏

j=1

I(uj ∈ (0, η′λj))

η′λj

I(ηλj ∈ Aj(z))

Leb(Aj(z))

=
k∏

j=1

I(utj ∈ (0, η′λtj
))

η′λtj

I(ηλtj ∈ Atj (τ
−1z))

Leb(Atj(τ
−1z))

= f(τu, τηλ|τu′, τη′
λ, τ

−1z)

για κάθε τ = (t1, . . . , tk) ∈ Tk και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Ακολούθως δίνουµε µια ικανή συνθήκη, υπό την ισχύ της οποίας εξασφαλίζεται

η (4.21) για έναν υβριδικό αλγόριθµο Metropolis within Gibbs. Ας υποθέσουµε ότι

δεν είναι δυνατή η προσοµοίωση από την πλήρη δεσµευµένη κατανοµή του ηλ για

κάποιον δείκτη λ ∈ {1, . . . , m}. ΄Ετσι, ενσωµατώνουµε στον δειγµατολήπτη Gibbs

του Λήµµατος Γ.2.1 ένα ϐήµα Metropolis­Hastings, ως εξής : Αρχικά προτείνεται µια

υποψήφια τιµή η̃λ = (η̃λ1, . . . , η̃λk) ∼ q(·|η′
λ) και στην συνέχεια γίνεται αποδεκτή

(δηλαδή ϑέτουµε η
(m+1)
λ = η̃λ) µε πιθανότητα

α(η′
λ, η̃λ) = min

{
1,
f(z,η1:(λ−1), η̃λ,η

′
(λ+1):m|x)q(η̃λ|η′

λ)

f(z,η1:(λ−1),η
′
λ:m|x)q(η′

λ|η̃λ)

}
,
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διαφορετικά επαναλαµβάνεται η προηγούµενη τιµη, δηλαδή η
(m+1)
λ = η

(m)
λ .

Λήµµα Γ.2.3. ΄Εστω ότι στον δειγµατολήπτη Gibbs που περιγράφεται στο Λήµµα Γ.2.1

η ανανέωση του ηλ για κάποιον δείκτη λ ∈ {1, . . . , m} γίνεται µέσω ενός ϐήµατος

Metropolis­Hastings µε την κατανοµή πρότασης q(η̃λ|η′
λ). Αν η κατανοµή πρότασης

έχει την ιδιότητα

q(η̃λ|η′
λ) = q(τ η̃λ|τη′

λ), ∀τ ∈ Tk, (Γ.5)

η (4.21) εξακολουθεί να ισχύει.

Απόδειξη. ΄Εστω Hλ ο παραµετρικός χώρος του ηλ. Σε αυτήν την περίπτωση, ο

πυρήνας µετάβασης της αλυσίδας γράφεται όπως στην (Γ.3) µε την διαφορά ότι ο

λ-οστός όρος του δεύτερου γινοµένου αντικαθίσταται από την έκφραση

∫

A

q(τ η̃λ|τη′
λ)α(τη′

λ, τ η̃λ)dη̃λ + I(τη′
λ = τ η̃λ)

{
1 −

∫

Hλ

q(τ η̃λ|τη′
λ)α(τη′

λ, τ η̃λ)dη̃λ

}
,

για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο A του Hλ. Είναι σαφές ότι αν ισχύει η (Γ.5), τότε

ισχύει και α(τη′
λ, τ η̃λ) = α(η′

λ, η̃λ), οπότε η τελευταία έκφραση ισούται µε την

∫

A

q(η̃λ|η′
λ)α(η′

λ, η̃λ)dη̃λ + I(η′
λ = η̃λ)

{
1 −

∫

Hλ

q(η̃λ|η′
λ)α(η′

λ, η̃λ)dη̃λ

}

και τούτο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σηµειώνουµε ότι η ισχύς της συνθήκης (4.21) δεν είναι πάντα δεδοµένη, αν

και οι περιπτώσεις που δεν ισχύει ϕαίνεται να µην παρουσιάζουν ιδιαίτερο πρα-

κτικό ενδιαφέρον. Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι k = 2 και η ανανέωση

των παραµέτρων η1, η2 γίνεται µε ένα ϐήµα Metropolis­Hastings χρησιµοποιώντας

µία κατανοµή πρότασης µε πυκνότητα q(η̃1, η̃2|η′1, η′2) = ϕ(η̃1|η′1, 2)ϕ(η̃2|η′2, 4), ό-

που ϕ(x|µ, σ2) συµβολίζει την πυκνότητα πιθανότητας της N (µ, σ2) υπολογισµένη

στο σηµείο x. Σε αυτήν την περίπτωση είναι σαφές ότι η ιδιότητα (Γ.5) δεν ισχύ-

ει, διότι ϑεωρώντας την µετάθεση τ = (2, 1) στους δείκτες των παραµέτρων, τότε

q(η̃2, η̃1|η′2, η′1) = ϕ(η̃2|η′2, 2)ϕ(η̃1|η′1, 4) 6= q(η̃1, η̃2|η′1, η′2). ΄Οπως είπαµε όµως, τέτοιες

περιπτώσεις είναι µάλλον αδικαιολόγητες από την πλευρά της µοντελοποίησης, κα-

ϑώς δεν είναι συνηθισµένο (και λογικό) να χρησιµοποιούµε διαφορετικές κατανοµές

πρότασης για µια k-άδα παραµέτρων που παίζουν τον ίδιο ϱόλο στο µοντέλο. Το

λογικό ϑα ήταν να χρησιµοποιήθει η ίδια κλίµακα στον τυχαίο περίπατο για την

ανανέωση των η1, η2 οπότε τότε ϑα ίσχυε η (Γ.5) και εποµένως και το Λήµµα (Γ.2.3).
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