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Περίληψη 

 

Τα Παράγωγα Χρηµατοοικονοµικά Προϊόντα είναι εργαλεία σταθεροποίησης, 

εξοµάλυνσης και περιορισµού των κινδύνων των οικονοµικών συναλλαγών 

(αντιστάθµιση κινδύνου – hedging). Σκοπός της εργασίας είναι η αναφορά των πιο 

γνωστών Παραγώγων Χρηµατοοικονοµικών Προϊόντων και η παρουσίαση των δύο 

κυριοτέρων µοντέλων τιµολόγησης που είναι: (α) το ∆ιωνυµικό µοντέλο (τιµολόγηση σε 

διακριτό χρόνο) και (β) το µοντέλο Black and Scholes (τιµολόγηση σε συνεχή χρόνο). 

Ειδικότερα, η εργασία αυτή θα επικεντρωθεί στην µελέτη της συµπεριφοράς του 

µοντέλου Black and Scholes, που αποτελεί το κλασικό µοντέλο αναπαράστασης µιας 

χρηµατοοικονοµικής αγοράς. Επίσης, θα γίνει εφαρµογή του ∆ιωνυµικού µοντέλου για 

την τιµολόγηση ενός παραγώγου χρηµατοοικονοµικού προϊόντος πάνω σε εικονικά 

δεδοµένα καθώς και τιµολόγηση παραγώγου µε το µοντέλο των Black and Scholes 

πάνω σε πραγµατικά δεδοµένα που αφορούν την µετοχή της Εθνικής Τράπεζας της 

Ελλάδος. Ταυτόχρονα θα παρουσιαστούν και οι αντίστοιχες στρατηγικές εξασφάλισης 

(εξασφάλιση ∆έλτα). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Abstract 

 

Financial derivatives are tools used for stabilizing, smoothing and reducing the risks 

of the financial deals (credit squeeze-hedging).  The purpose of this essay is to provide 

an account of the most prominent financial derivative products and to present the two 

main pricing models: a) the Binomial model used for pricing in discrete time and b) the 

Black and Scholes model, used for pricing in continuous time. Specifically, this essay 

will focus on the study of the behavior of the Black and Scholes model, which 

constitutes the most usual model for the modeling of an option. Moreover, the Binomial 

model will be applied for the pricing of a financial derivative product based on virtual 

data as well as for the pricing of a derivative using the Black and Scholes model based 

on actual data concerning the stock of the National Bank of Greece. At the same time 

the corresponding delta hedging strategies will be presented.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΓΕΝΙΚΗ ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ ΣΤΑ ΠΑΡΑΓΩΓΑ 

ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΑ ΠΡΟΪΟΝΤΑ 

 
 
 
 
1.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Κάθε εµπορεύσιµο αντικείµενο οποιασδήποτε µορφής εµπεριέχει κινδύνους όταν 

πρόκειται να ασκηθεί η εµπορευσιµότητά του. Ένας από τους πιο σηµαντικούς κινδύνους 

προέρχεται από την αβεβαιότητα της αξίας του αντικειµένου στο µέλλον. Στην προσπάθεια 

να προβλεφθεί η αξία του αντικειµένου, κατά τις τελευταίες δεκαετίες έχουν εφευρεθεί και 

προταθεί διάφορα υποδείγµατα προβλεψιµότητας (forecasting models). Σχεδόν πάντοτε, 

όµως, υπάρχει απόκλιση από την πραγµατική τιµή που θα έχει το αντικείµενο στο µέλλον. 

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την ύπαρξη του κινδύνου εµπορευσιµότητας λόγω της 

µεταβλητότητας των τιµών (price volatility). Τα Παράγωγα Χρηµατοοικονοµικά Προϊόντα 

(derivatives) παρέχουν τη δυνατότητα προστασίας από τέτοιου είδους κινδύνους.  

Ειδικότερα, τα παράγωγα αποτελούν ένα σύνολο διαφορετικών χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων, τα οποία έχουν ένα τουλάχιστον κοινό χαρακτηριστικό, η αξία τους βασίζεται, 

αντλείται, παράγεται ή παρακολουθεί την αξία άλλων χρηµατοοικονοµικών αξιών, όπως 

συναλλάγµατος, επιτοκίων, µετοχών, οµολόγων, χρηµατιστηριακών δεικτών ή ακόµη και 

πιστώσεων, που καλούνται αξίες. Εποµένως, τα παράγωγα µέσα (όπως αντιλαµβάνεται κανείς 

και από την ίδια τη λέξη “παράγωγα”) είναι χρηµατοοικονοµικά εργαλεία που 

δηµιουργούνται ή διαφορετικά παράγονται από τους συµµετέχοντες στην αγορά, έτσι ώστε 

να µπορούν να διαπραγµατευτούν και να διαχειριστούν πιο αποτελεσµατικά το περιουσιακό 

στοιχείο επάνω στο οποίο είναι βασισµένα. Οι αξίες τους παράγονται εξ’ ολοκλήρου από το 

υποκείµενο µέσο-αγαθό επάνω στο οποίο είναι βασισµένα. Το υποκείµενο µέσο, όπως έχει 

ήδη αναφερθεί, µπορεί να είναι ένα εµπόρευµα ή αγαθό όπως το σιτάρι, το βαµβάκι ή ένα 

χρηµατοοικονοµικό προϊόν όπως ένα οµόλογο, µία µετοχή, ξένο συνάλλαγµα ή ένας 

οικονοµικός / µετοχικός δείκτης (π.χ. S&P 500).  
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Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει µία ιστορική αναδροµή των παραγώγων για το πότε και πως 

χρησιµοποιήθηκαν για πρώτη φορά, καθώς και για την πορεία τους µέχρι σήµερα. Ακόµη θα 

γίνει αναφορά για τους τρόπους κατηγοριοποίησης των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων όπως επίσης και για τα είδη αυτών. Στο τέλος του κεφαλαίου θα δοθεί ιδιαίτερη 

έµφαση στα δικαιώµατα προαίρεσης όπου θα αναπτυχθούν τα είδη αυτών και θα µελετηθεί 

αναλυτικά η συµπεριφορά τους. 

  

 

1.2  ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

Τα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα (derivatives) δεν αποτελούν καινοτοµία των 

σύγχρονων αγορών κεφαλαίου και χρήµατος. Η χρήση τους µετατίθεται πριν από πολλούς 

αιώνες. Ιστορικές πηγές αναφέρουν ότι οι Αρχαίοι Φοίνικες αλλά και οι Αρχαίοι Έλληνες 

πωλούσαν ολόκληρα φορτία πλοίων προθεσµιακά, δηλαδή µε προκαθορισµένη τιµή, αλλά 

και παράδοση στο µέλλον.  

Μία περιγραφή του πρώτου χρηµατοοικονοµικού δικαιώµατος παρατίθεται στα γραπτά 

του Αριστοτέλη, ο οποίος διηγείται την ιστορία του Θαλή, του φτωχού φιλόσοφου από τη 

Μίλητο, που κατασκεύασε µια χρηµατοοικονοµική διαδικασία, η οποία εµπεριέχει µία αρχή 

παγκόσµιας εφαρµογής. Αιτία αυτής της “κατασκευής” ήταν το γεγονός ότι ο κόσµος χλεύαζε 

τον Θαλή, λέγοντας ότι η έλλειψη πλούτου που τον διακατέχει είναι απόδειξη ότι η 

φιλοσοφία είναι άχρηστη και χωρίς καµία πρακτική αξία! Προφανώς ο Θαλής ήξερε και 

γνώριζε τη δύναµη και τη σηµαντικότητα της φιλοσοφίας και έκανε σχέδια για να αποδείξει 

και στους υπόλοιπους την σοφία και την ευφυΐα του.   

Ο Θαλής έχοντας προγνώσει, λόγω των ευνοϊκών καιρικών συνθηκών ότι η 

ελαιοπαραγωγή θα ήταν καλή το επόµενο φθινόπωρο, “επένδυσε” τα λίγα χρήµατά του από 

το χειµώνα ως προκαταβολή για τη µίσθωση όλων των ελαιοτριβείων της Χίου και της 

Μιλήτου. Έτσι, πέτυχε την αποκλειστική χρήση των ελαιοτριβείων όταν η σοδειά θα ήταν 

έτοιµη. Επειδή ήταν χειµώνας και δεν υπήρχαν άλλοι ενδιαφερόµενοι και η σοδειά ήταν 

µελλοντική (άρα κανείς δεν γνώριζε εάν το επόµενο φθινόπωρο η σοδειά θα ήταν πλούσια ή 

φτωχή), αλλά και επειδή τα ελαιοτριβεία επιθυµούσαν να αντισταθµίσουν την πιθανότητα 

ενός µικρού εισοδήµατος, ο Θαλής διαπραγµατεύτηκε πολύ ευνοϊκούς όρους µισθώσεως 
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(καταφέρνοντας δηλαδή να πετύχει πολύ χαµηλές τιµές). Το φθινόπωρο και ενώ υπήρχε 

µεγάλη ζήτηση για ελαιοτριβεία ο Θαλής τα υπεκµίσθωσε στην τιµή που επιθυµούσε.   

Με τον προαναφερθέντα τρόπο ο γνωστός φιλόσοφος αγόρασε ένα είδος παραγώγου (πιο 

συγκεκριµένα ένα δικαίωµα προαίρεσης) από τους ιδιοκτήτες των ελαιοτριβείων δίνοντάς 

τους ως προκαταβολή µέρος του µισθώµατος για να “κλειδώσει” το µελλοντικό µίσθωµα των 

ελαιοτριβείων σε συγκεκριµένη τιµή. Το ερχόµενο φθινόπωρο άσκησε το δικαίωµά του 

µισθώνοντας τα ελαιοτριβεία στη συµφωνηθείσα τιµή και το κέρδος του ήταν η διαφορά 

µεταξύ του µισθώµατος που κατέβαλε στους ιδιοκτήτες των ελαιοτριβείων και του 

µισθώµατος που του κατέβαλαν οι ελαιοπαραγωγοί. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να 

προσθέσουµε ότι ο Θαλής δεν ήταν υποχρεωµένος να εξασκήσει το δικαίωµά του. Εάν η 

σοδειά του λαδιού δεν ήταν καλή, τότε ο Θαλής θα άφηνε το συµβόλαιο να εκπνεύσει 

αχρησιµοποίητο και θα περιόριζε τη ζηµία του στα χρήµατα που είχε καταβάλλει ως εγγύηση.  

Με αυτόν τον τρόπο ο αρχαίος φιλόσοφος δηµιούργησε περιουσία. Ταυτόχρονα απέδειξε 

στον κόσµο ότι οι φιλόσοφοι µπορούν εύκολα να πλουτίσουν αλλά δεν είναι αυτή η 

φιλοδοξία τους! Έτσι, άφησε στην ιστορία την εξάσκηση του πρώτου γνωστού 

χρηµατοοικονοµικού δικαιώµατος 2.500 χρόνια πριν.  

Αρχέγονες µορφές παραγώγων ήταν γνωστές και στο µεσαίωνα και την αναγέννηση στην 

Ιταλία. Η χρησιµοποίησή τους ήταν απαραίτητη για την εξασφάλιση από τους υψηλούς 

κινδύνους του ναυτικού εµπορίου. Οι ιδιοκτήτες των πλοίων λάµβαναν δάνεια από τους 

χρηµατοδότες τους και συµφωνούσαν να τα αποπληρώσουν µόνο εφόσον επέστρεφαν τα 

πλοία τους από τα ταξίδια τους (αυτά τα δάνεια αποτέλεσαν τους προγόνους των ναυτικών 

ασφαλειών).   

Στη συνέχεια κατά τον 17ο αιώνα η αναγέννηση των γραµµάτων και των τεχνών στην 

Ευρώπη, έφερε µεταξύ των άλλων και νεωτερισµούς στις αγορές κυρίως των Κάτω Χωρών 

(του Βελγίου και της Ολλανδίας) που αποτελούσαν το κέντρο του Ευρωπαϊκού εµπορίου. 

Στην Ολλανδία και πιο συγκεκριµένα στο Χρηµατιστήριο του Άµστερνταµ άρχισε η 

διαπραγµάτευση παραγώγων επί κάθε λογής εµπορευµάτων. Εκεί, αρχικά οι παραγωγοί 

τουλίπας προσπαθούσαν να διασφαλίσουν τον κίνδυνο µειωµένης παραγωγής. Οι συναλλαγές 

σε προθεσµιακά συµβόλαια (futures) χρονολογούνται από την εποχή της “τουλιποµανίας”  τη 

δεκαετία του 1630.  

Τα παράγωγα εµφανίζονται και κατά τον 18ο αιώνα στην Αγγλία µε τις µετοχές της Νότιας 

Θάλασσας. Στις αρχές του 20ου αιώνα κάνουν την εµφάνισή τους και στις Η.Π.Α.. Ωστόσο, οι 
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προσπάθειες διασφάλισης του κινδύνου απέτυχαν, διότι πολλοί συµβαλλόµενοι δεν 

εκπλήρωσαν τις υποχρεώσεις τους. Αυτό είχε σαν αποτέλεσµα τη χρεοκοπία πολλών 

επενδυτών.   

Η θεσµοποίηση των παραγώγων και η ραγδαία εξέλιξη τους άρχισε πριν από περίπου 35 

χρόνια στο πλαίσιο της αµερικανοποίησης της παγκόσµιας οικονοµίας. Η αγορά 

οµαλοποιήθηκε όταν διασφαλίστηκε και η εκκαθάριση των συµβολαίων στις Η.Π.Α. το 1973, 

µε τη δηµιουργία του χρηµατιστηρίου Chicago Board Options Exchange, γνωστό και ως 

CBOE, στο Σικάγο και του Options Clearing Corporation. Με την καθιέρωση κανόνων 

συγκεκριµένης ορολογίας και την εξάλειψη του κινδύνου ασυνέπειας των συµβαλλόµενων 

µερών, η αγορά αναπτύχθηκε ταχύτατα. Στη συνέχεια ιδρύονται το New York Stock 

Exchange, το American Stock Exchange, καθώς και τα χρηµατιστήρια του Montreal, του 

Sydney και του Toronto. Τα περισσότερα από τα υπόλοιπα χρηµατιστήρια παραγώγων 

ιδρύθηκαν τις δεκαετίες του '80 και του '90.  

Τα τελευταία 20 χρόνια οι αγορές παραγώγων απογειώθηκαν. Ξεκινώντας από την 

Αµερική, γρήγορα εδραιώθηκαν και στην Ευρώπη. Ακολουθώντας αυτές τις εξελίξεις η 

ελληνική αγορά, κατά το έτος 1999, καθιέρωσε τα Συµβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσης 

(Σ.Μ.Ε. ή Futures) και τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης (∆.Π. ή Options) ως απαραίτητα εργαλεία 

για την υγιή ανάπτυξή της.  

Η λειτουργία της Αγοράς Παραγώγων του Χρηµατιστηρίου Αθηνών Α.Ε. προσφέρει στην 

ελληνική οικονοµία διεύρυνση των επιλογών των επενδυτών µε νέα χρηµατοοικονοµικά 

προϊόντα, παροχή µέσων για επιµερισµό, συγκέντρωση και αντιστάθµιση κινδύνου, µείωση 

του κόστους συναλλαγών, αύξηση της ρευστότητας στην αγορά, παροχή νέων εργαλείων για 

την επίλυση συµβατικών προβληµάτων και πληροφόρησης, ενώ κάνει αποτελεσµατικότερη 

την κατανοµή των οικονοµικών πόρων. Κρίσιµος παράγοντας για την οµαλή λειτουργία και 

ανάπτυξη της αγοράς των παραγώγων στην χώρα µας ήταν η δηµιουργία και η οργάνωση της 

Εταιρείας Εκκαθάρισης Συναλλαγών επί Παραγώγων (ΕΤΕΣΕΠ), η οποία ανταποκρίνεται σε 

όλες τις διεθνείς προδιαγραφές παρόµοιων φορέων και διαθέτει επαρκείς εξασφαλίσεις έναντι 

των κινδύνων του συστήµατος. Ο συγκεκριµένος φορέας είναι ζωτικής σηµασίας για την 

ανάληψη και διαχείριση πιστωτικών κινδύνων και κινδύνων από αθέτηση υποχρεώσεων 

αντισυµβαλλοµένου.  

Γενικά, τα χαρακτηριστικά της χρηµατιστηριακής αγοράς είναι η µεταβλητότητα των 

τιµών της προσφοράς και της ζήτησης. Τα παράγωγα προϊόντα δηµιουργήθηκαν για την 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 5 

αντιστάθµιση του κινδύνου που προέρχεται από τους παραπάνω παράγοντες. Οι επενδυτές 

µπορούν να χρησιµοποιήσουν τα παράγωγα για να µειώσουν τον κίνδυνο των επενδύσεων 

τους. Ο κάτοχος µετοχών προστατεύεται από την πτώση των τιµών, ο δανειολήπτης από την 

αύξηση του επιτοκίου, ο µεταφορέας από την αύξηση των τιµών του πετρελαίου και ο 

εισαγωγέας από την µεταβολή των συναλλαγµατικών ισοτιµιών, ανάµεσα σε άλλους. Οι 

τράπεζες χρησιµοποιούν τα παράγωγα προϊόντα για να αντισταθµίσουν τους 

χρηµατοοικονοµικούς κινδύνους που έχουν αναλάβει. Ακόµα, τα παράγωγα προϊόντα 

παρέχουν πληροφόρηση στην αγορά για τη µελλοντική κατεύθυνση του υποκείµενου 

προϊόντος στο οποίο αναφέρονται.  

 

 

1.3  ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

Παραπάνω έγινε µία προσπάθεια να δοθεί ένας ενιαίος ορισµός που να καλύπτει το 

σύνολο των χρηµατοοικονοµικών παραγώγων. Ωστόσο κάτι τέτοιο είναι ιδιαίτερα δύσκολο 

λόγω των πολλών και διαφορετικών ειδών που υπάρχουν. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να 

υπάρχουν πολλοί και διαφορετικοί τρόποι ταξινόµησης αυτών. 

Κάποιοι από αυτούς είναι: 

� ανάλογα µε το είδος των δικαιωµάτων και των υποχρεώσεων που αποκτούν οι 

συµβαλλόµενοι,  

� ανάλογα µε το είδος της υποκείµενης αξίας, 

� ανάλογα µε το εάν διαπραγµατεύονται σε οργανωµένη αγορά (χρηµατιστήριο) και  

� ανάλογα µε το εάν ο διακανονισµός τους είναι εις είδος ή εις χρήµα. 

 

Από τους πιο σηµαντικούς και ορθούς διαχωρισµούς είναι αυτός που γίνετε ανάλογα µε το 

είδος των δικαιωµάτων και των υποχρεώσεων που αποκτούν οι συµβαλλόµενοι. Σύµφωνα µε 

αυτόν προκύπτουν οι εξής κατηγορίες χρηµατοοικονοµικών παραγώγων: 

 

1. Συµβάσεις ανταλλαγής 

Στις συµβάσεις ανταλλαγής (swaps) οι συµβαλλόµενοι συµφωνούν να ανταλλάξουν 

προκαθορισµένες σειρές πληρωµών εντός τακτών χρονικών διαστηµάτων. Στην αγορά 

υπάρχουν τόσα είδη συµβάσεων ανταλλαγής όσα και υποκείµενα, δηλαδή συµβάσεις 
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ανταλλαγής επιτοκίων, µετοχών, οµολόγων, χρηµατιστηριακών δεικτών, συναλλάγµατος και 

πιστωτικών κινδύνων. 

 

2. Χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως 

∆ιακρίνονται στις εξής δύο κατηγορίες: 

� Χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως αγοράς 

Στα χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως αγοράς (call options) οι συµβαλλόµενοι 

συµφωνούν, ότι ο αγοραστής αποκτά έναντι τιµήµατος (ασφάλιστρο, premium ή margin) το 

δικαίωµα µε µονοµερή του δήλωση προς τον αντισυµβαλλόµενό του να αγοράσει τη 

συµφωνηθείσα υποκείµενη αξία σε ορισµένη τιµή και στη συνέχεια να την παραλάβει ή να τη 

λάβει την αξία της και ο πωλητής αναλαµβάνει την υποχρέωση να πωλήσει τη συµφωνηθείσα 

υποκείµενη αξία στον αγοραστή σε ορισµένη τιµή και να του την παραδώσει ή να καταβάλλει 

την αξία της, υπό την αίρεση, ότι ο αγοραστής θα έχει προβεί στην προαναφερθείσα 

µονοµερή του δήλωση προς τον πωλητή. 

� Χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως πώλησης 

Στα χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως πώλησης (put options) οι 

συµβαλλόµενοι συµφωνούν, ότι ο πωλητής αποκτά έναντι τιµήµατος το δικαίωµα µε 

µονοµερή του δήλωση προς τον αγοραστή να του πωλήσει τη συµφωνηθείσα υποκείµενη 

αξία σε ορισµένη τιµή και στη συνέχεια να του την παραδώσει ή να του καταβάλει την αξία 

της και ο αγοραστής αναλαµβάνει την υποχρέωση να αγοράσει τη συµφωνηθείσα υποκείµενη 

αξία από τον πωλητή σε ορισµένη τιµή και να την παραλάβει ή να τη λάβει την αξία της, υπό 

την αίρεση, ότι ο πωλητής θα έχει προβεί στην προαναφερθείσα µονοµερή του δήλωση προς 

τον αγοραστή.  

Ο συµβαλλόµενος που έχει το χρηµατοοικονοµικό δικαίωµα προαιρέσεως µπορεί να το 

ασκήσει µε µονοµερή του δήλωση προς τον αντισυµβαλλόµενό του είτε σε ορισµένη µόνο 

ηµεροµηνία και µάλιστα εντός προκαθορισµένης ώρας, οπότε γίνετε λόγος για 

χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως αµερικάνικου τύπου (American style options) 

είτε εντός ορισµένης προθεσµίας οπότε γίνεται λόγος για χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα 

προαιρέσεως ευρωπαϊκού τύπου (European style options), είτε σε ορισµένες µόνο 

ηµεροµηνίες, οπότε γίνετε λόγος για χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως τύπου 

βερµούδων (Bermuda style options).  
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3. Προθεσµιακές συµβάσεις 

Προθεσµιακές συµβάσεις (Σ.Μ.Ε. – Futures ,  Π.Σ. – Forwards) είναι διµερείς συµβάσεις, 

στις οποίες οι συµβαλλόµενοι συµφωνούν, ότι ο πωλητής θα πωλήσει στον αγοραστή και θα 

του παραδώσει τη συµφωνηθείσα υποκείµενη αξία ή την αξία αυτού και ο αγοραστής θα 

αγοράσει από τον πωλητή και θα παραλάβει από αυτόν τη συµφωνηθείσα υποκείµενη αξία ή 

την αξία αυτού σε ορισµένη ηµεροµηνία (ηµεροµηνία διακανονισµού, settlement date) έναντι 

ορισµένου τιµήµατος. 

 

Επίσης, ξεχωριστό ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο διαχωρισµός των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων ανάλογα µε το εάν διαπραγµατεύονται σε οργανωµένη 

αγορά (χρηµατιστήριο) ή όχι. Οι κύριες διαφορές µεταξύ χρηµατιστηριακών και 

εξωχρηµατιστηριακών συµβάσεων παραγώγων είναι δύο: 

1 Οι χρηµατιστηριακές συµβάσεις παραγώγων αφορούν έναν περιορισµένο αριθµό και 

είδος παραγώγων, δηλαδή αυτά που έχουν εισαχθεί προς διαπραγµάτευση στο 

αντίστοιχο χρηµατιστήριο. 

2 Στις χρηµατιστηριακές συµβάσεις παραγώγων ο κίνδυνος µη εκπληρώσεως 

αντιµετωπίζεται αφενός µε το σύστηµα εκκαθάρισης των συναλλαγών της Εταιρείας 

Εκκαθαρίσεως Συναλλαγών επί Παραγώγων (γνωστή ως ΕΤ.Ε.Σ.Ε.Π.) και αφετέρου µε 

την υποχρέωση παροχής περιθωρίου ασφάλισης, ασφαλειών (margin requirements). 

Ενώ στις εξωχρηµατιστηριακές παραγώγων ο κίνδυνος αυτός αντιµετωπίζεται µε τον 

(κυρίως εκκαθαριστικό) συµψηφισµό και µε την παροχή εµπράγµατων ασφαλειών.  

 

Στην πρώτη κατηγορία των χρηµατιστηριακών συµβάσεων παραγώγων ανήκουν τα 

Χρηµατοοικονοµικά δικαιώµατα προαιρέσεως (options) και τα Συµβόλαια Μελλοντικής 

Εκπλήρωσης (Σ.Μ.Ε. – futures), ενώ στην δεύτερη κατηγορία εξωχρηµατιστηριακών 

συµβάσεων παραγώγων ανήκουν οι Συµβάσεις ανταλλαγής (swaps) και τα Προθεσµιακά 

Συµβόλαια (Π.Σ. -  forwards).  
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1.4  ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΡΟΑΙΡΕΣΕΩΣ 

 

Ένα συµβόλαιο δικαιώµατος προαίρεσης (option), όπως ήδη έχει αναφερθεί, είναι µία 

συµφωνία η οποία παρέχει στον αγοραστή το δικαίωµα, αλλά όχι την υποχρέωση, να 

αγοράσει ή να πωλήσει το υποκείµενο αγαθό σε µία καθορισµένη τιµή, κατά τη διάρκεια µίας 

χρονικής περιόδου ή σε µία συγκεκριµένη µελλοντική ηµεροµηνία. Τα δικαιώµατα 

προαίρεσης αποτελούν παράγωγα προϊόντα που βασίζονται σε µετοχές, δείκτες, επιτόκια, 

συνάλλαγµα ή άλλους τίτλους και χρησιµοποιούνται για την αντιστάθµιση του κινδύνου που 

αντιµετωπίζει ένας επενδυτής, καθώς και για την διεύρυνση των επενδυτικών του επιλογών. 

∆ηµιουργούνται από εξωτερικούς παράγοντες (συνήθως χρηµατιστήρια που εξειδικεύονται 

στα δικαιώµατα) αντί από εταιρείες. 

 

1.4.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡΟΑΙΡΕΣΗΣ 

 

Υπάρχουν δύο είδη δικαιωµάτων προαίρεσης: 

� ∆ικαιώµατα αγοράς (call option) 

� ∆ικαιώµατα πώλησης (put option) 

 

 Σε κάθε ένα από τα δύο παραπάνω είδη διακρίνονται οι αγοραστές και οι πωλητές, 

οπότε προκύπτουν οι συµµετέχοντες στην αγορά δικαιωµάτων που είναι οι εξής: 

1 Αγοραστής του δικαιώµατος αγοράς (long call holder). 

2 Πωλητής του δικαιώµατος αγοράς (short call holder). 

3 Αγοραστής του δικαιώµατος πώλησης (long put holder). 

4 Πωλητής του δικαιώµατος πώλησης (short put holder). 

 

 Ο αγοραστής του δικαιώµατος αγοράς ή πώλησης µπορεί να επιλέξει (ανάλογα µε το 

συµφέρον του, έτσι όπως αυτό καθορίζεται από την κατάσταση της αγοράς): 

� Να ασκήσει το δικαίωµα του, αγοράζοντας ή πωλώντας τον υποκείµενο τίτλο στην 

τιµή άσκησης, 

� Να κλείσει τη θέση του, λαµβάνοντας την αντίστροφη θέση στην αγορά, 

� Να αφήσει το δικαίωµά του να εκπνεύσει. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 9 

Αντίστοιχα ο πωλητής του δικαιώµατος αγοράς ή πώλησης υποχρεούται: 

� Να πραγµατοποιήσει την υποχρέωση που έχει αναλάβει (εισπράττοντας το 

ασφάλιστρο) απέναντι στον αγοραστή, αγοράζοντας ή πωλώντας τον υποκείµενο 

τίτλο στην τιµή άσκησης, όταν αυτό του ζητηθεί ή  

� Να κλείσει τη θέση του, λαµβάνοντας την αντίστροφη θέση στην αγορά. 

 Στο ∆ιάγραµµα 1.1 παρουσιάζεται συνοπτικά η λειτουργική διάρθρωση των 

δικαιωµάτων. Σε αυτό διακρίνονται οι δύο προαναφερθείσες κατηγορίες αγοράς και πώλησης 

και οι αντίστοιχοι “holders” αυτών. Επίσης, δίνεται µία σύντοµη ερµηνεία της θέσεως για τον 

κάθε “holder”: 

 
Πηγή: ∆ηµητρόπουλος (1999) 

∆ιάγραµµα 1.1 : 
Λειτουργική διάρθρωση των δικαιωµάτων 

∆ Ι Κ Α Ι Ω Μ Α Τ Α 

∆ικαίωµα Αγοράς 
Call 

∆ικαίωµα Πώλησης  
Put 

Αγορά 
∆ικαιώµατος 

Αγοράς 
Long Call 

Πώληση 
∆ικαιώµατος 

Αγοράς 
Short Call 

Έχει το 
δικαίωµα αλλά 
όχι την 
υποχρέωση να 
αγοράσει το 
υποκείµενο 
µέσο στην τιµή 
εξάσκησης 

Έχει την 
υποχρέωση να 
πωλήσει το 
υποκείµενο 
µέσο στην 
εξασκούµενη 
τιµή 

Αγορά 
∆ικαιώµατος 

Πώλησης 
Long Put 

Έχει το 
δικαίωµα αλλά 
όχι την 
υποχρέωση να 
πωλήσει το 
υποκείµενο 
µέσο στην τιµή 
εξάσκησης 

Πώληση 
∆ικαιώµατος 

Πώλησης 
Short Put 

Έχει την 
υποχρέωση να 
αγοράσει το 
υποκείµενο 
µέσο στην 
εξασκούµενη 
τιµή 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 10 

Για κάθε δικαίωµα, ο αγοραστής πληρώνει στον πωλητή την αντίστοιχη τιµή (αξία ή 

ασφάλιστρο) του δικαιώµατος (option premium ή margin). Εάν ο αγοραστής έχει τη 

δυνατότητα να ασκήσει το δικαίωµά  του, ανά πάσα στιγµή, από την ηµεροµηνία σύναψης 

του συµβολαίου έως τη λήξη, τότε τα δικαιώµατα ονοµάζονται Αµερικανικού τύπου. Εάν η 

άσκηση του δικαιώµατος µπορεί να γίνει µόνο στη λήξη, τότε τα δικαιώµατα αυτά 

ονοµάζονται Ευρωπαϊκού τύπου. 

 

 

1.4.2  ΒΑΣΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ 

 

Τα δικαιώµατα διαπραγµατεύονται εντός των χρηµατιστηριακών αγορών µε συγκεκριµένα 

και τυποποιηµένα χαρακτηριστικά. Με αυτόν τον τρόπο δίνεται η δυνατότητα στη 

συγκεκριµένη αγορά να έχει υψηλό αγοραστικό ενδιαφέρον και µεγάλη ρευστότητα. Η 

τυποποίηση αναφέρεται στα παρακάτω στοιχεία : 

� Υποκείµενο αγαθό ή τίτλος  

Αποτελεί τον τίτλο (underlying asset)  επί του οποίου συνάπτεται το δικαίωµα, το οποίο ο 

κάτοχος του δικαιώµατος δικαιούται να αγοράσει ή να πωλήσει. 

� Τιµή άσκησης 

Τιµή άσκησης (strike price) είναι η προσυµφωνηµένη τιµή στην οποία ασκείται ένα δικαίωµα, 

η οποία δεν αλλάζει κατά τη διάρκεια του συµβολαίου. 

� Μέγεθος συµβολαίου  

Συνήθως, τα δικαιώµατα αφορούν ένα συγκεκριµένο µέγεθος συµβολαίου (contract size). Για 

παράδειγµα, ένα συµβόλαιο επί µετοχών µπορεί να αποτελείται από 100 µετοχές το καθένα. 

� ∆ιάρκεια 

Η διάρκεια (duration – time to maturity) αποτελεί το χρονικό διάστηµα εντός του οποίου 

µπορεί να ασκηθεί το δικαίωµα. Μπορεί να είναι ένας µήνας ή ένας χρόνος, ή όπως 

προκαθορίζεται από κάθε χρηµατιστήριο. Μετά τη λήξη αυτού του χρονικού πλαισίου, και τα 

δύο µέρη αποδεσµεύονται από τις υποχρεώσεις τους. 

� Κλάση 

Τα δικαιώµατα του ίδιου είδους, δηλαδή ή αγοράς ή πώλησης που προέρχονται από τον ίδιο 

υποκείµενο τίτλο, είναι δικαιώµατα της ίδιας κλάσης (class). 
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� Σειρά δικαιωµάτων 

Τα δικαιώµατα είναι της ίδιας σειράς (series), όταν είναι ίδιας κλάσης και έχουν την ίδια τιµή 

άσκησης και την ίδια ηµεροµηνία λήξης. 

 

 

1.5 ΑΝΑΛΥΣΗ ΘΕΣΕΩΝ ΤΩΝ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ 

 

Μέχρι στιγµής έγινε αναφορά για τα δύο είδη των δικαιωµάτων προαίρεσης, το δικαίωµα 

αγοράς και το δικαίωµα πώλησης, καθώς και για τους αγοραστές και πωλητές αυτών. 

Σύµφωνα µε τις τάσεις της αγοράς ο κάθε επενδυτής µπορεί να λάβει την αντίστοιχη θέση 

είτε αγοράζοντας ένα δικαίωµα αγοράς ή πώλησης είτε πωλώντας ένα δικαίωµα αγοράς ή 

πώλησης. Στη συνέχεια, θα γίνει µία πιο λεπτοµερής αναφορά στις θέσεις τις οποίες µπορεί 

να λάβει ένας επενδυτής. 

 

 

1.5.1 ΑΓΟΡΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ ΑΓΟΡΑΣ 

 

Ο αγοραστής του συγκεκριµένου δικαιώµατος έχει το δικαίωµα (και όχι την υποχρέωση) 

να αγοράσει τον υποκείµενο τίτλο από τον πωλητή στην προσυµφωνηµένη τιµή άσκησης 

κατά τη διάρκεια της ζωής του δικαιώµατος, εάν και µόνο εάν το συµφέρει. Λόγω της 

πλεονεκτικής θέσης στην οποία βρίσκεται ο αγοραστής, έναντι του πωλητή, πληρώνει στον 

πωλητή την τιµή του δικαιώµατος ως αποζηµίωση – ασφάλιστρο (margin) για την 

υποχρέωση που εκείνος αναλαµβάνει. 

Ο επενδυτής λαµβάνει µία τέτοια θέση όταν πιστεύει πως η τιµή του υποκείµενου τίτλου, 

π.χ. µίας µετοχής, θα σηµειώσει άνοδο, αγοράζοντας ένα δικαίωµα πάνω σε αυτή αντί να 

αγοράσει την ίδια τη µετοχή. Οπότε εάν η τιµή άσκησης του δικαιώµατος είναι χαµηλότερη 

από την τρέχουσα τιµή του υποκείµενου τίτλου, ο επενδυτής θα ασκήσει το δικαίωµά του και 

θα αποκοµίσει κέρδος αγοράζοντας τη µετοχή σε χαµηλότερη τιµή από αυτή που πωλείται 

στο χρηµατιστήριο. Στην αντίθετη περίπτωση, που οι προσδοκίες του δεν επαληθευτούν και η 

τιµή µειωθεί, δεν θα ασκήσει το δικαίωµά του και θα “χάσει” το ποσό που κατέβαλλε ως 

ασφάλιστρο για να αγοράσει από τον πωλητή το δικαίωµα. 
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H συνάρτηση του κέρδους, κατά την χρονική στιγµή της λήξης του δικαιώµατος, για τον 

αγοραστή του δικαιώµατος αγοράς θα είναι: 

 

 ( )
( ) ,

,
T T

T

S K C S K
f T

C S K

 − − >
=

− ≤
 (1.1) 

όπου : 

C: το ασφάλιστρο 

ST: η τιµή της µετοχής στον χρόνο T, χρόνος λήξης του δικαιώµατος 

K: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος 

 

Παράδειγµα 1.1 

Έστω ότι ένας επενδυτής πιστεύει ότι η τιµή της µετοχής της εταιρείας Α θα σηµειώσει 

άνοδο. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι S0=8 ευρώ. Επειδή ο επενδυτής δεν επιθυµεί να 

επενδύσει (ή δεν έχει το αρχικό κεφάλαιο για να το κάνει) 80 ευρώ για να αγοράσει 10 

µετοχές Α, επιλέγει να αγοράσει ένα δικαίωµα αγοράς των 10 συγκεκριµένων µετοχών µε 

τιµή εξάσκησης K=8 ευρώ ανά µετοχή και ηµεροµηνία λήξης σε ένα µήνα. Γι αυτό το 

δικαίωµα θα πληρώσει (τη στιγµή της σύναψης του συµβολαίου) ασφάλιστρο, στον πωλητή, 

C=1 ευρώ ανά µετοχή, δηλαδή συνολικά 10 ευρώ.  

Περίπτωση I: Οι προσδοκίες του επενδυτή επαληθεύτηκαν και η τιµή της µετοχής 

σηµείωσε άνοδο, έχοντας (ένα µήνα µετά) τρέχουσα τιµή ST=12 ευρώ ανά µετοχή. Ο 

επενδυτής θα εξασκήσει το δικαίωµά του και το κέρδος του θα είναι: 

[( 12 – 8 ) – 1 ] = 1 ευρώ ανά µετοχή και συνολικά 30 ευρώ. 

Περίπτωση II: Οι προσδοκίες του επενδυτή δεν επαληθεύτηκαν και η τιµή της µετοχής 

σηµείωσε κάθοδο, έχοντας (ένα µήνα µετά) τρέχουσα τιµή ST=4 ευρώ ανά µετοχή. Ο 

επενδυτής δεν θα εξασκήσει το δικαίωµά του και η ζηµία του θα ισούται µε το ασφάλιστρο 

που πλήρωσε (10 ευρώ). Σε περίπτωση που είχε αγοράσει την µετοχή και αυτή σηµείωνε 

κάθοδο έχοντας (ένα µήνα µετά) τρέχουσα τιµή 4 ευρώ ανά µετοχή τότε η ζηµία του θα ήταν : 

8 – 4 = 4 ευρώ ανά µετοχή και συνολικά 40 ευρώ. 
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∆ιάγραµµα 1.2 
Αγορά δικαιώµατος αγοράς 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.2 δίνεται η συνάρτηση του κέρδους ως συνάρτηση της τιµής της µετοχής. 

Στον κάθετο άξονα βρίσκονται οι τιµές της συνάρτησης κέρδους, δηλαδή το κέρδος του 

αγοραστή, και στον οριζόντιο άξονα βρίσκονται οι πιθανές τιµές της µετοχής στον χρόνο 

λήξης του δικαιώµατος. Σύµφωνα µε το παράδειγµα, εάν επαληθευτούν οι προσδοκίες του 

επενδυτή και η τιµή της µετοχής κινηθεί ανοδικά πάνω από την τιµή εξάσκησης, που είναι 8 

ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Όσο µεγαλύτερες τιµές 

παίρνει η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο είναι το κέρδος για τον επενδυτή. Στην αντίθετη 

περίπτωση, που δεν επαληθευτούν οι προσδοκίες του επενδυτή και η τιµή της µετοχής 

κινηθεί καθοδικά κάτω από την τιµή εξάσκησης, των 8 ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής 

δεν θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Έτσι θα έχει σταθερό αρνητικό κέρδος (ζηµία) και ίσο µε 

-1 ευρώ ανά µετοχή όσο µικρές τιµές και εάν πάρει η τιµή της µετοχής. 

Σύµφωνα µε το παράδειγµα, η τιµή εξάσκησης Κ είναι 8 ευρώ ανά µετοχή και το µέγεθος 

του συµβολαίου είναι 10 µετοχές. Όπως φαίνεται και στο γράφηµα διακρίνονται οι 2 

περιπτώσεις: 

• άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ > Κ ή SΤ > 80 (για το 

σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι γνησίως αύξουσα. 

Όσο µεγαλύτερη η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο το κέρδος του επενδυτή και 

• µη άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ < Κ ή SΤ < 80 (για 

το σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι σταθερή και 

αρνητική, δηλαδή ο επενδυτής έχει ζηµία, ίση µε το ασφάλιστρο (C=10 ευρώ). Η 

f (t) 

S (t) 
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ζηµία είναι σταθερή ανεξάρτητα από το πόσο µικρή µπορεί να είναι η τιµή της 

µετοχής. 

 

 

1.5.2 ΠΩΛΗΣΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ ΑΓΟΡΑΣ 

 

Ο πωλητής του δικαιώµατος αγοράς αναλαµβάνει την υποχρέωση να πωλήσει στον 

αγοραστή τον υποκείµενο τίτλο στην καθορισµένη τιµή εξάσκησης, όταν εκείνος το 

απαιτήσει, ασκώντας το δικαίωµά του. Οι προσδοκίες του είναι αντίθετες από αυτές του 

αγοραστή. Ο πωλητής αναµένει ότι δεν θα υπάρξει άνοδος, οπότε και δέχεται να αναλάβει 

την υποχρέωση να πωλήσει τον υποκείµενο τίτλο εισπράττοντας το ασφάλιστρο κινδύνου.  

Ο πωλητής κρίνει ότι η τιµή του υποκείµενου τίτλου, για παράδειγµα µίας µετοχής, θα 

µειωθεί, και µάλιστα κάτω από την τιµή άσκησης. Εάν επιβεβαιωθούν οι προσδοκίες του, ο 

αγοραστής του δικαιώµατος δε θα ασκήσει το δικαίωµά του, οπότε ο πωλητής θα έχει 

αποκοµίσει κέρδος ίσο µε το ασφάλιστρο. Εναλλακτικά, εάν  η τιµή της µετοχής ανεβεί, τότε 

ο πωλητής ενδέχεται να ζηµιωθεί απεριόριστα, όσο δυνητικά µπορεί να ανεβεί η τιµή της 

µετοχής σε σχέση µε την τιµή άσκησης, εφόσον θα πρέπει να πωλήσει τις µετοχές στην τιµή 

άσκησης, ενώ η τρέχουσα τιµή τους είναι πολύ υψηλότερη. Ο πωλητής δεν θα κερδίσει ή 

ζηµιωθεί, εάν η τρέχουσα τιµή ισούται µε την τιµή άσκησης συν τη τιµή του δικαιώµατος. 

Η συνάρτηση του κέρδους, κατά την χρονική στιγµή της λήξης του δικαιώµατος, για τον 

πωλητή του δικαιώµατος αγοράς θα είναι: 

  

 ( )
( ) ,

,

C S K S K
f T

C S K

Τ Τ

Τ

 − − >
=

≤
  (1.2) 

όπου : 

C: το ασφάλιστρο 

ST: η τιµή της µετοχής στον χρόνο T, χρόνος λήξης του δικαιώµατος 

K: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος 

 

Παράδειγµα 1.2 

Έστω ότι ένας επενδυτής πιστεύει ότι η τιµή της µετοχής της εταιρείας Α θα σηµειώσει 

κάθοδο ή θα παραµείνει σταθερή. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι S0=5 ευρώ. Αποφασίζει 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 15 

να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς 10 µετοχών µε τιµή άσκησης K=6 ευρώ ανά µετοχή και 

λαµβάνει, για την υποχρέωση που αναλαµβάνει, ασφάλιστρο C=0.5 ευρώ ανά µετοχή, 

δηλαδή συνολικά 5 ευρώ.  

Περίπτωση I: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=4 ευρώ οπότε 

ο αγοραστής δεν ασκεί το δικαίωµά του και ο πωλητής αποκοµίζει κέρδος ίσο µε το 

ασφάλιστρο. 

Περίπτωση II: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=7 ευρώ 

οπότε ο αγοραστής ασκεί το δικαίωµά του και ο πωλητής είναι υποχρεωµένος να πωλήσει 

στην τιµή των 6 ευρώ ανά µετοχή, ενώ στο χρηµατιστήριο η τιµή της µετοχής είναι 

υψηλότερη. 

 

 

∆ιάγραµµα 1.3 
Πώληση δικαιώµατος αγοράς 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.3 δίνεται η συνάρτηση του κέρδους ως συνάρτηση της τιµής της µετοχής. 

Στον κάθετο άξονα βρίσκονται οι τιµές της συνάρτησης κέρδους, δηλαδή το κέρδος του 

πωλητή, και στον οριζόντιο άξονα βρίσκονται οι πιθανές τιµές της µετοχής στον χρόνο λήξης 

του δικαιώµατος. Σύµφωνα µε το παράδειγµα, εάν επαληθευτούν οι προσδοκίες του επενδυτή 

και η τιµή της µετοχής κινηθεί ανοδικά πάνω από την τιµή εξάσκησης, που είναι 8 ευρώ ανά 

µετοχή, τότε ο αγοραστής θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Όσο µεγαλύτερες τιµές παίρνει η 

τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο είναι το κέρδος για τον επενδυτή. Στην αντίθετη 

περίπτωση, που δεν επαληθευτούν οι προσδοκίες του επενδυτή και η τιµή της µετοχής 

κινηθεί καθοδικά κάτω από την τιµή εξάσκησης, των 8 ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής 

f (t) 
S (t) 
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δεν θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Έτσι θα έχει σταθερό αρνητικό κέρδος (ζηµία) και ίσο µε 

-1 ευρώ ανά µετοχή όσο µικρές τιµές και εάν πάρει η τιµή της µετοχής. 

Σύµφωνα µε το παράδειγµα, η τιµή εξάσκησης Κ είναι 6 ευρώ ανά µετοχή και το µέγεθος 

του συµβολαίου είναι 10 µετοχές. Όπως φαίνεται και στο γράφηµα διακρίνονται οι 2 

περιπτώσεις: 

• άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ > Κ ή SΤ > 60 (για το 

σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους για τον πωλητή θα είναι 

γνησίως φθίνουσα. Όσο µεγαλύτερη η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερη η ζηµία 

του επενδυτή και 

• µη άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ < Κ ή SΤ < 80 (για το 

σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι σταθερή και 

θετική, δηλαδή ο επενδυτής έχει σταθερό κέρδος ίσο µε το ασφάλιστρο που 

εισέπραξε (C=5 ευρώ). Το κέρδος είναι σταθερό ανεξάρτητα από το πόσο µικρή 

µπορεί να είναι η τιµή της µετοχής. 

 

 

1.5.3 ΑΓΟΡΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ ΠΩΛΗΣΗΣ 

 

Ο κάτοχος του δικαιώµατος πώλησης δικαιούται να πωλήσει τον υποκείµενο τίτλο στην 

τιµή άσκησης στη διάρκεια ή κατά τη λήξη του δικαιώµατος. Για να αγοράσει αυτό το 

δικαίωµα, δίνει στον πωλητή την τιµή του δικαιώµατος, το ασφάλιστρο. Ο επενδυτής που 

αγοράζει ένα δικαίωµα πώλησης προσδοκεί ότι η τιµή του υποκείµενου τίτλου θα µειωθεί 

σηµαντικά και θα µπορέσει να ασκήσει το δικαίωµα του και να αποκοµίσει κέρδος, 

πουλώντας τον υποκείµενο τίτλο, για παράδειγµα µία µετοχή, σε υψηλότερη τιµή στον 

πωλητή του δικαιώµατος. Εναλλακτικά, εάν η τιµή της µετοχής είναι υψηλότερη από την 

τιµή άσκησης, ο αγοραστής θα επιλέξει να αφήσει το δικαίωµα να εκπνεύσει.  

Το κέρδος του αγοραστή είναι περιορισµένο, δεδοµένου ότι η  τιµή της µετοχής δεν 

µπορεί να είναι µικρότερη του µηδενός. Αντίστοιχα, η ζηµία του είναι και αυτή περιορισµένη 

στο ποσό που κατέβαλλε ως ασφάλιστρο στον πωλητή του δικαιώµατος. 

Η συνάρτηση του κέρδους, κατά την χρονική στιγµή της λήξης του δικαιώµατος, για τον 

πωλητή του δικαιώµατος αγοράς θα είναι : 
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 ( )
( ) ,

,

K S C K S
f T

C K S

Τ Τ

Τ

 − − >
=

− ≤
  (1.3) 

όπου: 

C: το ασφάλιστρο 

ST: η τιµή της µετοχής στον χρόνο T, χρόνος λήξης του δικαιώµατος 

K: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος 

 

Παράδειγµα 1.3 

Έστω ότι ένας επενδυτής πιστεύει ότι η τιµή της µετοχής της εταιρείας Α θα σηµειώσει 

σηµαντική κάθοδο. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι  S0=8 ευρώ. Αποφασίζει να αγοράσει 

ένα δικαίωµα πώλησης 10 µετοχών µε τιµή άσκησης K=7 ευρώ ανά µετοχή καταβάλλοντας 

ασφάλιστρο C=0.5 ευρώ ανά µετοχή, δηλαδή συνολικά 5 ευρώ. 

Περίπτωση I: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=4 ευρώ οπότε 

ο αγοραστής ασκεί το δικαίωµά του και αποκοµίζει κέρδος ίσο µε : 

(7 – 4) – 0.5 = 2.5 ευρώ ανά µετοχή και συνολικά 25 ευρώ. 

Περίπτωση II: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=10 ευρώ 

οπότε ο αγοραστής δεν ασκεί το δικαίωµά του και σηµειώνει ζηµία ίση µε το ασφάλιστρο που 

κατέβαλλε (5 ευρώ). 

 

 

∆ιάγραµµα 1.4 
Αγορά δικαιώµατος πώλησης 

 
Στο ∆ιάγραµµα 1.4 δίνεται η συνάρτηση του κέρδους ως συνάρτηση της τιµής της µετοχής. 

Στον κάθετο άξονα βρίσκονται οι τιµές της συνάρτησης κέρδους, δηλαδή το κέρδος του 

αγοραστή, και στον οριζόντιο άξονα βρίσκονται οι πιθανές τιµές της µετοχής στον χρόνο 

f (t) 

S (t) 
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λήξης του δικαιώµατος. Σύµφωνα µε το παράδειγµα, εάν επαληθευτούν οι προσδοκίες του 

επενδυτή και η τιµή της µετοχής κινηθεί ανοδικά πάνω από την τιµή εξάσκησης, που είναι 8 

ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Όσο µεγαλύτερες τιµές 

παίρνει η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο είναι το κέρδος για τον επενδυτή. Στην αντίθετη 

περίπτωση, που δεν επαληθευτούν οι προσδοκίες του επενδυτή και η τιµή της µετοχής 

κινηθεί καθοδικά κάτω από την τιµή εξάσκησης, των 8 ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής 

δεν θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Έτσι θα έχει σταθερό αρνητικό κέρδος (ζηµία) και ίσο µε 

-1 ευρώ ανά µετοχή όσο µικρές τιµές και εάν πάρει η τιµή της µετοχής. 

Σύµφωνα µε το παράδειγµα, η τιµή εξάσκησης Κ είναι 7 ευρώ ανά µετοχή και το µέγεθος 

του συµβολαίου είναι 10 µετοχές. Όπως φαίνεται και στο γράφηµα διακρίνονται οι 2 

περιπτώσεις: 

• άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ < Κ ή SΤ < 70 (για το 

σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι γνησίως αύξουσα. 

Όσο µικρότερη η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο το κέρδος του επενδυτή και 

• µη άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ > Κ ή SΤ > 70 (για 

το σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι σταθερή και 

αρνητική, δηλαδή ο επενδυτής έχει ζηµία, ίση µε το ασφάλιστρο (C=5 ευρώ). Η 

ζηµία είναι σταθερή ανεξάρτητα από το πόσο µεγάλη µπορεί να είναι η τιµή της 

µετοχής. 

 

 

1.5.4 ΠΩΛΗΣΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ ΠΩΛΗΣΗΣ 

 

Ο πωλητής του δικαιώµατος πώλησης προσδοκεί ότι η τιµή του υποκείµενου τίτλου θα 

παραµείνει σταθερή ή θα αυξηθεί και αναλαµβάνει την υποχρέωση να αγοράσει από τον 

αγοραστή τις µετοχές στην συγκεκριµένη τιµή άσκησης, λαµβάνοντας ως αντίτιµο γι’ αυτή 

την υποχρέωση την τιµή του δικαιώµατος. Εάν οι προσδοκίες του επαληθευτούν και η τιµή 

του υποκείµενου τίτλου είναι υψηλότερη από την τιµή άσκησης, ο αγοραστής δεν θα έχει 

λόγο να ασκήσει το δικαίωµά του, οπότε ο πωλητής θα αποκοµίσει κέρδος ίσο µε την τιµή 

του δικαιώµατος. Αντίθετα, εάν οι προσδοκίες του δεν επαληθευτούν και η τιµή του 

υποκείµενου τίτλου, για παράδειγµα µίας µετοχής, µειωθεί σε επίπεδο χαµηλότερο από την 

τιµή άσκησης, ο αγοραστής θα ασκήσει το δικαίωµά  του και ο πωλητής θα πρέπει να 
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αγοράσει τις µετοχές σε υψηλότερη τιµή απ’ αυτή που ισχύει στο χρηµατιστήριο. Αυτή η 

συναλλαγή θα οδηγήσει σε ζηµία η οποία είναι περιορισµένη, δεδοµένου ότι η τιµή µιας 

µετοχής δεν µπορεί να είναι µικρότερη του µηδενός. Στην περίπτωση που η τιµή της µετοχής 

είναι ίση µε την τιµή άσκησης µείον την τιµή του δικαιώµατος ο πωλητής ούτε κερδίζει, ούτε 

χάνει. 

Η συνάρτηση του κέρδους, κατά την χρονική στιγµή της λήξης του δικαιώµατος, για τον 

πωλητή του δικαιώµατος αγοράς θα είναι : 

  

 ( )
( ) ,

,

C K S K S
f T

C K S

Τ Τ

Τ

 − − >
=

≤
  (1.4) 

όπου : 

C: το ασφάλιστρο 

ST: η τιµή της µετοχής στον χρόνο T, χρόνος λήξης του δικαιώµατος 

K: η τιµή εξάσκησης 

 

Παράδειγµα 1.4 

Έστω ότι ένας επενδυτής πιστεύει ότι η τιµή της µετοχής της εταιρείας Α θα σηµειώσει 

άνοδο ή θα παραµείνει σταθερή. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι S0=5 ευρώ. Αποφασίζει 

να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς 10 µετοχών µε τιµή άσκησης K=8.5 ευρώ ανά µετοχή και 

λαµβάνει, για την υποχρέωση που αναλαµβάνει, ασφάλιστρο C=1 ευρώ ανά µετοχή, δηλαδή 

10 ευρώ.  

Περίπτωση I: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=6 ευρώ οπότε 

ο αγοραστής ασκεί το δικαίωµά του και ο πωλητής είναι υποχρεωµένος να αγοράσει στην 

τιµή των 8.5 ευρώ ανά µετοχή, ενώ στο χρηµατιστήριο η τιµή της µετοχής είναι χαµηλότερη. 

Περίπτωση II: Στην ηµεροµηνία λήξης η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ST=10.5 ευρώ 

οπότε ο αγοραστής δεν ασκεί το δικαίωµά του και ο πωλητής αποκοµίζει κέρδος ίσο µε το 

ασφάλιστρο. 
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∆ιάγραµµα 1.5 
Πώληση δικαιώµατος πώλησης 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.5 δίνεται η συνάρτηση του κέρδους ως συνάρτηση της τιµής της µετοχής. 

Στον κάθετο άξονα βρίσκονται οι τιµές της συνάρτησης κέρδους, δηλαδή το κέρδος του 

αγοραστή, και στον οριζόντιο άξονα βρίσκονται οι πιθανές τιµές της µετοχής στον χρόνο 

λήξης του δικαιώµατος. Σύµφωνα µε το παράδειγµα, εάν επαληθευτούν οι προσδοκίες του 

επενδυτή και η τιµή της µετοχής κινηθεί ανοδικά πάνω από την τιµή εξάσκησης, που είναι 8 

ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Όσο µεγαλύτερες τιµές 

παίρνει η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερο είναι το κέρδος για τον επενδυτή. Στην αντίθετη 

περίπτωση, που δεν επαληθευτούν οι προσδοκίες του επενδυτή και η τιµή της µετοχής 

κινηθεί καθοδικά κάτω από την τιµή εξάσκησης, των 8 ευρώ ανά µετοχή, τότε ο αγοραστής 

δεν θα εξασκήσει το δικαίωµά του. Έτσι θα έχει σταθερό αρνητικό κέρδος (ζηµία) και ίσο µε 

-1 ευρώ ανά µετοχή όσο µικρές τιµές και εάν πάρει η τιµή της µετοχής. 

Σύµφωνα µε το παράδειγµα, η τιµή εξάσκησης Κ είναι 8.5 ευρώ ανά µετοχή και το 

µέγεθος του συµβολαίου είναι 10 µετοχές. Όπως φαίνεται και στο γράφηµα διακρίνονται οι 2 

περιπτώσεις: 

• άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ < Κ ή SΤ < 85 (για το 

σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι γνησίως φθίνουσα 

για τον πωλητή. Όσο µικρότερη η τιµή της µετοχής τόσο µεγαλύτερη η ζηµία του 

επενδυτή και 

• µη άσκησης του δικαιώµατος από τον αγοραστή εάν ισχύει SΤ > Κ ή SΤ > 85 (για 

το σύνολο του συµβολαίου) οπότε η συνάρτηση του κέρδους είναι σταθερή και 

θετική, δηλαδή ο επενδυτής έχει σταθερό κέρδος ίσο µε το ασφάλιστρο που 

f (t) 

S (t) 
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εισέπραξε (C=10 ευρώ). Το κέρδος είναι σταθερό ανεξάρτητα από το πόσο 

µεγάλη µπορεί να είναι η τιµή της µετοχής. 

 

Πίνακας 1.1 
Περίληψη Θέσεων 

 
ΘΕΣΗ Προσδοκία 

ως προς την 

αγορά 

Αύξηση 

µεταβλητότη

τας 

Πέρασµα 

του 

χρόνου 

Κέρδος Ζηµία 

Αγορά 

δικαιώµατος 

αγοράς 

Μεγάλη 

αύξηση τιµών 

Ευνοϊκή ∆υσµενές Απεριόριστο Περιορισµένο 

Πώληση 

δικαιώµατος 

αγοράς 

Μικρή 

µείωση τιµών 

∆υσµενής Ευνοϊκό Περιορισµένο Απεριόριστο 

Αγορά 

δικαιώµατος 

πώλησης 

Μεγάλη 

πτώση τιµών 

Ευνοϊκή ∆υσµενές Απεριόριστο:

Τιµή 

άσκησης - 

margin 

Περιορισµένο 

Πώληση 

δικαιώµατος 

πώλησης 

Μικρή 

αύξηση τιµών 

∆υσµενής Ευνοϊκό Περιορισµένο Απεριόριστο:

Τιµή άσκησης 

(ασφάλιστρο) 

– premium 

(margin) 

 

Στον Πίνακα 1.1 δίνονται συνοπτικά οι θέσεις των επενδυτών και οι προσδοκίες τους ως 

προς την αγορά ανάλογα µε την θέση που έχουν πάρει. Επίσης, φαίνεται για κάθε δικαίωµα 

εάν είναι ευνοϊκό ή όχι το πέρασµα του χρόνου και η αύξηση της µεταβλητότητας καθώς και 

το πόσο περιορισµένο ή όχι είναι το κέρδος και η ζηµία σε κάθε περίπτωση. 
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1.6 ΤΙΜΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ - ΑΣΦΑΛΙΣΤΡΟ 

 

Τιµή δικαιώµατος (option premium) ή ασφάλιστρο (margin) είναι το χρηµατικό ποσό που 

καταβάλει ο επενδυτής για να αγοράσει ένα δικαίωµα. Οι παράγοντες που διαµορφώνουν 

αυτή την τιµή είναι η εσωτερική αξία (intrinsic value) και η αξία του χρόνου (time value). 

 

 

         ΤΙΜΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ 

 

ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΑΞΙΑ    ΑΞΙΑ ΧΡΟΝΟΥ 

 

Η εσωτερική αξία του δικαιώµατος ισούται µε την διαφορά ανάµεσα στην τιµή του 

υποκείµενου τίτλου και την τιµή άσκησης. Πιο συγκεκριµένα: 

� η εσωτερική αξία ενός δικαιώµατος αγοράς δίνεται από τον τύπο: 

( ) { }max ,0t tS K S K
+

− = −  

� η εσωτερική αξία ενός δικαιώµατος πώλησης δίνεται από τον τύπο: 

( ) { }max ,0t tK S K S
+

− = −  

όπου: 

St: η τιµή του υποκείµενου τίτλου την χρονική στιγµή t 

K: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος 

 

Ένα δικαίωµα, στον χρόνο εξάσκησης t, µπορεί να επιφέρει στον holder θετικό, µηδενικό 

ή αρνητικό κέρδος (ζηµία) και θεωρείται αντίστοιχα in the money, at the money και out of the 

money. Η εσωτερική αξία ταυτίζεται µε το κέρδος του επενδυτή. Όπως φαίνεται και στον 

Πίνακα 1.2 όταν η τιµή του υποκείµενου τίτλου είναι µεγαλύτερη από την τιµή εξάσκησης το 

δικαίωµα αγοράς θεωρείται in the money ενώ το δικαίωµα πώλησης θεωρείται out of the 

money. Τα αντίθετα αποτελέσµατα προκύπτουν στην περίπτωση όπου η τιµή του 

υποκείµενου τίτλου είναι µεγαλύτερη από την τιµή εξάσκησης. Στην περίπτωση που η τιµή 
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του υποκείµενου τίτλου είναι ίση µε την τιµή εξάσκησης το δικαίωµα αγοράς και το δικαίωµα 

πώλησης θεωρούνται at the money. 

 

Πίνακας 1.2 
Εσωτερική αξία δικαιωµάτων 

 
 ∆ΙΚΑΙΩΜΑ ΑΓΟΡΑΣ ∆ΙΚΑΙΩΜΑ ΠΩΛΗΣΗΣ 

In the money 

(εσωτερική αξία > 0) 

St > K St < K 

At the money 

(εσωτερική αξία = 0) 

St = K St = K 

Out of the money 

(εσωτερική αξία < 0) 

St < K St > K 

 

Ειδικότερα, ένα δικαίωµα αγοράς θεωρείται: 

A. in the money και έχει εσωτερική αξία > 0 (ή διαφορετικά επιφέρει θετικό κέρδος στον 

επενδυτή) εάν µπορεί να ασκηθεί, δηλαδή όταν ισχύει tS K>  

B. at the money και έχει εσωτερική αξία = 0 (ή διαφορετικά επιφέρει µηδενικό κέρδος 

στον επενδυτή) όταν ισχύει tS K=  

C. out of the money και έχει εσωτερική αξία < 0 (ή διαφορετικά επιφέρει αρνητικό 

κέρδος - ζηµία στον επενδυτή) εάν δεν µπορεί να ασκηθεί, δηλαδή όταν ισχύει tS K< . 

Είναι σαφές ότι µε σταθερές την αξία του χρόνου και την τιµή άσκησης, για ένα δικαίωµα 

αγοράς, όσο µεγαλώνει η τιµή του υποκείµενου τίτλου µεγαλώνει και η τιµή του δικαιώµατος. 

Ενώ, δεδοµένης της τιµής του υποκείµενου τίτλου και την αξία του χρόνου σταθερή, για ένα 

δικαίωµα αγοράς, όσο υψηλότερη είναι η τιµή άσκησης, τόσο χαµηλότερη είναι η τιµή του 

δικαιώµατος. 

 

Αντίστοιχα ένα δικαίωµα πώλησης θεωρείται: 

A. in the money και έχει εσωτερική αξία > 0 (ή διαφορετικά επιφέρει θετικό κέρδος στον 

επενδυτή) όταν ισχύει tS K<  

B. at the money και έχει εσωτερική αξία = 0 (ή διαφορετικά επιφέρει µηδενικό κέρδος 

στον επενδυτή) όταν ισχύει tS K=  
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C. out of the money και έχει εσωτερική αξία < 0 (ή διαφορετικά επιφέρει αρνητικό 

κέρδος - ζηµία στον επενδυτή) όταν ισχύει tS K> . 

Είναι σαφές ότι µε σταθερές την αξία του χρόνου και την τιµή άσκησης, για ένα δικαίωµα 

πώλησης, όσο χαµηλότερη είναι η τιµή του υποκείµενου τίτλου, τόσο υψηλότερη είναι η τιµή 

του δικαιώµατος. Ενώ, δεδοµένης της τιµής του υποκείµενου τίτλου και την αξία του χρόνου 

σταθερή, για ένα δικαίωµα πώλησης, όσο υψηλότερη είναι η τιµή άσκησης, τόσο υψηλότερη 

είναι η τιµή του δικαιώµατος. 

Η αξία του χρόνου, υπεισέρχεται στην διαµόρφωση της τιµής του δικαιώµατος, µέσω της 

χρονικής περιόδου µεταξύ της σύναψης του συµβολαίου και της εκπνοής αυτού. Όσο 

µεγαλύτερο είναι το διάστηµα που αποµένει για την λήξη του δικαιώµατος τόσο µεγαλύτερη 

είναι και η αξία του χρόνου. Αυτό συµβαίνει διότι υπάρχει µεγαλύτερη αβεβαιότητα για την 

κατάσταση της αγοράς όσο “αποµακρύνεται” η ηµεροµηνία λήξης του συµβολαίου. Αυτό 

έχει σαν αποτέλεσµα ο επενδυτής να αναλαµβάνει µεγαλύτερο ρίσκο, οπότε χρειάζεται και 

µεγαλύτερη ανταµοιβή για να το αναλάβει. Αντίθετα, όσο πλησιάζουµε προς την ηµεροµηνία 

λήξης, η αξία του χρόνου µειώνεται, δεδοµένου ότι γνωρίζουµε µε µεγαλύτερη πιθανότητα τι 

θα συµβεί στο αµέσως επόµενο διάστηµα. Στη λήξη η αξία του χρόνου είναι πάντα ίση µε το 

µηδέν, δεδοµένου ότι γνωρίζουµε ακριβώς την κατάσταση της αγοράς. 

Εποµένως, όσο αυξάνεται ο χρόνος µέχρι την ηµεροµηνία λήξης, τόσο µεγαλύτερη είναι η 

τιµή του δικαιώµατος. ∆ύο ίδια δικαιώµατα µε διαφορετική χρονική διάρκεια θα έχουν και 

διαφορετική τιµή δικαιώµατος. Αν και θεωρείται ότι ο “ βέλτιστος ” χρόνος λήξης για την 

αγορά ενός δικαιώµατος πρέπει να είναι µεγάλος και ο αντίστοιχος χρόνος λήξης για την 

πώληση µικρός, κάτι τέτοιο δεν ισχύει πάντα στην πράξη. Για παράδειγµα αρκετοί επενδυτές 

αγοράζουν δικαιώµατα κοντά στην ηµεροµηνία λήξης τους. Αυτό συµβαίνει διότι 

συνυπολογίζουν και την αντίστοιχη µόχλευση η οποία είναι αντιστρόφως ανάλογη µε τον 

εναποµείναντα χρόνο λήξης. ∆ηλαδή, λαµβάνουν υπόψιν τους το γεγονός ότι µε την 

επένδυσή τους σε δικαίωµα αγοράς, έχουν δεσµεύσει µικρότερο όγκο κεφαλαίων από ότι θα 

είχαν δεσµεύσει εάν είχαν αγοράσει τον ίδιο τον υποκείµενο τίτλο. Το παραπάνω 

αντικατοπτρίζεται και στα κέρδη ή τις ζηµίες του επενδυτή. 
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Επιπρόσθετα, παράγοντες που επηρεάζουν είτε έµµεσα είτε άµεσα  την τιµή ενός 

δικαιώµατος είναι και: 

� η µεταβλητότητα του υποκείµενου τίτλου 

Όσο χρονικά η τιµή µίας µετοχής αποκλίνει σε υψηλά επίπεδα άνω ή κάτω του µέσου 

όρου, τόσο αυξάνεται η πιθανότητα να βρίσκεται το δικαίωµα επί της µετοχής εντός της 

ισοδύναµης χρηµατικής του αξίας και κατά συνέπεια, να αποδώσει όφελος στον επενδυτή.  

Εποµένως, όσο πιο αυξηµένη µεταβλητότητα έχει µία µετοχή, τόσο αναµένεται η τιµή του 

δικαιώµατός της να είναι αυξηµένη. Αυτό ισχύει για κάθε είδους δικαίωµα. Αν και η 

µεταβλητότητα είναι πολύ δύσκολο να υπολογιστεί, διότι αναφέρεται σε µελλοντικές 

διακυµάνσεις, ωστόσο έχουν διαµορφωθεί διάφορα µοντέλα αποτίµησης δικαιωµάτων που 

διευκολύνουν τον επενδυτή στον υπολογισµό των απαιτούµενων δεδοµένων. 

� οι προσδοκίες για τη µερισµατική απόδοση του υποκείµενου τίτλου κατά τη 

διάρκεια ισχύος του δικαιώµατος 

Ο κάτοχος του δικαιώµατος σε µία µετοχή δεν µπορεί να εισπράξει µέρισµα από αυτήν. Οι 

πληρωµές µερισµάτων συνοδεύονται από µειώσεις στην τιµή του υποκείµενου τίτλου στην 

τρέχουσα αγορά, οπότε για το δικαίωµα αγοράς θα µειωθεί η τιµή του, αφού η µετοχή θα 

γίνει φθηνότερη και άρα θα είναι πιο συµφέρουσα η αγορά της στην τρέχουσα τιµή. 

Αντιστρόφως, για ένα δικαίωµα πώλησης η διανοµή µερισµάτων αυξάνει την αξία του. 

� το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο 

Για την αγορά του δικαιώµατος, ο επενδυτής δε χρειάζεται να καταβάλει όλο το χρηµατικό 

κεφάλαιο που απαιτείται για την αγορά της υποκείµενης αξίας. Συνεπώς, το µέρος του 

κεφαλαίου που δε δεσµεύεται, µπορεί να επενδυθεί υποθετικά σε χρηµατοοικονοµικά 

εργαλεία χωρίς κίνδυνο. Εποµένως όσο υψηλότερο είναι αυτό το επιτόκιο, τόσο υψηλότερη 

θα είναι η απόδοση του µη επενδεδυµένου σε δικαιώµατα κεφαλαίου. Εποµένως, όταν 

αυξάνεται το επιτόκιο, αυξάνεται η τιµή του δικαιώµατος αγοράς και µειώνεται η τιµή του 

δικαιώµατος πώλησης. 

� άλλοι παράγοντες 

Άλλοι παράγοντες επηρεασµού της τιµής του δικαιώµατος είναι τα κόστη συναλλαγών, οι 

τάσεις της αγοράς, οι προσδοκίες για την κίνηση αυτής, η φορολογική νοµοθεσία και κυρίως 

η προσφορά και η ζήτηση των δικαιωµάτων. 
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Πίνακας 1.3 
Επίδραση παραγόντων στην τιµή δικαιώµατος 

 
 ΤΙΜΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ 

ΑΓΟΡΑΣ 

ΤΙΜΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΟΣ 

ΠΩΛΗΣΗΣ 

Αύξηση τιµής υποκείµενου 

τίτλου 

Αυξάνεται Μειώνεται 

Μείωση τιµής υποκείµενου 

τίτλο  

Μειώνεται Αυξάνεται 

Υψηλότερη τιµή άσκησης Μειώνεται Αυξάνεται 

Χαµηλότερη τιµή άσκησης Αυξάνεται Μειώνεται 

Υψηλότερη µεταβλητότητα 

του υποκείµενου τίτλου 

Αυξάνεται Αυξάνεται 

Χαµηλότερη 

µεταβλητότητα του 

υποκείµενου τίτλου 

Μειώνεται Μειώνεται 

Μεγαλύτερη διάρκεια Αυξάνεται Αυξάνεται 

Μικρότερη διάρκεια Μειώνεται Μειώνεται 

Υψηλότερο επιτόκιο Αυξάνεται Μειώνεται 

Χαµηλότερο επιτόκιο Μειώνεται Αυξάνεται 

 

 

Στον Πίνακα 1.3 αποτυπώνονται οι αλλαγές στην τιµή των δικαιωµάτων ανάλογα µε τις 

αλλαγές του εκάστοτε παράγοντα. Ανάλογα µε το εάν αυξάνεται ή µειώνεται ο κάθε ένας από 

τους παράγοντες που αναλύθηκε προηγουµένως, παρατηρείται η επίδραση που έχει και το 

εάν επηρεάζει θετικά ή αρνητικά την τιµή του κάθε δικαιώµατος. Για παράδειγµα, όταν 

αυξάνεται η τιµή του υποκείµενου τίτλου αυξάνεται και η τιµή του δικαιώµατος αγοράς, ενώ 

µειώνεται η τιµή του δικαιώµατος πώλησης. 
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1.7 ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΕΣ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ 

 

Σε προηγούµενη παράγραφο έγινε αναφορά στις τέσσερις κατηγορίες των δικαιωµάτων 

προαίρεσης καθώς και στις αντίστοιχες συναρτήσεις κέρδους που θα έχει ένας επενδυτής 

λαµβάνοντας την αντίστοιχη θέση του αγοραστή ή του πωλητή σε ένα δικαίωµα αγοράς ή 

πώλησης ενός υποκείµενου τίτλου. Η αγορά ενός δικαιώµατος αγοράς και η πώληση ενός 

δικαιώµατος πώλησης θεωρούνται αισιόδοξες επενδύσεις. Ένας επενδυτής λαµβάνει τις 

συγκεκριµένες θέσεις όταν προσδοκά άνοδο της τιµής του υποκείµενου αγαθού. Αντίθετα, η 

πώληση ενός δικαιώµατος αγοράς και η αγορά ενός δικαιώµατος πώλησης θεωρούνται 

απαισιόδοξες επενδύσεις. Ένας επενδυτής λαµβάνει τις συγκεκριµένες θέσεις όταν προσδοκά 

κάθοδο της τιµής του υποκείµενου αγαθού.  

Ωστόσο, ένας επενδυτής µπορεί να “εξασφαλιστεί” ακόµη περισσότερο λαµβάνοντας πιο 

σύνθετες θέσεις χρησιµοποιώντας είτε περισσότερα από ένα δικαιώµατα προαίρεσης 

ταυτόχρονα είτε συνδυάζοντας την αγορά ή την πώληση του υποκείµενου αγαθού (π.χ. 

µετοχή) µε ένα δικαίωµα επί αυτού. Αυτό συµβαίνει διότι ο επενδυτής µπορεί να µην είναι 

σίγουρος ή να θέλει να περιορίσει τον κίνδυνο που µπορεί να υπάρχει από λάθος 

πληροφόρηση για το πώς θα κινηθεί η τιµή του υποκείµενου αγαθού ή διότι γνωρίζει ότι θα 

υπάρξει σηµαντική αλλαγή στην τιµή του αλλά δεν γνωρίζει εάν θα είναι καθοδική ή ανοδική 

και για διάφορους άλλους λόγους που εµφανίζονται στην πράξη. Στη συνέχεια θα 

αναφερθούν κάποιες από αυτές τις στρατηγικές. 

 

1. Συνδυασµός µετοχής και δικαιώµατος προαίρεσης επί αυτής. 

 

Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικές στρατηγικές σε αυτήν την κατηγορία. 

� Πώληση ενός δικαιώµατος αγοράς και παράλληλη αγορά της µετοχής. 

Η θέση θεωρείται καλυµµένη επειδή η υποχρέωση της παράδοσης της µετοχής στην 

εκπνοή του δικαιώµατος είναι καλυµµένη από την µετοχή που υπάρχει στο χαρτοφυλάκιο. Σε 

αυτή τη περίπτωση η αγορά της µετοχής “καλύπτει” την περίπτωση απότοµης αύξησης της 

τιµής της µετοχής. Στην αντίθετη περίπτωση που ο επενδυτής λάµβανε µόνο τη θέση 

πώλησης του δικαιώµατος αγοράς χωρίς την παράλληλη αγορά της µετοχής, θα είχε µεγάλη 

ζηµία. Η πώληση ενός δικαιώµατος χωρίς µια αντίστοιχη µετοχική θέση καλείται “γυµνή 

πώληση δικαιώµατος”. 
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∆ιάγραµµα 1.6 
Πώληση δικαιώµατος αγοράς και αγορά µετοχής 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.6 µε κόκκινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την πώληση 

ενός δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης  Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C=10 ευρώ 

και µε πράσινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την αγορά µιας µετοχής που τη 

στιγµή της αγοράς είχε τιµή So=60 ευρώ.  
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∆ιάγραµµα 1.7 
Συνδυασµός αγοράς µετοχής και πώλησης δικαιώµατος αγοράς 

 

Παρατηρείται ότι το ∆ιάγραµµα 1.7 που δείχνει το κέρδος από το συνδυασµό των δύο 

παραπάνω τοποθετήσεων είναι όµοιο µε αυτό του κέρδους από την πώληση ενός δικαιώµατος 

πώλησης. 
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∆ιάγραµµα 1.8 
Απεικόνιση και των τριών διαγραµµάτων 

 

Παραπάνω φαίνονται και τα τρία διαγράµµατα µαζί. Με κόκκινο συµβολίζεται το κέρδος 

από την πώληση του δικαιώµατος αγοράς, µε πράσινο συµβολίζεται το κέρδος από την αγορά 

της µετοχής και µε µπλε συµβολίζεται το συνολικό κέρδος της επένδυσης. 

 

� Αγορά ενός δικαιώµατος αγοράς και παράλληλη πώληση  της µετοχής. 

Αντίστοιχα συµπεράσµατα µε αυτά της πρώτης στρατηγικής αντλούνται και σε αυτήν την 

περίπτωση. Τα γραφήµατα που προκύπτουν δίνονται στη συνέχεια. 

 

       

 

∆ιάγραµµα 1.9 
Αγορά δικαιώµατος αγοράς και πώληση µετοχής 

  

Στο ∆ιάγραµµα 1.9 µε κόκκινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την αγορά ενός 

δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης  Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C=20 ευρώ και µε 
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πράσινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την πώληση µιας µετοχής που τη στιγµή 

της αγοράς είχε τιµή So=60 ευρώ. 

 

 

 ∆ιάγραµµα 1.10 
Συνδυασµός πώλησης µετοχής και αγοράς δικαιώµατος αγοράς 

 
Παρατηρείται ότι το ∆ιάγραµµα 1.10 του κέρδους από το συνδυασµό των δύο παραπάνω 

τοποθετήσεων είναι όµοιο µε το διάγραµµα του κέρδους από την αγορά ενός δικαιώµατος 

πώλησης. 

 

� Αγορά ενός δικαιώµατος πώλησης και παράλληλη αγοράς της µετοχής. 

Αντίστοιχα συµπεράσµατα µε αυτά της πρώτης και δεύτερης στρατηγικής αντλούνται και 

σε αυτήν την περίπτωση. Τα γραφήµατα που προκύπτουν από την αγορά ενός δικαιώµατος 

πώλησης και την αγορά της µετοχής δίνονται στη συνέχεια. 

 

         

∆ιάγραµµα 1.11 
Αγορά δικαιώµατος πώλησης και αγορά µετοχής 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 31 

Στο ∆ιάγραµµα 1.11 µε κόκκινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την αγορά ενός 

δικαιώµατος πώλησης µε τιµή εξάσκησης  Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C=20 ευρώ και 

µε πράσινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την αγορά µιας µετοχής που τη στιγµή 

της αγοράς είχε τιµή So=70 ευρώ. 

 

 

∆ιάγραµµα 1.12 
Συνδυασµός αγοράς δικαιώµατος πώλησης και αγορά µετοχής 

 

Παρατηρείται ότι το ∆ιάγραµµα 1.12 του κέρδους από το συνδυασµό των δύο παραπάνω 

τοποθετήσεων είναι όµοιο µε το διάγραµµα του κέρδους από την αγορά ενός δικαιώµατος 

αγοράς. 

 

� Πώληση ενός δικαιώµατος πώλησης και παράλληλη πώληση της µετοχής. 

Αντίστοιχα συµπεράσµατα µε αυτά των προηγούµενων στρατηγικών αντλούνται και σε 

αυτήν την περίπτωση. Τα γραφήµατα που προκύπτουν δίνονται στη συνέχεια. 

 

      

∆ιάγραµµα 1.13 
Πώληση δικαιώµατος πώλησης και πώληση µετοχής 
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Στο ∆ιάγραµµα 1.13 µε κόκκινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την πώληση 

ενός δικαιώµατος πώλησης µε τιµή εξάσκησης  Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C=30 ευρώ 

και µε πράσινο συµβολίζεται το κέρδος του επενδυτή από την αγορά µιας µετοχής που τη 

στιγµή της αγοράς είχε τιµή So=60 ευρώ. 

 

 

∆ιάγραµµα 1.14 
Συνδυασµός πώλησης δικαιώµατος πώλησης και πώληση µετοχής 

 
∆ιαπιστώνεται ότι το ∆ιάγραµµα 1.14 του κέρδους από το συνδυασµό των δύο παραπάνω 

τοποθετήσεων είναι όµοιο µε το διάγραµµα του κέρδους από την πώληση ενός δικαιώµατος 

αγοράς. 

 

2. Συνδυασµός δικαιωµάτων αγοράς και πώλησης ταυτόχρονα επί της ίδιας µετοχής 

 

� Straddle – Χώρισµα. 

Το straddle (χώρισµα) δηµιουργείται µε την ταυτόχρονη αγορά ενός δικαιώµατος αγοράς 

και ενός δικαιώµατος πώλησης µε την ίδια τιµή εξάσκησης και τον ίδιο εναποµένοντα χρόνο 

µέχρι την εκπνοή. Τα straddle είναι χρήσιµες στρατηγικές για επενδυτές που πιστεύουν ότι 

µία µετοχή θα κινηθεί κατά πολύ είτε ανοδικά είτε καθοδικά. Για παράδειγµα, µία σηµαντική 

υπόθεση για µία εταιρεία πρόκειται να εκδικασθεί και η αγορά δεν έχει ακόµη προεξοφλήσει 

την έκβαση. Η µετοχή είτε θα διπλασιαστεί είτε θα χάσει το ήµισυ της αξίας της ανάλογα µε 

το εάν η υπόθεση εκδικασθεί ευνοϊκά ή αποβεί ζηµιογόνα για την εταιρεία. Η θέση του 

straddle θα είναι κερδοφόρα ανεξάρτητα από την κατεύθυνση της µετοχής, επειδή η αξία του 

είναι υψηλότερη όταν η τιµή της µετοχής πραγµατοποιεί ακραίες καθοδικές ή ανοδικές 

αποκλίσεις από την τιµή εξάσκησης. Η χειρότερη έκβαση για ένα straddle είναι η µετοχή να 

µην κινηθεί. 
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∆ιάγραµµα 1.15 
Στρατηγική Straddle 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.15 µε πράσινο χρώµα απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του 

δικαιώµατος πώλησης, µε κόκκινο χρώµα απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του 

δικαιώµατος αγοράς µε κοινή τιµή εξάσκησης Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος   C=20 ευρώ. 

Mε µπλε απεικονίζεται το κέρδος που αποφέρει στον επενδυτή ο συνδυασµός των παραπάνω, 

το κέρδος δηλαδή της στρατηγικής straddle. 

 

� Strangle. 

Σε αυτήν την περίπτωση ο επενδυτής αγοράζει ένα δικαίωµα αγοράς και ένα δικαίωµα 

πώλησης επί της ίδιας µετοχής και µε την ίδια ηµεροµηνία εξάσκησης όπως και στην 

περίπτωση του straddle αλλά µε διαφορετικές τιµές εξάσκησης (έστω Κ1 < Κ2) και όχι τις 

ίδιες. 

      

∆ιάγραµµα 1.16 
Στρατηγική Strangle 
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Στο ∆ιάγραµµα 1.16 µε πράσινο απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του δικαιώµατος 

πώλησης, µε κόκκινο απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του δικαιώµατος αγοράς µε 

αντίστοιχες τιµές εξάσκησης Κ1=60 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C1=12 ευρώ και Κ2=90 ευρώ 

και τιµή δικαιώµατος C2=8 ευρώ. Mε µπλε απεικονίζεται το κέρδος που αποφέρει στον 

επενδυτή ο συνδυασµός των παραπάνω, εφαρµόζοντας δηλαδή την στρατηγική strangle. 

 

� Strip – Strap. 

Οι στρατηγικές strip και strap είναι όµοιες µε την straddle. Η µόνη τους διαφορά είναι 

στον αριθµό των δικαιωµάτων. Πιο συγκεκριµένα η στρατηγική strip βασίζεται στην αγορά 

ενός δικαιώµατος αγοράς και δύο δικαιωµάτων πώλησης ενώ η στρατηγική strap βασίζεται 

στην αγορά δύο δικαιωµάτων αγοράς και ενός δικαιώµατος πώλησης. 

 

            

∆ιάγραµµα 1.17 
Στρατηγικές Strip – Strap 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.17 µε µπλε απεικονίζεται το κέρδος από την εφαρµογή της στρατηγικής 

strip, µε κόκκινο απεικονίζεται το κέρδος από την εφαρµογή της στρατηγικής strap µε κοινή 

τιµή εξάσκησης Κ=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C=20 ευρώ. 
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3. Συνδυασµός δικαιωµάτων προαίρεσης ίδιου τύπου επί της ίδιας µετοχής 

 

� Bull Spread – Ανοδικό Άνοιγµα. 

Την συγκεκριµένη στρατηγική την εφαρµόζει ο επενδυτής που πιστεύει πως η αγορά δεν 

θα πέσει, αλλά επιθυµεί να περιορίσει τον κίνδυνο. Θεωρείται µία συντηρητική στρατηγική 

για κάποιον που πιστεύει πως η αγορά είναι περισσότερο πιθανό να πέσει παρά να ανέβει. 

Εφαρµόζεται µε την αγορά ενός δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ1 και την 

παράλληλη πώληση ενός δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ2, µε Κ2 > Κ1 επί της ίδιας 

µετοχής και µε την ίδια ηµεροµηνία λήξης. Η εφαρµογή της συγκεκριµένης στρατηγικής 

µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας δικαιώµατα πώλησης αντί για δικαιώµατα αγοράς. 

    

∆ιάγραµµα 1.18 
Στρατηγική Bull Spread 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.18 µε κόκκινο απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του δικαιώµατος 

αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ1=60 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C1=25 ευρώ, µε πράσινο 

απεικονίζεται το κέρδος από την πώληση του δικαιώµατος αγοράς µε Κ2=95 ευρώ και τιµή 

δικαιώµατος C2=10 ευρώ. Mε µπλε απεικονίζεται το κέρδος που αποφέρει στον επενδυτή ο 

συνδυασµός των παραπάνω, το κέρδος δηλαδή της στρατηγικής bull spread. 

 

� Bear Spread – Καθοδικό Άνοιγµα. 

Την συγκεκριµένη στρατηγική την εφαρµόζει ο επενδυτής που πιστεύει πως η αγορά δεν 

θα ανέβει, αλλά θέλει και να περιορίσει τον κίνδυνο. Θεωρείται µία συντηρητική στρατηγική 

για κάποιον που πιστεύει πως η αγορά είναι πιο πιθανό να πέσει παρά να ανέβει. 
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Εφαρµόζεται µε την αγορά ενός δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ1 και την 

παράλληλη πώληση ενός δικαιώµατος αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ2, µε Κ2 < Κ1 επί της ίδιας 

µετοχής και µε την ίδια ηµεροµηνία λήξης. Επίσης η εφαρµογή της συγκεκριµένης 

στρατηγικής µπορεί να γίνει εάν αντί για δικαιώµατα αγοράς χρησιµοποιήσουµε δικαιώµατα 

πώλησης. Η συγκεκριµένη στρατηγική διαφέρει από την bull spread στο σηµείο της διαφοράς 

των τιµών εξάσκησης των δικαιωµάτων. Στην bull spread ισχύει ότι Κ2 > Κ1. 

 

     

∆ιάγραµµα 1.19 
Στρατηγική Bear Spread 

 

Στο ∆ιάγραµµα 1.19 µε κόκκινο απεικονίζεται το κέρδος από την αγορά του δικαιώµατος 

αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ1=95 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C1=10 ευρώ, µε πράσινο 

απεικονίζεται το κέρδος από την πώληση του δικαιώµατος αγοράς µε Κ2=60 ευρώ και τιµή 

δικαιώµατος C2=25 ευρώ. Mε µπλε απεικονίζεται το κέρδος που αποφέρει στον επενδυτή ο 

συνδυασµός των παραπάνω, το κέρδος δηλαδή της στρατηγικής bear spread. 

 

� Long Butterfly – Πεταλούδα Αγοράς 

Ο επενδυτής εφαρµόζει την συγκεκριµένη µεταβλητή όταν πιστεύει πως η αγορά δεν θα 

είναι πολύ µεταβλητή αλλά επιθυµεί να περιορίσει τον καθολικό κίνδυνο. Ο επενδυτής που 

θέλει να εφαρµόσει την συγκεκριµένη στρατηγική πρέπει να αγοράσει δύο δικαιώµατα 

αγοράς µε τιµές εξάσκησης Κ1 και Κ3, έστω Κ1 < Κ3, και την παράλληλη πώληση δύο 
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δικαιωµάτων αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ2, τέτοιο ώστε Κ1 < Κ2 < Κ3 (συνήθως λαµβάνεται 

1 3
2 2

Κ +Κ
Κ = ) επί της ίδιας µετοχής και µε την ίδια ηµεροµηνία εξάσκησης.  

 

∆ιάγραµµα 1.20 
Στρατηγική Long Butterfly 

 

Στο παραπάνω γράφηµα µε κόκκινο απεικονίζονται τα κέρδη από την αγορά των δύο 

δικαιωµάτων αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ1=80 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C1=20 ευρώ και 

Κ3=120 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C3=12 ευρώ, µε πράσινο απεικονίζεται το κέρδος από την 

πώληση των δύο δικαιωµάτων αγοράς µε Κ2=100 ευρώ και τιµή δικαιώµατος C2=10 ευρώ. 

Mε µπλε απεικονίζεται το κέρδος που αποφέρει στον επενδυτή ο συνδυασµός των παραπάνω, 

το κέρδος δηλαδή της στρατηγικής long butterfly. 

 

Αυτές είναι µερικές από τις πιο σηµαντικές στρατηγικές που έχουν αναπτυχθεί και 

εφαρµόζονται καθηµερινά. Εκτός βέβαια από αυτές υπάρχουν και αρκετές άλλες. Ο κάθε 

επενδυτής µπορεί να συνδυάσει όπως επιθυµεί τα διαφορετικά είδη παραγώγων, και όχι µόνο 

τα δικαιώµατα προαίρεσης, σύµφωνα µε τις δικές του ανάγκες και να τα προσαρµόσει στο 

χαρτοφυλάκιό του όπως αυτός νοµίζει καλύτερα. 
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1.8  ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο έγινε µία πρώτη επαφή µε τα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά 

προϊόντα. Ειδικότερα, έγινε µία προσπάθεια να δειχθεί ποιος είναι ο ρόλος τους και για ποιο 

λόγο δηµιουργήθηκαν, αναπτύχθηκαν και γιατί είναι τόσο σηµαντικά για τις σηµερινές 

αγορές. Ακόµη γίνεται µία ιστορική αναδροµή των παραγώγων για το πότε και πώς 

ξεκίνησαν µέχρι την µορφή που έχουν στις µέρες µας. Επίσης, παρατίθεται µία 

κατηγοριοποίηση και παρουσιάζονται τα είδη των παραγώγων (swaps, options, futures, 

forwards). Στο τέλος του κεφαλαίου δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στα δικαιώµατα προαίρεσης 

(options) και γίνεται λεπτοµερέστατη ανάλυση αυτών. Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζονται οι 

κατηγορίες των δικαιωµάτων προαίρεσης, τα χαρακτηριστικά τους, καθώς γίνεται και 

ανάλυση των θέσεων και διάφορων στρατηγικών που µπορεί να πάρει ένας επενδυτής 

χρησιµοποιώντας τα παραπάνω χρηµατοοικονοµικά εργαλεία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

∆ΙΩΝΥΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ ΠΡΟΪΟΝΤΩΝ 

 
 
 
 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Ένα από τα πιο βασικά προβλήµατα στα χρηµατοοικονοµικά, και κατ’ επέκταση στις 

αγορές των παραγώγων, είναι η τιµολόγηση των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, 

όπως για παράδειγµα η τιµολόγηση ενός δικαιώµατος αγοράς µίας µετοχής. Σε αυτό το 

κεφάλαιο θα παρουσιαστεί το διωνυµικό µοντέλο µίας και πολλών περιόδων. Η όλη 

διαδικασία γίνεται σε χρόνο διακριτό και αποτελεί µία προσέγγιση του αντίστοιχου 

προβλήµατος σε χρόνο συνεχή. Για την καλύτερη κατανόηση της λειτουργίας του µοντέλου 

θα παρουσιαστούν έννοιες, όπως ανατοκισµός σε k περιόδους και συνεχής ανατοκισµός, 

καθώς και παρούσα και µελλοντική αξία ενός χρηµατικού ποσού. Επίσης, θα γίνει αναφορά 

στον κόσµο ουδέτερου ρίσκου (risk neutral valuation) και στην µη ύπαρξη σίγουρου κέρδους 

(no arbitrage). Στο τέλος του κεφαλαίου εισάγονται κάποια βασικά “κοµµάτια” της θεωρίας 

µέτρου και της θεωρίας των Martingales, που χρησιµοποιούνται για την εφαρµογή του 

διωνυµικού µοντέλου πολλών περιόδων. 

 

 

2.2 ΑΝΑΤΟΚΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΧΡΟΝΙΚΗ ΑΞΙΑ ΧΡΗΜΑΤΟΣ 

 

Εάν κάποιος δανειστεί ή επενδύσει Χ ευρώ για ένα χρονικό διάστηµα t (έστω ένα χρόνο) 

µε απλό επιτόκιο (rate) r, τότε θα πρέπει στη λήξη του χρονικού διαστήµατος να πληρώσει ή 

να εισπράξει αντίστοιχα το ποσό: 

( )1X X r X r+ = +  

Στην περίπτωση όµως του σύνθετου επιτοκίου, όπου σαν βάση χρησιµοποιείται ένα 

µικρότερο χρονικό διάστηµα ανατοκισµού, έστω k (για παράδειγµα τρεις µήνες), από αυτό 
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του δανεισµού ή της επένδυσης µε το ίδιο ονοµαστικό επιτόκιο r, τότε στο τέλος της πρώτης 

περιόδου (στο πρώτο τρίµηνο δηλαδή) θα πρέπει να προστεθεί το ποσό: 

1
r

X
k

 + 
 

 

ενώ στο τέλος της δεύτερης περιόδου το ποσό: 

2

1 1 1
r r r

X X
k k k

    + + = +    
    

 

οµοίως στο τέλος της k περιόδου το ποσό: 

1
k

r
X

k

 + 
 

 

και µε το ίδιο σκεπτικό µετά από n χρόνια το ποσό: 

1
nk

r
X

k

 + 
 

 

Μέχρι τώρα έχει θεωρηθεί διακριτός ο χρόνος ανατοκισµού, δηλαδή οι τόκοι αποδίδονται 

στο κεφάλαιο σε διακριτά σηµεία στο χρόνο. Εάν όµως, µε ένα ονοµαστικό (ετήσιο) επιτόκιο 

r οι τόκοι αποδίδονται σε k χρονικά σηµεία µέσα στο χρόνο, όπου το k είναι πολύ µεγάλο 

( k →∞ ) τότε στο τέλος του έτους θα πρέπει να αποδοθεί το ποσό: 

lim 1
k

r

k

r
X X e

k→∞

 + = 
 

 

και µετά από t έτη το ποσό: 

rtX e . 

Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει συνεχής ανατοκισµός (continuous compounding) και το r 

καλείται συνεχές σύνθετο επιτόκιο (compound interest rate). Στη συνέχεια θεωρείται ότι 

πάντοτε θα µπορεί κάποιος να δανεισθεί ή να δανείζεται µε ονοµαστικό ετήσιο επιτόκιο r, 

συνεχούς ανατοκισµού, χωρίς να υπάρχει κίνδυνος. Τότε το r καλείται επιτόκιο µηδενικού 

κινδύνου (risk-free interest rate) και θα είναι το επιτόκιο των οµολόγων της αγοράς που 

έχουν και το µικρότερο κίνδυνο. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω όταν κάποιος έχει στην κατοχή του ένα χρηµατικό ποσό που 

έχει παρούσα αξία Χ ευρώ, µετά από χρόνο t θα έχει µελλοντική αξία 
rtX e  ευρώ. ∆ηλαδή θα 

µπορούσε να επενδύσει αυτό το ποσό σήµερα, στο χρόνο 0, σε οµόλογα µε επιτόκιο r και 
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µετά από χρόνο t θα εισπράξει 
rtX e  ευρώ. Αντίθετα εάν κάποιος θέλει να έχει στην κατοχή 

του, µετά από χρόνο t ένα ποσό που θα έχει µελλοντική αξία Y, θα πρέπει να επενδύσει 

σήµερα, στο χρόνο 0, σε οµόλογα µε επιτόκιο r το ποσό 
rtY e−  ευρώ η οποία αποτελεί και 

την παρούσα αξία. 

Γενικά η χρονική αξία του χρήµατος δίνεται από την σχέση: 

( ) ( )0 rtX t X e=  

που συνδέει τη σηµερινή αξία του χρήµατος  Χ(0)  µε την µελλοντική αξία Χ(t). Σε αυτό το 

σηµείο θα πρέπει να διαχωριστεί η χρονική αξία του χρήµατος από την αγοραστική αξία του 

χρήµατος. Η χρονική αξία συνδέεται µε τα επιτόκια, ενώ η αγοραστική αξία συνδέεται µε τον 

πληθωρισµό. 

 

 

2.3 ∆ΙΩΝΥΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΙΑΣ ΠΕΡΙΟ∆ΟΥ 

 

Για την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου τιµολόγησης των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων θα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής προϋποθέσεις: 

� Το επιτόκιο r (χωρίς κίνδυνο) είναι ακριβώς το ίδιο και για αυτόν που δανείζει ή 

επενδύει και για αυτόν που δανείζεται. 

� Η τιµή αγοράς είναι ίδια µε την τιµή πώλησης. 

� Στην αγορά δεν υπάρχουν κόστη συναλλαγών και τα κέρδη φορολογούνται µε τον 

ίδιο τρόπο. 

� Η αγορά βρίσκεται πάντα σε κατάσταση ισορροπίας. 

Η τελευταία προϋπόθεση είναι αρκετά σηµαντική. Σύµφωνα µε αυτήν ικανοποιείται η 

φιλοσοφία της ανυπαρξίας σίγουρου κέρδους (no arbitrage) έτσι ώστε να παραµένουν οι 

αγορές αποτελεσµατικές. ∆ηλαδή, θεωρείται ότι δεν υπάρχει στρατηγική που να µπορεί να 

ασκηθεί και να αποφέρει στον επενδυτή σίγουρο κέρδος. Πιο αυστηρά, ως arbitrage ορίζεται 

η επενδυτική στρατηγική η οποία έχει µηδενική πιθανότητα ζηµίας και θετική πιθανότητα 

κέρδους. Ωστόσο, σε πραγµατικές αγορές εµφανίζονται ευκαιρίες για arbitrage. Γρήγορα 

όµως εξαλείφονται µέχρι τη στιγµή που θα γίνουν αντιληπτές από πολλούς επενδυτές οπότε 

θα λειτουργήσει ο κανόνας της αγοράς και θα επέλθει ξανά η ισορροπία σε αυτήν. 
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Έστω S0 η τιµή της µετοχής στον χρόνο µηδέν. Η απλή υπόθεση στην οποία στηρίζεται το 

συγκεκριµένο µοντέλο τιµολόγησης είναι ότι στο χρόνο ένα η τιµή της µετοχής µπορεί είτε 

να ανέβει στην τιµή 1 0 , 1S S a ό aπου= ⋅ >  µε πιθανότητα p είτε να πέσει στην τιµή 

1 0 , 0 1S S b ό bπου= ⋅ < <  µε πιθανότητα 1-p. ∆εν θεωρείται απαραίτητο να είναι ίσες οι 

πιθανότητες να ανεβεί ή όχι η τιµή της µετοχής. Οπότε θα ισχύει: 

1

1,

0,

ά ί ά ί
X

ά ί ά ί

ε ν σηµειωθε νοδος επιτυχ α
ε ν σηµειωθε κ θοδος αποτυχ α

−
=

−
 

επίσης: 

( )

( )

1

1

1 ,

0 1 ,

P X p ά ί ά ί

P X p ά ί ά ί

ε ν σηµειωθε νοδος επιτυχ α

και

ε ν σηµειωθε κ θοδος αποτυχ α

= = −

= = − −

. 

Όπως είναι εύκολο να διαπιστωθεί η τυχαία µεταβλητή Χ1 ακολουθεί την διωνυµική 

κατανοµή µίας περιόδου µε πιθανότητα “επιτυχίας” p και πιθανότητα “αποτυχίας” 1-p. 

 

 
∆ιάγραµµα 2.1 

∆ιωνυµικό µοντέλο µίας περιόδου 
 

Όπως φαίνεται και στο ∆ιάγραµµα 2.1 η τιµή της µετοχής στο χρόνο µηδέν ισούται µε S0. 

Στο χρόνο ένα η τιµή της είτε θα έχει σηµειώσει άνοδο και θα είναι ίση µε 1 0S S α= ⋅  µε 

πιθανότητα p είτε θα έχει σηµειώσει κάθοδο και θα είναι ίση µε 1 0S S b= ⋅  µε πιθανότητα 1-p. 

Στις προϋποθέσεις για την εφαρµογή του µοντέλου αναφέρθηκε ότι το επιτόκιο µε το 

οποίο δανείζει ή δανείζεται κάποιος επενδυτής θα πρέπει να είναι το ίδιο. Σε συνδυασµό µε 

την προϋπόθεση να ικανοποιείται η αρχή του no arbitrage θα πρέπει να ισχύει η ανισότητα: 

0 1b r a< < + <      (2.1) 

   S0 

1 0S S α= ⋅  

1 0S S b= ⋅  

p 

1-p 

X1 = 1, επιτυχία 

X1 = 0, αποτυχία 

0 t1 
t 
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Σε διαφορετική περίπτωση παρουσιάζεται ευκαιρία για arbitrage. 

 

Περίπτωση I:     1 + r < b < a  

Ένας επενδυτής θα µπορούσε στο χρόνο µηδέν να δανειστεί από την αγορά (π.χ. να 

αγοράσει ένα οµόλογο) µε επιτόκιο r και να αγοράσει την µετοχή στην τιµή της αγοράς S0. Η 

τιµή της µετοχής στο χρόνο ένα θα είναι ίση είτε µε 1 0S S α= ⋅  είτε µε 1 0S S b= ⋅ . Και στις 

δύο περιπτώσεις είτε ανέβει είτε κατέβει η τιµή της µετοχής θα είναι µεγαλύτερη από 

0S (1 ) r⋅ + οπότε θα µπορεί να πωλήσει την µετοχή, να αποπληρώσει το δάνειο και να έχει 

κέρδος ίσο µε την διαφορά: 

1 0S (1 ) S r− +  

Σύµφωνα µε αυτήν την στρατηγική θα υπάρχει σίγουρα κέρδος (arbitrage). 

 

Περίπτωση II:     b < a < 1 + r 

Ένας επενδυτής θα µπορούσε στο χρόνο µηδέν να πωλήσει ανοιχτά µία µετοχή στην τιµή 

της αγοράς S0 και να δανείσει τα χρήµατα αυτά στην αγορά (π.χ. να εκδώσει ένα οµόλογο, να 

δανείσει σε κάποιον άλλον επενδυτή) µε επιτόκιο r. Στο χρόνο ένα η τιµή της µετοχής θα 

είναι ίση είτε µε 1 0S S α= ⋅  είτε µε 1 0S S b= ⋅ . Και στις δύο περιπτώσεις θα είναι µικρότερη 

από το ποσό που θα πρέπει να του επιστραφεί από το δάνειο το οποίο είχε χορηγήσει. Με 

αυτόν τον τρόπο θα µπορεί να κλείσει την θέση του αγοράζοντας την µετοχή στην τιµή S1 και 

να του µείνει κέρδος ίσο µε: 

0 1S (1 )r S+ −  

Σύµφωνα µε αυτήν τη στρατηγική πάλι θα υπάρχει σίγουρα κέρδος (arbitrage). 

Η πρώτη ανισότητα 0 < b είναι προφανής, διότι η τιµή ενός αγαθού δεν µπορεί να είναι 

αρνητική. 

Έστω ότι υπάρχει ένας επενδυτής ο οποίος θέλει να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς 

Ευρωπαϊκού τύπου. Ο επενδυτής έχει την υποχρέωση να πωλήσει την µετοχή στην τιµή 

εξάσκησης Κ εάν αυτό απαιτήσει ο αγοραστής του δικαιώµατος, δεδοµένου ότι αυτό τον 

συµφέρει. Η υπόθεση που γίνεται εδώ είναι ότι η τιµή εξάσκησης Κ θα είναι τέτοια ώστε να 

ισχύει: 0 0S b K S a⋅ < < ⋅ . 

Η -χωρίς ύπαρξη σίγουρου κέρδους (no arbitrage)- τιµολόγηση  ενός παραγώγου 

χρηµατοοικονοµικού προϊόντος (π.χ. ενός δικαιώµατος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου) µε το 
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διωνυµικό µοντέλο στηρίζεται στη δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης 

(replicating/hedging portfolio). Στη συνέχεια θα δειχθεί τι είναι το χαρτοφυλάκιο 

εξασφάλισης και πως χρησιµοποιείται. 

Έστω ότι ένας επενδυτής πωλεί ένα δικαίωµα αγοράς επί µίας µετοχής µε τιµή εξάσκησης 

Κ και τιµή δικαιώµατος C (άγνωστη προς το παρόν). Έστω επίσης ότι έχει στην κατοχή του 

στο χρόνο µηδέν κεφάλαιο ίσο µε Χ0 και αγοράζει ∆0 µετοχές στην τιµή της αγοράς S0 

δηµιουργώντας έτσι ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης  το οποίο θα πρέπει σε κάθε χρονική 

στιγµή να έχει την ίδια ακριβώς αξία µε το δικαίωµα αγοράς (διαφορετικά υπάρχει ευκαιρία 

για arbitrage). Εποµένως στο χρόνο µηδέν έχει κεφάλαιο ίσο µε 0 0 0  SΧ − ∆ ⋅  και θα πρέπει 

να ισχύει: 

0 0 0 0  SC V= = Χ − ∆ ⋅      (2.2) 

όπου Vt θα συµβολίζεται η αξία του δικαιώµατος τη χρονική στιγµή t.  

Στο χρόνο ένα η τιµή της µετοχής θα είναι ίση είτε µε 1 0S S α= ⋅  (σε περίπτωση ανόδου) είτε 

µε 1 0S S b= ⋅  (σε περίπτωση πτώσης) και το κεφάλαιό του θα ισούται µε: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 = S 1   S 1 S 1 Sr r rΧ ∆ ⋅ + + ⋅ Χ − ∆ ⋅ = + ⋅Χ +∆ ⋅ − + ⋅  (2.3) 

 

όπου 
0

1
0

S ,

S , 1

a ό p
S

b ό p

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα

⋅
= 

⋅ −
 

 

Ακόµη ισχύει ότι η αξία του χαρτοφυλακίου κατά τη χρονική στιγµή ένα θα ισούται µε 

( )1 1V S K
+

= −  και θα πρέπει να ισχύει 1 1V X=  εποµένως προκύπτει το σύστηµα των 

εξισώσεων: 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 S 1 S ,

1 S 1 S , 1

V r a r ό p

V r b r ό p

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα

 = + ⋅Χ +∆ ⋅ ⋅ − + ⋅
⇔

= + ⋅Χ +∆ ⋅ ⋅ − + ⋅ −
 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

S 1 S 1 S ,

S 1 S 1 S , 1

a r a r ό p

b r b r ό p

µεπιθαν τητα

µε πιθαν τητα
+

+

 ⋅ −Κ = + ⋅Χ +∆ ⋅ ⋅ − + ⋅


⋅ −Κ = + ⋅Χ +∆ ⋅ ⋅ − + ⋅ −
 (2.4) 
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Λύνοντας ως προς X0 και ∆0 το παραπάνω σύστηµα προκύπτουν τα εξής: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0
0

0

0 0
0

S S

S

S S1

1

a b

a b

a b b a

r a b

+ +

+ +

 ⋅ − Κ − ⋅ − Κ
∆ =

⋅ −


⋅ ⋅ − Κ − ⋅ ⋅ −Κ
Χ = ⋅ + −

   (2.5) 

όπου ∆0 > 0 και εκφράζει τον αριθµό των µετοχών και X0 < 0 και εκφράζει το επενδυµένο 

ποσό (π.χ. σε οµόλογα). 

Αντικαθιστώντας τα ∆0, X0 στη σχέση (2.2) προκύπτει η ζητούµενη no arbitrage τιµή του 

δικαιώµατος η οποία δίνεται από τη σχέση: 

 

( ) ( )0 0

1 1
1 S 1 S

1 1
a b b a

r r
C

a b

+ +

   − ⋅ ⋅ −Κ + − ⋅ ⋅ −Κ   + +   =
−

  (2.6) 

 

Εναλλακτικά, ένας δεύτερος τρόπος έκφρασης της no arbitrage τιµής του δικαιώµατος είναι η 

εξής: 

( ) ( ) ( )0 0

1
S 1 S

1
C q a K q b K

r + +
 = ⋅ ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ − +

  (2.7) 

 

που προκύπτει εάν πολλαπλασιαστεί η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (2.4) µε q και η 

δεύτερη µε 1-q και µετά προστεθούν, οπότε θα προκύψει η ισότητα: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0

1 1
S 1 S S S 1 S

1 1
q a q b q a q b

r r + +

    Χ +∆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ −Κ + − ⋅ ⋅ −Κ    + + 
 (2.8) 

 

µε q τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( )0 0 0

1
S S 1 S

1
q a q b

r
 = ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ +

  (2.9) 

 

από όπου τελικά προκύπτει ότι: 

( )11
1

a rr b
q q

a b a b
και

− ++ −
= − =

− −
   (2.10) 
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Σύµφωνα µε τις δύο τελευταίες ισότητες θα ισχύει ότι 0 < q <1, εποµένως η ποσότητα q 

µπορεί να θεωρηθεί ως µία πιθανότητα. Άρα εάν θεωρηθεί ότι η τιµή της µετοχής στο χρόνο 

ένα παίρνει τις τιµές 1 0S S α= ⋅  είτε 1 0S S b= ⋅ µε πιθανότητες q και 1-q αντίστοιχα (αντί 

των πραγµατικών p και 1-p) τότε η σχέση (2.7) που δίνει την no arbitrage τιµής του 

δικαιώµατος µπορεί να γραφεί στην τελική µορφή: 

( )1

1

1 QC E S K
r +

= ⋅ −
+

    (2.11) 

Η σχέση (2.11) εκφράζει την αναµενόµενη µέση τιµή του τυχαίου κέρδους (S1 – K)+ από την 

χρήση του δικαιώµατος επί τον συντελεστή προεξόφλησης ή διαφορετικά την παρούσα αξία 

του αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του δικαιώµατος σε έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου 

(risk neutral pricing formula). 

Είναι σηµαντικό, σε αυτό το σηµείο να δοθεί ιδιαίτερη έµφαση στο γεγονός ότι η µέση 

τιµή λαµβάνεται επί των “εικονικών” πιθανοτήτων q και 1-q και όχι επί των πραγµατικών p 

και 1-p. ∆ηλαδή οι πραγµατικές πιθανότητες p και 1-p είναι ανεξάρτητες από την τιµολόγηση 

του δικαιώµατος. Επίσης αφού η S1 είναι τυχαία µεταβλητή η οποία λαµβάνει τις τιµές 0S α⋅  

είτε 0S b⋅ µε πιθανότητες p και 1-p αντίστοιχα θα ισχύει ότι: 

( ) ( )1 0 01pE S p S a p S b= ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅  

και µε αλλαγή του µέτρου πιθανότητας από το πραγµατικό p στο “εικονικό” q και µε 

αντικατάσταση της τιµής του από τις σχέσεις (2.10) θα ισχύει: 

( ) ( )1 01QE S r S= + ⋅  

∆ηλαδή σε έναν “εικονικό” κόσµο η επένδυση σε µετοχή θα είχε την ίδια αναµενόµενη 

απόδοση µε αυτή των οµολόγων. Στον πραγµατικό κόσµο κάτι τέτοιο δεν ισχύει, διότι η 

επένδυση σε µετοχές έχει µεγαλύτερο κίνδυνο από την επένδυση σε οµόλογα οπότε και ο 

επενδυτής αναµένει µεγαλύτερη απόδοση για να αναλάβει αυτό το ρίσκο. Αυτό που ισχύει 

στην πραγµατικότητα είναι ( ) ( )1 01pE S r S> + ⋅ . Εποµένως, η ισότητα θα ίσχυε µόνο εάν οι 

επενδυτές θα ήταν ουδέτεροι απέναντι στον κίνδυνο. Γι αυτό το λόγο οι πιθανότητες  p και 1-

p αναφέρονται στον “πραγµατικό κόσµο” ενώ οι πιθανότητες  q και 1-q σε έναν “κόσµο 

ουδέτερου ρίσκου” (risk neutral probabilities). 

Ας σηµειωθεί, ότι στους παραπάνω υπολογισµούς θεωρήθηκε ως επιτόκιο το ονοµαστικό 

ετήσιο επιτόκιο r σε διακριτό χρόνο. Στην περίπτωση συνεχούς ανατοκισµού η ποσότητα 

(1+r) αντικαθίσταται από την ποσότητα 
r t

e . 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 47 

2.4 ∆ΙΩΝΥΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ n ΠΕΡΙΟ∆ΩΝ 

 

Για την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου τιµολόγησης n περιόδων των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων θα πρέπει να ικανοποιούνται οι ίδιες προϋποθέσεις µε αυτές 

του διωνυµικού µοντέλου µίας περιόδου που παρατέθηκαν στην αρχή της προηγούµενης 

παραγράφου. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται και σε αυτήν την περίπτωση η “ικανοποίηση” της 

ανυπαρξίας σίγουρου κέρδους. Η κεντρική ιδέα στην οποία στηρίζεται το διωνυµικό µοντέλο 

n περιόδων είναι η δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης όπως και στην περίπτωση 

της µίας περιόδου. Η µόνη διαφορά εντοπίζεται στο γεγονός ότι τώρα η διαδικασία δεν 

σταµατάει στο χρόνο ένα αλλά µετά από n “βήµατα”, µέχρι το χρόνο Τ που είναι και ο 

χρόνος λήξης (ή διαφορετικά εξάσκησης) του δικαιώµατος.  

Πιο συγκεκριµένα, ορίζεται το χρονικό διάστηµα [0,Τ] το οποίο και χωρίζεται σε n 

διακριτά στο χρόνο σηµεία τέτοια ώστε t0 = 0, t1 = h, t2 = 2h, …, tn = nh = T. Οµοίως 

ορίζονται και οι αντίστοιχες τιµές της µετοχής S0 (στο χρόνο 0), S1 (στο χρόνο 1),…, Sn=ST 

(στο χρόνο λήξης), όπου η τιµή S0 της µετοχής στο χρόνο 0 θεωρείται γνωστή. Με την ίδια 

λογική, όπως αυτή αναπτύχθηκε και στην προηγούµενη παράγραφο, η τιµή της µετοχής 

µεταξύ δύο διακριτών χρονικών σηµείων, ti-1 και ti, µπορεί είτε να σηµειώσει άνοδο και να 

πάρει την τιµή aSi-1 µε πιθανότητα p είτε να σηµειώσει κάθοδο και να πάρει την τιµή bSi-1 µε 

πιθανότητα 1-p. Όπου 0<b<1<a. 

Όπως φαίνεται και στο ∆ιάγραµµα 2.2 η τιµή της µετοχής στο χρόνο 1, συµβολικά S1, είτε 

θα ανέβει στην τιµή S1(1) = aS0 είτε θα πέσει στην τιµή S1(0) = bS0. Στο χρόνο δύο η τιµή της 

µετοχής, συµβολικά S2, θα µπορεί να πάρει µία από τις τέσσερις (22) τιµές: 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 1 0 2 1 0

2
2 1 0 2 1 0

1,1 1 , 1,0 1

0,1 1 , 0,0 1

S aS a S S bS baS

S aS abS S bS b S

= = = =

= = = =
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 48 

 

∆ιάγραµµα 2.2 
∆ιωνυµικό µοντέλο n περιόδων 

 

Στο χρόνο τρία υπάρχουν οχτώ (23) διαφορετικά “µονοπάτια” (S3(1,1,1), S3(1,1,0), S3(1,0,1), 

S3(1,0,0), S3(0,1,1), S3(0,1,0), S3(0,0,1), S3(0,0,0)) και τέσσερις διαφορετικές πιθανές τιµές 

που µπορεί να πάρει η τιµή της µετοχής οι οποίες είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
3 2 0 3 3 3 0

2 3
3 3 3 0 3 2 0

1,1,1 1,1 , 1,1,0 1,0,1 0,1,1

1,0,0 0,1,0 0,0,1 , 0,0,0 0,0

S aS a S S S S a bS

S S S ab S S bS b S

= = = = =

= = = = =
 

 

Οµοίως, στο χρόνο λήξης Τ µετά από n χρονικά σηµεία, θα υπάρχουν 2n “µονοπάτια” µε n+1 

διαφορετικές τιµές για την µετοχή. 

Για την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου τιµολόγησης n περιόδων για την εύρεση της 

αξίας ενός παραγώγου, θεωρείται ότι ένας επενδυτής πωλεί ένα δικαίωµα αγοράς επί µίας 

1-p 

p 

1-p 

p 

p 

p 

1-p 

p 

1-p 

1-p 

S0 

aS0 

1-p 

p 

bS0 

a2 S0 

ab S0 

b2 S0 

 S2 

 S1 

b3 S0 

b2a S0 

a2b S0 

a3 S0 

 S3 
. . . 

. . . 

. . . 

 t0  t1 t2 t3 . . .  

t 
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µετοχής και ταυτόχρονα δηµιουργεί ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. Το δικαίωµα αγοράς 

και το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης θα πρέπει να έχουν την ίδια αξία κάθε χρονική στιγµή. Το 

δικαίωµα αγοράς έχει τιµή εξάσκησης Κ, τιµή δικαιώµατος C=V0 (άγνωστη προς το παρόν, 

αποτελεί την ποσότητα που θα εκτιµηθεί) και χρόνο λήξης µετά από n χρονικά σηµεία, 

δηλαδή στο χρόνο tn=T. Στο χρόνο λήξης η αξία του δικαιώµατος είναι ίση µε VT=(ST - K)+, 

όπου τα VT και ST εξαρτώνται από τις προηγούµενες τιµές τους. Το χαρτοφυλάκιο 

εξασφάλισης κατά τη χρονική στιγµή to αποτελείται από ∆0 µετοχές µε τιµή αγοράς S0 και το 

ποσό V0 - ∆0S0 που έχει επενδυθεί σε οµόλογα µε ονοµαστικό επιτόκιο αγοράς r (στην 

πραγµατικότητα η ποσότητα V0 - ∆0S0 είναι αρνητική, οπότε ο επενδυτής δανείζεται ή 

διαφορετικά εκδίδει οµόλογο µε ονοµαστικό επιτόκιο r).   

Με αυτόν τον τρόπο ο επενδυτής δηµιουργεί ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης το οποίο 

κατά την χρονική στιγµή t1 θα έχει αξία ίση µε: 

 ( )( )1 0 1 0 0 01X S r V S= ∆ + + −∆  (2.12) 

∆εδοµένου ότι η τιµή S1 θα είναι ίση είτε µε S1(1) = aS0 εάν η τιµή της µετοχής σηµειώσει 

άνοδο είτε µε S1(0) = bS0 εάν η τιµή σηµειώσει κάθοδο, από την (2.12) προκύπτουν οι εξής 

δύο εξισώσεις:  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 01 1 1X S r V S= ∆ + + −∆  (2.13) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 00 0 1X S r V S= ∆ + + −∆  (2.14) 

Αµέσως µετά τη χρονική στιγµή t1 η αξία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης, το οποίο 

αποτελείται από τις µετοχές και το οµόλογο, είναι ίση µε Χ1 και θα πρέπει να είναι ίση µε την 

αξία V1 του δικαιώµατος. Επίσης, αµέσως µετά τη χρονική στιγµή t1 και πριν τη χρονική 

στιγµή t2 οι τιµές S1 και Χ1 είναι γνωστές στον επενδυτή. ∆εδοµένου ότι οι τιµές έχουν 

αλλάξει και είναι διαφορετικές από αυτές της χρονικής στιγµής t0 ο επενδυτής θα πρέπει να 

αναπροσαρµόσει το χαρτοφυλάκιό του για να συνεχίσει να είναι ένα χαρτοφυλάκιο 

εξασφάλισης. Για να συµβεί αυτό θα πρέπει τώρα το χαρτοφυλάκιο να αποτελείται από ∆1 

µετοχές και  X1 – ∆1S1 ποσό επενδεδυµένο σε οµόλογα (όπως και προηγουµένως η ποσότητα 

X1 – ∆1S1 είναι αρνητική, οπότε ο επενδυτής δανείζεται ή διαφορετικά εκδίδει οµόλογο µε 

ονοµαστικό επιτόκιο r). 

Κατά την χρονική στιγµή t2 θα ισχύει: 

 ( )( )2 1 2 1 1 11V S r X S= ∆ + + −∆  (2.15) 
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∆εδοµένου του διωνυµικού µοντέλου η τιµή της µετοχής µπορεί να ακολουθήσει τέσσερα 

διαφορετικά µονοπάτια µέχρι αυτή τη χρονική στιγµή. Οπότε προκύπτουν οι εξής εξισώσεις: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 1 11,1 1 1,1 1 1 1 1V S r X S= ∆ + + −∆  (2.16) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 1 11,0 1 1,0 1 1 1 1V S r X S= ∆ + + − ∆  (2.17) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 1 10,1 0 0,1 1 0 0 0V S r X S= ∆ + + − ∆  (2.18) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 1 10,0 0 0,0 1 0 0 0V S r X S= ∆ + + − ∆  (2.19) 

 
Σε αυτό το σηµείο έχουν προκύψει έξι εξισώσεις (δύο από την εξίσωση (2.12) και τέσσερις 

από την εξίσωση (2.15)) µε έξι αγνώστους (V0, ∆0, ∆1(1), ∆1(0), Χ1(1) και Χ1(0)). Λύνοντας 

αυτό το 6x6 σύστηµα θα βρεθούν η ζητούµενη no arbitrage τιµή του δικαιώµατος C=V0, 

καθώς και τα ∆0, ∆1(1) και ∆1(0) που καθορίζουν τη σύσταση του χαρτοφυλακίου 

εξασφάλισης µέχρι αυτή τη χρονική στιγµή. Προσθέτοντας τις εξισώσεις (2.18) και (2.19) και 

λύνοντας ως προς ∆1(0) προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2

0,1 0,0
0

0,1 0,0

V V

S S

−
∆ =

−
 (2.20) 

Στη συνέχεια αντικαθιστώντας την (2.20) στις (2.18) και (2.19) προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

1
0 0,1 1 0,0

1
X qV q V

r
 = + − +

 (2.21) 

όπου q και 1-q είναι οι εικονικές πιθανότητες που ισχύουν σε έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου 

και δίνονται από τις σχέσεις (2.10). Επίσης, η (2.21) µπορεί να προκύψει από τον 

πολλαπλασιασµό της (2.18) µε q και της (2.19) µε 1-q και την πρόσθεση αυτών. Η παραπάνω 

εξίσωση δίνει την αξία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης την χρονική στιγµή t1 εάν η τιµή της 

µετοχής από τον χρόνο t0 στον χρόνο t1 έχει σηµειώσει πτώση και έχει αξία bS0. Λόγω της 

ισότητας της παραπάνω αξίας µε αυτή του δικαιώµατος θα ισχύει: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

1
0 0,1 1 0,0

1
V qV q V

r
 = + − +

 (2.22) 

που είναι η αναµενόµενη µέση τιµή του δικαιώµατος, σε έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου, στο 

χρόνο t1 εάν η τιµή της µετοχής από τον χρόνο t0 στον χρόνο t1 έχει σηµειώσει πτώση. 

Με όµοιο τρόπο από τις εξισώσεις (2.16) και (2.17)  προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2

1,1 1,0
1

1,1 1,0

V V

S S

−
∆ =

−
 (2.23) 
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και: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

1
1 1,1 1 1,0

1
V qV q V

r
 = + − +

 (2.24) 

( ) ( )( )1 11 1ύ X Vαϕο =  

όπου V1(1) είναι η αναµενόµενη µέση τιµή του δικαιώµατος, σε έναν κόσµο ουδέτερου 

ρίσκου, στο χρόνο t1 εάν η τιµή της µετοχής από τον χρόνο t0 στον χρόνο t1 έχει σηµειώσει 

άνοδο.  

Εποµένως στο χρόνο tn=T (χρόνος λήξης) θα ισχύει: 

 ( )( )1 1 1 11n n n n n n nX S r X S V− − − −= ∆ + + −∆ =  (2.25) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1
, ,..., , ,..., ,1 1 , ,..., ,0

1n n n n n nV qV q V
r

ω ω ω ω ω ω ω ω ω− − − − = + − +
(2.26) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1 2 1
1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

, ,..., ,1 , ,..., ,0
, ,...,

, ,..., ,1 , ,..., ,0
n n n n

n n

n n n n

V V

S S

ω ω ω ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω ω ω
− −

− −
− −

−
∆ =

−
 (2.27) 

 

όπου ωi δείχνει την κίνηση της µετοχής από την χρονική στιγµή ti-1 στη χρονική στιγµή ti 

1,

0,i

ά ά ή

ά ά ή

ε ν νοδος της µετοχ ς
ω

ε ν κ θοδος της µετοχ ς


= 


 

Λύνοντας “προς τα πίσω” τις παραπάνω ακολουθίες και προσδιορίζοντας κάθε φορά τις τιµές 

αυτών (για κάθε χρονική στιγµή) προκύπτει η αξία του δικαιώµατος η οποία είναι: 

 ( )1

1 Q nC E S K
r +

= −
+

 (2.28) 

Η σχέση (2.28) εκφράζει την αναµενόµενη µέση τιµή του τυχαίου κέρδους (Sn – K)+ από την 

χρήση του δικαιώµατος επί τον συντελεστή προεξόφλησης ή διαφορετικά την παρούσα (no 

arbitrage) αξία του αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του δικαιώµατος σε έναν κόσµο 

ουδέτερου ρίσκου (risk neutral pricing formula). 

 

 

2.5 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ MARTINGALES 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα αναπτυχθούν τα πιο βασικά κοµµάτια της θεωρίας των 

martingales. Αυτό θα έχει σαν σκοπό, να δοθεί µία πιο “µαθηµατική” απόδειξη της εύρεσης 
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της αξίας ενός δικαιώµατος σε διακριτό χρόνο µε την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου n 

περιόδων.  

Οι ποσότητες που αναφέρθηκαν προηγουµένως (∆0, ∆1,…, ∆n), (Χ0, Χ1,…, Χn) και (V0, 

V1,…, Vn) είναι ακολουθίες τυχαίων µεταβλητών εξαρτώµενες από τον χρόνο. Αυτού του 

είδους ακολουθίες ονοµάζονται στοχαστικές διαδικασίες. Πιο συγκεκριµένα οι τιµές ∆i, Χi 

και Vi την κάθε χρονική στιγµή ti εξαρτώνται από την τιµή της µετοχής, εάν έχει ανεβεί ή εάν 

έχει κατεβεί από την χρονική στιγµή ti-1 στην χρονική στιγµή ti. Ο ακριβής ορισµός των 

στοχαστικών διαδικασιών είναι: 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια στοχαστική διαδικασία είναι µία οικογένεια τυχαίων µεταβλητών ορισµένων σε ένα χώρο 

πιθανοτήτων (Ω, F, P). Εάν υπάρχει αριθµήσιµο πλήθος των µελών της οικογένειας τότε η 

διαδικασία συµβολίζεται µε Χ1, Χ2, Χ3, … . Εάν το πλήθος των µελών της οικογένειας δεν είναι 

αριθµήσιµο, τότε η διαδικασία συµβολίζεται µε ( ){ } { }
0

: 0 t t
X t t ή

≥
≥ Χ . Στην πρώτη 

περίπτωση η διαδικασία ονοµάζεται µία διαδικασία σε χρόνο διακριτό, ενώ στη δεύτερη 

περίπτωση µία στοχαστική διαδικασία σε χρόνο συνεχή. 

 

Ο χώρος των καταστάσεων S, είναι ο χώρος που δηµιουργείται από όλες τις πιθανές τιµές 

Xt. Εάν S={0, 1, 2, …} τότε ορίζεται µία στοχαστική διαδικασία µε ακέραιες τιµές ή µία 

διακριτών καταστάσεων διαδικασία. Εάν S=(-∞, ∞) τότε η στοχαστική διαδικασία καλείται 

µία στοχαστική διαδικασία µε πραγµατικές τιµές. 

Τα martingales είναι µία από τις κατηγορίες στοχαστικών διαδικασιών. Οι ρίζες της 

µελέτης αυτών προέρχεται από µία παλιά στρατηγική στις αρχές του 19ου αιώνα όπου όταν 

κάποιος χάνει σε µία παρτίδα ενός τυχερού παιχνιδιού, τότε διπλασιάζει το στοίχηµα στην 

επόµενη παρτίδα για να επανακτήσει τα χρήµατά του. Παρακάτω θα δοθούν κάποιοι ορισµοί 

και προτάσεις για την αυστηρή θεµελίωση και καλύτερη κατανόηση των martingales. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία στοχαστική διαδικασία { }
0n n

∞

=
Χ  σε χρόνο διακριτό είναι ένα martingale εάν ισχύουν τα 

παρακάτω: 

I. nE X  < ∞     
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και 

II. [ ]1 0 1| , ,...,n n nE X X X X X+ =  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω { }
0n n

∞

=
Χ  και { }

0n n
Y

∞

=
 δύο στοχαστικές διαδικασίες σε χρόνο διακριτό. Θα λέµε ότι η 

στοχαστική διαδικασία { }
0n n

∞

=
Χ  είναι ένα martingale σε σχέση µε τη στοχαστική διαδικασία 

{ }
0n n

Y
∞

=
 εάν ισχύουν: 

I. nE X  < ∞   

II. [ ]1 0 1| , ,...,n n nE X Y Y Y X+ =  

III. η Xn είναι µία συνάρτηση των Y0, Y1, …, Yn. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Έστω ότι { }
0n n

∞

=
Χ  είναι ένα martingale σε σχέση µε τη στοχαστική διαδικασία { }

0n n
Y

∞

=
. Τότε 

εάν m<n ισχύει ότι: 

[ ]0 1| , ,...,n m mE X Y Y Y X=  

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Έστω ότι { }
0n n

∞

=
Χ  είναι ένα martingale σε σχέση µε τη στοχαστική διαδικασία { }

0n n
Y

∞

=
. Τότε: 

[ ] [ ]0 1,2,...nE X E X ά nγια κ θε= =  

 

Από τον πρώτο ορισµό διαπιστώνεται ότι εάν η τυχαία µεταβλητή Xn εκφράζει το 

κεφάλαιο µίας επένδυσης, τότε η µέση τιµή του κεφαλαίου την χρονική στιγµή i+1 θα είναι 

ίση µε το κεφάλαιο της χρονικής στιγµής i. ∆ηλαδή η µέση τιµή του κεφαλαίου µετά την 

πάροδο µίας χρονικής περιόδου (από την i στην i+1) είναι ίση µε το κεφάλαιο. Εποµένως 

ικανοποιείται η φιλοσοφία του arbitrage. 

Στον δεύτερο ορισµό η τυχαία µεταβλητή Yn της στοχαστικής διαδικασίας { }
0n n

Y
∞

=
 δεν 

είναι κατά ανάγκη µία πραγµατική τυχαία µεταβλητή. Μερικές φορές είναι χρήσιµο η 

ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών Y0, Y1, …, Yn να θεωρείται σαν η πληροφορία ή η 
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ιστορία της στοχαστικής διαδικασίας { }
0n n=

Χ  µέχρι τη στιγµή n. ∆ιαφορετικά, 

συµβολίζοντας µε {It, t Є [0, ∞]} µία οικογένεια συνόλων πληροφορίας τα οποία γίνονται 

γνωστά ακολουθιακά συνεχώς στους ανθρώπους που αξιοποιούν την πληροφορία, θα 

αποτελεί ένα φιλτράρισµα αν για κάθε k, m, n ισχύει ότι k m nI I I⊆ ⊆ . Επίσης θα λέγεται ότι 

η στοχαστική διαδικασία { }
0t t

∞

=
Χ  θα είναι προσαρµοσµένη (adapted) σε µία οικογένεια 

πληροφορίας { }
0t t

I
∞

=
 εάν η τυχαία µεταβλητή Xt θα είναι γνωστή όταν δίνεται το σύνολο της 

πληροφορίας It. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία στοχαστική διαδικασία { }
0t t

∞

=
Χ  θα είναι martingale σε σχέση µε µία οικογένεια 

πληροφορίας { }
0t t

I
∞

=
 και σε σχέση µε το µέτρο πιθανότητας p εάν για κάθε t=1, 2 … ισχύει: 

I. Η { }
0t t

∞

=
Χ  είναι προσαρµοσµένη (adapted) στην οικογένεια πληροφορίας { }

0t t
I

∞

=
 

II. Η µέση τιµή της απόλυτης τιµής της Xt σε σχέση µε το µέτρο πιθανότητας p είναι 

πεπερασµένη για κάθε t, δηλαδή  

tE X  <∞   για κάθε t=0, 1, 2, … 

III. Ισχύει η σχέση  

[ ]1 0 1| , ,...,n n nE X I I I X+ =  για κάθε n=0, 1, 2, … 

 

Επίσης, σαν µία οικογένεια πληροφορίας µπορεί να θεωρηθεί και µία σ-άλγεβρα F επί ενός 

δειγµατοχώρου Ω, ο οποίος θα αποτελεί όλες τις δυνατές καταστάσεις στις οποίες θα µπορεί 

να βρεθεί η τυχαία µεταβλητή.  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω ένας χώρος πιθανοτήτων (Ω, F, P) και µία τυχαία µεταβλητή Χ ορισµένη στο χώρο αυτό, 

για την οποία ισχύει ότι Ε[|Χ|]<∞. Έστω επίσης µία σ-άλγεβρα F(Υ) η οποία περιέχεται στην σ-

άλγεβρα F όλου του δειγµατοχώρου Ω δηλαδή FΥ ⊆  F. Τότε η υπό συνθήκη µέση τιµή της Χ 
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δεδοµένη της σ-άλγεβρας FΥ συµβολίζεται µε Ε[Χ| FΥ] και είναι οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή 

η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες: 

I. Η τυχαία µεταβλητή Ε[Χ | FΥ] είναι FΥ µετρήσιµη 

II. Για οποιοδήποτε σύνολο F ⊆  FΥ ορίζουµε µε ΙF τη δείκτρια συνάρτηση του 

ενδεχοµένου F τότε Ε[Χ ΙF] = Ε [ Ε[ Χ | FY ] ΙF ] για όλα τα F Є FΥ. 

 

Η ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών { }
0n n

∞

=
Χ , δηλαδή η στοχαστική διαδικασία Xn, 

είναι προσαρµοσµένη στο φιλτράρισµα { }
0n n

F
∞

=
 αν για κάθε n ισχύει ότι η Xn είναι              

Fn - µετρήσιµη στο Ω.   

Έστω { }
0n n

Y
∞

=
 µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών στο χώρο πιθανοτήτων (Ω, F, P) και Fn 

η παραγόµενη σ-άλγεβρα από τις τυχαίες µεταβλητές {Y0, Y1, …, Yn} στον Ω. ∆ηλαδή θα 

ισχύει ότι: 

F0 = σ(Y0) 

F1 = σ(Y0, Y1) 

… 

Fn = σ(Y0, Y1, …,Υn) 

… 

και F0 ⊆  F1 ⊆  …⊆  Fn ⊆  … ⊆  F αποτελεί ένα φιλτράρισµα. 

Έστω επίσης και η ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών { }
0n n

∞

=
Χ  που ορίζεται ως: 

Χ0 = σ(Y0) 

Χ1 = σ(Y0, Y1) 

… 

Χn = σ(Y0, Y1, …,Υn) 

Προφανώς η ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών { }
0n n

∞

=
Χ  είναι προσαρµοσµένη στην 

ακολουθία των σ-αλγεβρών { }
0n n

F
∞

=
. 
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∆ιαισθητικά µπορεί να θεωρηθεί ότι η Fn περιέχει το σύνολο της πληροφορίας που 

καθορίζει πλήρως την τυχαία µεταβλητή Χn µε την έννοια ότι αυτή καθορίζεται πλήρως σαν 

συνάρτηση των Y0, Y1, …,Υn. Καθώς το n µεγαλώνει, προστίθεται νέα πληροφορία και έτσι 

θα ισχύει ότι Fn ⊆  Fn+1 και µε αυτό τον τρόπο καθορίζεται και η Xn+1.  

Έστω, για παράδειγµα ότι παρακολουθείται η πορεία µίας µετοχής επί τρεις ηµέρες. 

Σηµειώνεται µε 1 εάν η µετοχή είχε άνοδο σε µία συγκεκριµένη ηµέρα και 0 εάν η µετοχή 

είχε κάθοδο την ίδια ηµέρα. Ο δειγµατικός χώρος Ω που προκύπτει θα είναι: 

Ω = { (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0) } 

Θεωρείται το σύνολο των υποσυνόλων του Ω,  

F0 = { },∅ Ω . 

Το F0 αποτελεί µία σ-άλγεβρα για τον Ω. Είναι η πληροφορία που δίνεται στον χρόνο 0, πριν 

αρχίσει η επί τρεις ηµέρες παρατήρηση της µετοχής. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να µην 

περιέχεται σε αυτήν καµία πληροφορία για την τιµή της µετοχής. 

Στη συνέχεια θεωρείται το σύνολο των υποσυνόλων του Ω,  

F1 = ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 0

, , 1,1,1 , 1,1,0 , 1,0,1 , 1,0,0 , 0,1,1 , 0,1,0 , 0,0,1 , 0,0,0

Α Α

 
 
∅ Ω 
  

1444442444443 144444424444443
 

Το F1 αποτελεί µια σ-άλγεβρα για τον Ω. Είναι η πληροφορία που δίνεται στον χρόνο 1. Το 

σύνολο Α1 περιέχει όλα τα δυνατά αποτελέσµατα των τριών ηµερών δεδοµένου ότι την 

πρώτη ηµέρα η τιµή της µετοχής σηµείωσε άνοδο. ∆ηλαδή εάν µε κάποιο τρόπο είναι γνωστό 

ότι την πρώτη ηµέρα η µετοχή σηµείωσε άνοδο τότε το τελικό αποτέλεσµα των τριών ηµερών 

θα είναι στοιχείο του Α1 Є F1. Οµοίως, εάν η τιµή της µετοχής σηµείωσε κάθοδο την πρώτη 

ηµέρα τότε το τελικό αποτέλεσµα των τριών ηµερών θα είναι στοιχείο του Α0 Є F1. 

Τέλος θεωρείται το σύνολο των υποσυνόλων του Ω, 

F2 = { ∅ , Ω, 

{(1, 1, 1), (1, 1, 0)}, {(1, 0, 1), (1, 0, 0)}, {(0, 1, 1), (0, 1, 0)},{(0, 0, 1), (0, 0, 0)}, 

{(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 0)}, {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0)}, 

{(1, 1, 1), (1, 1, 0), ((0, 0, 1), (0, 0, 0)}, {(1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0)}, 

{(1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)}, {0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)}, 

{(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0)}, 
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{(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)}, 

{(1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)}, 

{(1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0) } 

Το F2 αποτελεί µια σ-άλγεβρα για τον Ω. Είναι η πληροφορία που δίνεται στον χρόνο 2. 

∆ηλαδή εάν µε κάποιο τρόπο είναι γνωστή η κίνηση της µετοχής για τις πρώτες δύο ηµέρες, 

τότε το τελικό αποτέλεσµα θα είναι κάποιο από τα στοιχεία που ανήκουν στην F2.  

Όπως διαπιστώνεται  F0 ⊂  F1 ⊂  F2 ⊂  FΩ αποτελεί ένα φιλτράρισµα.  

Παρακάτω θα δοθεί ο ορισµός ενός martingale σε σχέση µε ένα φιλτράρισµα σ-αλγεβρών. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω ένας χώρος πιθανοτήτων (Ω, F, P) και { }
0n n

∞

=
Χ  µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ή 

µία στοχαστική διαδικασία. Έστω  { }
0n n

F
∞

=
 µία ακολουθία σ-αλγεβρών στον Ω οι οποίες 

αποτελούν ένα φιλτράρισµα, δηλαδή 

F0 ⊆  F1 ⊆  …⊆  Fn ⊆  … ⊆  F 

Τότε η { }
0n n

∞

=
Χ  ονοµάζεται ένα martingale σε σχέση µε την { }

0n n
F

∞

=
 εάν ικανοποιούνται οι 

παρακάτω συνθήκες: 

I. Η { }
0n n

∞

=
Χ  είναι προσαρµοσµένη στο φιλτράρισµα { }

0n n
F

∞

=
 

II. Ε[|Χn|]<∞ για κάθε n 

III. Ε[Χn | Fn-1] = Xn-1 σχεδόν βέβαια. 

 

 

2.6 ∆ΙΩΝΥΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΚΑΙ MARTINGALES 

 

Μετά την εισαγωγή στην θεωρία των Martingales µπορεί να γίνει η παρουσίαση της 

τιµολόγησης ενός απλού ευρωπαϊκού δικαιώµατος µε τη βοήθεια αυτών. Σε αυτό το σηµείο 

θα πρέπει να αναφερθεί ξανά ότι η στοχαστική διαδικασία τιµών αποτελείται από τη 

στοχαστική διαδικασία τιµών της µετοχής, η οποία τη χρονική στιγµή n είναι συνάρτηση των 

τυχαίων µεταβλητών (ω1, ω2, …, ωn) και συµβολίζεται µε Sn(ω1, ω2, …, ωn). Οι τυχαίες 
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µεταβλητές ωi για i = 1, 2, …, n είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες και η ωi εκφράζει το 

αποτέλεσµα του διωνυµικού πειράµατος: 

1,

0, 1i

ό p ά ά ί

ό p ά ά ί

µε πιθαν τητα ε ν νοδος επιτυχ α
ω

µε πιθαν τητα ε ν κ θοδος αποτυχ α
−

=
− −

 

 

Επίσης, η µετοχή στο χρόνο 1 µπορεί να πάρει µόνο 2 τιµές  την aS0 και την bS0 δεδοµένου 

ότι ισχύει η συνθήκη (2.1): 

0  b  1  r  a< < + <  

Τέλος µε βάση την παραπάνω συνθήκη ορίστηκαν οι πιθανότητες που ισχύουν σε έναν 

κόσµο ουδέτερου ρίσκου και δίνονται από τις σχέσεις (2.10): 

( )11
1

a rr b
q q

a b a b
και

− ++ −
= − =

− −
. 

Με τις συγκεκριµένες “εικονικές” πιθανότητες, η µέση απόδοση µε βάση το ουδέτερο ως 

προς τον κίνδυνο µέτρο πιθανότητας είναι ίση µε την απόδοση που θα λάµβανε ο επενδυτής 

εάν επένδυε σε οµόλογα. 

Στη συνέχεια θα δειχθεί ότι η στοχαστική διαδικασία ( ){ }
0

1
n

n
n

r S
−

=
+ , η οποία είναι η 

στοχαστική διαδικασία τιµών της µετοχής, µε αναγωγή των τιµών στο χρόνο 0 είναι ένα 

martingale µε τη µέση τιµή Εq µε βάση το µέτρο πιθανότητας q. 

Σε ένα διωνυµικό µοντέλο N περιόδων ο επενδυτής κάθε χρονική στιγµή n έχει στην 

κατοχή του ∆n µετοχές και τις κρατάει µέχρι την χρονική στιγµή n+1 όπου τις 

αναπροσαρµόζει, έχοντας στην κατοχή του ∆n+1 µετοχές. Το χαρτοφυλάκιο του επίσης 

αναπροσαρµόζεται και για κάθε χρονική στιγµή n αποτελείται από ∆n µετοχές και Χn ποσό 

επενδεδυµένο σε οµόλογα. Τα ∆n και Χn δίνονται από τις σχέσεις (2.25) και (2.27). Με αυτήν 

την διαδικασία ο επενδυτής, υπολογίζοντας τα ∆0, ∆1, …,∆N δηµιουργεί µία βέλτιστη 

εµπορική στρατηγική. Είναι προφανές ότι οι ακολουθίες ∆0, ∆1, …,∆N και Χ0, Χ1, …,ΧN είναι 

στοχαστικές διαδικασίες.  
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ΘΕΩΡΗΜΑ 

Στο απλό διωνυµικό µοντέλο η στοχαστική διαδικασία ( ){ }
0

1
n

n
n

r S
−

=
+  της µετοχής είναι ένα 

martingale, όταν σαν µέση τιµή θεωρηθεί η Εq, σε σχέση µε τη στοχαστική διαδικασία { }
1i t

ω
=

 

ή διαφορετικά της σ-άλγεβρας Fn.  

 

Συµπεράσµατα: 

� Η ( ){ }
0

1
n

n
n

r S
−

=
+  είναι προσαρµοσµένη στην οικογένεια πληροφορίας { }

1i t
ω

=
 

� ( )1 0,1,2,...
n

q nE r S ά nγια κ θε− + <∞ =  
 

� ( ) 01
n

q nE r S S
− + = < ∞  

 και 

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 11 | ,..., 1 | 1
n n n

q n n q n n nE r S E r S F r Sω ω− + − + −

+ +
   + = + = +
   

 

 

Οµοίως θα ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( )1

11 | 1
n n

q n n nE r X F r X
− + −

+
 + = +
 

 

δεδοµένου ότι η στοχαστική διαδικασία Χn είναι προσαρµοσµένη στο φιλτράρισµα Fn.  

Ακόµη: 

( ) [ ]01
n

q nE r X E X
− + =   

Επίσης θα ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 | 1 | 1
n N N n

n q N n q N n nr X E r X F E r V F r V
− − − −   + = + = + = +     

ικανοποιώντας έτσι την αρχή του no-arbitrage. 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η no arbitrage τιµή ενός απλού παράγωγου 

χρηµατοοικονοµικού προϊόντος, ευρωπαϊκού τύπου, στο διωνυµικό µοντέλο n περιόδων είναι 

ίση µε: 

( )1

1 Q nC E V
r

=
+
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όπου Q είναι το µέτρο πιθανότητας σε έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου. ∆ηλαδή, είναι ίση µε 

την παρούσα αξία του αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του δικαιώµατος αγοράς σε 

έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου.  

Τέλος η no arbitrage αξία του παράγωγου στο χρόνο tk , k=0, 1,…, n θα είναι: 

 

( ) ( ) ( )1
1 |

1 k

n

n q n kr T t
V E r V F

r

−

− −
 = + +

 

 

Όπως είναι αναµενόµενο, η no arbitrage τιµή που προκύπτει µε την χρησιµοποίηση της 

θεωρίας των martingales είναι ακριβώς η ίδια µε αυτή της σχέσης (2.28). 

 

 

2.7 ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάστηκε το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µίας και πολλών περιόδων. Για την εφαρµογή του µοντέλου 

η κύρια προϋπόθεση είναι η ανυπαρξία σίγουρου κέρδους (no arbitrage). Η εικασία στην 

οποία στηρίζεται το µοντέλο είναι ότι η τιµή της µετοχής από µία χρονική στιγµή στην 

αµέσως επόµενη µπορεί να πάρει µόνο δύο δυνατές τιµές. Οι πιθανότητες σύµφωνα µε τις 

οποίες η τιµή της µετοχής παίρνει αυτές τις δύο τιµές δεν παίζουν κανένα ρόλο στην 

τιµολόγηση του παραγώγου. Αντίθετα σηµαντικές για την τιµολόγηση είναι οι “εικονικές” 

πιθανότητες (risk neutral probabilities) που ισχύουν σε έναν κόσµο ουδέτερου ρίσκου. Σε 

έναν τέτοιο κόσµο οι επενδυτές είναι “ουδέτεροι” απέναντι στον κίνδυνο. Τέλος, για την 

εύρεση της τιµής του παραγώγου απαιτείται η δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης 

(hedging portfolio) που θα αποτελείται από µετοχές και ένα ποσό επενδεδυµένο σε οµόλογα 

και θα αναπροσαρµόζεται συνεχώς έτσι ώστε η αξία του να είναι ίση µε την αξία του 

παραγώγου κάθε χρονική στιγµή. Σε διαφορετική περίπτωση προκύπτει ευκαιρία για σίγουρο 

κέρδος. Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει η τιµή του παραγώγου χρηµατοοικονοµικού 

προϊόντος µε την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου. 

Επίσης στο παρόν κεφάλαιο έγινε µία πρώτη επαφή µε τη θεωρία των στοχαστικών 

διαδικασιών και αυτή των martingales. Παρουσιάστηκαν έννοιες όπως στοχαστικές 

διαδικασίες σε χρόνο διακριτό και συνεχή, φιλτράρισµα, σ-άλγεβρα και προσαρµοσµένες 
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στοχαστικές διαδικασίες. Αυτό είχε σαν σκοπό να δοθεί µία πιο “µαθηµατική” απόδειξη των 

παραπάνω. 

Το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων είναι ένα 

από τα κυριότερα µοντέλα τιµολόγησης. Ωστόσο, η ανάπτυξη και εφαρµογή του γίνεται σε 

χρόνο διακριτό. Αυτό αποτελεί ένα βασικό µειονέκτηµα για το βαθµό καταλληλότητάς του, 

διότι το “αποµακρύνει” από τον πραγµατικό κόσµο όπου ο χρόνος είναι συνεχής. Παρόλα 

αυτά είναι αρκετά σηµαντικό γιατί αποτελεί µία πρώτη εισαγωγή για το τι θα συµβαίνει στον 

πραγµατικό κόσµο σε χρόνο συνεχή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ ΠΡΟΪΟΝΤΩΝ  

ΤΩΝ BLACK AND SCHOLES 

 
 
 
 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο παρουσιάστηκε το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης 

παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. Πιο συγκεκριµένα έγινε η τιµολόγηση ενός 

δικαιώµατος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου σε χρόνο διακριτό. Η χρησιµοποίηση του εν λόγω 

µοντέλου για την τιµολόγηση πραγµατικών δικαιωµάτων δεν ενδείκνυται στην πράξη. Ο 

διακριτός χρόνος στον οποίο εξελίσσεται το µοντέλο το αποµακρύνει αρκετά από την 

πραγµατικότητα. Ωστόσο, η σηµαντικότητά του είναι δεδοµένη. Το διωνυµικό µοντέλο 

τιµολόγησης αποτελεί µία εισαγωγή στο κόσµο της τιµολόγησης των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. ∆είχνει το δρόµο για το τι θα πρέπει να συµβαίνει στον 

πραγµατικό κόσµο, όπου οι καταστάσεις εξελίσσονται σε συνεχή και όχι διακριτό χρόνο και 

χώρο. 

Για την τιµολόγηση παραγώγων θα χρειαστεί πρώτα να γίνει αναφορά στην κίνηση Brown 

(Brownian motion), στη γεωµετρική κίνηση Brown (Geometric Brownian motion), στις 

στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις (Stochastic Differential Equations-S.D.E.) και στο λήµµα 

του Îto. Με τη βοήθεια των παραπάνω οι Black-Scholes-Merton κατέληξαν στο οµώνυµο 

µοντέλο τιµολόγησης στις αρχές της δεκαετίας του 1970. Η προσπάθειά τους αναγνωρίστηκε 

αρκετά χρόνια αργότερα όταν βραβεύτηκαν µε το Nobel οικονοµίας το 1997 απόντος του 

Fischer Black ο οποίος είχε πεθάνει το 1995. 

Στο τέλος του κεφαλαίου και αφού έχει παρουσιαστεί το µοντέλο τιµολόγησης των Black 

and Scholes θα γίνει αναφορά στις ποσότητες ∆έλτα (Delta), Γάµµα (Gamma), Βήτα (Vega), 

Θήτα (Theta) και Ρο (Rho). Οι προαναφερθείσες ποσότητες εκφράζουν την επίδραση και την 

ευαισθησία της τιµής ενός δικαιώµατος ως προς τις αλλαγές στις τιµές των παραµέτρων από 
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τις οποίες εξαρτάται. Αξίζει να αναφερθεί ότι η ορολογία που έχει επικρατήσει για τις εν 

λόγω ποσότητες είναι τα Ελληνικά (the Greeks) χάριν της ονοµασίας και του συµβολισµού 

αυτών. 

 

 

3.2 ΚΙΝΗΣΗ BROWN 

 

Από προηγούµενα κεφάλαια είναι γνωστό ότι η µεταβλητή S0 εκφράζει την τιµή της 

µετοχής στον χρόνο µηδέν. Στη συνέχεια έγινε η υπόθεση ότι στο χρόνο ένα η τιµή της 

µετοχής είτε θα ανέβει στην τιµή 1 0 , 1S S a ό aπου= ⋅ >  µε πιθανότητα p είτε θα πέσει στην 

τιµή 1 0 , 0 1S S b ό bπου= ⋅ < <  µε πιθανότητα 1-p. ∆εν θεωρείται απαραίτητο να είναι ίσες οι 

πιθανότητες να ανεβεί ή όχι η τιµή της µετοχής. Ωστόσο, θεωρείται ότι το p είναι “κοντά” 

στο 0.5. Αυτό συµβαίνει διότι σε διαφορετική περίπτωση η τιµή της µετοχής θα εµφάνιζε 

σηµαντική αύξηση ή µείωση αναλόγως εάν το p ήταν αρκετά µεγαλύτερο ή µικρότερο 

αντίστοιχα από το 0.5. Οπότε θα ισχύει: 

1

1,

0,

ά ί ά ί
X

ά ί ά ί

ε ν σηµειωθε νοδος επιτυχ α
ε ν σηµειωθε κ θοδος αποτυχ α

−
=

−
 

επίσης: 

( )

( )

1

1

1 ,

0 1 ,

P X p ά ί ά ί

P X p ά ί ά ί

ε ν σηµειωθε νοδος επιτυχ α

και

ε ν σηµειωθε κ θοδος αποτυχ α

= = −

= = − −

. 

Στη γενική περίπτωση, συµβολίζοντας µε St την τιµή της µετοχής στο χρόνο t θα ισχύει: 

1

1

S ,

S , 1
k

k

k

t

t

t

a ό p
S

b ό p

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα
−

−

⋅
= 

⋅ −
 

Το συγκεκριµένο µοντέλο είναι πολλαπλασιαστικό. Για την αρχική προσέγγιση του 

θέµατος θα θεωρηθεί το προσθετικό µοντέλο, το οποίο είναι πιο απλό, και στη συνέχεια θα 

γίνει και η παρουσίαση του πολλαπλασιαστικού. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί εύκολα 

θεωρώντας lnt tX S= . Οπότε τώρα θα ισχύει: 
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1

1

1

1

ln ,

ln , 1

,

, 1

k

k

k

k

k

k

t

t

t

t

t

t

X a ό p
X

X b ό p

ή

X c ό p
X

X d ό p

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα

−

−

−

−

+
= 

+ −

+
= 

+ −

 

∆ηλαδή η τιµή της µετοχής (για κάθε χρονική στιγµή) θα είναι ίση µε την προηγούµενη 

τιµή της µεγαλύτερη ή µικρότερη κατά c ή d µονάδες αντίστοιχα. Η διαδικασία µέχρι στιγµής 

εξελίσσεται σε διακριτό χρόνο µέσα σε ένα χρονικό διάστηµα [0,Τ]. Για την εφαρµογή του 

διωνυµικού µοντέλου πολλών περιόδων έγινε η εξής διαµέριση αυτού του χρονικού 

διαστήµατος η οποία έχει βήµα ∆t=h: 

0 = t0 < t1 < … < tk < … < tn = T 

και θα ισχύει 1k kt t h−− =  και Τ = tn = nh. 

Για το πέρασµα στο συνεχές ανάλογο, θεωρείται µία πολύ “λεπτή” διαµέριση του 

χρονικού διαστήµατος [0,T] η οποία επιτυγχάνεται επιλέγοντας το h “πολύ” µικρό τέτοιο 

ώστε h�0. Η µεταβολή σε αυτό το διάστηµα θεωρείται ότι είναι ίση µε hσ± . ∆ηλαδή θα 

ισχύει: 

1

, 1
, 1

2, 1
k kt t

h ό p
X X ό p h

h ό p

σ µε πιθαν τητα µ
που

σσ µε πιθαν τητα−

  − = = +  
 −

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η Xt ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή tµ και 

διακύµανση tσ2. 

( )2~ ,tX N t tµ σ  

Είναι προφανές ότι οι προσαυξήσεις t y yX X+ −  είναι ανεξάρτητες και κανονικές. ∆ηλαδή, 

σε κάθε απειροστό χρονικό διάστηµα, η αύξηση ή η µείωση της Xt είναι ανεξάρτητη από το 

παρελθόν της. Από τα παραπάνω προκύπτει ο ορισµός της κίνησης Brown ο οποίος δίνεται 

στη συνέχεια. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία στοχαστική ανέλιξη Xt, 0t ≥  (µε τιµές στο R) καλείται κίνηση Brown (Brownian motion) 

µε παραµέτρους µЄR (τάση – drift) και σ>0 (µεταβλητότητα – volatility) (συµβολικά BM(µ, σ
2
)) 

αν ισχύει ότι για κάθε 0, 0y t≥ ≥  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 66 

1. Χ0=0 

2. Η τ.µ. ( )2~ ,t y yX X N t tµ σ+ −  

3. Η τ.µ. t y yX X+ − , είναι ανεξάρτητη από τις Xu, 0 u y≤ ≤  (δηλαδή ανεξάρτητες της σ(Xu, 

u y≤ )) 

 

 

∆ιάγραµµα 3.1 
Αναπαράσταση Κίνησης Brown 

 

Στο ∆ιάγραµµα 3.1 δίνονται δύο τυχαίες πραγµατοποιήσεις της Xt για n=1000 και n=100 

αντίστοιχα. Όπως διαπιστώνεται και σχηµατικά όσο πιο “λεπτή” είναι η διαµέριση του 

χρονικού διαστήµατος [0,Τ] τόσο πιο πολύ πραγµατοποιείται η αποµάκρυνση από τη 

διακριτή κατάσταση και γίνεται η προσέγγιση του συνεχές αναλόγου. 

Ένας εναλλακτικός, πιο γενικός, ορισµός της κίνησης Brown είναι ο εξής: 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω ένας χώρος πιθανοτήτων (Ω, F, P ) και {W(t): t∈R
+
} µία στοχαστική διαδικασία µε 

πραγµατικές τιµές. Η W(t) είναι µία κίνηση Brown αν ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες: 

1. W(t)=0 

2. W(t) είναι µία συνεχής συνάρτηση του t 

3. Η W(t) έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις που ακολουθούν την κανονική κατανοµή. 

Για την διαµέριση  

0 = t0 < t1 < … < tk < … < tn = T 

του διαστήµατος [0,Τ] όπου: 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 67 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 2 2 1 1, ,..., n n nX W t W t X W t W t X W t W t −= − = − = −  

θα ισχύει: 

a. Χ1, Χ2, …, Χn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. 

b. [ ] 0kE X =  για κάθε k=1, 2, …, n 

c. [ ] 1var k k kX t t −= − . 

 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να γίνουν δύο σηµαντικές παρατηρήσεις. 

 

 

Πηγή: Christian Fries (2007) 
∆ιάγραµµα 3.2 
Κίνηση Brown 

 

Στο ∆ιάγραµµα 3.2 δίνεται µία πραγµατοποίηση της κίνησης Brown όπου έχει γίνει η 

διαµέριση 0 = Τ0 < Τ1 < Τ2 < Τ3 < Τ4 = T. ∆ιαπιστώνεται ότι η επόµενη πιθανή τιµή της 

στοχαστικής διαδικασίας θα κατανέµεται κανονικά. ∆ηλαδή, δεδοµένου ότι t=T0 η επόµενη 

τιµή  Wt1 θα είναι µία από τις τιµές της βάσης της κανονικής κατανοµής που σκιαγραφείται 

κατά µήκος της καθέτου στην χρονική στιγµή Τ1 έχοντας µεγαλύτερη πιθανότητα αυτή να 

είναι κοντά στην τιµή Wt0. 

 

Παρατήρηση 1 

Οι προσαυξήσεις της ανέλιξης σε ένα διάστηµα µήκους h είναι ανάλογες της ρίζας του h 

και όχι του h. ∆ηλαδή ισχύει ότι: 
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1

1

,

, 1

,

, 1

k k

k k

t t

t t

h ό p
X X

h ό p

ό

h ό p
X X

h ό p

σ µε πιθαν τητα

σ µε πιθαν τητα

και χι

σ µε πιθαν τητα
σ µε πιθαν τητα

−

−


− = 

−


− = 

−

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.3 
Λανθασµένη Κίνηση Brown 

 

Όπως φαίνεται και στο ∆ιάγραµµα 3.3 όταν οι προσαυξήσεις της ανέλιξης είναι ανάλογες 

του h προκύπτει µία τετριµµένη περίπτωση (µία ευθεία γραµµή παράλληλη στον άξονα του 

χρόνου). Αυτό συµβαίνει διότι στην προσπάθεια προσέγγισης του συνεχές αναλόγου γίνεται 

δεκτή η υπόθεση h�0. Σε µία τέτοια περίπτωση οι προσαυξήσεις θα είναι “σχεδόν” 

µηδενικές και η τιµή της µετοχής θα παραµένει “σχεδόν” σταθερή σε όλο το χρονικό 

διάστηµα. Αντίθετα, εάν οι προσαυξήσεις της ανέλιξης σε ένα διάστηµα µήκους h είναι 

ανάλογες της ρίζας του h, τότε είναι µεγαλύτερες από το µηδέν καθώς h�0 µε αποτέλεσµα η 

τιµή της µετοχής να µην παραµένει σταθερή. 

 

Παρατήρηση 2 

Αν Χt, 0t ≥  είναι µία κίνηση Brown τότε αλλάζει απειροστά τιµή κάθε απειροστό χρονικό 

διάστηµα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να είναι µία συνεχής συνάρτηση του t η οποία δεν είναι 

πουθενά παραγωγίσιµη. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 69 

Η στοχαστική διαδικασία πήρε το όνοµά της από τον Σκωτσέζο βοτανολόγο Robert Brown 

ο οποίος παρατήρησε την κίνηση γύρης µέσα σε ένα υγρό µε το µικροσκόπιο το 1828-1829. 

Ωστόσο, η συγκεκριµένη διαδικασία είναι γνωστή και ως διαδικασία Wiener (Wiener process) 

προς τιµήν του Norbert Wiener. Ο αµερικανός µαθηµατικός το 1923 όρισε και κατασκεύασε 

µε αυστηρό µαθηµατικό τρόπο την κίνηση Brown για πρώτη φορά. Μία από τις µεγαλύτερες 

ανακαλύψεις του ήταν η απόδειξη ότι µία τέτοια διαδικασία υπάρχει και ικανοποιεί όλες τις 

συνθήκες που τίθενται και δεν αποτελεί ένα φυσικό µοντέλο που ονοµάζεται κίνηση Brown 

όπως µέχρι τότε πίστευαν το οποίο κάποιος µπορεί να προσεγγίσει µε διάφορα µοντέλα. 

 

 

3.3 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ BROWN 

 

Το 1900 ο Γάλλος µαθηµατικός Bachelier, στα πλαίσια της διδακτορικής του διατριβής, 

χρησιµοποίησε πρώτος την κίνηση Brown για να περιγράψει την εξέλιξη της τιµής των 

µετοχών στο χρηµατιστήριο. Η συγκεκριµένη ανέλιξη δεν είναι κατάλληλη για µία τέτοιου 

είδους περιγραφή διότι αφενός µπορεί να πάρει και αρνητικές τιµές, γεγονός που δεν συνάδει 

µε την πραγµατικότητα καθώς οι τιµές των αγαθών είναι θετικές ποσότητες και αφετέρου η 

αύξηση ή η µείωση µίας τιµής, σύµφωνα µε το µοντέλο, είναι ανεξάρτητη από την ίδια την 

τιµή γεγονός που το αποµακρύνει από την πραγµατικότητα. Σύµφωνα µε αυτό, το ενδεχόµενο 

η τιµή από 100 να γίνει 110 είναι το ίδιο πιθανό µε το ενδεχόµενο η τιµή από 10 να γίνει 20 

στο ίδιο χρονικό διάστηµα (“προσθετικές” προσαυξήσεις). Αυτό που θα προσαρµοζόταν πιο 

καλά σε πραγµατικά δεδοµένα θα ήταν µία στοχαστική ανέλιξη η οποία θα έπαιρνε µόνο 

θετικές τιµές και η ποσοστιαία αύξηση ή µείωση της τιµής θα ήταν ανεξάρτητη από την ίδια 

την τιµή. ∆ηλαδή, το ενδεχόµενο η τιµή από 100 να γίνει 110 θα είναι το ίδιο πιθανό µε το 

ενδεχόµενο η τιµή από 10 να γίνει 11 στο ίδιο χρονικό διάστηµα (“πολλαπλασιαστικές” 

προσαυξήσεις). Μία τέτοια ανέλιξη είναι η γεωµετρική κίνηση Brown. Η εργασία του 

Bachelier µπορεί να µην ήταν εφαρµόσιµη σε πραγµατικά δεδοµένα όµως έδειξε το δρόµο για 

την χρησιµοποίηση της κίνησης Brown στον κλάδο των οικονοµικών επιστηµών. 

∆ικαιολογηµένα, σήµερα θεωρείται ο πατέρας του κλάδου της επιστήµης των ποσοτικών 

µεθόδων στα χρηµατοοικονοµικά. 

Στην περίπτωση του διωνυµικού µοντέλου ικανοποιείται η υπόθεση ότι η ποσοστιαία 

αύξηση ή µείωση της τιµής είναι ανεξάρτητη από την τιµή. Πιο συγκεκριµένα: 
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1

1

S ,

S , 1
k

k

k

t

t

t

a ό p
S

b ό p

µε πιθαν τητα

µε πιθαν τητα
−

−

⋅
= 

⋅ −
 

Στην περίπτωση συνεχούς µοντέλου θεωρείται ότι σε ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα 

µήκους h η τιµή της µετοχής µπορεί να αυξηθεί ή να µειωθεί µε κάποια πιθανότητα και 

ανεξάρτητα από το παρελθόν της ως εξής: 

( )

( )

1

1

, 1
, 1

2, 1

h

k h

kh
h

k h

S e ό p
S ό p h

S e ό p

σ

σ

µε πιθαν τητα µ
που

σµε πιθαν τητα

−

−
−


  = = +  

 −
 

Όπως αποδείχτηκε και στην προηγούµενη παράγραφο θέτοντας lnt tX S=  τότε προκύπτει 

ότι η ανέλιξη ln , 0t tX S t= ≥  είναι µία κίνηση Brown. ∆ηλαδή, η τυχαία µεταβλητή 

ln ln ln t y

t y y t y y

y

S
X X S S

S

+
+ +

 
− = − =   

 
 ακολουθεί την κανονική κατανοµή ( )2,N t tµ σ  και 

είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν , 0uS u y≤ < . Η συγκεκριµένη στοχαστική διαδικασία µε 

αυτές τις ιδιότητες καλείται γεωµετρική κίνηση Brown (Geometric Brownian Motion). 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία στοχαστική ανέλιξη St, 0t ≥  καλείται γεωµετρική κίνηση Brown µε παραµέτρους µЄR 

(τάση – drift) και σ>0 (µεταβλητότητα – volatility) (συµβολικά GBM(µ, σ
2
)) αν ισχύει ότι για 

κάθε 0, 0y t≥ ≥  

1. S0=1  

2. Η τ.µ. ( )2ln ~ ,t y

y

S
N t t

S
µ σ+ 

  
 

 

3. Η τ.µ. 
t y

y

S

S

+
, είναι ανεξάρτητη από τις Su, 0 u y≤ ≤ . 
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∆ιάγραµµα 3.4 
Γεωµετρική Κίνηση Brown 

 

Στο ∆ιάγραµµα 3.4 φαίνεται η πραγµατοποίηση µίας τυχαίας γεωµετρικής κίνησης Brown. 

Όπως διαπιστώνεται, οι τιµές της ξεκινούν από την τιµή ένα και όχι από το µηδέν όπως στην 

κίνηση Brown και δεν γίνονται αρνητικές. 

 

Παρατήρηση 1 

Όπως και η κίνηση Brown, η γεωµετρική κίνηση Brown αλλάζει απειροστά τιµή κάθε 

απειροστό χρονικό διάστηµα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να είναι µία συνεχής συνάρτηση 

του t η οποία δεν είναι πουθενά παραγωγίσιµη. 

 

Παρατήρηση 2 

Εάν ( ) ( )2 2, 0 ~ , , 0 ~ ,t

ό
X

tX t BM e t GBM
τ τε

µ σ µ σ≥ ≥⇒ . Όπως φυσιολογικά προκύπτει εάν 

( )2, 0 ~ ,tS t GBM µ σ≥  τότε η St ακολουθεί την λογαριθµοκανονική κατανοµή, δηλαδή ο 

λογάριθµός της ακολουθεί την κανονική κατανοµή ( )2ln ~ ,tS N t tµ σ . 

 

 

3.4 ΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΤΟΥ Itô 

 

Όπως είναι γνωστό, από την θεωρία της κλασικής ανάλυσης, το ολοκλήρωµα των 

Riemann-Stieljes επί µίας συνάρτησης f(x) µπορεί να γραφεί (όταν υπάρχει) ως: 

( ) ( )( )10
1

sup
nt

i i i

i

f x dx f t t t −
=

= −∑∫  

όπου το supremum λαµβάνεται ως προς όλες τις διαµερίσεις {0< t1 < … < tn} του [0,t]. 
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Πιο απλά, το ολοκλήρωµα επί µίας συνάρτησης f(x) είναι το εµβαδόν κάτω από την 

καµπύλη της f(x). Στην περίπτωση όπου στη θέση της πραγµατικής συνάρτησης f(x) 

βρίσκεται µία στοχαστική διαδικασία , 0xW x ≥ , που είναι µία τυπική κίνηση Brown, τότε το 

ολοκλήρωµα των Riemann-Stieljes επί της W(x) θα είναι µία τυχαία µεταβλητή. Θα 

πρόκειται για το εµβαδόν κάτω από µία τυχαία διαδροµή της τυπικής κίνησης Brown. 

Εποµένως και πάλι θα ισχύει ότι: 

( )10
1

sup
i

nt

x t i i

i

W dx W t t −
=

= −∑∫  

όπου το supremum λαµβάνεται ως προς όλες τις διαµερίσεις {0< t1 < … < tn} του [0,t]. Για 

µία διαµέριση της µορφής t0 = 0, t1 = h, …, tk = kh, …, tn = nh το ολοκλήρωµα των Riemann-

Stieljes επί της , 0xW x ≥  θα είναι: 

( )10
0 01 1

lim limi

n n
t

x t i i ih
h hi i

W dx W t t W h−
→ →= =

= − =∑ ∑∫  

Όπως έχει αναφερθεί, όταν η στοχαστική ανέλιξη , 0xW x ≥  είναι µία κίνηση Brown ή µία 

γεωµετρική κίνηση Brown τότε είναι µία συνεχής συνάρτηση του t η οποία δεν είναι πουθενά 

παραγωγίσιµη. Εποµένως ένα ολοκλήρωµα της µορφής 
0

t

xdW∫  δεν µπορεί να υπολογιστεί µε 

τις µεθόδους της κλασικής ανάλυσης. Το συγκεκριµένο πρόβληµα ξεπεράστηκε στις αρχές 

της δεκαετίας του 1940 από τον γιαπωνέζο µαθηµατικό Itô όπου όρισε το στοχαστικό 

ολοκλήρωµα Itô 
0

t

x xdWδ∫  µίας στοχαστικής ανέλιξης [ ], 0,t t Tδ ∈  ως προς την τυπική 

κίνηση Brown , 0tW t ≥ . 

Η αρχική υπόθεση που έκανε ήταν ότι η στοχαστική διαδικασία , 0tW t ≥  είναι µία 

Ft~ΒΜ(0,1). ∆ιαφορετικά, η , 0tW t ≥  είναι µία τυπική κίνηση Brown προσαρµοσµένη στην 

Ft, 0.t ≥  Επίσης, η [ ], 0,t t Tδ ∈  είναι µία στοχαστική διαδικασία η οποία είναι 

προσαρµοσµένη στην Ft,  0t ≥  και είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη: 

( )2

0

t

xE dxδ <∞∫  για κάθε [ ]0,t T∈  

Λέγοντας ότι η στοχαστική διαδικασία [ ], 0,t t Tδ ∈  είναι προσαρµοσµένη στην Ft 

σηµαίνει ότι η πληροφορία που υπάρχει τη χρονική στιγµή t είναι αρκετή για να είναι γνωστή 

η τιµή της δt. Στο χρόνο µηδέν η τιµή της δt θεωρείται άγνωστη, είναι µία τυχαία µεταβλητή. 
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Μόνο κατά τη χρονική στιγµή t γίνεται γνωστή. Ακόµη, στο χρόνο t οι προσαυξήσεις της δu, 

uЄ[0,T] είναι ανεξάρτητες της Ft. Τέλος, θεωρείται µία διαµέριση του [0,Τ] (π.χ. 0 = t0 < t1 

< … < tk < … < tn = T) και η δt παραµένει σταθερή σε κάθε διάστηµα [ti, ti+1]. Μία 

στοχαστική διαδικασία [ ], 0,t t Tδ ∈  για την οποία ισχύουν όλα τα παραπάνω καλείται απλή 

(ως προς τη συγκεκριµένη διαµέριση).  

    

∆ιάγραµµα 3.5 
∆ιαδροµή µίας απλής στοχαστικής ανέλιξης 

 

Στο ∆ιάγραµµα 3.5 παρουσιάζεται µία γραφική απεικόνιση µίας απλής στοχαστικής 

διαδικασίας. Σε κάθε διάστηµα της µορφής [ti, ti+1] η τιµή της παραµένει σταθερή και είναι 

ίση µε την τιµή 
it

δ  δεδοµένης της πληροφορίας που υπάρχει τη χρονική στιγµή ti.  

Εάν και τα παραπάνω φαίνονται αρκετά θεωρητικά, έχουν εφαρµογή στα 

χρηµατοοικονοµικά (και όχι µόνο). Αρκεί να σκεφτεί κάποιος ότι η στοχαστική διαδικασία 

, 0tW t ≥  µπορεί να εκφράζει την τιµή της µετοχής στο χρόνο (η , 0tW t ≥  είναι µία κίνηση 

Brown και δεν µπορεί να περιγράψει ικανοποιητικά τιµές αγαθών, ωστόσο χάριν του 

παραδείγµατος αυτή η λεπτοµέρεια παραβλέπεται καθώς στην πράξη χρησιµοποιούνται 

άλλες στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες προσαρµόζονται καλύτερα). Τότε και η απλή 

στοχαστική διαδικασία [ ], 0,t t Tδ ∈  θα εκφράζει τον αριθµό των µετοχών που θα πρέπει να 

βρίσκονται στο χαρτοφυλάκιο την κάθε χρονική στιγµή t0, t1, …, tk, …,Τ  όπου και θα γίνετε 

η αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου για να παραµένει ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. 

 t0  t1  t2  tn … t 

δt 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ορίζεται ως στοχαστικό ολοκλήρωµα Itô µίας απλής [ ], 0,t t Tδ ∈  ως προς την , 0tW t ≥ , στο 

διάστηµα [0,Τ], η τυχαία µεταβλητή: 

( ) ( )
1

1

0
0

i i i k k

kt

t x x t t t t t t

i

I dW W W W Wδ δ δ
+

−

=

= = − + −∑∫  

όπου k τέτοιο ώστε 1k kt t t +≤ ≤ . 

 

Παρατήρηση 1 

Η οικογένεια των τυχαίων µεταβλητών [ ], 0,tI t T∈  είναι µία στοχαστική διαδικασία η 

οποία παρουσιάζει συνεχείς διαδροµές ως φυσικό επόµενο των συνεχών διαδροµών της 

κίνησης Brown. 

 

Παρατήρηση 2 

Το ολοκλήρωµα Itô εκφράζει το εµβαδόν “κάτω” από την στοχαστική διαδικασία 

[ ], 0,t t Tδ ∈ . Η διαφορά µε το εµβαδόν που εκφράζει ένα ολοκλήρωµα της “κλασσικής” 

ανάλυσης µε το ολοκλήρωµα του Itô έγκειται στο γεγονός ότι το εµβαδόν ενός ορθογωνίου 

για παράδειγµα µε διαστάσεις (t1, t2)x(0,x) υπολογίζεται ως µήκος βάσης (t2 – t1) επί το ύψος 

x, ενώ το ολοκλήρωµα του Itô της [ ], 0,t t Tδ ∈  ως προς την , 0tW t ≥  υπολογίζεται ως 

προσαύξηση 
2 1t tW W−  στο (t1, t2) της Wt επί το ύψος x. 

 

Παρατήρηση 3 

I. Η τυχαία µεταβλητή It είναι Ft – µετρήσιµη. 

II. Η στοχαστική διαδικασία [ ]
0

, 0,
t

t x xI dW t Tδ= ∈∫  είναι martingale ως προς το 

φιλτράρισµα Ft, [ ]0,t T∈ . 

Παρακάτω δίνεται ένας πιο γενικός ορισµός που καλύπτει το φάσµα το στοχαστικών 

ολοκληρωµάτων του Itô.  
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ορίζεται ως στοχαστικό ολοκλήρωµα Itô της απλής , 0t tδ ≥  ως προς την , 0tW t ≥ , στο 

διάστηµα [ ]0, ,t t T≤ , η τυχαία µεταβλητή: 

( )
0 0lim
t t j

x x x x
j

dW dWδ δ
→∞

=∫ ∫  

όπου 
( )j
xδ , tЄ[0,T], j=1, 2, … είναι µία ακολουθία απλών ανελίξεων που συγκλίνουν στην 

[ ], 0,t t Tδ ∈ . 

 

Αποδεικνύεται (αλλά δεν είναι στους στόχους της παρούσας εργασίας) ότι το παραπάνω 

όριο υπάρχει και το ολοκλήρωµα της tδ  είναι καλά ορισµένο και ανεξάρτητο της ακολουθίας 

των απλών ανελίξεων. Επίσης αποδεικνύεται ότι όλες οι ιδιότητες του ολοκληρώµατος Itô για 

απλές ανελίξεις που αναφέρθηκαν παραπάνω ισχύουν και τώρα. 

 

Παρατήρηση 1 

Από τον ορισµό των στοχαστικών ολοκληρωµάτων προκύπτουν οι εξής “κανόνες” των 

γινοµένων διαφορικών: 

I. ( )2

tdW dt= . 

II. 0dW dt = . 

III. ( )2
0dt = . 

 

Έχοντας σαν δεδοµένα τα παραπάνω δίνετε στη συνέχεια ο τύπος του Itô. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω :f R R→  µία συνάρτηση η οποία έχει συνεχή πρώτη 'f  και δεύτερη παράγωγο ''f  

και ( )~ 0,1tW BM . Για κάθε 0t ≥  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1
' ''

2

t t

t x x xf W f W f W dW f W dx− = +∫ ∫ . 

 

Η απόδειξη του παραπάνω στηρίζεται στο ανάπτυγµα του Taylor της f. 

Η αντίστοιχη διαφορική µορφή είναι: 
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 ( ) ( ) ( )1
' ''

2t t t tdf W f W dW f W dt= +  (3.1) 

 

Προηγουµένως αναφέρθηκε ότι η Wt χρησιµοποιείται για να εκφράσει τις τιµές της 

µετοχής στο χρόνο. ∆εδοµένου ότι η συγκεκριµένη στοχαστική διαδικασία θεωρήθηκε ότι 

είναι µία τυπική κίνηση Brown, δεν συµπεριλαµβάνει στις ιδιότητες της τα κατάλληλα 

χαρακτηριστικά για το σκοπό αυτό. Με αφορµή αυτό το γεγονός κρίνεται απαραίτητη η 

επέκταση του ορισµού του στοχαστικού ολοκληρώµατος έτσι ώστε να λαµβάνεται και ως 

προς άλλες στοχαστικές διαδικασίες, εκτός της τυπικής κίνησης Brown. Όπως, για 

παράδειγµα, επί µίας γεωµετρικής κίνησης Brown η οποία όπως έχει αποδειχτεί είναι 

κατάλληλη για την αναπαράσταση τιµών. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία στοχαστική ανέλιξη , 0tY t ≥  θα καλείται ανέλιξη Itô εάν µπορεί να αναπαρασταθεί µε τη 

µορφή: 

0 0 0

t t

t x x xY Y H dW G dx= + +∫ ∫  

όπου Wt ~ Ft – BM(0,1) και , , 0t tH G t ≥  κάποιες στοχαστικές ανελίξεις προσαρµοσµένες στην 

Ft, 0t ≥ . 

Η αντίστοιχη διαφορική µορφή θα είναι: 

 x x x xdY H dW G dx= +  (3.2) 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω , 0tY t ≥  µία ανέλιξη Itô µε t t t tdY H dW G dt= +  και , 0t tδ ≥  µία στοχαστική ανέλιξη 

προσαρµοσµένη στην Ft, 0t ≥ . Ως ολοκλήρωµα Itô της tδ  ως προς την tY  ορίζεται η 

ποσότητα: 

0 0 0

t t t

x x x x x x xdY H dW G dxδ δ δ= +∫ ∫ ∫ . 

 

Η σχέση (3.2) εκφράζει το γενικό τύπο του διαφορικού µίας συνάρτησης της στοχαστικής 

διαδικασίας Brown και ονοµάζεται τύπος του Itô σε διαφορική µορφή. Η αξία του τύπου του 
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είναι περισσότερο συµβολική γιατί µε αυστηρό µαθηµατικό τρόπο µπορεί να θεµελιωθεί η 

ολοκληρωτική µορφή του τύπου του Itô, όπως παρουσιάστηκε παραπάνω στον ορισµό. 

Το φυσικό νόηµα των σχέσεων (3.1) και (3.2) σε χρηµατοοικονοµικά προβλήµατα είναι 

ιδιαίτερα ενδιαφέρον. Εφόσον η στοχαστική διαδικασία Wt αναπαριστά την τιµή µίας 

µετοχής στο χρόνο t και ( )tf W  την τιµή ενός παραγώγου επί της µετοχής αυτής στο χρόνο t 

τότε το ( )tdf W  αναπαριστά την αλλαγή στην τιµή του παραγώγου δεδοµένης µίας µικρής 

αλλαγής tdW  στην τιµή της µετοχής και δεδοµένου ότι παρήλθε ένα απειροελάχιστο χρονικό 

διάστηµα. 

 

 

3.5 ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΟΙ ΤΡΟΠΟΙ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ 

ΚΙΝΗΣΗΣ BROWN 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, για την αναπαράσταση των τιµών ενός αγαθού, πιο 

συγκεκριµένα µίας µετοχής, χρησιµοποιήθηκε αρχικά η κίνηση Brown. Οι αδυναµίες όµως 

που παρουσιάζει η συγκεκριµένη κίνηση για το σκοπό αυτό οδήγησαν στην χρησιµοποίηση 

της γεωµετρικής κίνησης Brown. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να καταλήξει κάποιος σε 

αυτή την κίνηση. Προηγουµένως παρουσιάστηκε ένας από αυτούς. Στη συνέχεια θα δειχθούν 

δύο ακόµα τρόποι. 

 

1ος τρόπος 

Αρχικά γίνεται η υπόθεση ότι η διαδικασία εξελίσσεται σε διακριτό χρόνο για ένα χρονικό 

διάστηµα [0,Τ] το οποίο χωρίζεται σε n (ισαπέχοντα) χρονικά σηµεία. Επίσης ισχύουν οι 

πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου q και 1-q. Σύµφωνα µε το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης η 

τιµή της µετοχής την χρονική στιγµή t (δεδοµένου ότι η αρχική τιµή S0 θεωρείται γνωστή) θα 

βρίσκεται σε εκείνο το σηµείο (στο διάγραµµα) το οποίο θα είναι: 

nt nt ntM H T= −  
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όπου ntH  είναι το σύνολο των φορών που η τιµή της µετοχής κινήθηκε προς τα πάνω και 

ntT  είναι το σύνολο των φορών που η τιµή της µετοχής κινήθηκε προς τα κάτω. Επίσης θα 

ισχύει: 

nt ntnt H T= −  

Από τις δύο παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι: 

( )1

2nt ntH nt M= +    και   ( )1

2nt ntT nt M= −  

Τέλος, δεδοµένου ότι η µετοχή κινείται ανοδικά µε τιµή 1na
n

σ
= +  και καθοδικά µε τιµή 

1nb
n

σ
= −  η τιµή της τη χρονική στιγµή t θα ισούται µε: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

2 2

0 0 1 1
n t n t

n t n t

nt M nt M

H T

n n nS t S a b S
n n

σ σ
+ −

   
= = + −   

   
. 

Το πέρασµα από το διακριτό στο συνεχές ανάλογο της τιµολόγησης θα επιτευχθεί 

αυξάνοντας τα σηµεία που επιλέγονται στο χρονικό διάστηµα [0,Τ] έτσι ώστε n�∞. Τότε η 

κατανοµή της Sn(t) θα συγκλίνει στην κατανοµή: 

 ( ) ( ) ( ) 21
0 exp

2
S t S W t tσ σ = − 

 
 (3.3) 

όπου W(t) ~ Ν(0, t2). (Η συγκεκριµένη κατανοµή ονοµάζεται λογοριθµοκανονική κατανοµή 

και ισχύουν όσα αναφέρθηκαν και στην παρατήρηση 2). Όπως διαπιστώνεται η στοχαστική 

ανέλιξη S(t) είναι µία γεωµετρική κίνηση Brown. 

Το τελευταίο προκύπτει χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Taylor και θέτοντας 

( ) ( ) 1n

ntW t M
n

=  όπου σύµφωνα µε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) θα ισχύει 

W(t)~Ν(0, t2). 
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Από τη σχέση (3.3) προκύπτει επίσης: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
exp ln ln 0

0 2 2

S t
W t t S t S W t t

S
σ σ σ σ = − ⇔ − = − 
 

 

και δεδοµένου ότι X(t) = lnS(t): 

 ( ) ( )2 2
0

1 1

2 2t tX X W t t dX dW t dtσ σ σ σ− = − ⇔ = −  (3.4) 

Η τελευταία σχέση θα φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στη συνέχεια. 

 

2ος τρόπος 

Έστω τώρα ότι S(t) είναι και πάλι η τιµή µίας µετοχής. Ως dS(t) θα θεωρείται η διαφορά 

S(t + dt) – S(t) στην τιµή της µετοχής µεταξύ δύο χρονικών σηµείων, t και t+dt όπου dt είναι 

ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα τέτοιο ώστε dt�0. Η απόδοση της µετοχής σε αυτό το 

χρονικό διάστηµα θα δίνεται από τον τύπο dS(t)/ dt.Από την οικονοµική θεωρία η παραπάνω 

απόδοση αναλύεται(εξαρτάται) από δύο µέρη, το συστηµατικό και το τυχαίο (µιλώντας 

κάποιος µαθηµατικά θα έλεγε ντετερµινιστικό και στοχαστικό µέρος αντίστοιχα). Το 

συστηµατικό µέρος µπορεί να γραφεί στην µορφή µdt όπου µ είναι η παράµετρος που δείχνει 

την µέση απόδοση της αγοράς. Το τυχαίο µέρος µπορεί να πάρει τη µορφή σ dW(t), όπου 

dW(t) θα αναπαριστά το “θόρυβο” και σ θα είναι µία δεύτερη παράµετρος που θα περιγράφει 

την επίδραση του θορύβου ή διαφορετικά το µέγεθος της µεταβολής της τιµής. Ο όρος 

“θόρυβος” χρησιµοποιείται για να περιγράψει όλους εκείνους τους τυχαίους (και όχι µόνο) 

παράγοντες που επιδρούν στην µετοχή και έχουν σαν αποτέλεσµα να αλλάζει η τιµή της και 

οι οποίοι δεν µπορούν να εξετασθούν και να αναλυθούν λεπτοµερώς. Τέλος το σ ονοµάζεται 

και µεταβλητότητα της αγοράς (γνωστό και ως volatility). Τα παραπάνω µπορούν να 

αναπαρασταθούν στη σχέση: 

( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 0dS t S t dt dW t ό Sµ σ που= + >  

που αποτελεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση του Itô. 

Η λύση της οδηγεί στο αποτέλεσµα: 

 ( ) ( ) ( )21
0 exp

2
S t S t dW tµ σ σ

  = − +  
  

 (3.5) 

και σύµφωνα µε το λήµµα του Itô προκύπτει ότι: 
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( )( ) ( )( ),df t W t f dt dW tµ σ= + . 

Όπου τελικά θα ισχύει ότι: 

 ( ) ( ) ( )21
log log 0

2
S t S t dW tµ σ σ = + − + 

 
 (3.6) 

∆ηλαδή η S(t) ακολουθεί την λογοριθµοκανονική κατανοµή. Αυτή είναι η γεωµετρική κίνηση 

Brown η οποία αποτελεί την βάση για το µοντέλο των Black and Scholes. 

 

 

3.6 ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΧΡΟΝΟ – ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ BLACK 

AND SCHOLES 

 

Με την θεµελίωση εννοιών και όρων όπως κίνηση Brown, γεωµετρική κίνηση Brown, 

στοχαστικό ολοκλήρωµα και λήµµα του Itô καθώς και στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις έχει 

γίνει η παρουσίαση των εργαλείων εκείνων που είναι απαραίτητα για την ανάπτυξη του 

µοντέλου τιµολόγησης των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων σε συνεχή χρόνο 

των Black and Scholes. Για την εφαρµογή του µοντέλου γίνεται η αρχική υπόθεση (όπως και 

στο διωνυµικό µοντέλο για την τιµολόγηση σε διακριτό χρόνο) ότι σε κάθε χρονική στιγµή ο 

επενδυτής θα πρέπει να έχει στην κατοχή του ένα δυναµικό και αυτοχρηµατοδοτούµενο 

χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης, το οποίο τον εξασφαλίζει απέναντι στον κίνδυνο τον οποίο έχει 

“αναλάβει” λόγω της αντίστοιχης θέσης που έχει λάβει µε την επένδυσή του. Το 

χαρτοφυλάκιο θα πρέπει να παραµένει ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης, για αυτό τον λόγο 

ο επενδυτής θα πρέπει να το αναπροσαρµόζει συνεχώς.  

Η µεταβλητή του χρόνου t είναι πλέον µία συνεχής µεταβλητή. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα 

αρκετά πράγµατα να είναι διαφορετικά από την αντίστοιχη περίπτωση τιµολόγησης όπου ο 

χρόνος ήταν διακριτή µεταβλητή, ωστόσο η φιλοσοφία και η κεντρική ιδέα ανάπτυξης των 

µοντέλων παραµένει σχεδόν η ίδια (κατασκευή ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης όπως 

αναφέρθηκε και προηγουµένως). Η S(t) τώρα θα είναι µία στοχαστική διαδικασία (σε χρόνο 

συνεχή) και θα αναπαριστά την τιµή της µετοχής στο χρόνο t. Μία κατάλληλη στοχαστική 

διαδικασία για την αναπαράσταση τιµών είναι, όπως έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούµενη 

παράγραφο, η γεωµετρική κίνηση Brown. Η συγκεκριµένη στοχαστική διαδικασία έχει το 

φυσικό χαρακτηριστικό να µην παίρνει αρνητικές τιµές και οι προσαυξήσεις της να είναι 
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πολλαπλασιαστικές και όχι προσθετικές (όπως για παράδειγµα η κίνηση Brown). Εποµένως, 

η S(t), όπως έχει αποδειχτεί, θα είναι της µορφής: 

( ) ( ) 21
0 exp

2tS t S W s tσ µ
  = + −  

  
 

και είναι λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης: 

 ( ) ( ) ( ) tdS t S t dt S t dWµ σ= +  (3.7) 

όπου Wt είναι µία τυπική στοχαστική διαδικασία Brown. 

Ακόµη θεωρείται ο χώρος πιθανοτήτων (Ω, F, P) και ορίζεται η παραγόµενη οικογένεια 

των σ-αλγεβρών: 

Bt = σ {Ws για s≤ t}. 

Η S(t) θα είναι Bt – µετρήσιµη. Αυτό σηµαίνει ότι η τιµή της S(t) θα είναι γνωστή µόνο 

όταν δίνετε όλη η πληροφορία µέχρι το χρόνο t για τη διαδικασία του Brown Wt, δηλαδή 

όταν είναι γνωστή η τιµή της Wt. Μέχρι εκείνη τη χρονική στιγµή t, η S(t) παραµένει 

άγνωστη. 

Έστω ότι ένας επενδυτής (ή ένα χρηµατιστηριακό γραφείο) θέλει να πωλήσει ένα 

Ευρωπαϊκό δικαίωµα αγοράς µε τιµή εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ. Η αξία του 

παραγώγου είναι: 

( )( ) ( )( ), max ,0V S t t S t K= −  όπου t Є [0,T]. 

Το ερώτηµα που τίθεται είναι σε ποια τιµή (premium-margin) θα πρέπει να το πωλήσει; 

∆ηλαδή ποιο θα είναι το ασφάλιστρο (C) που θα πρέπει να εισπράξει; 

Η απάντηση στο ερώτηµα που τέθηκε δίνετε µέσω της κατασκευής ενός δυναµικού 

αυτοχρηµατοδοτούµενου χαρτοφυλακίου εξασφάλισης (self-confidence portfolio). Το 

συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο θα πρέπει να έχει τελική αξία Y(T) ίση µε την αξία του 

παραγώγου V(Τ) στο χρόνο λήξης Τ η οποία είναι γνωστή. ∆εδοµένου ότι ικανοποιείται η 

αρχή του µη σίγουρου κέρδους (no arbitrage) η αξία του χαρτοφυλακίου θα πρέπει να είναι 

ίση µε την αξία του παραγώγου για κάθε t Є [0,T]. Εποµένως, η τιµή του παραγώγου (τιµή 

πώλησης) θα είναι: 

( )( )0 ,0C V S=  

Το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης για κάθε χρονική στιγµή t θα αποτελείται από ∆(t) µετοχές 

και ένα ποσό Y(t) το οποίο είναι επενδεδυµένο σε οµόλογα. ∆εδοµένου ότι η τιµή της 
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µετοχής αλλάζει συνεχώς, το χαρτοφυλάκιο για να παραµένει ένα χαρτοφυλάκιο 

εξασφάλισης θα πρέπει να αναπροσαρµόζεται συνεχώς έτσι ώστε να έχει πάντα την ίδια αξία 

µε το παράγωγο. Αυτό θα έχει σαν αποτέλεσµα το ∆(t) και Y(t) να αλλάζουν συνεχώς έτσι 

ώστε η αξία του παραγώγου και αυτή του χαρτοφυλακίου να είναι ίσες. Αυτή η “δηµιουργία” 

των όρων της ακολουθίας ∆(t) ονοµάζεται ∆(t) πολιτική εξασφάλισης (delta hedging). 

Προφανώς η ∆(t) όπως και η Y(t) είναι Bt – µετρήσιµες. 

Η αξία του χαρτοφυλακίου κατά την χρονική στιγµή t δίνετε από τον τύπο: 

( ) ( ) ( )Y t t S t−∆ . 

Με την πάροδο ενός πολύ µικρού χρονικού διαστήµατος dt η αλλαγή στην αξία του 

χαρτοφυλακίου θα είναι ίση µε: 

( ) ( ) ( )r Y t t S t dt − ∆   

όπου r είναι το επιτόκιο της αγοράς που µπορεί κάποιος να δανείζει και να δανείζεται. 

 

� Εάν ( ) ( ) ( ) 0Y t t S t−∆ >  τότε ο επενδυτής επενδύει (ή δανείζει) το ποσό αυτό 

σε οµόλογα µε επιτόκιο r και σε χρονικό διάστηµα dt θα µπορεί να εισπράξει 

ποσό ίσο µε ( ) ( ) ( )r Y t t S t dt − ∆  . 

� Εάν ( ) ( ) ( ) 0Y t t S t−∆ <  τότε ο επενδυτής εκδίδει οµόλογο (ή δανείζεται) µε 

επιτόκιο r. Σε χρονικό διάστηµα dt θα χρωστά ποσό ίσο µε 

( ) ( ) ( )r Y t t S t dt − ∆  . 

 

Τη χρονική στιγµή t υπάρχουν στο χαρτοφυλάκιο ∆(t) µετοχές των οποίων η τιµή είναι 

S(t). Στο πολύ µικρό χρονικό διάστηµα dt η τιµή της µετοχής θα αλλάξει κατά dS(t) µονάδες. 

Γενικά, µε την πάροδο ενός πολύ µικρού διαστήµατος dt η διαφοροποίηση στην αξία του 

χαρτοφυλακίου θα είναι ίση µε: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dY t t dS t r Y t t S t dt = ∆ + −∆   (3.8) 

∆εδοµένου ότι η S(t) είναι µία γεωµετρική κίνηση Brown και από την σχέση (3.7) θα ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )tdY t t S t dt S t dW r Y t t S t dtµ σ  = ∆ + + − ∆ ⇔   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tdY t rY t dt r t S t dt t S t dWµ σ= + − ∆ + ∆  (3.9) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 83 

όπου (µ-r) είναι η επιβράβευση του ρίσκου (risk premium) το οποίο πρέπει να έχει θετική 

τιµή. 

Από το λήµµα του Itô είναι γνωστό ότι εάν µία στοχαστική διαδικασία B(t) αποτελεί λύση 

της γενικής στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης  

( ) ( )( ) ( )( ), ,dB t B t t dt B t t dtµ σ= +  

και δεδοµένου µίας συνάρτησης αυτής ( )( ),F B t t  τότε το ολικό διαφορικό αυτής 

( )( ),dF B t t  θα είναι: 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )

( )( )
( )

( )( )

2

2
2

, , ,1
, , ,

2

,
, t

F B t t F B t t F B t t
dF B t t B t t B t t dt

B t t B t

F B t t
B t t dW

B t

µ σ

σ

 ∂ ∂ ∂ 
= + + + 

∂ ∂ ∂  

∂
+

∂

 

Από τον παραπάνω τύπο θέτοντας: 

1. ( )( ) ( )( ), ,F B t t V S t t=  

2. ( )( ) ( ),S t t S tµ µ=  και  

3. ( )( ) ( ),S t t S tσ σ=   

προκύπτει: 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )
( )

( )( )
( )

( )

2

2 2
2

, , ,1
,

2

,
t

V S t t V S t t V S t t
dV S t t S t S t dt

S t t S t

V S t t
S t dW

S t

µ σ

σ

 ∂ ∂ ∂ 
= + + + 

∂ ∂ ∂  

∂
+

∂

(3.10) 

Για να παραµένει το χαρτοφυλάκιο, ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης θα πρέπει για κάθε 

χρονική στιγµή t το κεφάλαιό του (που έχει σχηµατιστεί µε βάση την µετοχή του Ευρωπαϊκού 

δικαιώµατος) να είναι ίσο µε την αξία του παραγώγου. ∆ηλαδή θα πρέπει να ισχύει η ισότητα: 

 ( ) ( )( ) [ ], , 0,Y t V S t t ά t Tγια κ θε= ∈  (3.11) 

Επίσης, είναι προφανές ότι για την ζητούµενη τιµή του παραγώγου ισχύει ότι: 

( ) ( )( )0 0 ,0C Y V S= = . 

Εξισώνοντας τους συντελεστές των tdW  και dt  των σχέσεων (3.9) και (3.10) προκύπτουν τα 

εξής: 
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( ) ( )
( )( )
( )

( )
,V S t t

t S t S t
S t

σ σ
∂

∆ = ⇔
∂

 

 ( )
( )( )
( )

,V S t t
t

S t

∂
∆ =

∂
 (3.12) 

 

και: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )
( )

( )2 45
2 2

2

, , ,1

2

V S t t V S t t V S t t
r Y t r t S t S t S t

S t t S t
µ µ σ
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( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )
( )

2

2 2
2

, , ,1
,

2

V S t t V S t t V S t t
rV S t t r S t S t

t S t S t
σ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 (3.13) 

 

Η σχέση (3.13) ονοµάζεται διαφορική εξίσωση των Black-Scholes ή βασική εξίσωση µε 

µερικές παραγώγους των Black and Scholes. Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης οδηγεί 

στην εύρεση της συνάρτησης ( )( ),V S t t  που εκφράζει την αξία του παραγώγου. Στην 

συγκεκριµένη περίπτωση το παράγωγο είναι ένα Ευρωπαϊκού τύπου δικαίωµα πώλησης µίας 

µετοχής και η αξία του πρέπει να είναι ίση µε την αξία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης Υ(t) 

για κάθε t Є [0,T], το οποίο δηµιουργήθηκε έχοντας ως βάση τη µετοχή. Τέλος η λύση που 

προκύπτει είναι: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, r T t
V S t t S t d K e d

− −= Φ − Φ  (3.14) 

όπου: 

( ) ( )2

1

1
log

2

S t
r T t

K
d

T t

σ

σ

   + + −   
  =

−
 και 

( ) ( )2

2 1

1
log

2

S t
r T t

K
d d T t

T t

σ

σ
σ

   + − −   
  = − − =

−
. 

 

Το ασφάλιστρο που θα πρέπει να εισπράξει ο επενδυτής για να πωλήσει το δικαίωµα αγοράς 

θα δίνετε από τη σχέση: 

 ( ) ( ) ( )1 20 rTC S d K e d−= Φ − Φ  (3.15) 
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όπου: 

 

( ) 2

1

0 1
log

2

S
r T

K
d

T

σ

σ

   + +   
  =  και  

( ) 2

2 1

0 1
log

2

S
r T

K
d d T

T

σ

σ
σ

   + −   
  = − = . 

 

Η σχέση (3.14) είναι γνωστή ως ο τύπος των Black and Scholes (B-S) και δόθηκε από 

τους Fisher Black και Myron Scholes το 1973. Το συγκεκριµένο µοντέλο τιµολόγησης 

αποτελεί την κλασική µέθοδο αποτίµησης δικαιωµάτων προαίρεσης. Στα πλεονεκτήµατα του 

µοντέλου συγκαταλέγεται το γεγονός ότι στον τελικό τύπο δεν εµφανίζεται η παράµετρος µ 

(µέση τιµή της St) οπότε δεν χρειάζεται να υπολογιστεί. 

 Για την εφαρµογή του τύπου των Black and Scholes στην πράξη, µε σκοπό την 

εύρεση της τιµής ενός δικαιώµατος στο χρόνο t χρησιµοποιούνται οι παράµετροι: 

1. St: εκφράζει την τιµή της µετοχής στο χρόνο t, όπου η τιµή της θα είναι γνωστή κατά 

την χρονική στιγµή t 

2. Κ: εκφράζει την τιµή εξάσκησης (strike price) του δικαιώµατος και θα είναι γνωστή 

εκ των προτέρων 

3. Τ: εκφράζει τον χρόνο λήξης του δικαιώµατος (duration – time to maturity) και θα 

είναι γνωστός εκ των προτέρων. Ως µονάδα µέτρησης λαµβάνεται το έτος 

4. r: εκφράζει το επιτόκιο των οµολόγων της αγοράς σύµφωνα µε το οποίο κάποιος 

µπορεί να δανείζει και να δανείζεται 

5. σ: εκφράζει την µεταβλητότητα (volatility) της τιµής της µετοχής. Η τιµή της δεν είναι 

εκ των προτέρων γνωστή (όπως συµβαίνει µε την τιµή εξάσκησης και τον χρόνο 

λήξης του δικαιώµατος) ούτε γίνεται γνωστή σε κάποιο χρονικό σηµείο t (όπως η τιµή 

της µετοχής, καθώς το σ δεν είναι “προσαρµοσµένο σε κάποια πληροφορία”). 

Εποµένως, για την εφαρµογή του τύπου χρησιµοποιείται η εκτίµησης αυτής. Η 

εκτίµηση γίνεται είτε από ιστορικά δεδοµένα µε ή χωρίς στάθµιση είτε από τις τιµές 

των παραγώγων που διατίθενται ήδη στην αγορά (δηλαδή, δεδοµένης της τιµής ενός 

δικαιώµατος στην αγορά και µέσω του τύπου των Black and Scholes υπολογίζεται η 

τιµή του σ) . Στην τελευταία περίπτωση η εκτίµηση καλείται τεκµαρτή µεταβλητότητα 
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(implied volatility) και για την εύρεσή της λαµβάνεται (εµµέσως) υπόψιν και η 

σηµαντική πληροφορία των προσδοκιών που έχουν οι επενδυτές. Βεβαίως, στην 

πράξη µπορεί να προκύπτουν διαφορετικά implied volatility δεδοµένου των 

διαφορετικών προσδοκιών που θα υπάρχουν µεταξύ των επενδυτών. 

 

Παρατήρηση 

Στην πράξη η τιµή ενός παραγώγου υπάρχει η πιθανότητα να είναι διαφορετική από την 

no-arbitrage τιµή που δίνεται από τον τύπο των Black and Scholes. Αυτό µπορεί να οφείλεται 

σε διάφορους λόγους. Ένας από αυτούς µπορεί να είναι οι διαφορετικές τιµές του σ που 

προκύπτουν από τους διαφορετικούς τρόπους εκτίµησης της µεταβλητότητας και τις 

διαφορετικές προσδοκίες και προβλέψεις των επενδυτών. Επίσης, για τιµές που στην πράξη 

εµφανίζουν µικρές διαφορές από την no-arbitrage τιµή, “δικαιολογούνται” από το γεγονός ότι 

κατά την εφαρµογή του µοντέλου υποτίθεται ότι δεν υπάρχουν κόστη συναλλαγών, σε 

αντίθεση µε τις πραγµατικές συνθήκες. Οπότε τέτοιες µικρές αποκλίσεις συναντώνται συχνά 

στην πράξη. Τέλος, άλλη µία υπόθεση που έγινε κατά την εφαρµογή του µοντέλο είναι ότι η 

τιµή της µετοχής είναι µία γεωµετρική κίνηση Brown, γεγονός που δεν αποτελεί ακριβή 

περιγραφή της πραγµατικότητας έχοντας ως αποτέλεσµα να οδηγεί και σε διαφορετικές τιµές 

τιµολόγησης. 

 

 

3.7 ΤΑ ΕΛΛΗΝΙΚΑ 

 

Όπως φαίνεται και από τον τύπο των Black and Scholes η τιµή ενός δικαιώµατος είναι 

συνάρτηση κάποιων παραµέτρων. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα οι αλλαγές στις τιµές αυτών 

των παραµέτρων να επηρεάζουν και την τιµή του δικαιώµατος. Οι ποσότητες ∆έλτα (Delta), 

Γάµµα (Gamma), Βήτα (Vega), Θήτα (Theta) και Ρο (Rho) εκφράζουν την επίδραση και την 

ευαισθησία της τιµής ενός δικαιώµατος ως προς τις αλλαγές στις τιµές των παραµέτρων από 

τις οποίες εξαρτάται. Η ονοµασία που έχει επικρατήσει για την αναφορά σε αυτές τις 

ποσότητες είναι τα Ελληνικά (the Greeks). 

 

1. ( )1
0

: 0
C

Delta d
S

∂
∆= =Φ >

∂
. 
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Είναι η πρώτη παράγωγος της τιµής του δικαιώµατος ως προς την τιµή της µετοχής. 

Εκφράζει την επίδραση που έχει στην τιµή του δικαιώµατος η αλλαγή της τιµής της µετοχής. 

Για ένα δικαίωµα αγοράς (πώλησης) η αύξηση της τιµής της µετοχής σηµαίνει και την 

ταυτόχρονη αύξηση (µείωση) της τιµής του δικαιώµατος. Όπως έχει δειχτεί και σε 

προηγούµενη παράγραφο η συγκεκριµένη παράµετρος χρησιµοποιείται κατά την δηµιουργία 

ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης, όπου δείχνει τον αριθµό των µετοχών που πρέπει να 

υπάρχουν κάθε χρονική στιγµή στο χαρτοφυλάκιο (delta hedging). Σε αυτό το σηµείο πρέπει 

να αναφερθεί το γεγονός ότι η αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης στην πράξη 

δεν µπορεί να γίνεται σε “κάθε” χρονική στιγµή δεδοµένου ότι στην πραγµατικότητα 

υπάρχουν κόστη συναλλαγών. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα στην πράξη η αναπροσαρµογή να 

γίνεται ανά τακτά χρονικά διαστήµατα (για παράδειγµα ανά εβδοµάδες ή ακόµη και µέρες) 

αλλά όχι συνεχώς όπως είχε υποτεθεί κατά την εφαρµογή του µοντέλου. 

Στο ∆ιάγραµµα 3.6 απεικονίζεται ένα δικαίωµα αγοράς και οι τιµές της Εξασφάλισης 

∆έλτα (Delta hedging) µε εβδοµαδιαίες αναπροσαρµογές. Στο πρώτο σχήµα η εφαρµογή 

έγινε δεδοµένου της σωστής µεταβλητότητας ενώ στο δεύτερο έγινε µε µεταβλητότητα 

µικρότερη από την πραγµατική. Όπως διαπιστώνεται στην δεύτερη περίπτωση η µέση τιµή 

του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης είναι συστηµατικά κάτω από την γραµµή που δίνει το 

όφελος του δικαιώµατος. 

 

 

Πηγή: Christian Fries (2007) 
∆ιάγραµµα 3.6 

Εξασφάλιση ∆έλτα 
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Είναι η δεύτερη παράγωγος της τιµής του δικαιώµατος ως προς την τιµή της µετοχής. 

Εκφράζει την “ευαισθησία” του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης στις αλλαγές της τιµής της 

µετοχής ή διαφορετικά µετρά την επίδραση που έχει στο delta η αλλαγή της τιµής της 

µετοχής. Εάν η τιµή του gamma είναι µικρή τότε το delta θα αλλάζει αργά. Αυτό σηµαίνει ότι 

η αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης µπορεί να γίνεται σε αραιά χρονικά 

διαστήµατα χωρίς να προκαλούνται ζηµίες. Αντίθετα, εάν η τιµή του  gamma είναι µεγάλη 

τότε υποδηλώνεται η µεγάλη “ευαισθησία” του delta ως προς την τιµή της µετοχής. Σε αυτή 

την περίπτωση η αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου θα πρέπει να γίνετε συνεχώς. Σε 

διαφορετική περίπτωση η ζηµία µπορεί να είναι αρκετά µεγάλη. Η τιµή του gamma 

αναφέρεται και ως κυρτότητα (curvature). 

 

∆ιάγραµµα 3.7 
Σφάλµα Εξασφάλισης 

 

Στο ∆ιάγραµµα 3.7 δίνεται και γραφικά αυτό που ειπώθηκε προηγουµένως. Εάν η τιµή της 

µετοχής κινηθεί από την τιµή S στην S’ τότε, σύµφωνα µε τη στρατηγική εξασφάλισης του 

delta η τιµή του παραγώγου θα αλλάξει από C σε C’. Στην πραγµατικότητα όµως η σωστή 

τιµή του παραγώγου είναι η C’’! Το σφάλµα της διαφοράς C’’ - C’ είναι γνωστό ως hedging 

error. Αυτό το σφάλµα εξαρτάται από την κυρτότητα της σχέσης µεταξύ της τιµής του 

παραγώγου και της τιµής της µετοχής. Αυτή ακριβώς την κυρτότητα µετρά η παράµετρος 

gamma. 

 

 C’ 

  C 

 S S’ 

C’’ 

Αξία Παραγώγου 

Τιµή µετοχής 
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Πηγή: Christian Fries (2007) 
∆ιάγραµµα 3.8 

∆έλτα και ∆έλτα-Γάµµα Εξασφάλιση 
 

Στο ∆ιάγραµµα 3.8 απεικονίζεται ένα δικαίωµα αγοράς και οι τιµές του Delta και Delta-

Gamma hedging αντίστοιχα µε εβδοµαδιαίες αναπροσαρµογές. Παρατηρείται ότι η 

εξασφάλιση είναι αρκετά πιο αποτελεσµατική και ικανοποιητική όταν λαµβάνονται υπόψιν 

και η παράµετρος delta και η παράµετρος gamma. 

Στο ∆ιάγραµµα 3.9 απεικονίζεται ένα δικαίωµα αγοράς και οι τιµές του Delta και Delta-

Gamma hedging αντίστοιχα µε εβδοµαδιαίες αναπροσαρµογές δεδοµένου ότι έχει 

χρησιµοποιηθεί κατά την εφαρµογή της delta και delta-gamma εξασφάλισης επιτόκιο το 

οποίο δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα. Όπως φαίνεται και από τα δύο σχήµατα τα 

αποτελέσµατα είναι τουλάχιστον απογοητευτικά. 

 

Πηγή: Christian Fries (2007) 
∆ιάγραµµα 3.9 

∆έλτα και ∆έλτα-Γάµµα Εξασφάλιση µε σφάλµα r 
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∂

. 

Είναι η πρώτη παράγωγος της τιµής του δικαιώµατος ως προς την µεταβλητότητα (σ). 

Εκφράζει ένα µέτρο ευαισθησίας της τιµής του παραγώγου ως προς τις αλλαγές στην τιµή της 

µεταβλητότητας. Στις υποθέσεις που έχουν γίνει µέχρι τώρα η µεταβλητότητα θεωρείται 

σταθερή. Στην πράξη όµως κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Όταν αυξάνεται (µειώνεται) η 

µεταβλητότητα, αυξάνεται (µειώνεται) και η τιµή του παραγώγου. Μεγάλες τιµές του vega 

δηλώνουν και µεγάλη ευαισθησία της τιµής του παραγώγου σε µικρές αλλαγές του σ. 

Αντίθετα, µικρές τιµές του vega δηλώνουν τη µικρή επιρροή της σ στην τιµή του παραγώγου. 

∆εδοµένου ότι µία από τις υποθέσεις για την εφαρµογή του µοντέλου των Black and Scholes 

είναι η σταθερή µεταβλητότητα, θα περίµενε κανείς ότι ο υπολογισµός του vega απευθείας 

από  το µοντέλο να δίνει λάθος αποτελέσµατα. Εν συνεχεία αυτού, θα περίµενε ότι ο σωστός 

υπολογισµός της παραµέτρου να δίνεται από ένα µοντέλο όπου θεωρεί τη µεταβλητότητα ως 

στοχαστική. Ωστόσο, στην πράξη τα αποτελέσµατα και στις δύο περιπτώσεις είναι αρκετά 

κοντά! Αυτό σηµαίνει ότι και το µοντέλο των Black and Scholes δίνει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα για τον υπολογισµό της παραµέτρου vega χωρίς να χρειάζεται να καταφύγει 

κάποιος στον δύσκολο υπολογισµό αυτής µέσω µοντέλων µε στοχαστική µεταβλητότητα. 

 

4. ( ) ( )'
1 2 0

2
rTC S

Theta d K r e d
T T

σ −∂
= Θ= =− Φ − Φ <

∂
. 

Είναι η πρώτη παράγωγος της τιµής του παραγώγου ως προς το πέρασµα του χρόνου. 

Εκφράζει την αλλαγή που παρατηρείται στην τιµή του παραγώγου καθώς περνάει ο χρόνος. 

Όταν µειώνεται (αυξάνεται) ο χρόνος εξάσκησης για ένα δικαίωµα αγοράς τότε η τιµή του 

αυξάνεται (µειώνεται). Η τιµή της συγκεκριµένης παραµέτρου είναι πάντα αρνητική. Το theta 

χρησιµοποιείται από τους επενδυτές κυρίως ως ένα χρήσιµο περιγραφικό στατιστικό εργαλείο 

και όχι ως κάτι παραπάνω. ∆εν έχει την ίδια σηµασία σε σχέση µε τα υπόλοιπα “Greeks” 

αφού δεν παρουσιάζει κανένα ενδιαφέρον και δεν έχει κανένα νόηµα να κατασκευασθεί για 

παράδειγµα µία στρατηγική theta hedging για την εξασφάλιση έναντι των αλλαγών στη 

µονάδα του χρόνου. Αντίθετα έχει µεγάλη σηµασία να κατασκευασθεί για παράδειγµα µία 

στρατηγική delta hedging για την εξασφάλιση έναντι των αλλαγών που παρουσιάζονται στις 

τιµές της µετοχής. 
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5. ( )2
rTC

Rho T K e d
r

ρ −∂
= = = Φ

∂
. 

Είναι η πρώτη παράγωγος της τιµής του παραγώγου ως προς την τιµή του επιτοκίου (r). 

Εκφράζει ένα µέτρο ευαισθησίας της τιµής του παραγώγου ως προς τις αλλαγές στην τιµή 

του επιτοκίου της αγοράς. Σε περίπτωση αύξησης (µείωσης) του επιτοκίου η τιµή ενός 

δικαιώµατος αγοράς αυξάνεται (µειώνεται). 

 

Από την σχέση των Black and Scholes προκύπτει και η σχέση µεταξύ των Greeks η οποία 

είναι: 

 2 21

2
r C S r Sσ= Γ+ ∆ +Θ  (3.16) 

Στην σχέση (3.16) διαπιστώνεται η αλληλεξάρτηση της τιµής S του προϊόντος, πάνω στο 

οποίο δηµιουργήθηκε το παράγωγο (π.χ. µετοχής), του ασφαλίστρου C του παραγώγου, του 

επιτοκίου της αγοράς r καθώς και της µεταβλητότητας σ µε τις παραµέτρους gamma, delta 

και theta. 

 

 

3.8 ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 

 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάστηκε το µοντέλο τιµολόγησης των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων σε χρόνο συνεχή των Black and Scholes. Για την ανάπτυξη 

του µοντέλου µε προορισµό τους τελικές σχέσεις (3.14) και (3.15) είναι απαραίτητη η γνώση 

και σωστή χρήση σηµαντικών στοχαστικών (και όχι µόνο) “εργαλείων”. Τέτοια είναι η 

κίνηση Brown όπου αποτελεί την εισαγωγή στην στοχαστική ανάλυση και πήρε το όνοµά της 

από τον βοτανολόγο Robert Brown ο οποίος ήταν ο πρώτος που την παρατήρησε 

(θεµελιώθηκε από τον µαθηµατικό Norbert Wiener για αυτό είναι γνωστή και ως κίνηση 

Wiener), η γεωµετρική κίνηση Brown όπου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την αναπαράσταση 

των τιµών ενός  αγαθού όπως µίας µετοχής και το στοχαστικό ολοκλήρωµα και λήµµα του Itô 

που εάν και διαφαινόµενα αρκετά θεωρητικά είναι ιδιαίτερα σηµαντικά και µε ιδιαίτερη 

πρακτική εφαρµογή. Για την εφαρµογή του µοντέλου των Black and Scholes σαν βάση 

χρησιµοποιείται το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης και γίνετε η προσπάθεια του 

“περάσµατος” από το διακριτό χώρο και χρόνο στο συνεχές ανάλογο. Αυτό πραγµατοποιείται 
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αρχικά µε τον “κατακερµατισµό” του διαστήµατος του χρόνου ζωής του παραγώγου [0,Τ]. 

∆ηλαδή, ενώ στο διακριτό µοντέλο υπήρχαν n διακριτά σηµεία στο διάστηµα [0,Τ] τώρα 

επιλέγεται n τέτοιο ώστε n�∞. Οπότε θεωρείται η εξής “λεπτή” διαµέριση του διαστήµατος 

[0,Τ]: 

0 = t0 < t1 < … < tk < … < tn = T 

µε βήµα ∆t=h όπου θα ισχύει Τ = tn = nh µε h τέτοιο ώστε h�0. 

Στη συνέχεια, θεµελιώδης αρχή είναι η δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης που 

θα αποτελείται από ∆(t) µετοχές και Υ(t) ποσό και θα έχει αξία ίση µε την αξία του 

παραγώγου σε κάθε χρονική στιγµή t. Για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει να γίνετε συνεχής 

αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου. Η “δηµιουργία” αυτή των ποσοτήτων ∆(t) αποτελεί και 

την πολιτική της δέλτα εξασφάλισης γνωστή και ως delta hedging. Για το πόσο συχνά θα 

πρέπει να γίνετε αυτή η αναπροσαρµογή δηλώνεται από την τιµή της παραµέτρου gamma. Τα 

delta, gamma καθώς και τα vega, theta και rho, γνωστά και ως “the Greeks”, αποτελούν 

παραµέτρους που δείχνουν την ευαισθησία της τιµής ενός παραγώγου από τους παράγοντες 

τους οποίους εξαρτάται. 

Το συγκεκριµένο µοντέλο τιµολόγησης των Black and Scholes αποτελεί τον πλέον 

διαδεδοµένο τρόπο τιµολόγησης των παραγώγων στον σύγχρονο οικονοµικό κόσµο για το 

λόγο αυτό οι Black, Scholes και Merton τιµήθηκαν µε το Νόµπελ οικονοµίας το 1997. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  ΤΟΥ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ BLACK AND SCHOLES 

 
 
 
 

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Στα προηγούµενα κεφάλαια πραγµατοποιήθηκε µία πρώτη επαφή µε τα δικαιώµατα 

προαίρεσης καθώς επίσης έγινε και η θεωρητική παρουσίαση του διωνυµικού µοντέλου 

τιµολόγησης των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων και του µοντέλου των Black 

and Scholes. Το πρώτο από αυτά τα δύο µοντέλα τιµολόγησης εξελίσσεται σε χρόνο και χώρο 

διακριτό όπου τα πράγµατα είναι πιο απλά και πιο κατανοητά. Αν και αυτή η ιδιαιτερότητά 

του το αποµακρύνει από την πραγµατικότητα και το κάνει µη εφαρµόσιµο σε πραγµατικές 

καταστάσεις ωστόσο, αποτελεί την εισαγωγή στον κόσµο της τιµολόγησης των παραγώγων 

(και όχι µόνο αυτών). Επίσης, δείχνει το δρόµο για το τι θα πρέπει να συµβαίνει για την 

τιµολόγηση σε πραγµατικές (πιο σύνθετες) καταστάσεις όπου ο χρόνος και ο χώρος είναι 

συνεχής. Σε τέτοιες καταστάσεις εφαρµόζεται το µοντέλο των Black and Scholes. Σε αυτό το 

κεφάλαιο, στα πλαίσια της καλύτερης κατανόησης της θεωρίας που αναπτύχθηκε µέχρι τώρα, 

θα παρουσιαστεί ένα αριθµητικό παράδειγµα τιµολόγησης µε τη βοήθεια του διωνυµικού 

µοντέλου µε εικονικές τιµές. Στη συνέχεια, θα πραγµατοποιηθεί αριθµητική εφαρµογή του 

µοντέλου των Black and Scholes σε πραγµατικά δεδοµένα, καθώς επίσης θα παρουσιαστεί 

και η στρατηγική της δέλτα εξασφάλισης (delta hedging), όπως αυτά αναπτύχθηκαν στο 3ο 

κεφάλαιο. 
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4.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗΣ 

 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής ΑΑΑ τη χρονική στιγµή t0=0 είναι €10. Συµβολικά S0=10€. 

Έστω επίσης ότι ένας επενδυτής θέλει να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς επί της µετοχής 

αυτής µε τιµή εξάσκησης Κ=11€. Ο υπολογισµός της αξίας του παραγώγου θα γίνει µε την 

χρήση του διωνυµικού µοντέλου 3 περιόδων. ∆εδοµένου ότι ικανοποιούνται οι απαραίτητες 

προϋποθέσεις για την εφαρµογή του µοντέλου (όπως αυτές έχουν αναφερθεί στο κεφάλαιο 2) 

και για a=1.2, b=0.8 και r=10% (ικανοποιώντας έτσι και την σχέση (2.1)) προκύπτει το εξής 

∆ιάγραµµα 4.1 (που είναι ανάλογο µε το ∆ιάγραµµα 2.2): 

 

∆ιάγραµµα 4.1 
Αριθµητικά αποτελέσµατα διωνυµικού µοντέλου 3 περιόδων 

 

Στο ∆ιάγραµµα 4.1 δίνονται όλες οι πιθανές τιµές της µετοχής µετά από τρεις περιόδους. 

Με έντονο χρώµα φαίνονται οι περιπτώσεις όπου το δικαίωµα είναι in-the-money για τον 

αγοραστή του (holder). Πιο αναλυτικά, η τιµή της µετοχής στο χρόνο 1, συµβολικά S1, είτε 

1-p 

p 

1-p 

p 

p 

p 

1-p 

p 

1-p 

1-p 

1-p 

p 

a2 S0= 14.4€ 

ab S0= 9.6€ 

b2 S0= 6.4€ 

 S2 

 S1 

b3 S0= 5.12€ 

b2a S0= 7.68€ 

a2b S0= 11.52€ 

a3 S0= 17.28€ 

 S3 

 t0  t1 t2 t3 

t 

S0 

bS0=0.8*10
=8€ 

aS0=1.2*10
= 12€ 

10€ 
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θα ανέβει στην τιµή S1(1) = aS0 = 12€  είτε θα πέσει στην τιµή S1(0) = bS0 = 8€. Στο χρόνο 

δύο η τιµή της µετοχής, συµβολικά S2, θα µπορεί να πάρει µία από τις τέσσερις (22) τιµές: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 1 0 2 1 0

2
2 1 0 2 1 0

1,1 1 14.4€ , 1,0 1 9.6€

0,1 1 9.6€ , 0,0 1 6.4€

S aS a S S bS baS

S aS abS S bS b S

= = = = = =

= = = = = =
 

 

Στο χρόνο τρία υπάρχουν οχτώ (23) διαφορετικά “µονοπάτια” (S3(1,1,1), S3(1,1,0), S3(1,0,1), 

S3(1,0,0), S3(0,1,1), S3(0,1,0), S3(0,0,1), S3(0,0,0)) και τέσσερις διαφορετικές πιθανές τιµές 

που µπορεί να πάρει η τιµή της µετοχής οι οποίες είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
3 2 0 3 3 3 0

2 3
3 3 3 0 3 2 0

1,1,1 1,1 17.28€ , 1,1,0 1,0,1 0,1,1 11.52€

1,0,0 0,1,0 0,0,1 7.68€ , 0,0,0 0,0 5.12€

S aS a S S S S a bS

S S S ab S S bS b S

= = = = = = =

= = = = = = =
 

Για την εφαρµογή του διωνυµικού µοντέλου, για την εύρεση της αξίας του παραγώγου, 

θεωρείται ότι ο επενδυτής παράλληλα µε την πώληση του δικαιώµατος αγοράς επί της 

µετοχής ΑΑΑ δηµιουργεί και ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης, το οποίο θα αποτελείται από 

µετοχές και ένα ποσό. Το δικαίωµα αγοράς και το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης (το οποίο θα 

αναπροσαρµόζεται σε κάθε χρονική περίοδο) θα πρέπει να έχουν την ίδια αξία κάθε χρονική 

στιγµή, ικανοποιώντας έτσι και την αρχή του µη σίγουρου κέρδους. 

Στο χρόνο t3=T, που αποτελεί και τον χρόνο λήξης, η πιθανή αξία του δικαιώµατος αγοράς 

θα είναι µία από τις τιµές: 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 3 3 3

1,1,1 1,1,1 17.28 11 6.28€

1,1,0 1,1,0 11.52 11 0.52€ 1,0,1 0,1,1

V S K

V S K V V

++

++

= − = − =

= − = − = = =

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

3 3 3 3

3 3

1,0,0 1,0,0 7.68 11 0€ 0,1,0 0,0,1

0,0,0 0,0,0 5.12 11 0€

V S K V V

V S K

++

++

= − = − = = =

= − = − =
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∆εδοµένης της short θέσης του επενδυτή στο δικαίωµα, το κέρδος του θα δίνεται από την 

σχέση (1.2). 

Στο χρόνο t2 οι πιθανές τιµές του παραγώγου θα δίνονται από την σχέση (2.26) και θα 

είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( )

2 3 3

2 3 3

2 3 3

2

1 1
1,1 1,1,1 1 1,1,0 0.75 6.28 0.25 0.52 4.4€

1 1 0.1

1 1
1,0 1,0,1 1 1,0,0 0.75 0.52 0.25 0 0.35€

1 1 0.1

1 1
0,1 0,1,1 1 0,1,0 0.75 0.52 0.25 0 0.35€

1 1 0.1

1
0,0

1

V qV q V
r

V qV q V
r

V qV q V
r

V qV
r

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

=
+

( ) ( ) ( ) [ ]3 3

1
0,0,1 1 0,0,0 0.75 0 0.25 0 0€

1 0.1
q V + − = ⋅ + ⋅ =  +

 

 

Όπου q και 1-q υπενθυµίζεται ότι είναι οι “εικονικές” πιθανότητες που ισχύουν στον 

κόσµο του ουδέτερου ρίσκου. Από την σχέση (2.10) προκύπτουν οι τιµές αυτών: 

 

( )11 1 0.1 0.8
0.75 1 0.25

1.2 0.8

a rr b
q q

a b a b
και

− ++ − + −
= = = − = =

− − −
 

 

Οµοίως στο χρόνο t1 οι πιθανές τιµές του παραγώγου θα είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 2 2

1 2 2

1 1
1 1,1 1 1,0 0.75 4.4 0.25 0.35 3.08€

1 1 0.1

1 1
0 0,1 1 0,0 0.75 0.35 0.25 0 0.32€

1 1 0.1

V qV q V
r

V qV q V
r

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

 

 

Τέλος, στο χρόνο t0 η τιµή του παραγώγου, δηλαδή η αξία του, θα είναι ίση µε: 
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( ) ( ) ( ) [ ]0 1 1

0

1 1
1 1 0 0.75 3.08 0.25 0.32 2.17€

1 1 0.1

2.17€

V qV q V
r

V C

 = + − = ⋅ + ⋅ = + +

= =
 

 

Αυτή θα είναι και η τιµή του ασφαλίστρου C που θα πρέπει να καταβάλει ο αγοραστής κατά 

την χρονική στιγµή της σύναψης του συµβολαίου, για να αγοράσει το δικαίωµα αγοράς επί 

της µετοχής. 

Το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης αναπροσαρµόζεται σε κάθε χρονική περίοδο. Η σύνθεσή 

του αλλάζει συνεχώς ανάλογα µε τις µεταβολές στην τιµή της µετοχής. Η ακολουθία των 

όρων ∆0, ∆1 και ∆2 που συµβολίζουν τον αριθµό των µετοχών που υπάρχουν στο 

χαρτοφυλάκιο σε κάθε χρονική περίοδο αποτελούν την εφαρµογή της δέλτα-εξασφάλισης 

στρατηγικής, γνωστή και ως delta hedging. Παράλληλα µε την δηµιουργία της ακολουθίας 

των όρων ∆0, ∆1 και ∆2 πραγµατοποιείται και η δηµιουργία της ακολουθίας των όρων Χ0, Χ1 

και Χ2 που συµβολίζουν το ποσό που απαιτείται να δανειστεί ή να δανείσει ο επενδυτής, σε 

κάθε χρονική περίοδο που γίνεται η αναπροσαρµογή, έτσι ώστε το χαρτοφυλάκιο και το 

παράγωγο να έχουν πάντα την ίδια αξία. 

Την χρονική στιγµή t0, το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης θα αποτελείται από ∆0 µετοχές και 

από το ποσό Χ0. Από τη σχέση (2.27) υπολογίζεται ότι: 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 1
0

1 1

1 0 3.08 0.32
0.69

1 0 12 8

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

και 

 

0 0 0 0 2.18 0.69 10 4.72€X V S= −∆ = − ⋅ = −  

 

∆ηλαδή, ο επενδυτής για την δηµιουργία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης στο χρόνο t0 θα 

πρέπει να έχει στην κατοχή του ∆0=0.69 µετοχές ΑΑΑ και θα δανειστεί (ή για παράδειγµα θα 

εκδώσει οµόλογο) µε ονοµαστικό επιτόκιο r, το ποσό Χ0=4.72€.  

Μετά από µία χρονική περίοδο, στο χρόνο t1, ο επενδυτής γνωρίζοντας την κίνηση και την 

τιµή της µετοχής  ΑΑΑ αναπροσαρµόζει το χαρτοφυλάκιό του, το οποίο τώρα θα αποτελείται 
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από ∆1 µετοχές και ποσό Χ1, έτσι ώστε να παραµένει ένα χαρτοφυλάκιο που θα τον 

εξασφαλίζει απέναντι στον κίνδυνο στον οποίο είναι εκτεθειµένος. 

 

Περίπτωση 1: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t1, σηµειώνει άνοδο και η τιµή της είναι 

S1(1)=12€. Σε αυτή την περίπτωση και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.13) και (2.23) 

προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 01 1 1 0.69 12 1 0.1 2.17 0.69 10 3.077€X S r V S= ∆ + + −∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2

1,1 1,0 4.4 0.35
1 0.84

1,1 1,0 14.4 9.6

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 0.84 µετοχές και το ποσό των €3.077 το 

οποίο ο επενδυτής θα πρέπει να δανείσει ή να επενδύσει (µε ονοµαστικό επιτόκιο r). 

 

Περίπτωση 2: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t1, σηµειώνει κάθοδο και η τιµή της είναι 

S1(0)=8€. Σε αυτή την περίπτωση και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.14) και (2.20)  

προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 00 0 1 0.69 8 1 0.1 2.17 0.69 10 0.317€X S r V S= ∆ + + −∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2

0,1 0,0 0.35 0
0 0.11

0,1 0,0 9.6 6.4

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 0.11 µετοχές και το ποσό των €0.317 το 

οποίο ο επενδυτής θα πρέπει να δανείσει ή να επενδύσει (µε ονοµαστικό επιτόκιο r). 
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Μετά από δύο χρονικές περιόδους, στο χρόνο t2, ο επενδυτής γνωρίζοντας την κίνηση και 

την τιµή της µετοχής  ΑΑΑ αναπροσαρµόζει ξανά το χαρτοφυλάκιό του, το οποίο τώρα θα 

αποτελείται από ∆2 µετοχές και ποσό Χ2. 

 

Περίπτωση 1: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t2, είναι S2(1,1)=14.4€. Σε αυτή την περίπτωση 

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.25) και (2.27) προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 11,1 1 1,1 1 1 1 1 0.84 14.4 1 0.1 3.077 0.84 12 4.39€X S r X S= ∆ + + − ∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
2

3 3

1,1,1 1,1,0 6.28 0.52
1,1 1

1,1,1 1,1,0 17.28 11.52

V V
ή

S S
µετοχ

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 1 µετοχή (πλήρης αντιστάθµιση) και ο 

επενδυτής θα πρέπει να δανείσει ή να επενδύσει (µε ονοµαστικό επιτόκιο r) το ποσό των 

€4.39. Σε αυτήν την περίπτωση και µετά από 3 περιόδους, στο χρόνο t3, ο αγοραστής του 

δικαιώµατος θα εξασκήσει το δικαίωµα του (καθώς η τιµή της µετοχής θα είναι µεγαλύτερη 

από την τιµή εξάσκησης) και ο επενδυτής είναι υποχρεωµένος να πωλήσει την µετοχή (που 

βρίσκεται στο χαρτοφυλάκιό εξασφάλισης) στην τιµή εξάσκησης. Η ζηµία του επενδυτή 

αντισταθµίζεται από την είσπραξη του ποσού που έχει δανείσει ή επενδύσει. 

 

Περίπτωση 2: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t2, είναι S2(1,0)=9.6€. Σε αυτή την περίπτωση και 

χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.25) και (2.27) προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 11,0 1 1,0 1 1 1 1 0.84 9.6 1 0.1 3.077 0.84 12 0.36€X S r X S= ∆ + + −∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
2

3 3

1,0,1 1,0,0 0.52 0
1,0 0.14

1,0,1 1,0,0 11.52 7.68

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 0.14 µετοχές και ο επενδυτής θα πρέπει 

να δανείσει ή να επενδύσει το ποσό των €0.36. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 100 

Περίπτωση 3: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t2, είναι S2(0,1)=9.6€. Σε αυτή την περίπτωση και 

χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.25) και (2.27) προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 10,1 0 0,1 1 0 0 0 0.11 9.6 1 0.1 0.317 0.11 8 0.44€X S r X S= ∆ + + − ∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
2

3 3

0,1,1 0,1,0 0.52 0
0,1 0.14

0,1,1 0,1,0 11.52 7.68

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 0.14 µετοχές και ο επενδυτής θα πρέπει 

να δανείσει ή να επενδύσει το ποσό των €0.44. 

 

Περίπτωση 4: 

Έστω ότι η τιµή της µετοχής, στο χρόνο t2, είναι S2(0,0)=6.4€. Σε αυτή την περίπτωση και 

χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.25) και (2.27) προκύπτουν τα εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 10,0 0 0,0 1 0 0 0 0.11 6.4 1 0.1 0.317 0.11 8 0.08€X S r X S= ∆ + + −∆ = ⋅ + + ⋅ − ⋅ =  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
2

3 3

0,0,1 0,0,0 0 0
0,0 0

0,0,1 0,0,0 7.68 5.12

V V
έ

S S
µετοχ ς

− −
∆ = = =

− −
 

 

∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο θα αποτελείται τώρα από 0 µετοχές και ο επενδυτής θα πρέπει να 

δανείσει το ποσό των €0.08. Σε αυτήν την περίπτωση όπως διαπιστώνεται (∆2(0,0)=0 µετοχές) 

το δικαίωµα δεν εξασκείται. 

 

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφερθεί ότι µία καλύτερη διακριτοποίηση και ένας 

µεγαλύτερος αριθµός χρονικών περιόδων θα είχε ακόµη καλύτερα αποτελέσµατα, ειδικά για 

περιπτώσεις ανάλογες των 2, 3 και 4. Ωστόσο, η παραπάνω εφαρµογή έγινε  στο πλαίσιο της 

καλύτερης κατανόησης της διαδικασίας που χρησιµοποιείται για την εύρεση της αξίας ενός 

παραγώγου δικαιώµατος µέσω του διωνυµικού µοντέλου και µεγαλύτερος αριθµός χρονικών 

περιόδων δεν προσφέρει τίποτα παραπάνω σε αυτό. 
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4.3 ΕΦΑΡΜΟΓΗ TOY ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ BLACK AND SCHOLES 

 

Η εφαρµογή του µοντέλου των Black and Scholes θα γίνει για την τιµολόγηση ενός 

παραγώγου χρηµατοοικονοµικού προϊόντος πάνω στην µετοχή της Εθνικής Τράπεζας της 

Ελλάδος (ΕΤΕ). Πιο συγκεκριµένα, µε την βοήθεια των Black and Scholes θα υπολογιστεί το 

ασφάλιστρο που θα πρέπει να καταβληθεί στον επενδυτή Α, ο οποίος θα πωλήσει ένα 

δικαίωµα αγοράς επί της µετοχής της ΕΤΕ στον επενδυτή Β. Στη συνέχεια, θα παρουσιαστεί 

η στρατηγική της αντιστάθµισης ∆έλτα (Delta hedging). Σύµφωνα µε αυτή, ο επενδυτής A, 

αντισταθµίζει πλήρως τον κίνδυνο στον οποίο είναι εκτεθειµένος από τη στιγµή της σύναψης 

του συµβολαίου µε τον επενδυτή Β, µε την δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης 

(hedging portfolio). Παρακάτω παρουσιάζονται κάποια στοιχεία για την Εθνική Τράπεζα της 

Ελλάδος. 

Η Εθνική Τράπεζα της Ελλάδος Α.Ε. ιδρύθηκε το 1841 και εισήχθη στο Χρηµατιστήριο 

Αξιών Αθηνών (Χ.Α.Α.) το 1880. Ο Όµιλος της ΕΤΕ έχει παρουσία σε 12 χώρες, µε 1.081 

τραπεζικές µονάδες (δίκτυο ΕΤΕ εξωτερικού, δίκτυα καταστηµάτων θυγατρικών και γραφεία 

αντιπροσωπείας). Συγκαταλέγεται, µάλιστα, ανάµεσα στους ισχυρότερους τραπεζικούς 

οµίλους σε ευρωπαϊκό επίπεδο (27η θέση). Αξίζει να σηµειωθεί ότι η Εθνική Τράπεζα είναι η 

µόνη ελληνική παρουσία στην λίστα των 500 κορυφαίων εταιρειών του κόσµου και 

συγκαταλέγεται ανάµεσα στους πιο ισχυρούς τραπεζικούς οµίλους, σύµφωνα µε την 

κατάταξη FT Global 500 της εφηµερίδας Financial Times. Το 2007 είναι η πρώτη χρονιά που 

η Εθνική Τράπεζα της Ελλάδος περιλαµβάνεται σε αυτήν την κατάταξη καταλαµβάνοντας 

την 363η θέση. 

Ο επενδυτής Α, προβλέπει στασιµότητα ή κάθοδο της τιµής της ΕΤΕ οπότε και αποφασίζει 

να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς επί της µετοχής. Αντίθετα, ο επενδυτής Β, πιστεύει ότι η 

τιµή της µετοχής θα σηµειώσει άνοδο και αποφασίζει να αγοράσει το δικαίωµα αγοράς που 

πουλά ο επενδυτής Α. 

Ο επενδυτής Α, αναγνωρίζοντας το ρίσκο που αναλαµβάνει και µη θέλοντας να υποστεί 

ζηµία από τυχόν άνοδο της τιµής της µετοχής, καθώς θα είναι υποχρεωµένος να πωλήσει 

στον Β στην τιµή εξάσκησης η οποία θα είναι χαµηλότερη από την τιµή της αγοράς, 

αποφασίζει να δηµιουργήσει ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. Με αυτόν τον τρόπο, 

εξασφαλίζεται έναντι του κινδύνου στον οποίο είναι εκτεθειµένος. Υπενθυµίζεται ότι ένα 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 102 

χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης έχει συνεχώς την ίδια αξία µε το δικαίωµα “πάνω” στο οποίο 

δηµιουργήθηκε. 

Για την εφαρµογή του µοντέλου χρησιµοποιήθηκαν 159 εβδοµαδιαίες τιµές κλεισίµατος 

της εν λόγω µετοχής. Πιο συγκεκριµένα, το δείγµα που χρησιµοποιήθηκε έχει ως αρχή την 

τιµή κλεισίµατος της Παρασκευής 23/06/2006 (25η εβδοµάδα του έτους) η οποία 

διαµορφώθηκε στα €25.4199 (1η παρατήρηση) και τέλος την τιµή κλεισίµατος της 

Παρασκευής 03/07/2009 (26η εβδοµάδα του έτους) η οποία διαµορφώθηκε στα €17.86 (159η 

παρατήρηση). Ως µονάδα του χρόνου λαµβάνεται το έτος, το οποίο χωρίζεται σε εβδοµάδες 

(1 έτος ισοδυναµεί µε 53 εβδοµάδες). Η επιλογή του δείγµατος έγινε έτσι ώστε, αφενός να 

συµπεριλαµβάνονται τιµές πριν, κατά τη διάρκεια και µετά την παγκόσµια οικονοµική κρίση 

και αφετέρου να µην είναι αρκετά µεγάλος ο όγκος των δεδοµένων, κάτι το οποίο είναι καλό 

να αποφεύγεται σε περιπτώσεις όπως αυτή του υπολογισµού της µεταβλητότητας σ της τιµής 

της µετοχής. Οι τιµές της µετοχής για την συγκεκριµένη χρονική περίοδο, καθώς και η 

εκτίµηση της µεταβλητότητας σ, παρουσιάζονται αναλυτικά στο Παράρτηµα Α στο τέλος του 

κεφαλαίου. 

Η εφαρµογή για την αντιστάθµιση ∆έλτα θα γίνεται κάθε 1 εβδοµάδα για 10 εβδοµάδες 

(οπότε και εκπνέει το δικαίωµα) και δεδοµένου ότι οι τιµές της µετοχής θα είναι γνωστές την 

κάθε χρονική στιγµή της αναπροσαρµογής.  

 

Πίνακας 4.1 
Χαρακτηριστικά ∆ικαιώµατος επί της µετοχής της ΕΤΕ 

Ηµέρα Σύναψης  Παρασκευή 03/07/2009 (26η εβδοµάδα) 

 

Τιµή ΕΤΕ (Stock Price): S0 €17.86 

Τιµή Εξάσκησης (Strike Price): K €20 

Χρόνος (Maturity): T 10 εβδοµάδες (10/53) 

Μεταβλητότητα (Volatility): σ 0.279 (≈27.9%) 

Επιτόκιο (Interest Rate): r 3.08% 

 

Η µεταβλητότητα σ της τιµής της µετοχής υπολογίστηκε µε την µέθοδο εκτίµησης από 

ιστορικά δεδοµένα. Τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν αποτελούνται από 159 τιµές 
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κλεισίµατος της ΕΤΕ εβδοµαδιαίων παρατηρήσεων. Σύµφωνα µε το µοντέλο των Black and 

Scholes οι τυχαίες µεταβλητές: 

1

ln t
t

t

S
X

S −

=  

είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την Ν(τµ, τσ2). Οι Χt αποτελούν, επίσης, τις αποδόσεις της 

µετοχής. Τέλος, όπως διαπιστώνεται, η εκτίµηση της µεταβλητότητας αποτελεί την 

δειγµατική διασπορά των Χt. Σε αυτό το σηµείο, αξίζει να αναφερθεί ότι η προαναφερθείσα 

εκτίµηση της µεταβλητότητας ίσως να µην αποτελεί την πλέον κατάλληλη µέθοδο, 

δεδοµένου ότι υπάρχουν και άλλες µέθοδοι εκτίµησης αυτής. Κάποιες από αυτές είναι η 

εκτίµηση από σταθµισµένα ιστορικά δεδοµένα ή η εκτίµηση από τις υπάρχουσες τιµές των 

παραγώγων που διατίθενται στην αγορά, γνωστή και ως τεκµαρτή µεταβλητότητα (implied 

volatility), ή ακόµη και η χρησιµοποίηση στοχαστικής µεταβλητότητας (stochastic volatility). 

Ωστόσο, η εκτίµηση της µεταβλητότητας γίνετε απλώς και µόνο για την εφαρµογή του 

µοντέλου και δεν αποτελεί αντικείµενο εξέτασης της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, 

οπότε και περαιτέρω ανάλυση και εκτίµηση αυτής δεν θα προσέφερε κάτι ποιοτικότερο στα 

αποτελέσµατα. 

Το επιτόκιο (interest rate) που χρησιµοποιείται είναι το 3ετές επιτόκιο που ισχύει για τα 

οµόλογα του ελληνικού δηµοσίου (επένδυση χωρίς κίνδυνο – risk free). Επίσης, ισχύει ότι 

οποιοσδήποτε επενδυτής µπορεί να δανείζει και να δανείζεται µε το ίδιο επιτόκιο σύµφωνα 

και µε τις προϋποθέσεις για την εφαρµογή του µοντέλου. 

 

Όπως αποτυπώνεται και στον Πίνακα 4.1, ο επενδυτής Α αποφασίζει την Παρασκευή 

03/07/2009 (26η εβδοµάδα του έτους) να πωλήσει ένα δικαίωµα αγοράς επί της µετοχής της 

ΕΤΕ στον επενδυτή Β. Η τιµή κλεισίµατος κατά την ηµέρα της σύναψης του συµβολαίου 

διαµορφώνεται στα S0=17.86€. Η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος είναι Κ=20€. Το 

συµβόλαιο εκπνέει την Παρασκευή στις 11/09/2009, που αποτελεί και τον χρόνο λήξης µετά 

από διάρκεια 10 εβδοµάδων Τ=10/53. Η µεταβλητότητα της τιµής της ΕΤΕ εκτιµήθηκε ότι 

είναι 2ˆ ˆ ˆ0.077 0.279 27.9%σ σ σ= ⇔ = ⇒ =  και το επιτόκιο της αγοράς σύµφωνα µε το οποίο 

µπορεί κάποιος να δανείζει και να δανείζεται είναι r=3.08%. 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 104 

Χρονική Στιγµή t0: Παρασκευή 03/07/2009 (σύναψη του συµβολαίου) 

Από την σχέση (3.15) και µε την εφαρµογή του τύπου των Black and Scholes προκύπτει 

ότι η τιµή του δικαιώµατος είναι: 

0.24 €C =  

Εποµένως, την χρονική στιγµή της σύναψης του συµβολαίου, Παρασκευή 03/07/2009 (t0=0),  

θα πρέπει ο επενδυτής Β (holder) να πληρώσει στον επενδυτή Α (writer) το ποσό-

ασφάλιστρο (margin) των €0.24 για να αγοράσει το δικαίωµα. Την Παρασκευή 11/09/2009, ο 

επενδυτής Β, θα αποφασίσει εάν θα το εξασκήσει ή όχι ανάλογα µε την τιµή της µετοχής 

εκείνη τη µέρα. Αξίζει να σηµειωθεί ότι µε µόλις €24 θα µπορούσε κάποιος να αγοράσει 100 

δικαιώµατα αγοράς επί της µετοχής ΕΤΕ. 

 

Πίνακας 4.2 
Τιµές Ελληνικών Γραµµάτων 

Delta 0.207 

Gamma 0.130964 

Vega 0.022352 

Theta -0.00475 

Rho 0.007 

 

Στον Πίνακα 4.2 δίνονται τα αποτελέσµατα των ελληνικών. Από τις παραπάνω 

παραµέτρους που υπολογίστηκαν θα δοθεί ιδιαίτερη έµφαση στις παραµέτρους delta και 

gamma οι οποίες χρησιµοποιούνται για την δηµιουργία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης.  

Η τιµή gamma δείχνει πόσο συχνά θα πρέπει να γίνεται η αναπροσαρµογή του 

χαρτοφυλακίου, έτσι ώστε να αποφεύγονται τυχόν ζηµίες από αλλαγές στην τιµή της µετοχής. 

∆εδοµένου ότι 0.13gamma≈ , αποφασίζεται από τον επενδυτή Α ότι δεν χρειάζεται να 

γίνεται ανά τακτά χρονικά διαστήµατα η αναπροσαρµογή και λαµβάνεται ως χρόνος αυτής το 

χρονικό διάστηµα της µίας εβδοµάδας. 

Η τιµή delta δείχνει τον αριθµό των µετοχών της ΕΤΕ που θα πρέπει να 

συµπεριλαµβάνονται στο χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. Οπότε, κατά την χρονική στιγµή της 

σύναψης του συµβολαίου 03/07/2009 (χρόνος t0=0), ο επενδυτής Α θα πρέπει να έχει στο 

χαρτοφυλάκιό του ∆0=0.207 µετοχές. Οι µετοχές αυτές κοστίζουν: 

0 0 0.207 17.86 3.697 €S∆ ⋅ = ⋅ ≈  
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Ο επενδυτής Α όµως, έχει εισπράξει το ασφάλιστρο 0.24 €C =  οπότε χρειάζεται ακόµη 

0 0 0 3.457 €X C S= −∆ ⋅ =−  τα οποία θα τα δανειστεί από την αγορά µε το ισχύον επιτόκιο 

r=3.08%. Εποµένως, στο χρόνο 0, το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης θα αποτελείται από 

∆0=0.207 µετοχές και το ποσό Χ0=-3.457€ το οποίο έχει δανειστεί. 

 

Χρονική Στιγµή t1: Παρασκευή 10/07/2009 

Η τιµή της µετοχής της ΕΤΕ “κλείνει” στα S1=16.38€ και αποµένουν ακόµη 9 εβδοµάδες 

(63 µέρες) έως την λήξη του δικαιώµατος. Με την εφαρµογή της σχέσης (3.15) των Black 

and Scholes υπολογίζεται ότι η αξία του δικαιώµατος είναι: 

1 0.04€V =  

και οι τιµές των ελληνικών delta και gamma είναι: 

 

 

 

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι την Παρασκευή 10/07/2009, ηµέρα πρώτης 

αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου, ο επενδυτής Α θα πρέπει να έχει στο χαρτοφυλάκιό 

του ∆1=0.053 µετοχές της ΕΤΕ. ∆εδοµένου ότι στο χαρτοφυλάκιο υπάρχουν ήδη ∆0=0.207 

µετοχές από την προηγούµενη χρονική στιγµή, η οποία αποτελούσε και την στιγµή της 

δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου, θα πρέπει να πωλήσει: 

1 0 0.053 0.205 0.154∆ −∆ = − =  µετοχές 

Από αυτήν την πράξη θα έχει κέρδος: 

1 1 0 16.38 0.154 2.523€S ⋅ ∆ − ∆ = ⋅ =  

Τέλος, από την προηγούµενη χρονική στιγµή t0, ο επενδυτής Α είχε δανειστεί ποσό Χ0 το 

οποίο τώρα λόγω του ανατοκισµού θα ισούται µε: 

1
0.0308

53
0

1.001

3.457 3.46€r te e
⋅⋅Χ ⋅ =− ⋅ = −14243  

Το µείον υποδηλώνει τη ζηµία. Ο επενδυτής χρωστά το συγκεκριµένο ποσό από τη στιγµή 

που έχει δανειστεί µε επιτόκιο r. 

Εποµένως τώρα, στο χρόνο t1, το συνολικό κόστος θα είναι: 

( )1 0 1 0 1 0.937€r te S⋅Χ = Χ ⋅ − ∆ −∆ ⋅ = −  

delta 0.053 

gamma 0.057 
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∆ηλαδή την χρονική στιγµή t1 και µετά την πρώτη αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου, ο 

επενδυτής προχώρησε στην πώληση 0.154 µετοχών της ΕΤΕ, έτσι ώστε να παραµείνουν στη 

σύνθεσή του ∆1=0.053 µετοχές και οφείλει ποσό Χ1=0.937€ για να παραµείνει το 

χαρτοφυλάκιό του ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. 

 

Χρονική Στιγµή t2: Παρασκευή 17/07/2009 

Η τιµή της µετοχής της ΕΤΕ “κλείνει” στα S2=19.03€ και αποµένουν ακόµη 8 εβδοµάδες 

(56 µέρες) έως την λήξη του δικαιώµατος. Με την εφαρµογή της σχέσης (3.15) των Black 

and Scholes υπολογίζεται ότι η αξία του δικαιώµατος είναι: 

2 0.48€V =  

και οι τιµές των ελληνικών delta και gamma είναι: 

 

 

 

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι την Παρασκευή 17/07/2009, ηµέρα δεύτερης 

αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου, ο επενδυτής Α θα πρέπει να έχει στο χαρτοφυλάκιό 

του ∆2=0.36 µετοχές της ΕΤΕ. ∆εδοµένου ότι στο χαρτοφυλάκιο υπάρχουν ήδη ∆1=0.053 

µετοχές από την προηγούµενη χρονική στιγµή, θα πρέπει να αγοράσει: 

2 1 0.36 0.053 0.307∆ −∆ = − =  µετοχές. 

Για να τις αγοράσει θα χρειαστεί: 

( )2 2 1 19.03 0.307 5.842€S ⋅ ∆ − ∆ = ⋅ =  

Τέλος, από την προηγούµενη χρονική στιγµή t1, ο επενδυτής Α οφείλει ποσό Χ1 το οποίο 

τώρα λόγω του ανατοκισµού θα ισούται µε: 

1
0.0308

53
1

1.001

0.937 0.938€r te e
⋅⋅Χ ⋅ =− ⋅ = −14243  

Το µείον υποδηλώνει τη ζηµία. Εποµένως τώρα, στο χρόνο 2, το συνολικό κόστος θα είναι: 

( )2 1 2 1 2 6.779€r te S⋅Χ = Χ ⋅ − ∆ −∆ ⋅ = −  

∆ηλαδή την χρονική στιγµή t2 και µετά την δεύτερη αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου, ο 

επενδυτής προχωρά στην αγορά 0.307 µετοχών της ΕΤΕ, έτσι ώστε να παραµείνουν στη 

delta 0.36 

gamma 0.18 
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σύνθεσή του ∆2=0.36 µετοχές και οφείλει ποσό Χ2=6.779€ για να παραµείνει το 

χαρτοφυλάκιό του ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. 

Με τον ίδιο τρόπο συνεχίζεται αυτή η διαδικασία µέχρι την Παρασκευή 11/09/2009 που 

αποτελεί και την ηµεροµηνία λήξης του συµβολαίου. ∆ηλαδή, ο επενδυτής Α, αρχικά 

υπολογίζει µε την βοήθεια της σχέσης των Black and Scholes την αξία Vt και τα αντίστοιχα 

ελληνικά του δικαιώµατος την κάθε, εκ των προτέρων καθορισµένη, χρονική στιγµή της 

αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου. Στη συνέχεια αγοράζει ή πουλάει ∆t-∆t-1 µετοχές, έτσι 

ώστε να υπάρχουν στη σύνθεση του χαρτοφυλακίου ∆t µετοχές και δανείζεται ποσό έτσι ώστε 

να οφείλει Xt €. Οι αντίστοιχοι υπολογισµοί, από την ηµεροµηνία της σύναψης του 

συµβολαίου µέχρι την ηµεροµηνία λήξης αυτού, δίνονται αναλυτικά στον παρακάτω πίνακα. 

 

Πίνακας 4.3 
Αποτελέσµατα αντιστάθµισης ∆έλτα 

t  St ∆t ∆t - ∆t-1 -St (∆t - ∆t-1) Xt 

t0: 

03/07/2009 

17.86 0.207 0.207 -3.697 -3.457 

t1: 

10/07/2009 

16.38 0.053 -0.154 2.523 -0.937 

t2: 

17/07/2009 

19.03 0.36 0.307 -5.842 -6.779 

t3: 

24/07/2009 

20 0.536 0.176 -3.520 -10.303 

t4: 

31/07/2009 

20.48 0.631 0.095 -1.946 -12.255 

t5: 

07/08/2009 

20.8 0.702 0.071 -1.471 -13.739 

t6: 

14/08/2009 

21.25 0.803 0.101 -2.146 -15.893 

t7: 

21/08/2009 

22.9 0.981 0.178 -4.076 -19.979 

t8: 

28/08/2009 

23.32 0.997 0.016 -0.373 -20.364 

t9: 

04/09/2009 

21.81 0.989 -0.008 0.174 -20.201 

t10: 
11/09/2009 

23 1 0.011 -0.253 -20.466 
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Ο Πίνακας 4.3 δίνει αναλυτικά τα αποτελέσµατα της αντιστάθµισης ∆έλτα από την 

ηµεροµηνία της σύναψης µέχρι την ηµεροµηνία της λήξης του δικαιώµατος. Πιο 

συγκεκριµένα, στη πρώτη στήλη δίνονται οι χρονικές στιγµές και οι ηµεροµηνίες της 

σύναψης του συµβολαίου και δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης, των 

αναπροσαρµογών και της λήξης αυτού. Στη δεύτερη στήλη δίνονται οι τιµές κλεισίµατος της 

µετοχής της ΕΤΕ την κάθε χρονική στιγµή της αναπροσαρµογής. Όπως διαπιστώνεται, η τιµή 

της µετοχής στην λήξη του συµβολαίου διαµορφώνεται στα €23. Ο επενδυτής Β προχωρά 

στην εξάσκηση του δικαιώµατος αγοράζοντας µία µετοχή της ΕΤΕ από τον επενδυτή Α, ο 

οποίος είναι υποχρεωµένος να πωλήσει στην τιµή Κ=20€. Στην τρίτη στήλη δίνονται τα 

αποτελέσµατα της παραµέτρου delta που δείχνει και τον αριθµό των µετοχών που θα πρέπει 

να υπάρχουν στο χαρτοφυλάκιο την κάθε στιγµή της αναπροσαρµογής. Στην τέταρτη στήλη 

δίνεται ο αριθµός των µετοχών που θα πρέπει να αγοράσει ή να πωλήσει ο επενδυτής Α σε 

κάθε αναπροσαρµογή, έτσι ώστε να καταλήξει µε τον απαιτούµενο αριθµό των µετοχών της 

τρίτης στήλης. Το µείον σηµαίνει ότι ο επενδυτής θα πρέπει να πωλήσει µετοχές, ενώ το συν 

ότι θα πρέπει να αγοράσει. Στην πέµπτη στήλη υπολογίζεται το κόστος για τον επενδυτή Α 

από τις απαιτούµενες αγοραπωλησίες των µετοχών σε κάθε αναπροσαρµογή. Αρνητικό 

πρόσηµο σηµαίνει ότι ο επενδυτής θα πρέπει να αγοράσει τον απαραίτητο αριθµό των 

µετοχών και να δώσει το αντίστοιχο ποσό (κόστος). Θετικό πρόσηµο σηµαίνει ότι ο 

επενδυτής θα πρέπει να πωλήσει τον απαραίτητο αριθµό των µετοχών και να εισπράξει το 

αντίστοιχο ποσό (όφελος). Στην έκτη στήλη έχει υπολογιστεί και δίνεται το συνολικό κόστος 

που έχει ο επενδυτής σε κάθε χρονική στιγµή αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου του, από 

τις απαιτούµενες αγοραπωλησίες µετοχών και ανατοκισµένων ποσών που οφείλονται σε 

δανεισµούς προηγούµενων περιόδων. Το Xt δίνεται από την σχέση: 

 ( )
1 1i i i

r t

t t t t tX X e S
− −

= ⋅ − ⋅ ∆ − ∆  (4.1) 

Στη συνέχεια θα αναλυθούν οι απαιτούµενες κινήσεις του επενδυτή, στους χρόνους t8, t9 και 

t10, οι οποίες γίνονται για να παραµείνει το χαρτοφυλάκιο ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης.  

 

Χρονική Στιγµή t8: Παρασκευή 28/08/2009 

Η τιµή της µετοχής της ΕΤΕ “κλείνει” στα S8=23.32€ και αποµένουν ακόµη 2 εβδοµάδες 

(14 µέρες) έως την λήξη του δικαιώµατος. Με την εφαρµογή της σχέσης (3.15) των Black 

and Scholes υπολογίζεται ότι η αξία του δικαιώµατος είναι: 

8 3.34€V =  
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και οι τιµές των ελληνικών delta και gamma είναι: 

 

 

 

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι την Παρασκευή 28/08/2009, ηµέρα όγδοης 

αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου, ο επενδυτής Α θα πρέπει να έχει στο χαρτοφυλάκιό 

του ∆8=0.997 µετοχές της ΕΤΕ. ∆εδοµένου ότι στο χαρτοφυλάκιο υπάρχουν ήδη ∆7=0.981 

µετοχές από την προηγούµενη χρονική στιγµή, θα πρέπει να αγοράσει: 

8 7 0.997 0.981 0.016∆ −∆ = − =  µετοχές 

Για να τις αγοράσει θα χρειαστεί: 

( )8 8 7 23.32 0.016 0.373€S ⋅ ∆ − ∆ = ⋅ = −  

Τέλος, από την προηγούµενη χρονική στιγµή t7, ο επενδυτής Α οφείλει ποσό Χ7 το οποίο 

τώρα λόγω του ανατοκισµού θα ισούται µε: 

1
0.0308

53
7

1.001

19.979 19.991€r te e
⋅⋅Χ ⋅ =− ⋅ ≈ −14243  

Το µείον υποδηλώνει τη ζηµία. Εποµένως τώρα, στο χρόνο 8, το συνολικό κόστος θα είναι: 

( )8 7 8 7 8 20.364€r te S⋅Χ = Χ ⋅ − ∆ −∆ ⋅ = −  

∆ηλαδή την χρονική στιγµή t8 και µετά την όγδοη αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου, ο 

επενδυτής προχωρά στην αγορά 0.016 µετοχών της ΕΤΕ, έτσι ώστε να παραµείνουν στη 

σύνθεσή του ∆8=0.997 µετοχές και οφείλει ποσό Χ8=-20.364€ για να παραµείνει το 

χαρτοφυλάκιό του ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης.  

 

Χρονική Στιγµή t9: Παρασκευή 04/09/2009 

Η τιµή της µετοχής της ΕΤΕ “κλείνει” στα S9=21.81€ και αποµένει ακόµη 1 εβδοµάδα (7 

µέρες) έως την λήξη του δικαιώµατος. Με την εφαρµογή της σχέσης (3.15) των Black and 

Scholes υπολογίζεται ότι η αξία του δικαιώµατος είναι: 

9 1.825€V =  

και οι τιµές των ελληνικών delta και gamma είναι: 

 

 

delta 0.997 

gamma 0.005 

delta 0.989 

gamma 0.035 
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι την Παρασκευή 04/09/2009, ηµέρα ένατης 

αναπροσαρµογής του χαρτοφυλακίου, ο επενδυτής Α θα πρέπει να έχει στο χαρτοφυλάκιό 

του ∆9=0.989 µετοχές της ΕΤΕ. ∆εδοµένου ότι στο χαρτοφυλάκιο υπάρχουν ήδη ∆8=0.997 

µετοχές από την προηγούµενη χρονική στιγµή, θα πρέπει να πωλήσει: 

9 8 0.989 0.997 0.008∆ −∆ = − = −  µετοχές 

Από αυτήν την πώληση θα έχει κέρδος: 

9 9 8 21.81 0.008 0.174€S ⋅ ∆ − ∆ = ⋅ =  

Τέλος, από την προηγούµενη χρονική στιγµή t8, ο επενδυτής Α οφείλει ποσό Χ8 το οποίο 

τώρα λόγω του ανατοκισµού θα ισούται µε: 

1
0.0308

53
8

1.001

20.364 20.375€r te e
⋅⋅Χ ⋅ =− ⋅ ≈ −14243  

Το µείον υποδηλώνει τη ζηµία. Κατά συνέπεια, στο χρόνο 9, το συνολικό κόστος θα είναι: 

( )9 8 9 8 9 20.201€r te S⋅Χ = Χ ⋅ − ∆ −∆ ⋅ = −  

∆ηλαδή την χρονική στιγµή t9 και µετά την ένατη αναπροσαρµογή του χαρτοφυλακίου, ο 

επενδυτής προχωρά στην πώληση 0.008 µετοχών της ΕΤΕ, έτσι ώστε να παραµείνουν στη 

σύνθεσή του ∆9=0.989 µετοχές και οφείλει ποσό Χ9=-20.201€ για να παραµείνει το 

χαρτοφυλάκιό του ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης.  

 

Χρονική Στιγµή t10: Παρασκευή 11/09/2009 (λήξη του συµβολαίου) 

Η τιµή της µετοχής της ΕΤΕ, στην λήξη του συµβολαίου, διαµορφώθηκε στα S10=ST=23€ 

και το δικαίωµα θεωρείται in-the-money. Η τιµή της µετοχής στην αγορά είναι µεγαλύτερη 

από την τιµή εξάσκησης Κ=20€. Επιβεβαιώθηκαν οι προβλέψεις του επενδυτή Β για 

“σηµαντική” άνοδο της µετοχής της ΕΤΕ. Ο επενδυτής Β προχωρά στην εξάσκηση του 

δικαιώµατος και αγοράζει από τον επενδυτή Α µία µετοχή της ΕΤΕ στην τιµή εξάσκησης Κ. 

Ο επενδυτής Α, µετά την σύναψη του συµβολαίου και δεδοµένου του ασφαλίστρου που του 

έχει καταβάλει ο επενδυτής Β, είναι υποχρεωµένος να πωλήσει σε αυτή την τιµή.  

Η τελική αξία του δικαιώµατος είναι €3 και η τιµή του delta είναι 1. Αυτό σηµαίνει ότι 

στην εκπνοή του συµβολαίου στο χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης θα πρέπει να υπάρχει 1 µετοχή 

της ΕΤΕ (αποτελεί την µετοχή που θα πωληθεί στον επενδυτή Β). ∆εδοµένου ότι στο 

χαρτοφυλάκιο υπάρχουν ήδη ∆9=0.989 µετοχές από την προηγούµενη χρονική στιγµή, ο 

επενδυτής Α θα πρέπει να αγοράσει: 
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10 9 1 0.989 0.011∆ −∆ = − =  µετοχές 

Για να τις αγοράσει απαιτούνται: 

( )10 10 9 23 0.011 0.253€S ⋅ ∆ − ∆ = ⋅ =  

Από την προηγούµενη χρονική στιγµή t9, ο επενδυτής Α οφείλει ποσό Χ9 το οποίο τώρα λόγω 

του ανατοκισµού θα ισούται µε: 

1
0.0308

53
9

1.001

20.201 20.213€r te e
⋅⋅Χ ⋅ =− ⋅ ≈ −14243  

Το µείον υποδηλώνει τη ζηµία. Εποµένως, στο χρόνο λήξης, το συνολικό κόστος θα είναι: 

( )10 9 10 9 10 20.466€r te S⋅Χ = Χ ⋅ − ∆ −∆ ⋅ = −  

Οπότε, στην λήξη του συµβολαίου και µετά την δέκατη και τελευταία αναπροσαρµογή του 

χαρτοφυλακίου, ο επενδυτής Α προχωρά στην αγορά 0.011 µετοχών της ΕΤΕ, έτσι ώστε να 

παραµείνει στη σύνθεσή του ∆10=1 µετοχή και να οφείλει ποσό Χ10=-20.466€ για να 

παραµείνει το χαρτοφυλάκιό του ως ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης το οποίο αντισταθµίζει 

τον κίνδυνο που αναλαµβάνει µε την πώληση του δικαιώµατος αγοράς επί της µετοχής της 

ΕΤΕ.  

 

Τελικά αυτό που συµβαίνει είναι το εξής: 

Την Παρασκευή 11/09/2009, στο χρόνο λήξης, ο επενδυτής Α έχει στο χαρτοφυλάκιό του 1 

µετοχή της ΕΤΕ και οφείλει €20.466. Λόγω του συµβολαίου είναι υποχρεωµένος να πωλήσει 

στον επενδυτή Β µία µετοχή της ΕΤΕ στην τιµή Κ=20€ που αποτελεί και την τιµή εξάσκησης 

του δικαιώµατος. Εποµένως, ο επενδυτής Α θα εισπράξει από τον επενδυτή Β €20 και θα 

δώσει ακόµα 10 20.466 20 0.466€X K− = − =  για να αποπληρώσει το ποσό που οφείλει λόγω 

της δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να αναφερθεί 

ότι η αντιστάθµιση δεν είναι πλήρης και η ζηµία δεν είναι µηδενική λόγω του µικρού αριθµού 

των αναπροσαρµογών και της “µεγάλης” διακριτοποίησης. Εάν η αναπροσαρµογή του 

χαρτοφυλακίου γινόταν ανά πιο τακτά χρονικά διαστήµατα, για παράδειγµα κάθε µέρα και 

όχι κάθε εβδοµάδα τότε η αντιστάθµιση θα είχε καλύτερα αποτελέσµατα. Γενικά όσο πιο 

συχνά γίνετε η αναπροσαρµογή τόσο καλύτερη είναι η αντιστάθµιση δίνοντας σαν 

αποτέλεσµα µηδενική ζηµία. Στην πράξη όµως, κάτι τέτοιο είναι αρκετά δύσκολο να 

επιτευχθεί δεδοµένου και του κόστους των συναλλαγών που υπάρχουν στην αγορά. Εν 
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κατακλείδι, αυτό που επιτυγχάνεται στην πραγµατικότητα και είναι το πιο εφικτό µε την 

αντιστάθµιση ∆έλτα είναι η ελαχιστοποίηση και όχι ο µηδενισµός της ζηµίας.  

Τέλος, εάν ο επενδυτής είχε επιλέξει να µην ακολουθήσει την αντιστάθµιση ∆έλτα και να 

µην προχωρήσει στην δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης θα είχε υποστεί ζηµία 

ίση µε 23 20 3€TS K− = − = . Στην συγκεκριµένη περίπτωση, η τιµή της µετοχής “τερµάτισε” 

πάνω από την τιµή εξάσκησης και το δικαίωµα τελικά εξασκήθηκε. Για αυτό τον λόγο στο 

χαρτοφυλάκιο υπήρχε 1 µετοχή η οποία είναι και αυτή που θα δοθεί στον holder του 

δικαιώµατος. Στην περίπτωση όµως που η τιµή της µετοχής “τερµατίσει” κάτω από την τιµή 

εξάσκησης και το δικαίωµα τελικά δεν εξασκηθεί τότε στη σύνθεση του χαρτοφυλακίου δεν 

θα υπάρχει µετοχή και ο επενδυτής Α θα οφείλει µόνο ένα µικρό ποσό, το οποίο εάν η 

αναπροσαρµογή είναι η ενδεδειγµένη θα είναι µηδενικό. 

 

 

4.4 ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο έγιναν οι εφαρµογές τιµολόγησης παραγώγων χρηµατοοικονοµικών 

εργαλείων σε διακριτό και συνεχή χρόνο µε το διωνυµικό µοντέλο και µε αυτό των Black and 

Scholes αντίστοιχα. Επίσης, παρουσιάστηκαν οι στρατηγικές της αντιστάθµισης ∆έλτα µε την 

δηµιουργία ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης σε κάθε µία από τις περιπτώσεις του διακριτού 

και συνεχή χρόνου.  

Κατά την πρώτη εφαρµογή, παρουσιάστηκε η τιµολόγηση ενός δικαιώµατος αγοράς (call 

option) σε χρόνο διακριτό µε την βοήθεια του διωνυµικού µοντέλου και η στρατηγική της 

αντιστάθµισης ∆έλτα πάνω σε εικονικά δεδοµένα. ∆εδοµένου ότι το διωνυµικό µοντέλο δεν 

ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα, λόγω του ότι αναφέρεται και εξελίσσεται σε χρόνο και 

χώρο διακριτό, η συγκεκριµένη εφαρµογή έγινε στα πλαίσια της καλύτερης κατανόησης της 

θεωρίας που κρύβεται πίσω από την δηµιουργία του συγκεκριµένου µοντέλου όπως αυτή 

αναπτύχθηκε στο δεύτερο κεφάλαιο. Όπως έχει αναφερθεί ξανά, το διωνυµικό µοντέλο 

αποτελεί για µερικούς ίσως και την βάση ή τον οδηγό για το πώς θα έπρεπε να γινόταν η 

τιµολόγηση σε χώρο και χρόνο συνεχή.  

Στη δεύτερη εφαρµογή, πραγµατοποιήθηκε η τιµολόγηση ενός δικαιώµατος αγοράς (call 

option) σε χρόνο διακριτό µε την βοήθεια του διωνυµικού µοντέλου και η στρατηγική της 

αντιστάθµισης ∆έλτα πάνω σε πραγµατικά δεδοµένα. Τα δεδοµένα αφορούν εβδοµαδιαίες 
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τιµές κλεισίµατος της τιµής της µετοχής της Εθνικής Τράπεζας της Ελλάδος. Ένας επενδυτής 

µέσω της σχέσης των Black and Scholes υπολόγισε την τιµή ενός δικαιώµατος αγοράς επί της 

συγκεκριµένης µετοχής το οποίο ήθελε να πωλήσει (short call) σε κάποιον άλλον επενδυτή. 

Στη συνέχεια, θέλοντας να εξασφαλιστεί έναντι του κινδύνου στον οποίο ήταν εκτεθειµένος 

και να “µηδενίσει” τυχόν ζηµίες, ακολούθησε τη στρατηγική της αντιστάθµισης ∆έλτα 

δηµιουργώντας ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. Η βάση του χαρτοφυλακίου ήταν η µετοχή 

της ΕΤΕ και η αξία του ήταν συνεχώς ίση µε αυτή του δικαιώµατος. Όπως έγινε αντιληπτό 

από τα αποτελέσµατα, όσο πιο συχνά πραγµατοποιείται η αναπροσαρµογή τόσο περισσότερο 

επιτυγχάνεται η πλήρης εξασφάλιση. Στην πράξη όµως και δεδοµένου του κόστους των 

συναλλαγών οι επενδυτές “συµβιβάζονται” µε την ελαχιστοποίηση της ζηµίας και όχι µε την 

εξάλειψη αυτής. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

Παρακάτω δίνονται τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν για την εφαρµογή του µοντέλου 

των Black and Scholes και της αντίστοιχης αντιστάθµισης ∆έλτα. Αποτελούν τις 

εβδοµαδιαίες τιµές κλεισίµατος της µετοχής της Εθνικής Τράπεζας της Ελλάδος από την 

Παρασκευή 23/06/2006 έως την Παρασκευή 03/07/2009. Ο συνολικός αριθµός των 

δεδοµένων είναι 159 τιµές. Στη συνέχεια δίνονται οι 10 εβδοµαδιαίες τιµές κλεισίµατος από 

την Παρασκευή 10/07/2009 έως την Παρασκευή 11/09/2009 που χρησιµοποιήθηκαν για την 

εφαρµογή της αντιστάθµισης ∆έλτα και της δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης. 

Τα δεδοµένα αντλήθηκαν από τον διαδικτυακό χώρο (internet) www.naftemporiki.gr.  

 
Ηµεροµηνία Τιµή 

κλεισίµατος 
Ηµεροµηνία Τιµή 

κλεισίµατος 
Ηµεροµηνία Τιµή 

κλεισίµατος 
23/06/2006 25.4199 29/06/2007 37.6854 04/07/2008 25.0502 

30/06/2006 27.4464 06/07/2007 39.0009 11/07/2008 24.3107 

07/07/2006 25.2421 13/07/2007 40.1208 18/07/2008 27.9157 

14/07/2006 25.7754 20/07/2007 40.0852 25/07/2008 27.8787 

21/07/2006 25.4199 27/07/2007 39.0186 01/08/2008 28.193 

28/07/2006 26.5042 03/08/2007 38.3076 08/08/2008 27.9157 

04/08/2006 27.8908 10/08/2007 36.6011 15/08/2008 27.7308 

11/08/2006 27.4464 17/08/2007 36.2633 22/08/2008 26.677 

18/08/2006 28.9929 24/08/2007 37.6499 29/08/2008 28.0081 

25/08/2006 27.6064 31/08/2007 38.8053 05/09/2008 27.6938 

01/09/2006 29.6862 07/09/2007 37.9521 12/09/2008 28.0081 

08/09/2006 28.7974 14/09/2007 38.5742 19/09/2008 29.2098 

15/09/2006 29.3129 21/09/2007 39.1075 26/09/2008 28.6921 

22/06/2009 30.4683 28/09/2007 39.7297 03/10/2008 26.8064 

29/09/2009 30.1661 05/10/2007 40.263 10/10/2008 21.4452 

06/10/2006 30.2194 12/10/2007 40.7074 17/10/2008 16.4536 

13/10/2006 31.126 19/10/2007 38.8409 24/10/2008 10.9814 

20/10/2006 31.8193 26/10/2007 41.7739 31/10/2008 15.8066 

27/10/2006 31.6593 02/11/2007 42.0228 07/11/2008 16.9158 
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03/11/2006 32.2282 09/11/2007 40.6718 14/11/2008 14.5309 

10/11/2006 32.1748 16/11/2007 40.7963 21/11/2008 12.4419 

17/11/2006 32.8503 23/11/2009 37.5965 28/11/2008 13.6805 

24/11/2006 32.6192 30/11/2007 40.7963 05/12/2008 12.6637 

01/12/2006 30.8416 07/12/2007 41.5073 12/12/2008 12.3125 

08/12/2006 29.8817 14/12/2007 39.9963 19/12/2008 10.8335 

15/12/2006 31.3927 21/12/2007 41.6495 26/12/2008 10.9814 

22/12/2006 30.8238 28/12/2007 41.6851 02/01/2009 12.4789 

29/12/2006 31.0194 04/01/2008 41.2762 09/01/2009 12.9965 

05/01/2007 32.8325 11/01/2008 40.0141 16/01/2009 11.7763 

12/01/2007 32.7081 18/01/2008 38.3965 23/01/2009 10.7041 

19/01/2007 33.0636 25/01/2008 38.1832 30/01/2009 12.1831 

26/01/2007 34.9301 01/02/2008 37.3299 06/02/2009 12.0906 

02/02/2007 35.5523 08/02/2008 35.4634 13/02/2009 11.8688 

09/02/2007 34.7524 15/02/2008 34.0413 20/02/2009 9.79822 

16/02/2007 35.6412 22/02/2008 33.9702 27/02/2009 9.07721 

23/02/2007 37.3121 29/02/2008 32.1748 06/03/2009 8.28227 

02/03/2007 33.7747 07/03/2008 31.6771 13/03/2009 9.29906 

09/03/2007 35.1079 14/03/2008 30.2372 20/03/2009 10.5932 

16/03/2007 35.4101 21/03/2008 28.3352 27/03/2009 10.6117 

23/03/2007 36.6011 28/03/2008 30.5927 03/04/2009 11.915 

30/03/2007 35.2856 04/04/2008 32.0859 10/04/2009 12.9595 

06/04/2007 36.8855 11/04/2008 28.6196 17/04/2009 13.5881 

13/04/2007 37.8632 18/04/2008 30.0595 24/04/2009 13.357 

20/04/2007 37.7743 25/04/2008 29.3662 01/05/2009 14.7343 

27/04/2007 37.7743 02/05/2008 33.508 08/05/2009 15.7141 

04/05/2007 36.7966 09/05/2008 31.5704 15/05/2009 15.6217 

11/05/2007 35.7301 16/05/2008 31.9459 22/05/2009 16.7309 

18/05/2007 38.3787 23/05/2008 29.6535 29/05/2009 17.7847 

25/05/2007 38.592 30/05/2008 33.7391 05/06/2009 18.1267 

01/06/2007 38.5031 06/06/2008 31.2434 12/06/2009 19.3931 
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08/06/2007 36.8855 13/06/2008 29.1173 19/06/2009 17.2393 

15/06/2007 37.1521 20/06/2008 27.5829 26/06/2009 17.1007 

22/06/2007 37.0099 27/06/2008 26.3627 03/07/2009 17.86 

 

Οι 10 εβδοµαδιαίες τιµές κλεισίµατος από την Παρασκευή 10/07/2009 έως την 

Παρασκευή 11/09/2009 είναι: 

Ηµεροµηνία Τιµή 

κλεισίµατος 

10/07/2009 16.38 

17/07/2009 19.03 

24/07/2009 20 

31/07/2009 20.48 

07/08/2009 20.8 

14/08/2009 21.25 

21/08/2009 22.9 

28/08/2008 23.32 

04/09/2009 21.81 

11/09/2009 23 

 
Στη συνέχεια δίνεται το γράφηµα της τιµής της µετοχής της ΕΤΕ καθώς και τα 

περιγραφικά στατιστικά επί του δείγµατος της µετοχής. 
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Series: ETE

Sample 6/19/2006 7/05/2009

Observations 159

Mean       28.66620

Median   30.59270

Maximum  42.02280

Minimum  8.282300

Std. Dev.   9.691118

Skewness  -0.642853

Kurtosis   2.200228

Jarque-Bera  15.18899

Probability  0.000503

 

 

Στη συνέχεια δίνονται οι τιµές των αποδόσεων της µετοχής της ΕΤΕ. Σύµφωνα µε την σχέση: 

1

log t
t

t

S
X

S −

=  

προκύπτουν οι παρακάτω τιµές. Επίσης, πρέπει να αναφερθεί ότι σύµφωνα και µε το µοντέλο 

των Black and Scholes οι τυχαίες µεταβλητές Xt είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την 

κανονική κατανοµή. 

 

Ηµεροµηνία Απόδοση 

Xt 

Ηµεροµηνία Απόδοση 

Xt 

Ηµεροµηνία Απόδοση 

Xt 

23/06/2006 ------------- 29/06/2007 0.018087307 04/07/2008 -0.0510683 

30/06/2006 0.07670268 06/07/2007 0.034311971 11/07/2008 -0.0299652 

07/07/2006 -0.0837218 13/07/2007 0.02831018 18/07/2008 0.1382727 

14/07/2006 0.02090731 20/07/2007 -0.00088771 25/07/2008 -0.0013263 

21/07/2006 -0.0138882 27/07/2007 -0.02696873 01/08/2008 0.0112108 

28/07/2006 0.04177088 3/08/2007 -0.01839015 08/08/2008 -0.0098845 

04/08/2006 0.05099367 10/08/2007 -0.04557002 15/08/2008 -0.0066455 

11/08/2006 -0.0160619 17/08/2007 -0.00927208 22/08/2008 -0.0387419 

18/08/2006 0.05481596 24/08/2007 0.037524088 29/08/2008 0.048692 

Series: ETE 
Sample 23/06/2006 03/07/2009 
Observations 159 
 
Mean  28.66620 
Median 30.59270 
Maximum 42.02280 
Minimum 8.282300 
Std. Dev. 9.691118 
Skewness -0.642853 
Kurtosis 2.200228 
 
Jarque-Bera 15.18899 
Probability 0.000503 
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25/08/2006 -0.0490033 31/08/2007 0.030226537 05/09/2008 -0.0112852 

01/09/2006 0.07263466 07/09/2007 -0.022232 12/09/2008 0.0112852 

08/09/2006 -0.0303972 14/09/2007 0.016258821 19/09/2008 0.0420105 

15/09/2006 0.01774259 21/09/2007 0.013730605 26/09/2008 -0.0178824 

22/09/2006 0.03865911 28/09/2007 0.015784754 03/10/2008 -0.0679812 

29/09/2006 -0.009968 05/10/2007 0.013333914 10/10/2008 -0.2231398 

06/10/2006 0.00176532 12/10/2007 0.010976961 17/10/2008 -0.2649565 

13/10/2006 0.02955938 19/10/2007 -0.04693608 24/10/2008 -0.4043414 

20/10/2006 0.02202954 26/10/2007 0.072797927 31/10/2008 0.3642246 

27/10/2006 -0.0050411 02/11/2007 0.005940586 07/11/2008 0.0678205 

03/11/2006 0.0178099 09/11/2007 -0.03267735 14/11/2008 -0.1519707 

10/11/2006 -0.0016583 16/11/2007 0.003056413 21/11/2008 -0.1552076 

17/11/2006 0.02077734 23/11/2007 -0.08168043 28/11/2008 0.0949017 

24/11/2006 -0.0070598 30/11/2007 0.08168043 05/12/2008 -0.0772318 

01/12/2006 -0.0560366 07/12/2007 0.017277924 12/12/2008 -0.0281246 

08/12/2006 -0.0316182 14/12/2007 -0.03708237 19/12/2008 -0.1279718 

15/12/2006 0.04932913 21/12/2007 0.040502414 26/12/2008 0.0135597 

22/12/2006 -0.0182883 28/12/2007 0.000854387 02/01/2009 0.1278363 

29/12/2006 0.0063257 04/01/2008 -0.00985769 09/01/2009 0.0406409 

050/1/2007 0.05680606 11/1/2008 -0.03105417 16/01/2009 -0.0985911 

12/01/2007 -0.0037961 18/1/2008 -0.04126558 23/01/2009 -0.0954622 

19/01/2007 0.01081023 25/1/2008 -0.00557068 30/01/2009 0.1294229 

26/01/2007 0.05491594 01/02/2008 -0.02260101 06/02/2009 -0.0076215 

02/02/2007 0.01765593 08/02/2008 -0.05129344 13/02/2009 -0.0185152 

09/02/2007 -0.0227562 15/02/2008 -0.04092669 20/02/2009 -0.1917124 

16/02/2007 0.02525364 22/02/2008 -0.00209082 27/02/2009 -0.0764339 

23/02/2007 0.0458154 29/02/2008 -0.05430013 06/03/2009 -0.0916498 

02/03/2007 -0.0996057 07/03/2008 -0.01558952 13/03/2009 0.1157962 

09/03/2007 0.03871417 14/03/2008 -0.04652107 20/03/2009 0.130299 

16/03/2007 0.00857091 21/03/2008 -0.06496811 27/03/2009 0.0017449 

23/03/2007 0.0330812 28/03/2008 0.07665657 03/04/2009 0.1158409 
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30/03/2007 -0.0366033 04/04/2008 0.047655263 10/04/2009 0.084031 

06/04/2007 0.04434357 11/04/2008 -0.11432488 17/04/2009 0.0473653 

13/04/2007 0.02616114 18/04/2008 0.049086953 24/04/2009 -0.0171538 

20/04/2007 -0.0023507 25/04/2008 -0.0233344 01/05/2009 0.0981375 

27/04/2007 0 02/05/2008 0.131939863 08/05/2009 0.0643803 

04/05/2007 -0.0262235 09/05/2008 -0.05956424 15/05/2009 -0.0058974 

11/05/2007 -0.029412 16/05/2008 0.011823874 22/05/2009 0.0685963 

18/05/2007 0.07150915 23/05/2008 -0.07446368 29/05/2009 0.0610812 

25/05/2007 0.00554238 30/05/2008 0.12907724 05/06/2009 0.0190475 

01/06/2007 -0.0023062 06/06/2008 -0.07684925 12/06/2009 0.0675313 

08/06/2007 -0.0429202 13/06/2008 -0.07047565 19/06/2009 -0.1177257 

15/06/2007 0.00720178 20/06/2008 -0.05413648 26/06/2009 -0.0080723 

22/06/2007 -0.0038349 27/06/2008 -0.04524588 03/07/2009 0.0434442 

 

Στη συνέχεια δίνεται το γράφηµα των λογαριθµικών αποδόσεων της µετοχής της ΕΤΕ 

καθώς και τα περιγραφικά στατιστικά αυτής. 
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Series: XT

Sample 6/19/2006 7/05/2009

Observations 158

Mean      -0.002234

Median  -0.001107

Maximum  0.364225

Minimum -0.404341

Std. Dev.   0.077608

Skewness  -0.615346

Kurtosis   10.23055

Jarque-Bera  354.1534

Probability  0.000000

 

 

Όπως διαπιστώνεται και από τις τιµές του πίνακα, η µεταβλητότητα µε την µέθοδο 

εκτίµησης από ιστορικά δεδοµένα υπολογίζεται στις 0.077608 µονάδες. ∆ηλαδή: 

 

2ˆ ˆ0.077608 27.9%σ σ= ⇔ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Series: Xt 

Sample 30/06/2006 03/07/2009 
Observations 158 
 
Mean -0.002234 
Median -0.001107 
Maximum 0.364225 
Minimum -0.404341 
Std. Dev. 0.077608 
Skewness -0.615346 
Kurtosis 10.23055 
  
Jarque-Bera 354.1534 
Probability 0.0000 
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