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Περίληψη  

Σκοπός της ∆ιπλωµατικής Εργασίας αυτής είναι η µελέτη και ανάλυση των ∆ικαιωµάτων 

Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου, που αποτελούν µια ιδιαίτερη και πολύ ενδιαφέρουσα, πρα-

κτικά και ερευνητικά, περιοχή των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. Ως γνωστό, 

τα ∆ικαιώµατα αυτά µπορούν να εξασκηθούν οποιαδήποτε στιγµή πριν τον χρόνο λήξης τους. 

Συνεπώς, εκτός από την εύρεση της no-arbitrage αξίας τους, είναι πολύ ενδιαφέρον και το 

πρόβληµα της εύρεσης του βέλτιστου χρόνου εξάσκησής τους. ∆εδοµένου ότι δεν υπάρχει 

κλειστός τύπος για την αντιµετώπιση του συγκεκριµένου προβλήµατος, η τιµολόγηση θα γί-

νει προσεγγιστικά χρησιµοποιώντας µεθόδους (στοχαστικού) δυναµικού προγραµµατισµού 

στο διωνυµικό µοντέλο n περιόδων. Το διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης είναι µοντέλο διακρι-

τού χρόνου που όµως µε την κατάλληλη παραµετροποίηση αποτελεί ικανοποιητική προσέγ-

γιση του κλασικού µοντέλου συνεχούς χρόνου των Black and Scholes. 

Αρχικά (στο Κεφάλαιο 1) θα γίνει µια εισαγωγή στην πρακτική πλευρά των παραγώγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µε έµφαση στα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης. Κυρίως θα µας 

απασχολήσουν τα απλά (vanilla) ∆ικαιώµατα, δηλαδή τα ∆ικαιώµατα αγοράς και πώλησης 

Ευρωπαϊκού και Αµερικανικού τύπου. Ωστόσο θα αναφερθούµε και στα εξωτικά (exotic) ∆ι-

καιώµατα που παρουσιάζουν ιδιαίτερες προκλήσεις στην τιµολόγησή τους. Έπειτα, στο Κε-

φάλαιο 2, θα οριστεί και θα θεµελιωθεί η θεωρία του διωνυµικού µοντέλου που αποτελεί το 

κύριο εργαλείο στην ανάλυσή µας. Πρώτα θα δοθεί το απλό διωνυµικό µοντέλο µιας περιό-

δου το οποίο θα επεκτείνουµε αργότερα για πολλές περιόδους. Μέσω του µοντέλου αυτού θα 

παρουσιαστεί η στρατηγική αγοράς και πώλησης µετοχών που πρέπει να ακολουθήσει ο πω-

λητής ενός ∆ικαιώµατος, ώστε να είναι εξασφαλισµένος σε περίπτωση που ο κάτοχός του το 

εξασκήσει. Στο Κεφάλαιο 3 θα γίνει µια περιληπτική αναφορά στις µεθόδους αποτίµησης ∆ι-

καιωµάτων Προαίρεσης σε µοντέλα συνεχούς χρόνου, καθώς επίσης και σε άλλα µοντέλα 

που έχουν προταθεί. Θα παρουσιάσουµε τις βασικές αρχές του µοντέλου των Black and 

Scholes που αποτελεί τη βάση για περαιτέρω έρευνα στο συγκεκριµένο επιστηµονικό πεδίο. 

Θα ακολουθήσει στο Κεφάλαιο 4 µια εισαγωγή στο δυναµικό προγραµµατισµό, όπου µέ-

σω κατάλληλων παραδειγµάτων θα περιγραφεί η µεθοδολογία µε την οποία αντιµετωπίζονται 

προβλήµατα ελαχιστοποίησης του κόστους ή µεγιστοποίησης του κέρδους. Στο Κεφάλαιο 5 

θα αναφερθούµε στα martingales και τους χρόνους διακοπής για διακριτό χρόνο, η θεωρία 



των οποίων είναι εξαιρετικά χρήσιµη για την κατανόηση της µεθόδου αποτίµησης ∆ικαιωµά-

των Αµερικανικού τύπου. 

Τα δύο τελευταία κεφάλαια αποτελούν το κύριο µέρος αυτής της εργασίας που είναι τα 

∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου. Μεγάλο µέρος της θεωρίας που αναπτύσσεται 

αφορά γενικότερα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα µε Αµερικανικό τρόπο εξάσκη-

σης. Στο Κεφάλαιο 6 µελετώνται ξεχωριστά τα ∆ικαιώµατα Αγοράς και τα ∆ικαιώµατα Πώ-

λησης. Επίσης γίνεται διαχωρισµός µεταξύ εκείνων των ∆ικαιωµάτων των οποίων η αξία ε-

ξαρτάται από τη διαδροµή της τιµής της υποκείµενης µετοχής (path-dependent) και εκείνων 

στα οποία δεν συµβαίνει αυτό. Τέλος, στο Κεφάλαιο 7 δίνονται οι κατάλληλοι αναδροµικοί 

αλγόριθµοι για την τιµολόγηση ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης Αµερικανικού και Ασιατικού-

Αµερικανικού τύπου, ενώ µελετάται αριθµητικά και η επίδραση που έχει στην εκτιµώµενη 

αξία η αλλαγή των τιµών διαφόρων παραµέτρων του µοντέλου. Οι αλγόριθµοι αυτοί εφαρµό-

ζονται για την (no-arbitrage) τιµολόγηση συγκεκριµένων Αµερικανικών ∆ικαιωµάτων µε τη 

χρήση ιστορικών δεδοµένων. 

 



Abstract  

The aim of this MSc Dissertation is the study and analysis of American Options, which 

constitute a particular and very interesting (both in practice and in theory) region of financial 

derivatives. This type of Options can be exercised at any time before their expiry date. Con-

sequently, apart from the calculation of their no-arbitrage value, the problem of finding their 

optimal exercise time is also quite interesting. Since a closed form formula for the confronta-

tion of this particular problem does not exist, we shall employ appropriate (stochastic) dy-

namic programming recursive algorithms in the n-period binomial model. The binomial asset 

pricing model is a discrete time model which (with appropriate parameterization) approxi-

mates satisfactorily the classical continuous time model of Black and Scholes. 

Initially (Chapter 1) there will be an introduction to the practice of financial derivatives fo-

cusing on Options. We will mainly study vanilla Options, i.e. European and American call 

and put Options. However, we will also mention particular types of exotic Options that are 

very challenging in their pricing. In Chapter 2, the binomial asset pricing model, which is the 

main tool in our analysis, will be defined. First, the one-period binomial model will be pre-

sented, which we later extend to an n period binomial model. Employing this model, we will 

present the hedging strategy that should be followed by the writer of an Option, in order to be 

secured in case the holder decides to exercise it. In Chapter 3, there will be a brief introduc-

tion to Option pricing in continuous time models. We will study the basic principles of the 

Black and Scholes model that constitute the basis for further research in this particular scien-

tific field. 

An introduction to dynamic programming will follow (Chapter 4), where, with the use of 

appropriate illustrating examples, we will describe the methodology that enables us to con-

front problems of cost minimization or profit maximization. Next, we will state and prove im-

portant definitions and theorems from discrete time martingales and stopping times theory, 

which are exceptionally useful for developing the American Option pricing method. 

The last two chapters deal with the main subject of the dissertation, which is the American 

Options pricing. Large part of the theory we present applies to American financial derivatives 

in general. In Chapter 6, call Options and put Options are studied separately. We also present 

the methodology for the study of path-depended and non-path-depended Options. Finally, in 



Chapter 7 we offer appropriate recursive algorithms for American and Asian-American Op-

tion pricing. We also numerically study the effect of various parameters of the model in the 

estimated value. These algorithms are being employed in order to find the no-arbitrage value 

of specific American Options using historical data. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

Εισαγωγή στα  

Παράγωγα Χρηµατοοικονοµικά Προϊόντα 

 

1.1 Τα Κυριότερα Παράγωγα Χρηµατοοικονοµικά Προϊόντα 

Όπως είναι γνωστό, στα Χρηµατιστήρια Αξιών διαπραγµατεύονται µετοχές και οµολογίες 

των εισηγµένων σε αυτά εταιριών και ο κάθε επενδυτής κάνει τις επιλογές του µε βάση την 

πληροφόρηση που διαθέτει. Ένας πολύ καλός τρόπος για να αντισταθµιστούν οι κίνδυνοι που 

προκύπτουν συνθέτοντας ένα χαρτοφυλάκιο µετοχών, είναι να προστεθούν σε αυτό παράγω-

γα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα τα οποία γίνονται αντικείµενα συναλλαγών στα Χρηµατι-

στήρια Παραγώγων. Ωστόσο, λόγω της φύσης τους, τα προϊόντα αυτά συχνά χρησιµοποιού-

νται για κερδοσκοπία, δεδοµένου ότι µπορεί να αποκοµίσουν σηµαντικά κέρδη στον κάτοχό 

τους µε τη διάθεση λίγων µόνο κεφαλαίων, αρκεί να γίνει επιτυχηµένη πρόβλεψη του επιπέ-

δου των τιµών των τίτλων στα οποία αναφέρονται τα παράγωγα. Αυτό θα γίνει πιο εύκολα 

αντιληπτό παρακάτω όπου θα εξηγήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο αποδίδουν κέρδη στους 

επενδυτές. 

Στην Ελλάδα, το Χρηµατιστήριο Παραγώγων Αθηνών (Χ.Π.Α.) ξεκίνησε τη λειτουργία 

του το 1999, ενώ το 2002 έγινε συγχώνευση µε απορρόφηση του Χ.Π.Α. από το Χρηµατι-

στήριο Αξιών Αθηνών υπό την επωνυµία «Χρηµατιστήριο Αθηνών Α.Ε.». Σκοπός του 

Χ.Π.Α. είναι η οργάνωση και η υποστήριξη των συναλλαγών στη χρηµατιστηριακή αγορά 

παραγώγων, η οργάνωση της λειτουργίας του συστήµατος των συναλλαγών αυτών, καθώς 

και κάθε συναφής δραστηριότητα. Τη διασφάλιση της εκπλήρωσης των συναλλαγών εκ µέ-

ρους των συµβαλλόµενων ώστε να διατηρείται εύρυθµη η λειτουργία της αγοράς, έχει ανα-

λάβει η Εταιρία Εκκαθάρισης Συναλλαγών επί Παραγώγων (ΕΤ.Ε.Σ.Ε.Π.). Τόσο το Χ.Π.Α. 

όσο και η ΕΤ.Ε.Σ.Ε.Π. εποπτεύονται από την Επιτροπή Κεφαλαιαγοράς ως προς την τήρηση 

των διατάξεων και της νοµοθεσίας που τους διέπει. 
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Ας εξετάσουµε όµως πιο αναλυτικά τα παράγωγα. Ως παράγωγο χρηµατοοικονοµικό προ-

ϊόν µπορεί να θεωρηθεί µια σύµβαση µεταξύ δύο συµβαλλόµενων µερών, η οποία συνδέεται 

µε έναν ή περισσότερους τίτλους που ονοµάζονται υποκειµενικές αξίες. Τέτοιοι τίτλοι µπορεί 

να είναι µετοχές, χρηµατιστηριακοί δείκτες, οµόλογα, ακόµη και εµπορεύµατα. Με απλά λό-

για, όταν κάποιος επενδυτής αγοράζει ένα παράγωγο προϊόν, στην ουσία αγοράζει την πρό-

βλεψη για τη µελλοντική τιµή της υποκειµενικής αξίας του. Οι κυριότερες κατηγορίες παρα-

γώγων είναι τα Προθεσµιακά Συµβόλαια, τα Συµβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσης, τα Προ-

ϊόντα ∆ανεισµού Τίτλων και τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης. 

Τα Προθεσµιακά Συµβόλαια (Forward Contracts) είναι µια συµφωνία µεταξύ του αγο-

ραστή και του πωλητή, κατά την οποία ο πρώτος υπόσχεται να αγοράσει και ο δεύτερος υπό-

σχεται να πωλήσει συγκεκριµένη ποσότητα ενός αγαθού ή χρηµατοοικονοµικού τίτλου. Η 

συναλλαγή πραγµατοποιείται σε προκαθορισµένη ηµεροµηνία και η τιµή συναλλαγής είναι 

επίσης συµφωνηµένη από πριν.  

Τα Συµβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσης (Future Contracts) έχουν τα ίδια χαρακτηρι-

στικά µε τα Προθεσµιακά Συµβόλαια που αναφέραµε. Πρόκειται και πάλι δηλαδή για συµ-

φωνία µεταξύ των αντισυµβαλλόµενων, κατά την οποία ο ένας θα αγοράσει και ο άλλος θα 

πωλήσει συγκεκριµένη ποσότητα ενός αγαθού ή τίτλου, ενώ η ηµεροµηνία και η τιµή συναλ-

λαγής είναι γνωστές εκ των προτέρων. Η διαφορά µεταξύ των δύο έγκειται στο γεγονός ότι 

τα Συµβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσης είναι αντικείµενα διαπραγµάτευσης στα Χρηµατι-

στήρια Παραγώγων, κάτι που συνεπάγεται µεγαλύτερη εγγύηση για την πραγµατοποίηση της 

συναλλαγής. Αντίθετα, τα Προθεσµιακά Συµβόλαια χρησιµοποιούνται στην εξωχρηµατιστη-

ριακή αγορά και πρέπει ο κάθε συµβαλλόµενος να ελέγχει τη φερεγγυότητα του άλλου προ-

τού συνάψει ένα τέτοιο συµβόλαιο. Οι δύο τύποι συµβολαίων που αναφέραµε είναι εξαιρετι-

κά χρήσιµοι σε ένα περιβάλλον αβεβαιότητας ιδίως για επιχειρήσεις, οι οποίες χρησιµοποιώ-

ντας τα µπορούν να κάνουν τον προγραµµατισµό των µελλοντικών εξόδων τους, εξασφαλί-

ζοντας για παράδειγµα πρώτες ύλες σε συγκεκριµένη τιµή. 

Τα Προϊόντα ∆ανεισµού Τίτλων είναι προϊόντα µέσω των οποίων οι επενδυτές µπορούν 

να δανείσουν µετοχές στο Χρηµατιστήριο Παραγώγων (Stock Repo ή Stock Lending), αλλά 

και να δανειστούν από αυτό (Reverse Stock Repo ή Stock Borrowing). ∆ίνεται έτσι η δυνατό-

τητα να καλυφθούν υποχρεώσεις παράδοσης µετοχών, οι οποίες µπορεί να οφείλονται σε δι-

άφορους λόγους. Το Χ.Π. (Χρηµατιστήριο Παραγώγων) συγκεντρώνει µετοχές από επενδυ-
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τές που επιθυµούν να δανείσουν και σχηµατίζει το λεγόµενο pool. Όταν οι µετοχές δανείζο-

νται σε άλλους επενδυτές, το Χ.Π. λαµβάνει σε ηµερήσια βάση ένα έσοδο ως τόκο, το οποίο 

στη συνέχεια µοιράζει σε αυτούς που δάνεισαν τις µετοχές τους. Το κίνητρο για να δανείσει 

κάποιος τις µετοχές του είναι ότι στην περίπτωση που δεν πρόκειται να τις πωλήσει για ένα 

διάστηµα, αποκοµίζει ένα έσοδο χωρίς καθόλου ρίσκο, πλέον της µερισµατικής απόδοσης 

την οποία συνεχίζει να απολαµβάνει. Βασική προϋπόθεση για να έχει εισόδηµα ένας επενδυ-

τής που δάνεισε τις µετοχές του, είναι να υπάρχει ζήτηση για τις συγκεκριµένες µετοχές. Ω-

στόσο, ακόµη και στην περίπτωση που κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει, ο επενδυτής δεν διακινδυ-

νεύει απολύτως τίποτα και µάλιστα µπορεί να πάρει πίσω τις µετοχές του σε τέσσερις εργά-

σιµες ηµέρες. Αξίζει τέλος να σηµειώσουµε ότι τα Προϊόντα ∆ανεισµού Τίτλων είναι τα µόνα 

παράγωγα προϊόντα που δύναται να αποφέρουν έσοδα χωρίς καθόλου κίνδυνο. 

 

1.2 ∆ικαιώµατα Προαίρεσης 

Τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης (Options) είναι διαπραγµατεύσιµα συµβόλαια µεταξύ δύο 

µερών, τα οποία παρέχουν στον κάτοχό τους το δικαίωµα (αλλά όχι την υποχρέωση) να αγο-

ράσει (ή να πωλήσει) κάποιο περιουσιακό στοιχείο (µετοχές, οµολογίες, νοµίσµατα, χρηµατι-

στηριακούς δείκτες κ.α.) σε προκαθορισµένη τιµή και η συναλλαγή θα λάβει χώρα είτε σε 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή T, είτε κατά τη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου [0, T]. Για την 

απόκτηση ενός ∆ικαιώµατος, ο ενδιαφερόµενος πρέπει να καταβάλλει συγκεκριµένο ποσό το 

οποίο είναι η τιµή αγοράς και αντιπροσωπεύει ένα ασφάλιστρο που λαµβάνει ο πωλητής του 

∆ικαιώµατος, δεδοµένου ότι ο τελευταίος αναλαµβάνει ρίσκο. Στην αγορά υπάρχει ένα µεγά-

λο πλήθος από διαθέσιµα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης, τα χαρακτηριστικά των οποίων διαφέ-

ρουν λίγο ή πολύ. Πιο συγκεκριµένα, ένα ∆ικαίωµα χαρακτηρίζεται από: 

� Το είδος. Μπορεί να είναι είτε ∆ικαίωµα Αγοράς (Call Option) είτε ∆ικαίωµα Πώλη-

σης (Put Option). 

� Tην υποκειµενική αξία. Πρόκειται για τον συνδεδεµένο µε το ∆ικαίωµα τίτλο (συνή-

θως µετοχή ή χρηµατιστηριακός δείκτης). 

� Την ποσότητα των τίτλων που θα συναλλαχθούν (εάν εξασκηθεί το ∆ικαίωµα). 

� Την τιµή εξάσκησης (strike price ή exercise price). Είναι η τιµή στην οποία ο κάτοχος 

του ∆ικαιώµατος θα αγοράσει (ή θα πωλήσει) τον υποκείµενο τίτλο. 
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� Το ασφάλιστρο ή τιµή του ∆ικαιώµατος (option price ή option premium). Είναι το αντί-

τιµο που καταβάλει ο αγοραστής προκειµένου να αποκτήσει το ∆ικαίωµα. 

� Tον χρόνο εξάσκησης (exercise date). Εδώ διακρίνονται δύο κατηγορίες ∆ικαιωµάτων: 

(α) Αµερικανικού τύπου (American Option), όπου η εξάσκηση µπορεί να γίνει οποια-

δήποτε χρονική στιγµή µέχρι την ηµεροµηνία λήξης και (β) Ευρωπαϊκού τύπου (Euro-

pean Option) όπου το ∆ικαίωµα µπορεί να εξασκηθεί µόνο κατά την ηµεροµηνία λή-

ξης του. 

Ανάλογα µε το είδος του ∆ικαιώµατος, ένας επενδυτής µπορεί να λάβει τις ακόλουθες θέ-

σεις:  

• Αγορά ∆ικαιώµατος Αγοράς (long call),  

• Πώληση ∆ικαιώµατος Αγοράς (short call),  

• Αγορά ∆ικαιώµατος Πώλησης (long put),  

• Πώληση ∆ικαιώµατος Πώλησης (short put).  

Καθεµία από αυτές, σε συνδυασµό µε την κατάλληλη στρατηγική, µπορεί να µειώσει τις 

ενδεχόµενες απώλειες αλλά και να µεγιστοποιήσει την πιθανότητα αποκοµιδής κερδών. 

Στη συνέχεια θα εξηγήσουµε µέσω απλών παραδειγµάτων τον τρόπο µε τον οποίο αποδί-

δουν κέρδη τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης. Για να γίνει πιο κατανοητός, θα αναφερθούµε σε 

∆ικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου. Έστω S(T) η τιµή της µετοχής στον χρόνο εξάσκησης, K η 

τιµή εξάσκησης και C η τιµή του ∆ικαιώµατος. 

(1). Θέση Long Call. Ο επενδυτής που λαµβάνει θέση long call, προβλέπει ότι η τιµή της 

υποκείµενης µετοχής θα κινηθεί ανοδικά. Εάν λοιπόν αγοράσει ένα ∆ικαίωµα Αγοράς και η 

πρόβλεψή του επαληθευτεί (συγκεκριµένα όταν S(T) > K), τότε εξασκεί το ∆ικαίωµα και α-

ποκοµίζει κέρδος (S(T) – K) – C αφού θεωρητικά έχει τη δυνατότητα να πωλήσει αµέσως τις 

µετοχές του στο Χρηµατιστήριο. Από την άλλη πλευρά, εάν πέσει έξω στην πρόβλεψή του 

(S(T) ≤ K), δεν εξασκεί το ∆ικαίωµα και έχει ζηµιά ίση µε την τιµή αγοράς C του ∆ικαιώµα-

τος. Εποµένως, ο γενικός τύπος του κέρδους από τη θέση long call θα είναι  

max{S(T) – K, 0} – C = (S(T) – K)
+
 – C. 
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- Παράδειγµα 1 (ευνοϊκή περίπτωση): Αγορά ∆ικαιώµατος Αγοράς µίας µετοχής στην 

τιµή εξάσκησης K = 15€. Το ∆ικαίωµα αγοράστηκε προς C = 3€ και στον χρόνο εξάσκησης η 

τιµή της µετοχής είναι S(T) = 20€. Ο αγοραστής εξασκεί το ∆ικαίωµα και έχει κέρδος 2€.  

- Παράδειγµα 2 (µη-ευνοϊκή περίπτωση): Οµοίως µε το προηγούµενο παράδειγµα αλλά 

στον χρόνο εξάσκησης η τιµή της µετοχής είναι S(T) = 10€. Ο αγοραστής δεν εξασκεί το ∆ι-

καίωµα, αφού µπορεί να αγοράσει τη µετοχή φθηνότερα στο Χρηµατιστήριο και εποµένως 

έχει ζηµιά 3€. Στο παρακάτω διάγραµµα απεικονίζεται η συνάρτηση του κέρδους ως προς την 

τιµή της µετοχής στον χρόνο εξάσκησης: 

 
Σχήµα 1.2.1. Κέρδος από τη χρήση ενός Long Call 

 (2). Θέση Long Put. Η θέση long put λαµβάνεται όταν ο επενδυτής προσδοκά καθοδική 

τάση της τιµής της µετοχής. Έτσι στην περίπτωση που συµβεί αυτό (συγκεκριµένα όταν   

S(T) < K), το κέρδος του θα είναι (K – S(T)) – C, ενώ αντίθετα εάν η τιµή της µετοχής ανέβει 

(S(T) ≥ K), τότε δεν εξασκεί το ∆ικαίωµα και η ζηµιά είναι ίση µε C. Εποµένως, ο γενικός 

τύπος του κέρδους από τη θέση long put θα είναι  

max{K – S(T), 0} – C = (K – S(T))
+
 – C. 

- Παράδειγµα 1 (ευνοϊκή περίπτωση): Αγορά ∆ικαιώµατος Πώλησης µίας µετοχής στην τι-

µή εξάσκησης K = 15€. Το ∆ικαίωµα αγοράστηκε προς C = 3€ και στον χρόνο εξάσκησης η 

τιµή της µετοχής είναι S(T) = 10€. Ο αγοραστής εξασκεί το ∆ικαίωµα και έχει κέρδος 2€.  

- Παράδειγµα 2 (µη-ευνοϊκή περίπτωση): Οµοίως µε το προηγούµενο παράδειγµα αλλά 

στον χρόνο εξάσκησης η τιµή της µετοχής είναι S(T) = 20€. Ο αγοραστής δεν εξασκεί το ∆ι-

0 

Κέρδος 

 -C 

Τιµή µετοχής 

στον χρόνο 

εξάσκησης 

Κ 
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καίωµα, αφού τον συµφέρει να πωλήσει τη µετοχή ακριβότερα στο Χρηµατιστήριο κι έτσι 

έχει ζηµιά 3€. Το αντίστοιχο διάγραµµα είναι: 

 
Σχήµα 1.2.2. Κέρδος από τη χρήση ενός Long Put 

 (3). Θέση Short Call. Η πώληση ενός ∆ικαιώµατος Αγοράς ή Πώλησης έχει τα αντίθετα 

αποτελέσµατα από την αγορά, δεδοµένου ότι από την πλευρά του πωλητή του ∆ικαιώµατος 

αντιστρέφονται οι προσδοκίες για την τιµή της υποκείµενης µετοχής. Γι’ αυτό λοιπόν ένας 

επενδυτής λαµβάνει θέση short call όταν εκτιµά ότι η τιµή της µετοχής θα έχει στάσιµη ή ε-

λαφρά καθοδική τάση. Τότε (συγκεκριµένα όταν S(T) ≤ K) ο αγοραστής του ∆ικαιώµατος δεν 

θα εξασκήσει το ∆ικαίωµα και ο πωλητής αποκοµίζει κέρδος C, δηλαδή το αντίτιµο στο ο-

ποίο πούλησε το ∆ικαίωµα. Ωστόσο εάν η τιµή της µετοχής τελικά ανέβει (S(T) > K), τότε η 

ζηµιά του πωλητή είναι C – (S(T) – K). Εποµένως, ο γενικός τύπος του κέρδους από τη θέση 

short call θα είναι  

C – max{S(T) – K, 0} =  C – (S(T) – K)
+
. 

- Παράδειγµα 1 (ευνοϊκή περίπτωση): Πώληση ∆ικαιώµατος Αγοράς µίας µετοχής στην τι-

µή εξάσκησης K = 15€. Το ∆ικαίωµα πωλήθηκε προς C = 3€ και στον χρόνο εξάσκησης η 

τιµή της µετοχής είναι S(T) = 10€. Ο κάτοχος δεν εξασκεί το ∆ικαίωµα, άρα ο πωλητής έχει 

κέρδος 3€.  

- Παράδειγµα 2 (µη-ευνοϊκή περίπτωση): Όµοια µε το προηγούµενο παράδειγµα αλλά στον 

χρόνο εξάσκησης η τιµή της µετοχής είναι S(T) = 20€. Ο κάτοχος εξασκεί το ∆ικαίωµα και ο 

πωλητής έχει ζηµιά 2€. Το διάγραµµα του κέρδους τώρα έχει ως εξής: 

0 

Κέρδος 

 -C 

Τιµή µετοχής 

στον χρόνο 

εξάσκησης 

Κ 
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Σχήµα 1.2.3. Κέρδος από τη χρήση ενός Short Call 

 (4). Θέση Short Put. Αντίστοιχα µε τα παραπάνω, η θέση short put λαµβάνεται όταν υ-

πάρχει πρόβλεψη για στάσιµη ή ελαφρά ανοδική τάση της τιµής της µετοχής. Εάν αυτό συµ-

βεί (συγκεκριµένα όταν S(T) ≥ K), ο αγοραστής δεν έχει συµφέρον ώστε να εξασκήσει το ∆ι-

καίωµα και ο πωλητής έχει κέρδος C. Στην αντίθετη περίπτωση (S(T) < K) όπου το ∆ικαίωµα 

εξασκείται, ο πωλητής έχει ζηµιά ίση µε C – (K – S(T)). Εποµένως, ο γενικός τύπος του κέρ-

δους από τη θέση short put θα είναι  

C – max{K – S(T), 0} = C – (K – S(T))
+
. 

- Παράδειγµα 1 (ευνοϊκή περίπτωση): Πώληση ∆ικαιώµατος Πώλησης µίας µετοχής στην 

τιµή εξάσκησης K = 15€. Το ∆ικαίωµα πωλήθηκε προς C = 3€ και στον χρόνο εξάσκησης η 

τιµή της µετοχής είναι S(T) = 20€. Ο κάτοχος δεν εξασκεί το ∆ικαίωµα, άρα ο πωλητής έχει 

κέρδος 3€.  

- Παράδειγµα 2 (µη-ευνοϊκή περίπτωση): Όµοια µε το προηγούµενο παράδειγµα αλλά στον 

χρόνο εξάσκησης η τιµή της µετοχής είναι S(T) = 10€. Ο κάτοχος εξασκεί το ∆ικαίωµα και ο 

πωλητής έχει ζηµιά 2€. Το διάγραµµα για τη θέση αυτή είναι: 
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Σχήµα 1.2.4. Κέρδος από τη χρήση ενός Short Put 

Παρατηρούµε ότι στις δύο περιπτώσεις όπου λαµβάνεται θέση short (πώληση), ο επενδυ-

τής δύναται να έχει κέρδος ακόµη και στην περίπτωση κατά την οποία η τιµή της µετοχής 

παραµείνει στάσιµη. Αυτό ισχύει λόγω της ύπαρξης του αντιτίµου C που καταβάλλει ο αγο-

ραστής του ∆ικαιώµατος και είναι ουσιαστικά η «αµοιβή» του πωλητή για τον κίνδυνο που 

αναλαµβάνει πουλώντας το ∆ικαίωµα. Όταν η τιµή της µετοχής στον χρόνο εξάσκησης βρί-

σκεται κοντά στην τιµή εξάσκησης τότε ο πωλητής εξακολουθεί να έχει κέρδος, έστω και 

µειωµένο. Πρόκειται για εκείνη την περιοχή των τιµών της µετοχής µέσα στην οποία ο κάτο-

χος θα εξασκήσει το ∆ικαίωµα προκειµένου να περιορίσει τις απώλειές του και όχι να απο-

κοµίσει κέρδος, κλείνοντας την ανοιχτή θέση του. Πιο συγκεκριµένα, τα short calls επιφέ-

ρουν κέρδος όσο ισχύει S(T) < K + C, ενώ αντίστοιχα για τα short puts η σχέση είναι         

S(T) > K – C. 

 

1.3 Εξωτικά ή Εξωτερικά ∆ικαιώµατα Προαίρεσης 

Κλείνοντας το εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο στα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα, 

αξίζει να αναφερθούµε σε ορισµένα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης που διαφέρουν ως προς κάποια 

από τα χαρακτηριστικά τους, σε σχέση µε τα συνήθη ∆ικαιώµατα Ευρωπαϊκού και Αµερικα-

νικού Τύπου (που καλούνται και vanilla options). Τα ∆ικαιώµατα αυτά χαρακτηρίζονται ως 

exotic options, κυρίως λόγω του ότι είναι διαπραγµατεύσιµα σε εξω-χρηµατιστηριακές αγο-

ρές. Σε κάθε περίπτωση, πρέπει να τονίσουµε πως τα exotic options απαιτούν ιδιαίτερη προ-

σοχή από τον ενδιαφερόµενο επενδυτή, είτε θέλει να τα τιµολογήσει είτε να τα χρησιµοποιή-
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σει σε ένα χαρτοφυλάκιο για αντιστάθµιση του κινδύνου, καθώς έχουν πιο περίπλοκη µορφή. 

Ας δούµε µερικές κατηγορίες από τα ∆ικαιώµατα αυτά. 

Η βασικότερη κατηγορία έχει να κάνει µε ∆ικαιώµατα των οποίων η τιµή εξάσκησης δεν 

είναι εκ των προτέρων γνωστή, αλλά εξαρτάται από την πορεία της τιµής της µετοχής κατά 

τη διάρκεια ισχύος του συµβολαίου. Εδώ διακρίνουµε τα Asian options, τα Lookback options, 

τα Barrier options και άλλα.  

- Στα Ασιατικά ∆ικαιώµατα, η τιµή εξάσκησης εξαρτάται από τον µέσο όρο της τιµής 

κλεισίµατος της µετοχής για µια συγκεκριµένη περίοδο. Πρωτοεµφανίστηκαν στις Ασιατικές 

αγορές µε σκοπό να µη δίνεται η δυνατότητα στους πωλητές ∆ικαιωµάτων να χειραγωγούν 

την τιµή της µετοχής κατά τον χρόνο εξάσκησης.  

- Στα Lookback options, ο κάτοχος έχει το δικαίωµα να αγοράσει (ή να πωλήσει) τον υπο-

κείµενο τίτλο στη χαµηλότερη (ή υψηλότερη) τιµή που είχε, για µια προκαθορισµένη περίο-

δο.  

- Τα Barrier options χαρακτηρίζονται από έναν αλγόριθµο σύµφωνα µε τον οποίο εάν η 

τιµή της µετοχής ξεπεράσει µια οριακή τιµή, τότε ο κάτοχος αποκτά ή χάνει (ανάλογα µε τον 

τύπο) το δικαίωµα να εξασκήσει.  

Τέλος, άλλα exotic options µπορεί να αναφέρονται σε περισσότερες από µια υποκειµενικές 

αξίες (Basket options, Himalaya options), να έχουν ειδικά δικαιώµατα αγοράς και πώλησης ή 

ακόµη και να περιλαµβάνουν τιµές συναλλάγµατος µε διάφορους τρόπους. 

Η ανάλυσή µας ξεκινά µε την παρουσίαση και µελέτη του διωνυµικού µοντέλου, αρχικά 

µιας και στη συνέχεια πολλών περιόδων (2
ο
 Κεφάλαιο). Έπειτα γίνεται αναφορά στην ιστορία 

της αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης και σε άλλα µοντέλα που έχουν προταθεί κατά 

καιρούς, ιδιαίτερα δε στο µοντέλο των Black & Scholes που έθεσε τα θεµέλια για την τιµολό-

γηση ∆ικαιωµάτων σε συνεχή χρόνο (3
ο
 Κεφάλαιο). Ακολουθεί µια εισαγωγική ενότητα στον 

δυναµικό προγραµµατισµό, από τον οποίο προέκυψε η µεθοδολογία αποτίµησης Αµερικανι-

κών ∆ικαιωµάτων µε τη χρήση του διωνυµικού µοντέλου (4
ο
 Κεφάλαιο). Άλλωστε, τα προ-

βλήµατα εύρεσης της βέλτιστης στρατηγικής για τη µεγιστοποίηση ή την ελαχιστοποίηση 

µιας διαδροµής που αντιµετωπίζονται στον δυναµικό προγραµµατισµό, είναι σχεδόν όµοια µε 

το πρόβληµα εύρεσης της βέλτιστης πολιτικής εξάσκησης ενός ∆ικαιώµατος Αµερικανικού 

τύπου. Στο 5
ο
 Κεφάλαιο παρουσιάζονται βασικά στοιχεία από τη θεωρία των martingales και 

των χρόνων διακοπής για διακριτό χρόνο, η γνώση των οποίων είναι απολύτως απαραίτητη 
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για την κατανόηση της ανάλυσης που ακολουθεί. Το Κεφάλαιο 6 αποτελεί το βασικό κοµµάτι 

της µελέτης. Αναφέρεται µε λεπτοµέρεια στον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιείται το διωνυ-

µικό µοντέλο για να τιµολογηθούν ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου. Επίσης, 

γίνεται ξεχωριστή ανάλυση των ∆ικαιωµάτων Αγοράς και Πώλησης, αλλά και ειδική προ-

σέγγιση στα ∆ικαιώµατα που η τιµή τους εξαρτάται από τη διαδροµή που ακολουθεί η τιµή 

της µετοχής (path-dependent). Το τελευταίο Κεφάλαιο (7o Κεφάλαιο) ασχολείται µε την πρα-

κτική εφαρµογή της θεωρίας του 6
ου

 Κεφαλαίου, η οποία γίνεται µέσω της χρήσης ηλεκτρο-

νικού υπολογιστή, µιας και το πλήθος και η πολυπλοκότητα των υπολογισµών που απαιτού-

νται είναι πολύ µεγάλο. Στο κεφάλαιο αυτό εφαρµόζονται οι κατάλληλοι αναδροµικοί αλγό-

ριθµοι αποτίµησης Αµερικανικών και Ασιατικών-Αµερικανικών ∆ικαιωµάτων, γίνεται πρα-

κτική εφαρµογή τους για τη µετοχή της Ο.Τ.Ε. Α.Ε., ενώ τέλος δίνονται ορισµένα χρήσιµα 

διαγράµµατα για τη βέλτιστη πολιτική εξάσκησης και τον τρόπο µε τον οποίο επηρεάζεται η 

αξία ενός ∆ικαιώµατος από διάφορους παράγοντες. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2  

Το ∆ιωνυµικό Μοντέλο 

 

2.1 Το ∆ιωνυµικό Μοντέλο Μιας Περιόδου 

Το βασικό εργαλείο που θα χρησιµοποιήσουµε για να τιµολογήσουµε ∆ικαιώµατα Προαί-

ρεσης στην παρούσα εργασία, είναι το διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης. Θα ξεκινήσουµε πα-

ρουσιάζοντας πρώτα το διωνυµικό µοντέλο µιας περιόδου, το οποίο αν και µη ρεαλιστικό για 

πραγµατικά δεδοµένα, θα βοηθήσει τον αναγνώστη να κατανοήσει τις βασικές αρχές και τον 

τρόπο λειτουργίας του µοντέλου αυτού. 

Θεωρούµε ότι το διάστηµα που µελετούµε την τιµή µιας µετοχής έχει χρονική διάρκεια 

µιας περιόδου. Η αρχή της περιόδου αυτής είναι η χρονική στιγµή µηδέν (0) και η λήξη της 

είναι η χρονική στιγµή ένα (1). Τη χρονική στιγµή µηδέν βρισκόµαστε στο παρόν και θεω-

ρούµε µια µετοχή της οποίας η τιµή µας είναι γνωστή.  Η τιµή αυτή προφανώς είναι πάντοτε 

θετική και συµβολίζεται S0. Ορίζουµε τα ενδεχόµενα Α και Π, που αντιπροσωπεύουν την ά-

νοδο και την πτώση της τιµής της µετοχής αντίστοιχα. Τη χρονική στιγµή ένα, η τιµή της µε-

τοχής µπορεί να πάρει δύο πιθανές τιµές ανάλογα µε το ποιο ενδεχόµενο είναι αληθές. Οι τι-

µές αυτές συµβολίζονται S1(Α) και S1(Π). Επίσης, θα συµβολίσουµε µε p την πιθανότητα να 

υπάρξει άνοδος και q = 1 – p την πιθανότητα να υπάρξει πτώση της τιµής της µετοχής. 

Τη χρονική στιγµή µηδέν δεν γνωρίζουµε ποιο από τα δύο ενδεχόµενα θα πραγµατοποιη-

θεί στη χρονική στιγµή ένα. Αυτό θα το γνωρίζουµε µόνο όταν είµαστε στη χρονική στιγµή 

ένα και όχι νωρίτερα. Ωστόσο, µπορούµε εκ των προτέρων να γνωρίζουµε την τιµή που θα 

πάρει η µετοχή στην περίπτωση που συµβεί το ενδεχόµενο Α ή το ενδεχόµενο Π. Ορίζουµε 

δύο θετικούς αριθµούς, έστω u και d, από τις λέξεις up και down. Εάν συµβεί το ενδεχόµενο 

Α, η µετοχή θα πάρει την τιµή S1(Α) = u·S0, ενώ εάν συµβεί το ενδεχόµενο Π, η µετοχή θα 

πάρει την τιµή S1(Π) = d·S0. Είναι εύλογο να θεωρήσουµε ότι πρέπει να ισχύει u > d. Εάν ί-

σχυε u = d, η τιµή της µετοχής στη χρονική στιγµή ένα δεν θα ήταν τυχαία και το µοντέλο δεν 
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θα παρουσίαζε κανένα ενδιαφέρον. Από τα παραπάνω είναι λογικό να συµπεράνει κάποιος 

ότι το u παίρνει τιµές µεγαλύτερες του ένα και το d τιµές µικρότερες του ένα, αλλά όχι αρνη-

τικές. Όλα όσα αναφέραµε µέχρι στιγµής, µπορούν να αποδοθούν γραφικά στο ακόλουθο 

σχήµα: 

 
Σχήµα 2.1.1. Το διωνυµικό µοντέλο µιας περιόδου 

Στη συνέχεια ορίζουµε το επιτόκιο προεξόφλησης, το οποίο θεωρούµε ίσο µε το επιτόκιο 

µιας επένδυσης σίγουρου κέρδους (π.χ. οµόλογα δηµοσίου) και το συµβολίζουµε r. Με απλά 

λόγια, ένας επενδυτής που θα επενδύσει µία νοµισµατική µονάδα τη χρονική στιγµή µηδέν, 

θα πάρει 1 + r τη χρονική στιγµή ένα. Προς το παρόν θεωρούµε ότι ο ανατοκισµός δεν είναι 

συνεχής. Προφανώς, το επιτόκιο θα παίρνει πάντοτε θετική τιµή. 

Προκειµένου µια αγορά να είναι «δίκαιη» (και όπως θα δούµε αργότερα, σε «ισορροπία»), 

είναι απαραίτητο να µην δίνεται η ευκαιρία σε κανέναν επενδυτή να έχει σίγουρο (προεξο-

φληµένο) κέρδος ή αλλιώς arbitrage. Πώς όµως ένας επενδυτής µπορεί να έχει κέρδος χωρίς 

ρίσκο; Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι µια µετοχή που είναι διαπραγµατεύσιµη όχι 

µόνο στην εγχώρια αγορά, αλλά και σε κάποιο χρηµατιστήριο του εξωτερικού. Υπάρχει περί-

πτωση η τιµή της µετοχής σε µία από τις δύο αγορές να µην έχει προσαρµοστεί σωστά εξαι-

τίας της συνεχώς µεταβαλλόµενης τιµής του συναλλάγµατος. Ένας επενδυτής που θα αντι-

ληφθεί τη διαφορά αυτή, µπορεί (θεωρητικά στιγµιαία) να αγοράσει από το χρηµατιστήριο 

όπου η µετοχή είναι υποτιµηµένη και να πωλήσει σε αυτό όπου είναι υπερτιµηµένη, αποκοµί-

ζοντας έτσι σίγουρο κέρδος. Στην πραγµατικότητα, οι αγορές παρουσιάζουν ευκαιρία για ar-

bitrage ορισµένες φορές. Ωστόσο, κάτι τέτοιο συµβαίνει για πολύ µικρό χρονικό διάστηµα 

διότι γίνεται γρήγορα αντιληπτό και εξαλείφεται (διότι αυξάνεται η ζήτηση του υποτιµηµένου 

και η προσφορά του υπερτιµηµένου τίτλου µε αποτέλεσµα οι δύο τιµές να µεταβληθούν και 

να φτάσουν σε ένα επίπεδο όπου δεν προσφέρεται πια ευκαιρία για arbitrage). 

S0 

S1(A) = u · S0 

S1(Π) = d · S0 

 

p 

q 
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Στο µοντέλο που εξετάζουµε πρέπει να ισχύει η σχέση 0 < d < 1 + r < u, διαφορετικά η µε-

τοχή έχει πάντοτε καλύτερη απόδοση (όταν d ≥ 1 + r) και δεν έχει νόηµα η έκδοση οµολόγων 

ή έχει πάντοτε χειρότερη απόδοση (όταν u ≤ 1 + r) και δεν έχει νόηµα η έκδοση µετοχών. ∆ι-

αφορετικά (ισοδύναµα) µπορούµε να πούµε ότι θα πρέπει να ισχύει η παραπάνω σχέση ώστε 

να µην υπάρχει η δυνατότητα για arbitrage. Πράγµατι, εάν ισχύει d ≥ 1 + r, τότε κάποιος ε-

πενδυτής µπορεί στο χρόνο 0 να αγοράσει τη µετοχή δανειζόµενος χρήµατα (δηλ. εκδίδοντας 

οµόλογα) και στο χρόνο 1 να πωλήσει την µετοχή και να εξοφλήσει τους δανειολήπτες του 

έχοντας σίγουρο κέρδος. Στην περίπτωση που u ≤ 1 + r µπορεί να λάβει αντίθετες θέσεις (α-

γορά οµολόγων, ανοικτή πώληση µετοχής) αποκοµίζοντας και πάλι σίγουρο κέρδος.  

Είναι φανερό ότι το µοντέλο που παρουσιάσαµε είναι ακατάλληλο για να περιγράψει την 

κίνηση µιας µετοχής ικανοποιητικά. Όταν όµως περιλαµβάνει πολλές περιόδους, αποτελεί 

µια πολύ καλή προσέγγιση στα µοντέλα συνεχούς χρόνου και αυτήν ακριβώς την ιδιότητα θα 

εκµεταλλευτούµε προκειµένου να τιµολογήσουµε ∆ικαιώµατα Προαίρεσης στη συνέχεια αυ-

τής της εργασίας. 

Ας δούµε τώρα πώς χρησιµοποιείται το διωνυµικό µοντέλο πρακτικά. Έστω ότι έχουµε 

ένα ∆ικαίωµα Αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου επί µίας µετοχής µε τιµή εξάσκησης K. Με βάση 

όσα έχουµε εξηγήσει σχετικά µε τον τρόπο που αποδίδουν κέρδη τα ∆ικαιώµατα, γίνεται εύ-

κολα αντιληπτό ότι θα πρέπει να ισχύει S1(Π) < Κ < S1(Α). Εάν η τιµή της µετοχής πέσει, ο 

κάτοχος δεν εξασκεί το ∆ικαίωµα. Στην αντίθετη περίπτωση το ∆ικαίωµα εξασκείται και το 

κέρδος είναι S1(Α) – Κ. Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό (S1 – K)
+
, ο οποίος δηλώνει 

ότι στη χρονική στιγµή ένα η αξία του ∆ικαιώµατος είναι το µέγιστο µεταξύ της ποσότητας 

µέσα στην παρένθεση και του µηδενός. Έστω V1(Α) η αξία του ∆ικαιώµατος (ή αλλιώς το 

κέρδος που αποδίδει) τη χρονική στιγµή ένα εάν υπάρξει άνοδος της τιµής της µετοχής, V1(Π) 

η αντίστοιχη αξία στην περίπτωση που υπάρξει πτώση και V0 η ζητούµενη αξία του ∆ικαιώ-

µατος τη χρονική στιγµή µηδέν. 

Προκειµένου να βρούµε το V0 χρησιµοποιούµε αυτοχρηµατοδοτούµενη στρατηγική. Κα-

τασκευάζουµε το λεγόµενο “χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης” (hedging portfolio) το οποίο περι-

λαµβάνει οµόλογα και µετοχές και εξασφαλίζει τον πωλητή του ∆ικαιώµατος από τον κίνδυ-

νο που επιφέρει η πώλησή του. Η αξία του χαρτοφυλακίου αυτού τη χρονική στιγµή ένα (αλ-

λά και οποιαδήποτε χρονική στιγµή στο µοντέλο πολλών περιόδων που θα εξετάσουµε παρα-

κάτω) ισούται µε την no-arbitrage αξία του ∆ικαιώµατος την ίδια χρονική στιγµή, ανεξάρτη-
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τα από το ενδεχόµενο (άνοδος ή πτώση) που συνέβη. Έτσι, η αρχική αξία του χαρτοφυλακίου 

θα είναι ίση µε τη ζητούµενη no-arbitrage αξία του ∆ικαιώµατος. Για να ισχύει βέβαια αυτό, 

πρέπει σε κάθε χρονική στιγµή να γίνονται οι κατάλληλες επεµβάσεις στη σύνθεση του χαρ-

τοφυλακίου. ∆ηλαδή το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης είναι δυναµικό και αυτοχρηµατοδοτού-

µενο. 

Ας το εξετάσουµε πιο αναλυτικά. Υποθέτουµε ότι ξεκινάµε µε κεφάλαιο Χ0 και αγοράζου-

µε ∆0 µετοχές τη χρονική στιγµή µηδέν. ∆ηλαδή τελικά διαθέτουµε Χ0 – ∆0·S0. Τη χρονική 

στιγµή ένα, το διαθέσιµο κεφάλαιο τοκίζεται µε επιτόκιο r και η τιµή της µετοχής γίνεται S1. 

Άρα η αξία του χαρτοφυλακίου είναι: 

Χ1 = (1 + r) (X0 – ∆0S0) + ∆0S1 = (1 + r)X0 + ∆0(S1 – (1 + r)S0) 

Πρέπει τα Χ0 και ∆0 να είναι τέτοια ώστε να ισχύει Χ1(Α) = V1(Α) και Χ1(Π) = V1(Π), µε V1(Α) 

και V1(Π) γνωστά. Με άλλα λόγια, γνωρίζουµε το κέρδος που θα έχουµε σε κάθε πιθανή κί-

νηση της µετοχής, γνωρίζουµε µε ποια πιθανότητα θα πραγµατοποιηθεί κάθε ενδεχόµενο, αλ-

λά δεν γνωρίζουµε ποιο από τα δύο ενδεχόµενα θα πραγµατοποιηθεί τελικά. Βάσει αυτών, η 

αυτοχρηµατοδοτούµενη στρατηγική υπαγορεύει ότι πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις: 

                                           ( ) ( )ΑΑ∆ 10100
1

1

1

1
V

r
SS

r
X

+
=







 −
+

+                                  (2.1.1) 

                                          ( ) ( )ΠΠ∆ 10100
1

1

1

1
V

r
SS

r
X

+
=







 −
+

+                                 (2.1.2) 

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε p~ , τη δεύτερη µε pq ~1~ −=  (θα εξηγήσουµε πα-

ρακάτω λεπτοµερώς τους συµβολισµούς αυτούς) και έπειτα προσθέτουµε κατά µέλη: 

                      ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ΠΑΠΑ∆ 1101100
~~

1

1~~

1

1
VqVp

r
SSqSp

r
X +

+
=







 −+
+

+             (2.1.3) 

Επιλέγουµε το p~  έτσι ώστε: 

                                                   ( ) ( )[ ]ΠΑ 110
~~

1

1
SqSp

r
S +

+
=                                          (2.1.4) 

Τότε ο όρος που πολλαπλασιάζει το ∆0 στη σχέση (2.1.3) είναι µηδέν κι έτσι το αρχικό κεφά-

λαιο αρκεί να είναι ίσο µε: 
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                                                  ( ) ( )[ ]ΠΑ 110
~~

1

1
VqVp

r
X +

+
=                                          (2.1.5) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (2.1.4) το q~  µε p~1−  και τα S1(Α) και S1(Π) µε uS0 και dS0 α-

ντίστοιχα, βρίσκουµε: 

( )[ ] ( )[ ]dpdu
r

S
dSpuSp

r
S +−

+
=−+

+
= ~

1

~1~

1

1 0
000 . 

Από την οποία προκύπτουν οι πολύ σηµαντικές σχέσεις: 

                                                    
du

dr
p

−
−+

=
1~  ,  

du

ru
q

−
−−

=
1~                                         (2.1.6) 

Αφαιρώντας τη σχέση (2.1.2) από τη σχέση (2.1.1) παίρνουµε τον τύπο αντιστάθµισης της 

στρατηγικής ∆έλτα, δηλαδή τον αριθµό των µετοχών που πρέπει να αγοράσουµε αρχικά: 

                                                          
( ) ( )
( ) ( )ΠΑ

ΠΑ
∆

11

11
0 SS

VV

−

−
=                                                  (2.1.7) 

Ξεκινώντας µε αρχικό κεφάλαιο όπως αυτό που δίνεται από τη σχέση (2.1.3) η θέση µας είναι 

εξασφαλισµένη σε κάθε περίπτωση, είτε η µετοχή κινηθεί ανοδικά είτε καθοδικά. Τελικά, η 

no-arbitrage αξία του παραγώγου τη χρονική στιγµή µηδέν είναι: 

                                                   ( ) ( )[ ]ΠΑ 110
~~

1

1
VqVp

r
V +

+
=                                          (2.1.8) 

Η παραπάνω αξία καλείται no-arbitrage διότι αν το παράγωγο έχει διαφορετική αξία τότε 

δηµιουργείται ευκαιρία για σίγουρο κέρδος (arbitrage).  

Οι ποσότητες p~  και q~  συµβολίζουν τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου (risk-neutral prob-

abilities) και διαφέρουν από τις πιθανότητες που ισχύουν στην πράξη και συµβολίζονται ό-

πως έχουµε πει µε p και q. Όταν ισχύουν οι τελευταίες, ο µέσος ρυθµός ανόδου της τιµής της 

µετοχής είναι αυστηρά µεγαλύτερος από την απόδοση που προσφέρει µια επένδυση σίγουρου 

κέρδους. Αυτό είναι φυσιολογικό από τη στιγµή που η επένδυση σε µετοχές ενέχει ρίσκο. 

Ενώ στον «κόσµο ουδέτερου ρίσκου» ισχύει η σχέση (2.1.4), για τα p και q ισχύει: 

( ) ( )[ ]ΠΑ 110
1

1
qSpS

r
S +

+
< . 
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Μπορεί βέβαια κάποιος να αναρωτηθεί γιατί οι πραγµατικές πιθανότητες p και q δεν εµ-

φανίζονται στη σχέση (2.1.8). Στην ουσία η στρατηγική εξασφάλισης που παρουσιάσαµε για 

τη θέση short δεν εξαρτάται από το εάν η τιµή της µετοχής θα ανέβει ή θα πέσει, αλλά µόνο 

από το πόσο µεγάλη ή µικρή θα είναι αυτή η άνοδος ή η πτώση. Εξαρτάται δηλαδή από τις 

τιµές των u και d. Αντίστοιχα, στα µοντέλα συνεχούς χρόνου τα οποία προσεγγίζει το διωνυ-

µικό µοντέλο µε πολλές περιόδους, η αξία των ∆ικαιωµάτων εξαρτάται από τη µεταβλητότη-

τα των τιµών των µετοχών και όχι από τον µέσο ρυθµό ανόδου αυτών. 

Πρέπει στο σηµείο αυτό να αναφέρουµε πως το µοντέλο που εξετάζουµε βασίζεται σε 

τέσσερις υποθέσεις: 

1. Οι µετοχές µπορούν να διαιρεθούν, π.χ. είναι δυνατή η αγορά ή η πώληση µισής µε-

τοχής. 

2. Το επιτόκιο της επένδυσης χωρίς ρίσκο είναι ίσο µε το επιτόκιο δανεισµού. 

3. Η τιµή αγοράς της µετοχής είναι ίση µε την τιµή πώλησης (την ίδια χρονική στιγµή). 

4. Η τιµή της µετοχής µπορεί να πάρει µόνο δύο πιθανές τιµές στην επόµενη χρονική 

περίοδο. 

Η πρώτη υπόθεση δεν χρειάζεται να ικανοποιείται στην πράξη αφού συνήθως ένα ∆ικαίωµα 

αναφέρεται σε µεγάλο πλήθος µετοχών µιας εταιρίας, οπότε το ∆0 είναι µάλλον απίθανο να 

χρειαστεί να πάρει τιµή µικρότερη του ένα. Η δεύτερη υπόθεση σχεδόν ισχύει όταν πρόκειται 

για µεγάλους οργανισµούς (π.χ. τράπεζες) που διαχειρίζονται τεράστια ποσά. Η τρίτη υπόθε-

ση δεν είναι αληθής στην πράξη. Αυτό ορισµένες φορές έχει ελάχιστη σηµασία, ιδίως όταν οι 

αγοραπωλησίες επί της συγκεκριµένης µετοχής είναι περιορισµένες, ενώ άλλες φορές µπορεί 

να δηµιουργήσει σηµαντικό πρόβληµα απόκλισης από την πραγµατικότητα στο µοντέλο. Τέ-

λος, στην τέταρτη υπόθεση, όπως στην τρίτη, υπάρχουν περιπτώσεις όπου προκαλείται πρό-

βληµα αξιοπιστίας στο µοντέλο, αλλά και περιπτώσεις όπου το αυτό αποδίδει εξαιρετικά. 

 

2.2 Το ∆ιωνυµικό Μοντέλο Πολλών Περιόδων 

Στην παράγραφο αυτή θα γενικεύσουµε όσα είπαµε για το διωνυµικό µοντέλο και θα εξε-

τάσουµε την πιο ρεαλιστική υλοποίησή του, αυτήν όπου περιλαµβάνει περισσότερες από µια 

περιόδους. Χρησιµοποιούµε τους ίδιους συµβολισµούς όπως στο διωνυµικό µοντέλο µιας πε-
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ριόδου. Ας θεωρήσουµε το διωνυµικό µοντέλο τριών περιόδων. Η σχηµατική του αναπαρά-

σταση έχει ως εξής: 

 
Σχήµα 2.2.1. Το διωνυµικό µοντέλο τριών περιόδων 

Το πρώτο πράγµα που παρατηρεί κανείς, είναι ότι σε κάθε χρονική στιγµή οι πιθανές τιµές 

της µετοχής αυξάνονται κατά µία σε σχέση µε την αµέσως προηγούµενη χρονική στιγµή. Για 

παράδειγµα, στην περίοδο τρία, ενώ υπάρχουν οκτώ πιθανά ενδεχόµενα (ΑΑΑ, ΑΑΠ, ΑΠΑ, 

ΠΑΑ, ΑΠΠ, ΠΑΠ, ΠΠΑ, ΠΠΠ) έχουµε µόνο τέσσερις δυνατές τιµές για τη µετοχή. Αυτή εί-

ναι µια ιδιαίτερα χρήσιµη ιδιότητα του µοντέλου. Στην πράξη, χρησιµοποιούνται 100 ή πε-

ρισσότερες περίοδοι, κάτι που συνεπάγεται 2
100

 διαφορετικά ενδεχόµενα από συνδυασµούς 

ανόδου και πτώσης της τιµής µόνο για την τελευταία περίοδο (2
100

 διαφορετικές «διαδροµές» 

της τιµής). Ωστόσο, οι δυνατές τελικές τιµές που προκύπτουν είναι πολύ λιγότερες, αφού όλα 

τα ενδεχόµενα µε τον ίδιο αριθµό ανόδων και πτώσεων θα καταλήξουν να έχουν την ίδια τι-

µή, ανεξάρτητα από τη σειρά µε την οποία συνέβησαν τα Α και τα Π. 

Η διαδικασία τιµολόγησης στο διωνυµικό µοντέλο πολλών περιόδων είναι αντίστοιχη µε 

αυτήν του απλού µοντέλου, µε τη διαφορά ότι περιλαµβάνει περισσότερους υπολογισµούς. 

Έστω ότι θέλουµε να τιµολογήσουµε ένα ∆ικαίωµα Αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου, το οποίο δί-

νει τη δυνατότητα στον κάτοχό του να αγοράσει µια µετοχή στην τιµή εξάσκησης Κ, τη χρο-

νική στιγµή δύο. ∆ηλαδή την περίοδο δύο, η αξία του ∆ικαιώµατος θα είναι V2 = (S2 – K)
+
. 

S0 

S1(A) = uS0 

S1(Π) = dS0 

 

S2(AA) = u2S0 

S2(AΠ) = S2(ΠΑ) = udS0 

S2(ΠΠ) = d 2S0 

S3(AAA) = u3S0 

  S3(AAΠ) = S3(AΠΑ) 

  = S3(ΠAΑ) = u2dS0 

    S3(AΠΠ) = S3(ΠΑΠ) 

    = S3(ΠΠΑ) = ud 2S0
 

S3(ΠΠΠ) = d 3S0 
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Βλέποντάς το από την πλευρά του πωλητή, αυτός εισπράττει V0 (τη ζητούµενη αξία του ∆ι-

καιώµατος) τη χρονική στιγµή µηδέν και αγοράζει ∆0 µετοχές. Άρα ο πωλητής ξεκινάει µε 

κεφάλαιο (ή χρέος) V0 – ∆0S0. Τη χρονική στιγµή ένα, η αξία του χαρτοφυλακίου γίνεται: 

Χ1 = ∆0S1 + (1 + r)(V0 – ∆0S0) 

Ανάλογα µε το ποιο ενδεχόµενο θα συµβεί, προκύπτουν δύο εξισώσεις: 

                                              Χ1(Α) = ∆0S1(Α) + (1 + r)(V0 – ∆0S0)                                     (2.2.1) 

                                              Χ1(Π) = ∆0S1(Π) + (1 + r)(V0 – ∆0S0)                                    (2.2.2) 

Γνωρίζοντας το ενδεχόµενο (άνοδος ή πτώση) που πραγµατοποιήθηκε τη χρονική στιγµή ένα, 

ο πωλητής αναπροσαρµόζει το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης αλλάζοντας τον αριθµό των µετο-

χών από ∆0 σε ∆1. Το ∆1 καθορίζεται από το ενδεχόµενο που συνέβη. Έτσι του αποµένει κε-

φάλαιο (ή χρέος) Χ1 – ∆1S1. Τη χρονική στιγµή δύο η αξία του χαρτοφυλακίου πρέπει να είναι 

ίση µε την αξία του παραγώγου, διαφορετικά δηµιουργείται ευκαιρία για arbitrage. Συνεπώς: 

V2 = ∆1S2 + (1 + r)(X1 – ∆1S1). 

Και πάλι, ανάλογα µε τα ενδεχόµενα που θα πραγµατοποιηθούν στις περιόδους ένα και δύο, 

έχουµε τις εξής σχέσεις: 

                                 V2(AA) = ∆1(Α)S2(AA) + (1 + r)(X1(A) – ∆1(Α)S1(A))                        (2.2.3) 

                                 V2(ΑΠ) = ∆1(Α)S2(AΠ) + (1 + r)(X1(A) – ∆1(Α)S1(A))                       (2.2.4) 

                                 V2(ΠA) = ∆1(Π)S2(ΠA) + (1 + r)(X1(Π) – ∆1(Π)S1(Π))                      (2.2.5) 

                                 V2(ΠΠ) = ∆1(Π)S2(ΠΠ) + (1 + r)(X1(Π) – ∆1(Α)S1(Π))                     (2.2.6) 

Συνολικά λοιπόν έχουµε έξι εξισώσεις προς επίλυση, οι οποίες φαίνονται στις σχέσεις (2.2.1) 

έως (2.2.6). Αφαιρώντας την (2.2.6) από την (2.2.5), προκύπτει ο τύπος αντιστάθµισης της 

στρατηγικής ∆έλτα στην περίπτωση που κατά την πρώτη περίοδο συνέβη πτώση της τιµής 

της µετοχής: 

                                                    ( ) ( ) ( )
( ) ( )ΠΠΠΑ

ΠΠΠΑ
Π∆

22

22
1 SS

VV

−

−
=                                          (2.2.7) 

Με αντικατάσταση στην (2.2.5) παίρνουµε: 

                                            ( ) ( ) ( )[ ]ΠΠΠΑΠ 221
~~

1

1
VqVp

r
X +

+
=                                   (2.2.8) 
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Όπου p~  και q~  είναι οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου οι οποίες, όπως στο διωνυµικό µοντέ-

λο µιας περιόδου, ορίζονται από τις σχέσεις (2.1.6). Η τελευταία σχέση δίνει την αξία που 

πρέπει να έχει το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης στη χρονική στιγµή ένα, δεδοµένου ότι συνέβη 

πτώση της τιµής της µετοχής. Η αξία αυτή συµπίπτει µε την αξία που πρέπει να έχει το ∆ι-

καίωµα τη χρονική στιγµή ένα, εάν το πρώτο ενδεχόµενο που πραγµατοποιήθηκε ήταν πτώ-

ση, δηλαδή: 

                                             ( ) ( ) ( )[ ]ΠΠΠΑΠ 221
~~

1

1
VqVp

r
V +

+
=                                   (2.2.9) 

Για την περίπτωση όπου µεταξύ των περιόδων µηδέν και ένα συµβεί άνοδος της τιµής της 

µετοχής, οι αντίστοιχες των (2.2.7) και (2.2.9) σχέσεις είναι: 

                                                     ( ) ( ) ( )
( ) ( )ΑΠΑΑ

ΑΠΑΑ
Α∆

22
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1 SS

VV

−

−
=                                        (2.2.10) 

                                              ( ) ( ) ( )[ ]ΑΠΑΑΑ 221
~~

1

1
VqVp

r
V +

+
=                                  (2.2.11) 

Τελικά, έχοντας υπολογίσει τα V1(A) και V1(Π), µπορούµε να βρούµε τον αριθµό των µετο-

χών ∆0 που θα αγοράσουµε για να ξεκινήσουµε τη στρατηγική εξασφάλισης, καθώς επίσης 

και τη ζητούµενη αξία V0 του ∆ικαιώµατος τη χρονική στιγµή µηδέν, µέσω των σχέσεων 

(2.1.7) και (2.1.8). 

Μπορούµε να γενικεύσουµε τα παραπάνω θεωρώντας ένα µοντέλο S περιόδων. Έστω x1 

το ενδεχόµενο (άνοδος ή πτώση) που πραγµατοποιήθηκε τη χρονική στιγµή ένα, x1x2 ο συν-

δυασµός των ενδεχοµένων που πραγµατοποιήθηκαν µέχρι τη χρονική στιγµή δύο και ούτω 

καθ’ εξής. Τότε την περίοδο n, η αξία του ∆ικαιώµατος Vn και ο αριθµός των µετοχών ∆n που 

θα περιέχονται στο χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης, δίνονται αντίστοιχα από τους τύπους: 

     ( ) ( ) ( )[ ]ΠΑ nnnnnn xxxVqxxxVp
r

xxxV ...~...~

1

1
... 21121121 ++ +

+
= , n = S – 1, S – 2,…,0 (2.2.12) 

                 ( ) ( ) ( )
( ) ( )ΠΑ

ΠΑ
∆

nnnn

nnnn
nn xxxSxxxS

xxxVxxxV
xxx

......

......
...

211211

211211

21

++

++

−

−
=  ,  n = 0, 1,…, S – 1       (2.2.13)                          

 

Παράδειγµα. Θέλουµε να τιµολογήσουµε ένα ∆ικαίωµα Πώλησης Ευρωπαϊκού τύπου. Η 

τιµή της µετοχής σήµερα είναι S0 = 10€, η τιµή εξάσκησης του ∆ικαιώµατος είναι Κ = 11€ 
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και το επιτόκιο είναι r = 0.1. Η εξάσκηση µπορεί να γίνει την τρίτη περίοδο, ενώ οι τιµές των 

u και d είναι 1.3 και 0.8 αντίστοιχα. Το παρακάτω σχεδιάγραµµα των πιθανών τιµών της µε-

τοχής σε κάθε περίοδο θα φανεί εξαιρετικά χρήσιµο: 

 

Από την (2.1.6) βρίσκουµε τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου: 

6.0
5.0

8.01.01~ =
−+

=p  ,  4.0~1~ =−= pq  

Ξεκινάµε τους υπολογισµούς από την περίοδο τρία. Ο κάτοχος θα εξασκήσει το ∆ικαίωµα 

µόνο στην περίπτωση που η τιµή της µετοχής είναι µικρότερη από την τιµή εξάσκησης, δη-

λαδή 11€. ∆ιαφορετικά δεν έχει συµφέρον από την εξάσκηση, αφού µπορεί να την πουλήσει 

ακριβότερα στο χρηµατιστήριο. Άρα η αξία του ∆ικαιώµατος στην περίοδο τρία δίνεται από 

τη σχέση V3 = (K – S3)
+
. Έτσι βρίσκουµε: 

V3(AAA) = 0 

V3(ΑΑΠ) = V3(AΠΑ) = V3(ΠΑΑ) = 0 

V3(AΠΠ) = V3(ΠΑΠ) = V3(ΠΠΑ) = 11 – 8.32 = 2.68 

V3(ΠΠΠ) = 11 – 5.12 = 5.88 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (20), υπολογίζουµε για τη δεύτερη περίοδο: 

S0 = 10 

S1(A) = 13 

S1(Π) = 8 

S2(AA) = 16.9 

S2(AΠ) = S2(ΠΑ) = 10.4 

S2(ΠΠ) = 6.4 

S3(AAA) = 21.97 

  S3(AAΠ) = S3(AΠΑ) 

  = S3(ΠAΑ) = 13.52 

    S3(AΠΠ) = S3(ΠΑΠ) 

    = S3(ΠΠΑ) = 8.32 

S3(ΠΠΠ) = 5.12 
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Αντίστοιχα για την περίοδο ένα: 
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1
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r
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r
V  

Άρα τελικά η αξία του συγκεκριµένου ∆ικαιώµατος τη χρονική στιγµή µηδέν είναι: 

( ) ( )[ ] 86.0862629.04.06.0
1

1
110 ≅=⋅+⋅

+
= ΠΑ VV

r
V € 

Σύµφωνα µε τη στρατηγική εξασφάλισης, τη χρονική στιγµή µηδέν πρέπει να πωληθούν: 

( ) ( )
( ) ( )

297256.0
11

11
0 −=

−

−
=

ΠΑ
ΠΑ

∆
SS

VV
 µετοχής 

Τη χρονική στιγµή ένα πρέπει να πωληθούν: 

( ) ( )
( ) ( )
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−

−
=

ΑΠΑΑ
ΑΠΑΑ

Α∆
SS

VV
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( ) ( )
( ) ( )

656364.0)(
22

22
1 −=

−

−
=

ΠΠΠΑ
ΠΠΠΑ

Π∆
SS

VV
 µετοχής 

ανάλογα µε το ενδεχόµενο που έχει συµβεί. Αντίστοιχα βρίσκουµε για τη δεύτερη περίοδο  

∆2(ΑΑ) = 0, ∆2(ΑΠ) = ∆2(ΠΑ) = -0.515385, ∆2(ΠΠ) = -1     □ 

 

Μέσα από το παράδειγµα, διαπιστώνουµε ότι στη δεύτερη περίοδο έγινε ένας παραπάνω 

υπολογισµός από ό,τι χρειαζόταν, αφού η αξία του ∆ικαιώµατος θα είναι ίδια ανεξάρτητα από 

το εάν συνέβη πρώτα άνοδος και µετά πτώση ή αντίστροφα. Σε περίπτωση που το µοντέλο 
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περιελάµβανε πιο πολλές περιόδους, οι περιττοί αυτοί υπολογισµοί των Vn θα ήταν πολύ πε-

ρισσότεροι. Προκύπτει λοιπόν ανάγκη, ιδιαίτερα από πρακτικής πλευράς, να βρεθεί ένας 

τρόπος ώστε να γίνονται µόνο οι απαραίτητοι υπολογισµοί. 

Η λύση είναι πολύ εύκολη και απαιτεί απλώς την εισαγωγή ενός νέου συµβολισµού. Έστω 

υn(s) η αξία του ∆ικαιώµατος τη χρονική στιγµή n όταν η τιµή της µετοχής είναι s. Ο τύπος 

υπολογισµού των υn είναι αντίστοιχος µε αυτόν για τα Vn της σχέσης (2.2.12): 

                           ( ) ( ) ( )[ ]dsqusp
r

s nnn 11
~~

1

1
++ +

+
= υυυ  ,  n = S – 1, S – 2,…, 0               (2.2.14) 

Αντί λοιπόν να υπολογίζουµε τα Vn όλων των δυνατών ενδεχοµένων, θα υπολογίζουµε µόνο 

τα υn όλων των δυνατών τιµών της µετοχής, οι οποίες είναι σαφώς λιγότερες από το σύνολο 

των ενδεχοµένων. Π.χ. για εκατό περιόδους, τα ενδεχόµενα είναι 2
100

 > 1.2·10
30

 µόνο για την 

τελευταία περίοδο, ενώ οι δυνατές τιµές της µετοχής για όλες τις περιόδους είναι 5151. Επί-

σης, ο αριθµός των µετοχών που πρέπει να υπάρχουν στο χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης δίνεται 

από τον ακόλουθο τύπο, ο οποίος είναι αντίστοιχος µε αυτόν της σχέσης (2.2.13) για τα ∆n: 

                                     ( ) ( ) ( )
( )sdu

dsus
s nn

n −
−

= ++ 11 υυ
δ  ,  n = 0, 1,…, S – 1                           (2.2.15) 

Επιστρέφοντας στο προηγούµενο παράδειγµα µε το ∆ικαίωµα Πώλησης Ευρωπαϊκού τύπου, 

βρίσκουµε: 

περίοδος 3: 

υ3(21.97) = 0 

υ3(13.52) = 0 

υ3(8.32) = 11 – 8.32 = 2.68 

υ3(5.12) = 11 – 5.12 = 5.88 

 

περίοδος 2: 
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1
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+
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r
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περίοδος 1: 
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Αξία ∆ικαιώµατος (περίοδος 0): 

( ) ( ) ( )[ ] 86.0862629.084.0136.0
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1
10 110 ≅=⋅+⋅

+
= υυυ

r
€                                            □
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3  

Αποτίµηση ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης 

 

Στη βιβλιογραφία έχει προταθεί ένα πλήθος µοντέλων συνεχούς και διακριτού χρόνου για 

την εύρεση της αξίας των ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης. Το πιο γνωστό µοντέλο συνεχούς χρό-

νου είναι το µοντέλο των Black & Scholes, ενώ ένα από τα πιο δηµοφιλή µοντέλα διακριτού 

χρόνου είναι το διωνυµικό µοντέλο. Το πρώτο πράγµα για το οποίο µπορεί κανείς να αναρω-

τηθεί, είναι κατά πόσο ένα µοντέλο διακριτού χρόνου µπορεί να προσεγγίσει µε ακρίβεια την 

πραγµατικότητα. Αυτό δεν θα πρέπει να προβληµατίζει τον αναγνώστη, αφού µε τις κατάλ-

ληλες παραµέτρους και µε χρήση πολλών περιόδων επιτυγχάνονται αρκούντως ικανοποιητι-

κές εκτιµήσεις, οι οποίες τείνουν στις εκτιµήσεις των µοντέλων συνεχούς χρόνου. 

Η απαρχή των σύγχρονων τεχνικών αποτίµησης ∆ικαιωµάτων χρονολογείται στον 19
ο
 αι-

ώνα, µε το βιβλίο «The Theory of Options in Stocks and Shares» του Charles Castelli το 

1877. Το βιβλίο του Castelli ήταν το πρώτο που εισήγαγε τεχνικές αντιστάθµισης του κινδύ-

νου µε χρήση ∆ικαιωµάτων, χωρίς όµως να θεµελιώνει κάποια ισχυρή θεωρητική βάση. Εί-

κοσι τρία χρόνια αργότερα, ο Louis Bachelier εφάρµοσε την πρώτη γνωστή αναλυτική αποτί-

µηση ∆ικαιωµάτων στη διατριβή του µε τίτλο «Théorie de la Spéculation». Όµως η διαδικα-

σία που ακολούθησε είχε διάφορα µειονεκτήµατα, όπως το γεγονός ότι η αξία του ∆ικαιώµα-

τος µπορούσε να πάρει αρνητική τιµή. Ακολούθησαν το 1955 οι Paul Samuelson και Richard 

Kruizenga, ο πρώτος µε την αδηµοσίευτη εργασία του µε τίτλο «Brownian Motion in the 

Stock Market» και ο δεύτερος µε τη διατριβή του «Put and Call Options: A Theoretical and 

Market Analysis». Σηµαντική πρόοδος από θεωρητικής πλευράς, έγινε από τον James Boness 

µε το µοντέλο που πρότεινε στη διατριβή του µε τίτλο «A Theory and Measurement of Stock 

Option Value». Αναµφισβήτητα όµως, αυτοί που προσέφεραν τα µέγιστα στον τοµέα της α-

ποτίµησης ∆ικαιωµάτων και της στοχαστικής ανάλυσης, ήταν οι Fischer Black, Myron Scho-

les και Robert Merton µε το µοντέλο που πρότειναν το 1973. Μάλιστα στους δύο τελευταίους 

απονεµήθηκε το βραβείο Nobel στα Οικονοµικά το 1997 για την προσφορά τους, ενώ για τον 
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Black που πέθανε το 1995 έγινε τιµητική αναφορά για τη συνεισφορά του από τη Σουηδική 

ακαδηµία
1
. 

Τα µοντέλα συνεχούς χρόνου δεν θα µας απασχολήσουν στη συγκεκριµένη εργασία, κρί-

νεται όµως απαραίτητο για λόγους πληρότητας της παρουσίασης να αναφερθούµε επιγραµ-

µατικά στο µοντέλο των Black & Scholes, µιας και αποτέλεσε τη βάση για ένα µεγάλο πλή-

θος µελετών και εκτεταµένη έρευνα πάνω στον τοµέα της αποτίµησης. Πριν περάσουµε σε 

αυτό, πρέπει να εισάγουµε την έννοια της γεωµετρικής κίνησης Brown, η οποία είναι θεµε-

λιώδης για τα µοντέλα συνεχούς χρόνου. 

Όταν δουλεύουµε σε συνεχή χρόνο, χρειαζόµαστε ένα εργαλείο µε βάση το οποίο θα «πα-

ράγουµε» τις πιθανές τιµές της µετοχής, όπως κάνουµε αντίστοιχα στον διακριτό χρόνο µε το 

διωνυµικό µοντέλο. Ουσιαστικά ο όρος «συνεχής χρόνος» δεν είναι απόλυτα ακριβής, διότι 

στην πράξη διακριτοποιούµε τον χρόνο παίρνοντας πολύ µικρά χρονικά διαστήµατα. Επίσης, 

η ποσοστιαία αύξηση ή µείωση της τιµής είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν. Έστω S η τιµή 

της µετοχής, h το µήκος του χρονικού διαστήµατος που χωρίζουµε τον χρόνο (πολύ µικρό), µ 

η τάση και σ η µεταβλητότητα της τιµής της µετοχής. Τότε οι πιθανές τιµές της µετοχής προ-

κύπτουν ως εξής: 
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Μια στοχαστική ανέλιξη St, t ≥ 0, καλείται γεωµετρική κίνηση Brown µε παραµέτρους µ 

και σ, αν για κάθε y ≥ 0, t > 0, ισχύει: 

1) ( )2,~ln σµ ttS
S

S

y

yt+
 

2) Η τυχαία µεταβλητή St+y/Sy είναι ανεξάρτητη από τις Su, µε 0 ≤ u ≤ y. 

Ο συµβολισµός είναι GBM(µ,σ2
). Στο παρακάτω διάγραµµα αναπαρίστανται πέντε τυχαίες 

πραγµατοποιήσεις µιας γεωµετρικής κίνησης Brown µε S0 = 1, µ = 0.1, σ = 0.2, h = 0.01 και 

1000 βήµατα (n = 1000): 

                                                 
1
 Τα βραβεία Nobel απονέµονται µόνο σε εν ζωή επιστήµονες. 
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Σχήµα 3.1. Πέντε τυχαίες διαδροµές της γεωµετρικής κίνησης Brown 

Η γεωµετρική κίνηση Brown χρησιµοποιείται πρακτικά για την περιγραφή της κίνησης 

των µετοχών, κυρίως λόγω της απλότητας στην εφαρµογή της. Πολλά µοντέλα συνεχούς χρό-

νου που εµπλέκουν εξέλιξη τιµών στον χρόνο έχουν ως βάση τη γεωµετρική κίνηση Brown. 

Αυτό συµβαίνει γιατί συγκεντρώνει ορισµένες σηµαντικές (για την κίνηση των τιµών χρηµα-

τοοικονοµικών τίτλων) ιδιότητες. Μια από αυτές είναι ότι γίνεται ποσοστιαία αυξοµείωση 

της τιµής, κάτι που εκτός από ρεαλιστικό αποκλείει και το ενδεχόµενο να προκύψει αρνητική 

τιµή. Άλλη ιδιότητα είναι ότι δίνει την ευχέρεια στον ερευνητή να διακριτοποιήσει τον χρόνο 

όσο εκείνος επιθυµεί αλλά και να προσοµοιώσει εύκολα και γρήγορα πολλές πραγµατοποιή-

σεις της ίδιας κίνησης, ούτως ώστε να επιτύχει τη µέγιστη δυνατή ακρίβεια. 

Επιστρέφουµε στη συνοπτική παρουσίαση του µοντέλου των Black & Scholes. Θεωρούµε 

ότι υπάρχει συνεχής ανατοκισµός, δηλαδή αν επενδύσουµε σήµερα κεφάλαιο Β θα πάρουµε 

Β·ert
 έπειτα από t χρονικές περιόδους, όπου r το ισχύον επιτόκιο. Αντίστοιχα, αν έχουµε κε-

φάλαιο Β τη χρονική στιγµή t, η σηµερινή (παρούσα) του αξία είναι Β·e-rt
. Έστω ένα απλό 

παράγωγο χρηµατοοικονοµικό προϊόν Ευρωπαϊκού τύπου µε χρόνο λήξης Τ και τελική αξία 

UT. Με µια διαδικασία ανάλογη του διωνυµικού µοντέλου που εξετάσαµε στο προηγούµενο 

κεφάλαιο (προσαρµοσµένη κατάλληλα σε συνεχή χρόνο), αποδεικνύεται ότι ένα απλό παρά-

γωγο χρηµατοοικονοµικό προϊόν θα έχει no-arbitrage αξία στον χρόνο t: 

Ut = e-r(T-t)
·Ẽ(UT | It), 

όπου ΙΤ η «πληροφόρηση» που έχουµε µέχρι τη χρονική στιγµή Τ (εκφράζεται µέσα από κα-

τάλληλη σ-άλγεβρα), UT η συνάρτηση κέρδους στον χρόνο λήξης Τ και Ẽ η αναµενόµενη τι-

µή σε ένα «περιβάλλον ουδέτερου ρίσκου». Η συνάρτηση κέρδους εξαρτάται από το είδος 

του ∆ικαιώµατος. Όπως εξετάσαµε παραπάνω για τα ∆ικαιώµατα Αγοράς, η συνάρτηση είναι 
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UT = max[ST – K, 0], ενώ για τα ∆ικαιώµατα Πώλησης είναι UT = max[K – ST, 0]. Η συνάρ-

τηση του κέρδους δηλαδή σχετίζεται µε την εξάσκηση ή µη του ∆ικαιώµατος στον χρόνο Τ. 

Ας εξηγήσουµε στο σηµείο αυτό τι εννοούµε µε την έννοια «περιβάλλον ουδέτερου ρί-

σκου». Ουσιαστικά ορίζουµε ότι ισχύει ένα µέτρο πιθανότητας σύµφωνα µε το οποίο οι πιθα-

νότητες ανοδικής και καθοδικής κίνησης της µετοχής είναι τέτοιες ώστε η επένδυση στη µε-

τοχή να έχει αναµενόµενη απόδοση ίση µε την απόδοση µιας επένδυσης χωρίς ρίσκο (π.χ. 

κρατικά οµόλογα). Προφανώς στην πραγµατικότητα δεν ισχύει κάτι τέτοιο, διότι τότε κανέ-

νας δεν θα είχε συµφέρον να επενδύσει στη µετοχή που ενέχει ρίσκο, αφού θα µπορούσε να 

έχει την ίδια απόδοση µε µια επένδυση σίγουρου κέρδους. Εποµένως, υπάρχει σαφής διαχω-

ρισµός µεταξύ των πραγµατικών πιθανοτήτων που καθορίζουν την κίνηση της µετοχής και 

των πιθανοτήτων ουδέτερου ρίσκου. Το µέτρο πιθανότητας σε «περιβάλλον ουδέτερου ρί-

σκου», χρησιµοποιείται απλώς και µόνο για να απλοποιηθεί ο τρόπος έκφρασης της τιµής του 

∆ικαιώµατος και όχι για να περιγράψει την πραγµατικότητα. 

Τελικά, σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο, η αξία ενός ∆ικαιώµατος Ευρωπαϊκού τύπου εί-

ναι ίση µε την παρούσα αξία του αναµενόµενου κέρδους από τη χρήση του ∆ικαιώµατος σε ένα 

«περιβάλλον ουδέτερου ρίσκου». Στο µοντέλο των Black & Scholes, υπό το µέτρο πιθανότη-

τας ουδέτερου ρίσκου, η ανέλιξη της τιµής της µετοχής St είναι µια γεωµετρική κίνηση 

Brown µε παραµέτρους r – σ2
/2 και σ2

, δηλαδή St ~ GBM(r – σ2
/2 ,  σ2

). Αυτή είναι µια ιδιαί-

τερα σηµαντική ιδιότητα η οποία βοηθά στην εύρεση ενός κλειστού τύπου για τον υπολογι-

σµό της no-arbitrage αξίας των παραγώγων. 

Πιο συγκεκριµένα, ο τύπος των Black & Scholes για την τιµή ενός ∆ικαιώµατος Αγοράς 

Ευρωπαϊκού τύπου επί µιας µετοχής µε αξία S, µε τιµή εξάσκησης Κ, στον χρόνο Τ, µε στα-

θερό επιτόκιο r και σταθερή µεταβλητότητα σ, είναι: 

C(S,T) = S·Φ(d1) – K·e-rT
·Φ(d2) 

Όπου: 

T

TrKS
d

σ
σ )2/()/(ln 2

1

++
= ,        Td

T

TrKS
d σ

σ
σ

−=
++

= 1

2

2

)2/()/(ln
. 

Με Φ συµβολίζουµε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης κανονικής 

κατανοµής. Το µοντέλο βασίζεται σε ορισµένες υποθέσεις. Αυτές είναι ότι η µετοχή δεν απο-

δίδει µέρισµα, η αγορά λειτουργεί αποτελεσµατικά, δεν υπάρχουν έξοδα συναλλαγών, το επι-
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τόκιο παραµένει σταθερό και οι αποδόσεις κατανέµονται λογαριθµο-κανονικά. Μετά τη δη-

µοσίευση του µοντέλου, ακολούθησαν πολλές µελέτες που «χαλαρώνουν» κάποιες από τις 

υποθέσεις, όπως για παράδειγµα την υπόθεση της µη απόδοσης µερισµάτων το 1973 από τον 

Merton, την υπόθεση για µηδενικά έξοδα συναλλαγών το 1976 από τον Jonathan Ingerson και 

την υπόθεση του σταθερού επιτοκίου το 1976 πάλι από τον Merton. 

Ο αντίστοιχος τύπος που δίνει την παρούσα αξία ενός παραγώγου Αµερικανικού τύπου µε 

χρόνο εξάσκησης το διάστηµα [0, Τ], αποδεικνύεται ότι είναι: 

( )ττ

τ
UeEC r−=

~
sup . 

Με τ συµβολίζεται ο βέλτιστος χρόνος εξάσκησης του παραγώγου ο οποίος δεν είναι γνωστός 

εκ των προτέρων. Προφανώς, ένας επενδυτής θα αποφασίσει να εξασκήσει ένα ∆ικαίωµα 

Αµερικανικού τύπου σε κάποιο χρόνο τ, µε βάση την πληροφορία που θα έχει από την αγορά 

µέχρι και τον χρόνο αυτό και όχι µε βάση πληροφορία από το «µέλλον»  (βλ. 5.2 Χρόνοι ∆ι-

ακοπής). Σε αυτήν την περίπτωση ο συγκεκριµένος τύπος αποτελεί µια θεωρητική µόνο έκ-

φραση της αξίας του Αµερικανικού ∆ικαιώµατος Προαίρεσης και δεν µπορεί να επιλυθεί α-

ναλυτικά ώστε να δώσει έναν κλειστό τύπο, όπως ο τύπος των Black & Scholes για το Ευρω-

παϊκό ∆ικαίωµα. Ωστόσο, καθίσταται σαφές ότι σε κάθε περίπτωση ένα ∆ικαίωµα Αµερικα-

νικού τύπου θα έχει πάντοτε αξία ίση ή µεγαλύτερη σε σχέση µε ένα ∆ικαίωµα Ευρωπαϊκού 

τύπου µε τα ίδια ακριβώς χαρακτηριστικά. Αυτό συµβαίνει διότι το Αµερικανικό ∆ικαίωµα 

δίνει την επιπλέον δυνατότητα στον κάτοχό του να το εξασκήσει όποτε εκείνος κρίνει ότι εί-

ναι βέλτιστο µέσα σε ένα προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα, ενώ το Ευρωπαϊκό ∆ικαίωµα 

έχει συγκεκριµένη ηµεροµηνία εξάσκησης. Βέβαια, η εύρεση του βέλτιστου χρόνου εξάσκη-

σης είναι ένα θέµα που παρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία, αφού η απόφαση πρέπει να βασίζε-

ται µόνο στην πληροφόρηση που υπάρχει µέχρι εκάστοτε χρονική στιγµή και φυσικά υπάρχει 

ο κίνδυνος της απώλειας κερδών από µια µη βέλτιστη εξάσκηση. Το συγκεκριµένο πρόβληµα 

θα εξεταστεί λεπτοµερώς στην εργασία αυτή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4  

Εισαγωγή στο ∆υναµικό Προγραµµατισµό 

 

∆εδοµένου ότι δεν υπάρχει κλειστός τύπος για την εύρεση της αξίας ενός ∆ικαιώµατος 

Αµερικανικού τύπου, προέκυψε η ανάγκη για ανάπτυξη εναλλακτικών µεθόδων προσέγγισης 

του προβλήµατος. Η χρήση του διωνυµικού µοντέλου για την αποτίµηση αυτού του είδους 

∆ικαιωµάτων βασίζεται στην ιδέα του δυναµικού προγραµµατισµού και διαφέρει από τη µε-

θοδολογία που περιγράψαµε για τα ∆ικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου. 

Ο δυναµικός προγραµµατισµός αποτελεί κοµµάτι της Επιχειρησιακής Έρευνας και θεµε-

λιώθηκε από τον R. E. Bellman τη δεκαετία του 1950. Έχει εφαρµογή στη µελέτη και ανάλυ-

ση συστηµάτων, των οποίων η εξέλιξη στον χρόνο εξαρτάται από διαδοχικές αποφάσεις που 

λαµβάνονται κατά τη διάρκεια της λειτουργίας τους. Η κάθε απόφαση επιφέρει συγκεκριµένο 

κέρδος ή κόστος (ανάλογα µε τη φύση του συστήµατος) που είναι εκ των προτέρων γνωστό. 

Αυτό που επιδιώκουµε µέσω του δυναµικού προγραµµατισµού είναι η επιλογή των κατάλλη-

λων αποφάσεων ώστε να µεγιστοποιηθεί το κέρδος ή να ελαχιστοποιηθεί το κόστος. Κύριο 

χαρακτηριστικό είναι ότι η επίλυση των προβληµάτων γίνεται σε διαδοχικά βήµατα µε τη 

χρήση αναδροµικών σχέσεων, όπως ακριβώς δηλαδή και στο διωνυµικό µοντέλο όπου ξεκι-

νάµε από τον τελικό χρόνο Ν και έπειτα µέσω αναδροµικών σχέσεων φτάνουµε στη χρονική 

στιγµή µηδέν όπου υπολογίζουµε την παρούσα αξία του ∆ικαιώµατος. 

Το παρόν κεφάλαιο θα αποτελέσει µόνο µια εισαγωγή στον τρόπο αντιµετώπισης προβλη-

µάτων µέσω του δυναµικού προγραµµατισµού, κυρίως µέσω παραδειγµάτων, ώστε ο ανα-

γνώστης να αντιληφθεί τη λογική µε την οποία επιτυγχάνονται οι βέλτιστες επιλογές (ή απο-

φάσεις) αναδροµικά. Θα δοθεί έµφαση στα παραδείγµατα διότι η αυστηρή παρουσίαση της 

θεωρίας του δυναµικού προγραµµατισµού ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτής της εργασίας. 

Άλλωστε οι απαιτούµενοι τύποι έχουν τέτοια µορφή που µόνο µέσω της εφαρµογής τους 

µπορεί να γίνει κατανοητή η συγκεκριµένη µέθοδος. 
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Ας ξεκινήσουµε µε το εξής απλό παράδειγµα. Έστω ότι στο ακόλουθο σχήµα παριστάνε-

ται ένα δίκτυο από οκτώ πόλεις (0 έως 7) και τα βέλη συµβολίζουν σωλήνες ύδρευσης µέσω 

των οποίων µεταφέρεται νερό από τη µια πόλη στην άλλη, σύµφωνα µε την κατεύθυνση που 

δείχνει το κάθε βέλος. Οι αριθµοί δίπλα σε κάθε ένα από αυτά συµβολίζουν τα µήκη των α-

ντίστοιχων σωλήνων. 

 

Αναζητείται η βέλτιστη διαδροµή από την πόλη 0 στην πόλη 7, ώστε το νερό να δροµολογη-

θεί ταχύτερα. Προφανώς, ένας τρόπος επίλυσης του προβλήµατος είναι να υπολογιστούν όλες 

οι δυνατές διαδροµές από την πόλη 0 στην πόλη 7 και έπειτα να προσδιοριστεί η συντοµότε-

ρη. Κάτι τέτοιο µπορεί να γίνεται πολύ εύκολα στο συγκεκριµένο απλό σύστηµα, όταν όµως 

οι πόλεις είναι περισσότερες και οι διαδροµές πολυπλοκότερες τότε αυτό ίσως να µην µπορεί 

να καταστεί δυνατό πρακτικά (απαιτείται πολύ µεγάλος χρόνος). 

Με τη βοήθεια του δυναµικού προγραµµατισµού, το πρόβληµα επιλύεται ως εξής. Έστω 

υ(x), x = 0, 1,…, 7, το µήκος της ελάχιστης διαδροµής από την πόλη x στην πόλη 7. Εξ ορι-

σµού ισχύει υ(7) = 0 και το ζητούµενο είναι το υ(0). Η πόλη 0 συνδέεται άµεσα µε τις πόλεις 

1, 2 και 3. Εποµένως, αν γνωρίζαµε τα υ(1), υ(2) και υ(3), τότε το υ(0) θα προέκυπτε άµεσα 

από τη σχέση: 

υ(0) = min [ 4 + υ(1), 5 + υ(2), 7 + υ(3) ] 

Αντίστοιχα, τα υ(1), υ(2) και υ(3) εξαρτώνται από τις τιµές που παίρνουν τα µήκη των ελάχι-

στων διαδροµών των πόλεων µε τις οποίες συνδέονται, δηλαδή από τα υ(4), υ(5) και υ(6). Οι 

σχέσεις εδώ είναι: 

0 

2 

1 

3 

6 

5 

4 

7 

4 

5 

7 

6 

5 
3 

2 

4 

6 

2 

1 

3 
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υ(1) = min [ 6 + υ(4), 5 + υ(5) ] 

υ(2) = min [ 6 + υ(5), 4 + υ(6) ] 

υ(3) = min [ 3 + υ(4), 2 + υ(6) ] 

Όµως, οι τιµές των υ(4), υ(5) και υ(6) είναι γνωστές, αφού οι πόλεις 4, 5 και 6 συνδέονται α-

πευθείας µε την τερµατική πόλη 7. ∆ηλαδή: 

υ(4) = 2 

υ(5) = 1 

υ(6) = 3 

Γνωρίζοντας τις τιµές αυτές, αντικαθιστούµε και βρίσκουµε τα υ(1), υ(2) και υ(3) και τελικά 

το υ(0). Είναι φανερό ότι αυτός ο τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι πολύ πιο α-

ποτελεσµατικός και λιγότερο χρονοβόρος από το να υπολογιστεί το σύνολο των δυνατών δι-

αδροµών και κατόπιν να γίνει επιλογή της βέλτιστης. 

Γενικά, για ένα σύστηµα που αποτελείται από Ν κόµβους (στο παράδειγµα οι κόµβοι αντι-

προσωπεύουν πόλεις), το µήκος της ελάχιστης διαδροµής υ(x) µπορεί να γραφεί µε τη µορφή: 

                                     ( ) ( )[ ]yyxcx
xDyx

υυ +=
∈

,min)(
)(),(

 ,  x = 0, 1,…, S,                                (4.1) 

υ(S) = 0, 

όπου D(x) είναι το σύνολο των διαδροµών από τον κόµβο x στους γειτονικούς κόµβους και 

c(x, y) το µήκος της διαδροµής (x, y). Επίσης, θα συµβολίσουµε y*
(x) τον βέλτιστο γειτονικό 

κόµβο του x. Η παραπάνω εξίσωση λέγεται εξίσωση βελτιστοποίησης. Τα προβλήµατα του 

δυναµικού προγραµµατισµού έχουν να κάνουν είτε µε ελαχιστοποίηση είτε µε µεγιστοποίηση 

µιας διαδροµής µέσω της λήψης συγκεκριµένων αποφάσεων. Το σύνολο των αποφάσεων που 

οδηγούν στη βέλτιστη διαδροµή καλείται βέλτιστη πολιτική. 

Σύµφωνα λοιπόν µε όσα αναφέραµε, η ελάχιστη διαδροµή στο παραπάνω σύστηµα βρί-

σκεται αναδροµικά ως εξής: 

υ(7) = 0 

____________________ 

υ(6) = 3 + υ(7) = 3,                                                                                              y
*
(6) = 7 

υ(5) = 1 + υ(7) = 1,                                                                                              y
*
(5) = 7 

υ(4) = 2 + υ(7) = 2,                                                                                              y
*
(4) = 7 

____________________ 
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υ(3) = min [ 3 + υ(4), 2 + υ(6) ] = min [ 3 + 2, 2 + 3 ] = 5,                          y
*
(3) = 4 ή 6 

υ(2) = min [ 6 + υ(5), 4 + υ(6) ] = min [ 6 + 1, 4 + 3 ] = 7,                          y
*
(2) = 5 ή 6 

υ(1) = min [ 6 + υ(4), 5 + υ(5) ] = min [ 6 + 2, 5 + 1 ] = 6,                                y
*
(1) = 5 

____________________ 

υ(0) = min [ 4 + υ(1), 5 + υ(2), 7 + υ(3) ] = min [ 4 + 6, 5 + 7, 7 + 5 ] = 10,     y
*
(0) = 1 

Άρα η ελάχιστη δυνατή διαδροµή από την πόλη 0 στην πόλη 7 έχει µήκος 10 και η διαδροµή 

αυτή είναι η 0 → 1 → 5 → 7. 

Ας περάσουµε σε ένα δεύτερο παράδειγµα. Θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα όπου στόχος 

µας είναι να ξεκινήσουµε από τον κόµβο (0,1) και να φτάσουµε στον κόµβο (6,1), έχοντας 

διανύσει την ελάχιστη δυνατή απόσταση. 

 

Το πρώτο νούµερο κάθε κόµβου συµβολίζει το βήµα στο οποίο βρισκόµαστε, ενώ το δεύτερο 

τον αριθµό του κόµβου του συγκεκριµένου βήµατος. Ο συνολικός αριθµός βηµάτων που θα 

γίνουν σε κάθε περίπτωση είναι έξι. Με τη χρήση της εξίσωσης βελτιστοποίησης, το παραπά-

νω πρόβληµα λύνεται αναδροµικά ως εξής: 

 υ(6,1) = 0 

 ____________________ 

 υ(5,1) = 1 + υ(6,1) = 1,                                                                               υ*
(5,1) = (6,1) 

 υ(5,2) = 0 + υ(6,1) = 0,                                                                               υ*
(5,2) = (6,1) 

0,1 

3,2 

3,3 

3,4 

3,1 

2,3 

2,1 

2,2 

1,2 

1,1 

4,3 

4,1 

4,2 

5,2 

5,1 

2 

1 

5 

2 

8 

4 

3 

3 

4 

2 

2 

2 

2 

1 

1 

2 

5 

4 

5 

4 

7 

3 

1 

0 

6,1 
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 ____________________ 

 υ(4,1) = 5 + υ(5,1) = 6,                                                                               υ*
(4,1) = (5,1) 

 υ(4,2) = min [ 4 + υ(5,1), 7 + υ(5,2) ] = min [ 4 + 1, 7 + 0 ] = 5,               υ*
(4,2) = (5,1) 

 υ(4,3) = 3 + υ(5,2) = 3,                                                                               υ*
(4,3) = (5,2) 

 ____________________ 

 υ(3,1) = 2 + υ(4,1) = 8,                                                                               υ*
(3,1) = (4,1) 

 υ(3,2) = min [ 1 + υ(4,1), 1 + υ(4,2) ] = min [ 1 + 6, 1 + 5 ] = 6,               υ*
(3,2) = (4,2) 

 υ(3,3) = min [ 2 + υ(4,2), 5 + υ(4,3) ] = min [ 2 + 5, 5 + 3 ] = 7,               υ*
(3,3) = (4,2) 

 υ(3,4) = 4 + υ(4,3) = 7,                                                                               υ*
(3,4) = (4,3) 

 ____________________ 

 υ(2,1) = min [ 3 + υ(3,1), 3 + υ(3,2) ] = min [ 3 + 8, 3 + 6 ] = 9,               υ*
(2,1) = (3,2) 

 υ(2,2) = min [ 4 + υ(3,2), 2 + υ(3,3) ] = min [ 4 + 6, 2 + 7 ] = 9,               υ*
(2,2) = (3,3) 

 υ(2,3) = min [ 2 + υ(3,3), 2 + υ(3,4) ] = min [ 2 + 7, 2 + 7 ] = 9,   υ*
(2,3) = (3,3) ή (3,4) 

 ____________________ 

 υ(1,1) = min [ 5 + υ(2,1), 2 + υ(2,2) ] = min [ 5 + 9, 2 + 9 ] = 11,             υ*
(1,1) = (2,2) 

 υ(1,2) = min [ 8 + υ(2,2), 4 + υ(2,3) ] = min [ 8 + 9, 4 + 9 ] = 13,             υ*
(1,2) = (2,3) 

 ____________________ 

 υ(0,1) = min [ 2 + υ(1,1), 1 + υ(1,2) ] = min [ 2 + 11, 1 + 13 ] = 13,         υ*
(0,1) = (1,1) 

Συνεπώς, η βέλτιστη διαδροµή από τον κόµβο (0,1) στον κόµβο (6,1) έχει µήκος 13 και είναι 

η  

(0,1) → (1,1) → (2,2) → (3,3) → (4,2) → (5,1) → (6,1). 

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε δύο πιο ρεαλιστικά µοντέλα του δυναµικού προγραµµατι-

σµού. Το πρώτο έχει να κάνει µε το γεγονός ότι συνυπολογίζεται η χρονική αξία του χρήµα-

τος, δεδοµένης της ύπαρξης πληθωρισµού. Γίνεται λοιπόν αναγωγή των ποσών κάθε χρονι-

κής περιόδου σε παρούσα αξία µέσω ενός αποπληθωριστή b, µε b = 1/(1 + r), όπου r το επι-

τόκιο του αποπληθωρισµού. Η εξίσωση βελτιστοποίησης για την περίπτωση που το ζητούµε-

νο είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους, έχει τώρα την εξής µορφή: 

                                          υ(t, x) = min [ ct(x, α) + bυ(t + 1, α (x)) ],                                   (4.2) 

υ(S+1, x) = ĉ(x) 

όπου υ(t, x) το ελάχιστο συνολικό κόστος όταν στην αρχή του βήµατος t το σύστηµα βρίσκε-

ται στην κατάσταση x,  ct(x, α) το κόστος που αντιστοιχεί στην απόφαση α όταν το σύστηµα 

στην αρχή του βήµατος t βρίσκεται στην κατάσταση x, ĉ(x) το κόστος όταν το σύστηµα βρε-
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θεί στο τέλος του S-οστού βήµατος στην κατάσταση x και α (x) η νέα κατάσταση στην αρχή 

του βήµατος t + 1 µέσω της απόφασης α. 

Παράδειγµα 1 (Φακίνος και Οικονόµου (2003), σελ. 160). Ένας αγροτικός συνεται-

ρισµός έχει αποθήκη χωρητικότητας ενός επιπέδου και σχεδιάζει την επέκτασή της για τα ε-

πόµενα 3 έτη. Στην αρχή κάθε έτους υπάρχουν οι εναλλακτικές αποφάσεις να διατηρήσει την 

υπάρχουσα χωρητικότητα, ή να την επεκτείνει κατά ένα επίπεδο ακόµη. Ο µέγιστος επιτρε-

πόµενος αριθµός επιπέδων είναι 3 και το άµεσο κέρδος για κάθε απόφαση δίνεται στο επόµε-

νο διάγραµµα: 

 

Η αξία της αποθήκης το τρίτο έτος εκτιµάται ότι θα είναι αυξηµένη σε σχέση µε τη σηµερινή 

της αξία κατά 4 και 8 µονάδες για τα επίπεδα 2 και 3 αντίστοιχα, ενώ παραµένει σταθερή για 

το επίπεδο 1. Ο ετήσιος πληθωρισµός είναι 33.3% και το ζητούµενο είναι η βέλτιστη πολιτι-

κή επέκτασης της αποθήκης. 

Για να λύσουµε το πρόβληµα, ορίζουµε πρώτα το σύνολο των δυνατών καταστάσεων 

και αποφάσεων. Το t µπορεί να πάρει τιµές από 0 έως 3, ανάλογα µε τη χρονική περίοδο (ή 

έτος) στην οποία βρισκόµαστε, το x συµβολίζει το επίπεδο της αποθήκης και παίρνει τιµές 

από 1 έως 3, ενώ οι δυνατές αποφάσεις είναι 0 για διατήρηση και 1 για επέκταση της χωρητι-

κότητας της αποθήκης κατά ένα επίπεδο. Εποµένως ισχύει: 





=+

=
=+

1  α  αν  , 1

0  α  αν  , 
1

t

t
t x

x
x  

και ο αποπληθωριστής παίρνει την τιµή: 
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b = 1 / (1 + 0.33) ≈ 0.75 

Σύµφωνα µε την εξίσωση βελτιστοποίησης (4.2), το πρόβληµα µπορεί να λυθεί αναδροµικά 

ως εξής (µε αστεράκι σηµειώνονται οι βέλτιστες αποφάσεις): 

t = 3 

 x = 1:  υ(t,x) = 0 

 x = 2:  υ(t,x) = 4 

 x = 3:  υ(t,x) = 8 

t = 2 

 x = 1 α = 0 ct(α(x)) = 4 α (x) = 1 υ(t,x) = 4 + 0 = 4
*
 

  α = 1 ct(α(x)) = −5 α (x) = 2 υ(t,x) = −5 + b·4 = −2 

 x = 2 α = 0 ct(α(x)) = 9 α (x) = 2 υ(t,x) = 9 + b·4 = 12
*
 

  α = 1 ct(α(x)) = 4 α (x) = 3 υ(t,x) = 4 + b·8 = 10 

 x = 3 α = 0 ct(α(x)) = 12 α (x) = 3 υ(t,x) = 12 + b·8 = 18 

t = 1 

 x = 1 α = 0 ct(α(x)) = 3 α (x) = 1 υ(t,x) = 3 + b·4 = 6
*
 

  α = 1 ct(α(x)) = −6 α (x) = 2 υ(t,x) = −6 + b·12 = 3 

 x = 2 α = 0 ct(α(x)) = 7 α (x) = 2 υ(t,x) = 7 + b·12 = 16
*
 

  α = 1 ct(α(x)) = 2 α (x) = 3 υ(t,x) = 2 + b·18 = 15.5 

t = 0 

 x = 1 α = 0 ct(α(x)) = 2 α (x) = 1 υ(t,x) = 2 + b·6 = 6.5
*
 

  α = 1 ct(α(x)) = −7 α (x) = 2 υ(t,x) = −7 + b·16 = 5 

Άρα τελικά η βέλτιστη πολιτική είναι η (0,1) → (1,1) → (2,1) → (3,1), δηλαδή να µη γίνει 

καθόλου επέκταση της αποθήκης. Η πολιτική αυτή θα αποφέρει κέρδη 6.5 χρηµατικές µονά-

δες.                                                                                                                                              □ 

Η τελευταία περίπτωση που θα εξετάσουµε στην ενότητα αυτή έχει να κάνει µε στοχαστικό 

δυναµικό προγραµµατισµό. Σε αντίθεση µε τα παραδείγµατα που είδαµε µέχρι τώρα, η επόµε-

νη κατάσταση στην οποία περιέρχεται το σύστηµα δεν προσδιορίζεται µονοσήµαντα από την 

παρούσα κατάσταση και την απόφαση που λαµβάνεται σε αυτήν, αλλά είναι τυχαία µεταβλη-

τή µε συνάρτηση πιθανότητας γνωστή εκ των προτέρων. Κατά συνέπεια και το συνολικό κό-

στος ή κέρδος δεν υπολογίζεται ντετερµινιστικά αλλά είναι και αυτό τυχαία µεταβλητή. Η 
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εξίσωση βελτιστοποίησης για την εύρεση της αναµενόµενης βέλτιστης τιµής υ(t,x) σε αυτήν 

την περίπτωση είναι η ακόλουθη: 

                   
( )

( ) ( ) ( )







++= ∑

∈ y
xyt

xD

ytpxcxt
t

,1,max  ή min),( υααυ
α

 ,  t = 1, 2,…, Ν,              (4.3) 

υ(S+1, x) = ĉ(x) 

όπου y είναι η επόµενη κατάσταση από την παρούσα x, µε πιθανότητα pxy(α) ≥ 0 και 

1)( =∑ αxyy p . Η βέλτιστη πολιτική του προβλήµατος προκύπτει από την επίλυση της (4.3). 

Παράδειγµα 2 (Φακίνος και Οικονόµου (2003), σελ. 191). Ένας αγροτικός συνεται-

ρισµός έχει στη διάθεσή του έναν µεγάλο αγρό. Η παραγωγικότητα του αγρού ελέγχεται κάθε 

χρόνο και κατατάσσεται σε µια από τις καταστάσεις, 1: άριστη, 2: καλή και 3: µέτρια. Μάλι-

στα η κατάσταση του αγρού το επόµενο έτος εξαρτάται αποκλειστικά από την κατάστασή του 

στο προηγούµενο έτος, µέσω του πίνακα των πιθανοτήτων µετάβασης: 
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Για παράδειγµα, αν φέτος η κατάσταση του αγρού είναι καλή, τότε το επόµενο έτος θα είναι 

καλή ή µέτρια µε ίσες πιθανότητες. Η παραγωγικότητα του αγρού µπορεί να βελτιωθεί µε τη 

χρησιµοποίηση λιπασµάτων. Συγκεκριµένα, αν στην αρχή του έτους ο αγρός λιπανθεί, τότε ο 

προηγούµενος πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης αλλάζει και γίνεται: 
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Έτσι ανάλογα µε την κατάσταση του αγρού, υπάρχουν στην αρχή κάθε έτους οι αποφάσεις 

µη λίπανσης (1) και λίπανσης (2). Οι αντίστοιχοι πίνακες αµοιβής είναι: 
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Π.χ. αν η κατάσταση του αγρού φέτος είναι καλή και ο αγρός δεν λιπανθεί, τότε το κέρδος 

του συνεταιρισµού είναι 5 ή 1 χρηµατικές µονάδες, ανάλογα αν το επόµενο έτος η κατάστασή 

του παραµείνει καλή ή γίνει µέτρια. Αν όµως ο αγρός λιπανθεί, το κέρδος είναι 7, 4 ή 0, ανά-

λογα αν η κατάστασή του το επόµενο έτος βελτιωθεί, µείνει η ίδια ή χειροτερέψει αντίστοιχα. 

Τα τερµατικά κέρδη είναι µηδενικά, δηλαδή ĉ(x) = 0 για όλα τα x. 

Εργαζόµαστε ως εξής. Υπολογίζουµε πρώτα τα άµεσα κέρδη για κάθε κατάσταση του 

αγρού και απόφαση. Ουσιαστικά αυτά προκύπτουν ως µέσες τιµές από τη σχέση: 

( ) ( ) ( )∑
=

=
3

1

,
j

ijij rpic ααα  ,  για i = 1, 2, 3 και α = 1, 2 

Έτσι έχουµε: 

 c(1,1) = 0.2·7 + 0.5·6 + 0.3·3 = 5.3 

 c(2,1) = 0·0 + 0.5·5 + 0.5·1 = 3 

 c(3,1) = 0·0 + 0·0 + 1·(−1) = −1 

 c(1,2) = 0.3·6 + 0.6·5 + 0.1·(−1) = 4.7 

 c(2,2) = 0.1·7 + 0.6·4 + 0.3·0 = 3.1 

 c(3,2) = 0.05·6 + 0.4·3 + 0.55·(−2) = 0.4 

Με τη χρήση της σχέσης (4.3), το πρόβληµα λύνεται αναδροµικά ως ακολούθως: 

t = 2 

 x = 1 α = 1 c(x,α) = 5.3 υ(t,x) = 5.3
* 

  α = 2 c(x,α) = 4.7 υ(t,x) = 4.7 

 x = 2 α = 1 c(x,α) = 3 υ(t,x) = 3 

  α = 2 c(x,α) = 3.1 υ(t,x) = 3.1
* 

 x = 3 α = 1 c(x,α) = −1 υ(t,x) = −1 

  α = 2 c(x,α) = 0.4 υ(t,x) = 0.4
* 

t = 1 

 x = 1 α = 1 c(x,α) = 5.3 υ(t,x) = 5.3 + 0.2·5.3 + 0.5·3.1 + 0.3·0.4 = 8.03 

  α = 2 c(x,α) = 4.7 υ(t,x) = 4.7 + 0.3·5.3 + 0.6·3.1 + 0.1·0.4 = 8.19
*
 

 x = 2 α = 1 c(x,α) = 3 υ(t,x) = 3 + 0·5.3 + 0.5·3.1 + 0.5·0.4 = 4.75 

  α = 2 c(x,α) = 3.1 υ(t,x) = 3.1 + 0.1·5.3 + 0.6·3.1 + 0.3·0.4 = 5.61
*
 

 x = 3 α = 1 c(x,α) = −1 υ(t,x) = −1 + 0·5.3 + 0·3.1 + 1·0.4 = −0.6 
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  α = 2 c(x,α) = 0.4 υ(t,x) = 0.4 + 0.05·5.3 + 0.4·3.1 + 0.55·0.4 = 2.13
*
 

t = 0 

 x = 1 α = 1 c(x,α) = 5.3 υ(t,x) = 5.3 + 0.2·8.19 + 0.5·5.61 + 0.3·2.13 = 10.38 

  α = 2 c(x,α) = 4.7 υ(t,x) = 4.7 + 0.3·8.19 + 0.6·5.61 + 0.1·2.13 = 10.74
*
 

 x = 2 α = 1 c(x,α) = 3 υ(t,x) = 3 + 0·8.19 + 0.5·5.61 + 0.5·2.13 = 6.87 

  α = 2 c(x,α) = 3.1 υ(t,x) = 3.1 + 0.1·8.19 + 0.6·5.61 + 0.3·2.13 = 7.92
*
 

 x = 3 α = 1 c(x,α) = −1 υ(t,x) = −1 + 0·8.19 + 0·5.61 + 1·2.13 = 1.13 

  α = 2 c(x,α) = 0.4 υ(t,x) = 0.4 + 0.05·8.19 + 0.4·5.61 + 0.55·2.13 = 4.23
*
 

Άρα τελικά για να επιτευχθεί µεγιστοποίηση του αναµενόµενου συνολικού κέρδους, οι βέλτι-

στες αποφάσεις είναι λίπανση του αγρού στο παρόν και στο πρώτο έτος, ενώ στο δεύτερο έ-

τος πρέπει να λιπανθεί µόνο στην περίπτωση που η κατάστασή του δεν είναι άριστη. Ανάλο-

γα µε την παρούσα κατάσταση του αγρού, δηλαδή άριστη, καλή ή µέτρια, τα αντίστοιχα ανα-

µενόµενα κέρδη είναι 10.74, 7.92 ή 4.23 χρηµατικές µονάδες αντίστοιχα.                               □ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5  

Martingales και Χρόνοι ∆ιακοπής 

 

Προκειµένου να προχωρήσουµε στην αναλυτική αποτίµηση ∆ικαιωµάτων Αµερικανικού 

τύπου, είναι απαραίτητο να αναφερθούµε σε δύο πολύ σηµαντικές έννοιες τις οποίες θα χρει-

αστούµε στη συνέχεια. Πρόκειται για τα martingales και τους χρόνους διακοπής (stopping 

times). Και οι δύο έννοιες είναι εξίσου χρήσιµες για την ανάλυση που θα κάνουµε, όµως ε-

πειδή είναι διαφορετικές µεταξύ τους θα µελετηθούν ξεχωριστά και στα πλαίσια του διωνυ-

µικού µοντέλου που αποτελεί τη βάση της παρούσας εργασίας. Πρώτα θα παρουσιαστούν τα 

martingales και έπειτα οι χρόνοι διακοπής όπου η θεωρία των martingales θα µας φανεί πολύ 

χρήσιµη για την καλύτερη κατανόηση. 

 

5.1 Martingales 

Ορισµός 5.1.1. Ας θεωρήσουµε το διωνυµικό µοντέλο. Έστω Μ0, Μ1,…, ΜΝ µια ακο-

λουθία από τυχαίες µεταβλητές µε Μ0 σταθερό και κάθε Μn να εξαρτάται µόνο από τις πρώτες n 

δοκιµές. Μια τέτοια ακολουθία από τυχαίες µεταβλητές ονοµάζεται προσαρµοσµένη στοχαστική 

διαδικασία (adapted stochastic process). Συµβολίζουµε µε En(X) = E(X | In) την δεσµευµένη 

µέση τιµή της τ.µ. Χ δεδοµένης της “πληροφορίας” µέχρι και το χρόνο n. 

• Εάν ισχύει: 

Μn = En[Mn+1] ,  n = 0, 1,…, S – 1, 

τότε λέµε ότι η διαδικασία αυτή είναι martingale (εδώ και στη συνέχεια, όπου εµφανίζονται 

µέσες τιµές υποθέτουµε επιπροσθέτως ότι αυτές ορίζονται). 

• Εάν ισχύει: 

Μn ≤ En[Mn+1] ,  n = 0, 1,…, S – 1, 
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τότε λέµε ότι η διαδικασία είναι submartingale. 

• Εάν ισχύει: 

Μn ≥ En[Mn+1] ,  n = 0, 1,…, S – 1, 

τότε λέµε ότι η διαδικασία είναι supermartingale. 

Παρατηρούµε ότι η ιδιότητα του martingale όπως ορίστηκε αφορά δύο τυχαίες µεταβλητές 

που απέχουν µεταξύ τους µια χρονική περίοδο. Ωστόσο µπορούµε να γενικεύσουµε την ιδιό-

τητα για δύο ή περισσότερες περιόδους. Για n ≤ Ν – 2, έχουµε: 

Μn+1 = En+1[Mn+2]  ⇒  En[Mn+1] = En[ En+1[Mn+2] ]  ⇒  Mn = En[Mn+2]. 

Γενικά, εάν 0 ≤ n ≤ m ≤ S, ισχύει: 

Mn = En[Mm]. 

Για να είναι martingale µια διαδικασία, πρέπει να ισχύει η ισότητα για κάθε πιθανό ενδε-

χόµενο. Ας δούµε ένα παράδειγµα µε αρχική τιµή µετοχής S0 = 5, u = 1.3, d = 0.5 και n = 3: 

 

Η συγκεκριµένη διαδικασία είναι martingale µόνο στην περίπτωση που οι πιθανότητες ανό-

δου και πτώσης της τιµής της µετοχής είναι 625.0ˆ =p  και 375.0ˆ =q  αντίστοιχα. Π.χ. αν στη 

δεύτερη περίοδο έχουµε µια άνοδο και µια πτώση, τότε η τιµή της µετοχής είναι: 

S2(ΑΠ) = 3.25 = 0.625·4.225 + 0.375·1.625 

S0 = 5 

S1(A) = 6.5 

S1(Π) = 2.5 

S2(AA) = 8.45 

S2(AΠ) = S2(ΠΑ) = 3.25 

S2(ΠΠ) = 1.25 

S3(AAA) = 10.985 

  S3(AAΠ) = S3(AΠΑ) 

  = S3(ΠAΑ) = 4.225 

    S3(AΠΠ) = S3(ΠΑΠ) 

    = S3(ΠΠΑ) = 1.625 

S3(ΠΠΠ) = 0.625 
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Κάθε τιµή είναι ίση µε τον σταθµισµένο µέσο όρο των δύο διαδοχικών τιµών, όπου η στάθ-

µιση γίνεται µε βάρη τα p̂  και q̂ . Αυτό ισχύει για κάθε τιµή στο παραπάνω διάγραµµα. 

Είναι φανερό ότι ένα martingale δεν παρουσιάζει ούτε ανοδική ούτε πτωτική τάση. Όµως 

οι µετοχές, υπό κανονικές συνθήκες, πρέπει να παρουσιάζουν ανοδική τάση ούτως ώστε να 

δικαιολογείται η επένδυση σε αυτές, δεδοµένου του ρίσκου που ενέχουν. Έτσι, στη συγκε-

κριµένη περίπτωση οι πραγµατικές πιθανότητες θα µπορούσαν να είναι p = 0.8 και q = 0.2. 

Υπό αυτές τις πιθανότητες, για κάθε δυνατό συνδυασµό ενδεχοµένων ισχύει: 

Εn[Sn+1] = 1.14·Sn. 

∆ηλαδή όταν ισχύουν οι πραγµατικές πιθανότητες τότε η διαδικασία είναι submartingale και 

έχει ανοδική τάση. Αν το επιτόκιο µιας σίγουρης επένδυσης είναι 10%, βλέπουµε ότι µε την 

επιλογή που κάναµε για τα p και q, ο ρυθµός ανόδου της τιµής της µετοχής είναι µεγαλύτερος 

και συγκεκριµένα 14%. Γενικά, το να ξεπερνάει ο µέσος ρυθµός ανόδου της τιµής της µετο-

χής την απόδοση που προσφέρει µια επένδυση χωρίς ρίσκο, είναι αληθές στον πραγµατικό 

κόσµο των αγορών, χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι ισχύει πάντοτε. 

Λόγω της χρονικής αξίας του χρήµατος, οι πιθανότητες για να είναι martingale η παραπά-

νω διαδικασία δεν θα είναι οι p̂  και q̂  που αναφέραµε. Υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτε-

ρου ρίσκου, οι πιθανότητες επιλέγονται έτσι ώστε οι προεξοφληµένες τιµές της µετοχής να 

είναι martingale. Στο παράδειγµα, για r = 0.1, είναι 75.0~ =p  και 25.0~ =q . Ακολουθεί µια 

χρήσιµη πρόταση και ένα θεώρηµα όπου αποδεικνύει τον ισχυρισµό που µόλις διατυπώσαµε. 

Πρόταση 5.1.1. Στο διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης, οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου 

που δίνονται από τις σχέσεις (2.1.6), ικανοποιούν τη συνθήκη: 
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    = 1                                                                                                                   □ 

 

Θεώρηµα 5.1.1. Στο διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης, υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέ-

τερου ρίσκου, οι προεξοφληµένες τιµές της µετοχής είναι martingale, για κάθε χρονική στιγµή n 

και κάθε δυνατό συνδυασµό ενδεχοµένων. 

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε x1, x2,…, xn τα ενδεχόµενα (άνοδος ή πτώση της τιµής), 

τα οποία θεωρούνται γνωστά. Τότε: 
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Η ιδιότητα του martingale δεν αφορά µόνο τις προεξοφληµένες τιµές της µετοχής στο διω-

νυµικό µοντέλο. Όπως έχουµε αναφέρει, για να κατασκευαστεί το χαρτοφυλάκιο εξασφάλι-

σης για ένα ∆ικαίωµα, σε κάθε χρονική στιγµή n αγοράζονται ∆n µετοχές και το χαρτοφυλά-

κιο έχει αξία Χn. Το κάθε ∆n εξαρτάται από τα πρώτα n ενδεχόµενα. Έτσι, η στοχαστική δια-

δικασία ∆0, ∆1,…, ∆Ν-1 είναι προσαρµοσµένη (adapted). Σε κάθε χρονική στιγµή, η αξία του 

χαρτοφυλακίου δίνεται από τη σχέση: 

Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn – ∆nSn) ,  n = 0, 1,…, S – 1 

Προφανώς και η στοχαστική διαδικασία Χn, n = 0, 1,…, Ν-1, είναι προσαρµοσµένη αφού ε-

ξαρτάται µόνο από τα πρώτα n ενδεχόµενα. 

Θεώρηµα 5.1.2. Στο διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης Ν περιόδων, η προεξοφληµένη δι-

αδικασία ( ) n
n Xr −+1 , n = 0, 1,…, S, είναι martingale υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου 

ρίσκου. 

Απόδειξη. Ισχύει ότι: 
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Γνωρίζουµε ότι η αξία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης στον χρόνο Ν είναι ίση µε την α-

ξία του ∆ικαιώµατος στον ίδιο χρόνο, δηλαδή ΧΝ = VΝ, ανεξάρτητα από τα ενδεχόµενα που 

συνέβησαν. Από το προηγούµενο θεώρηµα ξέρουµε ότι το ( ) n
n Xr −+1 , n = 0, 1,…, Ν, είναι 

martingale. Άρα ισχύει: 
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, n = 0, 1, …, Ν.  

Όµως σε κάθε χρονική στιγµή n, η αξία του ∆ικαιώµατος Vn ταυτίζεται µε την αξία Χn του 

χαρτοφυλακίου. Συνεπώς: 
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Από τα παραπάνω προκύπτει άµεσα το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.1.3. Στο διωνυµικό µοντέλο αποτίµησης Ν περιόδων, η προεξοφληµένη 

no-arbitrage αξία ενός ∆ικαιώµατος (του οποίου η υποκείµενη µετοχή δεν αποδίδει µερίσµατα) 

είναι martingale υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου, δηλαδή: 
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 ,  n = 0, 1,…, S – 1. 

Πρέπει να τονίσουµε πως επιλέχθηκε εξ αρχής να χρησιµοποιηθεί το µέτρο πιθανότητας 

ουδέτερου ρίσκου, έτσι ώστε οι προεξοφληµένες τιµές της µετοχής να είναι martingale. Ως 
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άµεση συνέπεια οι προεξοφληµένες αξίες του ∆ικαιώµατος σε κάθε χρονική στιγµή είναι επί-

σης martingale. 

 

5.2 Χρόνοι ∆ιακοπής 

Στα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου ο χρόνος εξάσκησης όπως έχουµε πει 

δεν είναι προκαθορισµένος, αλλά έπεται στην κρίση και στην εκτίµηση του κατόχου και ε-

ξαρτάται καθαρά από το επίπεδο στο οποίο κινείται η τιµή της µετοχής. Το πρόβληµα της εύ-

ρεσης του βέλτιστου χρόνου εξάσκησης του ∆ικαιώµατος είναι ένα από τα πιο σύνθετα θέµα-

τα που µπορεί κανείς να αντιµετωπίσει στη στοχαστική ανάλυση, ιδίως σε µοντέλα συνεχούς 

χρόνου. Στην παρούσα εργασία θα αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα αυτό από την πλευρά του 

διακριτού χρόνου, ώστε να συµβαδίζουµε µε το κύριο εργαλείο της ανάλυσής µας που είναι 

το διωνυµικό µοντέλο. 

Γενικά, η ιδέα είναι ότι γίνεται παρακολούθηση µιας διαδικασίας, εν προκειµένω της εξέ-

λιξης της τιµής µιας µετοχής, και πρέπει να αποφασίσουµε πότε είναι η βέλτιστη χρονική 

στιγµή για να σταµατήσουµε να παρακολουθούµε τη διαδικασία ώστε να µεγιστοποιήσουµε 

το κέρδος µας (ή να ελαχιστοποιήσουµε τις απώλειες σε άλλες περιπτώσεις). Μάλιστα, η α-

πόφαση για διακοπή της παρακολούθησης πρέπει να βασίζεται αποκλειστικά στην πληροφό-

ρηση που έχουµε µέχρι εκείνη τη χρονική στιγµή και όχι στο πώς θα κινηθεί η τιµή της µετο-

χής στο µέλλον (αφού προφανώς δεν διαθέτουµε πληροφορία από το µέλλον). Η έννοια του 

χρόνου διακοπής εκφράζεται αυστηρά µέσα από τον παρακάτω ορισµό. 

Ορισµός 5.2.1. Στο διωνυµικό µοντέλο Ν περιόδων, ένας χρόνος διακοπής (stopping 

time) είναι µια τυχαία µεταβλητή, έστω τ, η οποία παίρνει τιµές 0, 1, 2,…, Ν ή ∞ και ικανοποιεί 

τη συνθήκη: 

Αν ( ) nxxxxx Snn =+ ...... 121τ , τότε ( ) nxxxxx Snn =′′+ ...... 121τ  για όλα τα Sn xx ′′+ ...1 . 

Με xi συµβολίζονται τα πιθανά ενδεχόµενα (άνοδος ή πτώση της τιµής της µετοχής). Η 

συνθήκη του ορισµού καθιστά σαφές ότι η απόφαση για διακοπή στον χρόνο n βασίζεται µό-

νο στην πληροφορία που έχουµε µέχρι τη χρονική στιγµή n, δηλαδή στα πρώτα n ενδεχόµενα. 

Εποµένως, όποιο ενδεχόµενο και να συµβεί µετά από αυτήν τη χρονική στιγµή δεν επηρεάζει 

την απόφαση που λαµβάνουµε. 
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Ας πάρουµε για παράδειγµα την εξέλιξη των τιµών της µετοχής της προηγούµενης παρα-

γράφου µε αρχική τιµή S0 = 5, u = 1.3, d = 0.5 και n = 3. Έστω ότι ένας επενδυτής έχει ένα 

∆ικαίωµα Πώλησης Αµερικανικού τύπου επί της συγκεκριµένης µετοχής µε τιµή εξάσκησης 

Κ = 6. Τότε σε περίπτωση που η τιµή της µετοχής ανέβει κατά την πρώτη περίοδο, ο κάτοχος 

θα προτιµήσει να περιµένει και να µην εξασκήσει το ∆ικαίωµα, αφού δεν θα έχει κέρδος (το 

∆ικαίωµα είναι out of the money). Αν και στη δεύτερη περίοδο υπάρξει άνοδος της τιµής, πά-

λι δεν θα εξασκήσει το ∆ικαίωµα αφού εξακολουθεί να είναι out of the money, ενώ αν συµβεί 

πτώση της τιµής, µπορεί να αποφασίσει να το εξασκήσει. Στην περίπτωση που πέσει η τιµή 

της µετοχής στην πρώτη περίοδο, µπορεί επίσης να αποφασίσει να µην περιµένει άλλο και να 

εξασκήσει το ∆ικαίωµα. Θα περιγράψουµε αυτόν τον κανόνα εξάσκησης µε τη χρήση της 

τυχαίας µεταβλητής τ ως ακολούθως: 

τ(ΑΑΑ) = ∞ τ(ΑΑΠ) = 3 τ(ΑΠΑ) = 2 τ(ΑΠΠ) = 2 

τ(ΠΑΑ) = 1 τ(ΠΑΠ) = 1 τ(ΠΠΑ) = 1 τ(ΠΠΠ) = 1 

Με ∞ συµβολίζεται η επιλογή να αφεθεί το ∆ικαίωµα να λήξει χωρίς να γίνει εξάσκηση. Ο 

συγκεκριµένος κανόνας µπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά ως εξής: 

 

Η τυχαία µεταβλητή τ παίρνει τιµές στο σύνολο {0, 1, 2, 3, ∞} ή γενικότερα σε µοντέλο µε S 

περιόδους στο σύνολο {0, 1, 2,…, Ν, ∞}. Η τ είναι ένας χρόνος διακοπής σύµφωνα µε τον 

ορισµό που δόθηκε. 

Έστω ότι στο προηγούµενο παράδειγµα χρησιµοποιείται ο εξής κανόνας εξάσκησης: 

Μη εξάσκηση 

Μη εξάσκηση 

Εξάσκηση 

τ(ΠΑΑ) = τ(ΠΑΠ) 

= τ(ΠΠΑ) = τ(ΠΠΠ) = 1 

Μη εξάσκηση 

Εξάσκηση 

τ(ΑΠΑ) = τ(ΑΠΠ) = 2 

Μη εξάσκηση 

τ(ΑΑΑ) = ∞ 

Εξάσκηση 

τ(ΑΑΠ) = 3 
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ρ(ΑΑΑ) = ∞ ρ(ΑΑΠ) = 3 ρ(ΑΠΑ) = 2 ρ(ΑΠΠ) = 3 

ρ(ΠΑΑ) = 1 ρ(ΠΑΠ) = 3 ρ(ΠΠΑ) = 2 ρ(ΠΠΠ) = 3 

Ο εν λόγω κανόνας δεν µπορεί να θεωρηθεί ως χρόνος διακοπής, διότι για να εφαρµοστεί 

προϋποθέτει τη γνώση των ενδεχοµένων που θα συµβούν µελλοντικά. Το ρ(ΑΠΑ) = 2 σηµαί-

νει ότι µετά από µια άνοδο και µια πτώση της τιµής της µετοχής, αποφασίζεται να γίνει εξά-

σκηση στον χρόνο 2, ενώ το ρ(ΑΠΠ) = 3 υπονοεί πως γνωρίζουµε ότι το επόµενο ενδεχόµενο 

που θα συµβεί θα είναι πτώση κι έτσι προτιµάται να γίνει εξάσκηση στον χρόνο 3 ώστε το 

κέρδος να είναι µεγαλύτερο. Το ίδιο ισχύει και για όλους τους συνδυασµούς ενδεχοµένων 

όπου το πρώτο είναι πτώση. 

Μια στοχαστική διαδικασία σε συνδυασµό µε έναν χρόνο διακοπής, έχουν ως αποτέλεσµα 

µια διακοπείσα διαδικασία (stopped process). Σε µια διακοπείσα διαδικασία, αυτό που στα-

µατάει δεν είναι ο χρόνος αλλά η αξία των τιµών της διαδικασίας, οι οποίες παραµένουν στα-

θερές από τη διακοπή και έπειτα. Ακολουθεί ένα θεµελιώδες θεώρηµα για τους χρόνους δια-

κοπής και ένα κατατοπιστικό παράδειγµα για το τι είναι διακοπείσα διαδικασία. 

Θεώρηµα 5.2.1 (Προαιρετική ∆ειγµατοληψία, Optional Sampling). Ένα martingale 

που διακόπτεται σε έναν χρόνο διακοπής είναι επίσης martingale. Ένα supermartingale (ή sub-

martingale) που διακόπτεται σε έναν χρόνο διακοπής είναι επίσης supermartingale (ή sub-

martingale). 

Παίρνουµε ως παράδειγµα τις προεξοφληµένες τιµές της µετοχής της προηγούµενης παρα-

γράφου, οι οποίες όπως ξέρουµε είναι martingale όταν ισχύουν οι πιθανότητες ουδέτερου ρί-

σκου που είναι 75.0~ =p  και 25.0~ =q . Το επιτόκιο προεξόφλησης είναι r = 0.1. 
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Εφαρµόζουµε τον χρόνο διακοπής τ όπως περιγράφτηκε παραπάνω και το αποτέλεσµα δίνε-

ται στο ακόλουθο σχήµα. Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό n ∧ τ που υποδηλώνει το 

ελάχιστο µεταξύ των n και τ: 

 

Εδώ υπάρχουν δύο αξιοσηµείωτες παρατηρήσεις. Σύµφωνα µε τον χρόνο διακοπής τ, εάν 

συµβεί πτώση της τιµής της µετοχής στην πρώτη περίοδο αποφασίζουµε να διακόψουµε τη 

D0˄τ = 5 

D1˄τ(A) = 5.90909 

D1˄τ(Π) = 2.27273 

D2˄τ(AA) = 6.98347 

D2˄τ(AΠ) = 2.68595 

D2˄τ(ΠΠ) = 2.27273 

D3˄τ(AAA) = 8.25319 

D3˄τ(AAΠ) = 3.17431 

D3˄τ(ΑΠΑ) = 2.68595 

D3˄τ(ΑΠΠ) = 2.68595 

D2˄τ(ΠΑ) = 2.27273 

D3˄τ(ΠΑΑ) = 2.27273 

D3˄τ(ΠΑΠ) = 2.27273 

D3˄τ(ΠΠΑ) = 2.27273 

 

D3˄τ(ΠΠΠ) = 2.27273 

D0 = 5 

D1(A) = 5.90909 

D1(Π) = 2.27273 

D2(AA) = 6.98347 

D2(AΠ) = D2(ΠΑ) 

= 2.68595 

D2(ΠΠ) = 1.03306 

D3(AAA) 

= 8.25319 

D3(AAΠ) = D3(AΠΑ) 

= D3(ΠAΑ) 

= 3.17431 

  D3(AΠΠ) = D3(ΠΑΠ) 

  = D3(ΠΠΑ) 

  = 1.22089 

D3(ΠΠΠ) = 

0.469572 



 50 

διαδικασία. Παρατηρούµε ότι από τη διακοπή αυτή και µετά, όλες οι προεξοφληµένες τιµές 

της µετοχής ταυτίζονται µε την τιµή D1(Π) = 2.27273, δηλαδή την τιµή που ίσχυε κατά τη 

στιγµή της διακοπής. Το ίδιο ακριβώς συµβαίνει και όταν έχουµε πρώτα άνοδο και µετά πτώ-

ση της τιµής της µετοχής, όπου πάλι διακόπτεται η διαδικασία. Αυτή ακριβώς είναι η έννοια 

της διακοπείσας διαδικασίας, δηλαδή ο χρόνος συνεχίζεται κανονικά αλλά η αξία της διαδι-

κασίας «παγώνει» µετά από έναν χρόνο διακοπής. Το άλλο πολύ σηµαντικό στοιχείο είναι ότι 

επιβεβαιώνεται το θεώρηµα που παραθέσαµε. Είδαµε µια διαδικασία η οποία είναι martingale 

να διακόπτεται σε έναν χρόνο διακοπής και το αποτέλεσµα να είναι επίσης martingale. Αντί-

θετα, εάν συνδυάζαµε την παραπάνω διαδικασία µε τον κανόνα εξάσκησης ρ που όπως είπα-

µε δεν είναι χρόνος διακοπής, θα χανόταν η ιδιότητα του martingale αφού ο συγκεκριµένος 

κανόνας ελέγχει τις µελλοντικές τιµές και σταµατάει τη διαδικασία όταν η τιµή της µετοχής 

πρόκειται να ανέβει. Κλείνουµε την παράγραφο αυτή µε ένα θεώρηµα που προκύπτει λογικά 

µε βάση όσα αναφέραµε. 

Θεώρηµα 5.2.2. Έστω η διαδικασία Χn, n = 0, 1,…, S και τ ένας χρόνος διακοπής. Αν 

η Χn είναι martingale, τότε Ε(Χn˄τ) = Ε(Χn). Αν η Χn είναι submartingale, τότε Ε(Χn˄τ) ≤ Ε(Χn). 

Αν η Χn είναι supermartingale, τότε Ε(Χn˄τ) ≥ Ε(Χn). 

Ένα submartingale έχει ανοδική τάση εξ ορισµού, εποµένως ισχύει Ε(Χm) ≤ Ε(Χn) για κάθε 

m ≤ n. Η ανισότητα εξακολουθεί να ισχύει και στην περίπτωση που αντικαταστήσουµε το m 

µε το n ˄ τ, αφού όπως εξηγήσαµε η συγκεκριµένη µεταβλητή παίρνει τιµές µικρότερες ή ί-

σες του n. Το αντίστοιχο ισχύει και στην περίπτωση των martingales και supermartingales. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6  

∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού Τύπου 

 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου προσφέρουν 

την επιπλέον δυνατότητα στον κάτοχό τους (σε σχέση µε τα Ευρωπαϊκού τύπου ∆ικαιώµατα) 

να τα εξασκήσει σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή µέχρι τη λήξη τους. Η ιδιότητα αυτή από 

µόνη της καθιστά σαφές ότι σε κάθε περίπτωση τα ∆ικαιώµατα αυτά θα έχουν αξία τουλάχι-

στον ίση ή µεγαλύτερη συγκριτικά µε τα αντίστοιχα ∆ικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου µε τα 

ίδια χαρακτηριστικά. Ωστόσο, η διαφορά στην αξία µπορεί να είναι αµελητέα ή µηδαµινή σε 

κάποιες περιπτώσεις. 

Ένα πολύ σηµαντικό στοιχείο που διαφοροποιεί τα Αµερικανικού τύπου ∆ικαιώµατα είναι 

το γεγονός ότι τα ∆ικαιώµατα Αγοράς αντιµετωπίζονται διαφορετικά από τα ∆ικαιώµατα 

Πώλησης, σε ό,τι αφορά την κατασκευή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης και την τιµολόγη-

ση. Πιο συγκεκριµένα, τα ∆ικαιώµατα Αγοράς Αµερικανικού τύπου έχουν ακριβώς την ίδια 

αξία µε τα αντίστοιχα Ευρωπαϊκού τύπου, διότι αποδεικνύεται ότι είναι ασύµφορη η πρόωρη 

εξάσκησής τους. Αντίθετα, τα ∆ικαιώµατα Πώλησης Αµερικανικού τύπου σε αρκετές περι-

πτώσεις µπορεί να προσφέρουν επιπλέον κέρδος αν εξασκηθούν πριν την ηµεροµηνία λήξης 

τους και αυτό φυσικά ανεβάζει την αξία τους. Παρακάτω θα εξηγήσουµε αναλυτικά τι συµ-

βαίνει σε κάθε µια από τις δύο περιπτώσεις. 

Ένα ∆ικαίωµα Αµερικανικού τύπου πρέπει πάντα να έχει αξία τουλάχιστον ίση µε το κέρ-

δος από την άµεση εξάσκησή του. Το κέρδος από την εξάσκηση καλείται εγγενής αξία (in-

trinsic value) του ∆ικαιώµατος. Προκύπτει από τη σχέση St – K για τα ∆ικαιώµατα Αγοράς ή 

από τη σχέση Κ – St για τα ∆ικαιώµατα Πώλησης, όπου St η τιµή της µετοχής τη χρονική 

στιγµή t και Κ η τιµή εξάσκησης. Στην περίπτωση που η διαφορά προκύψει αρνητική, η εγγε-

νής αξία ορίζεται ίση µε µηδέν. Για παράδειγµα, αν έχουµε ένα ∆ικαίωµα Πώλησης επί µιας 

µετοχής µε τιµή εξάσκησης 15€ και η αξία της µετοχής επί του παρόντος είναι 10€, η εγγενής 

αξία του ∆ικαιώµατος είναι 5€. 
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Ο υπολογισµός της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου γίνεται και πάλι µε βάση 

το διωνυµικό µοντέλο µέσω της κατασκευής ενός χαρτοφυλακίου εξασφάλισης, το οποίο ξε-

κινάει µε αρχικό κεφάλαιο την αξία του ∆ικαιώµατος. Τώρα όµως πρέπει να ληφθεί υπόψη 

ότι η ηµεροµηνία εξάσκησης δεν είναι εκ των προτέρων γνωστή. Συνεπώς, το χαρτοφυλάκιο 

εξασφάλισης πρέπει να αναπροσαρµόζεται µε τέτοιο τρόπο ώστε ο πωλητής του ∆ικαιώµατος 

να είναι καλυµµένος έναντι των απαιτήσεων του κατόχου σε κάθε χρονική στιγµή και όχι µό-

νο κατά τη λήξη του ∆ικαιώµατος. 

Στο παρόν κεφάλαιο θα χρησιµοποιήσουµε στοιχεία από τη θεωρία των martingales και 

των χρόνων διακοπής για να τιµολογήσουµε παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα Αµερι-

κανικού τύπου. Πρώτα θα εξετάσουµε την περίπτωση των ∆ικαιωµάτων που η τιµή τους δεν 

εξαρτάται από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής (non-path-dependent American options), 

ενώ έπειτα η µελέτη µας θα γενικευθεί συµπεριλαµβάνοντας και εκείνα τα ∆ικαιώµατα των 

οποίων η αξία εξαρτάται από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής (path-dependent American 

options). Για κάθε περίπτωση θα γίνει κατασκευή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης. Τέλος, 

θα γίνει αναφορά στα ∆ικαιώµατα Αγοράς Αµερικανικού τύπου όπου θα αποδειχθεί θεωρητι-

κά ότι πρέπει να εξασκούνται µόνο κατά τη λήξη τους και όχι νωρίτερα. 

 

6.1 ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου των οποίων η αξία δεν εξαρτάται από 

τη διαδροµή της τιµής της µετοχής 

Θεωρούµε το διωνυµικό µοντέλο Ν περιόδων µε παράγοντες ανόδου και καθόδου u και d 

όπως έχουν οριστεί παραπάνω και επιτόκιο r, ώστε να ισχύει η συνθήκη 0 < d < 1 + r < u. 

Θυµίζουµε ότι η συνθήκη αυτή εξασφαλίζει τη µη ύπαρξη βέβαιου κέρδους (no-arbitrage 

condition). Αρχικά θα υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει συνεχής ανατοκισµός για λόγους απλότη-

τας. Ορίζουµε επίσης τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου: 

du

dr
p

−
−+

=
1~  και 

du

ru
q

−
−−

=
1~  

όπου p~  η πιθανότητα ανόδου και pq ~1~ −=  η πιθανότητα πτώσης της τιµής της µετοχής. Ο-

ρίζουµε τη συνάρτηση g(s) η οποία συµβολίζει το κέρδος από την εξάσκηση του ∆ικαιώµα-

τος όταν η τιµή της µετοχής είναι s. Με άλλα λόγια η συνάρτηση g(s) παριστάνει την εγγενή 

αξία του ∆ικαιώµατος και για τα ∆ικαιώµατα Πώλησης που θα µας απασχολήσουν σε αυτήν 
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την ενότητα δίνεται από τη σχέση (K – s)
+
. Επίσης, συµβολίζουµε υn(s) την αξία του ∆ικαιώ-

µατος τη χρονική στιγµή n όταν η τιµή της µετοχής είναι s. 

Προκειµένου να γίνει αντιληπτή η διαφορά στον τρόπο αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Ευρω-

παϊκού και Αµερικανικού τύπου, θα δοθεί πρώτα ο αναδροµικός τύπος για τα Ευρωπαϊκού 

τύπου ∆ικαιώµατα. Όπως δείξαµε και στο κεφάλαιο της παρουσίασης του διωνυµικού µοντέ-

λου, αυτός είναι ο ακόλουθος: 

υS(s) = max[g(s), 0] 

( ) ( ) ( )[ ]dsqusp
r

s nnn 11
~~

1

1
++ +

+
= υυυ  ,  n = S – 1, S – 2,…, 0 

Στα Αµερικανικού τύπου ∆ικαιώµατα, δεδοµένου ότι ο κάτοχος µπορεί να προβεί σε εξά-

σκηση οποιαδήποτε χρονική στιγµή, πρέπει το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης να έχει αξία Χn 

τουλάχιστον ίση µε την εγγενή αξία g(Sn) για κάθε περίοδο n. ∆ηλαδή: 

Χn ≥ g(Sn) ,  n = 0, 1,…, S 

Έτσι, ο αναδροµικός τύπος αποτίµησης σε αυτήν την περίπτωση διαµορφώνεται ως εξής: 

υS(s) = max[g(s), 0] 

                  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]






 +

+
= ++ dsqusp

r
sgs nnn 11

~~

1

1
,max υυυ  ,  n = S – 1, S – 2,…, 0       (6.1.1) 

∆ηλαδή σε κάθε χρονική στιγµή, η αξία ενός ∆ικαιώµατος Προαίρεσης Αµερικανικού τύ-

που εξαρτάται από την τιµή της υποκείµενης µετοχής και αποδεικνύεται ότι είναι το µέγι-

στο µεταξύ του κέρδους από την άµεση εξάσκηση και του αναµενόµενου κέρδους από τη 

µη εξάσκησή του. 

Αφού υπολογιστούν όλα τα υn, µπορούµε να προχωρήσουµε στην κατασκευή του χαρτο-

φυλακίου εξασφάλισης. Ορίζουµε τις εξής ποσότητες: 

                                     
( ) ( )
( ) n

nnnn
n Sdu

dSuS

−

−
= ++ 11 υυ

∆  ,  n = 0, 1,…, S – 1                            (6.1.2) 

( ) ( ) ( )[ ]nnnnnnn dSquSp
r

SC 11
~~

1

1
++ +

+
−= υυυ  ,  n = 0, 1,…, S – 1 

Το ∆n συµβολίζει τον αριθµό των µετοχών που πρέπει να αγοράζονται ή να πωλούνται σε κά-

θε χρονική στιγµή n, ενώ το Cn παριστάνει την κατανάλωση (consumption) ή αλλιώς το επι-
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πλέον (ενδεχόµενο) κέρδος που εξασφαλίζει τον πωλητή του ∆ικαιώµατος από τις µέγιστες 

απαιτήσεις που µπορεί να έχει ο κάτοχος σε κάθε χρονική στιγµή. Προφανώς από τη σχέση 

(6.1.1) προκύπτει άµεσα ότι Cn ≥ 0 για κάθε n. Το Cn είναι θετικό στις περιπτώσεις εκείνες 

όπου η εγγενής αξία του ∆ικαιώµατος είναι µεγαλύτερη από το αναµενόµενο κέρδος της µη 

εξάσκησής του, δηλαδή µετά από έναν βέλτιστο χρόνο εξάσκησης. Η αξία του χαρτοφυλακί-

ου εξασφάλισης έναντι της πώλησης ενός ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου για κάθε χρονι-

κή στιγµή δίνεται από τη σχέση: 

                            Χn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn – Cn – ∆nSn) ,  n = 0, 1,…, S – 1                   (6.1.3) 

µε Χ0 = υ0(S0) ώστε η αρχική αξία του να ισούται µε την αξία του ∆ικαιώµατος. Επίσης, για 

κάθε χρονική στιγµή και όλα τα δυνατά ενδεχόµενα, η αξία του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης 

είναι ίση ή µεγαλύτερη από το κέρδος της άµεσης εξάσκησης (Χn ≥ g(Sn)). Όλα τα παραπάνω 

συµπεράσµατα θα αποδειχθούν γενικότερα στην επόµενη παράγραφο όπου θα εξετάσουµε 

παράγωγα των οποίων η τιµή εξαρτάται από την διαδροµή της τιµής του υποκείµενου τίτλου,   

Στο Κεφάλαιο 2 είχαµε τιµολογήσει ένα ∆ικαίωµα Ευρωπαϊκού τύπου. Θα χρησιµοποιή-

σουµε τα δεδοµένα από εκείνο το παράδειγµα µόνο που τώρα το ∆ικαίωµα θα είναι Αµερικα-

νικού τύπου. Έτσι, εκτός από την παρουσίαση του τρόπου αντιµετώπισης αυτών των ∆ικαιω-

µάτων, θα γίνει φανερός ο λόγος για τον οποίο πάντοτε τα Αµερικανικού τύπου ∆ικαιώµατα 

έχουν αξία ίση ή µεγαλύτερη από τα αντίστοιχα Ευρωπαϊκά. Η µόνη περίπτωση κατά την ο-

ποία δύναται να έχουν την ίδια ακριβώς αξία, είναι αυτή κατά την οποία η πρόωρη εξάσκηση 

του ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου είναι ασύµφορη για κάθε δυνατή τιµή της µετοχής. 

Παράδειγµα. Έστω ένα ∆ικαίωµα Πώλησης Αµερικανικού τύπου. Η παρούσα τιµή 

της µετοχής είναι S0 = 10€, η τιµή εξάσκησης του ∆ικαιώµατος είναι Κ = 11€ και το επιτόκιο 

είναι 10%. Η εξάσκηση µπορεί να γίνει σε οποιαδήποτε περίοδο, ενώ οι τιµές των u και d εί-

ναι 1.3 και 0.8 αντίστοιχα. ∆ίνεται το διάγραµµα των πιθανών τιµών της µετοχής µε βάση το 

διωνυµικό µοντέλο: 
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Υπολογίζουµε αρχικά τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου: 

6.0
5.0

8.01.01~ =
−+

=p  ,  4.0~1~ =−= pq  

Η αποτίµηση γίνεται αναδροµικά µε τη χρήση της σχέσης (6.1.1) ξεκινώντας από την τελευ-

ταία περίοδο. Βρίσκουµε λοιπόν: 

περίοδος 3: 

 υ3(21.97) = 0 

 υ3(13.52) = 0 

 υ3(8.32) = 11 – 8.32 = 2.68 

 υ3(5.12) = 11 – 5.12 = 5.88 

 

περίοδος 2: 

( ) ( ) ( )[ ] 052.13~97.21~

1

1
,0max9.16 332 =







 +

+
= υυυ qp

r
 

( ) ( ) ( )[ ] { }974545.0,4.0max32.8~52.13~

1

1
,6.1011max4.10 332 =







 +

+
−= υυυ qp

r
 

                          974545.0=  

S0 = 10 

S1(A) = 13 

S1(Π) = 8 

S2(AA) = 16.9 

S2(AΠ) = S2(ΠΑ) = 10.4 

S2(ΠΠ) = 6.4 

S3(AAA) = 21.97 

  S3(AAΠ) = S3(AΠΑ) 

  = S3(ΠAΑ) = 13.52 

    S3(AΠΠ) = S3(ΠΑΠ) 

    = S3(ΠΠΑ) = 8.32 

S3(ΠΠΠ) = 5.12 
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( ) ( ) ( )[ ] { } 6.46.3,6.4max12.5~32.8~

1

1
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περίοδος 1: 

( ) ( ) ( )[ ] { } 35438.035438.0,0max4.10~9.16~

1

1
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( ) ( ) ( )[ ] { } 32043.2,3max4.6~4.10~

1
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Αξία ∆ικαιώµατος: 

( ) ( ) ( )[ ] { } 28.128421.128421.1,1max8~13~

1

1
,1011max10 110 ≅==







 +

+
−= υυυ qp

r
€ 

 

Να θυµίσουµε στο σηµείο αυτό ότι η αξία του αντίστοιχου ∆ικαιώµατος Ευρωπαϊκού τύ-

που που είχαµε υπολογίσει ήταν περίπου 0.86€, άρα το «προνόµιο» της πρόωρης εξάσκησης 

ανεβάζει σηµαντικά την τιµή στη συγκεκριµένη περίπτωση (σχεδόν κατά 49%). Αυτό βέβαια 

δεν αποτελεί κανόνα διότι σε άλλες περιπτώσεις η διαφορά µπορεί να είναι ελάχιστη. 

Ας δούµε τώρα πιο αναλυτικά πως πρέπει θεωρητικά να ενεργήσει ο κάτοχος του ∆ικαιώ-

µατος που εξετάζουµε. Ξεκινάει πληρώνοντας 1.28€ για να αποκτήσει το ∆ικαίωµα. Φυσικά 

δεν τον συµφέρει να το εξασκήσει αµέσως αφού το κέρδος που θα αποκοµίσει θα είναι µόλις 

1€. Στην περίπτωση που κατά την πρώτη περίοδο σηµειωθεί άνοδος της τιµής της µετοχής, το 

∆ικαίωµα είναι out-of-the-money οπότε πρέπει να περιµένει. Επίσης θα πρέπει να µην προ-

χωρήσει σε εξάσκηση στη δεύτερη περίοδο σε κανένα από τα ενδεχόµενα ΑΑ και ΑΠ, αφού 

το αναµενόµενο κέρδος από τη µη εξάσκηση είναι µεγαλύτερο από το κέρδος της άµεσης ε-

ξάσκησης. Εάν κατά την πρώτη περίοδο σηµειωθεί πτώση της τιµής της µετοχής, βλέπουµε 

ότι ισχύει ακριβώς το αντίθετο. Το κέρδος από την άµεση εξάσκηση είναι 3€ ενώ το αναµε-

νόµενο κέρδος από τη µη εξάσκηση είναι 2.2043€. Άρα σε αυτήν την περίπτωση ο κάτοχος 

πρέπει να εξασκήσει το ∆ικαίωµα. Αν ωστόσο αποφασίσει ότι δεν θέλει να το εξασκήσει α-

κόµη, µια άλλη ευκαιρία για πρόωρη εξάσκηση υπάρχει εάν συµβεί το ενδεχόµενο ΠΠ µέχρι 

τη δεύτερη χρονική περίοδο. Τότε το κέρδος από την άµεση εξάσκηση είναι 4.6€ ενώ το ανα-

µενόµενο κέρδος από τη µη εξάσκηση είναι 3.6€. 
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Στον πίνακα που ακολουθεί αντιπαραβάλλονται οι τιµές των un του συγκεκριµένου ∆ι-

καιώµατος Αµερικανικού τύπου µε το αντίστοιχο Ευρωπαϊκού τύπου: 

ui Αµερικανικού τύπου Ευρωπαϊκού τύπου 

u3(21.97) 0 0 

u3(13.52) 0 0 

u3(8.32) 2.68 2.68 

u3(5.12) 5.88 5.88 

u2(16.9) 0 0 

u2(10.4) 0.974545 0.974545 

u2(6.4) 4.6 3.6 

u1(13) 0.35438 0.35438 

u1(8) 3 1.84066 

u0(10) 1.28421 0.862629 

Πίνακας 6.1.1. Σύγκριση της αξίας ∆ικαιωµάτων Πώλησης Αµερικανικού και Ευρωπα-

ϊκού τύπου µε τα ίδια χαρακτηριστικά 

Έχουν τονιστεί οι τιµές εκείνες για τις οποίες η εγγενής αξία του ∆ικαιώµατος Αµερικανικού 

τύπου είναι µεγαλύτερη από αυτήν του συγκρίσιµου Ευρωπαϊκού. Παρατηρούµε ότι από τη 

στιγµή που για κάποια τιµή της µετοχής γίνεται συµφέρουσα η εξάσκηση για τον κάτοχο (εδώ 

συµβαίνει δύο φορές), το ∆ικαίωµα αποκτά µεγαλύτερη αξία (σε σχέση µε το αντίστοιχο Ευ-

ρωπαϊκού τύπου). Μάλιστα, όσο νωρίτερα δίνεται αυτή η δυνατότητα στον κάτοχο, τόσο περισ-

σότερο αυξάνει η τιµή του ∆ικαιώµατος, διότι το επιπλέον κέρδος που προκύπτει αποπληθωρί-

ζεται σε µικρότερο βαθµό. 

Τι συµβαίνει όµως µε την κατασκευή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης; Το αρχικό κεφά-

λαιο είναι 1.28421 € από την πώληση του ∆ικαιώµατος, ενώ πρέπει να πωληθούν: 

( ) ( )
529124.0

813

813 11
0 −=

−

−
=

υυ
∆  µετοχής 

Με τον τρόπο αυτό, στην πρώτη χρονική περίοδο η αξία του χαρτοφυλακίου θα είναι είτε 

Χ1(Α) = υ1(13), είτε Χ1(Π) = υ1(8), ανάλογα µε το ενδεχόµενο που θα συµβεί. Εάν συµβεί ά-

νοδος της τιµής της µετοχής, τότε έχουµε Χ1(Α) = 0.35438, το ∆ικαίωµα είναι out-of-the-

money οπότε δεν εξασκείται και σύµφωνα πάλι µε τη σχέση (6.1.2) πρέπει να πωληθούν 

∆1(Α) = −0.14993 µετοχής. Στην περίπτωση που το πρώτο ενδεχόµενο είναι πτώση της τιµής 
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της µετοχής, το χαρτοφυλάκιο έχει αξία Χ1(Π) = 3. Αν ο κάτοχος αποφασίσει να εξασκήσει 

το ∆ικαίωµα, ο πωλητής του παραδίδει τα 3€ που είναι η αξία του χαρτοφυλακίου και δεν 

χρειάζεται να συνεχιστεί η στρατηγική εξασφάλισης. Αντίθετα, αν ο κάτοχος δεν εξασκήσει 

το ∆ικαίωµα η στρατηγική εξασφάλισης συνεχίζεται κανονικά. Πιο συγκεκριµένα, για να εί-

ναι καλυµµένος ο πωλητής του ∆ικαιώµατος πρέπει τη χρονική στιγµή ένα –µε δεδοµένο ότι 

έχει σηµειωθεί πτώση– η αξία του χαρτοφυλακίου να ισούται µε: 

( ) ( )[ ] 2043.24.6~4.10~

1

1
22 =+

+
υυ qp

r
. 

Όµως ήδη είπαµε ότι η αξία του χαρτοφυλακίου είναι 3. Συνεπώς, ο πωλητής έχει την ευχέ-

ρεια να ξοδέψει (καταναλώσει - consume) 3 – 2.2043 = 0.7957€ και να συνεχίσει τη στρατη-

γική εξασφάλισης µε τα υπόλοιπα 2.2043€, όπου θα πρέπει να πωλήσει ∆1(Π) = -0.906364 

µετοχής. Είναι φανερό µέσα από τα παραπάνω, ότι αν ο κάτοχος του ∆ικαιώµατος δεν το ε-

ξασκήσει στην περίπτωση που συµβεί πτώση κατά την πρώτη περίοδο, έχει αφήσει ανεκµε-

τάλλευτο έναν βέλτιστο χρόνο εξάσκησης. Αυτό δίνει την ευκαιρία στον πωλητή του ∆ι-

καιώµατος να αποκοµίσει κέρδος. ∆εν θα αναφερθούµε αναλυτικά στο τι συµβαίνει για τις 

υπόλοιπες χρονικές περιόδους και τιµές της µετοχής, αφού η λογική είναι ακριβώς η ίδια.     □ 

Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι προεξοφληµένες αξίες ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης 

Αµερικανικού τύπου, δηλαδή η στοχαστική διαδικασία )()1( sr n
nυ−+  για n = 0, 1,…, Ν. Από 

τα δεδοµένα του προηγούµενου παραδείγµατος έχουµε: 

 

υ0(10) = 1.28421 

r+1

1
υ1(13) = 0.322164 

r+1

1
υ1(8) = 2.72727 
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1








+ r

υ2(16.9) = 0 
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υ2(10.4) = 0.805409 
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υ2(6.4) = 3.80165 
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υ3(21.97) = 0 
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υ3(13.52) = 0 
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υ3(8.32) 

= 2.01352 

3

1

1








+ r

υ3(5.12) 

= 4.41773 
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Η διαδικασία αυτή είναι supermartingale υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου και 

όχι martingale όπως ισχύει για τα Ευρωπαϊκού τύπου ∆ικαιώµατα. Σε κάθε δυνατή θέση, η 

αξία του ∆ικαιώµατος είναι µεγαλύτερη ή ίση από τον σταθµισµένο µέσο (µε βάρη τις πιθα-

νότητες ουδέτερου ρίσκου p~  και q~ ) των δύο διαδοχικών θέσεων. Η διαδικασία δεν είναι 

martingale διότι η ανισότητα ισχύει αυστηρά σε δύο περιπτώσεις. Στη χρονική στιγµή ένα για 

τιµή µετοχής 8, ισχύει 2.72727 > 0.6·0.805409 + 0.4·3.80165 = 2.00391 και στη χρονική 

στιγµή δύο για τιµή µετοχής 6.4, ισχύει 3.80165 > 0.6·2.01352 + 0.4·4.41773 = 2.9752. 

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω και µε βάση όσα γνωρίζουµε για τα martingales και τους 

χρόνους διακοπής, εάν η διαδικασία των προεξοφληµένων αξιών ενός ∆ικαιώµατος Αµερικα-

νικού τύπου διακοπεί σε έναν βέλτιστο χρόνο εξάσκησης, η διαδικασία που προκύπτει είναι 

martingale (αλλά και supermartingale λόγω της ανισο-ισότητας). Αν ο κάτοχος του ∆ικαιώµα-

τος αφήσει να περάσει ένας χρόνος στον οποίο η ανισότητα του supermartingale ισχύει αυστη-

ρά, τότε έχει αποτύχει να εξασκήσει βέλτιστα. Αυτή είναι η λογική µε βάση την οποία τιµολο-

γούνται τα Αµερικανικού τύπου ∆ικαιώµατα. 

 

6.2 ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου των οποίων η αξία εξαρτάται από τη 

διαδροµή της τιµής της µετοχής 

Ό,τι ειπωθεί στην παράγραφο αυτή ισχύει γενικά για τα Αµερικανικού τύπου παράγωγα 

είτε αυτά είναι path-depended είτε non-path-depended. Το γεγονός ότι στην περίπτωση των 

path-depended ∆ικαιωµάτων µας ενδιαφέρει η διαδροµή που έκανε η τιµή της µετοχής για να 

καταλήξει σε µια συγκεκριµένη θέση στο διωνυµικό µοντέλο, περιπλέκει αρκετά την κατά-

σταση. Προκειµένου να αποτιµηθούν τέτοιου είδους ∆ικαιώµατα ντετερµινιστικά, χρειάζεται 

να υπολογισθούν όλες οι δυνατές διαδροµές της τιµής της µετοχής, κάτι που είναι ιδιαίτερα 

επίπονο είτε γίνεται µε το χέρι, είτε µέσω προγραµµατισµού σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. 

Στην ανάλυσή µας θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι στοιχεία από τη θεωρία των martingales 

και των χρόνων διακοπής, τα οποία είναι άκρως απαραίτητα ώστε να θεµελιωθεί η µεθοδολο-

γία της αποτίµησης στα ∆ικαιώµατα αυτά. 

Ένα πρώτο στοιχείο που πρέπει να σηµειώσουµε είναι ότι η χρήση του συµβολισµού υn(s) 

δεν ενδείκνυται στην περίπτωση των path-depended ∆ικαιωµάτων, διότι σε κάθε περίοδο n 

δεν µας ενδιαφέρει η αξία του ∆ικαιώµατος µόνο για δεδοµένη τιµή της µετοχής. Το ζητού-

µενο πλέον είναι η εύρεση της αξίας του ∆ικαιώµατος για κάθε ακολουθία ενδεχοµένων ανό-
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δου και πτώσης της τιµής της µετοχής. Εποµένως πρέπει να υπολογίζονται τα Vn. Λόγου χά-

ριν στο παράδειγµα της προηγούµενης παραγράφου, στη δεύτερη περίοδο η τιµή της µετοχής 

µπορούσε να πάρει την τιµή 10.4 αν είχε συµβεί ένα από τα ενδεχόµενα ΑΠ και ΠΑ. Στα non-

path-depended ∆ικαιώµατα δεν µας ενδιαφέρει η σειρά µε την οποία συµβαίνουν τα ενδεχό-

µενα. Αυτό δεν ισχύει στα path-depended ∆ικαιώµατα όπου το V2(ΑΠ) µπορεί να είναι δια-

φορετικό από το V2(ΠΑ). Ωστόσο, ανάλογα µε τον τρόπο που καθορίζεται η τιµή εξάσκησης 

(Lookback, Asian, κλπ) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό υn(s,y), µε το y να 

καθορίζεται από τον τύπο του ∆ικαιώµατος. Θα επανέλθουµε στο θέµα των συµβολισµών 

αφού δοθεί πρώτα το θεωρητικό υπόβαθρο για τα path-depended ∆ικαιώµατα. 

Θα χρησιµοποιήσουµε το γνώριµο πια πλαίσιο του διωνυµικού µοντέλου Ν περιόδων µε 

ανοδικό παράγοντα u, καθοδικό παράγοντα d και επιτόκιο r τέτοιο ώστε να ισχύει η συνθήκη 

0 < d < 1 + r < u. Ορίζουµε το Sn ως το σύνολο όλων των χρόνων διακοπής τ που παίρνουν 

τιµές στο σύνολο {n, n + 1,…, S, ∞}. To S0 περιέχει όλους τους δυνατούς χρόνους διακοπής, 

ενώ το SS µπορεί να πάρει µόνο την τιµή Ν σε κάποιες διαδροµές (paths) και την τιµή ∞ στις 

υπόλοιπες. 

Ορισµός 6.2.1. Έστω Gn µια τυχαία µεταβλητή που συµβολίζει την εγγενή αξία ενός ∆ι-

καιώµατος Προαίρεσης Αµερικανικού τύπου και εξαρτάται από τα πρώτα n ενδεχόµενα. Το ∆ι-

καίωµα µπορεί να εξασκηθεί σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή ή στην τελική περίοδο Ν και αν 

εξασκηθεί στον χρόνο n, αποδίδει κέρδος Gn. Η διαδικασία αποτίµησης Αµερικανικού τύπου 

υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου (American risk-neutral pricing formula) ορίζεται 

από τη σχέση: 

                                  { } ( ) 








+
=

−≤
∈

ττττ
G

r
IEV

nSn
S

n
n 1

1~
max  ,  n = 0, 1,…, S                          (6.2.1) 

Ο όρος { }SI ≤τ  εξασφαλίζει ότι η ποσότητα µέσα στις αγκύλες ισούται µε µηδέν για τις δια-

δροµές εκείνες όπου τ = ∞. Σε κάθε περίοδο n, ο κάτοχος του ∆ικαιώµατος µπορεί να αποφα-

σίσει να το εξασκήσει ή να περιµένει. Η χρονική στιγµή στην οποία θα γίνει η εξάσκηση, εάν 

τελικώς γίνει, µπορεί να εξαρτάται µόνο από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής µέχρι εκείνη 

τη χρονική στιγµή και όχι από µελλοντικές κινήσεις της. Με άλλα λόγια, ο χρόνος εξάσκησης 

µπορεί να χαρακτηριστεί ως χρόνος διακοπής τ. Εάν η εξάσκηση δεν γίνει µέχρι τη χρονική 

στιγµή n, ο χρόνος διακοπής πρέπει να περιλαµβάνεται στο Sn. Όταν ο κάτοχος εξασκεί το 

∆ικαίωµα σύµφωνα µε έναν χρόνο διακοπής τ ∈ Sn, η αξία του παραγώγου ισούται µε το προ-
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εξοφληµένο αναµενόµενο κέρδος από την εξάσκηση. Το κέρδος αυτό µεγιστοποιείται επειδή 

ακριβώς ο τ είναι χρόνος διακοπής. 

Στην τελευταία χρονική περίοδο Ν, η σχέση (6.2.1) γίνεται: 

{ } ( ) τττ
τ

G
r

IV
SS

S
S

S

−≤
∈ +

=
1

1
sup  

Ένας χρόνος διακοπής στο SS παίρνει µόνο τις τιµές Ν και ∞, συνεπώς ισχύει: 

{ } ( ) { } SSSS GIG
r

I =−≤ =
+

ττττ
1

1
 

Για να µεγιστοποιηθεί η τελευταία σχέση πρέπει ο χρόνος διακοπής τ να πάρει την τιµή Ν µό-

νο στις περιπτώσεις όπου GS(x1,…,xS) > 0 και ∞ παντού αλλού. Με xn συµβολίζεται το ενδε-

χόµενο (άνοδος ή πτώση της τιµής της µετοχής) που συνέβη την περίοδο n. Έτσι έχουµε ότι 

{ } { }0,max SSS GGI ==τ  και τελικά για την περίοδο Ν ισχύει: 

VS ≥ max{GS, 0}. 

Θεώρηµα 6.2.1: Η διαδικασία αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης Αµερικανικού 

τύπου όπως προσδιορίστηκε από τον Ορισµό 6.2.1, έχει τις εξής ιδιότητες: 

(α) Vn ≥ max{Gn, 0}, n = 0, 1, …, S. 

(β) Η διαδικασία των προεξοφληµένων Vn, δηλαδή η { n
nVr −+ )1( } είναι supermartingale. 

(γ) Έστω {Yn} µια στοχαστική διαδικασία που ικανοποιεί τη σχέση Yn ≥ max{Gn, 0} για κάθε n 

και για την οποία ισχύει ότι η { n
nYr −+ )1( } είναι supermartingale. Τότε ισχύει Yn ≥ Vn για όλα 

τα n. Με άλλα λόγια, η {Vn} είναι η µικρότερη δυνατή διαδικασία που ικανοποιεί τις ιδιότητες 

(α) και (β). 

Οι ιδιότητες (α) και (β) διασφαλίζουν ότι η τιµή του ∆ικαιώµατος είναι αποδεκτή για τον 

πωλητή. Η ιδιότητα (γ) διασφαλίζει ότι η τιµή δεν είναι µεγαλύτερη από όσο χρειάζεται και 

έτσι είναι δίκαιη για τον αγοραστή. Πιο συγκεκριµένα, µε βάση την πρώτη ιδιότητα ο πωλη-

τής είναι καλυµµένος έναντι των απαιτήσεων του κατόχου, όποτε και αν αυτός αποφασίσει να 

εξασκήσει το ∆ικαίωµα, ενώ σύµφωνα µε τη δεύτερη ιδιότητα µπορεί να κατασκευαστεί ένα 

χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης µε αρχικό κεφάλαιο V0, του οποίου η αξία σε κάθε χρονική στιγ-

µή είναι Vn. Ακολουθούν οι αποδείξεις των παραπάνω ιδιοτήτων. 
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Απόδειξη (α). Για δοθέν n, έστω τ⌢  ο χρόνος διακοπής στο Sn, που παίρνει την τιµή n 

ανεξάρτητα από την ακολουθία ενδεχοµένων που συµβαίνουν. Τότε: 

{ } ( ) nnSn GG
r

IE =








+ −≤ τττ ⌢

⌢

⌢

1

1~
. 

Η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει η παραπάνω ποσότητα για ττ =⌢ , τ∈Sn, είναι το Vn. Άρα 

πρέπει να έχουµε Vn ≥ Gn. Αν θεωρήσουµε τον χρόνο διακοπής τ  στο Sn που παίρνει την τι-

µή ∞ ανεξάρτητα από την ακολουθία των ενδεχοµένων που συµβαίνουν, τότε: 
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Και πάλι, αφού το Vn είναι το µέγιστο της ποσότητας αυτής, ισχύει Vn ≥ 0, συνεπώς η ιδιότη-

τα (α) είναι αληθής.                                                                                                                     

 (β). Για δοθέν n, έστω ο χρόνος διακοπής τ*∈Sn+1 ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση: 
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Αφού ο τ*
 ανήκει στο Sn+1, σίγουρα ανήκει και στο Sn. Έτσι έχουµε

2
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∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε (1 + r)
n
, προκύπτει η ιδιότητα του supermartingale για τη δια-

δικασία των προεξοφληµένων Vn: 

                                                 
2
 Θα χρησιµοποιηθούν ιδιότητες δεσµευµένων µέσων τιµών, όπως η γνωστή tower property. 
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 (γ). Έστω Υn µια διαδικασία η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες (α) και (β). Για δοθέν     

n ≤ S, έστω τ ένας χρόνος διακοπής στο Sn. Επειδή ισχύει Yk ≥ max{Gk, 0} για όλα τα k, έ-

χουµε: 

 I{τ≤S}Gτ ≤ I{τ≤S}max{Gτ, 0} 

   ≤ I{τ≤S}max{GS∧τ, 0} + I{τ=∞}max{GS∧τ, 0} 

   = max{GS∧τ, 0} 

   ≤ YS∧τ 

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.2.1 της Προαιρετικής ∆ειγµατοληψίας, αλλά και το γεγονός 

ότι η διαδικασία k
k Yr −+ )1(  είναι supermartingale, έχουµε: 
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Η τελευταία ισότητα είναι άµεση συνέπεια του ότι ο χρόνος διακοπής τ είναι µεγαλύτερος ή 

ίσος από το n για κάθε δυνατή διαδροµή. Πολλαπλασιάζοντας µε (1 + r)
n
 παίρνουµε: 

{ } ( ) nnSn YG
r

IE ≤
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Το Vn είναι η µέγιστη τιµή που µπορούµε να έχουµε για το πρώτο µέλος της σχέσης αυτής, 

δεδοµένου ότι τ ∈ Sn. Άρα τελικά ισχύει Vn ≤ Yn.                                                                      □ 

Θεώρηµα 6.2.2. Ο αναδροµικός τύπος αποτίµησης για τα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Α-

µερικανικού τύπου που εξαρτώνται από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής, είναι ο ακόλουθος: 

VS(x1…xS) = max{GS(x1…xS), 0} 
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,...max... 111111 , n = S–1,…, 0 (6.2.2) 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η διαδικασία Vn που προκύπτει από τη σχέση (6.2.2) ικα-

νοποιεί και τις τρεις ιδιότητες του Θεωρήµατος 6.2.1. Είναι εύκολα φανερό ότι για n = S, η 

ιδιότητα (α) ικανοποιείται. Θα αποδείξουµε την (α) επαγωγικά ξεκινώντας από το Ν προς το 

0. Έστω ότι για κάποιο n = S – 1,…, 0  ισχύει Vn+1 ≥ max{Gn+1, 0}. Από την (6.2.2) θα έχου-

µε επίσης ότι: 

Vn(x1…xn) ≥ max{Gn(x1…xn), 0} 

και από την τελευταία σχέση προκύπτει επαγωγικά ότι ικανοποιείται η ιδιότητα (α) για όλα 

τα n. Για τη δεύτερη ιδιότητα, από τη σχέση (6.2.2) παίρνουµε: 
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Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε nr −+ )1(  προκύπτει η ιδιότητα του supermartingale 

και άρα ικανοποιείται η ιδιότητα (β). Τέλος, για την τρίτη ιδιότητα, παρατηρούµε αρχικά ότι 

η VS είναι η µικρότερη τυχαία µεταβλητή που ικανοποιεί τη σχέση VS ≥ max{GS, 0} (διότι 

από την πρώτη σχέση του Θεωρήµατος, ορίζεται ως ισότητα). Έστω ότι για κάποιο n = S – 1, 

,…, 0, η Vn+1 είναι η µικρότερη δυνατή. Η Vn πρέπει να ικανοποιεί την προηγούµενη ανισότη-

τα για να είναι supermartingale, αλλά και να είναι µεγαλύτερη ή ίση από την Gn. Έτσι, µέσω 

των ιδιοτήτων (α) και (β) προκύπτει: 
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Όµως η σχέση (6.2.2) ορίζει ότι η Vn(x1…xn) είναι ακριβώς ίση µε το δεύτερο µέλος της τε-

λευταίας σχέσης. Εποµένως, η Vn(x1…xn) είναι η ελάχιστη δυνατή.                                         □ 

Θεώρηµα 6.2.3. Το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης στα ∆ικαιώµατα Προαίρεσης Αµερικα-

νικού τύπου που η τιµή τους εξαρτάται από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής, κατασκευάζεται 

µέσω των ποσοτήτων: 
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                            Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn – Cn – ∆nSn) ,  n = 0, 1,…, S – 1                   (6.2.4) 

µε Cn ≥ 0, ενώ αρχικά θέτουµε Χ0 = V0. Όπου ∆n το πλήθος των µετοχών που πρέπει να περιέχει 

το χαρτοφυλάκιο, Cn η κατανάλωση (consumption) και Χn η αξία του χαρτοφυλακίου τη χρονι-

κή στιγµή n. Έτσι, ισχύει: 

                                           Xn(x1…xn) = Vn(x1…xn) ,  n = 0, 1,…, S                                  (6.2.5) 

για κάθε x1…xn. Ιδιαίτερα, ισχύει ότι Χn ≥ Gn για κάθε n. 

Απόδειξη. Από την ιδιότητα (β) του Θεωρήµατος 6.2.1 προκύπτει ότι το Cn δεν µπο-

ρεί να είναι αρνητικό. Για να αποδείξουµε την (6.2.5) δουλεύουµε επαγωγικά. Υποθέτουµε 

λοιπόν ότι Xn(x1…xn) = Vn(x1…xn) για κάποιο n∈{0, 1, …, S – 1} και αρκεί να δείξουµε ότι: 

                                                   Xn+1(x1…xnΑ) = Vn+1(x1…xnΑ)                                         (6.2.6) 

                                                   Xn+1(x1…xnΠ) = Vn+1(x1…xnΠ)                                        (6.2.7) 

Θα αποδείξουµε µόνο την (6.2.6) αφού η απόδειξη της (6.2.7) είναι ανάλογη. Μπορούµε να 

γράψουµε: 
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∆εδοµένου ότι η ακολουθία των ενδεχοµένων x1…xn παραµένει σταθερή, θα απαλείψουµε 

τον συµβολισµό αυτό από τη συνέχεια της απόδειξης ώστε αυτή να είναι πιο ευανάγνωστη. 

Έτσι η τελευταία σχέση γράφεται ως εξής: 
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Υπολογίζουµε λοιπόν: 

 Χn+1(Α) = ∆nSn+1(Α) + (1 + r)(Xn – Cn – ∆nSn) 

  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )( )nnnn

nn

nn SVrSrS
SS

VV
−+++−

−

−
= +

++

++ 111

11

11 Α
ΠΑ
ΠΑ

 

  
( ) ( )
( )

( )[ ] ( ) ( )ΠΑ
ΠΑ

11

11 ~~1 ++
++ +++−

−

−
= nnnn

n

nn VqVpSruS
Sdu

VV
 



 66 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )ΠΑΠΑ 1111
~~1

++++ ++
−
−−

−= nnnn VqVp
du

ru
VV  

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )ΠΑΠΑ 1111
~~~

++++ ++−= nnnn VqVpqVV  

  ( ) ( )Α1
~~

++= nVqp  

  = Vn+1(Α) 

∆είξαµε ότι ισχύει η σχέση (6.2.6), ενώ ο ισχυρισµός ότι Xn ≥ Gn για κάθε n προκύπτει από 

την ιδιότητα (α) του Θεωρήµατος 6.2.1 για τη διαδικασία αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Αµερι-

κανικού τύπου.                                                                                                                            □ 

Το Θεώρηµα 6.2.3 εξασφαλίζει ότι η τιµή που θα έχει το ∆ικαίωµα σύµφωνα µε τη σχέση 

6.2.1, θα είναι αποδεκτή από τον πωλητή διότι µπορεί µε το ποσό που θα εισπράξει από την 

πώληση του ∆ικαιώµατος να κατασκευάσει ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης. Πρέπει τώρα να 

δείξουµε ότι η τιµή αυτή θα είναι “δίκαιη” και για τον αγοραστή του ∆ικαιώµατος. Έστω ότι 

φθάνουµε στη χρονική στιγµή n και το ∆ικαίωµα δεν έχει εξασκηθεί. Έστω επίσης ότι ο χρό-

νος διακοπής τ*
 ∈ Sn επιτυγχάνει το µέγιστο στη σχέση 6.2.1, δηλαδή: 
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Για k = n, n + 1,…, S, ορίζουµε: 

{ } kkk GIC
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= *τ
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Εάν ο κάτοχος του ∆ικαιώµατος το εξασκήσει σύµφωνα µε τον χρόνο διακοπής τ*
, τότε θα 

εισπράξει Cn, Cn+1,…, CS στις χρονικές στιγµές n, n + 1,…, S, αντίστοιχα. Υπάρχει το πολύ  

ένα Ck που να µην είναι µηδενικό. Αν το ∆ικαίωµα εξασκηθεί πριν τον χρόνο λήξης Ν, το α-

ντίστοιχο Ck είναι το µόνο θετικό στην ακολουθία των Ci. Για κάθε δυνατή διαδροµή της τι-

µής της µετοχής, το θετικό Ck πιθανότατα θα προκύψει σε διαφορετική χρονική στιγµή. Σε 

κάθε περίπτωση όµως θα ισχύει: 
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∆ηλαδή, η αξία του ∆ικαιώµατος στον χρόνο n ισούται µε την αναµενόµενη αξία των Cn, 

Cn+1,…, CS, που εισπράττονται τις χρονικές στιγµές n, n + 1,…, S, αντίστοιχα. Εποµένως, 
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εάν ο κάτοχος του ∆ικαιώµατος το εξασκήσει σύµφωνα µε τον χρόνο διακοπής τ*
, η τιµή του 

∆ικαιώµατος µε βάση τη σχέση 6.2.1 είναι αποδεκτή για αυτόν. 

Αυτό που µένει πλέον να δείξουµε είναι ο τρόπος µε τον οποίο πρέπει θεωρητικά να εξα-

σκήσει ένα ∆ικαίωµα Αµερικανικού τύπου ο κάτοχός του. Η λογική είναι η ίδια µε αυτήν που 

ισχύει στα non-path-depended ∆ικαιώµατα και που αναφέραµε στην προηγούµενη παράγρα-

φο. Εδώ θεµελιώνεται και η µαθηµατική της απόδειξη. 

Θεώρηµα 6.2.4. Έστω τ*
 ένας χρόνος διακοπής στο S0 για τον οποίο ισχύει: 

                                                           τ*
 = min{n; Vn = Gn}                                                (6.2.8) 

Τότε ο τ*
 µεγιστοποιεί το δεξιό µέλος της σχέσης (6.2.1) για n = 0, δηλαδή: 
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Όπως γνωρίζουµε, η αξία ενός ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου είναι πάντοτε ίση ή µε-

γαλύτερη από το κέρδος της άµεσης εξάσκησής του, µε άλλα λόγια την εγγενή του αξία. Ο 

χρόνος διακοπής τ*
 της σχέσης (6.2.8) εκφράζει την πρώτη χρονική στιγµή κατά την οποία 

ισχύει η ισότητα, εάν βέβαια συµβεί κάτι τέτοιο. 

Απόδειξη. Από τη σχέση (6.2.2) προκύπτει ότι η διακοπείσα διαδικασία 
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είναι martingale κάτω από το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου. Πράγµατι, αν συµβεί η 

ακολουθία των ενδεχοµένων x1…xn και τ*
 ≥ n + 1, τότε γνωρίζουµε ότι Vn(x1…xn) > 

Gn(x1…xn) και από την (6.2.2) έχουµε: 
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Ενώ αν συµβεί η ακολουθία των ενδεχοµένων x1…xn και τ*
 ≤ n, τότε έχουµε: 
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Βλέπουµε λοιπόν ότι και στις δύο περιπτώσεις η διαδικασία που προκύπτει είναι martingale. 

Αφού η διακοπείσα διαδικασία της σχέσης (6.2.10) είναι martingale, έχουµε: 
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    (6.2.11) 

Όµως για τις διαδροµές εκείνες όπου τ*
 = ∞ πρέπει να ισχύει Vn > Gn και ειδικότερα VS > GS. 

Το τελευταίο µπορεί να συµβεί µόνο στην περίπτωση όπου GS < 0 και VS = 0. Εποµένως 
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 και η σχέση (6.2.11) γίνεται: 
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Είναι φανερό ότι τα ∆ικαιώµατα Αµερικανικού τύπου των οποίων η αξία εξαρτάται από τη 

διαδροµή της τιµής της µετοχής, χρήζουν ιδιαίτερης προσοχής κατά την αποτίµησή τους α-

φού η µορφή τους µπορεί να είναι αρκετά σύνθετη. Θα εξετάσουµε τον τρόπο αντιµετώπισης 

τέτοιου είδους ∆ικαιωµάτων µε τη χρήση του διωνυµικού µοντέλου µέσα από δύο παραδείγ-

µατα. Το πρώτο θα αναφέρεται σε Lookback option και το δεύτερο σε Asian option. Θα πά-

ρουµε τα δεδοµένα για τις πιθανές τιµές της µετοχής από το παράδειγµα της προηγούµενης 

παραγράφου, ώστε να µην χρειάζεται νέο σχήµα κάθε φορά. 

Παράδειγµα (Lookback–American put option). Έστω ένα Lookback ∆ικαίωµα Πώλη-

σης Αµερικανικού τύπου. Η παρούσα τιµή της µετοχής είναι S0 = 10€, τα u και d είναι 1.3 και 

0.8 αντίστοιχα και το επιτόκιο είναι 10%. Η εξάσκηση µπορεί να γίνει σε οποιαδήποτε περίο-

δο, ενώ η τιµή εξάσκησης ορίζεται ως η µέγιστη τιµή που έχει πάρει η µετοχή µέχρι την εκά-

στοτε χρονική στιγµή. Το ζητούµενο είναι η αξία του ∆ικαιώµατος. 

Το πρόβληµα λύνεται αναδροµικά µε τη χρήση της σχέσης (6.2.2). Ωστόσο θα εισάγουµε 

σε αυτό το σηµείο έναν νέο συµβολισµό ο οποίος βοηθά σηµαντικά στο «συµµάζεµα» των 

πράξεων και µας δίνει τη δυνατότητα να απαλλαγούµε από τη διαρκή αναγραφή της ακολου-

θίας των ενδεχοµένων που εξετάζουµε κάθε φορά. Το τελευταίο αποτελεί µεγάλο πλεονέκτη-

µα ιδίως όταν χρησιµοποιούνται πολλές περίοδοι στο µοντέλο. 
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Η λογική του νέου συµβολισµού στηρίζεται στο γεγονός ότι εκτός από την περίοδο και την 

τιµή της µετοχής οπού βρισκόµαστε, πρέπει να δηλώνεται και µια ακόµη µεταβλητή η οποία 

θα εξαρτάται από τον τύπο του path-depended ∆ικαιώµατος. Έτσι, θα συµβολίζουµε υn(s,y) 

την αξία του ∆ικαιώµατος τη χρονική στιγµή n, για τιµή µετοχής s και µεταβλητή y που εξαρ-

τάται από τη διαδροµή που ακολούθησε η µετοχή ώστε να καταλήξει στην τιµή s. Με αυτόν 

τον τρόπο γίνεται υπολογισµός όλων των δυνατών διαδροµών, δηλαδή το διωνυµικό µοντέλο 

δεν έχει την κλασσική µορφή που δείξαµε στο κεφάλαιο παρουσίασής του. Πλέον, δεν υπάρ-

χει ταύτιση των τιµών της ίδιας περιόδου διότι αυτές προέρχονται από διαφορετική διαδροµή. 

Έτσι, σε κάθε περίοδο οι πιθανές τιµές της µετοχής είναι διπλάσιες από την προηγούµενη πε-

ρίοδο, και όχι µόνο µια περισσότερη όπως συµβαίνει στα non-path-depended ∆ικαιώµατα. 

∆ηλαδή σε κάθε περίοδο n υπάρχουν 2
n
 πιθανές τιµές της µετοχής και όχι n + 1. 

Προκειµένου να λύσουµε το πρόβληµα της τιµολόγησης του συγκεκριµένου ∆ικαιώµατος, 

πρέπει πρώτα να ορίσουµε πως παίρνει τιµές η µεταβλητή y. Αφού το ∆ικαίωµα είναι Look-

back, είναι εύλογο να θέσουµε ως y τη µέγιστη τιµή που έχει πάρει η µετοχή στην εκάστοτε δια-

δροµή. Έτσι θα έχουµε κάθε φορά διαθέσιµη (µέσω της y) την τιµή εξάσκησης του ∆ικαιώ-

µατος και η αξία θα βρίσκεται αναδροµικά µέσω του προσαρµοσµένου τύπου: 

υS(s,y) = max{y – s, 0}                                            (6.2.12) 
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Το σύµβολο ˅ δηλώνει το µέγιστο µεταξύ των δύο ποσοτήτων αριστερά και δεξιά του. Αρχι-

κά υπολογίζουµε όλες τις δυνατές τιµές (s,y). Αυτό γίνεται ξεκινώντας από την περίοδο µηδέν 

και προς τα εµπρός: 

Περίοδος Ενδεχόµενο (s,y) 

0 – (10,10) 

Α (13,13) 
1 

Π (8,10) 

ΑΑ (16.9,16.9) 

ΑΠ (10.4,13) 

ΠΑ (10.4,10.4) 
2 

ΠΠ (6.4,10) 

ΑΑΑ (21.97,21.97) 

ΑΑΠ (13.52,16.9) 

ΑΠΑ (13.52,13.52) 

3 

ΠΑΑ (13.52,13.52) 
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ΑΠΠ (8.32,13) 

ΠΑΠ (8.32,10.4) 

ΠΠΑ (8.32,10) 

ΠΠΠ (5.12,10) 

Πίνακας 6.2.1. ∆υνατές τιµές (s,y) ενός Lookback ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού 

τύπου 

Τώρα µπορεί να γίνει αποτίµηση της αξίας του ∆ικαιώµατος αναδροµικά σύµφωνα µε τον 

τύπο που παραθέσαµε. Βρίσκουµε λοιπόν: 

περίοδος 3: 

 υ3(21.97,21.97) = 0 

 υ3(13.52,16.9) = 3.38 

 υ3(13.52,13.52) = 0 

 υ3(8.32,13) = 4.68 

 υ3(8.32,10.4) = 2.08 

 υ3(8.32,10) = 1.68 

 υ3(5.12,10) = 4.88 

 

περίοδος 2: 
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Αξία ∆ικαιώµατος: 

 ( ) ( ) ( )[ ] 61.160866.110,8~13,13~

1

1
,0max10,10 110 ≅=







 +

+
= υυυ qp

r
€ 

Υπολογίσαµε λοιπόν την αξία του Lookback ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου ντετερµι-

νιστικά και αυτή προέκυψε µεγαλύτερη από αυτήν του vanilla Αµερικανικού ∆ικαιώµατος. 

Αυτό ήταν αναµενόµενο από τη στιγµή που στο Lookback ο τρόπος που ορίζεται η τιµή εξά-

σκησης εξασφαλίζει τα µέγιστα δυνατά κέρδη για τον κάτοχο, εποµένως αυτός πρέπει να 

πληρώσει παραπάνω για την απόκτησή του. Ωστόσο σε αυτήν την περίπτωση είναι πολύπλο-

κο να περιγραφεί η βέλτιστη στρατηγική εξάσκησης, ιδίως όταν το µοντέλο περιέχει µεγάλο 

αριθµό περιόδων. Εν προκειµένω πάντως, είδαµε ότι κάθε φορά που η άµεση εξάσκηση απο-

δίδει κέρδος, αυτό είναι µεγαλύτερο από το αναµενόµενο κέρδος από τη µη εξάσκηση του 

∆ικαιώµατος. Τα ζεύγη (s,y) για τα οποία ισχύει αυτό είναι το (8,10) της πρώτης περιόδου και 

τα (6.4,10) και (10.4,13) της δεύτερης περιόδου.                                                                       □ 

Θα ολοκληρώσουµε την παρουσίαση των path-depended ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης µε ένα 

ακόµη παράδειγµα και συγκεκριµένα µε ένα ∆ικαίωµα Ασιατικού τύπου. Σε αυτά, το κέρδος 

εξαρτάται από τη µέση τιµή της µετοχής σύµφωνα µε τη διαδροµή που ακολούθησε. Υπάρ-

χουν δύο κύρια είδη Ασιατικών ∆ικαιωµάτων. Στο πρώτο είδος, η τιµή εξάσκησης ορίζεται 

ως η µέση τιµή της µετοχής, έστω Μ, και το κέρδος που προκύπτει από την εξάσκηση τη 

χρονική στιγµή n είναι (Μ – Sn)
+
 για ∆ικαιώµατα Πώλησης και (Sn – M)

+
 για ∆ικαιώµατα Α-

γοράς. Στο δεύτερο είδος, ορίζεται µια σταθερή τιµή εξάσκησης γνωστή εκ των προτέρων, 

έστω Κ, και το κέρδος από την εξάσκηση τη χρονική στιγµή n είναι (Κ – Μ)
+
 για ∆ικαιώµατα 

Πώλησης και (Μ – Κ)
+
 για ∆ικαιώµατα Αγοράς. Το παράδειγµα που ακολουθεί αφορά τον 

πρώτο τύπο Ασιατικού ∆ικαιώµατος. 

Παράδειγµα (Asian–American put option). Έστω ένα ∆ικαίωµα Πώλησης Ασιατικού 

– Αµερικανικού τύπου. Η παρούσα τιµή της µετοχής είναι S0 = 10€, τα u και d είναι 1.3 και 

0.8 αντίστοιχα και το επιτόκιο είναι 10%. Η εξάσκηση µπορεί να γίνει σε οποιαδήποτε περίο-

δο, ενώ η τιµή εξάσκησης ορίζεται ως η µέση τιµή της µετοχής µε βάση τη διαδροµή που α-

κολούθησε µέχρι την εκάστοτε χρονική στιγµή. Το ζητούµενο είναι η αξία του ∆ικαιώµατος. 

Θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι τον συµβολισµό υn(s,y) για την αξία του ∆ικαιώµατος τη 

χρονική στιγµή n, για τιµή µετοχής s και κατάλληλο y, ώστε να απαλλαγούµε από τους συν-

δυασµούς ενδεχοµένων που θα εξετάζουµε κάθε φορά. Αυτή τη φορά, το y θα είναι το άθροι-
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σµα των τιµών της µετοχής σύµφωνα µε τη διαδροµή που αυτή ακολούθησε µέχρι την εκάστοτε 

τιµή. Έτσι, η τιµή εξάσκησης του ∆ικαιώµατος θα είναι διαθέσιµη για κάθε δυνατό ενδεχόµε-

νο απλά διαιρώντας το y µε τον αριθµό των τιµών που προστέθηκαν σε αυτό και άρα µπο-

ρούµε να προχωρήσουµε στην αναδροµική επίλυση του προβλήµατος. Ο τύπος βέβαια θα εί-

ναι λίγο διαφορετικός από αυτόν που δώσαµε για το Lookback ∆ικαίωµα του προηγούµενου 

παραδείγµατος. Τώρα διαµορφώνεται ως εξής: 

( )
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+
= 0,

1

1
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S
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Όπως και πριν, υπολογίζουµε πρώτα όλα τα δυνατά ζεύγη (s,y). Αυτά δίνονται στον παρα-

κάτω πίνακα: 

Περίοδος Ενδεχόµενο (s,y) 

0 – (10,10) 

Α (13,23) 
1 

Π (8,18) 

ΑΑ (16.9,39.9) 

ΑΠ (10.4,33.4) 

ΠΑ (10.4,28.4) 
2 

ΠΠ (6.4,24.4) 

ΑΑΑ (21.97,61.87) 

ΑΑΠ (13.52,53.42) 

ΑΠΑ (13.52,46.92) 

ΠΑΑ (13.52,41.92) 

ΑΠΠ (8.32,41.72) 

ΠΑΠ (8.32,36.72) 

ΠΠΑ (8.32,32.72) 

3 

ΠΠΠ (5.12,29.52) 

Πίνακας 6.2.2. ∆υνατές τιµές (s,y) ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Ασιατικού-Αµερικανικού 

τύπου 

Η επίλυση του προβλήµατος γίνεται αναδροµικά µε βάση τον παραπάνω τύπο. Βρίσκουµε 

λοιπόν: 

περίοδος 3: 

 υ3(21.97,61.87) = 0 

 υ3(13.52,53.42) = 0 

 υ3(13.52,46.92) = 0 
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 υ3(13.52,41.92) = 0 

 ( ) 11.232.843.1032.872.41
4

1
72.41,32.83 =−=−=υ  

 ( ) 86.032.818.932.872.36
4

1
72.36,32.83 =−=−=υ  

 υ3(8.32,32.72) = 0 

 ( ) 26.212.538.712.552.29
4

1
52.29,12.53 =−=−=υ  

 

περίοδος 2: 
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Αξία ∆ικαιώµατος: 
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6.3 ∆ικαιώµατα Αγοράς Αµερικανικού τύπου 

Σε αντίθεση µε ό,τι ισχύει για τα ∆ικαιώµατα Πώλησης Αµερικανικού τύπου, τα ∆ικαιώ-

µατα Αγοράς µε Αµερικανικό τρόπο εξάσκησης πρέπει θεωρητικά να εξασκούνται µόνο κατά 

τη λήξη τους, εάν βέβαια είναι in-the-money εκείνη τη στιγµή. Αυτό ισχύει για τα ∆ικαιώµα-

τα εκείνα των οποίων η υποκείµενη µετοχή δεν αποδίδει µερίσµατα. Στην παράγραφο αυτή 

θα εξηγήσουµε τον λόγο που συµβαίνει αυτό, τόσο από την πρακτική πλευρά όσο και από τη 

θεωρητική µέσω µαθηµατικής απόδειξης. 

Στην περίπτωση που η µετοχή αποδίδει µερίσµατα, υπάρχουν περιπτώσεις όπου η πρόωρη 

εξάσκηση µπορεί να αποβεί προς το συµφέρον του κατόχου. Για παράδειγµα αν το ∆ικαίωµα 

είναι in-the-money µια ηµέρα πριν την απόδοση του µερίσµατος, ο κάτοχος µπορεί να το ε-

ξασκήσει ώστε να έχει τις µετοχές στα χέρια του κι έτσι να εισπράξει το µέρισµα. Για να 

συµβεί βέβαια αυτό, πρέπει το κέρδος που θα προκύψει να είναι µεγαλύτερο από το αναµε-

νόµενο κέρδος της µη εξάσκησης του ∆ικαιώµατος και κατά συνέπεια τη µη είσπραξη του 

µερίσµατος. Γενικά, τα ∆ικαιώµατα Αγοράς Αµερικανικού τύπου των οποίων η υποκείµενη 

µετοχή αποδίδει µερίσµατα πρέπει να εξασκούνται µόνο µια ηµέρα πριν την προκαθορισµένη 

ηµέρα απόδοσης του µερίσµατος και τότε µόνο εάν το κέρδος από την εξάσκηση είναι σηµα-

ντικό (deep in-the-money). Μια συνήθης στρατηγική από πεπειραµένους επενδυτές είναι η 

πώληση µεγάλων ποσοτήτων ∆ικαιωµάτων Αγοράς Αµερικανικού τύπου τα οποία είναι in-

the-money, µια ηµέρα πριν την προκαθορισµένη ηµεροµηνία απόδοσης του µερίσµατος. Συ-

χνά, οι µη έµπειροι επενδυτές δεν αντιλαµβάνονται το όφελος από την πρόωρη εξάσκηση του 

∆ικαιώµατος κι έτσι χάνουν το κέρδος από το µέρισµα. Με τον τρόπο αυτό, ο πωλητής του 

call option εισπράττει την αξία του ∆ικαιώµατος συν το µέρισµα από τις µετοχές που κατέχει 

στο χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης αφού το ∆ικαίωµα δεν εξασκείται, άρα έχει κέρδος. 

Ας εξετάσουµε τώρα την περίπτωση όπου η υποκείµενη µετοχή του ∆ικαιώµατος δεν απο-

δίδει µερίσµατα. Τότε, η βέλτιστη στρατηγική είναι η εξάσκηση του ∆ικαιώµατος κατά την 

ηµεροµηνία λήξης του αν είναι in-the-money. Ως άµεση συνέπεια, η no-arbitrage αξία ενός 

∆ικαιώµατος Αγοράς Αµερικανικού τύπου ισούται µε τη no-arbitrage αξία του αντίστοιχου ∆ι-

καιώµατος Αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου. Γιατί όµως συµβαίνει αυτό; Έστω ότι ένας επενδυτής 

έχει ένα ∆ικαίωµα Αγοράς Αµερικανικού τύπου επί µιας µετοχής µε τιµή εξάσκησης Κ και 

χρόνο λήξης Τ. Αν το εξασκήσει σε µια οποιαδήποτε χρονική στιγµή t < T, τότε το κέρδος 

του εκείνη τη χρονική στιγµή θα είναι St – K. Αντίθετα, µπορεί τη χρονική στιγµή t να πωλή-
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σει την υποκείµενη µετοχή στην τιµή St και κατόπιν να κλείσει την ανοιχτή του θέση στον 

χρόνο Τ αγοράζοντας τη µετοχή µε κόστος min{K, ST}, δηλαδή είτε εξασκεί το ∆ικαίωµα είτε 

αγοράζει τη µετοχή από το Χρηµατιστήριο. Τότε το κέρδος του (τη χρονική στιγµή t ώστε να 

είναι άµεσα συγκρίσιµο µε την προηγούµενη περίπτωση) είναι St – min{K, ST}·e
-r(T-t)

 το οποίο 

είναι µεγαλύτερο του St – K. Με άλλα λόγια, ο λόγος για τον οποίο υπάρχει διαφοροποίηση 

µεταξύ των ∆ικαιωµάτων Αγοράς και Πώλησης Αµερικανικού τύπου είναι ο ακόλουθος. Στο 

∆ικαίωµα Πώλησης (έστω επί µιας µετοχής), ο κάτοχος λαµβάνει Κ χρηµατικές µονάδες τη 

στιγµή της εξάσκησης και προτιµά η εξάσκηση να γίνει νωρίς (εφόσον είναι συµφέρουσα) 

προκειµένου το κέρδος του να έχει µεγαλύτερη αξία, δεδοµένης της χρονικής αξίας του χρή-

µατος. Από την άλλη, στο ∆ικαίωµα Αγοράς ο κάτοχος πληρώνει Κ χρηµατικές µονάδες τη 

στιγµή της εξάσκησης και προτιµά αυτό να συµβεί όσο το δυνατόν πιο αργά ώστε η αξία της 

πληρωµής αυτής να είναι µικρότερη. 

Πέρα όµως από τη διαισθητική ερµηνεία του λόγου για τον οποίο ένα ∆ικαίωµα Αγοράς 

Αµερικανικού τύπου πρέπει να εξασκείται µόνο κατά τη λήξη του, θα παραθέσουµε και τη 

µαθηµατική απόδειξη η οποία ισχύει γενικότερα για τα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊό-

ντα µε Αµερικανικό τρόπο εξάσκησης. Η απόδειξη στηρίζεται στην ανισότητα του Jensen για 

υπό συνθήκη αναµενόµενες τιµές, σύµφωνα µε την οποία: 

Θεώρηµα (Ανισότητα του Jensen για υπό συνθήκη αναµενόµενες τιµές). Έστω φ µια 

κυρτή πραγµατική συνάρτηση. Τότε ισχύει: 

En[φ(X)] ≥ φ(Εn[X]) 

Ας δούµε τώρα τι ισχύει για τα ∆ικαιώµατα Αγοράς Αµερικανικού τύπου µέσα από το α-

κόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 6.3.1. Έστω το διωνυµικό µοντέλο Ν περιόδων µε 0 < d < 1 + r < u και r ≥ 

0. Σε αυτό το µοντέλο θεωρούµε ένα Αµερικανικό παράγωγο χρηµατοοικονοµικό προϊόν µε 

κυρτή συνάρτηση κέρδους g(s) που ικανοποιεί τη σχέση g(0) = 0. Η no-arbitrage αξία του πα-

ράγωγου αυτού τη χρονική στιγµή µηδέν δίνεται από τη σχέση 
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και ταυτίζεται µε την no-arbitrage αξία ενός Ευρωπαϊκού παράγωγου χρηµατοοικονοµικού 

προϊόντος µε συνάρτηση κέρδους g(SS) και χρόνο λήξης Ν, του οποίου η αξία είναι: 
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Απόδειξη. Το γεγονός ότι η συνάρτηση g είναι κυρτή, σηµαίνει ότι ικανοποιεί τη σχέση 

                                            g(λs1 + (1 – λ)s2) ≤ λg(s1) + (1 – λ)g(s2)                                 (6.3.1) 

για s1, s2 ≥ 0 και λ∈[0, 1]. Η g µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές. Για τον λόγο αυτό ορίζουµε 

τη συνάρτηση: 

g+
(s) = max{g(s), 0} 

Η συνάρτηση αυτή δεν παίρνει καθόλου αρνητικές τιµές και ικανοποιεί τη σχέση g+
(0) = 0. 

Επίσης είναι κυρτή. Πράγµατι, επειδή η g ικανοποιεί τη σχέση (6.3.1), έχουµε 

g(λs1 + (1 – λ)s2) ≤ λg+
(s1) + (1 – λ)g+

(s2) 

για όλα τα s1,s2 ≥ 0 και λ∈[0, 1]. Ακόµη ισχύει 0 ≤ λg+
(s1) + (1 – λ)g+

(s2), συνεπώς: 

g+
(λs1 + (1 – λ)s2) = max{0, g(λs1 + (1 – λ)s2)} ≤ λg+

(s1) + (1 – λ)g+
(s2) 

Η τελευταία ανισότητα επαληθεύει την κυρτότητα της g+
. Για s1 = s και s2 = 0, βλέπουµε ότι: 

                                       g+
(λs) ≤ λg+

(s) για όλα τα s ≥ 0 και λ ϵ [0, 1]                              (6.3.2) 

Υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου, η διαδικασία n
n Sr −+ )1(  είναι martingale, δη-

λαδή ισχύει ])1[(
~

1

1

+
−+= nnn SrES . Έτσι έχουµε: 
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Από την ανισότητα του Jensen που αναφέραµε προηγουµένως, προκύπτει: 

                                         















+

≤













+ +

+
+

+
11

1

1~

1

1~
nnnn S

r
gES

r
Eg                                (6.3.3) 

Για 1)1( −+= rλ  στη σχέση (6.3.2) παίρνουµε: 
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε: 



 77 

( ) ( )





+

≤ +
++

1
1

1~
nnn Sg

r
ESg  

Πολλαπλασιάζουµε τώρα κάθε µέλος µε nr −+ )1(  κι έτσι προκύπτει η ιδιότητα του sub-

martingale για τη διαδικασία των αποπληθωρισµένων εγγενών αξιών, δηλαδή: 
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Επειδή ακριβώς η διαδικασία αυτή είναι submartingale, από το Θεώρηµα 5.2.1 της Προαιρε-

τικής ∆ειγµατοληψίας έχουµε ότι για κάθε χρόνο διακοπής τ ∈ S0 ισχύει: 
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Αν τ ≤ Ν, τότε 
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ενώ αν τ = ∞ 
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Προφανώς σε κάθε περίπτωση το αποτέλεσµα είναι ίδιο, συνεπώς χρησιµοποιώντας τη σχέση 

(6.3.5) προκύπτει: 
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Αφού η τελευταία ανισότητα ισχύει για κάθε τ∈S0, έχουµε τελικά: 
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Με βάση το θεώρηµα που αποδείξαµε, η δυνατότητα της πρόωρης εξάσκησης ενός ∆ι-

καιώµατος Αγοράς Αµερικανικού τύπου (το οποίο έχει κυρτή g(s) = (s − K)
+
) δεν ανεβάζει 

την αξία του διότι η διαδικασία των προεξοφληµένων εγγενών αξιών του ∆ικαιώµατος είναι 

submartingale (δηλαδή έχει ανοδική τάση), αντίθετα µε ό,τι συµβαίνει στα ∆ικαιώµατα Πώ-

λησης Αµερικανικού τύπου. Σύµφωνα µε την ανισότητα του Jensen η κυρτότητα της συνάρ-
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τησης κέρδους ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης, g+
(s) = (K – s)

+
, προσδίδει µεν στις προεξοφλη-

µένες εγγενείς αξίες µια ανοδική τάση, όµως το τελικό αποτέλεσµα µπορεί να µην είναι sub-

martingale (και όπως είδαµε σε προηγούµενη παράγραφο η διαδικασία είναι 

supermartingale). ∆ηλαδή ενώ ισχύει η ανισότητα της σχέσης (6.3.3), δεν ισχύει η ανισότητα 

της σχέσης (6.3.4). Το σηµείο αυτό της απόδειξης ταυτίζεται µε τη διαισθητική ερµηνεία ό-

που αναφέραµε ότι ο κάτοχος ενός put option επιθυµεί να εξασκήσει νωρίτερα ώστε να ει-

σπράξει µεγαλύτερο κέρδος. Το τελευταίο φυσικά ισχύει για χαµηλές τιµές της µετοχής και, 

αναλόγως των παραµέτρων του ∆ικαιώµατος, σε ορισµένες χρονικές στιγµές κρίνεται πράγ-

µατι βέλτιστο να γίνει πρόωρη εξάσκηση για αυτές τις χαµηλές τιµές της µετοχής. Κάτι τέ-

τοιο όµως δεν συµβαίνει στα ∆ικαιώµατα Αγοράς αφού ο κάτοχος προτιµά να πληρώσει κατά 

το δυνατόν αργότερα για την απόκτηση των µετοχών, συνεπώς η εξάσκηση πριν τον χρόνο 

λήξης σε αυτήν την περίπτωση δεν αποτελεί πλεονέκτηµα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7  

Αλγόριθµοι Αποτίµησης Παραγώγων Χρηµατοοικο-

νοµικών Προϊόντων και Αριθµητικές Εφαρµογές  

 

Μέσα από την παρουσίαση του διωνυµικού µοντέλου καθίσταται σαφές ότι είναι εξαιρετι-

κά δύσκολο να γίνουν µε το χέρι όλοι οι απαραίτητοι υπολογισµοί για την εύρεση της αξίας 

ενός ∆ικαιώµατος. Μάλιστα στην περίπτωση που θέλουµε να προσεγγίσουµε µε ακρίβεια τα 

πιο ρεαλιστικά µοντέλα συνεχούς χρόνου, θα πρέπει να συµπεριλάβουµε πολλές περιόδους 

(εκατό ή και περισσότερες) ώστε να είναι ικανοποιητική η διακριτοποίηση του χρόνου. Προ-

φανώς, κάτι τέτοιο είναι πρακτικά αδύνατο να πραγµατοποιηθεί χωρίς τη χρήση Η/Υ. Στο 

κεφάλαιο αυτό θα γίνει η παρουσίαση, ανάλυση και εφαρµογή κατάλληλων αλγορίθµων για 

την τιµολόγηση ∆ικαιωµάτων Πώλησης Αµερικανικού και Ασιατικού-Αµερικανικού τύπου. 

Ακόµη, θα εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα σχετικά µε την επίδραση που έχει στην εκτίµη-

ση της no-arbitrage αξίας των ∆ικαιωµάτων, η µεταβολή ορισµένων παραµέτρων όπως για 

παράδειγµα το επιτόκιο της σίγουρης επένδυσης. Για την εφαρµογή των αλγορίθµων, θα 

χρησιµοποιηθεί ως υποκείµενος τίτλος η µετοχής της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. για το τρίµηνο Μαΐου-

Ιουλίου του έτους 2008. 

 

7.1 Αποτίµηση ∆ικαιωµάτων Πώλησης Αµερικανικού τύπου (non-path-depended) 

Για τις ανάγκες της εργασίας κατασκευάστηκε ένας αλγόριθµος που τιµολογεί προσεγγι-

στικά ∆ικαιώµατα Πώλησης Αµερικανικού τύπου στο µοντέλο Black and Scholes, χρησιµο-

ποιώντας το διακριτό του ανάλογο, δηλαδή το διωνυµικό µοντέλο µε µεγάλο πλήθος περιόδων. 

Ο προγραµµατισµός έγινε µε το υπολογιστικό πακέτο Mathematica (Wolfram Research, έκ-

δοση 6.0). Με τη χρήση κατάλληλων αλγορίθµων µπορούµε να µειώσουµε τον χρόνο για τη 

διεκπεραίωση των απαιτούµενων πράξεων. Αξίζει να σηµειωθεί πως έγιναν αρκετές αλλαγές 

στον κώδικα κατά τη διάρκεια της υλοποίησης, έτσι ώστε να βελτιστοποιηθεί η σταθερότητα 
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και η ταχύτητα του προγράµµατος. Ο λόγος που έγινε αυτό είναι διότι παρατηρήθηκε ότι α-

κόµη και ένας Η/Υ τελευταίας τεχνολογίας χρειάζεται αρκετή ώρα για να φέρει σε πέρας τους 

απαιτούµενους υπολογισµούς σε ένα διωνυµικό µοντέλο µε περισσότερες από περίπου 500 

περιόδους
3
. Ήδη, µέχρι την πεντακοσιοστή περίοδο υπολογίζονται 125751 πιθανές τιµές της 

µετοχής, που αντιστοιχούν σε ισάριθµες «θέσεις εκχώρησης» στη µνήµη του υπολογιστή. Ε-

πίσης έγινε προσπάθεια ώστε το πρόγραµµα να είναι φιλικό προς τον τελικό χρήστη, ο οποίος 

το µόνο που έχει να κάνει είναι να ορίσει τα χαρακτηριστικά του ∆ικαιώµατος, δηλαδή την 

αρχική τιµή της υποκείµενης µετοχής, την τιµή εξάσκησης, το ετήσιο επιτόκιο ασφαλούς επέν-

δυσης, τη µεταβλητότητα της τιµής της µετοχής, τη διάρκεια ισχύος του συµβολαίου και τέλος 

το πλήθος των περιόδων που θα χρησιµοποιήσει το µοντέλο. Αφού ορίσει τα παραπάνω, ε-

κτελεί το πρόγραµµα και παίρνει ως αποτέλεσµα µια ικανοποιητική προσέγγιση της αξίας του 

συγκεκριµένου ∆ικαιώµατος Πώλησης, καθώς επίσης και ορισµένα χρήσιµα διαγράµµατα για 

τα οποία θα κάνουµε λόγο στη συνέχεια. Τελικός στόχος είναι ο κάτοχος του ∆ικαιώµατος να 

γνωρίζει ανά πάσα στιγµή εάν τον συµφέρει να το εξασκήσει και για ποιες τιµές του υποκεί-

µενου αγαθού πρέπει να το κάνει. 

 

Συµβολισµοί και Εκτιµήσεις Παραµέτρων 

∆εδοµένου ότι µε τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή έχουµε την ευχέρεια να διακριτο-

ποιήσουµε τη χρονική διάρκεια ισχύος του ∆ικαιώµατος σε πολύ ικανοποιητικό βαθµό προ-

σεγγίζοντας έτσι το µοντέλο Black and Scholes (που είναι συνεχούς χρόνου), είναι εύλογο να 

χρησιµοποιήσουµε συνεχή ανατοκισµό (δηλ. συντελεστή προεξόφλησης e-r
 αντί του (1 + r)

-1
) 

ώστε τα αποτελέσµατα να είναι σε απλούστερη µορφή. Πράγµατι, αν χωρίσουµε το χρόνο σε 

πολλές περιόδους το επιτόκιο r µιας χρονικής περιόδου θα είναι πολύ µικρό, και εποµένως  

rer −− ≈+ 1)1( .
 

Επίσης θα αλλάξει ο τρόπος µε τον οποίο ορίζονται οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου ώστε 

να χρησιµοιήσουµε τους συµβολισµούς του µοντέλου Black and Scholes. Στον συνεχή χρόνο 

θεωρούµε ότι οι τιµές της µετοχής περιγράφονται από µια γεωµετρική κίνηση Brown µε πα-

ραµέτρο τάσης µ (drift) και µεταβλητότητα σ (volatility). Ο χρόνος µετράται σε έτη και σε 

κάθε µικρό χρονικό διάστηµα µήκους h, υπάρχει ποσοστιαία αύξηση ή µείωση της τιµής η 

                                                 
3
 Το πρόβληµα αυτό εξακολουθεί να υφίσταται ακόµη στην 64-bit πλατφόρµα του προγράµµατος µε αντίστοιχη 

έκδοση Windows. 
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οποία δεν εξαρτάται από τις προηγούµενες αυξοµειώσεις. Συνεπώς, σύµφωνα µε όσα έχουµε 

αναφέρει για τη γεωµετρική κίνηση Brown, οι τιµές των u και d θα είναι heσ  και he σ−  α-

ντίστοιχα, ενώ οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου είναι οι εξής: 








 −
+= h
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p

σ
σ 2

2
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1
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 ,  pq ~1~ −= , 

όπου R είναι το (ετήσιο) επιτόκιο χωρίς ρίσκο. Στο σηµείο αυτό προκύπτει το ερώτηµα για το 

πώς θα γίνεται η εκτίµηση της µεταβλητότητας σ των τιµών της µετοχής. Υπάρχουν διάφοροι 

τρόποι για να ξεπεραστεί αυτό το πρόβληµα. Οι τρεις που χρησιµοποιούνται περισσότερο εί-

ναι η εκτίµηση από ιστορικά δεδοµένα, η εκτίµηση από σταθµισµένα ιστορικά δεδοµένα (ώστε 

να δίνεται βάρος στις πιο πρόσφατες παρατηρήσεις) και η εκτίµηση µέσα από τις τιµές των 

παραγώγων που υπάρχουν ήδη στην αγορά (τεκµαρτή µεταβλητότητα - implied volatility). Η 

εκτίµηση του σ µε κάθε έναν από αυτούς τους τρεις τρόπους είναι σχεδόν βέβαιο ότι θα κα-

ταλήξει σε αποτελέσµατα τα οποία θα διαφέρουν άλλες φορές λιγότερο και άλλες περισσότε-

ρο. Η σύγκριση των τριών µεθόδων ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτής της εργασίας. Πρέπει 

όµως να σηµειώσουµε ότι ακόµη και στην πράξη οι επενδυτές καταλήγουν σε εκτιµήσεις οι 

οποίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους, δηλαδή δεν υπάρχει κάποιος απόλυτος τρόπος υπολο-

γισµού της µεταβλητότητας των τιµών των µετοχών. Έτσι, κυρίως οι προσδοκίες των επενδυ-

τών δηµιουργούν τις λεγόµενες τάσεις στις αγορές και διαµορφώνουν την προσφορά και τη 

ζήτηση για κάθε ∆ικαίωµα Προαίρεσης. 

Ας δούµε λίγο πιο αναλυτικά τον τρόπο µε τον οποίο η µεταβλητότητα εκτιµάται από ι-

στορικά δεδοµένα, µιας και αυτόν τον τρόπο θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια. Αρχικά γί-

νεται συλλογή δεδοµένων που αφορούν τις τιµές κλεισίµατος S1, S2, …, Sν της υποκείµενης 

µετοχής για ένα χρονικό διάστηµα ν ηµερών. Το µήκος του διαστήµατος αυτού εξαρτάται 

από την κρίση του ερευνητή και κυµαίνεται συνήθως µεταξύ ενός και τριών µηνών, έτσι ώ-

στε αφενός να µην υπάρχει ετεροσκεδαστικότητα και αφετέρου να µην προκύψει µεγάλο 

σφάλµα στην εκτίµηση. Σύµφωνα µε το µοντέλο των Black & Scholes το οποίο προσεγγίζε-

ται αρκούντως ικανοποιητικά από το διωνυµικό µοντέλο για µεγάλο n, οι τυχαίες µεταβλητές 

i

i
i S

S
X 1ln += ,  i = 1, 2,…, ν – 1, 
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είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν κανονική κατανοµή µε παραµέτρους τµ και τσ2
. Το τ ισού-

ται µε 1/260 διότι γίνονται περίπου 260 συνεδριάσεις κατά τη διάρκεια ενός έτους. Στη συνέ-

χεια, η εκτίµηση της διακύµανσης των Χi γίνεται ως συνήθως µέσω της δειγµατικής διακύ-

µανσης. Επειδή όµως η δειγµατική διακύµανση θα εκτιµά το τσ2
 και όχι το ζητούµενο σ2

, 

πρέπει να την πολλαπλασιάσουµε µε 1/τ. Έτσι τελικά βρίσκουµε: 
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Εφαρµογή. Ως παράδειγµα για την εφαρµογή του αλγορίθµου θα χρησιµοποιήσουµε 

τη µετοχή της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι στο Χρηµατιστήριο Παραγώγων Αθη-

νών διατίθενται ∆ικαιώµατα Προαίρεσης που έχουν ως υποκείµενη µετοχή τη µετοχή του 

Ο.Τ.Ε., στα οποία µάλιστα ο τρόπος εξάσκησης είναι ο Αµερικάνικος. Καταγράφουµε τις τι-

µές κλεισίµατος της εν λόγω µετοχής για τους µήνες Μάιο, Ιούνιο και Ιούλιο του έτους 2008 

(βλ. Π.1 Παραρτήµατος). Πρώτα ελέγχουµε εάν το σ παραµένει σταθερό κατά τη διάρκεια 

αυτού του τριµήνου µέσω των στατιστικών ελέγχων του Bartlett και του Levene. ∆ιενεργού-

µε τους ελέγχους µε τη βοήθεια του στατιστικού πακέτου Minitab (βλ. Π.2 Παραρτήµατος 

για γραφικό έλεγχο) και τα αποτελέσµατα είναι τα ακόλουθα: 

Έλεγχος p-value 

Bartlett’s test 0.168 

Levene’s test 0.092 

Πίνακας 7.1.1. Έλεγχοι Οµοσκεδαστικότητας για τη µετοχή της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. 

Η µηδενική υπόθεση είναι ότι η διασπορά παραµένει σταθερή για τους µήνες που µελετούµε. 

Βλέπουµε ότι τα p-values των ελέγχων είναι αρκετά µεγαλύτερα του 0.05, συνεπώς σε επίπε-

δο σηµαντικότητας 5% δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ισότητας των διασπορών µε κανέ-

ναν από τους δύο ελέγχους. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα Χi, έπειτα τη δειγµατική διακύ-

µανση και τελικά τη δειγµατική τυπική απόκλιση. Έχουµε λοιπόν 144.0ˆ 2 ≅σ  και 38.0ˆ ≅σ . 

Στο παράρτηµα δίνεται ο αναλυτικός πίνακας µε τις τιµές κλεισίµατος της µετοχής. 

Ένα άλλο θέµα στο οποίο πρέπει να δώσουµε προσοχή είναι το επιτόκιο της ασφαλούς ε-

πένδυσης που θα χρησιµοποιήσουµε κατά την τιµολόγηση. Ως ασφαλής επένδυση συνήθως 

θεωρούνται τα κρατικά οµόλογα διότι ενέχουν σχεδόν µηδενικό κίνδυνο. Πρέπει ωστόσο να 

αναφέρουµε ότι στην αγορά διατίθεται µια πληθώρα επενδυτικών επιλογών οι οποίες προ-

σφέρουν υψηλότερες αποδόσεις σε σχέση µε τα κρατικά οµόλογα µε ελάχιστο κίνδυνο. Πρό-
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κειται για τις λεγόµενες προθεσµιακές καταθέσεις που παρέχονται από χρηµατοπιστωτικά 

ιδρύµατα. Ο λόγος που δεν χρησιµοποιούµε ως βάση αναφοράς τα επιτόκια αυτών των επεν-

δύσεων είναι ότι πέρα από τον (έστω και πολύ λίγο) αυξηµένο κίνδυνο σε σύγκριση µε τα 

κρατικά οµόλογα, συνήθως οι αποδόσεις τους είναι µεγάλες µόνο για κάποιο συγκεκριµένο 

χρονικό διάστηµα (π.χ. τους έξι πρώτους µήνες), ενώ έπειτα το επιτόκιό τους κυµαίνεται σε 

επίπεδα χαµηλότερα των επιτοκίων των κρατικών οµολόγων. Στο τέλος του Ιουλίου οι απο-

δόσεις των ελληνικών κρατικών τίτλων υποχώρησαν σε όλες τις διάρκειες ακολουθώντας τις 

αντίστοιχες τάσεις των αγορών της Ευρωζώνης. Τη µεγαλύτερη πτώση παρουσίασαν οι τίτλοι 

βραχυπρόθεσµης διάρκειας µε τις αποδόσεις του τριετούς και του πενταετούς οµολόγου να 

διαµορφώνονται σε 4.81% και 4.90% αντίστοιχα, από 5.14% και 5.22% στο τέλος του προη-

γούµενου µήνα. Επίσης η απόδοση του δεκαετούς οµολόγου µειώθηκε σε 5.07% από 5.32% 

και η απόδοση του τριακονταετούς οµολόγου έκλεισε σε 5.33% από 5.56%. Το επιτόκιο που 

θα χρησιµοποιήσουµε τελικά θα είναι ο µέσος όρος των αποδόσεων των τεσσάρων αυτών 

οµολόγων, δηλαδή περίπου 4.96%. 

 

Υλοποίηση του Αλγορίθµου Αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Πώλησης Αµερικανικού τύπου   

Ακολουθεί η παρουσίαση του αλγορίθµου καθώς και η επεξήγησή του βήµα προς βήµα. 

Προκειµένου να είναι πιο εύκολη η εποπτεία, θα τον µελετήσουµε τµηµατικά (βλ. Π.3 Πα-

ραρτήµατος για ολόκληρο τον αλγόριθµο). Συνοπτικά τα βήµατα του αλγορίθµου είναι τα 

εξής: 

Βήµα 1: Ορισµός των χαρακτηριστικών του ∆ικαιώµατος (γίνεται από τον χρήστη). 

Βήµα 2: Υπολογισµός των u, d, p~  και q~ . 

Βήµα 3: Υπολογισµών των δυνατών τιµών της µετοχής για κάθε χρονική στιγµή. 

Βήµα 4: Υπολογισµός της αξίας του ∆ικαιώµατος για κάθε δυνατή τιµή s και χρονική στιγµή 

n, δηλαδή εύρεση των υn(s). Τελικά προκύπτει το υ0(S0) που είναι η ζητούµενη αρχι-

κή αξία του ∆ικαιώµατος. 

Βήµα 5: Προεξόφληση των υn(s). 

Βήµα 6: Εύρεση των βέλτιστων χρόνων εξάσκησης. 

Βήµα 7: ∆ιάγραµµα των πιθανών τιµών της µετοχής µε βάση το διωνυµικό µοντέλο, πάνω 

στο οποίο σηµειώνονται τα σηµεία όπου η εξάσκηση είναι βέλτιστη. 
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Ας δούµε τις πρώτες γραµµές του κώδικα: 

n=320;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
S0=13.4; 
K=14; 
h=T/n; 
r=h*R; 
up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
q=1-p; 
S=Table[0,{n}]; 
Do[S[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
Do[ 
  Do[S[[i,j]]=S0*(up^(i-j+1))*(down^(j-1)) 
    ,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 
  ,{i,1,n}]; 
Print["up = ",up] 
Print["down = ",down] 
Print["p = ",p] 
Print["q = ",q] 

 

Στις τρεις πρώτες γραµµές ο χρήστης ορίζει τα χαρακτηριστικά του ∆ικαιώµατος. Όπου n εί-

ναι ο αριθµός των περιόδων του µοντέλου, Τ η χρονική διάρκεια του συµβολαίου, σ η µεταβλη-

τότητα των τιµών της µετοχής, R το ετήσιο επιτόκιο της επένδυσης χωρίς ρίσκο, S0 η παρούσα 

τιµή της µετοχής και Κ η τιµή εξάσκησης του ∆ικαιώµατος. Στη συνέχεια ορίζεται το µήκος 

του χρονικού διαστήµατος h που χωρίζουµε τον συνολικό χρόνο και το επιτόκιο που ισχύει 

για το πολύ µικρό αυτό διάστηµα. Έπειτα υπολογίζονται οι τιµές των u (µεταβλητή up), d 

(µεταβλητή down), p~  και q~ . Τέλος, δηµιουργείται µια λίστα S η οποία περιλαµβάνει όλες 

τις δυνατές τιµές της µετοχής σύµφωνα µε το διωνυµικό µοντέλο και τα χαρακτηριστικά που 

ορίστηκαν από τον χρήστη, ενώ το πρόγραµµα εµφανίζει ως αποτέλεσµα τις τιµές των u, d, 

p~  και q~ . Η λίστα S αποτελείται από n στοιχεία που αναφέρονται σε n χρονικές στιγµές. Συ-

γκεκριµένα, το i-οστό στοιχείο της S περιλαµβάνει τις i + 1 δυνατές τιµές µετοχής, i = 1, 2, 

…, n στο χρόνο i. Για παράδειγµα, η λίστα S έχει τις ακόλουθες αριθµητικές τιµές 
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Έτσι, το στοιχείο Si,j = S[[ i ,j]] εκφράζει την j-οστή δυνατή τιµή της µετοχής (ξεκινώντας 

από την ανώτερη τιµή µε φθίνουσα σειρά) της i-οστής χρονικής περιόδου. Για το συγκεκρι-

µένο ∆ικαίωµα το output είναι: 
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up =  1.01066 

down =  0.989448 

p =  0.499176 

q =  0.500824 

 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται αναδροµικά, σύµφωνα µε τον τύπο 6.1.1, µια λίστα u που 

περιέχει όλα τα υn(s). Υπενθυµίζεται ότι το υn(s) εκφράζει την αξία του ∆ικαιώµατος Πώλη-

σης Αµερικανικού τύπου στο χρόνο n δεδοµένου ότι η υποκείµενη µετοχή έχει αξία s. 

u=Table[0,{n}]; 
Do[u[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
Do[u[[n,j]]=Max[K-S[[n,j]],0],{j,1,n+1}]; 
Do[ 
  Do[u[[i,j]]=Max[K-S[[i,j]],Exp[-r]*(p*u[[i+1,j]]+q*u[[i+1,j+1]])] 
    ,{j,1,Length[u[[i]]]}]; 
  ,{i,n-1,1,-1}]; 
u0=Max[K-S0,Exp[-r]*(p*u[[1,1]]+q*u[[1,2]])]; 
Print["Αξία ∆ικαιώµατος = ",u0," €"] 

 

Το µήκος και η δοµή της λίστας αυτής είναι ακριβώς ίδια µε τη λίστα S. Η αξία του ∆ικαιώ-

µατος σε κάθε χρονική στιγµή για κάθε πιθανή τιµή της µετοχής υπολογίζεται µέσω επανα-

ληπτικής εντολής ως το µέγιστο µεταξύ του κέρδους από την άµεση εξάσκηση και του ανα-

µενόµενου κέρδους (µε συντελεστή προεξόφλησης e-r
) από τη µη εξάσκηση. Αφού βρεθούν 

όλα τα υn(s) αναδροµικά από την τελική περίοδο n µέχρι την περίοδο ένα, υπολογίζεται το u0 

που είναι η παρούσα αξία του ∆ικαιώµατος. Το αποτέλεσµα που παίρνουµε στην συγκεκρι-

µένη περίπτωση είναι: 

Αξία ∆ικαιώµατος =  1.27653  € 

 

Με την εύρεση της αξίας του ∆ικαιώµατος επιτυγχάνεται ο κύριος στόχος του προγράµµα-

τος. Ωστόσο µπορούµε να επεκτείνουµε το παραπάνω πρόγραµµα ώστε να παράγουµε ορι-

σµένα χρήσιµα διαγράµµατα. Το πρώτο διάγραµµα αναπαριστά το σύνολο των χρόνων εξά-

σκησης, αναλόγως του χρονικού σηµείου και της τιµής της µετοχής στα οποία βρισκόµαστε. 

Οι εντολές στο Mathematica είναι οι ακόλουθες: 
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discountedu={}; 
Do[discountedu=Append[discountedu,u[[i]]*Exp[-r*i]],{i,1,n}]; 
optimal={}; 
Do[ 
  Do[ 
 If[discountedu[[i,j]]>p*discountedu[[i+1,j]]+q*discountedu[[i+1,j+1]], 
     optimal=Append[optimal,{i,S[[i,j]]}]] 
    ,{j,1,Length[discountedu[[i]]]}]; 
  ,{i,1,n-1}]; 
If[u0>p*discountedu[[1,1]]+q*discountedu[[1,2]], 
Print["It is optimal to exercise now."], 
ListPlot[optimal,AxesOrigin→{0,K}]] 

 

Αρχικά δηµιουργείται η λίστα discountedu που περιέχει όλες τις προεξοφληµένες τιµές των 

υn(s). Αυτό µας απαλλάσσει από τη συνεχή χρήση του συντελεστή προεξόφλησης. Χρησιµο-

ποιώντας τη λίστα αυτή προσδιορίζουµε τις θέσεις (χρόνος, τιµή µετοχής) στις οποίες πρέπει 

να γίνει εξάσκηση του ∆ικαιώµατος. Συγκεκριµένα, ελέγχουµε κάθε στοιχείο της λίστας dis-

countedu και αν κάποιο από αυτά είναι µεγαλύτερο από το άθροισµα των δύο αντίστοιχων 

τιµών της επόµενης περιόδου πολλαπλασιασµένων µε τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου 

(βλέπε σχέση 6.2.8), τότε προσθέτουµε την αντίστοιχη τιµή της µετοχής ως τεταγµένη σε µια 

νέα λίστα που την ονοµάζουµε optimal, µε τετµηµένη την αντίστοιχη χρονική περίοδο. Τέ-

λος, γίνεται έλεγχος µήπως τυχόν είναι συµφέρουσα η άµεση εξάσκηση του ∆ικαιώµατος 

(στον χρόνο µηδέν). Εάν συµβαίνει αυτό το πρόγραµµα εµφανίζει ως αποτέλεσµα τη φράση 

«It is optimal to exercise now», ενώ στην αντίθετη περίπτωση κατασκευάζει ένα διάγραµµα 

στο οποίο αναπαρίστανται οι τιµές της λίστας optimal. Η αρχή των αξόνων στο διάγραµµα 

είναι το (0, Κ). Το αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο: 

 
Σχήµα 7.1.1. Το σύνολο των χρόνων εξάσκησης ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανι-

κού τύπου µε υποκείµενο τίτλο τη µετοχή της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. 
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Παίρνοντας µεγάλο αριθµό περιόδων (εδώ n = 320) βλέπουµε ότι στο παραπάνω σχήµα σκια-

γραφείται µια περιοχή  (σκούρα περιοχή) µέσα στην οποία µόλις βρεθούµε θα πρέπει να άµε-

σα να εξασκήσουµε το ∆ικαίωµα. Συγκεκριµένα, η βέλτιστη εξάσκηση πρέπει να γίνει ακρι-

βώς τη στιγµή που η τιµή της µετοχής εισέλθει για πρώτη φορά στην κρίσιµη περιοχή. Με 

άλλα λόγια, το σύνορο βέλτιστης διακοπής ή εξάσκησης (optimal stopping boundary) είναι το 

άνω όριο ή σύνορο της περιοχής εξάσκησης. Αν αναλύσουµε το Σχήµα 7.1.1 λεπτοµερέστε-

ρα, θα βρούµε ότι το σύνορο βέλτιστης διακοπής δίνεται από την τεθλασµένη γραµµή που 

φαίνεται στο Σχήµα 7.1.2 παρακάτω (για τις συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων). Πρόκει-

ται για τεθλασµένη γραµµή διότι εργαζόµαστε στο διωνυµικό µοντέλο όπου η µετοχή µπορεί 

να πάρει διακριτές τιµές. Μια καλύτερη προσέγγιση του µοντέλου συνεχούς χρόνου αποτελεί 

η κυρτή καµπύλη που φαίνεται στο ίδιο σχήµα. 
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Σχήµα 7.1.2. Το σύνορο βέλτιστης διακοπής 

Για παράδειγµα, στο ακόλουθο σχήµα παριστούµε µια τυχαία διαδροµή της τιµής της µετοχής 

(ξεκινώντας από την τιµή S0 =  13.4) µαζί µε το σύνορο βέλτιστης εξάσκησης που βρήκαµε 

στο προηγούµενο σχήµα. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, θα πρέπει να εξασκήσουµε το ∆ικαίωµα 

µόλις η τιµή τµήσει για πρώτη φορά το σύνορο βέλτιστης εξάσκησης. Αυτό φαίνεται να γίνε-

ται στο παρακάτω παράδειγµα στο χρόνο 272/320 Τ ≈ 2.55 µήνες.  
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Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι το σύνορο βέλτιστης εξάσκησης αυξάνεται όσο περνά-

ει ο χρόνος. Αυτό συµβαίνει γιατί µε την πάροδο του χρόνου το αναµενόµενο κέρδος από τη 

µη εξάσκηση του ∆ικαιώµατος χάνει την αξία του λόγω της προεξόφλησης κι έτσι γίνεται 

συµφέρουσα η άµεση εξάσκηση για περισσότερες τιµές της µετοχής. Μάλιστα πρόσφατα α-

ποδείχθηκε ότι το σύνορο βέλτιστης εξάσκησης στο µοντέλο Black and Scholes είναι κυρτή 

συνάρτηση του χρόνου (βλ. Ekström (2004)) κάτι που επαληθεύεται από το παραπάνω σχή-

µα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο τρόπος µε τον οποίο µεταβάλλεται το σύνορο βέλτι-

στης εξάσκησης ανάλογα µε τις τιµές των σ και R. Στα δύο ακόλουθα γραφήµατα βλέπουµε 

το αποτέλεσµα για σ = 0.1, 0.2,…, 0.6 και R = 0.03, 0.04,…, 0.07: 

 
Σχήµα 7.1.3. Μεταβολή του συνόρου βέλτιστης διακοπής ως προς  

τις παραµέτρους σ και R 

Παρατηρούµε ότι το σύνορο βέλτιστης διακοπής µεταβάλλεται σηµαντικά όσο αλλάζει η µε-

ταβλητότητα της τιµής της µετοχής. Για µικρότερες τιµές του σ, το σύνορο µετατοπίζεται υ-

ψηλότερα και εµφανίζεται «νωρίτερα». Το ίδιο ακριβώς συµβαίνει και όταν το επιτόκιο της 
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ασφαλούς επένδυσης παίρνει µεγαλύτερες τιµές, χωρίς όµως το σύνορο να διαφοροποιείται 

σηµαντικά σε αυτήν την περίπτωση. 

Το επόµενο διάγραµµα που θα κατασκευάσουµε αναπαριστά όλες τις δυνατές τιµές της 

µετοχής µε βάση το διωνυµικό µοντέλο παρουσιάζοντας µε διαφορετικό χρώµα την κρίσιµη 

περιοχή όπου είναι βέλτιστη η εξάσκηση. Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο: 

sigma={}; 
Do[ 
  Do[sigma=Append[sigma,{i,S[[i,j]]}],{j,1,Length[S[[i]]]}] 
  ,{i,1,n}]; 
Do[If[sigma[[i,2]]>2*S0,sigma[[i,2]]=2*S0],{i,1,Length[sigma]}]; 
ListPlot[{sigma,optimal},AxesOrigin→{0,S0}] 

 

Το µόνο που κάνουµε είναι να φτιάξουµε µια λίστα sigma η οποία περιλαµβάνει όλες τις πι-

θανές τιµές της µετοχής ως τεταγµένες, έχοντας ως τετµηµένες τις αντίστοιχες χρονικές πε-

ριόδους στις οποίες βρίσκονται. Έπειτα φτιάχνουµε ένα κοινό διάγραµµα για τις λίστες sigma 

και optimal που έχει ως αρχή των αξόνων το (0, S0), φροντίζοντας οι ανώτερες τιµές που θα 

απεικονίζονται να µην ξεπερνούν το διπλάσιο της σηµερινής τιµής της µετοχής. Έτσι προκύ-

πτει το ζητούµενο διάγραµµα: 

 
Σχήµα 7.1.4. Η περιοχή εξάσκησης ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύπου µε 

υποκείµενο τίτλο τη µετοχή της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. 

Το διάγραµµα αυτό αποτελεί ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο στα χέρια του κατόχου του ∆ικαιώ-

µατος διότι του δίνει την ευχέρεια να γνωρίζει ανά πάσα στιγµή τι πρέπει να πράξει. Θα µπο-

ρούσε µάλιστα να το χρησιµοποιήσει σε συνδυασµό µε ένα online σύστηµα παρακολούθησης 
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της τιµής της µετοχής και να το ορίσει έτσι ώστε να τον ειδοποιεί σε περίπτωση που η τιµή 

εισέλθει στην κρίσιµη περιοχή. 

Στο σηµείο αυτό είµαστε σε θέση να κάνουµε ορισµένες ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις για 

τον τρόπο που διαµορφώνεται η αξία του ∆ικαιώµατος. Θα αναφερθούµε στο πώς αυτή επη-

ρεάζεται από την αλλαγή των παραµέτρων σ, Τ, R και n, αλλά και από τη διαφορά µεταξύ S0 

και Κ. ∆οκιµάζουµε λοιπόν να µεταβάλλουµε καθεµιά από αυτές κρατώντας τις υπόλοιπες 

σταθερές. Έτσι λαµβάνουµε τα εξής διαγράµµατα: 

Αξία                                                                        Αξία 

0.1 0.2 0.3 0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

σ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

Τ 
 

                                       Αξία 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1.20

1.25

1.30

1.35

R 

Σχήµα 7.1.5. Γράφηµα της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύπου ως 

προς τις παραµέτρους σ, Τ και R (µε λεπτή γραµµή η αξία του αντίστοιχου ∆ικαιώµατος Ευρωπαϊκού 

τύπου) 

Παρατηρούµε ότι η µείωση της µεταβλητότητας της τιµής της µετοχής, η µείωση της χρονι-

κής διάρκειας του συµβολαίου και η αύξηση του επιτοκίου της ασφαλούς επένδυσης έχουν 

αρνητική επίπτωση στην αξία του ∆ικαιώµατος. Τα αντίθετά τους έχουν προφανώς θετική 

επίπτωση. Ο λόγος που η µείωση των Τ και σ ελαττώνει την αξία του ∆ικαιώµατος είναι επει-

δή και τα δύο έχουν ως αποτέλεσµα την ύπαρξη λιγότερων χαµηλών δυνατών τιµών της µε-

τοχής. Ιδιαίτερα εάν το σ είναι µεγάλο, προκύπτουν «συντοµότερα» πολλές χαµηλές δυνατές 

τιµές της µετοχής στο µοντέλο και άρα περισσότεροι βέλτιστοι χρόνοι εξάσκησης που ανεβά-
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ζουν την αξία Από την άλλη, όσο µεγαλύτερο είναι το επιτόκιο µε το οποίο προεξοφλούµε 

τόσο τα πιθανά κέρδη χάνουν την αξία τους, µε αποτέλεσµα και η αρχική αξία του ∆ικαιώµα-

τος να είναι µειωµένη. 

Επόµενη παράµετρος µε την οποία θα ασχοληθούµε είναι ο αριθµός των περιόδων που πε-

ριλαµβάνει το µοντέλο. Προκειµένου να διαπιστώσουµε την επίδραση που έχει στην προσέγ-

γιση της αξίας του ∆ικαιώµατος Πώλησης ένα µικρό ή µεγάλο n, θα κατασκευάσουµε ένα 

διάγραµµα το οποίο στον οριζόντιο άξονα θα έχει τον αριθµό των περιόδων και στον κατα-

κόρυφο την αξία. Μέσω κατάλληλου αλγορίθµου ο οποίος δίνεται στο Παράρτηµα (βλ. Π.4)
4
, 

θα υπολογίσουµε και θα αναπαραστήσουµε την αξία του υπό µελέτη ∆ικαιώµατος για n από 

2 έως 500. Το διάγραµµα που προκύπτει είναι το ακόλουθο: 

      Αξία 

100 200 300 400 500

1.275

1.276

1.277

1.278

1.279

1.280

1.281

n 

Σχήµα 7.1.6. Εκτίµηση της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύπου ως 

προς τον αριθµό n των περιόδων του µοντέλου 

Προφανώς αναµένουµε ότι η αύξηση του πλήθους των περιόδων θα βελτιώσει την προσέγγι-

ση της αξίας διότι θα είµαστε πιο κοντά στο µοντέλο του συνεχούς χρόνου. Προς έκπληξή 

µας όµως παρατηρούµε ότι τα σηµεία που εκφράζουν την προσεγγιστική τιµή του ∆ικαιώµα-

                                                 
4
 Ουσιαστικά πρόκειται για τον αλγόριθµο υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Αµερικανικού τύπου που 

παρουσιάσαµε νωρίτερα, µε τη διαφορά ότι ολόκληρος αυτός ο αλγόριθµος έχει εισαχθεί σε µια επαναληπτική 

εντολή που αλλάζει κάθε φορά το n και αποθηκεύει το αποτέλεσµα σε µια νέα λίστα. 



 92 

τος φαίνεται να συγκλίνουν σε µια τιµή όσο το n αυξάνεται, αλλά όχι µονότονα. Αυτό φαίνε-

ται καθαρότερα στο ακόλουθο γράφηµα όπου ενώνουµε τις προσεγγιστικές τιµές (n < 150). 

           Αξία 

20 40 60 80 100 120 140

1.275

1.280

1.285

n 

Θα περίµενε κανείς να υπάρχει υποεκτίµηση ή υπερεκτίµηση της αξίας για µικρό n και σύ-

γκλιση για µεγάλο n. Ωστόσο το διάγραµµα παρουσιάζει µια ιδιαίτερη µορφή η οποία δηµι-

ουργεί ερωτήµατα. Το πιο σηµαντικό στοιχείο είναι οι «αναπηδήσεις» της προσέγγισης της 

αξίας του ∆ικαιώµατος για διαδοχικές τιµές του n. Οι αναπηδήσεις αυτές είναι πιο έντονες 

για µικρά n, ενώ εξοµαλύνονται για µεγάλα. Η εικόνα αυτή του διαγράµµατος οφείλεται στη 

διακριτοποίηση του χρόνου και στο διωνυµικό µοντέλο που επιτρέπει µόνο δύο δυνατές κι-

νήσεις της τιµής µεταξύ διαδοχικών περιόδων. Μια καλύτερη εκτίµηση της αξίας του ∆ι-

καιώµατος είναι ο µέσος όρος των εκτιµήσεων δύο διαδοχικών περιόδων. Γενικά πάντως, για 

n µεγαλύτερο από 100 οι διαφορές που παρατηρούνται είναι µικρότερες της τάξης του 0.003 

και κατά συνέπεια µπορούν να θεωρηθούν αµελητέες. Η µικρότερη εκτιµώµενη αξία του ∆ι-

καιώµατος είναι 1.2677€ και η µεγαλύτερη 1.32979€. Επανασχεδιάζοντας το παραπάνω διά-

γραµµα µε πιο πλατύ εύρος στον κατακόρυφο άξονα ώστε να περιλαµβάνει όλες τις τιµές που 

προέκυψαν, εύκολα αντιλαµβανόµαστε ότι τελικά αυτές συγκλίνουν: 
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                         Αξία 

 n 

Κλείνοντας την παράγραφο αυτή, θα εξετάσουµε σε τι βαθµό επηρεάζει την αξία του ∆ι-

καιώµατος η διαφορά ανάµεσα στην παρούσα τιµή της µετοχής και την τιµή εξάσκησης. Ό-

πως στον αριθµό των περιόδων του µοντέλου έτσι κι εδώ, µια διαγραµµατική απεικόνιση εί-

ναι το καλύτερο µέσο για να αντιληφθούµε τι ακριβώς συµβαίνει. Στο νέο διάγραµµα ο ορι-

ζόντιος άξονας θα συµβολίζει την παρούσα τιµή της µετοχής και ο κατακόρυφος την αξία. 

Χρησιµοποιώντας τον κατάλληλο αλγόριθµο ο οποίος δίνεται στο Παράρτηµα (βλ. Π.5)
5
, 

προκύπτει το ακόλουθο διάγραµµα που παριστάνει τις διαφορετικές εκτιµήσεις για την αξία 

του ∆ικαιώµατος για S0 από 10€ έως 15€ µε βήµα 0.05 (η τιµή εξάσκησης παραµένει σταθερή 

στα 14€): 

                           Αξία 

10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

S0 

Σχήµα 7.1.7. Γράφηµα της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύπου ως 

προς τη διαφορά µεταξύ S0 και Κ (µε λεπτή γραµµή η αξία του αντίστοιχου ∆ικαιώµατος Ευρωπαϊκού 

τύπου) 

                                                 
5
 Και πάλι κάνουµε χρήση του αλγορίθµου αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Αµερικανικού τύπου, µόνο που τώρα αλ-

λάζουµε κάθε φορά την τιµή του S0 και αποθηκεύουµε το αποτέλεσµα σε µια νέα λίστα. 
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Το αποτέλεσµα εδώ είναι απόλυτα αναµενόµενο. Όταν το S0 βρίσκεται αρκετά πιο κάτω από 

την τιµή εξάσκησης, τότε είναι λογικό το ∆ικαίωµα να κοστίζει περισσότερο αφού ακόµη και 

µε µικρές πτώσεις της τιµής της µετοχής ο κάτοχος θα έχει την ευκαιρία να το εξασκήσει 

πρόωρα και να αποκοµίσει κέρδος. Αντίθετα όταν η παρούσα τιµή της µετοχής ξεπερνά κατά 

πολύ την τιµή εξάσκησης, το ∆ικαίωµα πρέπει να κοστίζει λιγότερο δεδοµένου ότι ο κάτοχός 

του θα πρέπει να αναµένει σηµαντική πτώση της τιµής προκειµένου να µπορεί να το εξασκή-

σει. Στην πρώτη περίπτωση η ακραία τιµή που µπορεί να πάρει το ∆ικαίωµα είναι η διαφορά 

Κ – S0 (και µάλιστα τότε είναι συµφέρουσα η άµεση εξάσκησή του), ενώ στη δεύτερη η τιµή 

µηδέν, δηλαδή δεν αξίζει η αγορά του. 

 

7.2 Αποτίµηση ∆ικαιωµάτων Πώλησης Ασιατικού-Αµερικανικού τύπου (path-

depended) 

Η περίπτωση των ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης των οποίων η αξία εξαρτάται από τη διαδρο-

µή που ακολουθεί η τιµή της υποκείµενης µετοχής, είναι σαφώς πιο σύνθετη από τα non-

path-depended ∆ικαιώµατα. Εκτός από την πιο λεπτοµερή θεωρητική αντιµετώπιση που α-

παιτούν, παρουσιάζουν σηµαντικές δυσκολίες και στην υλοποίηση προκειµένου αυτά να απο-

τιµηθούν µε τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. Επίσης, όπως ήδη γνωρίζουµε, στη γενική 

περίπτωση θα πρέπει σε κάθε χρονική περίοδο n να εξετάζουµε τις 2
n
 δυνατές διαδροµές της 

τιµής της µετοχής και όχι µόνο τις n + 1 δυνατές τιµές. Αυτό συνεπάγεται τη χρήση πολύ πε-

ρισσότερων πόρων του υπολογιστή προκειµένου να φέρει σε πέρας τις απαιτούµενες πράξεις. 

Για την αποτίµηση ∆ικαιωµάτων Πώλησης Ασιατικού-Αµερικανικού τύπου κατασκευάστη-

κε εξ ολοκλήρου ένας νέος, πιο πολύπλοκος αλγόριθµος. Στα συγκεκριµένα ∆ικαιώµατα αρ-

κεί να εξετάζουµε σε κάθε περίοδο (α) την τιµή της µετοχής και (β) το άθροισµα των προ-

γούµενων τιµών της µετοχής (και όχι όλη την προηγούµενη διαδροµή). Ως συνέπεια, αυξάνε-

ται σηµαντικά η υπολογιστική ισχύς που απαιτείται. Για παράδειγµα, µέχρι την εικοστή περί-

οδο πρέπει να υπολογιστούν 2097150 δυνατές τιµές της µετοχής και άρα δεν µας δίνεται η 

δυνατότητα να χρησιµοποιήσουµε µεγάλο αριθµό περιόδων. Ωστόσο µπορούµε να αποκτή-

σουµε µια καλή εικόνα για το τι συµβαίνει µε αυτού του είδους τα ∆ικαιώµατα. Τα βήµατα 

του νέου αλγορίθµου είναι τα εξής: 

Βήµα 1: Ορισµός των χαρακτηριστικών του ∆ικαιώµατος (γίνεται από τον χρήστη). 
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Βήµα 2: Υπολογισµός των u, d, p~  και q~ . 

Βήµα 3: Υπολογισµών των πιθανών τιµών της µετοχής για κάθε χρονική στιγµή. 

Βήµα 4: Υπολογισµός της αξίας του ∆ικαιώµατος για κάθε πιθανή τιµή s, άθροισµα y και 

χρονική στιγµή n, δηλαδή εύρεση των υn(s,y). Τελικά προκύπτει το υ0(S0,S0) που 

είναι η ζητούµενη αρχική αξία του ∆ικαιώµατος. 

Στο πρώτο βήµα ο χρήστης ορίζει τα χαρακτηριστικά του ∆ικαιώµατος όπως προηγουµέ-

νως, µε τη διαφορά βέβαια ότι τώρα δεν ορίζει συγκεκριµένη τιµή εξάσκησης. Η τιµή εξά-

σκησης στα Ασιατικά ∆ικαιώµατα ορίζεται ως ο µέσος όρος των τιµών που πήρε η µετοχή µέ-

χρι να καταλήξει στην εκάστοτε χρονική στιγµή (βλ. 6.2. ∆ικαιώµατα Προαίρεσης των οποίων 

η αξία εξαρτάται από τη διαδροµή της τιµής της µετοχής). Ξεκινάµε παραθέτοντας το πρώτο 

µέρος του αλγορίθµου (βλ. Π.6 Παραρτήµατος για ολόκληρο τον αλγόριθµο): 

n=20;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
S0=13.4; 
h=T/n; 
r=h*R; 
up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
q=1-p; 
S=Table[0,{n}]; 
Do[S[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
S[[1,1]]={S0*up,S0*up+S0};S[[1,2]]={S0*down,S0*down+S0}; 
Do[ 
  For[j=1,j<Length[S[[i]]],j=j+2, 
   S[[i,j]]={S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up, 
     S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up+S[[i-1,j/2+0.5,2]]}]; 
  For[j=2,j≤Length[S[[i]]],j=j+2, 
   S[[i,j]]={S[[i-1,j/2,1]]*down, 
     S[[i-1,j/2,1]]*down+S[[i-1,j/2,2]]}] 
    ,{i,2,n}]; 

 

Στις δύο πρώτες σειρές εντολών ο χρήστης ορίζει τα χαρακτηριστικά του ∆ικαιώµατος. Έπει-

τα γίνεται υπολογισµός των ποσοτήτων h, r, u, d, p~  και q~  και κατασκευάζεται µια λίστα S η 

οποία περιλαµβάνει όλες τις δυνατές τιµές της µετοχής, µαζί µε τα αθροίσµατα των τιµών 

που πήρε η µετοχή µέχρι να φτάσει σε κάθε τιµή. Έτσι, το S[[ i ,j ,1]] στοιχείο εκφράζει την j-

οστή τιµή της µετοχής της i-οστής χρονικής περιόδου, ενώ το S[[ i ,j ,2]] εκφράζει το άθροι-

σµα των τιµών της διαδροµής που ακολούθησε η µετοχή για να φτάσει στη συγκεκριµένη τι-

µή. Το S[[i,j]] περιλαµβάνει τα S[[i,j,1]] και S[[i,j,2]] µαζί, δηλαδή το (s,y). Με αυτόν τον 
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τρόπο, όλα τα στοιχεία S[[ i ,j]] που προκύπτουν είναι µοναδικά, µε την έννοια ότι το κάθε 

ένα αντιπροσωπεύει ένα διαφορετικό συνδυασµό ενδεχοµένων ανόδου και πτώσης της τιµής 

της µετοχής. Η συγκεκριµένη ακολουθία εντολών δεν δίνει κάποιο output. 

Προχωρούµε στο δεύτερο µέρος του αλγορίθµου: 

u=Table[0,{n}]; 
Do[u[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
Do[u[[n,j]]={Max[(1/(n+1))*S[[n,j,2]]-S[[n,j,1]],0], 
    S[[n,j,2]]},{j,1,2^n}]; 
Do[ 
  Do[ 
    u[[i,j]]={Max[(1/(i+1))*S[[i,j,2]]-S[[i,j,1]], 
       Exp[-r]*(p*u[[i+1,2*j-1,1]]+q*u[[i+1,2*j,1]])], 
      S[[i,j,2]]} 
    ,{j,1,2^i}]; 
  ,{i,n-1,1,-1}]; 
u0=Max[Exp[-r]*(p*u[[1,1,1]]+q*u[[1,2,1]]),0]; 
Print["Αξία ∆ικαιώµατος = ",u0," €"] 

 

Εδώ γίνεται υπολογισµός των υi(s,y). Για την αποθήκευσή τους δηµιουργείται η λίστα u η ο-

ποία έχει την ίδια δοµή µε τη λίστα S. Ο υπολογισµός των υi(s,y) γίνεται αναδροµικά µέσω 

του τύπου που δώσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο για τα ∆ικαιώµατα Ασιατικού-

Αµερικανικού τύπου (βλ. σχέση 6.2.13). Στο τελικό βήµα υπολογίζεται το υ0(S0,S0), το οποίο 

είναι και το αποτέλεσµα που δίνει το πρόγραµµα: 

Αξία ∆ικαιώµατος =  0.742969  € 

 

Η εξήγηση για την τιµή που παίρνει το συγκεκριµένο ∆ικαίωµα είναι ότι η τιµή εξάσκησης, 

(που σε κάθε συνδυασµό ενδεχοµένων είναι διαφορετική) είναι κατά µέσο όρο χαµηλότερη 

από 14€ που ήταν για το απλό Αµερικανικό ∆ικαίωµα και συνεπώς τα πιθανά κέρδη που υ-

πολογίζονται είναι χαµηλότερα από πριν και άρα και η τελική αξία. Η κατασκευή ενός γρα-

φήµατος που να απεικονίζει τις θέσεις βέλτιστης εξάσκησης (όπως π.χ. το Σχήµα 7.1.1) είναι 

σε αυτήν την περίπτωση πρακτικά αδύνατη λόγω της φύσης του ∆ικαιώµατος. ∆εδοµένου ότι 

η τιµή εξάσκησης είναι µεταβαλλόµενη, ο κάτοχος πρέπει να βρίσκεται συνεχώς σε εγρήγορ-

ση ώστε αµέσως µόλις αυτή φτάσει σε ικανοποιητικά επίπεδα (ο κανόνας βέλτιστης διακοπής 

περιγράφεται από την σχέση 6.2.8), να το εξασκήσει και να αποκοµίσει κέρδος.  

Κλείνοντας, ας δούµε πως επηρεάζεται η εκτίµηση της αξίας του ∆ικαιώµατος από την 

αυξοµείωση του αριθµού των περιόδων που περιλαµβάνει το µοντέλο. Κατασκευάζουµε ένα 

διάγραµµα στο οποίο ο οριζόντιος άξονας συµβολίζει το n και ο κατακόρυφος την αξία. Ο 
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σχετικός αλγόριθµος δίνεται στο Παράρτηµα (βλ. Π.7). Για n από 10 έως 20, το διάγραµµα 

έχει ως εξής: 

 
Σχήµα 7.2.1. Εκτίµηση της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Ασιατικού-

Αµερικανικού τύπου ως προς τον αριθµό n των περιόδων του µοντέλου 

Είναι ξεκάθαρο ότι αν µπορούσαµε να συµπεριλάβουµε περισσότερες περιόδους στο µοντέλο 

η αξία του ∆ικαιώµατος θα έπαιρνε µεγαλύτερη τιµή, αφού φαίνεται ότι υπάρχει µια σχετική 

υποεκτίµηση της αξίας του ∆ικαιώµατος. ∆υστυχώς η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου δεν 

είναι η επιθυµητή, αφού απαιτείται εκθετικά αυξανόµενη επεξεργαστική ισχύς προκειµένου 

να ολοκληρωθούν όλοι οι απαιτούµενοι υπολογισµοί. Όπως άλλωστε είχαµε επισηµάνει στο 

εισαγωγικό κεφάλαιο, γενικά τα exotic options προσφέρουν ξεχωριστά προνόµια στους κατό-

χους, αλλά απαιτούν ιδιαίτερη προσοχή τόσο κατά την τιµολόγηση, όσο και κατά την επιλογή 

τους από επενδυτές. 
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Π.1. Τιµές κλεισίµατος της µετοχής της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. για το τρίµηνο Μαΐου-Ιουλίου 2008 

και υπολογισµός της µεταβλητότητας 

Ηµεροµηνία Τιµή Κλεισίµατος Μήνας Xi σ
2
 σ 

02/05/2008 19.4 1 -0.00617 Τριµήνου 

05/05/2008 19.52 1 0.004107 0.144029551 0.379512254 

06/05/2008 19.44 1 -0.0264 

07/05/2008 19.96 1 -0.02474 

08/05/2008 20.46 1 0.012789 

09/05/2008 20.2 1 -0.01181 

12/05/2008 20.44 1 -0.0078 

13/05/2008 20.6 1 0.009756 

14/05/2008 20.4 1 0.080615 

15/05/2008 18.82 1 -0.00424 

16/05/2008 18.9 1 0.01278 

19/05/2008 18.66 1 0.014032 

20/05/2008 18.4 1 0.010929 

21/05/2008 18.2 1 0.019978 

22/05/2008 17.84 1 -0.02108 

23/05/2008 18.22 1 0.024446 

26/05/2008 17.78 1 0.00904 

27/05/2008 17.62 1 -0.03239 

28/05/2008 18.2 1 0.018858 

29/05/2008 17.86 1 -0.00781 

30/05/2008 18 1 -0.00333 

02/06/2008 18.06 2 -0.02946 

03/06/2008 18.6 2 0.02725 

04/06/2008 18.1 2 -0.00221 

05/06/2008 18.14 2 0.007748 

06/06/2008 18 2 0.01907 

09/06/2008 17.66 2 0.032224 

10/06/2008 17.1 2 0.020083 

11/06/2008 16.76 2 0.016848 

12/06/2008 16.48 2 -0.00726 

13/06/2008 16.6 2 0.007255 

17/06/2008 16.48 2 -0.01565 

18/06/2008 16.74 2 -0.00119 

19/06/2008 16.76 2 -0.00119 

20/06/2008 16.78 2 0.060178 

23/06/2008 15.8 2 0.015306 

24/06/2008 15.56 2 -0.02789 

25/06/2008 16 2 0 

26/06/2008 16 2 0 

27/06/2008 16 2 0 

30/06/2008 16 2 0.064539 

  

01/07/2008 15 3 0.013423 Τελευταίου Μήνα 

02/07/2008 14.8 3 0 0.138736228 0.372473124 
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03/07/2008 14.8 3 -0.01342 

04/07/2008 15 3 -0.00133 

07/07/2008 15.02 3 0.002667 

08/07/2008 14.98 3 -0.03283 

09/07/2008 15.48 3 0.011696 

10/07/2008 15.3 3 0.019803 

11/07/2008 15 3 -0.01718 

14/07/2008 15.26 3 0.038749 

15/07/2008 14.68 3 0.005464 

16/07/2008 14.6 3 -0.01765 

17/07/2008 14.86 3 -0.00403 

18/07/2008 14.92 3 0.023052 

21/07/2008 14.58 3 0.040593 

22/07/2008 14 3 -0.02817 

23/07/2008 14.4 3 0.035339 

24/07/2008 13.9 3 0.051672 

25/07/2008 13.2 3 -0.02247 

28/07/2008 13.5 3 -0.00591 

29/07/2008 13.58 3 -0.00147 

30/07/2008 13.6 3 0.014815 

31/07/2008 13.4 3  
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Π.2. Έλεγχος οµοσκεδαστικότητας των τιµών της µετοχής της Ο.Τ.Ε. Α.Ε. το τρίµηνο 

Μαΐου-Ιουλίου 2008 
M
o
n
th

95% Bonferroni Confidence Intervals for StDevs

3

2

1

1,751,501,251,000,750,50

Bartlett's Test

0,092

Test Statistic 3,57

P-Value 0,168

Levene's Test

Test Statistic 2,48

P-Value

Test for Equal Variances for Price
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Π.3. Αλγόριθµος υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύ-

που στο διωνυµικό µοντέλο n περιόδων 

n=320;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
S0=13.4; 
K=14; 
h=T/n; 
r=h*R; 
up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
q=1-p; 
S=Table[0,{n}]; 
Do[S[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
Do[ 
  Do[S[[i,j]]=S0*(up^(i-j+1))*(down^(j-1)) 
    ,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 
  ,{i,1,n}]; 
Print["up = ",up] 
Print["down = ",down] 
Print["p = ",p] 
Print["q = ",q] 
u=Table[0,{n}]; 
Do[u[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
Do[u[[n,j]]=Max[K-S[[n,j]],0],{j,1,n+1}]; 
Do[ 
  Do[u[[i,j]]=Max[K-S[[i,j]],Exp[-r]*(p*u[[i+1,j]]+q*u[[i+1,j+1]])] 
    ,{j,1,Length[u[[i]]]}]; 
  ,{i,n-1,1,-1}]; 
u0=Max[K-S0,Exp[-r]*(p*u[[1,1]]+q*u[[1,2]])]; 
Print["Αξία ∆ικαιώµατος = ",u0," €"] 
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Π.4. Αλγόριθµος υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύ-

που για διαφορετικό αριθµό περιόδων n 

T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
S0=13.4; 
K=14; 
arxikon=2; 
telikon=500; 
bima=1; 
simeia=(telikon-arxikon)/bima+1; 
sygklisi=Table[0,{simeia}]; 
counter=1; 
Do[ 
  h=T/n;r=h*R;up=Exp[σ*(h^0.5)];down=Exp[-σ*(h^0.5)]; 
  p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5);q=1-p; 
  S=Table[0,{n}]; 
  Do[S[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
  Do[ 
   Do[S[[i,j]]=S0*(up^(i-j+1))*(down^(j-1)),{j,1,Length[S[[i]]]}]; 
   ,{i,1,n}]; 
  u=Table[0,{n}]; 
  Do[u[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
  Do[u[[n,j]]=Max[K-S[[n,j]],0],{j,1,n+1}]; 
  Do[ 
   Do[u[[i,j]]=Max[K-S[[i,j]],Exp[-r]*(p*u[[i+1,j]]+q*u[[i+1,j+1]])] 
     ,{j,1,Length[u[[i]]]}]; 
   ,{i,n-1,1,-1}]; 
  u0=Max[K-S0,Exp[-r]*(p*u[[1,1]]+q*u[[1,2]])]; 
  sygklisi[[counter]]={n,u0}; 
  counter=counter+1; 
  ,{n,arxikon,telikon,bima}]; 
ListPlot[sygklisi] 
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Π.5. Αλγόριθµος υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Αµερικανικού τύ-

που για διαφορετική παρούσα τιµή της µετοχής S0, µε σταθερή τιµή εξάσκησης Κ 

n=320;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
K=14; 
h=T/n; 
r=h*R; 
up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
q=1-p; 
arxikoS0=12; 
telikoS0=16; 
bima=0.05; 
simeia=(telikoS0-arxikoS0)/bima+1; 
lista=Table[0,{simeia}]; 
counter=1; 
Do[ 
  S=Table[0,{n}]; 
  Do[S[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
  Do[ 
   Do[S[[i,j]]=S0*(up^(i-j+1))*(down^(j-1)) 
     ,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 
   ,{i,1,n}]; 
  u=Table[0,{n}]; 
  Do[u[[i]]=Table[0,{i+1}],{i,1,n}]; 
  Do[u[[n,j]]=Max[K-S[[n,j]],0],{j,1,n+1}]; 
  Do[ 
   Do[u[[i,j]]=Max[K-S[[i,j]],Exp[-r]*(p*u[[i+1,j]]+q*u[[i+1,j+1]])] 
     ,{j,1,Length[u[[i]]]}]; 
   ,{i,n-1,1,-1}]; 
  u0=Max[K-S0,Exp[-r]*(p*u[[1,1]]+q*u[[1,2]])]; 
  lista[[counter]]={S0,u0}; 
  counter=counter+1; 
  ,{S0,arxikoS0,telikoS0,bima}]; 
ListPlot[lista,AxesOrigin→{arxikoS0,0}] 
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Π.6. Αλγόριθµος υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Ασιατικού-

Αµερικανικού τύπου στο διωνυµικό µοντέλο n περιόδων 

n=20;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
S0=13.4; 
h=T/n; 
r=h*R; 
up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
q=1-p; 
S=Table[0,{n}]; 
Do[S[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
S[[1,1]]={S0*up,S0*up+S0};S[[1,2]]={S0*down,S0*down+S0}; 
Do[ 
  For[j=1,j<Length[S[[i]]],j=j+2, 
   S[[i,j]]={S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up, 
     S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up+S[[i-1,j/2+0.5,2]]}]; 
  For[j=2,j≤Length[S[[i]]],j=j+2, 
   S[[i,j]]={S[[i-1,j/2,1]]*down, 
     S[[i-1,j/2,1]]*down+S[[i-1,j/2,2]]}] 
    ,{i,2,n}]; 
u=Table[0,{n}]; 
Do[u[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
Do[u[[n,j]]={Max[(1/(n+1))*S[[n,j,2]]-S[[n,j,1]],0], 
    S[[n,j,2]]},{j,1,2^n}]; 
Do[ 
  Do[ 
    u[[i,j]]={Max[(1/(i+1))*S[[i,j,2]]-S[[i,j,1]], 
       Exp[-r]*(p*u[[i+1,2*j-1,1]]+q*u[[i+1,2*j,1]])], 
      S[[i,j,2]]} 
    ,{j,1,2^i}]; 
  ,{i,n-1,1,-1}]; 
u0=Max[Exp[-r]*(p*u[[1,1,1]]+q*u[[1,2,1]]),0]; 
Print["Αξία ∆ικαιώµατος = ",u0," €"] 
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Π.7. Αλγόριθµος υπολογισµού της αξίας ενός ∆ικαιώµατος Πώλησης Ασιατικού-

Αµερικανικού τύπου για διαφορετικό αριθµό περιόδων n 

arxikon=10; 
telikon=20; 
lista={}; 
Do[ 
  n=k;T=3/12;σ=0.379512254;R=0.049625; 
  S0=13.4; 
  h=T/n; 
  r=h*R; 
  up=Exp[σ*(h^(0.5))]; 
  down=Exp[-σ*(h^(0.5))]; 
  p=1/2*(1+(R-σ^2/2)/σ*h^0.5); 
  q=1-p; 
  S=Table[0,{n}]; 
  Do[S[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
  S[[1,1]]={S0*up,S0*up+S0};S[[1,2]]={S0*down,S0*down+S0}; 
  Do[For[j=1,j<Length[S[[i]]],j=j+2, 
    S[[i,j]]={S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up, 
      S[[i-1,j/2+0.5,1]]*up+S[[i-1,j/2+0.5,2]]}]; 
   For[j=2,j≤Length[S[[i]]],j=j+2, 
    S[[i,j]]={S[[i-1,j/2,1]]*down, 
      S[[i-1,j/2,1]]*down+S[[i-1,j/2,2]]}],{i,2,n}]; 
  u=Table[0,{n}]; 
  Do[u[[i]]=Table[{0,0},{2^i}],{i,1,n}]; 
  Do[u[[n,j]]={Max[(1/(n+1))*S[[n,j,2]]-S[[n,j,1]],0], 
     S[[n,j,2]]},{j,1,2^n}]; 
  Do[ 
   Do[ 
     u[[i,j]]={Max[(1/(i+1))*S[[i,j,2]]-S[[i,j,1]], 
        Exp[-r]*(p*u[[i+1,2*j-1,1]]+q*u[[i+1,2*j,1]])], 
       S[[i,j,2]]} 
     ,{j,1,2^i}]; 
   ,{i,n-1,1,-1}]; 
  u0=Max[Exp[-r]*(p*u[[1,1,1]]+q*u[[1,2,1]]),0]; 
  lista=Append[lista,{n,u0}]; 
  ,{k,arxikon,telikon}]; 
ListPlot[lista,AxesOrigin→{(arxikon-1),0.68}] 
ListLinePlot[lista,AxesOrigin→{(arxikon-1),0.68}] 
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