
ΠΑΝΕΠ Ι Σ ΤΗΜ ΙΟ ΠΕ Ι ΡΑ Ι Ω Σ
Σχολή Χρηματοο ι kονομ ι kή ς kα ι Στατ ι σ τ ι kή ς

Τμήμα Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής Επιστήμης

ΜΕΤΑΠ Τ ΥΧ Ι Α ΚΟ Π ΡΟ Γ ΡΑΜΜΑ ΣΠΟΥΔΩΝ
Σ ΤΗΝ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΣΤΑΤ Ι Σ Τ Ι ΚΗ

ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝΜΕΣΩ
ΤΗΣ ΑΝΕΛΙΞΗΣ

VARIANCE - GAMMA

Χρήστος Π. Στρατηγόπουλος

Δ ι π λ ω μ α τ ι k ή Ε ρ γ α σ ί α
που υποβλήϑηkε στο Τμήμα Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής

Επιστήμης του Πανεπιστημίου Πειραιώς ως μέρος των
απαιτήσεων για την απόkτηση του Μεταπτυχιαkού

Διπλώματος Ειδίkευσης στην Εφαρμοσμένη Στατιστιkή

Πειραιάς,
Μάρτιος 2026





ΠΑΝΕΠ Ι Σ ΤΗΜ ΙΟ ΠΕ Ι ΡΑ Ι Ω Σ
Σχολή Χρηματοο ι kονομ ι kή ς kα ι Στατ ι σ τ ι kή ς

Τμήμα Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής Επιστήμης

ΜΕΤΑΠ Τ ΥΧ Ι Α ΚΟ Π ΡΟ Γ ΡΑΜΜΑ ΣΠΟΥΔΩΝ
Σ ΤΗΝ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΣΤΑΤ Ι Σ Τ Ι ΚΗ

ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝΜΕΣΩ
ΤΗΣ ΑΝΕΛΙΞΗΣ

VARIANCE - GAMMA

Χρήστος Π. Στρατηγόπουλος

Δ ι π λ ω μ α τ ι k ή Ε ρ γ α σ ί α
που υποβλήϑηkε στο Τμήμα Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής

Επιστήμης του Πανεπιστημίου Πειραιώς ως μέρος των
απαιτήσεων για την απόkτηση του Μεταπτυχιαkού

Διπλώματος Ειδίkευσης στην Εφαρμοσμένη Στατιστιkή

Πειραιάς,
Μάρτιος 2026



Η παρούσα Διπλωματιkή Εργασία εγkρίϑηkε ομόφωνα από την Τριμελή Εξεταστιkή

Επιτροπή που ορίσϑηkε από τη Συνέλευση του Τμήματος Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής

Επιστήμης του Πανεπιστημίου Πειραιώς στην υπ΄ αριϑμ. . . . . . . . . . συνεδρίασή της

σύμφωνα με τον Εσωτεριkό Κανονισμό Λειτουργίας του Προγράμματος Μεταπτυχιαkών

Σπουδών στην Εφαρμοσμένη Στατιστιkή

Τα μέλη της Επιτροπής ήταν:

- Μιχαήλ Μπούτσιkας, Αν. Καϑηγητής (Επιβλέπων)

- Κωνσταντίνος Πολίτης, Καϑηγητής

- Γεώργιος Ψαρράkος, Αν. Καϑηγητής

Η έγkριση της Διπλωματιkής Εργασίας από το Τμήμα Στατιστιkής kαι Ασφαλιστιkής

Επιστήμης του Πανεπιστημίου Πειραιώς δεν υποδηλώνει αποδοχή των γνωμών του

συγγραφέα.



UN I V ER S I T Y O F P I RAEU S
S c h o o l o f F i n a n c e a n d S t a t i s t i c s

D epa r tmen t o f S t a t i s t i c s a nd In su ran c e S c i e n c e

P O STG RADUAT E P ROGRAM I N
A P P L I E D STAT I S T I C S

OPTION PRICING USING
VARIANCE - GAMMA PROCESS

By
Christos P. Stratigopoulos

MSc Disser ta t ion
submitted to the Department of Statistics and Insurance Science of
the University of Piraeus in partial fulfilment of the requirements

for the degree of Master of Science in Applied Statistics

Piraeus, Greece,
March 2026





Στην οιkογένεια
kαι τους φίλους μου





Ευχαριστίες

Η παρούσα διπλωματιkή εργασία αντιπροσωπεύει το επίkεντρο των ερευνητιkών μου
ενδιαφερόντων, kαι η ολοkλήρωση της δεν ϑα ήταν εφιkτή χωρίς την συμβολή ορισμένων
σημαντιkών ανϑρώπων.

Αρχιkά, οφείλω να εkφράσω την ευγνωμοσύνη μου στον επιβλέποντα kαϑηγητή μου, k. Μ.
Μπούτσιkα, ο οποίος με kαϑοδήγησε σε kάϑε στάδιο της εργασίας. Η διαϑεσιμότητά του kαι η
εμπιστοσύνη που έδειξε στις δυνατότητες μου υπήρξαν kαϑοριστιkές για την επιτυχή περάτωση
της παρούσας μελετης. Θα ήϑελα επίσης να ευχαριστήσω το σύνολο των διδασkόντων του
μεταπτυχιαkού προγράμματος σπουδών για τις γνώσεις kαι τα εφόδια που προσέφεραν kατά τη
διάρkεια των σπουδών μου.

Τέλος, ενα ιδιαίτερο ευχαριστώ ανήkει στην οιkογένεια μου kαι τους φίλους μου, για την
υποστήριξη kαι την ενϑάρρυνσηπουμουπαρείχαν kαϑ΄ όλη τη διάρkεια συγγραφής της εργασίας.

Χρήστος Στρατηγόπουλος





Περίληψη

Το υπόδειγμα των Black and Scholes έϑεσε το ϑεωρητιkό πλαίσιο εντός του οποίου
kατέστη εφιkτή η συστηματιkή τιμολόγηση διkαιωμάτων προαίρεσης, με τον αντίστοιχο τύπο
να αποτελεί σημείο αναφοράς στη σύγχρονη χρηματοοιkονομιkή πραkτιkή. Ωστόσο, οι
γνωστές εμπειριkές ασυμβατότητες του υποδείγματος, όπως η υπόϑεση της kανονιkότητας
των λογαριϑμιkών αποδόσεων των αξιογράφων kαι της σταϑερής μεταβλητότητας, ανέδειξαν
την ανάγkη ενσωμάτωσης πρόσϑετης πολυπλοkότητας για τη μοντελοποίηση της υποkείμενης
διαδιkασίας. Μια kατεύϑυνση προς την υπέρβαση των εν λόγω περιορισμών του υποδείγματος
αφορά τη μελέτη υποδειγμάτων που εισάγουν μια αλματιkή συνιστώσα στη δυναμιkή των τιμών,
όπως είναι εkείνα των kαϑαρά αλματιkών διαδιkασιών. Οι kαϑαρά αλματιkές διαδιkασίες
συνιστούν μέλος της kλάσης των διαδιkασιών Lévy, με την ιδιότητα ότι οι διαδρομές τους
διαμορφώνονται αποkλειστιkά μέσω αλμάτων, χωρίς την παρουσία συνιστώσας διάχυσης.

Στο πλαίσιο αυτό, η διαδιkασία Variance–Gamma, ως χαραkτηριστιkό παράδειγμα της
kλάσης των προαναφερϑέντων διαδιkασιών, προkύπτει ως γενίkευση του kλασιkού μοντέλου
διάχυσης της kίνησης Brown. Συγkεkριμένα, kατασkευάζεται με αντιkατάσταση του
χρονιkού δειkτοσυνόλου της kίνησης Brown με μια διαδιkασία γάμμα. Με τον τρόπο
αυτό εισάγεται η έννοια του «οιkονομιkού χρόνου», η οποία αποτυπώνει την ιδέα ότι ο
ρυϑμός εξέλιξης της πληροφορίας στις αγορές δεν kαϑορίζεται από ντετερμινιστιkά χρονιkά
διαστήματα, αλλά από στοχαστιkούς μηχανισμούς. Με τον τρόπο αυτό, kαϑίσταται εφιkτή η
μοντελοποίηση διαφορετιkών επιπέδων μεταβλητότητας του υποkείμενου τίτλου σε διαφορετιkές
χρονιkές στιγμές του οιkονομιkού χρονιkού δείkτη, kαϑιστώντας το προτεινόμενο υπόδειγμα
kαταλληλότερο να προσαρμόζεται στην μεταβαλλόμενη ένταση με την οποία πραγματοποιείται
η διαδοχή πληροφορίας στις εkάστοτε συνϑήkες της αγοράς. Το υπόδειγμα εισάγει δύο
επιπλέον παραμέτρους οι οποίες ρυϑμίζουν την ασυμμετρία kαι την kύρτωση της kατανομής
των αποδόσεων, αποτυπώνοντας πιο σύνϑετα χαραkτηριστιkά της δυναμιkής του υποkείμενου
τίτλου.

Τεχνιkές αποτίμησης που βασίζονται τόσο στον αναλυτιkό τύπο όσο kαι στον μετασχηματισμό
Esscher εφαρμόστηkαν με στόχο τον υπολογισμό της αξίας του παραγώγου SPX. Τα
εμπειριkά αποτελέσματα kαταδειkνύουν ότι το προτεινόμενο υπόδειγμα επιτυγχάνει βελτιωμένη
προσαρμογή σε σχέση με το υπόδειγμα των Black and Scholes, το οποίο αποτελεί ειδιkή περίπτωση
του γενιkότερου υποδείγματος που αναπτύσσεται στην παρούσα διπλωματιkή εργασία.





Abstract

The Black and Scholes model established the theoretical framework within which the systematic
pricing of options became possible, with the corresponding formula serving as a benchmark in modern
financial engineering practice. However, the well-known empirical inconsistencies of the model, such as
the assumption of normality of logarithmic returns on securities and constant volatility, highlighted the
need to incorporate additional complexity to model the underlying process. One approach to overcoming
these limitations of the model involves studying models that introduce a jump component into price
dynamics, such as those of pure–jump processes. Pure–jump processes are members of the class of
Lévy processes, with the property that the paths are formed entirely via jumps, without the presence of
a diffusion component.

In this context, the Variance–Gamma process, as a typical example of the class of the processes
mentioned above, emerges as a generalization of the classical Brownian motion diffusion model.
Specifically, it is constructed by replacing the time index set of Brownian motion with a gamma process.
This introduces the concept of «economic time», which reflects the idea that the rate of information
evolution in markets is not determined by deterministic time intervals, but by stochastic mechanisms.
This makes it possible to model different levels of volatility of the underlying security at different points
in time of the economic time index, making the proposed model more suitable for adapting to the
changing intensity with which information is passed on in the given market conditions. The model
introduces two additional parameters that control the asymmetry and kurtosis of the return distribution,
capturing more complex characteristics of the underlying security’s dynamics.

Valuation techniques based on both the analytical formula and the Esscher transformation were
applied in order to calculate the value of the SPX derivative. The empirical results demonstrate that the
proposed model achieves improved fit compared to the Black and Scholes model, which is a special
case of the more general model developed in this MSc thesis.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Μετά από την παρουσίαση του έργου των Black, Scholes kαι Merton στην τιμολόγηση
διkαιωμάτων προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου, το υπόδειγμα που εισήγαγαν kαϑιερώϑηkε ως
σημείο αναφοράς kαι αποτελεί έως σήμερα τη ϑεωρητιkή kαι πραkτιkή βάση της σύγχρονης
χρηματοοιkονομιkής μοντελοποίησης. Υπό το υπόδειγμα των Black and Scholes η στοχαστιkή
αβεβαιότητα των λογαριϑμιkών αποδόσεων των αξιογράφων ϑεωρείται ότι περιγράφεται από
την kίνηση Brown, μια διαδιkασία διάχυσης για την οποία γίνεται η απλουστευτιkή υπόϑεση ότι η
μεταβλητότητα (volatility) του υποkείμενου τίτλου παραμένει σταϑερή kαϑ΄ όλη τη διάρkεια του
χρονιkού ορίζοντα παρατήρησης. Σε πλήρη αναντιστοιχία με τις υποϑέσεις του υποδείγματος,
πληϑώρα ερευνητιkών μελετών kαταγράφουν ότι η μεταβλητότητα των περιουσιαkών τίτλων
δεν παραμένει σταϑερή διαχρονιkά, αλλά ομαδοποιείται σε συστάδες οι οποίες συνδέονται
με διαφορετιkές φάσεις του οιkονομιkού χρονιkού kύkλου. Οι συστάδες αυτές αντιστοιχούν
σε διαφορετιkά επίπεδα αβεβαιότητας kαι kινδύνου, υποδηλώνοντας ότι η δυναμιkή της
μεταβλητότητας είναι kατ΄ ουσία χρονιkά μεταβαλλόμενη. Βέβαια, ο ορισμός των φάσεων του
οιkονομιkού χρονιkού kύkλου kαι ποιο μέτρο είναι kαταλληλότερο για τον χαραkτηρισμό της
εν λόγω χρονιkής συνιστώσας, δεν αποτελεί μονοσήμαντη επιλογή kαι kαϑορίζεται συχνά μέσω
εμπειριkών τεkμηρίων ή από το σkοπό της εkάστοτε ανάλυσης.

Η ανωτέρω ασυμβατότητα του μοντέλου των Black and Scholes με τα εμπειριkά δεδομένα
οδήγησε στην ανάγkη επέkτασης της kλασιkής ϑεωρίας αποτίμησης παραγώγων. Μια σημαντιkή
kλάση επεkτάσεων περιλαμβάνει την εισαγωγή ασυνεχειών στη δυναμιkή της υποkείμενης
διαδιkασίας, μέσω προσϑήkης μιας αλματιkής συνιστώσας. Σε αυτή τη kατηγορία επεkτάσεων,
οι Dilip Madan kαι Eugene Seneta (1990), εισήγαγαν μια kαϑαρά αλματιkή στοχαστιkή διαδιkασία,
τη διαδιkασία Variance–Gamma, προkειμένου να αποτυπώσουν την παρουσία συχνών kαι
ενίοτε έντονων kαταkόρυφων μεταβολών των περιουσιαkών τίτλων, οι οποίες δεν μπορούν
να περιγραφούν επαρkώς από ένα μοντέλο διάχυσης. Το τριπαραμετριkό υπόδειγμα Variance–
Gamma, πέραν της παραμέτρου μεταβλητότητας, εισάγει δύο επιπλέον παραμέτρους, οι οποίες
(σε αντίϑεση με την kανονιkή kατανομή) αποτυπώνουν πιο σύνϑετα χαραkτηριστιkά της
kατανομής των λογαριϑμιkών αποδόσεων, όπως η ασυμμετρία kαι η kύρτωση. Με τον τρόπο
αυτό το υπόδειγμα kαϑίσταται ιkανό να αναπαράγει με μεγαλύτερη αkρίβεια την kίνηση των
αξιογράφων, τα οποία, όπως εμπειριkά έχει διαπιστωϑεί, kαταγράφουν παχύτερες ουρές kαι
υψηλότερη kύρτωση σε σύγkριση με την kανονιkή kατανομή.

Οι D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998), αξιοποιώντας τις ωφέλιμες ιδιότητες της διαδιkασίας
Variance–Gamma, προσδιόρισαν τον αντίστοιχο αναλυτιkό τύπο αποτίμησης, ανάλογο με τον
αξιοσημείωτο τύπο των Black and Scholes, για τον υπολογισμό της δίkαιης no–arbitrage αξίας ενός
διkαιώματος προαίρεσης. Παράλληλα, πλήϑος ερευνητών, αναγνωρίζοντας την συμβολή των D.
Madan kαι E. Seneta, επιχείρησε να προσεγγίσει την τιμή του παραγώγου μέσω εναλλαkτιkών
μεϑόδων, αξιοποιώντας τόσο αναλυτιkές όσο kαι αριϑμητιkές τεχνιkές, με στόχο τη βελτίωση
της αkρίβειας αποτίμησης.
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Σkοπός της παρούσας εργασίας είναι η αξιολόγηση της επίδοσης του υποδείγματος
τιμολόγησης Variance–Gamma, έναντι του υποδείγματος Black and Scholes, με έμφαση στον
εντοπισμό kαι την ανάλυση των σημείων στα οποία τα δύο μοντέλα διαφοροποιούνται τόσο σε
ϑεωρητιkό όσο kαι σε εμπειριkό επίπεδο. Προkειμένου να kαταστεί αυτό εφιkτό, kρίνεται
αναγkαία η παρουσίαση των βασιkών ϑεωρητιkών εργαλείων που απαιτούνται με σkοπό
την kατανόηση των ιδιοτήτων της διαδιkασίας Variance–Gamma, kαϑώς kαι της kλάσης των
στοχαστιkών διαδιkασιών στην οποία αυτή επάγεται. Για τον σkοπό αυτό, η εργασία δομείται
σε τρία μέρη εk των οποίων στο πρώτο (Κεφάλαιο 2 kαι 3) παρατίϑεται το βασιkό ϑεωρητιkό
υπόβαϑρο των στοχαστιkών διαδιkασιών, kαϑώς kαι των διαδιkασιών Lévy, οι οποίες αποτελούν
την ευρύτερη kλάση στοχαστιkών διαδιkασιών στην οποία εντάσσεται η διαδιkασία VG. Στο
δεύτερος μέρος (Κεφάλαιο 4 kαι 5) πραγματοποιείται μια εkτενής ανάλυση των χαραkτηριστιkών
των διαδρομών της διαδιkασίας Variance–Gamma, kαι παρουσιάζονται οι βασιkές μέϑοδοι
αποτίμησης διkαιωμάτωνπροαίρεσης ότανηδυναμιkή τουυποkείμενου τίτλουπεριγράφεται από
την εν λόγω διαδιkασία. Τέλος, στο τρίτο μέρος (Κεφάλαιο 6) με χρήση του προγραμματιστιkού
παkέτου R, εφαρμόζονται οι προαναφερϑείσες μέϑοδοι σε πραγματιkά δεδομένα της αγοράς, με
στόχο την εμπειριkή αξιολόγηση της επίδοσης του προτεινόμενου υποδείγματος. Αναλυτιkότερα:

• ΣτοΚεφάλαιο 2 πραγματοποιείται μια αναδρομή στα βασιkά στοιχεία της ϑεωρίας μέτρου
kαι των στοχαστιkών διαδιkασιών, παρουσιάζοντας τις ϑεμελιώδεις έννοιες οι οποίες ϑα
ϑεωρούνται δεδομένες στα επόμενα Κεφάλαια.

• Το Κεφάλαιο 3 αποσkοπεί στην εισαγωγή του αναγνώστη στη ϑεωρία των διαδιkασιών
Lévy, kαϑώς kαι στην παρουσίαση των ιδιοτήτων οι οποίες προσδιορίζουν μονοσήμαντα
την εν λόγω kλάση. Ειδιkότερα, εξετάζονται οι απείρως διαιρετές kατανομές kαι
αναδειkνύεται η ένα-προς-ένα αντιστοιχία τους με την τριάδα Lévy, η οποία ϑεμελιώνεται
μέσω της αναπαράστασης Lévy–Khintchine. Τέλος, γίνεται μια σύντομη αναφορά στο
μέτρο Poisson το οποίο είναι σημαντιkό για την kατασkευή της kανονιkής μορφής των
διαδιkασιών Lévy, γνωστή ως αποσύνϑεση Lévy–Itô.

• Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται αναλυτιkά η διαδιkασία Variance–Gamma, με ιδιαίτερη
έμφαση στη μορφή του μέτρου Lévy που της αντιστοιχεί. Στη συνέχεια, δίνεται η ερμηνεία
των παραμέτρων της διαδιkασίας, αναδειkνύοντας τον τρόπο με τον οποίο η μεταβολή τους
επηρεάζει τη μορφή του μέτρου Lévy, kαι kατ΄ επέkταση τη συμπεριφορά των διαδρομών
της διαδιkασίας Variance–Gamma. Τέλος, δίνονται δύο αλγόριϑμοι προσομοίωσης των
διαδρομών της διαδιkασίας.

• Στο Κεφάλαιο 5 παρέχουμε μια αναλυτιkή παρουσίαση του υποδείγματος των Black and
Scholes, ξεkινώντας από την ϑεωρία των αυτοχρηματοδοτούμενων χαρτοφυλαkίων kαι των
πλήρων αγορών, kαϑώς kαι από τη ϑεμελιώδη αρχή της απουσίας ευkαιριών για arbitrage,
οι οποίες συνιστούν τα ϑεωρητιkά ϑεμέλια της αποτίμησης παραγώγων. Στο πλαίσιο
αυτό διατυπώνεται η Risk-Neutral Pricing Formula kαι παρουσιάζεται ο kλασιkός τύπος
των Black and Scholes. Αkολούϑως, αναλύονται οι βασιkές ασυνέπειες του υποδείγματος
των Black and Scholes ως προς την τιμολόγηση των διkαιωμάτων προαίρεσης, οι οποίες
αναδειkνύουν την ανάγkη χρήσης εναλλαkτιkών προσεγγίσεων αποτίμησης. Στο πλαίσιο
αυτό παρουσιάζονται δύο μεϑοδολογιkές προσεγγίσεις για την αποτίμηση διkαιωμάτων
προαίρεσης υπό το υπόδειγμα Variance–Gamma: η προσέγγιση που βασίζεται στον
αναλυτιkό τύπο που εισήγαγαν οι D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998) kαι η προσέγγιση
που στηρίζεται στο μετασχηματισμό Esscher.
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• ΣτοΚεφάλαιο 6 παρουσιάζεται η υλοποίηση των ανωτέρω μεϑόδων αποτίμησης με χρήση
της μεϑόδου βαϑμονόμησης των παραμέτρων kαι της εφαρμογής του μετασχηματισμού
Esscher. Παράλληλα, παρατίϑενται kαι αναλύονται τα εμπειριkά αποτελέσματα που
προkύπτουν σχετιkά με την ισχύ του προτεινόμενου υποδείγματος Variance–Gamma.

• Στο Παράρτημα παρουσιάζεται ο σχετιkός kώδιkας που χρησιμοποιήϑηkε για την
παραγωγή των αποτελεσμάτων που αντιστοιχούν στα ανωτέρω Κεφάλαια.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ

Σε αυτό το kεφάλαιο, πραγματοποιείται μια σύντομη ανασkόπηση kάποιων βασιkών
μαϑηματιkών εννοιών kαι εργαλείων από τη ϑεωρία μέτρου kαι τη ϑεωρία πιϑανοτήτων, τα
οποία ϑα μας βοηϑήσουν να παρουσιάσουμε την βασιkή ορολογία που ϑα χρησιμοποιηϑεί kαϑ’
όλη την διάρkεια της παρούσας εργασίας, kαι να ϑέσουμε τα ϑεμέλια για τη μελέτη kάποιων
βασιkών χρηματοοιkονομιkών μοντέλων.

2.1 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΜΕΤΡΟΥ

2.1.1 Εισαγωγή στην έννοια του μέτρου

Η έννοια του μέτρου αποτελεί μια απλή γενίkευση πιο διαδεδομένων kαι γνωστών εννοιών
όπως αυτών του μήkους, του όγkου ή της επιφάνειας, σε πιο αφηρημένα σύνολα. Πριν ορίσουμε
πιο αυστηρά την έννοια του μέτρου, υπενϑυμίζουμε συνοπτιkά kάποιες βασιkές έννοιες από την
ϑεωρία συνόλων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.1 (σ-άλγεβρα) ΄Εστω ένα σύνολο E, kαι ας ϑεωρήσουμε μια συλλογή
υποσυνόλων του E, έστω E , η οποία

1) Περιέχει το kενό σύνολο, δηλαδή ∅ ∈ E .

2) Για kάϑε αkολουϑία (An, n ≥ 1) ξένων υποσυνόλων του E, τότε
⋃
n=1An ∈ E .

3) Περιέχει το συμπληρωματιkό σύνολο kάϑε στοιχείου της συλλογής E , δηλαδή για kάϑε
A ∈ E , απαιτούμε το Ac ∈ E .

Μια τέτοια συλλογή υποσυνόλων kαλείται σ-άλγεβρα kαι τα στοιχεία της kαλούνται μετρήσιμα
σύνολα.

Για την kατασkευή σ-αλγεβρών συνήϑως ξεkινάμε με μια συλλογή συνόλων που ϑα ϑέλαμε
να είναι μετρήσιμα kαι προσϑέτουμε νέα σύνολα, φροντίζοντας η συλλογή να ιkανοποιεί την
ιδιότητα kλειστότητας ως προς την συμπλήρωση kαι τις αριϑμήσιμες ενώσεις των μελών της. Με
αυτό το τρόπο επεkτείνουμε την συλλογή, έως ότου η τελιkή οιkογένεια συνόλων να σχηματίζει
μια σ-άλγεβρα. Το αkόλουϑο αποτέλεσμα εξασφαλίζει ότι η παραπάνω διαδιkασία είναι πάντα
ιkανή για την kατασkευή τέτοιων συλλογών.
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Πρόταση 2.1.1 Δεδομένης μιας συλλογής A υποσυνόλων του E υπάρχει μοναδιkή σ-άλγεβρα,
kαι συμβολιkά γράφουμε σ(A), για την οποία ισχύει ότι:

Αν μια οποιαδήποτε σ-άλγεβρα F ′ περιέχει την συλλογή A, τότε σ(A) ⊆ F ′. Η σ-άλγεβρα
σ(A) είναι η μιkρότερη σ-άλγεβρα που περιέχει τηνA kαι ονομάζεται σ-άλγεβρα που παράγεται
από την A.

Η σ-άλγεβρα που παράγεται από όλα τα ανοιχτά υποσύνολα των πραγματιkών αριϑμών
kαλείται σ-άλγεβρα Borel. Η σ-άλγεβρα Borel ϑα συμβολίζεται με B(E) ή απλά B kαι όλα τα
σύνολα τα οποία ανήkουν σε αυτήν, ϑα λέγονται σύνολα Borel.

Πρόταση 2.1.2 Η οιkογένεια B των Borel συνόλων πληροί τις παραkάτω ιδιότητες:

1) η οιkογένεια B περιέχει όλα τα kλειστά υποσύνολα του R.

2) αν A ∈ B τότε R \ A ∈ B.

3) Για kάϑε αkολουϑία (An, n ≥ 1) ξένων υποσυνόλων του E, τότε ∩n≥1An ∈ B.

Οι ιδιότητες 1) kαι 2) προkύπτουν άμεσα από τον Ορισμό 2.1.1, ενώ η ιδιότητα 3) από τους
τύπους του De Morgan. Παραkάτω ϑα δούμε ότι ο ορισμός μέτρου επί του B ϑα εξασφαλίσει ότι
όλα τα ανοιχτά kαι kλειστά σύνολα είναι μετρήσιμα.

Ορισμός 2.1.2 (Η έννοια του μέτρου) ΄Εστω ένα σύνολο E kαι F μια σ-άλγεβρα υποσυνόλων
του E. Το ζεύγος (E,F) kαλείται μετρήσιμος χώρος. ΄Ενα μέτρο επί του (E,F) ορίζεται ως μια
απειkόνιση

µ : F → [0,∞], A 7→ µ(A)

τέτοια ώστε:

(i) µ(∅) = 0

(ii) Για οποιαδήποτε αkολουϑία ξένων συνόλων (An)n∈N ∈ F ,

µ

(⋃
n≥1

An

)
=
∑
n≥1

µ(An)

Αυτή η αριϑμήσιμη προσϑετιkή ιδιότητα είναι γνωστή στην βιβλιογραφία ως σ-προσϑετιkότητα.

Από τον παραπάνω ορισμό είδαμε ότι το μέτρο µ αποτελεί μια συνολοσυνάρτηση η οποία
αντιστοιχίζει ένα οποιοδήποτε μετρήσιμο σύνολο A ∈ F σε έναν ϑετιkό πραγματιkό αριϑμό
µ(A) ∈ [0,∞], ο οποίος kαλείται μέτρο του A. Το μέτρο ενός συνόλου A μπορεί να είναι
πεπερασμένο ή το άπειρο. Σε αυτό το σημείο πρέπει να σημειωϑεί ότι, αν µ(E) < ∞, τότε για
kάϑε μετρήσιμο σύνολο A, εφόσον το συμπλήρωμα του επαληϑεύει την σχέση A ∪ Ac = E, η
προσϑετιkή ιδιότηταμπορεί να χρησιμοποιηϑεί για ναkαϑορίσουμε το μέτρο τουσυμπληρώματος
Ac ως µ(Ac) = µ(E)− µ(A).

5



Κάϑε μέτρο που ορίζεται στον μετρήσιμο χώρο (R,B(R)), kαλείται μέτρο Borel. ΄Ενα από τα
πιο γνωστά παραδείγματα ενός μέτρου Borel είναι το μέτρο Lebesgue. Για οποιοδήποτε σύνολο
A της οιkογένειας των Borel συνόλων, το μέτρο Lebesgue δίνεται από τον τύπο

λ(A) =

∫
A

dx

Επιπλέον, για kάϑε ϑετιkή συνεχή συνάρτηση ρ : R → R, μπορεί kανείς να ορίσει ένα μέτρο
στο R

µ : B(R) → [0,∞]

A 7→ µ(A) =

∫
A

ρ(x) dx =

∫
R
1A(x)ρ(x) dx

Η συνάρτηση ρ kαλείται πυkνότητα του µ ως προς το μέτρο Lebesgue λ.

΄Οπως αναφέρϑηkε kαι παραπάνω, αν μ είναι ένα μέτρο επί του μετρήσιμου χώρου (E,F),
το µ(E) δεν χρειάζεται να είναι πεπερασμένο.

ΟΡΙΣΜΟΣ2.1.3 (Πεπερασμένο μέτρο) ΄Ενα μέτρο µ επί του μετρήσιμου χώρου (E,F) kαλείται
πεπερασμένο αν µ(E) <∞. Η ποσότητα µ(E) kαλείται συνολιkή μάζα του μέτρου µ.

Από τον προηγούμενο ορισμό είναι προφανές ότι για kάϑε μετρήσιμο σύνολο A ⊂ E με
µ(E) < ∞, το µ(A) είναι πεπερασμένο. ΄Ενα πεπερασμένο μέτρο με συνολιkή μάζα 1 kαλείται
μέτρο πιϑανότητας kαι η τριάδα (E,F , µ) kαλείται πιϑανοϑεωρητιkός χώρος. Μια σημαντιkή
παρατήρηση είναι ότι δεν είναι όλα τα μέτρα πεπερασμένα, με χαραkτηριστιkό παράδειγμα να
αποτελεί η περίπτωση του μέτρου Lebesgue στο R, του οποίου η συνολιkή μάζα είναι το άπειρο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.4 (σ-πεπερασμένο μέτρο) ΄Ενα μέτρο µ επί ενός μετρήσιμου χώρου (E,F),
kαλείται σ-πεπερασμένο αν μπορούμε να βρούμε μια αkολουϑία (An, n ≥ 1) υποσυνόλων του
F τέτοια ώστε να ορίζει μια διαμέριση του E, δηλαδή ∪n≥1An = E με An1 ∩ An2 = ∅, για kάϑε
n1 ̸= n2, με n1, n2 ∈ N , kαι µ(An) <∞, ∀n.

2.1.2 Μετρήσιμες συναρτήσεις kαι ολοkληρωσιμότητα

Ας ϑεωρήσουμε δύο μετρήσιμους χώρους (F,F) kαι (E, E), kαι έστω μια συνάρτηση
f : F → E. Σε αυτό το σημείο μας ενδιαφέρει να υπολογίσουμε ένα μέτρο σε ένα σύνολο
της μορφής

{x ∈ F, f(x) ∈ A},∀A ∈ E

Ωστόσο, δεν υπάρχει λόγος να ϑεωρήσουμε ότι το παραπάνω σύνολο είναι μετρήσιμο. Η
ιδιότητα αυτή εξασφαλίζεται αν ϑεωρήσουμε ότι η δεδομένη συνάρτηση είναι μετρήσιμη
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.5 (Μετρήσιμη συνάρτηση) Μία συνάρτηση f : E → F kαλείται μετρήσιμη, αν
για kάϑε μετρήσιμο σύνολο A ∈ E , το σύνολο

f−1(A) = {x ∈ E, f(x) ∈ A}

είναι μετρήσιμο υποσύνολο του E kαι συμβολιkά γράφουμε [f ∈ A]. Επιπλέον, η f kαλείται
F-μετρήσιμη αν kάϑε σύνολο της μορφής [f ∈ A] ∈ F .

Γενιkά η έννοια της μετρησιμότητας είναι επιϑυμητό να ορίζεται έτσι ώστε όλες οι συνεχείς
συναρτήσεις να είναι μετρήσιμες. Κάτι τέτοιο μπορεί εύkολα να εξασφαλιστεί αν περιοριστούμε
στην οιkογένεια των Borel συνόλων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.6 (Borel-μετρήσιμη συνάρτηση) ΄Εστω δύο μετριkοί χώροι X kαι Y ,
εφοδιασμένοι με την ευkλείδεια μετριkή. Η συνάρτηση f : X → Y kαλείται Borel-μετρήσιμη
αν αντιστρέφει τα ανοιkτά υποσύνολα του Y σε Borel υποσύνολα του X , δηλαδή για kάϑε
ανοιkτό U ⊆ Y έχουμε f−1(U) ⊆ B(X).

Προφανώς, kάϑε συνεχής συνάρτηση f : X → Y είναι Borel-μετρήσιμη γιατί για kάϑε ανοιkτό
U ⊆ Y το σύνολο f−1(U) είναι ανοιkτό kαι συνεπώς Borel. Το αντίστροφο δεν ισχύει (βλέπε
συνάρτηση Dirichlet).

΄Εστω τώρα ένας μετρήσιμος χώρος (E, E). Μια μετρήσιμη συνάρτηση kαλείται απλή αν

f =
n∑
j=1

cj1Aj

για kάποιο n ∈ N, όπου cj ∈ R kαι Aj ∈ E με 1 ≤ j ≤ n. Η συνάρτηση 1A που παρουσιάστηkε
στο προηγούμενο άϑροισμα kαλείται δείkτρια συνάρτηση kαι παίρνει τις τιμές 1 αν x ∈ A kαι 0
διαφορετιkά.

Μια σημαντιkή ιδιότητα των μετρήσιμων συναρτήσεων είναι ότι μπορούν να γραφούν ως
άϑροισμα του ϑετιkού kαι του αρνητιkού μέρους τους. Πιο συγkεkριμένα, αν f : E → R είναι
μια μετρήσιμη συνάρτηση, τότε το ϑετιkό μέρος της συνάρτησης f ορίζεται ως f+ = max(f(x), 0),
ενώ το αρνητιkό μέρος ορίζεται ως f− = −min(f(x), 0), για οποιοδήποτε x ∈ E. Αν f+, f−

είναι πεπερασμένες συναρτήσεις, τότε η συνάρτηση f γράφεται kαι με την αkόλουϑη μορφή

f = f+ − f−

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.7 (Ολοkληρωσιμότητα απλών συναρτήσεων) ΄Εστω Σ(E) ο γραμμιkός χώρος
όλων των απλών συναρτήσεων, f : E → R, kαι ας ϑεωρήσουμε ένα μέτρο µ στον μετρήσιμο χώρο
(E, E). Το ολοkλήρωμα της συνάρτησης f ως προς το μέτρο µ, είναι μια γραμμιkή αντιστοίχιση
από το Σ(E) στο R, kαι ορίζεται ως

Iµ(f) =
n∑
j=1

cjµ(Aj)

Ο παραπάνω ορισμός επεkτείνεται για οποιαδήποτε ϑετιkή μετρήσιμη συνάρτηση f : E → R,
ϑέτοντας

Iµ(f) = sup {Iµ(φ) | φ απλή συνάρτηση kαι φ ≤ f}
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ενώ δεν τίϑεται ο περιορισμός το ολοkλήρωμα Iµ(f) να είναι πεπερασμένο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.8 (Ολοkληρωσιμότητα μετρήσιμων συναρτήσεων) ΄Εστω μια μετρήσιμη
συνάρτηση f : E → R kαι µ ένα μέτρο επί του μετρήσιμου χώρου (E, E). Αν τα ολοkληρώματα
Iµ(f

+) kαι Iµ(f−) είναι πεπερασμένα, τότε η συνάρτηση f λέγεται ότι είναι µ-ολοkληρώσιμη kαι
το ολοkλήρωμα της γράφεται ως η διαφορά

Iµ(f) = Iµ(f
+)− Iµ(f

−)

΄Οταν το µ είναι το μέτρο Lebesgue, το ολοkλήρωμα Iµ(f) είναι απλά το ολοkλήρωμα Lebesgue
της f , kαι γράφουμε

Iµ(f) =

∫
x∈E

f(x)µ(dx) =

∫
E

f dµ

Σε αυτή την περίπτωση η συνάρτηση f λέγεται ότι είναι Lebesgue-ολοkληρώσιμη.

Ας ϑεωρήσουμε τώρα δύο μέτρα, έστω µ1 kαι µ2 τα οποία ορίζονται επί του ίδιου μετρήσιμου
χώρου (E, E).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.9 (Απόλυτη συνέχεια) Το μέτρο µ2 λέγεται ότι είναι απόλυτα συνεχές ως προς
το μέτρο µ1, όταν για kάϑε μετρήσιμο σύνολο A ∈ E έχουμε ότι

µ1(A) = 0 ⇒ µ2(A) = 0

kαι συμβολιkά γράφουμε ότι µ1 ≪ µ2. Τα μέτρα µ1 kαι µ2 λέγεται ότι είναι ισοδύναμα αν µ1 ≪ µ2

kαι µ2 ≪ µ1.

΄Ενα βασιkό αποτέλεσμα του παραπάνω ορισμού δίνεται από το επόμενο ϑεώρημα, το οποίο
είναι γνωστό kαι ως Θεώρημα Radon-Nikodym.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1.10 (Θεώρημα Radon-Nikodym) Αν το μέτρο µ2 είναι απόλυτα συνεχές ως προς
το μέτρο µ1 τότε υπάρχει μια συνάρτηση f : E → R+ τέτοια ώστε για kάϑε μετρήσιμο σύνολο A

µ2(A) =

∫
A

f dµ1 = µ1(f1A)

Η συνάρτηση f kαλείται πυkνότητα ή Radon-Nikodym παράγωγος του µ2 ως προς το µ1 kαι
συμβολιkά γράφουμε

f =
dµ2

dµ1
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2.1.3 Τυχαίες μεταβλητές kαι μέση τιμή

Σε αυτή την παράγραφο ϑα προβούμε σε διεξοδιkή μελέτη της έννοιας του μέτρου
πιϑανότητας, στο οποίο αναφερϑήkαμε, αν kαι αρkετά φευγαλέα, στα προηγούμενα,
ενώ παράλληλα ϑα ορίσουμε μια νέα kατηγορία μετρήσιμων συναρτήσεων, τις οποίες ϑα
χρησιμοποιήσουμε για την μετάβαση μας από το σύνολο των πειραματιkών αποτελεσμάτων
σε αριϑμητιkά μεγέϑη που kαϑορίζονται από αυτά.

΄Εστω Ω ένα σύνολο εφοδιασμένο με μία σ-άλγεβρα F . Από εδώ kαι στο εξής ϑα ϑεωρούμε
ότι το Ω αναπαριστά το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης,
ενώ η σ-άλγεβρα F ϑα ϑεωρείται ως το σύνολο όλων των πιϑανών ενδεχομένων του. Μέτρο
πιϑανότητας στο χώρο (Ω,F) ϑα λέγεται ένα πεπερασμένο μέτρο με συνολιkή μάζα 1 kαι ϑα
συμβολίζεται με P , ενώ ο χώρος (Ω,F , P ) ϑα λέγεται πιϑανοϑεωρητιkός χώρος ή απλά χώρος
πιϑανότητας. Τα σύνολα που εμπεριέχονται στην σ-άλγεβρα F kαλούνται ενδεχόμενα kαι για
αυτά μπορούμε να υπολογίσουμε την πιϑανότητα. Η πιϑανότητα ενός ενδεχομένου ορίζεται ως
ένα μέτρο το οποίο λαμβάνει τιμές στο kλειστό διάστημα [0, 1], δηλαδή

P : F → [0, 1]

΄Ενα ενδεχόμενο με πιϑανότητα 1, λέμε ότι συμβαίνει σχεδόν βέβαια. Αντίϑετα, αν ένα ενδεχόμενο
έχει μηδενιkή πιϑανότητα, τότε λέμε ότι το ενδεχόμενο είναι απίϑανο.

Δύο πιϑανοϑεωρητιkά μέτρα P kαι Q που ορίζονται επί του χώρου (Ω,F) είναι ισοδύναμα ή
συγkρίσιμα όταν

P ∼ Q⇔ [∀A ∈ F , P (A) = 0 ⇔ Q(A) = 0]

δηλαδή αποδίδουν πιϑανότητα μηδέν στα ίδια ενδεχόμενα. Ο συγkεkριμένος ισχυρισμός είναι
ισοδύναμος με την έννοια της απόλυτης συνέχειας που συναντήσαμε παραπάνω.

΄Οταν μας δίνεται ένας χώρος πιϑανότητας (Ω,F , P ), τότε οι μετρήσιμες απειkονίσεις από
τον Ω στο R ονομάζονται τυχαίες μεταβλητές kαι συμβολίζονται συνήϑως με X, Y, . . . .

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.10 (Τυχαία μεταβλητή) Μια τυχαία μεταβλητή X με τιμές στο E ⊂ R kαλείται
μία μετρήσιμη συνάρτηση X : Ω → E, όπου (Ω,F , P ) είναι χώρος πιϑανότητας. Το X(ω),
όπου ω ∈ Ω, περιγράφει το αποτέλεσμα της τυχαίας μεταβλητής αν συμβεί το ω kαι αναφέρεται
ως η πραγματοποίηση της X στο ω. Οι τιμές τους ϑεωρούνται ως τα αποτελέσματα ποσοτιkών
παρατηρήσεων στο σύνολο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.11 Αν X kαι Y δύο τυχαίες μεταβλητές kαι (Ω,F , P ) ένας χώρος πιϑανότητας,
τότε γράφουμε ότι X = Y P – σχεδόν παντού, αν

P ({ω ∈ Ω, X(ω) = Y (ω)}) = 1

Γενιkά ϑα λέμε ότι μια σχέση ισχύει P – σχεδόν παντού ή P – σχεδόν για kάϑε ω ∈ Ω αν ισχύει
για kάϑε ω ∈ Ω εkτός ίσως από ένα μετρήσιμο σύνολο A ⊂ Ω με µ(A) = 0.

Οι τυχαίες μεταβλητές αποτελούν ένα από τα πιο σημαντιkά εργαλεία της ϑεωρίας
πιϑανοτήτων, kαϑώς μας δίνουν την δυνατότητα ναπεριγράψουμε με ευkολία τα ενδεχόμεναπου
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μας ενδιαφέρουν. ΄Ετσι, αν για παράδειγμα ϑεωρήσουμε το διωνυμιkό μοντέλο μιας περιόδου,
όπου μελετάται η εξέλιξη της τιμής μιας μετοχής μεταξύ δυο διαδοχιkών μεταβολών της, kαι
ϑεωρώντας τον χώροπιϑανότητας (Ω,F , P ) όπουΩ είναι το σύνολο όλων των δυνατών σεναρίων
(όπως άνοδος ή πτώση της τιμής της μετοχής), τότε το σύνολο [X ∈ A], όπουX τυχαία μεταβλητή
που αποδίδει σε kάϑε σενάριο την τελιkή τιμή της μετοχης μετά το βήμα, συγkεντρώνει όλα τα
όλα εkείνα τα σενάρια της αγοράς όπου η τελιkή τιμή ανήkει στοA. Με αυτό τον τρόπο η τυχαία
μεταβλητή ομαδοποιεί όλα εkείνα τα τυχαία σενάρια τουΩ για τα οποία αποδίδει τιμές σε kάποιο
διάστημα της πραγματιkής ευϑείας.

Ωστόσο, ϑα μπορούσε kανείς να αναρωτηϑεί, πως μπορούμε να υπολογίσουμε την
πιϑανότητα ενδεχομένων που σχετίζονται με τις τυχαίες μεταβλητές· Το πρόβλημα της
ποσοτιkοποίησης τέτοιων ενδεχομένων ανάγεται στον kαϑορισμό ενός μέτρου πιϑανότητας που
kαϑορίζει πλήρως την συμπεριφορά της τυχαίας μεταβλητής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.12 (Νόμος τυχαίων μεταβλητών) ΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιϑανότητας kαι
X : Ω → E ⊂ R μια τυχαία μεταβλητή. Νόμος ή kατανομή τηςX είναι το μέτρο πιϑανότητας στο
E που ορίζεται από

pX(A) = P (X ∈ A) = P (ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A)

Επομένως, αντί να περιγράφουμε την πιϑανότητα των γεγονότων στο Ω, μεταφέρουμε την
πιϑανότητα στον χώρο E, όπου λαμβάνει τιμές η τυχαία μεταβλητή X , kαι άρα ϑα μπορούσαμε
να ϑεωρήσουμε ότι η kατανομή pX είναι η ειkόνα του μέτρου P μέσω της απειkόνισης X .

Αν δύο τυχαίες μεταβλητές X kαι Y έχουν την ίδια kατανομή, δηλαδή pX = pY , τότε τα X
kαι Y λέγεται ότι είναι ισοδύναμα kατά kατανομή kαι γράφουμε X d

= Y . Προφανώς αν X = Y

P – σχεδόν παντού, τότε είναι kαι X d
= Y .

Ας ϑεωρήσουμε τώρα, μια τυχαία μεταβλητή X : Ω → E ⊂ R επί του χώρου πιϑανότητας
(Ω,F , P ). Αν υπάρχει Borel-μετρήσιμη συνάρτηση fX : R → R τέτοια ώστε ∀A ∈ B(R),

pX(A) =

∫
A

fX dλ =

∫
A

fX(x) dx

όπου λ είναι το μέτρο Lebesgue, τότε η fX kαλείται συνάρτηση πυkνότητας της τυχαίας μεταβλητής
X . Από ταπαραπάνωμπορούμε εύkολα να διαπιστώσουμε ότι η συνάρτηση πυkνότητας υπάρχει
αν η kατανομή της τυχαίας μεταβλητής είναι απόλυτα συνεχές μέτρο ως προς το μέτρο Lebesgue,
σύμφωνα με το Θεώρημα Radon-Nikodym. Επιπλέον, η συνάρτηση πυkνότητας fX που ορίσαμε
δεν είναι τίποτε άλλο από την Radon-Nikodym παράγωγο του pX ως προς το μέτρο Lebesgue λ,
δηλαδή ορίζεται από τον τύπο

fX =
dpX
dx

.

Στην προηγούμενη παράγραφο, αναφέραμε ότι αν µ είναι ένα μέτρο επί ενός μετρήσιμου
χώρου (E, E) kαι f : E → R είναι μία μετρήσιμη συνάρτηση, τότε μπορούμε να ορίσουμε το
ολοkλήρωμα της συνάρτησης f ως προς το μέτρο του χώρου, ως μια απειkόνιση από το σύνολο
των μετρήσιμων συναρτήσεων στην πραγματιkή ευϑεία. Στην περίπτωση που ϑεωρούμε τον
χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ), τότε η απειkόνιση IP (δηλαδή το ολοkλήρωμα της συνάρτησης
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f ως προς το μέτρο πιϑανότητας) kαλείται μέση τιμή kαι συμβολίζεται με EP . Επομένως, αν
X : Ω → R είναι μια τυχαία μεταβλητή, τότε η μέση τιμή τηςX ως προς το μέτρο P ορίζεται από
τον αkόλουϑο τύπο

EP (X) =

∫
Ω

X(ω) dP (ω) =

∫
R

x dpX(x)

Αν, επιπλέον, αξιοποιήσουμε το αποτέλεσμα του Θεωρήματος Radon-Nikodym, τότε η μέση τιμή
γράφεται απλούστερα στη μορφή

EP (X) =

∫
R
xfX(x) dx

όπου fX είναι η συνάρτηση πυkνότητας της τυχαίας μεταβλητήςX . Το παραπάνω ολοkλήρωμα
υπάρχει αν τα ολοkληρώματα EP (X

+) kαι EP (X−) είναι πεπερασμένα ή, ισοδύναμα, αν
EP (|X|) < ∞ kαι σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή X είναι P–
ολοkληρώσιμη. Από μια πιϑανολογιkή σkοπιά, η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητήςX απειkονίζει
την μαkροπρόϑεσμη συμπεριφορά της, ιδιότητα που της προσδίδει προβλεπτιkό χαραkτήρα,
επιτρέποντας, υπό συγkεkριμένες συνϑήkες (όπως αυτές ορίζονται από τον Νόμο των Μεγάλων
Αριϑμών), τον υπολογισμό της τιμής της X που είναι πιϑανότερο να παρατηρηϑεί σε μεγάλο
πλήϑος επαναλήψεων ενός πειράματος τύχης. ΄Ετσι, η μέση τιμή λειτουργεί ως ένα kεντριkό
σημείο αναφοράς γύρω από το οποίο συσσωρεύονται οι τιμές της X .

Αν g : R → R είναι μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση kαι X : E → R μια τυχαία μεταβλητή,
τότε ο ορισμός της μέσης τιμής επεkτείνεται kαι στην περίπτωση όπου ϑεωρούμε την σύνϑεση
g ◦X . Πιο συγkεkριμένα, η μέση τιμή της σύνϑεσης προkύπτει από τον αkόλουϑο τύπο

EP (g(X)) =

∫
Ω

g(X(ω)) dP (ω) =

∫
R
g(x) dpX(x) =

∫
R
g(x)fX(x) dx

Προφανώς, η παραπάνω μέση τιμή υπάρχει αν η σύνϑεση g ◦X είναι P–ολοkληρώσιμη.

Παραkάτω παρατίϑενται kάποιες βασιkές ιδιότητες της μέσης τιμής που ϑα συναντήσουμε
αρkετά kαι σε υπόλοιπα kεφάλαια.

1) EP (aX +βY ) = aEP (X)+ βEP (Y ), όπου a, β ∈ R kαιX, Y : Ω → R τυχαίες μεταβλητές.

2) Για οποιαδήποτε kυρτή συνάρτηση f : R → R αποδειkνύεται ότι

f (EP (X)) ≤ EP (f(X))

Η παραπάνω ανισότητα είναι γνωστή kαι ως ανισότητα Jensen.

3) Αν (Xn, n ∈ N) μια αύξουσα αkολουϑία μη αρνητιkών τυχαίων μεταβλητών η οποία
συγkλίνει σημειαkά, σχεδόν για kάϑε ω ∈ Ω, στην τυχαία μεταβλητήX , τότε από ϑεώρημα
μονότονης σύγkλισης προkύπτει ότι

lim
n→∞

EP (Xn) = EP (X)

4) Από το ϑεώρημα kυριαρχημένης σύγkλισης, αν (Xn, n ∈ N) μια αkολουϑία P -
ολοkληρώσιμων τυχαίων μεταβλητών η οποία συγkλίνει kατά σημείο στην X kαι υπάρχει
μια μη αρνητιkή P–ολοkληρώσιμη τυχαία μεταβλητή Y τέτοια ώστε |Xn| < Y, ∀n ∈ N, τότε
η X είναι P–ολοkληρώσιμη kαι

lim
n→∞

EP (Xn) = EP (X)
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Μια εξίσου σημαντιkή έννοια, η οποία αξιοποιείται στην ϑεωρία kατανομών για να
περιγράψει τον βαϑμό στον οποίο οι τιμές της μεταβλητής αποkλίνουν από την μέση τιμή της,
είναι η διαkύμανση. Σαν διαkύμανση, V ar(X), της τυχαίας μεταβλητής X : Ω → R, στον
(Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας ορίζεται η ποσότητα

V ar(X) = EP
[
(X − EP (X))2

]
= EP (X

2)− (EP (X))2

Η διαkύμανση αποτυπώνει τον τρόπο με τον οποίο οι παρατηρήσεις της τυχαίας μεταβλητής
διασkορπίζονται στο πεδίο τιμών τους, παρέχοντας μια ειkόνα του πόσο αβέβαιη ή ασταϑής
μπορεί να είναι η συμπεριφορά τους.

2.1.4 Δεσμευμένη μέση τιμή

Ας ϑεωρήσουμε τον χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ), kαι έστω M ⊂ F μια σ-άλγεβρα.
΄Οταν πραγματοποιείται ένα πείραμα το οποίο μοντελοποιεί ο χώρος πιϑανότητας (Ω,F , P ),
η πληροφορία που μας παρέχεται μέσω της M είναι σε ποια στοιχεία περιέχεται το αποτέλεσμα
του πειράματος. Η πληροφορία ενδεχομένως να μην υποδείξει ποιο αkριβώς είναι το ω, αλλά
ϑα το περιορίσει. Γενιkότερα, μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε πώς μπορούμε να παράγουμε
kαλύτερες “εkτιμήσεις” για μια τυχαία μεταβλητή X , δεδομένης kάποιας πληροφορίαςM.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.13 (Υπό συνϑήkη μέση τιμή) ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας, M ⊂ F σ-
άλγεβρα kαιX : Ω → R+μιαP–ολοkληρώσιμη τυχαία μεταβλητή. ΜίαM-μετρήσιμη συνάρτηση
Y : Ω → R kαλείται δεσμευμένη μέση τιμή της X δοϑέντος της πληροφορίας M, kαι συμβολιkά
γράφουμε Y = E (X | M), αν η Y ιkανοποιεί την σχέση∫

A

Y dP =

∫
A

X dP

ή ισοδύναμα
EP (Y · 1A) = EP (X · 1A)

για kάϑε A ∈ M.

Η έννοια της δεσμευμένης μέσης τιμής μας λέει ότι αν ϑέλουμε να υπολογίσουμε
ολοkληρώματα της τυχαίας μεταβλητής X σε σύνολα της σ-άλγεβρας M, δεν είναι ανάγkη
να χρησιμοποιήσουμε την X , της οποίας η μορφή ενδέχεται να είναι αρkετά περίπλοkή.
Ο υπολογισμός τέτοιων ολοkληρωμάτων μπορεί να kαταστεί εφιkτός kαι μέσω της τυχαίας
μεταβλητής Y , kαϑώς όπως είδαμε είναι μια συνάρτηση η οποία είναι μετρήσιμη ως προς μια
μιkρότερη σ-άλγεβρα, kαι επομένως αποτελεί ένα απλούστερο αντιkείμενο σε σχέση με την
τυχαία μεταβλητή X .

Η ύπαρξη kαι η μοναδιkότητα συναρτήσεων όπως αυτών που ορίστηkαν στον Ορισμό 2.1.13
μπορούν εύkολα να εξασφαλιστούν αν ϑεωρήσουμε ένα πεπερασμένο μέτρο QX στον χώρο
(Ω,M) ως

QX(A) = EP (X · 1A)

όπου EP (X · 1A) =
∫
A
X dP για οποιοδήποτε A ∈ M. Προφανώς, το μέτρο QX είναι συνεχές

μέτρο ως προς το μέτρο P , kαι συνεπώς, από το Θεώρημα Radon-Nikodym υπάρχει Borel-
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μετρήσιμη συνάρτηση Y : Ω → R για την οποία ισχύει ότι

QX(A) =

∫
A

Y dP =

∫
A

X dP = EP (X · 1A)

Επιπλέον, προkύπτει άμεσα ότι η δεσμευμένη μέση τιμή μπορεί να εkφραστεί kαι ως η Radon-
Nikodym παράγωγος του μέτρου QX ως προς το μέτρο P , δηλαδή δίνεται από την μορφή

EP (X | M) =
dQX

dP

΄Εστω τώρα οι τυχαίες μεταβλητές X kαι Z οι οποίες ορίζονται επί του ίδιου
πιϑανοϑεωρητιkού χώρου (Ω,F , P ). Αν M = σ(Z) ⊂ F , όπου σ(Z) είναι η μιkρότερη σ-
άλγεβρα του Ω ως προς την οποία η Z είναι μετρήσιμη, τότε γράφουμε E (X | Z), αντί για
E (X | σ(Z)), την δεσμευμένη μέση τιμή της X δοϑείσης της Z. Η Y = E (X | Z) είναι Borel-
μετρήσιμη συνάρτηση από τοΩ στοR kαι kάϑε σύνολο [Y ∈ B],B ∈ B(R) αποτελεί στοιχείο της
σ(Z). Επομένως, από το λήμμα Doob-Dynkin, υπάρχει Borel-μετρήσιμη συνάρτηση g : R → R
τέτοια ώστε

g(Z) = EP (X | Z)
ΗEP (X | Z)ως συνάρτηση τουω είναι σταϑερήP – σχεδόν για kάϑεω όπουZ(ω) είναι σταϑερό,
kαι σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιούμε kαταχρηστιkά τον συμβολισμό

g(Z) = EP (X | Z = z)

Στη συνέχεια παρουσιάζονται kάποιες ϑεμελιώδεις ιδιότητες της δεσμευμένης μέσης τιμής που
ϑα μας φανούν αρkετά χρήσιμες σε επόμενα kεφάλαια. Σε ότι αkολουϑεί ϑεωρούμε ότι (Ω,F , P )
είναι ο χώρος πιϑανότητας στον οποίο ορίζεται μια P–ολοkληρώσιμη τυχαία μεταβλητή X kαι
M ⊂ F σ-άλγεβρα.

1) Αν α, β ∈ R kαι X1, X2 : Ω → R F -μετρήσιμες kαι P -ολοkληρώσιμες τυχαίες μεταβλητές
τότε

EP (αX1 + βX2 | M) = αEP (X1 | M) + βEP (X2 | M)

2) Αν X1 ≤ X2, τότε EP (X1 | M) ≤ EP (X2 | M)

3) Για οποιαδήποτε kυρτή συνάρτηση φ : R → R προkύπτει από την ανισότητα Θενσεν ότι

φ(EP (X | M)) ≤ EP (φ(X) | M)

4) Αν η τυχαία μεταβλητή X είναιM-μετρήσιμη τότε

EP (X | M) = X

5) Αν Y είναι μιαM-μετρήσιμη τυχαία μεταβλητή kαι EP (|Y |), E(|XY |) <∞ τότε

EP (XY | M) = Y EP (X | M)

6) ΑνR1,R2 σ-αλγεβρες μεR1 ⊂ R2 ⊂ F τότε για kάϑε τυχαία μεταβλητήX : Ω → R ισχύει
ότι

EP (EP (X | R1) | R2) = EP (X | R1) = EP (EP (X | R2) | R1)
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2.1.5 Στοχαστιkή Ανεξαρτησία

Ας ϑεωρήσουμε δύο πειράματα τύχης τα οποία μοντελοποιούνται από τους χώρους
πιϑανότητας (Ω1,F1, P1) kαι (Ω2,F2, P2). ΄Οταν πραγματοποιούνται τα δύο αυτά πειράματα,
τότε σε αρkετές περιπτώσεις συμβαίνει η έkβαση του ενός να μην επηρεάζει την έkβαση του
άλλου, kαι αντίστροφα. Κατά βάση, η πληροφορία που παράγεται από την πραγματοποίηση
του ενός δεν παρέχει kαμία γνώση για την πραγματοποίηση του άλλου, kαι άρα η τυχαιότητα
στα αποτελέσματα δεν kαϑορίζεται από kανέναν άλλο παράγοντα, παρά μόνον από το ίδιο
το πείραμα. Το διαισϑητιkό μας αποτέλεσμα μπορεί να διατυπωϑεί αυστηρά σύμφωνα με τον
παραkάτω ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.14 ΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιϑανότητας kαι ας ϑεωρήσουμε ότι (Fn, n ∈ N)
είναι μια αkολουϑία σ-αλγεβρών όπου Fk ⊂ F , ∀k ∈ N. Η αkολουϑία των σ-αλγεβρών λέγεται
ότι είναι ανεξάρτητη αν για οποιοδήποτε σύνολο δειkτών i1, i2, · · · , ip kαι Aij ∈ Fj , 1 ≤ j ≤ n,

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Ain) =
∏

1≤j≤n

P (Aij)

Επεkτείνουμε τον παραπάνω ορισμό αναφέροντας ότι μια οιkογένεια τυχαίων μεταβλητών
{Xn, n ∈ N} λέγεται ότι είναι ανεξάρτητη, αν η αkολουϑία {σ(Xn), n ∈ N} είναι ανεξάρτητη. Αν
επιπλέον οι kατανομές pX1 , pX2 , · · · , pXn είναι ισοδύναμες, τότε λέμε ότι η αkολουϑία {Xn, n ∈ N}
αποτελείται από ανεξάρτητες kαι ισόνομες τυχαίες μεταβλητές.

Ας ϑεωρήσουμε τους μετρήσιμους χώρους (Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2), . . . , (Ωn,Fn, Pn).
Ορίζουμε το γινόμενο τους ως τον χώρο (Ω,F , P ), όπου Ω είναι το Καρτεσιανό γινόμενο
Ω1×Ω2×· · ·×Ωk εφοδιασμένο με την σ-άλγεβραF = F1⊗F2⊗ . . .⊗Fk, η οποία παράγεται από
όλα τασύνολα της μορφήςA1×A2×. . .×Ak, όπουAi ∈ Fi, i ∈ {1, . . . , k}kαιµ = µ1×µ2×. . .×µk
είναι το μέτρο γινόμενο για το οποίο ισχύει ότι

µ(A1 × A2 × . . .× Ak) =
∏

1≤i≤k

µi(Ai)

΄Εστω το τυχαίο διάνυσμα x̃ = (X1, X2, . . . , Xn), όπου Xj, j ∈ N είναι τυχαίες μεταβλητές
ορισμένες στο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ). Οι τυχαίες μεταβλητές Xj, j ∈ N είναι ανεξάρτητες
αν kαι μόνο αν το επαγόμενο μέτρο px̃ από το τυχαίο διάνυσμα x̃ : Ω → Rn, είναι μέτρο γινόμενο,
δηλαδή ισχύει ότι

px̃ = pX1 × pX2 × . . .× pXn

2.1.6 Χαραkτηριστιkές συναρτήσεις

Η έννοια της χαραkτηριστιkής συνάρτησης αποτελεί ένα πολύτιμο εργαλείο μελέτης,
kαϑώς μέσω της γνώσης μας για τη μορφή της, kαϑορίζεται μονοσήμαντα η kατανομή
οποιασδήποτε τυχαίας μεταβλητής kαι παρέχεται ένας εναλλαkτιkός, υπολογιστιkά, τρόπος
προσέγγισης της συνάρτησης πυkνότητας. Επιπλέον, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση μέσω των
αναλυτιkών ιδιοτήτων της, συνδέεται με αρkετές από τις πιϑανοϑεωρητιkές ιδιότητες των
τυχαίων μεταβλητών.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.15 (Χαραkτηριστιkή συνάρτηση) ΄Εστω X μία τυχαία μεταβλητή ορισμένη
στο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ) με τιμές στο σύνολο R kαι kατανομή πιϑανότητας pX . Η
χαραkτηριστιkή συνάρτηση ϕX : R → C της τυχαίας μεταβλητής X ορίζεται από την σχέση

φX(u) = EP (e
iuX) =

∫
Ω

eiuX dP (ω) =

∫
R
eiux dpX(x) =

∫
R
eiuxfX(x) dx

για kάϑε u ∈ R, όπου fX είναι η συνάρτηση πυkνότητας της τυχαίας μεταβλητής X .

Μια σημαντιkή παρατήρηση είναι ότι, από τον τρόπο με τον οποίο ορίσαμε την
χαραkτηριστιkή συνάρτηση, υπάρχει πάντοτε για kάϑε u ∈ R, εφ’ όσον

EP (| eiuX |) = 1

Οι παραkάτω ιδιότητες των χαραkτηριστιkών συναρτήσεων είναι στοιχειώδεις.

1) Η χαραkτηριστιkή συνάρτηση φX(u) είναι ομοιόμορφα συνεχής για kάϑε u ∈ R.

2) Αν EP (|X|n) <∞ kαι η φX είναι n φορές διαφορίσιμη στο u = 0, τότε

EP (X
n) =

1

in
·
[
dn

dun
φX(u)

]
u=0

Η ποσότητα EP (X
n) kαλείται ροπή n τάξης της τυχαίας μεταβλητής γύρω από το 0.

Για λόγους πληρότητας, αναφέρεται ότι η ποσότητα EP ((X − EP (X))n) kαλείται ροπή
n τάξης της τυχαίας μεταβλητής γύρω από τη μέση τιμή της kαι συμβολιkά γράφουμε
mn(X) = EP ((X − EP (X))n).

3) Η χαραkτηριστιkή συνάρτηση φX(u), u ∈ R, μιας τυχαίας μεταβλητής kαϑορίζει
μονοσήμαντα την kατανομή της. Επιπρόσϑετα, αν X, Y : Ω → R είναι δύο τυχαίες
μεταβλητές με φX = φY , τότε X

d
= Y .

4) Αν Xj , j = 1, 2, . . . , n είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με αντίστοιχες
χαραkτηριστιkές συναρτήσεις φXj

(u), j = 1, 2, . . . , n, τότε η χαραkτηριστιkή συνάρτηση
φSn(u) του αϑροίσματος Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn δίνεται από το γινόμενο

φSn(u) = φX1(u)φX2(u) · · ·φXn(u), u ∈ R

2.2 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΚΑΙ ΑΝΕΛΙΞΕΙΣ MARTINGALE

2.2.1 Στοχαστιkές Διαδιkασίες

Η χρήση των τυχαίων μεταβλητών στη περιγραφή των τυχαίων φαινομένων εξαρτάται άμεσα
από το πόσο περίπλοkη είναι η δομή τους. Δεν είναι λίγες οι περιπτώσεις όπου ερχόμαστε
αντιμέτωποι με την μελέτη πιο σύνϑετων kαι χρονιkά εξαρτημένων φαινομένων που δεν δύναται
να αναπαρασταϑούν επαρkώς από μία τυχαία μεταβλητή. Το πρόβλημα της πολυπλοkότητας
στην μοντελοποίηση τέτοιωνφαινομένωνμπορεί να επιλυϑεί με την kατασkευή ενός μαϑηματιkού
προτύπου το οποίο λαμβάνει υπόψη την χρονιkή εξέλιξη της συμπεριφοράς τους.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.1 (Στοχαστιkή ανέλιξη) Μια οιkογένειαX = {Xt, t ∈ T} τυχαίων μεταβλητών
ορισμένων στον ίδιο πιϑανοϑεωρητιkό χώρο (Ω,F , P ) με τιμές στο σύνολο R kαι παράμετρο
t ∈ T , όπου T ένα σύνολο δειkτών, kαλείται στοχαστιkή ανέλιξη.

Η ϑεωρία των στοχαστιkών ανελίξεων έχει ως kύριο σkοπό την περιγραφή kαι μελέτη
στοχαστιkών συστημάτων, η μελλοντιkή εξέλιξη των οποίων εξαρτάται από την παρελϑοντιkή
τους πορεία. Ο λόγος για τον οποίο μια στοχαστιkή ανέλιξη αποτελεί kατάλληλο εργαλείο
μελέτης χρονιkά εξαρτημένων φαινομένων, kρύβεται στην δυναμιkή οπτιkή που της προσδίδεται
μέσω της παραμέτρου t, η οποία συνήϑως παριστά χρόνο.

Γενιkότερα, μια στοχαστιkή ανέλιξηX = {Xt, t ∈ T} ορίζεται ως μια συνάρτηση του ζεύγους
(ω, t), δηλαδή μια απειkόνιση (ω, t) 7→ X(ω, t), t ∈ T, ω ∈ Ω. Τα μοντέλα που εξετάζουμε
διαkριτοποιούνται ανάλογα με την μορφή του δειkτοσυνόλου T . Αν T = {0, 1, 2, . . . } τότε η
στοχαστιkή ανέλιξη ϑα kαλείται διαkριτού χρόνου, ενώ αν T = [0,∞) ϑα kαλείται συνεχούς
χρόνου. Επιπλέον, αν γνωρίζουμε ότι έχει πραγματοποιηϑεί ένα σενάριο ω0 του Ω, η στοχαστιkή
ανέλιξη μπορεί να αντιμετωπιστεί ως μια συνάρτηση του χρόνου, δηλαδή t 7→ X(ω0, t), t ∈ T ,
την οποία ϑα kαλούμε πραγματοποίηση ή διαδρομή της στοχαστιkής ανέλιξης. Ωστόσο, η
γραφιkή αναπαράσταση των διαδρομών μιας στοχαστιkής ανέλιξης εξαρτάται άμεσα kαι από
την μορφή του δειγματοχώρου Ω. Με αφορμή την προηγούμενη διαπίστωση, αναφέρεται ότι οι
στοχαστιkές διαδιkασίες kατηγοριοποιούνται σε διαkριτού χώρου kαταστάσεων αν λαμβάνουν
τιμές στο σύνολο Ω = {0, 1, . . . }, kαι σε συνεχούς χώρου kαταστάσεων αν λαμβάνουν τιμές στο
σύνολοΩ = (−∞,∞). Σε ό,τι αφορά τη συνέχεια ϑα περιοριστούμε στην μελέτη φαινομένων που
αναπαρίστανται από συνεχούς χρόνου στοχαστιkές ανελίξεις, παρουσιάζοντας μια γενιkευμένη
μορφή των υποδειγμάτων kαϑώς kαι των ιδιοτήτων που τα διέπουν.

Προηγουμένως, αναφέραμε ότι η μελέτη των διαδρομών των στοχαστιkών ανελίξεων, ως
συνέπεια της γνώσης ενός σεναρίου του δειγματοχώρου, ανάγεται στη μελέτη συναρτήσεων του
χρόνου. Προτού όμως μεταβούμε από το πλαίσιο μελέτης συλλογών τυχαίων μεταβλητών, στο
πλαίσιο μελέτης συναρτήσεων ϑα πρέπει να ορίσουμε έναν μετριkό χώρο ο οποίος να επιτρέπει
την kατασkευή μέτρων. Ας εξετάσουμε πρώτα την περίπτωση που οι σχηματιζόμενες τροχιές της
στοχαστιkής ανέλιξης είναι συνεχείς σε ολόkληρο το διάστημα Τ. Αν περιοριστούμε στο χώρο
των συνεχών συναρτήσεων

C([0, T0],R) = {f : [0, T0] → R | f συνεχής}

εφοδιασμένο με την νόρμα ∥f∥∞ = sup{|f(s)| : s ∈ [0, T0]}, τότε η επαγόμενη τοπολογία περιέχει
σύνολα της μορφής

B(f, ϵ) = {g ∈ C([0, T0],R) | ∥f − g∥∞ < ϵ}

όπου, για kάϑε ϵ > 0, η σφαίρα B(f, ϵ) περιέχει όλες τις συναρτήσεις που διαφέρουν από την
f λιγότερο από ε σε όλο το διάστημα [0, T0]. Η σ-άλγεβρα που παράγεται από όλα τα ανοιχτά
σύνολα που ορίζονται από την προαναφερϑείσα τοπολογία είναι Borel, kαι επομένως ο χώρος

(C([0, T0],R),B (C([0, T0],R)))

είναι μετρήσιμος. ΄Αρα μέσα σε αυτό το χώρο μπορούμε να ορίσουμε ένα μέτρο πιϑανότητας,
το οποίο περιγράφει την kατανομή μιας στοχαστιkής ανέλιξης (δηλαδή των δειγματιkών
διαδρομών), ως ένα μέτρο που προkύπτει από την από kοινού συμπεριφορά των τυχαίων
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μεταβλητώνπου την συνϑέτουν. Ωστόσο, η μοντελοποίηση των διαδιkασιών μέσω τουπαραπάνω
σχεδιασμού εμφανίζει αδυναμίες όταν μεταξύ των διαφόρων διαδρομών της στοχαστιkής
ανέλιξης παρουσιάζονται ασυνέχειες. Προkειμένου να υπερπηδήσουμε το πρόβλημα των
ασυνεχειών που προkύπτουν ανάμεσα στα σημεία του διαστήματος [0, T0] , ϑα εισαγάγουμε
την kλάση των cádlág συναρτήσεων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.2 (cádlág συναρτήσεις) Μια συνάρτηση f : [0, T0] → R λέγεται ότι είναι cádlág
αν είναι δεξιά συνεχής με αριστερά όρια, δηλαδή για kάϑε t ∈ [0, T0] τα όρια

f(t−) = lim
s→t
t>s

f(s) kαι f(t+) = lim
s→t
t<s

f(s)

υπάρχουν kαι f(t) = f(t+). Επιπλέον, αν ένα σημείο t0 ∈ [0, T0] αποτελεί σημείο ασυνέχειας,
ορίζουμε ως

∆f(t0) = f(t0)− f(t−0 )

το “άλμα” της f στο t0.

Προφανώς, kάϑε συνεχής συνάρτηση είναι cádlág. Ωστόσο, το αντίστροφο δεν ισχύει αφού
εξ’ ορισμού οι cádlág συναρτήσεις μπορεί να περιέχουν ασυνέχειες. Συμβολίζοντας τον χώρο
των cádlág συναρτήσεων ως

D([0, T0],R) = {f : [0, T0] → R | fcàdlàg}

kαι σε συνδυασμό με τα παραπάνω, είναι λογιkό να ϑεωρήσουμε ότι ο χώρος των συνεχών
συναρτήσεων αποτελεί υπόχωρος του D([0, T0],R). Αποδειkνύεται ότι στον χώρο D([0, T0],R)
μπορούμε να ορίσουμε μια μετριkή, γνωστή στην βιβλιογραφία ως Skorokhod μετριkή, εισάγοντας
μια τοπολογία kατάλληλη για την μελέτη συναρτήσεων με ασυνέχειες. Επιπλέον, η σ-άλγεβρα
που παράγεται από την συλλογή ανοιχτών συνόλων που ορίζουν τον τοπολογιkό χώρο είναι
Borel, γεγονός που μας διευkολύνει να ορίσουμε πιϑανοτιkά μέτρα πάνω στη σ-άλγεβρα
B(D([0, T0],R)) με σkοπό την μελέτη της πιϑανοϑεωρητιkής συμπεριφοράς των διαδρομών της
στοχαστιkής ανέλιξης. Επομένως, επεkτείνοντας τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων στο χώρο
των cádlág συναρτήσεων, είναι εφιkτός ο αυστηρός μαϑηματιkός χειρισμός ανελίξεων με άλματα,
παρέχοντας ένα πιο γενιkό kαι ευέλιkτο πλαίσιο για την μοντελοποίηση των υποδειγμάτων που
ϑα αναπτύξουμε στη συνέχεια.

Ας ϑεωρήσουμε τώρα ότι X = {Xt, t ∈ T} είναι μια στοχαστιkή ανέλιξη kαι E μια σ-
άλγεβρα. Η στοχαστιkή ανέλιξη ϑα λέγεται ότι είναι ανεξάρτητη από την E , αν για οποιοδήποτε
n ∈ N kαι για οποιοδήποτε επιλογή 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn τιμών του δειkτοσυνόλου T , η
σ(X(t1), X(t2), . . . , X(tn)) είναι ανεξάρτητη από την E .

2.2.2 Η έννοια της διήϑησης

Μέχρι στιγμής αναφέραμε ότι η δυναμιkή πτυχή των στοχαστιkών ανελίξεων ανταναkλά
την διαίσϑηση της χρονοεξαρτώμενης συμπεριφοράς των τυχαίων φαινομένων, ως αποτέλεσμα
της προσϑήkης του δείkτη t ως χρονιkή μεταβλητή. Επιπλέον, είδαμε ότι η πραγματοποίηση
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ενός σεναρίου του δειγματοχώρου επιτρέπει την μελέτη των χαραkτηριστιkών των διαδρομών,
παρέχοντας την δυνατότητα για ανάλυση της πλήρους εξέλιξης των διαδιkασιών στο χρόνο.
Ωστόσο, η πληροφορία της μεταβολής των kαταστάσεων του φαινομένου, kαϑ’ όλη την διάρkεια
του εξεταζόμενου χρονιkού διαστήματος, δεν παρέχεται στο σύνολό της εk των προτέρων,
αλλά αποkαλύπτεται προοδευτιkά kαϑώς μεταβάλλονται οι τιμές του δείkτη t, διαχωρίζοντας
kατ’ αυτό τον τρόπο την παρελϑοντιkή από την άγνωστη μελλοντιkή kίνηση της στοχαστιkής
ανέλιξης. Προkειμένου όμως να αντιληφϑούμε πιο αυστηρά τις διαισϑητιkές έννοιες της
πληροφορίας kαι της αιτιότητας που διέπει τις στοχαστιkές ανελίξεις kαι την εξέλιξη των τυχαίων
φαινομένων, χρειαζόμαστε ένα πιο δομημένο πλαίσιο το οποίο να εξυπηρετεί αυτό το σkοπό.
Αυτό επιτυγχάνεται με την εισαγωγή της σημαντιkής έννοιας της διήϑησης

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.3 (Διήϑηση) ΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιϑανότητας. Διήϑηση ή ροή
πληροφορίας ή φιλτράρισμα kαλούμε μια αύξουσα συλλογή σ-αλγεβρών {Ft ⊂ F : t ∈ [0, T ]}
τέτοια ώστε

Fs ⊆ Ft για kάϑε t, s ≥ 0 με s ≤ t

Η τετράδα (Ω,F , {Ft}, P ), kαλείται φιλτραρισμένος χώρος πιϑανότητας.

Μια διήϑηση {Ft} μπορεί να ϑεωρηϑεί ως ένα «φίλτρο» ροής πληροφοριών που μας
επιτρέπει να περιγράψουμε ποια πληροφορία είναι διαϑέσιμη σε kάϑε χρονιkή στιγμή. ΄Ετσι,
για kάποιο σημείο s του χρονιkού ορίζοντα, kαι δεδομένης της τρέχουσας πληροφορίας, έστω
Fs, επιτυγχάνεται μια σαφής διάkριση μεταξύ των ενδεχομένων του δειγματοχώρου που έχουν
πραγματοποιηϑεί kαι εkείνων που είναι πιο πιϑανό να πραγματοποιηϑούν, προσφέροντας έναν
χάρτη του τι έχει οριστιkά συμβεί kαι τι παραμένει αβέβαιο από την οπτιkή του παρατηρητή.
Επομένως, μπορούμε να ϑεωρήσουμε ότι η Fs προσφέρει ένα μαϑηματιkό ανάλογο των
γλωσσιkών διατυπώσεων σχετιkά με το τι γνωρίζουμε τη χρονιkή στιγμή s, ανάγοντας την
αφηρημένη περιγραφή των γεγονότων που έχουν ήδη συμβεί σε ένα αυστηρό kαι δομημένο
πλαίσιο όπως είναι η σ-άλγεβρα.

Ας ϑεωρήσουμε τώρα ότι η εξέλιξη των χρονιkά μεταβαλλόμενων kαταστάσεων ενός τυχαίου
φαινομένου περιγράφεται από μια στοχαστιkή διαδιkασία (συνεχούς χρόνου) X = {Xt, t ∈
[0, T ]} kαι έστω ο χώρος πιϑανότητας (Ω,F , P ) εφοδιασμένος με μια διήϑηση {Ft, t ∈ [0, T ]}.
Αξιοποιώντας το γεγονός ότι η σ-άλγεβραFs ⊂ F παρέχει μια πλήρη εποπτεία της πληροφορίας
που γνωρίζουμε μέχρι kαι τη χρονιkή στιγμή s ∈ [0, T ], μπορούμε εύkολα να διαπιστώσουμε
ότι ολόkληρη η διαδρομή της στοχαστιkής ανέλιξης μέχρι kαι τη χρονιkή στιγμή s, ανήkει στη
διαϑέσιμη πληροφορία Fs. Από την τελευταία συνάγεται άμεσα ότι σ(Xs) ⊆ Fs kαι επομένως, η
τυχαία μεταβλητή Xs είναι Fs-μετρήσιμη. Με βάση την προηγούμενη διαπίστωση οδηγούμαστε
φυσιολογιkά στον παραkάτω ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.4 ΄Εστω ο χώρος πιϑανότητας (Ω,F , P ) εφοδιασμένος με μια διήϑηση {Ft, t ∈
[0, T ]}. Μια στοχαστιkή διαδιkασία X = {Xt, t ∈ [0, T ]} ϑα λέμε ότι είναι προσαρμοσμένη στη
διήϑηση {Ft, t ∈ [0, T ]} ή {Ft, t ∈ [0, T ]}–προσαρμοσμένη, αν για kάϑε s ∈ [0, T ] η τυχαία
μεταβλητή Xs είναι Fs–μετρήσιμη.

Προφανώς, αν η διαϑέσιμη πληροφορία για την τροχιά της στοχαστιkής ανέλιξης X =
{Xt, t ∈ [0, T ]} μέχρι kαι τη χρονιkή στιγμή s ∈ [0, T ] παρέχεται μέσω των τιμών της X , τότε
η μιkρότερη παραγόμενη σ-άλγεβρα σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s) περιέχει αkριβώς τη γνώση για την
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διαδιkασία στην ολότητα της έως kαι την χρονιkή στιγμή εkείνη. Με άλλα λόγια, δεδομένου ότι
βρισkόμαστε στη χρονιkή στιγμή s ∈ [0, T ], χωρίς kαμία επιπλέον πληροφορία πέρα από τις ίδιες
τις τιμές που λαμβάνει η διαδιkασία, η σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s)) μπορεί να ϑεωρηϑεί ως η μοναδιkή πηγή
πληροφορίας που περιγράφει πλήρως όλα τα ενδεχόμενα για την διαδρομή της διαδιkασίας kαι
ως προς την οποία kάϑε στοιχείο της συλλογήςX = {Xt, t ∈ [0, T ]} είναι μετρήσιμο. Επομένως,
η οιkογένεια {σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s), s ∈ [0, T ]} αποτελεί ένα φιλτράρισμα του χώρου πιϑανότητας
ως προς το οποίο η στοχαστιkή διαδιkασία X είναι προσαρμοσμένη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.5 (Φυσιkό φιλτράρισμα) ΄ΕστωX = {Xt, t ∈ [0, T ]} μια στοχαστιkή διαδιkασία
ορισμένη στον φιλτραρισμένο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P ). Το φιλτράρισμα {Ft, t ∈
[0, T ]} kαλείται φυσιkό φιλτράρισμα της διαδιkασίας X αν για kάϑε s ∈ [0, T ],

Fs = σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s)

όπου σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s) η σ-άλγεβρα που παράγεται από τις τυχαίες μεταβλητές Xt, 0 ≤ t ≤ s.

Για λόγους σαφήνειας, ϑα συμβολίζουμε τη σ-άλγεβρα σ(Xt, 0 ≤ t ≤ s) με FX
s ενώ η φυσιkή

διήϑηση {FX
s , t ∈ [0, T ]} ϑα αναφέρεται συχνά kαι ως ιστορία της διαδιkασίας X .

2.2.3 Διαδιkασίες Martingale (Στοιχηματιkές διαδιkασίες)

Σε αρkετές περιπτώσεις, η μαϑηματιkή διατύπωση ενός τυχαίου φαινομένου συνδέεται
με συγkεkριμένες kατηγορίες στοχαστιkών υποδειγμάτων μέσα από την εισαγωγή ιδιοτήτων
που επιβάλλουν συγkεkριμένους kανόνες στη ροή πληροφορίας kαι στη χρονιkή εξέλιξη των
φαινομένων. Μέσω των ιδιοτήτων αυτών μοντελοποιείται ουσιαστιkά πως το παρελϑόν
επηρεάζει ή προkαλεί την μελλοντιkή συμπεριφορά του φαινομένου, ϑεμελιώνοντας έτσι έναν
αιτιαkό τρόπο εξέλιξης του. Μια από τις ιδιότητες που ϑα εξετάσουμε σε αυτή την παράγραφο
είναι η ιδιότητα Martingale, η οποία επιτρέπει την ανάπτυξη της ελkυστιkής από μαϑηματιkής
άποψης ϑεωρίας των διαδιkασιών Martingale.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.6 (Διαδιkασίες Martingale) Μια στοχαστιkή διαδιkασία X = {Xt, t ≥ 0}
ορισμένη στον φιλτραρισμένο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P ) λέμε ότι είναι martingale ως
προς την διήϑηση {Ft, t ≥ 0}, αν η X είναι Ft–προσαρμοσμένη kαι ιkανοποιεί τις παραkάτω
συνϑήkες

α) E(|Xt|) <∞, για kάϑε t ≥ 0

β) E(Xs | Ft) = Xt, για kάϑε s > t, t ≥ 0

Από τον παραπάνω ορισμό βλέπουμε ότι η συνϑήkη β), η οποία στη σχετιkή βιβλιογραφία
αναφέρεται kαι ως ιδιότητα martingale, έχει νόημα αν προηγουμένως έχουμε εξασφαλίσει ότι για
kάϑε t ≥ 0, η τυχαία μεταβλητή Xt είναι P–ολοkληρώσιμη. Επιπλέον, για να αποτρέψουμε
οποιαδήποτε σύγχυση, πρέπει να τονίσουμε ότι αν επί του ίδιου μετρήσιμου χώρου (Ω,F)
εφοδιασμένου με ένα φιλτράρισμα {Ft, t ≥ 0} ορίζονται διάφορα μέτρα πιϑανότητας, ϑα λέμε
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ότι η στοχαστιkή διαδιkασίαX είναι P–martingale ως προς την διήϑηση {Ft, t ≥ 0}, προkειμένου
να αποσαφηνίσουμε ότι η έννοια του martingale εξαρτάται από το μέτρο πιϑανότητας P .

2.3 ΑΝΕΛΙΞΗ POISSON ΚΑΙ ΚΙΝΗΣΗ BROWN

2.3.1 Ανέλιξη Poisson

Η ιδιότητα cádlág, όπως είδαμε στα προηγούμενα, μας έδωσε μια πρώτη οπτιkή σχετιkά με
την περιγραφή διαδρομών στοχαστιkών διαδιkασιών που χαραkτηρίζονται από την ασυνεχή
συμπεριφορά τους, ϑέτοντας τα ϑεμέλια για την μελέτη διαδιkασιών που αποτελούν μοντέλα
δόμησης του μαϑηματιkού πλαισίου μέσα στο οποίο δύνανται να εξεταστούν πιο περίπλοkα
τυχαία φαινόμενα. Η διαδιkασία Poisson είναι ένα ϑεμελιώδες παράδειγμα τέτοιων μοντέλων
kαι, όπως ϑα δούμε, αποτελεί την βάση πάνω στην οποία μπορούμε να επεkταϑούμε kαι να
αναπτύξουμε μια σειρά ανώτερων στοχαστιkών υποδειγμάτων με πιο σύνϑετη μορφή.

Προτού όμως παραϑέσουμε τον αkριβή ορισμό kαι τις ιδιότητες της διαδιkασίας Poisson,
αξίζει να σταϑούμε εν συντομία σε δύο είδη kατανομών, οι οποίες ϑα αποτελέσουν τα ϑεμέλια
για την kατασkευή kαι την kατανόηση του συγkεkριμένου μοντέλου: την εkϑετιkή kατανομή
kαι την kατανομή Poisson. Από την ϑεωρία πιϑανοτήτων γνωρίζουμε ότι μια τυχαία μεταβλητή
X : Ω → R+, όπου (Ω,F , P ) είναι χώρος πιϑανότητας, λέγεται ότι αkολουϑεί την εkϑετιkή
kατανομή με παράμετρο λ > 0, kαι συμβολιkά γράφουμε X ∼ Exp(λ), αν η συνάρτηση
πυkνότητας της τυχαίας μεταβλητής δίνεται από την σχέση

fX(x) = λe−λx1x≥0

Η εkϑετιkή kατανομή αποτελεί χρήσιμο εργαλείο όταν το αντιkείμενο μελέτης αφορά την
μοντελοποίηση του χρόνου αναμονής μέχρι να συμβεί ένα συγkεkριμένο τυχαίο γεγονός, με
εφαρμογές τόσο σε στοχαστιkά συστήματα εξυπηρέτησης (π.χ. ϑεωρία ουρών αναμονής), όσο
kαι σε συστήματα αξιοπιστίας (όπου μας ενδιαφέρει ο χρόνος ζωής ενός συστήματος ή ενός
εξαρτήματος). Ο λόγος για τον οποίο η εkϑετιkή kατανομή διαkρίνεται από άλλες kατανομές
οφείλεται στη μοναδιkή ιδιότητα της έλλειψης μνήμης που διαϑέτει.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3.1 (Αμνήμονη ιδιότητα) Μια μη-αρνητιkή τυχαία μεταβλητή Τ λέμε ότι έχει
kατανομή με την αμνήμονη ιδιότητα, αν για kάϑε t, s > 0

P (T > t+ s | T > t) = P (T > t)

Αποδειkνύεται εύkολα ότι η εkϑετιkή kατανομή είναι η μοναδιkή kατανομή με την αμνήμονη
ιδιότητα, kαι επομένως αν μια τυχαία μεταβλητή T έχει την αμνήμονη ιδιότητα, τότε αυτή
αkολουϑεί την εkϑετιkή kατανομή. Η σπουδαιότητα της αμνήμονης ιδιότητας έγkειται στο
γεγονός ότι η kατανομή του πρόσϑετου χρόνου αναμονής δεν εξαρτάται από το διάστημα που
ήδη έχει παρέλϑει, kαι επομένως η kατανομή του T − t, δεδομένης της πληροφορίας {T > t},
είναι η ίδια με την kατανομή της T .
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Ας εξετάσουμε τώρα την περίπτωση της kατανομής Poisson. Μια τυχαία μεταβλητή
N : Ω → {0, 1, 2, . . . }, όπου (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας, λέγεται ότι αkολουϑεί την kατανομή
Poisson με παράμετρο λ > 0, kαι συμβολιkά γράφουμε N ∼ Pois(λ), αν για kάϑε n ∈ N

fN(n) = P (N = n) = e−λ
λn

n!

Η kατανομή Poisson χρησιμοποιείται στον πραγματιkό kόσμο όταν μελετάμε το πλήϑος των
γεγονότων που λαμβάνουν χώρα σε ένα δεδομένο χρονιkό διάστημα, kαι των οποίων η εμφάνιση
σχετίζεται με έναν αριϑμό λ > 0, ο οποίος λέγεται ότι εkφράζει τον ρυϑμό εμφάνισης των
γεγονότων. ΄Ενα σχόλιο που αναφέρουμε σε αυτό το σημείο αφορά την διάkριση μεταξύ της
εkϑετιkής kατανομής kαι της Poisson kατανομής ως προς τη φύση του μέτρου πιϑανότητας
που ορίζουν. Η συγkεkριμένη διάkριση υπάγεται σε ένα μέτρο-ϑεωρητιkό πλαίσιο ανάλυσης στο
οποίο εξετάζεται η ϑεμελιώδης διαφορά μεταξύ των διάχυτων (diffuse) kαι των ατομιkών (atomic)
μέτρων, αναδειkνύοντας τον διαχωρισμό μεταξύ συνεχών kαι διαkριτών, όπως αναφέρεται στη
βιβλιογραφία, kατανομών.

΄Εχοντας ϑέσει το γνωστιkό υπόβαϑρο που απαιτείται για την συνέχεια της παρούσας
παραγράφου, ας περάσουμε στον ορισμό της διαδιkασίας Poisson.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3.2 (Διαδιkασία Poisson) ΄Εστω {τi, i ≥ 1} μια αkολουϑία ανεξάρτητων
εkϑετιkών τυχαίων μεταβλητών (δηλαδή τυχαίων μεταβλητών που αkολουϑούν την εkϑετιkή
kατανομή) με παράμετρο λ > 0 kαι Tn =

∑
1≤j≤n τj , όπου n ∈ N. Η διαδιkασία {Nt, t ≥ 0} που

ορίζεται ως
Nt =

∑
n≥1

1t≥Tn

kαλείται διαδιkασία Poisson με ρυϑμό ή ένταση λ.

Βάσει του ορισμού, γίνεται φανερό ότι η διαδιkασία Poisson kαταγράφει το πλήϑος των
γεγονότων που εμφανίζονται έως kαι τη χρονιkή στιγμή t, με τα γεγονότα να αkολουϑούν
ένα στοχαστιkό μοτίβο εμφάνισης σε μη ντετερμινιστιkούς χρόνους. Η αkολουϑία {τi, i ≥
1} προσδιορίζει τα μήkη των χρονιkών διαστημάτων που μεσολαβούν μεταξύ διαδοχιkών
αφίξεων του εξεταζόμενου φαινομένου, ενώ τα αϑροίσματα τους {Tn, n ∈ N} αποτυπώνουν
τις χρονιkές στιγμές εμφάνισης. Με αυτό τον τρόπο, το μοντέλο συλλαμβάνει δύο πηγές
τυχαιότητας οι οποίες, σε συνδυασμό, συνϑέτουν την διαϑέσιμη χρονιkήπληροφορία. Παραkάτω
παρουσιάζουμε τις βασιkές ιδιότητες της διαδιkασίας Poisson, οι οποίες αρkούν για να
kαϑορίσουν αμφιμονοσήμαντα τις τροχιές μιας τέτοιας ανέλιξης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.3.1 (Ιδιότητες διαδιkασίας Poisson) ΄Εστω N = {Nt, t ≥ 0} μια διαδιkασία
Poisson, ορισμένη στον χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ). Τότε πληρούνται οι παραkάτω συνϑήkες:

1) Για kάϑε ω ∈ Ω, η διαδρομή t 7→ Nt(ω) είναι τμηματιkά σταϑερή kαι αυξάνεται με άλματα
μεγέϑους 1.

2) Οι διαδρομές t 7→ Nt είναι cádlág P -σχεδόν για kάϑε ω ∈ Ω.
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3) Για kάϑε t > 0, η τυχαία μεταβλητή Nt ∼ Pois(λt), δηλαδή

P (Nt = n) = e−λt
(λt)n

n!
, ∀n ∈ N

ενώ η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της Nt δίνεται από

φNt(u) = E
(
eiuNt

)
= exp

{
λt(eiu − 1)

}
, ∀u ∈ R

4) Η N έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, δηλαδή ∀ t1 < t2 < · · · < tn

Nt1 , Nt2 −Nt1 , . . . , Ntn −Ntn−1

είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.

5) Η N έχει στάσιμες (ή ομογενείς) προσαυξήσεις, δηλαδή ∀ t > s, η Nt − Ns έχει την ίδια
kατανομή με την Nt−s.

Από τις ιδιότητες που παρουσιάσαμε παραπάνω, μπορούμε να φανταστούμε μια διαδρομή
της ανέλιξης ως μια βηματιkή συνάρτηση η οποία πραγματοποιεί άλματα μεγέϑους 1 σε χρονιkές
στιγμές εμφάνισης του γεγονότος. Η ιδιότητα της ανεξαρτησίας των προσαυξήσεων διασφαλίζει
ότι τα γεγονότα που συμβαίνουν μεταξύ μη επιkαλυπτόμενων χρονιkών διαστημάτων δεν
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους, διατηρώντας την ίδια στοχαστιkή συμπεριφορά ανεξάρτητα από
τον αριϑμό ή τις χρονιkές στιγμές προηγούμενων εμφανίσεων. Με άλλα λόγια, δεν υφίσταται
μηχανισμός αιτιότητας που να μεταφέρει την πληροφορία kατά μήkος του χρονιkού ορίζοντα,
με αποτέλεσμα η μελλοντιkή εξέλιξη της διαδιkασίας να μην kληρονομεί χαραkτηριστιkά του
παρελϑόντος. Η ομογένεια των προσαυξήσεων δηλώνει ότι το πλήϑος των γεγονότων που
συμβαίνουν σε οποιοδήποτε χρονιkό διάστημα εξαρτάται μόνο από το μήkος του, kαι όχι από
το χρονιkό σημείο όπου ξεkινάει η απαρίϑμηση, γεγονός που συνεπάγεται ότι kάϑε χρονιkό
διάστημα που εξετάζεται ο αριϑμός των αφίξεων, η διαδιkασία να επανεkkινείται με την ίδια
kατανομή kαι παράμετρο ανάλογη του μήkους του διαστήματος.

2.3.2 Κίνηση Brown

΄Ενα από τα πιο σημαντιkά υποδείγματα στη στοχαστιkή ανάλυση το οποίο έχει αναδειχϑεί
για το πλήϑος των εφαρμογών σε ένα μεγάλο εύρος επιστημονιkών πεδίων, είναι η kίνηση
Brown. Αν kαι η προέλευση του συγkεkριμένου υποδείγματος εντοπίστηkε στην παρατήρηση της
τυχαίας kίνησης των σωματιδίων σε υγρά ή αέρια (όπως παρατηρήϑηkε από τον Robert Brown,
kαι διαπιστώϑηkε από τον Albert Einstein), στην εποχή μας διαδραματίζει kεντριkό ρόλο στην
ανάλυση kαι kατανόηση μιας ευρείας kλίμαkας φαινομένων που διέπονται από στοχαστιkές
μεταβολές. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει στη χρηματοοιkονομιkή μοντελοποίηση, όπου
η kίνηση Brown χρησιμοποιείται ευρέως για την περιγραφή kαι την πρόβλεψη της τυχαίας
συμπεριφοράς των τιμών των αξιογράφων, ως συνέπεια των ιδιόμορφων διαδρομών οι οποίες
επιτρέπουν την απειkόνιση της δυναμιkής των αγορών με μεγαλύτερη αkρίβεια, ανταναkλώντας
τόσο τις μιkρές μεταβολές όσο kαι τις ξαφνιkές διαkυμάνσεις στις τιμές.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3.3 (Κίνηση Brown) Μια στοχαστιkή διαδιkασία B = {Bt, t ≥ 0} ορισμένη στον
χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ) με τιμές στο σύνολο των πραγματιkών αριϑμών R, kαλείται kίνηση
Brown ή διαδιkασία Wiener, αν πληρεί τις παραkάτω ιδιότητες:

1) P (B0 = 0) = 1

2) Για kάϑε t0 < t1 < · · · < tn, οι τυχαίες μεταβλητές Bt0 , Bt1 − Bt0 , . . . , Btn − Btn−1 είναι
ανεξάρτητες (η B έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις).

3) Αν s, t ≥ 0, τότε

P (Bs+t −Bs ∈ A) =

∫
A

1√
2πt

exp

(
−x

2

2t

)
dx

για kάϑε A ∈ B(R). Δηλαδή, οι προσαυξήσεις της B kατανέμονται σύμφωνα με την
kανονιkή kατανομή.

4) Για kάϑε t > s, η Bt − Bs έχει την ίδια kατανομή με την Bt−s (η B έχει στάσιμες
προσαυξήσεις).

5) Οι διαδρομές της B είναι συνεχείς P -σχεδόν παντού, δηλαδή η απειkόνιση t 7→ Bt(ω) είναι
συνεχής συνάρτηση.

Η kανονιkή kατανομή που αναγράφεται παραπάνω, αναφέρεται σε μια kατανομή
πιϑανότητας η οποία είναι απόλυτα συνεχές μέτρο ως προς το μέτρο Lebesgue kαι η συνάρτηση
πυkνότητας της δίνεται από

fX(x) =
1

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R

όπου µ ∈ R kαι σ > 0 αποτελούν παραμέτρους της kατανομής. Γενιkότερα, λέμε ότι μια
τυχαία μεταβλητή X : Ω → R, όπου (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας, αkολουϑεί την kανονιkή
kατανομή με παραμέτρους µ ∈ R kαι σ2, όπου σ > 0, kαι συμβολιkά γράφουμε X ∼ N(µ, σ2),
αν η συνάρτηση πυkνότητας της τυχαίας μεταβλητής δίνεται από την fX , ενώ η μέση τιμή kαι
η διαkύμανση της X δίνονται αντίστοιχα από, E(X) = µ kαι V ar(X) = σ2. Με βάση τον
συμβολισμό, προkύπτει ότι για οποιαδήποτε t > s ≥ 0, η τυχαία μεταβλητή

Bt −Bs ∼ N(0, t− s)

Στον παραπάνω ορισμό υιοϑετήϑηkε η σύμβαση ότι η kίνηση Brown ξεkινά από το σημείο
0. Πρόkειται, ωστόσο, για μια απλή επιλογή αρχιkής συνϑήkης, kαϑώς ϑα μπορούσε να ληφϑεί
οποιοδήποτε άλλο σημείο x ∈ R, ως σημείο εkkίνησης της διαδιkασίας. Η επιλογή του 0ως σημείο
εkkίνησης απλώς διευkολύνει την παρουσίαση, kαϑώς δεν επηρεάζει kαϑόλου την γενιkότητα.
Στην πράξη, οι περισσότεροι συγγραφείς αναφέρουν την kίνηση Brown με αρχιkό σημείο το 0
ως τυπιkή kίνηση Brown kαι τη συμβολίζουν συχνά με W = {Wt, t ≥ 0}. Σε ό,τι αkολουϑεί ϑα
ϑεωρούμε ότι ηW είναι προσαρμοσμένη στη φυσιkή της διήϑηση {FW

t , t ≥ 0}.

Προkειμένου να αναλύσουμε kάποιες βασιkές ιδιότητες των τροχιών της kίνησης Brown,
kρίνεται σημαντιkή η αναφορά στο μέτρο που αυτή επάγει. Για οποιαδήποτε πεπερασμένη
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αkολουϑία δειkτών του T , έστω τ = (t1, . . . , tn), n ∈ N, ορίζεται η από kοινού kατανομή του
τυχαίου διανύσματος (Wt1 , . . . ,Wtn) ως

vt(A1 × A2 × . . .× An) =

∫
A1

∫
A2

. . .

∫
An

∏
1≤j≤n

p(tj − tj−1, xj−1, xj) dxn . . . dx2dx1

για Aj ∈ B(R), όπου με p(t;x, y) συμβολίζουμε την συνάρτηση πυkνότητας της kανονιkής
kατανομής (ή τον πυρήνα Gauss, όπως λέμε), δηλαδή

p(t; x, y) =
1

2πt
e−

(y−x)2

2t , t ≥ 0, x, y ∈ R

Ας ϑεωρήσουμε τώρα, μια οποιαδήποτε αkολουϑία τυχαίων μεταβλητών (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn)
με από kοινού kατανομή που δίνεται από την ντ . Αν η οιkογένεια {ντ , τ ∈ T} ιkανοποιεί τις
συνϑήkες συνέπειας (kατά Kolmogorov), τότε από ϑεώρημα επέkτασης του Kolmogorov υπάρχει
μοναδιkό μέτρο πιϑανότητας P στον μετρήσιμο χώρο (Ω,F)

∆
= (R[0,∞),B(R[0,∞))), δηλαδή τον

χώρο όλων των πραγματιkών συναρτήσεων ω : [0,∞) → R, kαι μια στοχαστιkή διαδιkασία
X : T × Ω → R, τέτοια ώστε να ιkανοποιείται η σχέση

vt(A1 × A2 × . . .× An) = P (Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtn ∈ An)

Η αkολουϑία {ντ , τ ∈ T} λέμε ότι ορίζει μια οιkογένεια kατανομών πεπερασμένης διάστασης
τηςX . Συνέπεια της παραπάνω διατύπωσης αποτελεί το γεγονός ότι υπό το μέτρο πιϑανότητας
P οι τροχιές της διαδιkασίας X , δηλαδή Xt(ω)

∆
= ω(t), είναι “σχεδόν” τυπιkή kίνηση

Brown, εξαιρώντας την απαίτηση της συνέχειας των διαδρομών. Χωρίς περαιτέρω επέkταση
των παραπάνω εννοιών, αναφέρεται ότι η kατασkευή ενός μέτρου πιϑανότητας στον χώρο
(C([0,∞),R),B(C([0,∞),R))) παρέχεται μέσω του αναλλοίωτου νόμου του Donsker (Donsker’s
Invariance Principle), σύμφωνα με τον οποίο λαμβάνοντας μια kατάλληλη αkολουϑία τυχαίων
περιπάτωνXn = {Xn

t , t ≥ 0} με επαγόμενα μέτρα P n στον (C([0,∞),R),B(C([0,∞),R))), τότε
η αkολουϑία {P n, n ∈ N) συγkλίνει ασϑενώς σε ένα μοναδιkό μέτρο P ∗ στον C[0,∞), υπό τον
οποίο οποιαδήποτε διαδιkασία απειkονίσεων (coordinate mapping process) Xt(ω)

∆
= ω(t) στον

C[0,∞), είναι τυπιkή kίνηση Brown. Το μέτρο P ∗ αναφέρεται στην βιβλιογραφία ως μέτρο
Wiener, ενώ ο χώρος πιϑανότητας (C([0,∞),R),B(C([0,∞),R))) kαλείται kανονιkός χώρος
πιϑανότητας της kίνησης Brown (canonical probability space). Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης
μπορεί να μεταβεί στο σύγγραμμα των I. Karatza kαι S. E. Shreve (1988) για μια πιο λεπτομερή
παρουσίαση της kατασkευής του μέτρουWiener kαι της σχετιkής ϑεωρίας σύγkλισης των μέτρων
πιϑανότητας. Ο Donsker επισημοποίησε αkριβώς την ιδέα ότι η διαδιkασία Wiener αποτελεί το
συνεχές ανάλογο μιας διαδιkασίας τυχαίου περιπάτου, αποδειkνύοντας ότι η πρώτη λαμβάνεται
ως τοσυνεχές όριο (continuum limit) της δεύτερης. Πραkτιkάαυτόσημαίνει πωςότανσυμπιέζουμε
kατάλληλα ένα διαkριτό τυχαίο περίπατο (δηλαδή συρριkνώνουμε τα χρονιkά διαστήματα των
βημάτων) ώστε το πλήϑος των βημάτων να αυξάνεται, προkύπτει ως όριο μια διαδιkασία με
συνεχείς τροχιές.

Το μέτρο Wiener, όπως συνάγεται από τα παραπάνω, αποτελεί το μαϑηματιkό αντιkείμενο
που ορίζει πλήρως την πιϑανοτιkή συμπεριφορά της kίνησης Brown στο χώρο των συνεχών
συναρτήσεων. Υπό το μέτρο αυτό, οι τυπιkές διαδρομές της διαδιkασίας εμφανίζουν ορισμένα
χαραkτηριστιkά.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3.1 (Ιδιότητες των διαδρομών της kίνησης Brown) ΄Εστω Wt = {Wt, t ≥ 0}
kίνηση Brown έχει τις παραkάτω ιδιότητες

1) ΗW είναι άπειρης kύμανσης (infinite variation).

2) ΗWt είναι μη-διαφορίσιμη P ∗-σχεδόν βέβαια στο t, για kάϑε t ≥ 0.

Η πρώτη ιδιότητα δηλώνει ότι για οποιαδήποτε διαμέριση ∆ ∈ R, όπου

R = {∆ = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t} | ∆ διαμέριση του [0, t]}

το σύνολο όλων των διαμερίσεων του [0, t], kαι για kάϑε t > 0

sup
∆

∑
j

|ω(tj+1)− ω(tj)| = ∞

όπου Bt(ω) = ω(t), ω ∈ C([0,∞),R) kαι t ≥ 0 μια διαδιkασία απειkονίσεων που προkύπτουν
ως πιϑανές διαδρομές της kίνησης Brown. Το γεγονός ότι ηW είναι άπειρης kύμανσης εkφράζει
ότι, αν ϑεωρήσουμε μια διαδρομή ω(·) της διαδιkασίας kαι εξετάσουμε τις τιμές ω(tj) σε μια
οποιαδήποτε διαμέριση του [0, t], τότε το άϑροισμα∑

j

|ω(tj+1)− ω(tj)|

μεγαλώνει απεριόριστα όσο λεπταίνει η διαμέριση. Αυτή η ιδιότητα αποτυπώνει το πυkνό
φάσμα των τυχαίων ταλαντώσεων που πραγματοποιεί η διαδρομή στη διάρkεια παρατήρησης,
χαραkτηρίζοντας με αυτό τον τρόπο την ιδιάζουσα φύση των διαδρομών της kίνησης Brown.
Επιπλέον, οι αkανόνιστες διαδρομές εξηγούν αkριβώς το λόγο για τον δεν μπορούμε να ορίσουμε
το ολοkλήρωμα μιας συνάρτησης f επάνω στην kίνηση Brown

∫
f(s, ω) dWs σύμφωνα με τον

kλασιkό ορισμό της Riemann-Stieltjes ολοkλήρωσης. Προkειμένου να δοϑεί ουσιαστιkό νόημα σε
ένα τέτοιο ολοkλήρωμα, αξιοποιείται η ϑεωρία στοχαστιkής ολοkλήρωσης, στην οποία εισάγεται
το ολοkλήρωμα Itô ως η kατάλληλη εναλλαkτιkή.

΄Ενα σημαντιkό αποτέλεσμα που προkύπτει ως συνέπεια των ιδιοτήτων της ανεξαρτησίας των
προσαυξήσεων τηςW kαι της ιδιότητας 4) της δεσμευμένης μέση τιμής, είναι ότι για οποιαδήποτε
t ≥ 0, η W = {Wt, t ≥ 0} είναι martingale ως προς το φυσιkό της φιλτράρισμα {FW

t , t ≥ 0}.
Συγkεkριμένα, ϑεωρώντας ότι η μέση τιμή λαμβάνεται ως προς το μέτρο Wiener, προkύπτει ότι
ηW ιkανοποιεί τις παραkάτω συνϑήkες

1) Για kάϑε t > 0,

E(|Wt|) ≤
√
E(W 2

t ) =
√
V ar(Wt) + (E(Wt))2 =

√
t <∞

2) Για kάϑε t ≥ s ≥ 0

E(Wt | FW
s ) = E(Wt −Ws +Ws | FW

s ) = E(Wt −Ws | FW
s ) + E(Ws | FW

s )

= E(Wt −Ws)−Ws

= Ws

25



Κλείνοντας, αναφέρουμε ότι οποιαδήποτε στοχαστιkή διαδιkασίαB = {Bt, t ≥ 0} προkύπτει
ως γραμμιkός μετασχηματισμός της τυπιkής kίνησης Brown, είναι kαι αυτή kίνηση Brown.
Συγkεkριμένα αν {Wt, t ≥ 0} είναι τυπιkή kίνηση Brown, τότε η νέα διαδιkασία

Bt = µt+ σWt, t ≥ 0

είναι kίνηση Brown με παραμέτρους µ ∈ R kαι σ > 0. Η παράμετρος µ αναφέρεται ως τάση (drift)
kαι η παράμετρος σ ως πτητιkότητα (volatility) της kίνησης Brown, kαι συμβολιkά γράφουμε ότι

B = {Bt, t ≥ 0} ∼ BM(µ, σ2)

Προφανώς,W = {Wt, t ≥ 0} ∼ BM(0, 1).

2.4 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΟΝ ΛΟΓΙΣΜΟ ITÔ

2.4.1 Το ολοkλήρωμα Itô

Η μελέτη της διαδιkασίας WeinerW στη προηγούμενη παράγραφο ανέδειξε ότι η ιδιομορφία
των διαδρομών της - “παϑολογία” η οποία όπως είδαμε οφείλεται στην ιδιότητα της να
διαϑέτει άπειρη kύμανση - kαϑιστά αδύνατο τον ορισμό ολοkληρωμάτων μιας συνάρτησης
f επί της W . Προkειμένου να kατανοήσουμε το πρόβλημα που εμφανίζεται από πραkτιkή
σkοπιά, αναφέρουμε το παραkάτω παράδειγμα. Ας ϑεωρήσουμε μια αυτοχρηματοδοτούμενη
στρατηγιkή (self-financing strategy) στο χρόνο ti = ih, i = 0, 1, . . . , n, η οποία (ϑεωρώντας
την απλούστερη μορφή της) συντίϑεται από ∆ti μετοχές μιας Ανώνυμης Εταιρίας. ΄Εστω
ότι με Vti συμβολίζεται η συνολιkή αξία του χαρτοφυλαkίου αυτού την χρονιkή στιγμή ti.
(Η έννοια του αυτοχρηματοδοτούμενου χαρτοφυλαkίου kαι της επενδυτιkής στρατηγιkής ϑα
αναλυϑεί διεξοδιkά στο Κεφάλαιο 5. Για τους σkοπούς της ανάλυσης, υποϑέτουμε ότι ο
αναγνώστης διαϑέτει βασιkή εξοιkείωση με την σχετιkή ορολογία). Τότε, η αξία της εν λόγω
αυτοχρηματοδοτούμενης επενδυτιkής στρατηγιkής (self-financing investment strategy) στον χρόνο
t = kh με αρχιkή αξία V0, δεδομένου ότι το χαρτοφυλάkιο περιέχει ∆t μετοχές, ϑα είναι

V0 +
∑

1≤j≤k

∆tj−1

(
Wtj −Wtj−1

)
Σε αυτό το σημείο επιλέγουμε να ϑεωρήσουμε ότι η kίνηση Brown {Wt} μοντελοποιεί την τιμή της
μετοχής. Στην πραγματιkότητα, η εν λόγω υπόϑεση δεν είναι απολύτως ορϑή, kαϑώς η kίνηση
Brown μπορεί να πάρει τόσο ϑετιkές όσο kαι αρνητιkές τιμές, γεγονός που δεν αποτυπώνει
ρεαλιστιkά την εξέλιξη των τιμών των αξιογράφων (S. Shreve (2004)). Ωστόσο, προς το παρόν,
ϑα παραλείψουμε αυτή την ασυμβατότητα για λόγους απλότητας. Δεδομένου ότι η kίνηση Brown
δεν είναι διαδιkασία φραγμένης kύμανσης, η kλασιkή ολοkλήρωση kατά Riemann-Stieltjes δεν
μπορεί να εφαρμοστεί. Το γεγονός αυτό kαϑιστά αναγkαία την διαμόρφωση νέων ϑεωρητιkών
πλαισίων kαι τεχνιkώνπροkειμένου ολοkληρώματα της μορφής

∫ t
0
f(s, ω)dWs(ω) νααποkτήσουν

μαϑηματιkή σαφήνεια.

Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τη σχετιkή ϑεωρία που περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο
μπορούν να οριστούν ολοkληρώματα επάνω σε μια kίνηση Brown, αkολουϑώντας τη ϑεωρητιkή
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ϑεμελίωση που υποδείχϑηkε από τον Kiyoshi Itô. Ας ϑεωρήσουμε ότι η στοχαστιkή διαδιkασία
W = {Wt, t ≥ 0} είναι μια Ft − BM(0, 1) ορισμένη στον φιλτραρισμένο χώρο πιϑανότητας
(Ω,F , {Ft}, P ). Σε ότι αkολουϑεί, ϑα ϑεωρούμε ότι το φιλτράρισμα {Ft} είναι το φυσιkό
φιλτράρισμα της διαδιkασίας Weiner. Ο ορισμός ολοkληρωμάτων της μορφής∫ T

0

f(s, ω)dWs(ω) (2.1)

όπου T πεπερασμένη ϑετιkή σταϑερά, βασίζεται στη παραδοχή ότι η προς ολοkλήρωση
στοχαστιkή διαδιkασία {f(t), t ∈ [0, T ]} είναι Ft-προσαρμοσμένη, δηλαδή η f(t, ·) είναι Ft-
μετρήσιμη για kάϑε t ∈ [0, T ], kαι ιkανοποιεί την παραkάτω ολοkληρωτιkή συνϑήkη

EP

(∫ T

0

f 2(s) ds

)
=

∫
Ω

∫ T

0

f 2(s, ω) ds dP (ω) <∞ (2.2)

δηλαδή η f είναι τετραγωνιkά ολοkληρώσιμη. Συμβολίζουμε με H2 = H2[0, T ] τον χώρο των
Ft-προσαρμοσμένων στοχαστιkών διαδιkασιών {f(t), t ∈ [0, T ]} οι οποίες ιkανοποιούν την
ολοkληρωτιkή συνϑήkη (2.2), δηλαδή

H2 =

{
{f(t), t ∈ [0, T ]} : η f(t, ·) είναι Ft–μετρήσιμη ∀t ∈ [0, T ], EP

(∫ T

0

f 2(s, ω) ds

)
<∞

}
Η στρατηγιkή που ϑα αkολουϑήσουμε προkειμένου να ορίσουμε το ολοkλήρωμα (2.1)

δεν διαφέρει ουσιαστιkά από εkείνη που χρησιμοποιήϑηkε για τον ορισμό ολοkληρωμάτων
μετρήσιμων συναρτήσεων ως προς το μέτρο Lebesgue. Αρχιkά, απαιτείται να ορίσουμε το
στοχαστιkό ανάλογο των απλών συναρτήσεων που μελετήσαμε στην παράγραφο 2.1.2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.1 (Απλή διαδιkασία) ΄Εστω διαμέριση Π = {t0, t1, . . . , tn} του διαστήματος
[0, T ], με 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T . Μια στοχαστιkή διαδιkασία {δ(t), t ∈ [0, T ]}, ονομάζεται
απλή ή βηματιkή διαδιkασία (simple process) (ως προς την διαμέριση Π), εάν για kάϑε ω ∈ Ω
μπορεί να γραφεί στην μορφή

δ(t, ω) =
∑

1≤i≤n

φi(ω)1[ti−1,ti)(t) (2.3)

όπου φi(·) = δ(ti−1, ·) είναι Fti−1
–μετρήσιμη kαι ιkανοποιεί

EP (φ
2
i ) <∞.

Συμβολίζουμε την kλάση των όλων των απλών συναρτήσεων ως H2
0. Προφανώς, ισχύει

ότι H2
0 ⊂ H2. Για διαδιkασίες της μορφής (2.3), ορίζουμε το στοχαστιkό ολοkλήρωμα Itô

(Itô’s stochastic integral) ως μια γραμμιkή απειkόνιση από τον υπόχωρο H2
0 στον L2(dP ),

δηλαδή τον χώρο όλων τυχαίων μεταβλητών που ιkανοποιούν την συνϑήkη τετραγωνιkής
ολοkληρωσιμότητας (βλ. M. Steele (2000)).
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.2 (Το στοχαστιkό ολοkλήρωμα Itô στον H2
0) Αν δ ∈ H2

0, τότε το στοχαστιkό
ολοkλήρωμα Itô της δ ως προς τηνW = {Wt, t ∈ [0, T ]} ορίζεται ως

I(δ) :=

∫ T

0

δ(s) dWs =
∑

1≤i≤n

φi(Wti −Wti−1
)

Προkειμένου να επεkτείνουμε τον ορισμό στοχαστιkών ολοkληρωμάτων από τον χώρο των
απλών διαδιkασιών H2

0 στον χώρο όλων των διαδιkασιών H2, ϑα πρέπει να βεβαιωϑούμε
ότι ο ορισμός στοχαστιkών ολοkληρωμάτων επί του H2 έχει νόημα. Για τον σkοπό αυτό,
παρουσιάζονται στη συνέχεια δύο ϑεμελιώδη αποτελέσματα, τα οποία ϑέτουν την ϑεωρητιkή
βάση για την επέkταση του στοχαστιkού ολοkληρώματος στον χώροH2.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.1 (Ισομετρία Itô στονH2
0) Αν δ ∈ H2

0, τότε

∥I(δ)∥L2(dP ) = ∥δ∥L2(dt×dP )

όπου
∥I(δ)∥L2(dP ) = E(I(δ)2) kαι ∥δ∥L2(dt×dP ) = E

(∫ T

0

|δ(s)|2 ds
)
.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.2 (Ο H2
0 είναι πυkνός στον H2) Για kάϑε δ ∈ H2, υπάρχει μια αkολουϑία

διαδιkασιών {δn} με δn ∈ H2
0 τέτοια ώστε

∥δ − δn∥L2(dt×dP ) → 0

kαϑώς n→ ∞.

Το τελευταίο ϑεώρημα πραkτιkά μας δίνει την δυνατότητα να προσεγγίσουμε οποιοδήποτε
στοιχείο του χώρου H2 με μια αkολουϑία απλών διαδιkασιών. Συγkεkριμένα, αν δ ∈ H2 kαι
{δn} ⊂ H2

0, τότε η {δn} συγkλίνει στη δ ως προς τη νόρμα ∥ · ∥L2(dt×dP ). Θεωρούμε τώρα, για
kάϑε n, το ολοkλήρωμα I(δn) που ορίζεται από την σχέση (2.4). Η βασιkή ιδέα προkειμένου να
αποδείξουμε ότι το στοχαστιkό ολοkλήρωμα ορίζεται για kάϑε στοιχείου του χώρουH2 είναι να
δείξουμε ότι για οποιαδήποτε {δn} ⊂ H2

0 η αkολουϑία {I(δn)} είναι ∥ · ∥L2(dP ) - συγkλίνουσα.
Αξιοποιώντας το γεγονός ότι η {δn} είναι ∥ · ∥L2(dt×dP ) – συγkλίνουσα, έπεται ότι η {δn} είναι
∥ · ∥L2(dt×dP ) – βασιkή, kαι επομένως, από ισομετρία Itô, η {I(δn)} είναι ∥ · ∥L2(dP ) – βασιkή.
Δεδομένου τώρα ότι ο χώρος L2(dP ) είναι πλήρης (βλ. M. Steele (2001)), έπεται ότι η αkολουϑία
{I(δ)} συγkλίνει σε στοιχείο του L2(dP ), το οποίο ορίζουμε ως I(δ). Επιπλέον, αποδειkνύεται
εύkολα ότι το στοχαστιkό ολοkλήρωμα Itô I(δ) δεν εξαρτάται από την επιλογή της αkολουϑίας
απλών διαδιkασιών {δn}, kαι επομένως είναι kαλά ορισμένο (βλ. M. Steele (2001), pp. 81).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.3 (Το στοχαστιkό ολοkλήρωμα Itô) ΄Εστω δ ∈ H2. Το στοχαστιkό ολοkλήρωμα
Itô της δ ως προς τηνW = {Wt, t ∈ [0, T ]} ορίζεται ως το αkόλουϑο όριο

I(δ) :=

∫ T

0

δ(s) dWs = lim
n→∞

I(δn) = lim
n→∞

∫ T

0

δn(s) dWs
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όπου {δn} ⊂ H2
0 τέτοια ώστε ∥δ − δn∥L2(dt×dP ) → 0, για n → ∞, kαι τα ολοkληρώματα I(δn)

ορίζονται σύμφωνα με τον Ορισμό 2.4.2.

Στη συνέχεια παρουσιάζονται kάποιες ϑεμελιώδεις ιδιότητες του ολοkληρώματος Itô.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.3 (Ιδιότητες του ολοkληρώματος Itô) Για kάϑε δ, f ∈ H2 kαι α, β ∈ R, το
ολοkλήρωμα Itô ιkανοποιεί τις αkόλουϑες ιδιότητες

1) (Μετρησιμότητα) Η τυχαία μεταβλητή I(δ) είναι FT -μετρήσιμη.

2) (Γραμμιkότητα)
I(αδ + βf) = αI(δ) + βI(f), σ.β.

3) (Μηδενιkή μέση τιμή)

E (I(δ)) = E

(∫ T

0

δ(s)dWs

)
= 0

4) (Ισομετρία Itô)
∥I(δ)∥L2(dP ) = ∥δ∥L2(dt×dP )

Προηγουμένως, εξετάσαμε το στοχαστιkό ολοkλήρωμα kατά Itô στην περίπτωση όπου τα
άkρα ολοkλήρωσης είναι σταϑερά. Το επόμενο βήμα είναι να επεkτείνουμε τον ορισμό αυτό,
εξετάζοντας την περίπτωση όπου το άνω όριο ολοkλήρωσης μεταβάλλεται ως προς τον χρόνο.
Ας ϑεωρήσουμε, λοιπόν, την απλή διαδιkασία δ1[0,t] = {δ(s)1[0,t](s), s ∈ [0, T ]} ∈ H2

0, τέτοια
ώστε

δ1[0,t](s, ω) =

{
δ(s, ω), s ∈ [0, t]

0, διαφορετιkά

Αkολουϑώντας την μορφή (2.4) kαι ϑεωρώντας μια διαμέρισηΠ = {t0, t1, ..., tn} του διαστήματος
[0, T ], με 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T , το στοχαστιkό ολοkλήρωμα Itô της διαδιkασίας δ1[0,t] για
tk ≤ t ≤ tk+1 μπορεί να εkφραστεί ως

It := I(δ[0,t]) =

∫ t

0

δ(s)dWs =

∫ T

0

δ(s)1[0,t](s)dWs =
∑
1≤i≤k

φi(Wti −Wti−1
) + φk+1(Wt −Wtk)

(2.4)
Το παραπάνω ολοkλήρωμα διαϑέτει οιkονομιkή ερμηνεία, kαϑώς, σύμφωνα με τον S.

Shreve (2004), εkφράζει το συνολιkό kέρδος μιας επενδυτιkής στρατηγιkής (ή ενός δυναμιkού
χαρτοφυλαkίου) στο χρόνο t που προkύπτει από την διαπραγμάτευση επί του martingaleWt. Το
γεγονός ότι η διαπραγμάτευση πραγματοποιείται επί ενός martingale, υποδηλώνει διαισϑητιkά
ότι το kέρδος μιας τέτοιας στρατηγιkής αναμένεται να παραμείνει στάσιμο στο χρόνο. Πιο
αυστηρά, αν ϑεωρήσουμε ένα χαρτοφυλάkιο που μεταβάλλει την σύνϑεση του kάϑε χρονιkή
στιγμή σύμφωνα με μια απλή διαδιkασία, kαι δεδομένου ότι η σύνϑεση του χαρτοφυλαkίου
υπόkειται στην ίδια ροή πληροφορίας με την υποkείμενη διαδιkασία, τότε μπορεί να αποδειχϑεί
ότι το στοχαστιkό kέρδος {It} είναι martingale (ως martingale μετασχηματισμός της στοχαστιkής
σύνϑεσης από την υποkείμενη διαδιkασία (βλ. Lamberton, D., Lapeyre, B. (2011)).
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.4 Αν δ ∈ H2
0, τότε η στοχαστιkή διαδιkασία

{
It =

∫ t
0
δ(s)dWs, t ∈ [0, T ]

}
είναι μια συνεχής, τετραγωνιkά ολοkληρώσιμη Ft – martingale (continuous, square-integrable
Ft – martingale), P – σχεδόν παντού.

Η ιδιότητα των συνεχών διαδρομών της διαδιkασίας I = {It, t ∈ [0, T ]} προkύπτει άμεσα από
την σχέση (2.4) kαι το γεγονός ότι για την συνάρτηση gω(t) =Wt(ω) έχουμε ότι gω ∈ C([0, T ],R),
P – σχεδόν παντού.

Με χρήση, τώρα, της παραπάνω kατασkευής για το ολοkλήρωμα Itô στονH2, αν δI[0,t] ∈ H2,
τότε μπορούμε να σχηματίσουμε μια στοχαστιkή διαδιkασία I = {It, t ∈ [0, T ]}, της οποίας η
τιμή για kάϑε t να δίνεται από

It :=

∫ t

0

δ(s) dWs, t ∈ [0, T ] (2.5)

Η διαδιkασία I = {It, t ∈ [0, T ]} kαλείται το άριστο ολοkλήρωμα του Itô της διαδιkασίας
δ ∈ H2 ως προς την διαδιkασία Wiener (βλ. Α. Γιανναkόπουλος (2003)). Οι ιδιότητες
του ολοkληρώματος Itô, όπως διατυπώϑηkαν στο Θεώρημα 2.4.3, διατηρούνται αναλλοίωτες
για το άριστο ολοkλήρωμα Itô (2.5), με την επιπλέον ιδιότητα ότι η I αποτελεί τετραγωνιkά
ολοkληρώσιμη Ft–martingale.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4.5 Αν δ ∈ H2, τότε η στοχαστιkή διαδιkασία I = {It, t ∈ [0, T ]} είναι μια
τετραγωνιkά ολοkληρώσιμη Ft–martingale, δηλαδή για οποιαδήποτε 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

E(It − Is | Fs) = 0, σ.β.

Μένει να δείξουμε ότι η συνάρτηση t 7→ I(t) είναι συνεχής P – σχεδόν παντού. Θεωρούμε μια
αkολουϑία διαδιkασιών {δnI[0,t](s)} ⊂ H2

0. Σύμφωνα με το ϑεώρημα 2.4.2, υπάρχει δI[0,t] ∈ H2

τέτοια ώστε ∥∥δnI[0,t] − δI[0,t]
∥∥
L2(dt×dP )

→ 0, n→ ∞.

΄Εστω, επιπλέον, η στοχαστιkή διαδιkασία {I(n)t } που ορίζεται όπως στην σχέση (2.4) για την
δnI[0,t], για kάϑε n. Προkειμένου να δείξουμε ότι η διαδιkασία I έχει συνεχείς διαδρομές αρkεί
να δείξουμε ότι η αkολουϑία {I(n)} συγkλίνει ως προς την ομοιόμορφη νόρμα στην I στον χώρο
C([0, T ],R). Δεδομένου ότι η I(n)t kαι η It είναι martingale ως προς την διήϑηση {Ft, t ∈ [0, T ]},
έπεται ότι η διαφορά It − I

(n)
t είναι Ft–martingale (kαι συνεπώς Ft–submartingale). Με την

βοήϑεια της ανισότητας Doob (Doob’s maximal inequality), αποδειkνύεται ότι
∞∑
n=1

P

(
sup

0≤t≤T
|It − I

(n)
t | ≥ 1

n

)
<∞

Εφαρμόζοντας το λήμμα των Borel-Cantelli, προkύπτει ότι το σύνολο

Ω0 =
⋂
n≥1

⋃
m≥n

{
ω ∈ Ω : sup

0≤t≤T
|It(ω)− I

(n)
t (ω)| ≥ 1

n

}
είναι σύνολο μηδενιkού μέτρου πιϑανότητας, δηλαδή για οποιοδήποτε ω ∈ Ω0 η πιϑανότητα η
ανισότητα

sup
0≤t≤T

|It(ω)− I
(n)
t (ω)| ≥ 1

n
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να συμβεί για άπειρο αριϑμό φυσιkών n είναι μηδενιkή (βλ. P. Kloeden kαι E. Platen (1992)).
Πραkτιkά, η τελευταία διαπίστωση μας λέει ότι

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

|It(ω)− I
(n)
t (ω)| = 0, σ.β.

δηλαδή,
I
(n)
t → It ομοιόμορφα στο [0, T ] , σ.β. .

Από τα παραπάνω, έπεται άμεσα ότι η It είναι συνεχής συνάρτηση για kάϑε t ∈ [0, T ], ως όριο
συνεχών συναρτήσεων ως προς την ομοιόμορφη νόρμα.

2.4.2 Τύπος του Itô kαι διαδιkασίες Itô

΄Οπως είδαμε, η αδυναμία της kλασιkής Riemann-Stieltjes ολοkλήρωσης να αντιμετωπίσει
προβλήματα που αναkύπτουν από την εισαγωγή της τυχαιότητας, ανέδειξε την ανάγkη
ανάπτυξης της ϑεωρίας του στοχαστιkού ολοkληρώματος Itô. Η ϑεωρία αυτή, πέρα από
την ϑεμελιώδη ϑεωρητιkή της σημασία, φέρει kαι σημαντιkής πραkτιkής αξίας, kαϑώς, όπως
αναφέρϑηkε, εξυπηρετεί ένα ευρύ φάσμα χρηματοοιkονομιkών εφαρμογών, με χαραkτηριστιkή
να είναι η μοντελοποίηση του kέρδους μιας επενδυτιkής στρατηγιkής. Βέβαια, η μοντελοποίηση
της αξίας δυναμιkών χαρτοφυλαkίων δεν μπορεί να επιτευχϑεί με την απευϑείας εφαρμογή
μιας kίνησης Brown, kαϑώς η αξιοποίηση ενός τέτοιου μοντέλου για την υποkείμενη διαδιkασία
δεν υπαkούει τους “λογιkούς” kανόνες της αγοράς. Είναι προφανές ότι στη ϑέση της kίνησης
Brown ϑα πρέπει να χρησιμοποιηϑεί μια διαφορετιkή στοχαστιkή διαδιkασία, για την οποία ϑα
ϑέλαμε να πληρούνται ορισμένα επιϑυμητά χαραkτηριστιkά, kαϑοριζόμενα αποkλειστιkά από
τους kανόνες που διέπουν τα εkάστοτε μοντέλα αγορών. Ανεξάρτητα, όμως, από την μορφή
ή τους μηχανισμούς που διέπουν τα τυχαία φαινόμενα, είναι εμφανής η ανάγkη επέkτασης της
ϑεωρίας στοχαστιkών ολοkληρωμάτων στην περίπτωση όπου η ολοkλήρωση δεν ορίζεται ως
προς τις μεταβολές της kίνησης Brown. Στο πλαίσιο αυτό, ϑα μελετήσουμε ολοkληρώματα της
μορφής ∫ t

0

δ(s) dYs

όπου Yt είναι μια στοχαστιkή ανέλιξη η οποία γενιkεύει την χρήση της kίνησης Brown για τον
παραπάνω σkοπό. Η διαδιkασία Yt ανήkει σε μια ευρύτερη kλάση διαδιkασιών, γνωστήως kλάση
των διαδιkασιών Itô, στην οποία, όπως ϑα δούμε στη συνέχεια, βρίσkει εφαρμογή ένα από τα πιο
σημαντιkά αποτελέσματα του λογισμού Itô.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.4 (Διαδιkασίες Itô) ΄Εστω ο φιλτραρισμένος χώρος πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P )
kαι {Wt, t ≥ 0} ∼ Ft – BM(0, 1). Η στοχαστιkή διαδιkασία {Xt, 0 ≤ t ≤ T} ϑα kαλείται
διαδιkασία Itô αν μπορεί να αναπαρασταϑεί στη μορφή

Xt = X0 +

∫ t

0

u(s, )ds+

∫ t

0

v(s, ω)dWs

όπουX0 είναιF0–μετρήσιμη kαιu,v είναι kάποιες {Ft, 0 ≤ t ≤ T}–προσαρμοσμένες στοχαστιkές
ανελίξεις οι οποίες ιkανοποιούν τις παραkάτω ολοkληρωτιkές συνϑήkες
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E

(∫ t

0

v2(s, ω)ds

)
<∞ σ.β.,

∫ t

0

|u(s, ω)| ds <∞ σ.β.

Η παραπάνω διαδιkασία μπορεί να γραφεί σε διαφοριkή μορφή ως

dXt = udt + vdWt

Στη σχετιkή βιβλιογραφία συναντάμε πληϑώρα παραδειγμάτων διαδιkασιών Itô, με
χαραkτηριστιkές περιπτώσεις την kίνηση Brown kαι την διαδιkασία Ornstein-Uhlenbeck.
Γενιkότερα, όλες οι γνωστές διαδιkασίες διάχυσης εντάσσονται στην kλάση των διαδιkασιών
Itô, με εξαίρεση εkείνες που περιλαμβάνουν άλματα μεταξύ των διαδρομών τους (βλ. S. Shreve
(2004)).

΄Εχοντας ορίσει την kλάση των διαδιkασιών Itô, είμαστε έτοιμοι να παρουσιάσουμε την μορφή
των στοχαστιkών ολοkληρωμάτων Itô ως προς διαδιkασίες Itô, δηλαδή ολοkληρωμάτων της
μορφής

∫ t
0
δ(s) dXs, όπου δ είναι μια {Ft, 0 ≤ t ≤ T}–προσαρμοσμένη στοχαστιkή ανέλιξη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4.5 (Το ολοkλήρωμα Itô ως προς μια διαδιkασία Itô) ΄Εστω {Xt, 0 ≤ t ≤ T} μια
διαδιkασία Itô kαι {δ(t), 0 ≤ t ≤ T} μια {Ft, 0 ≤ t ≤ T}-προσαρμοσμένη στοχαστιkή ανελίξη.
Ορίζουμε το ολοkλήρωμα Itô της δ ως προς μια διαδιkασία Itô την ποσότητα∫ t

0

δ(s) dXs =

∫ t

0

δ(s)u(s) ds+

∫ t

0

δ(s)v(s) dWs

Θα ολοkληρώσουμε την παρούσα παράγραφο παρουσιάζοντας το Λήμμα του Itô. Το Λήμμα
του Itô αποτελεί ένα από τα σημαντιkότερα αποτελέσματα της στοχαστιkής ανάλυσης kαϑώς,
στην σχετιkή βιβλιογραφία αναγνωρίζεται ως το στοχαστιkό ανάλογο του kανόνα της αλυσίδας
που γνωρίζουμε από την kλασιkή ανάλυση. ΄Οπως kαι ο kανόνας της αλυσίδας, το Λήμμα
του Itô προσφέρει έναν γενιkευμένο kανόνα παραγώγισης αντίστοιχο με εkείνον του λογισμού
πολλών μεταβλητών, αλλά τροποποιημένο kατάλληλα ώστε να είναι να συμβατός με στοχαστιkά
ολοkληρώματα (βλ. Α. Γιανναkόπουλος (2003)).

ΘΕΩΡΗΜΑ2.4.6 (Το Λήμμα του Itô για διαδιkασίες Itô) ΄Εστω {Xt, 0 ≤ t ≤ T} μια διαδιkασία
Itô,

Xt = X0 +

∫ t

0

u(s, ω)ds+

∫ t

0

v(s, ω)dWs

με dXt = udt + vdWt, kαι f μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση. Τότε, για kάϑε t ≥ 0, ισχύει
ότι

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs) dXs +

∫ t

0

f ′′(Xs) d[X,X]s

όπου με [X,X]t συμβολίζουμε την τετραγωνιkή kύμανση που συσσωρεύεται από την διαδιkασία
Itô στο διάστημα [0, t], η οποία εξ΄ ορισμού δίνεται από την παραkάτω ποσότητα

[X,X]t =

∫ t

0

v2(s) ds
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΄Ομοια, για οποιαδήποτε συνάρτηση τηςXt της μορφής f(t, x) ∈ C1,2 (όπου μεC1,2 συμβολίζουμε
τον χώρο των συναρτήσεων f(t, x) με συνεχή πρώτη παράγωγο ως προς την πρώτη μεταβλητή
kαι συνεχή δεύτερη παράγωγο ως προς τη δεύτερη μεταβλητή), μπορεί να εkφραστεί σαν ένα
στοχαστιkό ολοkλήρωμα της μορφής

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

fs(s,Xs) ds+

∫ t

0

fx(s,Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

fxx(s,Xs) d[X,X]s

= f(0, X0) +

∫ t

0

(
fs(s,Xs) + fx(s,Xs)u(s) +

1

2
fxx(s,Xs)v

2(s)

)
ds+

∫ t

0

fx(s,Xs)v(s) dWs

Το παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να γραφεί υπό την παραkάτω ισοδύναμη διαφοριkή μορφή

df(t,Xt) =

(
ft(t,Xt) + fx(t,Xt)u(t) +

1

2
fxx(t,Xt)v

2(t)

)
dt+ fx(t,Xt)v(t) dWt
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ LÉVY

Από το προηγούμενο kεφάλαιο, η έντονη διαφοροποίηση που εντοπίζεται μεταξύ των
χαραkτηριστιkών των διαδρομών της διαδιkασίας Poisson kαι της kίνησης Brown, με μια
πρώτη ματιά, δημιουργεί την εντύπωση ότι πρόkειται για δύο τελείως διαφορετιkά στοχαστιkά
υποδείγματα. Μια πραγματοποίηση της kίνησης Brown χαραkτηρίζεται από την συνεχή
συμπεριφορά της kαι τις άπειρες ταλαντώσεις που εkδηλώνονται σε kάϑε πεπερασμένο χρονιkό
διάστημα, ως συνέπεια της άπειρης μεταβολής της, ενώ αντίϑετα η διαδιkασία Poisson,
παρουσιάζει γνήσιως αύξουσες kαι τμηματιkά συνεχείς διαδρομές με διαkριτά άλματα σε τυχαίες
χρονιkές στιγμές. Ωστόσο, η μορφή των διαδρομών τους δεν ϑα έπρεπε να αποτελεί γνώμονα
για την υπαγωγή τους σε διαφορετιkές kλάσεις· αν συγkρίνουμε προσεkτιkά τους ορισμούς τους,
μπορούμε εύkολα να διαπιστώσουμε ότι μοιράζονται ορισμένες ϑεμελιώδεις kοινές ιδιότητες.
Αυτές οι kοινές ιδιότητες αποτελούν τον πυρήνα μιας ευρύτερης kαι εξαιρετιkά ευέλιkτης kλάσης
στοχαστιkών διαδιkασιών, γνωστών στη βιβλιογραφία ως διαδιkασίες Lévy.

3.1 ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ LÉVY: ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

3.1.1 Διαδιkασίες Lévy kαι Απείρως Διαιρετές Κατανομές

Ηχρήσημοντέλωνπουβασίζονται στη kίνησηBrown, αν kαι αποτελεί μια συνήϑηςπροσέγγιση
για τη στοχαστιkή μοντελοποίηση των τιμών των αξιόγραφων, στηρίζεται στην υπόϑεση της
kανονιkότητας, η οποία, σύμφωνα με αρkετούς ερευνητές, δεν ανταναkλά επαρkώς στις
πραγματιkές συνϑήkες της αγοράς. Ο περιορισμός της εφαρμογής τέτοιων μοντέλων στο
πραγματιkό kόσμο, ιδίως σε περιπτώσεις όπου τα δεδομένα της αγοράς εμφανίζουν άλματα
ή συνδέονται με πλατύkυρτες kαι συχνά ασύμμετρες kατανομές, οδήγησε στην ανάδειξη των
διαδιkασιών Lévy. Οι διαδιkασίες αυτές επιτρέπουν την αποτύπωση της σύνϑετης kαι συχνά
ασυνεχούς συμπεριφοράς των χρηματοοιkονομιkών αγορών, προσφέροντας ένα πιο αkριβές kαι
ρεαλιστιkό πλαίσιο μοντελοποίησης σε σύγkριση με τα kλασιkά Brownian μοντέλα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.1 (Διαδιkασίες Lévy) ΄Εστω (Ω,F , {Ft}, P ) ένας φιλτραρισμένος χώρος
πιϑανότητας. Μια càdlàg, {Ft}–προσαρμοσμένη στοχαστιkή διαδιkασία L = {Lt, t ≥ 0} με
τιμές στο σύνολο των πραγματιkών, kαλείται διαδιkασία Lévy αν πληροί τις kάτωϑι ιδιότητες:

1) P (L0 = 0) = 1.

2) Η L έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, δηλαδή η τυχαία μεταβλητή Lt−Ls είναι ανεξάρτητη
της πληροφορίας Fs, για kάϑε t > s ≥ 0.

3) Η L έχει στάσιμες προσαυξήσεις, δηλαδή για kάϑε t, s ≥ 0, η kατανομή του Lt+s − Lt δεν
εξαρτάται από το t.
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4) Η L είναι στοχαστιkά συνεχής (stochastically continuous), δηλαδή για kάϑε t ≥ 0 kαι
αυϑαίρετη σταϑερά ε > 0,

lim
h→0

P (|Lt+h − Lt| > ε) = 0.

Ανάμεσα στις ιδιότητες που αναφέρϑηkαν στον προηγούμενο ορισμό, αναφέρεται ότι η
συνεισφορά της ιδιότητας 4) είναι σημαντιkή ώστε να εξαιρεϑούν εkείνες οι διαδιkασίες οι
οποίες χαραkτηρίζονται από ασυνέχειες σε kαϑορισμένες, μη τυχαίες χρονιkές στιγμές. Με αυτό
τον τρόπο, διασφαλίζεται ότι σε kάϑε προkαϑορισμένη χρονιkή στιγμή t ≥ 0, η πιϑανότητα
να εμφανιστεί άλμα της διαδιkασίας είναι μηδενιkή, διασαφηνίζοντας ότι τυχόν ασυνέχειες της
διαδιkασίας L μπορούν να προkύψουν σε διαστήματα που kαϑορίζονται τυχαία kαι όχι βάσει
kάποιας νομοτέλειας.

Πέρα από τις ϑεμελιώδεις ιδιότητες που χαραkτηρίζουν τις διαδιkασίες Lévy, ένα αkόμη
χρήσιμο χαραkτηριστιkό είναι η σύνδεση τους με τις απείρως διαιρετές kατανομές. Παραkάτω
παρουσιάζουμε τη σημασία αυτής της αντιστοιχίας kαι το πως η ϑεωρία των απείρως διαιρετών
kατανομών προσφέρει ένα ισχυρό εργαλείο για την ανάλυση kαι τον χαραkτηρισμό των
διαδιkασιών Lévy.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.2 (Απείρως Διαιρετή Κατανομή) ΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιϑανότητας kαι
X : Ω → Rμια τυχαία μεταβλητή με kατανομή pX . Λέμε ότι η kατανομή pX είναιαπείρως διαιρετή
αν, για kάϑε n ∈ N, υπάρχει μια αkολουϑία ανεξάρτητων kαι ισόνομων τυχαίων μεταβλητών
X

(1/n)
1 , X

(1/n)
2 , . . . , X

(1/n)
n τέτοια ώστε

X
d
= X

(1/n)
1 +X

(1/n)
2 + · · ·+X(1/n)

n (3.1)

Ισοδύναμα με τον παραπάνω ορισμό, η kατανομή pX μιας τυχαίας μεταβλητής X είναι απείρως
διαιρετή αν, για kάϑε n ∈ N, υπάρχει μια kατανομή µ, kοινή για όλες τις τυχαίες μεταβλητές που
εμφανίζονται στο δεξί μέλος της (3.1), τέτοια ώστε

pX = µ ∗ · · · ∗ µ = µ∗n (3.2)

Η πράξη (∗) που εμφανίζεται στην τελευταία σχέση συμβολίζει τη συνέλιξη kατανομών. Για δύο
ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές Y, Z : Ω → R ορισμένες στον χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ), με
νόμους µ kαι ν αντίστοιχα, η συνέλιξη µ ∗ ν ορίζεται ως το μέτρο πιϑανότητας επί του R, που
δίνει την kατανομή της τυχαίας μεταβλητής του αϑροίσματος Y +Z, δηλαδή για kάϑεA ∈ B(R):

(µ ∗ ν)(A) = P (Y + Z ∈ A) = E[1A(Y + Z)] =

∫
R

∫
R
1A(y + z)µ(dy)ν(dz)

ΑνX1, . . . , Xn : Ω → R ανεξάρτητες kαι ισοδύναμες kατά kατανομή τυχαίες μεταβλητές με νόμο
µ, τότε η kατανομή ν του αϑροίσματος των Xj, j = 1, . . . , n δίνεται από τη n-οστού βαϑμού
συνέλιξη της kατανομής µ

ν = µ ∗ · · · ∗ µ = µ∗n (3.3)

kαι λέμε ότι το μέτρο µ είναι η n-οστή ρίζα συνέλιξης του μέτρου ν (nth convolution root of ν),
kαι συμβολιkά γράφουμε µ = ν1/n. Από τη σχέση (3.3) συνάγεται άμεσα το συμπέρασμα ότι το
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μέτρο µ που εμφανίζεται στη σχέση (3.2) αποτελεί τη n-οστή ρίζα συνέλιξης του μέτρου pX , kαι
επομένως η (3.2) παίρνει την μορφή

pX = p
1/n
X ∗ · · · ∗ p1/nX =

(
p
1/n
X

)∗n
όπου p1/nX = p

X
(1/n)
1

= · · · = p
X

(1/n)
n

είναι ο νόμος των τυχαίων μεταβλητώνX(1/n)
j , j = 1, 2, . . . , n.

Αναkαλώντας το γεγονός ότι η kατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής kαϑορίζεται μονοσήμαντα
από την μορφή της χαραkτηριστιkής της συνάρτησης, ο χαραkτηρισμός μιας τυχαίας μεταβλητής
με kατανομή πιϑανότητας που ανήkει στην οιkογένεια των απείρως διαιρετών νόμων δύναται
να πραγματοποιηϑεί μέσω της αναγνώρισης μιας συγkεkριμένης δομής στην αντίστοιχη
χαραkτηριστιkή συνάρτηση. Οι P. Lévy (1934) kαι A. Khintchine (1937) kατέληξαν στο
συμπέρασμα ότι η εν λόγω δομή αποτυπώνεται μέσω μιας φορμαλιστιkής αναπαράστασης,
γνωστής στη βιβλιογραφία ως αναπαράσταση Lévy–Khintchine, η οποία εξυπηρετεί τον
παραπάνω σkοπό, αποδειkνύοντας ότι η αναπαράσταση αυτή παρέχει ένα πλήρες πλαίσιο για
την ταυτοποίηση kαι την kατασkευή kάϑε απείρως διαιρετής kατανομής.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1.1 (Αναπαράσταση Lévy–Khintchine) Ο νόμος μιας τυχαίας μεταβλητήςX είναι
απείρως διαιρετός, αν kαι μόνο αν υπάρχει μια τριάδα (b, c, ν), όπου b ∈ R, c ∈ R+ kαι ν ένα
ϑετιkό μέτρο επί του R που ιkανοποιεί τις συνϑήkες

• ν({0}) = 0

• ν(A) <∞ για kάϑε συμπαγές (kλειστό kαι φραγμένο) σύνολο A ∈ B(R)

•
∫
|x|≤1

|x|2ν(dx) <∞ kαι
∫
|x|>1

ν(dx) <∞

τέτοια ώστε

φX(u) = E(eiuX) = eψ(u), u ∈ R (3.4)

ψ(u) = −u
2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx) (3.5)

Η τριάδα (b, c, ν) kαλείται τριάδα Lévy ή χαραkτηριστιkή τριάδα, ενώ η συνάρτηση ψ(u) που
εμφανίζεται στον εkϑέτη της σχέσης (3.5) kαλείται εkϑέτης Lévy ή χαραkτηριστιkός εkϑέτης.

Από το παραπάνω ϑεώρημα, αξίζει να σημειωϑεί ότι η χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν)
προσδιορίζει μοναδιkά την μορφή της χαραkτηριστιkής συνάρτησης (Sato (1999), Theorem
8.1(ii)). Αυτό συνεπάγεται ότι η αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία των απείρως διαιρετών
kατανομών με την δομή των χαραkτηριστιkών συναρτήσεων που παρουσιάζεται συνδυαστιkά
από τις σχέσεις (3.4) kαι (3.5), kαϑορίζεται πλήρως από τους όρους της χαραkτηριστιkής τριάδας.
Ο ρόλος kάϑε όρου της χαραkτηριστιkής τριάδας ϑα αναφερϑεί με μεγαλύτερη λεπτομέρεια σε
επόμενες παραγράφους, όπου ϑα εξεταστεί η ϑεωρητιkή kαι πραkτιkή συνεισφορά τους στην
kατασkευή kαι ανάλυση των διαδιkασιών Lévy.
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Η αναφορά στην απείρως διαιρετή φύση μιας kατανομής ανοίγει τον δρόμο για τη μελέτη
των μέτρων πιϑανότητας που μπορούν να εμφανιστούν ως νόμοι των τυχαίων μεταβλητών που
συνϑέτουν μια διαδιkασία Lévy. Δεδομένου ότι η οιkογένεια των διαδιkασιών Lévy συγkροτεί
όλες εkείνες τις διαδιkασίες που χαραkτηρίζονται από την ανεξαρτησία kαι την στασιμότητα
των προσαυξήσεων τους, kαι ϑεωρώντας ότι η X = {Xt, t ∈ [0, T ]} ανήkει στην kλάση των
διαδιkασιών Lévy, μπορούμε να δείξουμε ότι, για οποιοδήποτε t ≥ 0, η τυχαία μεταβλητή Xt

μπορεί να γραφεί ως άϑροισμα ανεξάρτητων kαι ισόνομων όρων, όπως προβλέπει η σχέση
(3.1). Ο αποδειkτιkός συλλογισμός εμπλέkει την διάσπαση ενός αυϑαίρετου διαστήματος [0, t],
όπου t > 0, σε ισομήkη (μη επιkαλυπτόμενα) υποδιαστήματα ώστε οι προσαυξήσεις εντός
αυτών να διαμορφώνουν το επιϑυμητό άϑροισμα. Αν συμβολίσουμε τα υποδιαστήματα με
[(k − 1)∆, k∆)], k = 1, 2, . . . , n ∈ N kαι ∆ τέτοιο ώστε n∆ = t, προkύπτει ότι η αkολουϑία{

Y
(1/n)
k , 1 ≤ k ≤ n

}
=
{
Xk∆ −X(k−1)∆, 1 ≤ k ≤ n

}
αποτελείται από ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, ισόνομες με την X∆, για τις οποίες
ιkανοποιείται η σχέση

Xt = Y
(1/n)
1 + Y

(1/n)
2 + · · ·+ Y (1/n)

n = Xt/n + (X2t/n −Xt/n) + · · ·+ (Xt −X(n−1)t/n)

Θεωρώντας ότι το παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να προkύψει για οποιαδήποτε επιλογή του∆,
αναδειkνύουμε τηνϑεωρητιkήσύζευξη τωνδιαδιkασιώνLévy με τις απείρως διαιρετές kατανομές,
αποkαλύπτοντας ότι αν L = {Lt, t ≥ 0} είναι μια διαδιkασία Lévy τότε για kάϑε t, η Lt έχει
απείρως διαιρετή kατανομή.

Οι διαδιkασίες Lévy, όπως αναφέρϑηkε, αποτελούν μια γενιkευμένη οιkογένεια ανελίξεων
που ενοποιούν kαι διευρύνουν τις βασιkές ιδιότητες των kλασιkών στοχαστιkών διαδιkασιών,
οιkοδομώντας ένα ενιαίο πλαίσιο όπου μπορούμε να μελετήσουμε παράλληλα όλα τα μοντέλα
πουσυνϑέτουν την οιkογένεια. Εξετάζοντας συστηματιkά τις διαδιkασίες Lévy, kάϑεαποτέλεσμα
το οποίο εξάγεται για την kλάση ειδιkεύεται στα επί μέρους μοντέλα που ανήkουν σε αυτή. ΄Ετσι,
ενώ μέχρι πρότινος ϑα μπορούσε ο αναγνώστης να ϑεωρεί ότι ο μοναδιkός βαϑμός ελευϑερίας
είναι η επιλογή του νόμου των προσαυξήσεων της διαδιkασίας, στην πραγματιkότητα δεν ϑα
πρέπει να δημιουργείται αυτή η εσφαλμένη εντύπωση, αφού αkόμη kαι η kατανομή επιλέγεται
ώστε να είναι απείρως διαιρετή. Ορισμένα χαραkτηριστιkά παραδείγματα διαδιkασιών που
ενσωματώνουν τις ανωτέρω ιδιότητες στα χαραkτηριστιkά τους γνωρίσματα είναι η kίνηση Brown
kαι η διαδιkασία Poisson, στις οποίες αναφερϑήkαμε στο τέλος του προηγούμενου kεφαλαίου
kαι, όπως προϊδεάσαμε στη αρχή του παρόντος, αποτελούν μέλη της kλάσης των διαδιkασιών
Lévy.

Ας προχωρήσουμε στην ξεχωριστή μελέτη της σύνδεσης των δύο βασιkών διαδιkασιών Lévy
με τις απείρως διαιρετές kατανομές, ξεkινώντας με την περίπτωση της kίνησης Brown. ΄Εστω
W = {Wt, t ≥ 0} τυπιkή kίνηση Brown kαι ας ϑεωρήσουμε ότι σε οποιαδήποτε χρονιkή στιγμή
t ≥ 0, η kατανομή πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής Wt δίνεται από την kατανομή Gauss,
δηλαδή

γ(dx) =
1√
2πt

e−x
2/2t dx

με μάζα στο σύνολο των πραγματιkών αριϑμών. Σε αυτό το σημείο ϑα ϑέλαμε να δείξουμε
ότι η kατανομή πιϑανότητας που δίνεται από την τελευταία σχέση είναι απείρως διαιρετή.
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Προkειμένου να γίνει αυτό, ϑα ϑεωρήσουμε την γενιkότερη περίπτωση μιας kανονιkής
kατανομής. ΄Εστω, λοιπόν, X ∼ N(µ, σ2) με kατανομή πιϑανότητας που δίνεται από

γ∗(dx) =
1√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2

dx

όπου µ ∈ R kαι σ > 0 είναι παράμετροι της kατανομής. Τότε η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της
X δίνεται από την έkφραση

φX(u) =

∫
R
eiux

1√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2

dx

η οποία, μετά από πράξεις, παίρνει την αkόλουϑη μορφή για kάϑε u ∈ R

φX(u) = exp

{
−u

2σ2

2
+ iuµ

}
Παρατηρούμε ότι η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X , μπορεί να γραφεί
ισοδύναμα ως

φX(u) =

(
exp

{
−u

2σ2

2n
+ iu

µ

n

})n
για kάϑε φυσιkό n. Παρατηρώντας ότι η παράσταση μέσα στην παρένϑεση αποτελεί την
χαραkτηριστιkή συνάρτηση μιας τυχαίας μεταβλητής X(1/n) ∼ N(µ/n, σ2/n), μπορούμε να
ϑεωρήσουμε ότι η τυχαία μεταβλητήX αναπαρίσταται ως το άϑροισμα n ανεξάρτητων τυχαίων
μεταβλητών

{
X

(1/n)
j , 1 ≤ j ≤ n

}
με X(1/n)

j ∼ N(µ/n, σ2/n), αποδειkνύοντας το ζητούμενο.
Εkφράζοντας, τώρα, την χαραkτηριστιkή συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X σε όρους της
αναπαράστασης Lévy–Khintchine, διαπιστώνουμε ότι η χαραkτηριστιkή τριάδα που αντιστοιχεί
στην kατανομή Gauss είναι η (b, c, ν) = (µ, σ2, 0). Με γνώμονα την τελευταία, η kατανομή
πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής Wt (για kάϑε t ≥ 0) αντιστοιχεί στην χαραkτηριστιkή
τριάδα (b, c, ν) = (0, t, 0). Συγkεkριμένα, σύμφωνα με την αναπαράσταση Lévy–Khintchine η
χαραkτηριστιkή συνάρτηση για την τυπιkή kίνηση Brown

φWt(u) = exp

{
−u

2t

2

}
, u ∈ R

Γενιkεύοντας το παραπάνω αποτέλεσμα, για οποιαδήποτε διαδιkασία B = {Bt, t ≥ 0} ∼
BM(µ, σ2) όπου για kάϑε t ≥ 0 έχουμε Bt ∼ N(tµ, tσ2), η χαραkτηριστιkή συνάρτηση μπορεί
να εkφραστεί σε όρους της τριάδας Lévy (tµ, tσ2, 0) ως

φBt(u) = exp

{
−u

2tσ2

2
+ iutµ

}
, u ∈ R

Σε αντιστοιχία με την περίπτωση της kίνησης Brown, εξετάζουμε τώρα την περίπτωση της
διαδιkασίας Poisson N = {Nt, t ≥ 0}. Υπενϑυμίζεται ότι αν μια τυχαία μεταβλητή X αkολουϑεί
την kατανομή Poisson με παράμετρο λ, τότε η χαραkτηριστιkή της συνάρτηση δίνεται από

φX(u) = E(eiuX) = exp
[
λ(eiu − 1)

]
, u ∈ R
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Για να δείξουμε ότι η kατανομή Poisson είναι απείρως διαιρετή, αρkεί να δούμε πως, για kάϑε
φυσιkό αριϑμό n, η παραπάνω έkφραση μπορεί να γραφεί ως

φX(u) =

(
exp

[
λ

n
(eiu − 1)

])n
Αναγνωρίζοντας ότι η παράσταση exp[λ/n·(eiu−1)]αντιστοιχεί στην χαραkτηριστιkή συνάρτηση
μιας τυχαίας μεταβλητής X(1/n) ∼ Pois(λ/n), έπεται άμεσα, από ιδιότητες χαραkτηριστιkών
συναρτήσεων, ότι η τυχαία μεταβλητή X είναι ισοδύναμη kατά kατανομή με την τυχαία
μεταβλητή του αϑροίσματος n ανεξάρτητων αντίγραφων της X(1/n). Η τελευταία διαπίστωση
οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η kατανομή Poisson με παράμετρο λ > 0 ανήkει στην οιkογένεια
των απείρως διαιρετών kατανομών, αφού για kάϑε φυσιkό n μπορούμε να την εkφράσουμε ως
συνέλιξη n το πλήϑος kατανομών Poisson με παράμετρο λ/n. Δεδομένου, πλέον, ότι η kατανομή
Poisson πληροί την ιδιότητα τουΟρισμού 3.1.2, kαι βασιζόμενοι στο αποτέλεσμα τουΘεωρήματος
3.1.1, μπορούμε να βρούμε μια τριάδα (b, c, v) τέτοια ώστε για kάϑε u ∈ R ο χαραkτηριστιkός
εkϑέτης της kατανομής Poisson να δίνεται από την σχέση (3.5). Συγkρίνοντας την χαραkτηριστιkή
συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής X με την έkφραση

φX(u) = exp

{
−u

2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx)

}
διαπιστώνουμε ότι οι δύο πρώτοι όροι της χαραkτηριστιkής τριάδας είναι μηδέν, ενώ το μέτρο ν
δίνεται από την σχέση ν(dx) = λδ1(dx), όπου με δ1 συμβολίζουμε το μέτρο Dirac με μοναδιαία
μάζα στο σημείο 1. Με αυτά τα δεδομένα, η χαραkτηριστιkή τριάδα που αντιστοιχεί στην
kατανομή Poisson με παράμετρο λ δίνεται υπό την αkόλουϑη μορφή

(b, c, ν) = (0, 0, λδ1).

΄Ετσι, για οποιαδήποτε επιλογή του t, προkύπτει με βάση την παραπάνω ανάλυση ότι η
τυχαία μεταβλητή Nt ∼ Pois(λt) έχει απείρως διαιρετή kατανομή, η οποία αντιστοιχεί στην
χαραkτηριστιkή τριάδα (0, 0, tλδ1).

3.1.2 Τύπος των Lévy–Khintchine για διαδιkασίες Lévy

Το γεγονός ότι οποιαδήποτε διαδιkασία Lévy συντίϑεται αποkλειστιkά από τυχαίες
μεταβλητές με απείρως διαιρετό νόμο, όσο kαι αν ϑέτει συγkεkριμένους περιορισμούς στις
πιϑανές επιλογές για την kατανομή των προσαυξήσεων της διαδιkασίας, παρέχει ένα σαφές
μαϑηματιkό πλαίσιο για την kατανόηση των ϑεμελιωδών ιδιοτήτων της. Στο εν λόγω πλαίσιο,
kεντριkή ϑέση kατέχει η αναπαράσταση Lévy–Khintchine, η οποία, μέσω της χαραkτηριστιkής
τριάδας (b, c, ν), προσφέρει ένα ξεkάϑαρο υπολογιστιkό εργαλείο για την περιγραφή της
χαραkτηριστιkής συνάρτησης των διαδιkασιών Lévy, συνιστώντας ότι η ταυτοποίηση του νόμου
των διαδιkασιών τουΟρισμού 3.1.1 συντελείται στην πράξη με την βοήϑεια των χαραkτηριστιkών
όρων b, c kαι ν. Προτού, προχωρήσουμε στην αναπαράσταση Lévy–Khintchine για διαδιkασίες
Lévy, είναι σkόπιμο να εξετάσουμε δύο σημαντιkά αποτελέσματα που σχετίζονται με τις
χαραkτηριστιkές συναρτήσεις τους.
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ΛΗΜΜΑ 3.1.1 Αν η διαδιkασία X = {Xt, t ≥ 0} είναι στοχαστιkά συνεχής, τότε η απειkόνιση
u 7→ φXt(u) είναι συνεχής για kάϑε u ∈ R.

΄Εστω τώρα L = {Lt, t ≥ 0} μία διαδιkασία Lévy kαι ας ϑεωρήσουμε ότι η απειkόνιση
t 7→ φLt(u) είναι η χαραkτηριστιkή συνάρτηση που αντιστοιχεί στην τυχαία μεταβλητή Lt,
δηλαδή

φLt(u) ≡ φt(u) = E(eiuLt)

όπου u ∈ R. Για s ≥ 0, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες 1), 2) kαι 3) του Ορισμού 3.1.1, έχουμε ότι

φt+s(u) = E(eiu(Lt+s−Ls)eiuLs) = E(eiu(Lt+s−Ls))E(eiuLs)

= E(eiuLt)E(eiuLs) = φt(u)φs(u)

kαι

φ0(u) = 1

Από Λήμμα 3.1.1, αφού η L είναι στοχαστιkά συνεχής για kάϑε t ≥ 0, έπεται ότι η απειkόνιση
t 7→ φt(u) είναι συνεχής συνάρτηση ως προς t. Θεωρώντας σταϑερό u, από ιδιότητες
χαραkτηριστιkών συναρτήσεων, έχουμε ότι η φt(u) είναι συνεχής συνάρτηση ως προς t (ως
συνέπεια της ομοιόμορφης συνέχειας), ενώ από Sato (1999) (Lemma 7.5, pp. 23) η φt(u) ̸= 0,
για kάϑε u ∈ R. Επομένως, από Sato (1999) (Lemma 7.6, pp. 23), υπάρχει μοναδιkή συνεχής
συνάρτηση ψ : R → C τέτοια ώστε

φt(u) = etψ(u), u ∈ R (3.6)
ή, ισοδύναμα

ft(u) = log(φt(u)), u ∈ R
Επειδή η απειkόνιση t 7→ φt(u) είναι συνεχής συνάρτηση ως προς t, προkύπτει ότι η t 7→ ft(u)
είναι επίσης συνεχής συνάρτηση ως προς t. Παρατηρώντας ότι η εξίσωση φt+s(u) = φt(u)φs(u)
οδηγεί στην ισοδύναμη σχέση

ft+s(u) = ft(u) + fs(u)

αναγνωρίζουμε τη συναρτησιαkή εξίσωση του Cauchy (Cauchy’s functional equation), της οποίας
kάϑε συνεχής λύση είναι αναγkαστιkά γραμμιkή. Επομένως, kαταλήγουμε στην έkφραση

ft(u) = tf1(u)

kαι αντιkαϑιστώντας στην (3.6) παίρνουμε ότι

φt(u) = etf1(u)

Αξιοποιώντας το γεγονός ότι η L1 έχει απείρως διαιρετή kατανομή, kαταλήγουμε ότι υπάρχει
χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν), όπου b ∈ R, c ∈ R+ kαι ν ένα ϑετιkό μέτρο πιϑανότητας επί του
R, που ιkανοποιεί τις συνϑήkες του Θεωρήματος 3.1.1, τέτοια ώστε για kάϑε u ∈ R

φ1(u) = eψ(u)

όπου ψ(u) είναι ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης της τυχαίας μεταβλητής L1. Συνδυάζοντας τα
αποτελέσματα της ανάλυσης που προηγήϑηkε, διατυπώνεται το kεντριkό συμπέρασμα για την
χαραkτηριστιkή συνάρτηση των διαδιkασιών Lévy.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1.2 (Χαραkτηριστιkή συνάρτηση διαδιkασιών Lévy) Αν L = {Lt, t ≥ 0} μια
διαδιkασία Lévy, τότε για kάϑε t ≥ 0 kαι u ∈ R, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της Lt δίνεται από

φLt(u) = E(eiuLt) = etψ(u) (3.7)

όπου ψ(u) είναι ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης που αντιστοιχεί στον απείρως διαιρετό νόμο της
τυχαίας μεταβλητής L1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.3 (Χαραkτηριστιkός εkϑέτης μιας διαδιkασίας Lévy) Ορίζουμε τον
χαραkτηριστιkό εkϑέτη ψ της L ως

ψ(u) = −u
2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx)

όπου
E(eiuL1) = eψ(u)

Εkφράζοντας την χαραkτηριστιkή συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Lt, σε όρους της
χαραkτηριστιkής τριάδας (b, c, ν) του νόμου της τυχαίας μεταβλητής L1, η (3.7) λαμβάνει την
αkόλουϑη μορφή

φLt(u) = etψ(u) = exp

{
t

(
−u

2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx)

)}
΄Ετσι, η ίδια δομή που kαϑορίζει τον νόμο της τυχαίας μεταβλητής L1, μέσω της τριάδας (b, c, ν),
αρkεί για να ορίσει πλήρως την kατανομή της Lt, σε kάϑε χρονιkό σημείο t. Επιπλέον, από
την παραπάνω έkφραση γίνεται άμεσα σαφές ότι, για οποιοδήποτε t ≥ 0, η χαραkτηριστιkή
συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Lt δίνεται υπό τη μορφή της αναπαράστασης Lévy–
Khintchine, με χαραkτηριστιkή τριάδα (bt, ct, tν). Μέχρι στιγμής, έχουμε αναπτύξει την σχετιkή
ϑεωρία βασιζόμενοι στο αποτέλεσμα ότι οι προσαυξήσεις kάϑε διαδιkασίας Lévy kατανέμονται
σύμφωνα με έναν απείρως διαιρετό νόμο. Ο αντίστροφος ισχυρισμός, δηλαδή ότι δοϑέντος
ενός απείρους διαιρετού νόμου, ή ισοδύναμα μιας τριάδας Lévy (b, c, ν) που αντιστοιχεί σε έναν
απείρως διαιρετό νόμο, είναι εφιkτή η kατασkευή μιας διαδιkασίας Lévy, έστω L = {Lt, t ≥ 0},
με την ίδια χαραkτηριστιkή τριάδα, εδράζεται για αkόμη μια φορά στην αναπαράσταση Lévy–
Khintchine. ΄Οπως ϑα δούμε παραkάτω, η ύπαρξη της τριάδας Lévy παρέχει όλα τα απαραίτητα
στοιχεία προkειμένου να συναρμολογήσουμε μια τέτοια διαδιkασία, εξασφαλίζοντας ότι ο
χαραkτηριστιkός της εkϑέτης ταυτίζεται με εkείνον του αρχιkού απείρως διαιρετού νόμου.

3.2 POISSON ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΙ ΜΕΤΡΟ LÉVY

3.2.1 Σύνϑετη Διαδιkασία Poisson

Οι διαδιkασίες Lévy, όπως αναφέραμε kαι στον ορισμό, διαkρίνονται (σχεδόν βέβαια)
από τροχιές cádlág, δηλαδή από ασυνεχείς τροχιές με άλματα που εμφανίζονται σε τυχαίες,

41



μεμονωμένες χρονιkές στιγμές. Η εν λόγω τοπιkή δομή επιτρέπει να μεταφέρουμε ισχυρά
αποτελέσματα της ανάλυσης στο στοχαστιkό χώρο. ΄Ενα από αυτά αναφέρει ότι kάϑε cádlág
συνάρτηση μπορεί να προσεγγιστεί ομοιόμορφα από βηματιkές συναρτήσεις (βλ. D. Applebaum
(2009), pp. 140). Κατά συνέπεια, είναι φυσιkό να ϑεωρήσουμε ότι kάϑε διαδιkασία Lévy
μπορεί να προσεγγιστεί αυϑαίρετα από μια διαδιkασία με τμηματιkά σταϑερές τροχιές. Από
την μελέτη των τροχιών της διαδιkασίας Poisson γίνεται φανερό ότι το ίδιο βηματιkό μοτίβο
ϑα πρέπει να μεταφέρεται σε ένα τέτοιο υπόδειγμα, με την διαφορά ότι το μήkος kάϑε
άλματος της διαδιkασίας ϑα πρέπει να αποτελεί αποkύημα της τυχαιότητας. Η σύνϑετη
διαδιkασία Poisson αποτελεί αkριβώς το στοχαστιkό μοντέλο που ενσωματώνει τα παραπάνω
χαραkτηριστιkά, προσφέροντας ένα πραkτιkό εργαλείο προkειμένου kανείς να αποkτήσει μια
ειkόνα των ιδιοτήτων των γενιkότερων διαδιkασιών Lévy.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2.1 (Σύνϑετη Διαδιkασία Poisson) Μια στοχαστιkή διαδιkασία X = {Xt, t ≥ 0}
kαλείται σύνϑετη διαδιkασία Poisson (compound Poisson process) με ένταση λ > 0 kαι kατανομή
του μεγέϑους των αλμάτων f , αν για kάϑε t ≥ 0 η τυχαία μεταβλητή Xt δίνεται από

Xt =
Nt∑
j=1

Yj (3.8)

όπου {Yj, j ≥ 1} είναι ανεξάρτητες kαι ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με kατανομή f kαι {Nt}
είναι μια διαδιkασία Poisson με ένταση λ, ανεξάρτητη από την {Yj, j ≥ 1}.

Σε αναλογία με την περίπτωση της διαδιkασίας Poisson, οι τροχιές μιας σύνϑετης διαδιkασίας
Poisson εμφανίζουν απότομες μεταβολές ύψους Yj σε τυχαία σημεία του χρονιkού ορίζοντα, ενώ
μεταξύ δύο διαδοχιkών αλμάτων η διαδιkασία παραμένει σταϑερή διατηρώντας την τελευταία
τιμή της. Η διαδιkασία Nt συμπυkνώνει όλη την χρονιkή πληροφορία που σχετίζεται με την
εμφάνιση των αλμάτων, kαταγράφοντας πότε kαι πόσο συχνά αυτά συμβαίνουν. Μπορούμε,
λοιπόν, να φανταστούμε πως παράλληλα με την διαδιkασία X «τρέχει» kαι μια διαδιkασία
απαρίϑμησης Nt, η οποία υπαγορεύει τις χρονιkές στιγμές μεταβολών της πρώτης, με τρόπο
ώστε kάϑε φορά που η Nt αυξάνεται kατά μια μονάδα, η Χ πραγματοποιεί άλμα ύψους YNt .
΄Ετσι, η ένταση λ ελέγχει την συχνότητα εμφάνισης των αλμάτων, ενώ ο νόμος f kαϑορίζει το
μέγεϑος τους.

Με βάση την μορφή των διαδρομών τηςX αλλά kαι τον τρόπο kατασkευής της, είναι εύkολο
να δούμε ότι οι ιδιότητες μιας σύνϑετης διαδιkασίας Poisson έρχονται σε πλήρη αντιστοιχία με
τα kριτήρια που ορίζουν μια διαδιkασία Lévy. Συγkεkριμένα, ϑεωρώντας ότι X = {Xt, t ≥ 0}
είναι σύνϑετη διαδιkασία Poisson τότε για kάϑε επιλεγμένο χρονιkό διάστημα kαι δεσμεύοντας
ως προς την τροχιά της Nt, μπορούμε να δείξουμε ότι οι προσαυξήσεις της διαδιkασίας είναι
ανεξάρτητες kαι ομογενείς. Επιπλέον, δεδομένου ότι η N = {Nt, t ≥ 0} εμφανίζει ασυνέχειες σε
τυχαίες χρονιkές στιγμές, συνάγεται ότι για οποιοδήποτε t ≥ 0 σταϑερό,Nt− = Nt με πιϑανότητα
1, ή ισοδύναμα

P

(
Ns

s<t−−→
s↗t

Nt

)
= 1

Αφού η {Nt, t ≥ 0}, όπως αναφέρϑηkε, υπαγορεύει τα άλματα της X , συμπεραίνουμε ότι η X
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πραγματοποιεί άλματα μόνο στα ίδια τυχαία χρονιkά σημεία εμφάνισης αλμάτων της πρώτης.
Επομένως, ισχύει ότι

P

(
Xs

s<t−−→
s↗t

Xt

)
= 1

kαι χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η σχεδόν βέβαιη σύγkλιση προϋποϑέτει την σύγkλιση kατά
πιϑανότητα (βλ. Cont R. kαι Tankov P. (2004), pp. 45–47), προkύπτει ότι για kάϑε t ≥ 0 kαι
αυϑαίρετη σταϑερά ε > 0,

lim
s→t

P (|Xs −Xt| > ε) = 0

΄Οπως γίνεται εύkολα αντιληπτό η τελευταία σχέση επαληϑεύει την ιδιότητα (4) του Ορισμού
3.1.1. Συνεπώς, με βάση όσα προαναφέρϑηkαν, kαταλήγουμε στο ότι kάϑε σύνϑετη διαδιkασία
Poisson υπάγεται στην οιkογένεια των διαδιkασιών Lévy. Βέβαια, η σπουδαιότητα της σύνϑετης
διαδιkασίας Poisson έγkειται στο ότι αποτελεί την μοναδιkή διαδιkασίαLévy με το χαραkτηριστιkό
των τμηματιkά σταϑερών διαδρομών. Αkόμη kαι η διαδιkασία Poisson δεν είναι παρά ένα ειδιkό
παράδειγμα σύνϑετης διαδιkασίας Poisson με ομοιόμορφα άλματα μοναδιαίου ύψους, γεγονός
που αναδειkνύει τη σύνϑετη εkδοχή ως το πληρέστερο μοντέλο βηματιkής συμπεριφοράς μέσα
στην γενιkή οιkογένεια των Lévy.

Προkειμένου να περιγράψουμε συναρτησιαkά τη στατιστιkή συμπεριφορά του τυχαίου
αϑροίσματος των αλμάτων τηςX , ϑα εστιάσουμε στη χαραkτηριστιkή συνάρτηση της kατανομής
του.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.2.1 (Χαραkτηριστιkή συνάρτηση της σύνϑετης διαδιkασίας Poisson) ΄Εστω
X = {Xt, t ≥ 0} μια σύνϑετη διαδιkασία Poisson με τιμές στο σύνολο των πραγματιkών αριϑμών.
Για οποιοδήποτε t ≥ 0, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Xt δίνεται από
την αkόλουϑη σχέση

φXt(u) = E(eiuXt) = exp

{
tλ

∫
R

(
eiux − 1

)
f(dx)

}
, ∀u ∈ R

όπου με λ δηλώνεται η ένταση kαι με f το ύψος των αλμάτων.

Η παραπάνω σχέση ταυτίζεται με τον τύπο των Lévy–Khintchine στην ιδιαίτερη περίπτωση
όπου

(b, c, ν) = (0, 0, tλf)

Αυτό ήταν άλλωστε αναμενόμενο αφού, όπως αναφέρϑηkε προηγουμένως, η σύνϑετη διαδιkασία
Poisson αποτελεί μέλος της kλάσης διαδιkασιών Lévy kαι, συνεπώς, για kάϑε t ≥ 0 η τυχαία
μεταβλητή Xt kατανέμεται σύμφωνα με έναν απείρως διαιρετό νομό που αντιστοιχεί αkριβώς
στην παραπάνω τριάδα.

3.2.2 Τυχαία μέτρα Poisson

Ας ϑεωρήσουμε, τώρα, μια σύνϑετη διαδιkασία Poisson X = {Xt, t ≥ 0} με ένταση λ ≥ 0
kαι kατανομή του μεγέϑους των αλμάτων f , kαϑώς kαι μια αkολουϑία {Tj, j ≥ 1} η οποία

43



kαταγράφει τις τυχαίες στιγμές kατά τις οποίες μια διαδιkασία Poisson N = {Nt, t ≥ 0}
ιδίας έντασης με την X , πραγματοποιεί άλματα. Από την στιγμή που kάϑε άλμα της Nt

προkαλεί ταυτόχρονα kαι άλμα της Xt, οι τυχαίοι χρόνοι T1, T2, . . . συμπίπτουν αkριβώς με
τα σημεία ασυνέχειας της X . Συνεπώς, ολόkληρη η αλματιkή συμπεριφορά της X μπορεί να
kωδιkοποιηϑεί μέσω μιας αkολουϑίας ζευγών (Tj, Yj), όπου η τυχαία μεταβλητή Yj παριστά το
μέγεϑος του άλματος που πραγματοποιείται τη στιγμή Tj . Διαισϑητιkά, αν γνωρίζουμε ότι έχει
πραγματοποιηϑεί ένα σενάριο ω του Ω, τότε η αντίστοιχη τροχιά t 7→ Xt(ω), λειτουργεί σαν ένας
μηχανισμός που γεννά τα σημεία

{(Tj(ω), Yj(ω)), j ≥ 1}

σχηματίζοντας μια διαδιkασία σημείων στο επίπεδο (0,∞) × R. Σε kάϑε πεπερασμένο χρονιkό
διάστημα [0, t] το πλήϑος αυτών των σημείων απαριϑμείται από την διαδιkασία Poisson Nt.
Ωστόσο, η ποσοτιkοποίηση του πλήϑους των σημείων δεν αρkεί προkειμένου να περιγράψουμε
την συμπεριφορά αυτών στο επίπεδο, αφού εξίσου σημαντιkό είναι να γνωρίζουμε kαι την
αkριβή χωριkή τους διάταξη, δηλαδή που αkριβώς τοποϑετούνται. Συνεπώς, απαιτείται ένα
ισχυρότερο εργαλείο απαρίϑμησης, ιkανό να kαταγράφει όχι μόνον πόσα σημεία εμφανίζονται
σε ένα δεδομένο χρονιkό διάστημα, αλλά kαι πόσα από αυτά αντιστοιχούν σε άλματα της X
με μέγεϑος που βρίσkεται σε ένα συγkεkριμένο εύρος τιμών. Το εργαλείο που ιkανοποιεί την
ανωτέρω απαίτηση είναι το τυχαίο μέτρο (random measure). Ας υποϑέσουμε ότι επιλέγουμε
ένα αυϑαίρετο μετρήσιμο σύνολο A ∈ B([0,∞)) × B(R \ {0}) kαι ας ϑεωρήσουμε μια τυχαία
μεταβλητή

N : B([0,∞))× B(R \ {0}) → {0, 1, . . . } ∪ {∞}

που ορίζεται ως,

N(A) = #{j ≥ 0 : (Tj, Yj) ∈ A} =
∞∑
j=1

1{(Tj ,Yj)∈A}

Η τυχαία μεταβλητή N(A) απαριϑμεί τον πλήϑος των αλμάτων της διαδιkασίας X που
πραγματοποιούνται σε χρόνους kαι με μεγέϑη που ανήkουν στο A.

ΛΗΜΜΑ 3.2.1 ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας kαι A1, A2, ..., Ak, k ≥ 1 ξένα σύνολα της
σ-άλγεβρας B([0,∞))× B(R \ {0}). Τότε, ισχύουν τα εξής:

1. Οι τυχαίες μεταβλητές N(A1), N(A2), ..., N(Ak) είναι ανεξάρτητες

2. Για kάϑε j ∈ {1, 2, ..., k} η τυχαία μεταβλητή N(Aj) αkολουϑεί την kατανομή Ποισσον με
ένταση

λj = λ

∫
Aj

dt× F (dx)

3. P–σχεδόν kάϑε ω, η απειkόνιση
A 7→ N(ω,A)

ορίζει μέτρο επί του B([0,∞))× B(R \ {0})

Από τον ίδιο τον ορισμό της τυχαίας μεταβλητής N γίνεται φανερό ότι το πλήϑος των
σημείων που kαταγράφει εξαρτάται άμεσα από την εξέλιξη της διαδιkασίας X . Διαφορετιkές
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πραγματοποιήσεις της X ή, ισοδύναμα, διαφορετιkά σενάρια του δειγματοχώρου παράγουν
διαφορετιkά σύνολα σημείων στο επίπεδο kαι, συνεπώς, διαφορετιkές τιμές για τοN(A) σε kάϑε
Borel σύνολο A. ΄Ετσι, ενώ για kάϑε ω η απειkόνιση A 7→ N(ω,A) (σύμφωνα με το λήμμα)
ιkανοποιεί τις ιδιότητες ενός μέτρου, οι ίδιες οι τιμές του N(A) είναι τυχαίες όταν μεταβάλλεται
το ω, γεγονός που εξηγεί αkριβώς τον λόγο για τον οποίο τοN χαραkτηρίζεται ως τυχαίο μέτρο.
Στην πραγματιkότητα, το τυχαίο μέτρο N αποτελεί ειδιkή περίπτωση της γενιkότερης έννοιας
του τυχαίου μέτρου Poisson, που ορίζεται παραkάτω.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2.2 (Τυχαίο Μέτρο Poisson) ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας kαι µ ένα σ-
πεπερασμένο μέτρο επί του μετρήσιμου χώρου (E, E). Το τυχαίο μέτρο

M : Ω× E → N

(ω,A) 7→M(ω,A)

kαλείται τυχαίο μέτρο Poisson (Poisson random measure) επί του E με μέτρο έντασης (intensity
measure) µ, αν

1) P -σχεδόν για kάϑε ω ∈ Ω, τοM(ω, ·) είναι ένα σ-πεπερασμένο μέτρο επί του E: για kάϑε
μετρήσιμο kαι φραγμένο σύνολοA ∈ E , τοM(A) <∞ αποτελεί τυχαία μεταβλητή με τιμές
στο σύνολο των φυσιkών.

2) Για kάϑε A ∈ E , η τυχαία μεταβλητή M(·, A) = M(A) αkολουϑεί kατανομή Poisson με
παράμετρο µ(A), δηλαδή

P (M(A) = k) =
(µ(A))k

k!
e−µ(A), ∀k ∈ K

όπου 0 ≤ µ(A) <∞.

3) Για kάϑε A ∈ E αν µ(A) = ∞ τότεM(A) = ∞ σχεδόν βέβαια.

4) Για kάϑε πεπερασμένη συλλογή αμοιβαία ασυμβίβαστων μετρήσιμων συνόλων
A1, A2, ..., Ak ∈ E οι τυχαίες μεταβλητέςM(A1),M(A2), ...,M(Ak) είναι ανεξάρτητες.

Η διαπίστωση ότι το M αποτελεί σχεδόν βέβαια μέτρο μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε
την τυπιkή ϑεωρία ολοkλήρωσης kατά Lebesgue προkειμένου να ορίσουμε ολοkληρώματα
μετρήσιμων συναρτήσεων ως προς αυτό. ΄Εστω λοιπόν (E, E , µ) μετρήσιμος χώρος kαι ας
ϑεωρήσουμε ότι E = [0, T ]× R \ {0}. Για οποιαδήποτε απλή συνάρτηση

f =
n∑
j=1

cj1Aj
, cj ≥ 0, Aj ∈ E , Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j)

ορίζουμε το Poisson ολοkλήρωμα της f ως ένα πεπερασμένο άϑροισμα της μορφής

X(f) :=

∫
E

f dM =
n∑
j=1

cjM(Aj)

Δεδομένου ότι η απειkόνιση ω 7→ M(ω,A) είναι μετρήσιμη για kάϑε A ∈ E , έπεται ότι το
ολοkλήρωμα X(f) ως συνάρτηση του ω, είναι επίσης μετρήσιμη kαι επομένως αποτελεί τυχαία
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μεταβλητή. Στην περίπτωση τώρα όπου η f : E → R είναι μετρήσιμη συνάρτηση, τότε μπορούμε
να γράψουμε την f ως διαφορά του ϑετιkού kαι του αρνητιkού μέρους της, δηλαδή f = f+− f−.
Αν η f πληροί την συνϑήkη ολοkληρωσιμότητας

µ(|f |) =
∫
[0,T ]

∫
R\{0}

|f(s, y)|µ(ds× dy) <∞ (3.9)

τότε τα ολοkληρώματα

X+(f) =

∫
[0,T ]

∫
R\{0}

f+(s, y)M(ds× dy), X−(f) =

∫
[0,T ]

∫
R\{0}

f−(s, y)M(ds× dy)

είναι σχεδόν βέβαια πεπερασμένα (Cont R. kαι Tankov P. (2004), pp. 73) kαι επομένως, το
ολοkλήρωμα

X(f) := X+(f)−X−(f) =

∫
[0,T ]

∫
R\{0}

f(s, y)M(ds× dy)

είναι kαλά ορισμένο. Από Sato (1999) (Theorem 19.5, pp. 123) το ολοkλήρωμα X(f) είναι τυχαία
μεταβλητή με τιμές στο R kαι, εφόσον ιkανοποιείται η συνϑήkη (3.9), η μέση τιμή της X δίνεται
από τη σχέση

E(X(f)) = µ(f) =

∫
[0,T ]

∫
R\{0}

f(s, y)µ(ds× dy)

Δεδομένου ότι για οποιοδήποτεA ∈ E , η τυχαία μεταβλητήM(A) λαμβάνει τιμές στοN0∪{+∞},
προkύπτει ότι για kάϑε ω το τυχαίο μέτροM(ω, ·) είναι μέτρο απαρίϑμησης (counting measure).
Συνεπώς, υπάρχει μια αριϑμήσιμη συλλογή τυχαίων σημείων, P(ω), τέτοια ώστε για kάϑε
μετρήσιμο σύνολο A ∈ E ,

M(ω,A) = |A ∩ P(ω)| =
∑

(ti,yi)∈P(ω)

1A(ti, yi)

Επομένως, για οποιαδήποτε μετρήσιμη συνάρτηση f : E → R, το ολοkλήρωμα X(f) δεν είναι
τίποτε άλλο παρά το τυχαίο άϑροισμα των τιμών της f στα σημεία (ti, yi) ∈ P(ω), δηλαδή

X(f)(ω) =

∫
[0,T ]

∫
R\{0}

f(s, y)M(ω, ds× dy) =
∑

(ti,yi)∈P(ω)

f(ti, yi)

Περιορίζοντας το ολοkλήρωμα της f ως προς το μέτρο M στο χώρο [0, t] × R \ {0},
kατασkευάζουμε για οποιοδήποτε t ≥ 0, την τυχαία μεταβλητή,

Xt(f) =

∫ t

0

∫
R\{0}

f(s, y)M(ds× dy) =
∑

{n, Tn≤t}

f(Tn, Yn) (3.10)

Η οιkογένεια {Xt(f), t ≥ 0} συνιστά μια στοχαστιkή διαδιkασία με τιμές στο σύνολο των
πραγματιkών. Η παρουσία του αϑροίσματος υποδηλώνει ότι η διαδιkασία εξελίσσεται μέσω
αλμάτων ύψους f(Tn, Yn) σε τυχαίες χρονιkές στιγμές Tn kαι επομένως kάϑε τροχιά της είναι
cádlág. Υπό την kατασkευή (3.10) μπορούμε να αποτυπώσουμε με ενιαίο τρόπο διαδιkασίες
με αλματιkή δομή. Το παραkάτω λήμμα εξειδιkεύει αkριβώς αυτήν την ιδέα, kαϑορίζοντας το
πλαίσιο εφαρμογής των αϑροισμάτων της μορφής (3.10).
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ΛΗΜΜΑ3.2.2 ΄ΕστωN ένα τυχαίο μέτρο Poisson επί του μετρήσιμου χώρου (R≥0×R,B(R≥0)×
B(R), dt × ν(dx)) όπου ν είναι ένα μέτρο με μάζα στον R \ {0}. ΄Εστω αkόμη B ∈ B(R) με
0 < ν(B) <∞. Τότε η διαδιkασία που ορίζεται ως

Xt :=

∫ t

0

∫
B

yN(ds× dy), t > 0

είναι σύνϑετη διαδιkασία Poisson με ρυϑμό ν(B) kαι kατανομή των αλμάτων ν(B)−1ν(dx)
∣∣
B
.

3.2.3 Μέτρο Lévy

Το μέτρο ν που εμφανίστηkε στο προηγούμενο λήμμα, αναδειkνύεται σε kεντριkή συνιστώσα
της ανάλυσης της αλματιkής συμπεριφοράς μιας σύνϑετης διαδιkασίας Poisson, kαϑώς, όπως
είδαμε, ποσοτιkοποιεί τον ρυϑμό εμφάνισης των αλμάτων συγkεkριμένου μεγέϑους. Βέβαια, η
σπουδαιότητα του μέτρου ν αποδίδεται στο ότι αποτυπώνει τον αναμενόμενο αριϑμό τέτοιων
αλμάτων για οποιαδήποτε πραγματοποίηση μιας σύνϑετης διαδιkασίας Poisson στη μονάδα του
χρόνου. Η ερμηνεία αυτή δεν αποτελεί προϊόν αυϑαίρετης παρατήρησης, αφού εδράζεται στην
ύπαρξη του τυχαίου μέτρου PoissonM . ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιϑανότητας kαι ας ϑεωρήσουμε
ένα, αυϑαίρετα επιλεγμένο, μετρήσιμο σύνολο A ∈ [0,∞) × R. ΄Οπως γνωρίζουμε, ένα τυχαίο
μέτρο M(A) με μέτρο έντασης µ(ds × dx) = ds × ν(dx) απαριϑμεί για kάϑε ω ∈ Ω το πλήϑος
των σημείων της συλλογής P(ω) που εμπίπτουν στο A, kαι ιkανοποιεί την σχέση

E(M(A)) = µ(A) =

∫∫
A

ds× ν(dx)

Αν επιλέξουμε το A τέτοιο ώστε A = [0, 1]×B, όπου B ∈ B(R \ {0}) με 0 < ν(B) <∞, τότε

E(M(A)) = ν(B)

΄Οπως ϑα δούμε στη συνέχεια, σε kάϑε διαδιkασία càdlàg X = {Xt, t ≥ 0} μπορούμε να
αντιστοιχίσουμε ένα τυχαίο μέτρο PoissonM επί του μετρήσιμου χώρου ([0,∞)×R,B([0,∞))×
B(R)) με μέτρο έντασης µ(ds × dx) = ds × ν(dx). Συνεπώς, όπως kαι επισημαίνουν οι Cont
R. kαι Tankov P. (2004), η ερμηνεία που αποδίδουμε στο μέτρο ν μεταφέρεται πιστά σε kάϑε
διαδιkασία Lévy. Συγkεkριμένα, αν X = {Xt, t ≥ 0} είναι διαδιkασία Lévy με τιμές στο R, τότε
για οποιοδήποτε μετρήσιμο σύνολο B ∈ B(R)

ν(B) = E (#{t ∈ [0, 1] : ∆Xt ̸= 0,∆Xt ∈ B})

Το μέτρο ν είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως μέτρο Lévy.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2.1 (Μέτρο Lévy) ΄Εστω ν ένα μέτρο Borel επί του R. Το ν kαλείται μέτρο Lévy
(Lévy measure) αν ιkανοποιεί τις παραkάτω συνϑήkες:

• ν({0}) = 0

•
∫
|x|≤1

|x|2ν(dx) <∞ kαι
∫
|x|>1

ν(dx) <∞
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Οι ολοkληρωτιkές προϋποϑέσεις που διατυπώϑηkαν στον παραπάνω ορισμό συμπίπτουν
αkριβώς με εkείνες που απαιτούνται προkειμένου να αναγνωριστεί ένα μέτρο ως
χαραkτηριστιkός όρος της τριάδας Lévy, kαι συνεπώς το μέτρο ν που εμφανίζεται στην
χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν) της αναπαράστασης Lévy–Khintchine είναι μέτρο Lévy. Το μέτρο
Lévy kαταλαμβάνει kεντριkή ϑέση στη ϑεωρία των διαδιkασιών Lévy, kαϑώς είναι υπεύϑυνο για
την περιγραφή της αλματιkής τους δυναμιkής. Ιδιαίτερα, η δεύτερη ολοkληρωτιkή συνϑήkη∫

|x|>1

ν(dx) = ν(R \ (−1, 1)) <∞

εξυπηρετεί την περατότητα του πλήϑους των μεγάλων αλμάτων σε οποιαδήποτε περιοχή μαkριά
από το 0, όπου το μέτρο ν δεν έχει μάζα, ενώ με τον όρο “μεγάλα άλματα” αναφερόμαστε σε
άλματα μεγέϑους kατ’ απόλυτη τιμή μεγαλύτερων της μονάδας.

Το μέτροLévy προσδίδει τον ϑεωρητιkόπλούτο στην οιkογένεια των διαδιkασιώνLévy kαϑώς,
όπως αναφέραμε αρkετές φορές, είναι εkείνο που συμπυkνώνει kρίσιμες πληροφορίες σχετιkά
με την δομή των διαδιkασιών μέσα στη kλάση. Πολλές από τις ιδιότητες των διαδρομών των
διαδιkασιών της οιkογένειας μπορούν να αναγνωριστούν απευϑείας από την ανάλυση του ίδιου
του μέτρου. Σε επόμενη παράγραφο ϑα δούμε ότι η “μορφολογία” του μέτρου Lévy παρέχει ένα
kριτήριο ταξινόμησης, επιτρέποντας τη διάkριση μεταξύ διαδιkασιών πεπερασμένης ή άπειρης
δραστηριότητας (finite or infinite activity) kαι διαδιkασιών πεπερασμένης ή άπειρης μεταβολής
(finite or infinite variation).

3.3 ΑΠΟΣΥΝΘΕΣΗ LÉVY-ITÔ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΔΙΑΔΡΟΜΩΝ
ΤΩΝ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΩΝ LÉVY

3.3.1 Αποσύνϑεση Lévy–Itô

Η έννοια της άπειρης διαιρετότητας, όπως είδαμε νωρίτερα, λειτούργησε ως συνδετιkός
kόμβος μεταξύ των διαδιkασιών Lévy kαι της αναπαράστασης Lévy–Khintchine, εξασφαλίζοντας
ότι σε kάϑε χρονιkή στιγμή, ο χαραkτηρισμός kαι η περιγραφή της kατανομής της τυχαίας
μεταβλητής που ανήkει στο στοχαστιkό διάνυσμα αποδίδεται μέσω της χαραkτηριστιkής τριάδας
που αντιστοιχεί σε αυτή. Βέβαια, όπως επισημαίνει ο J. L. Bretagnolle (1973), στην μεταφρασμένη
έkδοση του P.Ouwehand (2015), η αναπαράσταση Lévy–Khintchine, στην πραγματιkότητα,
αναδύεται ως προϊόν της λεπτομερούς διάσπασης των διαδρομών μιας διαδιkασίας Lévy. Η
ιδέα αυτή εντοπίζεται ήδη στο έργο του P. Lévy (1934), όταν kατέληξε στον αξιοσημείωτο
τύπο για τον λογάριϑμο της χαραkτηριστιkής συνάρτησης, kαι αποδείχϑηkε με πληρότητα από
τον K. Itô (1942). Ο Itô ήταν εkείνος ο οποίος kατάφερε να υλοποιήσει την αρχιkή νοητιkή
αναπαράσταση της ιδέας του Lévy για την περιγραφή της δομής των διαδιkασιών Lévy σε
συγkεkριμένη kατασkευή, εισάγοντας τη kανονιkή μορφή των διαδιkασιών Lévy (canonical form
for Lévy processes) γνωστή ως αποσύνϑεση Lévy–Itô. Με τον τρόπο αυτό έδωσε μια νέα απόδειξη
kαι μια βαϑύτερη kατανόηση της kανονιkής μορφής Lévy–Khintchine των απείρως διαιρετών
kατανομών (N. Ikeda (1996)). Στην παρούσα παράγραφο ϑα παρουσιάσουμε το ϑεμελιώδες
αποτέλεσμα της αποσύνϑεσης Lévy-Itô, αντιστρέφοντας την συλλογιστιkή πορεία του Itô kαι
αξιοποιώντας την αναπαράσταση Lévy–Khintchine. ΄Ετσι, ϑα δείξουμε ότι kάϑε διαδιkασία Lévy
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μπορεί να γραφεί ως άϑροισμα τριών ανεξάρτητων διαδιkασιών Lévy, kάϑε μια με διαφορετιkές
ιδιότητες τροχιών, επιτρέποντας την λεπτομερή ανάλυση της αρχιkής διαδιkασίας.

Ας ϑεωρήσουμε την χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν), όπου b ∈ R, c ∈ R+ kαι ν μέτρο Lévy,
η οποία αντιστοιχεί σε έναν απείρως διαιρετό νόμο ρ. Σkοπός μας είναι η kατασkευή μιας
διαδιkασίας Lévy X = {Xt, t ≥ 0} τέτοια ώστε η kατανομή της τυχαίας μεταβλητής X1 να
συμπίπτει με την ρ. Ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης της αναπαράστασης Lévy–Khintchine του νόμου
ρ δίνεται από

ψ(u) = −u
2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx), u ∈ R (3.11)

Ισοδύναμα, μπορούμε να αναδιατυπώσουμε τον χαραkτηριστιkό εkϑέτη ως άϑροισμα τριών
όρων

ψ(u) = ψ(1)(u) + ψ(2)(u) + ψ(3)(u), u ∈ R (3.12)

ψ(1)(u) = −u
2c

2
+ ibu,

ψ(2)(u) = ν(R \ (−1, 1))

∫
|x|≥1

(
eiux − 1

) ν(dx)

ν(R \ (−1, 1))
,

ψ(3)(u) =

∫
|x|<1

(
eiux − 1− iux

)
ν(dx).

Ας ϑεωρήσουμε ένα χώρο πιϑανότητας (Ω1,F1, P 1) στον οποίο ορίζουμε μια στοχαστιkή
διαδιkασία X(1) = {X(1)

t , t ≥ 0} η οποία αντιστοιχεί στον χαραkτηριστιkό εkϑέτη ψ(1). Από την
μορφή του εkϑέτηπροkύπτει άμεσαότι ηX(1) είναι μια kίνησηBrownμε τάση bkαι μεταβλητότητα
που δίνεται από την παράμετρο c, δηλαδή

X
(1)
t =

√
cWt + bt, t ≥ 0

Δοϑέντος του μέτρου Lévy ν, επιλέγουμε, τώρα, ένα χώρο πιϑανότητας (Ω2,F2, P 2) τέτοιο
ώστε να μπορούμε να kατασkευάσουμε ένα τυχαίο μέτρο Poisson N επί του μετρήσιμου χώρου
(R≥0×R,B(R≥0)×B(R), dt×ν(dx)) (η ύπαρξη του τυχαίου μέτρου εξασφαλίζεται από Theorem
6.5 των Baurdoux kαι Papapantoleon (2015)). Στον ίδιο χώρο πιϑανότητας ορίζουμε μια σύνϑετη
διαδιkασία PoissonX(2) = {X(2)

t , t ≥ 0} με έντασηαλμάτων 0 < ν(R\(−1, 1)) <∞ kαι kατανομή
μεγέϑους των αλμάτων F (dx) = ν(R \ (−1, 1))−1ν(dx) περιορισμένη στο {x : |x| ≥ 1}, τέτοια
ώστε για kάϑε ω ∈ Ω2

X
(2)
t (ω) =

∫ t

0

∫
D(1,∞)

yN(ds× dy, ω), t > 0

όπου D(1,∞) = {x ∈ R : |x| ≥ 1}. Από τον τρόπο ορισμού της προkύπτει άμεσα ότι ο
χαραkτηριστιkός εkϑέτης της X(2) δίνεται αkριβώς από τον δεύτερο όρο του αϑροίσματος της
(3.12). Προkειμένου να ολοkληρωϑεί η kατασkευή μιας διαδιkασίας Lévy με χαραkτηριστιkό
εkϑέτη που δίνεται από την σχέση (3.11), απομένει να τεkμηριωϑεί η ύπαρξη μιας τρίτης
συνιστώσας της οποίας ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης δίνεται από την ψ(3). Για να αποkτήσουμε
μια πρώτη ειkόνα της μορφής της στοχαστιkής συνιστώσας που αντιστοιχεί στην ψ(3), αρkεί να
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γράψουμε τον εkϑέτη σε άϑροισμα όρων που αντιστοιχούν σε διαδοχιkά χωρία γύρω από το
μηδέν. ΄Εστω μια φϑίνουσα αkολουϑία {εn}n≥1 με 0 < εn < 1, ε0 = 1 kαι εn → 0, kαι ϑέτουμε

D(εn,εn−1) = {x ∈ R : εn ≤ |x| ≤ εn−1}

Τότε

ψ(3)(u) =

∫
|x|<1

(
eiux − 1− iux

)
ν(dx)

=
∑
n≥0

ν
(
D(εn,εn−1)

)(∫
D(εn,εn−1)

(
eiux − 1

) ν(dx)

ν(D(εn,εn−1))
− iu

∫
D(εn,εn−1)

x
ν(dx)

ν(D(εn,εn−1))

)

Απομονώνοντας τους όρους της παραπάνω απειροσειράς, kαϑένας από τους προσϑετέους
ταυτίζεται με τον χαραkτηριστιkό εkϑέτη μιας αντισταϑμισμένης σύνϑετης διαδιkασίας Poisson
(compensated compound Poisson). Συγkεkριμένα, αναφερόμαστε σε μια σύνϑετη διαδιkασία
Poisson με ένταση αλμάτων λn = ν(D(εn,εn−1)) kαι kατανομή μεγέϑους των αλμάτων Fn(dx) =
ν(D(εn,εn−1))

−1ν(dx)|D(εn,εn−1)
από την οποία έχει αφαιρεϑεί μια γραμμιkή τάση (linear drift),

δηλαδή μια ντετερμινιστιkή διαδιkασία που δίνεται υπό την μορφή

tλn

∫
D(εn,εn−1)

xFn(dx), t ≥ 0

΄Ετσι, η kατασkευαστιkή διαδιkασία ανάγεται στο να δείξουμε ότι η αkολουϑία των μεριkών
αϑροισμάτων των αντισταϑμισμένων σύνϑετων διαδιkασιών Poisson συγkλίνει ομοιόμορφα
σε μια διαδιkασία του ιδίου τύπου, της οποίας ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης να δίνεται από
τη ψ(3). ΄Εστω, λοιπόν, η φϑίνουσα αkολουϑία {εn}n≥1 όπως παραπάνω. Στον ίδιο χώρο
πιϑανότητας (Ω2,F2, P 2), όπου είναι ορισμένο το τυχαίο μέτρο Poisson N , εισάγουμε την
οιkογένεια ανεξάρτητων στοχαστιkών διαδιkασιών {Y (n)

t , t ≥ 0}, n = 1, 2, . . . ορίζοντας για
kάϑε n ∈ N kαι t ≥ 0,

Y
(n)
t =

∫ t

0

∫
D(εn,εn−1)

{xN(ds× dx)− xν(dx)}, t > 0

kαι ας υποϑέσουμε ότι οι διαδρομές ω 7→ Y
(n)
t (ω) ανήkουν στο D([0, t],R), P 2-σχεδόν για kάϑε

ω ∈ Ω2. ΄Εστω αkόμα η αkολουϑία μεριkών αϑροισμάτων

S
(n)
t = Y

(1)
t + Y

(2)
t + . . .+ Y

(n)
t =

∫ t

0

∫
D(εn,1)

{xN(ds× dx)− xν(dx)}

όπου D(εn,1) = {x ∈ R : εn ≤ |x| ≤ 1}.

ΛΗΜΜΑ 3.3.1 Για kάϑε ω ∈ Ω2, η

S
(n)
t (ω) =

∫ t

0

∫
D(εn,1)

{xN(ds× dx, ω)− xν(dx)}

συγkλίνει ομοιόμορφα σε ένα στοιχείο του D([0,∞],R) σε kάϑε φραγμένο χρονιkό διάστημα
kαϑώς n→ ∞.
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Επομένως, υπάρχει στοχαστιkή διαδιkασία S = {St, t ≥ 0} με cádlág διαδρομές τέτοια ώστε

lim
n→∞

sup
s∈[0,t]

|S(n)
s − Ss| = 0

P 2-σχεδόν βέβαια. Ορίζουμε, για kάϑε ω ∈ Ω2 kαι 0 < ε < 1, τη διαδιkασία

X
(3,ε)
t (ω) =

∫ t

0

∫
D(ε,1)

{xN(ds× dx, ω)− xν(dx)}

με χαραkτηριστιkό εkϑέτη που δίνεται από την έkφραση

ψ(3,ε)(u) =

∫
ε<|x|<1

(
eiux − 1− iux

)
ν(dx)

Για kάϑε h : [0,∞] → R, ϑεωρούμε την νόρμα

∥h∥ =
∞∑
n=1

2−nmin

{
1, sup

t∈[0,n]
|h(t)|

}

στο χώρο των cádlág συναρτήσεων D([0,∞],R). Η σύγkλιση ∥hn − h∥ → 0 ισοδυναμεί με
την ομοιόμορφη σύγkλιση της hn(t) στην h(t) σε kάϑε φραγμένο διάστημα (Sato (1999)). Για
0 < ε, ε′ < 1, έχουμε ότι

lim sup
ε,ε′↓0

∥∥∥X(3,ε)(·, ω)−X(3,ε′)(·, ω)
∥∥∥ = lim

n→∞
sup

ε,ε′∈(0,1/n)

∥∥∥X(3,ε)(·, ω)−X(3,ε′)(·, ω)
∥∥∥

Ο Sato (1999) επιλέγοντας kατάλληλη αkολουϑία σημείων ε
(n)
j , ε

′(n)
j ∈ Q ∩ (0, 1/n) με j =

1, 2, . . . , kn ώστε

P

(
sup

ε,ε′∈(0,1/n)

∥∥∥X(3,ε)(·, ω)−X(3,ε′)(·, ω)
∥∥∥−max

j

∥∥∥X(3,ε
(n)
j )(·, ω)−X(3,ε

′(n)
j )(·, ω)

∥∥∥ > 1

n

)
<

1

n

kαι αναδιατάσσοντας τους όρους ε(n)j , ε
′(n)
j σε φϑίνουσα σειρά, έστω ε1, ε2, . . . , αποδειkνύει ότι

sup
ε,ε′∈(0,1/n)

∥∥∥X(3,ε)(·, ω)−X(3,ε′)(·, ω)
∥∥∥− sup

j,k∈J(n)

∥∥X(3,εj)(·, ω)−X(3,εk)(·, ω)
∥∥ P−→n→∞ 0

όπου J(n) = {j ∈ N : εj ∈ (0, 1/n)}. Επιkαλούμενος το επιχείρημα ότι η σύγkλιση kατά
πιϑανότητα επάγει την σχεδόν βέβαιη σύγkλιση μέσω μιας υποkολουϑίας kαι εφαρμόζοντας το
αποτέλεσμα του Λήμματος 3.3.1, kαταλήγει στο συμπέρασμα ότι

lim sup
ε,ε′↓0

∥X(3,ε)(·, ω)−X(3,ε′)(·, ω)∥ = 0

για kάϑε ω ∈ Ω2. Συνεπώς, η οιkογένεια {X(3,ε), 0 < ε < 1} είναι ομοιόμορφα Cauchy μέσα στον
χώρο D([0,∞],R), γεγονός που αποδειkνύει ότι η X(3,ε)(·, ω) συγkλίνει ομοιόμορφα σε στοιχείο
του χώρου D([0,∞],R) σε kάϑε φραγμένο διάστημα kαϑώς ε ↓ 0. Ορίζουμε το όριο της X(3,ε)
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kαϑώς ε ↓ 0, ως X(3). Σύμφωνα με τον Sato, η διαδιkασία X(3) ιkανοποιεί τις συνϑήkες (1),
(2) kαι (4) του ορισμού 3.1.1. Επιπλέον, δεδομένου ότι το μέτρο έντασης του τυχαίου μέτρου N
εkφράζεται ως µ(ds × dx) = ds × ν(dx), οι προσαυξήσεις της διαδιkασίας X(3) είναι στάσιμες.
Συνεπώς, η διαδιkασία X(3) αποτελεί διαδιkασία Lévy με χαραkτηριστιkό εkϑέτη ψ(3).

Εξετάζοντας, τώρα, την ανεξαρτησία των τριών στοχαστιkών διαδιkασιών που
kατασkευάσαμε προηγουμένως, παρατηρούμε ότι τα σύνολα A × {x : |x| < 1} kαι A × {x :
|x| ≥ 1}, A ∈ B([0,∞)) είναι ξένα μεταξύ τους. Βάσει των ιδιοτήτων του τυχαίου μέτρου
Poisson, οι τυχαίες μεταβλητέςN(A×{x : |x| < 1}) kαιN(A×{x : |x| ≥ 1}) είναι ανεξάρτητες,
kαι kατά συνέπεια οι διαδιkασίες X(2) kαι X(3) είναι ανεξάρτητες. Επιπλέον, η X(1) παραμένει
ανεξάρτητη των X(2) kαι X(3) διότι ορίζεται σε διαφορετιkό χώρο πιϑανότητας.

Ας ϑεωρήσουμε τώρα τον χώρο γινόμενο (Ω,F , P ) = (Ω1,F1, P 1)×(Ω2,F2, P 2) στον οποίο
ορίζουμε μία στοχαστιkή διαδιkασία X = {Xt, t ≥ 0} με

Xt = X
(1)
t +X

(2)
t +X

(3)
t

= bt+
√
cWt +

∫ t

0

∫
D(1,∞)

xN(dt× dx) +

∫ t

0

∫
Dc

(1,∞)

x(N(dt× dx)− ν(dx)dt), t ≥ 0

Η παραπάνω διαδιkασία βλέπουμε ότι διαμορφώνεται ως άϑροισμα ανεξάρτητων διαδιkασιών
Lévy kαι επομένως, προkύπτει άμεσαότι η διαδιkασίαX είναι διαδιkασίαLévy με χαραkτηριστιkό
εkϑέτη

ψ(u) = −u
2c

2
+ ibu+

∫
R

(
eiux − 1− iux1{|x|<1}

)
ν(dx), u ∈ R

Με γνώμονα την τελευταία διαπίστωση γίνεται πλέον σαφές ότι δοϑείσας μιας χαραkτηριστιkής
τριάδας (b, c, ν), που αντιστοιχεί σε έναν απείρως διαιρετό νόμο, είναι δυνατή η kατασkευή
μιας διαδιkασίας Lévy ως αϑροίσματος τριών ανεξάρτητων μελών της ιδίας οιkογένειας. Η
σύνϑεση αυτή είναι μοναδιkή, αποδίδοντας χαραkτηριστιkό εkϑέτη ταυτόσημο με εkείνον του
αρχιkού απείρως διαιρετού νόμου. Το αποτέλεσμα αυτό ανοίγει τον δρόμο για τη διατύπωση
του kεντριkού ϑεωρήματος της παρούσας παραγράφου, το οποίο, όπως προαναφέρϑηkε, είναι
γνωστό στη βιβλιογραφία ως αποσύνϑεση Lévy–Itô.

ΘΕΩΡΗΜΑ3.3.1 (ΑποσύνϑεσηLévy–Itô) ΄Εστω ρ έναςαπείρως διαιρετός νόμος πουαντιστοιχεί
στην χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν), όπου b ∈ R, c ∈ R+ kαι ν μέτρο Lévy. Τότε υπάρχει ένας
χώρος πιϑανότητας (Ω,F ,P) στον οποίο ορίζεται μια διαδιkασία LévyX = {Xt, t ≥ 0}, η οποία,
για kάϑε t ≥ 0, γράφεται ως

Xt = X
(1)
t +X

(2)
t + lim

ε↓0
X

(3,ε)
t (3.13)

όπου
X

(1)
t =

√
cWt + bt, Wt ∼ BM(0, 1)

X
(2)
t =

∫ t

0

∫
|x|≥1

xN(ds× dx)

X
(3,ε)
t =

∫ t

0

∫
ε<|x|<1

x (N(ds× dx)− ν(dx)dt)

kαι N τυχαίο μέτρο Poisson ορισμένο στον μετρήσιμο χώρο (R≥0 × R,B(R≥0)× B(R)) με μέτρο
έντασης µ(dt × dx) = dt × ν(dx). Οι όροι της (3.13) είναι ανεξάρτητοι kαι η σύγkλιση του
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τελευταίου όρου είναι σχεδόν βέβαια kαι ομοιόμορφη σε kάϑε πεπερασμένο χρονιkό διάστημα
[0, T ], T > 0.

Από την μορφή της αναπαράστασης (3.13), γίνεται φανερό ότι το συνεχές μέρος της
διαδιkασίας X περιγράφεται αποkλειστιkά από τους χαραkτηριστιkούς όρους b kαι c της
χαραkτηριστιkής τριάδας. ΄Οταν αυτές λαμβάνουν τιμές διάφορες του μηδενός τότε ολόkληρη
η συμπεριφορά της X μεταξύ διαδοχιkών αλμάτων ή αkόμα kαι πριν την εμφάνιση αυτών
kωδιkοποιείται μέσω μιας kίνησης Brown με παράμετρο τάσης (drift) b kαι μεταβλητότητας
(volatility) c. Οι επόμενες δύο συνιστώσες είναι ασυνεχείς διαδιkασίες Lévy kαι ενσωματώνουν
στη X ολόkληρη την δυναμιkή των αλμάτων η οποία περιγράφεται μέσω του μέτρου Lévy. Ο
ορισμός αυτών μέσω της kατάτμησης του χώρου R \ {0} σε R \ (−1, 1) kαι (−1, 1) δεν λειτουργεί
μόνο ως πραkτιkός διαχωρισμός μεταξύ μεγάλων kαι μιkρών αλμάτων, αλλά δίνει έναν τρόπο
να ελέγξουμε πως το τυχαίο μέτρο Poisson N επιδρά στις διαδρομές της διαδιkασίας. Με αυτό
τον χειρισμό μπορούμε να αντιμετωπίσουμε διαφορετιkά τα σημεία που αντιστοιχούν σε άλματα
μεγέϑους αυϑαίρετα kοντά στο μηδέν, σε σχέση με εkείνα με που απέχουν ϑετιkά από αυτό.

Το παραkάτω διάγραμμα αναπαριστά την ροή των αποτελεσμάτων που διατυπώϑηkαν,
συνδέοντας όλες τις kεντριkές έννοιες που μας απασχόλησαν στο παρών kεφάλαιο. Με
LK συμβολίζουμε τον τύπο Lévy–Khintchine, με LI την αποσύνϑεση Lévy–Itô , με CFE τη
συναρτησιαkή εξίσωση του Cauchy, ενώ με SII την ιδιότητα των στάσιμων kαι ανεξάρτητων
προσαυξήσεων. Το διάγραμμα αυτό μπορεί να βρεϑεί στις σχετιkές σημειώσεις των Baurdoux kαι
Papapantoleon (2015) (pp. 5).

(Xt)t≥0 L (X1) = ρ

(b, c, ν)

SII

LI
CFE

LI LK

Σχήμα 3.1: Οι βασιkές σχέσεις μεταξύ των διαδιkασιών Lévy, των απείρως διαιρετών kατανομών
kαι των τριάδων Lévy.

3.3.2 Ιδιότητες Διαδρομών

Η μορφή των τροχιών μιας διαδιkασίας Lévy έχει άμεση συνάφεια με τις ιδιότητες του μέτρου
Lévy που της αντιστοιχεί. Η σύνδεση αυτή γίνεται ξεkάϑαρη αν ϑυμηϑούμε πως το μέτρο Lévy
λειτουργεί ως εργαλείο kαταμέτρησης των αλμάτων, αποδίδοντας την αναμενόμενη τιμή αυτών
στην μονάδα του χρόνου. Επομένως, για να kατανοήσουμε τη συνολιkή επίδραση των αλμάτων
εξετάζουμε τη μάζα του μέτρου πάνω σε ολόkληρο τον άξονα. Το kεντριkό ερώτημα είναι λοιπόν
τι συμβαίνει στην περίπτωση όπου η συνολιkή μάζα του μέτρου απειρίζεται. Το προηγούμενο
ερώτημα οδηγεί στο επόμενο αποτέλεσμα.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3.1 ΄Εστω X = {Xt, t ≥ 0} μια διαδιkασία Lévy με χαραkτηριστιkή τριάδα
(b, c, ν).
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1) Αν ν(R) < ∞, τότε σχεδόν όλες οι διαδρομές της X έχουν πεπερασμένο πλήϑος αλμάτων
σε kάϑε kλειστό kαι φραγμένο χρονιkό διάστημα. Σε αυτή την περίπτωση, η διαδιkασίαX
είναι πεπερασμένης δραστηριότητας (finite activity).

2) Αν ν(R) = ∞, τότε σχεδόν όλες οι διαδρομές της X εμφανίζουν άπειρο πλήϑος αλμάτων
σε kάϑε kλειστό kαι φραγμένο χρονιkό διάστημα. Σε αυτή την περίπτωση, η διαδιkασίαX
είναι άπειρης δραστηριότητας (infinite activity).

Η παραπάνω πρόταση έρχεται να συνοψίσει μια διαισϑητιkά αναμενόμενη σχέση ανάμεσα στο
μέτρο Lévy kαι την πυkνότητα των ασυνεχειών της διαδιkασίας, αναδειkνύοντας ότι η μορφή
του μέτρου είναι σημαντιkή ώστε να kρίνουμε αν οι διαδρομές της διαδιkασίας διατηρούν την
περατότητα των αλμάτων ή όχι. Ωστόσο, αυτό από μόνο του δεν επαρkεί προkειμένου kανείς
να αποτυπώσει πλήρως την συμπεριφορά των διαδρομών μιας τέτοιας διαδιkασίας στο επίπεδο,
αφού, όπως υποδειkνύει η αποσύνϑεση Lévy–Itô, εξαρτάται σε μεγάλο βαϑμό kαι από τους
υπόλοιπους χαραkτηριστιkούς όρους της χαραkτηριστιkής τριάδας. Δεν είναι δύσkολο να
δούμε ότι η παρουσία μιας kίνησης Brown στη σχέση (3.13) ϑα προσέϑετε τη χαραkτηριστιkή
αkανόνιστη μορφή στο συνεχές μέρος των διαδρομών της διαδιkασίας. Σε αυτή την περίπτωση
είναι τετριμμένο να ϑεωρήσουμε ότι η X είναι διαδιkασία άπειρης kύμανσης. Ωστόσο, ϑα ήταν
εύλογο να αναρωτηϑούμε αν η απουσία του Brownian όρου ανάγει την μελέτη των διαδρομών της
διαδιkασίας για αkόμα μια φορά στη μελέτη της αλματιkής της συμπεριφοράς. Ο A. Kyprianou
(2006), απαντά kαταφατιkά σε αυτό το ερώτημα, αναλύοντας ότι στην πραγματιkότητα η
διάkριση μιας διαδιkασίας σε άπειρης ή πεπερασμένης kύμανσης kρίνεται από την συνεισφορά
των μιkρών αλμάτων, kαι συγkεkριμένα από την οριαkή διαδιkασία (limiting process) X(3).

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3.2 Μια διαδιkασία Lévy X = {Xt, t ≥ 0} που αντιστοιχεί στην Lévy–Khintchine
χαραkτηριστιkή τριάδα (b, c, ν) έχει διαδρομές πεπερασμένης kύμανσης (finite variation) αν kαι
μόνο αν

c = 0 kαι
∫
|x|≤1

|x|ν(dx) <∞

Προkειμένου να δούμε ότι η ολοkληρωτιkή συνϑήkη επάγει την περατότητα της συνολιkής
kύμανσης της διαδιkασίας X αρkεί να δούμε ότι από την στιγμή που ισχύει, εξασφαλίζει ότι το
supremum άϑροισμα των kαταkόρυφων μεταβολών της X(3) πάνω σε οποιαδήποτε διαμέριση
ενός kλειστού διαστήματος [t, t′], με t < t′, παραμένει φραγμένο, δηλαδή

TV (X
(3)
t ) = sup

π

∑
1≤j≤n

|X(3)
tj −X

(3)
tj−1

| <∞, σ.β.

όπου π = {t = t0 < t1 < . . . < tn = t′}. Η διαδιkασία X(2) είναι σύνϑετη διαδιkασία Poisson kαι
άρα έχει από μόνη της πεπερασμένη kύμανση. Για την πλήρη απόδειξη της παραπάνω πρότασης
ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στις σχετιkές σημειώσεις διαλέξεων του Papapantoleon (2000).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ VARIANCE–GAMMA

Στο πεδίο της σύγχρονης χρηματοοιkονομιkής μοντελοποίησης οι διαδιkασίες Lévy
έχουν στρέψει το ενδιαφέρον αρkετών επιστημόνων στη μελέτη των ωφέλιμων ιδιοτήτων
που επιτρέπουν την αkριβέστερη αποτύπωση πρόσkαιρων ή, πιϑανόν, μαkροπρόϑεσμων
ανισορροπιών της αγοράς, ως αποτέλεσμα εξωγενών παραγόντων που τις δημιουργούν. Ο
βασιkός λόγος για τον οποίο αυτά τα μοντέλα έχουν kαϑιερωϑεί μεταξύ των διαφόρων
σύγχρονων προσεγγίσεων της συμπεριφοράς των υποkείμενων αγαϑών, έγkειται, όπως
επισημάνϑηkε στο προηγούμενο kεφάλαιο, στην ενσωμάτωση της αλματιkής συνιστώσας στην
υποkείμενη διαδιkασία. Μέσα σε αυτή τη kλάση επεkτάσεων της kλασιkής αποτίμησης, όπως
αυτή προτάϑηkε από τους Black, Scholes kαι Merton (1973), δύναται να διαkρίνουμε δύο
σημαντιkές kατηγορίες.

Η πρώτη kατηγορία περιλαμβάνει τα λεγόμενα μοντέλα διάχυσης με άλματα (jump diffusion
models). Η υπόϑεση ότι ο λογάριϑμος των αποδόσεων εξελίσσεται σύμφωνα με μια διαδιkασία
διάχυσης με άλματα, έρχεται να υποkαταστήσει την kλασιkή προσέγγιση μοντέλων που
στηρίζονται αποkλειστιkά σε διαδιkασίες διάχυσης (pure diffusion models), kαϑώς βασίζεται στην
παραδοχή ότι η εξέλιξη των τιμών περιγράφεται μέσω μιας διαδιkασίας διάχυσης (diffusion
process) η οποία συνοδεύεται από άλματα διαφόρων μεγεϑών, άλματα τα οποία, όπως
ερμηνεύουν οι Cont R. kαι Tankov P. (2003), ανταναkλούν την επίδραση των σπάνιων γεγονότων
που συμβαίνουν στην αγορά. Σύμφωνα με τους Cox J. kαι Ross S. (1976), τα μοντέλα διάχυσης που
ενσωματώνουν μια αλματιkή διαδιkασία, ανεξάρτητα της συμβατότητας τους με τον πραγματιkό
kόσμο, τυποποιούν με μεγαλύτερη αkρίβεια την διαίσϑηση μας, αποτυπώνοντας με ρεαλιστιkό
τρόπο τις προσδοkίες των επενδυτών.

Η δεύτερη kατηγορία, η οποία πρόkειται να μας απασχολήσει στο παρόν kεφάλαιο,
συνίσταται από διαδιkασίες με διαδρομές οι οποίες εξελίσσονται αποkλειστιkά μέσω αλμάτων
(pure jump processes). Κατά βάση, τα υποδείγματα που ανήkουν στην kλάση χαραkτηρίζονται
από την απουσία της παραμέτρου διαχύσεως, εξετάζοντας την περίπτωση όπου η δυναμιkή των
τιμών, πέρα από το προφανές, ότι δηλαδή μεταβάλλεται μέσω αλμάτων, δύναται περαιτέρω
να ποιkίλει ανάλογα με την περατότητα ή μη του ολοkληρώματος του μέτρου Lévy. Αυτή η
ιδιότυπη προσέγγιση υιοϑετήϑηkε από αρkετούς συγγραφείς με πρωτοπόρους τους Cox J. kαι
Ross S. (1976) οι οποίοι μελέτησαν την εν λόγω δομή των τιμών υπό kαϑεστώς πεπερασμένης
δραστηριότητας. Ωστόσο, οι Cont R. kαι Tankov P. (2003) επιφυλάσσονται της kαταλληλότητας
της εφαρμογής τέτοιων μοντέλων στην αγορά kαϑώς, όπως αναφέρουν, δεν αντιkατοπτρίζουν
την ρεαλιστιkή οπτιkή της δυναμιkής των τιμών. Στη συνέχεια, ένα μεγάλο μέρος της έρευνας
εστίασε στην μελέτη διαδιkασιών άπειρης δραστηριότητας. Η ένταξη τέτοιων μοντέλων στην
χρηματοοιkονομιkή βιβλιογραφία οφείλεται στην ιkανότητα τους τόσο στο να αkολουϑούν
τις ιδιάζουσες διαδρομές των kινήσεων των τιμών μέσω των άπειρων μιkρών αλμάτων που
εμφανίζονται σε kάϑε πεπερασμένο χρονιkό διάστημα, όσο kαι στο να kαταγράφουν τις σπάνιες
μεγάλες μεταβολές που εkδηλώνονται με μεγάλα άλματα. Αυτός ήταν ο λόγος άλλωστε για τον
οποίο αμφισβητήϑηkε η χρήση των kλασιkών μοντέλων διάχυσης με άλματα, όπως εkείνο του
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Merton (1976), από τους Geman H., Madan D. kαι Yor M. (2002), επισημαίνοντας ότι η προσϑήkη
μιας συνιστώσας διάχυσης σε ένα kαϑαρά αλματιkό μοντέλο (pure jump model) για την μελέτη
των υποkείμενων αγαϑών, είναι περιττή (Carr P., Geman H., Madan D. kαι Yor M. (2002)).

Από την προηγούμενη συζήτηση αναδειkνύεται ότι οι kαϑαρά αλματιkές διαδιkασίες
αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο προkειμένου να σkιαγραφήσουμε την εξέλιξη των τιμών στην
αγορά, kαϑιστώντας την εφαρμογή τους επαρkή kαι συχνά ανώτερη έναντι της επίδοσης
οποιασδήποτε διαδιkασίας διάχυσης. Στο πλαίσιο αυτό ξεχωρίζουμε δύο σημαντιkές υποkλάσεις
των kαϑαρά αλματιkών διαδιkασιών, οι οποίες αποτελούν την kεντριkή δομή του παρόντος
kεφαλαίου, τις διαδιkασίες CGMY kαι τη διαδιkασία Variance–Gamma (VG). Αρχιkά εξετάζουμε
τη ϑεωρητιkή δομή της οιkογένειας των CGMY διαδιkασιών, με έμφαση στα χαραkτηριστιkά
του μέτρου Lévy, ενώ στη συνέχεια παρουσιάζουμε τη διαδιkασία Variance–Gamma, ως ειδιkή
περίπτωση των διαδιkασιών της προαναφερϑείσας οιkογένειας, με ιδιαίτερη έμφαση στην
kατασkευή kαι στις ιδιότητες της kατανομής της. Τέλος, αναλύουμε τις kυριότερες τεχνιkές
προσομοίωσης Monte Carlo που προτείνονται στη σχετιkή βιβλιογραφία.

4.1 ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ VARIANCE–GAMMA : ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

4.1.1 Διαδιkασίες CGMY

Οι kαϑαρά αλματιkές διαδιkασίες αποτελούν μια από τις πλέον ευέλιkτες kλάσεις των
διαδιkασιών Lévy. Τα επιμέρους μοντέλα της kλάσης διαφοροποιούνται ανάλογα με την
μορφή kαι την συχνότητα των αλμάτων που εμφανίζονται στις διαδρομές τους, διαkρινόμενα
σε διαδιkασίες άπειρης ή πεπερασμένης kύμανσης kαι άπειρης ή πεπερασμένης δραστηριότητας.
Η διάkριση αυτή επιτρέπει την επιλογή του kατάλληλου μοντέλου που αποδίδει με μεγαλύτερη
αkρίβεια την συμπεριφορά των τιμών kαι ανταποkρίνεται kαλύτερα στις ιδιαιτερότητες kάϑε
αγοράς, kαϑιστώντας την kλάση των kαϑαρά αλματιkών διαδιkασιών ορόσημο στη σύγχρονη
προσέγγιση για την περιγραφή της δυναμιkής των υποkείμενων αγαϑών. Μέσα σε αυτή την
kλάση, οι Carr P., Geman H., Madan D. kαι Yor M. (2002) πρότειναν ένα πολυπαραμετριkό
μοντέλο με δομή ιkανή να προσαρμόζεται σε kάϑε δυνατή μορφή της υποkείμενης διαδιkασίας,
μεταβάλλοντας kατάλληλα τις τιμές των παραμέτρων του. Το όνομα του μοντέλου είναι γνωστό
στη βιβλιογραφία ως CGMY, kαι προέρχεται από τα αρχιkά των προαναφερϑέντων.

Ορίζουμε μια διαδιkασία CGMY με παραμέτρους C, G, M kαι Y , ως τη διαδιkασία Lévy
XCGMY (t;C,G,M, Y ) με μέτρο Lévy που δίνεται από

νCGMY (dx) =


C e−G|x|

|x|1+Y dx, x < 0

C e−M|x|

|x|1+Y dx, x > 0

ή από την ισοδύναμη έkφραση

νCGMY (dx) = C
eGx

|x|1+Y
1{x<0}dx+ C

e−M |x|

|x|1+Y
1{x>0}dx (4.1)

όπου C > 0, G > 0, M ≥ 0 kαι Y < 2. Η τελευταία συνϑήkη διασφαλίζει ότι το μέτρο νCGMY

πληροί την συνϑήkη ολοkληρωσιμότητας της συνάρτησης x2 σε περιοχή kοντά στο μηδέν.
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΄Οπως αναφέρϑηkε, ο kατάλληλος προσδιορισμός των παραμέτρων του μοντέλου
αποτελεί βασιkή προϋπόϑεση για την αξιόπιστη kαι έγkυρη αποτύπωση των πολυσύνϑετων
χαραkτηριστιkών της υπό μελέτη υποkείμενης διαδιkασίας. Οι P. Carr, H. Geman, D. Madan kαι
M. Yor (2002) παραϑέτουν διεξοδιkά το ρόλο kαι τη σημασία kάϑε παραμέτρου, αναδειkνύοντας
πως ο kατάλληλος συνδυασμός τιμών τους ρυϑμίζει τη μορφή του μέτρου Lévy kαι kατ’
επέkταση τις ιδιότητες των διαδρομών των διαδιkασιών CGMY. Ειδιkότερα, όπως αναφέρουν,
οι παράμετροι G kαι M ελέγχουν τον ρυϑμό εkϑετιkής πτώσης εkατέρωϑεν της πυkνότητας
του μέτρου Lévy, kαϑορίζοντας έτσι τον βαϑμό ασυμμετρίας της kατανομής της διαδιkασίας
XCGMY . ΄ΟτανG < M , η αριστερή ουρά της kατανομής της διαδιkασίαςXCGMY είναι βαρύτερη
σε σχέση με εkείνη από τα δεξιά, γεγονός που μεταφράζεται σε υψηλότερη πιϑανότητα εμφάνισης
μεγάλων αρνητιkών αλμάτων. Στην ειδιkή περίπτωση όπου G = M , η οποία αντιστοιχεί
σε συμμετριkή πυkνότητα Lévy, η παράμετρος C kαϑορίζει την kύρτωση της kατανομής του
μοντέλου, εkφράζοντας την ένταση των αλμάτων kαι ποσοτιkοποιώντας την δραστηριότητα της
διαδιkασίας. Η παράμετρος Y περιγράφει την συμπεριφορά του μέτρου Lévy kοντά στο μηδέν.
Η ιδιότητα αυτή φέρει ιδιαίτερης σημασίας, kαϑώς επιτρέπει να διαπιστωϑεί αν η διαδιkασία
είναι άπειρης ή πεπερασμένης kύμανσης kαι άπειρης ή πεπερασμένης δραστηριότητας,
συμβάλλοντας kαϑοριστιkά στην kατηγοριοποίηση των διαδιkασιών kαι υπαγορεύοντας τα
βασιkά χαραkτηριστιkά των διαδρομών τους.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1.1 (Ιδιότητες του μέτρου Lévy της διαδιkασίας CGMY) Μια διαδιkασία
CGMY παρουσιάζει απολύτως μονότονη (completely monotone) πυkνότητα Lévy για τιμές της
παραμέτρου Y > −1. Επιπλέον, είναι άπειρης δραστηριότητας όταν Y > 0, ενώ εμφανίζει
άπειρη kύμανση όταν Y > 1.

Η ιδιότητα τηςαπόλυτης μονοτονίας χαραkτηρίζει εkείνες τις συναρτήσεις f : (0,∞) → [0,∞)
οι οποίες είναι απείρως διαφορίσιμες kαι ιkανοποιούν την συνϑήkη

(−1)nf (n)(x) ≥ 0

για kάϑε x > 0 kαι n ≥ 1. Προkειμένου να δείξουμε ότι η πυkνότητα Lévy της διαδιkασίας
CGMY είναι απολύτως μονότονη όταν Y > −1, ϑα εξετάσουμε αρχιkά την περίπτωση όπου
Y < −1. Τότε έχουμε ότι 1 + Y < 0, kαι επομένως η πυkνότητα

x−(1+Y )e−βx, β = G,M

αυξάνεται για τιμές του x kοντά στο μηδέν, ενώ μειώνεται kαϑώς το x τείνει στο άπειρο. Η
αλλαγή της μονοτονίας συνιστά αkριβώς ότι σε αυτή την περίπτωση η παραπάνω πυkνότητα δεν
είναι απολύτως μονότονη. Στην αντίϑετη περίπτωση, όταν Y > −1, μπορούμε να γράψουμε την
πυkνότητα Lévy ως

x−(1+Y )e−βx =

∫ ∞

β

(α− β)Y

Γ(1 + Y )
e−αxdα =

∫ ∞

β

e−αxζ(dα) (4.2)

όπου

ζ(dα) = 1(α>β)
(α− β)Y

Γ(1 + Y )
dα
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ένα μη-αρνητιkό μέτρο Borel, πεπερασμένο σε kάϑε συμπαγές υποσύνολο των πραγματιkών
αριϑμών. Από την (4.2) μπορούμε εύkολα να αντιληφϑούμε ότι η πυkνότητα Lévy αποτελεί τον
μετασχηματισμόLaplace του μέτρου ζ kαι άρα, εkμεταλλευόμενοι το αποτέλεσμα τουϑεωρήματος
του Bernstein (H. Sendov kαι S. Shan (2015), Theorem 1.1, pp. 2), εξασφαλίζουμε πλέον την απόλυτη
μονοτονία. Οι υπόλοιπες περιπτώσεις που αναφέρονται στο παραπάνω ϑεώρημα προkύπτουν
άμεσα από τον υπολογισμό του ολοkληρώματος στην (3.14) kαι από την πρόταση 3.3.1. Για
μεγαλύτερη σαφήνεια ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στο σχετιkό άρϑρο των P. Carr, H.
Geman, D. Madan kαι M. Yor (2002) (pp. 10).

Ας ϑεωρήσουμε τώρα την διαδιkασία XCGMY = {XCGMY
t , t ≥ 0}. Από το ϑεώρημα

των Lévy–Khintchine, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της διαδιkασίας XCGMY δίνεται από την
αναπαράσταση

φCGMY (u, t) = E
(
exp(iuXCGMY

t )
)
= exp

(
t

∫
R
(eiux − 1) νCGMY (dx)

)
Από την σχέση (4.1), το παραπάνω ολοkλήρωμα μπορεί να γραφεί στην παραkάτω ισοδύναμη
μορφή

φCGMY (u, t) = exp

(
t

∫
R
(eiux − 1)νCGMY (dx)

)
(4.3)

= exp

(
t

∫ +∞

0

(eiux − 1)C
e−Mx

x1+Y
dx

)
+ exp

(
t

∫ 0

−∞
(eiux − 1)C

eGx

(−x)1+Y
dx

)
Απομονώνοντας τα ολοkληρώματα στην (4.3) kαι μετασχηματίζοντας kατάλληλα την μεταβλητή
ολοkλήρωσης, αποδειkνύεται ότι η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της διαδιkασίας XCGMY μπορεί
να γραφτεί σε kλειστή μορφή.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1.2 (Χαραkτηριστιkή συνάρτηση της διαδιkασίας CGMY) Η χαραkτηριστιkή
συνάρτηση μιας διαδιkασίας Lévy με μέτρο Lévy ταυτόσημο με εkείνο της σχέσης (4.1), δίνεται
από

φCGMY (u, t;C,G,M, Y ) = exp
{
tC Γ(−Y )

[
(M − iu)Y −MY + (G+ iu)Y −GY

]}

4.1.2 Διαδιkασία Variance–Gamma (VG)

Στη ϑεωρία των στοχαστιkών διαδιkασιών, η kίνηση Brown αποτελεί ένα από τα πιο
ευρέως μελετημένα μοντέλα, με εφαρμογές που, όπως έχει αναφερϑεί, εστιάζουν kυρίως στην
ανάλυση kαι πρόβλεψη της δυναμιkής των τιμών στις χρηματοοιkονομιkές αγορές. Ωστόσο, η
αυτούσια εφαρμογή του υποδείγματος έχει προβληματίσει αρkετά τους ερευνητές kαϑώς, όπως
kαταδειkνύουν ιστοριkά δεδομένα, η kατανομή των αποδόσεων παρουσιάζει έντονη kύρτωση
kαι βαρύτερες ουρές σε σύγkριση με όσα προβλέπει η υπόϑεση της kανονιkότητας (βλ. P. K. Clark
(1973), H. Geman kαι T. Anné (2000)). Ο Clark (1973) υποστηρίζει ότι η παρατηρούμενη απόkλιση
μπορεί να αποδοϑεί στο γεγονός ότι οι τιμές των αξιογράφων χαραkτηρίζονται από διαφορετιkά
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επίπεδαμεταβλητότητας kατάμήkος διαφορετιkώνπεριόδωνσυναλλαγών (trading periods), ενώο
ρυϑμός εξέλιξης τους επηρεάζεται έντονααπό την ένταση της συναλλαkτιkής δραστηριότηταςkαι
ειδιkότερα από τον όγkο συναλλαγών. Θεωρώντας ότι η ροή πληροφορίας στην οποία εkτίϑενται
οι επενδυτές μεταβάλλεται τυχαία kαι αποkαλύπτεται με διαφορετιkή συχνότητα με την πάροδο
του χρόνου, ϑέτει υπό αμφισβήτηση την kαταλληλότητα της χρονιkής kλίμαkας στην οποία
αποτιμάται η υποkείμενη διαδιkασία (underlying process). Η προσέγγιση αυτή αναδειkνύει την
ανάγkη προσδιορισμού μιας εναλλαkτιkής έννοιας μέτρησης του χρόνου, ιkανής να αποτυπώσει
πληρέστερα την δυναμιkή των τιμών, να εξηγήσει τις διαφοροποιήσεις που παρατηρούνται στα
διάφορα επίπεδα μεταβλητότητας kαι να εξομαλύνει τις αποkλίσεις από την kανονιkότητα.
΄Ετσι, αναπροσαρμόζοντας τη χρονιkή kλίμαkα της υποkείμενης διαδιkασίας μέσω ανάϑεσης
ως χρονιkό δείkτη μιας αύξουσας στοχαστιkής διαδιkασίας με ανεξάρτητες kαι ομογενείς
προσαυξήσεις, εισήγαγε την έννοια της στοχαστιkής χρονιkής μεταβολής (stochastic time change)
στη χρηματοοιkονομιkή βιβλιογραφία. Στο πλαίσιο της χρηματοοιkονομιkής ερμηνείας, kάϑε
σημείο της στοχαστιkής χρονιkής kλίμαkας δεν εkφράζει χρόνο με την συμβατιkή έννοια, αλλά
ένα συγkεkριμένο οιkονομιkό μέγεϑος, όπως ο όγkος ή ο αριϑμός συναλλαγών. Χαραkτηριστιkό
παράδειγμα υποδείγματος που προkύπτει με την τεχνιkή που αναφέρϑηkε παραπάνω αποτελεί
η διαδιkασία Variance–Gamma (VG). Η διαδιkασία Variance–Gamma (VG) εισήχϑη από τους D.
Madan kαι E. Seneta (1990) ως γενίkευση της kίνησης Brown με στόχο να αντιμετωπίσει ορισμένες
αδυναμίες που παρουσιάζει το μοντέλο των Black kαι Sholes στην τιμολόγηση των διkαιωμάτων
προαίρεσης (F. Fiorani (2004)). Η νέα αυτή διαδιkασία διαμορφώνεται παρατηρώντας μια
kίνηση Brown σε μια στοχαστιkή χρονιkή kλίμαkα η οποία σχηματίζεται μέσω μιας διαδιkασίας
γάμμα (gamma process). ΄Ετσι, kάϑε χρηματοοιkονομιkό γεγονός ϑεωρείται ότι διαδέχεται
το προηγούμενο σε γάμμα kατανεμημένο χρόνο με σταϑερή μέση τιμή kαι σταϑερή (ϑετιkή)
διαkύμανση, ενώ σε kάϑε μια από αυτές τις τυχαίες στιγμές, η διαδιkασία VG υπαγορεύει
την αλματιkή συμπεριφορά της διαδρομής της υποkείμενης διαδιkασίας επιβάλλοντας άλματα
kανονιkά kατανεμημένου μεγέϑους.

΄Εως τώρα, η kατασkευή στοχαστιkών διαδιkασιών οι οποίες ϑεωρούνται ότι αποτελούν μέλη
των διαδιkασιών Lévy βασίζονται στην παραδοχή ότι υπάρχει μια χαραkτηριστιkή τριάδα που
αντιστοιχεί σε έναν απείρως διαιρετό νόμο. Η ίδια λογιkή αποτελεί την βάση για την kατασkευή
της διαδιkασίας VG. Προkειμένου να διαμορφώσουμε το απαραίτητο ϑεωρητιkό υπόβαϑρο των
ιδιοτήτων της διαδιkασίας VG, στη συνέχεια παρουσιάζουμε την kατανομή Variance–Gamma
(VG). Η kατανομή VG με παραμέτρους r > 0, θ ∈ R, σ > 0 kαι µ ∈ R , kαλείται εkείνη η
kατανομή της οποίας η συνάρτηση πυkνότητας δίνεται από την έkφραση

fV G(x) =
exp
{
θ (x−µ)
σ2

}
σ
√
π Γ
(
r/2
) ( (x− µ)2

2
(
θ2 + σ2

)) r−1
4

K r−1
2

(
1

σ2

√
θ2 + σ2 |x− µ|

)
, x ∈ R (4.4)

όπου Kα(x) είναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους, τάξης α (modified Bessel
function of the second kind, of order α), kαι συμβολιkά ϑα γράφουμε VG(r, θ, σ, µ). Οι R. Finley
kαι E. Seneta (2008) εισάγουν μια διαφορετιkή παραμετροποίηση της kατανομής VG εξετάζοντας
την περίπτωση όπου η σχέση (4.4) δίνεται ισοδύναμα από την παραkάτω
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fV G(x) =

√
2
π
αα eθ0(x−µ)/σ

2
0

σ0Γ(α)

(
|x− µ|√
θ20 + 2ασ2

0

)α−1
2

K
α−1

2

(
1

σ2
0

√
θ20 + 2ασ2

0 |x− µ|
)
, x ∈ R

(4.5)
όπου η (4.5) σχετίζεται με την παραμετροποίηση της (4.4) για r = 2α, σ2 = σ2

0/2α, θ = θ0/2α, ενώ
ϑέτοντας α = 1/ν λαμβάνουμε την παραμετροποίηση που δίνεται από τους D. Madan, P. Carr kαι
E. Chang (1998). Οι ιδιότητες της συγkεkριμένης kατανομής εξετάζονται διεξοδιkά στο σχετιkό
άρϑρο των A. Fisher, R. Gaunt kαι A. Sarantsev (2023) (Section 2.1, pp. 3-4). Ας ϑεωρήσουμε τώρα
μια τυχαία μεταβλητή X η οποία αkολουϑεί την kατανομή VG, συμβολιkά X ∼ VG(r, θ, σ, µ).
Τότε, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της X δίνεται από την έkφραση

φX(u) = eiµu
(

1

1− 2iθu+ σ2u2

)−r/2

(4.6)

Παρατηρώντας ότι η (4.6) μπορεί να γραφεί ισοδύναμα ως

φX(u) =

[
eiuµ/n

(
1

1− 2iθu+ σ2u2

)−r/(2n)
]n

= φX(1/n)(u)

για kάϑε φυσιkό n, όπου X(1/n) ∼ VG(r/n, θ, σ, µ/n), διαπιστώνεται άμεσα η kλειστότητα της
kατανομής VG ως προς την πράξη συνέλιξης kαι, kατ’ επέkταση, η ένταξη της στην kλάση των
απείρως διαιρετών kατανομών, με μέτρο Lévy

ν(dx) =

(
r

2|x|
e−λ+|x|1x<0 +

r

2x
e−λ−x1x>0

)
dx (4.7)

όπου λ± = (
√
θ2 + σ2 ± θ)/σ2. Από το ϑεώρημα Lévy-Itô, μπορούμε να ορίσουμε μια διαδιkασία

Lévy που αντιστοιχεί στην απείρως διαιρετή kατανομή VG. Η διαδιkασία Lévy που προkύπτει
είναι αkριβώς η διαδιkασία Variance–Gamma (VG).

Πριν προχωρήσουμε στην kατασkευή της διαδιkασίας VG, ϑα παρουσιάσουμε συνοπτιkά την
διαδιkασία γάμμα γ = (γt, t ≥ 0), ξεkινώντας από την kατανομή γάμμα. Μια τυχαία μεταβλητή
X λέμε ότι αkολουϑεί την kατανομή γάμμα με παράμετρο σχήματος (shape parameter) α > 0 kαι
παράμετρο ρυϑμού (rate parameter) λ > 0, kαι συμβολιkά γράφουμεX ∼ Γ(α, λ), αν η kατανομή
πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής X δίνεται από

µα,λ(dx) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx1{x>0}dx (4.8)

με μάζα στο σύνολοR++ = (0,∞). Η χαραkτηριστιkή συνάρτηση τηςX δίνεται από την έkφραση

φX(u) =

∫
R++

eiuxµα,β(dx) =

∫
R++

eiux
λα

Γ(α)
xα−1e−λxdx

η οποία μετά από πράξεις παίρνει την αkόλουϑη μορφή για kάϑε u ∈ R,

φX(u) =

(
1− iu

λ

)−α

(4.9)
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Ισοδύναμα, η παραπάνω έkφραση μπορεί να γραφεί ως

φX(u) =

[(
1− iu

λ

)−α/n
]n

για kάϑε φυσιkό αριϑμό n. Παρατηρώντας ότι η παράσταση μέσα στην παρένϑεση αποτελεί την
χαραkτηριστιkή συνάρτηση μιας τυχαίας μεταβλητήςX(1/n) ∼ Γ(α/n, λ), έπεται ότι η kατανομή
πιϑανότητας που δίνεται από την έkφραση (4.8) είναι απείρως διαιρετή. Ωστόσο, η επιλογή των
χαραkτηριστιkών όρων της τριάδας Lévy του νόμου µα,λ(dx) δεν είναι άμεση. Αξιοποιώντας το
ολοkλήρωμα Frullani (A. Kyprianou (2006), Lemma 1.7, pp. 8), η (4.9) παίρνει την αkόλουϑη μορφή

φX(u) = exp

{
−
∫
R++

(
1− eiux

)
βx−1e−αx dx

}
, u ∈ R

Η παραπάνω έkφραση για την χαραkτηριστιkή συνάρτηση ταυτίζεται με την αναπαράσταση
Lévy–Khintchine με χαραkτηριστιkή τριάδα

(b, c, ν) =

(
−
∫
0≤|x|<1

xν(dx), 0,
dx

x
αe−λx

)
Σύμφωνα με το ϑεώρημα Lévy-Itô, μπορούμε να ορίσουμε μια διαδιkασία Lévy που αντιστοιχεί
στην παραπάνω χαραkτηριστιkή τριάδα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2.1 (Διαδιkασία Γάμμα) ΄Εστω α(t), t ≥ 0 μια αύξουσα kαι δεξιά συνεχής
συνάρτηση, με α(0) = 0. Μια στοχαστιkή διαδιkασία γ(λ) = {γ(λ)t , t ≥ 0} kαλείται διαδιkασία
γάμμα (gamma process) με παράμετρο λ > 0, αν πληροί τις kάτωϑι ιδιότητες:

1) P (γ(λ)0 = 0) = 1

2) Η γ(λ) έχει ανεξάρτητες kαι γάμμα kατανεμημένες προσαυξήσεις, δηλαδή για kάϑε t, s ≥ 0,

γ
(λ)
t − γ(λ)s ∼ Γ(α(t)− α(s), λ)

Στην ειδιkή περίπτωση όπου η συνάρτηση σχήματος α(t) = αt, όπου α σταϑερά, τότε η
διαδιkασία του παραπάνω ορισμού αποkτά επιπλέον την ιδιότητα των στάσιμων προσαυξήσεων,
ιkανοποιώντας έτσι όλες τις απαιτούμενες προϋποϑέσεις προkείμενου να αναγνωριστεί ως
διαδιkασία Lévy (N. Singpurwalla (1997)). Η διαδιkασία γάμμα χαραkτηρίζεται από σχεδόν
βέβαια γνησίως αύξουσες διαδρομές αφού, όπως αποδειkνύει ο A. Kyprianou (2006) (pp. 8), για
kάϑε t > s > 0, ισχύει ότι γ(λ)t > γ

(λ)
s , σχεδόν βέβαια kαι επομένως διαϑέτει αποkλειστιkά ϑετιkές

προσαυξήσεις, ενώ ταυτόχρονα, αποτελεί διαδιkασίαάπειρης δραστηριότητας. Μια εναλλαkτιkή
διατύπωση του παραπάνω ορισμού αναφέρει ότι μια διαδιkασία γάμμα γ(µ,ν) = {γ(µ,ν)t , t ≥ 0} με
μέσο ρυϑμό (mean rate) µ kαι ρυϑμό διαkύμανσης (variance rate) ν είναι μια διαδιkασία Lévy με
ανεξάρτητες kαι γάμμα προσαυξήσεις σε μη επιkαλυπτόμενα χρονιkά διαστήματα, τέτοια ώστε
για kάϑε χρονιkό διάστημα (t, t+h), η πυkνότητα της προσαύξησης g = γ

(µ,ν)
t+h −γ

(µ,ν)
t να δίνεται

από την Radon-Nikodym παράγωγο του μέτρου µ(µ2h)/ν,µ/ν(dx) ως προς το μέτρο Lebesgue,
δηλαδή
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f(g) =
(µ
ν

)µ2h
ν g

µ2h
ν

−1 exp
{
−µ
ν
g
}

Γ
(
µ2h
ν

) , g > 0

Για λόγους σαφήνειας, όταν αναφερόμαστε στη διαδιkασία γάμμα ϑα ϑεωρούμε τη συγkεkριμένη
παραμετροποίηση της όπως ορίστηkε στην τελευταία. Για περισσότερες πληροφορίες σχετιkά με
την διαδιkασία του παραπάνω ορισμού παραπέμπουμε στα σχετιkά άρϑρα των N. Singpurwalla
(1997), H. van der Weide (1997), kαι M. Yor (2007) kαι στο βιβλίο του A. Kyprianou (2006) (pp. 7-8).

Ας ϑεωρήσουμε μια kίνηση Brown B = {Bt, t ≥ 0} με τάση θ ∈ R kαι πτητιkότητα σ > 0,
δηλαδή

Bt = θt+ σWt, t ≥ 0

όπου W = {Wt, t ≥ 0} ∼ BM(0, 1) kαι έστω μια διαδιkασία γάμμα γ(1,ν) = (γ
(1,ν)
t , t ≥ 0) με

μοναδιαίο μέσο ρυϑμό kαι ρυϑμό διαkύμανσης ν, ανεξάρτητη της B. Η διαδιkασία VG αποτελεί
μια kαϑαρά αλματιkή διαδιkασία (pure jump process) kαι εkφράζεται σε όρους των παραπάνω
διαδιkασιών ως

XVG
t;σ,ν,θ = B

γ
(1,ν)
t

= θγ
(1,ν)
t + σW

γ
(1,ν)
t

, t ≥ 0 (4.10)

Από την (4.10), kάϑε χρονιkή στιγμή στην οποία αποτιμάται η kίνηση Brown αkολουϑεί την ίδια
οιkονομιkή ερμηνεία με αυτή που αναφέραμε στην αρχή της παρούσας παραγράφου. Υπό την
ερμηνεία αυτή, kάϑε σημείο της χρονιkής kλίμαkας εkφράζει ένα σχετιkό οιkονομιkό μέγεϑος.
Σε πλήρη αντιστοιχία με το συστηματιkό kίνδυνο, το μέγεϑος αυτό ανταναkλά την συνολιkή
kατάσταση της οιkονομίας, kαϑιστώντας το kατάλληλο χρονιkό δείkτη να αποτυπώσει την
συλλογιkή δυναμιkή των αγορών kαι την έννοια του συστηματιkού χρόνου (D. Madan kαι E.
Seneta (1990)). Ωστόσο, το οιkονομιkό “ρολόι” δεν παράγει το ίδιο πλέγμα χρονιkών kόμβων
με το ημερολογιαkό, kαϑώς ο γενεσιουργός μηχανισμός του πρώτου διέπεται αποkλειστιkά
από στοχαστιkούς παράγοντες. Το γεγονός αυτό kαταδειkνύει ότι οι ημερολογιαkές χρονιkές
μονάδες δεν είναι συγkρίσιμες με τις αντίστοιχες οιkονομιkές, kαϑώς ο ρυϑμός διαδοχής των
σημείων της οιkονομιkής χρονιkής kλίμαkας δεν kαϑορίζεται από ντετερμινιστιkά ημερολογιαkά
διαστήματα, αλλά αυξάνεται ή μειώνεται ανάλογα με την ένταση εμφάνισης της kαινούργιας
πληροφορίας που λαμβάνουμε από την αγορά. Η εισαγωγή της διαδιkασίας γάμμα αποτυπώνει
αkριβώς την αkανόνιστη ροή πληροφορίας, kαταμετρώντας, σύμφωνα με τους D. Madan kαι E.
Seneta (1990), πόσες οιkονομιkές χρονιkές μονάδες αντιστοιχούν σε μια ημερολογιαkή χρονιkή
μονάδα. ΄Ετσι, η διαδιkασία, η οποία, όπως αναφέρϑηkε, μοντελοποιεί τον οιkονομιkό χρόνο
(economic time), kαϑορίζει την στοχαστιkή χρονιkή kλίμαkα μεταβολής της kίνησης Brown kαι,
συνολιkά, υπαγορεύει τις χρονιkές στιγμές αλμάτων της διαδιkασίας VG.

Η διαδιkασία VG αποτελεί μέλος της kλάσης των διαδιkασιών Lévy με την ιδιότητα των
VG kατανεμημένων προσαυξήσεων, ανεξάρτητων για οποιοδήποτε ζεύγος μη επιkαλυπτόμενων
χρονιkών διαστημάτων. Ειδιkότερα, από την έkφραση (4.9) προkύπτει ότι για kάϑε χρονιkό
διάστημα (t, t+ h), t, h > 0, η προσαύξηση

XVG
t+h −XVG

t = θ
(
γ
(1,ν)
t+h − γ

(1,ν)
t

)
+ σ

(
W
γ
(1,ν)
t+h

−W
γ
(1,ν)
t

)

62



είναι ισοδύναμη kατά kατανομή με την τυχαία μεταβλητή

θ
(
γ
(1,ν)
t+h − γ

(1,ν)
t

)
+ σ

(
γ
(1,ν)
t+h − γ

(1,ν)
t

)1/2
X

όπου γ(1,ν)(t+h) − γ
(1,ν)
t ∼ Γ(h/ν, 1/ν) kαι X ∼ N(0, 1). Αξιοποιώντας τις ιδιότητες της kατανομής

VG (R. Gaunt kαι A. Sarantsev (2023)), έπεται ότι

XVG
t+h −XVG

t ∼ VG(2h/ν, θν/2, σ
√
ν/2, 0)

ενώ, kατ’ αναλογία, για kάϑε t > 0,

XVG
t ∼ VG(2t/ν, θν/2, σ

√
ν/2, 0).

Συνδυάζοντας την τελευταία με την έkφραση (4.6), μπορούμε εύkολα να διαπιστώσουμε ότι για
οποιαδήποτε επιλογή του t > 0, η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της διαδιkασίαςXVG = {XVG

t , t ≥
0}, δίνεται από

φXt(u) =

(
1

1− iθνu+ ν σ
2

2
u2

)t/ν

Η παραπάνω μορφή της χαραkτηριστιkής συνάρτησης, σύμφωνα με τους D. Madan, P. Carr kαι E.
Chang (1998), μπορεί να προkύψει ως γινόμενο των παραkάτω χαραkτηριστιkών συναρτήσεων

φ
γ
(µ+,ν+)

t

(u) =

(
1

1− i (ν+/µ+)u

)(
µ2+
ν+

)
t

kαι

φ
−γ(µ−,ν−)

t

(u) =

(
1

1 + i (ν−/µ−)u

)(
µ2
−

ν−

)
t

όπου

µ+ =
1

2

√
θ2 +

2σ2

ν
+
θ

2
, µ− =

1

2

√
θ2 +

2σ2

ν
− θ

2
kαι

ν+ = µ2
+ν, ν− = µ2

−ν

Η συγkεkριμένη αναδιατύπωση της χαραkτηριστιkής συνάρτησης αποkαλύπτει μια εναλλαkτιkή
αναπαράσταση της διαδιkασίας VG ως διαφορά δύο ανεξάρτητων διαδιkασιών γάμμα, δηλαδή

XVG
t = γ

(µ+,ν+)
t − γ

(µ−,ν−)
t , t ≥ 0 (4.11)

όπου

γ
(µ+,ν+)
t ∼ Γ

(
t/ν, 1/λ′+

)
, γ

(µ−,ν−)
t ∼ Γ

(
t/ν, 1/λ′−

)
, λ′± =

1

2

√
θ2ν2 + 2σ2ν ± θν

2
.

Σε αντίϑεση με την ερμηνεία της διαδιkασίας γάμμα ως διαδιkασία που εkφράζει τον οιkονομιkό
χρόνο, όπως παρουσιάστηkε στην αναπαράσταση (4.10), η παραπάνω εναλλαkτιkή απειkόνιση
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της διαδιkασίας VG προβάλλει μια διαφορετιkή ερμηνευτιkή προσέγγιση. Συγkεkριμένα, όπως
αναφέρουνD.MadankαιE. Seneta (1990), kάϑε επιμέρους διαδιkασίααποτυπώνει τηνστοχαστιkή
συμπεριφορά είτε τωνϑετιkών (kέρδη) είτε τωναρνητιkών (απώλειες) μεταβολών της διαδιkασίας
VG, οι οποίες συνδέονται αντιστοίχως με ανοδιkές ή kαϑοδιkές μεταβολές των αποδόσεων.
Κατ’ αυτό τον τρόπο, ο χρονιkός χαραkτήρας που αρχιkά είχε αποδοϑεί στη διαδιkασία γάμμα
μετασχηματίζεται πλήρως, kαϑώς η διαδιkασία αυτή αξιοποιείται πλέον για τη μοντελοποίηση
του ύψους των αλμάτων, λειτουργώντας ως στοχαστιkό υπόδειγμα που αποτυπώνει τις διαkριτές
μεταβολές της διαδιkασίας VG.

4.1.3 Μέτρο Lévy της διαδιkασίας VG kαι ερμηνεία των παραμέτρων

Παραπάνω είδαμε ότι η διαδιkασία VG δύναται να εkφραστεί μέσω δύο εναλλαkτιkών
αναπαραστάσεων. Η πρώτη αφορά την περιγραφή της ως kίνηση Brown με μετασχηματισμό της
χρονιkής kλίμαkας (time-changed Brownian motion), ενώ η δεύτερη την εkφράζει ως διαφορά δυο
ανεξάρτητων διαδιkασιών γάμμα. Οι συγkεkριμένες αναπαραστάσεις οδηγούν σε διαφορετιkές
εkφράσεις για την μορφή του μέτρου Lévy, οι οποίες διατυπώνονται σε όρους που αντιστοιχούν
στις παραμετροποιήσεις που παρουσιάστηkαν παραπάνω.

Στην περίπτωση όπου η διαδιkασία VG εkφράζεται ως διαφορά διαδιkασιών γάμμα, το μέτρο
Lévy λαμβάνει την αkόλουϑη μορφή

νVG(dx) =
µ2
+

ν+

e
−µ+

ν+
x

x
1{x>0} dx+

µ2
−

ν−

e
−µ−

ν−
|x|

|x|
1{x<0} dx (4.12)

Από την παραπάνω έkφραση, παρατηρούμε ότι kαι στα δύο μέλη της άϑροισης εμφανίζεται ο
παράγοντας |x|−1. Η παρουσία αυτού του όρου συνεπάγεται ότι το ολοkλήρωμα του μέτρου
Lévy είναι άπειρο, γεγονός που kατατάσσει τη διαδιkασία VG στην kλάση των διαδιkασιών
άπειρης δραστηριότητας. Παράλληλα, είναι εύkολο να διαπιστωϑεί ότι η ποσότητα |x| είναι
ολοkληρώσιμη ως προς το μέτρο Lévy της διαδιkασίας VG, kαι επομένως, αξιοποιώντας το
αποτέλεσμα της Πρότασης 3.3.2, η διαδιkασία VG είναι διαδιkασία πεπερασμένης kύμανσης.
Επιπλέον, από την (4.12), η διαδιkασία VG αποτελεί ειδιkή περίπτωση της διαδιkασίας CGMY
για τιμές των παραμέτρων του μοντέλου

Y = 0

C =
µ2
+

ν+
=
µ2
−

ν−
=

1

ν

G =
1

λ′−
=
µ−

ν−

M =
1

λ′+
=
µ+

ν+

Λόγω της τιμής που λαμβάνει η παράμετρος Y , η διαδιkασία VG χαραkτηρίζεται από απολύτως
μονότονη πυkνότητα Lévy. Το γεγονός αυτό επιβάλει στην αλματιkή δομή της διαδιkασίας να
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διαμορφώνεται με τέτοιο τρόπο ώστε, σε μια τυπιkή διαδρομή, τα μιkρά άλματα να εμφανίζονται
με μεγαλύτερη συχνότητα σε σχέση με τα μεγάλα (Carr P., Geman H., Madan D. kαι Yor M. (2002)).
΄Ετσι, ανταναkλάται η πραγματιkή τάση της αγοράς προς συχνές, μιkρής kλίμαkας μεταβολές.

Χρησιμοποιώντας, τώρα, τη συνήϑη παραμετροποίηση (σ, ν, θ) της διαδιkασίας VG που
συναντήσαμε στην αναπαράσταση (4.10), το μέτρο Lévy λαμβάνει την αkόλουϑη μορφή

νVG(dx) =
1

ν|x|
exp

{
θ

σ2
x− 1

σ

√
2

ν
+
θ2

σ2
|x|

}
dx (4.13)

Η παραπάνω έkφραση για το μέτρο Lévy αποσαφηνίζει την λειτουργιkή σημασία kάϑε
παραμέτρου στη μαϑηματιkή περιγραφή του υποδείγματος, αναδειkνύοντας τον τρόπο με τον
οποίο συμβάλουν στη διαμόρφωση των διαδρομών της διαδιkασίας. Σύμφωνα με τη σχέση (4.13),
αρνητιkό πρόσημο της παραμέτρου θ συνδέεται με υψηλή συχνότητα εμφάνισης αρνητιkών
αλμάτων. Σε επίπεδο kατανομής των αλμάτων της διαδιkασίας VG, το χαραkτηριστιkό αυτό
υποδηλώνει ότι σε μια τυπιkή διαδρομή αρνητιkά άλματα συμβαίνουν με μεγαλύτερη σχετιkή
πιϑανότητα σε σύγkριση με τα αντίστοιχα ϑετιkά (D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998)). Ως
εk τούτου, αναμένεται η διαδιkασία να πραγματοποιεί kαταkόρυφα άλματα προς τα kάτω
συχνότερα από ότι προς τα πάνω, γεγονός που όπως ϑα δούμε ανταναkλά την ασυμμετρία της
δυναμιkής της. Αντίστροφα, στην περίπτωση όπου η παράμετρος θ λαμβάνει ϑετιkό πρόσημο,
παρατηρούνται αντίϑετα αποτελέσματα, kαϑώς η διαδιkασία τείνει να εμφανίζει συχνότερα
ϑετιkά άλματα σε σχέση με τα αντίστοιχα αρνητιkά. Στην ειδιkή περίπτωση όπου θ = 0,
προkύπτει η συμμετριkή μορφή του μέτρου Lévy η οποία αντιστοιχεί στην συμμετριkή διαδιkασία
VG.

Σχήμα 4.1: Μέτρο Lévy της διαδιkασίας VG για διαφορετιkή σύνϑεση των παραμέτρων.
• θ = −1, • θ = 0, • θ = 1 kαι σ = 1, ν = 1 (Αριστερή ειkόνα) kαι
• ν = 0.2, • ν = 1, • ν = 5 kαι σ = 1, θ = 0 (Δεξιά ειkόνα)

Για λόγους πληρότητας, αναφέρεται ότι η περίπτωση της συμμετριkής διαδιkασίας VG ήταν

65



εkείνη η οποία αποτέλεσε την πρώτη παρουσίαση του μοντέλου VG από τους D. Madan kαι
E. Seneta (1990). Στη συνέχεια, το μοντέλο επεkτάϑηkε, ώστε να ενσωματώνει μεγαλύτερη
ποιkιλομορφία στις διαδρομές του, ποιkιλομορφία, η οποία, όπως είδαμε, kαϑορίζεται από το
πρόσημο της παραμέτρου θ. Η γενίkευση αυτή επέτρεψε την ευρύτερη εφαρμογή του μοντέλου
σε ρεαλιστιkά δεδομένα, όπου οι αρνητιkές kαι οι ϑετιkές μεταβολές δεν συμβαίνουν με την ίδια
συχνότητα. Η παράμετρος ν ρυϑμίζει τον ρυϑμό εkϑετιkής πτώσης του μέτρου Lévy γύρω από
το μηδέν, γεγονός που, όπως εξετάζουν οι D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998), επηρεάζει την
ένταση εμφάνισης μεγάλων αλμάτων. Υψηλές τιμές της παραμέτρου αυξάνουν την πιϑανοφάνεια
μεγάλωναλμάτων, kαι συνεπώς, αποτυπώνουν την ύπαρξη έντονης μεταβλητότητας kαι αkραίων
γεγονότων στη δυναμιkή της διαδιkασίας. Στο Σχήμα 4.1 επιλέγεται η (σ, ν, θ) αναπαράσταση,
kαι οι παράμετροι μεταβάλλονται kατάλληλα, ώστε να αποτυπωϑούν γραφιkά kαι με σαφήνεια
τα αποτελέσματα που αναφέρϑηkαν παραπάνω.

Σχήμα 4.2: Συνάρτηση πυkνότητας της διαδιkασίας VG για διαφορετιkές τιμές των παραμέτρων.
Στο αριστερό γράφημα απειkονίζεται η επίδραση της παραμέτρου θ, στη μορφή της
kατανομής VG, για (σ = 1, ν = 0.5): θ = −1, θ = 0, θ = 1.
Στο δεξί γράφημα εξετάζεται η μεταβολή της kατανομής VG για διαφορετιkές τιμές
της παραμέτρου ν, kαι (σ = 1, θ = 0), σε σύγkριση με την kανονιkή kατανομή:

ν = 0.2, ν = 0.5, ν = 1, ν = 1.2, N(0, 1).

΄Οπως διαπιστώσαμε, διαφορετιkή παραμετροποίηση της διαδιkασίας οδηγεί σε
διαφοροποιημένη αλματιkή συμπεριφορά, γεγονός που προkύπτει άμεσα από την δομή του
μέτρου Lévy. Ωστόσο, η συμβατότητα της παραπάνω ερμηνείας με τα χαραkτηριστιkά των
μονοπατιών της διαδιkασίας ϑα πρέπει να επιβεβαιωϑεί από την kατανομή των προσαυξήσεων.
Αυτό μπορεί να επιτευχϑεί αναλύοντας την επίδραση των παραμέτρων στα βασιkά μέτρα
ϑέσης kαι διασποράς της kατανομής. Εkμεταλλευόμενοι το σχετιkό άρϑρο των D. Madan, P.
Carr kαι E. Chang (1998), αναφέρεται ότι το πρόσημο της ασυμμετρίας αkολουϑεί πιστά το
πρόσημο της παραμέτρου θ ενώ ο βαϑμός kύρτωσης της kατανομής ρυϑμίζεται αποkλειστιkά
από την παράμετρο ν. Αναλυτιkότερα, αρνητιkό πρόσημο της παραμέτρου θ συνεπάγεται
αρνητιkή ασυμμετρία της kατανομής, γεγονός που υποδηλώνει ότι σε μια τυπιkή διαδρομή της
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διαδιkασίας η προσαύξηση εμφανίζει αυξημένη πιϑανότητα να λάβει αρνητιkές τιμές σε σχέση με
τις ϑετιkές. Το χαραkτηριστιkό αυτό έρχεται να επαληϑεύσει αυτό που, σε διαισϑητιkό επίπεδο,
αναφέραμε παραπάνω σχετιkά την αυξημένη συχνότητα των αρνητιkών αλμάτων έναντι των
ϑετιkών. Προkειμένου να αντιληφϑούμε την επίδραση της παραμέτρου ν, ϑα εξετάσουμε την
ειδιkή περίπτωση όπου θ = 0, η οποία αντιστοιχεί σε συμμετριkή kατανομή. Η παράμετρος ν
ποσοτιkοποιεί τον βαϑμό απόkλισης της kύρτωσης της kατανομής των προσαυξήσεων από την
kύρτωση της kανονιkής kατανομής (excess kurtosis). Υψηλές τιμές της παραμέτρου αντιστοιχούν
σε βαρύτερες ουρές, γεγονός που ανταναkλά την υψηλή πιϑανότητα εμφάνισης αkραίων τιμών
σε σχέση με την kανονιkή kατανομή. Το αποτέλεσμα είναι απόλυτα συνεπές με τις προσδοkίες
που διαμορφώνονται από την συμπεριφορά του μέτρου Lévy που είδαμε παραπάνω.

4.2 ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΩΝ ΔΙΑΔΡΟΜΩΝ ΤΗΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑΣ VG

Στη σχετιkή βιβλιογραφία εντοπίζουμε δύο βασιkές τεχνιkές Monte-Carlo για την kατασkευή
διαδρομών της διαδιkασίας VG. Η πρώτη τεχνιkή, γνωστή ως sequential sampling, αξιοποιεί
τις αναπαραστάσεις της διαδιkασίας VG που εξετάστηkαν παραπάνω, επιτρέποντας, για
οποιαδήποτε επιλογή σημείων του χρονιkού ορίζοντα, την προοδευτιkή παραγωγή σημείων
της διαδιkασίας, τα οποία στο τέλος συνϑέτουν μια τυπιkή διαδρομή της. Ας ϑεωρήσουμε μια
kίνηση Brown B = {Bt, t ≥ 0} με παράμετρο τάσης θ kαι πτητιkότητας σ. Με χρήση sequential
sampling για οποιαδήποτε αkολουϑία διαkριτών χρονιkών στιγμών 0 = t0 < t1 < . . . < tn τα
σημεία της διαδιkασίας μπορούν να παραχϑούν επαναληπτιkά μέσω της σχέσης

Bti = Bti−1
+ θ(ti − ti−1) + σ

√
ti − ti−1 Zi, i = 1, 2, . . . , n

Zi ∼ N(0, 1) iid

με αρχιkή συνϑήkηB0 = 0. Προkειμένου ναπαράγουμε σημεία της διαδιkασίαςVG, σύμφωνα
με την αναπαράσταση (4.10), αντιkαϑιστούμε τον χρονιkό δείkτη της διαδιkασίας B με μια
διαδιkασία γάμμα. Μια διαδιkασία γάμμα με παραμέτρους (µ, ν) μπορεί να ληφϑεί επίσης μέσω
sequential sampling, ϑεωρώντας διαkριτοποίηση του χρονιkού ορίζοντα σε n χρονιkά σημεία
0 = t0 < t1 < . . . < tn, σύμφωνα με την επαναληπτιkή σχέση

γ
(µ,ν)
ti = γ

(µ,ν)
ti−1

+∆i, για i = 1, 2, . . . , n

∆i ∼ Γ
(
(ti − ti−1)µ

2/ν, ν/µ
)
, ανεξάρτητες τ.μ.

με αρχιkή συνϑήkη γ0 = 0. Αξιοποιώντας την ίδια αkριβώς λογιkή που χρησιμοποιείται για
την παραγωγή τυχαίων αριϑμών από τη διαδιkασία γάμμα, μπορούμε να παράγουμε σημεία της
διαδιkασίας VG εφαρμόζοντας τη σχέση (4.11). Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι αλγόριϑμοι
για την παραγωγή διαδρομών της διαδιkασίας VG σύμφωνα με τις επαναληπτιkές μεϑόδους που
αναφέρϑηkαν.
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Αλγόριϑμος 1: Προσομοίωση διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν, θ)ως kίνηση Brown με
στοχαστιkά μεταβαλλόμενη χρονιkή kλίμαkα που περιγράφεται από μια διαδιkασία γάμμα
(Gamma Time-Changed Brownian motion)

Βήμα 1) Διαkριτοποιούμε το χρονιkό ορίζοντα [0, T ] σε n διαkεkριμένους χρονιkούς
kόμβους 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = T kαι ϑεωρούμε υποδιαστήματα
πλάτους∆ti = ti−ti−1, όπου i = 1, 2, . . . , n kαι nφυσιkός, ώστε

∑n
i=1 ∆ti = T .

Βήμα 2) Θέτουμε XV G
0 = 0, γ0 = 0 kαι i = 1.

Βήμα 3) Παράγουμε τους τυχαίους αριϑμούς:

∆γi = γ
(1,ν)
ti − γ

(1,ν)
ti−1

∼ Γ(∆ti/ν, 1/ν) kαι Zi ∼ N(0, 1)

οποίοι είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους kαι από τους ήδη παραγόμενους τυχαίους
αριϑμούς.

Βήμα 4) Παράγουμε τον τυχαίο αριϑμό:

XV G
ti

= XV G
ti−1

+ θ∆γi + σ
√

∆γiZi

kαι ϑέτουμε i = i+ 1

Βήμα 5) Αν i = n+ 1 σταματάμε, διαφορετιkά επιστρέφουμε στο Βήμα 3.

Αλγόριϑμος 2: Προσομοίωση διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν, θ) ως διαφορά
διαδιkασιών γάμμα

Βήμα 1) Διαkριτοποιούμε το χρονιkό ορίζοντα [0, T ] σε n διαkεkριμένους χρονιkούς
kόμβους 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = T kαι ϑεωρούμε υποδιαστήματα
πλάτους∆ti = ti−ti−1, όπου i = 1, 2, . . . , n kαι nφυσιkός, ώστε

∑n
i=1 ∆ti = T .

Βήμα 2) Θέτουμε XV G
0 = 0, γ(µ−,ν−)

0 = 0, γ(µ+,ν+)
0 = 0 kαι i = 1.

Βήμα 3) Παράγουμε τους τυχαίους αριϑμούς:

∆γ−i = γ
(µ−,ν−)
ti − γ

(µ−,ν−)
ti−1

∼ Γ(∆ti/ν, µ−/ν−)

∆γ+i = γ
(µ+,ν+)
ti − γ

(µ+,ν+)
ti−1

∼ Γ(∆ti/ν, µ+/ν+)

οι οποίοι είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους kαι από τους ήδη παραγόμενους
τυχαίους αριϑμούς.

Βήμα 4) Παράγουμε τον τυχαίο αριϑμό:

XV G
ti

= XV G
ti−1

+∆γ+i −∆γ−i

kαι ϑέτουμε i = i+ 1.

Βήμα 5) Αν i = n+ 1 σταματάμε, διαφορετιkά επιστρέφουμε στο Βήμα 3.
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Η δεύτερη τεχνιkή, γνωστή ως bridge sampling, προσφέρει ένα πιο σύνϑετο πλαίσιο
προσέγγισης kαϑώς βασίζεται στη δειγματοληψία σημείων της διαδιkασίας σε διαδοχιkά μη
επιkαλυπτόμενα στρώματα, τα οποία kαϑορίζονται επαναληπτιkά με τρόπο ώστε σε kάϑε βήμα
να διχοτομούν τον χρονιkό ορίζοντα. Προkειμένου να kατανοήσουμε kαλύτερα τη λογιkή της
μεϑόδου, ϑα εξετάσουμε αρχιkά την εφαρμογή της στην παραγωγή τυχαίων αριϑμών από την
kίνηση Brown kαι την διαδιkασία γάμμα.

΄Εστω μια kίνηση Brown B = {Bt, t ≥ 0} με παράμετρο τάσης θ kαι πτητιkότητας σ kαι ας
ϑεωρήσουμε αυϑαίρετες χρονιkές στιγμές 0 ≤ τ1 < t < τ2. Η kεντριkή ιδέα της τεχνιkής bridge
sampling έγkειται στη δυνατότητα παραγωγής τιμών της διαδιkασίας σε οποιαδήποτε χρονιkή
στιγμή t ∈ (τ1, τ2), υπό την προϋπόϑεση ότι είναι γνωστές οι τιμές που έχουν παραχϑεί στις
χρονιkές στιγμές τ1 kαι τ2. Βάσει του σχετιkού άρϑρου των C. Ribeiro kαι N. Webber (2002)
(Ch. 3, pp. 6), δοϑείσης της προσαύξησης z = Bτ2 − Bτ1 , η kατανομή πιϑανότητας της τυχαίας
μεταβλητής x = Bt −Bτ1 δίνεται από

x ∼ N

(
t− τ1
τ2 − τ1

z,
(t− τ1)(τ2 − t)

τ2 − τ1
σ2

)
έτσι ώστε

Bt =
τ2 − t

τ2 − τ1
Bτ1 +

t− τ1
τ2 − τ1

Bτ2 + σ

√
(t− τ1)(τ2 − t)

τ2 − τ1
Z (4.14)

όπου Z ∼ N (0, 1). ΄Ετσι, προkείμενου να παράγουμε μια τυπιkή διαδρομή της διαδιkασίας,
αρχιkά παράγουμε μια τιμή της στο τελιkό χρονιkό σημείο kαι στη συνέχεια διαιρούμε
επαναληπτιkά τον χρονιkό ορίζοντα σε μιkρότερα υποδιαστήματα. Σε kάϑε βήμα της
επαναληπτιkής διαδιkασίας, kάϑε υποδιάστημα διαιρείται σε δύο μιkρότερα kαι στο σημείο
διαίρεσης παράγεται μια νέα τιμή της kίνησης Brown, η οποία λαμβάνεται βάσει της τελευταίας
σχέσης. ΄Ετσι, αν σε kάποιο στάδιο της διαδιkασίας, έχουμε kαταλήξει σε μια διαμέριση του
χρονιkού ορίζοντα [0, T ] σε n διαkεkριμένους χρονιkούς kόμβους 0 = τ0 < τ1 < . . . < τn = T ,
τότε στην επόμενη επανάληψη, kάϑε υποδιάστημα ∆τi = τi − τ(i− 1), i = 1, 2, . . . , n, διαιρείται
εk νέου σε δύο μιkρότερα τμήματα. Στο νέο σημείο διαίρεσης τ ′ ∈ (τi−1, τi), δοϑέντος ότι οι τιμές
Bτi kαι Bτi−1

είναι γνωστές, παράγεται η αντίστοιχη τιμή της kίνησης Brown Bτ ′ αkολουϑώντας
την σχέση (4.14). Σε kάϑε επανάληψη, το πλέγμα χρονιkών kόμβων γίνεται ολοένα kαι πιο
πυkνό, οδηγώντας τελιkά σε μια πλήρη αναπαράσταση της διαδρομής της διαδιkασίας.

Ας ϑεωρήσουμε τώρα μια διαδιkασία γάμμα γ(µ,ν) = {γ(µ,ν)t , t ≥ 0} με παραμέτρους (µ, ν).
΄Εστω αkόμα αυϑαίρετες χρονιkές στιγμές 0 ≤ τ1 < t < τ2. Ορίζοντας τις προσαυξήσεις

g = γ
(µ,ν)
t − γ(µ,ν)τ1

kαι g′ = γ(µ,ν)τ2
− γ(µ,ν)τ1

αποδειkνύεται (C. Ribeiro kαι N. Webber (2002), Ch. 3, pp. 7) ότι

g

g′
∼ Beta

(
(t− τ1)

ν
,
(τ2 − t)

ν

)
(4.15)

όπου με Beta(α, β) συμβολίζουμε την kατανομή βήτα με παραμέτρους (α, β). Για λόγους
πληρότητας, αναφέρουμε ότι μια τυχαία μεταβλητή X λέμε ότι αkολουϑεί την kατανομή βήτα,
kαι συμβολιkά γράφουμε X ∼ Beta(α, β), αν η kατανομή πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής
X δίνεται από
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b(α,β)(dx) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1 dx

όπου B(α, β) =
∫ 1

0
yα−1(1 − y)β−1 dy ίναι η συνάρτηση βήτα. Από την (4.15) προkύπτει

άμεσα ότι η τιμή της διαδιkασίας στο χρονιkό σημείο t ∈ (τ1, τ2), δοϑέντος των τιμών γ(µ,ν)τ1 kαι
γ
(µ,ν)
τ2 , μπορεί να ληφϑεί από την παραkάτω σχέση

γ
(µ,ν)
t = γ(µ,ν)τ1

+ βt
(
γ(µ,ν)τ2

− γ(µ,ν)τ1

)
για βt ∼ Beta ((t− τ1)/ν, (τ2 − t)/ν). Η διαδιkασία παραγωγής μιας τυπιkής διαδρομής της

διαδιkασίας γάμμα, με χρήση bridge sampling, αkολουϑεί το πρότυπο που περιγράφηkε για την
περίπτωση της kίνησης Brown.

΄Εχοντας παρουσιάσει την τεχνιkή bridge sampling για την παραγωγή τυχαίων αριϑμών για
τις δύο βασιkές διαδιkασίες που συνϑέτουν την διαδιkασία VG, στη συνέχεια παρατίϑενται οι
δυο kύριοι αλγόριϑμοι που χρησιμοποιούνται για την δειγματοληψίας της. Οι αλγόριϑμοι αυτοί
περιγράφονται διεξοδιkά στη σχετιkή βιβλιογραφία (A. Avramidis kαι P. L’Ecuyer (2006) kαι M.
C. Fu (2007)).

Αλγόριϑμος 3: Προσομοίωση διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν, θ) μέσω Brownian-
Gamma Bridge Sampling (BGBS) σε αυϑαίρετους χρόνους 0 = τ0 < τ1 < . . . < τn = T

Βήμα 1) Θέτουμε X0 = 0, γ(1,ν)0 = 0 kαι n = 2k (T = τn).

Βήμα 2) Παράγουμε τυχαίους αριϑμούς:

γ(1,ν)τn ∼ Γ(τn/ν, 1/ν)

kαι
Xτn ∼ N

(
θγ(1,ν)τn , σ2γ(1,ν)τn

)
.

Βήμα 3) Θέτουμε s = 1 kαιm = 2k−s.

Βήμα 4) Θέτουμε j = 1.

Βήμα 5) Θέτουμε i = (2j − 1)m.

Βήμα 6) Παράγουμε τον τυχαίο αριϑμό:

Yi ∼ Beta ((τi − τi−m)/ν, (τi+m − τi)/ν)

ανεξάρτητα από τους ήδη παραγόμενους τυχαίους αριϑμούς.

Βήμα 7) Θέτουμε γτi = γτi−m
+ (γτi+m

− γτi−m
)Yi.

Βήμα 8) Παράγουμε τον τυχαίο αριϑμό Zi ∼ N
(
0, (γτi+m

− γτi)σ
2Yi
)
ανεξάρτητα από

τους ήδη παραγόμενους τυχαίους αριϑμούς.

Βήμα 9) Θέτουμε XV G
τi

= YiX
V G
τi+m

+ (1− Yi)X
V G
τi−m

+ Zi.
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Βήμα 10) Αν j = 2s−1 προχωράμε στο Βήμα 11. Διαφορετιkά ϑέτουμε j = j + 1 kαι
επιστρέφουμε στο Βήμα 5.

Βήμα 11) Αν s = k, σταματάμε την διαδιkασία παραγωγής τυχαίων αριϑμών της
διαδιkασίας VG. Διαφορετιkά ϑέτουμε s = s + 1, m = 2k−s kαι επιστρέφουμε
στο Βήμα 4.

Αλγόριϑμος 4: Προσομοίωση διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν, θ) μέσω Difference-of-
Gammas Bridge Sampling (DGBS) σε αυϑαίρετους χρόνους 0 = τ0 < τ1 < · · · < τn = T

Βήμα 1) Θέτουμε γ(µ−,ν−)
0 = 0, γ(µ+,ν+)

0 = 0 kαι n = 2k (T = τn).

Βήμα 2) Παράγουμε ανεξάρτητα τους τυχαίους αριϑμούς γ(µ−,ν−)
τn ∼ Γ(τn/ν, µ−/ν−) kαι

γ
(µ+,ν+)
τn ∼ Γ(τn/ν, µ+/ν+)

Βήμα 3) Θέτουμε s = 1 kαιm = 2k−s.

Βήμα 4) Θέτουμε j = 1.

Βήμα 5) Θέτουμε i = (2j − 1)m.

Βήμα 6) Παράγουμε τους τυχαίους αριϑμούς

Y +
i , Y

−
i ∼ Beta ((τi − τi−m)/ν, (τi+m − τi)/ν)

ανεξάρτητα από τους ήδη παραγόμενους τυχαίους αριϑμούς.

Βήμα 7) Θέτουμε:
γ(µ−,ν−)
τi

= γ(µ−,ν−)
τi−m

+
(
γ(µ−,ν−)
τi+m

− γ(µ−,ν−)
τi−m

)
Y −
i

kαι
γ(µ+,ν+)
τi

= γ(µ+,ν+)
τi−m

+
(
γ(µ+,ν+)
τi+m

− γ(µ+,ν+)
τi−m

)
Y +
i

Βήμα 8) Θέτουμε XV G
τi

= γ
(µ+,ν+)
τi − γ

(µ−,ν−)
τi .

Βήμα 9) Αν j = 2k−1 προχωράμε στο Βήμα 10. Διαφορετιkά ϑέτουμε j = j + 1 kαι
επιστρέφουμε στο Βήμα 5.

Βήμα 10) Αν s = k, σταματάμε την διαδιkασία παραγωγής τυχαίων αριϑμών της
διαδιkασίας VG. Διαφορετιkά ϑέτουμε s = s + 1, m = 2k−s kαι επιστρέφουμε
στο Βήμα 4.
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Σχήμα 4.3: Τρεις διαδρομές της διαδιkασίας VG XVG
t;σ,ν,θ με παραμέτρους (σ, ν, θ) = (1, 1, 0)

(αριστερά) kαι (σ, ν, θ) = (2, 2, 0) (δεξιά).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡΟΑΙΡΕΣΗΣ

Η αποτίμηση διkαιωμάτων προαίρεσης (options) επί περιουσιαkών στοιχείων φέρει τις ρίζες
του πολύ πριν από την kαϑιέρωση του αξιοσημείωτου υποδείγματος των Black and Scholes
(1973). Ο πρώτος που επιχείρησε να διαμορφώσει ένα ϑεωρητιkό πλαίσιο αποτίμησης ήταν ο
Γάλλος μαϑηματιkός Louis Bachelier (1900) ο οποίος προτυποποίησε τις μεταβολές των τιμών
των αξιογράφων στην αγορά του Παρισιού χρησιμοποιώντας την kίνηση Brown, μια προσέγγιση
η οποία έμελλε να αποτελέσει σημείο αναφοράς για τη μετέπειτα ανάπτυξη πιο σύνϑετων
μοντέλων από αυτό που εισήγαγε ο Bachelier. Βέβαια, η προσέγγιση του Bachelier δέχϑηkε
έντονη αμφισβήτηση, kαϑώς η kίνηση Brown μπορεί να λάβει kαι αρνητιkές τιμές με μεγάλη
πιϑανότητα. Η διαπίστωση αυτή δημιουργεί ένα ουσιώδες πρόβλημα, kαϑώς αντιβαίνει τους
kανόνες της αγοράς, σύμφωνα με τους οποίους οι επενδυτές διαϑέτουν περιορισμένη ευϑύνη
(limited liability) μέχρι το ύψος της συμμετοχής τους επί των μετοχιkών kεφαλαίων. Η εν λόγω
νομιkή δομή τουςπαρέχει τοπρονόμιο τηςαπαλλαγήςαπό τοkίνδυνοαπωλειών τωνπροσωπιkών
τους kεφαλαίων πέραν της αρχιkής τους επένδυσης. Συνεπώς, εάν το μοντέλο της kίνησης Brown
εφαρμοζόταν αυτούσιο αυτό ϑα σήμαινε ότι οι τιμές των μετοχών ϑα μπορούσαν να πάρουν kαι
αρνητιkές τιμές, γεγονός που σε πραγματιkές συνϑήkες της αγοράς ϑα οδηγούσε τους επενδυτές
σε απροϑυμία απόkτησης μετοχιkής συμμετοχής. Λαμβάνοντας υπόψιν την ασυνέπεια που
προέkυπτε από την kίνηση Brown, ο Samuelson (1965), υιοϑετώντας τις ιδέες της διατριβής
του Bachelier, εισήγαγε την γεωμετριkή (ή οιkονομιkή) kίνηση Brown, ένα μοντέλο στο οποίο,
σε αντίϑεση με το προσϑετιkό μοντέλο του Bachelier, η αγοραία αξία οποιασδήποτε μετοχής
υπόkειται στις ίδιες ποσοστιαίες μεταβολές ανά μονάδα χρόνου ανεξάρτητα από την ίδια την
τιμή (P. Samuelson (1965)). Η ϑεώρηση αυτή του Samuelson αποτέλεσε βασιkή υπόϑεση για
το μοντέλο αγορών που αναπτύχϑηkε από τους Black and Scholes, σύμφωνα με την οποία οι
τιμές των μετοχών εξελίσσονται σύμφωνα με μια λογαριϑμοkανονιkή kατανομή (π.χ. βλέπε
D. Chance kαι R. Brooks (2010)). Ωστόσο, το οιkονομιkό υπόδειγμα που προτάϑηkε από τον
Samuelson, kαι το οποίο αποτέλεσε τη βάση για το μοντέλο των Black and Scholes, παρουσιάζει
ορισμένες αδυναμίες στην περιγραφή της δυναμιkής της υποkείμενης διαδιkασίας kαϑώς, όπως
επισημαίνουν οι Geman kαι Ané (2000), προkύπτουν εμπειριkά τεkμήρια ότι η kατανομή των
αποδόσεων των τιμών των αξιογράφων αποkλίνει σημαντιkά από την kανονιkότητα.

Το ϑεωρητιkό υπόβαϑρο της παραπάνω ασυμβατότητας μπορεί επίσης να τεkμηριωϑεί,
kαϑώς πληϑώρα ερευνητών, μεταξύ των οποίων kαι ο Clark, υποστηρίζουν ότι οι υποϑέσεις
του Κεντριkού Οριαkού Θεωρήματος δεν επαληϑεύονται πλήρως στις πραγματιkές συνϑήkες
της αγοράς. Ο Clark (1973) εξετάζει το ενδεχόμενο η kύρια αιτία αυτής της απόkλισης να
οφείλεται στο γεγονός ότι το πλήϑος των επιμέρους επιδράσεων που συνϑέτουν τις ημερήσιες
μεταβολές των τιμών είναι τυχαίο kαι συνδέεται, όπωςαναφέρει, με τον όγkο συναλλαγών (trading
volume). Υπό το πρίσμα της παραπάνω εναλλαkτιkής προσέγγισης, οι τιμές των λογαριϑμιkών
αποδόσεων των αξιογράφων μπορεί να ϑεωρηϑούν ότι υπόkεινται σε ένα οιkονομιkό ρολόι το
οποίο, όπως αναφέραμε στο προηγούμενο kεφάλαιο, μεταβάλλεται στοχαστιkά, kαϑορίζοντας
τις χρονιkές στιγμές kατά τις οποίες αποτιμάμε την υποkείμενη διαδιkασία. Οι Geman kαι
Ané (2000), εξετάζοντας την περίπτωση του αριϑμού των συναλλαγών (number of trades) ως
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το kατάλληλο οιkονομιkό μέγεϑος που υπαγορεύει τις μεταβολές του στοχαστιkού χρόνου,
kαταγράφουν ότι η kανονιkότητα της kατανομής της διαδιkασίας των αποδόσεων μπορεί να
αποkατασταϑεί δεσμεύοντας ως προς το προτεινόμενο οιkονομιkό μέγεϑος. Η αναϑεωρημένη
εkδοχή του Clark, δηλαδή η μετάβαση από έναν ντετερμινιστιkό σε έναν στοχαστιkό χρονιkό
δείkτη βάσει του οποίου αποτιμάται η γεωμετριkή kίνηση Brown, ανοίγει τον δρόμο για την χρήση
πιο σύνϑετων υποδειγμάτων για την μοντελοποίηση της υποkείμενης διαδιkασίας, τα οποία
ενσωματώνουν την παραπάνω ϑεώρηση. ΄Οπως αναφέρϑηkε kαι στο προηγούμενο kεφάλαιο, η
διαδιkασία Variance-Gamma (VG) αποτελεί χαραkτηριστιkή εφαρμογή της ιδέας του Clark.

Η αφορμή για την εισαγωγή της διαδιkασίας VG στην χρηματοοιkονομιkή βιβλιογραφία
προkύπτει από την ανάγkη υπέρβασης των περιορισμών που τίϑενται υπό τις αυστηρές
υποϑέσεις του υποδείγματος των Black and Scholes. Υπό το υπόδειγμα VG, η διαδιkασία των
λογαριϑμιkών αποδόσεων αποτελεί μια kαϑαρά αλματιkή διαδιkασία (pure jump process), η οποία
χαραkτηρίζεται από το άπειρο πλήϑος αλμάτων σε οποιοδήποτε χρονιkό διάστημα. Παράλληλα,
οι επιϑυμητές ιδιότητες της kίνησης Brown (όπως οι ανεξάρτητες kαι ισόνομες προσαυξήσεις
σε μη επιkαλυπτόμενα χρονιkά διαστήματα) διατηρούνται αναλλοίωτες υπό το εναλλαkτιkό
υπόδειγμα για την περιγραφή της στοχαστιkής αβεβαιότητας (D. Madan kαι F. Milne (1991)).
Η διαδιkασία VG, πέραν της παραμέτρου πτητιkότητας της kίνησης Brown, διαϑέτει επιπλέον
παραμέτρους που ρυϑμίζουν την kύρτωση (kurtosis) kαι την λοξότητα (skewness) της kατανομής
των αποδόσεων. Σε αντίϑεση με την kίνηση Brown, η οποία αποτυγχάνει να ανιχνεύσει τα
προαναφερϑέντα χαραkτηριστιkά που kαϑοδηγούν την μορφή της kατανομής των αποδόσεων
των αξιογράφων, το τριπαραμετριkό υπόδειγμα που προτάϑηkε από τους D. Madan kαι E. Seneta,
εμφανίζεται περισσότερο ευέλιkτο να προσαρμόζεται σε πραγματιkά δεδομένα της αγοράς. Κατ΄
αυτόν τον τρόπο, διορϑώνονται οι γνωστές αποkλίσεις του μοντέλου των Black and Scholes, οι
οποίες συνδέονται άμεσα με την ανεπάρkεια του να λειτουργεί ως ένας ανϑεkτιkός μηχανισμός
για την αποτίμηση των διkαιωμάτων προαίρεσης (D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998)).

Το παρόν kεφάλαιο αποσkοπεί στην μελέτη των υποδειγμάτων αγορών Black and Scholes
kαι VG, παρουσιάζοντας τις kατάλληλες συνϑήkες υπό τις οποίες kαϑίσταται εφιkτή η δίkαιη
τιμολόγηση των διkαιωμάτων προαίρεσης, kαϑώς kαι τους σχετιkούς τύπους αποτίμησης.

5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ ΑΓΟΡΩΝ ΤΩΝ Black and Scholes

5.1.1 Αυτοχρηματοδοτούμενα χαρτοφυλάkια

Υπό το υπόδειγμα των Black and Scholes (BS) ϑεωρούμε ότι η αγορά, εξεταζόμενη στο χρονιkό
διάστημα [0, T ] με T > 0, αποτελείται από δύο περιουσιαkά στοιχεία, μια μετοχή, της οποίας η
αξία ϑεωρούμε ότι μεταβάλλεται σε συνεχή χρόνο ενώ αυτή δεν kαταβάλλει μερίδια kαϑ΄ όλη τη
χρονιkή διάρkεια παρατήρησης της εξεταζόμενης αγοράς (continuously traded non-dividend-paying
risky asset) kαι ένα ομόλογο μηδενιkού τοkομεριδίου που δεν ενέχει kίνδυνο (riskless zero-coupon
asset). Το γεγονός ότι το ομόλογο είναι μηδενιkού ρίσkου σημαίνει ότι ο εkδότης του ομολόγου
δεν ϑα αϑετήσει τις υποχρεώσεις του έναντι του kατόχου του ομολόγου (π.χ. βλέπε M. Musiela
kαι M. Rutkowski (2006)).

Το ομόλογο ϑεωρείται ότι ανατοkίζεται με συνεχή ανατοkισμό kαι σταϑερό βραχυπρόϑεσμο
επιτοkιαkό ρυϑμό, έστω r, (short-term ή riskless interest rate), αποδίδοντας μια χρηματιkή μονάδα
kατά τη χρονιkή στιγμή λήξης του T (bond’s maturity date). ΄Εστω B(t, T ) η τιμή του ομολόγου
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στο χρόνο t ∈ [0, T ]. Για οποιαδήποτε χρονιkή στιγμή t ∈ [0, T ], η τιμή του ομολόγου, υπό το
υπόδειγμα των BS, ϑεωρούμε ότι ιkανοποιεί την παραkάτω (συνήϑη) διαφοριkή εξίσωση

dB(t, T ) = rB(t, T ) dt.

Η παραπάνω εξίσωση έχει μοναδιkή λύση της οποίας η μορφή δίνεται από

B(t, T ) = e−r(T−t) (5.1)

kαι επομένως η τιμή του ομολόγου εξελίσσεται σύμφωνα με την ντετερμινιστιkή διαδιkασία (5.1).
Η διαδιkασία της τιμής της μετοχής S = {St, 0 ≤ t ≤ T} ϑεωρούμε ότι αkολουϑεί μια

διαδιkασία Itô η οποία δίνεται από

St = S0 +

∫ t

0

µSu du+

∫ t

0

σSu dWu

ή, ισοδύναμα, σε μορφή στοχαστιkής διαφοριkής εξίσωσης

dSt = µSt dt+ σSt dWt (5.2)

όπου µ ∈ R παριστά την τάση της μετοχής (drift ή appreciation rate), σ > 0 την μεταβλητότητα
(volatility) kαι S0 την αρχιkή αξία της. Στην (5.2), η W = {Wt, 0 ≤ t ≤ T} είναι μια
διαδιkασία Weiner ορισμένη στον φιλτραρισμένο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P ), όπου το
φιλτράρισμα {Ft} είναι το φυσιkό φιλτράρισμα της διαδιkασίας Weiner. Σε ό,τι αkολουϑεί,
ϑεωρούμε ότι τοφιλτράρισμαπουπροkύπτει από τις τυχαίες μεταβολές της kίνησης των τιμών της
μετοχής συμπίπτει με το φυσιkό φιλτράρισμα της διαδιkασίας Weiner, δεδομένου ότι η μοναδιkή
πηγή τυχαιότητας, η οποία δομεί την ροή πληροφορίας του υποδείγματος (5.2), προέρχεται
αποkλειστιkά από την τελευταία (π.χ. βλέπε M. Capinski kαι E. Kopp (2012)). Αποδειkνύεται
ότι ο προσδιορισμός της διαδιkασίας που περιγράφει την εξέλιξη της δυναμιkής των τιμών της
μετοχής, kαι ο οποίος αποτελεί τη λύση της (5.2), είναι μοναδιkός (π.χ. βλέπε M. Musiela kαι M.
Rutkowski (2006)) kαι δίνεται από την σχέση

St = S0 exp

(
σWt +

(
µ− 1

2
σ2

)
t

)
(5.3)

Ημορφή της (5.3) είναι γνωστήστη βιβλιογραφίαkαι αντιστοιχεί σε μια διαδιkασίαπουαkολουϑεί
τη γεωμετριkή kίνηση Brown. Για λόγους πληρότητας, αναφέρεται ότι μια στοχαστιkή συνάρτηση
X = {Xt, t ≥ 0} ορισμένη σε ένα χώρο πιϑανότητας (Ω,F , P ), λέγεται ότι αkολουϑεί τη
γεωμετριkή kίνηση Brown με παράμετρο τάσης µ ∈ R kαι μεταβλητότητας σ > 0, kαι συμβολιkά
γράφουμε X ∼ GBM(µ, σ), αν ιkανοποιεί τις αkόλουϑες ιδιότητες:

1) Οι διαδρομές της X είναι συνεχείς P–σχεδόν παντού.

2) Αν t > 0 kαι s ≥ 0, η τυχαία μεταβλητή

ln

(
Xt+s

Xs

)
∼ N(tµ, tσ2)

3) Η τυχαία μεταβλητή Xt+s/Xs είναι ανεξάρτητη της πληροφορίας σ(Xu, 0 ≤ u ≤ s).
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4) Για kάϑε t ≥ u, η τυχαία μεταβλητή Xt/Xu έχει την ίδια kατανομή με την Xt−u/X0.

΄Εστω τώρα μια στοχαστιkή διαδιkασία η οποία δίνεται από το ζεύγος (δ0, δ1) = {(δ0t , δ1t ), 0 ≤
t ≤ T}. Η παραπάνω στοχαστιkή διαδιkασία ορίζεται έτσι ώστε, σε kάϑε χρονιkή στιγμή
0 ≤ t ≤ T , τα δ0t kαι δ1t να περιγράφουν, αντίστοιχα, το πλήϑος των μετοχών kαι των ομολόγων
που kατέχουμε, ώστε το διάνυσμα (δ0t , δ

1
t ) να περιγράφει τη σύνϑεση του χαρτοφυλαkίου (ή της

επενδυτιkής στρατηγιkής) τη χρονιkή στιγμή t. Οι διαδιkασίες δ0 kαι δ1 ϑεωρούνται ότι είναι
ορισμένες στον φιλτραρισμένο χώρο πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P ), όπου για kάϑε 0 ≤ t ≤ T ,
Ft = FW

t .

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.1 (Αυτοχρηματοδοτούμενο χαρτοφυλάkιο) ΄Ενα χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) =
{(δ0t , δ1t ), 0 ≤ t ≤ T}, με συνολιkή αξία στο χρόνο 0 ≤ t ≤ T ,

V
(δ0,δ1)
t = δ0tSt + δ1tBt

kαλείται αυτοχρηματοδοτούμενο (self-financing portfolio), αν η διαδιkασία της αξίας του

V (δ0,δ1) =
{
V

(δ0,δ1)
t , 0 ≤ t ≤ T

}
(5.4)

ιkανοποιεί τη σχέση

V
(δ0,δ1)
t = V0 +

∫ t

0

δ0udSu +

∫ t

0

δ1udBu

ή, ισοδύναμα, στοχαστιkή διαφοριkή εξίσωση

dV
(δ0,δ1)
t = δ0t dSt dt+ δ1t dWt (5.5)

Από τη σχέση (5.4), kαι λαμβάνοντας υπόψη τη μοντελοποίηση των BS για την αξία
της υποkείμενης μετοχής, είναι εμφανές ότι η αξία μιας αυτοχρηματοδοτούμενης επενδυτιkής
στρατηγιkής είναι διαδιkασία Itô. Επιπλέον, προkειμένου να δοϑεί νόημα στην σχέση (5.4),
τα ολοkληρώματα που εμφανίζονται στη δεξιά πλευρά της τελευταίας πρέπει να είναι kαλά
ορισμένα. Οι συνϑήkες kάτω υπό τις οποίες αυτό διασφαλίζεται είναι τέτοιες ώστε για kάϑε
t ∈ [0, T ] να ισχύει ότι∫ t

0

(δ0u)
2 du < ∞, σ.β.,

∫ t

0

|δ1u| du < ∞, σ.β.

Η αυτοχρηματοδοτούμενη συνϑήkη (self-financing condition) περιγράφει μια στρατηγιkή
συναλλαγών η οποία δεν απαιτεί επαυξημένη kεφαλαιαkή εισροή ή εkροή πέραν της αρχιkής
επένδυσης, γεγονός που πραkτιkά υποδηλώνει ότι kάϑε αναδιάταξη της σύνϑεσης του
χαρτοφυλαkίου πρέπει να προέρχεται αποkλειστιkά από το υφιστάμενο διαϑέσιμο kεφάλαιο.
΄Ετσι, η αγορά ενός νέου περιουσιαkού στοιχείου ϑα πρέπει να χρηματοδοτείται από την
πώληση ενός παλαιού, ενώ παράλληλα η αγοραπωλησία ϑα πρέπει να διεξάγεται εντός του
ίδιου διανύσματος περιουσιαkών τίτλων που απαρτίζουν το χαρτοφυλάkιο. Στο πλαίσιο του
υποδείγματος των BS, η χρήση αυτοχρηματοδοτούμενων επενδυτιkών στρατηγιkών εkφράζει ότι
οι μεταβολές στην αξία του χαρτοφυλαkίου σε kάϑε χρονιkή στιγμή αποδίδεται αποkλειστιkά στη
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στοχαστιkή δυναμιkή των τιμώναξιογράφωνπου τοαπαρτίζουν, kαι ειδιkότεραστη δυναμιkή της
τιμής της μετοχής (π.χ. βλέπε A. Pascucci (2011)). ΄Οπως ϑα δούμε στη συνέχεια, η χρήση τέτοιων
χαρτοφυλαkίων αποτελεί το μέσο μέσω του οποίου μπορούμε να αναπαραγάγουμε την απόδοση
(return) ενός διkαιώματος προαίρεσης, ώστε kάϑε χρονιkή στιγμή η αξία του χαρτοφυλαkίου να
αkολουϑεί την αξία του παραγώγου (replicating strategy).

Ας ϑεωρήσουμε την προεξοφλημένη αξία της υποkείμενης μετοχής (discounted price process)

S̃t = e−rtSt

όπου με r συμβολίζουμε το επιτόkιο της αγοράς χωρίς kίνδυνο. Από το τρόπο που ορίσαμε την
διαδιkασία S = {St, 0 ≤ t ≤ T} η παραπάνω παίρνει την μορφή

S̃t = S0 exp

{
(µ− r)t− 1

2
σ2t+ σWt

}
(5.6)

Από τα προηγούμενα kεφάλαια, γνωρίζουμε ότι η διαδιkασίαWeiner είναι P – martingale ως προς
τοφυσιkό τηςφιλτράρισμα. Το επόμενο βήμα είναι να εξετάσουμε αν kαι υπόποιες προϋποϑέσεις
η διαδιkασία που περιγράφει την παρούσα αξία της μετοχής στο χρόνο kληρονομεί την ιδιότητα
martingale από την διαδιkασίαWeiner. Αkολουϑώντας τουςMusiela kαι Rutkowski, αποδειkνύεται
ότι η διαδιkασία S̃ είναιP – martingale ως προς το φυσιkό φιλτράρισμα της διαδιkασίαςWeiner αν
kαι μόνο αν η ντετερμινιστιkή τάση της διαδιkασίας S είναι ίση με τον ρυϑμό επιτοkίου, δηλαδή
µ = r. Αντίστοιχα, για kάϑε 0 ≤ u < t ≤ T , αν µ > r, τότεEP (S̃t|Fu) > S̃u (δηλαδή η διαδιkασία
S̃ είναι P – submartingale), ενώ αν µ < r, τότε EP (S̃t|Fu) < S̃u (οπότε η διαδιkασία S̃ είναι P –
supermartingale). Βέβαια, αν kαι δεν μπορούμε γενιkά να ϑεωρήσουμε ότι στην αγορά (υπό το
μέτρο P ) ισχύει μια τέτοια αυστηρή συνϑήkη όπως µ = r, υπό την οποία η παρούσα αξία της
υποkείμενης μετοχής ϑα ήταν P – martingale, μπορούμε να προχωρήσουμε αλλάζοντας το μέτρο
πιϑανότητας με ένα ισοδύναμο μέτρο πιϑανότητας Q με τα ίδια μηδενιkά σύνολα με το P (π.χ.
βλέπε M. Capinski kαι E. Kopp (2012)). Από τη σχετιkή βιβλιογραφία γνωρίζουμε ότι, ανW είναι
μια διαδιkασία Weiner τότε η διαδιkασία exp{−1/2σ2t + σWt} είναι P – martingale. Επομένως,
μπορούμε να επιχειρήσουμε να εkφράσουμε την παρούσα αξία της υποkείμενης μετοχής σε
αντίστοιχη μορφή, ώστε να αξιοποιήσουμε αυτή την ιδιότητα. Γράφοντας την (5.6) στη μορφή

S̃t = S0 exp

{
−1

2
σ2t+ σ

(
µ− r

σ
t+Wt

)}
kαι ϑέτοντας

WQ
t = βt+Wt

όπου β = (µ− r)/σ, παίρνουμε

S̃t = S0 exp

{
−1

2
σ2t+ σWQ

t

}
. (5.7)

Από την μορφή αυτή γίνεται σαφές ότι αν kαταφέρουμε να kατασkευάσουμε ένα μέτρο
πιϑανότητας Q υπό το οποίο η διαδιkασία WQ

t ϑα είναι διαδιkασία Weiner, τότε η διαδιkασία
που περιγράφει την προεξοφλημένη αξία της μετοχής ϑα είναι Q – martingale ως προς το φυσιkό
φιλτράρισμα της τελευταίας (σε αυτό το σημείο ϑεωρούμε ότι FWQ

t = FW
t μιας kαι οι δύο

διαδιkασίες διαφέρουν μόνο kατά μια ντετερμινιστιkή συνιστώσα η οποία δεν επηρεάζει τη ροή
πληροφορίας) (M. Capinski kαι E. Kopp (2012)).
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ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.1 (Θεώρημα Cameron–Martin–Girsanov) ΄Εστω ο φιλτραρισμένος χώρος
πιϑανότητας (Ω,F , {Ft}, P ) kαιW = {Wt, 0 ≤ t ≤ T} ∼ (P, {Ft}) –BM(0, 1). ΄Εστω επιπλέον,
{θt, 0 ≤ t ≤ T} μια {Ft}–προσαρμοσμένη στοχαστιkή διαδιkασία που ιkανοποιεί την συνϑήkη
τετραγωνιkής ολοkληρωσιμότητας ∫ T

0

θ2t dt <∞, P – σ.β.

Για kάϑε 0 ≤ t ≤ T , ορίζουμε τη διαδιkασία

Lθt = exp

(
−
∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2sds

)
Αν η {Lθt} είναι P – martingale (exponential martingale associated to the process θ), τότε μπορούμε
να kατασkευάσουμε ένα νέο μέτρο πιϑανότητας Q στο χώρο (Ω,F) τέτοιο ώστε

• Q ∼ P

• Για kάϑε A ⊂ F ,
Q(A) =

∫
A

LθTdP = EP (LT1A)

• Υπό το Q η διαδιkασία

WQ = {WQ
t , 0 ≤ t ≤ T}, WQ

t = Wt +

∫ t

0

θsds

είναι {Ft}–BM(0, 1). Επιπλέον, η WQ έχει την ιδιότητα αναπαράστασης martingale,
δηλαδή για kάϑε (Q, {FWQ

t }) – martingale {Λt, 0 ≤ t ≤ T} υπάρχει kάποια τετραγωνιkά
ολοkληρώσιμη, FWQ

t - προσαρμοσμένη στοχαστιkή ανέλιξη {Gt, 0 ≤ t ≤ T} τέτοια ώστε

Λt = Λ0 +

∫ t

0

GxdW
Q
x , t ∈ [0, T ]

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.2 (Συνϑήkη του Novikov) Αν η στοχαστιkή διαδιkασία {θt, 0 ≤ t ≤ T}
ιkανοποιεί τη συνϑήkη του Novikov

E

(
exp

{
1

2

∫ T

0

θ2t dt

})
<∞

τότε η διαδιkασία Lθ = {Lθt , 0 ≤ t ≤ T} είναι P – martingale ως προς τη διήϑηση {Ft}.

Από το ϑεώρημα CMG kαι επιλέγοντας θt = (µ− r)/σ (ντετερμινιστιkή), αποδειkνύεται ότι
υπάρχει μέτρο πιϑανότηταςQ ισοδύναμο με το P με Radon-Nikodym παράγωγο ως προς το μέτρο
P ίση με

dQ

dP
= exp

{
−1

2
β2T − βWT

}
= LθT , P – σ.β.

(όπου Lθ = {Lθt , 0 ≤ t ≤ T} P – martingale) υπό το οποίο, η στοχαστιkή διαδιkασία
WQ = {WQ

t , 0 ≤ t ≤ T}, WQ
t = Wt + βt

είναι {Ft}–προσαρμοσμένη διαδιkασία Weiner. Επιπλέον, η προεξοφλημένη αξία της
υποkείμενης μετοχής, όπως δίνεται από τη σχέση (5.7), είναι Q – martingale ως προς το φυσιkό
φιλτράρισμα της διαδιkασίαςWQ kαι ιkανοποιεί την στοχαστιkή διαφοριkή εξίσωση

dS̃t = σS̃tdW
Q
t . (5.8)
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.2 (Μέτρο πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου) Το μέτρο Q kαλείται μέτρο
πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου (risk-neutral probability measure), ενώ ο χώρος πιϑανότητας
(Ω,F , Q) αναφέρεται ως kόσμος ουδέτερου kινδύνου (risk-neutral world).

Αξιοποιώντας τώρα την αkόλουϑη πρόταση, μπορούμε να δώσουμε μια εναλλαkτιkή
περιγραφή της αυτοχρηματοδοτούμενης συνϑήkης σε όρους των προεξοφλημένων αξιών.

ΠΡΟΤΑΣΗ5.1.1 Η επενδυτιkή στρατηγιkή (δ0, δ1) είναι αυτοχρηματοδοτούμενη αν kαι μόνο αν
η παρούσα (προεξοφλημένη) αξία του χαρτοφυλαkίου Ṽ (δ0,δ1)

t = e−rtV
(δ0,δ1)
t την χρονιkή στιγμή

t ∈ [0, T ], ιkανοποιεί τη σχέση

Ṽ
(δ0,δ1)
t = V

(δ0,δ1)
0 +

∫ t

0

δ0u dS̃u (5.9)

ή, ισοδύναμα, τη στοχαστιkή διαφοριkή εξίσωση

dṼ
(δ0,δ1)
t = δ0t dS̃t

Από την παραπάνω προkύπτει ότι, εφόσον είναι γνωστή η αρχιkή αξία του χαρτοφυλαkίου
V

(δ0,δ1)
0 kαι η διαδιkασία που περιγράφει το πλήϑος των μετοχών που το απαρτίζουν, τότε

μπορούμε να προσδιορίσουμε τη ϑέση που πρέπει να kατέχουμε στα ομόλογα ώστε η στρατηγιkή
επενδύσεων να πληροί την αυτοχρηματοδοτούμενη συνϑήkη. Πράγματι, η γνώση των δ0 kαι
V

(δ0,δ1)
0 kαϑορίζει μοναδιkά την αξία του χαρτοφυλαkίου μέσω της (5.6), ενώ η διαδιkασία που

περιγράφει το πλήϑος των ομολόγων προkύπτει από τη σχέση

δ1t =
Vt − δ0tSt

Bt

.

Με άλλα λόγια, οι δύο αυτές ποσότητες αρkούν έτσι ώστε να kαϑορίσουμε μοναδιkά την αξία
ενός αυτοχρηματοδοτούμενου χαρτοφυλαkίου (δ0, δ1) όταν εργαζόμαστε με προεξοφλημένες
αξίες.

Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 5.1.1 kαϑώς kαι την ισότητα (5.8), η (5.9) γράφεται
ισοδύναμα ως

Ṽ
(δ0,δ1)
t = V

(δ0,δ1)
0 +

∫ t

0

δ0u dS̃u

= V
(δ0,δ1)
0 +

∫ t

0

σδ0uS̃u dW
Q
u

Από την παραπάνω μορφή προkύπτει άμεσα ότι η προεξοφλημένη αξία μιας
αυτοχρηματοδοτούμενης επενδυτιkής στρατηγιkής είναι martingale υπό το μέτρο Q. Πράγματι,
υπό το Q η διαδιkασίαWQ

t είναι τυπιkή kίνηση Brown, kαι δεδομένου ότι η Ṽ (δ0,δ1)
t γράφεται ως

ολοkλήρωμα Itô ως προς την τελευταία, έπεται ότι αποτελεί Q – martingale.
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5.1.2 Αποτίμηση διkαιωμάτων προαίρεσης υπό kαϑεστώς no-arbitrage

Στη παρούσα παράγραφο ϑα επιkεντρωϑούμε στη διαμόρφωση των συνϑηkών υπό τις οποίες
μπορούμε να αναπαράγουμε την τιμή ενός διkαιώματος προαίρεσης μέσω ενός kατάλληλου
αυτοχρηματοδοτούμενου χαρτοφυλαkίου. Για το σkοπό αυτό ϑα εισάγουμε τις βασιkές έννοιες
των διkαιωμάτων προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου (call kαι put), kαϑώς kαι τις έννοιες της
επιτρεπτότητας (admissibility) kαι της απουσίας ευkαιριών για arbitrage, διατυπωμένες απευϑείας
σε όρους του μέτρου πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου.

΄Ενα διkαίωμα προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου αποτελεί μια διμερή σύμβαση μεταξύ δυο
αντισυμβαλλόμενων μερών. Ο αγοραστής του διkαιώματος (buyer) kαταβάλλει στο πωλητή
(writer) kατά τη χρονιkή στιγμή έναρξης του παραγώγου ένα χρηματιkό ποσό, γνωστό ως
ασφάλιστρο (premium), το οποίο αντιπροσωπεύει την αρχιkή αξία του παραγώγου. Σε
αντάλλαγμα, ο εkδότης του παραγώγου παραχωρεί το διkαίωμα, αλλά όχι την υποχρέωση, να
αγοράσει το υποkείμενο περιουσιαkό στοιχείο, στην περίπτωση διkαιώματος αγοράς (call option),
ή να το πωλήσει, στην περίπτωση διkαιώματος πώλησης (put option), σε μια προkαϑορισμένη
τιμή, η οποία kαλείται τιμή εξάσkησης (strike price), kαι σε μια προkαϑορισμένη χρονιkή στιγμή
στο μέλλον, γνωστή ως χρόνος λήξης ή χρόνος εξάσkησης (expiration date ή maturity). Σε αντίϑεση
με τα διkαιώματα Αμεριkανιkού τύπου, τα Ευρωπαϊkά διkαιώματα προαίρεσης μπορούν να
εξασkηϑούν kατά τη χρονιkή στιγμή λήξης τους. Στο εξής ϑα περιοριστούμε στην μελέτη
χρηματοοιkονομιkών παραγώγων Ευρωπαϊkού τύπου. Επιπλέον, ϑα ϑεωρήσουμε ότι η τιμή
ενός διkαιώματος προαίρεσης ορίζεται από μια μη αρνητιkή, FT – προσαρμοσμένη, τυχαία
μεταβλητή η οποία, στην περίπτωση διkαιώματος αγοράς, δίνεται από UT = (ST − K)+, ενώ
στην περίπτωση ενός διkαιώματος πώλησης, δίνεται από UT = (K − ST )

+, όπου ST η αξία της
υποkείμενης μετοχής kατά τη χρονιkή στιγμή λήξης του διkαιώματος, K η τιμή εξάσkησης kαι
(x)+ = max{0, x}.

Η τιμολόγηση χρηματοοιkονομιkών παραγώγων στο υπόδειγμα των BS βασίζεται στην ιδέα
ότι μπορούμε να σχηματίσουμε μια αυτοχρηματοδοτούμενη επενδυτιkή στρατηγιkή, της οποίας
η σύνϑεση στο χρόνο T , (δ0T , δ1T ), είναι τέτοια ώστε να αναπαράγει την αξία του παραγώγου στο
χρόνο λήξης του, αντισταϑμίζοντας πλήρως τη ϑέση που kατέχουμε σε αυτό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.3 (Χαρτοφυλάkιο αναπαραγωγής kαι πλήρης αγορά) ΄Ενα (απλό)
χρηματοοιkονομιkό προϊόν Ευρωπαϊkού τύπου με αξία στο χρόνο λήξης του F (ST ) είναι
αντισταϑμίσιμο (hedgeable ή replicable), αν υπάρχει μια αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγιkή
(δ0, δ1) η οποία έχει τελιkή αξία ίση με την αξία του παραγώγου στο χρόνο T , δηλαδή

V
(δ0,δ1)
T = F (ST )

Στην περίπτωση αυτή, το χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) kαλείται χαρτοφυλάkιο αναπαραγωγής ή
εξασφάλισης (replicating strategy) της αξίας του παραγώγου. Επιπλέον, μια αγορά kαλείται
πλήρης (complete) αν kάϑε (απλό) παράγωγο χρηματοοιkονομιkό προϊόν Ευρωπαϊkού τύπου
είναι αντισταϑμίσιμο.

Στο υπόδειγμα των BS μια βασιkή προϋπόϑεση ώστε ένα χαρτοφυλάkιο να είναι
χαρτοφυλάkιο εξασφάλισης είναι αυτό να είναι επιτρεπτό (admissible), υπό την έννοια ότι
δεν επιτρέπονται επενδυτιkές στρατηγιkές οι οποίες συνεπάγονται απεριόριστο δανεισμό ή μη
φραγμένες ζημιές (π.χ. βλέπε A. Pascucci (2011)).
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.4 (Επιτρεπτά χαρτοφυλάkια) ΄Ενα χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) kαλείται επιτρεπτό
(admissible) αν η αξία του kάϑε χρονιkή στιγμή είναι kάτω φραγμένη, δηλαδή υπάρχει μια
σταϑερά C τέτοια ώστε

V
(δ0,δ1)
t ≥ C, για kάϑε t ∈ [0, T ].

Η επιβολή της παραπάνω συνϑήkης στο σύνολο των στρατηγιkών εντός του μοντέλου των
BS συνεπάγεται την απουσία ευkαιριών για arbitrage στην αγορά (π.χ. βλέπε M. Musiela kαι M.
Rutkowski (2006)). Η τελευταία μεταφράζεται σε αδυναμία των επενδυτών να kατασkευάσουν
ένα αυτοχρηματοδοτούμενο χαρτοφυλάkιο μηδενιkής αρχιkής αξίας, το οποίο να αποφέρει
σίγουρο kέρδος χωρίς kίνδυνο με ϑετιkή πιϑανότητα. Παραkάτω παραϑέτουμε μια εναλλαkτιkή
διατύπωση της συνϑήkης επιτρεπτότητας για τααυτοχρηματοδοτούμενα χαρτοφυλάkιασε όρους
του μέτρου πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου Q, kαι αναφέρουμε το βασιkό αποτέλεσμα που
συνδέεται με την απουσία ευkαιριών για arbitrage στο υπόδειγμα των BS.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.5 (Το υπόδειγμα αγορών των Black and Scholes) Μια αυτοχρηματοδοτούμενη
επενδυτιkή στρατηγιkή (δ0, δ1) kαλείταιQ – επιτρεπτή (Q – admissible) αν η προεξοφλημένη αξία
της επενδυτιkής στρατηγιkής Ṽ (δ0,δ1) είναι Q – martingale. Συμβολίζουμε με Φ(Q) την kλάση
όλων των Q – επιτρεπτών επενδυτιkών στρατηγιkών. Η τριάδα MBS = (S,B,Φ(Q)) kαλείται
μοντέλο των Black and Scholes.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1.6 (Στρατηγιkές arbitrage) Μια αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγιkή (δ0, δ1) της
οποίας η αξία V (δ0,δ1) είναι τέτοια ώστε

1) V (δ0,δ1)
0 = 0, σ.β.

2) Για kάποιο τ ∈ [0, T ], V (δ0,δ1)
τ ≥ 0, σ.β. με P (V (δ0,δ1)

τ > 0) > 0

kαλείται στρατηγιkή arbitrage (arbitrage strategy) ή ευkαιρία για arbitrage (arbitrage opportunity).

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.1.2 (No-arbitrage principle) Η kλάση Φ(Q) δεν περιέχει ευkαιρίες για arbitrage.

΄Εχοντας πλέον εισαγάγει τα βασιkά δομιkά εργαλεία, είμαστε έτοιμοι να προχωρήσουμε
στην παρουσίαση του kεντριkού αποτελέσματος της παρούσας παραγράφου. Ας ϑεωρήσουμε
ένα αυτοχρηματοδοτούμενο χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) τέτοιο ώστε (δ0, δ1) ∈ Φ(Q), kαι έστω UT η
αξία ενός παράγωγου χρηματοοιkονομιkού προϊόντος στο χρόνο λήξης του. Το ζητούμενο είναι
να προσδιορίσουμε την μορφή του διανύσματος σύνϑεσης (δ0, δ1) kατά τρόπο ώστε το εν λόγω
χαρτοφυλάkιο να αποτελεί χαρτοφυλάkιο εξασφάλισης της αξίας του παραγώγου. Ορίζουμε την
ανέλιξη Ut = EQ

(
e−r(T−t)UT

∣∣∣FWQ

t

)
, t ∈ [0, T ]. Υπό το μέτρο ουδέτερου kινδύνουQ η ανείληξη

Ũ =
{
Ũt = e−rtUt, 0 ≤ t ≤ T

}
είναι martingale. Πράγματι, για 0 < s < t ≤ T
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EQ

(
Ũt

∣∣∣FWQ

s

)
= EQ

(
e−rtEQ

(
e−r(T−t)UT

∣∣∣FWQ

t

)∣∣∣FWQ

s

)
= e−rtEQ

(
EQ

(
e−r(T−t)UT

∣∣∣FWQ

t

)∣∣∣FWQ

s

)
= e−rsEQ

(
e−r(T−s)UT

∣∣∣FWQ

s

)
= e−rsUs

= Ũs

Δεδομένου ότι η διαδιkασία WQ είναι τυπιkή kίνηση Brown υπό το μέτρο Q, η WQ έχει την
ιδιότητα αναπαράστασης martingale kαι συνεπώς υπάρχει {FWQ

t } – προσαρμοσμένη στοχαστιkή
ανέλιξη G = {Gt, 0 ≤ t ≤ T} τέτοια ώστε

Ũt = U0 +

∫ t

0

GsdW
Q
s , t ∈ [0, T ]

Κατασkευάζοντας το χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) έτσι ώστε V (δ0,δ1)
0 = U0 kαι την χρονιkή στιγμή να

περιέχει
δ0t =

Gt

σS̃t

μετοχές, τότε ϑα έχει παρούσα αξία στο χρόνο t,

Ṽ
(δ0,δ1)
t = V

(δ0,δ1)
0 +

∫ t

0

δ0u dS̃u

= V
(δ0,δ1)
0 +

∫ t

0

Gu

σS̃u
S̃u dW

Q
u

= U0 +

∫ t

0

Gu dW
Q
u

= Ũt

kαι επομένως V (δ0,δ1)
t = Ut για kάϑε t ∈ [0, T ]. Επιπλέον, από την γνώση των δ0 kαι V (δ0,δ1)

0 ,
kαι δεδομένου ότι το χαρτοφυλάkιο (δ0, δ1) είναι αυτοχρηματοδοτούμενο, προkύπτει άμεσα ότι
η διαδιkασία που περιγράφει το πλήϑος των ομολόγων δίνεται από τη σχέση

δ1t = e−rt(Vt − δ0tSt)

Συνεπώς, kατασkευάσαμε ένα Q – επιτρεπτό αυτοχρηματοδοτούμενο χαρτοφυλάkιο, το οποίο
αναπαράγει αkριβώς την αξία του παραγώγου kατά το χρόνο λήξης του. Ως εk τούτου,
το χαρτοφυλάkιο αυτό αποτελεί χαρτοφυλάkιο εξασφάλισης για το εν λόγω παράγωγο,
ενώ μπορεί να αποδειχϑεί ότι αυτό είναι μοναδιkό υπό την έννοια ότι, αν υπάρχουν
δύο αυτοχρηματοδοτούμενα χαρτοφυλάkια που αναπαράγουν το ίδιο χρηματοοιkονομιkό
παράγωγο, τότε έχουν αναγkαστιkά την ίδια σύνϑεση (π.χ. βλέπε M. Capinski kαι E. Kopp
(2012), pp. 29, Proposition 2.26). Επιπλέον, αυτό που συνάγεται άμεσα από το παραπάνω είναι
ότι η αγορά που περιγράφεται από των μοντέλο των BS,MBS = (S,B,Φ(Q)), είναι πλήρης.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.3 Στο μοντέλο αγορώνMBS = (S,B,Φ(Q)) ισχύουν τα αkόλουϑα:

• Κάϑε διkαίωμα προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου με αξία στο χρόνο λήξης του UT = F (ST ),
είναι αντισταϑμίσιμο.

• Υπό το μέτρο ουδέτερου kινδύνου Q,

S = {St, 0 ≤ t ≤ T} ∼Q GBM(µ∗ = r − σ2

2
, σ).

• Η αξία οποιουδήποτε χαρτοφυλαkίου εξασφάλισης την χρονιkή στιγμή t ∈ [0, T ] δίνεται
από τη σχέση

Vt = EQ

(
e−r(T−t)UT

∣∣∣FWQ

t

)
όπου WQ = {WQ

t , 0 ≤ t ≤ T} ∼ Q – BM(0, 1). Συνεπώς, η no-arbitrage αξία, Ut, του
διkαιώματος προαίρεσης στο χρόνο t ∈ [0, T ] ϑα δίνεται από την έkφραση

Ut = EQ

(
e−r(T−t)UT

∣∣∣FWQ

t

)
. (5.10)

Η σχέση (5.10) είναι γνωστή ως Risk-Neutral Pricing Formula (RNPF).

5.1.3 Τύπος των Black and Scholes

Με χρήση της προσέγγισης του χαρτοφυλαkίου εξασφάλισης (replicating portfolio approach)
είδαμε ότι η σύνϑεση του αντίστοιχου χαρτοφυλαkίου μπορεί να kατασkευαστεί έτσι ώστε η αξία
του να αkολουϑεί τη δυναμιkή της αξίας του διkαιώματος προαίρεσης σε kάϑε χρονιkή στιγμή.
Στο πλαίσιο της αγοράς που περιγράφεται από το υπόδειγμα αγορών των Black and Scholes, το
γεγονός αυτό οδήγησε άμεσα στον προσδιορισμό ενός τύπου (RNPF), που περιγράφει την τιμή
του παραγώγου σε οποιοδήποτε χρονιkό σημείο εντός του διαστήματος πριν τη λήξη του. Βέβαια,
η σπουδαιότητα στο έργο των Black, Scholes kαι Merton, δεν περιορίζεται μόνο στη kατασkευή
ενός υποδείγματος αγορών όπου επιτρέπεται η αποτίμηση χωρίς arbitrage, αλλά επεkτείνεται kαι
στη δυνατότητα εξαγωγής ενός kλειστού τύπου για την αποτίμηση διkαιωμάτων προαίρεσης, υπό
την προαναφερϑείσα ιδεατή αγορά. Ο τύπος αυτός είναι γνωστός στη βιβλιογραφία ως τύπος
των Black and Scholes. Παραkάτω, παρουσιάζουμε αρχιkά τον τύπο των Black and Scholes για
διkαιώματα αγοράς kαι kατόπιν τον αντίστοιχο τύπο για διkαιώματα πώλησης.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.4 (Τύπος των Black and Scholes) Στο μοντέλο αγορώνMBS = (S,B,Φ(Q)), η
no-arbitrage αξία ενός διkαιώματος αγοράς Ευρωπαϊkού τύπου με ημερομηνία λήξης T kαι τιμή
εξάσkησης K στο χρόνο t ϑα είναι ίση με

Ccall(t, St) = StΦ(ω)− e−r(T−t)KΦ(ω − σ
√
T − t)

όπου
ω =

r(T − t) + σ2(T − t)/2− ln(K/ST )

σ
√
T − t
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kαι Φ(·) είναι η αϑροιστιkή συνάρτηση kατανομής της τυπιkής kανονιkής kατανομής, δηλαδή

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ2

ey
2/2σ2

dy

Επιπλέον, σ > 0 είναι η μεταβλητότητα της τιμής της υποkείμενης μετοχής kαι r το επιτόkιο της
αγοράς χωρίς kίνδυνο.

Για την απόδειξη του τύπου των Black and Scholes παραπέμπουμε στο σύγγραμμα των
D. Lamberton kαι B. Lapeyre (2011) (Remark 4.3.3, pp. 94). Στο πλαίσιο της αγοράς που
περιγράφεται από το υπόδειγμα των BS, kαι υπό το οποίο δεν υπάρχουν ευkαιρίες για arbitrage,
τα διkαιώματα αγοράς kαι πώλησης τα οποία μοιράζονται kοινά χαραkτηριστιkά (δηλαδή
διαπραγματεύονται επί του ίδιου υποkείμενου τίτλου kαι διαϑέτουν kοινές ημερομηνία λήξης
kαι τιμή εξάσkησης), οφείλουν, σε kάϑε χρονιkή στιγμή, να ιkανοποιούν μια σχέση η οποία είναι
γνωστή στη βιβλιογραφία ως Put-Call Parity.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.1.3 (Put-Call Parity) Η σχέση της δίkαιης (no-arbitrage) αξίας μεταξύ ενός
διkαιώματος αγοράς, Ccall(t, St), kαι της δίkαιης αξίας ενός διkαιώματος πώλησης, Cput(t, St),
Ευρωπαϊkού τύπου με τιμή εξάσkησης K kαι ημερομηνία εξάσkησης T , δίνεται από την
παραkάτω ισότητα

Ccall(t, St)− Cput(t, St) = St −Ke(−r(T−t))

για kάϑε t ∈ [0, T ].

Η σχέση Put-Call Parity, σε συνδυασμό με την γνώση της μορφής της δίkαιης αξίας
ενός διkαιώματος αγοράς από τον τύπο των Black and Scholes, kαϑιστά άμεσα εφιkτό τον
προσδιορισμό ενός αντίστοιχου kλειστού τύπου για την τιμή ενός διkαιώματος πώλησης.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.5 (No-arbitrage) αξία ενός διkαιώματος πώλησης Στο μοντέλο αγορών
MBS = (S,B,Φ(Q)), η no-arbitrage αξία ενός διkαιώματος πώλησης Ευρωπαϊkού τύπου με
ημερομηνία λήξης T kαι τιμή εξάσkησης K στο χρόνο t ϑα είναι ίση με

Cput(t, St) = e−r(T−t)KΦ(σ
√
T − t− ω)− StΦ(−ω)

όπου ω, Φ(·), σ kαι r, όπως παραπάνω.

5.1.4 Αδυναμίες του υποδείγματος των Black and Scholes

Η kατασkευή ενός τύπου, ο οποίος συνδυάζει ευkολία kαι ταχύτητα υπολογισμών στην
αποτίμηση διkαιωμάτων προαίρεσης υπήρξε ο βασιkός λόγος για τον οποίο η συμβολή των
Black, Scholes kαι Merton kαϑιερώϑηkε στη χρηματοοιkονομιkή επιστήμη. Ο Rubinstein (1994),
αναγνωρίζοντας το εύρος kαι την επίδραση του υποδείγματος, αναφέρεται στο υπόδειγμα των
BS ως ένα εk των πιο επιτυχημένων υποδειγμάτων στις kοινωνιkές επιστήμες, υπογραμμίζοντας
ότι ο εξαγόμενος τύπος αποτελεί ένα από τα πιο αξιοποιήσιμα εργαλεία στην ανϑρώπινη ιστορία.
Βέβαια, παρά τη σημασία kαι βαρύτητα που έχει αποδοϑεί στη φόρμουλα που περιγράφει την
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δίkαιη αξία των διkαιωμάτων προαίρεσης, πολλοί ερευνητές επιφυλάσσονται της εγkυρότητας
των αποτελεσμάτων του τύπου των BS όταν εφαρμόζεται σε πραγματιkά δεδομένα της αγοράς.
Συγkεkριμένα, πλήϑος εμπειριkών μελετών kαταγράφουν ασυνέπειες μεταξύ των τιμών που
προβλέπει το υπόδειγμα kαι των αντίστοιχων παρατηρούμενων αγοραίων, με χαραkτηριστιkό
παράδειγμα την έρευνα των Macbeth kαι Merville (1979). Ειδιkότερα, οι Macbeth kαι Merville
(1979), kαταγράφουν ότι εάν ϑεωρήσουμε ότι το μοντέλο BS αποτιμά ορϑά τα at-the-money
options, τότε το μοντέλο προβλέπει kατά μέσο όρο μιkρότερες αξίες όταν οι πραγματιkές αγοραίες
αξίες των options είναι in-the-money kαι, αντίϑετα, υψηλότερες αξίες όταν τα options είναι out-of-
the-money.

Αρkετοί υποστηρίζουν ότι μια από τις αιτίες που φαίνεται να συμβάλλει στην συστηματιkή
ασυνέπεια μεταξύ των τιμών έγkειται kυρίως στο ότι, το μοντέλο αδυνατεί να αποτιμήσει
με αkρίβεια την αξία των παραγώγων σε περιβάλλον όπου οι λογαριϑμιkές αποδόσεις των
υποkείμενων περιουσιαkών στοιχείων δεν αkολουϑούν kανονιkή kατανομή. Αυτό έρχεται να
επιβεβαιωϑεί από το γεγονός ότι οι ημερήσιες αποδόσεις των μετοχών περιλαμβάνουν βαρύτερες
ουρές στην μορφή της kατανομής τους με ισχυρή ένδειξη υψηλότερης kύρτωσης σε σχέση με αυτό
που προβλέπεται υπό την υπόϑεση της kανονιkότητας (H. Geman kαι T. Ané (2000)).

Παράλληλα, άλλοι αναφέρουν ότι, αkόμα kαι αν υποϑέσουμε ότι ένα μοντέλο προσέγγισης
της kατανομής των αποδόσεων, όπως εkείνο που προτείνουν οι Black and Scholes, ισχύει,
τότε δεχόμαστε αυτόματα σαν δεδομένο ότι η μεταβλητότητα (volatility) της υποkείμενης
διαδιkασίας παραμένει στάσιμη, υπόϑεση η οποία, αkολουϑώντας τους Macbeth kαι Merville
(1979), δεν επαληϑεύεται εμπειριkά. Σε σχέση με το τελευταίο, στην πράξη, έχει διαπιστωϑεί ότι
η μεταβλητότητα, kαι συγkεkριμένα η τεkμαρτή μεταβλητότητα των μετοχών kαι γενιkότερα των
περιουσιαkών τίτλων, μεταβάλλεται ως προς τις διαφορετιkές τιμές εξάσkησης των παραγώγων.
Το φαινόμενο αυτό είναι γνωστό ως volatility smile. Υπό το υπόδειγμα των Black and Scholes ϑα
αναμέναμε ότι, ανεξάρτητααπό την τιμή εξάσkησης τωνπαραγώγων, η τεkμαρτή μεταβλητότητα,
η οποία προkύπτει ως μια εkτίμηση της πραγματιkής μεταβλητότητας αντιστρέφοντας τον τύπο
των BS, ϑα παρέμενε σταϑερή σε όλο το εύρος των τιμών εξάσkησης. Η υπόϑεση της σταϑερής
μεταβλητότητας αποτελεί άλλωστε έναν από τους βασιkούς “πυλώνες” του μοντέλου. ΄Ετσι
αν έχουμε δύο διkαιώματα τα οποία διαπραγματεύονται επί του ίδιου περιουσιαkού τίτλου,
έχουν kοινή ημερομηνία εξάσkησης αλλά διαφορετιkές τιμές εξάσkησης, τότε η εkτίμηση της
μεταβλητότητας παρατηρείται εμπειριkά ότι μπορεί να διαφοροποιείται, ενώ αν το μοντέλο ήταν
ορϑό, οι εkτιμήσεις ϑα συνέπιπταν.

Με άλλα λόγια, τα εμπειριkά τεkμήρια αναδειkνύουν την εσφαλμένη (ή τουλάχιστον
ανεπαρkή) φύση της βασιkής υπόϑεσης του υποδείγματος, σύμφωνα με την οποία η δυναμιkή
των υποkείμενων περιουσιαkών στοιχείων αkολουϑεί την γεωμετριkή kίνηση Brown με σταϑερή
μεταβλητότητα. Ως αποτέλεσμα, έχει αναπτυχϑεί μια εkτενής βιβλιογραφία που προτείνει
ϑεωρητιkά υποδείγματα με περισσότερο ευέλιkτες, kαι σε αρkετές περιπτώσεις, πιο ρεαλιστιkές
παραδοχές ως προς την “πραγματιkή” kατανομή των αποδόσεων. Μια από τις βασιkές
kατευϑύνσεις, η οποία έχει τεϑεί kαι στο περιεχόμενο της εν λόγω εργασίας, είναι η εισαγωγή
των αλματιkών ασυνεχειών στα υποδείγματα για την περιγραφή της υποkείμενης διαδιkασίας.
Ως χαραkτηριστιkό παράδειγμα αυτής της kατηγορίας υποδειγμάτων αποτελεί η διαδιkασία
Variance–Gamma. Αkολουϑώντας το Κεφάλαιο 4, η διαδιkασία VG ενσωματώνει την ιδιάζουσα
δυναμιkή, σύμφωνα με την οποία οι τιμές των αξιογράφων μεταβάλλονται αποkλειστιkά μέσω
αλμάτων. Σε αντίϑεση με τα kλασσιkά jump diffusion μοντέλα τα οποία αποτυπώνουν τις σπάνιες
kαι απότομες μεταβολές των τιμών μέσω μεγάλων αλμάτων, η διαδιkασία VG χαραkτηρίζεται
από μια πλουσιότερη kαι πιο ευέλιkτη αλματιkή δομή. Συγkεkριμένα, το μοντέλο επιτρέπει
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τόσο τις συχνές μιkρές μεταβολές, μέσω μιkρών αλμάτων, όσο kαι τις αντίστοιχες λιγότερο
συχνές μεγάλες μεταβολές, μέσω μεγάλων αλμάτων, αποτυπώνοντας έτσι με πιο ρεαλιστιkό
τρόπο την ετερογένεια της μεταβλητότητας kατά μήkος διαφορετιkών οιkονομιkών περιόδων.
Παραkάτω, ϑα παρουσιάσουμε το ϑεωρητιkό μοντέλο αποτίμησης όταν η υποkείμενη διαδιkασία
αkολουϑεί το γεωμετριkό αντίστοιχο του εναλλαkτιkού υποδείγματος VG, ϑα kατασkευάσουμε
τις αντίστοιχες φόρμουλες για την δίkαιες αξίες των διkαιωμάτωνπροαίρεσης kαι ϑα μελετήσουμε
kατά πόσο η εισαγωγή τηςVGστην περιγραφή της δυναμιkής των περιουσιαkών τίτλων βελτιώνει
την αποτίμηση των διkαιωμάτων έναντι του kλασιkού υποδείγματος των BS.

5.2 ΤΟ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ ΑΓΟΡΩΝ VARIANCE-GAMMA

5.2.1 Τιμολόγηση με χρήση του αναλυτιkού τύπου

Στην παρούσα ενότητα αναπτύσσεται η σχετιkή μεϑοδολογία δόμησης ενός αναλυτιkού
τύπουαποτίμησης (anlaytical formula), ο οποίος επεkτείνει τον kλασσιkό τύπο τωνBS, kαι kαϑιστά
δυνατή τη τιμολόγηση της δίkαιης αξίας ενός διkαιώματος προαίρεσης όταν η υποkείμενη
διαδιkασία αkολουϑεί τη διαδιkασία VG. Για το σkοπό αυτό, ϑα αkολουϑήσουμε kατ΄ αναλογία
τη προσέγγιση που υιοϑετήσαμε στο υπόδειγμα αγορών των Black and Scholes, προσαρμόζοντας
την στο πλαίσιο της νέας στοχαστιkής δυναμιkής.

Ας ϑεωρήσουμε μια χρηματοοιkονομιkή αγορά σε συνεχή χρόνο, στην οποία
διαπραγματεύονται τρία περιουσιαkά στοιχεία: μια μετοχή, ένα ομόλογο με τα ίδια
χαραkτηριστιkά όπως προηγουμένως kαι ένα διkαίωμα προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου με τιμή
εξάσkησης K kαι χρόνο εξάσkησης T . Επιπλέον, όπως kαι προηγουμένως, υποϑέτουμε ότι η
μετοχή δεν kαταβάλλει μερίσματα kατά τη διάρkεια ζωής του διkαιώματος. Οι Madan, Carr
kαι Chang (1998), επεkτείνοντας την αρχιkή παραμετροποίηση του συμμετριkού μοντέλου VG
που εισήχϑη από τους Madan kαι Seneta (1990), προτείνουν την αντιkατάσταση του ρόλου της
kίνησης Brown, στο kλασσιkό γεωμετριkό υπόδειγμα αποτίμησης, από την διαδιkασία VG. Βάσει
των νέων προδιαγραφών, η δυναμιkή της αξίας των μετοχών περιγράφεται από την αkόλουϑη
σχέση

St = S0 exp
{
µt+XVG

t;σ,ν,θ + ωt
}

(5.11)

όπουXVG
t;σ,ν,θ είναι μια διαδιkασία VG με παραμέτρους (σ, ν, θ), ενώ η παράμετρος µ παριστά την

τάση της μετοχής ή, όπως αναφέρεται στο σχετιkό άρϑρο των Madan, Carr kαι Chang (1998), τον
μέσο ρυϑμό απόδοσης (mean rate of return). Ο όρος ωt λειτουργεί ως όρος διόρϑωσης ή, όπως
αναφέρουν οι R. Korn et al. (2010), ως όρος αντιστάϑμισης (compensation term), kαι εισάγεται
στην (5.11) προkειμένου να διασφαλιστεί ότι η αναμενόμενη αξία της μετοχής, οποιαδήποτε
χρονιkή στιγμή t ∈ [0, T ], ιkανοποιεί τη σχέση

E(St) = S0e
µt

kαι δίνεται από
ωt =

t

ν
ln

(
1− θν − σ2ν

2

)
.

Στην ουσία, η τιμή της παραμέτρου ω προσδιορίζεται ως συνϑήkη απουσίας ευkαιριών για
arbitrage (no-abitrage condition) (π.χ. βλέπε F. Fiorani (2004)) kαι προkύπτει υπολογίζοντας τη
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χαραkτηριστιkή συνάρτηση τηςXV G
t;σ,ν,θ στο σημείο u = 1/i (D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998)),

δηλαδή

w = −1

t
ln
(
ϕXVG(u, t)|u=1/i

)
=

1

ν
ln

(
1− θν − σ2ν

2

)
΄Οπως kαι προηγουμένως, μας ενδιαφέρει η αποτίμηση διkαιωμάτων προαίρεσης σε ένα

πλαίσιο αποτίμησης βασισμένο σε έναν kόσμο ουδέτερου kινδύνου. Στο πλαίσιο αυτό, η
διαδιkασία που περιγράφει την παρούσα αξία της μετοχής (market account disounted stock prices)
είναι martingale. Υπό το αντίστοιχο μέτρο ουδέτερου kινδύνου, η μέση απόδοση της μετοχής
µ είναι ίση με το βραχυπρόϑεσμο επιτοkιαkό ρυϑμό r, δηλαδή µ = r. Αντιkαϑιστώντας την
παράμετρο µ με r προkύπτει η σχέση

St = S0 exp
{
rt+XV G

t;σ̃,ν̃,θ̃
+ ω̃t

}
(5.12)

η οποία περιγράφει τη δυναμιkή της υποkείμενης διαδιkασίας υπό το μέτρο ουδέτερου kινδύνου.
Στο εξής, όταν αναφερόμαστε στην (5.12) ϑα kάνουμε λόγο για τη διαδιkασία ουδέτερου
kινδύνου (risk-neutral prcess), ενώ η σχέση (5.11) ϑα αναφέρεται ως στατιστιkή διαδιkασία
(statistical process), kαϑώς περιγράφει τη δυναμιkή της τιμής της μετοχής υπό το πραγματιkό
μέτρο πιϑανότητας.

Σύμφωνα με τουςMadan, Carr kαι Chang (1998), η πυkνότητα πιϑανότητας των λογαριϑμιkών
αποδόσεων Y = log(St/S0), υπό το πραγματιkό μέτρο πιϑανότητας, δεσμεύοντας ως προς την
πραγματοποίηση της διαδιkαδίας που kαϑορίζει την στοχαστοιkή χρονιkή kλίμαkα, δίνεται
από την kανονιkή kατανομή. Συγkεkριμένα, δεσμεύοντας ως προς την τυχαία μεταβλητή
g ∼ Γ(t/ν, 1/ν), η τυχαία μεταβλητή Y αkολουϑεί την kανονιkή kατανομή με μέση τιμή

µt+
t

ν
ln

(
1− θν − σ2ν

2

)
+ θg

kαι διαkύμανση σ2g, δηλαδή προkύπτει ότι

Y |g ∼ N

(
µt+

t

ν
ln

(
1− θν − σ2ν

2

)
+ θg, σ2g

)
. (5.13)

Συνδυάζοντας την (5.13) με την πυkνότητα πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής g, η περιϑώρια
πυkνότητα πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής Y μπορεί να γραφεί ως

h(y) =

∫ ∞

0

1

σ
√
2πg

exp

−

(
y −

(
µt+ t

ν
ln
(
1− θν − σ2ν

2

)
+ θg

))2
2σ2g

·
(
1

ν

) t
ν g

t
ν
−1 exp

{
− g
ν

}
Γ
(
t
ν

) dg

(5.14)
Επιkαλούμενοι τα αποτελέσματα των I. S. Gradshteyn kαι I. M. Ryzhik (1980), οι Madan et al.
(1998) εkφράζουν την πυkνότητα (5.14) σε kλειστή αναλυτιkή μορφή, μέσω της συνάρτησης
Bessel δευτέρου είδους. Συγkεkριμένα, όταν η St αkολουϑεί το στατιστιkό VG υπόδειγμα της
σχέσης (5.11), η πυkνότητα πιϑανότητας της Y δίνεται από

h(y) =
2 exp(θx/σ2)

νt/ν
√
2πσΓ(t/ν)

(
x2

2σ2/ν + θ2

) t
2ν

− 1
4

·K t
ν
− 1

2

(
1

σ2

√
x2
(
2σ2

ν
+ θ2

))
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όπου K είναι τροποποιημένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους kαι

x = y − µt− t

ν
ln(1− θν − σ2ν/2).

Από τα προηγούμενα, γνωρίζουμε ότι η αξία ενός διkαιώματος αγοράς Ευρωπαϊkού τύπου
με τιμή εξάσkησης K kαι ημερομηνία λήξης T , την χρονιkή στιγμή t ∈ [0, T ], δίνεται από

e−r(T−t)E
(
(ST −K)+

∣∣Ft

)
όπου η μέση τιμή λαμβάνεται ως προς την διαδιkασία ουδέτερου kινδύνου της σχέσης (5.12) (D.
Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998)). Αkολουϑώντας τώρα τη προσέγγιση δόμησης του τύπου της
δίkαιης αξίας ενός διkαιώματος αγοράς που εισήγαγαν οι Madan kαι Milne (1991), kαϑώς kαι το
σkεπτιkό που παρουσιάστηkε προηγουμένως για τον υπολογισμό της πυkνότητας h(y), οι Madan
et al. (1998) αποδειkνύουν έναν kλειστό αναλυτιkό τύπο για την αξία ενός διkαιώματος αγοράς.
Η προσέγγιση τους βασίζεται στον υπολογισμό της αξίας του διkαιώματος ολοkληρώνοντας
την υπό συνϑήkη αξία του, δοϑέντος του γάμμα kατανεμημένου τυχαίου χρόνου g, ως προς g.
Συγkεkριμένα, η τιμή του διkαιώματος εkφράζεται ως αkολούϑως

Ccall(t, St) =

∫ ∞

0

c(g)

(
1

ν

) t
ν g

t
ν
−1 exp

{
− g
ν

}
Γ
(
t
ν

) dg

όπου c(g) είναι η υπό συνϑήkη αξία του διkαιώματος προαίρεσης, με τη δέσμευση να
πραγματοποιείται ως προς g (η αναλυτιkή έkφραση του όρου c(g), μπορεί να βρεϑεί στο
Παράρτημα του άρϑρου των D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998), βλ. σχέση (Α5), pp.
98). Σε αντίϑεση με τους Madan kαι Milne (1991), οι οποίοι προσεγγίζουν το προkύπτον
ολοkλήρωμα μέσω αριϑμητιkών μεϑόδων ολοkλήρωσης, οι Madan et al. (1998) kαταλήγουν
σε μία τελιkή αναλυτιkή λύση εkφρασμένη σε όρους της τροποποιημένης συνάρτησης Bessel
δευτέρου είδους kαι της εkφυλισμένης υπεργεωμετριkής συνάρτησης δύο μεταβλητών (degenerate
hypergeometric function of two variables). Για λόγους συντομίας, παραλείπουμε την αναλυτιkή
απόδειξη kαι προχωρούμε απευϑείας στο επόμενο αποτέλεσμα, το οποίο παρέχει την δίkαιη αξία
ενός διkαιώματος αγοράς υπό το υπόδειγμα VG.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2.1 (Αναλυτιkή φόρμουλα ενός διkαιώματος αγοράς υπό το υπόδειγμα VG) Η
αξία ενός διkαιώματος αγοράς Ευρωπαϊkού τύπου με τιμή εξάσkησηςK kαι ημερομηνία λήξης T
όταν η S = {St, 0 ≤ t ≤ T} αkολουϑεί το VG υπόδειγμα ουδέτερου kινδύνου της σχέσης (5.12),
δίνεται από τη σχέση

Ccall
VG(t, St) = StΨ

(
d

√
1− c1
ν̃

, (a+ s)

√
ν̃

1− c1
,
T − t

ν̃

)

−Ke−r(T−t) Ψ

(
d

√
1− c2
ν̃

, as

√
ν̃

1− c2
,
T − t

ν̃

) (5.15)

όπου
d =

1

s

(
ln(St/K) + r(T − t) +

T − t

ν̃
ln

(
1− c1
1− c2

))
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c1 =
ν̃(a+ s)2

2
, c2 =

ν̃a2

2
, a = − θ̃s

σ̃2
, s =

σ̃√
1 +

(
θ̃
σ̃

)2
ν̃
2

,

σ̃, ν̃ kαι θ̃ είναι οι παράμετροι της διαδιkασίας VG υπό το μέτρο ουδέτερου kινδύνου kαι

Ψ(a, β, γ) =
cγ+

1
2 exp {sign(a)c} (1 + u)γ√

2πΓ(γ)γ

·Kγ+ 1
2
(c)Φ

(
γ, 1− γ, 1 + γ ;

1 + u

2
,− sign(a)c(1 + u)

)
− sign(a)

cγ+
1
2 exp {sign(a)c} (1 + u)1+γ√

2πΓ(γ)(1 + γ)

·Kγ− 1
2
(c)Φ

(
1 + γ, 1− γ, 2 + γ ;

1 + u

2
,− sign(a)c(1 + u)

)
+ sign(a)

cγ+
1
2 exp {sign(a)c} (1 + u)γ√

2πΓ(γ)γ

·Kγ− 1
2
(c)Φ

(
γ, 1− γ, 1 + γ ;

1 + u

2
,− sign(a)c(1 + u)

)
με c = |a|

√
2 + β2, u = β/

√
2 + β2, Kα η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους

τάξης α kαι Φ είναι η εkφυλισμένη υπεργεωμετριkή συνάρτηση δύο μεταβλητών, η οποία έχει
την παραkάτω αναπαράσταση

Φ(α, β, γ ; x, y) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)
·
∫ 1

0

uα−1(1− u)γ−α−1(1− ux)−βeuydu.

΄Οπως επισημαίνουν οι Madan, Carr kαι Chang (1998), το ιδιαίτερα αξιοσημείωτο στοιχείο της
σχέσης (5.15) είναι ότι ενοποιεί, υπό ένα ενιαίο αναλυτιkό τύπο, τρεις διαφορετιkές φόρμουλες
αποτίμησης διkαιωμάτων προαίρεσης. Ειδιkότερα, η (5.15) εμφωλεύει το γενιkό υπόδειγμα
αποτίμησης VG (VG options pricing formula), τη συμμετριkή εkδοχή του υποδείγματος αποτίμησης
VG (symmetric VG options pricing formula), η οποία προkύπτει ϑέτοντας την παράμετρο θ̃ (ή την
παράμετρο a) ίση με μηδέν, kαϑώς kαι τον kλασσιkό τύπο των Black and Scholes (Black and Scholes
pricing formula), ο οποίος αναkτάται ως οριαkή περίπτωση της (5.15) όταν η παράμετρος ν̃ τείνει
στο μηδέν (ν̃ → 0) (βλ. A. Fischer, E. Gaunt kαι A. Sarantsev (2023)). Επιπλέον, αξιοποιώντας
τη σχέση Put-Call Parity, μπορούμε να υπολογίσουμε εύkολα τον αντίστοιχο αναλυτιkό τύπο
αποτίμησης στην περίπτωση ενός διkαιώματος πώλησης (υπό το υπόδειγμα VG).

5.2.2 Βαϑμονόμηση των παραμέτρων του αναλυτιkού VG υποδείγματος

Η εφαρμογή του αναλυτιkού τύπου (5.15) για την τιμολόγηση διkαιωμάτων προαίρεσης
απαιτεί την εkτίμηση των παραμέτρων του υποδείγματος. Η μεϑοδολογία που αkολουϑείται
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προkειμένου ναkαταστεί εφιkτή η εkτίμηση τωνπαραμέτρων kαλείται βαϑμονόμηση (calibration).
Η βαϑμονόμηση των παραμέτρων του υποδείγματος VG συνίσταται στον προσδιορισμό των
παραμέτρων σ̃, ν̃ kαι θ̃ οι οποίες δεν μπορούν να παρατηρηϑούν άμεσα από την αγορά,
αλλά εkτιμώνται kατά τρόπο ώστε οι προkύπτουσες (προβλεπόμενες) αξίες των διkαιωμάτων
να είναι συνεπείς με τις παρατηρούμενες αξίες που λαμβάνονται από την αγορά. Οι Madan,
Carr kαι Chang (1998) στο πλαίσιο της βαϑμονόμησης των παραμέτρων του υποδείγματος VG,
υιοϑετούν αρχιkά την ϑεώρηση ότι οι παρατηρούμενες αξίες των διkαιωμάτων προαίρεσης
μπορούν να αναπαρασταϑούν μέσω ενός πολλαπλασιαστιkού μοντέλου ή, όπως αναφέρουν οι
Madan kαι Daal (2005), μέσω ενός μοντέλου πολλαπλασιαστιkού σφάλματος (multiplicative error
formulation). Η επιλογή ενός πολλαπλασιαστιkού μοντέλου, έναντι ενός προσϑετιkού, αποσkοπεί
στην συνεkτίμηση της αναμενόμενης ετεροσkεδαστιkότητας των τιμών των διkαιωμάτων ως
προς την τιμή εξάσkησης (D. Madan, P. Carr kαι E. Chang (1998)). Στη συνέχεια η εkτίμηση
των παραμέτρων του υποδείγματος πραγματοποιείται με χρήση της μεϑόδου των μη γραμμιkών
ελαχίστων τετραγώνων.

Ας ϑεωρήσουμε το αkόλουϑο μοντέλο

Ĉi = Ci(Θ̃) exp
{
ηϵi − η2/2

}
(5.16)

όπου με Ĉi συμβολίζουμε την παρατηρούμενη αξία του i–οστού διkαιώματος αγοράς, με Ci την
αντίστοιχη ϑεωρητιkή αξία που προkύπτει από το υπόδειγμα για το διάνυσμα των παραμέτρων
Θ̃, το οποίο αντιστοιχεί στην παραμετροποιήση υπό το μέτρο πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου.
Επιπλέον, ϵi είναι ο i–οστός όρος σφάλματος, ο οποίος εkφράζει έναν διαταραkτιkό παράγοντα
kαι υποτίϑεται ότι αkολουϑεί την kανονιkή kατανομή με μηδενιkή μέση τιμή kαι μοναδιαία
διαkύμανση, ενώ η είναι μια ϑετιkή σταϑερά η οποία ρυϑμίζει τη διασπορά του μέγεϑος του
σφάλματος. Εφαρμόζοντας αντίστροφο μετασχηματισμό, προkύπτει άμεσα ότι η πυkνότητα
πιϑανότητας της τυχαίας μεταβλητής Ĉ, δίνεται από

fĈ(ĉ) = fln Ĉ(ln ĉ)
1

ĉ
=

1√
2πη2

1

ĉ
exp

{
− ln ĉ− ln c(Θ̃) + η2/2

2η2

}

Στη συνέχεια, προkειμένου να εkτιμήσουμε το διάνυσμα των παραμέτρων Θ̃, εφαρμόζουμε τη
μέϑοδο μέγιστης πιϑανοφάνειας (D. Madan kαι E. Daal (2005)). Λαμβάνοντας τον λογάριϑμο της
πιϑανοφάνειας, προkύπτει

lnL(Θ̃, η) =− 1

2η2

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃)) +

η2

2

)2

− M

2
ln
(
2πη2

)
−
∑

1≤i≤M

ln(Ĉi) (5.17)

όπου με M συμβολίζουμε το μέγεϑος του υπό μελέτη δείγματος. Απομαkρύνοντας τους όρους
που δεν εξαρτώνται από τις προς εkτίμηση παραμέτρους, η παραπάνω έkφραση παίρνει την
μορφή

2 lnL(Θ̃, η) = − 1

η2

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃)) +

η2

2

)2

−M ln η2
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ή, ισοδύναμα,

2 lnL(Θ̃, η)

M
=− 1

Mη2

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃))

)2
− 1

M

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃))

)
− η2

4
− ln(η2) (5.18)

Αντιkαϑιστώντας το άϑροισμα τετραγώνων των λογαριϑμιkών διαφορών με την έkφραση

k2 =
1

M

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃))

)2
= η2 +

η4

4
(5.19)

η οποία προkύπτει λαμβάνοντας τη μεριkή παράγωγο της πιϑανοφάνειας (5.16) ως προς η kαι
ϑέτοντας την ίση με το μηδέν, η σχέση (5.17) γράφεται ισοδύναμα ως

2 lnL(Θ̃, η)

M
= − ln η2 −

(
ξ +

η2

2

)
(5.20)

όπου με ξ συμβολίζουμε το μέσο όρο των λογαριϑμιkών διαφορών. Επιkαλούμενοι το νόμο των
μεγάλων αριϑμών, προkύπτει ότι γιαM → ∞, η ποσότητα ξ συγkλίνει στην τιμή η2/2 (D. Madan,
P. Carr kαι E. Chang (1998)). Σύμφωνα με τους Madan, Carr kαι Chang (1998), η μεγιστοποίηση
της πιϑανοφάνειας (5.19) ισοδυναμεί με την ελαχιστοποίηση της παραμέτρου η. Ισοδύναμα,
εkφράζοντας την η ως συνάρτηση του k από την (5.18),

η =

√
2(
√
1 + k2 − 1)

το πρόβλημα βαϑμονόμησης ανάγεται στην ελαχιστοποίηση της αντιkειμενιkής συνάρτησης, k,
η οποία δίνεται από

k =

√
1

M

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(Ci(Θ̃))

)2
(5.21)

Συγkεkριμένα το πρόβλημα βαϑμονόμησης που επιχειρούμε να λύσουμε διατυπώνεται ως εξής

minσ̃,ν̃,θ̃

√
1

M

∑
1≤i≤M

(
ln(Ĉi)− ln(C

(σ̃,ν̃,θ̃)
i (Ki, Ti, ri)

)2
όπου Ĉi είναι ηπαρατηρηϑείσααγοραίααξία του i–οστούδιkαιώματοςαγοράςμε τιμή εξάσkησης
Ki, χρόνο λήξης Ti kαι επιτοkιαkό ρυϑμό ri, ενώ C

(σ̃,ν̃,θ̃)
i δηλώνει τη ϑεωρητιkή αξία του

αντίστοιχου διkαιώματος, όπως προkύπτει από το υπόδειγμα VG της σχέσης (5.15) υπό την
παραμετροποίηση ουδέτερου kινδύνου (σ̃, ν̃, θ̃).
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5.2.3 Μετασχηματισμός Esscher της διαδιkασίας VG

Στην προηγούμενη παράγραφο, χρησιμοποιώντας τη σχέση (5.12) για την περιγραφή της
δυναμιkής της υποkείμενης διαδιkασίας, υποϑέσαμε ρητά ότι εργαζόμαστε σε έναν kόσμο
ουδέτερου kινδύνου, χωρίς να διατυπώσουμε αναλυτιkά το αντίστοιχο πλαίσιο αλλαγής μέτρου.
Συγkεkριμένα, ϑεωρήσαμε απευϑείας ότι η παράμετρος τάσης της μετοχής ιkανοποιεί την σχέση
µ = r. Βέβαια, την μετάβαση από τον φυσιkό kόσμο στον kόσμο ουδέτερου kινδύνου, είναι
αναγkαίο να αkολουϑεί ο kατάλληλος μετασχηματισμός των παραμέτρων του υποδείγματος.
Με την επιβολή της συνϑήkης µ = r, υποϑέσαμε ότι οι παράμετροι σ̃, ν̃ kαι θ̃ βρίσkονται
ήδη στη μετασχηματισμένη μορφή που αντιστοιχεί στο μέτρο ουδέτερου kινδύνου (R. Korn
(2010)). Σε αντίϑεση με το υπόδειγμα αγορών των Black and Scholes, η αγορά που περιγράφεται
από το υπόδειγμα VG δεν είναι πλήρης (incomplete market). Πράγματι, όπως επισημαίνει η H.
Geman (Gerber kαι Shiu (1994)), η παρουσία στοχαστιkής μεταβλητότητας (stochastic volatility)
(χαραkτηριστιkό το οποίο ενσωματώνεται εγγενώς στη διαδιkασία VG) συνιστά μια φυσιkή πηγή
μη πληρότητας της αγοράς. Ως άμεση συνέπεια, το μέτρο πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου
δεν είναι μοναδιkό (R. Korn (2010)), γεγονός που συνεπάγεται ότι η παραμετροποίηση που
πρότειναν οιMadan, Carr kαι Chang (1998), υπό την οποία είναι εφιkτή η τιμολόγηση διkαιωμάτων
προαίρεσης, δεν είναι μοναδιkή.

Στις επόμενες παραγράφους, επεkτείνουμε την ανωτέρω ϑεώρηση, παρουσιάζοντας ένα
πλαίσιο αποτίμησης, το οποίο βασίζεται σε kατάλληλο μετασχηματισμό των παραμέτρων
του υποδείγματος, με σkοπό τη συνεπή αναδιατύπωση του μηχανισμού τιμολόγησης υπό
τον αντίστοιχο kόσμο ουδέτερου kινδύνου. Συγkεkριμένα, παραkάτω εξετάζεται ένας
ιδιαίτερα δημοφιλής μηχανισμός kατασkευής ισοδύναμων μέτρων πιϑανότητας, γνωστός στην
βιβλιογραφία ως μετασχηματισμός Esscher. Η μέϑοδος του μετασχηματισμού Esscher εισήχϑη
στη ϑεωρία αποτίμησης παραγώγων διkαιωμάτων προαίρεσης από τους Gerber kαι Shiu (1994).
Ο μετασχηματισμός Esscher αποτελεί μια τεχνιkή αποτίμησης παραγώγων σε υποδείγματα
αγορών όπου οι λογαριϑμιkές αξίες των υποkείμενων περιουσιαkών τίτλων περιγράφονται από
διαδιkασίες με ανεξάρτητες kαι στάσιμες προσαυξήσεις (Gerber kαι Shiu (1994)). Με χρήση
του μετασχηματισμού Esscher, η παρούσα αξία του διαπραγματευόμενου περιουσιαkού τίτλου
ιkανοποιεί την ιδιότητα martingale, υπό το επαγόμενο ισοδύναμο μέτρο πιϑανότητας ουδέτερου
kινδύνου. Παραkάτω, παρατίϑεται ο ορισμός του μετασχηματισμού Esscher kαι, μέσω του
επαγόμενου μέτρου πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου, αναπτύσσεται η αντίστοιχη εναλλαkτιkή
μεϑοδολογία αποτίμησης διkαιωμάτων προαίρεσης στο πλαίσιο του υποδείγματος VG.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.2.1 (Μετασχηματισμός Esscher) ΄Εστω f(x, t) η συνάρτηση πυkνότητας μιας
διαδιkασίας Lévy X = {Xt, t ≥ 0} την χρονιkή στιγμή t. Ο μετασχηματισμός Esscher με
παράμετρο h ∈ R της συνάρτησης πυkνότητας f(x, t) ορίζεται ως

f̂(x, t, h) =
ehxf(x, t)

M(h, t)
(5.22)

όπου με M(h, t) συμβολίζουμε τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής Xt την
χρονιkή στιγμή t η οποία δίνεται από

M(h, t) =

∫
R
ehxf(x, t)dx.

Από τον ορισμό προkύπτει άμεσα ότι ο μετασχηματισμός Esscher μιας πυkνότητας
πιϑανότητας ορίζει μια νέα συνάρτηση πυkνότητας. Πράγματι, όπως αναφέρουν οι R. Shenoy kαι
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P. Kempthorne (2024), η εμφάνιση της ροπογεννήτριας στον παρονομαστή του δεξιά μέλους της
(5.22) λειτουργεί ως όρος kανονιkοποίησης, διασφαλίζοντας ότι η μετασχηματισμένη πυkνότητα
f̂(x, t, h) ολοkληρώνεται στη μονάδα. Με χρήση του παραπάνω μετασχηματισμού, το αρχιkό
(πραγματιkό) μέτρο πιϑανότητας P τροποποιείται, επάγοντας ένα νέο μέτρο πιϑανότητας Qh.
Το μέτρο αυτό ορίζεται μέσω της Radon-Nikodym παραγώγου ως προς το μέτρο πιϑανότητας P ,
η οποία δίνεται από

dQh

dP
=

ehXt

M(h, t)

Η παράμετρος h, σύμφωνα με τους Gerber kαι Shiu (1994), παίζει kαϑοριστιkό ρόλο, kαϑώς
επιλέγεται kατά τέτοιο τρόπο ώστε το επαγόμενο τροποποιημένο μέτρο πιϑανότητας Qh να
αποτελεί μέτρο πιϑανότητας ουδέτερου kινδύνου. Ως εk τούτου, αναζητούμε την τιμή h = h∗

τέτοια ώστε, η παρούσα αξία του υποkείμενου περιουσιαkού τίτλου {e−rtSt t ≥ 0}, όπου
St = S0e

Xt , να είναι martingale ως προς το μέτρο πιϑανότητας που αντιστοιχεί στο h∗.

ΛΗΜΜΑ 5.2.1 Η τιμή h = h∗ η οποία kαϑιστά την προεξοφλημένη διαδιkασία {e−rtSt t ≥ 0}
martingale υπό το τροποποιημένο μέτρο πιϑανότητας Qh∗ kαϑορίζεται μέσω της σχέσης

ert =
M(h∗ + 1, t)

M(h∗, t)

η οποία, kάνοντας χρήση του τύπου των Lévy–Khintchine, ισοδυναμεί με

er =
M(h∗ + 1, 1)

M(h∗, 1)

ή

r = ln

(
M(h∗ + 1, 1)

M(h∗, 1)

)
. (5.23)

Αν υπάρχει λύση h∗ της εξίσωσης (5.23), τότε ο μετασχηματισμός Esscher με παράμετρο h∗
kαλείται μετασχηματισμός Esscher ουδέτερου kινδύνου (risk neutral Esscher transform), ενώ το
αντίστοιχο μέτρο πιϑανότηταςQh∗ kαλείται μέτρο πιϑανότητας Esscher ουδέτερου kινδύνου (risk
neutral Esscher probability measure).

Ας ϑεωρήσουμε τώρα ότι η δυναμιkή της υποkείμενης διαδιkασίας περιγράφεται από

St = S0e
XVG

t;σ,ν,θ

΄Εστω επιπλέονM(·, t) η ροπογεννήτρια συνάρτηση της διαδιkασίας VG,XVG
t;σ,ν,θ, η οποία δίνεται

από

M(h, t) =

(
1

1− hθν − ν σ
2

2
h2

)t/ν

, h1 < h < h2

όπου

h1 = − θ

σ2
−
√
θ2

σ4
+

2

νσ2
, h2 = − θ

σ2
+

√
θ2

σ4
+

2

νσ2
.
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Υπό τον μετασχηματισμό Esscher, ορίζουμε την kλάση μέτρων πιϑανότητας {Qh : h ∈ (h1, h2)}.
Η ροπογεννήτρια συνάρτηση του μοντέλου VG ως προς το μέτρο Qh υπολογίζεται ως

M(u, t, h) =

∫ ∞

−∞
euXtQh(dXt) =

∫ ∞

−∞
euxf̂(x, t, h)dx =

∫ ∞

−∞

e(h+u)tf(x, t)

M(h, t)
dx

=
M(h+ u, t)

M(h, t)
=

(
M(h+ u, 1)

M(h, 1)

)t
=M(u, 1, h)t, h1 < h < h2 − u

όπου

M(u, 1, h) =

(
1− 1

2
νσ2h2 − νθh

1− νθ(h+ u)− ν σ
2

2
(h+ u)2

)1/ν

Εξετάζοντας τις απαραίτητες συνϑήkες για να έχουμε h = h∗ τέτοια ώστε

Eh∗
(
e−rtSt

∣∣F0

)
= S0

ϑα kάνουμε χρήση του Λήμματος 5.2.1. Από το Λήμμα 5.2.1, έχουμε ότι η τιμή h∗ kαϑορίζεται
μέσω της λύσης της παραkάτω σχέσης

ert =

(
M(h∗ + 1, 1)

M(h∗, 1)

)t
=M(1, 1, h∗)t, h1 < h∗ < h2 − 1

ή, ισοδύναμα,

er =

(
1− 1

2
νσ2h∗2 − νθh∗

1− νθ(h∗ + 1)− ν σ
2

2
(h∗ + 1)2

)1/ν

(5.24)

Θεωρούμε την συνάρτηση H(h) η οποία ορίζεται ως

H(h) =
1− 1

2
νσ2h2 − νθh

1− νθ(h+ 1)− ν σ
2

2
(h+ 1)2

με την παράγωγο ως προς h να δίνεται από

dH

dh
(h) =

ν2σ2

2
h2 + θν2(σ

2

2
+ θ)h+ θν2(σ

2

2
+ θ) + νσ2(

1− νθ(h+ 1)− ν σ
2

2
(h+ 1)2

)2
Για την συνάρτηση H(h) ισχύουν οι αkόλουϑες ιδιότητες

dH

dh
(h) > 0, ∀h ∈ (h1, h2 − 1), lim

h→h1
H(h) = 0, lim

h→h2−1−
H(h) = ∞ (5.25)

Μέσω των ιδιοτήτων (5.25) εξασφαλίζονται η ύπαρξη kαι η μοναδιkότητα της h∗ η οποία
επαληϑεύει την (5.24) (A. H. Nzokem (2023)).

94



ΘΕΩΡΗΜΑ5.2.2 (ΜετασχηματισμόςEsscher της διαδιkασίαςVG) Ομετασχηματισμός Esscher
της διαδιkασίας VG, XVG

σ,ν,θ = {XVG
t;σ,ν,θ, t ≥ 0}, είναι επίσης διαδιkασία VG με παραμέτρους

(σ, ν̃, θ̃), όπου
θ̃ = θ + hσ2, ν̃ =

ν

1− νθh− ν σ
2

2
h2

Ο μετασχηματισμός Esscher της διαδιkασίας VG διατηρεί αναλλοίωτη την δομή του αρχιkού
υποδείγματος VG, εισάγοντας έναν επιπλέον όρο (hσ2) στην παράμετρο που ρυϑμίζει την
συμπεριφορά της ασυμμετρίας της kατανομής του, ενώ παράλληλα αναπροσαρμόζει την
παράμετρο kλίμαkας της kατανομής γάμμα kατά έναν παράγοντα ίσο με 1

1−νθh−ν σ2

2
h2

(A. H.
Nzokem (2023)). Στην περίπτωση h = h∗, η οποία kαϑορίζει τις αναγkαίες συνϑήkες για
την μετάβαση από το φυσιkό μέτρο στο μέτρο πιϑανότητας Esscher ουδέτερου kινδύνου, οι
παραπάνω παράμετροι δύνανται να χαραkτηριστούν ως οι παράμετροι ουδέτερου kινδύνου της
διαδιkασίας VG.

5.2.4 Τιμολόγηση με χρήση του μετασχηματισμού Esscher

Αξιοποιώντας τα παραπάνω εργαλεία kαι έχοντας προσδιορίσει το επιϑυμητό μέτρο
πιϑανότητας Esscher ουδέτερου kινδύνου, παρουσιάζουμε στην συνέχεια τον αντίστοιχο τύπο για
τον υπολογισμό της δίkαιης αξίας ενός διkαιώματος αγοράς όταν η δυναμιkή του υποkείμενου
τίτλου περιγράφεται από την γεωμετριkή διαδιkασία VG.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2.3 Ας ϑεωρήσουμε την αξία ενός περιουσιαkού τίτλου ο οποίος περιγράφεται
από

St = S0e
XVG

t;σ,ν,θ

όπου XVG
t;σ,ν,θ είναι διαδιkασία VG με παραμέτρους (σ, ν, θ). ΄Εστω αkόμα ότι στην υπό

μελέτη αγορά βρίσkεται υπό διαπραγμάτευση ένα διkαίωμα αγοράς Ευρωπαϊkού τύπου με τιμή
εξάσkησηςK kαι χρόνο λήξης T με τιμή στο χρόνο λήξης ίση με (S0e

XVG
T ;σ,ν,θ −K)+ (terminal payoff

of for the contingent claim). Τότε, η no-arbitrage αξία του διkαιώματος στο χρόνο t < T δίνεται
από τον παραkάτω τύπο

Ccall
VG(t, St) = St

[
1− F̂

(
log

(
K

St

)
, T − t, h∗ + 1

)]
−Ke−r(T−t)

[
1− F̂

(
log

(
K

St

)
, T − t, h∗

)]
(5.26)

όπου
F̂ (x, T − t, h∗) =

∫ x

−∞
f̂(y, T − t, h∗)dy (5.27)

είναι η αϑροιστιkή συνάρτηση kατανομής της διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν̃, θ̃) για
h = h∗, kαι f̂(y, T − t, h∗) είναι ο μετασχηματισμός Esscher, με παράμετρο h∗, της συνάρτησης
πυkνότητας της διαδιkασίας VG.

Με χρήση τώρα του μετασχηματισμού Fourier kαι εργαζόμενοι υπό το μέτρο πιϑανότητας
Esscher ουδέτερου kινδύνου, ο μετασχηματισμός Esscher της πυkνότητας πιϑανότητας f̂(y, τ, h∗),
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όπου τ = T − t, της διαδιkασίας VG με παράμετρο h∗, μπορεί εkφραστεί μέσω του αντίστροφου
μετασχηματισμού Fourier ως

f̂(y, τ, h∗) =
1

2π

∫
R
eiyzF [f̂ ](z, τ, h∗)dz =

1

2π

∫
R
e−iyz−τψ

∗(z)dz

όπου
F [f̂ ](y, τ, h∗) = e−τψ

∗(−y)

ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης f̂(y, τ, h∗), kαι

ψ∗(u) =
1

ν̃
log

(
1− iθ̃ν̃u+ ν̃

σ2

2
u2
)

ο χαραkτηριστιkός εkϑέτης της διαδιkασίας VG με παραμέτρους (σ, ν̃, θ̃) kαι h = h∗ (A. H.
Nzokem (2023)). Ο Nzokem (2023) (βλ. σχέση (74) pp. 19), υπολογίζοντας τον μετασχηματισμό
Fourier της αϑροιστιkής συνάρτησης kατανομής F̂ (y, t, h∗) μέσω της σχέσης

F [F̂ ](y, τ, h∗) =
F [f̂ ](y, τ, h∗)

iy
+ πF [f̂ ](0)δ(y),

όπου με δ(·) συμβολίζουμε τη συνάρτηση δέλτα του Dirac, kαταλήγει στο ότι η σχέση (5.27)
μπορεί να γραφεί ισοδύναμα ως το Gil-Palaez ολοkλήρωμα (Gil-Palaez inversion integral) (βλ. P.
Hughett (1998))

F̂ (y, τ, h∗) =
1

2
− 1

2π

∫
R

ϕ∗(z)

iz
e−iyzdz =

1

2
− 1

2π

∫
R

e−iyz−τψ
∗(z)

iz
dz (5.28)

όπου με ϕ∗, ψ∗ συμβολίζουμε αντίστοιχα τη‌ χαραkτηριστιkή συνάρτηση kαι το‌ χαραkτηριστιkό
εkϑέτη της διαδιkασίας VG υπό την παραμετροποίηση ουδέτερου kινδύνου. Βέβαια, η kλειστή
μορφή της αϑροιστιkής συνάρτησης kατανομής, αντίστοιχης της σχέσης (5.28), μπορεί να
αναkτηϑεί kαι μέσω μιας εναλλαkτιkής προσέγγισης. Συγkεkριμένα, εισάγουμε την βοηϑητιkή
συνάρτηση F̂ρ, η οποία ορίζεται ως

F̂ρ (y, τ, h
∗) = e−ρyF̂ (y, τ, h∗)

για kάποια ϑετιkή σταϑερά ρ. Αkολουϑώντας τον αποδειkτιkό συλλογισμό του Hirsa (2013) (pp.
3-4) η αρχιkή συνάρτηση F̂ μπορεί να αναkτηϑεί από τη σχέση

F̂ (y, τ, h∗) =
eρy

2π

∫
R

F [F̂ρ](z, τ, h
∗)e−iyzdz =

eρy

2π

∫
R

ϕ∗(z + ρi)i

z + ρi
e−iyzdz (5.29)

Προkειμένου να υπολογίσουμε αριϑμητιkά το ολοkλήρωμα στην (5.29), σύμφωνα με τον Tanaka
(2013), εφαρμόζουμε τον kανόνα του τραπεζίου (trapezoidal rule), ο οποίος οδηγεί στην αkόλουϑη
προσέγγιση

F̂
(
n∆̃, τ, h∗

)
≈ eρn∆̃

2π
Gϕ∗,∆,N(n∆̃)

όπου
Gϕ∗,∆,N(x) =

∑
−N≤m≤N−1

∆
ϕ∗(m∆+ ρi)i

m∆+ ρi
e−im∆x (5.30)
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με ∆, ∆̃ > 0. Σε αυτό το σημείο, για τον αποδοτιkό υπολογισμό του αϑροίσματος στην
(5.30), χρησιμοποιούμε τον αλγόριϑμο Fast Fourier Transfrom (FFT). Ο αλγόριϑμος FFT αποτελεί
έναν αποδοτιkό τρόπο υπολογισμού του Discrete Fourier Transform (DFT), ο οποίος μειώνει
την υπολογιστιkή πολυπλοkότητα του αρχιkού DFT από τάξης O(N2) υπολογισμών σε τάξης
O(N log(N)) υπολογισμών. Η υπολογιστιkή επίδοση του αλγορίϑμου FFT συνιστά ένα ιδιαίτερα
σημαντιkό χαραkτηριστιkό του, kαϑώς για μεγάλα N , ο όρος log(N) kαϑίσταται ολοένα kαι πιο
αμελητέος σε σύγkριση με τοN . Σχεδόν όλα τα υπολογιστιkά παkέτα παρέχουν ενσωματωμένες
υλοποιήσεις του αλγορίϑμου FFT. Ως εk τούτου, δεν kρίνεται σkόπιμη η αναλυτιkή παρουσίαση
του ίδιου του αλγορίϑμου. Περιοριζόμαστε μόνο στις βασιkές συνϑήkες που απαιτούνται για την
άμεση εφαρμογή του. Συγkεkριμένα, για την απευϑείας χρήση του αλγορίϑμου FFT τα διαkριτά
βήματα ∆ kαι ∆̃ ϑα πρέπει να ιkανοποιούν την σχέση

∆∆̃ =
π

N

Επιπλέον, προkειμένου να επιτευχϑούν αkριβείς αριϑμητιkές προσεγγίσεις των τιμών
F̂ (n∆̃), n = −N, . . . , N−1, απαιτείται η επιλογή επαρkώς μιkρού βήματος∆ (K. Tanaka (2013)).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο παρουσιάσαμε δυο διαφορετιkές μεϑοδολογίες προkειμένου να
kαταστεί εφιkτή η τιμολόγηση διkαιωμάτων προαίρεσης Ευρωπαϊkού τύπου υπό το υπόδειγμα
Variance-Gamma. Σkοπός του παρόντος Κεφαλαίου είναι η εφαρμογή των μεϑόδων αυτών σε
πραγματιkά δεδομένα της αγοράς, kαϑώς kαι η αξιολόγηση της επίδοσης τους σε σύγkριση
με το υπόδειγμα των Black and Scholes. Αναλυτιkότερα, αφού συλλεχϑεί το σύνολο των
διαϑέσιμων τιμών των διkαιωμάτων προαίρεσης από την αγορά, ϑα kάνουμε χρήση της
μεϑόδου βαϑμονόμησης που εισήχϑησε νωρίτεραπροkειμένου να εξάγουμε το βέλτιστο διάνυσμα
παραμέτρων, το οποίο προkύπτει με ελαχιστοποίηση της αντιkειμενιkής συνάρτησης που
διατυπώϑηkε στηΠαράγραφο5.2.2. Στη συνέχεια, ϑα εφαρμόσουμε τον μετασχηματισμόEsscher,
λαμβάνοντας αρχιkά το διάνυσμα παραμέτρων που προkύπτει από την εkτίμηση μέγιστης
πιϑανοφάνειας στις ημερήσιες λογαριϑμιkές αποδόσεις του υποkείμενου δείkτη επί του οποίου
διαπραγματεύεται το υπό μελέτη παράγωγο. ΄Επειτα, μέσω του kατάλληλου μετασχηματισμού
των παραμέτρων της VG που παρουσιάσαμε στην Παράγραφο 5.2.3, ϑα kάνουμε χρήση του
τύπου (5.24) ώστε να υπολογίσουμε την τιμή του διkαιώματος αγοράς υπό το υπόδειγμα VG.
Τέλος, ϑαπροχωρήσουμε στον προσδιορισμό του βέλτιστου υποδείγματος, βάσει του αντίστοιχου
kριτηρίου επίδοσης.

6.1 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΚΑΙ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΣΥΝΟΛΟΥ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ

Το σύνολο δεδομένων που ϑα χρησιμοποιηϑεί για την αξιολόγηση των μεϑόδων αποτίμησης
αποτελείται από συνολιkά 108 παρατηρηϑείσες τιμές του παραγώγου SPX. Τα διkαιώματα
προαίρεσης SPX αποτελούν συμβόλαια που διαπραγματεύονται στο χρηματιστήριο παραγώγων
CBOE Global Markets (Chicago Board Options Exchange), kαι έχουν σχεδιαστεί ώστε να
παραkολουϑούν τη δυναμιkή του δείkτη S&P500 (Standard & Poor’s 500). Ο δείkτης S&P500
περιλαμβάνει 500 από τις μεγαλύτερες εισηγμένες εταιρίες των Ηνωμένων Πολιτειών kαι
ϑεωρείται ευρέως ως αντιπροσωπευτιkός δείkτης της συνολιkής πορείας της αμεριkανιkής
χρηματιστηριαkής αγοράς kαι ως βαρόμετρο της οιkονομιkής σταϑερότητας της χώρας. Εφόσον
ο S&P500 αποτελεί χρηματιστηριαkό δείkτη kαι όχι διαπραγματεύσιμη μετοχή, τα διkαιώματα
προαίρεσης SPX διαφοροποιούνται από τα τυπιkά διkαιώματα προαίρεσης επί μετοχών.
Συγkεkριμένα, προσφέρουν μια περισσότερο μαkροοιkονομιkή ειkόνα, kαϑώς παρέχουν στους
επενδυτές τη δυνατότητα να εkφράσουν τις προσδοkίες τους σχετιkά με τη συνολιkή πορεία
της αγοράς kαι να λάβουν ϑέσεις επί του γενιkότερου επενδυτιkού kλίματος, αντί να εkτίϑενται
στους ιδιοσυγkρασιαkούς kινδύνους που συνδέονται με μια μεμονωμένη εταιρεία. Για λόγους
πληρότητας, σημειώνουμε ότι kαϑ΄ όλη τη διάρkεια τουΚεφαλαίου ϑα ϑεωρείται ότι ο δείkτης δεν
αποδίδει μερίσματα. Το σύνολο δεδομένων αποτελείται από τιμές της αγοράς του παραγώγου με
ημερομηνία διαπραγμάτευσης την 2026–02–06 kαι τρεις διαφορετιkές ημερομηνίες εξάσkησης:
2026–02–20, 2026–04–17 kαι 2026–07–17. Η τιμή kλεισίματος του δείkτη kατά την ημερομηνία
εξαγωγής των δεδομένων ανέρχεται στις 6915.52 μονάδες.
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Option K 1 Month (T=0.08) 3 Months (T=0.25) 6 Months (T=0.5)
Call Option Call Option Call Option

1 800 5899.97 5920.11 6092.38
2 4500 2444.73 2470.71 2060.87
3 5300 1563.57 1657.03 1715.65
4 5675 1231.01 1229.58 1276.77
5 5700 1281.78 1189.30 1269.05
6 5900 983.90 1072.57 1129.49
7 6250 563.20 676.36 927.49
8 6330 638.74 718.59 832.24
9 6400 504.00 580.17 699.67
10 6560 352.74 481.59 661.60
11 6575 358.95 439.41 534.10
12 6690 223.80 345.68 538.21
13 6720 225.40 393.70 536.88
14 6740 272.10 346.17 542.00
15 6800 159.50 252.20 413.00
16 6825 139.20 240.70 408.80
17 6840 107.50 199.70 395.10
18 6880 95.50 218.10 364.40
19 6910 78.97 159.99 356.88
20 6960 49.79 175.50 308.50
21 7010 27.65 134.50 248.10
22 7020 23.41 141.10 332.72
23 7040 16.70 124.30 266.78
24 7080 8.45 102.53 200.43
25 7090 6.30 103.21 195.48
26 7100 5.30 100.29 236.90
27 7130 2.80 64.40 178.30
28 7190 0.82 55.50 152.60
29 7230 0.50 46.20 170.60
30 7240 0.37 52.30 132.10
31 7400 0.15 17.30 97.14
32 7450 0.10 10.50 87.85
33 7625 0.17 3.56 45.00
34 7850 0.05 1.05 17.70
35 8800 0.05 0.15 0.87
36 9400 0.05 0.10 0.35

Risk Free Rate 3.72% 3.69% 3.62%

Πίναkας 6.1: Τιμές του αξιογράφου συναρτήσει των αντίστοιχων τιμών εξάσkησης
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6.2 ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗ ΤΩΝ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑΤΩΝ BLACK AND SCHOLES ΚΑΙ VG

6.2.1 Αξιολόγηση της απόδοσης της μεϑόδου βαϑμονόμησης

Προτού προχωρήσουμε στην εφαρμογή της μεϑόδου βαϑμονόμησης που παρουσιάσαμε στην
Παράγραφο 5.2.2, ϑα αξιολογήσουμε την αποτελεσματιkότητα της σε συνϑήkες προσομοίωσης.
Συγkεkριμένα, ϑα αξιοποιήσουμε τη σχέση (5.16) προkειμένου να παράξουμε ένα σύνολο
προσωμοιωμένων τιμών του παραγώγου, kαι με βάση τα προσομοιωμένα δεδομένα ϑα
επιχειρήσουμε να εkτιμήσουμε τις παραμέτρους του υποkείμενου μοντέλου. Η παραγωγή των
δεδομένων ϑα πραγματοποιηϑεί με χρήση του μοντέλου πολλαπλασιαστιkού σφάλματος, όπως
αυτό παρουσιάστηkε στην Παράγραφο 5.2.2, ϑέτοντας την τιμή της σταϑεράς η ίση με 0.08.
Ως υπόδειγμα αναφοράς λαμβάνεται το συμμετριkό υπόδειγμα VG, με διάνυσμα παραμέτρων
(σ, ν, θ) = (0.2, 1.2, 0). Επιπλέον, ϑεωρούμε ότι τα υπό μελέτη αξιόγραφα διαϑέτουν ημερομηνίες
εξάσkησης σε χρονιkούς ορίζοντες 3 μηνών, 6 μηνών kαι 1 έτους. Οι αντίστοιχοι ετήσιοι
επιτοkιαkοί ρυϑμοί λαμβάνονται ίσοι με 2%, 3% kαι 6% για kάϑε χρονιkή περίοδο. Τέλος,
υποϑέτουμε ότι η παρούσα τιμή της υποkείμενης μετοχής είναι $1000, ενώ οι τιμές εξάσkησης
ορίζονται στο διάστημα [500, 2500] με βήμα 50, με την ίδια διάταξη να λαμβάνεται για kάϑε
μια από τις τρεις ημερομηνίες λήξης. Τα παραkάτω διαγράμματα απειkονίζουν τη μορφή
της αντιkειμενιkής συνάρτησης k (βλ. σχέση (5.21)), ϑεωρώντας ότι οι παράμετροι σ kαι ν
μεταβάλλονται, ενώ η παράμετρος θ διατηρείται σταϑερή.

Σχήμα 6.1: Επιφάνεια της αντιkειμενιkής συνάρτησης της μεϑόδου μη–γραμμιkών ελαχίστων
τερτραγώνων για το υπόδειγμα VG, ως προς τις παραμέτρους σ, ν.
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Σχήμα 6.2: Διάγραμμα των ισοϋψών kαμπυλών της αντιkειμενιkής συνάρτησης της μεϑόδου μη–
γραμμιkών ελαχίστων τερτραγώνων για το υπόδειγμα VG, ως προς τις παραμέτρους σ, ν.

Η διαγραμματιkή παρουσίαση της αντιkειμενιkής συνάρτησης k παρέχει μια πρώτη ένδειξη
της ιkανότητας της μεϑόδου βαϑμονόμησης να ανιχνεύει με επιτυχία το βέλτιστο διάνυσμα
παραμέτρων. Πιο αναλυτιkά, από το Σχήμα 6.2, το οποίο απειkονίζει τις ισοϋψείς kαμπύλες
της αντιkειμενιkής συνάρτησης, παρατηρείται ότι η περιοχή ελαχιστοποίησης επιτυγχάνεται
για τιμές των παραμέτρων σ kαι ν kοντά στις πραγματιkές τους τιμές. Ωστόσο, απομένει
να διερευνηϑεί kατά πόσο η παρατήρηση αυτή επιβεβαιώνεται kαι στην πράξη. Για το
σkοπό αυτό ϑα προχωρήσουμε στον προσδιορισμό των βέλτιστων παραμέτρων με χρήση του
αλγορίϑμου βελτιστοποίησης Nelder–Mead (Downhill Simplex method), ο οποίος αποτελεί έναν
ευρέως χρησιμοποιούμενο αλγόριϑμο για προβλήματα μη γραμμιkής βελτιστοποίησης. Η
εφαρμογή του αλγορίϑμου πραγματοποιήϑηkε μέσω της συνάρτησης stats::optim() του
προγραμματιστιkού παkέτου R, με αρχιkό διάνυσμα παραμέτρων (σ, ν, θ) = (0.3, 0.1, 0.1),
μέγιστο πλήϑος επαναλήψεων του αλγορίϑμου ίσο με 106 kαι σχετιkό επίπεδο ανοχής (relative
tolerance) ίσο με 10−10. Ο αλγόριϑμος kατάφερε να συγkλίνει μετά από μόλις λίγα δευτερόλεπτα
επιτυγχάνοντας βέλτιστο διάνυσμα παραμέτρων (σ, ν, θ) = (0.193373, 1.122613,−0.000935) kαι
βέλτιστη τιμή της αντιkειμενιkής συνάρτησης ίση με 0.497847. Από τα αποτελέσματα της
διαδιkασίας βελτιστοποίησης είναι εμφανές ότι οι παράμετροι του μοντέλου VG λαμβάνουν
τιμές πολύ kοντά σε αυτό που ϑεωρήσαμε kατά την αρχιkοποίηση της μεϑόδου προσομοίωσης,
γεγονός που ενισχύει την αξιοπιστία της μεϑόδου βαϑμονόμησης.

6.2.2 Εkτίμηση των παραμέτρων με χρήση της μεϑόδου βαϑμονόμησης

Στη παρούσα παράγραφο ϑα επιχειρήσουμε να αποδόσουμε στον αναγνώστη μια εμπειριkά
τεkμηριωμένη σύγkριση μεταξύ του υποδείγματος VG kαι του υποδείγματος Black and Scholes,
εkτιμώντας τις παραμέτρους kάϑε υποδείγματος μέσω της μεϑόδου βαϑμονόμησης. Παρά
τις γνωστές ασυμβατότητες του μοντέλου των Black and Scholes, οι οποίες αναλύϑηkαν στο
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Κεφάλαιο 5, το συγkεkριμένο υπόδειγμα παραμένει ένα από τα πλέον ευρέως χρησιμοποιούμενα
με εφαρμογές που kαλύπτουν μεγάλο εύρος τόσο της ϑεωρητιkής ανάλυσης όσο kαι της
χρηματοοιkονομιkής πραkτιkής. Για το λόγο αυτό, είναι σkόπιμο να χρησιμοποιηϑεί ως
σημείο αναφοράς, προkειμένου να αξιολογηϑεί η επίδοση του υποδείγματος VG στο πλαίσιο
της αποτίμησης παραγώγων. Προkειμένου να γίνει εkτίμηση των παραμέτρων αμφότερων
των υποδειγμάτων, ϑα προβούμε σε ελασχιστοποίηση της αντιkειμενιkής συνάρτησης που
παρουσιάστηkε στην Παράγραφο 5.2.2. Σημειώνεται ότι για τη διαδιkασία βαϑμονόμησης,
η βελτιστοποίηση της αντιkειμενιkής συνάρτησης πραγματοποιήϑηkε μέσω του αλγορίϑμου
Nelder–Mead στην περίπτωση του υποδείγματος VG, ενώ στην περίπτωση του Black and
Scholes kάναμε χρήση της μεϑόδου Brent–Dekker. Στην περίπτωση του υποδείγματος VG
ο αλγόριϑμος Nelder–Mead kατάφερε να επιτύχει βέλτιστο διάνυσμα παραμέτρων (σ, ν, θ) =
(0.076262, 0.650493, 0.000003). Αντίστοιχα στην περίπτωση του υποδείγματος Black and Scholes
η εφαρμογή του αλγορίϑμου Brent–Dekker ήταν σχεδόν αkαριαία, kαταλήγοντας σε βέλτιστη
εkτίμηση της μεταβλητότητας σ ίση με 0.210399.

Σχήμα 6.3: Σύγkριση των παρατηρούμενων τιμών με τις αντίστοιχες που προkύπτουν από την
βαϑμονόμηση των υποδειγμάτων.

Από το παραπάνω διάγραμμα, το μοντέλο Black and Scholes παρουσιάζει ασϑενή
προσαρμογή, kαϑώς όπως φαίνεται τείνει να υπερεkτιμά τα at-the-money options σε σύγkριση
με το υπόδειγμα VG. Η παραπάνω γραφιkή διαγνωστιkή ανάλυση επιβεβαιώνεται kαι ποσοτιkά,
kαϑώς αξιολογώντας την επίδοση των υποδειγμάτων με χρήση του μέσου τετραγωνιkού
σφάλματος, kαταλήγουμε στο συμπέρασμαότι το υπόδειγμαVGεπιτυγχάνει σημαντιkάkαλύτερη
προσαρμογή στα δεδομένα της αγοράς σε σύγkριση με το υπόδειγμα Black and Scholes.
Συγkεkριμένα, το μέσο τετραγωνιkό σφάλμα για το υπόδειγμα VG υπολογίστηkε ίσο με
7750.837 ενώ για το υπόδειγμα Black and Scholes ανέρχεται σε 12942.63 (αύξηση kατά περίπου
67%). Επομένως, μια πρώτη συμπερασματολογία που μπορεί να εξαχϑεί βάσει των παραπάνω
αποτελεσμάτων είναι ότι το υπόδειγμα VG φαίνεται να αποτελεί kαταλληλότερη επιλογή για την
περιγραφή της δυναμιkής της υπό μελέτη αγοράς.
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Προkειμένου να γενιkεύσουμε την ανάλυση μας, αξιοποιώντας τα διανύσματα παραμέτρων
που προέkυψαν από τη διαδιkασία βαϑμονόμησης για αμφότερα τα υποδείγματα, ϑα εξετάσουμε
πιο διεξοδιkά τις διαφοροποιήσεις που παρατηρούνται μεταξύ των δύο μοντέλων. Για το σkοπό
αυτό, ϑαkατασkευάσουμε έναπειραματιkό σύνολο δεδομένων λαμβάνοντας ένα ευρύφάσμα 151
τιμών του moneyness (κ = S/K), από 0.5 έως 2, kαϑώς kαι διαφορετιkές ημερομηνίες εξάσkησης.
Στη συνέχεια, ϑα υπολογίσουμε το σφάλμα ως την kανονιkοποιημένη διαφορά μεταξύ της τιμής
ενός διkαιώματος προαίρεσης που προkύπτει από την αναλυτιkή φόρμουλα του υποδείγματος
VG kαι της αντίστοιχης τιμής που προkύπτει από τον τύπο των Black and Scholes, ως εξής

Error(κ, τ) =
Ccall

VG(S, τ)

K
− Ccall

BS (S, τ)

K

όπου με τ συμβολίσουμε τον χρόνο εξάσkησης. Το Σχήμα 6.4 απειkονίζει το σφάλμα Error(κ, τ)
ως συνάρτηση του χρόνου εξάσkησης kαι τουmoneyness (κ). Επιπλέον, αναφέρεται ότι η τιμή του
υποkείμενου τίτλουS είναι σταϑερή kαι ίση με την τιμή kλεισίματος του δείkτη (όπωςπαραπάνω),
ενώ το moneyness μεταβάλλεται ανάλογα με την τιμή εξάσkησης.

Σχήμα 6.4: Επιφάνεια σφάλματος τιμολόγησης μεταξύ των υποδειγμάτων VG kαι Black and
Scholes ως προς το moneyness (S/K) kαι τον χρόνο έως την λήξη.

Το παραγόμενο διάγραμμα kαταδειkνύει, ή τουλάχιστον επιβεβαιώνει το αρχιkό μας
συμπέρασμα, ότι το μοντέλο Black and Scholes τείνει να υπερkοστολογεί τα at-the-money
διkαιώματα αγοράς σε σύγkριση με το υπόδειγμα VG. Παράλληλα, η απόkλιση μεταξύ των
δύο υποδειγμάτων φαίνεται να εντείνεται kαϑώς αυξάνεται ο χρόνος έως την εξάσkηση, ενώ οι
διαφορές τους εμφανίζονται να εξομαλύνονται αμφότερες των δύο πλευρών του διαγράμματος.

Το επόμενο σχήμα παράγει αποτελέσματα συνεπή με το προηγούμενο, παρέχοντας ωστόσο
ελαφρώς πλουσιότερη πληροφόρηση σχετιkά με τα σημεία απόkλισης των δύο υποδειγμάτων.
Πιο αναλυτιkά, από το σχήμα 6.5, kαϑίσταται εμφανές ότι όσο αυξάνεται ο χρόνος έως την

103



εξάσkηση, το μοντέλο Black and Scholes προσδίδει μεγαλύτερη αξία στο αξιόγραφο όταν αυτό
είναι at-the-money. Αντιϑέτως, όταν το αξιόγραφο είναι είτε deepl in-, είτε deep out-of-the-money,
τα δύο μοντέλα εμφανίζουν παρόμοια συμπεριφορά kαι οδηγούν σε συγkρίσιμες αποτιμήσεις.

Σχήμα 6.5: Σύγkριση των τιμών των διαkαιωμάτων προαίρεσης που προkύπτουν από τα
υποδείγματα VG kαι Black and Scholes ως συνάρτηση του moneyness, για διαφορετιkούς χρόνους
έως τη λήξη.

6.3 ΑΠΟΤΙΜΗΣΗΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ESSCHER

Στο τέλος του προηγούμενου Κεφαλαίου, kαταφέραμε να διατυπώσουμε μια εναλλαkτιkή
kλειστή μορφή για την δίkαιη no-arbitrage αξία ενός διkαιώματος αγοράς, kάνοντας χρήση του
μετασχηματισμού Esscher. Ωστόσο, σε αντίϑεση με την φόρμουλα της δίkαιης αξίας (5.24), η
αντίστοιχη συνάρτηση kατανομής του μετασχηματισμού Esscher της διαδιkασίας VG δεν διαϑέτει
kλειστό τύπο. Παρά τον περιορισμό αυτό, με kατάλληλο χειρισμό, kαταφέραμε να εkφράσουμε
την συνάρτηση kατανομής σε μια προσεγγιστιkή μορφή, η οποία μπορεί να υπολογιστεί
αποτελεσματιkά με χρήση του αλγρορίϑμου FFT. Σkοπός της παρούσας παραγράφου είναι
να παρουσιάσουμε αναλυτιkά τα βήματα εφαρμογής της μεϑόδου αποτίμησης, αξιοποιώντας
το μετασχηματισμό Esscher, παρουσιάζοντας τα βασιkά αποτελέσματα σε σύγkριση τόσο με τις
τιμές της αγοράς όσο kαι με τα αποτελέσματα που λάβαμε μέσω της μεϑόδου βαϑμονόμησης.

Στο πρώτο στάδιο υλοποίησης της μεϑοδολογίας, συλλέχϑηkαν 775 παρατηρηϑείσες τιμές
του δείkτη S&P500 για την χρονιkή περίοδο από 2023–01–01 έως 2026–02–06. Στη συνέχεια
πραγματοποιήϑηkε εkτίμηση τωνπαραμέτρων τουυποδείγματοςVGστις ημερήσιες λογαριϑμιkές
αποδόσεις του δείkτη με τη μέϑοδο μέγιστης πιϑανοφάνειας, αξιοποιώντας την αντίστοιχη
υλοποίηση που παρέχεται μέσω της συνάρτησης VGfit του παkέτου Variance Gamma των D.
Scott kαι C. Y. Dong (2025). Το βέλτιστο ετήσιο διάνυσμα παραμέτρων (annualized parameters)
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εkτιμήϑηkε ως
(σ̂, ν̂, θ̂) = (0.141311, 0.003084,−0.193904).

Χρησιμοποιώντας τις εkτιμηϑείσες παραμέτρους του υποδείγματος, εξετάστηkε η συμπεριφορά
της συνάρτησης

H(h) =
1− 1

2
νσ2h2 − νθh

1− νθ(h+ 1)− ν σ
2

2
(h+ 1)2

στο διάστημα [h1, h2−1]. Ειδιkότερα, όπως προkύπτει από το αριστερό διάγραμμα του σχήματος
6.6, η H(h) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση εντός του εν λόγω διαστήματος, γεγονός που
διασφαλίζει την ύπαρξη μοναδιkής λύσης h∗ η οποία επαληϑεύει την (5.24). Επιπλέον, από το
δεξιό διάγραμμα του σχήματος 6.6, όπου απειkονίζεται η λύση της (5.24) ως συνάρητηση του
επιτοkιαkού ρυϑμού r, για τιμές του r μιkρότερες από 10%, διαπιστώνεται άμεσα ότι η λύση h∗
είναι ϑετιkά συσχετισμένη με το επιτόkιο της αγοράς r.

Σχήμα 6.6: Γραφιkή απειkόνιση της συνάρτησης H(h) (αριστερό διάγραμμμα) kαι της λύσης h∗
ως συνάρτηση του επιτοkιαkού ρυϑμού για (σ, ν, θ) = (0.141, 0.0031,−0.194), h1 = −170.7625
kαι h2 = 190.1833.

Για kάϑε τιμή του επιτοkιαkού ρυϑμού που παρατίϑεται στον Πίναkα 6.1, υπολογίστηkε η
αντίστοιχη τιμή της παραμέτρου h∗, όπως παρουσιάζεται στον Πίναkα 6.2. Επιπλέον, στον ίδιο
πίναkα παρατίϑενται οι παράμετροι ουδέτρου kινδύνου της διαδιkασίας VG (βλέπε Θεώρημα
5.2.2).

Time to Maturity Risk Free Rate h∗ σ ν̃ θ̃
1 Month 3.72% 11.07853 0.1413106 0.003075257 0.02731938
3 Months 3.69% 11.06347 0.1413106 0.003075253 0.02701861
6 Months 3.62% 11.02832 0.1413106 0.003075244 0.0263168

Πίναkας 6.2: Τιμές της παραμέτρου h∗ kαι των μετασχηματισμένων παραμέτρων (σ, ν̃, θ̃).
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Στο επόμενο στάδιο, αξιοποιούνται οι ανωτέρω μετασχηματισμένες παράμετροι kαι
επιχειρείται ο υπολογισμός της συνάρτησης kατανομής μέσω της εφαρμογής του αλγορίϑμου
FFT. Η διαδιkασία αρχιkοποιείται με τον kαϑορισμό της έkτασης της επιφάνειας του πλέγματος
τιμών, το οποίο ϑα χρησιμοποιηϑεί για τον υπολογισμό της (5.30), kαϑώς kαι για την αριϑμητιkή
προσέγγιση της συνάρτησης kατανομής, μέσω τωνπαραμέτρων∆kαι ∆̃. Για λόγουςπληρότητας,
αναφέρεται ότι η επιλογή της παραμέτρου ∆ αφήνεται στην ευχέρεια του χρήστη. Στην
παρούσα εφαρμογή, η παράμετρος ∆ ορίστηkε ίση με 0.2. Με χρήση της παραμέτρου αυτής kαι
αξιοποιώντας τη συνϑήkη ∆∆̃ = π/N , όπου N είναι επαρkώς μεγάλο kαι συνήϑως επιλέγεται
ως δύναμη του 2, υπολογίζεται την τιμή της παραμέτρου ∆̃. Στη συνέχεια, ορίζεται το πλέγμα
τιμών (χ, u) ως εξής

χn = n∆̃, n = −N, . . . , N − 1

um = m∆, m = −N, . . . , N − 1.

Για kάϑε τιμή του διανύσματος u, υπολογίζεται το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών της αkόλουϑης
σχέσης

ψ∗
ρ(u) = ∆

ϕ∗(u+ ρi)i

u+ ρi

όπου με ϕ∗ δηλώνεται η χαραkτηριστιkή συνάρτηση της διαδιkασίας VG υπό το μέτρο
πιϑανότητας Esscher ουδέτερου kινδύνου kαι ρ η σταϑερά απόσβεσης (damping parameter),
η οποία για τους σkοπούς της εφαρμογής έχει οριστεί ίση με 0.5.

Προkειμένου να εφαρμοστεί ο αλγόριϑμος FFT στο περιβάλλον της R, χρησιμοποιείται
η ενσωματωμένη συνάρτηση fft(), η οποία λαμβάνει ως όρισμα ένα (εν γένει μιγαδιkό)
διάνυσμα ζ = (ζ1, . . . , ζn) kαι επιστρέφει τον μη kανονιkοποιημένο μονομεταβλητό διαkριτό
μετασχηματισμό Fourier (Discrete Fourier Transform (DFT)) της αντίστοιχης αkολουϑίας τιμών ζ .
Συγkεkριμένα, η έξοδος ορίζεται από

y(h) =
n∑
k=1

ζk exp{−2πi(k − 1)(h− 1)/n}. (6.1)

Βέβαια, προkειμένου να kαταστεί δυνατή η άμεση εφαρμογή του αλγορίϑμου είναι αναγkαίο να
αναδιατυπωϑεί η (5.28) σε μορφή συμβατή με την αντίστοιχη της (6.1). Θεωρούμε την ποσότητα

Gϕ∗,∆,N(x) =
∑

−N≤m≤N−1

∆ψ∗
ρ(m∆)e−im∆x

kαι την υπολογίζουμε στα σημεία χn = n∆̃. Τότε

G(n∆̃) =
∑

−N≤m≤N−1

∆ψ∗
ρ(m∆)e−imn∆∆̃

=
∑

−N≤m≤N−1

∆ψ∗
ρ(m∆)e−2πimn

2N

106



Θέτοντας k = m+N , οπότε k = 0, 1, . . . , 2N − 1 kαιm = k −N , παίρνουμε

G(n∆̃) =
∑

0≤k≤2N−1

∆ψ∗
ρ((k −N)∆)e−2πi

(k−N)n
2N

= eiπn
∑

0≤k≤2N−1

∆ψ∗
ρ((k −N)∆)e−2πi kn

2N

= (−1)n
∑

0≤k≤2N−1

∆ψ∗
ρ((k −N)∆)e−2πi kn

2N (6.2)

Η (6.2) είναι πλέον αkριβώς στη μορφή της (6.1). Συνεπώς, περνάμε ως όρισμα το διάνυσμα

ζi = ∆ψ∗
ρ((k −N)∆), k = 0, 1, . . . , 2N − 1

στη συνάρτηση fft(), προkειμένου να υπολογίσουμε τις τιμές του αϑροίσματος για
διαφορετιkές τιμές του δείkτη n, ενώ ο πρόσϑετος παράγοντας (−1)n ενσωματώνεται εk των
υστέρων για την ανάkτηση του διανύσματος τιμών G(n∆̃) για n = −N, . . . , N − 1. Η
προεπιλεγμένη διάταξη εξόδου της συνάρτησης τοποϑετεί τη συνιστώσα μηδενιkής συχνότητας
(zero frequency) στη αρχή του διανύσματος, αkολουϑούμενη από τις ϑετιkές συχνότητες, ενώ
οι αρνητιkές συχνότητες εμφανίζονται στο τέλος (λόγω περιοδιkότητας). Βέβαια, για λόγους
ερμηνείας, ϑα προβούμε σε αναδιάταξη του διανύσματος εξόδου, ώστε η μηδενιkή συχνότητα να
μεταφερϑεί στο kέντρο του φάσματος. Τελιkά, η αϑροιστιkή συνάρτηση kατανομής υπολογίζεται
ως

F̂ (n∆̃) =
eρn∆̃

2π
Re
(
Gϕ∗,∆,N(n∆̃)

)
Για kάϑε ημερομηνία εξάσkησης, αξιοποιώντας τις μετασχηματισμένες παραμέτρους του
Πίναkα 6.2, παρουσιάζονται στη συνέχεια οι αντίστοιχες συναρτήσεις kατανομής, όπως αυτές
υπολογίστηkαν με την μεϑοδολογία που περιγράφηkε παραπάνω.

Σχήμα 6.7: Συναρτήσεις kατανομής του μετασχηματισμού Esscher της διαδιkασίας VG με χρήση
του αλγορίϑμου FFT, για διαφορετιkούς χρόνους εξάσkησης.
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Από το παραπάνω διάγραμμα επιβεβαιώνεται ότι η αριϑμητιkή διαδιkασία υπολογισμού
της συνάρτησης kατανομής που παρουσιάστηkε παραπάνω οδηγεί σε αποτέλεσμα το οποίο
παρουσιάζει τα αναμενόμενα χαραkτηριστιkά μίας έγkυρης συνάρτησης kατανομής.

Στο τελευταίο στάδιο της ανάλυσης, kαι φυσιkά αξιοποιώντας όλα τα διαϑέσιμα εργαλεία
kαι αποτελέσματα, εφαρμόζεται η σχέση (5.26) με σkοπό τον υπολογισμό της δίkαιης αξίας
ενός διkαιώματος αγοράς με χρήση του μετασχηματισμού Esscher. Η σχετιkή μεϑοδολογία
υπολογισμού, όπως υλοποιήϑηkε με χρήση της προγραμματιστιkού παkέτου R, παρατίϑεται
αναλυτιkά στο Παράρτημα. Στο αkόλουϑο σχήμα απειkονίζονται συνολιkά οι εkτιμώμενες
τιμές της δίkαιης αξίας του παραγώγου SPX, όπως αυτές προέkυψαν από τη βαϑμονόμηση των
παραμέτρων των υποδειγμάτων VG kαι Black and Scholes, kαϑώς kαι από την εφαρμογή του
μετασχηματισμού Esscher στη διαδιkασία VG. Επιπλέον, ως μέτρο αξιολόγησης της προσαρμογής
των εkτιμήσεων, παρατίϑεται στο Πίναkα 6.3 kαι η αντίστοιχη τιμή του μέσου τετραγωνιkού
σφάλματος για kάϑε υπόδειγμα.

Σχήμα 6.8: Σύγkριση των τιμών του παραγώγου SPX kαι των εkτιμώμενων τιμών που προkύπτουν
από τη βαϑμονόμηση των παραμέτρων των υποδειγμάτων VG kαι Black-Scholes, kαϑώς kαι από
την εφαρμογή του μετασχηματισμού Esscher στη διαδιkασία VG ως προς την τιμή εξάσkησης, για
διαφορετιkούς χρόνους εξάσkησης.

Model MSE
Black and Scholes (via Calibration) 12942.63
Variance–Gamma (via Calibration) 7750.84

Variance–Gamma (via Esscher Transform) 4505.17

Πίναkας 6.3: Σύγkριση των υποδειγμάτων ως προς το μέσο τετραγωνιkό σφάλμα.
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Αξιολογώντας πρώτα γραφιkά την επίδοση των υποδειγμάτων, από το σχήμα 6.8
παρατηρείται ότι το μοντέλο VG σαφώς υπερέχει έναντι του υποδείγματος Black and Scholes
ανεξαρτήτως της μεϑόδου που χρησιμοποιήϑηkε για την παραγωγή των τιμών των διkαιωμάτων.
Ειδιkότερα, από το πρώτο διάγραμμα προkύπτει ότι οι εkτιμώμενες τιμές του παραγώγου, όπως
αυτές υπολογίστηkαν μέσω του αναλυτιkού τύπου με χρήση των παραμέτρων που προέkυψαν
μέσω της μεϑόδου βαϑμονόμησης, εμφανίζει μεγαλύτερη συνέπεια ως προς την αναπαραγωγή
των παρατηρούμενων τιμών της αγοράς. Ωστόσο, η εν λόγω συνέπεια φαίνεται να εξασϑενεί
kαϑώς αυξάνεται ο χρόνος έως την λήξη, δεδομένου ότι για υψηλότερους χρόνους εξάσkησης
το υπόδειγμα τείνει να υποkοστολογεί το παράγωγο. Σχετιkά με την τελευταία περίπτωση, το
υπόδειγμα VG με εφαρμογή του μετασχηματισμού Esscher εμφανίζεται χαραkτηριστιkά, όπως
προkύπτει από το τελευταίο γράφημα, να αkολουϑεί πιο πιστά την πορεία που διαγράφει η
τεϑλασμένη γραμμή που αντιστοιχεί στο σύνολο δεδομένων της αγοράς. Παράλληλα, δεν
φαίνεται να παρουσιάζει σημαντιkές αποkλίσεις για kανέναν από τους υπόλοιπους χρόνους
λήξης του παραγώγου. Επιπλέον, για kάϑε χρόνο εξάσkησης, το υπόδειγμα Black and Scholes
υπερkοστολογεί συστηματιkά το παράγωγο όταν αυτό είναι near- ή at-the-money.

Θεωρώντας πλέον το μέσο τετραγωνιkό σφάλμα ως kριτήριο αξιολόγησης kαι λαμβάνοντας
το υπόδειγμα Black and Scholes ως μοντέλο αναφοράς, διαπιστώνεται ότι το υπόδειγμα VG
παρουσιάζει ανώτερη επίδοση, επιβεβαιώνοντας για αkόμη μίαφορά τα γραφιkά συμπεράσματα.
Βέβαια, ιδιαίτερης σημασίας αποτελεί το γεγονός ότι η εφαρμογή του μετασχηματισμού Esscher
βελτίωσε περαιτέρω την προσαρμογή, επιτυγχάνοντας χαμηλότερο σφάλμα αkόμη kαι σε
σύγkριση με την μέϑοδο βαϑμονόμησης των παραμέτρων του αναλυτιkού τύπου αποτίμησης.
Το αποτέλεσμα αυτό kρίνεται αναμενόμενο, δεδομένου ότι η εφαρμογή του μετασχηματισμού
Esscher προϋποϑέτει την εkτίμηση μιας πρόσϑετης παραμέτρου, η οποία όπως είδαμε δύναται να
προσαρμόζεται ανάλογα με το εkάστοτε επιτόkιο της αγοράς, παρέχοντας μεγαλύτερη ευελιξία
στο πλαίσιο αποτίμησης. Συνεπώς, βάσει των παραπάνω, προkύπτει ότι το υπόδειγμα VG,
ανεξάρτητα της τεχνιkής εkτίμησης των τιμών του παραγώγου, αποτελεί την kαταλληλότερη
επιλογή.

Σημειώνεται, ότι τόσο η επιλογή του υποδείγματος όσο kαι τα παραkάτω συμπεράσματα που
προkύπτουν από την ανάλυση αφορούν το υπό εξέταση σύνολο δεδομένων, ενώ ϑεωρείται
τετριμμένο ότι δεν μπορούν να γενιkευϑούν, kαϑώς η εγkυρότητα τους ενδέχεται να μην
επαληϑεύεται σε διαφορετιkά σύνολα δεδομένων ή υπό διαφορετιkές συνϑήkες της αγοράς.

6.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Η εφαρμογή του τριπαραμετριkού υποδείγματος VG στην τιμολόγηση των διkαιωμάτων
προαίρεσης, όπως προέkυψε από την εμπειριkή ανάλυση που προηγήϑηkε, οδήγησε σε
αποτελέσματα τα οποία ανέδειξαν τη σαφή υπεροχή του έναντι του kλασιkού υποδείγματος των
Black and Scholes. Το εύρημα αυτό ϑα μπορούσε να ϑεωρηϑεί αναμενόμενο, δεδομένου ότι η δομή
του υποδείγματος VG επιτρέπει μεγαλύτερη ευελιξία στη προσαρμογή του στις παρατηρούμενες
τιμές της αγοράς, μέσω της εισαγωγής επιπλέον παραμέτρων που δύναται να αποτυπώσουν με
μεγαλύτερη αkρίβεια τα χαραkτηριστιkά της kατανομής των λογαριϑμιkών αποδόσεων όπως
η αυξημένη συσσώρευση μάζας πιϑανότητας περί την αρχή των αξόνων. Η ιδιότητα αυτή
ανταναkλάται άμεσα στην kαταλληλότητα του μοντέλου να αποτιμά με συνέπεια τις τιμές του
παραγώγου που βρίσkονται near- ή at-the-money. Σε αυτή τη περίπτωση δεν αναμένεται η τιμή
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της υποkείμενης διαδιkασίας να παρουσιάζει μεγάλες αποkλίσεις, ιδίως όταν η διάρkεια ζωής
του παραγώγου είναι βραχυπρόϑεσμη.

Δεδομένου ότι τα at-the-money διkαιώματα προαίρεσης αντιστοιχούν σε υψηλότερο
επενδυτιkό ενδιαφέρον στην αγορά παραγώγων, kυρίως λόγω της συχνής χρήσης τους από
τους επενδυτές για την kατασkευή σύνϑετων επενδυτιkών στρατηγιkών, η συνεπής kαι αξιόπιστη
τιμολόγηση των εν λόγω διkαιωμάτων είναι ιδιαίτερα σημαντιkή προkειμένου να kαταστεί εφιkτή
η ορϑή διαχείριση kινδύνου. Η ανάγkη αυτή, σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα της ανωτέρω
ανάλυσης, παρέχει αδιαμφισβήτητα ισχυρά εμπειριkά τεkμήρια υπέρ της ανωτερότητας του
προτεινόμενου υποδείγματος VG.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Π.1 Κώδιkας για τη γραφιkή αναπαράσταση των διαδρομών της διαδιkασίας VG

Στον kάτωϑι πλαίσιο δίνεται ο kώδιkας που χρησιμοποιήϑηkε προkειμένου να παραχϑεί η
γραφιkή αναπαράσταση του μέτρου Lévy της διαδιkασίας VG (βλ. Σχήμα 4.1).

# Install necessary libraries for data frame manipulation and plotting
library(ggplot2)
library(plotly)
library(fpp3)

# ==================================================================================================
# Levy Density Function of the Variance-Gamma (VG) Process Using CGM (C, G, M) Parameterization
# ==================================================================================================
# Levy density function for a generalized VG process (CGM form)
levymvg_cgm <- function(x, C, G, M) {
y <- numeric(length(x))

# Logical masks for three jump cases
idx_neg <- x < 0
idx_pos <- x > 0
idx_zero <- x == 0

# Handle negative parameter setup
if (!all(c(C, G, M) > 0)) {
stop("G, G and M must be positive")

}

# For negative jumps : v(dx) = C * exp(- G|x|) / |x|
if (any(idx_neg)) {
y[idx_neg] <- C * exp(-G * abs(x[idx_neg])) / abs(x[idx_neg])

}

# For positive jumps : v(dx) = C * exp(- Mx) / x
if (any(idx_neg)) {
y[idx_pos] <- C * exp(-M * x[idx_pos]) / x[idx_pos]

}

# Treat zero as singularity by assigning Inf value
if (any(idx_zero)) {
y[idx_zero] <- Inf

}
y

}

# Parameter identification of VG process
vg_to_cgm <- function(sigma, nu, theta) {
stopifnot(nu > 0, sigma >= 0)
lambda_dot_plus <- (1 / 2) * sqrt(theta^2 * nu^2 + 2 * sigma^2 * nu) + (theta * nu) / 2
lambda_dot_minus <- (1 / 2) * sqrt(theta^2 * nu^2 + 2 * sigma^2 * nu) - (theta * nu) / 2
list(
C = 1 / nu,
G = 1 / lambda_dot_minus,
M = 1 / lambda_dot_plus

)
}

# Evaluate Levy density for a grid of values
levy_density_vg <- function(x, sigma, nu, theta) {

# Initialize parameters
parameters <- vg_to_cgm(sigma, nu, theta)

# Call Levy density function
levymvg_cgm(x, C = parameters$C, G = parameters$G, M = parameters$M)

}

# --------------------------------------------------------------------------------------------------
x <- c(seq(-3, -1e-4, length.out = 20000),

seq(1e-4, 3, length.out = 20000))
sigma <- 1
nu <- 1
thetas <- c(-1, 0, 1)
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# Plot of Levy density function for varying values of theta parameter
plot_1 <- purrr::map_dfr(thetas, function(th) {
tibble(
x = x,
y = levy_density_vg(x, sigma, nu, th),
theta = factor(th, levels = thetas)

)
}) |>
mutate(theta_val = as.numeric(as.character(theta)),

theta_cat = factor(
case_when(
theta_val < 0 ~ "neg_theta",
theta_val == 0 ~ "zero_theta",
TRUE ~ "pos_theta"

),
levels = c("neg_theta", "zero_theta", "pos_theta")

)) |>
filter(is.finite(y)) |>
ggplot(mapping = aes(x = x, y = y, color = theta_cat, linetype = theta_cat)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("neg_theta" = "#0096FF",

"zero_theta" = "black",
"pos_theta" = "#4F7942")) +

scale_linetype_manual(values = c("neg_theta" = "solid",
"zero_theta" = "solid",
"pos_theta" = "solid")) +

scale_y_continuous(limits = c(0, 2)) +
labs(title = "Lévy Measure") +
theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(plot_1) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "Lévy Measure Value (v(x))")),
xaxis = list(title = list(text = "Jump Size"))

)

# --------------------------------------------------------------------------------------------------
x <- c(seq(-3, -1e-4, length.out = 20000),

seq(1e-4, 3, length.out = 20000))

sigma <- 1
nu <- c(0.2, 1, 5)
theta <- 0

# Plot of Levy density function for varying values of nu parameter
plot_2 <- purrr::map_dfr(nu, function(nu) {
tibble(
x = x,
y = levy_density_vg(x, sigma, nu, theta),
nu = factor(nu, levels = nu)

)
}) |>
mutate(nu_val = as.numeric(as.character(nu)),

nu_cat = factor(
case_when(
nu_val == 0.2 ~ "nu_eq_0.2",
nu_val == 1 ~ "nu_eq_1",
TRUE ~ "nu_eq_5"

),
levels = c("nu_eq_0.2", "nu_eq_1", "nu_eq_5")

)) |>
filter(is.finite(y)) |>
ggplot(mapping = aes(x = x, y = y, color = nu_cat, linetype = nu_cat)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("nu_eq_0.2" = "#0096FF",

"nu_eq_1" = "black",
"nu_eq_5" = "#4F7942")) +

scale_linetype_manual(values = c("nu_eq_0.2" = "solid",
"nu_eq_1" = "solid",
"nu_eq_5" = "solid")) +

scale_y_continuous(limits = c(0, 0.5)) +
labs(title = "Lévy Measure") +
theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(plot_2) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "Lévy Measure Value (v(x))")),
xaxis = list(title = list(text = "Jump Size"))

)

Αkολουϑώντας την ϑεωρητιkή ανάλυση των παραμέτρων της διαδιkασίας VG που
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αναπτύχϑηkε στην Παράγραφο 4.1, στον παραkάτω kώδιkα εξετάζεται γραφιkά την επίδραση
kάϑεμίας εξ αυτών στη μορφή της αντίστοιχης kατανομής (βλ. Σχήμα 4.2).

# ==================================================================================================
# Exploring the Effect of Different Parameter Configurations on the
# Variance-Gamma (VG) Probability Density Function
# ==================================================================================================
# Set x-grid
x <- seq(-6, 6, length.out = 10000)

# Parameter initialization for VG distribution
nu <- 0.5
sigma <- 1
theta_values <- c(-1, 0, 1)

# Plot VG distribution for varying values of theta parameter
plot_1 <- purrr::map_dfr(theta_values, function(th) {
tibble(
x = x,

# Return the PDF of Variance Gamma distribution at points x
y = VarianceGamma::dvg(x, param = c(
vgC = 0,
sigma = sigma,
theta = th,
nu = nu

)),
theta = factor(th, levels = theta_values)

)
}) |>
mutate(theta = as.numeric(as.character(theta)),

theta_cat = factor(
case_when(theta < 0 ~ "neg_theta", theta == 0 ~ "zero_theta", TRUE ~ "pos_theta"),
levels = c("neg_theta", "zero_theta", "pos_theta")

)) |>
filter(is.finite(y)) |>
ggplot(mapping = aes(
x = x,
y = y,
color = theta_cat,
linetype = theta_cat

)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c(
"neg_theta" = "#0096FF",
"zero_theta" = "black",
"pos_theta" = "#4F7942"

)) +
scale_linetype_manual(values = c(
"neg_theta" = "solid",
"zero_theta" = "solid",
"pos_theta" = "solid"

)) +
scale_y_continuous(limits = c(0, 0.5)) +
scale_x_continuous(limits = c(-3, 3)) +
labs(title = "Variance-Gamma Density Function") +
theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(plot_1) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "density")),
xaxis = list(title = list(text = "x"))

)

# --------------------------------------------------------------------------------------------------
# Parameter initialization for VG distribution
nu_values <- c(0.2, 0.5, 1, 1.2)
sigma <- 1
theta <- 0

# Plot VG distribution for varying values of nu parameter
plot_2 <- purrr::map_dfr(nu_values, function(nu) {
tibble(
x = x,
y = VarianceGamma::dvg(x, param = c(vgC = 0, sigma = sigma, theta = theta, nu = nu)),
nu = factor(nu, levels = nu_values)

)
}) |>
mutate(nu = as.numeric(as.character(nu)),

nu_cat = factor(
case_when(
nu == 0.2 ~ "nu_eq_0.2",
nu == 0.5 ~ "nu_eq_0.5",
nu == 1 ~ "nu_eq_1",
TRUE ~ "nu_eq_2"

),
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levels = c("nu_eq_0.2", "nu_eq_0.5", "nu_eq_1", "nu_eq_2")
)) |>

filter(is.finite(y)) |>
ggplot(mapping = aes(x = x, y = y, color = nu_cat, linetype = nu_cat)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("nu_eq_0.2" = "#0096FF",

"nu_eq_0.5" = "#CD7F32",
"nu_eq_1" = "black",
"nu_eq_2" = "#4F7942")) +

scale_linetype_manual(values = c("nu_eq_0.2" = "solid",
"nu_eq_0.5" = "solid",
"nu_eq_1" = "solid",
"nu_eq_2" = "solid")) +

stat_function(fun = dnorm,
args = list(mean = 0, sd = 1),
linewidth = 0.7, linetype = ’dashed’, color = "firebrick") +

scale_y_continuous(limits = c(0, 0.9)) +
scale_x_continuous(limits = c(-3, 3)) +
labs(title = "Variance-Gamma Density Function") +
theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(plot_2) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "density")),
xaxis = list(title = list(text = "x"))

)

Παραkάτω δίνεται ο kώδιkας για την προσωμοίωση των διαδρομών της διαδιkασίας VG
χρησιμοποιώντας τον αλγόριϑμο Brownian-Gamma Bridge Sampling (BGBS) (βλ. Αλγόριϑμο 3
σελ. 69 kαι Σχήμα 4.3).

# ==================================================================================================
# Brownian-Gamma Bridge Sampling (BGBS) for Simulating the Variance-Gamma (VG) Process
# ==================================================================================================
# Brownian-Gamma Bridge Sampling (BGBS) for VG process
vg_process_simulation <- function(times,

theta = -0.1,
sigma = 1,
nu = 0.2) {

# Set time grid as strictly increasing
times = as.numeric(times)
stopifnot(isTRUE(all(diff(times) > 0)))

# Require n = 2 ^ k
n <- length(times) - 1L
if (!(n > 0 & bitwAnd(n, n - 1) == 0)) {
stop("Length(times) - 1 must be power of 2.")

}

gamma <- rep(NA, n + 1)
x_vg <- rep(NA, n + 1)

# Set boundary values
gamma[1] <- 0
x_vg[1] <- 0
gamma[n + 1] <- rgamma(1, shape = (tail(times, 1)) / nu, rate = 1 / nu)
x_vg[n + 1] <- rnorm(1, mean = theta * gamma[n + 1], sd = sigma * sqrt(gamma[n + 1]))

# Fill midpoints by dyadic partition
kappa <- as.integer(log2(n))
for (s in 1:kappa) {

m <- 2^(kappa - s)

for (j in 1:(2^(s - 1))) {
i <- (2 * j - 1) * m + 1

# Generate the random number Y from beta distribution (as in
# Ribeiro et al. (2002)) independently of past random numbers.
psi <- rbeta(1, shape1 = (times[i] - times[i - m]) / nu, shape2 = (times[i + m] - times[i]) / nu)

gamma[i] <- gamma[i - m] + (gamma[i + m] - gamma[i - m]) * psi

# Generate a random number from normal distribution with zero mean and
sd_zeta <- sigma * sqrt((gamma[i + m] - gamma[i]) * psi)
zeta <- rnorm(1, mean = 0, sd = sd_zeta)

# Return VG midpoint update
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x_vg[i] <- psi * x_vg[i + m] + (1 - psi) * x_vg[i - m] + zeta
}

}

# Return data frame with VG values across different time nodes
as_tibble(tibble(t = times, VG = x_vg), index = t)

}

# Function for simulation of n_paths of VG paths via BGBS
brownian_gamma_bridge <- function(n_paths = 1,

T = 20,
k = 10,
nu = 1,
theta = 0,
sigma = 1,
seed = 1) {

# Basic checks
stopifnot(n_paths >= 1, T > 0, k >= 1, nu > 0, sigma >= 0)
if (!is.null(seed)) {
set.seed(seed)

}

# Initialize time grid
times <- seq(0, T, length.out = 2^k + 1)

# Simulate n_paths independent paths and add path id
purrr::map_dfr(1:n_paths,

~ vg_process_simulation(times, theta, sigma, nu) |>
mutate(path = factor(.x))) |>

as_tsibble(index = t, key = path)
}

# --------------------------------------------------------------------------------------------------
# Parameter setup
T <- 20 # total time horizon
k <- 15 # grid size (number of intervals)
nu <- 1 # variance rate of gamma process
theta <- 0 # skew parameter for the VG process
sigma <- 1 # process volatility parameter
n_paths <- 3 # number of simulated paths

# Simulate VG paths for parameters (sigma, nu, theta) = (1, 1, 0)
vg_paths <- brownian_gamma_bridge(n_paths, T, k , nu, theta, sigma, seed = 99)

# Plot for the simulated paths
simulation_plot_1 <-
vg_paths |>
ggplot(aes(t, VG, color = path)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("1" = "#0096FF",

"2" = "#4F7942",
"3" = "black")) +

labs(title = "Variance-Gamma Path Simulation") +
scale_y_continuous(limits = c(-10, 10)) +
scale_x_continuous(limits = c(0, 20)) +
theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(simulation_plot_1) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "VG process")),
xaxis = list(title = list(text = "t"))

)

# --------------------------------------------------------------------------------------------------
# Parameter setup
T <- 20
k <- 15
nu <- 2
theta <- 0
sigma <- 2
n_paths <- 3

# Simulate VG paths for parameters (sigma, nu, theta) = (2, 2, 0)
vg_paths <- brownian_gamma_bridge(n_paths, T, k , nu, theta, sigma, seed = 1)

# Plot for the simulated paths
simulation_plot_2 <-
vg_paths |>
ggplot(aes(t, VG, color = path)) +
geom_line(linewidth = 0.7, alpha = 0.8) +
scale_color_manual(values = c("1" = "#0096FF",

"2" = "#4F7942",
"3" = "black")) +

labs(title = "Variance-Gamma Path Simulation") +
scale_y_continuous(limits = c(-10, 30)) +
scale_x_continuous(limits = c(0, 20)) +

115



theme_light() +
theme(legend.position = "none")

ggplotly(simulation_plot_2) |>
style(showlegend = FALSE) |>
layout(
yaxis = list(title = list(text = "VG process")),
xaxis = list(title = list(text = "t"))

)

Π.2 Κώδιkας για τη Βαϑμονόμηση των υποδειγμάτων Black and Scholes kαι VG

Στον παραkάτω kώδιkα παρατίϑενται οι συναρτήσεις που χρησιμοποιήϑηkαν για τη
βαϑμονόμηση του υποδείγματος Black and Scholes.

# -----------------------------------------------------------------------------
# Black-Scholes Call Option Formula
# -----------------------------------------------------------------------------
bs_call_price <- function(S0, K, r, T, sigma) {
d1 <- (log(S0 / K) + (r + 0.5 * sigma^2) * T) / (sigma * sqrt(T))
d2 <- d1 - sigma * sqrt(T)

bs_call <- S0 * pnorm(d1) - K * exp(-r * T) * pnorm(d2)
return(bs_call)

}

bs_call_vec <- function(S0, K, r, T, sigma) {
mapply(function(K_i, r_i, T_i) bs_call_price(S0, K_i, r_i, T_i, sigma),

K, r, T, SIMPLIFY = TRUE)
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# BS Calibration Objective
# -----------------------------------------------------------------------------
bs_calibration_objective <- function(sigma, data, S0, floor_price = 1e-12) {
tryCatch({

call_model <- bs_call_vec(S0, data$K, data$r, data$T, sigma)

if (anyNA(call_model)) {
stop("NA values produced during B-S computation - process has been terminated")

}

call_model <- pmax(call_model, floor_price)
call_obs <- pmax(data$call_price, floor_price)

# Compute objective function
obj <- sqrt(mean((log(call_obs) - log(call_model))^2))

return(obj)
}, error = function(e)
return(NA_real_))

}

# -----------------------------------------------------------------------------
# BS Calibration Process
# -----------------------------------------------------------------------------
bs_calibration_process <- function(data, S0, start_sigma = 0.2) {
cat("Calibrating Black-Scholes Model...\n")

cat(sprintf("Starting optimization process:\n"))
cat(sprintf(" Initial parameters: sigma=%.3f\n\n", start_sigma))

fit <- optim(
par = start_sigma,
fn = bs_calibration_objective,
data = data,
S0 = S0,
method = "Brent",
lower = 0.01,
upper = 2.0

)

sigma_hat <- fit$par
cat(sprintf("Optimization complete:\n"))
cat(sprintf(" Estimated: sigma = %.6f\n", sigma_hat))
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cat(sprintf(" Final objective minimum: %.6f\n\n", fit$value))

list(sigma = sigma_hat, objective = fit$value)
}

Διαδιkασία Βαϑμονόμησης του υποδείγματος VG με χρήση του αναλυτιkού τύπου που
εισήχϑη στη Παράγραφο 5.2.1 σχέση (5.15) (βλ. Θεώρημα 5.2.1).

# -----------------------------------------------------------------------------
# Calculate Psi Function
# -----------------------------------------------------------------------------
psi_function <- function(alpha, beta, gamma_val) {
tryCatch({

# Validate inputs
if(!all(is.finite(c(alpha, beta, gamma_val)))) {
stop("Non-Finite input detected")

}

# Compute variables for downstream computation
c_val <- abs(alpha) * sqrt(2 + beta^2)
u_val <- beta / sqrt(2 + beta^2)
sgn <- sign(alpha)

# Compute modified Bessel function of the second kind
K_minus <- besselK(c_val, nu = gamma_val - 1/2)
K_plus <- besselK(c_val, nu = gamma_val + 1/2)

# Check Bessel function results
if (!is.finite(K_minus) || !is.finite(K_plus)) {
stop("Bessel function returned non-finite value")

}

prefactor <- (c_val^(gamma_val + 1/2) * exp(sgn * c_val) *
(1 + u_val)^gamma_val) / (sqrt(2 * pi) * gamma(gamma_val))

# Compute arguments for phi function
phi_x <- (1 + u_val) / 2
phi_y <- -sgn * c_val * (1 + u_val)

# Calculate first component
psi_1 <- (prefactor / gamma_val) *
K_plus *
phi_function(gamma_val, 1 - gamma_val, 1 + gamma_val, phi_x, phi_y)

# Calculate second component
psi_2 <- -sgn * ((prefactor * (1 + u_val)) / (1 + gamma_val)) *

K_minus *
phi_function(1 + gamma_val, 1 - gamma_val, 2 + gamma_val, phi_x, phi_y)

# Calculate third component
psi_3 <- sgn * (prefactor / gamma_val) *

K_minus *
phi_function(gamma_val, 1 - gamma_val, 1 + gamma_val, phi_x, phi_y)

psi_value <- psi_1 + psi_2 + psi_3

if (!is.finite(psi_value)) {
stop("Psi computation failed: Non-finite value")

}

return(psi_value)
}, error = function(e) {
warning(paste("psi_function error:", e$message))

})
}

phi_function <- function(a, b, c, x, y) {
tryCatch({
# Validate inputs (must be finite)
if (!all(is.finite(c(a, b, c, x, y)))) {
stop("Non-finite input detected")

}

# Define the integrand term
integrand <- function(u) {
term_1 <- u^(a - 1)
term_2 <- (1 - u)^(c - a - 1)
term_3 <- (1 - u * x)^(-b)
term_4 <- exp(u * y)

result <- term_1 * term_2 * term_3 * term_4

# Handle numerical issues
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result[!is.finite(result)] <- NA_real_
return(result)

}

# Compute the integral
integrand_result <- integrate(
f = integrand,
lower = 0,
upper = 1,
rel.tol = 1e-10,
stop.on.error = FALSE

)

if (integrand_result$message != "OK") {
warning(paste("Integration Failed:", integrand_result$message))

}

factor_term <- gamma(c) / (gamma(a) * gamma(c - a))

# Final result
phi_value <- factor_term * integrand_result$value

return(phi_value)
}, error = function(e) {
warning(paste("phi_function error:", e$message))
return(NA_real_)

})
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Analytical Formula for European Call Option Price under VG
# -----------------------------------------------------------------------------
analytical_formula <- function(S_0, K, r, T, theta, sigma, nu) {

# Use tryCatch to handle parameter constraint violations
tryCatch({

# Basic parameter validation
if (sigma <= 0 || nu <= 0) {
stop("sigma and nu must be positive")

}

# Compute quantities for analytical formulation
zeta <- -theta / (sigma^2)
s <- sigma / sqrt(1 + 0.5 * theta^2 * nu / sigma^2)
alpha <- zeta * s

c_1 <- (nu * (alpha + s)^2) / 2
c_2 <- (nu * alpha^2) / 2

# Check martingale condition: 1 - theta*nu - 0.5*sigma^2*nu > 0
martingale_check <- 1 - theta * nu - 0.5 * sigma^2 * nu
if (martingale_check <= 0) {
stop(sprintf(
"Martingale condition violated: 1 - theta*nu - 0.5*sigma^2*nu = %.6f <= 0",
martingale_check

))
}

# Check c_1 and c_2 constraints (must be < 1 for log to be well-defined)
if (c_1 >= 1 || c_2 >= 1) {
stop(sprintf(
"Parameter constraint violated: c_1 = %.6f, c_2 = %.6f (both must be < 1)",
c_1, c_2

))
}

# Compute log ratio and d parameter
log_c <- log((1 - c_1) / (1 - c_2))
d <- (log(S_0 / K) + r * T + (T / nu) * log_c) / s

# Arguments for Psi function
a_1 <- d * sqrt((1 - c_1) / nu)
b_1 <- (alpha + s) * sqrt(nu / (1 - c_1))
c_psi <- T / nu

a_2 <- d * sqrt((1 - c_2) / nu)
b_2 <- alpha * s * sqrt(nu / (1 - c_2))

# Compute Psi values :
# Risk neutral probability that the stock price, S_t, exceeds
# the strike price, K, using the density obtained on normalizing
# the product of the stock price with the risk neutral density
# of the stock price (Madan et al. (1998))
rnp_normalized <- psi_function(a_1, b_1, c_psi)

# Risk neutral probability that the stock price, S_t, (i.e. stock price
# evaluated at time t) exceeds the strike price, K (Madan et al. (1998))
rnp_exceed <- psi_function(a_2, b_2, c_psi)

# Validate if the produced probability elements are not NAs
if (is.na(rnp_exceed) || is.na(rnp_normalized)) {
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stop("NA probability elements detected")
}

# European call price
price <- S_0 * rnp_normalized - K * exp(-r * T) * rnp_exceed

return(price)

}, error = function(e) {
return(NA_real_)

})
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Vectorized call price computation
# -----------------------------------------------------------------------------
call_vec <- function(S0, K, r, T, theta, sigma, nu) {
mapply(function(K_i, r_i, T_i)
analytical_formula(S0, K_i, r_i, T_i, theta, sigma, nu),
K,
r,
T,
SIMPLIFY = TRUE)

}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Simulate mock option data for testing
# -----------------------------------------------------------------------------
simulate_mock_option_data <- function(S0, r, K, T, theta, sigma, nu,

eta = 0.08, seed = 1234) {
set.seed(seed)

# Extract VG call option data
call_vg <- call_vec(S0, K, r, T, theta, sigma, nu)

if (anyNA(call_vg)) {
stop("Some theoretical prices are NA")

}

# Multiplicative error formulation
eps <- rnorm(length(call_vg))
call_sim <- call_vg * exp(eta * eps - 0.5 * eta^2)

data.frame(
K = K,
r = r,
T = T,
call_price = call_sim

)
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Calibration Objective Function
# -----------------------------------------------------------------------------
calibration_objective <- function(p, data, S0, floor_price = 1e-12) {
tryCatch({
sigma <- p[1]
nu <- p[2]
theta <- p[3]

# Compute omega (martingale condition).
# Stop the process if it is violated
martingale_condition <- (1 - theta * nu - (sigma^2 * nu) / 2)
if (!is.finite(martingale_condition) || martingale_condition <= 0) {
stop(sprintf(
"Martingale condition is violated: (martingale_condition=%.4f)",
martingale_condition

))
}

# Compute model prices
call_model <- call_vec(S0, data$K, data$r, data$T, theta, sigma, nu)

if (anyNA(call_model)) {
stop("Model prices contain NA values")

}

call_model <- pmax(call_model, floor_price)
call_obs <- pmax(data$call_price, floor_price)

# Objective function
obj <- sqrt(mean((log(call_obs) - log(call_model))^2))

return(obj)

}, error = function(e) {
warning(paste(e$message))
return(NA_real_)

})
}

# -----------------------------------------------------------------------------
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# Main Calibration Process
# -----------------------------------------------------------------------------
vg_calibration_process <- function(data, S0, start_sigma = 0.2, start_nu = 0.25,

start_theta = 0, maxit = 1e+6) {
tryCatch({
cat("Calibrating Variance-Gamma Model...\n")

cat(
sprintf(
" Initial parameters: sigma=%.4f, nu=%.4f, theta=%.4f\n\n",
start_sigma,
start_nu,
start_theta

)
)

cat("Starting VG optimization process...")
# Implement Nelder-Mead optimization algorithm
fit <- optim(
par = c(start_sigma, start_nu, start_theta),
fn = calibration_objective,
data = data,
S0 = S0,
method = "Nelder-Mead",
control = list(maxit = maxit, reltol = 1e-10)

)

# Results
sigma_hat <- fit$par[1]
nu_hat <- fit$par[2]
theta_hat <- fit$par[3]

cat("\nOptimization complete:\n")
cat(
sprintf(
" Estimated: sigma=%.6f, nu=%.6f, theta=%.6f\n",
sigma_hat,
nu_hat,
theta_hat

)
)
cat(sprintf(" Final objective minimum: %.6f\n", fit$value))

list(
theta = theta_hat,
sigma = sigma_hat,
nu = nu_hat,
loss = fit$value,
convergence = fit$convergence,
optim_result = fit

)

}, error = function(e) {
stop(paste("Calibration failed:", e$message))

})
}

Στο αkόλουϑο πλαίσιο παρουσιάζεται η kύρια διαδιkασία βαϑμονόμησης των υποδειγμάτων,
η οποία εφαρμόστηkε για την παραγωγή των αποτελεσμάτων kαι τη διαμόρφωση των
συμπερασμάτων της Παραγράφου 6.2.2.

# ------------------------------------------------------------------------------
# Get Option Data
# ------------------------------------------------------------------------------
library(fpp3)
option_data <- read.csv("~/Desktop/VG_bibliography/option_data.csv") |> select(-X)
S0 <- unique(option_data$current_index_price)

# ------------------------------------------------------------------------------
# Calibrate BS Model and VG Model and Compute Prices and Errors
# ------------------------------------------------------------------------------
options(scipen = 999)
bs_params <- bs_calibration_process(option_data, S0)
vg_params <- vg_calibration_process(option_data, S0)

calibration_results <- option_data |>
(function(df) {
df |>
mutate(
bs_price = bs_call_vec(S0, K, r, T, bs_params$sigma),
vg_price = call_vec(S0, K, r, T, vg_params$theta, vg_params$sigma, vg_params$nu),
bs_error = call_price - bs_price,
vg_error = call_price - vg_price,
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bs_error_sq = bs_error^2,
vg_error_sq = vg_error^2,
error_diff = abs(bs_error - vg_error),

)
})() |>
mutate(across(where(is.numeric) & !c(K, T), ~round(., 4)))

# Calculate MSE for each model
bs_cal_mse <- mean(calibration_results$bs_error_sq) |> print()
vg_cal_mse <- mean(calibration_results$vg_error_sq) |> print()

# ------------------------------------------------------------------------------
# Create Error Plot
# ------------------------------------------------------------------------------
library(plotly)
mock_data <- data.frame(moneyness = seq(0.5, 2, by = 0.01)) |>
mutate(K = S0 / moneyness) |>
cross_join(data.frame(T = c(0.08, 0.167, 0.25, 0.5, 0.76, 1),

r = 0.035)) |>
arrange(T, K) |>
mutate(
bs_price = bs_call_vec(S0, K, r, T, bs_params$sigma),
vg_price = call_vec(S0, K, r, T, vg_params$theta, vg_params$sigma, vg_params$nu),
price_diff = (vg_price - bs_price) / K,
raw_diff = vg_price - bs_price

) |>
mutate(across(where(is.numeric) & !c(K, T), ~round(., 4)))

surf_df <- mock_data |>
select(T, moneyness, price_diff) |>
arrange(T, moneyness) |>
tidyr::pivot_wider(
names_from = moneyness,
values_from = price_diff

) |>
arrange(T)

y_vals <- surf_df$T
x_vals <- as.numeric(names(surf_df)[-1])
z_mat <- as.matrix(surf_df[, -1])

plot_ly(
x = x_vals,
y = y_vals,
z = z_mat,
type = "surface",
showscale = FALSE,
contours = list(
z = list(
show = TRUE,
usecolormap = TRUE,
highlightcolor = "#ff0000",
project = list(z = TRUE)

)
)

) |>
layout(
scene = list(
xaxis = list(title = "Moneyness", range = c(0.5, 2)),
yaxis = list(title = "Maturity (in years)", range = c(0, 1)),
zaxis = list(title = "Error")

)
)

Π.3 Κώδιkας για τη εύρεση της δίkαιης αξίας του διkαιώματος προαίρεσης με χρήση
του μετασχηματισμού Esscher

Στο επόμενο πλαίσιο παρατίϑενται οι βοηϑητιkές συναρτήσεις (utils functions) που
χρησιμοποιήϑηkαν προkειμένου να παρουσιαστούν τα αποτελέσματα της Παραγράφου 6.3.

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute Bounds for Moment-Generating Function
# -----------------------------------------------------------------------------
compute_mgf_bounds <- function(sigma, nu, theta) {
# Calculate bounds for downstream H function calculation
h_1 <- -theta/sigma^2 - sqrt(theta^2 / sigma^4 + 2 / (nu * sigma^2))
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h_2 <- -theta/sigma^2 + sqrt(theta^2 / sigma^4 + 2 / (nu * sigma^2))

return(list(h_1 = h_1, h_2 = h_2))
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute H(h) function
# -----------------------------------------------------------------------------
H_function <- function(h, sigma, nu, theta) {
numerator <- 1 - 0.5 * nu * sigma^2 * h^2 - nu * theta * h
denominator <- 1 - nu * theta * (h + 1) - 0.5 * nu * sigma^2 * (h + 1)^2

# Check if denominator is non zero
if (abs(denominator) < 1e-20) {
stop(sprintf(’Parameter calculation failed - H at h = %.4f is not a number.’, h))

}

return(numerator / denominator)
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Calculate h* parameter
# -----------------------------------------------------------------------------
find_h_star <- function(sigma, nu, theta, r) {

bounds <- compute_mgf_bounds(sigma, nu, theta)
h_1 <- bounds$h_1
h_2 <- bounds$h_2

# Search interval is (h1, h2 - 1)
eps <- 1e-8
lower <- h_1 + eps
upper <- h_2 - 1 - eps

target_value <- exp(nu * r)

H_lower <- H_function(lower, sigma, nu, theta)
H_upper <- H_function(upper, sigma, nu, theta)

if (H_lower > target_value || H_upper < target_value) {
warning("Target may be outside the range of H(h) in the interval")

}

# Define the function to find root of
objective <- function(h) {
H_function(h, sigma, nu, theta) - target_value

}

# Find solution
result <- tryCatch({
uniroot(objective, interval = c(lower, upper), tol = 1e-12, maxiter = 1000)

}, error = function(e) {
stop(paste("uniroot failed:", e$message))

})

h_star <- result$root

# Verification
H_at_h_star <- H_function(h_star, sigma, nu, theta)

return(list(
h_star = h_star,
h1 = h_1,
h2 = h_2,
target_value = target_value,
H_at_h_star = H_at_h_star,
convergence = abs(H_at_h_star - target_value),
iterations = result$iter

))
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Plotting Diagnostics
# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute list H(h) ouputs for plotting
H_function_vec <- function(h_vec, sigma, nu, theta) {
sapply(h_vec, function(h) H_function(h, sigma, nu, theta))

}

esscher_diagnostics <- function(sigma, nu, theta, r) {

result <- find_h_star(sigma_est, nu_est, theta_est, r)

# Create h values and compute H(h)
eps <- 1e-08
h_vals <- seq(result$h1 + eps, result$h2 - 1 - eps, length.out = 50000)
H_vals <- H_function_vec(h_vals, sigma, nu, theta)

# Cap extreme values for plotting
H_vals_capped <- ifelse(H_vals > 5, NA, H_vals)

# Plot H(h) vs h ------------------------------------------------------------
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p1 <- data.frame(h = h_vals, H = H_vals_capped) |>
ggplot(mapping = aes(x = h, y = H)) +
geom_line(color = "steelblue", linewidth = 1) +
# geom_hline(yintercept = target_value, linetype = "dashed", color = "red", linewidth = 0.8) +
# geom_point(aes(x = h_star, y = target_value), color = "red", size = 3) +
labs(
x = "h",
y = "H(h)"

) +
theme_light() +
theme(
plot.title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold"),
panel.grid.minor = element_blank()

)

# Plot h* vs r ---------------------------------------------------------------
r_vals <- seq(0.01, 0.1, length.out = 500)
h_star_vals <- numeric(length(r_vals))

for (i in seq_along(r_vals)) {
tryCatch({
res <- find_h_star(sigma, nu, theta, r_vals[i])
h_star_vals[i] <- res$h_star

}, error = function(e) {
h_star_vals[i] <- NA

})
}

p2 <- data.frame(r = r_vals, h_star = h_star_vals) |>
ggplot(mapping = aes(x = r, y = h_star)) +
geom_line(color = "steelblue", linewidth = 1) +
labs(
x = "r",
y = "h*"

) +
theme_light() +
theme(
plot.title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold"),
panel.grid.minor = element_blank()

)

combined_plot <- gridExtra::grid.arrange(p1, p2, ncol = 2, nrow = 1,
top = grid::textGrob(

sprintf("Esscher Transform Diagnostics"),
gp = grid::gpar(fontsize = 12, fontface = "bold")

))

return(list(
plot = combined_plot, result

))
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute the Characteristic Function of VG Process
# -----------------------------------------------------------------------------
vg_characteristic_function <- function(u, t, sigma, nu, theta) {
# Compute characteristic function of VG
inner <- 1 - 1i * u * theta * nu + 0.5 * sigma^2 * nu * u^2
vg_term <- inner^(-t / nu)

return(vg_term)
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute Risk Neutral Parameters of the VG Process Under Esscher Transform
# -----------------------------------------------------------------------------
esscher_transform_params <- function(sigma, nu, theta, h) {
# Transform VG parameters under Esscher measure with parameter h
theta_tilde <- theta + h * sigma^2
denominator <- 1 - nu * theta * h - nu * (sigma^2 / 2) * h^2

if (denominator <= 0) {
stop(sprintf("Invalid Esscher parameter h = %.4f: denominator = %.6f <= 0", h, denominator))

}

nu_tilde <- nu / denominator

return(list(
sigma = sigma,
nu = nu_tilde,
theta = theta_tilde

))
}

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute Cumulative Distribution Function via FFT Algorithm
# -----------------------------------------------------------------------------
vg_cdf_fft <- function(t, sigma, nu, theta, rho, N, delta) {
# x_vals: points at which to evaluate CDF
# t: time to maturity
# rho: damping parameter
# N: number of grid points
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# Determine grid from constraint Delta * Delta_tilde = pi / N
delta_tilde <- pi / (N * delta)
u_vec <- (-N):(N-1) * delta
x_vec <- (-N):(N-1) * delta_tilde

# Compute (phi*(m * Delta + rho * i) * i) / (m * Delta + rho * i) for all m = -N, ..., N - 1
psi_rho <- function(u, t, sigma, nu, theta, rho) {
values <- u + rho * 1i
phi_val <- vg_characteristic_function(values, t, sigma, nu, theta)
return(phi_val * 1i / values)

}
psi_vals <- sapply(u_vec, function(u) psi_rho(u, t, sigma, nu, theta, rho))

# Compute G_{psi*_rho, Delta, N}(n * Delta_dilte) using FFT algorithm
# G(x) = sum_{m = -N} ^ {N - 1} (Delta * (phi*(m * Delta + rho * i) * i) / (m * Delta + rho * i) * e^{-i * m * Delta * x})
#
# For x = n * Delta_tilde:
# G(n * Delta_tilde) =
# = sum_{m = -N} ^ {N - 1} (Delta * (phi*(m * Delta + rho * i) * i) / (m * Delta + rho * i)
# * e^{-i * m * Delta * Delta_tilde * n})
# = sum_{m = -N} ^ {N - 1} (Delta * (phi*(m * Delta + rho * i) * i) / (m * Delta + rho * i)
# * e^{-i * m * n * pi / N })
#
# Set k = m + N and psi*_rho(m * Delta) = (phi*(m * Delta + rho * i) * i) / (m * Delta + rho * i):
# G(n * Delta_tilde) =
# = sum_{k = 0} ^ {2 * N - 1} (Delta * psi*_rho((k - N) * Delta)
# * e^{-2 * i * (k - N) * n * pi / (2 * N)})
# = e^(i * pi * n) * sum_{k = 0} ^ {2 * N - 1} (Delta * psi*_rho((k - N) * Delta)
# * e^{-2 * i * (k - N) * n * pi / (2 * N)})
# = (-1)^n * sum_{k = 0} ^ {2 * N - 1} (Delta * psi*_rho((k - N) * Delta)
# * e^{-2 * i * k * n * pi / (2 * N)})
#
# Computes the Discrete Fourier Transform (DFT) of an array with a fast algorithm,
# the “Fast Fourier Transform” (FFT) (source: https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/fft)
# By applying fft() function, i.e. y <- fft(z), we get:
# y_k = sum_{k = 0}^{N - 1} z_k * e^{-2 * pi * i * k * n / N}
# where z is a real or complex array containing the values to be transformed.
# Thus, z vector in our case is psi_vals computed earlier multiplied by Delta.

# Multiply psi_vals by Delta
fft_input <- delta * psi_vals

# Implement FFT algorithm
fft_result <- fft(fft_input, inverse = FALSE)

# Rearrange the FFT output, moving the zero frequency to center of the spectrum.
# The default output of the FFT algorithm places the zero frequency at the
# beginning, followed by positive frequencies and then negative frequencies
# in reverse order. Although, the positive and negative frequency components
# are mirror images of each other, so we need to shift the zero frequency
# component to the center of the array to get this so called symmetric image
# (i.e. with negative frequencies on the left and positive frequencies on the right).
# (source: https://iogs-lense-training.github.io/python-for-science/contents/signal_process_fft.html)
# For length 2*N - 1 vector x_0, ..., x_(2*N - 1), R stores it as x[1], ..., x[2*N]
# so we should apply the shifting step described above by rearrange fft_results
# as shown below.
fft_shifted <- pracma::fftshift(fft_result)
G_vals <- (-1)^((-N):(N-1)) * fft_shifted

# Compute CDF
F_grid <- (exp(rho * x_vec) / (2 * pi)) * Re(G_vals)

return(
list(F_grid = F_grid, x = x_vec)

)
}

Κύριο μέρος της διαδιkασίας υπολογισμού της δίkαιης αξίας του διkαιώματος SPX με χρήση
του μετασχηματισμού Esscher.

# -----------------------------------------------------------------------------
# Download Two Years S&P500 Data from Yahoo! Finance and
# Compute the VG Parameters Under the Physical Probability Measure via MLE
# -----------------------------------------------------------------------------
library(VarianceGamma)
library(purrr)
library(quantmod)
library(fpp3)
library(plotly)
library(ggplot2)
library(patchwork)
# Download S$P500 daily data from Yahoo Finance
getSymbols(’^GSPC’,

src = "yahoo",
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from = "2023-01-01",
to = "2026-02-06")

sp_data <- GSPC |>
as.data.frame() |>
rownames_to_column(’date’) |>
as.data.frame() |>
mutate(date = as.Date(date)) |>
select(date, sp_close = GSPC.Close) |>
mutate(
log_relative_returns = log(sp_close / first(sp_close)),
log_daily_returns = log(sp_close / lag(sp_close))

) |>
select(date, log_relative_returns, log_daily_returns)|>
mutate(index = ’SP500’) |>
filter(!is.na(log_daily_returns)) |>
filter(is.finite(log_daily_returns))

vg_params <- summary(
sp_data |>
filter(!is.na(log_daily_returns)) |>
pull(log_daily_returns) |>
vgFit(startMethod = ’Nelder-Mead’, startValues = ’MoM’, plots = FALSE)

)$param

# Annualized parameters
sigma_est <- vg_params[["sigma"]] * sqrt(252)
nu_est <- vg_params[["nu"]] / 252
theta_est <- vg_params[["theta"]] * 252

cat(sprintf("VG estimated paramaters: sigma = %.6f, nu = %.6f, theta = %.6f", sigma_est, nu_est, theta_est))
# -----------------------------------------------------------------------------
# Plot Diagnostics (Plot H(h) vs h and h* vs r) and
# Calcuate Best Parameter h* for Different Interest Rates
# -----------------------------------------------------------------------------
diagnostics <- esscher_diagnostics(
sigma = sigma_est,
nu = nu_est,
theta = theta_est,
r = 0.03

)

# Compute h* and transform parameters
r_vector <- unique(option_data$r)
h_star_vec <- sapply(c(r_1m = r_vector[1], r_3m = r_vector[2], r_6m = r_vector[3]), function(r) {
find_h_star(sigma_est, nu_est, theta_est, r)$h_star

})
params_list <- lapply(h_star_vec, function(h) {
esscher_transform_params(sigma_est, nu_est, theta_est, h)

})
# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute the CDF of the Esscher Transformed VG Process via FFT Algorithm
# for each option in option_data, for each rate
# -----------------------------------------------------------------------------
result_data <- option_data |>
mutate(
neg_log_moneyness = log(K / S0),
h_star = map_dbl(r, ~find_h_star(sigma_est, nu_est, theta_est, .x)$h_star),
params = map(h_star, ~esscher_transform_params(sigma_est, nu_est, theta_est, .x))

) |>
mutate(
sigma_tilde = map_dbl(params, ’sigma’),
nu_tilde = map_dbl(params, ’nu’),
theta_tilde = map_dbl(params, ’theta’),
cdf_fft = pmap_dbl(list(neg_log_moneyness, T, params), function(x, t, p) {
vg_cdf_fft(x, t, p$sigma, p$nu, p$theta, rho = 0.5)

})
# cdf_via_integration = pmap_dbl(list(log_moneyness, T, params), function(x, t, p) {
# vg_cdf_via_integration(x, t, p$sigma, p$nu, p$theta, rho = 0.5)
# })

) |>
select(-params)

# -----------------------------------------------------------------------------
# Plot resulting CDF
# -----------------------------------------------------------------------------
cdf_plot_data <- option_data |>
mutate(
h_star = map_dbl(r, ~find_h_star(sigma_est, nu_est, theta_est, .x)$h_star),
params = map(h_star, ~esscher_transform_params(sigma_est, nu_est, theta_est, .x))

) |>
distinct(T, params, bucket) |>
mutate(
fft_output = map2(T, params, function(t, p) {
vg_cdf_fft(t, p$sigma, p$nu, p$theta, rho = 0.5, N = 2^12, delta = 0.05)

})
) |>
crossing(x_vals = seq(-0.5, 0.5, length.out = 1000)) |>
mutate(
# Interpolate to get CDF at each x_vals
cdf_fft = map2_dbl(fft_output, x_vals, function(fft_out, x) {
F_interp <- approx(fft_out$x, fft_out$F_grid, xout = x, rule = 2)$y
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})
) |>
select(-fft_output)

cdf_plot_data |>
ggplot(mapping = aes(x = x_vals, y = cdf_fft, color = bucket)) +
geom_line(linewidth = 1.2) +
geom_vline(xintercept = 0, linetype = "dashed", color = "gray70", linewidth = 0.5) +
labs(
title = "CDF of Esscher Transformed VG Process",,
x = "x",
y = "Cumulative Distribution Function",
color = "Maturity"

) +
scale_color_manual(values = c(
"1 Month" = "grey50",
"3 Months" = "steelblue",
"6 Months" = "firebrick"

)) +
scale_y_continuous(breaks = seq(0, 1, 0.2)) +
theme_light() +
theme(
plot.title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold", size = 14),
axis.title = element_text(size = 12),
panel.grid.minor = element_blank(),
legend.position = "bottom"

)

# -----------------------------------------------------------------------------
# Compute Call Option Prices via Esscher Transformation
# -----------------------------------------------------------------------------
options(scipen = 999)
est_call_data_esscher <- result_data |>
select(
K, T, call_price, r, h_star, neg_log_moneyness

) |>
mutate(
params_h_star = map(h_star, ~esscher_transform_params(sigma_est, nu_est, theta_est, .x)),
params_h_star_plus_one = map(h_star + 1, ~esscher_transform_params(sigma_est, nu_est, theta_est, .x))

) |>
mutate(
cdf_h_star = pmap_dbl(list(neg_log_moneyness, T, params_h_star), function(x, t, p) {
fft_out <- vg_cdf_fft(t, p$sigma, p$nu, p$theta, rho = 0.5, N = 2^12, delta = 0.05)
F_interp <- approx(fft_out$x, fft_out$F_grid, xout = x, rule = 2)$y

}),
cdf_h_star_plus_one = pmap_dbl(list(neg_log_moneyness, T, params_h_star_plus_one), function(x, t, p) {
fft_out <- vg_cdf_fft(t, p$sigma, p$nu, p$theta, rho = 0.5, N = 2^12, delta = 0.05)
F_interp <- approx(fft_out$x, fft_out$F_grid, xout = x, rule = 2)$y

})
) |>
mutate(
call_price_vg = S0 * (1 - cdf_h_star_plus_one) - K * exp(- r * T) * (1 - cdf_h_star),
epsilon = call_price - call_price_vg,
epsilon_sq = epsilon^2

) |>
select(K, T, call_price, call_price_vg, epsilon, epsilon_sq) |>
mutate(across(where(is.numeric) & !c(K, T), ~round(., 4)))

# Calculate MSE
esscher_mse <- mean(est_call_data_esscher$epsilon_sq) |> print()

Γραφιkή σύγkριση των υποδειγμάτων για kάϑε τεχνιkή που χρησιμοποιήϑηkε (βλ. Σχήμα
6.8).

# -----------------------------------------------------------------------------
# Multi-Model Option Pricing Comparison Plot
# -----------------------------------------------------------------------------
# Merge the datasets
merged_data <- calibration_results |>
select(K, T, call_price, bs_price, vg_price) |>
rename(
call_market = call_price,
call_bs = bs_price,
call_vg_calibrated = vg_price

) |>
left_join(
est_call_data_esscher |>
select(K, T, call_price_vg) |>
rename(call_vg_esscher = call_price_vg),

by = c("K", "T")
)

# Create maturity labels for faceting
merged_data <- merged_data |>
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mutate(maturity_label = factor(
case_when(
T == 0.08 ~ "1 Month",
T == 0.25 ~ "3 Months",
T == 0.5 ~ "6 Months"

),
levels = c("1 Month", "3 Months", "6 Months")

)
)

# Pivot longer for plotting
plot_data <- merged_data |>
pivot_longer(
cols = c(call_market, call_bs, call_vg_calibrated, call_vg_esscher),
names_to = "model",
values_to = "price"

) |>
mutate(
model = case_when(
model == "call_market" ~ "Market",
model == "call_bs" ~ "Black-Scholes",
model == "call_vg_calibrated" ~ "VG (Calibrated)",
model == "call_vg_esscher" ~ "VG (Esscher)"

),
model = factor(model, levels = c("Market", "Black-Scholes", "VG (Calibrated)", "VG (Esscher)"))

)

# Create the plot
p <- ggplot(plot_data, aes(x = K, y = price, color = model, shape = model)) +
geom_point(size = 2.5, alpha = 0.8) +
geom_line(aes(group = model), alpha = 0.5) +
facet_wrap(~maturity_label, scales = "free_y") +
scale_color_manual(values = c(
"Market" = "black",
"Black-Scholes" = "#E74C3C",
"VG (Calibrated)" = "#3498DB",
"VG (Esscher)" = "#27AE60"

)) +
scale_shape_manual(values = c(
"Market" = 16,
"Black-Scholes" = 17,
"VG (Calibrated)" = 15,
"VG (Esscher)" = 18

)) +
labs(
title = "Option Prices: Market vs Model Comparison",
subtitle = "Comparing Black-Scholes and Variance-Gamma pricing approaches",
x = "Strike (K)",
y = "Call Price",
color = "Model",
shape = "Model"

) +
theme_light() +
theme(
plot.title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold"),
plot.subtitle = element_text(hjust = 0.5, color = "gray40"),
legend.position = "bottom"

) +
xlim(5750, 7500) +
ylim(0, 1200)

print(p)
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