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Περίληψη

Στην παρούσα διατριβή μελετάμε ευθέα και αντίστροφα προβλήματα σκέδασης ελα-
στικών κυμάτων από ένα μη-διαπερατό μερικώς επικαλυμμένο αντικείμενο που βρίσκε-
ται σε ένα ομογενές και ισότροπο ελαστικό μέσο. Μοντελοποιούμε μαθηματικά το πρό-
βλημα σκέδασης μέσω της φασματικής εξίσωσης Navier, θεωρώντας προσπίπτοντα κυ-
ματικά πεδία από σημειακές πηγές, με αντίστοιχα σκεδασμένα κυματικά πεδία, τα οποία
λαμβάνονται σε μία κλειστή, λεία καμπύλη στο εσωτερικό του αντικειμένου-σκεδαστή.
Ιδιαίτερα, από μαθηματικής άποψης, το μοντέλο μας περιγράφεται από ένα εσωτερικό,
μεικτό πρόβλημα συνοριακών τιμών στο οποίο το σκεδασμένο πεδίο ικανοποιεί τη μει-
κτή συνοριακή συνθήκη τύπου Dirichlet-Robin στο λείο σύνορο του σκεδαστή. Απο-
δεικνύουμε για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης την καλή τοποθέτηση του σε κατάλληλο
συναρτησιακό πλαίσιο χρησιμοποιώντας χώρους Sobolev και συγκεκριμένα θεμελιώ-
νουμε αποτελέσματα μοναδικότητας, ύπαρξης και ευστάθειας λύσης. Αντίστοιχα απο-
τελέσματα παρουσιάζουμε επίσης για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης από ένα μη-ομογενές
ελαστικό μέσο με άγνωστα θαμμένα αντικείμενα στο εσωτερικό του. Επίσης, μελετάμε
τα αντίστοιχα αντίστροφα προβλήματα σκέδασης και χρησιμοποιώντας κατάλληλους
βοηθητικούς ολοκληρωτικούς τελεστές, μορφής δυναμικών απλού και διπλού στρώ-
ματος, θεμελιώνουμε μία τροποποιημένη μέθοδος παραγοντοποίησης για την επίλυσή
του. Επιπλέον, παρουσιάζουμε και αποδεικνύουμε όλο το θεωρητικό πλαίσιο μέσω του
οποίου προτείνεται αλγόριθμος αντιστροφής για την ανακατασκευή του συνόρου, του
μερικώς επικαλυμμένου σκεδαστή. Τέλος, παραθέτουμε χρήσιμες παρατηρήσεις, συ-
μπεράσματα και εφαρμογές σχετικά με το ευθύ πρόβλημα σκέδασης και τη σύνδεσή
του με το αντίστροφο.
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Abstract

In this dissertation, we study direct and inverse scattering problems of elastic waves
by a non-penetrable partially coated object located in a homogeneous and isotropic
elastic medium.We formulate the scattering problem via the Navier equation by conside-
ring the incident waves due to point sources where the corresponding scattered waves
are measured on a closed, smooth curve inside the scatterer-object. From a mathematical
point of view, our model is described by a mixed boundary value problem where the
scattered field satisfies a Dirichlet-Robin mixed boundary condition on the boundary of
the scatterer.We prove, for the direct scattering problem,well posedness in an appropriate
Sobolev space setting and in particular we prove uniqueness, existence and stability of
the solution as well. We also present similar results for the direct scattering problem by
a non-homogeneous elastic medium with unknown buried obstacles. We also study the
corresponding inverse scattering problems by introducing appropriate auxiliary integral
operators in the form of single and double-layer potential from which a modified factori-
zation method is established. In addition, we present and prove an inversion algorithm
for the reconstruction of the boundary of the partially coated scatterer. Finally, we state
useful remarks, conclusions and applications.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Κυματικά Προβλήματα

Υπάρχουν τρεις βασικές κατηγορίες κυματικών προβλημάτων σε μη-φραγμένα ακου-
στικά, ηλεκτρομαγνητικά και ελαστικά μέσα [20], [79], [93]. Αυτά αφορούν τη διάδοση,
την ακτινοβολία και τη σκέδαση ενός διαδιδόμενου κυματικού πεδίου. Ως κύμα ή κυ-
ματικό πεδίο ορίζουμε τη διαταραχή που διαδίδεται στο χώρο εντός ενός υλικού μέσου.
Τα διάφορα είδη κυμάτων διαθέτουν ως κοινό χαρακτηριστικό τη μεταφορά ενέργειας
κατά τη διάδοσή τους.
Όπως αναφέραμε, τα κυματικά προβλήματα απαντούν σε περιοχές της ακουστικής, του
ηλεκτρομαγνητισμού και της ελαστικότητας. Αξίζει να σημειωθεί η συνεισφορά των
D’Alembert (1746) και Euler (1766). Ο D’Alembert ανακάλυψε τη μονοδιάστατη εξί-
σωση του κύματος που αφορούσε την ταλαντευόμενη χορδή. Ο Euler ασχολήθηκε εκτε-
νώς με την τρισδιάστατη κυματική εξίσωση.
Η θεωρία της κυματικής διάδοσης μελετά το είδος και τη μορφή των κυμάτων που διαδί-
δονται σε ένα μέσο και τον τρόπο που αυτά διαμορφώνονται από τις φυσικές και γεωμε-
τρικές ιδιότητες του χώρου στον οποίο διαδίδονται. Στην κυματική διάδοση δεν αποτε-
λεί αντίκειμενο μελέτης η πηγή από την οποία δημιουργήθηκε το διαδιδόμενο κυματικό
πεδίο. Αντίθετα, αυτό δεν ισχύει στη θεωρία ακτινοβολίας της οποίας αντικείμενο μελέ-
της είναι όχι μόνο η συμπεριφορά και η μορφή των κυμάτων αλλά και η πηγή από την
οποία παράγονται κάθε φορά.
Ενδεικτικά παραδείγματα της θεωρίας ακτινοβολίας αποτελούν η μετακίνηση δύο τε-
κτονικών πλακών και η τροφοδοσία μίας κεραίας, εκπομπής, στα οποία έχουμε σεισμικά
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και ηλεκτρομαγνητικά κύματα αντίστοιχα.

1.2 Θεωρία Σκέδασης

Στην ενότητα αυτή αναφέρουμε τα προβλήματα σκέδασης, για τα οποία ο χώρος διά-
δοσης παρουσιάζει ορισμένες ανομοιογένειες. Το φαινόμενο της σκέδασης κυματικών
πεδίων παρατηρείται όταν μέσα σε ένα υλικό μέσο που αποτελεί το χώρο διάδοσης, δια-
δίδεται ένα εκ των προτέρων γνωστό κυματικό πεδίο, το οποίο ονομάζεται προσπίπτον
κυματικό πεδίο και το οποίο συναντά ένα εμπόδιο, γνωστό ως σκεδαστή. Ο σκεδαστής
μπορεί να είναι είτε κάποια χωρική ασυνέχεια είτε κάποια μεταβολή στις φυσικές ιδιό-
τητες του χώρου. Ο σκεδαστής προκαλεί τη δημιουργία ενός νέου κυματικού πεδίου, το
οποίο ονομάζεται σκεδασμένο και εκτροπή μέρους της ενέργειας που αρχικά εξέπεμψε
το προσπίπτον κυματικό πεδίο.
Τα προβλήματα σκέδασης διακρίνονται σε ευθέα και αντίστροφα. Ως ευθύ πρόβλημα
σκέδασης ορίζεται ο καθορισμός του σκεδασμένου κυματικού πεδίου μέσω της εκ των
προτέρων γνώσης που έχουμε για το προσπίπτον κυματικό πεδίο και τις φυσικές και
γεωμετρικές ιδιότητες του σκεδαστή. Ως αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης ορίζεται ο
καθορισμός των γεωμετρικών ή/και φυσικών ιδιοτήτων του σκεδαστή μέσω της εκ των
προτέρων γνώσης που έχουμε για το προσπίπτον και το σκεδασμένο κυματικό πεδίο.
Τα αντίστροφα προβλήματα σκέδασης παίζουν σημαντικό ρόλο σε διάφορες εφαρμο-
γές και βρίσκονται στην αιχμή της σύγχρονης τεχνολογίας, όπως ο μη-καταστρε-πτικός
έλεγχος, η αξονική τομογραφία, τα ραντάρ, ο εντοπισμός και καθορισμός υπερήχων, η
γεωφυσική και πολλά άλλα. Επιπλέον, εφαρμογές των αντιστρόφων προβλημάτων σκέ-
δασης χρησιμοποιούνται ευρέως σε μελέτες που αφορούν τον τομέα της γεωφυσικής.
Στη συνέχεια, αναφέρουμε τη μελέτη του προβλήματος σκέδασης, αρχικά του ευθέος
και έπειτα του αντίστροφου. Αρχικά το ευθύ πρόβλημα σκέδασης είναι ορίζεται ως καλά
τοποθετημένο κατά Hadamard, όταν έχουμε ύπαρξη μίας τουλάχιστον λύσης, μοναδικό-
τητα λύσης και όταν η λύση εξαρτάται συνεχώς από τα αρχικά δεδομένα του προβλή-
ματος. Μία τέτοια λύση χαρακτηρίζεται ευσταθής. Η συνεχής εξάρτηση της λύσης από
τα δεδομένα είναι πολύ σημαντική γιατί σε εφαρμοσμένα προβλήματα υπάρχουν αρ-
χικές και συνοριακά δεδομένα τα οποία υπολογίζονται χρησιμοποιώντας μετρήσεις, με
αποτέλεσμα να περιέχουν σφάλματα. Τα σφάλματα αυτά μεταφέρονται στη λύση και
επομένως, η απαιτούμενη ευστάθεια μας εξασφαλίζει ότι μικρές τιμές σφάλματων των
δεδομένων επιφέρουν αντίστοιχα μικρές τιμές στα σφάλματα της λύσης. Η καλή το-
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ποθέτηση κατά Hadamard ενός ευθέος προβλήματος σκέδασης εξασφαλίζεται από τη
συνθήκη ακτινοβολίας του A. Sommerfeld [92] η οποία δηλώνει ότι το σκεδασμένο πε-
δίο πολύ μακρυά από το σκεδαστή έχει τη μορφή ενός αποκλίνοντος σφαιρικού κύμα-
τος. Στη σκέδαση ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων οι S. Silver, C. Müller [78] θεμελίωσαν
μαθηματικά τη συνθήκη ακτινοβολίας ενώ στη σκέδαση ελαστικών κυμάτων, συνθή-
κες ακτινοβολίας για τα διαμήκη και τα εγκάρσια κύματα διατυπώθηκαν από τον V.
Kupradze [71] για τις τρείς διαστάσεις και από τον T. Arens [5], [4] στις δύο διάστασεις
αντίστοιχα.
Η επίλυση του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης συνδέεται άμεσα με τον καθορισμό
των φυσικών ή/και γεωμετρικών ιδιοτήτων του σκεδαστή. Αρχικά μελετάται η μοναδι-
κότητα του αντίστροφου προβλήματος και στη συνέχεια ο προσδιορισμός/ανακατασκευή
του σκεδαστή, η οποία επιτυγχάνεται με κατάλληλο αλγόριθμο αντιστροφής. Ενδει-
κτικά αναφέρουμε βιβλιογραφία σχετικά με ευθέα και αντίστροφα προβλήματα σκέ-
δασης στην ακουστική [9], [10], τον ηλεκτρομαγνητισμό [11], [12], [18], [19] και ελα-
στικότητα [14], [15], [16], [17].
Πληθώρα μαθηματικών όπως οι N. Logan [75], X. Pao και C. Mow [79] έχουν περιγρά-
ψει εκτενώς την εξέλιξη της θεωρίας της σκέδασης ελαστικών κυμάτων. Ωστόσο, στην
περιοχή της ελαστικότητας καθοριστική ήταν η συνεισφορά του V. Kupradze [70], [73].
Ο V. Kupradze απέδειξε τις ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις και την καλή τοποθέτηση
του προβλήματος, επιπλέον, διατύπωσε τις συνθήκες ακτινοβολίας που χαρακτηρίζουν
τα συγκεκριμένα προβλήματα. Πρώτοι από όλους οι C. Ying και R. Truell [98] μελέτη-
σαν τη σκέδαση ελαστικών κυμάτων και έλυσαν πρόβλημα που αφορούσε τη σκέδαση
επίπεδου διαμήκους κύματος το οποίο είχε προκληθεί από σκεδαστή σφαιρικού τύπου.
Έπειτα, επιλύθηκε το αντίστοιχο πρόβλημα για το εγκάρσιο κυματικό πεδίο από τους
N. Einspruch, E. Witterholt και R. Truell [38].

1.3 Περιγραφή Βασικών Μεθόδων Επίλυσης Προβλη-
μάτων Σκέδασης

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε βασικές μεθόδους επίλυσης προβλημάτων σκέ-
δασης. Αρχικά γίνεται σύντομη αναφορά σε τέσσερις ιστορικές μεθόδους και έπειτα
παραθέτουμε μία εκτενή αναφορά στη μέθοδο της παραγοντοποίησης, factorization
method, η οποία αποτελεί σημαντικό μέρος της παρούσας διατριβής.
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1. Η μέθοδος των Angell, Kleinman και Roach
Σε αυτή τη μέθοδο δημιουργείται ένα ισοδύναμο σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων
του αρχικού προβλήματος σκέδασης. Η εφαρμογή της μεθόδου απαιτεί την επίλυση του
συστήματος από όλες τις συχνότητες. Έχει αποδειχθεί ότι είναι δυνατή η εφαρμογή της
μεθόδου αυτής στην ακουστική για τα προβλήματα συνοριακών τιμών Dirichlet [29],
Neumann [29] και διαπερατού σκεδαστή [3].
2. Η μέθοδος των Kirsch και Kress
Σε αυτή τη μέθοδο το σκεδασμένο κυματικό πεδίο αναπαρίσταται ως δυναμικό απλού
στρώματος. Η ολοκλήρωση γίνεται στην ομαλή επιφάνεια πυκνότητας του εσωτερικού
χωρίου που ορίζει το σύνορο του σκεδαστή. Υπολογίζεται το πλάτος σκέδασης ως ολο-
κλήρωμα έκφρασης, στην οποία συμμετέχει η πυκνότητα μέσω του δυναμικού απλού
στρώματος. Η φιλοσοφία της μεθόδου είναι να ανακατασκευαστεί η πυκνότητα επι της
εσωτερικής επιφάνειας μέσω της υπέρθεσης των τιμών του πλάτους σκέδασης. Έτσι,
επιλύεται προσεγιστικά μία μη καλώς τοποθετημένη ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm
πρώτου είδους.
3. Η μέθοδος των Colton και Monk
Η μέθοδος αυτή κυρίως χρησιμοποιείται για την επίλυση αντιστρόφων προβλημάτων
σκέδασης. Γίνεται χρήση των συναρτήσεων Herglotz [46], [47] και [94]-[97]. Σημα-
ντική είναι η συμβολή του Γ. Δάσιου και Ζ. Ρήγου [35]-[37] στην ανάπτυξη της με-
θόδου αυτής στη σκέδαση ελαστικών κυμάτων για τις τρείς διαστάσεις. Οι τελευταίοι
επίλυσαν το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης ενός πλήρους τρισδιάστατου δυαδικού,
τανιστικού, η οποία προκλήθηκε από ένα φραγμένο, σκληρό ελαστικά σώμα, το οποίο
χαρακτηριζόταν από επιφανειακή συνοριακή συνθήκη μηδενισμού των μετατοπίσεων.
4. Η μέθοδος των Colton και Kirsch
Η μέθοδος των Colton και Kirsch [28] χρησιμοποιείται για την επίλυση αντιστρόφων
προβλημάτων σκέδασης. Κατασκεύασαν αλγόριθμο ανακατασκευής μη-
διαπερατού σκεδαστή σε ομογενές και μη-ομογενές μέσο. Αυτό επιτεύχθηκε μέσω της
εκ των προτέρων γνώσης που είχαν για τα πλάτη σκέδασης.
Σημαντική είναι η συμβολή του Δ. Γκιντίδη και Κ. Κυριάκη [42] όπου επέκτειναν την
εφαρμογή της μεθόδου αυτής για τις περιπτώσεις του σκληρού σκεδαστή και της κοι-
λότητας στην τρισδιάστατη γραμμική ελαστικότητα.
5. Η Μέθοδος της Παραγοντοποίησης
Η μέθοδος της παραγοντοποίησης έχει ως κύριο στόχο τον προσδιορισμό/την ανακα-
τασκευή της άγνωστης επιφάνειας του σκεδαστή. Τα προβλήματα σκέδασης κατά την
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μελέτη των οποίων γίνεται εντοπισμός και ταυτοποίηση άγνωστων αντικειμένων μέσω
της θεωρίας των ακουστικών, ηλεκτρομαγνητικών και ελαστικών κυμάτων εντάσσονται
στην κατηγορία των αντίστροφων προβλημάτων.
Τα σύνθετα μοντέλα στη θεωρία της σκέδασης περιλαμβάνουν προβλήματα συνορια-
κών τιμών για ειδικές διαφορικές εξισώσεις (ΜΔΕ), όπως η εξίσωση Helmholtz στην
ακουστική, οι εξισώσεις Maxwell στον ηλεκτρομαγνητισμό και η εξίσωση Navier στην
ελαστικότητα. Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα θέματα των αντίστροφων προβλημάτων
σκέδασης είναι ο καθορισμός της ανομοιογένειας του μέσου διάδοσης από τις μετρή-
σεις του πεδίου. Η μελέτη τέτοιου τύπου προβλημάτων βρίσκει εφαρμογή στην ιατρική
απεικόνιση, στην επιστήμη των υλικών, στον μη καταστρεπτικό έλεγχο, στην παρακο-
λούθηση της σεισμικής δραστηριότητας και στην τομογραφία. Ενδεικτικά αναφέρουμε
τις εργασίες [30], [54], [84] για τη σεισμική δραστηριότητα και τις [26], [48] στην το-
μογραφία.
Τα προβλήματα ανακατασκευής του σκεδαστή είναι εν γένει μη-γραμμικά, δηλαδή οι
τιμές των μετρούμενων μεγεθών δεν εξαρτώνται γραμμικά από το προς ανακατασκευή
αντικείμενο. Αυτό είναι αναμενόμενο αν λάβουμε υπόψη τα διάφορα φυσικά προβλή-
ματα που συναντάμε. Ο πιο διαδεδομένος και επιτυχημένος τρόπος μελέτης αυτών των
προβλημάτων είναι μέσω της χρήσης παραμετρικοποιήσεων προκειμένου να περιγρα-
φούν προσεγγιστικά τα διάφορα εμπόδια (που συναντούν τα κυματικά πεδία). Οι πα-
ράμετροι που χρησιμοποιούνται υπολογίζονται αριθμητικά μέσω κατάλληλων επανα-
ληπτικών σχημάτων. Μία τέτοιου είδους μέθοδος που είναι ίσως και η πιο διαδεδομένη
είναι η μέθοδος τύπου Newton.
Οι μέθοδοι αυτού του τύπου ενώ πετυχαίνουν γρήγορη σύγκλιση, έχει τοπικό χαρα-
κτήρα. Το κυριότερο μειονέκτημά τους είναι ότι απαιτείται η εκ των προτέρων γνώση
σημαντικών πληροφοριών για το άγνωστο αντικείμενο, όπως οι συνθήκες διαπήδησης
και ο τύπος των συνοριακών συνθηκών του προβλήματος σκέδασης.
Οι δυσκολίες και τα προβλήματα που παρουσιάζονται στις επαναληπτικές μέθόδους δη-
μιούργησαν την ανάγκη να μελετηθούν και να αναπτυχθούν διαφορετικές μη-επαναλη-
πτικές μέθοδοι των οποίων η λύση εξαρτάται αποκλειστικά από το ευθύ πρόβλημα και
την καλή τοποθέτησή του. Μία τέτοια μέθοδος είναι αυτή της παραγοντοποίησης η
οποία για να εφαρμοστεί απαιτείται να οριστούν ολοκληρωτικοί τελεστές που θα ικανο-
ποιούν το θεμελιώδες θεώρημα των Kirsch και Grinberg (Θεώρημα 2.15 [66]). Συνήθως
αυτό επιτυγχάνεται με την κατάλληλη παραγοντοποίηση των ολοκληρωτικών τελεστών
μέσω των οποίων εκφράζεται το αρχικό πρόβλημα σκέδασης. Αναφέρουμε ότι υπάρχει
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μεγάλος αριθμός εργασιών και βιβλίων για τη μελέτη της μεθόδου παραγοντοποίησης
[31], [32], [33], [34], [39],[67], [68], [69].
Αξίζει να σημειωθεί ότι μέχρι να αναπτυχθούν οι σχετικά πιο σύγχρονες μελέτες ([43],
[44], [58], [59]), όλες οι προγενέστερες μέθοδοι, εκτός της μεθόδου που αναφέρεται
στην [53], προέβαιναν στη θέσπιση εξαιρετικά περιοριστικών και μη χρήσιμων συνθη-
κών προκειμένου να επιλύσουν τα διάφορα προβλήματα. Στον αντίποδα αυτού η γραμ-
μική δειγματοληπτική μέθοδος (linear sampling method) και η μέθοδος της παραγο-
ντοποίησης θεωρούνται ισάξιες σε απλότητα και ταχύτητα από αριθμητικής άποψης.
Επιπλέον, οι δύο αυτές μέθοδοι δεν απαιτούν την εκ των προτέρων γνώση των συνορια-
κών συνθηκών ή τη θέσπιση περιττών συνθηκών. Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι
εργασίες [6] και [8] στις οποίες πραγματοποιείται μία πολύ εποικοδομητική σύγκριση
και συσχέτιση μεταξύ της δειγματοληπτικής μεθόδου και της μεθόδου της παραγοντο-
ποίησης. Είναι σαφές ότι η γραμμική δειγματοληπτική μέθοδος μπορεί να επιλύσει έναν
μεγαλύτερο αριθμό προβλημάτων συγκριτικά με τη μέθοδο παραγοντοποίησης.
Υπάρχουν αρκετές τροποποιήσεις της μεθόδου της παραγοντοποίησης κάποιες από αυ-
τές συναντάμε με τη μορφή που παρουσιάστηκε αρχικά κατά τη μελέτη του προβλήμα-
τος με εφαρμογή στην τομογραφία ([22]-[25],[48]) και αργότερα από τις εργασίες [50]-
[52]. Για γενικότερα ελλειπτικά προβλήματα αναπτύχθηκε στις εργασίες [41] και [60]
ενώ πληθώρα εργασιών για την επίλυση αντιστρόφων προβλημάτων σκέδασης όπως
[7], [44] και [60]-[65].
Στο επόμενο κεφάλαιο θα διατυπώσουμε βασικές μαθηματικές έννοιες και εξισώσεις
της γραμμικής ελαστικότητας, θα παρουσιάσουμε βασικά προβλήματα σκέδασης ελα-
στικών κυμάτων, θα δοθούν τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος καθώς και οι
ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων.
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Κεφάλαιο 2

Βασικές Μαθηματικές Έννοιες της
Γραμμικής Ελαστικότητας

2.1 Η Εξίσωση Navier της Δισδιάστατης Γραμμικής
Ελαστικότητας

Ομογενές ελαστικό μέσο ορίζεται το υλικό του οποίου κάθε σημείο χαρακτηρίζεται από
τις ίδιες (ελαστικές) ιδιότητες. Οι ιδιότητες ενός ελαστικού μέσου εκφράζονται μέσω
των σταθερών Lamé, λ, µ. Ισότροπο καλείται το υλικό μέσο το οποίο διατηρεί τις ίδιες
ιδιότητες σε όλες τις διευθύνσεις, διαφορετικά καλείται ανισότροπο. Ένα ελαστικό μέσο
καλείται γραμμικό όταν οι παραμορφώσεις που υφίσταται μεταβάλλονται ανάλογα με
τις δυνάμεις που του ασκούνται. Προσδιορίζεται πειραματικά ότι οι τιμές των ελαστι-
κών σταθερών Lamé ικανοποιούν τις ισχυρές συνθήκες ελλειπτικότητας (strong elasticity
conditions), δηλαδή

µ > 0 και λ+ 2µ > 0 (2.1)

Οι συνθήκες (2.1) μας εξασφαλίζουν την διάδοση διαμήκων και εγκάρσιων κυματικών
πεδίων στο ελαστικό μας μέσο. Το πρώτο μέγεθος είναι η τοπική μετατόπιση του ση-
μείου r του ελαστικού μέσου τη χρονική στιγμή t από την αρχική θέση ισορροπίας και
συμβολίζεται με U(r(t)) όπου r ∈ R2 και t ∈ [0, +∞). Το δεύτερο μέγεθος είναι το
τανυστικό πεδίο J̃ που εκφράζει την κατάσταση της τάσης στο σημείο r του ελαστικού
μέσου.
Αν ρ είναι η πυκνότητα μάζας του ελαστικού μέσου στο οποίο διαδίδεται το ελαστικό
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κύμα, αποδεικνύεται ότι το πεδίο των μετατοπίσεων ικανοποιεί την εξίσωση

∇ · J̃ + ρF̃(r(t)) = ρ
∂2U(r(t))

∂t2
, (2.2)

όπου F̃ είναι η μοναδιαία δύναμη τάσης. Θεωρούμε ότι ο χώρος είναι εφοδιασμένος
με ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Oxy. Το πεδίο F̃ αναλύεται σε δύο συνιστώσες,
F̃ = (Fx, Fy), όπου Fx είναι παράλληλη συνιστώσα στον άξοναOx και Fy είναι παράλ-
ληλη συνιστώσα στον άξονα Oy.
Υποθέτουμε ότι ένα ελαστικό κύμα διαδίδεται σε ένα ισότροπο και ομογενές μέσο, το
οποίο περιγράφεται από τις τιμές των σταθερών Lamé λ, µ και της πυκνότητας ρ. Απο-
δεικνύεται ότι η εξίσωση (2.2) λαμβάνει την ακόλουθη μορφή

µ∆U(r(t)) + (λ+ µ)∇∇ · U(r(t)) + ρF̃(r(t)) = ρ
∂2U(r(t))

∂t2
. (2.3)

Η σχέση (2.3) είναι γνωστή στη βιβλιογραφία [99] ως δυναμική εξίσωση Navier.
Στη συνέχεια υποθέτουμε αρμονική χρονική εξάρτηση του πεδίου μετατοπίσεων U,

U(r(t)) = u(r)e−iωt,

όπου ω είναι η κυκλική συχνότητα. Εαν δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις στο ελα-
στικό μέσο η σχέση (2.3) γίνεται

µ∆u(r) + (λ+ µ)∇∇ · u(r) + ρω2u(r) = 0. (2.4)

Η σχέση (2.4) είναι γνωστή ως εξίσωση Navier [73], [76] και περιγράφει φαινόμενα της
γραμμικής ελαστικότητας, τα οποία εξελίσσονται γραμμικά.
Εάν υποθέσουμε ότι η κυκλική συχνότητα είναι μηδενική, η (2.4) γίνεται

µ∆u(r) + (λ+ µ)∇∇ · u(r) = 0. (2.5)

Η σχέση (2.5) είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως στατική εξίσωση Navier και περιγρά-
φει φαινόμενα της γραμμικής ελαστικότητας που παραμένουν αμετάβλητα στο χρόνο.
Χρισιμοποιώντας την ανάλυση κατά Helmhlotz το πεδίο u ∈ C2, όπου με C2 ο χώρος
των συναρτήσεων που διαθέτουν συνεχείς παραγώγους δεύτερης τάξης, ως υπέρθεση
μιας αστρόβιλης κίνησης up (διαμήκες μέρος) και της σωληνοειδούς us (εγκάρσιο μέ-
ρος) έτσι ώστε

u = up + us, (2.6)
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με
∇× up = 0, ∇ · us = 0, (2.7)

όπου∇· και∇× είναι οι γνωστοί διαφορικοί τελεστές της απόκλισης και του στροβιλι-
σμού αντίστοιχα.
Οι φασικές ταχύτητες του διαμήκους και εγκάρσιου τμήματος του διαδιδόμενου κύμα-
τος δίνονται από τις σχέσεις

cp =

√
λ+ 2µ

ρ
και cs =

√
µ

ρ
. (2.8)

Με την βοήθεια της ταυτότητας

∇× (∇×) = ∇(∇·)−∆ (2.9)

και των φασικών ταχυτήτων (2.8) λαμβάνουμε την ακόλουθη ισοδύναμη μορφή της
εξίσωσης Navier (2.4)

c2s∆u(r) + (c2p − c2s)∇∇ · u(r) + ω2u(r) = 0. (2.10)

Οι κυματικοί αριθμοί kp και ks του διαμήκους και εγκάρσιου τμήματος του κύματος
ικανοποιούν τις σχέσεις kp > 0, ks > 0 και συνδέονται μέσω των σχέσεων

ω = kpcp = kscs. (2.11)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.6)-(2.10) λαμβάνουμε

c2p(∆ + k2
p)up + c2s(∆ + k2

s)us = 0. (2.12)

Η σχέση (2.12) ισχύει όταν

(∆ + k2
p)up = 0 (2.13)

και

(∆ + k2
s)us = 0. (2.14)

Στα ομογενή ισότροπα ελαστικά μέσα τα διαμηκή και εγκάρσια κύματα διαδίδονται
ταυτόχρονα και ανεξάρτητα το ένα από το άλλο. Τα διαμήκη κύματα διαδίδονται με με-
γαλύτερη ταχύτητα από αυτήν των εγκάρσιων, με τα μεν διαμήκη να ικανοποιούν την
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διανυσματική εξίσωση Helmholtz (2.13) με κυματικό αριθμό kp και φασική ταχύτητα
cp, τα δε εγκάρσια να ικανοποιούν την διανυσματική εξίσωση Helmholtz (2.14) με κυ-
ματικό αριθμό ks και φασική ταχύτητα cs.
Η εξίσωση της γραμμικής ελαστικότητας γράφεται στη μορφή [73]

(∆⋆ + ρω2)u(r) = 0 (2.15)

όπου ∆⋆ ο τελεστής Kupradze που δίνεται στη μορφή

∆⋆ = µ∆+ (λ+ µ)∇(∇· ). (2.16)

2.2 Η Θεμελιώδης Λύση και ο Επιφανειακός Τελεστής
Τάσεων

Η τασική δύναμη F̃ που περιγράψαμε στην προηγούμενη παράγραφο εφαρμόζεται σε
ένα σημείο r0 ∈ R του ελαστικού μέσου. Η τασική δύναμη F̃ (αίτιο) αναλύεται στις
δύο συνιστώσες Fi, i = x, y, παράλληλες στους άξονες Oxj, j = 1, 2 αντίστοιχα.
Εφόσον r0 είναι το σημείο εφαρμογής της F̃, τότε κάθε συνιστώσα Fj προκαλεί μία
μετατόπιση Γj σε ένα άλλο σημείο r, η οποία αναλύεται σε δύο συνιστώσες (Γxj

, Γyj).
Δηλαδή, (Γxj

είναι η x−συνιστώσα της μετατόπισης στη θέση r, που προκαλείται από τη
δύναμη που εφαρμόστηκε στη θέση r0, με συνιστώσα τη j−διεύθυνση του συστήματος
συντεταγμένων (βλέπε σχήμα Γ).
Το σύνολο όλων των παραπάνω μετατοπίσεων στη θέση r εκφράζεται μέσω του πίνακα
[60], [63]

Γ̃(r, r0) = [Γi,j]i=x,y
j=1,2

= Γ̃
p
(r, r0) + Γ̃

s
(r, r0). (2.17)

ο οποίος ονομάζεται πίνακας Kupradze και αποτελεί τη θεμελιώδη λύση της φασματικής
εξίσωσης Navier. Η θεμελιώδης λύση Γ̃(r, r0) ικανοποιεί την εξίσωση

(∆⋆ + ρω2)Γ̃(r, r0) = −Iδ(r− r0), (2.18)

δ(r− r0) είναι το συναρτησιακό του Dirac και I ο μοναδιαίος ταυτοτικός πίνακας.
Το δυαδικό Γ̃(r, r0) διέπεται από τη συνθήκη της αμοιβαιότητας, δηλαδή, Γ̃(r, r0) =
Γ̃(r0, r) (συμμετρικός πίνακας) και εκφράζει όλες τις μετατοπίσεις που προκαλούνται
στη θέση r εξαιτίας της δύναμης που ασκείται στη θέση r0.
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Η θεμελιώδης λύση της εξίσωσης (2.18) δίνεται από [86]

Γ̃(r, r0) =
i

4
{ 1
µ
IH

(1)
0 (ks|r− r0|)

− 1

ρω2
∇r ⊗∇r[H

(1)
0 (kp|r− r0|)−H

(1)
0 (ks|r− r0|)]}, (2.19)

όπουH(1)
0 είναι οι συναρτήσεις Hankel πρώτου είδους και μηδενικής τάξης και το σύμ-

βολο ⊗ συμβολίζει το τανυστικό γινόμενο (juxtaposition) μεταξύ δύο διανυσμάτων το
οποίο παράγει τη δυαδική μορφή της θεμελιώδους λύσης.
Σημαντικό ρόλο στη θεωρία της ελαστικότητας καθώς και στα προβλήματα συνοριακών
τιμών (ΠΣΤ) που θα μελετηθούν παρακάτω, κατέχει ο επιφανειακός τελεστής τάσεων
[99], ο οποίος δίνεται από τη σχέση

T (η̂) = 2µη̂r · ∇+ λη̂r∇ ·+µη̂r ×∇× (2.20)

Στη σχέση (2.20) η̂ είναι το κανονικοποιημένο, εξωτερικό διάνυσμα που ορίζεται σε
κάθε σημείο r μίας στοιχειώδους επιφάνειας του συνόρου στο οποίο ασκείται η τάση.
Είναι προφανές ότι ο T (η̂) είναι γραμμικός διαφορικός τελεστής και εκφράζει την τάση
που εξασφαλίζει την ισορροπία του στοιχειώδους όγκου μέσα σε ένα ελαστικό μέσο.
Ο τελεστής∆⋆ του Kupradze και ο επιφανειακός τελεστής T (η̂) συνδέονται μεταξύ τους
με τους παρακάτω τύπους, γνωστοί ως τύποi Betti της γραμμικής ελαστικότητας:∫

Bi

u ·∆⋆vdυ =

∫
∂B

u · T (η̂)vds−
∫
Bi

E(u, v)dυ (2.21)

∫
Bi

u ·∆⋆udυ =

∫
∂B

u · T (η̂)uds−
∫
Bi

E(u,u)dυ (2.22)

και ∫
Bi

(u ·∆⋆v− v ·∆⋆u)dυ =

∫
∂B

(u · T (η̂)v− v · T (η̂)u)ds. (2.23)

Στις σχέσεις (2.21) και (2.22) το E είναι ένα ενεργειακό συναρτησοειδές που εκφράζει
την ενέργεια που μεταφέρεται μεταξύ των σημείων του υλικού μέσου όταν αυτά συ-
μπιέζονται και για τα διανυσματικά πεδία u = (u1, u2) και v = (v1, v2) δίνεται από τον
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τύπο

E(u, v) = (2λ+ µ)(
∂u1

∂r1

∂v1
∂r1

+
∂u2

∂r2

∂v2
∂r2

) + µ(
∂u1

∂r2

∂v1
∂r2

+
∂u2

∂r1

∂v2
∂r1

)

+ λ(
∂u1

∂r1

∂v2
∂r2

+
∂u2

∂r2

∂v1
∂r1

) + µ(
∂u1

∂r2

∂v2
∂r1

+
∂u2

∂r1

∂v1
∂r2

). (2.24)

Αν στην (2.24) θέσουμε v = u, τότε μετά από πράξεις καταλήγουμε στη σχέση:

E(u,u) = µ
[
(
∂u1

∂r2
)2 + (

∂u2

∂r1
)2
]
+ 2λ

∂u1

∂r2

∂u2

∂r1

+(λ+ µ)
[
(
∂u1

∂r1
)2 + (

∂u2

∂r2
)2
]
+ µ(divu)2. (2.25)

Αξίζει να σημειωθεί ότι το συναρτησιακό E είναι ένα διγραμμικό και φραγμένο, διαφο-
ρικό ενεργειακό συναρτησιακό [4].

2.3 Τα Προβλήματα Συνοριακών Τιμών της Γραμμικής
Ελαστικότητας

Σε αυτήν την ενότητα αρχικά δίνουμε τους ορισμούς της εσωτερικής και εξωτερικής
ομαλής λύσης της φασματικής εξίσωσης Navier. Έπειτα περιγράφουμε τα βασικά είδη
προβλημάτων συνοριακών τιμών, παρουσιάζουμε τη μαθηματική μοντελοποίηση των
προβλημάτων σκέδασης από αυτά και τέλος ορίζουμε την έννοια της καλής τοποθέτη-
σης.
Σε ό,τι ακολουθεί θα θεωρήσουμε ότι η επαφή του σκεδαστή με το ελαστικό μέσο που
τον περιβάλλει είναι συνεχής σε κάθε χρονική στιγμή, καθώς και ότι το πεδίο μετατο-
πίσεων u με το πεδίο των τάσεων Tu συνδέονται συνεχώς δια μέσου του συνόρου.
Θεωρούμε ένα ανοιχτό, συνεκτικό υποσύνολο Bi του R2 με λείο σύνορο Γ κλάσης C2

το οποίο θα καλείται εσωτερικό. Επίσης, ορίζουμε ως εξωτερικό σύνολο Be, όταν το
σύμπληρωμα του R2 \ B̄i είναι φραγμένο με B̄i = Bi ∪ Γ. Το σύνορο Γ του πεδίου θα
θεωρείται ότι αποτελεί μία επιφάνεια Lyapunov. Δίνουμε τον κάτωθι ορισμό.

Ορισμός 2.3.1 Επιφάνεια Lyapunov.
Θεωρούμε μία λεία επιφάνεια Y ⊆ R2. Θα την καλούμε Lyapunov αν και μόνον αν
ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες.
1. Η Y είναι πεπερασμένη.
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2. Η Y είναι κλειστό υποσύνολο του R2.
3. Σε κάθε σημείο της Y ορίζεται μοναδικό εφαπτομενικό επίπεδο.
4. Για κάθε r, r0 ∈ Y υπάρχουν σταθερές α και β που ικανοποιούν την

ω < α |r− r0|β, 0 < β ≤ 1 (2.26)

με ω να είναι η γωνία που σχηματίζουν τα κάθετα διανύσματα στα r, r0 της Y .
5. Για κάθε παράλληλη ευθεία (ε) στη κάθετη ευθεία της Y σε κάθε r ∈ Y ορίζεται ρ > 0,
σταθερό για κάθε r ∈ Y , έτσι, ώστε η (ε) να τέμνει το πολύ σε ένα σημείο το υποσύνολο
της Y , όπου r ∈ Y και περιέχεται στον άπειρο κύλινδρο με ακτίνα ρ και άξονα παράλληλο
στο κάθετο διάνυσμα της Y στο σημείο r ∈ Y .

Επίσης, παραθέτουμε τους παρακάτω ορισμούς.

Ορισμός 2.3.2 Κάθε διανυσματική συνάρτηση u ∈ C2(Bk)∩C1(B̄k) k = i, e που ικανο-
ποιεί σημειακά τη σχέση (2.15) στο Bk θα λέγεται εσωτερική ομαλή λύση της φασματικής
εξίσωσης Navier, αν k = i, και εξωτερική ομαλή λύση αν k = e. Επιπλέον, η εξωτερική
λύση ικανοποιεί τις λεγόμενες συνθήκες ακτινοβολίας

lim
|r|→∞

√
r
[ ∂
∂r

uℓ(r)
r

− ikpuℓ(r)
]
= 0, (2.27)

όπου ℓ = p, s και r = |r|.

Τα όρια στην (2.27) θεωρούνται ομοιόμορφα ως προς όλες τις διευθύνσεις r̂ =
r
|r|

και

up, us το διαμήκες και το εγκάρσιο μέρος του πεδίου μετατοπίσεων u αντίστοιχα. Οι
συνθήκες ακτινοβολίας (2.27) γεωμετρικά εκφράζουν την εξασθένιση του σκεδασμέ-
νου πεδίου όταν |r| → ∞ (αποκλίνων χαρακτήρας σκεδασμένου κύματος).
Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τα βασικά προβλήματα συνοριακών τιμών της γραμμι-
κής ελαστικότητας που αφορούν την εξίσωση Navier (2.15) σε χωρία όπως αυτά που
περιγράψαμε παραπάνω.
1.Πρόβλημα Dirichlet
Αναζητούμε ομαλή λύση u εσωτερική ή εξωτερική της (2.15) τέτοια ώστε

u(r) = f(r), στο Γ, (2.28)

όπου f ∈ C1(Γ) δοθείσα διανυσματική συνάρτηση και σύνοροΓ μία επιφάνεια Lyapunov.
2.Πρόβλημα Neumann
Αναζητούμε ομαλή λύση u της (2.15) τέτοια ώστε

Tu(r) = g(r), στο Γ, (2.29)
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όπου T είναι ο γνωστός επιφανειακός τελεστής τάσεων και g ∈ C1(Γ) μία εκ των προ-
τέρων γνωστή συνάρτηση.
3.Πρόβλημα Διαπερατού σώματος
Αναζητούμε διανυσματικές συναρτήσεις ue και ui, οι οποίες ικανοποιούν το κάτωθι πρό-
βλημα συνοριακών τιμών

∆⋆
kuk(r) + ρkω

2uk(r) = 0, στο Bk, k = i, e (2.30)

ue(r) = ui(r), στο Γ (2.31)

Teue(r) = Tiui(r), στο Γ (2.32)

όπου οι δείκτες i, e δηλώνουν εσωτερικό και εξωτερικό πεδίο μετατοπίσεων αντίστοιχα
για τα χωρία Bi και Be. και σύνορο Γ να είναι μία επιφάνεια Lyapunov.
4.Εσωτερικό Μεικτό Πρόβλημα
Αναζητούμε διανυσματική συνάρτηση u τέτοια ώστε

(∆⋆ + ρω2)u(r) = 0, στο B, (2.33)

u(r) = 0, στο ΓD (2.34)

Tu(r) + iωcu(r) = 0, στο ΓI , (2.35)

όπου ∆⋆ είναι ο τελεστής Kupradze, ρ η πυκνότητα μάζας, ω η γωνιακή ταχύτητα και
c η σταθερά εμπέδησης του υλικού. Τα ΓD, ΓI είναι ξένα μεταξύ τους υποσύνολα του
συνόρου Γ = ΓI ∪ Π ∪ ΓD όπου Π είναι τα κοινά σημεία συσσώρευσης των ΓD, ΓI

(βλέπε σχήμα).
Προβλήματα που συνδυάζουν παραπάνω από μία συνοριακές συνθήκες, όπως το πρό-
βλημα (2.33)-(2.35) ονομάζονται μεικτά προβλήματα συνοριακών τιμών. Αντικείμενο
μελέτης της παρούσας διδακτορικής διατριβής θα αποτελέσει ένα τέτοιο μεικτό πρό-
βλημα σε χωρίο Bi του οποίου το σύνορο διέπεται από μία συνθήκη Dirichlet και μία
συνθήκη εμπέδησης (impedance).

2.4 Τα Προβλήματα Σκέδασης και η Καλή Τοποθέτηση
αυτών

Μία από τις σημαντικότερες κατηγορίες κυματικής είναι τα προβλήματα σκέδασης τα
οποία μελετούν την ανομοιογένεια ή/και την ασυνέχεια του μέσου στο οποίο διαδίδο-
νται τα κυματικά πεδία. Η ασυνέχεια δημιουργείται από την ύπαρξη εμποδίου, το οποίο
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ΓI ΓD

usct

B
B0

C

usct

n̂

n̂

uinc
r0

Σχήμα 2.1: Το μεικτό πρόβλημα σκέδασης

καλούμε σκεδαστή, εντός του μέσου διάδοσης.
Σε ό,τι ακολουθεί θεωρούμε ότι ένα ομογενές, ισότροπο μέσο καταλαμβάνει τονR2. Για
το υλικό αυτό θεωρούμε, ακόμα, ότι δεν εμποδίζει τα εγκάρσια και διαμήκη ελαστικά
πεδία να διαδοθούν στο εσωτερικό του ανεξάρτητα, με διακεκριμένη φασική ταχύτητα.
Τα εγκάρσια και τα διαμήκη ελαστικά πεδία παύουν να διαδίδονται ανεξάρτητα όταν το-
ποθετηθεί σκεδαστής εντός του μέσου διάδοσης, με διαφορετικές σταθερές Lamé από
αυτές του μέσου διάδοσης. Όποια και αν είναι η σύνθεση του προσπίπτοντος κυματικού
πεδίου το σκεδασμένο κυματικό πεδίο που προκύπτει αποτελεί γραμμικό συνδυασμό
εγκάρσιου και διαμήκους κυματικού πεδίου.
Ακριβώς, όπως και στην προηγούμενη ενότητα, θεωρούμε Bi ⊆ R2 εσωτερικό, φραγ-
μένο και συνεκτικό χωρίο με φραγμένο, κλειστό σύνορο Γ = ∂B, το οποίο αποτελεί
επιφάνεια Lyapunov. Θεωρούμε ακόμα το εξωτερικό χωρίοBe = R2 \ B̄i, και συμβολί-
ζουμε την κλειστή θήκη B̄i = Bi ∪ ∂B. Θεωρούμε ότι το Be περιέχεται σε ένα άπειρο,
ισότροπο και ομογενές ελαστικό μέσο, με σταθερές Lamé λe, µe και πυκνότητα ρe, ενώ
το Bi καταλαμβάνεται από ελαστικό μέσο με σταθερές Lamé λi, µi και πυκνότητα ρi.
Θεωρούμε ότι ισχύουν οι ισχυρές συνθήκες ελλειπτικότητας:

µℓ > 0 και λℓ + 2µℓ > 0, για ℓ = i, e. (2.36)

Οι συνθήκες (2.36) είναι απαραίτητο να ικανοποιούνται προκειμένου να είναι δυνατή η
ταυτόχρονη διάδοση διαμήκων και εγκάρσιων κυματικών πεδίων.
Εφαρμόζουμε το θεώρημα αναπαράστασης Helmholtz για το κυματικό πεδίο των μετα-
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τοπίσεων u(r)
(∆⋆

ℓ + ρkω
2)u(r) = 0, όπου ℓ = i, e. (2.37)

Εκφράζουμε το προσπίπτον διαμήκες κυματικό κυματικό πεδίο στην ακόλουθη μορφή

uinc,ρr0 (r) = d̂eikse d̂·r, r ∈ Be (2.38)

όπου r0 η θέση της πηγής και d̂ = (cos θ, sin θ), r = (r cosϕ, r sinϕ).
Στην περίπτωση όπου το προσπίπτον κυματικό πεδίο είναι εγκάρσιο (S), θα είναι της
μορφής SV ή SH. Εάν το προσπίπτον κυματικό πεδίο είναι SV-εγκαρσίο, θα έχει τη
μορφή

uinc,sr0 (r) = θ̂d̂e
ikse d̂·r, r ∈ Be, (2.39)

όπου με θ̂d̂ συμβολίζουμε το μοναδιαίο διάνυσμα πόλωσης (δηλαδή, θ̂d̂ · d̂ = 0).
Εάν το προσπίπτον κυματικό πεδίο είναι SH-εγκάρσιο θα έχει τη μορφή

uincr0 (r) = α̂eikse d̂·r, r ∈ Be, (2.40)

όπου με α̂ συμβολίζουμε το μοναδιαίο, κάθετο στην αρχή των αξόνων διάνυσμα. Αξί-
ζει να σημειωθεί ότι το προσπίπτον, διαδιδόμενο SH-εγκάρσιο κυματικό πεδίο αποτελεί
βαθμωτό μέγεθος και η διάδοσή του γίνεται παράλληλα στο α̂ διάνυσμα.
Μόλις το διαδιδόμενο κυματικό πεδίο προσκρούσει στο σκεδαστή δημιουργείται το σκε-
δασμένο κυματικό πεδίο usct, τότε το πεδίο των ολικών μετατοπίσεων utot είναι μία
υπέρθεση του προσπίπτοντος και του σκεδασμένου πεδίου

utotk = uincr0,k + usctk , k = i, e. (2.41)

Σε όλα τα προβλήματα σκέδασης που αφορούν την ακουστική, τον ηλεκτρομαγνητισμό
ή την ελαστικότητα κάνουμε την παραδοχή ότι υπάρχει συνεχής και άμεση επαφή του
σκεδαστή με το περιβάλλον του ελαστικού μέσου σε κάθε χρονική στιγμή, προκειμένου
διά μέσου του συνόρου τα πεδία των μετατοπίσεων και των τάσεων να χαρακτηρίζονται
από συνέχεια. Εν συνεχεία παραθέτουμε ορισμένες από τις πιο γνωστές συνοριακές συν-
θήκες.
1.Σκληρός σκεδαστής (rigid body)

utote (r) = 0, r ∈ Γ. (2.42)

2.Κοιλότητα (cavity)
T (r)
e utot(r) = 0, r ∈ Γ. (2.43)
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Αξίζει να σημειωθεί ότι στις περιπτώσεις του σκληρού σκεδαστή και της κοιλότητας
δεν είναι δυνατή η διάδοση του κυματικού πεδίου στο εσωτερικό του σκεδαστή.
3.Διαπερατός σκεδαστής (transmission problem)

utote (r) = utoti , r ∈ Γ (2.44)

Teutote (r) = Tiui(r), r ∈ Γ (2.45)

4.Μεικτός σκεδαστής

∆⋆ + ρ(r)ω2utot(r) = 0, r ∈ B

utot(r) = 0, r ∈ ΓD

Tutot(r) + iωcutot(r) = 0, r ∈ ΓI ,

όπου∆⋆ ο τελεστής Kupradze, T ο φυσικός τελεστής τάσεων, ρ είναι η πυκνότητα μάζας
του υλικού, ω είναι η γωνιακή ταχύτητα, c είναι η σταθερά εμπέδησης του υλικού και
Γ = ΓD ∪ Π ∪ ΓI ακριβώς όπως και στην προηγούμενη ενότητα. Αξίζει να σημειωθεί
ότι οι Kupradze [70] και Arens [5] διατύπωσαν τις ακόλουθες συνθήκες ακτινοβολίας.

lim
r→∞

uℓ(r) = 0

lim
r→∞

√
r(
uℓ(r)
∂r

− ikℓuℓ(r) = 0,

όπου ℓ = p, s, r = |r| για το διαμήκες και το εγκάρσιο κυματικό πεδίο, οι οποίες ικανο-
ποιούνται ομοιόμορφα προς όλες τις διευθύνσεις του r.
Τα επίπεδα και τα σφαιρικά κύματα υπό την μορφή γραμμικού τους συνδυασμού μπο-
ρούν να εκφράσουν οποιαδήποτε άλλη κυματική μορφή. Όλα τα προβλήματα που δια-
τυπώσαμε παραπάνω μπορούν να εκφραστούν με ισοδύναμες ολοκληρωτικές μορφές
όπως περιγράφουμε στην ακόλουθη ενότητα.

2.5 ΟιΟλοκληρωτικέςΑναπαραστάσεις, ταΠλάτηΣκέ-
δασης και τα Δυναμικά Απλού και Διπλού Στρώμα-
τος

Η ολοκληρωτική αναπαράσταση της εσωτερικής και εξωτερικής ομαλής λύσης της εξί-
σωσης (2.15) είναι

ℓ(r)u(r) =
∫
Γ

[Γ̃(r, r0) · T (r0)u(r0)− T (r0)Γ̃(r, r0) · u(r0)]ds(r0), (2.46)

24



όπου για την εσωτερική λύση έχουμε

ℓ(r) =


1, r ∈ Bi,
1

2
, r ∈ Γ,

0, r ∈ Be

(2.47)

ενώ για την εξωτερική λύση έχουμε

ℓ(r) =


0, r ∈ Bi,

−1

2
, r ∈ Γ,

−1, r ∈ Be.

(2.48)

Στη σχέση (2.46) η Γ̃(r, r0) είναι η θεμελιώδης λύση της (2.15) και T (r0) η δράση του
επιφανειακού τελεστή τάσεων που δίνεται από την (2.20) και προέκυψε με την εφαρ-
μογή του τρίτου τύπου Betti, που δίνεται από την (2.23) για τις συναρτήσεις Γ̃ και u. Οι
ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις αποτελούν ένα εξαιρετικά χρήσιμο εργαλείο για την
θεωρητική μελέτη και την προσεγγιστική επίλυση των προβλημάτων σκέδασης.
Στη συνέχεια ψάχνουμε να βρούμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά του σκεδασμένου
πεδίου για την εξωτερική ομαλή λύση u, που δίνεται από τη σχέση (2.46). Για να το
επιτύχουμε αυτό υπολογίζουμε πρώτα την ασυμπτωτική μορφή της θεμελιώδους λύσης
Γ̃ και της Γ̃, όταν r → ∞, όπου το πρώτο όρισμα αφορά το διάνυσμα στο σημείο πα-
ρατήρησης και το δεύτερο το διάνυσμα της θέσης της πηγής.
Με τη βοήθεια της σχέσης (2.17) και χρησιμοποιώντας ασυμπτωτικές εκφράσεις για τις
συναρτήσεις Hankel H(1)

(0) προκύπτουν οι [57]

Γ̃p(r, r0) =
i+ 1

4µ
√

πkp
e−ikpr̂·r̂

′
0 r̂⊗ r̂

eikpr√
r

+O(r−3/2), r → ∞ (2.49)

και

Γ̃s(r, r0) =
i+ 1

4µ
√
πks

e−iksr̂·r̂0(Ĩ − r̂⊗ r̂)
eiksr√

r
+O(r−3/2), r → ∞ (2.50)

όπου Ĩ = r̂ ⊗ r̂ + θ̂ ⊗ θ̂ το ταυτοτικό δυαδικό. Μέσω του πίνακα (r̂ ⊗ r̂) εκφράζεται
η ακτινική συμπεριφορά του διαμήκους τμήματος Γ̃p(r, r0) μακρυά από τον σκεδαστή,
ενώ ο πίνακας (Ĩ− r̂⊗ r̂) εκφράζει τον εφαπτομενικό χαρακτήρα του εγκάρσιου τμήμα-
τος Γ̃s(r, r0) στην περιοχή της ακτινοβολίας. Υπολογίζοντας πρώτα τις ασυμπτωτικές
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μορφές των τις ασυμπτωτικές μορφές των∇r0 × Γ̃ και T (r0)Γ̃ [99] και χρησιμοποιώντας
τη σχέση

Γ̃(r, r0) = Γ̃p(r, r0) + Γ̃s(r, r0), καθώς r → ∞

βρίσκουμε ότι [99]

T (r0)Γ̃(r, r0) = 2µη̂ · ∇r0Γ̃(r, r0) + λη̂∇r0 · Γ̃(r, r0) + µη̂ ×∇r0 × Γ̃(r, r0)

= −η̂′ · (λĨ + 2µr̂⊗ r̂)× r̂
i+ 1

4µ
√

πkp
ikpe

−ikpr̂·r̂0 e
ikpr

√
r

− µ[2(η̂′ · r̂)θ̂ + η̂′ × (r̂× θ̂)]⊗ θ̂ i+ 1

4µ
√
πks

ikse
−iksr̂·r̂0 e

iksr

√
r

+O(r−3/2), r → ∞. (2.51)

Αν στη σχέση (2.51) πάρουμε συστολή από αριστερά με ολικό πεδίο μετατοπίσεων utot,
τότε μετά από πράξεις καταλήγουμε στη σχέση

utot(r0) · T (r0)Γ̃(r, r0) = kp(utot(r0)⊗ η̂′) :
(λĨ + 2µr̂× r̂

4µ

)
e−ikpr̂·r̂0H

(1)
(0) (kpr)r̂

+ ks[2(utot(r0)× η̂′) · (r̂× θ̂)]e−iksr̂·r̂0H
(1)
(0) (ksr)θ̂

+O(r−3/2), καθώς r → ∞. (2.52)

Με αντικατάσταση των (2.49), (2.50) και (2.52) στην ολοκληρωτική αναπαράσταση
(2.46) καταλήγουμε στην ακόλουθη ασυμπτωτική μορφή

usct(r; d̂,α) = up∞(r̂; d̂,α)
eikpr√

r
+ us∞(r;d,α)

eiksr√
r

+O(r−3/2), καθώς r → ∞,

(2.53)
όπουα = d̂ ή θ̂d. Στη σχέση (2.53) τα up∞(r̂; d̂,α), us∞(r;d,α) καλούνται πλάτη σκέδα-
σης, όπου το πρώτο όρισμά τους είναι το μοναδίαιο διάνυσμα στο σημείο παρατήρησης,
το δεύτερο είναι το διάνυσμα διάδοσης και το τρίτο το διάνυσμα πόλωσης που δηλώ-
νει την εξάρτηση των πλατών σκέδασης από αυτές τις διυθύνσεις. Τα πλάτη σκέδασης
είναι εξαιρετικά σημαντικές συναρτήσεις, διότι, μας παρέχουν χρήσιμες πληροφορίες
που αφορούν τον σκεδαστή στην περιοχή της ακτινοβολίας.
Ενδεικτικά, δίνουμε τις σχέσεις των πλατών σκέδασης για το πρόβλημα Dirichlet [99]

up∞(r̂; d̂,α) =
i+ 1

4µ
√
πkp

e

r̂⊗ r̂ ·
∫
∂B

e−ikpe r̂·r0T (r0)
e utote (r0)ds(r0) (2.54)
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και

us∞(r̂; d̂,α) =
i+ 1

4µ
√

πks
e

(Ĩ − r̂⊗ r̂) ·
∫
∂B

e−ikse r̂·r0T (r0)
e utote (r0)ds(r0). (2.55)

Στο τέλος αυτής της ενότητας θα περιγράψουμε τα προβλήματα σκέδασης μέσω ολο-
κληρωτικών εξισώσεων. Για να το επιτύχουμε αυτό θα ορίσουμε κάποιους συνοριακούς
ολοκληρωτικούς τελεστές που είναι γνωστοί ως δυναμικά απλού και διπλού στρώματος.
Θεωρούμε μία Hölder συνεχής διανυσματική συνάρτηση πυκνότητας g ορισμένη στο Γ
και ορίζουμε τον συνοριακό ολοκληρωτικό τελεστή

(Skg)(r) :=
∫
Γ

Γ̃k(r, r0) · g(r)ds(r0), r ∈ R2, k = i, e (2.56)

Η σχέση (2.56) μας δίνει το καλείται δυναμικό απλού στρώματος, το οποίο αποτελεί
μία συνεχή παντού λύση της φασματικής εξίσωσης Navier που ικανοποιεί τις συνθήκες
ακτινοβολίας (2.27). Επίσης ορίζουμε ανάλογα το δυναμικό διπλού στρώματος ως εξής

(Dkg)(r) :=
∫
Γ

T
(r0)
k Γ̃k(r, r0) · g(r0)ds(r0), r ∈ R2, k = i, e. (2.57)

Η συνάρτηση (Dkg) είναι και αυτή μία συνεχής παντού λύση της φασματικής εξίσωσης
Navier, ικανοποιεί τις συνθήκες ακτινοβολίας και δεν είναι συνεχής στο σύνορο.
Ακολουθούν κάποιοι βοηθητικοί, συνοριακοί, ολοκληρωτικοί τελεστές ως κάτωθι,

(Kkg)(r) :=
∫
Γ

T
(r)
k Γ̃k(r, r0) · g(r0)ds(r0), r ∈ Γ, k = i, e (2.58)

και
(K⋆

kg)(r) :=
∫
Γ

T
(r)
k Γ̃k(r, r0) · g(r0)ds(r0), r ∈ Γ, k = i, e, (2.59)

οι οποίοι είναι ανώμαλοι σύμφωνα με την πρωτεύουσα κατάCauchy τιμή (Cauchy princioal
value, CPV ).
ΟK⋆ συμβολίζει τον L2-συζυγή τελεστή τουK. Με από υπολογισμούς προκύπτουν οι
ακόλουθες σχέσεις

[T
(r)
k (Skg)]±(r) = [(Kk ∓ I)g](r) r ∈ Γ, (2.60)

[(Dkg)]±(r) = [(K̄⋆
k ± I)g](r) r ∈ Γ, (2.61)

(Dkg)(r) = (K̄⋆
kg)(r) r ∈ Γ, (2.62)

[T (Dg)]− = [T (Dg)]+ r ∈ Γ, (2.63)
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με k = e, i, όπου ο δείκτης ‘‘ + ” αντιστοιχεί σε όριο όταν r → Γ από το Be, ενώ
αντίστοιχα ο δείκτης ‘‘− ” αντιστοιχεί σε όριο όταν r → Γ από τοBi. Σημειώνουμε ότι
ο συνοριακός ολοκληρωτικός τελεστήςK⋆ στις σχέσεις (2.61) και (2.62) συμβολίζει το
συζυγή μιγαδικό του K⋆. Οι σχέσεις (2.60)-(2.63) συναντώνται στη διεθνή βιβλιογρα-
φία ως συνθήκες διαπήδησης απλού και διπλού στρώματος. Ειδικότερα η συνθήκη (2.63)
αποτελεί το θεώρημα Lyapunov-Tauber [70].
Τα δυναμικά απλού και διπλού-στρώματος βοηθούν σημαντικά στην απόδειξη της μονα-
δικότητας της λύσης των προβλημάτων σκέδασης που περιγράψαμε στην ενότητα 2.4,
αν εκφράσουμε τα πεδία μετατόπισης ως γραμμικό συνδυασμό δυναμικών απλού και
διπλού-στρώματος. Επίσης, αναφέρουμε ότι τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος
χρησιμοποιήθηκαν στο τέταρτο κεφάλαιο της παρούσας διδακτορικής διατριβής για το
αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης.
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Κεφάλαιο 3

Το Μεικτό Πρόβλημα Σκέδασης

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε ένα ευθύ μεικτό εσωτερικό πρόβλημα σκέδασης
και αποδεικνύουμε την καλή τοποθέτησή του χρησιμοποιώντας την μεταβολική μορφή
(variational formulation) του προβλήματος. Για να κατασκευάσουμε την μεταβολική
μορφή απαιτείται να εκφράσουμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών σε μία ισοδύναμη
ολοκληρωτική. Η μέθοδος αυτή βασίζεται σε κατάλληλους συναρτησιακούς χώρους
Sobolev (βλέπετε ενότητα 3.2), με στόχο την απόδειξη της ύπαρξης, της μοναδικότητας
και της ευστάθειας ασθενούς λύσης.

3.1 Βασικές Έννοιες

Για να μελετήσουμε την μεταβολική μέθοδο χρειαζόμαστε βασικές έννοιες και ορι-
σμούς, τους οποίους και παραθέτουμε. Θεωρούμε έναν διανυσματικό χώρο Hilbert
X ⊆ R2 εφοδιασμένο με μία νόρμα ∥ · ∥ και ένα εσωτερικό γινόμενο (· , ·).

Ορισμός 3.1.1 Μια απεικόνιση a(· , ·) : X × X → C καλείται 2
3
γραμμική μορφή

(sesquilinear form) αν και μόνον αν για κάθε λ1, λ2 ∈ C και u1, u2, v ∈ X ισχύουν
οι παρακάτω σχέσεις:

• a(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1a(u1, v) + λ2a(u2, v) και

• a(v, λ1u1 + λ2u2) = λ̄1a(v, u1) + λ̄2a(v, u2)

όπου με την υπεργράμμιση ‘‘ ” συμβολίζουμε τον μιγαδικό συζυγή.
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Ορισμός 3.1.2 Μία απεικόνισηF : X → C καλείται 2
3
γραμμικό συναρτησιακό (conjugate

linear functional) αν και μόνον αν για κάθε λ1, λ2 ∈ C και u1, u2 ∈ X ισχύει η ακόλουθη
σχέση

F (λ1u1 + λ2u2) = λ̄1F (u1) + λ̄2F (u2).

Δοθέντος ενός 2
3
γραμμικού συναστησιακόυ F : X → C, μεX ⊆ R και μίας 2

3
γραμμι-

κής μορφής a(· , ·) στο X ×X , αναζητούμε u ∈ X έτσι ώστε

a(u, v) = F (v), για κάθε v ∈ X. (3.1)

Η μοναδική και ευσταθής λύση του παραπάνω προβλήματος αποδεικνύεται από το ακό-
λουθο θεώρημα το οποίο είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως Lax-Milgram [27] λήμμα.
Η ύπαρξη μοναδικής και ευσταθούς λύσης της (3.1) αποδεικνύεται από το ακόλουθο
θεώρημα.

Θεώρημα 3.1.1 Υποθέτουμε ότι η απεικόνιση a : X ×X → C είναι 2
3
γραμμική μορφή

για την οποία ορίζονται σταθερές c1, c2 > 0 έτσι ώστε

a(u, v) ≤ c1∥u∥∥v∥ για κάθε u, v ∈ X (3.2)

και
a(u, v) ≥ c2∥u∥2 για κάθε u ∈ X. (3.3)

Τότε για κάθε φραγμένο 2
3
γραμμικό συναρτησιακόF : X → C υπάρχει μοναδικό στοιχείο

u ∈ X έτσι ώστε
a(u, v) = F (v) για κάθε v ∈ X. (3.4)

Επιπλέον,
∥u∥ ≤ C∥F∥,

όπου C > 0 είναι μία σταθερά ανεξάρτητη του συναρτησιακού F .

Επιπλέον είναι απαραίτητο να ορίσουμε κάποιους χώρους λύσεων.ΩςH1(B) καιH1
loc(R2\

B̄) συμβολίζουμε τους γνωστούς χώρους Sobolev και H 1
2 (Γ) ορίζουμε το χώρο του

ίχνους. Για κάποιο Γ0 ⊂ Γ ορίζουμε τους χώρους ίχνους Sobolev

H
1
2 (Γ0) := {u

∣∣
Γ0

: u ∈ H
1
2 (Γ)}

H̃
1
2 (Γ) := {u ∈ H

1
2 (Γ) : supp(u) ⊆ Γ0},
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με supp(u) = {x ∈ H
1
2 (Γ) : u(x) ̸= 0} και τον αντίστοιχο δυϊκό χώρο H− 1

2 (Γ0) =

[H̃
1
2 (Γ0)]

′ του H̃ 1
2 (Γ0).

Επιπλέον, ορίζουμε

H1
0 (B,ΓD) := {u ∈ H1(B) : u = 0 στο ΓD}.

Όλοι οι παραπάνω χώροι είναι εφοδιασμένοι με τη νόρμα που επάγεται από τονH1(B)

και έχει τύπο
∥u∥2H1(B) := ∥u∥2L2(B) + ∥∇u∥2L2(B).

Θεώρημα 3.1.2 Θεώρημα Αναπαράστασης Riesz.
Έστω π : H → C, με H ⊆ R2 χώρο Hilbert, φραγμένο γραμμικό συναρτησιακό. Τότε
υπάρχει μοναδικό στοιχείο y ∈ H τέτοιο, ώστε π(x) =< x, y >, για κάθε x ∈ H .
Επιπλέον, ∥π∥ = ∥y∥.

Ορισμός 3.1.3 Τελεστής Lipschitz συνεχής.
Θεωρούμε ότι οι διανυσματικοί χώροι A, B είναι εφοδιασμένοι με τις μετρικές dA, dB
αντίστοιχα. Θεωρούμε τελεστή T : A → B. Ο τελεστής T θα καλείται συνεχής κατά
Lipschitz αν και μόνον αν υπάρχει θετική σταθεράM ώστε να ισχύει

dB(Tx, Ty) ≤ MdA(x, y), για κάθε x, y ∈ A.

Θεώρημα 3.1.3 Θεώρημα Lax-Milgram ([27], Θεώρημα 5.11)
Υποθέτουμε ότι η μορφή α : X ×X → C, όπουX ⊆ R2 είναι ένας χώρος Hilbert, είναι
ήμιγραμμικη (sesquilinear) για την οποία ορίζονται θετικές σταθερές c1, c2 έτσι, ώστε

α(u, v) ≤ c1∥u∥ · ∥v∥, για κάθε u, v ∈ X (3.5)

α(u,u) ≤ c2∥u∥, για κάθε u ∈ X. (3.6)

Τότε για κάθε φραγμένο, συζυγές, γραμμικό συναρτησιακό f : X → C υπάρχει μοναδικό
στοιχείο u ∈ X τέτοιο, ώστε

α(u, v) = f(v), για κάθε v ∈ X.

Επιπλέον, ισχύει ότι
∥u∥ ≤ c∥f∥,

όπου c είναι μία θετική σταθερά ανεξάρτητη του f .
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Θεώρημα 3.1.4 (Θεώρημα Ίχνους (trace theorem) [27], theorem 1.36).
Θεωρούμε απλό, συνεκτικό και φραγμένο χωρίοB ⊆ R2, με σύνορο ∂B κλάσης C2. Τότε
θα υπάρχει θετική σταθερά c τέτοια, ώστε

∥u∥
H

1
2 (∂B)

≤ c∥u∥H1(B)

για κάθε u ∈ H1(B).

Θεώρημα 3.1.5 Ανισότητα Cauchy-Schwartz ([27] theorem 1.9).
Κάθε εσωτερικό γινόμενο (·, ·) του διανυσματικού χώρου X ⊆ R2, ικανοποιεί την ακό-
λουθη ανισότητα Cauchy-Schwartz:

|(u, v)|2 ≤ (u,u)(v, v),

για κάθε u, v ∈ X .

Ορισμός 3.1.4 Αν μία ημιγραμμική μορφήα(·, ·) (sesquilinear form) ικανοποιεί την (3.5)
θα λέγεται συνεχής (continuous) ενώ αν ικανοποιεί την (3.6) θα λέγεται αυστηρά ελλει-
πτική (strictly coercive).

3.2 Η Καλή Τοποθέτηση του Προβλήματος

Θεωρούμε χωρίο B ⊆ R2 φραγμένο και απλά συνεκτικό με Lipschitz σύνορο Γ =

ΓD ∪ ΓI ∪Π = ∂B όπου ΓD και ΓI είναι ξένα μεταξύ τους και ανοιχτά υποσύνολα του
Γ και έχουν το Π ως το κοινό τους σύνορο. Το ΓD διέπεται από μία συνθήκη Dirichlet,
ενώ το ΓI από μία συνθήκη εμπέδησης (Robin).
Ευθύ πρόβλημα σκέδασης εκφρασμένο ως προς το ολικό πεδίο utot = uinc + usct που
περιγράφεται από το ακόλουθο μεικτό πρόβλημα συνοριακών τιμών (πστ):
Για δοθέν ελαστικό προσπίπτον σφαιρικό κυματικό πεδίο uincr0 , ζητείται το ολικό κυμα-
τικό πεδίο

utot = uincr0 + usct (3.7)

έτσι ώστε,

(∆⋆ + ρ(r)ω2)utot(r) = 0 στο B (3.8)

utot(r) = 0 στο ΓD (3.9)

Tutot(r) + iωcutot(r) = 0 στο ΓI , (3.10)
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όπου ∆⋆ είναι ο διαφορικός τελεστής του Kupradze (2.16) και T ο φυσικός επιφανεια-
κός τελεστής τάσεων (2.20). Η σταθερά c στη σχέση (3.10) είναι μία θετική σταθερά
εμπέδησης του υλικού και με ρ(r) στη σχέση (3.8) συμβολίζουμε την πυκνότητα μάζας
που δίνεται από τη σχέση

ρ(r) =

{
ρ0, r ∈ R2 \ B̄
ρ1, r ∈ B.

(3.11)

Για τη μελέτη του προβλήματος είναι απαραίτητο να κάνουμε τις παρακάτω υποθέσεις:

(1) Υποθέτουμε ότι η C είναι μία κλειστή καμπύλη Lipschitz που περιέχεται στοB και
ως B0 ορίζεται το εσωτερικό χωρίο που περικλείεται από την καμπύλη C.

(2) Το προσπίπτον κυματικό πεδίο uinc(r) είναι μία σημειακή πηγή τοποθετημένη στο
εσωτερικό του B, η οποία έχει τη μορφή uincr0 (r) = Γ̃(r, r0), r ∈ R2 και r0 ∈ C.

ΓI ΓD

usct

B
B0

C

usct

n̂

n̂

uinc
r0

Σχήμα 3.1: Το μεικτό πρόβλημα σκέδασης

Στη συνέχεια ορίζουμε το ακόλουθο μεικτό πρόβλημα συνοριακών τιμών

(∆⋆ + ρ1ω
2)usctr0 (r) = 0 στο B (3.12)

usct = f(r) στο ΓD (3.13)

Tusctr0 (r) + iωcusctr0 (r) = h(r) στο ΓI , (3.14)

όπου
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Λήμμα 3.2.1 Το πρόβλημα (3.12)-(3.14) είναι μία ειδική περίπτωση του προβλήματος
(3.8)-(3.10) θεωρώντας

f = −uinc στο H
1
2 (ΓD) (3.15)

και
h = −(Tuincr0 + iωcuincr0 ) στο H− 1

2 (ΓI). (3.16)

Απόδειξη.
Ισχύει ότι utot = uincr0 + usct. Επομένως,
Η σχέση (3.8) γίνεται

(∆⋆ + ρ1ω
2)(usct + uincr0 ) = 0 στο B ή

(∆⋆ + ρ1ω
2)usct + (∆⋆ + ρ1ω

2)uincr0 = 0 στο B ή

(∆⋆ + ρ1ω
2)usct = 0 στο B.

Η (3.9) γίνεται
usct = −uincr0 στο ΓD

και λόγω της σχέσης (3.15) προκύπτει άμεσα η (3.13).
Η (3.10) λόγω της γραμμικότητας του τελεστή T γίνεται

Tusctr0 + iωcusctr0 = −(Tuincr0 + iωcuincr0 ) στο ΓI .

Από την τελευταία σχέση μέσω της (3.16) προκύπτει άμεσα η σχέση (2.4). �
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε την μεταβολική μορφή του προβλήματος (3.12)-(3.14).
Θεωρούμε μία διανυσματική συνάρτηση δοκιμής (test function) ϕ ∈ H1

0 (B,ΓD). Εφαρ-
μόζουμε τον πρώτο τύπο Betti για τις συναρτήσεις usct και ϕ̄∫

B

ϕ̄ ·∆⋆usctdr =
∫
∂B

ϕ̄ · Tusctds−
∫
B

E(ϕ̄,usct)dr, (3.17)

όπου E(ϕ̄,usct) το ενεργειακό συναρτησιακό όπως ορίστηκε στη (2.24).
Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (3.12)-(3.14) με τη συζυγή συνάρτηση τηςϕ, ϕ̄, λαμ-
βάνουμε τις εξισώσεις:

ϕ̄ ·∆⋆usct = −ρ1ω
2ϕ̄ · usctr0 στο B (3.18)

ϕ̄ · usct = ϕ̄ · f στο ΓD (3.19)

ϕ̄ · Tusct = −iωcϕ̄ · usct + ϕ̄ · h στο ΓI , (3.20)
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και θεωρώντας ότι ∂B = ΓD ∪ Π ∪ ΓI , το Π αποτελεί το κοινό σύνορο των ΓD και
ΓI , αποτελείται από όλα τα σημεία συσσώρευσης των ΓD και ΓI , τα οποία δεν ανήκουν
ούτε στο ΓD ούτε στο ΓI και με ϕ̄|ΓD

= 0, έχουμε ότι∫
ΓD

ϕ̄ · Tusctds =
∫
Π

ϕ̄ · Tusctds = 0.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι i, ω, c είναι σταθερές, ανεξάρτητες της μεταβλητής ολοκλήρω-
σης, η εξίσωση (3.17) μέσω των (3.18)-(3.20), γίνεται∫

B

E [(ϕ̄,usct − ρ1ω
2ϕ̄ · usct]dr+ iωc

∫
ΓI

usct · ϕ̄ds =< h,ϕ > . (3.21)

Έτσι, αποδείξαμε ότι το πρόβλημα (3.12)-(3.14) είναι ισοδύναμο με την εύρεση ενός
usct ∈ H1(B) που θα ικανοποιεί την εξίσωση (3.21). Ως < h,ϕ > συμβολίζουμε την
απεικόνιση < h,ϕ >=

∫
ΓI
h · ϕds η οποία είναι εσωτερικό γινόμενο (η απόδειξη πα-

ραλείπεται διότι είναι τετριμμένη).
Στην ενότητα που ακολουθεί κατασκευάζουμε και χρησιμοποιούμε μία παραλλαγή της
(3.21) προκειμένου να αποδείξουμε το κεντρικό μας θεώρημα, το οποίο αφορά την καλή
τοποθέτηση του ευθέος μεικτού προβλήματος σκέδασης, σχετικά με την ύπαρξη και ευ-
στάθεια λύσης.

3.3 Η Τροποποιημένη Μεταβολική Μέθοδος στο Μει-
κτό Πρόβλημα Σκεδασης

Θα εισάγουμε κάποιους βοηθητικούς τελεστές και θα αποδείξουμε πολύ χρήσιμα λήμ-
ματα τα οποία αφορούν ιδιότητες των τελεστών αυτών. Το θεώρημα αυτό αφορά την
ύπαρξη, μοναδικότητα και συνεχή εξάρτηση από τα αρχικά δεδομένα της ασθενούς λύ-
σης του ευθέος, εσωτερικού μεικτού προβλήματος συνοριακών τιμών (3.12)-(3.14).
θεωρούμε μία διανυσματική συνάρτηση u0 ∈ H1(B) λύση της στατικής εξίσωσης
Navier ∆⋆u = 0 στο B, με u0 = f στο Γ όπου

fext|Γ =

{
f, στο ΓD

0, αλλού στο Γ
,

δηλαδή η fext είναι μία μηδενική συνεχής επέκταση της f στο Γ με την ιδιότητα

∥fext∥H 1
2 (Γ)

≤ c1∥f∥H 1
2 (ΓD)

,
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για κάποια θετική σταθερά c1. Από την τελευταία ανισότητα καταλήγουμε στην σχέση

∥u0∥H1(B) ≤ c′1∥u0∥H 1
2 (Γ)

= c1∥fext∥H 1
2 (Γ)

≤ c2∥fext∥H 1
2 (ΓD)

= c2∥f∥H 1
2 (ΓD)

,

όπου c′1, c1, c2 είναι θετικές σταθερές, δηλαδή,

∥u0∥H1(B) ≤ c2∥f∥H 1
2 (ΓD)

. (3.22)

Θεωρούμε τώρα μία νέα διανυσματική συνάρτησηw ∈ H1(B) έτσι ώστεw = usct−u0.
Μετά από υπολογισμούς και χρησιμοποιώντας ότι ∆⋆u0 = 0 στο B βρίσκουμε ότι η w
ικανοποιεί το κάτωθι πρόβλημα συνοριακών τιμών

(∆⋆ + ρ1ω
2)w = −ρ1ω

2u0 στο B (3.23)

T (r)w+ iωcw = h− (Tu0 + iωcu0) στο ΓI (3.24)

w = 0 στο ΓD. (3.25)

Με τη χρήση της w θα κατασκευάσουμε την τροποποιημένη μεταβολική μορφή της
(3.21). Από τον ορισμό της w προκύπτει άμεσα ότι usct = w+ u0, αντικαθιστώντας το
σκεδασμένο πεδίο στην (3.21) και λαμβάνοντας υπόψη ότι το συναρτησιακό E είναι μία
διγραμμική μορφή καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση∫

B

[E(ϕ̄,w)− ρ1ω
2ϕ̄ · w]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄ds

=< h,ϕ > −
∫
B

E(ϕ̄,u0)dr+
∫
B

ρ1ω
2ϕ̄ · u0dr− iωc

∫
ΓI

u0 · ϕ̄ds (3.26)

Με την βοήθεια του πρώτου τύπου Betti για τα πεδία ϕ̄ και w στο χωρίο B, έπειτα από
κάποιες πράξεις [49] προκύπτει ότι∫

B

E(ϕ̄,u0)dr =
∫
ΓI

ϕ̄ · Tu0ds. (3.27)

Η σχέση (3.26) μέσω της (3.27) δίνει∫
B

[E(ϕ̄,w)− ρ1ω
2ϕ̄ · w]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄ds

=< h,ϕ > −
∫
ΓI

(Tu0 + iωcu0) · ϕ̄ds+
∫
B

ρ1ω
2u0 · ϕ̄dr (3.28)
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Η εξίσωση (3.28) είναι η τροποποιημένη μορφή της μεταβολικής εξίσωσης (3.21). Ορί-
ζουμε τώρα τους ακόλουθους τελεστές:

a(w,ϕ) :=
∫
B

[E(ϕ̄,w)− ρ1ω
2ϕ̄ · w]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄ds (3.29)

ℓ(ϕ) :=< h,ϕ > −
∫
ΓI

(Tu0 + iωcu0) · ϕ̄ds+
∫
B

ρ1ω
2u0 · ϕ̄dr (3.30)

a1(w,ϕ) :=
∫
B

[E(ϕ̄,w) + w · ϕ̄]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄ds (3.31)

a2(w,ϕ) :=
∫
B

(−ρ1ω
2 − 1)w · ϕ̄dr. (3.32)

Εύκολα φαίνεται ότι για το αριστερό μέλος της (3.28) έχουμε,

a(w,ϕ) = a1(w,ϕ) + a2(w,ϕ).

Από τις σχέσεις (3.29)-(3.30) είναι φανερό ότι

a(w,ϕ) = ℓ(ϕ),

όπου ℓ(ϕ) μία γραμμική, φραγμένη και συζυγής συνάρτηση.
θα αποδείξουμε ότι ο τελεστής a είναι 2

3
-γραμμική μορφή (sesquilinear form). Πράγ-

ματι, αν θεωρούμε x, y ∈ H1(B), ξ, µ ∈ C και τις συναρτήσεις δοκιμής ϕ,ϕ1,ϕ2 ∈
H1

0 (B,ΓD), τότε [21]

a(ξx+ µy,ϕ) = ξ{
∫
B

[E(ϕ̄, x)− ρ1ω
2x · ϕ̄]dr+ iωc

∫
ΓI

x · ϕ̄ds}

+ µ{
∫
B

[E(ϕ̄, y)− ρ1ω
2y · ϕ̄]dr+ iωc

∫
ΓI

y · ϕ̄ds} = ξa(ξ,ϕ) + µa(y,ϕ),

a(w, ξϕ1 + µϕ2) = ξ̄{
∫
B

[E(ϕ̄1,w)− ρ1ω
2w · ϕ̄1]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄1ds}

+ µ̄{
∫
B

[E(ϕ̄2,w)− ρ1ω
2w · ϕ̄2]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄2ds} = ξ̄a(w,ϕ1) + µ̄a(w,ϕ2).

Επομένως, το συναρτησιακό a είναι 2
3
-γραμμική μορφή (sesquilinear form) άρα και το ℓ

επίσης.Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι τα συναρτησιακά a1, a2 είναι 23 -γραμμική
μορφή (sesquilinear forms).
Το συναρτησιακό a2 είναι φραγμένο, έχουμε

|a2(w,ϕ)| = |
∫
B

(−ρ1ω
2 − 1)w · ϕ̄dr|.
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Μέσω της ανισότητας Cauchy-Schwartz η τελευταία σχέση γίνεται:

|a2(w,ϕ)| ≤ C ′∥w∥L2(B) · ∥ϕ∥L2(B),

όπου C ′ = | − ρ1ω
2 − 1| ∈ R μία θετική σταθερά. Διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε

το κάτωθι λήμμα.

Λήμμα 3.3.1 Το συναρτησιακό a1 που δίνεται από τη σχέση (3.31) είναι φραγμένο, δη-
λαδή υπάρχει θετική σταθερά C τέτοια, ώστε

|a1(w,ϕ)| ≤ C∥w∥H1(B)∥ϕ∥H1(B).

Απόδειξη.
Από τη σχέση (3.31) έχουμε:

|a1(w,ϕ)| = |
∫
B

[E(ϕ̄,w) + w · ϕ̄]dr+ iωc

∫
ΓI

w · ϕ̄ds|.

Στην τελευταία σχέση εφαρμόζουμε την ανισότηταCauchy-Schwartz, λαμβάνοντας υπόψη
ότι το E είναι ένα διγραμμικό, φραγμένο συναρτησιακό και ότι ισχύει η νορμική σχέση
∥ · ∥L2(B) ≤ ∥ · ∥H1(B), έχουμε

a1(w,ϕ) ≤ c1∥w∥H1(B)∥ϕ∥H1(B) + ∥w∥L2(B) · ∥ϕ∥L2(ΓI) (3.33)

όπου c1, c2 είναι κάποιες θετικές σταθερές.
Επίσης, υπάρχουν σταθερές c21 > 0, c22 > 0 τέτοιες, ώστε

∥w∥L2(ΓI) ≤ c21∥w∥H 1
2 (ΓI)

∥ϕ∥L2(ΓI) ≤ c22∥ϕ∥H 1
2 (ΓI)

.

Εφόσον ϕ ∈ H1
0 (B,ΓD) ισχύει ότι ϕ = 0 στο ΓD ∪ Π, επομένως

c21∥w∥H 1
2 (ΓI)

c2∥ϕ∥H 1
2 (ΓI)

= c21c22∥w∥H 1
2 (Γ)

∥ϕ∥
H

1
2 (Γ)

.

Μέσω της τελευταίας σχέσης, η (3.33) γίνεται

|a1(w,ϕ)| ≤ C̃(∥w∥H1(B)∥ϕ∥H1(B) + ∥w∥
H

1
2 (Γ)

∥ϕ∥
H

1
2 (Γ)

(3.34)

όπου C̃ = max{c1, c21, c22} είναι κάποια θετική πραγματική σταθερά. Το trace theorem
(θεώρημα ίχνους) εξασφαλίζει την ύπαρξη θετικών πραγματικών σταθερών c31, c32 τέ-
τοιων ώστε

∥w∥
H

1
2 (Γ)

≤ c31∥w∥H1(B)

38



∥ϕ∥
H

1
2 (Γ)

≤ c32∥ϕ∥H1(B).

Συνεπώς, η σχέση (3.34) γίνεται

|a1(w,ϕ)| ≤ C∥w∥H1(B)∥ϕ∥H1(B),

όπου C = C̃ + C̃c31c32 είναι κάποια θετική σταθερά. �

Λήμμα 3.3.2 Το συναρτησιακό a1 που δίνεται από την (3.31) είναι ελλειπτικό (strictly
coercive), δηλαδή, υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

|a1(w,w)| ≥ c∥w∥2H1(B).

Απόδειξη.
Παίρνοντας τον ολοκληρωτικό τελεστή a1(w,ϕ) που δίνεται από την (3.31) και θέτο-
ντας ϕ = w έχουμε:

a1(w,w) =
∫
B

(E(w,w) + w · w̄)dr+ iωc

∫
ΓI

w · w̄ds

=

∫
B

{λ|∇ · w|2 + µ(
∂w1

∂r2
+

∂w1

∂r1
)2 + (λ+ µ)[(

∂w1

∂r1
)2 + (

∂w2

∂r2
)2] + w · w̄}dr

+ iωc∥w∥2L2(ΓI)
(3.35)

όπου στις πράξεις μας έχουμε θεωρήσει ότιw = (w1, w2). Τελικά, και επειδή το E(w,w)
είναι μη-αρνητικό από την παραπάνω καταλήγουμε στην

|a1(w,w)| =
∣∣ ∫

B

[λ|∇ · w|2 + |w|2]dr+M + iωc∥w∥2L2(ΓI)

∣∣, (3.36)

όπου
M =

∫
B

{µ(∂w1

∂r2
+

∂w2

∂r1
)2 + (λ+ µ)[(

∂w1

∂r1
)2 + (

∂w2

∂r2
)2]}dr. (3.37)

Από τον ορισμό του μιγαδικού μέτρου και επειδή το δεξί μέλος της σχέσης (3.36) έχει
θετικές ποσότητες, καταλήγουμε στην

|a1(w,w)| ≥
∣∣λ{∫

B

|∇ · w|2dr+
∫
B

|w|2dr}
∣∣.

Αν συμβολίσουμε ως c = min{λ, 1} (που είναι μία θετική σταθερά) λαμβάνουμε

|a1(w,w)| ≥ c{∥∇ · w∥2L2(B) + ∥w∥2L2(B).
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Από τον ορισμό της νόρμας ∥w∥2H1(B) η τελευταία σχέση γίνεται

|a1(w,w)| ≥ c∥w∥2H1(B), για κάποια θετική σταθερά c.

�

Λήμμα 3.3.3 Το συναρτησιακό ℓ(ϕ) είναι φραγμένο.

Απόδειξη.
Χρησιμοποιώντας την σχέση (3.30) έχουμε:

|ℓ(ϕ)| =
∣∣ < h,ϕ > −

∫
ΓI

(Tu0 + iωcu0) · ϕ̄ds+
∫
B

ρ1ω
2u0 · ϕ̄dr

∣∣.
Λόγω της τριγωνικής ανισότητας και της ανισότητας Cauchy-Schwartz έχουμε

|ℓ(ϕ)| ≤
( ∫

ΓI

h · h̄ds
)1/2( ∫

ΓI

ϕ̄ · ϕ̄ds
)1/2

+
( ∫

ΓI

Tu0 · Tu0ds
)1/2( ∫

ΓI

ϕ̄ · ϕ̄ds
)1/2

+ |iωc|
( ∫

ΓI

u0 · ū0ds
)1/2( ∫

ΓI

ϕ̄ · ϕ̄ds
)1/2

+ |ρ1ω2|
( ∫

B

u0 · ū0ds
)1/2( ∫

B

ϕ̄ · ϕ̄ds
)1/2

.

Η τελευταία ανισότητα μέσω της ιδιότητας των νορμών ∥ · ∥L2 ≤ ∥ · ∥Hp μας δίνει

|ℓ(ϕ)| ≤ ∥h∥
H− 1

2 (Γ)
∥ϕ∥

H− 1
2 (Γ)

+ ∥Tu0∥H− 1
2 (Γ)

∥ϕ∥
H− 1

2 (Γ)

+ |iωc|∥u0∥H− 1
2 (Γ)

∥ϕ∥
H− 1

2 (Γ)
+ |ρ1ω2|∥u0∥H1(B)∥ϕ∥H1(B). (3.38)

Από την υπόθεση μας ϕ ∈ H1
0 (B,ΓD) και επομένως, ϕ = 0 στο ΓD. Συνεπώς, έχουμε

∥u0∥H− 1
2 (Γ)

∥ϕ∥
H− 1

2 (Γ)
= ∥u0∥H 1

2 (ΓI)
∥ϕ∥

H
1
2 (ΓI)

(3.39)

και
∥Tu0∥H− 1

2 (Γ)
∥ϕ∥

H− 1
2 (Γ)

= ∥Tu0∥H 1
2 (ΓI)

∥ϕ∥
H

1
2 (ΓI)

. (3.40)

Επειδή ο τελεστής T είναι φραγμένος, η σχέση (3.38) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

|ℓ(ϕ)| ≤ c1∥h∥H− 1
2 (ΓI)

∥ϕ∥
H̃

1
2 (ΓI)

+ c2(c̃+ |iωc|)∥u0∥H 1
2 (ΓI)

∥ϕ∥
H̃

1
2 (ΓI)

+ c3|ρ1ω2|∥u0∥H 1
2 (ΓD)

∥ϕ∥H1(B) (3.41)
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για κάποιες θετικές σταθερές c1, c2, c3.
Μετά από πράξεις στην σχέση (3.41) και λαμβάνοντας υπόψη το θεώρημα ίχνους (trace
theorem) [27] το οποίο εξασφαλίζει ότι

∥ϕ∥
H̃

1
2 (ΓI)

≤ c
′

1∥ϕ∥H1(B), (3.42)

για κάποια σταθερά c′1 και λόγω u0 = f στο ΓD έχουμε

|ℓ(ϕ)| ≤ C(∥h∥
H− 1

2 (ΓI)
+ ∥f∥

H
1
2 (ΓD)

)∥ϕ∥H1(B) (3.43)

όπου C = max{c1c
′
2, c

′
1c2(c̃+ |iωc|) + c3|ρ1ω2|} θετική σταθερά. �

Στη συνέχεια διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε την καλή τοποθέτηση του εσωτερικού
μεικτού προβλήματος σκέδασης (3.12)-(3.14).

Θεώρημα 3.3.1 Το εσωτερικό πρόβλημα σκέδασης (3.12)-(3.14) έχει μοναδική λύσηusct ∈
H1(B) η οποία ικανοποιεί την μεταβολική εξίσωση (3.21) και επιπλέον ισχύει

∥usct∥H1(B) ≤ C[∥f∥
H

1
2 (ΓD)

+ ∥h∥
H− 1

2 (ΓI)
] (3.44)

για κάποια θετική σταθερά C.

Απόδειξη.
♢ Μοναδικότητα.
Δείχνουμε πρώτα ότι το αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα του (3.12)-(3.14)
(f = h = 0) έχει μοναδική τετριμένη λύση usct = 0 στο B. Στην μεταβολική εξίσωση
(3.21) θεωρώντας ϕ = usct για το ομογενές πρόβλημα λαμβάνουμε∫

B

[E(ūsct,usct)− ρ1ω
2|usct|2]dr+ iωc

∫
ΓI

|usct|2ds = 0. (3.45)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι ποσότητες ρ1ω2|usct|, E(ūsct,usct) είναι πραγματικές και
παίρνοντας το φανταστικό μέρος της (3.45) παίρνουμε

Im{iωc
∫
ΓI

|usct|2ds} = 0.

Η ποσότητα ωc
∫
ΓI

|usct|2ds είναι πραγματική και επομένως,
∫
ΓI

|usct|2ds = 0. Εφόσον
ω, c > 0 η τελευταία σχέση εξασφαλίζει ότι

usct = 0 στο ΓI . (3.46)
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Χρησιμοποιώντας την (3.46) στη συνοριακή συνθήκη (3.14) λαμβάνουμε το ακόλουθο
αποτέλεσμα

Tusct = 0 στο ΓI . (3.47)

Μέσω των σχέσεων (3.46) και (3.47), σε συνδυασμό με το θεώρημα μοναδικότητας του
Holmgren [49] εξασφαλίζει usct = 0 στο B.
Έτσι, ολοκληρώνεται η απόδειξη της μοναδικότητας της λύσης.
♢ ’Υπαρξη και ευστάθεια λύσης.
Είδαμε στα προηγούμενα ότι το πρόβλημα σκέδασης (3.12)-(3.14) γράφεται ισοδύναμα
στην μεταβολική μορφή (3.28), με w = usct − u0. Η μοναδικότητα του προβλήμα-
τος (3.12)-(3.14) είναι ισοδύναμη με την μοναδικότητα της λύσης w της a(w,ϕ) =

ℓ(ϕ). Συνεπώς, από την ανισότητα (3.43), λόγω της a(w,ϕ) = ℓ(ϕ) παίρνουμε ότι
∥a∥H1(B) ≤ C(∥h∥

H− 1
2 (ΓI)

+ ∥f∥
H

1
2 (ΓD)

), όπου C κάποια θετική σταθερά και εφαρμό-
ζοντας το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz φτάνουμε στην

∥w∥H1(B) ≤ C(∥h∥
H− 1

2 (ΓI)
+ ∥f∥

H
1
2 (ΓD)

). (3.48)

Επιπλέον είναι w = usct − u0 στο B̄ ή usct = w + u0 στο B̄ και χρησιμοποιώντας την
τριγωνική ανισότητα έχουμε

∥usct∥H1(B) ≤ ∥w∥H1(B) + ∥u0∥H1(B). (3.49)

Η (3.49) μέσω της (3.48) γίνεται

∥usct∥H1(B) ≤ C1(∥h∥H− 1
2 (ΓI)

+ ∥f∥
H

1
2 (ΓD)

) + ∥u0∥H1(B) (3.50)

για κάποια θετική σταθερά C1.
Χρησιμοποιώντας το θεώρημα ίχνους (trace theorem) [27] (θεώρημα 1.36) εξασφαλί-
ζεται η ύπαρξη θετικής σταθεράς C2 έτσι, ώστε

∥u0∥H1(B) ≤ C2∥u0∥H 1
2 (∂B)

. (3.51)

Αφού ισχύει u0 = f στο Γ = ∂B, η (3.51) γίνεται

∥u0∥H1(B) ≤ C2∥f∥H 1
2 (Γ)

.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι

fext =

{
f, στο ΓD

0, αλλού στο Γ
(3.52)
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η ανισότητα γίνεται
∥u0∥H1(B) ≤ C2∥f∥H 1

2 (ΓD)
. (3.53)

Η σχέση (3.50) μέσω της (3.53) γίνεται

∥usct∥H1(B) ≤ C(∥h∥
H− 1

2 (ΓI)
+ ∥f∥

H
1
2 (ΓD)

) + C2∥f∥H 1
2 (ΓD)

, (3.54)

ή ισοδύναμα
∥usct∥H1(B) ≤ C∥h∥

H− 1
2 (ΓI)

+ (C + C2)∥f∥H 1
2 (ΓD)

(3.55)

για κάποιες θετικές σταθερές C, C2. Τελικά συμπεραίνουμε

∥usct∥H1(B) ≤ C ′(∥h∥
H− 1

2 (ΓI)
+ ∥f∥

H
1
2 (ΓD)

) (3.56)

όπου C ′ = max{C, C + C2} κάποια θετική σταθερά. Συνδυάζοντας τις προηγούμενες
σχέσεις με την τελευταία ανισότητα και εφαρμόζοντας το θεώρημα Lax-Milgram [27]
(σελ.90) ολοκληρώνεται η απόδειξη του θεωρήματος. �
Παρατήρηση.
Αναφέρουμε επίσης, ότι παράλληλα με το ευθύ μεικτό πρόβλημα σκέδασης (3.12)-
(3.14) μελετήθηκε με ανάλογο τρόπο όπως στο [40] για την ακουστική ένα άλλο πρό-
βλημα σκέδασης για ανοιχτό, συνεκτικό και φραγμένο χωρίο D ⊆ R2, με ομαλό C2−
σύνορο ∂D. Στην περίπτωση αυτή θεωρήσαμε ότι το D είναι μη-ομογενές μέσο, το
οποίο ένα πεπερασμένο στον αντικειμένων Dk

0 , k = 1, 2, · · · , n βυθισμένα στο εσωτε-
ρικό του. Συμβολίζουμε ωςD0 = ∪n

k=1D
k
0 , υποθέτουμε ότιD

k1
0 ∩Dk2

0 = ∅, για k1 ̸= k2

και θεωρούμε χωρίο D1 := D \ D̄0.
Από μαθηματικής απόψης, το πρόβλημα μας μοντελοποιείται από το ακόλουθο εξωτε-
ρικό πρόβλημα συνοριακών τιμών

∆⋆u(r) + ρ(r)ω2u(r) = 0, στο R2 \ D̄0 (3.57)

u(r) = 0, στο ∂D0 (3.58)

lim
|r|→∞

√
r
[∂usct0 (r)

∂r
− ikausct(r)

]
= 0, a = p, s, r := |r| (3.59)
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∂BR

∂D

D1

ρ(r)

BR

n̂
D0,m

D0,1

D0,2

uinc,usct

Σχήμα 3.2: Το πρόβλημα σκέδασης (Dirichlet) για μη-ομογενές ελαστικό μέσο με θαμ-
μένο αντικείμενο

Η συνθήκη ακτινοβολίας Kupradze (3.59) ισχύει ομοιόμορφα προς όλες τις διευθύνσεις
r̂ =

r
r
και kp, ks είναι οι κυματαριθμοί για το εγκάρσιο και το διαμήκες τμήμα του

κυματικού πεδίου, αντίστοιχα. Στο πρόβλημα σκέδασης (3.57)-(3.59) χρησιμοποιούμε
τον συμβολισμό

utot = u = uinc + usct,

όπου u είναι το ολικό κυματικό πεδίο στον R2 \ D̄0, uinc είναι το προσπίπτον επίπεδο
κυματικό πεδίο και usct συμβολίζει το αντίστοιχο σκεδασμένο πεδίο.
Έχει αποδειχθεί η καλή τοποθέτηση του προβλήματος (3.57)-(3.59) με ανάλογο τρόπο
όπως αποδείχθηκε στο ευθύ μεικτό πρόβλημα σκέδασης (3.12)-(3.14) την ύπαρξη, μο-
ναδικότητα και ευστάθεια λύσης (αναφορά). Η καλή τοποθέτηση του παραπάνω προ-
βλήματος (3.57)-(3.59) ισχύει και στην περίπτωση που αντί της συνοριακής συνθήκης
(3.58) στο θαμμένο αντικείμενο ισχύει μία συνοριακή συνθήκη Neumann ή εμπέδησης
(Robin) ή μία μεικτή συνθήκη.
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Κεφάλαιο 4

Το Αντίστροφο Μεικτό Πρόβλημα
Σκέδασης

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε το αντίστοιχο αντίστροφο μεικτό πρόβλημα σκέ-
δασης από μερικώς επικαλυμμένο αντικείμενο (partially coated cavity), το οποίο είναι
απλό, συνεκτικό και φραγμένο χωρίο του R2. Ειδικότερα θα επεκτείνουμε τα αποτελέ-
σματα που παρουσιάστηκαν στο [85] για την περιοχή της ακουστικής στη πιο σύνθετη
και απαιτητική περιοχή της δισδιάστατης γραμμικής ελαστικότητας. Ο στόχος μας είναι
ο προσδιορισμός/ανακατασκευή του συνόρου του μερικώς επικαλυμμένου αντικειμένου
(σκεδαστή B) χρησιμοποιώντας τη γνώση των κοντινών σκεδασμένων πεδίων usct(r),
r ∈ C, που δημιουργούνται από σημειακή πηγή uincr0 (r) = Γ̃(·, r0), r0 ∈ C.

4.1 Διατύπωση Αντίστροφου Μεικτού Προβλήματος
Σκέδασης

Από μαθηματικής άποψης το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης μοντελοποιείται από το
ακόλουθο εσωτερικό μεικτό πρόβλημα συνοριακών τιμών

(∆⋆ + ρ1ω
2)utot(r) = 0, r ∈ B (4.1)

utot(r) = 0, r ∈ ΓD (4.2)

Tutot(r) + iωcutot(r) = 0, r ∈ ΓI , (4.3)

όπου utot(r) = uincr0 (r)+usct(r), ρ1 είναι η πυκνότητα μάζας στοB και c είναι η σταθερά
εμπέδησης του υλικού.
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Το πρόβλημα (4.1)-(4.3) είναι κατ’ουσίαν το πρόβλημα (3.8)-(3.10) συναρτήσει του ολι-
κού πεδίου μετατοπίσεων utot. Η μοναδικότητα του αντίστροφου προβλήματος σκέδα-
σης (4.1)-(4.3) για το μερικώς επικαλυμμένο αντικείμενο B και το σύνορο του Γ έχει
αποδειχθεί στο [16].
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε μία τροποποιημένη μέθοδο παραγοντοποίησης (modified
factorization method) με στόχο την ανακατασκευή του συνόρου του μη-διαπερατού με-
ρικώς επικαλυμμένου αντικειμένουB. Η μέθοδος της παραγοντοποίησης [27], [29] έχει
χρησιμοποιήθει σε διάφορα αντίστροφα ακουστικά και ηλεκτρομαγνητικά προβλήματα
σκέδασης. Όσον αφορά την ελαστικότητα η μέθοδος παραγοντοποίησης έχει χρησιμο-
ποιηθεί σε διάφορες εργασίες [16], [72] και στην παρούσα διδακτορική διατριβή θα
αναπτύξουμε και θα θεμελιώσουμε μία τροποποιημένη μορφή της μεθόδου παραγοντο-
ποίησης και θα παρουσιάσουμε νέα αποτελέσματα με την ανακατασκευή του σχήματος
του B.
Αρχικά, μέσω των σκεδασμένων κοντινών πεδίων usct(r), ορίζουμε τον ακόλουθο τε-
λεστή κοντινού πεδίου

N : [L2(C)]2 → L2(C)

που δίνεται από

(Ng)(r) :=
∫
C

usct(r) · g(r0)ds(r0), r, r0 ∈ C. (4.4)

Υπενθυμίζουμε ότι με C συμβολίζουμε μία κλειστή, λεία καμπύλη που βρίσκεται στο
εσωτερικό του B (βλέπε σχήμα (3.1)). Στη μέθοδο παραγοντοποίησης έχουμε την ακό-
λουθη σχέση

N = H⋆MH, (4.5)

όπου ο τελεστήςH = (H1,H2) : [L
2(C)]2 → H

1
2 (ΓD)×H

1
2 (ΓI) που δίνεται από

H1(g) = vg|ΓD
(4.6)

H2(g) = (T + iωc)vg|ΓI
(4.7)

και το vg είναι το δυναμικό απλού-στρώματος που δίνεται ως

vg =
∫
C

Γ̃(r, r0) · g(r0)ds(r0) (4.8)

για κάθε g ∈ [L2(C)]2, r ∈ R2 \ C.
Οι τελεστέςH και N είναι διακεκριμένοι. Ο τελεστήςH⋆ είναι ο αντίστοιχος (adjoint)
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συζυγής τελεστής τουH. Έχει αποδειχθεί ότι ο τελεστήςH είναι συμπαγής (compact), με
πυκνή εικόνα (dense range) και ότι ο τελεστής M είναι ισομορφισμός (isomorphism).
Έπειτα, θα ελέγξουμε αν με τους προαναφερθέντες τελεστές μπορούμε να εφαρμόσουμε
το θεώρημα των Kirsch και Grinberg (Theorem 2.15, [66]).
Σημείωση. Όπως θα διαπιστώσουμε στη συνέχεια, δεν θα μπορεί να εφαρμοστεί άμεσα
το θέωρημα των Kirsch και Grinberg για τον βασικό τελεστή N οπότε θα χρειαστεί να
οριστούν βοηθητικοί τελεστές για να προχωρήσει η μελέτη μας. Η μέθοδος της παρα-
γοντοποίησης βασίζεται στο ακόλουθο θεμελιώδες θεώρημα των Kirsch και Grinberg
(Theorem 2.15 [66]).

Θεώρημα 4.1.1 Έστω X ⊂ U ⊂ X⋆ η τριπλέτα του Gelfand (Gelfand triple), με U
ένα χώρος Hilbert καιX ένας ανακλαστικός (reflexive) χώρος Banach ώστε η εμφύτευση
να είναι πυκνή (the imbedding is dense). Επιπλέον υποθέτουμε ότι ο χώρος Y είναι ένας
δεύτερος χώρος Hilbert και θεωρούμε τους τελεστές
N : Y → Y ,G : X → Y ,Λ : X⋆ → X για τους οποίους υποθέτουμε ότι είναι γραμμικοί,
φραγμένοι και ικανοποιούν τη σχέση N = GΛG⋆. Κάνουμε τις επόμενες παραδοχές:

(1) Ο G είναι συμπαγής με πυκνή εικόνα.

(2) Υπάρχουν t ∈ [0, 2π] τέτοια ώστεRe[eitΛ] = C+K, για κάποιον συμπαγή τελεστή
K και για κάποιον αυτοσυζυγή και ελλειπτικό τελεστή C : X⋆ → X , δηλαδή,
υπάρχει c0 > 0 σταθερά τέτοια ώστε

< g, Cg >≥ c0∥g∥2, για κάθε g ∈ X⋆.

(3) Το Im(Λ) είναι μη-αρνητικό ή μη-θετικό στον X⋆, < g, Im(Λ) >≥ 0 ή
< g, Im(Λ) >≤ 0 για κάθε g ∈ X⋆.

(4) Το Re(eitΛ) είναι αμφί ή το Im(Λ) είναι αυστηρά θετικό ή αυστηρά αρνητικό για
κάθε g ∈ Range(G⋆) και g ̸= 0.

Τότε ο τελεστής N♯ := |Re(eitΛ)|+ |Im(N)| είναι θετικός και η εικόνα του G συμπιπτεί
με την εικόνα του N1/2

♯ .

Για την μορφή της παραγοντοποίησης (4.5) χρειαζόμαστε να ορίσουμε έναν συνοριακό
(data-to-data) near field

G : [H
1
2 (ΓD)]

2 × [H− 1
2 (ΓI)]

2 → [L2(C)]2,
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ο οποίος απεικονίζει τα δεδομένα του συνόρου f, h στα κοντινά πεδία usct
∣∣
C
και έχει

τύπο
G(f(r),h(r)) = usct(r)

∣∣
C
, (4.9)

όπου usct είναι το σκεδασμένο πεδίο του προβλήματος (3.12)-(3.14). Χρησιμοποιώντας
το δυναμικό απλού-στρώματος που δίνεται στη σχέση (4.8) λαμβάνουμε το ακόλουθο
λήμμα

Λήμμα 4.1.1 Ο τελεστής κοντινού πεδίου N : [L2(C)]2 → L2(C), που δίνεται από τη
σχέση (4.4) γράφεται ως

N = −GH (4.10)

Απόδειξη.
Λαμβάνοντας υπόψη τον τελεστήH έχουμε ότι

G(Hg) =
(
Gvg
∣∣
ΓD

, (T (r) + iωc)vg
∣∣
ΓI

)
, (4.11)

όπου με τον άνω δείκτη στον επιφανειακό τελεστή τάσεων T συμβολίζουμε την δράση
του διαφορικού τελεστή ως προς την αντίστοιχη χωρική μεταβλητή.
Χρησιμοποιώντας το δυναμικό απλού στρώματος (4.8) παίρνουμε

−G(Hg) = −G(H1g,H2g)

=
(
− G

∫
C

Γ̃(r, r0;p) · g(r0)ds(r0), (T (r) + iωc)

∫
C

Γ̃(r, r0;p) · g(r0)ds(r0)
)

=
(
− G

(
−
∫
C

f(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓD

,−
∫
C

h(r) · g(r0)ds(r0)
)∣∣

ΓI

)
, (4.12)

ή ισοδύναμα

(−GH)g

= −G
[ ∫

C

(utot(r)−usct(r))·g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓD

,

∫
C

(T (r)+iωc)(utot(r)−usct(r))·g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

]
,

(4.13)

όπου p είναι το διάνυσμα πόλωσης που το έχουμε εισάγει στον ορισμό 4.2.1. Μέσω των
σχέσεων (3.9) και (3.13) παίρνουμε ότι∫

C

(utot(r)− usct(r)) · g(r0)ds(r0) = −
∫
C

f(r) · g(r0)ds(r0). (4.14)
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Συνεχίζοντας τους υπολογισμούς των ολοκληρωμάτων που περιέχονται στην (4.13) έχουμε∫
C

(T (r) + iωc)(utot(r)− usct(r)) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

=

∫
C

(T (r) + iωc)utot(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

−
∫
C

(T (r) + iωc)usct(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

(4.15)

Ακολούθως από τις σχέσεις (3.10) και (3.14) καταλήγουμε στην∫
C

(T (r)+ iωc)(utot(r)−usct(r)) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

= −
∫
C

h(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓI

(4.16)

Η (4.13) μέσω των (4.14) και (4.16) γίνεται

−(GH)(g(r)) = −G
(
−
∫
C

f(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
ΓD

,−
∫
C

h(r) · g(r0)ds(r0)
)∣∣

ΓI
. (4.17)

Στη συνέχεια θεωρούμε τις συνεχείς μηδενικές επεκτάσεις fext, hext των f, h αντίστοιχα
στο σύνορο Γ με

fext =

{
f, στο ΓD

0, αλλού στο Γ
και hext =

{
h, στο ΓI

0, αλλού στο Γ
,

τότε από την (4.17) έχουμε
fext(r)

∣∣
ΓD

= f(r) (4.18)

και
hext(r)

∣∣
ΓI

= h(r). (4.19)

Η σχέση (4.17) μέσω των (4.18) και (4.19) γίνεται

−(GH)g(r) = −G
(
−
∫
C

fext(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
Γ
,−
∫
C

hext(r) · g(r0)ds(r0)
∣∣
Γ

)
. (4.20)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι fext(r), hext(r) εξαρτώνται μόνο από τη θέση παρατήρησης
r ενώ είναι ανεξάρτητες της θέσης της πηγής r0, η τελευταία σχέση γίνεται

−(GH)g(r) = −G
(
− (fext(r),hext(r)) ·

∫
C

g(r0)ds(r0)
∣∣
Γ

)
. (4.21)

Ο τελεστής G είναι γραμμικός, συνεπώς η σχέση δίνει

−(GH)g(r) = G
(
(fext(r),hext(r)) ·

∫
C

g(r0)ds(r0)
∣∣
Γ

)
. (4.22)
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Ο παράγοντας
∫
C
g(r0)ds(r0) εξαρτάται μόνο από τη θέση της πηγής r0, επομένως ο G

δεν δρα πάνω σε αυτόν και τότε έχουμε

−(GH)g(r) =
(
G(fext(r),hext(r))

)
·
∫
C

g(r0)ds(r0). (4.23)

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.9) έχουμε

−(GH)g(r) = usctr0 (r)
∣∣
C
·
∫
C

g(r0)ds(r0). (4.24)

Το σκεδασμένο πεδίο δεν παρουσιάζει ανωμαλία διότι εξαρτάται μόνο από τη θέση πα-
ρατήρησης r και είναι ανεξάρτητο της θέσης της πηγής r0. Έτσι, έχουμε

−(GH)g(r) =
∫
C

usct(r) · g(r0)ds(r0), (4.25)

και από τον ορισμό του τελεστή N της (4.4) έχουμε

−(GH)g(r) = Ng(r). (4.26)

�
Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τον συζυγή τελεστή του H. Θεωρούμε διατεταγμένο
ζεύγος διανυσμάτων

(α,β) ∈ [H̃− 1
2 (ΓD)]

2 × [H̃
1
2 (ΓI)]

2

και τη διανυσματική συνάρτηση g = g(r) ∈ [L2(C)]2. Τότε μετά από επίπονες πράξεις
έχουμε

< Hg, (α,β) >=< (H1g,H2g), (α,β) >

=
⟨(
vg
∣∣
ΓD

, (T (r) + iωc)vg
∣∣
ΓI

)
, (α,β)

⟩
=

∫
ΓD

α(r) ·
∫
C

Γ̃(r, r0) · g(r0)ds(r0)ds(r)

+

∫
ΓI

β(r) · (T (r) + iωc)

∫
C

Γ̃(r, r0) · g(r0)ds(r0)ds(r)

=

∫
C

g(r0) · [
∫
ΓD

α(r)Γ̃(r, r0)ds(r) +
∫
ΓI

β(r)(T (r) + iωc)Γ̃(r, r0)ds(r)]ds(r0)

=

∫
C

g(r0)
[∫

ΓD

α(r)Γ̃(r, r0)ds(r) +
∫
ΓI

β(r)(T (r) + iωc)Γ̃(r, r0)ds(r)
]
ds(r0).

(4.27)
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όπου ο άνω δείκτης στον επιφανειακό τελεστή τάσεων συμβολίζει την παραγώγιση του
τελεστή ως προς την αναφερόμενη μεταβλητή. Παρατηρούμε ότι
(T (r) + iωc) = T (r) − iωc, διότι T (r)

= T (r) και αφού ωc ∈ R, έχουμε:

< Hg, (α,β) > =

∫
C

g(r0)
[ ∫

ΓD

α(r)Γ̃(r, r0)ds(r)

+

∫
ΓI

β(r)(T (r) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r)
]
ds(r0) =< g,H⋆(α,β) > .

Μετά από πράξεις ο συζυγής τελεστής τουH, οH⋆ έχει τύπο

H⋆(α,β) =

∫
ΓD

α(r)Γ̃(r, r0)ds(r) +
∫
ΓI

β(r)(T (r) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r). (4.28)

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητών r → r0 και λαμβάνοντας υπόψη ότι η θεμελιώδης λύση
ικανοποιεί τη συνθηκή αμοιβαιότητας Γ̃(r, r0) = Γ̃(r0, r), η τελευταία σχέση γίνεται

H⋆(α,β) =

∫
ΓD

α(r)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
ΓI

β(r)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0). (4.29)

4.2 Ολοκληρωτικοί Τελεστές - Δυναμικά Απλού και Δι-
πλού Στρώματος

Σε αυτήν την ενότητα θα ορίσουμε κάποιους βοηθητικούς ολοκληρωτικούς τελεστές
με σκοπό την θεμελίωση της τροποποιημένης μεθόδου παραγοντοποίησης για το αντί-
στροφο πρόβλημα. Στο εξής για ευκολία του αναγνώστη θα χρησιμοποιήσουμε τον συμ-
βολισμό ‘‘ (·)± ” για να εκφράσουμε την οριακή προσέγγιση της θέσης παρατήρησης
r προς το συνόρο Γ από το εξωτερικό του R2 \ B (+) και από το εσωτερικό του B

(−) αντίστοιχα. Εισάγουμε τον συμβολισμό (αext,βext) για να ορίσουμε τη μηδενική
συνεχή επέκταση του (α,β) στο σύνορο Γ,

αext =

{
α, στο ΓD

0, αλλού στο Γ
και βext =

{
β, στο ΓI

0, αλλού στο Γ
. (4.30)

όπου (αext,βext) ∈ [H̃− 1
2 (Γ)]2 × [H̃

1
2 (Γ)]2.

Ορίζουμε το ακόλουθο δυναμικό που αποτελεί γραμμικό συνδυασμό απλού και διπλού
στρώματος

W(r) :=
∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0), (4.31)
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για όλα τα r ∈ R2 \ Γ̄. Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες διαπήδησης για τα δυναμικά
απλού και διπλού στρώματος [72]

T (r)( ∫
Γ

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0)
)
± = T (r)

∫
Γ

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0)∓ ϕ(r), (4.32)

(Dϕ)±(r)

= T (r)( ∫
Γ

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0)
)
± =

∫
Γ

T (r0)Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0)± ϕ(r), (4.33)

και
T (r)(Dϕ)+(r) =

(
T (r)Dϕ

)
−(r), (4.34)

διατυπώνουμε το κάτωθι λήμμα

Λήμμα 4.2.1 Για το δυναμικόW της σχέσης (4.31) ισχύουν οι επόμενες σχέσεις

W(r)
∣∣
r−→Γ

=

∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)+
∫
Γ

βext(r0)(T (r0)−iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0)−βext(r)

(4.35)
και

(T (r) + iωc)W(r)
∣∣
r−→Γ

= T (r)[ ∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0)
]

+ iωc
[ ∫

Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0)
]

+αext(r)− 2iωcβext(r) (4.36)

Απόδειξη.
Η σχέση (4.35) καθώς r −→ Γ μας δίνει το ακόλουθο απότελεσμα

W(r)
∣∣
r−→Γ

=

∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)+
∫
Γ

βext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0), για όλα τα r ∈ B.

Η τελευταία σχέση λόγω της συνθήκης διαπήδησης (4.33) οδηγεί απευθείας στη σχέση
(4.35).
Εφαρμόζοντας τον τελεστή (T (r) + iωc) στη σχέση (4.35) καθώς r −→ Γ, λαμβάνουμε
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την ακόλουθη μορφή:

(T (r) + iωc)W(r)
∣∣
r−→Γ

= T (r)
∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

+ iωc

∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

+ T (r)
∫
Γ

βext(r0)T (r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

− iωcT (r)
∫
Γ

βext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

+ iωc

∫
Γ

βext(r0)T (r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

+ ω2c2
∫
Γ

βext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r−→Γ

(4.37)

για όλα τα r ∈ B. Μέσω των συνθηκών διαπήδησης (4.33), (4.32) και (4.34) στην πα-
ραπάνω σχέση λαμβάνουμε την (4.36). �
Για την περαταίρω ανάλυση της μεθόδου μας είναι χρήσιμο να εισάγουμε τους ακό-
λουθους συνοριακούς τελεστές S, K, K ′ και Λ ως εξής (ιδιότητες αυτών μπορούν να
βρεθούν αναλυτικά στο [56]).

Ορισμός 4.2.1 Ορίζουμε τους παρακάτω συνοριακούς τελεστές

Sϕ(r) :=
∫
Γ

Γ̃(r, r0;p) · ϕ(r0)ds(r0), r ∈ Γ, (4.38)

Kϕ(r) :=
∫
Γ

T (r0)Γ̃(r, r0;p) · ϕ(r0)ds(r0), r ∈ Γ, (4.39)

K ′ϕ(r) :=
∫
Γ

T (r)Γ̃(r, r0;p) · ϕ(r0)ds(r0), r ∈ Γ, (4.40)

και
Λϕ(r) := T (r)

∫
Γ

T (r0)Γ̃(r, r′0p) · ϕ(r0)ds(r0), r ∈ Γ. (4.41)

όπου p ∈ S1 = {d ∈ R2 : |d| = 1} συμβολίζει το διάνυσμα πόλωσης μίας ελαστικής,
σημειακής πηγής σε κάθε r0 ∈ R2 [15], και συγκεκριμένα θεωρούμε uincr0 (r) = Γ̃(r, r0) ·
p = Γ̃(r, r0;p). Με τον τρόπο αυτό αποφεύγουμε την δυαδική φύση της θεμελιώδους
λύσης.
Χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό SΓD

, SΓI
για να συμβολίσουμε τον περιορισμό του

S στα τμήματα ΓD και ΓI του συνόρου αντίστοιχα. Αντίστοιχους περιορισμούς των
τελεστών K, K ′ και Λ στα τμήματα ΓI και ΓD του συνόρου Γ συμβολίζονται ως KΓD

,
K ′

ΓD
, KΓI

, K ′
ΓI
και ΛΓI

.
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Σημείωση.
(1). Είναι ευρέως γνωστό ότι οι τελεστές [77]

S : [H− 1
2
+s(Γ)]2 → H

1
2
+s(Γ)

K : [H
1
2
+s(Γ)]2 → H

1
2
+s(Γ)

K ′ : [H− 1
2
+s(Γ)]2 → H− 1

2
+s(Γ)

Λ : [H
1
2
+s(Γ)]2 → H− 1

2
+s(Γ)

και
(2) οι περιορισμοί των παραπάνω τελεστών

SΓi|Γj
: [H̃− 1

2
+s(Γi)]

2 → H
1
2
+s(Γj)

KΓi|Γj
: [H̃

1
2
+s(Γi)]

2 → H
1
2
+s(Γj)

K ′
Γi|Γj

: [H̃− 1
2
+s(Γi)]

2 → H− 1
2
+s(Γj)

ΛΓi|Γj
: [H̃

1
2
+s(Γi)]

2 → H− 1
2
+s(Γj)

είναι φραγμένοι για s ∈ (−1, 1) με i, j = D ή I .

Λήμμα 4.2.2 Για το γραμμικό συνδυασμό απλού και διπλού στρώματος (4.31) καθώς και
για το (α,β) ∈ [H̃− 1

2 (ΓD)]
2 × [H

1
2 (ΓI)]

2. Ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις διαπήδησης

α(r) = −1

2
(TW+ − TW−)

∣∣
ΓD

(4.42)

(W+ −W−)
∣∣
ΓD

= 0 (4.43)

β(r) =
1

2
(W+ −W−)

∣∣
ΓI

(4.44)

2iωcβ(r) = (TW+ − TW−)
∣∣
ΓI

(4.45)

Απόδειξη.
Καταρχάς υπολογίζουμε την ποσότηταW(r)

∣∣
r+→Γ

. Η σχέση (4.31) καθώς r +→ Γ γίνεται:

W(r)
∣∣
r+→Γ

=

∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r+→Γ

+

∫
Γ

βext(r0)T (r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r+→Γ

.
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Η τελευταία σχέση λόγω της συνθήκης διαπήδησης (4.33) γίνεται:

W(r)
∣∣
r+→Γ

=

∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0) + βext(r),

(4.46)

για όλα τα r ∈ R2 \ B̄. Η σχέση (4.35), καθώς r −→ Γ, λόγω των συνθηκών διαπήδησης
(4.32)-(4.34) γίνεται:

T (r)W(r)
∣∣
r−→Γ

= T (r)[ ∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0)
]

+αext(r)− iωcβext(r), (4.47)

για όλα τα r ∈ B. Η σχέση (4.46) λόγω των συνθηκών διαπήδησης (4.32)-(4.34) γίνεται:

T (r)W(r)
∣∣
r+→Γ

= T (r)[ ∫
Γ

αext(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
Γ

βext(r0)(T (r0) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0)
]

−αext(r) + iωcβext(r), (4.48)

για όλα τα r ∈ R2 \ B̄. Εκ των σχέσεων (4.47) και (4.48) λαμβάνουμε το αποτέλεσμα

TW(r)
∣∣
r+→Γ

− TW(r)
∣∣
r−→Γ

= −2αext(r) + 2iωcβext(r). (4.49)

Λόγω των σχέσεων (4.35) και (4.46) προκύπτει

W(r)
∣∣
r+→Γ

−W(r)
∣∣
r−→Γ

= 2βext(r). (4.50)

Περιορίζοντας τη σχέση (4.49) στο ΓD (υπό την έννοια ότι r ±→ ΓD) λαμβάνουμε τη
σχέση (4.42), ενώ αν περιορίσουμε τη σχέση (4.50) στο ΓD (υπό την έννοια ότι r ±→ ΓD)
λαμβάνουμε τη σχέση (4.43).
Αν πάλι περιορίσουμε τη σχέση (4.50) στο ΓI (υπό την έννοια ότι r

±→ ΓI) λαμβάνουμε
τη σχέση (4.44), ενώ αν περιορίσουμε τη σχέση (4.49) στο ΓI (υπό την έννοια ότι r

±→
ΓI) λαμβάνουμε τη σχέση (4.45).
Η απόδειξη του λήμματος ολοκληρώθηκε. �

4.3 Η Τροποποιημένη Μέθοδος Παραγοντοποίησης

Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε την κατάλληλη τροποποιημένη μέθοδο παραγο-
ντοποίησης σχετικά με το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης, η οποία θα μας επιτρέψει
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να χρησιμοποιήσουμε το θεμελιώδες θεώρημα των Kirsch και Grinberg (Theorem 2.15,
[66]). Η θεμελίωση της τροποποιημένης μορφής της μεθόδου παραγοντοποίησης μας
βοήθησε σημαντικά, αφού η αρχική παραγοντοποίηση που μελετούσαμε αποτύγχανε
να ικανοποιήσει τις απαιτήσεις του θεμελιώδους θεωρήματος των Kirsch και Grinberg.
Η μελέτη μας αρχίζει με το ακόλουθο λήμμα που εκφράζει τη σύνδεση του δυναμικού
W όπως ορίσηκε από την (4.31) και των συνοριακών ολοκληρωτικών τελεστών που
ορίστηκαν στις σχέσεις (4.38)-(4.41) καθώς επίσης και τη σύνδεση αυτών με τα συναρ-
τησιακάH, G.

Λήμμα 4.3.1 Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες διαπήδησης (4.35) και (4.36) στα τμήματα
ΓD και ΓI του συνόρου αντίστοιχα, ισχύει ότι: W(r)

∣∣
r−→ΓD

(T (r) + iωc)W(r)
∣∣
r−→ΓI

 = M

α
β

 (4.51)

όπουM ο κάτωθι ολοκληρωτικός τελεστής

M =

 SΓD|ΓD
(K − iωcS)ΓI |ΓD

(K ′ + iωcS)ΓD|ΓI
(Λ− iωcK ′ + iωcK + ω2c2S − iωcI)ΓI |ΓI

 . (4.52)

Επιπλέον, ισχύει ότι

GM

α
β

 = H⋆(α,β), (4.53)

όπου G ορίζεται στην σχέση (4.9).

Απόδειξη.
Εκ του ορισμού των α,β,αext,βext προκύπτουν άμεσα οι κάτωθι σχέσεις:

αext

∣∣
ΓI

= 0, (4.54)

αext

∣∣
ΓD

= α
∣∣
ΓD

= α, (4.55)

βext

∣∣
ΓD

= 0, (4.56)

βext

∣∣
ΓI

= β
∣∣
ΓI

= β, (4.57)
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Περιορίζοντας την σχέση (4.35) στο ΓD μέσω των σχέσεων (4.54)-(4.57) λαμβάνουμε
το ακόλουθο αποτέλεσμα

W(r)
∣∣
r−→ΓD

= SΓD|ΓD
α(r) + (K − iωcS)ΓI |ΓD

β(r). (4.58)

Επίσης, αν περιορίσουμε την σχέση (4.36) στο ΓI μέσω των σχέσεων (4.54)-(4.57) κα-
ταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση

(T (r) + iωc)W(r)
∣∣
r−→ΓI

= T (r)
∫
ΓD

α(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

+ T (r)
∫
ΓI

β(r0)T (r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

− iωcT (r)
∫
ΓI

β(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

+ iωc

∫
ΓD

α(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

+ iωc
[ ∫

ΓI

β(r0)T (r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

− iωc

∫
ΓI

α(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0)
∣∣
r∈ΓI

]
.

Η τελευταία μέσω των ορισμών (4.38)-(4.41) γίνεται:

(T (r) + iωc)W(r)
∣∣
r−→ΓI

= (K ′ + iωcS)ΓD|ΓI
α(r) + (Λ− iωcK ′ + iωcK + ω2c2S − iωcI)ΓI |ΓI

β(r). (4.59)

Εκ των σχέσεων (4.58) και (4.59) προκύπτουν οι σχέσεις (4.51) και (4.52). Συνδυάζο-
ντας τη σχέση (4.52) με τον ορισμό τουH∗ στη σχέση (4.29) και τον ορισμό του G στη
σχέση (4.9) προκύπτει η σχέση (4.53). �
Στη συνέχεια διατυπώνουμε το επόμενο λήμμα το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε για να
αποδείξουμε ότι κάποιος από τους βοηθητικούς τελεστές είναι τελεστής Fredholm μηδε-
νικής τάξης (βλέπε λήμμα 1.14 και θεώρημα 1.26, [66]).

Λήμμα 4.3.2 Θεωρούμε ότι οι τελεστές S0, K0, K
′
0,Λ0 είναι οι τελεστές που προκύπτουν

από τους αντίστοιχους τελεστές S,K,K ′,Λ εάν ο πυρήνας Γ̃(r, r0) αντικατασταθεί με τον
πυρήνα Γ̃0(r, r0) ([4] σελ. 27), με

Γ̃0(r, r0) =
3µ+ λ

4πµ(2µ+ λ)
log

1

|r− r0|
Ĩ +

µ+ λ

4πµ(2µ+ λ)
J(r− r0),

όπου r, r0 ∈ R2, με r ̸= r0, J(r) =
rr⊥

|r|2
και Γ̃0(r, r0) η θεμελιώδης λύση που αντιστοιχεί

στην περίπτωση στατικής ελαστικότητας . Εισάγουμε τον συμβολισμό Ls = S−S0, Lk =

K −K0, Lk′ = K −K
′
0, LΛ = Λ− Λ0. Ισχύουν τα παρακάτω:
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(1) Οι τελεστές Ls, Lk, Lk′ , LΛ είναι συμπαγείς.

(2) Οι τελεστές K,K
′
0 είναι συζυγείς τελεστές.

(3) Ο τελεστής S0 είναι αυτοσυζυγής.

(4) Οι τελεστές S0 και −Λ0 είναι ελλειπτικοί, υπάρχει θετική σταθερά c0 τέτοια ώστε
< S0ϕ,ϕ >≥ c0∥ϕ∥2

H− 1
2 (Γ)

και < −Λ0ϕ,ϕ >≥ c0∥ϕ∥2
H

1
2 (Γ)

.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε το κάτωθι θεώρημα.

Θεώρημα 4.3.1 Υποθέτουμε ότι το ω2 δεν είναι ιδιοτιμή του τελεστή −∆⋆ στο B0, τότε
ισχύουν τα παρακάτω
(1) Το φανταστικό μέρος του ολοκληρωτικού τελεστήM είναι αυστηρά αρνητικό, δηλαδή,
Im{< M(α,β), (α,β) >} < 0,
για κάθε (α,β) ∈ [H̃− 1

2 (ΓD)]
2 × [H̃

1
2 (ΓI)]

2 και (α,β) ̸= (0, 0).
(2) Ο διγραμμκός (bilinear) ολοκληρωτικός τελεστής είναι αντιστρέψιμος.

Απόδειξη.
(1). Από τη σχέση (4.51) έχουμε ότι

< M(α,β), (α,β) >=

⟨ W
∣∣−
ΓD

(T (r) + iωc)W
∣∣−
ΓI

 , (α,β)

⟩
. (4.60)

Άρα,

< M(α,β), (α,β) >=

∫
ΓD

W · ᾱ ds(r) +
∫
ΓI

[(T (r) + iωc)W] · β̄ ds(r). (4.61)

Αντικαθιστώντας τα ᾱ, β̄ από τις σχέσεις (4.42) και (4.43) αντίστοιχα, στην σχέση (4.61)
έχουμε

< M(α,β), (α,β) >=

−1

2

∫
ΓD

W−·(T (r)W+ − T (r)W−)ds(r0)+
1

2

∫
ΓI

(T (r)+iωc)W−·(W+ −W−)ds(r0),

(4.62)
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ή

< M(α,β), (α,β) >=

−1

2

∫
ΓD

W−·(T (r)W+−T (r)W−
)ds(r0)+

1

2

∫
ΓI

(W̄+−W̄−)·(T (r)W−+iωcW−)ds(r0),

(4.63)

ή ισοδύναμα

< M(α,β), (α,β) >= −1

2

∫
ΓD

(W− · T (r)W+ −W− · T (r)W−
)ds(r0)

+
1

2

∫
ΓI

[W+ · T (r)W− −W− · T (r)W− + (W+ −W−) · iωcW−]ds(r0). (4.64)

Η σχέση (4.43) γίνεταιW
∣∣−
ΓD

= W
∣∣+
ΓD
, συνεπώς η σχέση (4.64) γίνεται:

< M(α,β), (α,β) >= −1

2

∫
ΓD

(W+ · T (r)W+ −W− · T (r)W−
)ds(r0)

+
1

2

∫
ΓI

[W+ · T (r)W− −W− · T (r)W− − (W+ −W−) · iωcW−]ds(r0). (4.65)

Στη συνέχεια η σχέση (4.45) λόγω της (4.44) γίνεται

T (r)W−∣∣
ΓI

= T (r)W+
∣∣
ΓI

− iωc(W+ −W−)
∣∣
ΓI
, (4.66)

και επομένως∫
ΓI

W+ · T (r)W−ds(r) =
∫
ΓI

[W+ · T (r)W+ iωc(W+ −W−) ·W+]ds(r0). (4.67)

Η σχέση (4.65) λόγω της (4.67) παίρνει τη μορφή

< M(α,β), (α,β) >=
1

2

∫
ΓD

(W− · T (r)W− −W+ · T (r)W+
)ds(r0)

+
1

2

∫
ΓI

(W+ · T (r)W+ −W− · T (r)W−)ds(r0)

+
1

2

∫
ΓI

[−iωc(W+ −W−) ·W+
+ iωc(W+ −W−) ·W−]ds(r0) (4.68)
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Παίρνοντας το φανταστικό μέρος της (4.68) καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση

Im{< M(α,β), (α,β) >}

=
1

2
Im{

∫
ΓD

(W− · T (r)W− −W+ · T (r)W+
)ds(r0)

+

∫
ΓI

(W+ · T (r)W+ −W− · T (r)W−)ds(r)}

+
1

2
Im{

∫
ΓI

[−iωc(W+ −W−) ·W+
+ iωc(W+ −W−) ·W−]ds(r0)} (4.69)

Επίσης, μετά από πράξεις, έχουμε τις ακόλουθες δύο σχέσεις

Im{
∫
ΓI

(W+·T (r)W+−W−·T (r)W−)ds(r0)} = Im{
∫
ΓI

(W−·T (r)W−−W+·T (r)W+
)ds(r0)}

(4.70)
και

Im{
∫
ΓI

−iωc(W+ −W−) ·W+
ds(r0)} = Im{

∫
ΓI

−iωc(W+ −W−) ·W+]ds(r0)}.

(4.71)
Η σχέση (4.69) μέσω των σχέσεων (4.70) και (4.71) γίνεται

Im{< M(α,β), (α,β) >} =
1

2
Im{

∫
ΓI

(W− · T (r)W− −W+ · T (r)W+
)ds(r0)}

+
1

2
Im{

∫
ΓI

[−iωc(W+ −W−) ·W+
+ iωc(W+ −W−) ·W−]ds(r0)} (4.72)

Χρησιμοποιώντας την σχέση

Im{
∫
ΓI

[−iωc(W+ −W−) ·W+
+ iωc(W+ −W−) ·W−]ds(r0)}

= −ωc

∫
ΓI

|W+ −W−|2ds(r0), (4.73)

η σχέση (4.72) γίνεται

Im{< M(α,β), (α,β) >}

=
1

2
Im{

∫
ΓI

(W− · T (r)W− −W+ · T (r)W+
)ds(r0)}

− 1

2
ωc

∫
ΓI

|W+ −W−|2ds(r0). (4.74)
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Εφαρμόζοντας τον πρώτο τύπο του Betti για τα διανυσματικά πεδίαW−
,W− στο χωρίο

B και λαμβάνοντας υπόψη ότι τοW είναι γραμμικός συνδυασμός δυναμικού απλού και
διπλού στρώματος, τότε έχουμε

∆⋆W−
= −ρ1ω

2W− στο B (4.75)

και καταλήγουμε στη σχέση∫
Γ

W− · T (r)W−
ds(r0) = −ρ1ω

2

∫
B

|W−|2dr0 +
∫
B

E(W−,W−)dr0. (4.76)

Θεωρούμε έναν κύκλο CR με κέντρο την αρχή των αξόνων και αρκούντως μεγάλη
ακτίνα R > 0, ώστε να περιέχει το B και ορίζουμε το χωρίο BR := CR \ B, με σύ-
νορο ∂BR = {r ∈ R2; |r| = R} ∪ Γ = CR ∪ Γ. Με παρόμοιο τρόπο όπως και πριν
εφαρμόζουμε τον πρώτο τύπο του Betti για ταW+

,W+ στο χωρίο BR και λαμβάνουμε
την ακόλουθη σχέση∫

Γ

W+ · T (r)W+ds(r0)

=

∫
|r|=R

W+ · T (r)W+ds(r0) + ρ0ω
2

∫
BR

|W+|2dr0 +
∫
BR

E(W+,W+)dr0. (4.77)

Μέσω των σχέσεων (4.76) και (4.77) έχουμε:∫
Γ

(W− · T (r)W− −W+ · T (r)W+
)ds(r0)

= −[ρ1ω
2

∫
B

|W−|2dr0 + ρ0ω
2

∫
BR

|W+|2dr0]−
∫
|r|=R

W+ · T (r)W+
ds(r0)

− [

∫
B

E(W−,W−
)dr0 +

∫
BR

E(W+,W+
)dr0]. (4.78)

Εισάγοντας τον συμβολισμό

W′ =

{
W−, στο B̄

W+, στο B̄R

, (4.79)

η σχέση (4.78) γίνεται:∫
Γ

W+ · T (r)W+
ds(r0)

= −ρω2

∫
BR∪B

|W−|2dr0 −
∫
|r|=R

W′ · T (r)W′
ds(r0)−

∫
BR∪B

E(W′,W′
)dr0.

(4.80)
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Η σχέση (4.74) μέσω της (4.80) γίνεται:

Im{< M(α,β), (α,β) >}

= −1

2
Im{

∫
|r|=R

W′ · T (r)W′
ds(r0)} −

1

2
ωc

∫
ΓI

|W+ −W−|2ds(r0). (4.81)

Οι συνθήκες ακτινοβολίας που διέπουν την δισδιάστατη γραμμική ελαστικότητα για τα
πεδίαW(p), W(s) [72] διαμορφώνονται ως εξής:

TW(p)(r)− ikp(λ+ 2µ)W(p)(r) = O(r−2) (4.82)

και
TW(s)(r)− iksµW(s)(r) = O(r−2) (4.83)

όπου W(p) και W(s) η διαμήκης και η εγκάρσια συνιστώσα του W αντίστοιχα και το
r = |r| τείνει στο άπειρο ομοιόμορφα προς όλες τις κατευθύνσεις του r̂ = r

r
.

Θεωρώντας ότι r → ∞, με την βοήθεια των σχέσεων (4.82) και (4.83) οδηγούμαστε
στο ακόλουθο αποτέλεσμα [72]

T (r)(W(p)
(r) +W(s)

(r)) = 2O(r−2) + ikp(λ+ 2µ)W(p)
(r) + iksµW(s)(r).

Θεωρώντας ξ =
1

2
max{kp(λ+ 2µ), ksµ} ∈ R η σχέση (4.81) γίνεται

Im{< M(α,β), (α,β) >} ≤ −ξ

∫
|r|=R

|W′|2ds(r0)

− 1

2
ωc

∫
ΓI

|W+ −W−|2ds(r0) +O(R−1). (4.84)

Αφήνουμε την ακτίνα R → ∞ και αφού ξ, ωc > 0 από τη σχέση (4.84) συμπεραίνουμε
ότι

Im{< M(α,β), (α,β) >} ≤ 0, για κάθε (α,β) ∈ [H̃−1/2(ΓD)]
2 × [H̃1/2(ΓI)]

2.

(4.85)
Η ισότητα στην (4.85) ισχύει όταν∫

|r|=R

|W′|2ds(r) = 0 και
∫
ΓI

|W+ −W−|2ds(r) = 0.

Από το λήμμα Rellich και την αναλυτική συνέχεια [27] εξασφαλίζεται ότιW′ = 0 στο
R2\B̄ και λόγω της σχέσης (4.79)W = 0 στοR2\B̄, καθώς επίσηςW−

∣∣
ΓI

= W+
∣∣
ΓI

=
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0. Συνεπώς, η ισότητα στην σχέση (4.85) ισχύει όταν α(r) = 0 και β(r) = 0, που
έρχεται σε αντίθεση με τις υποθέσεις του θεωρήματός μας. Άρα, το φανταστικό μέτρο
του ολοκληρωτικού τελεστή M είναι αυστηρά αρνητικό (strictly negative), δηλαδή,
ισχύει ότι

Im{< M(α,β), (α,β) >} < 0. (4.86)

(2) ΑνM(α,β) = 0, μέσω της ανάλυσης που κάναμε στο (1) προκύπτει απευθείας ότι
α = β = 0, επομένως οM είναι αντιστρέψιμος.
Με απλές γραμμοπράξεις πινάκων προκύπτει ότι ο τελεστής M μπορεί να εκφραστεί
ως

M

(
α

β

)
=

(
1 0

0 −1

)
M̃

(
α

β

)
, (4.87)

όπου

M̃ =

 SΓD|ΓD
(K − iωcS)ΓI |ΓD

(−K ′ − iωcS)ΓD|ΓI
(−Λ− iωcK ′ − ω2c2S + 2iωcI)ΓI |ΓI

 . (4.88)

Είναι προφανές ότι οι αντιστρεψιμότητες τωνM και M̃ είναι ισοδύναμες. Επομένως, ο
M̃ είναι αντιστρέψιμος. Στην συνέχεια, θα δείξουμε ότι οM είναι τελεστής Fredholm
(fredholm operator with zero index) χρησιμοποιώντας θεωρία Fredholm. Έτσι, μπο-
ρούμε να συμπεράνουμε ότι ο τελεστής M̃ διαθέτει φραγμένο αντίστροφο και συνεπώς
ότι οM είναι φραγμένος. Θα αποδείξουμε ότι ο M̃ είναι Fredholm operator with zero
index μέσω του λήμματος 4.3.2.
Ορίζουμε τους τελεστές πίνακες

A0 =

 S0|ΓD
(K0 − iωcS0)|ΓD

(−K
′
0 − iωcS0)|ΓI

−(Λ0 − 2iωcI)||ΓI
.


και

Ac =

 Ls|ΓD
(Lk − iωcLs)|ΓD

(−Lk′ − iωcLs)|ΓI
−(Lk + iωcK ′ + iωcK + ω2c2S)|ΓI

.

 .

Με απλές πράξεις αποδεικνύουμε ότι

M̃ = A0 + Ac. (4.89)
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Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο τελεστής
Ac : [H− 1

2 (Γ)]2 × [H
1
2 (Γ)]2 → [H

1
2 (Γ)]2 × [H− 1

2 (ΓI)]
2 είναι συμπαγής και ότι ο

τελεστής
A0 : [H

− 1
2 (Γ)]2× [H

1
2 (Γ)]2 → [H

1
2 (ΓD)]

2× [H− 1
2 (ΓI)]

2 ορίζει μία διγραμμική μορφή.
Θεωρούμε τον συμβολισμό ψext = (αext,βext) ως την μηδενική συνεχή επέκταση του
ψ = (α,β) στο σύνορο Γ. Τότε

< A0ψext,ψext >=

⟨ S0αext|ΓD
(K0 − iωcS0)βext|ΓD

(−K
′
0 − iωcS0)αext|ΓI

−(Λ0 − 2iωcI)βext|ΓI
.

 ,

(
αext

βext

)⟩

και μέσω του ορισμού των αext,βext προκύπτει ακόλουθη σχέση

< A0ψext,ψext >=< S0αext,αext > + < (K0 − iωcS0)βext,αext >

+ < (−K
′

0 − iωcS0)αext,βext > − < (Λ0 − 2iωcI)βext,βext > . (4.90)

Οι τελεστές K0, K
′
0 είναι συζυγείς και ο S0 είναι αυτοσυζυγής οπότε η σχέση (4.90)

γίνεται

< A0ψext,ψext > =< S0αext,αext > − < Λ0βext,βext >

+ < (K0 − iωcS0)βext,αext > − < αext, (−K0 − iωcS0)βext >

+ 2iωc∥βext∥2H1/2(Γ). (4.91)

Ο τελεστής A0 αποτελεί μία διγραμμική μορφή και κάνοντας πράξεις λαμβάνουμε την
σχέση

< A0ψext,ψext >=< S0αext,αext > − < Λ0βext,βext >

+ 2Im{< (K0 − iωcS0)βext,αext >}i+ 2iωc∥βext∥2
H

1
2 (Γ)

. (4.92)

Αν πάρουμε το πραγματικό μέρος της (4.92) γίνεται

Re{< A0ψext,ψext >} = Re{< S0αext,αext >} − 2Re{< Λ0βext,βext >}
+ 2Re{Im[< (K0 − iωcS0)βext,αext >]i}+Re{iωc∥βext∥2

H
1
2 (Γ)

}. (4.93)

Παρατηρούμε ότι οι όροι Im[< (K0− iωcS0)βext,αext >], ωc ∥βext∥2
H

1
2 (Γ)

είναι πραγ-
ματικοί, συνεπώς, η (4.93) γίνεται

Re{< A0ψext,ψext >} = Re{< S0αext,αext > − < Λ0βext,βext >}. (4.94)
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Μέσω του λήμματος 4.3.2 εξασφαλίζεται η ύπαρξη θετικής, πραγματικής σταθεράς
C0 > 0 τέτοιας ώστε

< S0αext,αext >≥ C0∥αext∥2
H− 1

2 (Γ)
(4.95)

και
< −Λ0βext,βext >≥ C0∥βext∥2

H
1
2 (Γ)

. (4.96)

Η σχέση (4.94) μέσω των σχέσεων (4.95) και (4.96) γίνεται:

Re{< A0ψext,ψext >} ≥ C0[∥αext∥2
H− 1

2 (Γ)
+ ∥βext∥2

H
1
2 (Γ)

].

Μέσω των ορισμών των αext, βext (4.30) έχουμε:

A0ψext = A0(αext,βext) =

 S0α|ΓD
+ (K0 − iωcS0)β|ΓD

(−K
′
0 − iωcS0)α|ΓI

− (Λ0 − 2iωcI)β|ΓI
.

 ,

ή
A0ψext = A0ψ. (4.97)

Χρησιμοποιώντας την (4.97), έπειτα από κάποιους υπολογισμούς, λαμβάνουμε την ακό-
λουθη σχέση

< A0ψext,ψext >=< A0ψ,ψ > . (4.98)

Η σχέση (4.94) μέσω του ορισμού των αext, βext (4.30) και της σχέσης (4.98) γίνεται:

Re{< A0ψ,ψ >} ≥ C0[∥α∥2
H̃− 1

2 (ΓD)
+ ∥β∥2

H̃
1
2 (ΓI)

] = C0∥ψ∥H̃ 1
2 (Γ)

. (4.99)

Συνεπώς, ο τελεστήςM̃ είναι τελεστής Fredholmμηδενικής τάξης. Λαμβάνοντας υπόψη
ότι οM είναι αντιστρέψιμος συμπεραίνουμε ότι οι M̃,M είναι μεταξύ τους αντίστρο-
φοι τελεστές.
Η απόδειξη του θεωρήματος ολοκληρώθηκε. �

Θεώρημα 4.3.2 (1) Ο τελεστής κοντινού πεδίου N : [L2(C)]2 → L2(C) μπορεί να
εκφραστεί ως

N = −H⋆M−1H. (4.100)

(2) Ο H : [L2(C)]2 → H̃
1
2 (ΓD) × H̃

1
2 (ΓI) είναι συμπαγής και έχει πυκνή εικόνα στον

[L2(C)]2.
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Απόδειξη.
(1) Λόγω της σχέσης (4.53) έχουμε

−H⋆MH = (−GM)M−1H = −GMM−1H.

Όμως,MM−1 = I . Συνεπώς,

−H⋆MH = −GIH = −GH.

Λόγω της (4.10) ισχύει −GH = N . Οπότε, N = −H⋆M−1H, που είναι η ζητούμενη
σχέση (4.100).
(2) Από την ελλειπτική θεωρία [77] γνωρίζουμε ότι

usct|B0 ∈ [H1(B0)]
2 και usct|C ∈ [H

1
2 (C)]2,

και άρα, ο G είναι συμπαγής και συμπεραίνουμε άμεσα από τη συνέχεια των πυρήνων
ότι ο H⋆ είναι συμπαγής. Για να αποδείξουμε ότι ο H⋆ έχει πυκνή εικόνα πρέπει και
αρκεί να αποδείξουμε ότι ο H είναι αντιστρέψιμος, το οποίο και αποδεικνύουμε στην
συνέχεια.
Υποθέτουμε ότι Hϕ = 0 και μέσω του ορισμού του H στις σχέσεις (4.6)-(4.7) παίρ-
νουμε vϕ = 0 και (T+iωc)vϕ|ΓI

= 0. Συνεπώς, η vϕ ικανοποιεί το ακόλουθο εξωτερικό
μεικτό πρόβλημα συνοριακών τιμών

(∆⋆ + ρ0ω
2)υ = 0 στο R2 \B (4.101)

υ = 0 στο ΓD (4.102)

Tυ + iωcυ = 0 στο ΓI (4.103)

Tυ(p) − ikp(λ+ 2µ)υ(p) = O(r−2) (4.104)

Tυ(s) − iksµυ
(s) = O(r−2). (4.105)

Λαμβάνοντας υπόψη το αποτέλεσμα της μοναδικότητας στο πρόβλημα (4.101)-(4.105)
συμπεραίνουμε ότι vϕ = 0 στο R2 \ B̄. Έπειτα λόγω της αναλυτκής συνέχειας vϕ συ-
μπεραίνουμε ότι vϕ = 0 στο R2 \ B̄0 (υπενθυμίζουμε ότι B0 ⊆ B). Εφόσον το vϕ είναι
δυναμικό απλού-στρώματος, ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη διαπήδησης

vϕ|−C = vϕ|+C = 0,

και εξαιτίας του ότι ο ω2 δεν είναι ιδιοτιμή του −∆⋆ στο B0. Συμπεραίνουμε, λοιπόν,
ότι vϕ = 0 στο B0 και άρα, ϕ = Tv−ϕ − Tv+ϕ = 0 στην C.
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Συνεπώς, οH είναι αντιστρέψιμος και η επομένως η εικόνα τουH⋆ είναι πυκνή. �
Παρατήρηση.
Στην προηγούμενη ανάλυση του ολοκληρωτικού τελεστήM δεν είναι δυνατόν να εφαρμο-
στεί το θεώρημα των Kirsch και Grinberg [18]. Συγκεκριμένα, δεν μπορεί να επιτευχθεί ο
μετασχηματισμός του πραγματικού μέρους τουM σε έναν συμπαγή και πιεστικό τελεστή,
συνεπώς, οδηγούμαστε στην αναζήτηση ενός άλλου κατάλληλλου μετασχηματισμού.

4.4 Ο Αλγόριθμος της Αντιστροφής

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε μία νέα τροποποιημένη παραγοντοποίηση του τελε-
στή κοντινού πεδίου N . Ορίζουμε τους νέους βοηθητικούς τελεστές που συμμετέχουν
στην προαναφερθείσα τροποποίηση και αποδεικνύουμε ότι ικανοποιείται το θεώρημα
των Kirsch και Grinberg [66]. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τον αλγόριθμο της ανακα-
τασκευής του συνόρου του τελεστή για κάθε ένα από τα δύο ξένα-μεταξύ τους μέρη του
συνόρου του τελεστή.
Κινούμενοι στην κατεύθυνση που περιγράψαμε, εισάγουμε τον τελεστή ND, ο οποίος
αποτελεί μετασχηματισμό του τελεστήN και τον αντικαθιστά. Για το σκοπό αυτό, επι-
λέγουμε ένα χωρίοΩ για το οποίο θεωρούμε ότι είναι εκ των προτέρων γνωστό ότι είναι
ανοιχτό και φραγμένο πεδίο μεC2-σύνορο ∂Ω, έτσι ώστε B̄0 ⊂ Ω και Ω̄ ⊂ B. Επιπλέον,
θεωρούμε ότι το σύνορο ∂Ω του Ω και η καμπύλη C είναι ξένα μεταξύ τους σύνολα,
δηλαδή, ∂Ω ∩ C = ∅.

Ορισμός 4.4.1 Για κάποιες μιγαδικές παραμέτρους ξ1, ξ2 ∈ C, μεRe(ξ1) > 0, Im(ξ1) <

0 και Re(ξ2) < 0, Im(ξ2) > 0, ορίζουμε τους τελεστές

ND :=N − ξ1U⋆U (4.106)

NI :=N + ξ2U⋆U (4.107)

όπου ο τελεστής U : [L2(C)]2 → [L2(C)]2 δίνεται από τον τύπο

Uϕ(x) =
∫
C

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0), r ∈ ∂Ω (4.108)

για κάθε ϕ(r) ∈ [L2(C)]2.
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Θεώρημα 4.4.1 Υποθέτουμε ότι ω2 δεν είναι μία Dirichlet ιδιοτιμή του−∆⋆ στοΩ, ούτε
μία Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο B0. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις:
(1)

ND = −

(
H1

U

)⋆

M1

(
H1

U

)
, (4.109)

με
M1 := M10 +M1C (4.110)

και

NI = −

(
U
H2

)⋆

M2

(
U
H2

)
, (4.111)

με
M2 := M20 +M2C , (4.112)

όπου οι τελεστέςM10,M20 είναι ελλειπτικοί (coercive) και οι τελεστέςM1C ,M2C είναι
συμπαγείς.
(2) Οι τελεστές Im(M1), Im(M2) είναι αυστηρά αρνητικοί.

(3) Οι τελεστές
(
H⋆

1 U⋆
)
=

(
H1

U

)⋆

,
(
U⋆ H⋆

2

)
=

(
U
H2

)⋆

είναι συμπαγείς και έχουν πυκνή εικόνα στον [L2(C)]2.

Απόδειξη. (1) Ορίζουμε έναν τελεστή πίνακα

R :=
(
R1 R2

)
: [L2(C)]2 → [H

1
2 (ΓD)]

2 × [H− 1
2 (ΓI)]

2,

με τύπο
R1f1 = w|ΓD

και R2f1 = (Tw+ iωcw)|ΓI
, (4.113)

με f1 ∈ [L2(∂Ω)]2 και w = w(r) ∈ [L2(∂Ω)]2.
Εισάγουμε το ακόλουθο πρόβλημα συνοριακών τιμών:

(∆⋆ + ρ0ω
2)w = 0, στο R2 \ B̄ (4.114)

w = f1, και ∂Ω (4.115)

Tw(p) − ikp(λ+ 2µ)w(p) = O(r−2) (4.116)

Tw(s) − iksµw(s) = O(r−2). (4.117)

Η ύπαρξη και η μοναδικότητα της λύσης του προβλήματος συνοριακών τιμών (4.114)-
(4.117), με συνοριακά δεδομένα f1 ∈ [L2(∂B)]2 αποδεικνύει ότι ο τελεστής R είναι
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συμπαγής [1], [2]. Από τον ορισμό του vϕ στην σχέση (4.8) προκύπτει άμεσα ότι το
δυναμικό-απλού-στρώματος vϕ είναι λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών (4.114)-
(4.117), με συνοριακά δεδομένα, f1|∂Ω = vϕ|∂Ω = Uϕ. Από τον ορισμό του H στις
σχέσεις (4.6), (4.7) και τον ορισμό τουR στη σχέση (4.113) προκύπτουν άμεσα οι ακό-
λουθες σχέσεις

H1 = R1U (4.118)

και

H2 = R2U. (4.119)

Αν αντικαταστήσουμε τον H2 από τη σχέση (4.119) στην H = (H1,H2) λαμβάνουμε
την ακόλουθη σχέση

H =

(
I 0

0 R2

)(
H1

U

)
. (4.120)

Η τελευταία σχέση μας δίνει τον συζυγή τελεστή

H⋆ =

(
H1

U

)(
I 0

0 R⋆
2

)
. (4.121)

Εάν στον ορισμό του ND στη σχέση (4.106) αντικαταστήσουμε τον N με την βοήθεια
της σχέσης (4.100), λαμβάνουμε τη σχέση

ND = −H⋆M−1H− ξ1U⋆U. (4.122)

Με χρήση των σχέσεων (4.120) και (4.121) λαμβάνουμε τη σχέση

−H⋆M−1H = −

(
H1

U

)(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)(
H1

U

)
. (4.123)

Η σχέση (4.122) μέσω της σχέσης (4.123) γίνεται

ND = −

(
H1

U

)⋆(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)(
H1

U

)
− ξ1U⋆U. (4.124)

Μετά από πράξεις καταλήγουμε στη σχέση

ξ1U⋆U =

(
H1

U

)⋆(
0 0

0 ξ1I

)(
H1

U

)
. (4.125)
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Η σχέση (4.124) μέσω της (4.125) γίνεται

ND = −

(
H1

U

)⋆ [(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)
+

(
0 0

0 ξ1I

)](
H1

U

)
. (4.126)

Αν ορίσουμε ως

M1 :=

(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)
+

(
0 0

0 ξ1I

)
, (4.127)

με αντικατάσταση στην (4.126) ολοκληρώνεται η απόδειξη της σχέσης (4.109). Στη
συνέχεια γράφουμε τον τελεστήM (βλέπε σχέση (4.52) ως εξής

M =

(
S0 0

0 Λ0

)
+Mc,

όπου

Mc =

Ls|ΓD|ΓD
0

0 (LΛ − iωcK + ω2cS − 2iωcI)|ΓI |ΓI

 .

Προφανώς οM−1 είναι φραγμένος και επιπλέον, μπορεί να εκφραστεί ως

M−1 =

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)
−M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)
. (4.128)

Αντικαθιστώντας τονM−1 από τη σχέση (4.128) στη σχέση (4.127) τότε έχουμε

M1 =

(
I 0

0 R⋆
2

)[(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)
−M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)](
I 0

0 R2

)
+

(
0 0

0 ξ1I

)
.

Στην τελευταία σχέση κάνοντας υπολογισμούς λαμβάνουμε διαδοχικά

M1 =

(
I 0

0 R⋆
2

)(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)

−

(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)
+

(
0 0

0 ξ1I

)

=

(
S−1
0 0

0 R⋆
2Λ

−1
0 R2

)
+

(
0 0

0 ξ1I

)
−

(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)

=

(
S−1
0 0

0 R⋆
2Λ

−1
0 R2 + ξ1I

)
−

(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)
.
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Τελικά έχουμε

M1 =

(
S−1
0 0

0 ξ1I

)
+

(
0 0

0 R⋆
2Λ

−1
0 R2

)
−

(
I 0

0 R2

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)
.

(4.129)

Εισάγουμε τώρα τον συμβολισμό

M10 =

(
S−1
0 0

0 ξ1I

)
και

M1C =

(
0 0

0 R⋆
2Λ

−1
0 R2

)
−

(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
I 0

0 R2

)
και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της σχέσης (4.110).
Θεωρώντας ότι Re{ξ1} > 0 προκύπτει ότι ο M10 είναι πιεστικός τελεστής (coercive
operator) και οM1C είναι συμπαγής τελεστής. Στη συνέχεια ακολουθώντας παρόμοια
διαδικασία για τον NI και αντικαθιστώντας τον H1 που δίνεται στην (4.118), στην πα-
ρακάτω σχέση μετά από πράξεις

H =

(
H1

H2

)
=

(
R1U
H2

)
.

Τελικά

H =

(
R1 0

0 I

)(
U
H2

)
. (4.130)

Η τελευταία σχέση μας δίνει την ακόλουθη νέα έκφραση του συζυγούς τελεστή:

H⋆ =

(
U
H2

)⋆(
R1 0

0 I

)
. (4.131)

Εάν αντικαταστήσουμε τον τελεστήN που δίνεται στην (4.100) στη σχέση (4.107) λαμ-
βάνουμε την ακόλουθη σχέση

NI = −H⋆M−1H + ξ2U⋆U. (4.132)

Μέσω των σχέσεων (4.130) και (4.131) οδηγούμαστε στη σχέση:

−H⋆M−1H = −

(
U
H2

)⋆(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)(
U
H2

)
(4.133)
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Η σχέση (4.132) λόγω της (4.133) γίνεται:

NI = −

(
U
H2

)⋆(
R1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)(
U
H2

)
+ ξ2U⋆U. (4.134)

Μετά από πράξεις λαμβάνουμε τη σχέση

ξ2U⋆U =

(
U
H2

)⋆(
ξ2I 0

0 0

)(
U
H2

)
. (4.135)

Η σχέση (4.134) μέσω της (4.135) γίνεται:

NI = −

(
U
H2

)⋆ [(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)
−

(
ξ2I 0

0 0

)](
U
H2

)
. (4.136)

Εισάγουμε τον τελεστή

M2 :=

(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)
−

(
ξ2I 0

0 0

)
, (4.137)

και αντικαθιστούμε τονM−1, που δίνεται στην (4.128), στην σχέση (4.137) και έπειτα
από πράξεις καταλήγουμε στην επόμενη σχέση

M2

=

(
−ξ2I 0

0 Λ−1
0

)
+

(
R⋆

1S−1
0 R1 0

0 0

)
−

(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
R1 0

0 I

)
.

Επιπλέον, εισάγουμε τους δύο ακόλουθους τελεστές

M20 :=

(
−ξ2I 0

0 Λ−1
0

)
και

M2C :=

(
R⋆

1S−1
0 0

0 0

)
−

(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1Mc

(
S−1
0 0

0 Λ−1
0

)(
R1 0

0 I

)
,

και έτσι, ολοκληρώνεται η απόδειξη της σχέσης (4.112).
Θεωρώντας ότι Re{ξ2} < 0 αποδεικνύεται ότι οM20 είναι πιεστικός τελεστής.
Επιπλέον, εφόσον οιR1 καιMc είναι συμπαγείς τελεστές, εξασφαλίζεται η συμπάγεια
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τουM2C .
Ολοκληρώνεται η απόδειξη του (1).
(2) Ξεκινάμε αποδεικνύοντας ότι ο Im{M1} είναι αυστηρά αρνητικός τελεστής.
Θεωρούμε μη-ταυτοτικά μηδενικό στοιχείο ϕ ∈ [H1/2(ΓD)]

2 × [H1/2(∂Ω)]2. Αντικα-
θιστούμε τον M1 μέσω της σχέσης (4.127), γράφουμε ϕ = (ϕ1,ϕ2)

T και με υπολογι-
σμούς έχουμε την ακόλουθη σχέση

Im{< M1ϕ,ϕ >} = Im{
⟨(

I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)
ϕ,ϕ

⟩
}

+ Im{
⟨(0 0

0 ξ1I

)(
ϕ1

ϕ2

)
,

(
ϕ1

ϕ2

)⟩
}. (4.138)

Μετά από υπολογισμούς καταλήγουμε στις ακόλουθες σχέσεις⟨(
0 0

0 ξ1I

)(
ϕ1

ϕ2

)
,

(
ϕ1

ϕ2

)⟩
=< ξ1ϕ2,ϕ2 > (4.139)

ή ισοδύναμα ⟨(
0 0

0 ξ1I

)(
ϕ1

ϕ2

)
,

(
ϕ1

ϕ2

)⟩
= ξ1 < ϕ2,ϕ2 > (4.140)

ή ισοδύναμα ⟨(
0 0

0 ξ1I

)(
ϕ1

ϕ2

)
,

(
ϕ1

ϕ2

)⟩
= ξ1∥ϕ2∥2L2(∂Ω) (4.141)

καθώς επίσης και στην

M−1

(
I 0

0 R2

)
= M−1

(
ϕ1

R2ϕ2

)
. (4.142)

Ορίζουμε ϕ̂ := M−1

(
I 0

0 R2

)
ϕ και μέσω της σχέσης (4.142) λαμβάνουμε το ακό-

λουθο αποτέλεσμα

ϕ̂ := M−1

(
I 0

0 R2

)
ϕ = M−1

(
ϕ1

R2ϕ2

)
. (4.143)

Η σχέση (4.138) μέσω της (4.139) γίνεται

Im{< M1ϕ,ϕ >} = Im{
⟨(

I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)
ϕ,ϕ

⟩
}+Im{< ξ1ϕ2,ϕ2 >}.

(4.144)
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Εφαρμόζουμε τον τελεστήM στη σχέση (4.143) λαμβάνουμε την ακόλουθη σχέση

Mϕ̂ =

(
I 0

0 R2

)
ϕ (4.145)

και με τη βοήθεια της σχέσης (4.143) έχουμε:⟨(
I 0

0 R⋆
2

)
M−1

(
I 0

0 R2

)
ϕ,ϕ

⟩
=< ϕ̂,Mϕ̂ > . (4.146)

Η σχέση (4.144) μέσω των σχέσεων (4.141) και (4.146) γίνεται

Im{< M1ϕ,ϕ >} = Im{< ϕ̂,Mϕ̂ >}+ Im(ξ1)∥ϕ2∥2L2(∂Ω) (4.147)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι

Im{< ϕ̂,Mϕ̂ >} = −Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >},

η σχέση (4.147) γίνεται

Im{< M1ϕ,ϕ >} = −Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >}+ Im(ξ1)∥ϕ2∥2L2(∂Ω). (4.148)

Ο τελεστήςM είναι ελλειπτικός, συνεπώς,

Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≥ 0, ή ισοδύναμα

−Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≤ 0.

Συνδυάζουμε το τελευταίο αποτέλεσμα με την αρχική υπόθεσή
Im(ξ1) < 0 και ∥ϕ2∥2L2(∂Ω) ≥ 0, μέσω της σχέσης (4.148), προκύπτει άμεσα

Im{< M1ϕ,ϕ >} ≤ 0.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ο Im(M1) είναι αυστηρά αρνητικός. Έστω ότι ισχύει
η ισότητα Im{< M1ϕ,ϕ >} = 0, τότε, μέσω της σχέσης (4.148), έχουμε

−Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >}+ Im(ξ1)∥ϕ2∥2L2(∂Ω) = 0. (4.149)

Ανακαλώντας ότι

−Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≤ 0 και Im(ξ1)∥ϕ2∥2L2(∂Ω) ≤ 0,
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τότε σε συνδυασμό με την (4.149) θα έχουμε Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} = Im(ξ1)∥ϕ2∥2L2(∂Ω) =

0 ή ισοδύναμα ϕ1 = 0 και ϕ2 = 0 και συνεπώς ϕ = 0, που είναι αντίφαση. Επομένως,
η υπόθεση Im(M1) = 0 οδηγεί σε άτοπο, οπότε Im(M1) < 0.
Συνεχίζουμε την μελέτη μας αποδεικνύοντας ότι ο Im{M2} είναι επίσης αυστηρά αρ-
νητικός τελεστής.
Θεωρούμε μη-ταυτοτικά-μηδενικό στοιχείο ϕ = (ϕ1,ϕ2) ∈ [L2(∂Ω)]2 × [H− 1

2 (ΓI)]
2.

Χρησιμοποιώντας τη μορφή τουM2 όπως αυτή δίνεται στη σχέση (4.137) λαμβάνουμε
την ακόλουθη σχέση

Im{< M2ϕ,ϕ >}

= Im{
⟨(

R⋆
1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ,ϕ

⟩
} − Im{

⟨(
ξ2I 0

0 0

)
ϕ,ϕ

⟩
}. (4.150)

Κάνοντας μερικούς αλγεβρικούς υπολογισμούς καταλήγουμε στις ακόλουθες σχέσεις⟨(
ξ2I 0

0 0

)
ϕ,ϕ

⟩
=< ξ2ϕ1,ϕ1 > (4.151)

⟨(
ξ2I 0

0 0

)
ϕ,ϕ

⟩
= ξ2 < ϕ1,ϕ1 > (4.152)

ή ισοδύναμα ⟨(
ξ2I 0

0 0

)
ϕ,ϕ

⟩
= ξ2∥ϕ1∥2L2(∂Ω) (4.153)

και

M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ = M−1

(
R1ϕ1

ϕ2

)
. (4.154)

Ορίζουμε

ϕ̂ = M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ. (4.155)

Η σχέση (4.155) μέσω της (4.154) γίνεται

ϕ̂ = M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ = M−1

(
R1ϕ1

ϕ2

)
. (4.156)

Η σχέση (4.150) μέσω της σχέσης (4.151) γίνεται

Im{< M2ϕ,ϕ >} = Im{
⟨(

R⋆
1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ,ϕ

⟩
}−Im{< ξ2ϕ1,ϕ1 >}.

(4.157)
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Εφαρμόζοντας τον τελεστήM από αριστερά στη σχέση (4.156) έχουμε

Mϕ̂ =

(
R1 0

0 I

)
ϕ =

(
R1ϕ1

ϕ2

)
(4.158)

και χρησιμοποιώντας τους προηγούμενους υπολογισμούς καταλήγουμε στη σχέση⟨(
R⋆

1 0

0 I

)
M−1

(
R1 0

0 I

)
ϕ,ϕ

⟩
=< ϕ̂,Mϕ̂ > . (4.159)

Η σχέση (4.157) μέσω των (4.153) και (4.159) γίνεται

Im{< M2ϕ,ϕ >} = −Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} − Im(ξ2)∥ϕ1∥2L2(∂Ω). (4.160)

ΟM, όπως και πριν, είναι ελλειπτικός τελεστής, συνεπώς, Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≥ 0,
ή −Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≤ 0. Συνδυάζοντας το τελευταίο αποτέλεσμα με την αρχική
υπόθεση Im(ξ2) > 0 καθώς και λαμβάνοντας υπόψη ∥ϕ1∥2L2(∂Ω) ≥ 0 και την (4.160)
προκύπτει άμεσα ότι

−Im{< M2ϕ,ϕ >} ≤ 0.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ο Im(M2) είναι αυστηρά αρνητικός. Υποθέτουμε,
αντίθετα, ότι Im{< M2ϕ,ϕ >} = 0, τότε, μέσω της σχέσης (4.160), έχουμε:

Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >}+ Im(ξ2)∥ϕ1∥2L2(∂Ω) = 0. (4.161)

Υπενθυμίζουμε ότι ισχύουν −Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} ≤ 0 και Im(ξ2)∥ϕ1∥2L2(∂Ω) ≤ 0, σε
συνδυασμό με την (4.161) θα είναι

Im{< Mϕ̂, ϕ̂ >} = Im(ξ2)∥ϕ1∥2L2(∂Ω) = 0

ή ϕ1 = 0 και ϕ2 = 0, ή ϕ = 0, που είναι αντίφαση. Επομένως, η αρχική μας υπόθεση
ότι Im(M2) = 0 καταλήγει σε άτοπο. Συνεπώς, Im(M2) < 0.
(3) Από τον ορισμό του U στη σχέση (4.108), λαμβάνουμε την συζυγή μορφή του U

(U⋆ϕ)(r) =
∫
C

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0), r ∈ C, (4.162)

από την οποία άμεσα προκύπτει ότι ο τελεστής U⋆ είναι συμπαγής, διότι, ο πυρήνας
Γ̃(r, r0) είναι ασθενής ανώμαλος (weakly singular kernel).
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Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ο U είναι αντιστρέψιμος τελεστής. Υποθέτουμε ότι ο
Uϕ(r) = 0, r ∈ ∂Ω τότε από τη σχέση (4.108) έχουμε∫

C

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0) = 0, r ∈ ∂Ω.

Συνεπώς, το δυναμικό απλού στρώματος

vϕ(r) =
∫
C

Γ̃(r, r0)ϕ(r0)ds(r0) = 0, r ∈ R2 \ C̄

ικανοποιεί την εξίσωση Navier στο Ω, με συνοριακό δεδομένο vϕ|∂Ω = 0. Από την
υπόθεση του θεωρήματος 4.4.1 ότι ω2 δεν αποτελεί Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ (διότι
Ω ⊆ B0), η τελευταία σχέση μας εξασφαλίζει ότι vϕ = 0 στο Ω και μέσω της αρχής
αναλυτικής συνέχειας είναι vϕ = 0 στο R2. Συνεπώς, ϕ = 0 και επομένως, ο τελεστής
U είναι αντιστρέψιμος. �
Συνεχίζουμε την μελέτη μας με τον αλγόριθμο αντιστροφής σχετικά με την ανακατα-
σκευή του συνόρου του μερικώς επικαλυμμένου αντικειμένου (σκεδαστής). Πριν προ-
χωρήσουμε, για την ευκολία του αναγνώστη, δίνουμε τις ακόλουθες παρατηρήσεις.
Παρατηρήσεις
Από τα αποτελέσματα του θεωρήματος 4.4.1, προκύπτουν για τους τελεστέςND καιNI

τα κάτωθι:
(1) Ο τελεστήςND ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 4.4.1 των Kirsch
και Grinberg [66] και επομένως, για t = 0 ισχύει

Range[(N ♯
D)

1
2 ] = Range[(H⋆

1,U⋆)],

όπου
N ♯

D = |Re{ND}|+ |Im{ND}|.

Για κάθε ϕ = (ϕ1,ϕ2) ∈ [H̃− 1
2 (ΓD)]

2 × [L2(∂Ω)]2 είναι

(H⋆
1,U⋆)ϕ(r) = (H⋆

1,U⋆)(ϕ1(r),ϕ2(r)) = H⋆
1ϕ1(r) + U⋆ϕ2(r).

Συνεπώς,

(H⋆
1,U⋆)ϕ(r) =

∫
ΓD

ϕ1(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
∂Ω

ϕ2(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0), r ∈ C.

(4.163)
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(2) Όπως και πρίν, ο τελεστής NI ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του θεωρήματος
Krisch και Grinberg [66]. Επομένως, για t = 0 ισχύει

Range[(N ♯)
1
2 ] = Range[(U⋆,H⋆

2)],

όπου
N ♯ = |Re{N}|+ |Im{N}|.

Παρόμοια για κάθε ϕ = (ϕ1,ϕ2) ∈ [L2(∂Ω)]2 × [H̃
1
2 (ΓI)]

2 ισχύει

(U⋆,H⋆
2)ϕ(r) = (U⋆,H⋆

2)(ϕ1,ϕ2) = U⋆ϕ1(r) +H⋆
2ϕ2(r).

Συνεπώς,

(U⋆,H⋆
2)ϕ(r) =∫

∂Ω

ϕ1(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
ΓI

[T (r) + iωcϕ2(r)]Γ̃(r, r0)ds(r0), r ∈ C. (4.164)

Είμαστε έτοιμοι, τώρα, να δωσουμε τον αλγόριθμο αντιστροφής για την ανακατασκευή
του τμήματος ΓD του συνόρου Γ του σκεδαστή.

Λήμμα 4.4.1 Υποθέτουμε ότι ω2 δεν είναι ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο Ω, ούτε
Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο D0. Για κάθε κατά τμήμα λεία καμπύλη που δεν διαθέτει
σημεία αυτοτομής (nonintersecting) και κοιλότητες (cups) ορίζουμε

Φ1
L(r) :=

∫
Γ

ϕ1(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
∂Ω

ϕ2(r)Γ̃(r, r0)ds(r0), (4.165)

για κάθε ϕ = (ϕ1,ϕ2) ∈ [H̃− 1
2 (L)]2 × [L2(∂Ω)]2 και ϕ1(r) ̸= 0, για κάθε r ∈ L. Τότε

L ⊆ ΓD ⇔ Φ1
L ∈ Range[(H⋆

1,U⋆)].

Απόδειξη.
Ευθύ.
Υποθέτουμε ότι L ⊂ ΓD, τότε θα είναι H̃− 1

2 (L) ⊆ H̃− 1
2 (ΓD) και συνεπώς προκύπτει

άμεσα ότι
Φ1

L ∈ Range[(H⋆
1,U⋆)].

Αντίστροφο.
Αντιθέτως, αν υποθέσουμε ότι

L ̸⊆ ΓD (4.166)
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θα εξακολουθεί να ισχύει ότι

Φ1
L ∈ Range[(H⋆

1,U⋆)]. (4.167)

Συνδυάζοντας την υπόθεση (4.166), με το συμπέρασμα (4.167) και την (4.165) του λήμ-
ματος 4.4.1 εξασφαλίζεται η ύπαρξη

ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) ∈ [H̃− 1
2 (ΓD)]

2 × [L2(∂Ω)]2

έτσι, ώστε

Φ1
L(r) :=

∫
ΓD

ϕ̂1(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
∂Ω

ϕ̂2(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0). (4.168)

Εφόσον L ̸⊆ ΓD θα υπάρχει σημείο z0 ∈ L τέτοιο ώστε z0 ̸∈ ΓD, τότε η Φ1
L(r) θα

διαθέτει ένα ανώμαλο σημείο (singular point) r = z0. Όμως, το δεξί μέλος της σχέσης
(4.168) είναι μία αναλυτική συνάρτηση και συνεπώς, δεν μπορεί να διαθέτει ανώμαλα
σημεία. Έτσι, καταλήγουμε σε αντίφαση και η αρχική μας υπόθεση L ̸⊆ ΓD είναι λαν-
θασμένη, άρα, L ⊆ ΓD. �
Από το θεώρημα των Kirsch και Grinberg 4.1.1, το θεώρημα 4.4.1 καθώς και το λήμμα
4.4.1 προκύπτει άμεσα το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 4.4.2 Υποθέτουμε ότι ω2 δεν είναι ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο Ω,
ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο B0. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα

(1)

L ⊆ ΓD ⇔ Φ1
L ∈ Range[(H⋆

1,U⋆)] (4.169)

και

(2) για ένα ιδιοσύστημα (λj,ψj) του N ♯
D έχουμε

L ⊆ ΓD ⇔
∞∑
j=1

| < Φ1
L,ψj >L2(C) |2

|λj|
< ∞, (4.170)

όπου
N ♯

D = |Re{ND}|+ |Im{ND}|.

Χρησιμοποιώντας παρόμοια διαδικασία όπως παραπάνω μπορούμε να πετύχουμε την
ανακατασκευή του σχήματος του τμήματος ΓI του συνόρου Γ. Δίνουμε το ακόλουθο
λήμμα.
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Λήμμα 4.4.2 Υποθέτουμε ότι ω2 δεν είναι ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο Ω, ούτε
Dirichlet ιδιοτιμή του−∆⋆ στο B0. Για κάθε κατά τμήματα λεία καμπύλη που αυτοτέμνε-
ται (nonintersecting) ορίζουμε

Φ2
L(r) :=

∫
∂Ω

ϕ1(r0)Γ̃(r, r0)ds(r0) +
∫
L

ϕ2(r0)(T (r) − iωc)Γ̃(r, r0)ds(r0), (4.171)

για κάθε ϕ = (ϕ1,ϕ2) ∈ [L2(∂Ω)]2 × [H̃
1
2 (L)]2 και ϕ2(r) ̸= 0, για κάθε r ∈ L. Τότε

L ⊆ ΓI ⇔ Φ2
L ∈ Range[(U⋆,H⋆

2)].

Όπως και πριν από τα θεωρήματα 4.1.1, 4.4.1 και το λήμμα 4.4.2 έχουμε

Θεώρημα 4.4.3 Υποθέτουμε ότι η ω2 δεν είναι ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο Ω,
ούτε Dirichlet ιδιοτιμή του −∆⋆ στο B0. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα

(1)

L ⊆ ΓI ⇔ Φ2
L ∈ Range[(U⋆,H⋆

2)] (4.172)

και

(2) για ένα ιδιοσύστημα (λj,ψj) του N ♯
I

L ⊆ ΓI ⇔
∞∑
j=1

| < Φ2
L,ψj >L2(C) |2

|λj|
< ∞, (4.173)

όπου
N ♯

I = |Re{NI}|+ |Im{NI}|.

Τέλος, αναφέρουμε ότι έχει γίνει μελέτη του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης που
αντιστοιχεί στο πρόβλημα (3.57)-(3.59) και ο αναγνώστης για λεπτομέρειες μπορεί να
ανατρέξει στο [55].

4.5 Εφαρμογές και Συμπεράσματα

Στην διδακτορική διατριβή μελετήσαμε ένα ελαστικό μεικτό πρόβλημα σκέδασης
στην δισδιάστατη γραμμική ελαστικότητα για ένα μη-διαπερατό σκεδαστή και θεμελιώ-
σαμε αποτελέσματα τόσο για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης όσο και για το αντίστροφο. Η
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μελέτη αυτή βρίσκει εφαρμογή σε ελαστικά υλικά και ελαστικά περιβάλλοντα, ειδικό-
τερα, για τα μερικώς επικαλυμμένα αντικείμενα (σκεδαστές). Προγενέστερες παρόμοιες
μελέτες χρησιμοποιούνται σε πληθώρα φυσικών προβλημάτων στους τομείς της μηχα-
νικής, της ιατρικής απεικόνισης, στους μη-καταστρεπτικούς ελέγχους, στην γεωφυσική
και της επιστήμης των υλικών που χρησιμοποιούν αποτελέσματα παρεμφερών μελε-
τών. Η παρούσα διατριβή είναι εφικτό να χρησιμοποιηθεί για τη μελέτη αντίστοιχων
αντίστροφων προβλημάτων σκέδασης για μερικώς επικαλυμμένα εμπόδια θαμμένα-ή-
μή σε πολυστρωματικό ελαστικό μέσο. Επιπλέον, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την
ανακατασκευή σκεδαστών οι οποίοι αποτελούν ένωση δύο ή περισσοτέρων διαφορετι-
κών σωμάτων που ενδέχεται να είναι διαφορετικά μεταξύ τους υλικά.

Το σύνορο Γ του σκεδαστή αποτελείται από δύο ξένα μεταξύ τους υποσύνολα, στο
πρώτο ΓD ισχύει μία συνοριακή συνθήκη Dirichlet και στο δεύτερο ΓI συνοριακή συν-
θήκη εμπέδησης. Η μέθοδος μας μπορεί να επεκταθεί και να εξακολουθήσει να ισχύει
στην περίπτωση που το σύνορό μας αποτελείται από περισσότερα από δύο ξένα μεταξύ
τους υποσύνολα, στα οποία να ισχύουν διαφορετικές μεταξύ τους συνοριακές συνθήκες.
Η επιλυσιμότητα του ευθέος προβλήματος είναι εξαιρετικά χρήσιμη, διότι οι μετρήσεις
των δεδομένων των σκεδασμένων πεδίων στο εσωτερικό του μερικώς επικαλυμμένου
σκεδαστή χρησιμοποιούνται στο αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα.

Όσον αφορά το αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης, χρησιμοποιήσαμε μία
τροποποιημένη μέθοδο παραγοντοποίησης προκειμένου να προσδιορίσουμε την τοπο-
θεσία και το είδος του μερικώς επικαλυμμένου σκεδαστή. Εισάγουμε τους απαραίτη-
τους βοηθητικούς τελεστές προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα των Kirsch
και Grinberg [66]. Η κεντρική ιδεά της μελέτης μας ήταν να παραγοντοποιήσουμε κα-
τάλληλα αυτούς τους νέους τελεστές, ώστε να είμαστε σε θέση να εφαρμόσουμε το εν
λόγω θεώρημα, το οποίο χρησιμοποιούμε για την ανακατασκευή του σκεδαστή. Σε προ-
γενέστερες μελέτες έχουν δοθεί αριθμητικά αποτελέσματα [13], [15], [17], [57], [74],
[80]-[83], [86]-[91]. Η μελέτη μας αποτελεί έναυσμα για την επιστημονική κοινότητα
σχετικά με αριθμητικές μελέτες σε ελαστικά μεικτά προβλήματα σκέδασης, για τα οποία
μέχρι στιγμής δεν έχουν δοθεί αριθμητικά αποτελέσματα.
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