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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 
Στους κλάδους της οικονομικής, ασφαλιστικής επιστήμης καθώς και της διαχείρισης 

κινδύνου συχνά εμφανίζονται δεδομένα που κατά τη μοντελοποίηση τους δεν μπορούν να 

περιγραφούν από τις κλασικές κατανομές. Τέτοια δεδομένα είναι οι χρόνοι ζωής ασθενών 

που συμμετέχουν σε κλινικές μελέτες ή οι ζημιές μίας τράπεζας από μη εξυπηρετούμενα 

δάνεια. Τα τελευταία χρόνια πολλοί ερευνητές επικεντρώθηκαν στην εύρεση νέων μοντέλων 

κατανομών, βασικό γνώρισμα των οποίων είναι η μεγαλύτερη ευελιξία και η καλύτερη 

προσαρμογή τους σε τέτοιου είδους δεδομένα. 

Στην παρούσα εργασία θα γίνει παρουσίαση δύο νέων οικογενειών κατανομών, των 

τεχνικών με τις οποίες δημιουργήθηκαν καθώς και των κύριων χαρακτηριστικών μεγεθών 

τους. Οι οικογένειες κατανομών που παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία έχουν μελετηθεί 

στην έως τώρα βιβλιογραφία για την προσαρμογή τους σε δεδομένα χρόνων ζωής, όμως 

πρόκειται για κατανομές που δύνανται να χρησιμοποιηθούν για προσαρμογή και σε δεδομένα 

του ασφαλιστικού ή τραπεζικού κλάδου, όπως ζημιές μίας τράπεζας από μη εξυπηρετούμενα 

δάνεια ή αποζημιώσεις μίας ασφαλιστικής εταιρίας. Συγκεκριμένα, θα παρουσιάσουμε την 

οικογένεια των γενικευμένων μετασχηματισμένων κατανομών (𝐺𝑇 − 𝐹) και την οικογένεια 

των νέων κατανομών με βαριά ουρά (𝑁𝐻𝑇 − 𝐹) οι οποίες επεκτείνουν τις κλασικές 

κατανομές. Οι τελευταίες έχουν το ρόλο του γεννήτορα στα νέα μοντέλα. 

Στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας γίνεται μία εισαγωγή του θέματος που 

πραγματεύεται η εργασία. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο περιλαμβάνεται ένα εισαγωγικό μέρος με βασικές έννοιες από το 

χώρο των πιθανοτήτων και της στατιστικής. 

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στην οικογένεια των γενικευμένων 

μετασχηματισμένων κατανομών με γεννήτορα μία κατανομή 𝐹. Παρουσιάζεται ο ορισμός της 

οικογένειας και τα βασικά χαρακτηριστικά μεγέθη της καθώς και τεχνικές εκτίμησης των 

παραμέτρων της. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο μελετώνται δύο περιπτώσεις της οικογένειας των γενικευμένων 

μετασχηματισμένων κατανομών, εκείνη που έχει ως γεννήτορα την εκθετική κατανομή και 

εκείνη που έχει ως γεννήτορα την κατανομή Γάμμα. 

Στο πέμπτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η δεύτερη οικογένεια κατανομών που μελετάται στην 

παρούσα εργασία, η οικογένεια των νέων κατανομών με βαριά ουρά με γεννήτορα μία 



κατανομή 𝐹. Παραθέτουμε τον ορισμό της και τα βασικά χαρακτηριστικά μεγέθη της καθώς 

και τεχνικές εκτίμησης των παραμέτρων της. 

Στο έκτο κεφάλαιο μελετώνται δύο περιπτώσεις της οικογένειας των νέων κατανομών με 

βαριά ουρά, όταν τη θέση του γεννήτορα έχουν η εκθετική και η κατανομή Γάμμα. 

Στο έβδομο κεφάλαιο εξετάζεται η προσαρμογή των μοντέλων κατανομών που 

αναλύονται στο τέταρτο και στο έκτο κεφάλαιο σε πραγματικά δεδομένα. 

Τέλος, στα παραρτήματα παρατίθενται οι ορισμοί διάφορων εννοιών που δεν περιέχονται 

στο κυρίως κείμενο, σχετικές αποδείξεις και οι κώδικες που χρησιμοποιήθηκαν στο 

στατιστικό πακέτο της R. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 
In the fields of economics, insurance science and risk management, it is quite often to deal 

with data that cannot be fully described by the classical distributions; such data include the 

lifetime of patients participating in clinical trials or the loss resulting from non-performing 

loans of a bank. In the recent years many researchers have focused on finding new 

distribution models with greater flexibility and better fitting to this kind of data. 

This thesis will present two new classes of distributions, the techniques used to develop 

them as well as their main properties. More specifically, we will present the generalized 

transmuted class of distributions (𝐺𝑇 − 𝐹) and a new heavy tailed class of distributions 

(𝑁𝐻𝑇 − 𝐹) which extend some classical distributions. The latter ones take the role of the 

generator in the new models. 

The first chapter introduces the topic of the present thesis. 

The second chapter includes an introductory section which presents basic concepts from 

the fields of probabilities and statistics to which references are made throughout the thesis. 

The third chapter refers to the generalized transmuted class of distributions with generator 

a distribution 𝐹. The definition of the class and its basic properties are presented, along with 

techniques for estimating its parameters. 

In Chapter 4, two cases of the generalized transmuted class of distributions are studied, one 

with the exponential distribution as generator and a second one with the gamma distribution 

as generator. 

The fifth chapter presents the second class of distributions studied in this thesis, a new 

heavy tailed class of distributions with generator a distribution 𝐹. Its definition and basic 

properties are presented, along with techniques for estimating its parameters. 

In the sixth chapter, two cases of the new heavy tailed class of distributions are studied, 

when the exponential and the gamma distribution take the role of the generator. 

The seventh chapter examines the fitting of the new models analyzed in chapters four and 

six to real data. 

Finally, the annex provides definitions of various concepts that have been mentioned in the 

main body of this thesis, relevant proofs and the codes used. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Οι έννοιες του κινδύνου, των αποζημιώσεων και του χρόνου ζωής αποτελούν επίκεντρο 

μελέτης στους τομείς της διαχείρισης κινδύνου, του αναλογισμού και της ανάλυσης 

επιβίωσης, και είναι άκρως σημαντικές καθώς έχουν τη δυνατότητα να καθορίζουν ολόκληρο 

το χρηματοπιστωτικό σύστημα. 

Με την έλευση της οικονομικής κρίσης τα χρηματοπιστωτικά ιδρύματα βρίσκονται πλέον 

αντιμέτωπα με δυσμενείς συνθήκες που δυσχεραίνουν την επιβίωσή τους, ενώ η ανάπτυξη 

και η διασφάλιση της σταθερότητάς τους κρίνονται πιο αναγκαίες αλλά και πιο δύσκολες από 

ποτέ. Συνεπώς υπάρχει ιδιαίτερη ανάγκη για υιοθέτηση αποτελεσματικών και εύχρηστων 

μεθόδων μέτρησης του κινδύνου από τα χρηματοπιστωτικά ιδρύματα. 

Υπό αυτό το πρίσμα έχει παρατηρηθεί πως εμφανίζονται πολλές φορές διάφορα 

χαρακτηριστικά που ενώ διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο σε αυτή την προσπάθεια δε 

δύνανται να μοντελοποιηθούν σε ικανοποιητικό βαθμό από τις κλασσικές κατανομές, όπως 

είναι η κανονική ή η εκθετική κατανομή. Ενδεικτικά παραδείγματα αποτελούν οι 

αποζημιώσεις των ασφαλιστικών εταιρειών, οι ζημιές που προέρχονται από μη 

εξυπηρετούμενα δάνεια, καθώς και οι χρόνοι ζωής ασθενών που συμμετέχουν σε κλινικές 

μελέτες. Βασικό χαρακτηριστικό γνώρισμα αυτών των δεδομένων είναι πως δε διαθέτουν 

συμμετρική κατανομή και εμφανίζουν ακραίες τιμές ή / και βαριές ουρές. Επομένως για αυτό 

το λόγο δεν μπορούν να περιγραφούν ικανοποιητικά από τα κλασσικά μοντέλα κατανομών. 

Άμεσο επακόλουθο είναι η ανάγκη εύρεσης νέων οικογενειών κατανομών που θα έχουν τη 

δυνατότητα να προσεγγίζουν ικανοποιητικά μη κανονικά δεδομένα. Το ανωτέρω ζήτημα 

αυτό έχει αποτελέσει αντικείμενο μελέτης για μεγάλο πλήθος ερευνητών καθώς έχει 

διεξαχθεί μεγάλο πλήθος ερευνών, ενώ εξακολουθεί ακόμη να βρίσκεται στο επίκεντρο του 

ερευνητικού ενδιαφέροντος.  

Στόχος της παρούσας εργασίας είναι να παρουσιασθούν δύο νέες οικογένειες κατανομών 

που επεκτείνουν, με διαφορετικές τεχνικές η κάθε μία, κάποιες κλασσικές κατανομές. Οι 

οικογένειες κατανομών που παρουσιάζονται έχουν μελετηθεί στην έως τώρα βιβλιογραφία 

για την προσαρμογή τους σε δεδομένα χρόνων ζωής, όμως πρόκειται για κατανομές που 

δύνανται να χρησιμοποιηθούν για προσαρμογή και σε δεδομένα του ασφαλιστικού ή 

τραπεζικού κλάδου, όπως ζημιές μίας τράπεζας από μη εξυπηρετούμενα δάνεια ή 
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αποζημιώσεις μίας ασφαλιστικής εταιρίας. Βασικός σκοπός της δημιουργίας τους είναι να 

επιτευχθεί μεγαλύτερη ευελιξία και όσο το δυνατόν καλύτερη προσαρμογή κατά τη 

μοντελοποίηση δεδομένων που εμφανίζουν ασυμμετρία ή πιο βαριές ουρές συγκριτικά με 

εκείνες των κλασσικών κατανομών. Σε αυτό το σημείο, αξίζει να σημειωθεί πως τα σύνολα 

δεδομένων στα οποία θα προσαρμοσθούν οι κατανομές που θα μελετηθούν στην παρούσα 

εργασία δεν έχουν χρησιμοποιηθεί για σκοπούς προσαρμογής των συγκεκριμένων κατανομών 

στην έως τώρα βιβλιογραφία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Στόχος του κεφαλαίου είναι να αποτυπωθούν ορισμένες βασικές έννοιες και μεγέθη 

προκειμένου να επιτευχθεί όσο το δυνατόν καλύτερη κατανόηση του περιεχομένου των 

ενοτήτων που ακολουθούν.  

Για λόγους διευκόλυνσης, θεωρούμε μία τυχαία μεταβλητή (τ.μ.) 𝛸  με διάνυσμα 

παραμέτρων 𝝋 = (𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑘), 𝑘 ∈ ℕ, στήριγμα 𝑆, συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

(σ.π.π.) 𝑓 και συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) 𝐹. Ακολούθως παρουσιάζονται ορισμένα βασικά 

μεγέθη που χαρακτηρίζουν την κατανομή της τ.μ. 𝛸  και κατέχουν σημαντικό ρόλο στην 

ανάλυση δεδομένων. 

 

▪ Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Η συνάρτηση δεξιάς ουράς της τ.μ. 𝛸 συμβολίζεται με 𝐹(𝑥;𝝋) και δίνεται από τον τύπο  

 𝐹(𝑥;𝝋) = 𝑃(𝛸 > 𝑥) = 1 − 𝐹(𝑥;𝝋),         𝑥 ∈ 𝑆. (2.1) 

Οι ιδιότητες της συνάρτησης δεξιάς ουράς 𝐹 είναι 

• Η 𝐹(𝑥) είναι µη αρνητική και φθίνουσα συνάρτηση ως προς 𝑥  

• lim
𝑥→0

 𝐹(𝑥)  =  1 

• lim
𝑥→+∞

 𝐹(𝑥)  =  0 

Πρόκειται για ένα μέγεθος που είναι αντικείμενο μελέτης σε διάφορους ερευνητικούς 

τομείς. Ενδεικτικά, θα αναφέρουμε δύο τομείς, τον αναλογισμό και την ανάλυση επιβίωσης. 

Στον τομέα του αναλογισμού, η συνάρτηση δεξιάς ουράς 𝐹(𝑥) προτιμάται συγκριτικά με την 

αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής 𝐹(𝑥) κατά την ανάλυση δεδομένων ζημιών, καθώς 

εκφράζει την πιθανότητα εμφάνισης ζημίας μεγέθους άνω του ποσού 𝑥. Στον τομέα της 

ανάλυσης επιβίωσης, η 𝐹(𝑥) συνήθως ονομάζεται συνάρτηση επιβίωσης (survival function) 

και εκφράζει την πιθανότητα επιβίωσης ενός ατόμου πέραν της χρονικής στιγμής 𝑥 

αποτελώντας χρήσιμο μέγεθος κατά την ανάλυση δεδομένων χρόνων ζωής. 

 

▪ Συνάρτηση Κινδύνου  
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Η συνάρτηση κινδύνου αποτελεί ένα μέτρο που εκφράζει την πιθανότητα να συμβεί το 

γεγονός που μελετάται κατά το χρονικό διάστημα [𝑥, 𝑥 + 𝛥𝑥) για 𝛥𝑥 → 0  δεδομένου ότι δεν 

έχει συμβεί έως τη χρονική στιγμή 𝑥.  

Η συνάρτηση κινδύνου της τ.μ. 𝛸 συμβολίζεται με ℎ(𝑥;𝝋) και δίνεται από τον τύπο 

ℎ(𝑥;𝝋) = lim
𝛥𝑥→0

𝑃(𝑥 ≤ 𝑋 < 𝑥 + 𝛥𝑥|𝑋 ≥ 𝑥)

𝛥𝑥
 =   lim

𝛥𝑥→0

1

𝛥𝑥

𝑃({𝑥 ≤ 𝑋 < 𝑥 + 𝛥𝑥} ∩ {𝑋 ≥ 𝑥})

𝑃(𝑋 ≥ 𝑥)
 

                                                         =  
1

𝑃(𝑋 ≥ 𝑥)
lim
𝛥𝑥→0

𝑃(𝑥 ≤ 𝑋 < 𝑥 + 𝛥𝑥)

𝛥𝑥
  

ή ισοδύναμα 

                                                    ℎ(𝑥;𝝋) =  
𝑓(𝑥;𝝋)

𝐹(𝑥;𝝋)
,      𝑥 ∈ 𝑆. (2.2) 

Το συγκεκριμένο μέγεθος παρουσιάζει ιδιαίτερη εφαρμογή στους τομείς της θεωρίας 

αξιοπιστίας και της θεωρίας χαρτοφυλακίου. Ειδικότερα, στη θεωρία αξιοπιστίας η 

συνάρτηση κινδύνου καλείται βαθμίδα αποτυχίας (failure rate) και αποτελεί το στιγμιαίο 

ρυθμό αποτυχίας της υπό εξέταση μονάδας, καθώς η ποσότητα ℎ(𝑥;𝝋)𝛥𝑥 για 𝛥𝑥 πολύ μικρό 

εκφράζει προσεγγιστικά την πιθανότητα αποτυχίας της μονάδας στο διάστημα [𝑥, 𝑥 + 𝛥𝑥) 

δεδομένου ότι λειτουργεί μέχρι τη χρονική στιγμή 𝑥. Στη θεωρία χαρτοφυλακίου, η 

συνάρτηση κινδύνου, κατά τη διεκπεραίωση συναλλαγών, υποδηλώνει τη στιγμιαία 

πιθανότητα χρεοκοπίας του αντισυμβαλλόμενου κατά το χρονικό διάστημα [𝑥, 𝑥 + 𝛥𝑥) 

δεδομένου ότι δεν έχει χρεοκοπήσει έως τη χρονική στιγμή 𝑥. 

▪ Ροπή 𝒓 - τάξης  

Έστω πραγματική συνάρτηση 𝑔:ℝ ⟶ ℝ, τότε η μέση τιμή της τ.μ. 𝑌 = 𝑔(𝑋) δίνεται από 

τον τύπο 

𝛦[𝑔(𝑋)] =

{
 
 

 
 ∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥;𝝋)𝑑𝑥,           

𝑆

  για 𝛸 συνεχή τ. μ.

∑𝑔(𝑥)𝑓(𝑥;𝝋),                   για 𝛸 διακριτή τ. μ.

𝑥∈𝑆

 

 Έστω 𝑟 ∈  ℕ. Η ροπή 𝑟 - τάξης της τ.μ. 𝛸 συμβολίζεται με 𝜇𝑟
′  ή 𝛦(𝛸𝑟) και προκύπτει για 

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑟  , 𝑥 ≥ 0. Επομένως, δίνεται από τον τύπο 
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𝜇𝑟
′ = 𝛦(𝑋𝑟) =

{
 
 

 
 
∫ 𝑥𝑟𝑓(𝑥;𝝋)𝑑𝑥,           

+∞

0

  για 𝛸 μη − αρνητική συνεχή τ. μ.

∑𝑥𝑟𝑓(𝑥;𝝋),                  για 𝛸 μη − αρνητική διακριτή τ. μ.

𝑥∈𝑆

 (2.3) 

 

Σημειώνεται πως επειδή τα όρια της άθροισης / ολοκλήρωσης εξαρτώνται από το πεδίο 

ορισμού της τ.μ. 𝛸, έχουμε θεωρήσει στη διακριτή περίπτωση μία μη - αρνητική τ.μ. 𝛸 με 

στήριγμα 𝑆 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … } και στη συνεχή περίπτωση μία μη - αρνητική τ.μ. 𝛸 με στήριγμα 

𝑆 = [0,+∞). Δύο βασικές ιδιότητες της παρουσιάζονται ακολούθως: 

• 𝜇1
′ = 𝐸(𝑋) = 𝜇 

• Εάν  𝐸(𝑋𝑟) < ∞ τότε  𝐸(𝑋𝑘) < ∞  , ∀ 𝑘 ≤ 𝑟. 

 

▪ Ροπογεννήτρια  

Εάν η μέση τιμή 𝛦(𝑒𝑡𝑋) υπάρχει για κάθε 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿) , 𝛿 > 0 τότε καλείται 

ροπογεννήτρια της τ.μ. 𝑋, συμβολίζεται με 𝛭𝛸(𝑡) και δίνεται από τον τύπο 

𝛭𝛸(𝑡) = 𝛦(𝑒𝑡𝑋) =

{
 
 

 
 
∫ 𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥;𝝋)𝑑𝑥,           

+∞

0

  για 𝛸 μη − αρνητική συνεχή τ. μ.

∑𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥;𝝋),                για 𝛸 μη − αρνητική διακριτή τ. μ. ,

𝑥∈𝑆

          

                                                                                                                                            |𝑡| < 𝛿.      (2.4)  

Βασικές ιδιότητες της ροπογεννήτριας είναι οι ακόλουθες: 

• 𝛭𝑋(0) = 1 

• 𝛭𝑋(𝑡) = 𝛦 (∑ 𝛸𝑟
𝑡𝑟

𝑟!
 

+∞

𝑟=0
) =∑ 𝜇𝑟

′ 𝑡
𝑟

𝑟!
 

+∞

𝑟=0
 

• 𝜇𝑟
′ = 𝐸(𝑋𝑟) = 𝑀𝑋

(𝑟)(0) = [
𝑑𝑟

𝑑𝑡𝑟
𝑀𝑋(𝑡)]

𝑡=0
   

• Αν 𝛧 = 𝛼𝛸 + 𝑏, τότε ισχύει ότι 

𝛭𝛧(𝑡) = 𝑒𝑏𝑡𝑀𝑋(𝛼𝑡). 

• Εάν 𝛭𝛸(𝑡) = 𝛭𝑌(𝑡) , ∀ 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿) για κάποιο 𝛿 > 0, τότε οι τ.μ. 𝛸 και 𝑌 είναι 

ισόνομες. 

• Εάν 𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 είναι ανεξάρτητες τ.μ. και 𝑆𝜈 = 𝛸1 + 𝛸2 +⋯+ 𝛸𝜈, τότε 
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𝛭𝑆𝜈(𝑡) =∏𝛭𝛸𝑖(𝑡)

𝜈

𝑖=1

= 𝛭𝛸1
(𝑡)𝛭𝛸2

(𝑡)⋯𝛭𝛸𝜈
(𝑡). 

Όταν δεν υπάρχει περίπτωση να προκληθεί σύγχυση, θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο 𝛭(𝑡). 

Στο υπόλοιπο μέρος του κεφαλαίου παρουσιάζονται βασικά μεγέθη από τη Θεωρία 

Διατεταγμένων Παρατηρήσεων (Theory of Order Statistics), η οποία συμβάλλει σε τομείς, 

όπως η μελέτη συστημάτων αξιοπιστίας (Korwar, (2003)). 

Για το σκοπό αυτό, θεωρούμε τυχαίο δείγμα {𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 } με 𝛸𝑖~𝐹, 𝑖 = 1,2, … , 𝜈. Θα 

συμβολίζουμε με 𝛸𝑖:𝜈 ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜈 την 𝑖 - κατ’ αύξουσα σειρά μεγέθους παρατήρηση, την 

οποία θα καλούμε ως 𝑖 - οστή διατεταγμένη παρατήρηση του δείγματος. Επιπλέον, το δείγμα  

𝛸1:𝜈 ≤ 𝛸2:𝜈 ≤ ⋯ ≤ 𝛸𝜈:𝜈 

θα καλείται διατεταγμένο δείγμα. Ακολούθως, παρουσιάζονται η σ.π.π. και η σ.κ. της 𝛸𝑖:𝜈. 

 

▪ Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈) δίνεται από τη σχέση 

(Κούτρας, (2005)) 

𝑓𝑖:𝜈(𝑥) =
𝜈!

(𝑖 − 1)! (𝜈 − 𝑖)!
𝑓(𝑥)𝐹(𝑥)𝑖−1[1 − 𝐹(𝑥)]𝜈−𝑖   

             =
𝛤(𝜈 − 1)

𝛤(𝑖)𝛤(𝜈 − 𝑖 + 1)
𝑓(𝑥)𝐹(𝑥)𝑖−1[1 − 𝐹(𝑥)]𝜈−𝑖     

       =    
1

𝛣(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
𝑓(𝑥)𝐹(𝑥)𝑖−1[1 − 𝐹(𝑥)]𝜈−𝑖 ,        𝑖 = 1,2, … , 𝜈                        (2.5) 

όπου 𝛣(∙,∙) και 𝛤(∙) η πλήρης συνάρτηση Βήτα (Παράρτημα Δ) και η πλήρης συνάρτηση 

Γάμμα (Παράρτημα Β) αντίστοιχα. 

Επομένως, εφαρμόζοντας το Διωνυμικό Θεώρημα (Παράρτημα Η) στη συνάρτηση (2.5) 

καταλήγουμε πως η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης δίνεται από τον τύπο 

𝑓𝑖:𝜈(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗𝐹(𝑥)𝑖+𝑗−1,       𝑖 = 1,2, … , 𝜈. (2.6) 

 

▪ Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  
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Η σ.κ. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈) δίνεται από τη σχέση 

(Ahsanullah, (2013)) 

𝐹𝑖:𝜈(𝑥) = 𝑃(𝑋𝑖:𝜈 ≤ 𝑥) 

              = 𝑃({𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 𝑖 𝜀𝜅 𝜏𝜔𝜈 𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 ≤ 𝑥}) 

              = 𝑃 (⋃{𝑗 𝜀𝜅 𝜏𝜔𝜈 𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 ≤ 𝑥}

𝜈

𝑗=𝑖

). 

Επειδή τα ενδεχόμενα {𝑗 𝜀𝜅 𝜏𝜔𝜈 𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 ≤ 𝑥} , 𝑗 = 𝑖, 𝑖 + 1,… , 𝜈 είναι ξένα ανά δύο 

συνεπάγεται ότι 

𝐹𝑖:𝜈(𝑥) =∑𝑃({𝑗 𝜀𝜅 𝜏𝜔𝜈 𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝜈 ≤ 𝑥 })

𝜈

𝑗=𝑖

 

             = ∑ (𝜈
𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖
𝐹(𝑥)𝑗[1 − 𝐹(𝑥)]𝜈−𝑗 ,            𝑖 = 1,2, … , 𝜈.  

Από τον παραπάνω τύπο, καταλήγουμε εν τέλει πως η σ.κ. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης 

παρατήρησης για 𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈 δίνεται από τον τύπο 

𝐹𝑖:𝜈(𝑥) = 𝐼𝐹(𝑥)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) =∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

𝐹(𝑥)𝑗[1 − 𝐹(𝑥)]𝜈−𝑗 ,        𝑖 = 1,2, … , 𝜈 (2.7) 

όπου 𝐼𝐹(𝑥)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) η κανονικοποιημένη μη πλήρης συνάρτηση Βήτα (Παράρτημα Ζ). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΩΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΕΝΩΝ 

ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ  

 

Η εύρεση μεθόδων για την κατασκευή νέων κατανομών παραγόμενων από βασικές 

κατανομές, οι οποίες θα παίζουν το ρόλο του γεννήτορα, αποτελεί ένα αντικείμενο μελέτης 

που προκαλεί ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε πολλούς ερευνητές τις τελευταίες δεκαετίες.  

Σε αυτή την κατεύθυνση, οι Nofal et al. (2016), ορμώμενοι από την έρευνα των Shaw and 

Buckley (2007), εισήγαγαν την οικογένεια των γενικευμένων μετασχηματισμένων 

κατανομών (Generalized Transmuted Class of Distributions). Στην έρευνα τους, οι Shaw and 

Buckley προτείνουν την οικογένεια των μετασχηματισμένων κατανομών (Transmuted Class 

of Distributions), όπου μία βασική κατανομή 𝐹 παίζει το ρόλο του γεννήτορα και 

μετασχηματίζεται κατάλληλα με στόχο τη δημιουργία της νέας, ευέλικτης, 

μετασχηματισμένης κατανομής (Transmuted - F). 

Ορισμός. Έστω 𝜆 τέτοιο ώστε |𝜆| ≤ 1 και τ.μ. 𝑋 με διάνυσμα παραμέτρων 𝝃 =

(𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘), 𝑘 ∈ ℕ, 𝛏 > 𝟎 , στήριγμα 𝑆, σ.π.π. 𝑓 και σ.κ. 𝐹. Τότε, θα λέμε ότι η τ.μ. 𝑌 

ακολουθεί τη μετασχηματισμένη − 𝐹 κατανομή και θα συμβολίζουμε με 𝑌~𝑇 −  𝐹(𝜆, 𝝃) 

όταν η σ.κ. και η σ.π.π. της δίνονται από τους ακόλουθους τύπους αντίστοιχα 

 
𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝝃) = 𝐹(𝑥; 𝝃)[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)],  

και 𝑥 ∈ 𝑆
𝑔𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝝃) = 𝑓(𝑥; 𝝃)[1 + 𝜆 − 2𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)].

 

 

3.1   Ορισμός της κατανομής  

 

Βασικός στόχος των Nofal et al. (2016) ήταν να κατασκευάσουν μία νέα οικογένεια 

αποτελούμενη από κατανομές που θα είχαν τη δυνατότητα να προσαρμόζονται σε 

πραγματικά δεδομένα και να δίνουν καλύτερα αποτελέσματα συγκριτικά με τις γνωστές 

κατανομές. Έτσι, το 2016 μελέτησαν μία επέκταση της οικογένειας των μετασχηματισμένων 

κατανομών εισάγοντας στο ήδη υπάρχον μοντέλο δύο επιπλέον παραμέτρους σχήματος 𝛼, 𝑏, 

όπως παρουσιάζεται ακολούθως. 



[9] 
 

Ορισμός. Έστω 𝛼, 𝑏 > 0, 𝜆 τέτοιο ώστε |𝜆| ≤ 1 και γεννήτορας με διάνυσμα παραμέτρων 

𝝃 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘), 𝑘 ∈ ℕ, 𝛏 > 𝟎 , στήριγμα 𝑆, σ.π.π. 𝑓 και σ.κ. 𝐹. Τότε, θα λέμε ότι η τ.μ. 𝑋 

ακολουθεί τη γενικευμένη μετασχηματισμένη − 𝐹 κατανομή και θα συμβολίζουμε με 

𝑋~𝐺𝑇 −  𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) όταν η σ.κ. της δίνεται από τον τύπο 

 

                      𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = 𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏],     𝑥 ∈ 𝑆.                   (3.1)       

 

Η σ.π.π. της 𝐺𝑇 –  𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃), παραγωγίζοντας τον τύπο (3.1), δίνεται από τον 

τύπο

𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = 𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)
𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏],   

                                                                                                                                                𝑥 ∈ 𝑆.   (3.2)
 

Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει η έκφραση της σ.π.π. της 𝐺𝑇 –  𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) μέσω των 

εκθετικοποιημένων κατανομών που εισήγαγαν οι Gupta et al. το 1998 (Παράρτημα Α). Εάν 

θεωρήσουμε τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και 𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃) με σ.π.π. ℎ𝑎(𝑥; 𝝃) =

𝑎𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1 και σ.π.π. ℎ𝛼+𝑏(𝑥; 𝝃) = (𝛼 + 𝑏)𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼+𝑏−1 αντίστοιχα, τότε η 

έκφραση (3.2) μπορεί να γραφεί ως 

𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = (1 + 𝜆)ℎ𝑎(𝑥; 𝝃) − 𝜆ℎ𝛼+𝑏(𝑥; 𝝃). 

Από την οικογένεια των γενικευμένων μετασχηματισμένων κατανομών με γεννήτορα 𝐹 

και διάνυσμα παραμέτρων 𝝃 προκύπτουν οι εξής κατανομές: 

• Για 𝑎 = 𝑏 = 1 προκύπτει η οικογένεια των μετασχηματισμένων κατανομών με 

γεννήτορα 𝐹 και σ.π.π. 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥; 𝝃)[1 + 𝜆 − 2𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)]. 

• Για 𝑎 = 𝑏 = 1 και 𝜆 = 0 προκύπτει η κατανομή γεννήτορας με σ.π.π. 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥; 𝝃). 

• Για 𝑏 = 0 προκύπτει η οικογένεια των εκθετικοποιημένων κατανομών με 

γεννήτορα 𝐹 και σ.π.π. 

ℎ(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼−1 . 

Οι οικογένειες κατανομών που προκύπτουν παρουσιάζονται διαγραμματικά παρακάτω: 
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Σχήμα 3.1 Οικογένεια γενικευμένων μετασχηματισμένων κατανομών. 

Αξίζει να αναφέρουμε πως η έρευνα των Nofal et al. έδωσε το έναυσμα για μελέτες επί της 

οικογένειας των γενικευμένων μετασχηματισμένων κατανομών με πρώτη εκείνη των Nofal 

and Gebaly (2017) οι οποίοι γενικεύοντας τη μετασχηματισμένη Weibull (Aryal and Tsokos, 

(2011)) μελέτησαν την περίπτωση της γενικευμένης μετασχηματισμένης Weibull κατανομής 

προσαρμόζοντας τη σε δεδομένα χρόνων ζωής. 

 

3.2   Χαρακτηριστικά μεγέθη της κατανομής  

 

Αξιοποιώντας την έκφραση της γενικευμένης μετασχηματισμένης κατανομής μέσω των 

εκθετικοποιημένων κατανομών, όπως παρουσιάσθηκε στην προηγούμενη παράγραφο, θα 

παρουσιάσουμε ορισμένα βασικά χαρακτηριστικά μεγέθη της. Σημειώνουμε πως θα 

περιοριστούμε στην περίπτωση όπου ο γεννήτορας είναι μη - αρνητική συνεχής τ.μ., δηλαδή 

𝑆 = [0,+∞), επειδή οι έρευνες που έχουν διεξαχθεί επί της συγκεκριμένης οικογένειας 

κατανομών έχουν δείξει πως έχουν ιδιαίτερη εφαρμογή στον τομέα της ανάλυσης επιβίωσης 

όπου οι υπό μελέτη μη κανονικοί χρόνοι ζωής παριστάνονται από μη - αρνητικές συνεχείς 

τ.μ.. 

α. Αντίστροφη Συνάρτηση Κατανομής 

Δεν υπάρχει κλειστός τύπος μέσω του οποίου να μπορεί να εκφραστεί η αντίστροφη 

συνάρτηση κατανομής της 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃). Για αυτό το λόγο, κατά την ανάλυση που 

ακολουθεί στο Κεφάλαιο 7 θα γίνει χρήση της συνάρτησης inverse του πακέτου GoFKernel 

στο στατιστικό πακέτο R. 
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β. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση (3.1) στον τύπο (2.1), η συνάρτηση δεξιάς ουράς για την 

κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = 1 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏],       𝑥 ≥ 0. (3.3)    

γ. Συνάρτηση Κινδύνου  

H συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃), αντικαθιστώντας τους τύπους 

(3.2) και (3.3) στη συνάρτηση (2.2) δίνεται από τον τύπο 

ℎ𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =
𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

1 − 𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]   
. 

Καταλήγουμε ότι 

ℎ𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =
𝛼(1 + 𝜆)𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏−1

1 − 𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]
,    𝑥 ≥ 0.   

                                                                                                                  (3.4) 

δ. Ροπογεννήτρια 

Αξιοποιώντας την έκφραση (2.4) προκύπτει ότι 

𝛭(𝑡) = ∫ 𝑒𝑥𝑡𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)𝑑𝑡

+∞

0

 

           = ∫ 𝑒𝑥𝑡{𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]}𝑑𝑡

+∞

0

 

           = (1 + 𝜆)∫ 𝛼𝑒𝑥𝑡𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1𝑑𝑡

+∞

0

− 𝜆∫ (𝛼 + 𝑏)𝑒𝑥𝑡𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏−1𝑑𝑡.

+∞

0

 

Έπεται ότι η ροπογεννήτρια για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) θα δίνεται από τον τύπο 

𝛭(𝑡) = (1 + 𝜆)𝛭𝑌(𝑎)
(𝑡) − 𝜆𝑀𝑌(𝛼+𝑏)(𝑡) (3.5) 
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όπου 𝑀𝑌(𝑎)
(𝑡) και 𝑀𝑌(𝛼+𝑏)(𝑡) είναι η ροπογεννήτρια της τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και της 

τ.μ.  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃) αντίστοιχα. 

ε. Ροπή 𝒓 – τάξης 

Ο τύπος (2.3) για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) γράφεται ως 

𝜇𝑟
′ = ∫ 𝑥𝑟𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)𝑑𝑡

+∞

0

 

     = ∫ 𝑥𝑟{𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]}𝑑𝑡

+∞

0

 

      = (1 + 𝜆)∫ 𝛼𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1𝑑𝑡

+∞

0

− 𝜆∫ (𝛼 + 𝑏)𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏−1𝑑𝑡.

+∞

0

 

Προκύπτει ότι η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) γράφεται ως 

𝜇𝑟
′ = (1 + 𝜆) 𝐸[(𝑌(𝑎))

𝑟
] − 𝜆 𝐸[(𝑌(𝑎+𝑏))

𝑟
],            𝑟 ∈ ℕ (3.6) 

όπου 𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] και 𝐸[(𝑌(𝑎+𝑏))

𝑟
] είναι η ροπή 𝑟 - τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και 

της τ.μ.  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃) αντίστοιχα. 

στ. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης   

Έστω διατεταγμένο δείγμα {𝛸1:𝜈 , 𝛸2:𝜈 , … , 𝛸𝜈:𝜈} από την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃). 

Μέσω της έκφρασης (2.6), έχουμε 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =
𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)
𝑖+𝑗−1        

                            

=
𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)
𝑖+𝑗−1. 

                                                                                                                                                             (3.7)  

Η σ.κ. της 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) μπορεί να γραφεί ως 
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 𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = 𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]  

                                = (1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎 [1 −
𝜆

𝜆+1
𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏] 

και εφαρμόζοντας το Διωνυμικό Θεώρημα έχουμε  

𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)
𝑖+𝑗−1 = 

                           = (1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎(𝑖+𝑗−1) [1 −
𝜆

𝜆 + 1
𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

𝑖+𝑗−1

 

                          = (1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎(𝑖+𝑗−1) ∑ (
𝑖 + 𝑗 − 1

𝑘
)

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

(−1)𝑘 [
𝜆

𝜆 + 1
𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

𝑘

 

                      = (1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎(𝑖+𝑗−1) ∑
𝛤(𝑖 + 𝑗)

𝑘! 𝛤(𝑖 + 𝑗 − 𝑘)

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

(−1)𝑘 [
𝜆

𝜆 + 1
𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

𝑘

. 

                               (3.8) 

Θέτοντας 𝑠 =
𝜆

𝜆+1
 στην έκφραση (3.8) βρίσκουμε 

𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)
𝑖+𝑗−1 =

= (1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎(𝑖+𝑗−1) ∑
𝛤(𝑖 + 𝑗)

𝑘! 𝛤(𝑖 + 𝑗 − 𝑘)

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

(−1)𝑘𝑠𝑘𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏𝑘 

  = (1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1 ∑
𝛤(𝑖 + 𝑗)

𝑘! 𝛤(𝑖 + 𝑗 − 𝑘)

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

(−1)𝑘𝑠𝑘𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗−1). (3.9) 

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση (3.9) στον τύπο (3.7) έχουμε  

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =
𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏]

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗   

                                  ∑
(−1)𝑘𝑠𝑘𝛤(𝑖 + 𝑗)(1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1

𝑘!𝛤(𝑖 + 𝑗 − 𝑘)

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗−1)  
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            = ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

 [𝛼(1 + 𝜆)𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)−1 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)−1] 

όπου 

𝑤𝑘
∗ = (

𝜈 − 𝑖

𝑗
) (−1)𝑗

1

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)

(−1)𝑘𝑠𝑘𝛤(𝑖 + 𝑗)(1 + 𝜆)𝑖+𝑗−1

𝑘! 𝛤(𝑖 + 𝑗 − 𝑘)
 . 

Συνεχίζοντας, καταλήγουμε ότι, για 𝑖 = 1,2, … , 𝜈, η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης 

παρατήρησης διατεταγμένου δείγματος από την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) δίνεται από τον 

τύπο 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =  ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

[𝑚ℎ𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝝃) − 𝑞ℎ𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝝃)],         𝑥 ≥ 0  

                                                              (3.10) 
όπου 

– 𝑤𝑘
∗ = (𝜈−𝑖

𝑗
) (−1)𝑗

1

𝐵(𝑖,𝜈−𝑖+1)

(−1)𝑘𝑠𝑘𝛤(𝑖+𝑗)(1+𝜆)𝑖+𝑗−1

𝑘!𝛤(𝑖+𝑗−𝑘)
 

– 𝑚 =
𝛼(1+𝜆)

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– 𝑞 =
𝜆(𝑎+𝑏)

𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– ℎ𝑟(𝑥; 𝜃) είναι η σ.π.π. της τ.μ. 𝑌(𝑟)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑒𝑥𝑝(𝑟)(𝜃), για 𝑟 ∈ ℕ, 

δηλαδή ℎ𝑟(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑟𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑟−1
. 

ζ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Αντικαθιστούμε τη συνάρτηση (3.1) στον τύπο (2.7) και έχουμε  

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) = 𝐼𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥;𝜆,𝑎,𝑏,𝝃)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) 

                              = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)
𝑗[1 − 𝐺𝐺𝑇−𝐹(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)]

𝜈−𝑗 

                           = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[(1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼 − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏]𝑗[1 − (1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼 + 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏]𝜈−𝑗, 

                                                                                                                                                                         𝑥 ≥ 0. 
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Καταλήγουμε πως η σ.κ. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης από την κατανομή  𝐺𝑇 −

𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃), για 𝑖 = 1,2, . . . 𝜈, δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =∑(
𝜈

𝑗
) {

(1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎 − 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏

1 − (1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼 + 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏
}

𝜈

𝑗=𝑖

𝑗

[1 − (1 + 𝜆)𝐹(𝑥; 𝝃)𝛼 + 𝜆𝐹(𝑥; 𝝃)𝑎+𝑏]𝜈, 

                                                                                                                                       𝑥 ≥ 0. (3.11) 

 

3.3   Εκτίμηση παραμέτρων  

 

Στο Κεφάλαιο 7 θα γίνει προσαρμογή των κατανομών που παρουσιάσθηκαν εδώ, σε 

δεδομένα. Η μέθοδος εκτίμησης των παραμέτρων που θα χρησιμοποιηθεί είναι εκείνη της 

μέγιστης πιθανοφάνειας όπως αναλύεται ακολούθως. 

Έστω τυχαίο δείγμα 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝜈) από 𝜈 ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. 

προερχόμενες από την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃). Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας 

δίνεται από τη σχέση 

𝐿(𝑥𝑖; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) =∏𝑔𝐺𝑇−𝐹(𝑥𝑖; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝜈

𝑖=1

 

                            =∏𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)
𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏]

𝜈

𝑖=1

 

                           =∏𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

[∏𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

]

𝑎−1

∏𝑄𝑖

𝜈

𝑖=1

 

όπου 

𝑄𝑖 = 𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)
𝑏. 

Για λόγους διευκόλυνσης, συνηθίζεται να χρησιμοποιείται ο λογάριθμος της συνάρτησης 

πιθανοφάνειας. Μάλιστα, η χρήση του θεωρείται επιτρεπτή αφού η συνάρτηση 

log 𝐿(𝑥𝑖; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) είναι γνησίως αύξουσα με αποτέλεσμα να μεγιστοποιείται για την ίδια 

τιμή όπου μεγιστοποιείται και η συνάρτηση 𝐿(𝑥𝑖; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃). Λογαριθμίζοντας παίρνουμε 

𝑙(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) ≔ log 𝐿(𝑥𝑖; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) 
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                      = ∑log 𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

+ (𝑎 − 1)∑log𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

+∑log𝑄𝑖

𝜈

𝑖=1

 .                            (3.12) 

 

Η μεγιστοποίηση της ποσότητας (3.12) δίνει τις τιμές των εκτιμητών μέγιστης 

πιθανοφάνειας των παραμέτρων και μπορεί να επιτευχθεί επιλύοντας το μη γραμμικό 

σύστημα εξισώσεων που προκύπτει εάν παραγωγισθεί η (3.12) ως προς τις παραμέτρους 

𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜉𝑗 , 𝑗 = 1, . . , 𝑘 και τα αποτελέσματα εξισωθούν με μηδέν. Παραγωγίζοντας τη 

συνάρτηση (3.12) ως προς 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜉𝑗 , 𝑗 = 1, . . , 𝑘  παίρνουμε 

𝜕𝑙(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝜕𝜆
=∑

1

𝑄𝑖

𝜕𝑄𝑖
𝜕𝜆

𝜈

𝑖=1

 

                       = ∑
1

𝑄𝑖
[𝑎 − (𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏]

𝜈

𝑖=1

 

𝜕𝑙(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝜕𝑎
=∑log𝐹(𝑥𝑖; 𝝃) +

𝜈

𝑖=1

∑
1

𝑄𝑖

𝜕𝑄𝑖
𝜕𝜆

𝜈

𝑖=1

 

                        = ∑log 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃) +

𝜈

𝑖=1

∑
1

𝑄𝑖
[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏]

𝜈

𝑖=1

 

𝜕𝑙(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝜕𝑏
=∑

1

𝑄𝑖

𝜕𝑄𝑖
𝜕𝑏

𝜈

𝑖=1

 

                       = ∑
−1

𝑄𝑖

𝜈

𝑖=1

[𝜆(𝑎 + 𝑏)𝑍𝑖 + 𝜆𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)
𝑏] 

όπου  

𝑍𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)
𝑏 log 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃) 

και 

𝜕𝑙(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
=∑

1

𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
+ (𝑎 − 1)∑

1

𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
+∑

1

𝑄𝑖

𝜕𝑄𝑖
𝜕𝜉𝑗

𝜈

𝑖=1
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                     = ∑
1

𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
+ (𝑎 − 1)∑

1

𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
−∑

1

𝑄𝑖
[𝜆𝑏(𝑎 + 𝑏)𝑆𝑖,𝑗],

          𝑗 = 1,2, … , 𝑘

𝜈

𝑖=1

 

όπου  

𝑆𝑖,𝑗 =
𝜕𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏−1,   𝑗 = 1,2, … , 𝑘. 

Έπεται πως το σύστημα εξισώσεων που πρέπει να επιλυθεί για την εύρεση των εκτιμητών 

μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων είναι το εξής: 

∑
1

𝑄𝑖
[𝑎 − (𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏]

𝜈

𝑖=1

= 0 

∑log𝐹(𝑥𝑖; 𝝃) +

𝜈

𝑖=1

∑
1

𝑄𝑖
[(1 + 𝜆) − 𝜆𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝑏]

𝜈

𝑖=1

= 0 

∑
−1

𝑄𝑖

𝜈

𝑖=1

[𝜆(𝑎 + 𝑏)𝑍𝑖 + 𝜆𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)
𝑏] = 0 

∑
1

𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
+ (𝑎 − 1)∑

1

𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
−∑

1

𝑄𝑖
[𝜆𝑏(𝑎 + 𝑏)𝑆𝑖,𝑗]

𝜈

𝑖=1

= 0,  

                                                                                                                                                  𝑗 = 1,2, … , 𝑘. 

Σε περίπτωση που δεν είναι δυνατή η επίλυση του ανωτέρω συστήματος εξισώσεων, όπως 

στη δική μας περίπτωση, δύναται να χρησιμοποιηθεί κάποιο στατιστικό πακέτο ή κάποιο 

πακέτο αλγεβρικού λογισμού. Πιο συγκεκριμένα, στην παρούσα εργασία θα γίνει χρήση της 

συνάρτησης fitdistr του πακέτου MASS εφαρμόζοντας τη μέθοδο Nelder-Mead για την 

εύρεση των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΤΗΣ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΩΝ 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΕΝΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ  
 

Θα εξετάσουμε δύο περιπτώσεις της οικογένειας των γενικευμένων μετασχηματισμένων 

κατανομών. Το ρόλο του γεννήτορα θα έχουν η εκθετική κατανομή (Παράρτημα ΣΤ) και η 

κατανομή Γάμμα (Παράρτημα Ι). 

4.1   Γενικευμένη μετασχηματισμένη εκθετική κατανομή 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα μελετήσουμε τη γενικευμένη μετασχηματισμένη εκθετική 

κατανομή (𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝). 

Ορισμός. Έστω 𝛼, 𝑏 > 0, 𝜆 τέτοιο ώστε |𝜆| ≤ 1 και γεννήτορας η εκθετική κατανομή με 

παράμετρο 𝜃 > 0, σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝜃) = 1 − 𝑒−𝜃𝑥 και σ.π.π. 𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑒−𝜃𝑥 , 𝑥 ≥ 0. Τότε,  θα 

λέμε ότι η τ.μ. 𝛸 ακολουθεί τη γενικευμένη μετασχηματισμένη εκθετική κατανομή και θα 

γράφουμε 𝛸 ~ 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) όταν η σ.κ. της δίνεται από τη σχέση 

𝐺𝐺𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = (1 − 𝑒
−𝜃𝑥)

𝛼
[(1 + 𝜆) − 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑏
] ,  

                                                                                                                                                𝑥 ≥ 0.  

Η σ.π.π. για την 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) δίνεται μέσω της έκφρασης (3.2) από τον τύπο 

𝑔𝐺𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = 𝑓(𝑥; 𝜃)𝐹(𝑥; 𝜃)𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝜃)𝑏].        

Αντικαθιστώντας στην τελευταία έκφραση τις 𝑓(𝑥; 𝜃) και 𝐹(𝑥; 𝜃) παίρνουμε 

𝑔𝐺𝛵−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = 𝜃𝑒
−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑎−1
[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑏
],             

 

                                                                                                                                            𝑥 ≥ 0.      (4.1)  

Στο ακόλουθο σχήμα παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της σ.π.π. της γενικευμένης 

μετασχηματισμένης κατανομής με παραμέτρους 𝜆 = 0.3, 𝑎 = 8 και 𝑏 = 10 και γεννήτορα 

την εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 = 0.1 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 
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Σχήμα 4.1 Γραφική παράσταση σ.π.π. της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(0.3, 8, 10,0.1) για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 

 Στο Σχήμα 4.1 παρατηρείται πως όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑎 αυξάνεται τόσο η κορυφή 

της κατανομής μετατοπίζεται προς τα δεξιά και μειώνεται, ενώ η ουρά της γίνεται πιο βαριά. 

Από την άλλη, όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑏 αυξάνεται τόσο η κορυφή της κατανομής 

αυξάνεται και μετατοπίζεται προς τα δεξιά με την ουρά να γίνεται πιο ελαφριά. 

Δίνουμε στη συνέχεια ορισμένους χρήσιμους τύπους που αφορούν χαρακτηριστικά μεγέθη 

της κατανομής 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝. 

α. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Μέσω του τύπου (3.3), η συνάρτηση δεξιάς ουράς για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) 

είναι 

𝐺𝐺𝑇_𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = 1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑎
[(1 + 𝜆) − 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑏
] 

ή ισοδύναμα 
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                       𝐺𝐺𝑇_𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = 1 − (1 + 𝜆)(1 − 𝑒
−𝜃𝑥)

𝑎
+ 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑎+𝑏
,          𝑥 ≥ 0. 

                                                                                                            (4.2) 

β. Συνάρτηση Κινδύνου  

Εάν αντικαταστήσουμε τους τύπους (4.2) και (4.1) στη συνάρτηση (3.4) έχουμε ότι η 

συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) δίνεται από τον τύπο 

ℎ𝐺𝑇_𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) =
𝛼𝜃(1 + 𝜆)𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑎−1 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝜃𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑎+𝑏−1

1 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑎[(1 + 𝜆) − 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑏]   
, 

                                                                                                                                                             𝑥 ≥ 0.   

Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζεται η συνάρτηση κινδύνου της γενικευμένης 

μετασχηματισμένης κατανομής με παραμέτρους 𝜆 = 0.3, 𝑎 = 15 και 𝑏 = 10 γεννήτορα την 

εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 = 0.1 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης κινδύνου της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(0.3, 15, 10,0.1) για διάφορες 

τιμές των παραμέτρων  𝑎 και 𝑏. 

Στο ανωτέρω σχήμα παρατηρείται πως όσο αυξάνει η τιμή της παραμέτρου 𝛼 τόσο η 

στιγμιαία δεσμευμένη πιθανότητα εμφάνισης του υπό μελέτη φαινόμενου μειώνεται. Από την 
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άλλη, αύξηση της τιμής της παραμέτρου 𝑏 οδηγεί σε αύξηση της τιμής της συνάρτησης 

κινδύνου. 

γ. Ροπογεννήτρια 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο αποδείξαμε ότι η ροπογεννήτρια για την 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) 

εξαρτάται από τη ροπογεννήτρια των τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃) 

αντίστοιχα.  

Επομένως, για την περίπτωση της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) θα χρειαστεί πρώτα να βρούμε τη 

ροπογεννήτρια 𝛭𝑌(𝑎)(𝑡) της τ.μ. 𝑌(𝑎) με σ.π.π. 𝑔𝑎 που ακολουθεί την εκθετικοποιημένη 

εκθετική κατανομή με δύναμη 𝑎 και παράμετρο 𝜃, δηλαδή 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑒𝑥𝑝(𝑎)(𝜃). Έχουμε 

(Gupta, (2001)) 

𝛭𝑌(𝑎)
(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑌

(𝑎)𝑡) = ∫ 𝑒𝑦𝑡𝑔𝑎(𝑦; 𝜃)

+∞

0

𝑑𝑦 

                                         = ∫ 𝑒𝑦𝑡𝑎𝑓(𝑦; 𝜃)𝐹(𝑦; 𝜃)𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦 

                                       = 𝑎𝜃∫ 𝑒𝑦𝑡𝑒−𝜃𝑦(1 − 𝑒−𝜃𝑦)
𝑎−1

+∞

0

𝑑𝑦. 

Θέτοντας 𝑒−𝜃𝑦 = 𝑢, ισχύει ότι 𝑦 = −
log𝑢

𝜃
 και 𝑑𝑢 = −𝜃𝑒−𝜃𝑦𝑑𝑦. Επιπλέον, όταν 𝑦 →

0 έπεται ότι 𝑢 → 1 και όταν 𝑦 → +∞ έπεται ότι 𝑢 → 0. Οπότε, η ροπογεννήτρια για την 

𝐸𝑥𝑝 − 𝑒𝑥𝑝(𝑎)(𝜃) είναι 

𝛭𝑌(𝑎)
(𝑡) = − 𝑎𝜃∫

𝑒
−𝑡 log𝑢

𝜃 𝑢(1 − 𝑢)𝑎−1

−𝜃𝑢

1

0

𝑑𝑢 

                 = 𝑎∫𝑢−
𝑡
𝜃 (1 − 𝑢)𝑎−1

1

0

𝑑𝑢 

ή ισοδύναμα  

                𝑀𝑌(𝑎)
(𝑡) = 𝑎 𝛣 (−

𝑡

𝜃
+ 1, 𝑎) , 𝑡 < 𝜃                                                               (4.3) 

όπου 𝛣(∙,∙) είναι η πλήρης συνάρτηση Βήτα. 
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Τελικά, από τους τύπους (4.3) και (3.5) προκύπτει ότι η ροπογεννήτρια για την κατανομή 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) είναι 

𝛭(𝑡) = (1 + 𝜆)𝑎 𝛣 (−
𝑡

𝜃
+ 1, 𝑎) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝛣 (−

𝑡

𝜃
+ 1, 𝑎 + 𝑏) ,           𝑡 < 𝜃. 

δ. Ροπή 𝒓 - τάξης 

Έχουμε δείξει πως η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) δίνεται 

συναρτήσει της ροπής 𝑟 - τάξης των τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃) 

αντίστοιχα.  

Αρχικά θα βρούμε τη ροπή 𝑟 – τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑒𝑥𝑝(𝑎)(𝜃). Έχουμε 

𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] = ∫ 𝑦𝑟𝑔𝑎(𝑦; 𝜃)

+∞

0

𝑑𝑦 

                      = ∫ 𝑦𝑟𝑎𝑓(𝑦; 𝜃)𝐹(𝑦; 𝜃)𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦 

                      = 𝑎𝜃∫ 𝑦𝑟𝑒−𝜃𝑦(1 − 𝑒−𝜃𝑦)
𝑎−1

+∞

0

𝑑𝑦. 

Εφαρμόζοντας το Διωνυμικό Θεώρημα, η παραπάνω σχέση γράφεται ως 

𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] = 𝑎𝜃∫ 𝑦𝑟𝑒−𝜃𝑦

+∞

0

∑(
𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

(−1)𝑘𝑒−𝑘𝜃𝑦𝑑𝑦 

                      = ∑(
𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝜃∫ 𝑦𝑟𝑒−(1+𝑘)𝜃𝑦
+∞

0

𝑑𝑦 

                     = ∑(
𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

(−1)𝑘
𝑎𝜃𝛤(𝑟 + 1)

[(𝑘 + 1)𝜃]𝑟+1
∫ 𝑦(𝑟+1)−1𝑒−(1+𝑘)𝜃𝑦

[(𝑘 + 1)𝜃]𝑟+1

𝛤(𝑟 + 1)

+∞

0

𝑑𝑦.

 (4.4)

 

Παρατηρούμε πως 

𝑦(𝑟+1)−1𝑒−(1+𝑘)𝜃𝑦
[(𝑘+1)𝜃]𝑟+1

𝛤(𝑟+1)
= ℎ(𝑦) είναι η σ.π.π. της κατανομής Γάμμα με παραμέτρους 

𝑟 + 1 και (𝑘 + 1)𝜃. Οπότε, ισχύει  
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∫ 𝑦(𝑟+1)−1𝑒−(1+𝑘)𝜃𝑦
[(𝑘 + 1)𝜃]𝑟+1

𝛤(𝑟 + 1)

+∞

0

𝑑𝑦 = ∫ ℎ(𝑦)𝑑𝑦

+∞

0

= 1. 

Βάσει της παρατήρησης άνωθι, η ποσότητα (4.4) παίρνει τη μορφή 

𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] =

𝑎𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
∑(

𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑟+1
 . (4.5) 

Ολοκληρώνοντας την απόδειξη, εάν αντικαταστήσουμε τον τύπο (4.5) στον (3.6), έχουμε 

ότι η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) δίνεται από τον τύπο 

𝜇𝑟
′ = (1 + 𝜆) 

𝑎𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
∑(

𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑟+1
− 𝜆 

(𝑎 + 𝑏)𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
∑ (

𝑎 + 𝑏 − 1

𝑗
)

𝑎+𝑏−1

𝑗=0

(−1)𝑗

(𝑗 + 1)𝑟+1
 

ή ισοδύναμα 

      𝜇𝑟
′ =

𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
[∑(

𝑎 − 1

𝑘
)

𝑎−1

𝑘=0

𝑎(1 + 𝜆)(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑟+1
− ∑ (

𝑎 + 𝑏 − 1

𝑗
)

𝑎+𝑏−1

𝑗=0

𝜆(𝑎 + 𝑏)(−1)𝑗

(𝑗 + 1)𝑟+1
],   

𝑟 ∈ ℕ. 

Ακολούθως, παραθέτουμε τα γραφήματα της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 

κατανομής 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(0.7,5,10,5), καθώς και ένα πίνακα με τις τιμές της ροπής πρώτης 

τάξης και της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏 και 𝜃. 

Αξίζει να τονισθεί πως για τη δημιουργία γραφήματος που απεικονίζει τη μεταβολή της τιμής 

της ροπής πρώτης τάξης ή της διασποράς σε συνάρτηση με την τιμή της εκάστοτε υπό μελέτη 

παραμέτρου, η τελευταία αφήνεται να μεταβάλλεται ελεύθερα διατηρώντας παράλληλα 

σταθερές τις τιμές των υπόλοιπων παραμέτρων.  

Για την εύρεση αυτών των τιμών εφαρμόσθηκε προσομοίωση με χρήση του στατιστικού 

πακέτου R. Η τεχνική προσομοίωσης που εφαρμόσθηκε είναι η «μέθοδος της αντιστροφής». 

Σύμφωνα με αυτή τη μέθοδο, τα βήματα που ακολουθούνται για την προσομοίωση ενός 

δείγματος μεγέθους 𝑛 από μία κατανομή 𝐹 είναι τα ακόλουθα: 

Βήμα 1: Για 𝑖 = 1,… , 𝑛, παράγουμε την παρατήρηση  𝑈𝑖 ∼ 𝑈 (0,1). 

Βήμα 2: Υπολογίζουμε το 𝐹−1(𝑈𝑖). 

Επομένως, για τον υπολογισμό της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς, προσομοιώνουμε 

δείγμα μεγέθους 𝑛 =  12000 με τη διαδικασία που περιγράφεται ανωτέρω και έπειτα 
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υπολογίζουμε τη δειγματική μέση τιμή και το μέσο όρο των τετραγωνικών αποκλίσεων από 

τη μέση τιμή αντίστοιχα. 

𝜽 𝝀 𝜶 𝒃 Μέση Τιμή Διασπορά 

0.2 

−0.9 

1 

1 7.250 31.567 

5 11.536 41.171 

10 14.155 46.700 

5 

1 12.199 37.219 

5 14.327 39.469 

10 16.128 41.198 

10 

1 15.032 38.550 

5 16.402 40.103 

10 17.565 40.984 

−0.5 

1 

1 6.339 29.720 

5 8.603 43.776 

10 10.139 57.634 

5 

1 11.776 37.323 

5 12.977 40.300 

10 14.070 44.466 

10 

1 14.858 39.320 

5 15.627 39.965 

10 16.405 42.043 

0 

1 

1 4.960 25.494 

5 5.077 24.953 

10 5.015 24.740 

5 

1 11.516 36.308 

5 11.408 37.266 

10 11.418 36.282 

10 

1 14.623 39.038 

5 14.641 38.414 

10 14.561 38.217 

0.5 

1 

1 3.738 17.412 

5 2.341 2.715 

10 2.260 2.383 

5 

1 11.045 35.075 

5 9.771 27.302 

10 8.829 15.314 

10 

1 14.362 38.399 

5 13.657 35.551 

10 12.876 29.810 

0.9 1 

1 2.764 8.583 

5 1.656 1.169 

10 1.634 1.130 
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5 

1 10.636 34.961 

5 8.461 16.724 

10 7.469 6.512 

10 

1 14.180 39.099 

5 12.906 31.265 

10 11.532 18.585 

1 

−0.9 

1 

1 1.459 1.270 

5 2.321 1.617 

10 2.817 1.851 

5 

1 2.438 1.485 

5 2.866 1.604 

10 3.203 1.673 

10 

1 3.002 1.522 

5 3.274 1.587 

10 3.525 1.649 

−0.5 

1 

1 1.242 1.174 

5 1.707 1.799 

10 1.979 2.310 

5 

1 2.383 1.492 

5 2.598 1.622 

10 2.787 1.791 

10 

1 2.983 1.593 

5 3.120 1.608 

10 3.259 1.688 

0 

1 

1 0.996 1.011 

5 0.995 1.008 

10 1.011 0.990 

5 

1 2.275 1.462 

5 2.277 1.450 

10 2.284 1.461 

10 

1 2.931 1.538 

5 2.917 1.579 

10 2.929 1.544 

0.5 

1 

1 0.739 0.685 

5 0.461 0.109 

10 0.459 0.095 

5 

1 2.196 1.428 

5 1.964 1.092 

10 1.758 0.608 

10 

1 2.899 1.544 

5 2.737 1.382 

10 2.587 1.172 

0.9 1 1 0.550 0.356 
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5 0.334 0.048 

10 0.326 0.045 

5 

1 2.132 1.400 

5 1.712 0.663 

10 1.483 0.263 

10 

1 2.845 1.502 

5 2.584 1.257 

10 2.330 0.754 

5 

−0.9 

1 

1 0.289 0.049 

5 0.461 0.065 

10 0.564 0.074 

5 

1 0.488 0.060 

5 0.575 0.063 

10 0.645 0.065 

10 

1 0.603 0.062 

5 0.654 0.064 

10 0.705 0.067 

−0.5 

1 

1 0.249 0.048 

5 0.349 0.072 

10 0.405 0.092 

5 

1 0.475 0.061 

5 0.521 0.065 

10 0.560 0.071 

10 

1 0.592 0.062 

5 0.626 0.064 

10 0.653 0.067 

0 

1 

1 0.196 0.040 

5 0.200 0.039 

10 0.199 0.040 

5 

1 0.454 0.057 

5 0.455 0.059 

10 0.456 0.060 

10 

1 0.587 0.062 

5 0.588 0.061 

10 0.586 0.062 

0.5 

1 

1 0.153 0.027 

5 0.093 0.004 

10 0.092 0.004 

5 

1 0.435 0.057 

5 0.394 0.045 

10 0.353 0.024 

10 
1 0.579 0.062 

5 0.547 0.056 
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10 0.519 0.048 

0.9 

1 

1 0.111 0.014 

5 0.066 0.002 

10 0.066 0.002 

5 

1 0.430 0.056 

5 0.342 0.027 

10 0.298 0.010 

10 

1 0.572 0.061 

5 0.515 0.050 

10 0.466 0.030 
Πίνακας 4.1 Τιμές της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες 

τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏 και 𝜃. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.3 Γραφική παράσταση της ροπής πρώτης τάξης της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(0.7,5,10,5) για 

διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏 και 𝜃. 
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Σχήμα 4.4 Γραφική παράσταση της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(0.7,5,10,5) για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏 και 𝜃. 

Σύμφωνα με τα Σχήματα 4.3 και 4.4, για τιμές της παραμέτρου 𝑏 μικρότερες από 20 

παρατηρείται μείωση της διασποράς, ενώ για τιμές άνω του 20 η διασπορά φαίνεται η 

διασπορά να μην επηρεάζεται σημαντικά από την τιμή της παραμέτρου 𝑏. Ομοίως, για τιμές 

της παραμέτρου 𝜃 μικρότερες από 4 παρατηρείται μείωση της διασποράς, ενώ για τιμές άνω 

του 4 η διασπορά φαίνεται να μην επηρεάζεται σημαντικά από την τιμή της παραμέτρου 𝜃. 

Επιπλέον, παρατηρείται πως όσο αυξάνει η τιμή της παραμέτρου 𝜆 τόσο μειώνεται η τιμή της 

ροπής πρώτης τάξης. 
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ε. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Έστω διατεταγμένο δείγμα {𝛸1:𝜈 , 𝛸2:𝜈 , … , 𝛸𝜈:𝜈} από την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃). 

Τότε, από τη συνάρτηση (3.10) έχουμε 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) =  ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

[𝑚ℎ𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝜃) − 𝑞ℎ𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝜃)] 

όπου 

– 𝑤𝑘
∗ = (𝜈−𝑖

𝑗
) (−1)𝑗

1

𝐵(𝑖,𝜈−𝑖+1)

(−1)𝑘𝑠𝑘𝛤(𝑖+𝑗)(1+𝜆)𝑖+𝑗−1

𝑘!𝛤(𝑖+𝑗−𝑘)
 

– 𝑚 =
𝛼(1+𝜆)

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– 𝑞 =
𝜆(𝑎+𝑏)

𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– ℎ𝑟(𝑥; 𝜃) είναι η σ.π.π. της τ.μ. 𝑌(𝑟)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑒𝑥𝑝(𝑟)(𝜃), για 𝑟 ∈ ℕ, 

δηλαδή ℎ𝑟(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑟𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑟−1
. 

Καταλήγουμε ότι η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈) από την 

κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) είναι 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) =  

                             = ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗ {𝑚𝜃[𝑏𝑘 + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)−1

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

− 𝑞𝜃[𝑏(𝑘 + 1) + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)−1

} 

ή ισοδύναμα 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) =   

                             = ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗𝜃𝑒−𝜃𝑥(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)−1
{𝑚[𝑏𝑘 + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

− 𝑞[𝑏(𝑘 + 1) + 𝑎(𝑖 + 𝑗)](1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑏
} ,                                                                 𝑥 ≥ 0. 

στ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  
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Αντικαθιστώντας τη σ.κ. της γενικευμένης μετασχηματισμένης εκθετικής κατανομής στον 

τύπο (3.11) έχουμε, για 𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈 

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝜃) = 𝐼𝐺𝐺𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥;𝜆,𝑎,𝑏,𝜃)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) 

                           = ∑(
𝜈

𝑗
) {

(1 + 𝜆)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝑎
− 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑎+𝑏

1 − (1 + 𝜆)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝛼 + 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)𝑎+𝑏
}

𝜈

𝑗=𝑖

𝑗

[1

− (1 + 𝜆)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)
𝛼
+ 𝜆(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑎+𝑏
]
𝜈

,                                            𝑥 ≥ 0. 

 

4.2   Γενικευμένη μετασχηματισμένη κατανομή Γάμμα 

 

Ακολούθως, θα μελετήσουμε τη γενικευμένη μετασχηματισμένη κατανομή Γάμμα (𝐺𝑇 −

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎). 

Ορισμός. Έστω 𝛼, 𝑏 > 0, 𝜆 τέτοιο ώστε |𝜆| ≤ 1 και γεννήτορας η κατανομή Γάμμα με 

παραμέτρους 𝑠, 𝛽 > 0, σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽) =
𝛾(𝑠,𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
 και σ.π.π. 𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽) =

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥 , 𝑥 ≥ 0. 

Τότε, θα λέμε ότι η τ.μ. 𝛸 ακολουθεί τη γενικευμένη μετασχηματισμένη κατανομή Γάμμα και 

θα γράφουμε 𝛸 ~ 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) όταν η σ.κ. της δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝐺𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) =
[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏},    𝑥 ≥ 0.       (4.6)    

Από τον τύπο (3.2) έχουμε 

𝑔𝐺𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) = 𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽)𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽)
𝑎−1[𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏)𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽)𝑏]         

                                                  =
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠)
[
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑎−1

{𝛼(1 + 𝜆) − 𝜆(𝑎 + 𝑏) [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑏

}        
 

                                       =
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎−1

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{𝛼(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}. 

Επομένως, η σ.π.π. για την 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) δίνεται από τον τύπο 

𝑔𝐺𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) = 



[31] 
 

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

.0
2

0
.0

4
0

.0
6

0
.0

8

x

P
D

F

GT_ Gamma Pdf

lambda=0.2, a=8, beta=11, s=2, b=5

lambda=0.2, a=2, beta=11, s=2, b=5
lambda=0.2, a=15, beta=11, s=2, b=5

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
0

.0
2

0
.0

4
0

.0
6

0
.0

8

x

P
D

F

lambda=0.2, a=8, beta=11, s=2, b=5

lambda=0.2, a=8, beta=1, s=2, b=5 
lambda=0.2, a=2, beta=15, s=2, b=5

                      =
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎−1

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{𝛼(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}, 

                                                                                                                                          𝑥 ≥ 0.          (4.7)  

Ακολούθως, παρουσιάζεται η απεικόνιση της σ.π.π. της γενικευμένης μετασχηματισμένης 

κατανομής με 𝜆 = 0.2, 𝛼 = 8 και 𝑏 = 11 και γεννήτορα την κατανομή Γάμμα με 

παραμέτρους 𝑠 = 2, 𝛽 = 5 για μεταβαλλόμενες τιμές των παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.5 Γραφική παράσταση σ.π.π. της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(0.2,8, 11, 2, 5) για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 

 Στο Σχήμα 4.5 γίνεται φανερό πως όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑏 αυξάνει τόσο η κορυφή 

της κατανομής αυξάνεται και μετατοπίζεται προς τα αριστερά με την ουρά της κατανομής να 

γίνεται πιο ελαφριά. Επιπλέον, όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑎 αυξάνει τόσο η κατανομή 

μετατοπίζεται προς τα δεξιά με την κορυφή της να μειώνεται και την ουρά της να γίνεται πιο 

βαριά. 

Δίνουμε στη συνέχεια ορισμένους χρήσιμους τύπους που αφορούν χαρακτηριστικά μεγέθη 

της κατανομής 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

α. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 
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Αντικαθιστώντας τον τύπο (4.6) στη συνάρτηση (3.3), η συνάρτηση δεξιάς ουράς για την 

κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) = 1 −
[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏},          𝑥 ≥ 0.     

                                                                                                 (4.8) 

β. Συνάρτηση Κινδύνου  

Για την εύρεση της σχέσης που δίνει τη συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝐺𝑇 −

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) αντικαθιστούμε τους τύπους (4.8) και (4.7) στον (3.4) και έχουμε 

ℎ𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽)

=

𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎−1

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{𝛼(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}

1 −
[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏
{(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}   

 

                           =
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎−1{𝛼(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆(𝑎 + 𝑏)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}

[𝛤(𝑠)]𝑎+𝑏 − [𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎{(1 + 𝜆)[𝛤(𝑠)]𝑏 − 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏}   
, 

                                                                                                                                                            𝑥 ≥ 0.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.6 Γραφική παράσταση συνάρτησης κινδύνου της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(0.3, 10, 17, 2,0.1) για 

διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝑎 και 𝑏. 
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Στο Σχήμα 4.6 παρατηρείται πως όσο αυξάνει είτε η τιμή της παραμέτρου 𝛼 είτε η τιμή 

της παραμέτρου 𝑏 τόσο η στιγμιαία δεσμευμένη πιθανότητα εμφάνισης του υπό μελέτη 

φαινόμενου αυξάνεται.  

γ. Ροπογεννήτρια 

Στο Κεφάλαιο 3.2 απεδείχθη πως η ροπογεννήτρια για την 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) συνδέεται με 

τη ροπογεννήτρια των τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃).  

Θα βρούμε πρώτα τη ροπογεννήτρια 𝛭𝑌(𝑎)(𝑡) της τ.μ. 𝑌(𝑎) με σ.π.π. 𝑔𝑎 που ακολουθεί 

την εκθετικοποιημένη Γάμμα κατανομή με δύναμη 𝑎 και παραμέτρους 𝑠, 𝛽, δηλαδή 

𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑎)(𝑠, 𝛽). Έχουμε 

𝛭𝑌(𝑎)
(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑌

(𝑎)𝑡) = ∫ 𝑒𝑦𝑡𝑔𝑎(𝑦; 𝑠, 𝛽)

+∞

0

𝑑𝑦 

                                         = ∫ 𝑒𝑦𝑡𝑎𝑓(𝑦; 𝑠, 𝛽)𝐹(𝑦; 𝑠, 𝛽)𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦 

   =
𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠−1𝛾(𝑠, 𝛽𝑦)𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦.                     (4.9) 

Στο σημείο αυτό θα χρησιμοποιήσουμε την έκφραση της κάτω μη πλήρους συνάρτησης 

Γάμμα μέσω σειράς και τότε η έκφραση (4.9) γράφεται ως 

𝛭𝑌(𝑎)
(𝑡) =

𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠−1 [∑

(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

(𝛽𝑦)𝑠]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦         

               =
𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠−1(𝛽𝑦)𝑠(𝑎−1) [∑

(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦 

    = 𝑎 [
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎

∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠𝑎−1 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦.                            (4.10) 

Τελικά, από τους τύπους (4.10) και (3.5) προκύπτει ότι η ροπογεννήτρια για την κατανομή 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) είναι 

𝛭(𝑡) = (1 + 𝜆)𝑎 [
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎

𝛪𝛼,𝑠,𝛽 − 𝜆(𝑎 + 𝑏) [
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎+𝑏

𝛪𝛼,𝑏,𝑠,𝛽 

όπου 
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𝛪𝛼,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠𝑎−1 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦

και

𝛪𝛼,𝑏,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠(𝑎+𝑏)−1 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎+𝑏−1+∞

0

𝑑𝑦.

 

 

δ. Ροπή 𝒓 - τάξης 

Έχουμε δείξει πως η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐹(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝝃) εξαρτάται άμεσα 

από τη ροπή 𝑟 - τάξης των τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝝃) και  𝑌(𝑎+𝑏)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎+𝑏)(𝝃).  

Επομένως, για να βρούμε τη ροπή 𝑟 - τάξης για τη γενικευμένη μετασχηματισμένη 

κατανομή Γάμμα θα βρούμε ακολούθως πρώτα τη ροπή 𝑟 – τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑎)~𝐸𝑥𝑝 −

𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑎)(𝑠, 𝛽). Έχουμε 

𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] = ∫ 𝑦𝑟𝑔𝑎(𝑦; 𝑠, 𝛽)

+∞

0

𝑑𝑦 

                      = ∫ 𝑦𝑟𝑎𝑓(𝑦; 𝑠, 𝛽)𝐹(𝑦; 𝑠, 𝛽)𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦 

                     = 𝑎∫ 𝑦𝑟
𝛽𝑠𝑦𝑠−1𝑒−𝛽𝑦

𝛤(𝑠)
[
𝛾(𝑠, 𝛽𝑦)

𝛤(𝑠)
]

+∞

0

𝑎−1

𝑑𝑦 

=
𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
 ∫ 𝑦𝑟+𝑠−1𝑒−𝛽𝑦[𝛾(𝑠, 𝛽𝑦)]𝑎−1
+∞

0

𝑑𝑦.                                       (4.11) 

Θα χρησιμοποιήσουμε και αυτή τη φορά την έκφραση της κάτω μη πλήρους συνάρτησης 

Γάμμα μέσω σειράς. Οπότε , η έκφραση (4.11) γράφεται ως 

𝐸[(𝑌(𝑎))
𝑟
] =

𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
∫ 𝑦𝑟+𝑠−1𝑒−𝛽𝑦 [∑

(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

(𝛽𝑦)𝑠]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦         

                     =
𝑎𝛽𝑠

𝛤(𝑠)𝑎
∫ 𝑦𝑟+𝑠−1𝑒−𝛽𝑦(𝛽𝑦)𝑠(𝑎−1) [∑

(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦 

= 𝑎 [
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎

∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑎−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦.         (4.12) 
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Τέλος, αντικαθιστούμε τον τύπο (4.12) στη συνάρτηση (3.6) και έχουμε ότι η ροπή 𝑟 - 

τάξης για την κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) παίρνει τη μορφή 

𝜇𝑟
′ = (1 + 𝜆)𝑎 [

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎

𝛪𝑟,𝑎,𝑠,𝛽  − 𝜆(𝑎 + 𝑏) [
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑎+𝑏

𝛪𝑟,𝑎,𝑏,𝑠,𝛽 ,            𝑟 ∈ ℕ  

όπου 

𝛪𝑟,𝑎,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑎−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎−1+∞

0

𝑑𝑦

και

𝛪𝑟,𝑎,𝑏,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑦𝑟+𝑠(𝑎+𝑏)−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑎+𝑏−1+∞

0

𝑑𝑦.

 

Ακολούθως, παραθέτουμε τα γραφήματα της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 

κατανομής 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(0.8,4,8,10,6), καθώς και ένα πίνακα με τις τιμές της ροπής πρώτης 

τάξης και της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠 και 

𝛽. Αξίζει να τονισθεί πως για τη δημιουργία γραφήματος που απεικονίζει τη μεταβολή της 

τιμής της ροπής πρώτης τάξης ή της διασποράς σε συνάρτηση με την τιμή της εκάστοτε υπό 

μελέτη παραμέτρου, η τελευταία αφήνεται να μεταβάλλεται ελεύθερα διατηρώντας 

παράλληλα σταθερές τις τιμές των υπόλοιπων παραμέτρων. 

𝜷 𝒔 𝝀 𝜶 𝒃 Μέση Τιμή  Διασπορά 

0.2 2 

−0.9 

1 

1 0.693 1.293 

5 1.467 2.387 

10 2.050 3.032 

5 

1 1.552 2.327 

5 2.045 2.750 

10 2.510 3.463 

10 

1 2.226 3.031 

5 2.599 3.337 

10 2.934 3.523 

20 

1 3.050 3.512 

5 3.288 3.870 

10 3.496 4.040 

−0.5 

1 

1 0.567 1.206 

5 0.969 1.975 

10 1.328 2.839 

5 
1 1.497 2.362 

5 1.771 2.764 
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10 2.003 3.101 

10 

1 2.163 2.983 

5 2.352 3.075 

10 2.612 3.521 

20 

1 3.023 3.480 

5 3.167 3.626 

10 3.295 3.585 

0 

1 

1 0.405 0.812 

5 0.415 0.797 

10 0.404 0.781 

5 

1 1.410 2.169 

5 1.413 2.351 

10 1.390 2.247 

10 

1 2.146 3.009 

5 2.140 2.802 

10 2.124 2.935 

20 

1 2.985 3.612 

5 3.016 3.623 

10 2.990 3.525 

0.5 

1 

1 0.242 0.443 

5 0.035 0.003 

10 0.030 0.002 

5 

1 1.333 2.137 

5 1.039 1.524 

10 0.777 0.607 

10 

1 2.076 2.809 

5 1.887 2.386 

10 1.707 2.037 

20 

1 2.949 3.477 

5 2.854 3.567 

10 2.714 3.195 

0.9 

1 

1 0.118 0.141 

5 0.009 0.0002 

10 0.008 0.0001 

5 

1 1.247 2.032 

5 0.743 0.687 

10 0.508 0.148 

10 

1 2.028 2.750 

5 1.699 2.183 

10 1.336 1.085 

20 

1 2.975 3.605 

5 2.727 3.300 

10 2.495 2.623 
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5 0.2 

−0.9 

1 

1  1.214  0.191 

5  1.557  0.195 

10  1.743  0.228 

5 

1  1.617  0.167 

5  1.764  0.163 

10  1.884  0.164 

10 

1  1.812  0.152 

5  1.906  0.158 

10  1.982  0.151 

20 

1  2.017  0.145 

5  2.066  0.142 

10  2.115  0.138 

−0.5 

1 

1 1.125  0.213  

5  1.305 0.277  

10  1.410  0.350 

5 

1  1.590  0.169 

5  1.680  0.176 

10  1.733  0.193 

10 

1  1.799  0.155 

5  1.848  0.158 

10  1.901  0.162 

20 

1  2.014  0.144 

5  2.046  0.146 

10  2.066  0.148 

0 

1 

1 1.004   0.199 

5  0.998  0.204 

10  1.000  0.205 

5 

1  1.5586  0.167 

5  1.5583  0.170 

10  1.5585  0.165 

10 

1  1.788  0.155 

5  1.786  0.158 

10  1.785  0.154 

20 

1  2.006  0.150 

5  1.998  0.145 

10  2.002  0.138 

0.5 

1 

1  0.871 0.163  

5  0.755  0.055 

10  0.749  0.052 

5 

1  1.531  0.166 

5  1.449  0.140 

10  1.387  0.085 

10 1  1.764  0.163 
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5 1.726  0.146 

10  1.684  0.126 

20 

1  1.999  0.144 

5  1.964  0.142 

10  1.937  0.135 

0.9 

1 

1  0.782 0.109  

5  0.668 0.036  

10  0.672  0.035 

5 

1  0.504  0.162 

5  1.359  0.092 

10  1.284  0.044 

10 

1  1.760  0.161 

5  1.669  0.130 

10  1.588  0.083 

20 

1  1.994  0.143 

5  1.945  0.134 

10  1.898  0.124 
Πίνακας 4.2 Τιμές της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες 

τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠 και 𝛽. 
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Σχήμα 4.7 Γραφική παράσταση της ροπής πρώτης τάξης της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(0.8,4,8,10,6) για 

διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠 και 𝛽. 
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Σχήμα 4.8 Γραφική παράσταση της διασποράς της 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(0.8,4,8,10,6) για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠 και 𝛽. 

Στα σχήματα ανωτέρω παρατηρείται ότι όσο αυξάνουν οι τιμές των παραμέτρων 𝑠 και 𝛽 

τόσο αυξάνει η τιμή της ροπής πρώτης τάξης, καθώς και της διασποράς. Επιπλέον, είναι 

φανερό πως για τιμές της παραμέτρου 𝑏 μικρότερες του 10 οι τιμές της διασποράς και της 

ροπής πρώτης τάξης μειώνονται, ενώ για τιμές της παραμέτρου 𝑏 άνω του 10 δεν φαίνεται να 

επηρεάζονται σημαντικά η διασποράς και η ροπής πρώτης τάξης. 

ε. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  
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Έστω διατεταγμένο δείγμα {𝛸1:𝜈 , 𝛸2:𝜈 , … , 𝛸𝜈:𝜈} από την κατανομή 𝐺𝑇 −

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽). Τότε, από τον τύπο (3.7) έχουμε 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) =  ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

[𝑚ℎ𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝑠, 𝛽) − 𝑞ℎ𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)(𝑥; 𝑠, 𝛽)] 

όπου 

– 𝑤𝑘
∗ = (𝜈−𝑖

𝑗
) (−1)𝑗

1

𝐵(𝑖,𝜈−𝑖+1)

(−1)𝑘𝑠𝑘𝛤(𝑖+𝑗)(1+𝜆)𝑖+𝑗−1

𝑘!𝛤(𝑖+𝑗−𝑘)
 

– 𝑚 =
𝛼(1+𝜆)

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– 𝑞 =
𝜆(𝑎+𝑏)

𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)
 

– ℎ𝑟(𝑥; 𝑠, 𝛽) είναι η σ.π.π. της τ.μ. 𝑌(𝑟)~𝐸𝑥𝑝 − 𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑟)(𝑠, 𝛽) για  𝑟 ∈ ℕ, 

δηλαδή ℎ𝑟(𝑥; 𝑠, 𝛽) = 𝑟
𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥 [1 −

𝛾(𝑠,𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝑟−1

. 

Επομένως, η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 = 1,2, . . , 𝜈) από την 

κατανομή 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) δίνεται από τον τύπο 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) =  

                             = ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗ {𝑚[𝑏𝑘 + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]

𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠)
[
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)−1
𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

− 𝑞[𝑏(𝑘 + 1) + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠)
[
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑏(𝑘+1)+𝑎(𝑖+𝑗)−1

} 

ή ισοδύναμα 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) =   

                             = ∑ ∑ 𝑤𝑘
∗
𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠)
[
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑏𝑘+𝑎(𝑖+𝑗)−1

{𝑚[𝑏𝑘 + 𝑎(𝑖 + 𝑗)]

𝑖+𝑗−1

𝑘=0

𝜈−𝑖

𝑗=0

− 𝑞[𝑏(𝑘 + 1) + 𝑎(𝑖 + 𝑗)] [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝑏

} ,                                                                    𝑥 ≥ 0. 

στ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  
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Αντικαθιστώντας τη σ.κ. της γενικευμένης μετασχηματισμένης κατανομής Γάμμα στη 

συνάρτηση (3.11) είναι 

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝛽) = 𝐼𝐺𝐺𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥;𝜆,𝑎,𝑏,𝑠,𝛽)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) 

 = ∑(
𝜈

𝑗
)

{
 

 (1 + 𝜆) [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝑎

− 𝜆 [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝑎+𝑏

1 − (1 + 𝜆) [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝛼

+ 𝜆 [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]
𝑎+𝑏

}
 

 𝜈

𝑗=𝑖

𝑗

{1 − (1 + 𝜆) [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝛼

+ 𝜆 [
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
]

𝑎+𝑏

}

𝜈

 

=∑(
𝜈

𝑗
) {[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎

𝛤(𝑠)𝑏(1 + 𝜆) − 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑏

𝛤(𝑠)𝑎+𝑏 − (1 + 𝜆)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎𝛤(𝑠)𝑏 + 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎+𝑏
}

𝜈

𝑗=𝑖

𝑗

 

                   {
𝛤(𝑠)𝑎+𝑏 − (1 + 𝜆)[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎𝛤(𝑠)𝑏 + 𝜆[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑎+𝑏

𝛤(𝑠)𝑎+𝑏
}

𝜈

, 

                                                                                                                                                          𝑥 ≥ 0. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΝΕΑ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΜΕ ΒΑΡΙΑ ΟΥΡΑ  

 

Στο πλαίσιο της δημιουργίας νέων κατανομών που θα λειτουργούν ως επέκταση των 

βασικών κατανομών, θα παρουσιάσουμε επιπλέον μία νέα οικογένεια κατανομών με βαριά 

ουρά (New Heavy Tailed Class of Distributions) που μελέτησαν οι Ahmad et al. (2020). Βάση 

για τη δημιουργία της οικογένειας αποτέλεσε η έρευνα των Alzaatreh et al. (2013). Οι 

τελευταίοι πρότειναν την οικογένεια κατανομών  𝑇 − 𝛸, όπου μία τ.μ. 𝛸, η οποία καλείται 

και ως «ο μετασχηματιστής» χρησιμοποιείται για τη μετατροπή της τ.μ. 𝑇, η οποία καλείται 

και ως «η μετασχηματισμένη», όπως παρουσιάζεται αναλυτικά στον ορισμό ακολούθως. 

Μάλιστα, αρκετές γνωστές συνεχείς κατανομές αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της 

οικογένειας κατανομών που μελετήθηκε από τους Alzaatreh et al. Ενδεικτικά, η κατανομή 

𝑃𝑎𝑟𝑒𝑡𝑜 αποτελεί ειδική περίπτωση της οικογένειας κατανομών  𝑇 − 𝛸 όταν η 𝑇 ακολουθεί 

την κατανομή Γάμμα ενώ η 𝛸 ακολουθεί την κατανομή Pareto. 

Ο ακόλουθος ορισμός δόθηκε από τους Alzaatreh et al. (2013). 

Ορισμός. Έστω τ.μ. 𝛵 με σ.π.π. 𝑣( 𝑡), 𝑡 𝜖 [𝛼1, 𝛼2] με −∞ ≤ 𝛼1 < 𝛼2 ≤ +∞ και τ.μ. 𝛸 με 

διάνυσμα παραμέτρων 𝝃 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘), 𝑘 ∈ ℕ  και σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝝃). Τότε, θα λέμε ότι η τ.μ. 𝑈 

ακολουθεί την 𝑇 − 𝑋 κατανομή και θα γράφουμε 𝑈 ~ 𝑇 − 𝑋 όταν η σ.κ. της δίνεται από τoν 

τύπο 

𝐺(𝑥; 𝝃) =  ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡,

𝑊[𝐹(𝑥;𝝃)]

𝛼1

     𝑥𝜖ℝ. (5.1) 

 Κρίνεται απαραίτητο να αναφερθεί πως η απεικόνιση 𝑊 θεωρείται κατάλληλη εφόσον 

πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες: 

▪ 𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)] διαφορίσιμη και αύξουσα συνάρτηση 

▪ lim
𝑥→− ∞

𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)] = 𝛼1  

▪ lim
𝑥→+∞

𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)] = 𝛼2.   

 

Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση (5.1) προκύπτει η σ.π.π. της 𝑈 όπως παρουσιάζεται 

ακολούθως: 
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𝑔(𝑥; 𝝃) =  {
𝜕

𝜕𝑥
𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)]} 𝑣{𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)]},      𝑥𝜖ℝ .  

 

5.1   Ορισμός της κατανομής 

 

Οι Ahmad et al. (2020) στην έρευνα τους, πρότειναν μία ειδική περίπτωση του μοντέλου 

κατανομών 𝑇-𝛸 των Alzaatreh et al. (2013), εφαρμόζοντας τα ακόλουθα: 

▪ Η τ.μ. 𝛵 ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 = 1  έτσι ώστε να 

ισχύει 𝑣(𝑡) =  𝑒−𝑡. 

▪ Η απεικόνιση 𝑊 της συνάρτησης κατανομής της τ.μ. 𝛸 είναι 

𝑊[𝐹(𝑥; 𝝃)] =  −𝑙𝑜𝑔 {
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
} ,        𝜎 > 1, 𝝃 > 𝟎.  

Ορισμός. Έστω 𝜎 τέτοιο ώστε 𝜎 > 1, τ.μ.  𝑈 και γεννήτορας με διάνυσμα παραμέτρων 

𝝃 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘), 𝑘 ∈ ℕ, 𝛏 > 𝟎 , στήριγμα 𝑆, σ.κ. 𝐹 και σ.π.π. 𝑓. Τότε θα λέμε ότι η τ.μ. 𝑈 

ακολουθεί τη Νέα κατανομή με βαριά ουρά − 𝐹 και θα γράφουμε 𝑈 ~ 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃), όταν 

η σ.κ. της δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝛮𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) = 1 −
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
,       𝑥 ∈ 𝑆. (5.2) 

όπου 𝐹̅(𝑥; 𝝃) = 1 − 𝐹(𝑥; 𝝃) η συνάρτηση δεξιάς ουράς της κατανομής γεννήτορα. 

Η παραπάνω σχέση προκύπτει εάν αντικατασταθούν κατάλληλα οι ειδικές περιπτώσεις 

των συναρτήσεων 𝑣 και 𝑊 που εισήγαγαν οι Ahmad et al. στην έκφραση (5.1). Ειδικότερα, 

αποδεικνύεται ως εξής 

𝐺𝛮𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) = ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑊[𝐹(𝑥;𝝃)]

𝛼1

= ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

− 𝑙𝑜𝑔{
𝜎𝐹(𝑥;𝝃)
𝜎−𝐹(𝑥;𝝃)

}

0

= 1 −
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
. 

Η σ.π.π. της 𝑁𝐻𝑇 –  𝐹(𝜎, 𝝃), παραγωγίζοντας τη συνάρτηση (5.2), είναι 

𝑔𝛮𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) =  
𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝝃)

(𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃))
2 ,        𝑥 ∈ 𝑆. (5.3) 
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5.2   Χαρακτηριστικά μεγέθη της κατανομής  

 

Στην παρούσα παράγραφο παρουσιάζονται ορισμένα χαρακτηριστικά μεγέθη για τη Νέα 

κατανομή με βαριά ουρά και με γεννήτορα 𝐹 βάσει των εννοιών που αναλύονται στο 

Κεφάλαιο 2 της εργασίας. Αντίστοιχα με την οικογένεια των γενικευμένων 

μετασχηματισμένων κατανομών, δεδομένου ότι οι Nofal et al. (2020) έδειξαν ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον στη μοντελοποίηση δεδομένων ζημιών ασφαλιστικών εταιρειών θα 

περιοριστούμε και πάλι στην περίπτωση όπου ο γεννήτορας είναι μία μη - αρνητική συνεχής 

τ.μ., δηλαδή 𝑆 = [0,+∞). 

 

α. Αντίστροφη σ.κ. 

Η αντίστροφη σ.κ. για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝛮𝐻𝑇−𝐹
−1 (𝑥; 𝜎, 𝝃) = 𝐹−1 (

𝑥𝜎

𝜎 − 1 + 𝑥
; 𝝃) , 𝑥 ≥ 0.   (5.4) 

Η ανωτέρω σχέση αποδεικνύεται μέσω της του τύπου (5.2), θέτοντας 𝑦 = 𝐺(𝑥; 𝜎, 𝝃) και 

λύνοντας ως προς 𝑥, όπως παρουσιάζεται ακολούθως 

𝑦 = 1 −
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
=
(𝜎 − 1)𝐹(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
 

ή ισοδύναμα 

                                        (𝜎 − 1 + 𝑦)𝐹(𝑥; 𝝃) = 𝜎𝑦. 

Επειδή 𝜎 > 1 και 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 εξ ορισμού, ισχύει ότι 𝜎 − 1 + 𝑦 ≠ 0  και καταλήγουμε στην 

έκφραση (5.4), καθώς από τη σχέση 

𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) =  
𝜎𝑦

𝜎 − 1 + 𝑦
 

παίρνουμε 

  𝑥 = 𝐹−1 (
𝜎𝑦

𝜎 − 1 + 𝑦
; 𝝃). 

Επομένως 

                 𝐺𝛮𝐻𝑇−𝐹
−1 (𝑥; 𝜎, 𝝃) = 𝐹−1 (

𝑥𝜎

𝜎 − 1 + 𝑥
; 𝝃) , 𝑥 ≥ 0 .   
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β. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση (5.2) στη συνάρτηση (2.1), η συνάρτηση δεξιάς ουράς για 

την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) γράφεται ως 

𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐹 (𝑥; 𝜎, 𝝃) = 1 − {1 −
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
}, 

οπότε 

                                      𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) =
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
, 𝑥 ≥ 0.               (5.5) 

γ. Συνάρτηση Κινδύνου  

H συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃), αντικαθιστώντας τους τύπους 

(5.3) και (5.5) στον τύπο (2.2), καταλήγουμε πως δίνεται από τον τύπο 

ℎ𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) =

𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝝃)

(𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃))
2

1 − {1 −
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝝃)
𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)

}

. 

Επομένως 

                  ℎ𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃) =
(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝝃)

𝐹(𝑥; 𝝃)[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]
, 𝑥 ≥ 0.                 (5.6) 

δ. Ροπογεννήτρια 

Η ροπογεννήτρια για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) δίνεται μέσω της έκφρασης (2.4) από 

τον τύπο 

𝛭(𝑡) = ∑
(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

+∞

𝑛=1

𝑀𝑌(𝑛)
(𝑡) (5.7) 

όπου 𝑀𝑌(𝑛)
(𝑡) είναι η ροπογεννήτρια της τ.μ. 𝑌(𝑛) που ακολουθεί την 𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑛)(𝝃). 

Για την απόδειξη του ανωτέρω τύπου θα γίνει χρήση του τύπου μίας δυναμοσειράς, η 

απόδειξη του οποίου ακολουθεί. Θα αποδείξουμε ότι 
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1

(1 − 𝑥)2
= ∑𝑛𝑥𝑛−1,

+∞

𝑛=1

    |𝑥| < 1 . (5.8) 

Γνωρίζουμε πως ισχύει ότι 

1

1 − 𝑥
= ∑𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

,              |𝑥| < 1 . 

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση, καταλήγουμε στην έκφραση (5.8) γιατί 

𝜕

𝜕𝑥
[
1

1 − 𝑥
] =

𝜕

𝜕𝑥
[∑ 𝑥𝑛
+∞

𝑛=0

] 

ή ισοδύναμα 

1

(1 − 𝑥)2
= ∑𝑛𝑥𝑛−1

+∞

𝑛=1

. 

Κάνοντας χρήση του τύπου (2.4), ο τύπος της ροπογεννήτριας αποδεικνύεται ως 

𝛭(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑔𝛮𝛨𝛵−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃)𝑑𝑥

+∞

0

= 𝜎(𝜎 − 1)∫
𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥; 𝝃)

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]2
𝑑𝑥

+∞

0

 

ή ισοδύναμα 

                            𝛭(𝑡) =
(𝜎 − 1)

𝜎
∫

𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥; 𝝃)

[1 −
𝐹(𝑥; 𝝃)
𝜎 ]

2 𝑑𝑥.

+∞

0

(5.9) 

Παρατηρούμε πως δεδομένου ότι 𝜎 > 1 και 0 ≤  𝐹(𝑥) ≤ 1 θα ισχύει ότι 

|
𝐹(𝑥)

𝜎
| < 1. Επομένως, ο τύπος (5.9) κάνοντας χρήση της συνάρτησης (5.8) γράφεται ως 

𝛭(𝑡) =
(𝜎 − 1)

𝜎
∫

𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥; 𝝃)

[1 −
𝐹(𝑥; 𝝃)
𝜎 ]

2 𝑑𝑥

+∞

0

=
(𝜎 − 1)

𝜎
∫ 𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥; 𝝃)∑𝑛 [

𝐹(𝑥; 𝝃)

𝜎
]

𝑛−1+∞

𝑛=1

𝑑𝑥

+∞

0

 

    

                                                    = ∑
(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

+∞

𝑛=1

∫ 𝑒𝑡𝑥𝑛𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑛−1𝑑𝑥

+∞

0

. 

Τελικά, καταλήγουμε στο ζητούμενο τύπο της ροπογεννήτριας για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 −

𝐹(𝜎, 𝝃), καθώς στην πραγματικότητα ισχύει 
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∫ 𝑒𝑡𝑥𝑛𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑛−1𝑑𝑥

+∞

0

= 𝑀𝑌(𝑛)(𝑡) 

 όπου 𝑀𝑌(𝑛)(𝑡)  είναι η ροπογεννήτρια της τ.μ 𝑌(𝑛) ∼ 𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑛)(𝝃).          

ε. Ροπή 𝒓 - τάξης 

Κάνοντας χρήση της συνάρτησης (2.3), η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 −

𝐹(𝜎, 𝝃) δίνεται από τον τύπο 

                          𝜇𝑟
′ = ∑

(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

+∞

𝑛=1

𝐸[(𝑌(𝑛))
𝑟
], 𝑟 ∈ ℕ  

όπου 𝐸[(𝑌(𝑛))
𝑟
] είναι η ροπή 𝑟 - τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑛)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑛)(𝝃). 

Για την απόδειξη του τύπου της ροπής 𝑟 - τάξης εφαρμόζεται παρόμοια λογική με εκείνη 

του τύπου της ροπογεννήτριας, δηλαδή 

𝜇𝑟
′ = 𝐸(𝑋𝑟) = ∫ 𝑥𝑟𝑔𝛮𝛨𝛵−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃)𝑑𝑥

+∞

0

= 𝜎(𝜎 − 1)∫
𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]2
𝑑𝑥

+∞

0

 

ή ισοδύναμα 

                                                               𝜇𝑟
′ =

(𝜎 − 1)

𝜎
∫

𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)

[1 −
𝐹(𝑥; 𝝃)
𝜎 ]

2 𝑑𝑥.

+∞

0

(5.10) 

Παρατηρούμε πως δεδομένου ότι 𝜎 > 1 και 0 ≤  𝐹(𝑥; 𝝃) ≤ 1 θα ισχύει ότι 

|
𝐹(𝑥;𝝃)

𝜎
| < 1. Επομένως, ο τύπος (5.10) μέσω της δυναμοσειράς που παρουσιάζεται στην 

έκφραση (5.8) γράφεται ως 

𝜇𝑟
′ =

(𝜎 − 1)

𝜎
∫

𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)

[1 −
𝐹(𝑥; 𝝃)
𝜎 ]

2 𝑑𝑥

+∞

0

=
(𝜎 − 1)

𝜎
∫ 𝑥𝑟𝑓(𝑥; 𝝃)∑𝑛 [

𝐹(𝑥; 𝝃)

𝜎
]

𝑛−1+∞

𝑛=1

𝑑𝑥

+∞

0

 

    

      = ∑
(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

+∞

𝑛=1

∫ 𝑥𝑟𝑛𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑛−1𝑑𝑥

+∞

0

. 

Εν τέλει καταλήγουμε στον τύπο της ροπής 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃), αφού 

ισχύει  
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∫ 𝑥𝑟𝑛𝑓(𝑥; 𝝃)𝐹(𝑥; 𝝃)𝑛−1𝑑𝑥

+∞

0

= 𝐸[(𝑌(𝑛))
𝑟
]. 

 στ. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Έστω διατεταγμένο δείγμα {𝛸1:𝜈 , 𝛸2:𝜈 , … , 𝛸𝜈:𝜈} από την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃). Τότε, 

από τη συνάρτηση (2.6), έχουμε  

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝝃) =
𝑔𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃)

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥; 𝜎, 𝝃)
𝑖+𝑗−1        

                      =
𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝝃)

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]2𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗
(𝜎 − 1)𝑖+𝑗−1𝐹(𝑥; 𝝃)𝑖+𝑗−1

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]𝑖+𝑗−1
. 

Τελικά, η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈) από την 

κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) δίνεται από τον τύπο 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝝃) =
𝜎𝑓(𝑥; 𝝃)

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗
(𝜎 − 1)𝑖+𝑗𝐹(𝑥; 𝝃)𝑖+𝑗−1

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]𝑖+𝑗+1
,         𝑥 ≥ 0.    

 

                                                                                                                                                         (5.11)  

 

ζ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Αντικαθιστώντας στην έκφραση (2.7) τον τύπο (5.2), η σ.κ. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης 

παρατήρησης του διατεταγμένου δείγματος {𝛸1:𝜈 , 𝛸2:𝜈 , … , 𝛸𝜈:𝜈} από την κατανομή  𝛮𝐻𝑇 −

𝐹(𝜎, 𝝃) είναι 

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝝃) = 𝐼𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥;𝜎,𝝃)(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1) 

                       = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

𝐺(𝑥; 𝜎, 𝝃)𝑗[1 − 𝐺(𝑥; 𝜎, 𝝃)]𝜈−𝑗        

                       = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[
(𝜎 − 1)𝐹(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
]

𝑗

[
𝜎 − 𝜎𝐹(𝑥; 𝝃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)
]
𝜈−𝑗
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                      = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[(𝜎 − 1)𝐹(𝑥; 𝝃)]𝑗𝜎𝜈−𝑗[1 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]𝜈−𝑗

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]𝜈
 

ή ισοδύναμα 

          𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝝃) =∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[(𝜎 − 1)𝐹(𝑥; 𝝃)]𝑗𝜎𝜈−𝑗𝐹(𝑥; 𝝃)𝜈−𝑗

[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝝃)]𝜈
, 𝑥 ≥ 0.  

                                                                                                                                                               (5.12)

 

 

5.3   Εκτίμηση παραμέτρων  

 

Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας που παρουσιάσθηκε στην 

Παράγραφο 3.3. Έστω τυχαίο δείγμα 𝒙 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜈} από 𝜈 ανεξάρτητες και ισόνομες 

παρατηρήσεις προερχόμενες από την κατανομή 𝑁𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃). Η συνάρτηση πιθανοφάνειας 

δίνεται από τον τύπο 

𝐿(𝑥𝑖; 𝜎, 𝝃) =∏𝑔𝑁𝐻𝑇−𝐹(𝑥𝑖; 𝜎, 𝝃)

𝜈

𝑖=1

 

                   =∏
𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

(𝜎 − 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃))
2

𝜈

𝑖=1

 

                  = 𝜎𝜈(𝜎 − 1)𝜈∏𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

[∏
1

𝜎 − 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

]

2

. 

Για το λογάριθμο της συνάρτησης πιθανοφάνειας έχουμε 

𝑙(𝜎, 𝝃) ≔ log 𝐿(𝑥𝑖; 𝜎, 𝝃) 

 = 𝜈 log 𝜎 + 𝜈 log(𝜎 − 1) +∑log 𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

− 2∑log[𝜎 − 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)]

𝜈

𝑖=1

. (5.13) 

 

Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση (5.13) ως προς 𝜎 και 𝜉𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑘, έχουμε το κάτωθι 

σύστημα εξισώσεων, η επίλυση του οποίου αποδίδει τις τιμές των εκτιμητών μέγιστης 

πιθανοφάνειας των παραμέτρων: 
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∑
1

𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗
+ 2∑

1

𝜎 − 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜕𝜉𝑗

𝜈

𝑖=1

= 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 

 

𝜈

𝜎
+

𝜈

𝜎 − 1
− 2∑

1

𝜎 − 𝐹(𝑥𝑖; 𝝃)

𝜈

𝑖=1

= 0. 

Για λόγους ευκολίας, όπως προαναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 3.3, η εύρεση των εκτιμητών 

μέγιστης πιθανοφάνειας γίνεται εφικτή μέσω της συνάρτησης fitdistr εφαρμόζοντας τη 

μέθοδο Nelder-Mead (πακέτο MASS) του στατιστικού πακέτου R. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΤΗΣ ΝΕΑΣ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ 

ΜΕ ΒΑΡΙΑ ΟΥΡΑ 
 

Στο Κεφάλαιο 6 θα εξετάσουμε δύο περιπτώσεις της οικογένειας 𝛮𝛨𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃). Στη μία 

περίπτωση, το ρόλο του γεννήτορα έχει η εκθετική κατανομή ενώ στην άλλη περίπτωση η 

κατανομή Γάμμα. 

6.1   Νέα εκθετική κατανομή με βαριά ουρά  

 

Στην παρούσα παράγραφο θα μελετήσουμε την περίπτωση της Νέας κατανομής με βαριά 

ουρά με γεννήτορα την εκθετική κατανομή.  

Ορισμός. Έστω 𝜎 > 1, τ.μ. 𝛸 και γεννήτορας η εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 > 0, 

σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝜃) = 1 − 𝑒−𝜃𝑥 , σ.π.π. 𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑒−𝜃𝑥 , 𝑥 ≥ 0. Tότε θα λέμε ότι η τ.μ. 𝛸 

ακολουθεί τη Νέα εκθετική κατανομή με βαριά ουρά και θα γράφουμε 𝛸 ~ 𝛮𝐻𝑇 −

𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃), όταν η σ.κ. της δίνεται από τον τύπο 

                   𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
(𝜎 − 1)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥
,       𝑥 ≥ 0.  

Από τη συνάρτηση (5.3), η σ.π.π. για την 𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃) είναι 

𝑔𝑁𝐻𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =  
𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝜃)

(𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝜃))
2  .       

Αντικαθιστώντας στην τελευταία έκφραση τις 𝑓(𝑥; 𝜃), 𝐹(𝑥; 𝜃) παίρνουμε 

                                   𝑔𝛮𝛨𝛵−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
𝜎(𝜎 − 1)𝜃𝑒−𝜃𝑥

(𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥)2
,      𝑥 ≥ 0. 
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Σχήμα 6.1 Γραφική παράσταση σ.π.π. της 𝛮𝛨𝛵 − 𝛦𝑥𝑝(1.3,0.2) για διάφορες τιμές της 

παραμέτρου 𝜎. 

Στο Σχήμα 6.1 παρατηρούμε πως διατηρώντας ως κατανομή γεννήτορα την εκθετική με 

παράμετρο 𝜃 = 0.2 και μειώνοντας την τιμή της παραμέτρου 𝜎, η κορυφή της κατανομής 

μετατοπίζεται προς τα δεξιά και παράλληλα μειώνεται, ενώ η ουρά της γίνεται πιο βαριά. 

Δίνουμε στη συνέχεια ορισμένους χρήσιμους τύπους που αφορούν χαρακτηριστικά μεγέθη 

της κατανομής 𝛮𝛨𝑇 − 𝐸𝑥𝑝. 

α. Αντίστροφη σ.κ. 

Με αντικατάσταση της αντίστροφης σ.κ. για την εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 στον 

τύπο (5.4), καταλήγουμε ότι 

𝐺𝑁𝐻𝛵−𝛦𝑥𝑝
−1 (𝑥; 𝜎, 𝜃) = 𝐹−1 (

𝑥𝜎

𝜎 − 1 + 𝑥
; 𝜃) 
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                              =
− log (1 −

𝑥𝜎
𝜎 − 1 + 𝑥)  

𝜃
 

ή ισοδύναμα 

                              𝐺𝑁𝐻𝛵−𝛦𝑥𝑝
−1 (𝑥; 𝜎, 𝜃) = −

1

𝜃
log [

(𝜎 − 1)(1 − 𝑥)

𝜎 − 1 + 𝑥
] ,           𝑥 ≥ 0.    

β. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Από την έκφραση (5.5) προκύπτει ότι η συνάρτηση δεξιάς ουράς για την κατανομή 

𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃) είναι 

 𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝜃)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝜃)
 

ή ισοδύναμα 

                         𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐸𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
𝜎𝑒−𝜃𝑥

𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥
, 𝑥 ≥ 0.  

γ. Συνάρτηση Κινδύνου  

H συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃), αντικαθιστώντας τη σ.π.π., 

τη συνάρτηση δεξιάς ουράς και τη σ.κ. της εκθετικής κατανομής με παράμετρο 𝜃 στη 

συνάρτηση (5.6) δίνεται από τον τύπο 

ℎ𝛮𝛨𝛵−𝛦𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝜃)

𝐹(𝑥; 𝜃)[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝜃)]
 

            =
(𝜎 − 1)𝜃𝑒−𝜃𝑥

𝑒−𝜃𝑥[𝜎 − (1 − 𝑒−𝜃𝑥)]
                                               

ή ισοδύναμα 

                      ℎ𝛮𝛨𝛵−𝛦𝑥𝑝(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
𝜃(𝜎 − 1)

𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥
, 𝑥 ≥ 0.   
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Σχήμα 6.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης κινδύνου της 𝛮𝛨𝛵 − 𝛦𝑥𝑝(1.3,0.2) για διάφορες τιμές 

της παραμέτρου 𝜎. 

Στο ανωτέρω σχήμα παρατηρείται πως όσο αυξάνει η τιμή της παραμέτρου 𝜎 τόσο η 

στιγμιαία δεσμευμένη πιθανότητα εμφάνισης του υπό μελέτη φαινόμενου αυξάνεται.  

δ. Ροπογεννήτρια 

Στην Παράγραφο 5.2 αποδείξαμε ότι η ροπογεννήτρια για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) 

δίνεται από τη συνάρτηση (5.7). Η τελευταία πρόκειται για μία σειρά που εξαρτάται από τη 

ροπογεννήτρια της τ.μ. 𝑌(𝑛). Για την τελευταία έχουμε αποδείξει στην Παράγραφο 4.2 πως 

ισούται με 

                                                   𝑀𝑌(𝑛)
(𝑡) = 𝑛 𝛣 (−

𝑡

𝜃
+ 1, 𝑛) ,     𝑡 < 𝜃.                                 (6.1) 

όπου 𝛣(∙,∙) είναι η πλήρης συνάρτηση Βήτα. 

Συνδυάζοντας τις συναρτήσεις (6.1) και (5.7) παίρνουμε τη ροπογεννήτρια για την 

κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃) 

𝛭(𝑡) = ∑
𝑛(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

+∞

𝑛=1

 𝛣 (−
𝑡

𝜃
+ 1, 𝑛) , 𝑡 < 𝜃. 

ε. Ροπή 𝒓 - τάξης 

Έχουμε αποδείξει ότι η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) εξαρτάται από τη 

ροπή 𝑟 - τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑛), που έχουμε δείξει στην Παράγραφο 4.2 πως ισούται με 
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𝐸[(𝑌(𝑛))
𝑟
] =

𝑛𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
∑(

𝑛 − 1

𝑗
)

𝑛−1

𝑗=0

(−1)𝑗

(𝑗 + 1)𝑟+1
 . (6.2) 

Ολοκληρώνοντας την απόδειξη και συνδυάζοντας τις συναρτήσεις (6.2) και (5.7), η ροπή 

𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝛨𝛵 − 𝛦𝑥𝑝(𝜎, 𝜃) δίνεται από τον τύπο 

𝜇𝑟
′ =

𝛤(𝑟 + 1)

𝜃𝑟
∑∑(

𝑛 − 1

𝑗
)
𝑛(𝜎 − 1)

𝜎𝑛

𝑛−1

𝑗=0

(−1)𝑗

(𝑗 + 1)𝑟+1
, 𝑟 ∈ ℕ.

+∞

𝑛=1

 

Ακολούθως, παραθέτουμε τα γραφήματα της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 

κατανομής 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(5,5), καθώς και ένα πίνακα με τις τιμές της ροπής πρώτης τάξης και 

της διασποράς της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜎, 𝜃. Αξίζει να τονισθεί 

πως για τη δημιουργία γραφήματος που απεικονίζει τη μεταβολή της τιμής της ροπής πρώτης 

τάξης ή της διασποράς σε συνάρτηση με την τιμή της εκάστοτε υπό μελέτη παραμέτρου, η 

τελευταία αφήνεται να μεταβάλλεται ελεύθερα διατηρώντας παράλληλα σταθερή την τιμή 

της άλλης παραμέτρου. 

𝝈 𝜽 Μέση Τιμή Διασπορά 

1.1 

0.2 13.167 58.230 

0.5 5.267 9.189 

1 2.637 2.259 

2 1.318 0.566 

5 0.529 0.090 

5 

0.2 5.575 28.478 

0.5 2.229 4.531 

1 1.113 1.088 

2 0.558 0.271 

5 0.222 0.046 

10 

0.2 5.283 26.307 

0.5 2.114 4.219 

1 1.048 1.058 

2 0.527 0.261 

5 0.209 0.043 

20 

0.2 5.134 24.495 

0.5 2.053 4.107 

1 1.029 1.029 

2 0.514 0.259 

5 0.206 0.040 
Πίνακας 6.1 Τιμές της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων 𝜎 και 𝜃. 
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Σχήμα 6.3 Γραφική παράσταση της ροπής πρώτης τάξης της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(5,5) για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων 𝜎 και 𝜃. 
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Σχήμα 6.4 Γραφική παράσταση της διασποράς της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(5,5) για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων 𝜎 και 𝜃. 

Στα σχήματα ανωτέρω παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται η τιμή είτε της παραμέτρου 𝜎 είτε 

της παραμέτρου 𝜃, τόσο μειώνονται οι τιμές της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 

κατανομής. 

στ. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Αντικαθιστούμε στη συνάρτηση (5.11) τη σ.π.π. και τη σ.κ. της εκθετικής κατανομής με 

παράμετρο 𝜃 και καταλήγουμε ότι η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 =

1,2, . . . , 𝜈) από την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃) δίνεται από τον τύπο 
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𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝜃) =
𝜎𝜃𝑒−𝜃𝑥

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗
(𝜎 − 1)𝑖+𝑗(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝑖+𝑗−1

[𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥]𝑖+𝑗+1
,        

                                                                                                                                                           𝑥 ≥ 0.

 

ζ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Αντικαθιστώντας στη συνάρτηση (5.12) τη συνάρτηση δεξιάς ουράς και τη σ.κ. της 

κατανομής γεννήτορα για την 𝛮𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝(𝜎, 𝜃), έχουμε για 𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈 

          𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝜃) =∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[
(𝜎 − 1)(1 − 𝑒−𝜃𝑥)

𝜎𝑒−𝜃𝑥
]

𝑗

[
𝜎𝑒−𝜃𝑥

𝜎 − 1 + 𝑒−𝜃𝑥
]

𝜈

, 𝑥 ≥ 0.  

                                                                                                                                                     

 

6.2   Νέα κατανομή Γάμμα με βαριά ουρά  

 

Στις επόμενες δύο παραγράφους θα εξετάσουμε την περίπτωση της Νέας κατανομής με 

βαριά ουρά με γεννήτορα την κατανομή Γάμμα.  

Ορισμός. Έστω 𝜎 > 1, τ.μ. 𝛸 και γεννήτορας η κατανομή Γάμμα με παραμέτρους 𝑠, 𝛽 >

0, σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽) =
𝛾(𝑠,𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
  και σ.π.π. 𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽) =

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥 , 𝑥 ≥ 0. Tότε θα λέμε ότι η 

τ.μ. 𝛸 ακολουθεί τη Νέα κατανομή Γάμμα με βαριά ουρά και θα γράφουμε 𝛸 ~ 𝛮𝐻𝑇 −

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽), όταν η σ.κ. της δίνεται από τον τύπο 

𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
(𝜎 − 1)𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
,            𝑥 ≥ 0.  (6.3) 

όπου 𝛤(∙), 𝛾(∙,∙) η πλήρης συνάρτηση Γάμμα και η κάτω μη πλήρης συνάρτηση Γάμμα 

(Παράρτημα Γ) αντίστοιχα. 

Από την έκφραση (5.3) ή διαφορετικά παραγωγίζοντας τη συνάρτηση (6.3), η σ.π.π. για την 

𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) είναι 

𝑔𝑁𝐻𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =  
𝜎(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽)

(𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽))
2         

                                            =
𝜎(𝜎 − 1)𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠) [𝜎 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]
2   . 
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Οπότε, τελικά έχουμε 

                𝑔𝛮𝛨𝛵−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
𝜎(𝜎 − 1)𝛤(𝑠)𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

[𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]2
, 𝑥 ≥ 0.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 6.5 Γραφική παράσταση σ.π.π. της 𝛮𝛨𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(3.7,3,5) για διάφορες τιμές της 

παραμέτρου 𝜎. 

 Στο ανωτέρω σχήμα διακρίνουμε πως όσο αυξάνεται η τιμή της παραμέτρου 𝜎, η 

κατανομή μετατοπίζεται προς τα αριστερά και ταυτόχρονα αυξάνεται η κορυφή της, ενώ η 

ουρά της γίνεται πιο ελαφριά. 

Δίνουμε στη συνέχεια ορισμένους χρήσιμους τύπους που αφορούν χαρακτηριστικά μεγέθη 

της κατανομής 𝛮𝛨𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

α. Αντίστροφη σ.κ. 
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Για την περίπτωση της 𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) η αντίστροφη σ.κ. δε μπορεί να 

εκφραστεί σε κλειστό τύπο καθώς δεν υπάρχει κλειστός τύπος για την αντίστροφη σ.κ. της 

κατανομής Γάμμα. Παρόλα αυτά, στο Κεφάλαιο 7 θα γίνει χρήση του γενικού τύπου (5.4) 

ενώ η αντίστροφη σ.κ. της κατανομής Γάμμα θα υπολογισθεί μέσω της συνάρτησης qgamma 

του στατιστικού πακέτου της R. 

β. Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς 

Από τη συνάρτηση (5.5) επάγεται ότι η συνάρτηση δεξιάς ουράς για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 −

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) είναι 

 𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
𝜎𝐹̅(𝑥; 𝑠, 𝛽)

𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽)
 

                                              =
𝜎 [1 −

𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]

𝜎 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

. 

Τελικά, έχουμε 

            𝐺𝑁𝐻𝑇−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
𝜎[𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]

𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
, 𝑥 ≥ 0.  

γ. Συνάρτηση Κινδύνου  

H συνάρτηση κινδύνου για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽), αντικαθιστώντας τη 

σ.π.π., τη συνάρτηση δεξιάς ουράς και τη σ.κ. της κατανομής Γάμμα με παραμέτρους 𝑠 και 𝛽 

στη συνάρτηση (5.6) δίνεται από τον τύπο 

ℎ𝛮𝛨𝛵−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
(𝜎 − 1)𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽)

𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽)[𝜎 − 𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽)]
 

                                      =
(𝜎 − 1)𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

𝛤(𝑠) [1 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

] [𝜎 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]
 .                                              

Επομένως, ισχύει  
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NHT_ Gamma Hazard Rate

         ℎ𝛮𝛨𝛵−𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
(𝜎 − 1)𝛤(𝑠)𝛽𝑠𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥

[𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)][𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]
, 𝑥 ≥ 0.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 6.6 Γραφική παράσταση συνάρτησης κινδύνου της 𝛮𝛨𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(1.5,0.9,0.1) για διάφορες 

τιμές της παραμέτρου 𝜎. 

Στο ανωτέρω σχήμα παρατηρείται πως όσο αυξάνει η τιμή της παραμέτρου 𝜎 τόσο η 

στιγμιαία δεσμευμένη  πιθανότητα εμφάνισης του υπό μελέτη φαινόμενου αυξάνεται. 

δ. Ροπογεννήτρια 

Στην Παράγραφο 5.2 αποδείξαμε ότι η ροπογεννήτρια για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) 

δίνεται από την συνάρτηση (5.7). Η τελευταία πρόκειται για μία σειρά που εξαρτάται από τη 

ροπογεννήτρια της τ.μ. 𝑌(𝑛). 
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Έχουμε αποδείξει ότι η ροπογεννήτρια 𝛭𝑌(𝑛)(𝑡) της τ.μ. 𝑌(𝑛)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑛)(𝑠, 𝛽) 

δίνεται από τον τύπο 

                    𝛭𝑌(𝑛)
(𝑡) =  𝑛 [

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑛

∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠𝑛−1 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦.   (6.4) 

Συνδυάζοντας τους τύπους (6.4) και (5.7) παίρνουμε τη ροπογεννήτρια για την κατανομή 

𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) 

𝛭(𝑡) = ∑𝑛(𝜎 − 1) [
𝛽𝑠

𝜎𝛤(𝑠)
]

𝑛+∞

𝑛=1

𝐼𝑛,𝑠,𝛽    

όπου 

𝐼𝑛,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑒𝑦(𝑡−𝛽)𝑦𝑠𝑛−1 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦.   

 

ε. Ροπή 𝒓 - τάξης 

Έχουμε αποδείξει ότι η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐹(𝜎, 𝝃) εξαρτάται από τη 

ροπή 𝑟 - τάξης της τ.μ. 𝑌(𝑛), η οποία όπως αποδείξαμε στο Κεφάλαιο 4 δίνεται από τον τύπο 

            𝐸[(𝑌(𝑛))
𝑟
] = 𝑛 [

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑛

∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑛−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦.  

 

Έτσι, καταλήγουμε πως η ροπή 𝑟 - τάξης για την κατανομή 𝛮𝛨𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) 

δίνεται από τον τύπο 

𝜇𝑟
′ =∑

(𝜎 − 1)

𝜎𝑛
𝑛 [

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
]

𝑛

∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑛−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦

+∞

𝑛=1

 

      = ∑𝑛(𝜎 − 1) [
𝛽𝑠

𝜎𝛤(𝑠)
]

𝑛

∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑛−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦

+∞

𝑛=1

 

ή ισοδύναμα 
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     𝜇𝑟
′ =∑𝑛(𝜎 − 1) [

𝛽𝑠

𝜎𝛤(𝑠)
]

𝑛

𝛪𝑟,𝑛,𝑠,𝛽 , 𝑟 ∈ ℕ

+∞

𝑛=1

 

όπου 

𝛪𝑟,𝑛,𝑠,𝛽 = ∫ 𝑦𝑟+𝑠𝑛−1𝑒−𝛽𝑦 [∑
(−1)𝑘(𝛽𝑦)𝑘

𝑘! (𝑠 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

]

𝑛−1+∞

0

𝑑𝑦. 

Ακολούθως, παραθέτουμε τα γραφήματα της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 

κατανομής 𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(3,5,11), καθώς και ένα πίνακα με τις τιμές της ροπής πρώτης 

τάξης και της διασποράς της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜎, 𝑠 και 𝛽. 

Αξίζει να τονισθεί πως για τη δημιουργία γραφήματος που απεικονίζει τη μεταβολή της τιμής 

της ροπής πρώτης τάξης ή της διασποράς σε συνάρτηση με την τιμή της εκάστοτε υπό μελέτη 

παραμέτρου, η τελευταία αφήνεται να μεταβάλλεται ελεύθερα διατηρώντας παράλληλα 

σταθερές τις τιμές των υπόλοιπων παραμέτρων. 

𝝈 𝜷 𝒔 Μέση Τιμή Διασπορά 

1.1 

0.2 

0.5 0.480 0.220 

1 0.959 0.909 

2 1.902 3.410 

0.5 

0.5 0.853 0.378 

1 1.689 1.506 

2 3.355 6.055 

1 

0.5 1.313 0.565 

1 2.629 2.310 

2 5.287 9.285 

2 

0.5 2.099 0.889 

1 4.219 3.504 

2 8.524 14.410 

5 

0.5 4.153 1.780 

1 8.336 6.815 

2 16.688 27.526 

5 0.2 0.5 0.118 0.067 
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1 0.243 0.249 

2 0.473 0.983 

0.5 

0.5 0.285 0.140 

1 0.577 0.524 

2 1.132 2.307 

1 

0.5 0.560 0.282 

1 1.138 1.124 

2 2.265 4.411 

2 

0.5 1.090 0.542 

1 2.149 2.281 

2 4.352 8.504 

5 

0.5 2.644 1.273 

1 5.264 5.241 

2 10.548 20.714 

10 

0.2 

0.5 0.109 0.054 

1 0.220 0.214 

2 0.425 0.864 

0.5 

0.5 0.267 0.144 

1 0.529 0.551 

2 1.037 2.270 

1 

0.5 0.518 0.259 

1 1.037 1.091 

2 2.153 4.085 

2 

0.5 1.038 0.520 

1 2.064 2.080 

2 4.127 8.419 

5 

0.5 2.557 1.250 

1 5.143 5.081 

2 10.280 20.510 

20 0.2 
0.5 0.104 0.049 

1 0.208 0.233 
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2 0.410 0.842 

0.5 

0.5 0.261 0.128 

1 0.527 0.510 

2 1.040 1.996 

1 

0.5 0.515 0.255 

1 1.022 1.013 

2 2.043 3.957 

2 

0.5 1.018 0.528 

1 2.042 2.075 

2 4.044 7.882 

5 

0.5 2.534 1.276 

1 5.070 5.153 

2 10.069 19.432 

Πίνακας 6.2 Τιμές της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες 

τιμές των παραμέτρων 𝜎, 𝑠 και 𝛽. 
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Σχήμα 6.7 Γραφική παράσταση της ροπής πρώτης τάξης της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(3,5,11) για διάφορες 

τιμές των παραμέτρων 𝜎, 𝑠 και 𝛽. 
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Σχήμα 6.8 Γραφική παράσταση της διασποράς  της 𝛮𝛨𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(3,5,11) για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων 𝜎, 𝑠 και 𝛽. 

Στα σχήματα ανωτέρω παρατηρείται ότι για τιμές μικρότερες του 4, όσο αυξάνει η τιμή 

της παραμέτρου 𝜎 τόσο μειώνεται η τιμή της διασποράς, ενώ για τιμές άνω του 4 φαίνεται να 

μην επηρεάζεται τόσο η τιμή της διασποράς από την τιμή της παραμέτρου 𝜎. Αναφορικά με 

τις παραμέτρους 𝑠 και 𝛽 είναι φανερό πως όσο αυξάνει η τιμή τους τόσο αυξάνονται οι τιμές 

της ροπής πρώτης τάξης και της διασποράς. Από την άλλη, όσο αυξάνει η τιμή της 

παραμέτρου 𝜎, τόσο μειώνεται η τιμή της ροπής πρώτης τάξης. 

στ. Σ.π.π. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  
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Αντικαθιστούμε στη συνάρτηση (5.11) τη σ.π.π. και τη σ.κ. της κατανομής Γάμμα με 

παραμέτρους 𝑠, 𝛽 και έπεται ότι η σ.π.π. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης (𝑖 =

1,2, . . . , 𝜈) από την κατανομή 𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) είναι 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =
𝜎𝛽𝑠𝑒−𝛽𝑥𝑥𝑠−1

𝛤(𝑠)𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗
(𝜎 − 1)𝑖+𝑗 [

𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]
𝑖+𝑗−1

[𝜎 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]
𝑖+𝑗+1

.   
 

Έπειτα από λογική ακολουθία πράξεων, καταλήγουμε στον τύπο 

𝑔𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽)  =
𝜎𝛤(𝑠)𝛽𝑠𝑒−𝛽𝑥𝑥𝑠−1

𝐵(𝑖, 𝜈 − 𝑖 + 1)
∑(

𝜈 − 𝑖

𝑗
)

𝜈−𝑖

𝑗=0

(−1)𝑗
(𝜎 − 1)𝑖+𝑗[𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑖+𝑗−1

[𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑖+𝑗+1
,   

                                                                                                                                                              𝑥 ≥ 0.  

ζ. Σ.κ. της 𝒊 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης  

Αντικαθιστώντας στον τύπο (5.12) τη συνάρτηση δεξιάς ουράς και τη σ.κ. της κατανομής 

γεννήτορα για την 𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽), η σ.κ. της 𝑖 - οστής διατεταγμένης παρατήρησης 

(𝑖 = 1,2, . . . , 𝜈) από την κατανομή  𝛮𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜎, 𝑠, 𝛽) είναι 

𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽) =∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

{
(𝜎 − 1) [

𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]

𝜎 [1 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]
}

𝑗

{
𝜎 [1 −

𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

]

𝜎 −
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
𝛤(𝑠)

}

𝜈

   

                          = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

{
(𝜎 − 1)𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝜎[𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]
}

𝑗

{
𝜎[𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]

𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)
}

𝜈

   

ή ισοδύναμα 

 𝐺𝑖:𝜈(𝑥; 𝜎, 𝑠, 𝛽)    = ∑(
𝜈

𝑗
)

𝜈

𝑗=𝑖

[(𝜎 − 1)𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝑗𝜎𝜈−𝑗[𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝜈−𝑗

[𝜎𝛤(𝑠) − 𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)]𝜈
, 𝑥 ≥ 0. 

Τέλος, προκειμένου να γίνει σύγκριση μεταξύ των σ.π.π. των κατανομών που 

μελετήθηκαν στην παρούσα εργασία ως προς το σχήμα, παρατίθενται ακολούθως οι γραφικές 

παραστάσεις τους για διάφορες τιμές των παραμέτρων τους.  
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Πιο συγκεκριμένα, απεικονίζονται οι σ.π.π. των 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, 𝛮𝛨𝛵 − 𝐸𝑥𝑝, 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 

και 𝛮𝛨𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎, καθώς και των αντίστοιχων γεννητόρων τους. Ειδικότερα, κάθε φορά 

μεταβάλλουμε την τιμή μίας παραμέτρου διατηρώντας σταθερό τον γεννήτορα και τις τιμές 

των λοιπών παραμέτρων του εκάστοτε μοντέλου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 6.9 Συγκριτική γραφική παράσταση των σ.π.π. της 𝐺𝛵 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων με σταθερό γεννήτορα. 

Στο Σχήμα 6.9 παρατηρείται πως για την κατανομή 𝐺𝛵 − 𝐸𝑥𝑝 η κορυφή αυξάνει και 

μετατοπίζεται προς τα αριστερά, ενώ η δεξιά ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή της 

παραμέτρου 𝜆 αυξάνει. Αντίστοιχα, η κορυφή της κατανομής ελαττώνεται και μετατοπίζεται 

προς τα δεξιά, ενώ η δεξιά ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή της παραμέτρου 𝛼 αυξάνει. 
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Επιπλέον, η κορυφή της κατανομής ελαττώνεται και μετατοπίζεται προς τα δεξιά, ενώ η δεξιά 

ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑏 αυξάνει. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 6.10 Συγκριτική γραφική παράσταση των σ.π.π. της 𝐺𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες τιμές των 

παραμέτρων με σταθερό γεννήτορα. 

Στο Σχήμα 6.10 παρατηρείται πως για την κατανομή 𝐺𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 η κορυφή 

μετατοπίζεται προς τα δεξιά και η δεξιά ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή της παραμέτρου 𝜆 

μειώνεται. Αντίστοιχα αποτελέσματα δίνει και τυχόν αύξηση της τιμής της παραμέτρου 𝛼. 

Επιπλεόν, η κορυφή της κατανομής αυξάνει και μετατοπίζεται προς τα δεξιά ενώ η δεξιά 

ουρά γίνεται πιο ελαφριά όσο η τιμή της παραμέτρου 𝑏 αυξάνεται. 
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Σχήμα 6.11 Συγκριτική γραφική παράσταση των σ.π.π. της 𝛮𝛨𝛵 − 𝐸𝑥𝑝 για διάφορες τιμές της 

παραμέτρου 𝜎 με σταθερό γεννήτορα. 

Στο Σχήμα 6.11 παρατηρείται πως για την κατανομή 𝛮𝛨𝛵 − 𝐸𝑥𝑝  η κορυφή ελαττώνεται 

και μετατοπίζεται προς τα δεξιά, ενώ η δεξιά ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή της 

παραμέτρου 𝜎 μειώνεται. 
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Σχήμα 6.12 Συγκριτική γραφική παράσταση των σ.π.π. της 𝑁𝐻𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 για διάφορες τιμές της 

παραμέτρου 𝜎 με σταθερό γεννήτορα. 

Στο Σχήμα 6.12 παρατηρείται πως για την κατανομή 𝛮𝛨𝛵 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 η κορυφή 

ελαττώνεται και μετατοπίζεται προς τα δεξιά, ενώ η δεξιά ουρά γίνεται πιο βαριά όσο η τιμή 

της παραμέτρου 𝜎 μειώνεται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εξετάσουμε την προσαρμογή των κατανομών που μελετηθήκαν 

προηγουμένως σε δύο διαφορετικά σύνολα δεδομένων. 

7.1  Προσαρμογή στο σύνολο δεδομένων «lung» 

 

Το πρώτο σύνολο δεδομένων που θα μελετήσουμε αφορά μία έρευνα που διεξήχθη και 

δημοσιεύθηκε στο περιοδικό κλινικής ογκολογίας από τους Loprinzi et al. (1994). Στο 

πλαίσιο αυτής της έρευνας συγκεντρώθηκαν διάφορες πληροφορίες σχετικά με 165 ασθενείς 

με καρκίνο του πνεύμονα, όπως η ηλικία, το φύλο, το ποσό απώλειας βάρους κατά τους 

τελευταίους 6 μήνες και ο χρόνος επιβίωσης (σε ημέρες) για ασθενείς που κατά τη διάρκεια 

της μελέτης απεβίωσαν. Ειδικότερα, εμείς θα μελετήσουμε το τελευταίο χαρακτηριστικό, 

δηλαδή το χρόνο επιβίωσης των ασθενών εξετάζοντας την προσέγγιση της κατανομής του 

από τις υπό μελέτη προτεινόμενες κατανομές. Σε αυτό το σημείο, αξίζει να σημειωθεί πως το 

συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων δεν έχει χρησιμοποιηθεί για σκοπούς προσαρμογής των υπό 

μελέτη κατανομών της παρούσας εργασίας στην έως τώρα βιβλιογραφία. Για την ανάλυση 

χρησιμοποιήθηκε το στατιστικό πακέτο R. Τα δεδομένα δύνανται να αντληθούν από το 

πακέτο Survival και καλούνται ως «lung», ενώ οι κώδικες που χρησιμοποιήθηκαν και τα 

αποτελέσματα αυτών παρουσιάζονται στο Μέρος ΙΙ του Παραρτήματος. 

Στον Πίνακα 7.1 και στο Σχήμα 7.1 παρουσιάζονται κάποια περιγραφικά μέτρα και το 

ιστόγραμμα των δεδομένων και η εμπειρική σ.π.π. για τα δεδομένα αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 7.1 Περιγραφικά μέτρα δεδομένων. 

Περιγραφικά Μέτρα Δεδομένων 

Αριθμός Παρατηρήσεων 165 

Q25% 135 

Διάμεσος 226 

Μέση Τιμή 283 

Q75% 387 

Μέγιστη Τιμή  883 

Διακύμανση 41129.9 

Τυπική Απόκλιση 202.8 
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Σχήμα 7.1 Ιστόγραμμα δεδομένων. 

Θα μελετήσουμε την προσαρμογή των κατανομών που μελετήθηκαν στα κεφάλαια 5 και 6 

καθώς και των αντίστοιχων γεννήτορων τους στα δεδομένα. Οι κατανομές που θα 

εξετασθούν είναι η εκθετική, η κατανομή Γάμμα (𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎), η 𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, η 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎, η 

𝛮𝛨𝛵 − 𝐸𝑥𝑝 και η 𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. Πιο συγκεκριμένα, θα παρουσιάσουμε τους εκτιμητές 

μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων τους και θα αξιολογήσουμε την προσαρμογή τους 

στα δεδομένα. 

Αρχικά, για την αξιολόγηση της προσαρμογής των υπό εξέταση κατανομών στο σύνολο 

δεδομένων θα γίνει χρήση των κάτωθι πληροφοριακών κριτηρίων τα οποία έχουν 

επικρατήσει και αποτελούν «μέτρο απώλειας πληροφορίας» (Akaike, (1974)): 

– Akaike’s Information Criterion (AIC): 

𝐴𝐼𝐶 = −2 log 𝐿̂ + 2𝑘 

– Bayesian Information Criterion (BIC): 

𝐵𝐼𝐶 = −2 log 𝐿̂ + 𝑘 log 𝑛 

όπου 𝐿̂ είναι η πιθανοφάνεια υπολογισμένη στις τιμές των εκτιμητών μέγιστης 

πιθανοφάνειας, 𝑛 ο αριθμός των παρατηρήσεων και 𝑘 ο αριθμός των παραμέτρων στο υπό 

μελέτη μοντέλο. 
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Παρατηρώντας τη μορφή του κριτηρίου AIC αντιλαμβάνεται κανείς πως, όσο 

προστίθενται παράμετροι στο μοντέλο, ο δεύτερος όρος, +2𝑘, που καλείται και ως «όρος 

ποινικοποίησης» αυξάνεται. Με την προσθήκη δηλαδή του δεύτερου όρου επιτυγχάνεται 

ισορροπία μεταξύ της καλής προσαρμογής ενός μοντέλου και της αποφυγής μεγάλου αριθμού 

παραμέτρων σε αυτό. Επομένως, τα μοντέλα με πολλές παραμέτρους εμφανίζουν 

μεγαλύτερες τιμές AIC συγκριτικά με τα μοντέλα που έχουν λιγότερες παραμέτρους.   

Με αντίστοιχο τρόπο λειτουργεί και το κριτήριο BIC. Θεωρείται όμως πιο «αυστηρό» σε 

σύγκριση με το AIC, καθώς ο όρος ποινικοποίησης του, +𝑘 log 𝑛, είναι μεγαλύτερος από 

εκείνον του AIC και χρησιμοποιείται για δείγματα μεγάλου μεγέθους αφού συγκλίνει στο 

«καλύτερο» μοντέλο με μεγαλύτερη ακρίβεια.  

Προκείμενου να ολοκληρωθεί η διαδικασία επιλογής του καλύτερου μοντέλου για το 

σύνολο δεδομένων μας θα χρειαστεί να εφαρμοστούν οι έλεγχοι καλής προσαρμογής των 

Kolmogorov – Smirnov (K-S) και των Anderson – Darling (Α-D). 

Εάν θεωρήσουμε τυχαίο δείγμα (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛), 𝑛 ∈ ℕ και 𝐹̂𝑛 την εμπειρική ή δειγματική 

σ.κ., τότε  ο έλεγχος που εξετάζεται από τα δύο προαναφερθέντα κριτήρια είναι ο κάτωθι: 

𝛨0: 𝐹̂𝑛(𝑥) = 𝐹0(𝑥), ∀𝑥 ∈ ℝ

𝐻1: 𝐹̂𝑛(𝑥) ≠ 𝐹0(𝑥), για ένα τουλάχιστον 𝑥 ∈ ℝ
 

όπου 𝐹0 είναι η αναμενόμενη σ.κ. υπό τη μηδενική υπόθεση 𝛨0. 

Το κριτήριο Κ-S βασίζεται στη διαφορά της εμπειρικής σ.κ. που προέρχεται από το δείγμα 

και της αναμενόμενης σ.κ. υπό τη μηδενική υπόθεση 𝛨0. Η στατιστική συνάρτηση  

𝑊 = s𝑢𝑝
𝑥𝜖ℝ

|𝐹̂𝑛(𝑥) − 𝐹0(𝑥)| 

καλείται «ελεγχοσυνάρτηση» και είναι απαραίτητη για τη διεξαγωγή συμπεράσματος, όπως 

αναλύεται παρακάτω.  

Από την άλλη, το κριτήριο Α-D δίνει μεγαλύτερη βαρύτητα στις ουρές της κατανομής 

συγκριτικά με το αντίστοιχο Κ-S και ο υπολογισμός του βασίζεται στην απόσταση μεταξύ 

της αθροιστικής σ.κ. του δείγματος και της υπό μελέτη κατανομής με την ελεγχοσυνάρτηση 

να δίνεται από τη σχέση 

𝛢 = −𝑛 −
1

𝑛
∑(2𝑖 − 1)[log 𝐹0(𝑥(𝑖)) − log(1 − 𝐹0(𝑥(𝑛−𝑖+1))]

𝑛

𝑖=1

 

όπου 𝐹0 είναι η αναμενόμενη σ.κ. υπό τη μηδενική υπόθεση 𝛨0. 

Επομένως, για επίπεδο σημαντικότητας 𝛼 (το οποίο συνήθως τίθεται ίσο με 0.05) όταν η 

ελεγχοσυνάρτηση 𝑊 ή 𝐴 λάβει τιμή μεγαλύτερη από κατάλληλη σταθερά, έστω 𝑤𝑎 και 𝑐𝑎 
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αντίστοιχα, τότε η υπόθεση 𝛨0 απορρίπτεται σε επίπεδο σημαντικότητας 𝛼. Σε αντίθετη 

περίπτωση, η μηδενική υπόθεση 𝛨0 λέμε πως δε μπορεί να απορριφθεί σε επίπεδο 

σημαντικότητας 𝛼. Οι σταθερές 𝑤𝑎 και 𝑐𝑎 είναι τέτοιες ώστε να ισχύουν: 

𝑃(𝑊 > 𝑤𝛼|𝛨0) = 𝑎 για το κριτήριο Κ − S

και
𝑃(𝛢 > 𝑐𝛼|𝛨0) = 𝑎 για το κριτήριο A − D

 

Εναλλακτικά, για τη λήψη απόφασης συνηθίζεται η χρήση του 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, το οποίο 

ορίζεται ως η πιθανότητα η ελεγχοσυνάρτηση να πάρει μία τιμή τόσο ακραία ή περισσότερο 

ακραία από αυτή που πήρε για το υπό εξέταση δείγμα. Συνεπώς, εάν 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝛼, τότε η 

μηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε επίπεδο σημαντικότητας 𝛼.  

Συμπερασματικά, όσο μικρότερες είναι οι τιμές των στατιστικών συναρτήσεων 𝑊 και 𝐴 

και όσο μεγαλύτερη είναι η αντίστοιχη τιμή του 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 τόσο καλύτερα προσαρμόζεται η 

υπό μελέτη κατανομή στα δεδομένα μας. 

Επιστρέφοντας στο υπό εξέταση σύνολο δεδομένων, ο ακόλουθος πίνακας περιλαμβάνει 

τις τιμές των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας, των πληροφοριακών κριτηρίων, των 

στατιστικών συναρτήσεων 𝑊,𝐴 και του 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 για τις υπό εξέταση κατανομές. 

 

Κατανομή 

Εκτιμητές 

Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας 

(ε.μ.π.) 

AIC BIC 𝑾 
(𝒑 − 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆) 

𝑨 
(𝒑 − 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆) 

𝐸𝑥𝑝 𝜃 = 0.003527 2194.99 2198.10 
0.1397 
(0.0031) 

4.5262 
(0.0048) 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 
𝑠̂ = 1.586261 

𝛽̂ = 178.1569 
2178.39 2184.61 

0.0572 
(0.6524) 

0.6559 
(0.5965) 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 
𝜎̂ = 1.386831 

𝜃 = 0.006255 
2174.74 2180.95 

0.0432 
(0.9172) 

0.4059 
(0.8356) 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 

𝜎̂ = 28.39282 

𝑠̂ = 1.577070 

𝛽̂ = 176.7503 

2180.12 2189.44 
0.0552 
(0.6939) 

0.6219 
(0.6272) 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 

𝜆̂ = −0.74281 

𝛼̂ = 1.081238 

𝑏̂ = 1.055355 

𝜃 = 0.005003 

2180.78 2193.21 
0.0469 
(0.8593) 

0.4495 
(0.7983) 
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Πίνακας 7.2 Ε.μ.π., πληροφοριακά κριτήρια, τιμές στατιστικών κριτηρίων και αντίστοιχα p-values 

για τις υπό εξέταση κατανομές. 

Αρχικά, ελέγχοντας τα κριτήρια καλής προσαρμογής Κ-S και Α-D βλέπουμε ότι η μόνη 

κατανομή που δεν περνάει τους ελέγχους και κατά συνέπεια απορρίπτεται είναι η εκθετική 

καθώς εμφανίζει 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.0031 < 0.05.  

Παράλληλα, επιλέγοντας ως κριτήριο απόφασης το BIC, παρατηρούμε πως η καλύτερα 

προσαρμοζόμενη κατανομή στο σύνολο δεδομένων είναι η Νέα εκθετική κατανομή με βαριά 

ουρά 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 με 𝛣𝛪𝐶 = 2180.95 ενώ αμέσως επόμενη είναι η 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 κατανομή με 

𝐵𝐼𝐶 = 2184.61. Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί πως βάσει και του κριτηρίου AIC η 

καλύτερα προσαρμοζόμενη κατανομή στο σύνολο δεδομένων είναι και πάλι η 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝.  

Στο ακόλουθο σχήμα παρουσιάζεται η επιλογή του βέλτιστου μοντέλου βάσει των 

κριτηρίων AIC και BIC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Σχήμα 7.2 Επιλογή βέλτιστου μοντέλου βάσει των κριτηρίων AIC και BIC. 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 

𝜆̂ = −0.84562 

𝑎̂ = 0.038161 

𝑏̂ = 0.015031 

𝑠̂ = 26.26606 

𝛽̂ = 27.81959 

2177.93 2193.46 
0.0399 
(0.9552) 

0.4103 
(0.8381) 



[79] 
 

0 200 400 600 800

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Empirical cumulative distribution

x

C
D

F

Empirical CDF

Gamma
NHT_Exp
GT_Gamma

Στο Σχήμα 7.3 ακολούθως παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της εμπειρικής σ.κ. και 

των σ.κ των κατανομών 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 και 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 7.3 Εμπειρική συνάρτηση κατανομής και συνάρτηση κατανομής των καλύτερα 

προσαρμοζόμενων κατανομών. 

Ακολούθως, στο Σχήμα 7.4 απεικονίζεται το ιστόγραμμα των δεδομένων που εξετάσθηκαν 

και οι γραφικές παραστάσεις των σ.π.π. των προσαρμοσμένων κατανομών 𝑁𝐻𝑇_𝐸𝑥𝑝 και 

𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 
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Σχήμα 7.4 Ιστόγραμμα δεδομένων και γραφική παράσταση των σ.π.π. των προσαρμοσμένων 

κατανομών 𝑁𝐻𝑇_𝐸𝑥𝑝 και 𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

Στο σημείο αυτό παρουσιάζουμε στους πίνακες 7.3 και 7.4 τα δειγματικά και τα 

θεωρητικά 𝑝 − κάτω ποσοστιαία σημεία των προσαρμοσμένων κατανομών, καθώς και τις 

(απόλυτες) ποσοστιαίες αποκλίσεις των τελευταίων από τα δειγματικά 𝑝 − κάτω ποσοστιαία 

σημεία, αντίστοιχα. 

Κατανομή 
𝒑 – Κάτω ποσοστιαία σημεία 

𝒑 = 𝟗𝟎% 𝒑 = 𝟗𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟕. 𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟗% 𝒑 = 𝟗𝟗. 𝟓% 

Δειγματικά 601 701.8 734.6 799.2 826.4 

𝐸𝑥𝑝 652.6 849.1 1045.6 1305.3 1501.8 
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Πίνακας 7.3 Δειγματικά και θεωρητικά κάτω ποσοστιαία σημεία των υπό εξέταση κατανομών. 

Πίνακας 7.4 (Απόλυτες) Ποσοστιαίες αποκλίσεις των θεωρητικών κάτω ποσοστιαίων σημείων των 

υπό εξέταση κατανομών από τα αντίστοιχα δειγματικά. 

 

Βάσει των ανωτέρω πινάκων είναι φανερό πως το υπό μελέτη σύνολο δεδομένων 

προσαρμόζεται ικανοποιητικά στη δεξιά ουρά με την κατανομή  

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

Τέλος, παρουσιάζουμε παρακάτω το διάγραμμα QQ-Plot για την κατανομή 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝. 

 

 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 580.9 722.5 861.1 1041.2 1126.1 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 560.2 677.1 790.9 901.7 1011.9 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 580.4 720.9 858.2 987.0 1080.6 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 579.3 720.6 860.5 1044.4 1136.6 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 571.2 673.6 760.9 829.5 874.7 

Κατανομή 

(Απόλυτες) Ποσοστιαίες Αποκλίσεις θεωρητικών  𝒑 – Κάτω 

ποσοστιαίων σημείων από τα αντίστοιχα δειγματικά 

𝒑 = 𝟗𝟎% 𝒑 = 𝟗𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟕. 𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟗% 𝒑 = 𝟗𝟗. 𝟓% 

Δειγματικά 601 701.8 734.6 799.2 826.4 

𝐸𝑥𝑝 4.01% 2.10% 42.34% 63.33% 81.73% 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 3.34% 2.95% 17.22% 30.23% 36.27% 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 6.79% 3.52% 7.66% 12.80% 22.45% 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 3.43% 2.72% 16.83% 23.50% 30.76% 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 3.61% 2.64% 17.14% 30.68% 33.18% 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 4.96% 4.02% 3.58% 3.79% 5.85% 
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Σχήμα 7.5 QQ-Plot για την κατανομή 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝. 

 

7.2   Προσαρμογή στο σύνολο δεδομένων «myeloid» 

 

Το δεύτερο σύνολο δεδομένων που θα εξετασθεί βασίζεται σε μία έρευνα που 

παρουσιάσθηκε από τους Le-Rademacher et al. το 2018, κατά την οποία ερευνήθηκαν 320 

καρκινοπαθείς που έπασχαν από λευχαιμία. Μελετήθηκε πλήθος χαρακτηριστικών, όπως το 

φύλο, ο χρόνος υποτροπής του ασθενή και ο χρόνος επιβίωσης (σε ημέρες) για τους 

αποβιώσαντες ασθενείς. Το χαρακτηριστικό με το οποίο θα ασχοληθούμε είναι το τελευταίο 

και θα μελετήσουμε την προσέγγιση της κατανομής του από τις προτεινόμενες κατανομές. Σε 

αυτό το σημείο, αξίζει να σημειωθεί πως το συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων δεν έχει 

χρησιμοποιηθεί για σκοπούς προσαρμογής των υπό μελέτη κατανομών της παρούσας 

εργασίας στην έως τώρα βιβλιογραφία. Τα δεδομένα καλούνται ως «myeloid» και μπορούν 

να αντληθούν από το πακέτο Survival του στατιστικού πακέτου R.  

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται τα βασικά περιγραφικά μέτρα των δεδομένων και 

στο Σχήμα 7.6 απεικονίζεται το ιστόγραμμα των δεδομένων και η εμπειρική σ.π.π.. 
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Πίνακας 7.5 Περιγραφικά μέτρα δεδομένων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 7.6 Ιστόγραμμα δεδομένων. 

Στον Πίνακα 7.6 παρουσιάζονται οι τιμές των εκτιμητών μέγιστης πιθανοφάνειας, των 

πληροφοριακών κριτηρίων, των στατιστικών συναρτήσεων 𝑊,𝐴 και του 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 για τις 4 

προτεινόμενες κατανομές και τους αντίστοιχους γεννήτορες τους. 

 

Περιγραφικά Μέτρα Δεδομένων 

Αριθμός Παρατηρήσεων 320 

Q25% 200 

Διάμεσος 355 

Μέση Τιμή 433.2 

Q75% 566.7 

Μέγιστη Τιμή  2283 

Ελάχιστη Τιμή 9 

Διακύμανση 123414.7 

Τυπική Απόκλιση 351.3 
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Πίνακας 7.6 Ε.μ.π., πληροφοριακά κριτήρια, τιμές στατιστικών κριτηρίων και αντίστοιχα p-values 

για τις υπό εξέταση κατανομές. 

 

Αρχικά, ελέγχοντας τα κριτήρια καλής προσαρμογής Κ-S και Α-D βλέπουμε ότι η μόνη 

κατανομή που δεν περνάει τους ελέγχους είναι η εκθετική καθώς εμφανίζει 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 =

0.00002 < 0.05.  

Παρατηρείται πως βάσει του κριτηρίου BIC η καλύτερα προσαρμοζόμενη κατανομή στο 

δεύτερο σύνολο δεδομένων είναι η Νέα εκθετική κατανομή με βαριά ουρά, 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, με 

𝛣𝛪𝐶 = 4510.88 ενώ η αμέσως επόμενη είναι η 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 κατανομή με 𝐵𝐼𝐶 = 4513.70. Από 

την άλλη, βάσει του κριτηρίου AIC η καλύτερα προσαρμοζόμενη κατανομή δεν είναι η 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 αλλά η 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎.  

Η τελική επιλογή του βέλτιστου μοντέλου εξαρτάται από το είδος της ανάλυσης που 

επιθυμεί να κάνει ο εκάστοτε αναλυτής. Για παράδειγμα, εάν ενδιαφέρει τον αναλυτή το 

μοντέλο του να έχει όσο το δυνατόν λιγότερες παραμέτρους θα ακολουθήσει τη βέλτιστη 

Κατανομή 

Εκτιμητές 

Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας 

(ε.μ.π.) 

AIC BIC 𝑾 
(𝒑 − 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆) 

𝑨 
(𝒑 − 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆) 

𝐸𝑥𝑝 𝜃 = 0.002319 4527.66 4531.43 
0.1321 

(0.00002) 
6.9798 
(0.0003) 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 
𝑠̂ = 1.4381786 

𝛽̂ = 300.916 
4506.17  4513.70 

0.0656 
(0.1263) 

1.4284 
(0.1945) 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 
𝜎̂ = 1.574345 

𝜃 = 0.003693 
4503.34 4510.88 

0.0468 
(0.4831) 

0.8828 
(0.4548) 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 

𝜎̂ = 14.01845 

𝑠̂ = 1.414790 

𝛽̂ = 296.2836 

  4507.50  4518.80 
0.0632 
(0.1550) 

1.3285 
(0.2232) 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 

𝜆̂ = −0.59641 

𝛼̂ = 1.110051 

𝑏̂ = 1.149705 

𝜃 = 0.003188 

4506.43 4521.50 
0.0498 
(0.4040) 

0.8517 
(0.4450) 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 

𝜆̂ = −0.65249 

𝑎̂ = 16.58535 

𝑏̂ = 50.21683 

𝑠̂ = 0.064443 

𝛽̂ = 365.1097 

4502.38 4521.22 
0.0318 
(0.9014) 

0.4589 
(0.7887) 
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επιλογή που δίνεται βάσει του κριτηρίου ΒΙC. Ακολούθως, παρουσιάζεται η επιλογή του 

βέλτιστου μοντέλου βάσει των κριτηρίων AIC και BIC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 7.7 Επιλογή βέλτιστου μοντέλου βάσει των κριτηρίων AIC και BIC. 

Στο Σχήμα 7.8 παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της εμπειρικής σ.κ. και των σ.κ των 

κατανομών 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 και 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. Ακολούθως, στον Πίνακα 7.7 

παρουσιάζονται τα δειγματικά καθώς και τα θεωρητικά 𝑝 – κάτω ποσοστιαία σημεία για τις 

υπό εξέταση κατανομές, ενώ στον Πίνακα 7.8 παρουσιάζονται οι (απόλυτες) ποσοστιαίες 

αποκλίσεις των θεωρητικών 𝑝 – κάτω ποσοστιαίων σημείων για τις υπό εξέταση κατανομές 

από τα αντίστοιχα δειγματικά. 

Στο Σχήμα 7.8 ακολούθως παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της εμπειρικής σ.κ. και 

των σ.κ των κατανομών 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝, 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 και 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎.  
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Σχήμα 7.8 Εμπειρική συνάρτηση κατανομής και συνάρτηση κατανομής των καλύτερα 

προσαρμοζόμενων κατανομών. 

Ακολούθως, στο Σχήμα 7.9 απεικονίζεται το ιστόγραμμα των δεδομένων που εξετάσθηκαν 

και οι γραφικές παραστάσεις των σ.π.π. των προσαρμοσμένων κατανομών 𝑁𝐻𝑇_𝐸𝑥𝑝 και 

𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 
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Σχήμα 7.9 Ιστόγραμμα δεδομένων και γραφική παράσταση των σ.π.π. των προσαρμοσμένων 

κατανομών 𝑁𝐻𝑇_𝐸𝑥𝑝 και 𝐺𝑇_𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

Στο σημείο αυτό παρουσιάζουμε στους πίνακες 7.7 και 7.8 τα δειγματικά και τα 

θεωρητικά 𝑝 − κάτω ποσοστιαία σημεία των προσαρμοσμένων κατανομών, καθώς και τις 

(απόλυτες) ποσοστιαίες αποκλίσεις των τελευταίων από τα δειγματικά 𝑝 − κάτω ποσοστιαία 

σημεία, αντίστοιχα. 
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Πίνακας 7.7 Δειγματικά και θεωρητικά κάτω ποσοστιαία σημεία των υπό εξέταση 

κατανομών. 

Πίνακας 7.8 (Απόλυτες) Ποσοστιαίες αποκλίσεις των θεωρητικών κάτω ποσοστιαίων 

σημείων των υπό εξέταση κατανομών από τα αντίστοιχα δειγματικά. 

Κατανομή 
𝒑 − Κάτω ποσοστιαία σημεία 

𝒑 = 𝟗𝟎% 𝒑 = 𝟗𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟕. 𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟗% 𝒑 = 𝟗𝟗. 𝟓% 

Δειγματικά 867.7 1130.7 1370.2 1607.8 1865.6 

𝐸𝑥𝑝 992.7 1291.6 1590.4 1985.5 2284.4 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 911.1 1143.3 1371.6 1578.5 1892 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 878.5 1075.2 1267.3 1518 1706.5 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 908.2 1136.4 1360.5 1582.5 1871.2 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 896.8 1118.7 1338.2 1626.9 1844.6 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 860.3 1066.7 1275.4 1556.1 1772.2 

Κατανομή 

(Απόλυτες) Ποσοστιαίες Αποκλίσεις θεωρητικών  𝒑 – Κάτω 

ποσοστιαίων σημείων από τα αντίστοιχα δειγματικά 

𝒑 = 𝟗𝟎% 𝒑 = 𝟗𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟕. 𝟓% 𝒑 = 𝟗𝟗% 𝒑 = 𝟗𝟗. 𝟓% 

Δειγματικά 867.7 1130.7 1370.2 1607.8 1865.6 

𝐸𝑥𝑝 14.40% 14.23% 16.07% 23.50% 22.46% 

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 25.75% 1.11% 0.10% 1.82% 1.42% 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 1.25% 4.91% 7.51% 5.59% 8.53% 

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 4.67% 0.50% 0.71% 1.57% 0.30% 

𝐺𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 3.35% 1.06% 2.34% 1.19% 1.13% 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 0.85% 5.66% 6.92% 3.18% 5.00% 
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Βάσει των ανωτέρω πινάκων είναι φανερό πως το υπό μελέτη σύνολο δεδομένων 

προσαρμόζεται ικανοποιητικά στη δεξιά ουρά με τις κατανομές  

𝑁𝐻𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 και 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

Τέλος, παρουσιάζουμε τα διαγράμματα QQ-Plots Plots για τις κατανομές 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 και 

𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 7.10 QQ-Plots για τις κατανομές 𝑁𝐻𝑇 − 𝐸𝑥𝑝 και 𝐺𝑇 − 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάσθηκαν δύο νέα μοντέλα κατανομών που ενδείκνυνται 

για την προσαρμογή μη κανονικών δεδομένων τα οποία εμφανίζονται συχνά στους κλάδους 

της αναλογιστικής επιστήμης καθώς και της ανάλυσης επιβίωσης.  

Αρχικά, παρουσιάσθηκε η οικογένεια των νέων κατανομών με βαριά ουρά (𝑁𝐻𝑇 − 𝐹), η 

οποία επεκτείνει μία οποιαδήποτε κλασική κατανομή 𝐹 που καλείται γεννήτορας (Ahmad et 

al., (2020)). Η δεύτερη οικογένεια κατανομών που παρουσιάστηκε στην παρούσα εργασία 

είναι η οικογένεια των γενικευμένων μετασχηματισμένων κατανομών με γεννήτορα την 

κατανομή 𝐹 (𝐺𝑇 − 𝐹) (Nofal et al., (2016)), η οποία προτάθηκε ως επέκταση της οικογένειας 

των μετασχηματισμένων κατανομών (𝑇 − 𝑋) (Shaw and Buckley, (2007)).  

Δόθηκαν οι τύποι υπολογισμού της συνάρτησης πυκνότητας, της συνάρτησης κατανομής 

αλλά και λοιπών χαρακτηριστικών μεγεθών των νέων μοντέλων κατανομών, όπως της 

ροπογεννήτριας συνάρτησης και μεγεθών που σχετίζονται με τη θεωρία διατεταγμένων 

παρατηρήσεων. Μελετήθηκαν ειδικότερα οι περιπτώσεις όπου το ρόλο του γεννήτορα έχουν 

οι κατανομές Γάμμα και η εκθετική και δόθηκαν οι εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας των 

παραμέτρων των νέων μοντέλων κατανομών μέσω του στατιστικού πακέτου της R. 

Τέλος, όπως έγινε αντιληπτό με την εφαρμογή σε πραγματικά δεδομένα, οι προτεινόμενες 

οικογένειες κατανομών υπερτερούν των κλασικών κατανομών ως προς την ευελιξία και την 

περιγραφικότητα που παρουσιάζουν κατά τη μοντελοποίηση τους. Η προσπάθεια εύρεσης 

νέων πιο ευέλικτων οικογενειών κατανομών, που παρουσιάζεται αναλυτικά στην παρούσα 

εργασία, πρόκειται για ένα ανοιχτό επιστημονικό πεδίο με ιδιαίτερο ερευνητικό ενδιαφέρον 

και πολλές δυνατότητες εφαρμόσιμες σε διάφορες επιστήμες. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I 
 

Α.  Εκθετικοποιημένη – F Κατανομή (Exponentiated – F Distribution) 

Έστω τ.μ. 𝑌(𝛼), 𝛼 > 0 και κατανομή γεννήτορας (parent distribution) με διάνυσμα 

παραμέτρων 𝒑, σ.π.π. 𝑓(𝑥; 𝒑) και σ.κ. 𝐹(𝑥; 𝒑). Τότε, θα λέμε ότι η τ.μ. 𝑌(𝛼) ακολουθεί την 

εκθετικοποιημένη −𝐹 κατανομή με δύναμη 𝛼 και διάνυσμα παραμέτρων 𝒑 και θα γράφουμε 

 𝑌(𝛼)~𝐸𝑥𝑝 − 𝐹(𝑎)(𝒑) όταν η σ.κ. και η σ.π.π. της δίνονται από της ακόλουθες σχέσεις 

αντίστοιχα: 

𝐺𝛼(𝑥; 𝒑) = 𝐹(𝑥; 𝒑)
𝑎                      και                    𝑔𝑎(𝑥; 𝒑) = 𝛼𝑓(𝑥; 𝒑)𝐹(𝑥; 𝒑)𝛼−1 .  

 

Β.  Πλήρης συνάρτηση Γάμμα (Complete Gamma Function) 

Η πλήρης συνάρτηση Γάμμα ή απλή συνάρτηση Γάμμα δίνεται από τον τύπο 

𝛤(𝛼) = ∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

, 𝑎 > 0. 

Ορισμένες ιδιότητες της πλήρους συνάρτησης Γάμμα είναι οι εξής: 

• 𝛤(𝛼 + 1) = 𝛼! ,      𝛼 = 0,1,2, … 

• 𝛤(𝛼 + 1) = 𝛼𝛤(𝛼),   𝛼 > 0.  

• 𝛤(1) = 1 

• 𝛤 (
1

2
) = √𝜋 

Επιπλέον, ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα που συνδέει τον τύπο για τους συνδυασμούς 𝑛 

στοιχείων ανά 𝑘 με την πλήρη συνάρτηση Γάμμα 

(
𝑛

𝑘
) =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
=

𝛤(𝑛 + 1)

𝑘! 𝛤(𝑛 − 𝑘 + 1)
. 

Γ.  Κάτω μη πλήρης συνάρτηση Γάμμα (Lower Incomplete Gamma Function) 

Η κάτω μη πλήρης συνάρτηση Γάμμα ορίζεται ως 

𝛾(𝛼, 𝑥) = ∫𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

𝑥

0

, 𝛼, 𝑥 > 0. 

Ισχύουν τα ακόλουθα: 
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• 𝛾(𝛼,+∞) = 𝛤(𝛼) 

• 𝛤(𝛼) = lim
𝑥→+∞

𝛾(𝛼, 𝑥) 

Επιπλέον, ισχύει ότι  

𝛾(𝛼, 𝑥) = 𝑥𝛼∑
(−𝑥)𝑘

𝑘! (𝛼 + 𝑘)

+∞

𝑘=0

. 

Δ.  Πλήρης συνάρτηση Βήτα (Complete Beta Function) 

Η πλήρης συνάρτηση Βήτα ή απλά συνάρτηση Βήτα δίνεται από τον τύπο 

𝛣(𝑎, 𝑏) = ∫𝑡𝑎−1(1 − 𝑡)𝑏−1𝑑𝑡

1

0

, 𝛼, 𝑏 > 0. 

Οι βασικές ιδιότητες της πλήρους συνάρτησης Βήτα συνοψίζονται κάτωθι: 

• 𝛣(𝑎, 𝑏) = 𝐵(𝑏, 𝑎) 

• 𝐵(𝑎, 1) =
1

𝑎
 και 𝐵(1, 𝑏) =

1

𝑏
 

Η συνάρτηση Βήτα συνδέεται με την συνάρτηση Γάμμα καθώς ισχύει ότι 

𝐵(𝑎, 𝑏) =
𝛤(𝑎)𝛤(𝑏)

𝛤(𝑎 + 𝑏)
. 

Ε.  Μη πλήρης συνάρτηση Βήτα (Incomplete Beta Function) 

Η μη πλήρης συνάρτηση Βήτα αποτελεί γενίκευση της συνάρτησης Βήτα και ορίζεται ως 

𝛣(𝑥; 𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑡𝛼−1(1 − 𝑡)𝛽−1𝑑𝑡

𝑥

0

, 𝛼, 𝑏 > 0. 

Είναι προφανές πως ισχύει ότι 

𝛣(1; 𝑎, 𝑏) = 𝛣(𝑎, 𝑏). 

Ζ.  Κανονικοποιημένη μη πλήρης συνάρτηση Βήτα (Regularized Incomplete Beta 

Function) 

Η κανονικοποιημένη μη πλήρης συνάρτηση Βήτα ορίζεται συναρτήσει της μη πλήρους 

συνάρτησης Βήτα και της πλήρους συνάρτησης Βήτα ως εξής: 

𝐼𝑥(𝑎, 𝑏) =
𝐵(𝑥; 𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
, 𝛼, 𝑏 > 0. 
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Είναι φανερό ότι 𝐼1(𝑎, 𝑏) = 1. Επίσης, με ολοκλήρωση κατά παράγοντες αποδεικνύεται ότι 

𝐼𝑥(𝑘, 𝑛 − 𝑘 + 1) =
𝐵(𝑥; 𝑘, 𝑛 − 𝑘 + 1)

𝐵(𝑘, 𝑛 − 𝑘 + 1)
= ∑ (

𝑛

𝑚
)𝑥𝑚(1 − 𝑥)𝑛−𝑚  .

𝑛

𝑚=𝑘

 

Η.  Διωνυμικό Θεώρημα 

Έστω 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ και 𝑛 ∈ ℕ. Τότε, το ανάπτυγμα της 𝑛 - οστής δύναμης του διωνύμου 𝛼 + 𝛽 

δίνεται από τον τύπο 

                      (𝛼 + 𝛽)𝑛 =∑(
𝑛

𝑗
)

𝑛

𝑗=0

𝑎𝑗𝛽𝑛−𝑗 .  

ΣΤ.  Εκθετική Κατανομή 

Έστω συνεχής τ.μ. 𝛸 με σ.π.π. 

𝑓(𝑥; 𝜃) = {𝜃𝑒
−𝜃𝑥,      𝑥 ≥ 0
0,     𝑥 < 0

     𝜃 > 0. 

Τότε, η κατανομή της τ.μ. 𝛸 καλείται εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜃 και συμβολίζουμε 

𝛸~𝑒𝑥𝑝 (𝜃), ενώ ισχύουν τα κάτωθι: 

• Η αντίστοιχη σ.κ. 𝐹 δίνεται από τον τύπο 

𝐹(𝑥; 𝜃) = {
0,      𝑥 < 0

1 − 𝑒−𝜃𝑥,     𝑥 ≥ 0
     𝜃 > 0. 

• Η συνάρτηση δεξιάς ουράς 𝐹 είναι 

𝐹(𝑥; 𝜃) = {
1,      𝑥 < 0

𝑒−𝜃𝑥,     𝑥 ≥ 0
     𝜃 > 0. 

• 𝜇 = 𝛦(𝛸) =
1

𝜃
 και 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =

1

𝜃2
. 

Η αντίστροφη σ.κ. δίνεται από τον τύπο 

𝐹−1(𝑥; 𝜃) =
−log (1 − 𝑥)

𝜃
,       0 ≤ 𝑥 < 1. 

Ι.  Κατανομή Γάμμα (Gamma Distribution) 

Έστω συνεχής τ.μ. 𝛸 με σ.π.π.: 

𝑓(𝑥; 𝑠, 𝛽) = {

𝛽𝑠

𝛤(𝑠)
𝑥𝑠−1𝑒−𝛽𝑥,      𝑥 ≥ 0

0,     𝑥 < 0

     𝑠, 𝛽 > 0. 
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Τότε, η κατανομή της τ.μ. 𝛸 καλείται κατανομή Γάμμα με παραμέτρους 𝑠 και 𝛽 και 

συμβολίζουμε 𝛸~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑠, 𝛽). Για την κατανομή Γάμμα ισχύουν τα εξής: 

• Η αντίστοιχη σ.κ. 𝐹 δίνεται από τον τύπο 

𝐹(𝑥; 𝑠, 𝛽) =
𝛾(𝑠, 𝛽𝑥)

𝛤(𝑠)
, 𝑥 ≥ 0, 𝑠, 𝛽 > 0 

             όπου 𝛾(∙,∙) είναι η κάτω μη πλήρης συνάρτηση Γάμμα. 

• 𝜇 = 𝛦(𝛸) =
𝑠

𝛽
 και 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =

𝑠

𝛽2
. 

• Εάν 𝛸~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(1, 𝛽), τότε ισοδύναμα ισχύει ότι 𝛸~𝑒𝑥𝑝(𝛽). 

ΙΑ.  𝒑 − Κάτω ποσοστιαίο σημείο (𝒑 −Percentile) 

Έστω τ.μ. 𝛸 με σ.κ. 𝐹. Το 𝑝 – κάτω ποσοστιαίο σημείο της κατανομής της τ.μ. 𝛸  είναι εκείνη 

η τιμή για την οποία το 𝑝% των παρατηρήσεων είναι μικρότερες από αυτή την τιμή, δηλαδή 

ισχύει ότι 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑝) = 𝑝 

ή ισοδύναμα 

𝑥𝑝 = 𝐹−1(𝑝) 

 

όπου 𝐹−1 είναι η αντίστροφη σ.κ. της τ.μ. 𝑋. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ IΙ 

 

Κώδικες και αποτελέσματα στο στατιστικό πακέτο R 

1.  Σ.π.π., σ.κ. και αντίστροφη σ.κ. της 𝑮𝑻_𝑬𝒙𝒑(𝝀, 𝒂, 𝒃, 𝜽): 

dGT_exp<-function(x,lambda,alpha,beta,r) { 

return(((dexp(x,rate=r)*(pexp(x,rate=r))^(alpha-

1))*(alpha*(1+lambda) – 

lambda*(alpha+beta)*((pexp(x,rate=r))^beta)))) 

} 

pGT_exp<-function(x,lambda,alpha,beta,r) { 

return((pexp(x,rate=r)^alpha)*((1+lambda) -   

lambda*(pexp(x,rate=r))^beta)) 

} 

qGT_exp <- function(q,lambda,alpha,beta,r){ 

          f <- function(x) pGT_exp(x, lambda,alpha,beta,r) 

          f.inv <- inverse(f,lower=0,upper=5000) 

          return(f.inv(q)) 

} 

2.  Σ.π.π., σ.κ. και αντίστροφη σ.κ. της G𝑻_𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂(𝝀, 𝒂, 𝒃, 𝒔, 𝜷): 

dGT_gamma<-function(x,lambda,alpha,beta,sh,sc) { 

return(((dgamma(x,shape=sh,scale=sc)*(pgamma(x,shape=sh,scale=sc))

^(alpha-1))*(alpha*(1+lambda) – 

lambda*(alpha+beta)*((pgamma(x,shape=sh,scale=sc))^beta)))) 

} 

pGT_gamma<-function(x,lambda,alpha,beta,sh,sc) { 

return((pgamma(x,shape=sh,scale=sc)^alpha)*((1+lambda) – 

lambda*(pgamma(x,shape=sh,scale=sc))^beta)) 

} 

qGT_gamma <- function(q,lambda,alpha,beta,sh,sc){ 

             f <- function(x) pGT_gamma(x, lambda,alpha,beta,sh,sc) 

             f.inv <- inverse(f,lower=0,upper=5000) 

             return(f.inv(q)) 

} 

3.  Σ.π.π., σ.κ. και αντίστροφη σ.κ. της 𝜨𝜢𝜯 − 𝜠𝒙𝒑(𝝈, 𝜽): 

dNHT_exp<-function(x,sigma,r)  
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return((sigma*(sigma – 1)*dexp(x,rate=r))/((sigma-  

pexp(x,rate=r))^2)) 

} 

pNHT_exp<-function(x,sigma,r) { 

return(1-((sigma*(1-pexp(x,rate=r)))/(sigma-pexp(x,rate=r)))) 

} 

qNHT_exp<-function(q,sigma,r){ 

         return(qexp(q*sigma/(sigma-1+q),rate=r)) 

} 

4.  Σ.π.π., σ.κ. και αντίστροφη σ.κ. της 𝑵𝑯𝑻 − 𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂(𝝈, 𝒔, 𝜷): 

dNHT_gamma<-function(x,sigma,sh,sc) { 

return((sigma*(sigma – 1)*dgamma(x,shape=sh,scale=sc))/((sigma-               

pgamma(x,shape=sh,scale=sc))^2)) 

} 

pNHT_gamma<-function(x,sigma,sh,sc) { 

return(1-((sigma*(1-pgamma(x,shape=sh,scale=sc)))/(sigma-  

pgamma(x,shape=sh,scale=sc)))) 

} 

qNHT_gamma<-function(q,sigma,sh,sc){ 

          return(qgamma(q*sigma/(sigma-1+q),shape=sh,scale=sc)) 

} 

5. Περιγραφικά μέτρα δεδομένων  (Πίνακας 7.1): 

>>... 

options(scipen=100) 

Descr.stat=function(x){ 

M2=rbind(matrix(c(summary(x))),length(x),sd(x),var(x)) 

dimnames(M2)=list(c(“Min”,”Q25%”,”Median”,”Mean”,”Q75%”,”Max”,”Length”,”Sd”

,”Variance”),c(“Value”)) 

    return(M2)} 

Descr.stat(x) 

6.  Ιστόγραμμα δεδομένων  (Σχήμα 7.1): 

hist(x, xlim=c(min(x),max(x)),prob=TRUE, main=”Empirical Density”) 

lines(density(x), lwd=2,col=”tomato”) 

7. Εμπειρική συνάρτηση κατανομής και συνάρτηση κατανομής των καλύτερα 

προσαρμοζόμενων κατανομών (Σχήμα 7.3): 
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>>... 

plot(ecdf(x), xlim=c(min(x),max(x)),verticals=TRUE, 

do.points=FALSE,main="Empirical cumulative 

distribution",col="black",bty="n",ylab="CDF") 

lines(sort(x),pgamma(sort(x),shape=1.5862611,scale=178.1569885),col="red",l

wd=2) 

lines(sort(x),pNHT_exp(sort(x),sigma=1.386831236,r=0.006255263),col="green"

) 

lines(sort(x),pGT_gamma(sort(x),lambda=-

0.84562292,alpha=0.03816121,beta=0.01503161,sh=26.26606809,sc=27.81959680),

col="blue") 

legend(locator(1),legend=c("Empirical CDF","Gamma","NHT_Exp","GT_Gamma"), 

col=c("black","red","green","blue"),bty="n",lty=1,cex=0.8) 

8.  Ε.μ.π., πληροφοριακά κριτήρια και στατιστικές τιμές των υπό εξέταση κατανομών 

(Πίνακας 7.2): 

>>... 

fit.exp=function(x){ 

  options(scipen = 100) 

  t=fitdistr(x,dexp,list(rate=1)) 

  A=AIC(t) 

  B=BIC(t) 

  AD1=ad.test(x,pexp,rate=t$estimate[1])$statistic 

  AD2=ad.test(x,pexp,rate=t$estimate[1])$p.value 

  KS1=ks.test(x,pexp,rate=t$estimate[1])$statistic 

  KS2=ks.test(x,pexp,rate=t$estimate[1])$p.value 

  M1=matrix(c(t$estimate[1],A,B,KS1,KS2,AD1,AD2),nrow=7) 

  dimnames(M1)=list(c(“MLE_rate”,”AIC”,”BIC”,”Kolmogorov-Smirnov 

Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-value”,”Anderson-Darling 

Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

  return(M1) 

} 

fit.gamma=function(x){ 

  options(scipen = 100) 

  t=fitdistr(x,dgamma,list(shape=1,scale=1),method=”Nelder-Mead”) 

  A=AIC(t) 

  B=BIC(t) 

  AD1=ad.test(x,pgamma,shape=t$estimate[1],scale=t$estimate[2])$statistic 
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  AD2=ad.test(x,pgamma,shape=t$estimate[1],scale=t$estimate[2])$p.value 

  KS1=ks.test(x,pgamma,shape=t$estimate[1],scale=t$estimate[2])$statistic 

  KS2=ks.test(x,pgamma,shape=t$estimate[1],scale=t$estimate[2])$p.value 

    M1=matrix(c(t$estimate[1],t$estimate[2],A,B,KS1,KS2,AD1,AD2),nrow=8) 

  dimnames(M1)=list(c(“MLE_shape”,”MLE_scale”,”AIC”,”BIC”,”Kolmogorov-

Smirnov Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-value”,”Anderson-Darling 

Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

  return(M1) 

} 

fit.NHT_exp=function(x) { 

options(scipen = 100) 

fit=function(I,j) {fitdistr(x,dNHT_exp,list(sigma=I,r=j),method=”Nelder-

Mead”)} 

i=0.1 

j=0.1 

for (m in 1:5000) { 

   if(is.error(try(fit(I,j),silent=T))==FALSE && fit(I,j)$estimate[1]>1 && 

fit(I,j)$estimate[2]>0 ) { 

      MLE=fit(I,j) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value 

      break } 

   else if(is.error(try(fit(0.1,j+0.001),silent=T))==FALSE && 

fit(0.1,j+0.001)$estimate[1]>1 && fit(0.1,j+0.001)$estimate[2]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value 

      break } 

   else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

fit(i+0.001,0.1)$estimate[1]>1 && fit(i+0.001,0.1)$estimate[2]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1) 
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      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$statistic        

KS2=ks.test(x,pNHT_exp,sigma=MLE$estimate[1],r=MLE$estimate[2])$p.value 

      break  } 

     else { 

      i=i+0.001 

      j=j+0.001 } } 

   M1=matrix(c(MLE$estimate[1],MLE$estimate[2],A,B,KS1,KS2,AD1,AD2),nrow=8) 

   dimnames(M1)=list(c(“MLE_sigma”,”MLE_r”,”AIC”,”BIC”,”Kolmogorov-Smirnov 

Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-value”,”Anderson-Darling 

Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

return(M1) 

} 

fit.NHT_gamma=function(x) { 

options(scipen = 100) 

fit=function(I,j,k) 

{fitdistr(x,dNHT_gamma,list(sigma=I,sh=j,sc=k),method=”Nelder-Mead”)} 

i=0.1 

j=0.1 

k=0.1 

for (m in 1:5000) { 

   if(is.error(try(fit(I,j,k),silent=T))==FALSE && fit(I,j,k)$estimate[1]>1 

&& fit(I,j,k)$estimate[2]>0 && fit(I,j,k)$estimate[3]>0 ) { 

      MLE=fit(I,j,k) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break } 
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   else if(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

fit(i+0.001,0.1,0.1)$estimate[1]>1 && fit(i+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      CAIC=-2*LL(x,MLE$estimate[1],MLE$estimate[2],MLE$estimate[3]) + 

2*(log(length(x)+1))          

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

fit(0.1,j+0.001,0.1)$estimate[1]>1 && fit(0.1,j+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic        

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001),silent=T))==FALSE && 

fit(0.1,0.1,k+0.001)$estimate[1]>1 && fit(0.1,0.1,k+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      
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KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1)$estimate[1]>1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001),silent=T))==FALSE && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001)$estimate[1]>1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001),silent=T))==FALSE && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001)$estimate[1]>1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001)$estimate[3]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es
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timate[3])$statistic      

AD2=ad.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value      

KS1=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$statistic      

KS2=ks.test(x,pNHT_gamma,sigma=MLE$estimate[1],sh=MLE$estimate[2],sc=MLE$es

timate[3])$p.value 

      break  } 

   else { 

      i=i+0.001 

      j=j+0.001 

      k=k+0.001 } }   

M1=matrix(c(MLE$estimate[1],MLE$estimate[2],MLE$estimate[3],A,B,KS1,KS2,AD1

,AD2),nrow=9)   

dimnames(M1)=list(c(“MLE_sigma”,”MLE_sh”,”MLE_sc”,”AIC”,”BIC”,”Kolmogorov-

Smirnov Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-value”,”Anderson-Darling 

Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

 

return(M1) 

} 

fit.GT_exp=function(x){ 

   options(scipen = 100) 

   fit=function(I,j,k,l) 

{fitdistr(x,dGT_exp,list(lambda=I,alpha=j,beta=k,r=l),method=”Nelder-

Mead”)} 

   i=0.1 

   j=0.1 

   k=0.1 

   l=0.1 

for (m in 1:5000) {    

   if(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[4]>0 ) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE
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$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic        

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[4]>0) { 
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      MLE=fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 
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      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,1+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,1+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,1+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      



[107] 
 

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic     

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[1] && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001)$estimate[4]>0)<=1) { 
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      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      
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KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break  } 

else if(is.error(try(fit(I,j,k,l),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(I,j,k,l)$estimate[1])<=1 && fit(I,j,k,l)$estimate[2]>0 && 

fit(I,j,k,l)$estimate[3]>0 && fit(I,j,k,l)$estimate[4]>0) { 

      MLE=fit(I,j,k,l) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_exp,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=MLE

$estimate[3],r=MLE$estimate[4])$p.value 

      break } 

   else { 

      i=i+0.001 

      j=j+0.001  

      k=k+0.001 

      l=l+0.001} }   

M1=matrix(c(MLE$estimate[1],MLE$estimate[2],MLE$estimate[3],MLE$estimate[4]

,A,B,KS1,KS2,AD1,AD2),nrow=10)   

dimnames(M1)=list(c(“MLE_lambda”,”MLE_alpha”,”MLE_beta”,”MLE_r”,”AIC”,”BIC”

,”Kolmogorov-Smirnov Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-value”,”Anderson-

Darling Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

 

return(M1) 

} 

fit.GT_gamma=function(x){ 

   options(scipen = 100) 

   fit=function(I,j,k,l,f) 

{fitdistr(x,dGT_gamma,list(lambda=I,alpha=j,beta=k,sh=l,sc=f),method=”Nelde

r-Mead”)} 

   i=0.1 

   j=19 

   k=0.1 

   l=0.1 
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   f=19 

for (m in 1:5000) {   

   if(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic        

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,0.1) 
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      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,0.1,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 



[112] 
 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1),silent=T))==FALSE 

&& abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE 

&& abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 
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      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 
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else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

 

else if (is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 
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      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic 

      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic 

      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      
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KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1)$estimate[5]>0 ) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 
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fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 



[118] 
 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,0.1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 
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      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 
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      MLE=fit(0.1,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,l+0.001,0.1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,0.1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M
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LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,0.1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic 

      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,0.1,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 
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abs(fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(0.1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,1,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,1,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,1,1,1)$estimate[2]>0 && fit(1,j+0.001,1,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,1,1)$estimate[4]>0 && fit(1,j+0.001,1,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,1,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

     B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic        

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

   else if(is.error(try(fit(i+0.001,1,1,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,1,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,1,1,1)$estimate[2]>0 && fit(i+0.001,1,1,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,1,1)$estimate[4]>0 && fit(i+0.001,1,1,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,1,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic 
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AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break }   

   else if (is.error(try(fit(1,1,k+0.001,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,k+0.001,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,1,k+0.001,1,1)$estimate[2]>0 && fit(1,1,k+0.001,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,1,1)$estimate[4]>0 && fit(1,1,k+0.001,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,k+0.001,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

   else if (is.error(try(fit(1,1,1,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,1,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,1,1,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && fit(1,1,1,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,1,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && fit(1,1,1,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,1,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(1,1,1,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,1,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,1,1,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && fit(1,1,1,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,1,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && fit(1,1,1,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 
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      MLE=fit(1,1,1,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,1,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

  else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,k+0.001,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     
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KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,1,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,1,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[3]>0 && 
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fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,k+0.001,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,1,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,1,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M
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LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,k+0.001,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)     

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,k+0.001,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 
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fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)     

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      
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AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,1,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 
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fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,k+0.001,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,1) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M
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LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value     

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE) 

      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],shm=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if (is.error(try(fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 
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fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,k+0.001,1,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic     

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,j+0.001,1,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 
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      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(i+0.001,1,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break  } 

else if 

(is.error(try(fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[1])<=1 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[2]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[3]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[4]>0 && 

fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(1,j+0.001,k+0.001,l+0.001,f+0.001) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 
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      break  } 

else if(is.error(try(fit(I,j,k,l,f),silent=T))==FALSE && 

abs(fit(I,j,k,l,f)$estimate[1])<=1 && fit(I,j,k,l,f)$estimate[2]>0 && 

fit(I,j,k,l,f)$estimate[3]>0 && fit(I,j,k,l)$estimate[4]>0 && 

fit(I,j,k,l,f)$estimate[5]>0) { 

      MLE=fit(I,j,k,l,f) 

      A=AIC(MLE) 

      B=BIC(MLE)      

AD1=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

AD2=ad.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value      

KS1=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$statistic      

KS2=ks.test(x,pGT_gamma,lambda=MLE$estimate[1],alpha=MLE$estimate[2],beta=M

LE$estimate[3],sh=MLE$estimate[4],sc=MLE$estimate[5])$p.value 

      break } 

   else { 

      i=i+0.001 

      j=j+0.001  

      k=k+0.001 

      l=l+0.001 

      f=f+0.001} }   

M1=matrix(c(MLE$estimate[1],MLE$estimate[2],MLE$estimate[3],MLE$estimate[4]

,MLE$estimate[5],A,B,KS1,KS2,AD1,AD2),nrow=11)   

dimnames(M1)=list(c(“MLE_lambda”,”MLE_alpha”,”MLE_beta”,”MLE_sh”,”MLE_sc”,”

AIC”,”BIC”,”Kolmogorov-Smirnov Statistic”,”Kolmogorov-Smirnov p-

value”,”Anderson-Darling Statistic”,”Anderson-Darling p-value”),c(“Value”)) 

return(M1) 

} 

list(“Exp”,fit.exp(x),”Gamma”,fit.gamma(x),”NHT_Exp”,fit.NHT_exp(x),”NHT_Ga

mma”,fit.NHT_gamma(x),”GT_Exp”,fit.GT_exp(x),”GT_Gamma”,fit.GT_gamma(x)) 

9. Δειγματικά και θεωρητικά κάτω ποσοστιαία σημεία των υπό εξέταση κατανομών 

(Πίνακας 7.3) 

>>... 

k=qNHT_exp(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),1.386831236,0.006255263) 

l=qNHT_gamma(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),28.3928252,1.57707056,176.7503627

4) 

a=qGT_exp(0.9,-0.742812487,1.081238151,1.05535583,0.005003604) 

b=qGT_exp(0.95,-0.742812487,1.081238151,1.05535583,0.005003604) 

c=qGT_exp(0.975,-0.742812487,1.081238151,1.05535583,0.005003604) 
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d=qGT_exp(0.99,-0.742812487,1.081238151,1.05535583,0.005003604) 

e=qGT_exp(0.995,-0.742812487,1.081238151,1.05535583,0.005003604) 

f=qGT_gamma(0.9,-0.84562292,0.03816121,0.01503161,26.26606809,27.8195968) 

g=qGT_gamma(0.95,-0.84562292,0.03816121,0.01503161,26.26606809,27.8195968) 

h=qGT_gamma(0.975,-0.84562292,0.03816121,0.01503161,26.26606809,27.8195968) 

i=qGT_gamma(0.99,-0.84562292,0.03816121,0.01503161,26.26606809,27.8195968) 

j=qGT_gamma(0.995,-0.84562292,0.03816121,0.01503161,26.26606809,27.8195968) 

m=qexp(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),0.003527832) 

n=qgamma(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),1.5862611,1/178.1569885) 

M=quantile(x,probs=c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995)) 

M1=matrix(c(k[1],k[2],k[3],k[4],k[5]),nrow=1) 

dimnames(M1)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

M2=matrix(c(l[1],l[2],l[3],l[4],l[5]),nrow=1) 

dimnames(M2)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

M3=matrix(c(a,b,c,d,e),nrow=1) 

dimnames(M3)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

M4=matrix(c(f,g,h,I,j),nrow=1) 

dimnames(M4)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

M5=matrix(m,nrow=1) 

dimnames(M5)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

M6=matrix(n,nrow=1) 

dimnames(M6)=list(c(“Value”),c(“90%”,”95%”,”97.5%”,”99%”,”99.5%”)) 

list(“Empirical 

Quantiles”,M,”Exp”,M5,”Gamma”,M6,”NHT_Exp”,M1,”NHT_Gamma”,M2,”GT_Exp”,M3,”G

T_Gamma”,M4) 

10. Περιγραφικά μέτρα δεδομένων  (Πίνακας 7.4): 

>>... 

options(scipen=100) 

Descr.stat=function(x){ 

M2=rbind(matrix(c(summary(x))),length(x),sd(x),var(x)) 

dimnames(M2)=list(c(“Min”,”Q25%”,”Median”,”Mean”,”Q75%”,”Max”,”Length”,”Sd”

,”Variance”),c(“Value”)) 

    return(M2) 

} 

Descr.stat(x) 
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11.  Ε.μ.π., πληροφοριακά κριτήρια και στατιστικές τιμές των υπό εξέταση κατανομών 

(Πίνακας 7.5): 

Ο κώδικας που χρησιμοποιείται σε αυτή την περίπτωση είναι ίδιος με εκείνον που αναφέρεται 

για τον Πίνακα 7.2 με εισαγωγή του κατάλληλου δείγματος. 

12. Δειγματικά και θεωρητικά κάτω ποσοστιαία σημεία των υπό εξέταση κατανομών 

(Πίνακας 7.6): 

>>... 

k=qNHT_exp(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),1.574345234,0.003693766) 

l=qNHT_gamma(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),14.01845499,1.41479083,296.283632

95) 

a=qGT_exp(0.9,-0.5964142,1.11005119,1.14970511,0.00318881) 

b=qGT_exp(0.95,-0.5964142,1.11005119,1.14970511,0.00318881) 

c=qGT_exp(0.975,-0.5964142,1.11005119,1.14970511,0.00318881) 

d=qGT_exp(0.99,-0.5964142,1.11005119,1.14970511,0.00318881) 

e=qGT_exp(0.995,-0.5964142,1.11005119,1.14970511,0.00318881) 

f=qGT_gamma(0.9,-0.65249908,16.58535147,50.21683164,0.0644432,365.10977094) 

g=qGT_gamma(0.95,-

0.65249908,16.58535147,50.21683164,0.0644432,365.10977094) 

h=qGT_gamma(0.975,-

0.65249908,16.58535147,50.21683164,0.0644432,365.10977094) 

i=qGT_gamma(0.99,-

0.65249908,16.58535147,50.21683164,0.0644432,365.10977094) 

j=qGT_gamma(0.995,-

0.65249908,16.58535147,50.21683164,0.0644432,365.10977094) 

m=qexp(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),0.00231933594) 

n=qgamma(c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),1.43817863,1/300.91604417) 

M=quantile(x,probs=c(0.9,0.95,0.975,0.99,0.995)) 

M1=matrix(c(k[1],k[2],k[3],k[4],k[5]),nrow=1) 

dimnames(M1)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

M2=matrix(c(l[1],l[2],l[3],l[4],l[5]),nrow=1) 

dimnames(M2)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

M3=matrix(c(a,b,c,d,e),nrow=1) 

dimnames(M3)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

M4=matrix(c(f,g,h,i,j),nrow=1) 

dimnames(M4)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

M5=matrix(m,nrow=1) 
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dimnames(M5)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

M6=matrix(n,nrow=1) 

dimnames(M6)=list(c("Value"),c("90%","95%","97.5%","99%","99.5%")) 

list("Empirical 

Quantiles",M,"Exp",M5,"Gamma",M6,"NHT_Exp",M1,"NHT_Gamma",M2,"GT_Exp",M3,"G

T_Gamma",M4) 
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