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ƧƶΧƣƳƫƴƵƫƧƴ 

 

ƪǂ ƿǉǆǌǂ ǎǂ ǆǋǗǒƽǔǚ ǕǊǓ ǉǆǒǍƾǓ Ǎǐǖ ǆǖǘǂǒǊǔǕǀǆǓ ǔǕǐǎ ǋǞǒǊǐ 
ƤǂǔǀǌǆǊǐ ƴǆǃǒǝǄǌǐǖ, ƧǑǀǋǐǖǒǐ ƬǂǉǈǄǈǕƿ Ǖǐǖ ƵǍƿǍǂǕǐǓ ƴǕǂǕǊǔǕǊǋƿǓ ǋǂǊ 
ƣǔǗǂǌǊǔǕǊǋƿǓ ƧǑǊǔǕƿǍǈǓ Ǖǐǖ ƲǂǎǆǑǊǔǕǈǍǀǐǖ ƲǆǊǒǂǊǟǓ, ǄǊǂ Ǖǈǎ 
ǖǑǐǔǕƿǒǊǏǈ, ǋǂǉǐǅƿǄǈǔǈ ǋǂǊ ǖǑǐǍǐǎƿ ǔǆ ǝǌǈ Ǖǈ ǅǊƽǒǋǆǊǂ ǖǌǐǑǐǀǈǔǈǓ 
ǕǈǓ ǆǒǄǂǔǀǂǓ ǂǖǕƿǓ. 

ƧǑǊǑǌƾǐǎ ǉǂ ƿǉǆǌǂ ǎǂ ǆǖǘǂǒǊǔǕƿǔǚ Ǖǐǎ ǋǞǒǊǐ ƯǊǋǝǌǂǐ ƮǂǘǂǊǒƽ 
ƣǎǂǑǌǈǒǚǕƿ ƬǂǉǈǄǈǕƿ Ǖǐǖ ƵǍƿǍǂǕǐǓ ƴǕǂǕǊǔǕǊǋƿǓ ǋǂǊ ƣǔǗǂǌǊǔǕǊǋƿǓ 
ƧǑǊǔǕƿǍǈǓ Ǖǐǖ ƲǂǎǆǑǊǔǕǈǍǀǐǖ ƲǆǊǒǂǊǟǓ, ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǋǖǒǀǂ ƥǆǚǒǄǀǂ 
ƤǆǒǒǐǑǐǞǌǐǖ, ƧǑǀǋǐǖǒǈ ƬǂǉǈǄƿǕǒǊǂ Ǖǐǖ Ǌǅǀǐǖ ƵǍƿǍǂǕǐǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ 
ǔǖǍǍǆǕǐǘƿ ǕǐǖǓ ǔǕǈǎ ǕǒǊǍǆǌƿ ǆǑǊǕǒǐǑƿ. 

ƵƾǌǐǓ ǉǂ ƿǉǆǌǂ ǎǂ ǆǖǘǂǒǊǔǕƿǔǚ ǕǐǖǓ ǄǐǎǆǀǓ Ǎǐǖ ǋǂǊ Ǖǐǎ ǂǅǆǒǗǝ Ǎǐǖ 
ƪǂǎƽǔǈ ǄǊǂ ǝǌǈ Ǖǈǎ ǔǕƿǒǊǏǈ Ǒǐǖ Ǎǐǖ ƾǅǚǔǂǎ ǔǆ ǝǌǈ Ǖǈǎ ǅǊƽǒǋǆǊǂ ǕǈǓ 
ǂǋǂǅǈǍǂǛǋƿǓ Ǎǐǖ ǑǐǒǆǀǂǓ. 
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ƲǆǒǀǌǈǙǈ 

 

ƴǕǈǎ ǆǒǄǂǔǀǂ ǂǖǕƿ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ ǅǖǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ 
ǐǊ ǝǑǐǊǆǓ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǐǞǎǕǂǊ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂǓ Ǖǐǖ 
ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ. ƫǅǊǂǀǕǆǒǂ ǐǊ ǅǖǐ ǂǖǕƾǓ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǎ ǑǒǚǕǀǔǕǚǓ 
Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǋǂǊ ǔǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ 
ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǎ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. ƥǊǂ Ǖǐǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǋǐǑǝ ǉǂ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener, ǋǂǊ Ǖǈǎ 

Ornstein-Uhlenbeck. Ʃ ƾǍǍǆǔǈ ǔǖǍǑǆǒǊǗǐǒƽ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ 
ǉǂ ǅǊǆǒǆǖǎǈǉǆǀ ǍǆǌǆǕǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ. ƧǑǊǑǌƾǐǎ ǉǂ 
ǋǂǕǂǔǋǆǖƽǔǐǖǍǆ ƽǎǚ ǋǂǊ ǋƽǕǚ ǗǒƽǄǍǂǕǂ ǕǈǓ ǑǂǒǐǞǔǂǓ ǂǏǀǂǓ ǍǊǂǓ 
ǔǆǊǒƽǓ ǘǒǈǍǂǕǐǒǐǟǎ ǝǑǐǖ ǈ ǑǒǐǆǏǝǗǌǈǔǈ ǑǒǂǄǍǂǕǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ǔǕǐ ǑǌǂǀǔǊǐ 
ǍǊǂǓ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǈǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋƿǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ. ƵƾǌǐǓ, ǉǂ 
ǅǟǔǐǖǍǆ ǆǗǂǒǍǐǄƿ ǝǔǐǎ ǂǗǐǒƽ ǘǂǒǕǐǗǖǌƽǋǊǐ ǑǒǐǔǚǒǊǎƿǓ ǒƽǎǕǂǓ ǇǚƿǓ 
ǂǔǗǂǌǊǔǍƾǎǐǖ ǈǌǊǋǀǂǓ ݔ, ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ 
Wiener  ǋǂǊ Ornstein-Uhlenbeck. 
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Abstract 

 

In this paper we will present two stochastic approaches which are 

used for modeling interest randomness. In particular, we will be 

modeling the force of interest and the force of interest accumulation 

function. For the above purpose, we will use the stochastic Wiener 

process and the Ornstein-Uhlenbeck one. The implicit behavior of the 

force of interest will be investigated by studying the expected value of 

the force of interest accumulation function. Further, we will provide 

upper and lower bounds of the present value of a series of cash flows 

where the discount is within a specific stochastic discount process. 

Finally, we will present an application for a temporary life annuity 

which concerns an individual aged ݔ, showing the applicability of the 

above Wiener and Ornstein-Uhlenbeck stochastic process. 
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ƧƫƴƣƥΩƥƩ 

 
Ʃ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǆǑǊǔǕƿǍǈ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǊ 

ǍǆǄƽǌǐ ǆǎǅǊǂǗƾǒǐǎ ǅǊǝǕǊ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǑǆǒǊǄǒƽǙǆǊ ǋƽǑǐǊǂ ǉǆǍǆǌǊǟǅǈ 
ǐǊǋǐǎǐǍǊǋƽ ǔǕǐǊǘǆǀǂ ǝǑǚǓ ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ Ǖǈǎ Ǒǐǒǆǀǂ ǍǊǂǓ ǍǆǕǐǘƿǓ 
ǆǊǔǈǄǍƾǎǈ ǔǕǐ ǘǒǈǍǂǕǊǔǕƿǒǊǐ, Ǖǈǎ ǃǊǚǔǊǍǝǕǈǕǂ ǍǊǂǓ ǆǑǊǘǆǀǒǈǔǈǓ ǂǋǝǍǂ 
ǋǂǊ Ǖǈǎ ǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǋǂǕƽǔǕǂǔǈ ǍǊǂǓ ǘǟǒǂǓ. Ʃ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ 
ǆǑǊǔǕƿǍǈ ǆǋǕǝǓ ǂǑǝ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƽ ǐǊǋǐǎǐǍǊǋƽ ǔǕǐǊǘǆǀǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǆǀ ǋǂǊ 
Ǖǈǎ ǉǆǚǒǀǂ ǑǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ ǋǂǊ ǑǊǐ ǑǐǌǞ Ǖǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǝ ǋǐǍǍƽǕǊ ǕǈǓ 
ǉǆǚǒǀǂǓ ǑǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ. Ʃ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǆǚǒǀǂ ǆǊǅǊǋǆǞǆǕǂǊ ǔǕǐ ǌǆǄǝǍǆǎǐ 
ΣǕǖχαίǐ’’ ǅǈǌǂǅƿ ǔǆ ǋƽǕǊ Ǒǐǖ ǅǆǎ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǑǒǐǃǌǆǗǉǆǀ. ƪǂ ǂǎǂǒǚǕǈǉǆǀ 
ǋǂǎǆǀǓ ǄǊǂǕǀ ǍǊǂ Ǖǝǔǐ ǔǈǍǂǎǕǊǋƿ ǆǑǊǔǕƿǍǈ ǔǂǎ Ǖǈǎ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǆǀ ǔǕǐǊǘǆǀǂ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǆǚǒǀǂ. Ʃ ǂǑƽǎǕǈǔǈ ǆǀǎǂǊ 
ǑǐǌǞ ǂǑǌƿ. Ʃ ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂ ǔǆ ǂǒǋǆǕǝ ǃǂǉǍǝ ǆǑǈǒǆƽǇǆǊ Ǖǈǎ Ǒǐǒǆǀǂ Ǖǚǎ 
ǑǒǂǄǍƽǕǚǎ ǂǋǝǍǂ ǋǂǊ ǔǕǈǎ ǐǊǋǐǎǐǍǀǂ. ƥǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǈ ǕǊǍƿ ǍǊǂǓ 
ǍǆǕǐǘƿǓ ǔǆ ǍǊǂ ǍǆǌǌǐǎǕǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ 100% ǑǒǐǃǌƾǙǊǍǈ Ǎǆ 
ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǎǂ ǖǑƽǒǘǐǖǎ Ǒǐǌǌƽ ǔǆǎƽǒǊǂ ǄǊǂ Ǖǐ ǕǊ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǔǖǍǃǆǀ. Ʃ 
ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǗǕƽǔǆǊ ǔǆ ƾǎǂ ǔǈǍǆǀǐ ǕƾǕǐǊǐ ǟǔǕǆ ǎǂ 
ǂǄǐǒǂǔǕǆǀ ǂǑǝ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǐǖǓ ǆǎǅǊǂǗǆǒǝǍǆǎǐǖǓ, ǎǂ Ǒǐǖǌǈǉǆǀ ǍǂǇǊǋƽ 
ǂǋǝǍǂ ǋǂǊ ǎǂ ǖǑǐǃǂǉǍǊǔǕǆǀ ǈ ǂǑǐǅǐǕǊǋǝǕǈǕǂǓ. Άǌǌǐ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǆǀǎǂǊ 
ǝǕǊ ǍǊǂ ǘǟǒǂ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǑǈǒǆǂǔǕǆǀ ǂǑǝ ƾǎǂ Ǖǖǘǂǀǐ ǄǆǄǐǎǝǓ ǋǂǊ ǎǂ ƾǘǆǊ 
ǂǎǕǀǋǕǖǑǐ ǔǕǈǎ ǐǊǋǐǎǐǍǀǂ ǕǈǓ ǂǎǆǏǂǒǕƿǕǐǖ Ǖǚǎ ǘǆǊǒǊǔǍǟǎ Ǒǐǖ ǆǀǘǂǎ ǄǀǎǆǊ 
ǑǒǊǎ Ǖǐ ǄǆǄǐǎǝǓ. Έǎǂ ǆǑǀǋǂǊǒǐ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǍǆǕǂǎǂǔǕǆǖǕǊǋǝ Ǒǐǖ 

ǅǖǔǘǆǒǂǀǎǆǊ ǂǋǝǍǂ ǑǊǐ ǑǐǌǞ Ǖǈǎ ƿǅǈ ǅǞǔǋǐǌǈ ǋǂǕƽǔǕǂǔǈ ǕǈǓ ƧǌǌƽǅǂǓ. 
ΌǑǚǓ ǗǂǀǎǆǕǂǊ ǈ ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂ ǔǖǎǅƾǆǕǂǊ ǂǒǋǆǕƽ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǋǂǊ ǂǖǕǝǓ ǐ ǌǝǄǐǓ Ǒǐǖ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ǈ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǆǚǒǀǂ. 

Ƶǐ ǆǎǅǊǂǗƾǒǐǎ ǄǊǂ Ǖǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǆǚǒǀǂ Ǒǐǖ ǆǍǑǌƾǋǆǕǂǊ ǔǕǈǎ 
ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǂǖǏƿǉǈǋǆ Ǎǆ Ǖǈǎ ƾǎǂǒǏǈ ǕǈǓ ǑǂǄǋǝǔǍǊǂǓ ǋǒǀǔǈǓ Ǖǐǖ 
2008. ƣǖǕǝ ǐǗǆǀǌǆǕǂǊ ǔǕǐ ǄǆǄǐǎǝǓ ǝǕǊ ǈ ǋǒǀǔǈ Ǒǐǖ ƽǌǌǂǏǆ ǝǌǐ Ǖǐǎ ǋǝǔǍǐ 
ǅǆǎ ǆǀǘǆ ǑǒǐǃǌǆǗǕǆǀ. Ʈǆ ǌǀǄǂ ǌǝǄǊǂ ƾǎǂ Ǖǖǘǂǀǐ ǄǆǄǐǎǝǓ ƽǌǌǂǏǆ Ǖǐ 
ǆǑǀǑǆǅǐ ǃǊǚǔǊǍǝǕǈǕǂǓ ǂǒǋǆǕǟǎ ǘǚǒǟǎ, ƽǌǌǂǏǆ Ǖǂ ǅǆǅǐǍƾǎǂ ǄǊǂ Ǖǐ ǑǝǕǆ 
ǍǊǂ ǆǑǊǘǆǀǒǈǔǈ ǂǎǕǊǍǆǕǚǑǀǇǆǊ ǋǀǎǅǖǎǐ ǑǕǟǘǆǖǔǈǓ (ƤǂǔǊǌǆǀǂ II) Ǎǆ 
ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǎǂ ǖǑƽǒǏǆǊ ǍǊǂ ǋǊǎǈǕǐǑǐǀǈǔǈ ǔǕǐ ǎǂ ǍǆǌǆǕǈǉǆǀ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǈ 
ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǆǑǊǔǕƿǍǈ ǟǔǕǆ ǔǕǐ Ǎƾǌǌǐǎ ǎǂ ǑǒǐǃǌǆǗǉǐǞǎ 
ǑǂǒǝǍǐǊǆǓ ƿ ǋǂǊǎǐǞǒǊǆǓ ǋǂǕǂǔǕƽǔǆǊǓ ǋǂǊ ǎǂ ǋǂǕǂǑǐǌǆǍǈǉǐǞǎ Ǎǆ 
ǍǆǄǂǌǞǕǆǒǈ ǂǑǐǕǆǌǆǔǍǂǕǊǋǝǕǈǕǂ. Ʋǂǒǝǌǂ ǂǖǕƽ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǆǑǐǘƿ ǑǒǊǎ Ǖǈǎ 
ǋǒǀǔǈ  ǐ ǋǌƽǅǐǓ ǕǈǓ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿǓ ǑǂǒǐǖǔǀǂǇǆ ǍǊǂ ƽǎǉǈǔǈ. 
Ʋǐǌǌǐǀ ǐǊǋǐǎǐǍǐǌǝǄǐǊ ǋǂǊ ǂǋǂǅǈǍǂǛǋǐǀ ǍǆǌƾǕǈǔǂǎ ǋǂǊ ƾǋǂǎǂǎ ǅǊǂǕǒǊǃƾǓ 
ǋǂǊ Ǒǂǒǐǖǔǀǂǔǂǎ ǔǈǍǂǎǕǊǋƽ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ. ƱǊ Panjer & Bellhouse [18] 



 
7 

ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǔǕǊǓ ǂǒǘƾǓ Ǖǐǖ 1980 Ǒǂǒǐǖǔǀǂǔǂǎ Ǖǂ ǆǖǒƿǍǂǕǂ ǕǐǖǓ  ǄǊǂ 
Ǖǈǎ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǐǌƿ Ǖǐǖ Ǖǝǋǐǖ ǋǂǊ ǑǚǓ Ǎǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǋƽǑǐǊǚǎ ǍǐǎǕƾǌǚǎ 
ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǑǒǐǃǌǆǗǉǆǀ ǈ ǍǆǕǂǃǐǌƿ ǂǖǕƿ Ǎǆ ǍǆǄǂǌǞǕǆǒǈ ǂǋǒǀǃǆǊǂ. Άǌǌǂ 
ǐǎǝǍǂǕǂ ǕǈǓ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿǓ ǆǑǊǔǕƿǍǈǓ Ǒǐǖ ǔǖǎƾǃǂǌǂǎ ǔǆ ǂǖǕƿǎ 
ǆǀǎǂǊ  ǐǊ Beekman & Fuelling Ǖǐ 1993 [6], ǐ Parker [19] Ǖǐ 1994, ǐǊ 
DeSchepper & Goovaerts Ǖǐ 1992 [11], o Denuit Ǖǐ 1999 [10], ǐ 
Dufresne Ǖǐ 1990 [13] ǋǂǊ ǐǊ Aitchison & Brown Ǖǐ 1963 [4]. 

Ʃ ǆǒǄǂǔǀǂ ǅǐǍǆǀǕǂǊ ǚǓ ǆǏƿǓ: 
ƴǕǐ ǑǒǟǕǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǎǕǂǊ ǋǂǊ ǂǎǂǌǞǐǎǕǂǊ ǐǒǊǔǍǐǀ ǋǂǊ 

ǍǂǉǈǍǂǕǊǋƾǓ ƾǎǎǐǊǆǓ ǔǕǈǎ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǟǔǕǆ ǐ ǂǎǂǄǎǟǔǕǈǓ ǎǂ 
ǆǀǎǂǊ ǔǆ ǉƾǔǈ ǎǂ ǋǂǕǂǌƽǃǆǊ ǋǂǌǞǕǆǒǂ Ǖǈǎ ǃǂǔǊǋƿ ǅǐǍƿ ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ ǕǊǓ 
ǆǗǂǒǍǐǄƾǓ ǕǈǓ. ƴǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ ǉǂ ǄǀǎǆǊ ǍǊǂ ǆǊǔǂǄǚǄƿ ǔǕǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǋǂǊ 
ǍǆǌǌǐǎǕǊǋƿ ǂǏǀǂ Ǖǚǎ ǑǂǒǂǄǟǄǚǎ ǋǂǊ ǔǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǉǂ ǆǑǆǋǕǂǉǐǞǍǆ ǔǆ 
ǍǆǒǊǋƽ ǃǂǔǊǋƽ ǆǀǅǈ ǒǂǎǕǟǎ. ƮǊǂ ǔǞǎǕǐǍǈ ǂǎǂǗǐǒƽ ǄǀǎǆǕǂǊ ǔǕǂ 
ǍǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǂ ǆǑǊǕǝǋǊǂ ǋǂǊ ǑǊǐ ǍǆǕƽ ǆǊǔƽǄǐǖǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. ƵƾǌǐǓ ǉǂ ǋǌǆǀǔǐǖǍǆ Ǖǐ ǑǒǟǕǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ Ǎǆ ǉǆǚǒǀǂ 
ǑǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ ǋǂǊ ǑǊǐ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǋǂǊ Ǖǈǎ 
ƾǎǎǐǊǂ Ǖǐǖ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ǋǂǊ ǖǑǐǔǖǎǝǌǐǖ. 

ƴǕǐ ǅǆǞǕǆǒǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǉǂ ǆǊǔƽǄǐǖǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂ ǕǈǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǋǂǊ ǉǂ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ ǍǊǂ ǆǊǅǊǋƿ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ ǂǖǕƿǓ, ǄǎǚǔǕƿǓ 
ǚǓ Σκίνηǔη BrownΤ. Ʈǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǂǒǋǆǕǟǎ ǍǂǉǈǍǂǕǊǋǟǎ ǑǂǒǂǅǆǊǄǍƽǕǚǎ 
ǐ ǂǎǂǄǎǟǔǕǈǓ ǉǂ ǂǑǐǋǕƿǔǆǊ ǍǊǂ ǐǊǋǆǊǝǕǈǕǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǋǂǊ ǉǂ 
ǋǂǕǂǌƽǃǆǊ ǋǂǌǞǕǆǒǂ Ǖǈǎ ǔǈǍǂǔǀǂ ǕǈǓ ǔǕǈǎ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ. Ƶǐ 
ǉǆǟǒǈǍǂ Ǖǐǖ Girsanov ǔǕǐ ǐǑǐǀǐ ǉǂ ǂǎǂǗǆǒǉǐǞǍǆ ǍǆǕƽ ǉǂ ǍǂǓ ǅǟǔǆǊ 
Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂ Ǖǐǖ ǐǖǅǆǕƾǒǐǖ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǋǂǊ ǑǐǊǂ ǈ ǔǈǍǂǔǀǂ Ǖǐǖ ǔǕǈǎ 
ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ. 

ƴǕǐ ǕǒǀǕǐ ǋǂǊ ǕǆǌǆǖǕǂǀǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǕǈǓ ǆǒǄǂǔǀǂǓ ǂǖǕƿǓ ǉǂ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǍǆǉǝǅǐǖǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ Ǖǐǖ 
ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ. ƲǐǊǐ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ ǉǂ ǄǀǎǆǊ ǔǞǄǋǒǊǔǈ ǍǆǕǂǏǞ ǕǒǊǟǎ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǊǟǎ (Wiener, Ornstein-Uhlenbeck, White Noise) 

ǄǊǂ ǎǂ ǂǑǐǗǂǎǉǐǞǍǆ ǑǐǊǂ ƿ ǑǐǊǆǓ ǂǑǝ ǂǖǕƾǓ ǅǀǎǐǖǎ ǋǂǌǞǕǆǒǂ 
ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ. Ƶǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊǂǔǕǐǞǎ Ǎǆ Ǖǈǎ ǍǐǒǗƿ 
ǑǊǎƽǋǚǎ ǋǂǊ ǅǊǂǄǒǂǍǍƽǕǚǎ ǟǔǕǆ ǎǂ ǖǑƽǒǘǆǊ ǍǊǂ ǑǊǐ ƽǍǆǔǈ ǔǞǄǋǒǊǔǈ 
ǍǆǕǂǏǞ ǕǐǖǓ. ƵƾǌǐǓ, ǉǂ ǅǟǔǐǖǍǆ ǆǗǂǒǍǐǄƿ ǝǔǐǎ ǂǗǐǒƽ ǘǂǒǕǐǗǖǌƽǋǊǐ 
ǒƽǎǕǂǓ ǇǚƿǓ ǂǔǗǂǌǊǔǍƾǎǐǖ ǈǌǊǋǀǂǓ ݔ, ǆǗǂǒǍǝǇǐǎǕǂǓ ǕǊǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǔǕǐǎ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝ Ǖǐǖ ǂǔǗǂǌǀǔǕǒǐǖ. 
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ƲǆǒǀǌǈǙǈΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ..ΙΙΙΙΙ4 

ƧǊǔǂǄǚǄƿΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ.ΙΙΙΙΙΙ..ΙΙΙΙΙ...6                      

 

1 ƤǂǔǊǋƾǓ ƮǂǉǈǍǂǕǊǋƾǓ ΈǎǎǐǊǆǓ ǔǕǈǎ 
ΧǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ 

 

1.1 ƲǂǒǐǞǔǂ ƣǏǀǂ Π ƴǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ƣǏǀǂΙΙΙΙΙΙΙ10 

1.2 Ʃ ΈǎǕǂǔǈ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ߜ௧ΙΙΙΙΙΙΙΙ.ΙΙΙΙ11 

1.3 ƮǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǂ ƧǑǊǕǝǋǊǂΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ13 

1.4 ƳƽǎǕǆǓ ǑǌǈǒǚǍǟǎΙΙΙΙΙΙΙΙΙ.ΙΙΙΙΙΙ..14 

1.5 ƤǂǔǊǋƾǓ ΈǎǎǐǊǆǓ ƲǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ ǔǕǈǎ 
ΧǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ.Ι.18 

          1.5.1  ƦǆǊǄǍǂǕǊǋǝǓ ΧǟǒǐǓ ΩΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ18 

          1.5.2  ƬǂǕǂǎǐǍƿ ǍǊǂǓ ƵǖǘǂǀǂǓ ƮǆǕǂǃǌǈǕƿǓΙΙΙΙΙΙ..19 

 

2 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Π ƤǂǔǊǋƾǓ ΈǎǎǐǊǆǓ 

 

2.1 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Π ƧǊǔǂǄǚǄƿ & ƱǒǊǔǍǝǓΙ..21 

2.2 ΧǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋƽ Ǖǚǎ ƴǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ƦǊǂǅǊǋǂǔǊǟǎΙ.Ι23 

          2.2.1  Ʈƾǔǈ ƵǊǍƿ ǋǂǊ ƴǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈΙΙΙΙΙΙΙ...Ι24 

        2.2.2  ƴǕǂǔǊǍǝǕǈǕǂΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ.24 

2.3 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ƲǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋƿ ǂǏǀǂΙΙΙΙΙΙΙΙΙ25 

2.4 Ƭǀǎǈǔǈ BrownΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ.ΙΙΙ26 

          2.4.1  ƫǅǊǝǕǈǕǆǓ ǕǈǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown W(t)ΙΙΙΙΙΙΙΙ29 

2.5 ƣǒǊǉǍǈǕǊǋƿ Ƭǀǎǈǔǈ BrownΙΙΙΙΙΙΙΙ..ΙΙΙ31 

          2.5.1  ƲǂǒǂǕǈǒƿǔǆǊǓΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ...ΙΙ33 

2.6 Ʃ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-UhlenbeckΙΙΙΙΙ..ΙΙ33 

2.7 ƥǆǚǍǆǕǒǊǋƿ Ƭǀǎǈǔǈ BrownΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ..34 

2.8 Ƶǐ ǍƾǕǒǐ Ǖǐǖ ƱǖǅǆǕƾǒǐǖ ƬǊǎǅǞǎǐǖ ǋǂǊ Ǖǐ ƪǆǟǒǈǍǂ 
Ǖǐǖ GirsanovΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ..ΙΙΙ.36 
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          Ornstein-UhlenbeckΙΙ.ΙΙΙΙΙΙΙΙΙ..ΙΙΙΙ50 
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ȾΕΦΑȿΑΙΟ  1 

Ȳασικές ɀαθηʅατικές  Έʆʆοιες στηʆ 
ɍρηʅατοοικοʆοʅική 

ƴǆ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǉǂ ǂǒǘǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ ǋƽǑǐǊǆǓ ǃǂǔǊǋƾǓ ƾǎǎǐǊǆǓ ǝǑǚǓ 
ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǋǂǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ, ǐǊ ǝǑǐǊǆǓ 
ǉǂ ǃǐǈǉƿǔǐǖǎ ǔǕǈǎ ǋǂǌǞǕǆǒǈ ǋǂǕǂǎǝǈǔǈ ǆǎǎǐǊǟǎ Ǖǚǎ ǆǑǝǍǆǎǚǎ 
ǋǆǗǂǌǂǀǚǎ. ƴǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǉǂ ǆǑǆǋǕǂǉǐǞǍǆ ǔǕǈǎ ƾǎǎǐǊǂ ǕǈǓ ǒƽǎǕǂǓ 
ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ Ǖǐǖ ǍǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǐǖ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ. ƵƾǌǐǓ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ 
ǄǎǚǔǕƾǓ  ƾǎǎǐǊǆǓ Ǒǐǖ ǂǗǐǒǐǞǎ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǆǓ ǝǑǚǓ Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂǎ Ǖǐǖ 
ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ, ǕǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǋǕǌ. 

 

1.1 ƲǂǒǐǞǔǂ ƣǏǀǂ Π ƴǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ƣǏǀǂ 

ƮǊǂ ǕǂǍǆǊǂǋƿ ǒǐƿ ǔƿǍǆǒǂ ǅǆǎ ƾǘǆǊ Ǖǈǎ ǀǅǊǂ ǂǏǀǂ Ǎǆ ǍǊǂ ǊǔǝǑǐǔǈ 
ǕǂǍǆǊǂǋƿ ǒǐƿ ǔǕǐ Ǎƾǌǌǐǎ. Ʊ ǌǝǄǐǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǅǊǂǗǐǒƽ ǂǖǕƿ ǆǀǎǂǊ Ǖǂ 
ǆǑǊǕǝǋǊǂ. ƥǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǂǎ ǃƽǌǐǖǍǆ Ǖǂ ǘǒƿǍǂǕǂ ǍǂǓ ǔǕǈǎ ǕǒƽǑǆǇǂ ǋǂǊ 
Ǖǂ ǃǄƽǌǐǖǍǆ ǂǒǄǝǕǆǒǂ ǉǂ ǔǈǍǆǊǟǔǐǖǍǆ  ƾǎǂ ǋƾǒǅǐǓ ǂǑǝ ǕǐǖǓ ǕǝǋǐǖǓ. 
ƧǑǐǍƾǎǚǓ, ǐǊ ǍǆǌǌǐǎǕǊǋƾǓ ǕǂǍǆǊǂǋƾǓ ǒǐƾǓ ƾǘǐǖǎ ǍǊǋǒǝǕǆǒǈ ǂǏǀǂ ǂǑǝ ǕǊǓ 
ƽǍǆǔǆǓ ǕǂǍǆǊǂǋƾǓ ǒǐƾǓ. 

Ʃ ƽǍǆǔǈ ǂǏǀǂ Ǖǚǎ ǍǆǌǌǐǎǕǊǋǟǎ ǕǂǍǆǊǂǋǟǎ ǒǐǟǎ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǑǂǒǐǞǔǂ 
ǂǏǀǂ (Present Value (PV)). ƥǊǂ ǎǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ 
ǕǂǍǆǊǂǋǟǎ ǒǐǟǎ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǄǎǚǒǀǇǐǖǍǆ Ǖǐ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋǝ ǆǑǊǕǝǋǊǐ Ǒǐǖ 
ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǕǈǎ ǔǖǎǂǌǌǂǄƿ. ƴǕǐ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍƽ ǍǂǓ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǆǀǎǂǊ 
Ǖǐ ǆǑǊǕǝǋǊǐ Ǒǐǖ ǑǒǐǔǗƾǒǆǊ ǈ ǕǒƽǑǆǇǂ ǄǊǂ ǕǊǓ ǋǂǕǂǉƾǔǆǊǓ. ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ 
ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ǃƽǔǈ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ: 

                                                                   ܸܲ = ܵሺͳ + ሻ௧ݎ                                                     ሺͳ.ͳሻ 
ǝǑǐǖ  ܸܲ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǕǈǓ ǕǂǍǆǊǂǋƿǓ ǒǐƿǓ                                                                            
 ܵ Ǖǐ Ǒǐǔǝ ǕǈǓ ǕǂǍǆǊǂǋƿǓ ǒǐƿǓ                                                                    
                                                                                                    Ǖǐ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋǝ ǆǑǊǕǝǋǊǐ  ݎ 
 ǐ ǘǒǝǎǐǓ ݐ 

Ʀǈǌǂǅƿ Ǎǆ ƽǌǌǂ ǌǝǄǊǂ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ Ǒǐǔǝ Ǒǐǖ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ 
ǆǑǆǎǅǖǉǆǀ ǔƿǍǆǒǂ Ǎǆ ǆǑǊǕǝǋǊǐ ݎ ǄǊǂ ǎǂ ǂǑǐǅǟǔǆǊ ܵ ǍǆǕƽ ǂǑǝ ݐ ƾǕǈ. 
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ƥǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǈ ǂǏǀǂ ǍǊǂǓ ǑǌǈǒǚǍƿǓ 2000ά ǔǆ 3 ǘǒǝǎǊǂ Ǎǆ 
ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋǝ ǆǑǊǕǝǋǊǐ 3% ǆǀǎǂǊ: 

ܸܲ = ʹͲͲͲሺͳ + Ͳ.Ͳ͵ሻସ = ͳͺ͵Ͳ.ʹͺ 
Ʀǈǌǂǅƿ ǂǎ ǃƽǌǐǖǍǆ ǔǕǈ ǕǒƽǑǆǇǂ ǔƿǍǆǒǂ 1830.28ά Ǎǆ ǆǑǊǕǝǋǊǐ 3% ǕǝǕǆ 
ǔǆ 3 ǘǒǝǎǊǂ ǉǂ ƾǘǐǖǍǆ 2000ά. ƧǑǐǍƾǎǚǓ Ǖǂ 2000ά ǔǆ 3 ǘǒǝǎǊǂ ƾǘǐǖǎ 
Ǖǈǎ ǔǈǍǆǒǊǎƿ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ 1830.28. 

Ʃ ǔǖǔǔωǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ (Accumulated Value (AV)) ǆǀǎǂǊ Ǖǐ Ǒǐǔǝ Ǖǐ 
ǐǑǐǀǐ ǉǂ ǔǖǄǋǆǎǕǒǚǉǆǀ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ Ǖǐǖ ǘǒǐǎǊǋǐǞ ǅǊǂǔǕƿǍǂǕǐǓ ݐ ǍǆǕƽ Ǖǈǎ 
ǋǂǕƽǉǆǔǈ ǔǕǈǎ ǕǒƽǑǆǇǂ. ƴǕǈǎ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋǝǕǈǕǂ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ 
ǆǀǎǂǊ ǈ ǕǂǍǆǊǂǋƿ ǒǐƿ ܵ Ǒǐǖ ǆǀǅǂǍǆ ǔǕǈǎ ǔǘƾǔǈ (1.1). ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ ǔǘƾǔǈ 
ǂǖǕƿ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǄǒǂǗǆǀ ǚǓ: 

                                                               ܸܲ = �ܸሺͳ + ሻ௧ݎ                                                         ሺͳ.ʹሻ 
Ʃ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǔǖǎǅƾǆǊ Ǖǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ 
ǂǏǀǂ. 

ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǖǚǎ ǒǂǎǕǟǎ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ߙn┐ǆǎǟ ǈ 
ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ Ǎǆ ݏn┐. 
 

1.2 Ʃ  ΈǎǕǂǔǈ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ �� 
ƣǎ ǆǑǆǎǅǞǔǐǖǍǆ ǋƽǑǐǊǐ Ǒǐǔǝ (ƾǔǕǚ ܳ) ǔǆ ǍǊǂ ǕǒƽǑǆǇǂ ǄǊǂ ǋƽǑǐǊǂ ݐ 

ǘǒǝǎǊǂ ǕǝǕǆ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ Ǖǚǎ ݐ ǘǒǝǎǚǎ ǉǂ ƾǘǐǖǍǆ ǍǊǂ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ �ܸ (Accumulative Value) ǋǂǊ ǐ ǕǝǋǐǓ Ǒǐǖ ǉǂ ƾǘǐǖǍǆ ǋǆǒǅǀǔǆǊ ǉǂ ǆǀǎǂǊ 
ǀǔǐǓ Ǎǆ �ܸ − ܳ.  ƪƾǌǐǖǍǆ ǎǂ ǐǒǀǔǐǖǍǆ ǍǊǂ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ߙሺݐሻ , ݐ ൒ Ͳ ǈ ǐǑǐǀǂ 
ǎǂ ǂǗǐǒƽ ǆǑƾǎǅǖǔǈ ǋǆǗǂǌǂǀǐǖ ǞǙǐǖǓ ǍǀǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ. ƣǖǕƿ 
ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǉǂ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǆǀǎǂǊ Ǌǋǂǎƿ ǎǂ ǍǂǓ ǅǟǔǆǊ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ 
ǂǏǀǂ Ǖǐǖ ǋǆǗǂǌǂǀǐǖ ǍǆǕƽ ǂǑǝ ǋƽǑǐǊǂ ǘǒǝǎǊǂ. Ʊ ǐǒǊǔǍǝǓ ǕǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ 
ǂǖǕƿǓ ǉǂ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ Ǒǌǈǒǐǀ ǋƽǑǐǊǆǓ ǑǒǐǜǑǐǉƾǔǆǊǓ: 

 ߙሺͲሻ = ͳ ǅǈǌǂǅƿ ǝǕǊ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = Ͳ (Ǖǈǎ ǔǕǊǄǍƿ Ǒǐǖ 
ǑǒǂǄǍǂǕǐǑǐǊǐǞǍǆ Ǖǈǎ ǆǑƾǎǅǖǔǈ) ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǕǈǓ 
ǆǑƾǎǅǖǔǈǓ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǀǔǈ Ǎǆ Ǖǐ ǂǒǘǊǋǝ Ǒǐǔǝ. 

 Ʃ ߙሺݐሻ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǂǞǏǐǖǔǂ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǅǊǝǕǊ ǅǆǎ ǄǀǎǆǕǂǊ ǍǆǕƽ 
ǂǑǝ ǋƽǑǐǊǂ ǘǒǝǎǊǂ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ Ǖǐǖ ǑǐǔǐǞ Ǒǐǖ ƾǘǐǖǍǆ 
ǆǑǆǎǅǞǔǆǊ ǔǕǈǎ ǕǒƽǑǆǇǂ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǍǊǋǒǝǕǆǒǈ ǂǑǝ Ǖǐ ǂǒǘǊǋǝ Ǒǐǔǝ. 

 Ʃ ߙሺݐሻ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǔǖǎǆǘƿǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ Ǖǐǖ ǘǒǝǎǐǖ ݐ. 
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ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ǅǆǎ ǆǑǆǎǅǞǐǖǍǆ Ǒǐǔǝ ǍǀǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ 
ƽǌǌǂ ܳ ǕǝǕǆ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǐǒǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ: �ሺݐሻ = ܳߙሺݐሻ 
ƧǀǎǂǊ ǑǒǐǗǂǎƾǓ ǝǕǊ ǈ �ሺݐሻ ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ ǕǊǓ ǊǅǊǝǕǈǕǆǓ ǕǈǓ ߙሺݐሻ. 
     ƱǊ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǂǗǐǒǐǞǎ Ǖǐǎ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǐǞ Ǖǐǖ ǑǐǔǐǞ Ǖǐǖ 
Ǖǝǋǐǖ Ǒǐǖ ǉǂ ǋǆǒǅǀǔǐǖǍǆ ǍǆǕƽ Ǖǈǎ ǆǑƾǎǅǖǔǈ ǍǂǓ. ƧǍƽǓ ǍǂǓ ǆǎǅǊǂǗƾǒǆǊ 
ǝǍǚǓ ǎǂ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ Ǖǐ ǑǟǓ ǅǒǂ ǐ ǕǝǋǐǓ ǔǆ ǋƽǉǆ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ. ƥǊǂ 
ǂǖǕǝ Ǖǐǎ ǌǝǄǐ ǇǈǕƽǍǆ ƾǎǂ ǍƾǕǒǐ ƾǎǕǂǔǈǓ Ǖǐǖ Ǖǝǋǐǖ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǅǒǂ ǔǕǐ 
ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǋƽǉǆ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ. Έǎǂ ǕƾǕǐǊǐ ǍƾǕǒǐ ƾǎǕǂǔǈǓ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ 
ǆǀǎǂǊ ǐ ǒǖǉǍǝǓ ǍǆǕǂǃǐǌƿǓ Ǖǐǖ �ሺݐሻ ǅǈǌǂǅƿ ǈ ǑǒǟǕǈ ǑǂǒƽǄǚǄǐǓ: 

�′ሺݐሻ = ݀ሺ�ሺݐሻሻ݀ݐ  

     Ƶǐ ǆǒǟǕǈǍǂ ǝǍǚǓ Ǒǐǖ ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǆǀǎǂǊ ǆƽǎ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǍƾǕǒǐ ǆǀǎǂǊ 
ǊǋǂǎǐǑǐǊǈǕǊǋǝ ǄǊǂ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ Ǎǆ Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ ǅǒǂ ǐ ǕǝǋǐǓ ǋƽǉǆ ǘǒǐǎǊǋƿ 
ǔǕǊǄǍƿ ݐ. H ǂǑƽǎǕǈǔǈ ǆǀǎǂǊ ǂǒǎǈǕǊǋƿ, ǄǊǂǕǀ ǔǕǂ 200ά ǈ ǂǞǏǈǔǈ Ǖǐǖ 
ǑǐǔǐǞ Ǖǚǎ 200ά Ǎǆ ƾǎǂ ǆǑǊǕǝǋǊǐ ݅ ǆǀǎǂǊ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƿ ǂǑǝ ǂǖǕƿǎ Ǖǚǎ 
500ά.  Έǎǂ ǋǂǌǞǕǆǒǐ ǍƾǕǒǐ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǑǂǒǂǋƽǕǚ: 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 1.1 ( ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ) 

Ʃ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ �� ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǚǓ Ǖǐ Ǒǈǌǀǋǐ 

௧ߜ = �′ሺݐሻ�ሺݐሻ  

ǋǂǊ ǍǂǓ ǅǆǀǘǎǆǊ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ Ǎǆ Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ ǅǒǂ ǐ ǕǝǋǐǓ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ. 
 

 

ƴǕǈǎ ǑǒƽǏǈ Ǖǐ ߜ௧ ǆǀǎǂǊ ǔǕǂǉǆǒǝ (ߜ௧ =  ሻ ǝǍǚǓ ǄǆǎǊǋƽ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂߜ
ǍǆǕǂǃƽǌǌǆǕǂǊ ǔǖǎǆǘǟǓ. H ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǄǒǂǗǕǆǀ ǋǂǊ ǚǓ: 

௧ߜ = ሺ݈݊�ሺݐሻሻ′ = ݐ݀݀ ݈݊�ሺݐሻ  ⇒ 

 ⇒∫ ݎ௥݀ߜ = ∫ (݈݊�ሺݎሻ)݀ݎ = [ln ሺ�ሺݎሻ] ଴௧௧
଴

௧
଴ = ݈݊�ሺݐሻ − ݈݊�ሺͲሻ = ݈݊ �ሺݐሻ�ሺͲሻ   ⇒ 



 
13 

 ⇒∫ ݎ௥݀ߜ = ݈݊ ܳܽሺݐሻܳܽሺͲሻ௧
଴  ⇒ 

                                                         ⇒݁∫ �ೝௗ௥ೝబ = ܽሺݐሻ                                              ሺͳ.͵ሻ 
ǝǑǐǖ ܽሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǔǖǔǔǟǒǆǖǔǈǓ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ Ǖǈǎ 
ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ. 
 

1.3 ƮǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǂ ƧǑǊǕǝǋǊǂ 

     Ƶǂ ǆǑǊǕǝǋǊǂ ǘǚǒǀǇǐǎǕǂǊ ǔǆ ǅǖǐ ǍǆǄƽǌǆǓ ǋǂǕǈǄǐǒǀǆǓ, Ǖǂ ǔǕǂǉǆǒƽ 
ǆǑǊǕǝǋǊǂ (fixed interest rate) ǋǂǊ Ǖǂ ǍǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǂ (variable interest 

rate). Ƶǐ ǍǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǐ (ƿ ǂǌǌǊǟǓ ǋǖǍǂǊǎǝǍǆǎǐ) ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ 
ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǆǎǝǓ ǘǒǆǐǄǒƽǗǐǖ (ǅƽǎǆǊǐ, ǐǍǐǌǐǄǀǂ, ǔǕǆǄǂǔǕǊǋǝ ǅƽǎǆǊǐ ǋ.Ǖ.ǌ.) Ǖǐ 
ǐǑǐǀǐ ǍǆǕǂǃƽǌǌǆǕǂǊ Ǎǆ Ǖǐ ǘǒǝǎǐ, ǅǊǝǕǊ ǃǂǔǀǇǆǕǂǊ ǔǆ ƾǎǂ ǖǑǐǋǆǀǍǆǎǐ 
ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǂǎǂǗǐǒƽǓ ƿ ǔǆ ƾǎǂǎ ǅǆǀǋǕǈ Ǒǐǖ ǂǌǌƽǇǆǊ ǑǆǒǊǐǅǊǋƽ. Ƶǐ 
ǑǒǐǗǂǎƾǓ ǑǌǆǐǎƾǋǕǈǍǂ Ǖǐǖ ǋǖǍǂǊǎǝǍǆǎǐǖ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ ǆǀǎǂǊ ǝǕǊ ǂǎ ǍǆǊǚǉǆǀ 
Ǖǐ ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǂǎǂǗǐǒƽǓ ƿ ǑƾǔǆǊ ǐ ǅǆǀǋǕǈǓ ǔǕǐǎ ǐǑǐǀǐ ǃǂǔǀǇǆǕǂǊ, ǕǝǕǆ ǉǂ 
ǍǆǊǚǉǐǞǎ ǋǂǊ ǐǊ ǑǌǈǒǚǍƾǓ Ǖǝǋǚǎ Ǖǐǖ ǅǂǎǆǊǐǌƿǑǕǈ. ƣǎǕǀǉǆǕǂ ǔǆ ǍǊǂ 
ǂǞǏǈǔǈ Ǖǐǖ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ ǂǎǂǗǐǒƽǓ ƿ Ǖǐǖ ǅǆǀǋǕǈ, ǐǊ ǑǌǈǒǚǍƾǓ Ǖǝǋǚǎ 
ǂǖǏƽǎǐǎǕǂǊ. 

Ʃ ƾǎǕǂǔǈ Ǖǐǖ ǍǆǕǂǃǂǌǌǝǍǆǎǐǖ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǕǈǓ 
ǔǘƾǔǈǓ (1.3) ǅǈǌǂǅƿ Ǎǆ Ǖǈǎ: ߙሺݐሻ = ݁∫ �ೝௗ௥ೝబ  

 ƣǎ ǈ ߜ௥ ǆǀǎǂǊ ǐǌǐǋǌǈǒǟǔǊǍǈ ǕǝǕǆ ǑǂǀǒǎǐǖǍǆ ƽǍǆǔǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ 

 ƣǎ ǈ ߜ௥ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǐǌǐǋǌǈǒǟǔǊǍǈ ǕǝǕǆ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǐǞǍǆ 
ǑǒǐǔǆǄǄǊǔǕǊǋƾǓ ǍǆǉǝǅǐǖǓ 
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1.4 ƳƽǎǕǆǓ ǑǌǈǒǚǍǟǎ 

     ƮǆǒǊǋƾǓ ǗǐǒƾǓ ǔǕǈǎ ǑǒƽǏǈ ƾǘǐǖǍǆ ǍǊǂ ǐǍǂǌƿ ǔǆǊǒƽ ǂǑǝ ǑǆǒǊǐǅǊǋƾǓ 
ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǝǑǚǓ ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǈ ǍǈǎǊǂǀǂ ǂǑǐǑǌǈǒǚǍƿ ǆǎǝǓ ǅǂǎǆǀǐǖ 
ǄǊǂ ƾǎǂ ǔǑǀǕǊ ƿ ǈ  ǍǈǎǊǂǀǂ ǋǂǕǂǃǐǌƿ ǍǊǂǓ ǔǞǎǕǂǏǈǓ. ƣǖǕƾǓ ǕǊǓ ǔǆǊǒƾǓ 
ǑǌǈǒǚǍǟǎ Ǒǐǖ ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǆ ǀǔǂ ǘǒǐǎǊǋƽ ǅǊǂǔǕƿǍǂǕǂ ǕǊǓ ǐǎǐǍƽǇǐǖǍǆ 

ǒƽǎǕǆǓ (annuity). Ƭƽǉǆ ǘǒǈǍǂǕǊǋǝ Ǒǝǔǐ ǌƾǄǆǕǂǊ ǝǒǐǓ ǕǈǓ ǒƽǎǕǂǓ. ƱǊ 
ǒƽǎǕǆǓ ǘǚǒǀǇǐǎǕǂǊ ǔǕǊǓ ǆǏƿǓ ǋǂǕǈǄǐǒǀǆǓ: 

 ƭǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǆǓ ǒƽǎǕǆǓ (immediate annuity) ǆǀǎǂǊ 
ǆǋǆǀǎǆǓ ǐǊ ǒƽǎǕǆǓ Ǒǐǖ ǐǊ ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǕǐǖǓ ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ 
ǕǈǓ ǑǆǒǊǝǅǐǖ ǝǑǚǓ ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǈ ǑǌǈǒǚǍƿ ǆǎǝǓ ǅǂǎǆǀǐǖ 
ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ ǋƽǉǆ Ǎƿǎǂ. 

 ƲǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǆǓ ǒƽǎǕǆǓ (due annuity) ǆǀǎǂǊ ǆǋǆǀǎǆǓ ǐǊ 
ǒƽǎǕǆǓ Ǒǐǖ ǐǊ ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǕǐǖǓ ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǈǎ ǂǒǘƿ ǕǈǓ 
ǑǆǒǊǝǅǐǖ ǝǑǚǓ ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǈ ǋǂǕǂǃǐǌƿ ǕǈǓ ǔǞǎǕǂǏǈǓ 
ǔǕǈǎ ǂǒǘƿ ǋƽǉǆ Ǎƿǎǂ. 

 ƮǐǎǂǅǊǂǀǆǓ ǒƽǎǕǆǓ (unit annuity) ǆǀǎǂǊ ǆǋǆǀǎǆǓ ǐǊ ǒƽǎǕǆǓ 
ǔǕǊǓ ǐǑǐǀǆǓ Ǖǐ Ǒǐǔǝ ǕǈǓ ǅǝǔǈǓ ǆǀǎǂǊ ǀǔǐ Ǎǆ ǍǊǂ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿ 
Ǎǐǎƽǅǂ. 

 ƦǊǈǎǆǋǆǀǓ ǒƽǎǕǆǓ (perpetuity) ǆǀǎǂǊ ǐǊ ǒƽǎǕǆǓ ǔǕǊǓ ǐǑǐǀǆǓ 
ǐ ǂǒǊǉǍǝǓ Ǖǚǎ ǅǝǔǆǚǎ ǆǀǎǂǊ ƽǑǆǊǒǐǓ.   

ƧǑǀǔǈǓ ǐǊ ǒƽǎǕǆǓ ǅǊǂǋǒǀǎǐǎǕǂǊ ǔǆ ǔǕǂǉǆǒƾǓ ǝǕǂǎ ǐǊ ǝǒǐǊ ǕǐǖǓ ǆǀǎǂǊ ǀǔǐǊ 
ǍǆǕǂǏǞ ǕǐǖǓ, ǋǂǊ ǔǆ Ǎǈ ǔǕǂǉǆǒƾǓ, ǝǕǂǎ ǐǊ ǝǒǐǊ ǕǐǖǓ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǀǔǐǊ (Ǒ.χ. ǐǊ 
ǝǒǐǊ ǂǖǏƽǎǐǖǎ ǋǂǕƽ ƾǎǂ ǔǕǂǉǆǒǝ Ǒǐǔǝ ƿ Ǎǆ ƾǎǂ ǔǕǂǉǆǒǝ ǒǖǉǍǝ). 

ƥǆǎǊǋƽ ǊǔǘǞǆǊ ǝǕǊ: 

                        �ܸ = ܸܲሺͳ + ݅ሻ௧ ௧=ଵ→ ܸܲ = �ܸሺͳ + ݅ሻ ��=ଵ→   ܸܲ = ͳሺͳ + ݅ሻ                      ሺͳ.Ͷሻ 
Ƶǐ ǅǆǏǀ ǍƾǌǐǓ ǕǈǓ (1.4) ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋǝǓ ǑǂǒƽǄǐǎǕǂǓ, 

ǂǎǂǗƾǒǆǕǂǊ ǔǆ ǑǌǈǒǚǍƾǓ Ǒǐǖ ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǐ Ǎƾǌǌǐǎ ǋǂǊ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ߥ. 
     ƲǂǒǂǋƽǕǚ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ ǑǂǒǐǞǔǆǓ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǆǓ ǂǏǀǆǓ ǄǊǂ 
ǋƽǑǐǊǆǓ ǂǑǝ ǕǊǓ ǋǂǕǈǄǐǒǀǆǓ ǒǂǎǕǟǎ Ǒǐǖ ǂǎǂǗƾǒǉǈǋǂǎ ǑǐǊǐ Ǒƽǎǚ. 

ΈǔǕǚ ǝǕǊ ƾǘǐǖǍǆ ǍǊǂ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈ ǒƽǎǕǂ ݊ ǑǌǈǒǚǍǟǎ ǍǊǂǓ 
ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ Ǖǐǖ ǋƽǉǆ ƾǕǐǖǓ. ƵǝǕǆ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ 
(ܸܲ) ǂǖǕƿǓ ǕǈǓ ǒƽǎǕǂǓ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ                                                       ߙn┐ = ଵߥ + ଶߥ +⋯+  ௡                                   ሺͳ.ͷሻߥ+௡−ଵߥ
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Ʃ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǍǂǓ ǅǆǀǘǎǆǊ ǝǕǊ ǑǒǐǆǏǐǗǌǐǞǍǆ Ǖǈǎ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = Ͳ ǋƽǉǆ 
ǍǆǌǌǐǎǕǊǋƿ ǑǌǈǒǚǍƿ ǍǊǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ. Ƶǐ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǘƿǍǂ 
ǆǑǆǏǈǄǆǀ ǋǂǌǞǕǆǒǂ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ (1.5). 

 

ƴǘƿǍǂ 1.1 

ƣǎǕǀǔǕǐǊǘǂ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǕǈǓ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǈǓ ǒƽǎǕǂǓ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ                              ݏn┐ = ͳ + ሺͳ + ݅ሻ + ⋯+ ሺͳ + ݅ሻ௡−ଶ + ሺͳ + ݅ሻ௡−ଵ                         ሺͳ.͸ሻ 
Ʃ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǅǆǀǘǎǆǊ ǝǕǊ ǄǊǂ Ǖǐǎ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝ ǕǈǓ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 
ǂǏǀǂǓ ǃǒǀǔǋǐǖǍǆ Ǒǝǔǐ ǂǏǀǇǆǊ ǋƽǉǆ ǑǌǈǒǚǍƿ ǍǊǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ 
Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = ݊. Ƶǐ ǅǆ ǔǘƿǍǂ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǋǂǌǞǕǆǒǈ ǆǑǆǏƿǄǈǔǈ ǕǈǓ 
ǔǘƾǔǈǓ (1.6) ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǑǂǒǂǋƽǕǚ. 

 

ƴǘƿǍǂ 1.2 

ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ǂǎǕǀ ǄǊǂ ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǍǊǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ 
ǆǀǘǂǍǆ � ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƾǓ ǍǐǎƽǅǆǓǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǉǂ 
ǖǑǐǌǐǄǀǇǐǎǕǂǎ ǚǓ ܸܲ = ܸ� n┐ ǋǂǊߙ ܭ =  .n┐ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂݏ ܭ

     ƴǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ 
ǍǊǂǓ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǂǓ ǒƽǎǕǂǓ. ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǖǚǎ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǚǎ 
ǒǂǎǕǟǎ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ̈ߙn┐ǆǎǟ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ Ǎǆ ̈ݏn┐. 
 

ΈǔǕǚ ǝǕǊ ƾǘǐǖǍǆ ǍǊǂ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǂ ǒƽǎǕǂ ݊ ǑǌǈǒǚǍǟǎ ǍǊǂǓ 
ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ Ǖǐǖ ǋƽǉǆ ƾǕǐǖǓ. ƵǝǕǆ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ 

ǂǖǕƿǓ ǕǈǓ ǒƽǎǕǂǓ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ  
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┐nߙ̈                                                      = ͳ + ଵߥ + ଶߥ +⋯+  ௡−ଵ                                   ሺͳ.͹ሻߥ
Ƶǐ ǔǘƿǍǂ 1.3 ǍǂǓ ǃǐǈǉƽǆǊ ǎǂ ǋǂǕǂǎǐƿǔǐǖǍǆ ǋǂǌǞǕǆǒǂ ǑǚǓ 
ǖǑǐǌǐǄǀǔǕǈǋǆ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ.  

 

ƴǘƿǍǂ 1.3 

ƣǎǕǀǔǕǐǊǘǂ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ: ̈ݏn┐ = ሺͳ + ݅ሻ + ሺͳ + ݅ሻଶ +⋯+ ሺͳ + ݅ሻ௡−ଵ + ሺͳ + ݅ሻ௡                 ሺͳ.ͺሻ 
ǋǂǊ Ǖǐ ǔǘƿǍǂ Ǒǐǖ ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǕǈǎ (1.8) ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǑǂǒǂǋƽǕǚ 

 

ƴǘƿǍǂ 1.4 

ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ǆǀǘǂǍǆ ǑǌǈǒǚǍƾǓ Ƭ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋǟǎ Ǎǐǎƽǅǚǎ ǐ 
ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝǓ ǕǈǓ ǑǂǒǐǞǔǂǓ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǂǏǀǂǓ ǉǂ ƿǕǂǎ 
ǑǂǒǝǍǐǊǂǓ ǌǐǄǊǋƿǓ Ǎǆ ǆǋǆǀǎǈǓ Ǖǐǎ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǚǎ ǒǂǎǕǟǎ. 

     ƵƾǌǐǓ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǋǂǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǍǊǂǓ 
ǅǊǈǎǆǋƿǓ ǒƽǎǕǂǓ. ΌǑǚǓ ǂǎǂǗƾǒǂǍǆ ǋǂǊ ǑǊǐ ǑǒǊǎ ǈ ǅǊǈǎǆǋƿǓ ǒƽǎǕǂ ƾǘǆǊ 
ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǐǊ ǐǑǐǀǆǓ ǔǖǎǆǘǀǇǐǎǕǂǊ ǆǑ’ ƽǑǆǊǒǐǎ ǋǂǊ ǄǊǂ ǂǖǕǝ Ǖǐǎ ǌǝǄǐ ǅǆǎ 
ƾǘǆǊ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ. ƱǊ ǅǊǈǎǆǋǆǀǓ ǒƽǎǕǆǓ ǘǚǒǀǇǐǎǕǂǊ ǔǆ 
ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǆǓ ǋǂǊ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǆǓ ǂǎǂǌǝǄǚǓ Ǎǆ Ǖǐ ǂǎ ǐǊ ǑǌǈǒǚǍƾǓ 
ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǈǎ ǂǒǘƿ ƿ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ ǋƽǉǆ ǘǒǐǎǊǋƿǓ ǑǆǒǊǝǅǐǖ. ƮǊǂ ǅǊǈǎǆǋƿǓ 
ǒƽǎǕǂ (ǂǎǆǏǂǒǕƿǕǚǓ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈ ƿ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǂ) ǔǘǈǍǂǕǊǋƽ ǍǑǐǒǆǀ 
ǎǂ ǑǂǒǐǖǔǊǂǔǕǆǀ ǚǓ ǆǏƿǓ. 
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ƴǘƿǍǂ 1.5 

Ʃ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǍǊǂǓ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈǓ ǅǊǈǎǆǋǐǞǓ ǒƽǎǕǂǓ ǆǀǎǂǊ ǀǔǈ Ǎǆ  ܸܲ = ଵߥ + ଶߥ +⋯+ ௡ߥ+௡−ଵߥ +⋯ 

ǋǂǊ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ߙ∞┐. 
ƣǎǕǀǔǕǐǊǘǂ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǍǊǂǓ ǑǒǐǋǂǕǂǃǌǈǕƾǂǓ ǅǊǈǎǆǋǐǞǓ ǒƽǎǕǂǓ 
ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ ܸܲ = ͳ + ଵߥ + ଶߥ +⋯+ ௡ߥ+௡−ଵߥ +⋯ 

ǋǂǊ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ̈ߙ∞┐. 
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1.5  ƤǂǔǊǋƾǓ ΈǎǎǐǊǆǓ ƲǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ ǔǕǈǎ 
ǈǈ.ΧǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ 

     ƴǆ ǂǖǕƿ Ǖǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ ǉǂ ǂǎǂǗƾǒǐǖǍǆ ǋƽǑǐǊǆǓ ǔǕǐǊǘǆǊǟǅǆǊǓ ƾǎǎǐǊǆǓ 
ǑǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎ ǐǊ ǐǑǐǀǆǓ ǉǂ ǍǂǓ ǃǐǈǉƿǔǐǖǎ ǎǂ ǋǂǕǂǎǐƿǔǐǖǍǆ ǋƽǑǐǊǂ 
ǉƾǍǂǕǂ ǕǈǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ ǂǎƽǌǖǔǈǓ. ƪǂ ǂǒǘǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂ Ǖǐǖ 
ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ߗ. 

1.5.1 ƦǆǊǄǍǂǕǊǋǝǓ ΧǟǒǐǓ Ω 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 1.2 

ΈǔǕǚ ƾǎǂ ǑǆǀǒǂǍǂ ǕǞǘǈǓ. ƵǝǕǆ Ǖǐ ǔǞǎǐǌǐ Ǖǚǎ ǅǖǎǂǕǟǎ ǂǑǐǕǆǌǆǔǍƽǕǚǎ 
ǆǎǝǓ ǑǆǊǒƽǍǂǕǐǓ ǕǞǘǈǓ ǉǂ ǋǂǌǆǀǕǂǊ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǝǓ ǘǟǒǐǓ ǋǂǊ 
ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ߗ.  

Ƭƽǉǆ ǅǖǎǂǕǝ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ Ǖǐǖ ǑǆǊǒƽǍǂǕǐǓ (ǅǈǌǂǅƿ ǋƽǉǆ ǔǕǐǊǘǆǀǐ Ǒǐǖ 
ǂǎƿǋǆǊ ǔǕǐǎ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǝ ǘǟǒǐ ߗ) ǋǂǌǆǀǕǂǊ ǂǑǌǝ ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǐ. 

 

     ƣǑǝ Ǖǐǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǐǒǊǔǍǝ ǋǂǕǂǌǂǃǂǀǎǐǖǍǆ ǝǕǊ ǋƽǉǆ ǂǑǌǝ 
ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǐ ƣ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ ǖǑǐǔǞǎǐǌǐ Ǖǐǖ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ߗ. ƪǂ 
ǅǟǔǐǖǍǆ ƾǎǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǋǂǌǞǕǆǒǈ ǋǂǕǂǎǝǈǔǈ Ǖǐǖ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ 
ǘǟǒǐǖ ǋǂǊ Ǖǐǖ ǂǑǌǐǞ ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǐǖ. 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 1.1 

ƪǂ ǉǆǚǒƿǔǐǖǍǆ ǝǕǊ ƾǘǐǖǍǆ Ǖǐ Ǖǖǘǂǀǐ ǑǆǀǒǂǍǂ ǍǊǂǓ ǒǀǙǈǓ ǆǎǝǓ ǇǂǒǊǐǞ 
ǋǂǊ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǐǎ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǝ ǘǟǒǐ ߗ ǋǂǊ ǋƽǉǆ ǑǊǉǂǎǝ 
ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǐ �. 

ƧǀǎǂǊ ǑǒǐǗǂǎƾǓ ǝǕǊ ǐ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǝǓ ǘǟǒǐǓ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǋƽǉǆ ǅǖǎǂǕǝ 
ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ Ǒǐǖ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǗƾǒǆǊ ǈ ǒƿǙǈ ǆǎǝǓ ǇǂǒǊǐǞ ƽǒǂ                  ߗ =  { ͳ,ʹ,͵,Ͷ,ͷ,͸}. Ƶǂ ǂǑǌƽ ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǂ ǆǀǎǂǊ Ǖǂ ǍǐǎǐǔǞǎǐǌǂ Ǖǐǖ 
ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ߗ ǋǂǊ ǆǀǎǂǊ Ǖǂ {ͳ}, {ʹ}, {͵}, {Ͷ}, {ͷ}, {͸}. ƧǑǊǑǌƾǐǎ 
ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǋǂǊ Ǖǐǎ ǊǔǘǖǒǊǔǍǝ Ǒǐǖ ǅǊǂǕǖǑǟǔǂǍǆ ǑǊǐ Ǒƽǎǚ ǝǕǊ ǋƽǉǆ ǂǑǌǝ 
ǆǎǅǆǘǝǍǆǎǐ ǆǀǎǂǊ ǖǑǐǔǞǎǐǌǐ Ǖǐǖ ǅǆǊǄǍǂǕǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ߗ. 
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1.5.2 ƬǂǕǂǎǐǍƿ ǍǊǂǓ ƵǖǘǂǀǂǓ ƮǆǕǂǃǌǈǕƿǓ 

ΈǔǕǚ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ߕ. ƵǝǕǆ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǐǒǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǚǓ ǆǏƿǓ: 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 1.3 

Ʃ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǍǊǂǓ ǕǖǘǂǀǂǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ ߕ ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ܨ� ǋǂǊ ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǔǞǍǗǚǎǂ Ǎǆ ǕǊǓ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǘƾǔǆǊǓ: ܲሺܺ ൑ ሻݔ = ሻ ܲሺܽݔሺ�ܨ < ܺ ൑ ܾሻ = ሺܾሻ�ܨ −  ሺܽሻ�ܨ
 

Ʃ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ  ܨ� ǊǋǂǎǐǑǐǊǆǀ ǕǊǓ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǖǎǉƿǋǆǓ: 

i. Ʃ ܨ� ǆǀǎǂǊ ǂǞǏǐǖǔǂ 

ii. Ʃ ܨ� ǆǀǎǂǊ ǅǆǏǊƽ ǔǖǎǆǘƿǓ 

iii. ƫǔǘǞǐǖǎ Ǖǂ ǝǒǊǂ lim௡→−∞ܨ�ሺݔሻ = Ͳ ǋǂǊ lim௡→∞ܨ�ሺݔሻ = ͳ 
ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ܨ� ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǋǗǒǂǔǕǆǀ Ǎǆ Ǖǈǎ ǍǐǒǗƿ 
ǐǌǐǋǌǈǒǟǍǂǕǐǓ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ: 

ሻݔሺ�ܨ = ∫ ݂ሺݔ′ሻ݀ݔ′�
−∞  

Ʃ ݂ሺݔሻ ǋǂǌǆǀǕǂǊ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǑǖǋǎǝǕǈǕǂǓ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ. 

ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ƾǘǐǖǍǆ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǂǑǝ ǍǊǂ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ 
ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǐǒǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǂǑǝ ǋǐǊǎǐǞ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ. ƦǀǎǐǖǍǆ 
Ǖǐǎ ǐǒǊǔǍǝ ǕǈǓ ǚǓ ƾǏǈǓ: 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 1.4 

ΈǔǕǚ ߕଵ,  .ௗ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ǐǒǊǔǍƾǎǆǓ ǔǆ ǋƽǑǐǊǐ ǘǟǒǐ ǑǊǉǂǎǐǕƿǕǚǎߕ
ƵǝǕǆ ǈ ǂǑǝ ǋǐǊǎǐǞ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ Ǖǚǎ Ǖǖǘǂǀǚǎ ǂǖǕǝǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ 
ǔǖǍǃǐǌǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ܨሺݔଵ, … , ,ଵݔሺܨ ௗሻ ǋǂǊ ǄǊǂ ǂǖǕƿǎ ǊǔǘǞǆǊ ǝǕǊݔ … , ௗሻݔ = ܲሺܺଵ ൑ ,ଵݔ … . ܺௗ ൑  ௗሻݔ
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ƧǑǊǑǌƾǐǎ ǊǔǘǞǆǊ ǝǕǊ  lim�భ… ��−భ , ��+భ ... ��→∞ܨሺݔଵ, … , = ௗሻݔ  ௜ሻݔሺ��ܨ
ǝǑǐǖ ܨ��ሺݔ௜ሻ ǆǀǎǂǊ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ ǕǈǓ ǕǖǘǂǀǂǓ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ ߕ௜. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
21 

ƬƧΦΑƭΑƫƱ 2 

ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ  
ƤǂǔǊǋƾǓ ΈǎǎǐǊǆǓ 
 
     ƴǆ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǉǂ ǐǒǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǎǐǊǂ ǕǈǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ ǃǂǔǊǋƽ ǘǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋƽ ǕǈǓ, ǝǑǚǓ Ǖǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 
ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǂǖǕƿǓ. ƫǅǊǂǀǕǆǒǂ ǉǂ ǂǎǂǗǆǒǉǐǞǍǆ ǔǕǈǎ ǋǀǎǈǔǈ 
Brown ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǂǀǇǆǊ ǑǐǌǞ ǔǈǍǂǎǕǊǋǝ ǒǝǌǐ ǔǕǈǎ ǉǆǚǒǀǂ Ǖǚǎ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ǅǊǂǗǐǒǊǋǟǎ ǆǏǊǔǟǔǆǚǎ ǋǂǊ ǂǑǐǕǆǌǆǀ ƾǎǂ ǂǑǝ Ǖǂ ǃǂǔǊǋƽ 
ǆǒǄǂǌǆǀǂ Ǖǚǎ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋǟǎ ǍǂǉǈǍǂǕǊǋǟǎ ǝǔǐǎ ǂǗǐǒƽ Ǖǂ ǍǐǎǕƾǌǂ 
ǔǆ ǔǖǎǆǘƿ ǘǒǝǎǐ. ƧǑǊǑǌƾǐǎ ǉǂ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ ǍǆǒǊǋƾǓ ǑǆǒǊǑǕǟǔǆǊǓ ǕǈǓ 
ǋǀǎǈǔǈǓ Brown ǐǊ ǐǑǐǀǆǓ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǖǎ ǊǅǊǂǀǕǆǒǐ ǆǎǅǊǂǗƾǒǐǎ. ƵƾǌǐǓ, ǉǂ 
ǂǎǂǗƾǒǐǖǍǆ Ǖǐ ǉǆǟǒǈǍǂ Ǖǐǖ Girsanov Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ ǉǆǍǆǌǊǟǅǆǓ ǋǂǊ 
ǔǈǍǂǎǕǊǋǝ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǂǎƽǌǖǔǈ. 

 

2.1 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Π ƧǊǔǂǄǚǄƿ & ƱǒǊǔǍǝǓ 

     ƶǑǐǉƾǕǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ ǔǖǎǂǌǌǂǄǍǂǕǊǋƿ ǊǔǐǕǊǍǀǂ EUR/CHF ǔǆ ǋƽǉǆ 
ǔǕǂǉǆǒƿ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ ǍǆǕǂǏǞ 5 ǋǂǊ 6 Ǖǐ Ǒǒǚǀ ǆǀǎǂǊ Ǖǖǘǂǀǂ. Ʃ 
ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǊǔǐǕǊǍǀǂ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǒǍǈǎǆǖǉǆǀ ǚǓ ǍǊǂ ǖǌǐǑǐǀǈǔǈ ߕ௧ሺ�ሻ ǍǊǂǓ 
ǕǖǘǂǀǂǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ Χt Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ ǉǂ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋǐǌǐǖǉƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ  ǄǊǂ ͷ ൑ݐ ൑ ͸. ƲǒǐǋǆǊǍƾǎǐǖ ǎǂ ǋƽǎǐǖǍǆ ǍǊǂ ǑǒǝǃǌǆǙǈ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = ͸ 
ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǎǂǌǌǂǄǍǂǕǊǋƿ ǊǔǐǕǊǍǀǂ ߕ଻ሺ�ሻ ǔǕǊǓ 7 Ǎ.Ǎ ǆǀǎǂǊ ǌǐǄǊǋǝ ǎǂ 
ǋǐǊǕƽǏǐǖǍǆ ǐǌǝǋǌǈǒǈ Ǖǈǎ ǆǏƾǌǊǏǈ ǕǈǓ ߕ௧ሺ�ሻ ǍǆǕǂǏǞ 5 ǋǂǊ 6 Ǎ.Ǎ. Έǎǂ 
ǍǂǉǈǍǂǕǊǋǝ ǍǐǎǕƾǌǐ Ǒǐǖ ǑǆǒǊǄǒƽǗǆǊ ƾǎǂ ǕƾǕǐǊǐ ǗǂǊǎǝǍǆǎǐ ǋǂǌǆǀǕǂǊ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ. ƦǀǎǐǖǍǆ Ǖǐǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǐǒǊǔǍǝ: 

 

 

 

 

 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.1 (ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ) 

ƮǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ( ǔ.ǅ.) ߕ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǐǊǋǐǄƾǎǆǊǂ ǂǑǝ ǕǖǘǂǀǆǓ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ (Ǖ.Ǎ.) ሺߕ௧ , ∋ ݐ ܶሻ  =  ሺܺ௧ሺ�ሻ , ݐ ∈ ܶ , � ∈  ሻߗ 
ǐǒǊǔǍƾǎǆǓ ǔǆ ƾǎǂǎ ǘǟǒǐ ߗ. 
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     ƴǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ ǂǖǕƿ Ǖǐ ߒ ǉǂ ǅǈǌǟǎǆǕǂǊ ǚǓ ǘǒǝǎǐǓ ǋǂǊ ǉǂ ǉǆǚǒǐǞǍǆ ǝǕǊ 
ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ ǅǊƽǔǕǈǍǂ [ܽ, ܾ], [ܽ, ܾሻ ƿ [ߙ,∞) Ǎǆ ߙ < ܾ (ǆǋǕǝǓ ǂǎ ǅǈǌǟǎǆǕǂǊ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƽ) ǋǂǊ ǄǊǂ ǂǖǕǝ Ǖǐǎ ǌǝǄǐ ǐǎǐǍƽǇǐǖǍǆ Ǖǈǎ ߕ ǔ.ǅ. ǔǖǎǆǘǐǞǓ 
ǘǒǝǎǐǖ ǔǆ ǂǎǕǀǉǆǔǈ Ǎǆ Ǖǈǎ ǔ.ǅ. ǅǊǂǋǒǊǕǐǞ ǘǒǝǎǐǖ ǝǑǐǖ Ǖǐ ߒ ǑǂǀǒǎǆǊ 
ǂǒǊǉǍƿǔǊǍǆǓ Ǎǈ ǑǆǑǆǒǂǔǍƾǎǆǓ ǕǊǍƾǓ. 

ƮǆǕƽ ǂǑǝ Ǖǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǅǀǎǐǖǍǆ ƾǎǂǎ ǆǎǂǌǌǂǋǕǊǋǝ ǐǒǊǔǍǝ ǄǊǂ Ǖǈ ǔ.ǅ. 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.2 

ƮǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ߕ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǅǖǐ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ. 

 ƥǊǂ  ǔǕǂǉǆǒƿ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ, ǈ ߕ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ܺ௧  =  ܺ௧ሺωሻ , ω ∈  ߗ

 ƥǊǂ ƾǎǂ Ǖǖǘǂǀǐ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǚ ∈  ǈ Χ ǆǀǎǂǊ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ Ǖǐǖ ,ߗ
ǘǒǝǎǐǖ ܺ௧ = ܺ௧(ǚ) ,  ݐ ∈ ܶ 

Ʃ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǂǖǕƿ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǕǒǐǘǊƽ (path) ǕǈǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Χ. 

ƲǂǒǂǅǆǀǄǍǂǕǂ Ǒǐǖ ǂǗǐǒǐǞǎ Ǖǐǎ ǐǒǊǔǍǝ 2.2 ǅǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǂ ǑǂǒǂǋƽǕǚ 
ǔǘƿǍǂǕǂ: 
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ƴǕǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƿǍǂǕǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǎǕǂǊ 5 ǕǒǐǘǊƾǓ ǂǑǝ ǍǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ሺߕ௧, ݐ ∈ [Ͳ,ͳ]ሻ. Ƭƽǉǆ ǍǊǂ ǂǑǝ ǕǊǓ 5 ǕǒǐǘǊƾǓ ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǆ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋǝ � ∈ ݐ ƴǕǐ ǔǘƿǍǂ 2 ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǄǊǂ .ߗ = Ͳ.ͳ , Ͳ.͵, … , Ͳ.ͻ ǕǊǓ 
ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǆǓ ǕǊǍƾǓ ߕ଴.ଵ, ,଴.ଷߕ … ,  .଴.9 ǕǈǓ ǋƽǉǆ ǕǒǐǘǊƽǓߕ

ƤǌƾǑǐǖǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ƾǎǎǐǊǆǓ ǕǈǓ ǕǖǘǂǀǂǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ ߕ ǋǂǊ ǕǈǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ  (ܺ௧ , ݐ ∈ ܶ) ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ Ǖǝǔǐ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ. ƬǂǊ ǐǊ ǅǖǐ ƾǘǐǖǎ 
ǕǖǘǂǀǆǓ ǖǌǐǑǐǊƿǔǆǊǓ ǂǌǌƽ ǈ ǖǌǐǑǐǀǈǔǈ ߕሺ�ሻ ǂǑǝ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ 
ǆǀǎǂǊ ƾǎǂǓ ǂǒǊǉǍǝǓ ǆǎǟ ǈ ǖǌǐǑǐǀǈǔǈ ܺ௧, ݐ ∈ ܶ ǂǑǝ ǍǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǕǈǓ ߒ. 

 

2.2 ΧǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋƽ Ǖǚǎ ƴǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ƦǊǂǅǊǋǂǔǊǟǎ 

     ƴǆ ǂǎǂǌǐǄǀǂ Ǎǆ ǕǊǓ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ǋǂǊ Ǖǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǂ ǉǂ 
ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ Ǎǈ Ǖǖǘǂǀǂ ǘǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋƽ ǂǑǝ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ 

ǝǑǚǓ ǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿ Ǒǐǖ ǂǋǐǌǐǖǉǐǞǎ, ǍƾǔǆǓ ǕǊǍƾǓ ǋ.Ǖ.ǌ. ƣǖǕǝ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǑǊǐ ǑǐǌǞǑǌǐǋǈ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǑǆǒǊǄǒǂǗƿ ǆǎǝǓ Ǖǖǘǂǀǐǖ 
ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǐǓ. ƲǒƽǄǍǂǕǊ ǍǊǂ Ǎǈ ǕǆǕǒǊǍǍƾǎǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ߕ =ሺܺ௧ , ݐ ∈ ܶሻ Ǎǆ ƽǑǆǊǒǐ ǔǞǎǐǌǐ ߒ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ Υ’ǂǎǕǊǋǆǀǍǆǎǐ’’ ǂǑǆǀǒǚǎ 
ǅǊǂǔǕƽǔǆǚǎ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǋǂǕǂǎǐǈǉǆǀ ǚǓ ǍǊǂ ƽǑǆǊǒǈ ǔǖǌǌǐǄƿ ǂǑǝ 
ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ߕ௧ , ݐ ∈ ܶ. ƧǑǆǊǅƿ ǐǊ ǕǊǍƾǓ ǕǈǓ ߕ ǆǀǎǂǊ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ 
ǕǈǓ ߒ ǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿ ǕǈǓ ߕ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǐǒǊǔǕǆǀ ǔǆ ǖǑǐǔǞǎǐǌǂ ǆǎǝǓ ǐǒǊǔǍƾǎǐǖ 
ǌǆǊǕǐǖǒǄǊǋǐǞ ǘǟǒǐǖ ǅǈǌǂǅƿ: ܲሺܺ ∈ �ሻ , � ∈  ܨ

ǝǑǐǖ ܨ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǔǖǌǌǐǄƿ ǂǑǝ ǋǂǕƽǌǌǈǌǂ ǖǑǐǔǞǎǐǌǂ ǂǑǝ Ǖǐǎ 
ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǐ ǌǆǊǕǐǖǒǄǊǋǝ ǘǟǒǐ. ƲǂǒǂǋƽǕǚ ǂǎǂǗƾǒǐǖǍǆ ƾǎǂ ǔǈǍǂǎǕǊǋǝ 
ǉǆǟǒǈǍǂ Ǎǆ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǆǒǍǈǎǆǞǔǐǖǍǆ ǍǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ Ǖǖǘǂǀǚǎ ǅǊǂǎǖǔǍƽǕǚǎ (ǄǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ 
ǑǌǈǒǐǗǐǒǀǆǓ ǃǌƾǑǆ [24]). 

 

ƪǆǟǒǈǍǂ 2.1 

ƱǊ ǑǆǑǆǒǂǔǍƾǎǆǓ ǋǂǕǂǎǐǍƾǓ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ߕ ǆǀǎǂǊ ǐǊ 
ǋǂǕǂǎǐǍƾǓ ǂǑǝ Ǖǂ ǑǆǑǆǒǂǔǍƾǎǂ ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǂ ሺߕ௧ , … , ܺ௧�ሻ , , ଵݐ … . , ௡ݐ ∈ ܶ 

ǄǊǂ ǋƽǉǆ ݐଵ , … . , ௡ݐ ∈ ܶ ǋǂǊ ǄǊǂ ǋƽǉǆ ݊ ൒ ͳ. 
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2.2.1 Ʈƾǔǈ ƵǊǍƿ ǋǂǊ ƴǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ 

     ƥǊǂ ƾǎǂ Ǖǖǘǂǀǐ ǅǊƽǎǖǔǍǂ ߕ = ሺߕଵ , … , �ߤ ௡ሻ ǐǒǀǇǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǚǓߕ = ሺܺܧଵ , … , �ߑ ௡ሻ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǚǓܺܧ = ሺܿݒ݋ሺ ௜ܺ , ௝ܺሻ , ݅, ݆ =ͳ , … , ݊ሻ. ƮǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ߕ = ሺߕ௧ , ݐ ∈ ܶሻ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǉǆǚǒǈǉǆǀ 
ǚǓ ǍǊǂ ǔǖǌǌǐǄƿ ǂǑǝ Ǖǖǘǂǀǂ ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǂ ሺߕ௧ , … , ܺ௧�ሻ ǄǊǂ ݐ௧ , … . , ௡ݐ ∈ ܶ ǋǂǊ ݊ ൒ ͳ. ƥǊǂ Ǖǐ ǋǂǉƾǎǂ ǂǑǝ ǂǖǕƽ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǋǂǉǐǒǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 
ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ. 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.2 ƴǕǂǔǊǍǝǕǈǕǂ 

     ΈǔǕǚ ǝǕǊ ǄǊǂ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ߕ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǔǕǂǉǆǒƽ ǋǂǊ 
ǝǕǊ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ Ǎǝǎǐ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǅǊǂǗǐǒƽ |ݐ −  ƵǝǕǆ ǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǂǖǕƿ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǔǕƽǔǊǍǈ. Ƨƽǎ ǑǆǒǊǄǒƽǙǐǖǍǆ .|ݏ
ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿǓ ǇǚƿǓ Ǎǆ ǍǊǂ ǔǕƽǔǊǍǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǝǕǆ 
ǑǊǔǕǆǞǐǖǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ǘǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋƾǓ ǊǅǊǝǕǈǕǆǓ ǂǑǝ ǂǖǕƿ Ǖǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ 
ǅǆǎ ǂǌǌƽǇǐǖǎ ǝǔǐ ǑǆǒǎƽǆǊ ǐ ǘǒǝǎǐǓ. Ʃ ǅǐǍƿ ǆǏƽǒǕǈǔǈǓ ǈ ǐǑǐǀǂ 
ǑǆǒǊǄǒƽǗǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǑǂǒǂǍƾǎǆǊ ǂǍǆǕƽǃǌǈǕǈ ǖǑǝ ǕǊǓ 
ǐǑǐǊǆǔǅƿǑǐǕǆ ǍǆǕǂǕǐǑǀǔǆǊǓ Ǖǐǖ ǘǒǝǎǐǖ. ƣǖǕǝǓ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂǓ ǊǔǘǖǒǝǓ 
ǑǆǒǊǐǒǊǔǍǝǓ ǔǕǈǎ ǖǑǐǋǆǀǍǆǎǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ǒǂǒǝǌǂ ǂǖǕƽ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿ 
ǖǑǝǉǆǔǈ Ǒǐǖ ǌǂǍǃƽǎǆǊ ǘǟǒǂ ǔǆ ǑǐǌǌǐǞǓ ǕǐǍǆǀǓ ǝǑǚǓ ǔǕǂǕǊǔǕǊǋƿ ǋǂǊ 
ǘǒǐǎǐǔǆǊǒƾǓ. ƮǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǂǑǝ Ǎǝǎǈ ǕǈǓ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǂǑǂǒǂǀǕǈǕǈ ǎǂ ǆǀǎǂǊ 
ǋǂǊ ǔǕƽǔǊǍǈ. 

 

 

 

 

Ʃ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ߕ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: ߤ�ሺݐሻ = ೟�ߤ ݐ   ,௧ܺܧ = ∈ ܶ 

H ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ߕ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: ܿ�ሺݐ , ሻݏ = , ሺ ܺ௧ ݒ݋ܿ ܺ௦ሻ = ሺܺ௧]ܧ  − ሻሻሺܺ௦ݐሺ�ߤ  − ,ݐ    ,  [ሻሻݏ௦ሺߤ ∋ ݏ ܶ 

Ʃ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ  ߕ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: �ଶఄሺݐሻ = ܿ�ሺݐ , ሻݐ = ,  ሺܺ௧ሻݎܽݒ ݐ ∈ ܶ 
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2.3 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ƲǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋƿ ƣǏǀǂ 

     ΈǔǕǚ ௧ܸ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ 0 ǍǊǂǓ ǑǐǔǝǕǈǕǂǓ ܽ௧ Ǒǐǖ 
ǑǌǈǒǟǎǆǕǂǊ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ 1. Ʃ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǍƾǎǈ ǂǏǀǂ 
Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = Ͳ ǄǊǂ ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǀǔǆǓ Ǎǆ ܽ௧ Ǒǐǖ ƾǄǊǎǂǎ ǕǊǓ 
ǘǒǐǎǊǋƾǓ ǔǕǊǄǍƾǓ ݐ = Ͳ, ͳ, ʹ, … , ݊ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: ܼ௡ = ଵܸ+ ଶܸ +…+ ௡ܸ 
     Ʈǀǂ ǂǋǒǊǃƿǓ ƾǋǗǒǂǔǈ ǄǊǂ Ǖǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܼ௡ ǂǑǂǊǕǆǀ Ǖǈǎ Ǆǎǟǔǈ ǕǈǓ ǂǑǝ ǋǐǊǎǐǞ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ Ǖǐǖ Ǖǖǘǂǀǐǖ 
ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǐǓ ሺ ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸሻ ǈ ǐǑǐǀǂ ǄǆǎǊǋƽ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǅǊǂǉƾǔǊǍǈ. Ʃ 
ǂǎǕǊǍǆǕǟǑǊǔǈ ǂǖǕǐǞ Ǖǐǖ ǑǒǐǃǌƿǍǂǕǐǓ ǄǀǎǆǕǂǊ Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǕǈǓ ܼ௡ 
Ǎƾǔǚ ǍǊǂǓ ǕǖǘǂǀǂǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ ܼ̃௡. Ƨƽǎ ǔǖǍǃǐǌǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ ܨଵ, ,ଶܨ … ,  ௡ ǕǊǓܨ
ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǆǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ Ǖǚǎ ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸ ǕǝǕǆ ǈ ܼ̃௡ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: ܼ̃௡ = ଵ−ଵሺܷሻܨ + ଶ−ଵሺܷሻܨ + ⋯+  ௡−ଵሺܷሻܨ
ΌǑǐǖ ǈ ܷ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǋǂǊ Ǖǂ ܨ௜−ଵ ǆǀǎǂǊ ǐǊ 
ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǑǐǔǐǔǕǈǍǐǒǀǚǎ Ǒǐǖ ǔǘǆǕǀǇǐǎǕǂǊ Ǎǆ Ǖǂ ܨ௜. 
     Ƶǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǑǒǝǃǌǈǍǂ ǍǆǌǆǕƿǉǈǋǆ ǆǋǕǆǎǟǓ ǂǑǝ ǕǐǖǓ Beekman & 

Fuelling (ǃǌƾǑǆ [6]), Parker (ǃǌƾǑǆ [19]-[21]), Dufrense (ǃǌƾǑǆ [13]) ǋǂǊ 
Goovaerts & De Schepper (ǃǌƾǑǆ [11]). ƱǊ ǕǆǌǆǖǕǂǀǐǊ ǍƽǌǊǔǕǂ 
ǋǂǕǂǔǋǆǞǂǔǂǎ ƽǎǚ ǋǂǊ ǋƽǕǚ ǗǒƽǄǍǂǕǂ ǕǈǓ ܼ௡ Ǖǂ ǐǑǐǀǂ ǉǂ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ 
ǔǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 3.8 Ʊ Goovaerts ǊǅǊǂǀǕǆǒǂ ƾǅǆǊǏǆ ǝǕǊ ǈ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܼ௡ ǋǂǊ ܼ̃௡ ǆǀǎǂǊ ǑǒǐǔǆǄǄǊǔǕǊǋƽ ǀǔǆǓ. 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.3 

ΈǔǕǚ Χ =  ሺߕ௧ , ∋ ݐ ܶሻ ǍǊǂ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǋǂǊ ߒ ⊂ ℝ ƾǎǂ 
ǅǊƽǔǕǈǍǂ. Ʃ ߕ ǌƾǄǆǕǂǊ ǝǕǊ ƾǘǆǊ ǔǕƽǔǊǍǈ ǑǒǐǔǂǞǏǈǔǈ ǆƽǎ: ߕ௧ – ܺ௦ ௗ⇔ܺ௧+ℎ–ܺ௦+ℎ 
ǄǊǂ ǝǌǂ Ǖǂ ݐ, ݏ ∈ ܶ ǋǂǊ ℎ Ǎǆ ݐ + ℎ , ݏ + ℎ ∈ ܶ 

Ʃ ߕ ǉǂ ǌƾǄǆǕǂǊ ǝǕǊ ƾǘǆǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǆǓ ǑǒǐǔǂǖǏƿǔǆǊǓ ǆƽǎ ǄǊǂ ǋƽǉǆ ݐ௜ ∈ ܶ Ǎǆ ݐଵ < ⋯ < ݊ ௡ ǋǂǊݐ ൒ ͳ , ǐǊ ܺ௧మ − ܺ௧భ, Ι , ܺ௧� − ܺ௧�−భ 
ǆǀǎǂǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǆǓ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ 
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2.4 Ƭǀǎǈǔǈ Brown 

     H ǋǀǎǈǔǈ Brown ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǉǆǚǒǈǉǆǀ ǚǓ ƾǎǂǓ ǕǖǘǂǀǐǓ ǑǆǒǀǑǂǕǐǓ ǔǕǐǎ 
ǐǑǐǀǐ ƾǎǂ ǋƾǒǍǂ ǒǀǘǎǆǕǂǊ ǄǒƿǄǐǒǂ ƽǑǆǊǒǆǓ ǗǐǒƾǓ ǋǂǊ ǔǆ ǋƽǉǆ ǒǀǙǈ 
ǑǒǂǄǍǂǕǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ƾǎǂ Ǒƽǒǂ ǑǐǌǞ ǍǊǋǒǝ ǃƿǍǂ ǆǀǕǆ ǑǒǐǓ Ǖǂ ǆǍǑǒǝǓ ǆǀǕǆ 
ǑǒǐǓ Ǖǂ Ǒǀǔǚ (ǂǎǂǌǝǄǚǓ Ǖǐ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǔǆ ǋƽǉǆ ǒƿǙǈ). ƲǊǐ 
ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ ǈ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǆǀǎǂǊ ƾǎǂǓ ǕǖǘǂǀǐǓ ǑǆǒǀǑǂǕǐǓ Ǒǐǖ 
ǑǒǂǄǍǂǕǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ǔǆ ǔǖǎǆǘƿ ǘǒǝǎǐ Ǎǆ ǔǖǎǆǘƿ ǃƿǍǂǕǂ. Ʃ ǋǀǎǈǔǈ ǂǖǕƿ 
ǘǂǒǂǋǕǈǒǀǇǆǕǂǊ ǂǑǝ ǍǊǂ ǐǊǋǐǄƾǎǆǊǂ Ǖǖǘǂǀǚǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ ܹ = {ܹሺݐሻ} Ǒǐǖ 
ǂǎǂǑǒǐǔǂǒǍǝǇǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǐǎ ǘǒǝǎǐ ݐ ǝǑǐǖ ǈ ܹሺݐሻ ǂǎǕǊǑǒǐǔǚǑǆǞǆǊ Ǖǐǎ 
Ǖǖǘǂǀǐ ǑǆǒǀǑǂǕǐ ǍǆǕƽ ǂǑǝ ݐǑǆǒǊǝǅǐǖǓ. 

ΈǔǕǚ ǍǊǂ ǋǀǎǈǔǈ Brown Ǒǐǖ ǂǒǘǀǇǆǊ ǂǑǝ Ǖǈ ǉƾǔǈ ݓ ǄǊǂ ݐ = Ͳ. ƵǝǕǆ ǄǊǂ 
Ǖǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wሺtሻ ǊǔǘǞǐǖǎ Ǖǂ ǑǂǒǂǋƽǕǚ: 

i. ܹሺͲሻ =  .ݓ 

ii. ƥǊǂ ǋƽǉǆ ݏ, ݐ > Ͳ ǐǊ ǅǊǂǗǐǒƾǓ ܹሺݐ + − ሻݏ  ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǋǂǎǐǎǊǋƽ 
ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǆǓ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ s. 

iii. Ʃ ܹ ƾǘǆǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǆǓ ǑǒǐǔǂǖǏƿǔǆǊǓ. 
iv. H ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǔǖǎǆǘƿǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ Ǖǐǖ t. 

ΌǕǂǎ w = 0 ǕǝǕǆ ǈ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǌƾǄǆǕǂǊ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ƿ 
ǋǀǎǈǔǈ Wiener. 

 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.1 

ƪǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ǅǊǂǗǐǒƽǓ ܹሺݐሻ –  ܹሺݏሻ Ǎǆ Ͳ ൑ݏ ൑  .ݐ
ΌǎǕǚǓ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ܹሺݐሻ –ܹሺݏሻ = ܹሺݏ + ሺݐ −  ሻ ǐǑǝǕǆ ǔǞǍǗǚǎǂ Ǎǆݏሻሻ–ܹሺݏ
Ǖǈǎ ǊǅǊǝǕǈǕǂ (ii) ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǝǕǊ ǈ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǆǀǎǂǊ ݐ –  .ݏ 
 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.2 

ƪǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǝǕǊ ߃[ܹሺݐ + [ሻݐሻ│ܹሺݏ = ܹሺݐሻ. 
ƥǊǂ ǐǑǐǊǐǔǅƿǑǐǕǆ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ߕ , ,ߓ ߕሺ߃          ǄǎǚǒǀǇǐǖǍǆ ǝǕǊ ߄ + ሻ߄│ߓ = ሻܹ│ߕሺ߃  + ሻߕ│ߕሺ߃ ሻ ǋǂǊܹ│ߓሺ߃ =  ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ .ߕ
ǂǖǕƾǓ ǕǊǓ ǔǘƾǔǆǊǓ ƾǘǐǖǍǆ  ߃[ܹሺݐ + ሻݐሻ│ܹሺݏ  = + ݐሺܹ]߃ ሻݏ  −ܹሺݐሻ +ܹሺݐሻ│ܹሺݐሻ] 
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= + ݐሺܹ]߃  ሻݏ  −ܹሺݐሻ│ܹሺݐሻ] + = [ሻݐሻ│ܹሺݐሺܹ]ܧ  Ͳ +ܹሺݐሻ = ܹሺݐሻ 
ƴǕǈǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǂǑǝǅǆǊǏǈ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǉǈǋǆ ǈ ǊǅǊǝǕǈǕǂ (ii) ǄǊǂ ǎǂ 
ǖǑǐǌǐǄǊǔǕǆǀ ǈ ߃[ܹሺݐ + ሻݏ  −ܹሺݐሻ│ܹሺݐሻ]. Ƶǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ 
ǅǆǀǘǎǆǊ ǝǕǊ ǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ martingale, ǔǞǍǗǚǎǂ Ǎǆ Ǖǐǎ 
ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǐǒǊǔǍǝ (ǃǌƾǑǆ [16] ǄǊǂ ǑǆǒǆǕǂǀǒǚ ǑǌǈǒǐǗǐǒǀǆǓ). 

 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.4 

ƮǊǂ  ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ  ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ  ܹሺݐሻ  ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ  martingale  ǝǕǂǎ  
ǊǔǘǞǆǊ: ߃[ܹሺݐ + [ሻݐሻ|ܹሺݏ  = ܹሺݐሻ. 
 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.3 

ƣǓ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ߃[ܹሺͷሻ│ܹሺʹሻ] ǝǕǂǎ ǊǔǘǞǆǊ ܹሺʹሻ = Ͷ. 
ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ ǝǕǊ ǈ ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ martingale ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ      ߃[ܹሺͷሻ│ܹሺʹሻ] = ʹሺܹ]߃ + ͵ሻ│ܹሺʹሻ] = ܹሺʹሻ = Ͷ 
 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.4 

ƪǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǝǕǊ ǂǎ ǈ W ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǕǝǕǆ ǊǔǘǞǆǊ ߃[ܹሺݐሻܹሺݏሻ] = , ݐ}݊݅݉ , ǝǑǐǖ t , {ݏ s ൒ Ͳ. 
ƶǑǐǉƾǕǐǖǍǆ ǝǕǊ ݐ > ሻ ǆǀǎǂǊ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǋǂǊ ܹሺͲሻݐƧǑǆǊǅƿ ǈ ܹሺ .ݏ = Ͳ ǕǝǕǆ Ǎǆ ǃƽǔǈ Ǖǐ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.1 ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ߃[ܹሺݐሻ] = [ሻ–ܹሺͲሻݐሺܹ]ܧ = Ͳ & ܸܽݎ[ܹሺݐሻ] = [ሻ–ܹሺͲሻݐሺܹ]ݎܸܽ = – ݐ Ͳ =  .ݐ
ƧǑǊǑǌƾǐǎ: ܸܽݎ[ܹሺݐሻ] = –[ሻ ଶݐሺܹሺ]ܧ ሺܧ[ܹሺݐሻ]ሻ ଶ = –ሻݏሻܹሺݐሺܹሺܧ Ͳ = [ሻ ଶݐሺܹ]ܧ =  .ݐ
ƴǖǎǆǑǟǓ 

ሻሻݏሻܹሺݐሺܹሺ߃  = ሻݏሺܹሺ]ܧ +ܹሺݐሻ–ܹሺݏሻሻܹሺݏሻ] = [ሻሻ ଶݏሺܹ]ܧ [ሻݏሻሻܹሺݏሻ–ܹሺݐሺܹሺ]ܧ++         = ݏ + – ሻݐሺܹ]ܧ  ܹሺݏሻ]ܧ[ܹሺݏሻ] = ݏ + Ͳ = , ݐ}݊݅݉  {ݏ
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ƥǊǂ Ǖǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǉǈǋǆ ǈ ǂǎǆǏǂǒǕǈǔǀǂ Ǖǚǎ ܹሺݐሻ–ܹሺݏሻ ǋǂǊ ܹሺݏሻ = ܹሺݏሻ–ܹሺͲሻ ( ǃǌƾǑǆ ǊǅǊǝǕǈǕǂ 3). 

     ƴǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǉǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ 
ǑǒǐǔǆǄǄǊǔǕǆǀ ǂǑǝ ƾǎǂ ƽǉǒǐǊǔǍǂ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǚǎ ǅǊǚǎǖǍǊǋǟǎ Ǖǖǘǂǀǚǎ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ. ƣǑǝ Ǖǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǕǈǓ ܹ ǄǊǂ ǍǊǂ ǍǊǋǒƿ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ℎ 
ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǆǋǕǊǍƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǂǌǌǂǄƿ Ǖǐǖ ܹ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǕǊǄǍƿ ݐ ǔǕǈǎ ݐ +ℎ Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǆǏǀǔǚǔǈ: ܹሺݐ + ℎሻ–ܹሺݐሻ = ܻሺݐ + ℎሻ√ℎ 
ǝǑǐǖ ܻሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ Ǖǖǘǂǀǐ ǅǆǀǄǍǂ ǂǑǝ ǍǊǂ ǅǊǚǎǖǍǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ. 
ƪǆǚǒǐǞǍǆ Ǖǐ ǅǊƽǔǕǈǍǂ [Ͳ , Τ]  Ǖǐ ǐǑǐǀǐ Ǖǐ ǘǚǒǀǇǐǖǍǆ ǔǆ ݊ ǀǔǂ 

ǖǑǐǅǊǂǔǕƿǍǂǕǂ ǍƿǋǐǖǓ ℎ = ܶ݊
. ƵǝǕǆ ƾǘǐǖǍǆ: 

ܹሺݐሻ =∑[ܹሺ݅ℎሻ −ܹ(ሺ݅ − ͳሻℎ)] =  ∑ܻሺ݅ℎሻ√ℎ௡
௜=ଵ = √ܶ [ ͳ√݊∑ܻሺ݅ℎሻ௡

௜=ଵ ]௡
௜=ଵ  

ƫǔǘǞǆǊ ܧ[ܻሺ݅ℎሻ] = Ͳ ǔǖǎǆǑǟǓ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈǓ ǆǀǎǂǊ : 

ܧ [√ܶ ͳ√݊∑ܻሺ݅ℎሻ௡
௜=ଵ ] =  ͳ√݊∑߃ሺܻሺ݅ℎሻሻ௡

௜=ଵ = Ͳ 
ƲǂǒǐǍǐǀǚǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǊǔǘǞǆǊ ܸܽݎ[ܻሺ݅ℎሻ] = ͳ ǔǖǎǆǑǟǓ : 

ݎܸܽ [√ܶ ͳ√݊∑ܻሺ݅ℎሻ௡
௜=ଵ ] = ͳ݊∑ͳ = ͳ௡

௜=ଵ  

     Ʀǈǌǂǅƿ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǑǐǞǍǆ ǝǕǊ ǈ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǑǂǒƽǄǆǕǂǊ 
ǑǒǐǔǆǄǄǊǔǕǊǋƽ ǂǑǝ ƾǎǂ ƽǉǒǐǊǔǍǂ ǂǎǆǏǂǒǕƿǕǚǎ ǅǊǚǎǖǍǊǋǟǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ 

Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ℎ. ƴǞǍǗǚǎǂ Ǎǆ Ǖǐ ǋǆǎǕǒǊǋǝ ǐǒǊǂǋǝ 
ǉǆǟǒǈǍǂ Ǖǐ ǝǒǊǐ 

lim௡→∞∑ܻሺ݅ℎሻ௡
௜=ଵ  

ǑǒǐǔǆǄǄǀǇǆǊ Ǖǈǎ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ, ƾǔǕǚ ܼ. ƴǖǎǆǑǟǓ ƾǘǐǖǍǆ: ܹሺΤሻ  =  ሺܶሻܼߒ√ 
     Άǒǂ ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǐ ǔǖǍǑƾǒǂǔǍǂ ǝǕǊ ǈ ܹሺߒሻ ǑǒǐǔǆǄǄǀǇǆǕǂǊ ǂǑǝ 
ǍǊǂ ǋǂǎǐǎǊǋƿ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ܶ. 

ƴǕǐǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǝ ǌǐǄǊǔǍǝ ǈ ܹሺݐሻ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǄǒǂǗǕǆǀ Ǎǆ Ǖǈǎ ǍǐǒǗƿ 
ǐǌǐǋǌǈǒǟǍǂǕǐǓ ǚǓ: 
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                                                             ܹሺܶሻ = ∫ ܹ݀ሺݐሻఁ
଴                                               ሺʹ.ͳሻ 

ǝǑǐǖ Ǖǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǐǌǐǋǌƿǒǚǍǂ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǝ 
ǐǌǐǋǌƿǒωǍǂ. 

Ƨƽǎ ǂǎǕǊǋǂǕǂǔǕƿǔǐǖǍǆ Ǖǐ ℎ Ǎǆ ݀ݐ ǋǂǊ Ǖǐ ܹ Ǎǆ ܹ݀ሺݐሻ ǕǝǕǆ ƾǘǐǖǍǆ Ǖǈǎ 
ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǘƾǔǈ: ܹ݀ሺݐሻ = ܼሺݐሻ√݀ݐ 
     Ʃ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǆǏǀǔǚǔǈ ǍǂǓ ǌƾǆǊ ǝǕǊ ǔǆ ǍǊǋǒƾǓ ǘǒǐǎǊǋƾǓ ǑǆǒǊǝǅǐǖǓ ǐǊ 
ǂǌǌǂǄƾǓ ǕǈǓ ǕǊǍƿǓ ǕǈǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǋǂǕǂǎƾǍǐǎǕǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ Ǎǆ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǈ ǐǑǐǀǂ ǆǀǎǂǊ ǂǎƽǌǐǄǈ ǕǈǓ ǆǋƽǔǕǐǕǆ ǘǒǐǎǊǋƿǓ ǑǆǒǊǝǅǐǖ. 

2.4.1 ƫǅǊǝǕǈǕǆǓ ǕǈǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown W(t) 

     ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǅǊǚǎǖǍǊǋƿ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǉǂ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ ǅǖǐ 
ǔǈǍǂǎǕǊǋƾǓ ǊǅǊǝǕǈǕǆǓ ǕǈǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown. ƫǅǊǂǀǕǆǒǂ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ 
Ǖǈǎ ǕǆǕǒǂǄωǎǊǋƿ ǋǞǍǂǎǔǈ ǍǊǂǓ ǔ.ǅ. {ܹሺݐሻ} Ǎǆ ܽ ൑ ݐ ൑ ܾ (ǃǌƾǑǆ [16]). 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.5 

ΧǚǒǀǇǐǖǍǆ ƾǎǂ ǅǊƽǔǕǈǍǂ[ܽ, ܾ] ǔǆ ݊ ǀǔǂ ǖǑǐǅǊǂǔǕƿǍǂǕǂ. Ʃ ǕǆǕǒǂǄǚǎǊǋƿ 
ǋǞǍǂǎǔǈ ǍǊǂǓ ǔ.ǅ. {ܹሺݐሻ} Ǎǆ ܽ ൑ ௜ݐ ൑ ܾ , ݅ = ͳ, … , ݊ ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǚǓ: 

݈݅݉௡→∞∑[ܹሺݐ௜ሻ–  ܹሺݐ௜−ଵሻ] ଶ = ∫ [ܹ݀ሺݐሻ]௕
௔  ଶ௡

௜=ଵ  

Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǒǐǜǑǝǉǆǔǈ ǝǕǊ Ǖǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǝǒǊǐ ǖǑƽǒǘǆǊ. 

 

ƫǅǊǂǀǕǆǒǂ ǔǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ ǍǊǂǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown ƾǘǐǖǍǆ: 

݈݅݉௡→∞∑[ܼሺ݅ℎሻ − ܼሺሺ݅ − ͳሻℎ] ଶ௡
௜=ଵ = ݈݅݉௡→∞∑ ௡

௜=ଵ (ܻ݅ℎ√ℎ) ଶ = ݈݅݉௡→∞∑ ௡
௜=ଵ ௜ܻℎଶℎ = ܶ <  ∞ 
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ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.5 

ΈǘǐǎǕǂǓ ǝǕǊ ǈ ܹ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǉǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǝǕǊ: 

݈݅݉௡→∞∑[ܹሺ݅ℎሻ −ܹሺሺ݅ − ͳሻℎ]௡
௜=ଵ  ସ = Ͳ 

ΈǘǐǖǍǆ ǝǕǊ: 

│ ݈݅݉௡→∞∑[ܹሺ݅ℎሻ −ܹሺሺ݅ − ͳሻℎ]௡
௜=ଵ  ସ│ = |∑ሺ ௜ܻℎ√ℎሻ ସ௡

�=ଵ | 
                                                             = |∑ ௜ܻℎସℎଶ௡

௜=ଵ | 
                                                                 ൑ ∑ ௡

௜=ଵ ℎଶ = ܶଶ݊ଶ 
 

ƧǑǐǍƾǎǚǓ , 

݈݅݉௡→∞∑[ܹሺ݅ℎሻ −ܹሺሺ݅ − ͳሻℎ]௡
௜=ଵ  ସ = Ͳ 

Ʃ ǐǌǊǋƿ ǋǞǍǂǎǔǈ ǆǀǎǂǊ ǀǔǈ Ǎǆ  

݈݅݉௡→∞∑|ܹሺݐ௜ሻ −ܹሺݐ௜−ଵሻ| = ௡
௜=ଵ ݈݅݉௡→∞∑| ௜ܻℎ|௡

௜=ଵ √ℎ 

= ݈݅݉௡→∞∑√ℎ௡
௜=ଵ = √ܶ ݈݅݉௡→∞∑ ͳ√݊௡

௜=ଵ  

= √ܶ ݈݅݉௡→∞√݊ = ∞ 

ƣǖǕǝ ǔǈǍǂǀǎǆǊ ǝǕǊ ǈ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǍǆǕǂǋǊǎǆǀǕǂǊ ǕǂǘǞǕǂǕǂ ǔǕǐ ǅǊƽǔǕǈǍǂ [Ͳ, ܶ] Ǎǆ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǎǂ ǑǆǒǎƽǆǊ ǂǑǝ Ǖǐ ǂǒǘǊǋǝ ǕǈǓ ǔǈǍǆǀǐ ƽǑǆǊǒǆǓ 
ǗǐǒƾǓ. 

ƴǕǊǓ ǆǑǝǍǆǎǆǓ ǆǎǝǕǈǕǆǓ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ ǆǊǅǊǋƾǓ ǑǆǒǊǑǕǟǔǆǊǓ ǕǈǓ 
ǋǀǎǈǔǈǓ Brown. ƣǓ ǏǆǋǊǎƿǔǐǖǍǆ Ǎǆ Ǖǈǎ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. 
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2.5  ƣǒǊǉǍǈǕǊǋƿ Ƭǀǎǈǔǈ Brown 

     ƴǕǈǎ ǑǒǐǈǄǐǞǍǆǎǈ ǆǎǝǕǈǕǂ ǆǀǅǂǍǆ ǝǕǊ ǔǆ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown 

ǈ ܹ݀ሺݐሻ ƾǘǆǊ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǀǔǈ Ǎǆ 1. ƮǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ Ǖǐ 
ǄǆǎǊǋǆǞǔǐǖǍǆ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǎǂ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǋǂǊ Ǎǈ-

ǍǈǅǆǎǊǋƿ ǋǂǊ ǈ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǎǂ ǑǂǀǒǎǆǊ ǂǖǉǂǀǒǆǕǆǓ ǕǊǍƾǓ. ƱǒǀǇǐǖǍǆ Ǖǈǎ ߕሺݐሻ ǚǓ ǆǏƿǓ: ܺሺݐ + ℎሻ–ܺሺݐሻ = ܽℎ + �ܻሺݐ + ℎሻ√ℎ 
ǝǑǐǖ ܻሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǂǑǝ ǍǊǂ ǅǊǚǎǖǍǊǋƿ (binomial) 

ǋǂǕǂǎǐǍƿ. Ʊ ǝǒǐǓ ܽℎ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ Ǖƽǔǈ ǆǎǟ ǐ ǝǒǐǓ �√ℎ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ 
ǉǝǒǖǃǐǓ. ΧǚǒǀǇǐǖǍǆ Ǖǐ ǅǊƽǔǕǈǍǂ [Ͳ, ǔǆ ݊ ǖǑǐǅǊǂǔǕƿǍǂǕǂ ǍǆǄƾǉǐǖǓ ℎ [ߒ = �௡. ƵǝǕǆ: 

ሺͲሻߕ–ሻߒሺߕ =∑ቌܽ ܶ݊  + �ܻሺ݅ℎሻ√ܶ݊ቍ௡
௜=ଵ = ߒܽ + �(√ܶ∑ܻሺ݅ℎሻ√݊௡

௜=ଵ ) 

Ʈǆ ǃƽǔǈ Ǖǐ ǋǆǎǕǒǊǋǝ ǐǒǊǂǋǝ ǉǆǟǒǈǍǂ (ǋ.ǐ.ǉ) ǈ 

√ܶ∑ܻሺ݅ℎሻ√݊௡
௜=ଵ  

ǑǒǐǔǆǄǄǀǇǆǊ ǍǊǂ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ (normal) Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ߒ. ΩǓ ǆǋ ǕǐǞǕǐǖ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǄǒƽǙǐǖǍǆ: ߕሺߒሻ–ߕሺͲሻ = ߒߙ + �ܹሺݐሻ 
ǝǑǐǖ ܹ ǆǀǎǂǊ ǈ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. Ʃ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǗǐǒǊǋƿ ǍǐǒǗƿ 
ǕǈǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ƾǋǗǒǂǔǈǓ ǆǀǎǂǊ: 

                                      ݀ܺሺݐሻ = ݐ݀ܽ + �ܹ݀ሺݐሻ                              (2.2) 

ƱǑǐǊǂǅƿǑǐǕǆ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ܺሺݐሻ Ǎǆ ݐ ൒ Ͳ ǊǋǂǎǐǑǐǊǆǀ Ǖǈǎ 
ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. 

ƲǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ܧሺܺሺݐሻ– ܺሺͲሻሻ =  ݐߙ
ǋǂǊ ܸܽݎሺܺሺܶሻ–ܺሺͲሻሻ = ݐሺܽݎܸܽ + �ܼሺݐሻሻ = �ଶݐ. 
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     H ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ߙ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǔǕǊǄǍǊǂǀǐǓ ǍƾǔǐǓ ǂǎƽ Ǎǐǎƽǅǂ ǘǒǝǎǐǖ 

ǋǂǊ ǈ �ଶǔǕǊǄǍǊǂǀǂ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǂǎƽ Ǎǐǎƽǅǂ ǘǒǝǎǐǖ. Ʃ ǅǊǂǗǐǒƽ ߕሺݐሻ – ܺሺͲሻ ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ܽݐ ǋǂǊ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶݐ , ǔǖǎǆǑǟǓ ǈ ߕሺݐሻ ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ 
Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ܽݐ +  ƲǂǒǂǋƽǕǚ ǉǂ .ݐଶߙ ሺͲሻ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈߕ
ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ ǍǆǒǊǋƽ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƽ ǑǂǒǂǅǆǀǄǍǂǕǂ ǝǔǐ ǂǗǐǒƽ Ǖǈǎ 
ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.6 

ΈǔǕǚ ܺሺݐሻ Ǎǆ ݐ ൒ Ͳ ǍǊǂ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown Ǎǆ Ǖƽǔǈ ߙ ǋǂǊ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ �. ƪǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǝǕǊ ܺሺݐሻ = ܺሺܽሻ + ܽሺݐ– ܽሻ + ݐ√� − ܼܽሺݐሻ , 
ǝǑǐǖ ܼ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿ ǋǂǎǐǎǊǋƿ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ. 

ƲǒƽǄǍǂǕǊ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ (2.1) ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ  ܺሺݐሻ–ܺሺܽሻ = –ݐሺߙ ܽሻ + ݐ√� −  ሻݐሺ߄ܽ
Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǔǖǎǆǑƽǄǆǕǂǊ ǝǕǊ ǈ ߕሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ Ǎǆ 
Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǈ ǐǑǐǀǂ ǀǔǈ Ǎǆ ܺሺܽሻ + ܽሺݐ– ܽሻ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶሺݐ– ܽሻ. 
ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.7 

ΈǔǕǚ ܺሺݐሻ Ǎǆ ݐ ൒ Ͳ ǍǊǂ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ߕሺ͵Ͳሻ = ʹ. 
ƪǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ �ሺߕሺ͵Ͷሻሻ < Ͳ ǔǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǒǐǖ ǈ 
Ǖƽǔǈ ǋǂǊ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ ǆǀǎǂǊ ǀǔǈ Ǎǆ Ͳ.Ͷ͵ͷ ǋǂǊ Ͳ.͹ͷ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂ. 

Ʊ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝǓ ǕǈǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ ǉǂ ǄǀǎǆǊ Ǎǆ ǘǒƿǔǈ ǕǈǓ 
ǕǖǑǐǑǐǊǈǍƾǎǈǓ ǋǂǎǐǎǊǋƿǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǐǑǝǕǆ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǎƾǔǈ 
ǕǊǍƿ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ߕሺ͵Ͷሻ. ΈǘǐǖǍǆ ǝǕǊ: ߃[ߕሺ͵Ͷሻ] = ሺ͵Ͳሻߕ + –ሺ͵Ͷߙ ͵Ͳሻ = ʹ + Ͳ.Ͷ͵ͷ × Ͷ = ͵.͹Ͷ 
ǋǂǊ ܸܽݎ[ܺሺ͵Ͷሻ] = �ሺݐ– ܽሻ = Ͳ.͹ͷ√͵Ͷ − ͵Ͳ = ͳ.ͷ 
Άǒǂ �ሺߕሺ͵Ͷሻሻ < Ͳ = � ቀ߄ < ଴−ଷ.଻ସଵ.ହ ቁ = �ሺ߄ < −ʹ.Ͷͻሻ = Ͳ.ͲͲ͸͵ͺ͹ 
ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.8 

Ʈǆ ǃƽǔǈ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ 
Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ߙ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ �: ݀ܺሺݐሻ = Ͳ.Ͷ݀ݐ + Ͳ.ͺܹ݀ሺݐሻ 
ƧǀǎǂǊ ǑǒǐǗǂǎƾǓ ǝǕǊ ǈ Ǖƽǔǈ ǆǀǎǂǊ ǈ ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǂǎƽ Ǎǐǎƽǅǂ 
ǘǒǝǎǐǖ ǈ ǐǑǐǀǂ ǆǀǎǂǊ ǀǔǈ Ǎǆ ߙ = Ͳ.Ͷ ǋǂǊ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ ǆǀǎǂǊ ǈ 
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ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǂǎƽ Ǎǐǎƽǅǂ ǘǒǝǎǐǖ Ǒǐǖ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ � = Ͳ.ͺଶ =Ͳ.͸Ͷ 
2.5.1 ƲǂǒǂǕǈǒƿǔǆǊǓ 

  ƣǏǀǇǆǊ ǎǂ ǂǎǂǗƾǒǐǖǍǆ ǍǆǒǊǋƾǓ ǑǂǒǂǕǈǒƿǔǆǊǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ (2.2) : 

 Ʃ ߕሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ 

 Ʊ ǕǖǘǂǀǐǓ ǑǂǒƽǄǐǎǕǂǓ ܹ݀ሺݐሻ ǑǐǌǌǂǑǌǂǔǊƽǇǆǕǂǊ Ǎǆ ƾǎǂǎ 
ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ ǋǌǀǍǂǋǂǓ ǐ ǐǑǐǀǐǓ ǍǂǓ ǆǑǊǕǒƾǑǆǊ ǎǂ ǂǌǌƽǏǐǖǍǆ Ǖǈǎ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ 

 Ʊ ǝǒǐǓ ܽ݀ݐ ǑǒǐǔǉƾǕǆǊ ǍǊǂ Ǎǈ-Ǖǖǘǂǀǂ Ǖƽǔǈ ǔǕǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ. Ʃ 
Ǒǒǐǔǉƿǋǈ ܽ݀ݐ ǔǕǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǆǀǎǂǊ ǊǔǐǅǞǎǂǍǈ Ǎǆ Ǖǈǎ 
Ǒǒǐǔǉƿǋǈ ǍǊǂǓ ǕƽǔǈǓ ߙ ǂǎƽ Ǎǐǎƽǅǂ ǘǒǝǎǐǖ ǔǕǈǎ ߕሺͲሻ. 

ƪǂ ǔǖǎǆǘǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ ƾǎǂ ǂǋǝǍǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǋǂǊ ǔǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǉǂ 
ǑǒǐǘǚǒƿǔǐǖǍǆ ǔǕǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornestein-Uhlenbeck 

  ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.9 

ƪǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ǈ ߕሺʹሻ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǂǎƽǍǆǔǂ ǔǕǐ Ͳ.ͳ ǋǂǊ Ͳ.ͷ ǝǕǂǎ ǈ ܺሺݐሻ Ǎǆ ݐ ൒ Ͳ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǈ ǐǑǐǀǂ 
ǂǒǘǀǇǆǊ ǂǑǝ Ǖǐ 0 Ǎǆ ߙ = Ͳ.ʹ ǋǂǊ �ଶ = Ͳ.ͳʹͷ.  
ΈǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ ߕሺʹሻ ǆǀǎǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ (ǃǌƾǑǆ ǑǒǟǕǈ 
ǑǂǒǂǕƿǒǈǔǈ) Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ߒߙ = Ͳ.Ͷ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶߒ = Ͳ.ͳʹͷ × ʹ =Ͳ.ʹͷ. Άǒǂ ǈ ǇǈǕǐǞǍǆǎǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ: 

�ሺͲ.ͳ < ሺʹሻߕ < Ͳ.ͷሻ = � (Ͳ.ͷ − Ͳ.ͶͲ.ͷ ) − � (Ͳ.ͳ − Ͳ.ͶͲ.ͷ ) = Ͳ.ͷ͹ͻʹ͸– Ͳ.ʹ͹Ͷʹͷ͵ = =  == = Ͳ.͵ͲͷͲͲ͹ 
 

2.6 Ʃ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck 

     Ʃ ǂǏǀǂ ǆǎǝǓ ǆǍǑǐǒǆǞǍǂǕǐǓ ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǑƽǎǕǂ ǔǕǂǉǆǒƿ. ƮǑǐǒǆǀ ǎǂ 
ǑǂǒǂǕǈǒƿǔǆǊ ǋǂǎǆǀǓ ǝǕǊ ǋǂǉǟǓ ǂǌǌƽǇǆǊ ǈ ǂǏǀǂ Ǖǐǖ ǆǍǑǐǒǆǞǍǂǕǐǓ 
ǖǑƽǒǘǆǊ ǍǊǂ Ǖƽǔǈ ǈ ǂǏǀǂ ǂǖǕƿ ǎǂ ǑǌǈǔǊƽǇǆǊ ǔǕǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ. ΌǕǂǎ ǈ 
ǂǏǀǂ ǂǌǌƽǏǆǊ ǑǒǐǓ ǍǊǂ ǐǑǐǊǂǅƿǑǐǕǆ ǋǂǕǆǞǉǖǎǔǈ ǕǝǕǆ ǍǂǋǒǐǑǒǝǉǆǔǍǂ 
ǈ ǂǏǀǂ ǂǖǕƿ ǉǂ ǆǑǊǔǕǒƾǙǆǊ ǔǕǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ. ƴǖǎǆǑǟǓ ƾǎǂ ǍǐǎǕƾǌǐ ǍƾǔǈǓ 
ǂǎǂǔǕǒǐǗƿǓ ƾǘǆǊ ǑǐǊǐ ǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ ǌǐǄǊǋƿ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ 
Brown. ƣǖǕƿ ǈ ǂǎǂǔǕǒǐǗƿ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǎǔǚǍǂǕǚǉǆǀ ǔǕǈǎ (2.2) ǆƽǎ 
ǕǒǐǑǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ߙ. ΈǕǔǊ ǈ (2.2) ǄǀǎǆǕǂǊ: 

                               ݀ܺሺݐሻ = ݐ݀(ሻݐሺߕ–ܽ)ߣ + �ܹ݀ሺݐሻ                                (2.3) 
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ǝǑǐǖ ߙ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǍǂǋǒǐǘǒǝǎǊǐ ǔǈǍǆǀǐ ǊǔǐǒǒǐǑǀǂǓ (ƿ ǂǌǌǊǟǓ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 
ǝǑǐǖ ǈ ߕሺݐሻ ƾǘǆǊ Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ǎǂ ǆǑǊǔǕǒƾǗǆǊ), � ǆǀǎǂǊ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ, ߣ 
ǆǀǎǂǊ ǈ ǕǂǘǞǕǈǕǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ ǆǑǊǔǕǒƾǗǆǊ ǈ ߕሺݐሻ ǔǕǐ ǔǈǍǆǀǐ ǊǔǐǒǒǐǑǀǂǓ 
ǋǂǊ ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǈ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. ƣǑǝ Ǖǈǎ ǆǏǀǔǚǔǈ (2.3), ǈ ǌǞǔǈ 
ǕǈǓ ǐǑǐǀǂǓ ǆǀǎǂǊ ǈ (2.3ǂ) (ǃǌƾǑǆ ǂǍƾǔǚǓ ǍǆǕƽ), ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǈ ǔ.ǅ       ሺߕሺݐሻ, ݐ ∈ ℝ+ሻ ǄǎǚǔǕƿ ǚǓ Ornestein-Uhlenbeck. 

Ʃ ǌǞǔǈ ǕǈǓ (2.3) ƾǘǆǊ ǚǓ ǆǏƿǓ: 

ƪƾǕǐǖǍǆ ܻሺݐሻ = ܺሺݐሻ–ߙ. ΈǕǔǊ ƾǘǐǖǍǆ: ܻ݀ሺݐሻ = ݐሻ݀ݐሺܻߣ− + �ܹ݀ሺݐሻ ܻ݀ሺݐሻ  + = ݐሻ݀ݐሺܻߣ   �ܹ݀ሺݐሻ 
Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǄǒǂǗǕǆǀ ǚǓ: ݀[݁�௧ܻሺݐሻ]  =  ݁�௧�ܹ݀ሺݐሻ 
ƱǌǐǋǌǈǒǟǎǐǎǕǂǓ ǂǑǝ Ǖǐ Ͳ ƾǚǓ Ǖǐ ݐ ǑǂǀǒǎǐǖǍǆ Ǖǐ ǑǂǒǂǋƽǕǚ: 

݁�௧ܻሺݐሻ–ܻሺͲሻ = �∫ ݁�௦௧
଴ ܹ݀ሺݏሻ 

ܻሺݐሻ =  ݁−�௧ܻሺͲሻ + �∫ ݁−�ሺ௧−௦ሻ௧
଴ ܹ݀ሺ݀ሻ 

Ʈǆ ǝǒǐǖǓ Ǖǐǖ ߕ ǈ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǄǒƽǗǆǕǂǊ ǚǓ:                              ܺሺݐሻ =  ܺሺͲሻ݁−�௧ + –ͳ)ߙ ݁−�௧) + � ∫ ݁−�ሺ௧−௦ሻ௧଴ ܹ݀ሺݏሻ.        (2.3ǂ) 

ƮǊǂ ƽǌǌǈ ǆǊǅǊǋƿ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ ǕǈǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown ǆǀǎǂǊ ǈ ǄǆǚǍǆǕǒǊǋƿ 
ǋǀǎǈǔǈ Brown Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ ǔǕǈǎ ǆǑǝǍǆǎǈ ǆǎǝǕǈǕǂ. 

 

2.7  ƥǆǚǍǆǕǒǊǋƿ Ƭǀǎǈǔǈ Brown 

     ƴǕǈǎ ǑǒǐǈǄǐǞǍǆǎǈ ǆǎǝǕǈǕǂ ǆǀǅǂǍǆ Ǖǈǎ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ƿ 
ǐǑǐǀǂ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǆǑƾǋǕǂǔǈ ǕǈǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown. ΌǍǚǓ ǈ ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ 
ǋǀǎǈǔǈ Brown ƾǘǆǊ ǅǖǐ ǃǂǔǊǋƽ ǍǆǊǐǎǆǋǕƿǍǂǕǂ Ǖǂ ǐǑǐǀǂ ǆǀǎǂǊ: 

 Ʃ ߕሺݐሻ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǂǒǎǈǕǊǋƿ ǔǖǎǆǑǟǓ ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ ǗǕǚǘǝ 
ǍǐǎǕƾǌǐ ǄǊǂ ǕǊǍƾǓ ǍǆǕǐǘǟǎ. 

 Ʃ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǋǂǊ ǈ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ǍǆǕǂǃǐǌƿǓ ǔǆ ǝǒǐǖǓ 
ǅǐǌǂǒǀǐǖ ǆǀǎǂǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǆǓ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ. ƴǕǈǎ 
ǑǒƽǏǈ ǝǕǂǎ ǈ ǕǊǍƿ ǍǊǂǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǅǊǑǌǂǔǊƽǇǆǕǂǊ ǉǂ ǑǆǒǊǍƾǎǐǖǍǆ 
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Ǖǝǔǐ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǂǑǝǅǐǔǈ Ǖǐǖ ǅǐǌǂǒǀǐǖ ǝǔǐ ǋǂǊ ǈ ǕǖǑǊǋƿ 
ǂǑǝǋǌǊǔǈ Ǖǚǎ ǂǑǐǅǝǔǆǚǎ ǎǂ ǅǊǑǌǂǔǊǂǔǕǆǀ. 

ƣǖǕƽ Ǖǂ ǍǆǊǐǎǆǋǕƿǍǂǕǂ ǝǑǚǓ ǋǂǊ ƽǌǌǂ ǍǑǐǒǐǞǎ ǎǂ ǆǏǂǌǆǊǗǕǐǞǎ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǄǆǚǍǆǕǒǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown. ΌǕǂǎ ǈ Ǖƽǔǈ ǋǂǊ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ ǔǆ ǍǊǂ 
ǂǒǊǉǍǈǕǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǆǀǎǂǊ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ Ǖǐǖ ߕሺݐሻ ǕǝǕǆ ǈ ǑǂǒǂǋƽǕǚ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǍǐǒǗƿ ݀ܺሺݐሻ = ݐሻሻ݀ݐሺܺሺߙ + �ሺܺሺݐሻሻܹ݀ሺݐሻ 
ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ �̂݋ݐ. ƲǐǊǐ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ ǆƽǎ ߙሺߕሺݐሻሻ = ሻሻݐሺߕሻ ǋǂǊ �ሺݐሺߕߙ = ሻݐሻ ǕǝǕǆ ǈ ǑǒǐǈǄǐǞǍǆǎǈ ǆǏǀǔǚǔǈ ǄǀǎǆǕǂǊ: ݀ܺሺݐሺߕ� = ݐሻ݀ݐሺܺߙ + �ܺሺݐሻܹ݀ሺݐሻ 
ƿ ǊǔǐǅǞǎǂǍǂ ݀ܺሺݐሻ ܺሺݐሻ = + ݐ݀ߙ   �ܹ݀ሺݐሻ 
     H ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǆǏǀǔǚǔǈ ǆǀǎǂǊ ǄǎǚǔǕƿ ǚǓ ǄǆωǍǆǕǒǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown 

ǋǂǊ ǍǂǓ ǅǆǀǘǎǆǊ ǝǕǊ ǈ ǑǐǔǐǔǕǊǂǀǂ ǍǆǕǂǃǐǌƿ ǕǈǓ ǂǏǀǂǓ Ǖǚǎ ǑǆǒǊǐǖǔǊǂǋǟǎ 
ǔǕǐǊǘǆǀǚǎ ǆǀǎǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ Ǎǆ ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ߙ ǋǂǊ 
ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶ. 
ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.10 

ƪǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ 
ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǄǆǚǍǆǕǒǊǋƿǓ ǋǀǎǈǔǈǓ Brown: ݀ܺሺݐሻ ܺሺݐሻ =  Ͳ.ʹͳͷ݀ݐ +  Ͳ.͵Ͷʹܹ݀ሺݐሻ 
ƣǑǝ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǆǏǀǔǚǔǈ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ߙ =  Ͳ.ʹͳͷ ǋǂǊ � =  Ͳ.͵Ͷʹ. 
ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ ߙ =  Ͳ.ʹͳͷ ǋǂǊ ǈ ǔǕǊǄǍǊǂǀǂ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ Ǎǆ �ଶ = Ͳ.͵Ͷʹʹ = Ͳ.ͳͳ͸ͻ͸Ͷ 
ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.11 

ƦǀǎǆǕǂǊ ǍǊǂ ǄǆǚǍǆǕǒǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown Ǎǆ Ǖƽǔǈ 0.10. ƥǊǂ ℎ = ଵଷ଺ହ ǈ 

ǂǎǂǌǐǄǀǂ ǉǐǒǞǃǐǖ ǑǒǐǓ Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ǆǀǎǂǊ 22.926 ǋǂǊ ǉǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ 

ǕǖǑǊǋƿ ǂǑǝǋǌǊǔǈ �. 

ΈǘǐǖǍǆ �√ℎ�ℎ = ʹʹ.ͻʹ͸. ƣǎǕǊǋǂǉǊǔǕǟǎǕǂǓ ߙ = Ͳ.ͳͲ ǋǂǊ ℎ =  ଵଷ଺ହ ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǝǕǊ � =0.12. 
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2.8 Ƶǐ ƮƾǕǒǐ Ǖǐǖ ƱǖǅǆǕƾǒǐǖ ƬǊǎǅǞǎǐǖ ǋǂǊ Ǖǐ ƪǆǟǒǈǍǂ Ǖǐǖ 
ǄǗǄGirsanov 

     ƪǆǚǒǐǞǍǆ ǍǊǂ ǍǆǕǐǘƿ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǌǈǒǟǎǆǊ ǍƾǒǊǔǍǂ ǔǕǈǎ ǂǑǝǅǐǔǈ ߜ. Ʃ 
ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǕǊǍƿǓ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǂǒǂǕǈǒǆǀǕǂǊ 
ǔǕǈǎ ǑǂǄǋǝǔǍǊǂ ǂǄǐǒƽ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǆǏƿǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ: 

                                                     ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = ሺܽ − ݐሻ݀ߜ + �ܹ݀ሺݐሻ                                     ሺʹ.Ͷሻ 
ǝǑǐǖ ܹ݀ሺݐሻ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǂǑǒǐǔǅǝǋǈǕǐ ǍǆǒǀǅǊǐ ǂǑǝ Ǖǐ ǂǑǝǉǆǍǂ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ 
ǋǂǊ ܹሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ martingale ǖǑǝ Ǖǈǎ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ 
ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ.  
ƥǊǂ Ǖǈǎ ǍƾǕǒǈǔǈ Ǖǐǖ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǉǂ ǘǒǆǊǂǔǕǐǞǍǆ ǍǊǂ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƿ ǆǋǅǐǘƿ ǕǈǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ. ƦǀǎǐǖǍǆ Ǖǐǎ ǆǏƿǓ 
ǐǒǊǔǍǝ (ǃǌƾǑǆ [24]). 
 

 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.6 

Ƶǐ ǍƾǕǒǐ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ Q (ƿ ǂǌǌǊǟǓ ǍƾǕǒǐ ǊǔǐǒǒǐǑǀǂǓ) ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ 
ǍƾǕǒǐ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǋƽǉǆ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǂǋǒǊǃǟǓ ǀǔǈ 
Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǍƾǎǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǖǑǝ Ǖǐ ǍƾǕǒǐ 
ǂǖǕǝ.  
 

 

ƥǊǂ ǎǂ ǄǀǎǆǊ ǑǐǊǐ ǋǂǕǂǎǐǈǕǝ Ǖǐ ǍƾǕǒǐ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǉǂ ǅǟǔǐǖǍǆ 
ǋǂǊ ƾǎǂǎ ǍǂǉǈǍǂǕǊǋǝ ǐǒǊǔǍǝ (ǃǌƾǑǆ [24]). 
 

 

 

ƱǒǊǔǍǝǓ 2.7 

ΈǔǕǚ ǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = ሺܽ − ݐሻ݀ߜ + �ܹ݀ሺݐሻ 
ƵǝǕǆ Ǖǐ ǍƾǕǒǐ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ܳ ǆǀǎǂǊ ǈ ǕǒǐǑǐǑǐǊǈǍƾǎǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿ 
ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǐǑǐǀǂ Ǖǐ Ǖǖǘǂǀǐ ǍƾǒǐǓ ǕǈǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ 
ǑǆǒǊǌǂǍǃƽǎǆǊ ǍǊǂ ǋǀǎǈǔǈ Brown ܹ̃Ǒǐǖ ǆǀǎǂǊ martingale. 

 

 

ƥǊǂ ǎǂ ǃǒǐǞǍǆ Ǖǈǎ ܹ̃ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǔǘǆǕǊǋƿ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ܳ ǉǆǚǒǐǞǍǆ ǝǕǊ 
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ܹ̃ሺݐሻ = ܹሺݐሻ + ܽ − �ݎ  ݐ
 

     Έǎǂ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǄǎǚǔǕǝ ǚǓ Ǖǐ ǉǆǟǒǈǍǂ Ǖǐǖ Girsanov ǊǔǘǖǒǀǇǆǕǂǊ 
Ǖǈǎ ǞǑǂǒǏǈ ǆǎǝǓ ǍǐǎǂǅǊǋǐǞ ǍƾǕǒǐǖ ǐǖǅǆǕƾǒǐǖ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ܳ ǔǞǍǗǚǎǂ  Ǎǆ 
Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǈ ܹ̃ሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǕǖǑǊǋƿ ǋǀǎǈǔǈ Brown ǋǂǊ ǈ ܹ̃ ǆǀǎǂǊ martingale 

ǖǑǝ Ǖǈǎ ܳ. Ƨƽǎ ǅǊǂǗǐǒǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǋǂǊ ǂǎǂǅǊǂǕƽǏǐǖǍǆ Ǖǈǎ ܹ̃ ǕǝǕǆ 
ƾǘǐǖǍǆ: 
 ܹ݀ሺݐሻ = ܹ݀̃ሺݐሻ − ܽ − �ݎ  ݐ݀
 

ƣǎǕǊǋǂǉǊǔǕǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǆǏǀǔǚǔǈ ǔǕǈǎ (2.4) ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǈǎ 

ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǘƾǔǈ: 

 ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = ሺݎ − ݐሻ݀ߜ + �ܹ݀̃ሺݐሻ 
 

     Ʃ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǂǎǂǗƾǒǆǕǂǊ ǚǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǕǊǍƿǓ 
ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ. ƲǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ ǕǈǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǕǈǓ ǕǊǍƿǓ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǆǀǎǂǊ ǀǅǊǂ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ ǕǈǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǕǈǓ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿǓ ǕǊǍƿǓ.   

ƪǂ ǔǖǎǆǘǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ ǍǆǒǊǋƽ ǑǂǒǂǅǆǀǄǍǂǕǂ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǋǂǌǞǕǆǒǈ ǋǂǕǂǎǝǈǔǈ 
Ǖǐǖ ǍƾǕǒǐǖ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ. 

ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.12 

Ʃ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿǓ ǕǊǍƿǓ ǍǊǂǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǌǈǒǟǎǆǊ 
ǍƾǒǊǔǍǂ ǔǕǈǎ ǂǑǝǅǐǔǈ ߜ ǆǀǎǂǊ ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = Ͳ.Ͳͻ݀ݐ + �ܹ݀ሺݐሻ 
Ʃ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǈ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǕǊǍƿǓ ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǆǀǎǂǊ ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = Ͳ.Ͳͷ݀ݐ + �ܹ݀̃ሺݐሻ 
 

ƪǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǂǑǝǅǐǔǈ ߜ ǋǂǊ Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ߙ ǆƽǎ Ǖǐ ǆǑǊǕǝǋǊǐ 
ǍǈǅǆǎǊǋǐǞ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǆǀǎǂǊ ݎ = Ͳ.Ͳͺ.  

ƣǑǝ ǕǊǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǆǊǓ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ݎ – ߜ = Ͳ.Ͳͷ ǋǂǊ ߙ – ߜ = Ͳ.Ͳͻ. ƥǊǂ ݎ = Ͳ.Ͳͺ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ߜ = Ͳ.Ͳ͵ ǋǂǊ ǋǂǕƽ ǔǖǎƾǑǆǊǂ ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǝǕǊ ߙ = Ͳ.ͳʹ. 
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ƲǂǒƽǅǆǊǄǍǂ 2.13 

Ʃ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǕǈǓ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿǓ ǕǊǍƿǓ ǍǊǂǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǌǈǒǟǎǆǊ 
ǍƾǒǊǔǍǂ ǆǀǎǂǊ: ݀ܵሺݐሻܵሺݐሻ = Ͳ.Ͳͷ݀ݐ + Ͳ.ͳʹܹ̃ሺݐሻ 
 

ƥǎǚǒǀǇǐǎǕǂǓ ǝǕǊ Ǖǐ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ ǋǊǎǅǞǎǐǖ ǕǈǓ ǍǆǕǐǘƿǓ ǆǀǎǂǊ 0.14 ǉǂ 
ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǖƽǔǈ ǕǈǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ǕǈǓ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿǓ ǕǊǍƿǓ. 
 

ΈǘǐǖǍǆ ǝǕǊ ߙ– –ݎ ሺߙ– ሻߜ = −Ͳ.Ͳͷ ǋǂǊ ߙ– ݎ = Ͳ.ͳͶ. ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ Ǖƽǔǈ ǊǔǐǞǕǂǊ 
Ǎǆ: ߙ– ߜ = Ͳ.ͳͶ + Ͳ.Ͳͷ = Ͳ.ͳͻ 
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ƬƧΦΑƭΑƫƱ 3 

ƧǗǂǒǍǐǄƿ ƴǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ 
Ʈǆǉǝǅǚǎ ǔǕǊǓ ƣǎǂǌǐǄǊǔǕǊǋƾǓ 
ƴǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ 

     ƴǆ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǋǆǗƽǌǂǊǐ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǐǖǍǆ ǅǖǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ 
ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ ǐǊ ǝǑǐǊǆǓ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǐǞǎǕǂǊ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ 
ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂǓ Ǖǐǖ Ǖǝǋǐǖ. ƫǅǊǂǀǕǆǒǂ ǐǊ ǅǖǐ ǂǖǕƾǓ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ 
ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǎ ǑǒǟǕǊǔǕǐǓ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǋǂǊ ǔǕǈǎ ǔǖǎƾǘǆǊǂ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǎ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ . 
ƤǂǔǊǋƾǓ ƾǎǎǐǊǆǓ ǝǑǚǓ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ, ǈ ǕǖǑǊǋƿ ǂǑǝǋǌǊǔǈ ǋǂǊ ǐ 
ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿǓ ǂǔǖǍǍǆǕǒǀǂǓ (ƿ ǂǌǌǊǟǓ ǌǐǏǝǕǈǕǂ) ǕǈǓ ǑǂǒǐǞǔǂǓ ǂǏǀǂǓ ǍǀǂǓ 
ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈǓ ǒƽǎǕǂǓ ǉǂ ǑǂǒǐǖǔǊǂǔǕǐǞǎ Ǎǆ Ǖǈǎ ǍǐǒǗƿ ǑǂǒǂǅǆǊǄǍƽǕǚǎ 
ǋǂǊ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǑǊǎƽǋǚǎ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǋǂǌǞǕǆǒǈ ǋǂǕǂǎǝǈǔǈ ǕǐǖǓ. ƪǂ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǄǎǚǔǕƾǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǟǔǕǆ ǎǂ 
ǍǑǐǒƾǔǐǖǍǆ ǎǂ ǂǑǐǗǂǎǉǐǞǍǆ ǑǐǊǂ ǂǑǝ ǕǊǓ ǅǞǐ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ ǅǀǎǆǊ 
ǋǂǌǞǕǆǒǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ. Ʃ ƾǍǍǆǔǈ ǔǖǍǑǆǒǊǗǐǒƽ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǉǆǟǒǈǔǈ Ǖǚǎ ǅǞǐ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǚǎ ǉǂ ǅǊǆǒǆǖǎǈǉǆǀ 
ǍǆǌǆǕǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ 
ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ. 

 

3.1  ƧǊǔǂǄǚǄƿ - ƲǂǒǐǞǔǂ ƣǏǀǂ 

ƴǆ ǂǖǕƿǎ Ǖǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ ǉǂ ǅǆǀǏǐǖǍǆ ǑǚǓ ǉǂ ǋǂǕǂǔǋǆǖƽǔǐǖǍǆ ǅǞǐ 
ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ܨ௠௜௡ ǋǂǊ ܨ௠௔� ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǐǊ ǂǎǊǔǝǕǈǕǆǓ                                                        ܨ௠௜௡ሺݐሻ ൑ ܲ[ܼ௡ ൑ [ݐ ൑ ሻݐ௠௜௡ሺܨ                                                        ௠௔�                          (3.1)ܨ ൑ ܲ[ܼ̃௡ ൑ [ݐ ൑  ௠௔�                          (3.2)ܨ

ǎǂ ǊǔǘǞǐǖǎ ǄǊǂ ǋƽǉǆ t ≥ 0 

ΈǔǕǚ ܨଵ, ,ଶܨ … , ,௡ ǐǊ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǆǓ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƾǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǋǂǕǂǎǐǍǟǎ Ǖǚǎ ଵܸܨ ଶܸ, … , ௡ܸ. ƵǝǕǆ ǈ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ܨ௓�ǕǈǓ ߄௡ = ଵܸ +ଶܸ +⋯+ ௡ܸ Ǎǆ Ǖǈǎ ǃǐƿǉǆǊǂ ǕǈǓ (3.1) ǑǆǒǊǐǒǀǇǆǕǂǊ ǔǕǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǍǐǒǗƿ: 

ሻݐ௠௜௡ሺܨ = ݔሺ௩భ,௩మ,… ,௩�ሻ∈ఀሺ௧ሻ݉ܽ݌ݑݏ {∑ܲ[ ௜ܸ <௡
௜=଴ [௜ݒ − ሺ݊ − ͳሻ, Ͳ} 
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ǋǂǊ 

ሻݐ௠௔�ሺܨ = ݂݅݊ሺ௩భ,௩మ,… ,௩�ሻ∈ఀሺ௧ሻ݉݅݊ ௜ሻ௡ݒ௜ሺܨ∑}
௜=଴ , ͳ} 

ǝǑǐǖ ߑሺݐሻ = {ሺݒଵ, ,ଶݒ … , ௡ሻݒ ∈ ℝ௡│ݒଵ + ଶݒ +⋯+ ௡ݒ = t}   ,   t ∈ ℝ   
     Ƶǂ ǝǒǊǂ ǔǕǊǓ ǔǘƾǔǆǊǓ (3.1) ǋǂǊ (3.2) ǆǀǎǂǊ Ǖǂ ǋǂǌǞǕǆǒǂ ǅǖǎǂǕƽ ǝǒǊǂ Ǖǚǎ 

ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǚǎ ǋǂǕǂǎǐǍǟǎ Ǖǚǎ ߄௡ ǋǂǊ ̃߄௡ ǝǕǂǎ ǅǆǎ ƾǘǐǖǍǆ ǖǑǐǉƾǔǆǊ ǋǂǍǀǂ 

ǆǏƽǒǕǈǔǈ ǍǆǕǂǏǞ Ǖǚǎ ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸ. ƥǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ ǑǌǈǒǐǗǐǒǀǆǓ ǃǌƾǑǆ 
[21]. 

     ƴǕǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ ǝǍǚǓ Ǒǐǖ ǖǑǐǉƾǔǐǖǍǆ ǋƽǑǐǊǂ ǍǐǒǗƿ ǆǏƽǒǕǈǔǈǓ 
ǍǆǕǂǏǞ Ǖǚǎ ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸ ǕǝǕǆ Ǖǂ ǝǒǊǂ ǉǂ ǂǌǌƽǏǐǖǎ ǋǂǊ ǑǊǐ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ 
ǉǂ ǃǆǌǕǊǚǉǐǞǎ ǋǂǊ ǉǂ Ǆǀǎǐǖǎ ǑǊǐ ǂǋǒǊǃƿ. ΈǔǕǚ ǝǕǊ ǖǑƽǒǘǆǊ ǍǊǂ 
ǑǐǌǖǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ G ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ: ܩሺݒଵ, ,ଶݒ … , ௡ሻݒ ൑ ܲ[ ଵܸ ൑ ,ଵݒ ଶܸ ൑ ,ଶݒ … , ௡ܸ ൑ ,ଵݒ ௡]  ǄǊǂ ǋƽǉǆݒ … , ௡ݒ ∈ ℝ   (3.3) 

ǋǂǊ ǍǊǂ ǂǑǝ ǋǐǊǎǐǞ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ̅߅ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ: ܲ[ ଵܸ > ,ଵݒ ଶܸ > ,ଶݒ … , ௡ܸ > ௡] ൒ݒ ,ଵݒሺ߅̅ ,ଶݒ … , ,ଵݒ ௡ሻ ǄǊǂ ǋƽǉǆݒ … , ௡ݒ ∈ ℝ (3.4) 

ƵǝǕǆ (ǃǌƾǑǆ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [10]) ǐǊ ǂǎǊǔǝǕǈǕǆǓ ݌ݑݏሺ�భ,�మ,… ,��ሻ∈ఀሺ௧ሻܩሺݔଵ, … , ௡ሻݔ ൑ ሻݐ௓�ሺܨ ൑ ͳ − ,ଵݔሺ߅ሺ�భ,�మ,… ,��ሻ∈ఀሺ௧ሻ̅݌ݑݏ … ,  ௡ሻ         (3.5)ݔ

ǊǔǘǞǐǖǎ ǄǊǂ ǋƽǉǆ  ݐ ∈ ℝ . 
ƧǑǀǔǈǓ ǖǑǐǉƾǕǐǖǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ǔǘƾǔǆǊǓ (3.3) ǋǂǊ (3.4) ǊǋǂǎǐǑǐǊǐǞǎǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ 

,ଵݒሺܩ ,ଶݒ … , ௡ሻݒ ௜ሻ௡ݒ௜ሺܨ∏=
௜=ଵ  

ǋǂǊ ̅߅ሺݒଵ, ,ଶݒ … , ௡ሻݒ = ∏ ሺͳ − ௜ሻሻ௡௜=ଵݒ௜ሺܨ . 

     ƴǆ ǂǖǕƿǎ Ǖǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǖǂ ௜ܸ ǌƾǍǆ ǝǕǊ ǆǀǎǂǊ POD (Positive Orthant 

Dependent). ƣǖǕǝ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ܩ ǔǈǍǂǀǎǆǊ 
ǝǕǊ ǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ௜ܸ ൑ ௜ݒ  , ݅ = ͳ,ʹ, … , ݊ ǆǀǎǂǊ ǍǊǋǒǝǕǆǒǈ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǈ 
ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǖǑǝǉǆǔǈ ǝǕǊ Ǖǂ ௜ܸ ǆǀǎǂǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǂ ǍǆǕǂǏǞ ǕǐǖǓ. 
ƱǍǐǀǚǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ̅߅ ǔǈǍǂǀǎǆǊ ǝǕǊ ǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ௜ܸ ൒ݒ௜  , ݅ = ͳ,ʹ, … , ݊ ǆǀǎǂǊ ǍǊǋǒǝǕǆǒǈ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ǖǑǝ Ǖǈǎ 
ǖǑǝǉǆǔǈ ǝǕǊ Ǖǂ ௜ܸ ǆǀǎǂǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǂ ǍǆǕǂǏǞ ǕǐǖǓ. 
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3.2 ƲǂǒǐǞǔǂ ƣǏǀǂ 

     ΈǔǕǚ ߜ௦ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǋǂǊ ߖሺݐሻ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ Ǖǈǎ 
ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ. ƵǝǕǆ 

ሻݐሺߖ                                             = ∫ ௧଴ݏ௦݀ߜ                                      (3.6) 

 

     Ʃ Ǖǖǘǂǀǂ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = Ͳ ǍǊǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ 
ǍǐǎƽǅǂǓ Ǒǐǖ ǑǌǈǒǟǎǆǊ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ ǚǓ ݁−అሺ௧ሻ. ƣǎ ǈ ߖሺݐሻ  ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǌǐǄǂǒǊǉǍǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ ǕǝǕǆ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ 
ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǌǐǄǂǒǊǉǍǐǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ (Lognormal) Ǎǆ 
ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ   ܧ[−ߖሺݐሻ] ǋǂǊ ܸ[ߖሺݐሻ]   ǋǂǊ ǈ ǒǐǑƿ ݉-ǕƽǏǈǓ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ: 

[௠ (అሺ௧ሻ−݁)]߃                  = [௠అሺ௧ሻ−݁] ߃  = ݁{ −௠�[−అሺ௧ሻ]  + ହ௠మ�[అሺ௧ሻ]           (3.7) 

O ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝǓ ǕǈǓ ǔǘƾǔǈǓ (3.7) ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [4]. 

     ƣǓ ǉǆǚǒƿǔǐǖǍǆ ǚǓ ௧ܸ Ǖǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ 0 ǍǊǂǓ 
ǑǐǔǝǕǈǕǂǓ ߙ௧ Ǒǐǖ ǑǌǈǒǟǎǆǕǂǊ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ 1. Ʃ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ 
ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǍƾǎǈ ǂǏǀǂ Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ ǔǕǊǄǍƿ ݐ = Ͳ ǄǊǂ ǑǌǈǒǚǍƾǓ ǀǔǆǓ Ǎǆ ߙ௧ 
Ǒǐǖ ƾǄǊǎǂǎ ǕǊǓ  ǘǒǐǎǊǋƾǓ ǔǕǊǄǍƾǓ ݐ = Ͳ,ͳ,ʹ, … , ݊  ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ:                                                           ܼ௡ = ଵܸ + ଶܸ +⋯+ ௡ܸ                               (3.8) 

     ƶǑǐǉƾǕǐǖǍǆ ǄǊǂ ǑǂǒƽǅǆǊǄǍǂ ǝǕǊ ǍǊǂ ǂǔǗǂǌǊǔǕǊǋƿ ǆǕǂǊǒǀǂ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ 
ǑǌǈǒǟǔǆǊ Ǒǐǔƽ ǞǙǐǖǓ ߙ௧ ǕǊǓ ǘǒǐǎǊǋƾǓ ǔǕǊǄǍƾǓ ݐ = Ͳ,ͳ,ʹ, … , ݊. ƵǝǕǆ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǃǐƿǉǆǊǂ ǕǈǓ (3.8) ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ǂǖǕǟǎ 
Ǖǚǎ ǎǕǆǕǆǒǍǊǎǊǔǕǊǋǟǎ ǑǌǈǒǚǍǟǎ. Ƶǂ ௜ܸ Ǒǐǖ ǑǆǒǊƾǘǐǎǕǂǊ ǔǕǈǎ (3.8) ǆǀǎǂǊ 
ǔǖǔǘǆǕǊǔǍƾǎǂ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǈ ǖǑǝǉǆǔǈ ǂǎǆǏǂǒǕǈǔǀǂǓ Ǖǚǎ ǂǉǒǐǊǔǍƽǕǚǎ ǕǈǓ ܼ௡ 
ǎǂ Ǎǈǎ ǆǀǎǂǊ ǒǆǂǌǊǔǕǊǋƿ. ΩǓ ǔǖǎƾǑǆǊǂ, Ǎǀǂ ǂǋǒǊǃƿǓ ƾǋǗǒǂǔǈ ǄǊǂ Ǖǈ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܼ௡ ǂǑǂǊǕǆǀ Ǖǈǎ Ǆǎǟǔǈ ǕǈǓ ǂǑǝ 
ǋǐǊǎǐǞ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ Ǖǐǖ Ǖǖǘǂǀǐǖ ǅǊǂǎǞǔǍǂǕǐǓ ( ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸ ) ǈ ǐǑǐǀǂ ǄǆǎǊǋƽ 
ǅǆǎ ǆǀǎǂǊ ǅǊǂǉƾǔǊǍǈ. ƥǊǂ ǎǂ ǋǂǕǂǔǕǒǂǕǈǄǈǉǆǀ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǑǒǝǃǌǈǍǂ ǈ ܼ௡ ǉǂ 
ǑǒǐǔǆǄǄǊǔǕǆǀ Ǎƾǔǚ ǍǊǂ ǕǖǘǂǀǂǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ ܼ̃௡. Ƨƽǎ ǔǖǍǃǐǌǀǔǐǖǍǆ Ǎǆ ܨଵ, ,ଶܨ … , ,௡ ǕǊǓ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǆǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ Ǖǚǎ ଵܸܨ ଶܸ, … , ௡ܸǕǝǕǆ ǈ ܼ̃௡ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ :                                                 ܼ̃௡=ܨଵ−ଵሺܷሻ ଶ−ଵሺܷሻܨ + +  ௡−ଵሺܷሻ                  (3.9)ܨ +⋯

ǝǑǐǖ ǈ ܷ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǋǂǊ Ǖǂ ܨ௜−ଵ ǆǀǎǂǊ ǐǊ 
ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǑǐǔǐǔǕǈǍǐǒǀǚǎ Ǒǐǖ ǔǘǆǕǀǇǐǎǕǂǊ Ǎǆ Ǖǂ ܨ௜. ƧǑǀǔǈǓ ǊǔǘǞǆǊ ǝǕǊ ܼܧ௡ = ܼ̃ܧ௡  ǋǂǊ ݔܽ݉ܧ{ܼ௡ –  ݀, Ͳ}  ൑ – ௡ܼ̃}ݔܽ݉ܧ   ݀, Ͳ}  ,    ǄǊǂ ǋƽǉǆ ݀ ൒  Ͳ . 
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     ƴǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 3.3 ǉǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǅǖǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ 
Gaussian ǄǊǂ ǎǂ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ 
ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǆǎǟ ǔǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 3.4 ǉǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ 
ǕǒǆǊǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ Gaussian ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǄǊǂ ǎǂ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ 
ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. 

 

3.3 ƮǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ΈǎǕǂǔǈǓ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǚǃǚ 

ǚǃǚǃ.ƴǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ƴǖǎƽǒǕǈǔǈǓ  

     ƴǆ ǂǖǕƿǎ Ǖǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ ǉǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǅǞǐ ǑǐǌǞ ǄǎǚǔǕƾǓ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǐǊ ǐǑǐǀǆǓ ǆǀǎǂǊ: 

 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener Ǎǆ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ߜ 
 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck Ǎǆ Ǖǐǎ ǀǅǊǐ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ 

ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ߜ 
3.3.1 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener 

ΈǔǕǚ ߖሺݐሻ  ǈ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ Ǒǐǖ ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈ ǔǘƾǔǈ:                                                                  ߖሺݐሻ = ݐߜ + � ௧ܹ                              (3.10) 

ǝǑǐǖ � ൒ Ͳ ǈ ǍǆǕǂǃǌǈǕǝǕǈǕǂ, ߜ ∈ ℝ ǐ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿǓ ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ǋǂǊ ௧ܹ 
ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener. ƮǑǐǒǆǀ ǎǂ ǅǆǊǘǉǆǀ ǝǕǊ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ:                                                                    ܧ[ ߖሺݐሻ ]  =  (3.11)                                ݐߜ 

ǋǂǊ ǈ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ Ǎǆ:                                                      �ߖ] ݒ݋ሺݏሻ, [ሻݐሺߖ  =  �ଶ݉݅݊ ሺݏ,  ሻ                  (3.12)ݐ

ƱǊ ǔǘƾǔǆǊǓ (3.11) ǋǂǊ (3.12) ǖǑǐǌǐǄǀǇǐǎǕǂǊ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [15]. 

 

3.3.2 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck 

ΈǔǕǚ ߖሺݐሻ  ǈ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ Ǒǐǖ ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈ ǔǘƾǔǈ:                                                            ߖሺݐሻ = ݐߜ + �ߕሺݐሻ                                  (3.13) 

ǝǑǐǖ ߜ ∈ ℝ ǐ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿǓ ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ, ߕሺݐሻ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ 
Ornstein-Uhlenbeck Ǎǆ ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ ߙ ൒ Ͳ  ǋǂǊ � ൒ Ͳ   ǋǂǊ ǊǔǘǞǆǊ ߕሺͲሻ = Ͳ . ƧǑǊǑǌƾǐǎ                                                          ݀ܺሺݐሻ = + ݐሻ݀ݐܺሺߙ−   �݀ ௧ܹ                       (3.14) 
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ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ Ǖǐǖ [5] ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǑƽǒǐǖǍǆ Ǖǈǎ 
Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ ߖሺݐሻ  ǝǑǚǓ ǐǒǀǔǕǈǋǆ ǔǕǈǎ (3.13) 
ǋǂǊ ǅǀǎǐǎǕǂǊ ǂǑǝ:                                                                       ܧ[ߖሺݐሻ]  = ݐߜ  , ሻݏሺߖ]ݒ݋�                                 (3.15)                                  [ሻݐሺߖ  =  �మଶ�  ሺ݁−௔ሺ௧−௦ሻ − ݁−௔ሺ௧+௦ሻሻ ,    ݏ ൑ ݐ         (3.16) 

 

ƿ ǂǎ ǉƾǔǐǖǍǆ                                                                           �ଶ =  �మଶ�                                      (3.17) 

 ǕǝǕǆ ǈ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǄǒƽǗǆǕǂǊ ǚǓ:                               �ߖ]ݒ݋ሺݏሻ , [ሻݐሺߖ  =  �ଶ ሺ݁−௔ሺ௧−௦ሻ − ݁−௔ሺ௧+௦ሻሻ ,    ݏ ൑ ݐ           (3.18) 

 

3.4  ƮǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ΈǎǕǂǔǈǓ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ 

     ƮǊǂ ǅǆǞǕǆǒǈ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǝǔǐ ǂǗǐǒƽ Ǖǈǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ 
ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂǓ Ǖǐǖ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ ǆǀǎǂǊ ǎǂ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ߜ௦. Ƨǅǟ ǉǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ  ǕǒǆǊǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǐǊ ǐǑǐǀǆǓ 
ǆǀǎǂǊ: 

 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ White Noise Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ߜ ǋǂǊ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶ 

 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener Ǎǆ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ߜ 
 ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck Ǎǆ Ǖǐǎ ǀǅǊǐ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ 

ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ߜ. 
ƱǊ ǕǒǆǊǓ ǂǖǕƾǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ƾǘǐǖǎ ǐǒǊǔǕǆǀ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǎǂ 
ǂǒǘǀǇǐǖǎ ǂǑǝ Ǖǐ ǔǈǍǆǀǐ ߜ ǋǂǊ ǝǘǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǂǒǘƿ Ǖǚǎ ǂǏǝǎǚǎ. 

3.4.1  ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ White Noise (ƭǆǖǋǝǓ ǉǝǒǖǃǐǓ) 

     ƣǓ ǖǑǐǉƾǔǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ߜ௧ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ 
ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǟǔǕǆ ǄǊǂ ǋƽǉǆ ݐ ∈ ℝ+ ǎǂ ǊǔǘǞǆǊ:                                                                  ߜ௧~  �ሺ ߜ , �ଶሻ                                    (3.19) 

Ʃ ǔ.ǅ ሺߜ௧, ݐ ∈ ℝ+ሻ ǐǎǐǍƽǇǆǕǂǊ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ White Noise Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ߜ ǋǂǊ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ଶ. ƣǑǝ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǑǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ǆǎǕƽǔǆǊǓ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǎǕǂǊ ǂǑǝ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǆǓ ǋǂǎǐǎǊǋƽ 

ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǆǓ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ. ƮǑǐǒǆǀ ǋǂǎǆǀǓ ǎǂ ǉǆǚǒƿǔǆǊ ǝǕǊ ǈ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ White Noise ǆǀǎǂǊ ǈ ǑǂǒƽǄǚǄǐǓ ǕǈǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Wiener 
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(ǃǌƾǑǆ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ [5] ǋǂǊ [10]). ƵǝǕǆ ǈ ߖሺݐሻ  (ǃǌƾǑǆ ǔǘƾǔǈ (3.6)) ǆǀǎǂǊ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 

[ሻݐሺߖ]߃                                                                      = ߜ ∙ ݐ                                 (3.20) 

ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ                                                      �ߖ ]ݒ݋ሺݏሻ , [ ሻݐሺߖ = �ଶ݉݅݊ሺݏ,  ሻ                   (3.21)ݐ

(ƱǊ ǔǘƾǔǆǊǓ (3.20) ǋǂǊ (3.21) ǖǑǐǌǐǄǀǇǐǎǕǂǊ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [5]). 

3.4.2  ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener 

     ΈǔǕǚ ǝǕǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǆǀǎǂǊ ǈ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǍǊǂǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Wiener. Ʃ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǐǒǊǔǕǆǀ ǚǓ:                                                                ߜ௧  = + ߜ   � ௧ܹ   , � ൒  Ͳ                     (3.22) 

ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǕǈǓ ǆǎǝǕǈǕǂǓ 3.3.1 ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ 
ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǚǓ:                                                                      ߃[ߜ௧] = ߜ                                        (3.23) 

ǋǂǊ Ǖǈǎ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǚǓ:                                                              �ߜ ]ݒ݋௦ , [௧ߜ  =  �ଶ݉݅݊ሺݏ,  ሻ                           (3.24)ݐ

 

ƴǞǍǗǚǎǂ ǝǍǚǓ Ǎǆ ǂǑǝ ǐǒǊǔǍǝ ǕǈǓ ߖሺݐሻ (ǃǌƾǑǆ ǔǘƾǔǈ (3.6)) ǑǒǐǋǞǑǕǆǊ ǝǕǊ 
ǈ ߖሺݐሻ  ǆǀǎǂǊ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ:                                                                    ߃[ߖሺݐሻ] = ߜ ∙ ݐ                                  (3.25) 

ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ                                                 �ߖ ]ݒ݋ሺݏሻ , [ሻݐሺߖ = ∫ ∫ , ௨ߜ]ݒ݋ܿ [௩ߜ ݑ݀ ௧଴௦଴ݒ݀  
        (3.26) 

ƬƽǎǐǎǕǂǓ ǕǊǓ ǑǒƽǏǆǊǓ Ǎǆ Ǖǂ ǐǌǐǋǌǈǒǟǍǂǕǂ ǕǆǌǊǋƽ ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǈǎ 
ǕǆǌǊǋƿ ǍǐǒǗƿ ǕǈǓ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈǓ ǈ ǐǑǐǀǂ ǆǀǎǂǊ ǈ:                                                   �ߖ ]ݒ݋ሺݏሻ , [ሻݐሺߖ = �ଶሺݏଶ ௧ଶ  −  ௦య଺ ሻ   ݏ ൑ ݐ              (3.27) 

 

 

 



 
45 

3.4.3  ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck 

     Όǔǐ ǂǗǐǒƽ Ǖǈǎ ǕǒǀǕǈ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǍǂǓ ǉǂ ǉǆǚǒƿǔǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ 
ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck ǋǂǊ Ǖǈǎ 
ǐǒǀǇǐǖǍǆ Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǗǐǒǊǋƿ ǆǏǀǔǚǔǈ:                                     ݀ߜ௧  = ௧ߜሺߙ−  − ሻ݀௧ߜ + �݀ ௧ܹ   ߙ > Ͳ    � ൒ Ͳ              (3.28) 

Ǎǆ ǂǒǘǊǋƿ ǕǊǍƿ ߜ଴ = Ͳ (ǃǌƾǑǆ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ [5]). ƮǑǐǒǆǀ ǎǂ ǅǆǊǘǉǆǀ ǝǕǊ                                                                                   ߃[ߜ௧] =  (3.29)                               ߜ

ǋǂǊ ǝǕǊ ǈ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ                                         �ߖ]ݒ݋ሺݏሻ , [ሻݐሺߖ  =  �మଶ�  ሺ݁−௔ሺ௧−௦ሻ − ݁−௔ሺ௧+௦ሻሻ ,    ݏ ൑ ݐ   (3.30) 

ƲƽǌǊ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǉƾǔǐǖǍǆ  �మଶ� = �ଶ (ǃǌƾǑǆ ǔǘƾǔǈ (3.16)) 

ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ 

(ǅǈǌǂǅƿ ǈ ߖሺݐሻ ) ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Gaussian Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ: 

[ሻݐሺߖ]ܧ                                                      = ݐߜ                             (3.31) 

ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǀǔǈ Ǎǆ �ߖ]ݒ݋ሺݏሻ , [ሻݐሺߖ =  �మ�మ ݉݅݊ ሺݏ, ሻݐ  +   �మଷ�య   [−ʹ + ʹ݁−�௦ + ʹ݁−�௧ − ݁−௔ሺ௧−௦ሻ−݁−௔ሺ௧+௦ሻ]      
 (3.32) 

Ʊ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝǓ Ǖǚǎ ǔǘƾǔǆǚǎ (3.31) ǋǂǊ (3.32) ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [19] 

     Ƶǂ ǅǞǐ ǍǐǎǕƾǌǂ ǔǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 3.3 ǋǂǊ Ǖǂ Ǖǒǀǂ ǍǐǎǕƾǌǂ ǔǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 
3.4 ƾǘǐǖǎ ǐǒǊǔǕǆǀ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǀǅǊǂ (ܧ[ߖሺݐሻ]  ሻ  ǋǂǊ Ǖǐݐሺߖ ƣǖǕǝ Ǒǐǖ ǂǌǌƽǇǆǊ ǔǕǂ ǍǐǎǕƾǌǂ ǆǀǎǂǊ ǈ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ǕǈǓ .(  ݐߜ = 
ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǐ ǂǑǐǕƾǌǆǔǍǂ ǔǆ ǍǊǂ ǅǆǅǐǍƾǎǈ ǋǂǕƽǔǕǂǔǈ. 

 

3.5  ƭǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǆǓ ƳƽǎǕǆǓ 

     ΈǔǕǚ ǍǊǂ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈ ǒƽǎǕǂ ݊-ǆǕǟǎ ǋǂǊ ߙn┐ ǈ ǑǂǒǐǞǔǂ ǂǏǀǂ ݊ ǀǔǚǎ 
ǑǌǈǒǚǍǟǎ ǍǊǂǓ ǎǐǍǊǔǍǂǕǊǋƿǓ ǍǐǎƽǅǂǓ  Ǒǐǖ ǄǀǎǐǎǕǂǊ ǔǕǐ ǕƾǌǐǓ Ǖǚǎ 
ǆǑǝǍǆǎǚǎ ݊ ǆǕǟǎ. ƵǝǕǆ ǊǔǘǞǆǊ 

                                                                     ܽ௡┐ =∑݁−అሺ௧ሻ௡
௧=ଵ

                                           ሺ͵.͵͵ሻ 
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     ƥǊǂ ǎǂ ƾǘǐǖǎ ǝǌǆǓ ǐǊ ǒǐǑƾǓ Ǖǈǎ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǕǐǖǓ ǆǒǍǈǎǆǀǂ ǉǆǚǒǐǞǍǆ ǝǕǊ 
ǐǊ ǕǒǆǀǓ ǑǒǟǕǆǓ ǒǐǑƾǓ ƾǘǐǖǎ ǖǑǐǌǐǄǊǔǕǆǀ Ǎǆ Ǖǈǎ ǔǚǔǕƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ 
ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂǓ. Ʃ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǝǍǚǓ ǉǂ ǆǀǎǂǊ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƿ ǂǑǝ Ǖǈǎ 
ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǒƽǎǕǂǓ ǔǕǈǎ ǂǄǐǒƽ Ǒǐǖ ǑǒǐǜǑǐǉƾǕǆǊ ǝǕǊ ǈ ǆǎ ǌǝǄǚ 
ǕǊǍƿ ǎǂ ǆǀǎǂǊ ǔǆ ǊǔǐǒǒǐǑǀǂ ǄǊǂ ǐǑǐǊǂǅƿǑǐǕǆ ǂǄǐǒƽ (ǄǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ 
ǌǆǑǕǐǍƾǒǆǊǆǓ ǃǌƾǑǆ [7]). 

Ʃ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ǂn┐ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ ǚǓ ǆǏƿǓ:                                             ߃[ܽ௡┐]  = ∑]߃  ݁−అሺ௧ሻ௡௧=ଵ ]   =  ∑ ௡௧=ଵ[అሺ௧ሻ−݁]߃  
         (3.34) 

ǝǑǐǖ Ǎǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǕǈǓ ǔǘƾǔǈǓ (3.2) ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǝǕǊ                                             ߃[݁−అሺ௧ሻ]  = [ሻݐሺߖ]ܧ− } ݌ݔ݁   +  ͷܸ[ߖሺݐሻ] }           (3.35) 

Ʃ ǅǆǞǕǆǒǈ ǒǐǑƿ ǋǂǊ ǈ ǕǒǀǕǈ ǒǐǑƿ ǖǑǐǌǐǄǀǇǐǎǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǑǂǒǂǋƽǕǚ 
ǔǘƾǔǆǊǓ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂ:                                              ߃[ܽ௡┐ଶ ]  =  ∑  ௡௧=ଵ ∑  ௡௦=ଵ ௡┐ଷܽ]߃                                      (3.36)                    [అሺ௧ሻ −అሺ௦ሻ−݁]߃ ]  =  ∑  ௡௧=ଵ ∑  ௡௦=ଵ ∑  ௡௥=ଵ  (3.37)           [అሺ௧ሻ −అሺ௦ሻ−అሺ௥ሻ−݁]߃

 

Ʃ ǕǆǌǆǖǕǂǀǂ ǔǘƾǔǈ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǂǑǌǐǑǐǊǈǉǆǀ ǂǎ ǖǑǐǉƾǔǐǖǍǆ ǝǕǊ ǐǊ 
ǆǋǉǆǕǊǋƾǓ ǕǖǘǂǀǆǓ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ǂǋǐǌǐǖǉǐǞǎ Ǖǈǎ ǌǐǄǂǒǊǉǍǐǋǂǎǐǎǊǋƿ 
ǋǂǕǂǎǐǍƿ ǅǈǌǂǅƿ ǝǕǊ:                                                 ݁−అሺ௧ሻ −అሺ௦ሻ−అሺ௥ሻ ~ ݈ܽ݉ݎ݋�݃݋ܮሺߤ,  ሻ                 (3.38)ߚ

ΌǑǐǖ                                                      ߤ = [ሻݐሺߖ]߃ −   − [ሻݏሺߖ]߃    −  (3.39)           [ሻݎሺߖ]߃ 

ǋǂǊ ߚ = [ሻݐሺߖ]ܸ  + [ሻݏሺߖ]ܸ   + [ሻݎሺߖ]ܸ   + ,ሻݐሺߖ]ݒ݋ܿʹ  [ሻݏሺߖ + ,ሻݐሺߖ]ݒ݋ܿʹ  ,ሻݏሺߖ]ݒ݋ܿʹ +                                                         [ሻݎሺߖ   ሻ]                                             ሺ͵.ͶͲሻݎሺߖ
ƴǖǎǆǑǟǓ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ (3.2) ƾǘǐǖǍǆ:                                                        ߃[݁−అሺ௧ሻ −అሺ௦ሻ−అሺ௥ሻ]   = + ߤ }݌ݔ݁    ͷ(3.41)          {ߚ 
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3.6 ƲǂǒǂǅǆǀǄǍǂǕǂ 

     ƥǊǂ ǎǂ ǂǑǆǊǋǐǎǀǔǐǖǍǆ ǕǈǓ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ ǋǂǊ ǕǊǓ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Ǒǐǖ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǐǞǎǕǂǊ ǔǆ ǂǖǕƿ Ǖǈǎ 
ǆǒǄǂǔǀǂ ǉǂ ǂǏǊǐǌǐǄƿǔǐǖǍǆ ǕǊǓ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ, ǕǖǑǊǋƿ ǂǑǝǋǌǊǔǈ ǋǂǊ Ǖǈǎ 
ǌǐǏǝǕǈǕǂ (ǃǌƾǑǆ [15] ǄǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ ǌǆǑǕǐǍƾǒǆǊǆǓ) ǄǊǂ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǆǓ 
ǕǊǍƾǓ Ǖǚǎ ǑǂǒǂǍƾǕǒǚǎ. 

     ƴǕǐǎ Ǒǀǎǂǋǂ 1 ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǎǕǂǊ ǍǆǒǊǋƾǓ ǍƾǔǆǓ ǕǊǍƾǓ ǄǊǂ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǆǓ 
ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ. ƥǊǂ ǋƽǉǆ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ƾǘǐǖǍǆ ǉƾǔǆǊ ǅǞǐ ǕǊǍƾǓ 
ǄǊǂ Ǖǈǎ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐ � ( ߜ =  Ͳ.Ͳ͸ ǋǂǊ ߜ =  Ͳ.ͳ ). ƥǊǂ ǕǊǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Wiener ǋǂǊ White Noise ǈ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ � ǉǂ ǑǂǀǒǎǆǊ ǕǊǓ 
ǕǊǍƾǓ Ͳ.Ͳͳ ǋǂǊ Ͳ.Ͳʹ. ƥǊǂ Ǖǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck ǈ 
ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ � ƾǘǆǊ Ǖǆǉǆǀ ǀǔǈ Ǎǆ Ͳ.ͳ͹ (ǃǌƾǑǆ [6]) ǆǎǟ ǈ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ � ǉǂ 
ǑǂǀǒǎǆǊ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ Ͳ.Ͳͳ ǋǂǊ Ͳ.Ͳʹ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǔǖǎǆǑƽǄǆǕǂǊ ǝǕǊ ǈ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ � 

ǉǂ ǑǂǀǒǎǆǊ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ Ͳ.ͲͳሺͲ.͵Ͷሻ଴.ହ ǋǂǊ Ͳ.ͲʹሺͲ.͵Ͷሻ଴.ହ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂ (ǃǌƾǑǆ [6]). 

     ƪǂ ǑǒƾǑǆǊ ǎǂ ǕǐǎǊǔǕǆǀ ǝǕǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ ǆǋǕǀǍǈǔǈǓ ǕǊǍǟǎ ǋƽǑǐǊǚǎ 
ǑǂǒǂǍƾǕǒǚǎ ǂǑǝ ǍǊǂ ǃƽǔǈ ǅǆǅǐǍƾǎǚǎ Ǒǐǖ ǂǗǐǒƽ ǑǂǒǆǌǉǐǎǕǊǋƽ 
ǆǑǊǕǝǋǊǂ ǉǂ ǅǟǔǆǊ ǄǆǎǊǋƽ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƽ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǝǔǐ ǂǗǝǒǂ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ 
Ǖǚǎ � ,  ǋǂǊ �. ƣǖǕǝ ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǃƾǃǂǊǂ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ Ǒǐǖ ǉǂ ߙ
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ǒǐǖ ǉǂ 
ǆǑǊǌƾǏǐǖǍǆ. ƧǏǂǀǒǆǔǈ ǂǑǐǕǆǌǆǀ ǈ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ ߜ ǈ ǐǑǐǀǂ ǂǎǂǍƾǎǐǖǍǆ ǎǂ 
ǑƽǒǆǊ ǑǆǒǀǑǐǖ Ǖǈǎ ǀǅǊǂ ǕǊǍƿ ǔǆ ǝǌǆǓ ǕǊǓ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ ǑǆǒǊǑǕǟǔǆǊǓ. ƥǊǂ ǎǂ 
ǃǒǆǉǐǞǎ Ǖǖǘǝǎ ǅǊǂǗǐǒƾǓ ǔǕǊǓ ǅǞǐ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ ǉǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ ǕǊǓ 
ǀǅǊǆǓ ǕǊǍƾǓ ǑǂǒǂǍƾǕǒǚǎ ǄǊǂ ǝǌǆǓ ǕǊǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ.  
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     ƣǑǝ Ǖǐǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ Ǒǀǎǂǋǂ ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǝǕǊ ǈ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ܽ௡┐ ǅǆǎ 
ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Ǒǐǖ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǈǉƿǋǂǎ ǐǞǕǆ ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǋǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ ǕǈǓ ǋƽǉǆ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ ( Ǎǆ ǆǏǂǀǒǆǔǈ Ǖǈǎ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐ � ). Ʃ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener 

ǝǍǚǓ ǄǊǂ ݊ ൒ ʹͲ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǊ ǍǆǄƽǌǈ ǂǑǝǋǌǊǔǈ ǍǆǕǂǏǞ Ǖǚǎ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋǟǎ 
ǑǂǒǂǍƾǕǒǚǎ. 

     ƴǕǐǎ Ǒǀǎǂǋǂ 2 ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǎǕǂǊ ǐǊ ǕǖǑǊǋƾǓ ǂǑǐǋǌǀǔǆǊǓ ǄǊǂ Ǖǈǎ ܽ௡┐ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ ǕǊǓ ǀǅǊǆǓ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ Ǎǆ ǕǊǓ ǀǅǊǆǓ 
ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ. Ƨǅǟ ǑǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ ǂǒǋǆǕƽ ǍǆǄƽǌǆǓ ǂǑǐǋǌǀǔǆǊǓ Ǖǝǔǐ Ǎǆ ǕǊǓ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǆǓ ǝǔǐ ǋǂǊ Ǎǆ ǕǊǓ ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ. ƴǖǎǆǑǟǓ 
ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǐ ǔǖǍǑƾǒǂǔǍǂ ǝǕǊ ǆǀǎǂǊ ǂǅǞǎǂǕǐ ǎǂ ǃǒǐǞǍǆ ǔǘǆǕǊǋƽ ǀǅǊǆǓ 
ǕǖǑǊǋƾǓ ǂǑǐǋǌǀǔǆǊǓ Ǎǆ Ǖǈǎ ǘǒƿǔǈ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋǟǎ ǍǐǎǕƾǌǚǎ.  
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     ƲǂǒǝǍǐǊǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǋǂǊ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǌǐǏǝǕǈǕǂ Ǒǐǖ 
ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǕǂǊ ǔǕǐǎ Ǒǀǎǂǋǂ 3. ƶǑƽǒǘǐǖǎ ǂǑǐǋǌǀǔǆǊǓ ǋǂǊ ǂǖǕƾǓ ǐǌǐƾǎǂ 
ǋǂǊ ǍǆǄǂǌǟǎǐǖǎ ǋǂǉǟǓ ǂǖǏƽǎǆǊ Ǖǐ ݊ ǐǑǝǕǆ ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǐ 
ǔǖǍǑƾǒǂǔǍǂ ǝǕǊ ǆǀǎǂǊ ǂǅǞǎǂǕǐ ǎǂ ǃǒǐǞǍǆ ǅǞǐ ǍǐǎǕƾǌǂ Ǒǐǖ ǎǂ ǕǂǖǕǀǇǆǕǂǊ 
ǈ ǌǐǏǝǕǈǕǂ ǕǐǖǓ ǔǆ ǀǅǊǐ ݊. 
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3.7 ƴǖǍǑǆǒǊǗǐǒƽ ǕǈǓ ΈǎǕǂǔǈǓ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ 

     Ʃ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 

ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ƾǘǆǊ ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƾǓ ǆǑǊǑǕǟǔǆǊǓ ǔǕǈǎ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǕǈǓ ǑǂǒǐǞǔǂǓ 
ǂǏǀǂǓ ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ ǔǆ ƽǌǌǆǓ ǂǎǂǌǐǄǊǔǕǊǋƾǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǂǑǝ Ǖǈǎ 
ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. ΌǕǂǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǍǆ Ǖǈǎ 
ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ , Ǖǐ ߜ௦ ǑǐǊǋǀǌǆǊ Ǎǆ ǃƽǔǈ Ǖǈǎ ǆǑǊǌǆǄǍƾǎǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ 
ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ. ƴǕǈǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ Ǖǐǖ ߖሺݐሻ Ǖǐ ߜ௦ ǑǐǊǋǀǌǆǊ ƾǕǔǊ ǟǔǕǆ Ǖǐ ߖሺݐሻ 
ǎǂ ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǆǑǊǌǆǄǍƾǎǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ. ƣǖǕƾǓ ǐǊ ǅǊǂǗǐǒƾǓ 
ƾǘǐǖǎ ǂǑǆǊǋǐǎǊǔǕǆǀ Ǎǆ Ǖǈǎ ǕǖǑǊǋƿ ǂǑǝǋǌǊǔǈ ǋǂǊ Ǖǈǎ ǌǐǏǝǕǈǕǂ                  

(ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿǓ ǂǔǖǍǍǆǕǒǀǂǓ) ǕǈǓ ܽ௡┐. ΈǎǂǓ ƽǌǌǐǓ ǘǒƿǔǊǍǐǓ ǕǒǝǑǐǓ ǎǂ 
ǂǑǆǊǋǐǎǊǔǕǐǞǎ ǐǊ ǅǊǂǗǐǒƾǓ Ǖǚǎ ǅǖǐ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǚǎ ǆǀǎǂǊ ǎǂ ǋǐǊǕƽǏǐǖǍǆ ǕǊǓ 
ǅǆǔǍǆǖǍƾǎǆǓ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǆǓ ǕǊǍƾǓ ǕǈǓ ߖሺݐሻ ǅǐǉƾǎǕǐǓ ߖሺݏሻ ǋǂǊ ߜ௦ ǄǊǂ s < t . 
 

3.7.1 ƮǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ΈǎǕǂǔǈǓ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ƴǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 

ƴǖǎƽǒǕǈǔǈǓ Ǎƾǔǚ ǕǈǓ ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Ornstein-Uhlenbeck. 

ƣǑǝ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ (3.12) ƾǘǐǖǍǆ  ߖ] ߃ሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ   = + ݐߜ]߃   ܺሺݐሻ │ ߜݐ +  ܺሺݏሻ = , ݔ ௦ߜ = =                                             [ߝ  + ݐߜ  ሻݏሻ│ܺሺݐሺߕ]߃   = − ݔ  , ݏߜ  ௦ߜ  =  (3.41)               [ߝ 
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ΌǍǚǓ ǄǊǂ ݏ < ݐ  ǈ ߕሺݐሻ│ܺሺݏሻ ǆǀǎǂǊ ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǈ ǂǑǝ Ǖǐ ߜ௦ ǐǑǝǕǆ ǈ (3.41) 
ǄǒƽǗǆǕǂǊ ǚǓ:             ߖ ] ߃ሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ   = + ݐߜ  ሻݏሻ│ܺሺݐሺߕ]߃   = − ݔ   (3.42)   [ݏߜ 

Ʊ ǖǑǐǌǐǄǊǔǍǝǓ ǕǈǓ ǔǘƾǔǈǓ (3.42) ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǎǂǌǖǕǊǋƽ ǔǕǐ [6]. 

ƱǑǝǕǆ ǆǎ ǕƾǌǆǊ ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǈǎ ǋƽǕǚǉǊ ǔǘƾǔǈ            ߖ]߃ሺݐሻ|ߖሺݏሻ = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ  = − ݔሺ + ݐߜ  ݏ   ,  ሻ݁−௔ሺ௧−௦ሻݏߜ  < ݐ       (3.43) 

 

3.7.2 ƮǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ΈǎǕǂǔǈǓ ƣǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ Ǎƾǔǚ ǕǈǓ  

ƦǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Ornstein-Uhlenbeck  

ƣǑǝ Ǖǈǎ ǔǘƾǔǈ (3.1) ƾǘǐǖǍǆ  

ሻݏሺߖ│ሻݐሺߖ ] ߃  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ   = ∫]߃  ௧ݎ௥݀ߜ
଴ │∫ ௦ݎ௥݀ߜ

଴  = , ݔ  ௦ߜ  =   [ߝ 
                                      = ∫]߃  ௦଴ݎ௥݀ߜ  +  ∫ ௧௦ݎ௥݀ߜ  │ ∫ ௦଴ݎ௥݀ߜ  = , ݔ  ௦ߜ  =  (3.44)           [ߝ 

ƪǆǚǒǟǎǕǂǓ ǝǕǊ ߖሺݏሻ  = ݔ   , ǈ (3.44) ǄǒƽǗǆǕǂǊ ǚǓ:  

ሻݏሺߖ│ሻݐሺߖ ] ߃  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ    = + ݔ  ∫]ܧ  ௧ݎ௥݀ߜ
௦  │∫ ௦ݎ௥݀ߜ

଴  = , ݔ  ௦ߜ  =   [ߝ 
                                                        = ∫ + ݔ  ௥௧௦ߜ]ܧ  │ ∫ ௦଴ݎ௥݀ߜ  = , ݔ  ௦ߜ  = ݎ݀[ߝ      (3.45) 

ƭǝǄǚ ǂǎǆǏǂǒǕǈǔǀǂǓ Ǖǚǎ ߜ௨ ǄǊǂ u < s ǈ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǘƾǔǈ ǄǒƽǗǆǕǂǊ ǚǓ ǆǏƿǓ:                         ߖ ] ߃ሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ   = ∫ + ݔ  ௥௧௦ߜ]ܧ ௦ߜ│  = ݎ݀[ߝ       (3.46) 

ƧǑǆǊǅƿ Ǖǐ ߜ௦ ǂǋǐǌǐǖǉǆǀ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck 

(ǄǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ ǌǆǑǕǐǍƾǒǆǊǆǓ ǃǌƾǑǆ [5]) ǕǝǕǆ ǈ ǔǘƾǔǈ (3.46) ǄǒƽǗǆǕǂǊ 
ǚǓ: 

ሻݏሺߖ│ሻݐሺߖ ] ߃  = , ݔ  ௦ߜ = [ ߝ   = ∫ + ݔ  ߜ + ሺߝ − ሻ݁−�ሺ௥−௦ሻ௧ߜ
௦ ݎ݀   

                                                  = + ݔ  − ݐሺߜ  ሻݏ  + ሺߝ − ሻߜ  ଵ−௘−�ሺ೟−ೞሻ௔  
             (3.47) 

     ƱǍǐǀǚǓ ǃǒǀǔǋǐǖǍǆ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener ǋǂǊ Ornstein-

Uhlenbeck. Ʊ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǑǀǎǂǋǂǓ ǔǖǎǐǙǀǇǆǊ Ǖǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ 
ǋǂǉǟǓ ǋǂǊ ǂǖǕƽ Ǒǐǖ ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǕǈǋǂǎ ǎǚǒǀǕǆǒǂ. 
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     ƴǕǐ ǑǂǒǂǑƽǎǚ Ǒǀǎǂǋǂ ǗǂǀǎǆǕǂǊ ǋǂǉǂǒƽ ǋǂǊ Ǖǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ Ǒǐǖ 
ǂǎǂǗƾǒǂǍǆ ǑǐǊǐ Ǒƽǎǚ ǅǈǌǂǅƿ ǝǕǊ ǐǊ ǍƾǔǆǓ ǕǊǍƾǓ ǆǀǎǂǊ ǀǅǊǆǓ ǄǊǂ ǝǌǂ Ǖǂ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƽ ǍǐǎǕƾǌǂ Ǒǐǖ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǉǈǋǂǎ ǆǎǟ ǐǊ ǕǖǑǊǋƾǓ ǂǑǐǋǌǀǔǆǊǓ 
ǅǊǂǗƾǒǐǖǎ ǂǊǔǉǈǕƽ. Ƶǐ ǆǏƾǘǚǎ ǘǂǒǂǋǕǈǒǊǔǕǊǋǝ Ǖǐǖ Ǒǀǎǂǋǂ 4 ǆǀǎǂǊ Ǖǐ 
ǄǆǄǐǎǝǓ ǝǕǊ ǝǕǂǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 

ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ߖ]ܧሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ =  ǅǆǎ  [ ߝ 
ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ Ǒǐǖ ǑǂǀǒǎǆǊ ǈ ߜ௦. ƣǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǈǉǆǀ ǈ ƾǎǕǂǔǈ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǝǍǚǓ ǕǝǕǆ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ                         ߖ]ܧሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ =  .௦ߜ ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ Ǒǐǖ ǑǂǀǒǎǆǊ ǈ   [ ߝ 
     ƥǊǂ ǎǂ ǂǑǆǊǋǐǎǀǔǐǖǍǆ ǕǊǓ ǑǊǉǂǎƾǓ ǆǑǊǑǕǟǔǆǊǓ Ǖǚǎ ǅǆǔǍǆǖǍƾǎǚǎ 
ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǚǎ ǕǊǍǟǎ ǕǈǓ ߖሺݐሻ ǉǂ ǆǏǆǕƽǔǐǖǍǆ Ǖǐǎ ǅǆǀǋǕǈ ǕǊǍǟǎ 
ǋǂǕǂǎǂǌǚǕƿ Ǖǐǖ Ƭǂǎǂǅƽ Ǖǈǎ Ǒǆǒǀǐǅǐ ͳͻ͸Ͳ − ͳͻͻʹ. Ʊ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǐǓ 
ǅǆǀǋǕǈǓ ǆǅǟ ǑǂǀǇǆǊ Ǖǐǎ ǒǝǌǐ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. Ʃ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ ǅ 
ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ Ͳ.Ͳͷ͵͵ͷ. Ʃ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǓ ߙ ǝǕǂǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǍǆ Ǖǈǎ 
ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ǆǀǎǂǊ Ͳ.Ͳͳͻͷͷ ǆǎǟ ǝǕǂǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǐǞǍǆ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǆǀǎǂǊ Ͳ.Ͳͷ͵ͺͻ. ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ ǕǊǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǕǊǍƾǓ 
ǖǑǐǌǐǄǀǔǕǈǋǂǎ ǋƽǑǐǊǆǓ ǕǊǍƾǓ ǕǈǓ ߖሺݐሻ, ݐ > ͳͲ  ǅǐǉƾǎǕǐǓ ݕሺͳͲሻ  =  Ͳ.ʹ͹͹ͳ 
ǋǂǊ ߜଵ଴ =  Ͳ.Ͳͳ͵ͳ. Ƶǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǐǎǕǂǊ ǔǕǐǎ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ 3.1 

ǝǑǐǖ ǈ ǕǊǍƿ ݐ =  Ͳ ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǕǈǎ ǕǊǍƿ ͳͻ͸Ͳ. ƣǑǝ ǂǖǕǝ Ǖǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ 
ǆǀǎǂǊ ǅǞǔǋǐǌǐ ǎǂ ǑǒǐǔǅǊǐǒǀǔǐǖǍǆ ǂǎ ǋƽǑǐǊǂ ǍǐǎǕƾǌǂ Ǒǐǖ ǅǆǎ 
ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǐǞǎ Ǖǈǎ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ߜଵ଴ ƾǘǐǖǎ ǔǈǍǂǎǕǊǋƿ ǅǊǂǗǐǒƽ. 
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     Ƶǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ 3.2 ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǊ ǕǊǓ ǖǑǝ ǔǖǎǉƿǋǆǓ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǆǓ ǕǊǍƾǓ 
ǕǈǓ ߜ௧ , ݐ > ͳͲ   ǅǐǉƾǎǕǐǓ ߖሺͳͲሻ =  Ͳ.ʹ͹͹ͳ ǋǂǊ ߜଵ଴ = Ͳ.Ͳͳ͵ͳ. ƮǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ 
ǑǐǞǍǆ ǝǕǊ ǖǑƽǒǘǆǊ ǍǊǂ ǑǊǉǂǎƿ ǆǑǀǑǕǚǔǈ ǈ ǐǑǐǀǂ ǑǒǐƾǒǘǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ 
ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǊ ǝǘǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ. ƲǐǊǐ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ 
ǑǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ ƾǎǕǂǔǈǓ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǕǐ 
ƽǍǆǔǐ Ǎƾǌǌǐǎ ǅǊǂǗƾǒǆǊ ǂǒǋǆǕƽ ǂǑǝ Ǖǈǎ ǑǒǂǄǍǂǕǊǋƿ ǕǈǓ ǕǊǍƿ. 
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3.8 Άǎǚ ƬǂǊ ƬƽǕǚ ΌǒǊǂ ǕǈǓ ƴǕǐǘǂǔǕǊǋƿǓ ƲǒǐǆǏǐǗǌǈǍƾǎǈǓ  
ǗǄ  ƣǏǀǂǓ �̃� 
     ƴǕǈǎ ǆǎǝǕǈǕǂ 3.1 ǆǀǅǂǍǆ ǝǕǊ ǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ ߖሺݐሻ  Ǖǈǎ ǘǒǐǎǊǋƿ 
ǔǕǊǄǍƿ ݐ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ 

ሻݐሺߖ = ∫ ௧ݏ௦݀ߜ
଴ . 

     ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǈǎ ǑǒǟǕǈ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǉǆǚǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ߖሺݐሻ ǆǀǎǂǊ Ǖǐ 
ƽǉǒǐǊǔǍǂ ǍǊǂǓ ǎǕǆǕǆǒǍǊǎǊǔǕǊǋƿǓ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂǓ Wiener Ǎǆ ǔǖǎǕǆǌǆǔǕƿ 
ǍǆǕǂǕǝǑǊǔǈǓ ߜ. ΌǑǚǓ ǆǀǅǂǍǆ ǋǂǊ ǑǊǐ Ǒƽǎǚ (ǃǌƾǑǆ ǔǘƾǔǈ (3.9)) ǕǝǕǆ 
ǊǔǘǞǆǊ:   ߖሺݐሻ = ݐߜ + � ௧ܹ 
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     ƴǆ ǂǖǕƿ Ǖǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ ǈ ௧ܸ ǆǀǎǂǊ ǌǐǄǂǒǊǉǍǐǋǂǎǐǎǊǋƽ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ 
Ǎǆ ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ – ݐߜ  ǋǂǊ �ଶݐ. ƣǖǕǝ ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǕǈǎ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ Ǖǐǖ 
Goovaerts et al (1999) ǐ ǐǑǐǀǐǓ ǉǆǟǒǈǔǆ Ǖǈǎ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǍƾǎǈ ǕǂǍǆǊǂǋƿ 
ǒǐƿ ܼ௡ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǍǐǒǗƿ   

                                                         ܼ௡  = ݔ݁∑  ௜ߜ−ሺ݌ − ܺ௜ሻ                                      ሺ͵.Ͷͺሻ௡
௜=ଵ  

ǝǑǐǖ Ǖǂ ߕ௜ ǂǋǐǌǐǖǉǐǞǎ Ǖǈǎ ǋǂǎǐǎǊǋƿ ǋǂǕǂǎǐǍƿ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ 0 ǋǂǊ 
ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ ݅�ଶ ǋǂǊ ߜ ǆǀǎǂǊ ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǂǏǀǂ. Ƶǐ ƽǎǚ 
ǝǒǊǐ ǕǈǓ ܼ̃௡ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ ǚǓ: 

                                                     ܼ̃௡ =∑exp{−ߜ௜ − ଵሺܷሻ}                            ሺ͵.Ͷͻሻ௡−ߔ݅√�
௜=ଵ  

ǝǑǐǖ ǈ ߔ ǆǀǎǂǊ ǈ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǍǊǂ ǕǖǑǊǋƿǓ 
ǋǂǎǐǎǊǋƿǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǋǂǊ ǈ ܷ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ 
ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ ǔǕǐ ǅǊƽǔǕǈǍǂ [0,1]. ƴǖǎǆǑǟǓ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǆǑǊǃǀǚǔǈǓ ǕǈǓ ܼ̃௡ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ Ǖǈǎ:                                                      �[ܼ̃௡ > [ݔ  =  ͳ − ܨ�̌�ሺݔሻ =  ௡ሻ                (3.50)ߥሺߔ

ǝǑǐǖ ߥ௡ ǆǀǎǂǊ ǈ ǒǀǇǂ ǕǈǓ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǆǏǀǔǚǔǈǓ: 

௜ߙ∑                                                         exp(−ߜ௜ − (�ݒ�݅√ = ௡ݔ
௜=ଵ                                 ሺ͵.ͷͳሻ 

     ƣǓ ǍǆǌǆǕƿǔǐǖǍǆ Ǖǟǒǂ Ǖǈǎ ǂǋǒǀǃǆǊǂ Ǖǚǎ ǐǒǀǚǎ (3.1) ǋǂǊ (3.5) ǕǈǓ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܼ௡ ǄǊǂ Ǖǐ ǍǐǎǕƾǌǐ (3.9). ƴǕǐ ǑǒǟǕǐ 
ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǕǊǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ܨ௠௜௡ǋǂǊ ܨ௠௔� Ǒǐǖ ǑǆǒǊƾǘǐǎǕǂǊ ǔǕǈǎ 
(3.5) Ǎǆ ǃƽǔǈ Ǖǈǎ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǕǈǓ ܨ௓� Ǎǆ Ǖǈǎ ̃ܨ�� ǄǊǂ ݊ = ͳͲ , ߜ = Ͳ.Ͳͺ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳʹ . Ƶǐ ǕǒǀǕǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǊ ǕǊǓ ǀǅǊǆǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǂǌǌƽ ǄǊǂ ݊ = ʹͲ . ƴǖǄǋǒǀǎǐǎǕǂǓ Ǖǂ ǅǖǐ ǂǖǕƽ ǅǊǂǄǒƽǍǍǂǕǂ ǋǂǕǂǌƿǄǐǖǍǆ ǔǕǐ 
ǔǖǍǑƾǒǂǔǍǂ ǝǕǊ ǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ (3.49) ǃǒǀǔǋǆǕǂǊ ǔǕǈǎ Ǎƾǔǈ ǕǈǓ ǑǆǒǊǐǘƿǓ 
Ǒǐǖ ǐǒǀǇǆǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ܨ௠௜௡ ǋǂǊ ܨ௠௔�. ƴǕǂ ǅǊǂǄǒƽǍǍǂǕǂ 2 ǋǂǊ 
4 ǖǑǐǉƾǕǐǖǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ௜ܸ ǆǀǎǂǊ POD ǔǖǎǆǑǟǓ Ǖǂ ǝǒǊǂ ǉǂ ǆǀǎǂǊ 
ǅǊǂǗǐǒǆǕǊǋƽ. ƲǂǒǂǕǈǒǟǎǕǂǓ Ǖǂ ǅǖǐ ǂǖǕƽ ǅǊǂǄǒƽǍǍǂǕǂ ǃǌƾǑǐǖǍǆ ǝǕǊ 
Ǎǝǎǐ Ǖǐ ǋƽǕǚ ǝǒǊǐ ƽǌǌǂǏǆ ǋǂǊ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǂ ǃǆǌǕǊǟǉǈǋǆ. Ƶǂ ǅǖǐ ǝǒǊǂ 
ǍǊǂǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǆǎǝǓ ǂǉǒǐǀǔǍǂǕǐǓ Ǖǖǘǂǀǚǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ ǃǆǌǕǊǟǎǐǎǕǂǊ 
ǝǕǂǎ ǐǊ ǑǂǒƽǍǆǕǒǐǊ Ǖǚǎ Ǖǖǘǂǀǚǎ ǍǆǕǂǃǌǈǕǟǎ ǆǀǎǂǊ ǕǈǓ ǍǐǒǗƿǓ [ܽ௜ , ܾ௜] Ǎǆ  −∞ < ௜ߙ < ܾ௜ < + ∞ (ǃǌƾǑǆ [10] ǄǊǂ ǑǆǒǊǔǔǝǕǆǒǆǓ ǌǆǑǕǐǍƾǒǆǊǆǓ). Ƨƽǎ ܾ௜ =+∞ ǕǝǕǆ Ǎǝǎǐ Ǖǐ ǋƽǕǚ ǝǒǊǐ ǉǂ ǃǆǌǕǊǚǉǆǀ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǖǑǝǉǆǔǈ ǕǈǓ POD.  



 
56 

 

 

 



 
57 

 

 

 



 
58 

ƴǕǈǎ ǅǆǞǕǆǒǈ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǐǒǊǔǕǆǀ 
ǔǞǍǗǚǎǂ Ǎǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǋƽǕǚ ǅǊǂǗǐǒǊǋƿ ǆǏǀǔǚǔǈ:                                                     ݀ߜ௧  = – ௧ߜሺߙ −  − ݐሻ݀ߜ   �݀ ௧ܹ                       (3.52) 

ǝǑǐǖ ǐǊ ǔǕǂǉǆǒƾǓ ߙ , � ǆǀǎǂǊ Ǎǈ-ǂǒǎǈǕǊǋƾǓ ǋǂǊ Ǎǆ ǂǒǘǊǋƿ ǕǊǍƿ                                                              ߜ଴  =  δ ൒ Ͳ , , ௧ߜ} t ൒ Ͳ}                                      (3.53) 

ƣǑǝ Ǖǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǈ ߜ௧ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Ornstein-Uhlenbeck ǋǂǊ 
ǔǖǎǆǑǟǓ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ { ௧ܻ , t ൒ Ͳ} ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Gaussian 

Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ:                                                      ݐ ⟼ ௧ߤ  = ௧ߜ   +  ሺߜ଴ – ሻߜ  ଵ−௘��ሺ−�௧ሻ�                       (3.54) 

ǋǂǊ ǔǖǎǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ                                                           ሺݏ, ሻݐ  ⟼ ]ݒ݋� ௦ܻ, ௧ܻ]  ≡ �ሺݏ,  ሻ                    (3.55)ݐ

ǝǑǐǖ       �ሺݏ, ሻݐ = �మ�మ݉݅݊ሺݏ, ሻݐ + �మଶ�య {−ʹ + ʹ ሻݏߙ−ሺ݌ݔ݁ + ʹ ሻݐߙ−ሺ݌ݔ݁ ݐሺߙ−)݌ݔ݁                                                 − − (ሻݏ − ݐሺܽ−)݌ݔ݁ +  ሻ)}                  (3.56)ݏ

ƵǝǕǆ ƾǘǐǖǍǆ ǝǕǊ: 

                                                                   ܼ௡ −ሺ ݌ݔ݁∑= ௜ܻሻ௡
௜=ଵ                                         ሺ͵.ͷ͹ሻ 

ǝǑǐǖ ௜ܻ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ Ǎǆ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ ߤ௜ ǋǂǊ ǅǊǂǋǞǍǂǎǔǈ �ሺ݅, ݅ሻ . ƴǆ ǂǖǕƿ Ǖǈǎ ǑǆǒǀǑǕǚǔǈ Ǖǐ ƽǎǚ ǝǒǊǐ ǖǑǐǌǐǄǀǇǆǕǂǊ (Ǎǆ ǃƽǔǈ Ǖǐǎ 
Goovaerts et al (1999)) ǚǓ: 

                                               ܼ̃௡ =∑exp{−ߤ௜ −√�ሺ݅, ݅ሻߔ−ଵሺܷሻ}                          ሺ͵.ͷͺሻ௡
௜=ଵ  

ǝǑǐǖ ǈ ܷ ǆǀǎǂǊ ǍǊǂ Ǖǖǘǂǀǂ ǍǆǕǂǃǌǈǕƿ ǐǍǐǊǝǍǐǒǗǂ ǋǂǕǂǎǆǍǈǍƾǎǈ ǔǕǐ 
ǅǊƽǔǕǈǍǂ [Ͳ,ͳ] . ƴǕǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ 5 ǃǌƾǑǐǖǍǆ Ǖǂ ǝǒǊǂ ǕǈǓ ǔǖǎǆǘǐǞǓ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܼଵ଴ Ǎǆ ߜ = Ͳ.Ͳ͸ , ଴ߜ = Ͳ.Ͳͺ , ߙ = Ͳ.͵ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳͳ ǔǖǍǑǆǒǊǌǂǍǃǂǎǐǍƾǎǈǓ ǋǂǊ ǕǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ ܼ̃ଵ଴. Ƶǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ 7 
ǑǂǒǐǖǔǊƽǇǆǊ Ǖǂ ǀǅǊǂ ǂǑǐǕǆǌƾǔǍǂǕǂ ǄǊǂ ݊ = ʹͲ  ǋǂǊ Ǖǂ ǔǖǍǑǆǒƽǔǍǂǕǂ 
ǆǀǎǂǊ Ǖǂ Ǌǅǀǂ Ǎǆ ǆǋǆǀǎǂ Ǖǚǎ ǅǊǂǄǒǂǍǍƽǕǚǎ 1 ǋǂǊ 3. ƴǕǂ ǅǊǂǄǒƽǍǍǂǕǂ 6 
ǋǂǊ 8 ǖǑǐǉƾǔǂǍǆ ǝǕǊ ǐǊ ǍǆǕǂǃǌǈǕƾǓ ௜ܸ ǆǀǎǂǊ POD ǋǂǊ ǑƽǌǊ ǑǂǒǂǕǈǒǐǞǍǆ 
ǍǊǂ ǍǊǋǒƿ ǃǆǌǕǀǚǔǈ Ǖǐǖ ǋƽǕǚ ǐǒǀǐǖ. 
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3.9  ƧǗǂǒǍǐǄƿ ǔǆ ΧǂǒǕǐǗǖǌƽǋǊǐ ƲǒǐǔǚǒǊǎƿǓ ƳƽǎǕǂǓ ƨǚƿǓ 

     ƪǆǚǒǐǞǍǆ ǍǊǂ ǑǒǐǔǚǒǊǎƿ ǒƽǎǕǂ ǇǚƿǓ Ǒǐǖ ǆǋǅǀǅǆǕǂǊ ǔǆ ƾǎǂ ƽǕǐǍǐ 
ǈǌǊǋǀǂǓ ݔ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ƾǘǆǊ ǑǒǐǔǅǝǋǊǍǐ ǝǒǊǐ ǇǚƿǓ ǀǔǐ Ǎǆ � ƾǕǈ. ƧǑǊǑǌƾǐǎ 
ǉǆǚǒǐǞǍǆ ǝǕǊ ܲ[݇ < ܭ ൑ ݇ + ͳ] = ܭ]ܲ ௞|  ǋǂǊ�ݍ > ݊] =  ௡  ǋǂǊ ǝǕǊ Ǖǐ � ǆǀǎǂǊ �݌
ǂǎǆǏƽǒǕǈǕǐ ǂǑǝ ǕǐǖǓ ǕǖǘǂǀǐǖǓ ǑǒǐǆǏǐǗǌǈǕǊǋǐǞǓ ǑǂǒƽǄǐǎǕǆǓ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , 

ǝǑǐǖ ݌� ௡  ǆǀǎǂǊ ǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ Ǖǐ ƽǕǐǍǐ ǈǌǊǋǀǂ ݔ ǎǂ ǆǑǊǇƿǔǆǊ ǍƾǘǒǊ Ǖǈǎ 
ǈǌǊǋǀǂ ݔ + ݊ ǋǂǊ ݍ�௞|  ǈ ǑǊǉǂǎǝǕǈǕǂ ǎǂ ǑǆǉƽǎǆǊ ǍǆǕǂǏǞ Ǖǚǎ ǈǌǊǋǊǟǎ ݔ + ݊ 
ǋǂǊ ݔ + ݊ + ͳ. Ƶǐ ǆǎǊǂǀǐ ǋǂǉǂǒǝ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ Ǒǐǖ ǂǎǕǊǔǕǐǊǘǆǀ ǔǆ ǂǖǕǝ Ǖǐ 
ǔǖǍǃǝǌǂǊǐ ǅǀǎǆǕǂǊ ǂǑǝ: ܽ�;௡| = °|௡;�ܽ]ܧ ] 
 

Ǎǆ                                 ܽ�;௡|° = {       Ͳ ,     � = Ͳ                    ߄� , � = ͳ, … , ݊ − ͳܼ௡ , ܭ ൒ ݊                   

ǝǑǐǖ ǈ ߄ ƾǘǆǊ ǐǒǊǔǕǆǀ ǔǕǈǎ ǔǘƾǔǈ (3.8). Ƶǐ ǆǎǊǂǀǐ ǋǂǉǂǒǝ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ 
ǆǀǎǂǊ ƾǎǂ ǂǔǗǂǌǊǔǕǊǋǝ ǔǘƾǅǊǐ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ ǋǒǂǕƽǆǊ ǍƾǒǐǓ Ǖǚǎ ǍǆǕǒǈǕǟǎ Ǒǐǖ 
ǋǂǕǂǃƽǌǌǐǎǕǂǊ, ǚǓ ǆǄǄǞǈǔǈ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǋǂǕǂǃǐǌƿ ǕǈǓ ǂǑǐǇǈǍǀǚǔǈǓ ǔǕǐǖǓ 
ǅǊǋǂǊǐǞǘǐǖǓ. ƮǑǐǒǆǀ ǋǂǎǆǀǓ ǎǂ ǑǆǊ ǝǕǊ ǆǀǎǂǊ ǆƽǎ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ Ǖǐ ǐǑǐǀǐ 
ǋǂǌǞǑǕǆǊ ǑǂǒǐǞǔǆǓ ǂǏǀǆǓ ǍǆǌǌǐǎǕǊǋǟǎ ǂǑǂǊǕƿǔǆǚǎ. ƣǎ ǂǉǒǐǀǔǐǖǍǆ ǄǊǂ Ƭ 
ƾǕǈ ǕǝǕǆ Ǖǐ ǆǎǊǂǀǐ ǋǂǉǂǒǝ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ Ǒǐǖ ǔǘǆǕǀǇǆǕǂǊ Ǎǆ ƾǎǂ ǕƾǕǐǊǐ 
ǔǖǍǃǝǌǂǊǐ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ: 

ܽ�;௡| ௡−ଵ[௞ܼ]ܧ∑=
௞=ଵ + |௞�ݍ   ௡ �݌ [௡ܼ]ܧ

Ʈǆ Ǖǐǎ ǀǅǊǐ ǕǒǝǑǐ ǍǑǐǒǐǞǍǆ ǎǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǂǉǒǐǊǔǕǊǋƿ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ ǋǂǕǂǎǐǍƿǓ ǕǈǓ ܽ�;௡|°  ǈ ǐǑǐǀǂ ǊǔǐǞǕǂǊ Ǎǆ: 

ܲ [ܽ�;௡|° ൑ [ݕ = �ݍ +∑ܲ[ܼ௞ ൑ ௡−ଵ[ݕ
௞=ଵ + |௞�ݍ ܲ[ܼ௡ ൑ [ݕ   ௡ �݌

     ƧǑǆǊǅƿ ǅǆǎ ǖǑƽǒǘǆǊ ǔǂǗƿǓ ƾǋǗǒǂǔǈ ǄǊǂ Ǖǈǎ ܲ [ܽ�;௡|° ൑  ǉǂ [ݕ

ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǐǖǍǆ Ǖǈǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǑǒǐǔƾǄǄǊǔǈ ǄǊǂ ǎǂ ǖǑǐǌǐǄǀǔǐǖǍǆ Ǖǂ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƽ ǝǒǊǂ ǕǈǓ ܽ�;௡|° . ƴǕǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ ƫ ǂǑǆǊǋǐǎǀǔǂǍǆ ǄǒǂǗǊǋƽ Ǖǂ 

ǝǒǊǂ ǕǈǓ ܲ [ܽ�;௡|° ൑  Ǒǐǖ ǂǗǐǒǐǞǎ ƽǕǐǍǐ ǈǌǊǋǀǂǓ 45 ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊǟǎǕǂǓ Ǖǐ [ݕ

ǍǐǎǕƾǌǐ ǕǈǓ ǔǘƾǔǈǓ (3.10) Ǎǆ ߜ = Ͳ.Ͳͺ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳʹ. Ƶǐ ǅǊƽǄǒǂǍǍǂ ƫƫ 
ǆǀǎǂǊ Ǖǐ ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǐ ǄǊǂ Ǖǐ ǍǐǎǕƾǌǐ ǕǈǓ ǔǘƾǔǈǓ (3.52) Ǎǆ ߜ = Ͳ.Ͳ͸, ߜ଴ =Ͳ,Ͳͺ, ߙ = Ͳ.͵ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳͳ.  
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ƦǊƽǄǒǂǍǍǂ ƫ: Άǎǚ ǋǂǊ ǋƽǕǚ ǝǒǊǂ ǕǈǓ ܲ [ܽ�;௡|° ൑ ݔ ǄǊǂ Ǖǐ ǍǐǎǕƾǌǐ (3.10) Ǎǆ [ݕ = Ͷͷ, ߜ =Ͳ.Ͳͺ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳʹ 

 

ƦǊƽǄǒǂǍǍǂ ƫƫ: Άǎǚ ǋǂǊ ǋƽǕǚ ǝǒǊǂ ǕǈǓ ܲ [ܽ�;௡|° ൑ ݔ ǄǊǂ Ǖǐ ǍǐǎǕƾǌǐ (3.52) Ǎǆ [ݕ = Ͷͷ, ߜ =Ͳ.Ͳ͸, ߜ଴ = Ͳ,Ͳͺ, ߙ = Ͳ.͵ ǋǂǊ � = Ͳ.Ͳͳ 
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     ƴǕǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǅǊǂǄǒƽǍǍǂǕǂ ǘǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǔǂǍǆ Ǖǐǎ ǑǒǝǕǖǑǐ Ǒǀǎǂǋǂ 
ǉǎǈǔǊǍǝǕǈǕǂǓ Ǖǐǖ Makeham (ǃǌƾǑǆ [7]). Ƶǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǝǒǊǂ ǍǂǓ ǅǀǎǐǖǎ 
ǍǊǂ ǋǂǌƿ Ǌǅƾǂ Ǖǐǖ ǋǊǎǅǞǎǐǖ Ǒǐǖ ǆǌǌǐǘǆǞǆǊ ǔǕǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǝ ǆǑǊǕǝǋǊǐ ǔǆ 
ǔǖǎǅǖǂǔǍǝ Ǎǆ Ǖǈǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǎǈǔǊǍǝǕǈǕǂ. 

 

3.10  ƴǖǍǑǆǒƽǔǍǂǕǂ 

 ƴǕǈǎ ǆǒǄǂǔǀǂ ǂǖǕƿ ǍǆǌǆǕƿǔǂǍǆ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǆǓ ǂǎǂǌǐǄǊǔǕǊǋƾǓ 
ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ ǋƽǕǚ ǂǑǝ ǅǞǐ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƾǓ ǑǒǐǔǆǄǄǀǔǆǊǓ Ǒǐǖ ǂǗǐǒǐǞǎ 
Ǖǈ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǀǈǔǈ ǕǈǓ ǕǖǘǂǊǝǕǈǕǂǓ Ǖǐǖ Ǖǝǋǐǖ. ƧǊǅǊǋǝǕǆǒǂ ǐǊ 
ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ Ǒǐǖ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊƿǉǈǋǂǎ ǖǑǝ Ǖǈǎ ǆǑǀǅǒǂǔǈ Ǖǚǎ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǊǟǎ Wiener ǋǂǊ Ornstein-Uhlenbeck ǆǀǎǂǊ ǈ 
ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǋǂǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ 
ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ. 

 

 ΧǒǈǔǊǍǐǑǐǊƿǉǈǋǆ ǍǊǂ ǌǈǏǊǑǒǝǉǆǔǍǈ ǒƽǎǕǂ ǑǌǈǒǚǍǟǎ ǚǓ ǍƾǕǒǐ 
ǔǞǄǋǒǊǔǈǓ Ǖǚǎ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǟǎ ǅǊǂǅǊǋǂǔǊǟǎ ǔǕǊǓ ǑǂǒǂǑƽǎǚ 
ǂǎǂǌǐǄǊǔǕǊǋƾǓ ǔǖǎǂǒǕƿǔǆǊǓ, ǖǑǐǌǐǄǀǇǐǎǕǂǓ Ǎƾǔǈ ǕǊǍƿ, ǕǖǑǊǋƿ 
ǂǑǝǋǌǊǔǈ ǋǂǊ ǌǐǏǝǕǈǕǂ. ƣǎǂǗƾǒǐǖǍǆ ǝǕǊ ǋǂǎƾǎǂ ǂǑǝ Ǖǂ ǑǂǒǂǑƽǎǚ 
ǍǐǎǕƾǌǂ ǅǆǎ ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ ǉǆǚǒǈǉǐǞǎ ǊǔǐǅǞǎǂǍǂ ǂǋǝǍǂ ǋǂǊ ǆƽǎ 
ǆǑǊǌǆǘǉǐǞǎ ǔǖǄǋǆǋǒǊǍƾǎǆǓ ǕǊǍƾǓ ǄǊǂ ǕǊǓ ǑǂǒǂǍƾǕǒǐǖǓ. Ʈǝǎǈ 
ǆǏǂǀǒǆǔǈ ǂǑǐǕǆǌǆǀ ǈ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ White Noise, Ǒǐǖ ǝǕǂǎ 
ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǆǀ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ, ǆǀǎǂǊ ǊǔǐǅǞǎǂǍǈ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǅǊǂǅǊǋǂǔǀǂ Wiener Ǒǐǖ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǆǀ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈǓ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈǓ.  

 

 ƧǑǀǔǈǓ, ǂǎǂǗƾǒǐǖǍǆ ǝǕǊ ǝǕǂǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǆǀǕǂǊ ǈ ƾǎǕǂǔǈ 
ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǄǊǂ Ǖǈǎ ǔǖǔǔǚǒǆǖǍƾǎǈ ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ, ǈ ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ 
ǕǊǍƿ ǕǈǓ [ߖሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ =  ǅǆǎ ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ ǕǊǍƾǓ Ǒǐǖ  [ ߝ 
ǑǂǀǒǎǆǊ ǈ ߜ௦. ƣǎ ǍǐǎǕǆǌǐǑǐǊǈǉǆǀ ǈ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǝǍǚǓ ǕǝǕǆ ǈ 
ǂǎǂǍǆǎǝǍǆǎǈ ǕǊǍƿ ǕǈǓ [ߖሺݐሻ│ߖሺݏሻ  = , ݔ  ௦ߜ =  ǆǏǂǒǕƽǕǂǊ ǂǑǝ ǕǊǓ [ ߝ 
ǕǊǍƾǓ Ǒǐǖ ǑǂǀǒǎǆǊ ǈ ߜ௦.  
 

 Έǎǂ ƽǌǌǐ ǑǌǆǐǎƾǋǕǈǍǂ ǕǈǓ ǘǒƿǔǈǓ ǆǎǝǓ ǂǑǝ Ǖǂ ǍǐǎǕƾǌǂ Ǒǐǖ 
ǑǂǒǐǖǔǊƽǔǕǈǋǂǎ ǄǊǂ Ǖǈǎ ƾǎǕǂǔǈ ǂǎǂǕǐǋǊǔǍǐǞ ǆǀǎǂǊ ǝǕǊ ǆǀǎǂǊ ǆǊǅǊǋƾǓ 
ǑǆǒǊǑǕǟǔǆǊǓ ǕǈǓ ǋǂǍǑǞǌǈǓ Ǖǚǎ ǆǑǊǕǐǋǀǚǎ. ƣǖǕǝ ǔǈǍǂǀǎǆǊ ǝǕǊ ǝǌǈ ǈ 
ǍǆǌƾǕǈ Ǒǐǖ ƾǘǆǊ ƿǅǈ ǄǀǎǆǊ ǔǕǈǎ ǘǒǈǍǂǕǐǐǊǋǐǎǐǍǊǋƿ, ǍǑǐǒǆǀ ǎǂ 
ǆǋǍǆǕǂǌǌǆǖǕǆǀ ǂǑǝ ǕǐǖǓ ǂǎǂǌǐǄǊǔǕƾǓ ǝǔǐ ƽǗǐǒǂ Ǖǈǎ ǉǆǚǒǀǂ 
ǕǊǍǐǌǝǄǈǔǈǓ Ǎǈ ǃƾǃǂǊǐǖ ǋƾǒǅǐǖǓ. ƵƾǌǐǓ, ǋƽǎǂǍǆ ǆǗǂǒǍǐǄƿ ǝǌǚǎ 
Ǖǚǎ ǑǂǒǂǑƽǎǚ ǔǆ ƾǎǂ ǘǂǒǕǐǗǖǌƽǋǊǐ ǒƽǎǕǂǓ ǇǚƿǓ ǂǔǗǂǌǊǔǍƾǎǐǖ 
ǈǌǊǋǀǂǓ ݔ ǋǂǊ ǖǑǐǌǐǄǀǔǂǍǆ Ǖǐ ǆǎǊǂǀǐ ǋǂǉǂǒǝ ǂǔǗƽǌǊǔǕǒǐ ǋǂǊ Ǖǐǎ 
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ǆǄǄǆǎƿ ǋǀǎǅǖǎǐ Ǖǐǖ ǔǕǐǘǂǔǕǊǋǐǞ ǆǑǊǕǐǋǀǐǖ ǔǆ ǔǖǎǅǖǂǔǍǝ Ǎǆ Ǖǈǎ 
ǔǕǐǘǂǔǕǊǋƿ ǉǎǈǔǊǍǝǕǈǕǂ. 
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