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Περίληψη

Αντικειµενικός σκοπός της παρούσας εργασίας είναι αφενός η περιγραφή της έννοιας
του κινδύνου και η παρουσίαση των σηµαντικότερων µέτρων κινδύνου τα οποία χρη-
σιµοποιούνται στην σύγχρονη οικονοµική επιστήµη, και αφετέρου η παρουσίαση και
υλοποίηση των ϐασικότερων τεχνικών εκτίµησης και πρόβλεψης χρηµατοοικονοµικών
κινδύνων.
Για την επίτευξη των παραπάνω η παρούσα εργασία διαρθρώνεται ως εξής : Αρχικά, για
λόγους πληρότητας και καλύτερης κατανόησης της εργασίας, παρέχονται εισαγωγικά
στοιχεία της έννοιας του κινδύνου και ϐασικές έννοιες της επιστήµης των µαθηµατικών
και της στατιστικής οι οποίες χρησιµοποιούνται στα χρηµατοοικονοµικά για τον ποιο-
τικό και ποσοτικό προσδιορισµό της συµπεριφοράς των αγορών.
Ακολουθεί παρουσίαση των σηµαντικότερων µέτρων κινδύνου, µε ιδιαίτερη έµφαση στο
µέτρο της αξίας σε κίνδυνο VaR και τις παραµέτρους που το επηρεάζουν. Εν συνεχεία
αναλύονται οι state of the art τεχνικές πρόβλεψης χρηµατοοικονοµικών κινδύνων, οι
οποίες κατηγοριοποιούνται ϐάσει των υποθέσεων στατιστικής κατανοµής και χρονικής
εξάρτησης των εξεταζόµενων µεγεθών. Σε κάθε περίπτωση παραθέτονται επιλεγµένα
παραδείγµατα και γίνονται αναφορές στη διεθνή ϐιβλιογραφία.
Τέλος γίνεται υλοποίηση των τεχνικών εκτίµησης και πρόβλεψης κινδύνου που ανα-
λύθηκαν, τόσο για την περίπτωση µεµονωµένων τίτλων (µετοχές) όσο και για την πε-
ϱίπτωση ισοβαρούς χαρτοφυλακίου τεσσάρων µετοχών. Η υλοποίηση έγινε µε χρήση
του υπολογιστικού προγράµµατος R και ο κώδικας δίνεται στο Παράρτηµα της πα-
ϱούσας εργασίας. Τα απαραίτητα ιστορικά δεδοµένα για τις τιµές κλεισίµατος των
µετοχών αντλήθηκαν από ελεύθερες ϐάσεις δεδοµένων.





Abstract

The present thesis focuses on both the definition of risk and the presentation of
the most important risk measures that are used in modern economic science, as
well as the presentation and implementation of basic techniques for measuring and
forecasting financial risk.
The outline of this thesis is as follows: In the first chapter, an introduction in risk
concept is given and the basic mathematical and statistical tools that are used in
finance in order to study markets from a qualitative as well as quantitative point of
view are provided.
In the following chapters (chapters 2, 3) the most popular risk measures with em-
phasis on the Value at Risk (VaR) are presented. Furthermore, frequently used
state-of-the-art techniques applied in market risk management are introduced and
classified based on statistical properties and time dependence of the financial vari-
ables. In each case, selected examples are provided along with references to the
relevant literature.
The implementation of risk management techniques including risk forecasting,
which have been thoroughly analyzed, is discussed in the last chapter both in case
of individual assets (stocks) and a balanced portfolio consisting of four stocks. The
programming language R has been used and the source code is listed in the Ap-
pendix A’. The historical data on the adjusted close prices have been selected from
free on-line databases.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Τα χρηµατοοικονοµικά αποτελούν µέρος της οικονοµικής επιστήµης το οποίο µελετά
τη λειτουργία των χρηµατοοικονοµικών αγορών σε µία η περισσότερες αγορές οι οποίες
αλληλοσυνδέονται. Οι αγορές αυτές αποτελούν ένα δίαυλο επικοινωνίας µεταξύ των ε-
πιχειρήσεων αλλά και των µεµονωµένων επενδυτών µε απώτερο σκοπό τη συγκέντρωση
των απαραίτητων κεφαλαίων για τη λειτουργία, την ευηµερία και την επένδυση του
πλεονάζοντος πλούτου αντίστοιχα.
Στο Κεφάλαιο αυτό ϑα αναφέρουµε ϐασικές έννοιες της επιστήµης των µαθηµατικών
που χρησιµοποιούνται στα χρηµατοοικονοµικά για τη µοντελοποίηση της συµπερι-
ϕοράς των αγορών και των συναλλασσόµενων προϊόντων. Τα µαθηµατικά µοντέλα
στοχεύουν στον ποιοτικό και ποσοτικό προσδιορισµό των παραµέτρων που επηρεάζουν
και διαµορφώνουν τη συµπεριφορά των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µε απώτερο
στόχο τη δυνατότητα προβλέψεων.
Η ανάγκη µέτρησης και εν συνεχεία πρόβλεψης χρηµατοοικονοµικών κινδύνων περι-
λαµβάνει κινδύνους διαφορετικού τύπου, όπως ο κίνδυνος της αγοράς (market risk) ο
οποίος είναι ιδιαίτερα σηµαντικός και αναφέρεται στην µεταβολή της αξίας ενός προ-
ϊόντος. Ο πιστωτικός κίνδυνος (credit risk), ο οποίος αναφέρεται στην πιθανότητα
µη εξυπηρέτησης δανείων λόγω αδυναµίας του δανειολήπτη. Ο κίνδυνος ισοτιµίας
(currency risk) ο οποίος αφορά στην απώλεια κεφαλαίου λόγω µεταβολής της ισοτιµίας
µεταξύ δύο νοµισµάτων. Ο κίνδυνος ϱευστότητας (liquidity risk) υφίσταται όταν µία
επένδυση δεν µπορεί να αγοραστεί ή να πωληθεί σε µικρό χρονικό διάστηµα ώστε να
αποτρέψει τυχόν απώλειες. ΄Ενα νέο είδος κινδύνου το οποίο αποκτά ολοένα και µε-
γαλύτερη ϐαρύτητα είναι ο λειτουργικός κίνδυνος (operational risk), ο οποίος αφορά
πιθανότητα απωλειών λόγω ανθρώπινου παράγοντα, διαδικασιών ή τεχνικών συστη-
µάτων. Στην παρούσα εργασία ϑα ασχοληθούµε κυρίως µε τον κίνδυνο αγοράς.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

1.1 Αξία και απόδοση

Η έννοια του κινδύνου είναι συνυφασµένη µε την άγνοια της µελλοντικής απόδοσης
Rt ενός περιουσιακού στοιχείου-αγαθού. Ως απόδοση (return) (Σχέση 1.1) ορίζεται η
σχετική µεταβολή της αξίας Pt ενός αγαθού εντός συγκεκριµένου χρονικού διαστήµατος
και συχνά εκφράζεται ως εκατοστιαίο ποσοστό.

rt =
Pt − Pt−1
Pt−1

. (1.1)

Μία εναλλακτική έκφραση της απόδοσης, η οποία χρησιµοποιείται κυρίως στις περι-
πτώσεις εκτίµησης της απόδοσης σε περισσότερες της µίας περιόδους, δίνεται από τη
Σχέση 1.2, και συχνά αναφέρεται µε το όρο λογαριθµική απόδοση,

Rt = log(1 + rt) = log
( Pt
Pt−1

)
= logPt − logPt−1. (1.2)

Η διαφορά στον υπολογισµό µεταξύ της αριθµητικής (Σχέση 1.1) και λογαριθµικής
(Σχέση 1.2) απόδοσης γίνεται σηµαντική στις περιπτώσεις ‘υψηλών’ ποσοστιαίων µετα-
ϐολών, της τάξης του 30− 40%, µεταξύ των τιµών Pt και Pt−1 οι οποίες είναι εξαιρετικά
σπάνιο να εµφανιστούν εντός µικρών χρονικών διαστηµάτων, όπως π.χ. στην περίπτω-
ση των ηµερήσιων αποδόσεων. Μία σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο αυτών σχέσεων
είναι ότι οι λογαριθµικές αποδόσεις είναι συµµετρικές ενώ οι αριθµητικές αποδόσεις
όχι. ∆ηλαδή µεταξύ δύο διαδοχικών αποδόσεων µε ίδια απόλυτη τιµή και διαφορετικό
πρόσηµο (Rt−1 = −Rt, rt−1 = −rt) στην πρώτη περίπτωση το αρχικό ποσό επένδυσης
παραµένει αµετάβλητο ενώ στη δεύτερη περίπτωση µεταβάλλεται. Στην παρούσα εργα-
σία για τον υπολογισµό των ηµερήσιων αποδόσεων χρησιµοποιήθηκε η λογαριθµική
Σχέση 1.2.
Η τυχαία µεταβλητή της απόδοσης προτιµάται έναντι της τυχαίας µεταβλητής της αξίας
του αγαθού λόγω των ιδιοτήτων της στασιµότητας και της εργοδικότητας, ιδιότητες οι
οποίες δεν επαληθεύονται για τις τιµές της αξίας του αγαθού. Επιπλέον η απόδοση
είναι απαλλαγµένη από νοµισµατικές µονάδες και κατ΄ επέκταση επιτρέπει την άµεση
διασύγκριση µεταξύ διαφορετικών αγαθών.

1.2 Χρονοσειρές

Ως διακριτή χρονοσειρά µπορεί να ϑεωρηθεί η αλληλουχία δεδοµένων τα οποία α-
ντιστοιχούν σε διαδοχικές χρονικές στιγµές οι οποίες συνήθως έχουν σταθερό χρο-
νικό ϐήµα, π.χ. ηµερήσιες τιµές µίας µετοχής, µηνιαίο ή ετήσιο επιτόκιο κ.λ.π..
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Πρόκειται για στοχαστική διαδικασία διακριτών τιµών η οποία συνήθως συµβολίζεται
ως {Xt}, t ∈ Z, όπου t η χρονική στιγµή και Xt η τιµή της σειράς στην αντίστοιχη
χρονική στιγµή.
Για την κατανόηση των ιδιοτήτων των χρονοσειρών έχουν αναπτυχθεί διάφορα µοντέλα,
τα οποία προσαρµόζονται στα πειραµατικά δεδοµένα µε απώτερο σκοπό τη δηµιουρ-
γία προβλέψεων είτε ϐραχυπρόθεσµων είτε µακροπρόθεσµων προβλέψεων. Η µελέτη
αυτών των µοντέλων αναφέρεται ως ανάλυση χρονοσειρών η οποία έχει ευρύ πεδίο
εφαρµογής στις οικονοµικές αναλύσεις και ιδιαίτερα στην πρόβλεψη και διαχείριση
χρηµατοοικονοµικών κινδύνων.
Στην ανάλυση χρονοσειρών υπάρχουν τρεις ϐασικές οµάδες µοντέλων: τα αυτοπα-
λίνδροµα (autoregressive, AR), τα ολοκληρώσιµα (integrated, I) και τα κινούµενου
µέσου (moving average, MA). Συχνά οι παραπάνω κατηγορίες συνδυάζονται προκει-
µένου να δηµιουργήσουν νέα µοντέλα όπως το αυτοπαλίνδροµο κινούµενου µέσου
(autoregressive moving average, ARMA) και το αυτοπαλίνδροµο ολοκληρωµένου κι-
νούµενου µέσου (autoregressive integrated moving average, ARIMA).

1.2.1 Στασιµότητα χρονοσειρών

Μία χρονοσειρά είναι στάσιµη όταν συγκλίνει στη µακροχρόνια ισορροπία της και οι
ιδιότητές της δεν µεταβάλλονται συναρτήσει του χρόνου. Αναλυτικότερα µία χρονο-
σειρά {Xt} χαρακτηρίζεται ως αυστηρά στάσιµη όταν τα διανύσµατα [X1, . . . , Xk] και
[X1+h, . . . , Xk+h] ανήκουν στην ίδια πολυδιάστατη κατανοµή για κάθε k ∈ N και h ∈ Z.
Μία απλουστευµένη έκφραση του παραπάνω ορισµού αποτελεί η ασθενής στασιµότητα

σύµφωνα µε την οποία η χρονοσειρά {Xt} ϑα πρέπει να ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες :

• Η µέση τιµή της διαδικασίας είναι σταθερή συναρτήσει του χρόνου.
E[Xt] = µ,∀ t ∈ Z.

• Η µεταβλητότητα της διαδικασίας είναι σταθερή συναρτήσει του χρόνου.
V ar[Xt] = σ2,∀ t ∈ Z.

• Η αυτόσυνδιακύµανση µεταξύ δύο τιµών της διαδικασίας εξαρτάται µόνο από τη
µεταξύ τους χρονική απόσταση και όχι από τις απόλυτες χρονικές στιγµές της
κάθε τιµής.

Cov(Xt, Xt+h) = γX(h), ∀t, h ∈ Z.

Από τη συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης γX(·) προκύπτει και η συνάρτηση αυτοσυ-
σχέτισης ρX(·) σύµφωνα µε τη Σχέση 1.3,

ρX(·) =
γX(·)
γX(0)

. (1.3)
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Το απλούστερο παράδειγµα ασθενώς στάσιµης χρονοσειράς αποτελεί η διαδικασία λευ-
κού ϑορύβου (white noise), για την οποία ισχύουν οι Σχέσεις 1.4,

E[Xt] = 0,∀ t ∈ Z,

V ar[Xt] = σ2, ∀ t ∈ Z, (1.4)

Cov(Xt, Xt+h) = 0, ∀t, h ∈ Z, h 6= 0.

Η αυτοσυνδιακύµανση γ(h) εκτιµάται από τη δειγµατική τιµή γ̂(h) σύµφωνα µε τη
Σχέση 1.5,

γ̂(h) =
1

n

n−h∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj+h − X̄) = γ̂(−h), (1.5)

X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj. (1.6)

Οι παραπάνω σχέσεις αν και εφαρµόζονται σε πεπερασµένα δείγµατα αποτελούν ικα-
νοποιητικούς εκτιµητές της αυτοσυνδιακύµανσης, υπό την προϋπόθεση ότι οι αριθµη-
τικές τιµές των h και n δεν είναι ‘κοντά’, καθώς στην περίπτωση αυτή το πλήθος των
(Xj, Xj+h) κρίνεται ανεπαρκές για την ορθή εκτίµηση γX(h). Στη διεθνή ϐιβλιογραφία
η χρήση των παραπάνω σχέσεων προτείνεται για n > 50 και h ≤ n/4 [10].
Η στασιµότητα αποτελεί ιδιαίτερης σηµασίας ιδιότητα στην ανάλυση χρονοσειρών κα-
ϑώς ουσιαστικά αντικαθιστά την υπόθεση ανεξαρτησίας και ισόνοµης κατανοµής (independent
and identically distributed - i.i.d) της κλασικής στατιστικής.

1.2.2 Το αυτοπαλίνδροµο µοντέλο AR

Τα αυτοπαλίνδροµα µοντέλα αποτελούν την απλούστερη µορφή µοντέλων στάσιµων
χρονοσειρών τα οποία εφαρµόζουν την έννοια της παλινδρόµησης για να εκφράσουν
τη γραµµική συσχέτιση µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής Xt και της ανεξάρτητης
Xt−1. Η γενική µορφή ενός αυτοπαλίνδροµου µοντέλου p τάξης δίνεται από τη Σχέση
1.7,

Xt = φ0 +

p∑
i=1

φiXt−i + εt. (1.7)

΄Οπου φi, i = 1, · · · , p οι παράµετροι του µοντέλου, φ0 = E(Xt) = µ και εt λευκός
ϑόρυβος (E[εt] = 0, E[ε2t ] = σ2). Η παραπάνω σχέση συνδέει την τιµή της µεταβλητής
X, τη χρονική στιγµή t µε τις τιµές της µεταβλητής X σε µία προγενέστερη χρονική
περίοδο συν µία τυχαία µεταβλητή ε, η τιµή της οποίας εξαρτάται από τη χρονική
στιγµή t.
Για την περίπτωση όπου p = 1 προκύπτει το αυτοπαλίνδροµο µοντέλο πρώτης τάξης
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AR(1) της Σχέσης 1.8, το οποίο συγκλίνει για |φ1| < 1.

Xt = φ0 + φ1Xt−1 + εt. (1.8)

Το µοντέλο καλείται πρώτης τάξης καθώς υφίσταται µόνο µία χρονική υστέρηση. Στη
ιδιάζουσα περίπτωση όπου για το AR(1) ισχύει φ0 = 0 και φ1 = 1 τότε το µοντέλο
που προκύπτει (Σχέση 1.9) ονοµάζεται τυχαίου περιπάτου (random walk), σύµφωνα
µε το οποίο η ϐέλτιστη πρόβλεψη για την τιµή της µεταβλητής X τη χρονική στιγµή t
προκύπτει από την τιµή της X τη χρονική στιγµή t− 1.

Xt = Xt−1 + εt. (1.9)

∆εδοµένου ότι δεν ισχύει η συνθήκη |φ1| < 1 το µοντέλο τυχαίου περιπάτου δεν
συγκλίνει µακροχρόνια αλλά αντιθέτως µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή γι’ αυτό
και χρησιµοποιείται συχνά για τη µοντελοποίηση της τιµής χρηµατοοικονοµικών προ-
ϊόντων όπως µετοχών οµολόγων κ.α.. Η διαφορά µεταξύ των δύο αυτών µοντέλων είναι
άµεσα αντιληπτή στα Σχήµατα 1.1 και 1.2 τα οποία απεικονίζουν προσοµοιώσεις µο-
ντέλου AR(1), µε µε τιµές παραµέτρων φ0 = 0 και φ1 = 0.9 και µοντέλου random walk
για πλήθος χρονικών ϐηµάτων n = 1000.

1.2.3 Το µοντέλο κινούµενου µέσου MA

Η γενική µορφή ενός µοντέλου κινούµενου µέσου q τάξης δίνεται από τη Σχέση 1.10,

Xt = θ0 +

q∑
j=1

θjεt−j + εt. (1.10)

΄Οπου θj, j = 1, · · · , q οι παράµετροι του µοντέλου, θ0 = µ η εκτίµηση για την τιµή της
Xt η οποία συχνά ϑεωρείται ίση µε µηδέν και εt λευκός ϑόρυβος (εt ∼ N (0, σ2), ∀ t).
Για την περίπτωση όπου q = 1 προκύπτει το µοντέλο κινούµενου µέσου πρώτης τάξης
MA(1) το οποίο περιγράφεται από τη Σχέση 1.11,

Xt = θ0 + θ1εt−1 + εt. (1.11)

1.2.4 Το αυτοπαλίνδροµο κινούµενου µέσου µοντέλο ARMA

Συνδυάζοντας τα µοντέλα αυτοπαλινδρόµισης και κινούµενου µέσου προκύπτει µία
νέα οµάδα µοντέλων τα ARMA(p,q) για τα οποία ο γενικός τύπος δίνεται από τη Σχέση
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Σχήµα 1.1: Υπόδειγµα AR(1) για t = 1, 2, . . . , 1000, τιµές παραµέτρων φ0 = 0, φ1 = 0.9
και εt ∼ N (0, 1).
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Σχήµα 1.2: Υπόδειγµα random walk για t = 1, 2, . . . , 1000 και εt ∼ N (0, 1).
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1.12,

Xt = c+

p∑
i=1

φiXt−i +

q∑
j=1

θjεt−j + εt. (1.12)

΄Οπου οι περιορισµοί στους συντελεστές του µοντέλου προκειµένου αυτό να συγκλίνει
στη µακροχρόνια ισορροπία παραµένουν όπως ορίστηκαν για τα µοντέλα AR και MA
στα εδάφια 1.2.2 και 1.2.3 αντίστοιχα.

1.2.5 Το γενικευµένο µοντέλο ARIMA

Είναι διαπιστωµένο ότι πολλές ϕορές οι χρονοσειρές χρηµατοοικονοµικών προϊόντων
εµφανίζουν κατά περιόδους ϑετική ή αρνητική συσχέτιση ως προς το χρόνο (τάσεις -
trends) γεγονός το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση στασιµότητας της χρονοσειράς. Σε
αυτές τις περιπτώσεις για να εξαλειφθούν οι τάσεις αυτές χρησιµοποιείται η χρονοσειρά
των διαφορών ν − οστής τάξης των τιµών Xt. Για διαφορές πρώτης τάξης οι όροι της
χρονοσειράς προκύπτουν σύµφωνα µε τη Σχέση 1.13 και για διαφορές ανώτερης τάξης
σύµφωνα µε τη Σχέση 1.14, όπου ∆0Xt = Xt [16].

∆Xt = Xt −Xt−1, (1.13)

∆νXt = ∆(∆ν−1Xt). (1.14)

Η εφαρµογή του µοντέλου ARMA(p,q) στις διαφορές d τάξης, οι οποίες εξασφαλίζουν
τη στασιµότητα της χρονοσειράς, περιγράφει το γενικευµένο µοντέλο ARIMA(p,d,q).
Το ARIMA(0,1,0) αποτελεί την απλούστερη µορφή του µοντέλου η οποία δίνεται από τη
Σχέση Σχέση 1.15 και περιγράφει µία διαδικασία τυχαίου περιπάτου, όπου η τυχαία
µεταβλητή εt αποτελεί λευκό ϑόρυβο.

Xt = X0 +
t∑
i=1

εt, t ≥ 1. (1.15)

Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τη χρήση των µοντέλων ARIMA προτείνεται
η κλασική ϐιβλιογραφία των Box και Jenkins [10].

1.2.6 Χρηµατοοικονοµικές Χρονοσειρές

Η συµπεριφορά των χρονοσειρών των χρηµατοοικονοµικών µεγεθών παρουσιάζει ιδιαι-
τερότητες οι οποίες καθιστούν την µοντελοποίηση τους µέσω στοχαστικών µοντέλων
ιδιαίτερα δύσκολη υπόθεση. Οι ιδιαιτερότητες αυτές, οι οποίες περιγράφονται στη διε-
ϑνή ϐιβλιογραφία µε τον όρο stylized facts, αποτελούν εµπειρικές παρατηρήσεις οι
οποίες λόγω της συχνότητας εµφάνισής τους γίνονται de facto αποδεκτές. Οι περισ-
σότερες από αυτές συνοψίστηκαν για πρώτη ϕορά από τον Mandelbrot B. το 1963 [19]
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και εν συνεχεία αποτέλεσαν αντικείµενο εµπειρικών µελετών πολλών ερευνητών.
Στην παρούσα εργασία ϑα µας απασχολήσουν ιδιαιτερότητες οι οποίες αφορούν κυ-
ϱίως τις χρονοσειρές των ηµερήσιων τιµών χρηµατοοικονοµικών µεγεθών, όπως τιµές
µετοχών, δεικτών ή ισοτιµιών και οι οποίες συνοψίζονται ως εξής :

Μη στασιµότητα της χρονοσειράς των τιµών.

Στα Σχήµατα 1.3 και 1.4 παρουσιάζονται οι ηµερήσιες τιµές κλεισίµατος και οι η-
µερήσιες αποδόσεις της µετοχής της εταιρείας Apple Inc. για το χρονικό διάστηµα
2010 έως 2015. Από το Σχήµα 1.3 υπάρχουν ενδείξεις ότι η χρονοσειρά των τιµών
έχει συµπεριφορά τυχαίου περιπάτου ενώ η χρονοσειρά των αποδόσεων παλινδροµεί
γύρω από την τιµή µηδέν εµφανίζοντας µεγάλες διακυµάνσεις οι οποίες ϕαίνεται να
έχουν µία σταθερή µέση τιµή όταν αυτή εκτιµάται για µεγάλες χρονικές περιόδους,
π.χ. ετησίως.
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Σχήµα 1.3: Ηµερήσιες τιµές κλεισίµατος της µετοχής της εταιρείας Apple Inc για την
χρονική περίοδο 2010 έως 2015.

Οι µεταβολές των τιµών δεν αυτοσυσχετίζονται.

Συνήθως οι χρονοσειρές των αποδόσεων παρουσιάζουν στατιστικά µη σηµαντική αυ-
τοσυσχέτιση για τα συνήθη επίπεδα σηµαντικότητας ∼ 5%, όπως ϕαίνεται και στο
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Σχήµα 1.4: Ηµερήσιες αποδόσεις της µετοχής της εταιρείας Apple Inc για την χρονική
περίοδο 2010 έως 2015.

Σχήµα 1.5, συµπεριφορά η οποία είναι παραπλήσια αυτής των χρονοσειρών τυχαίου
περιπάτου.

Τα τετράγωνα των αποδόσεων εµφανίζουν ισχυρή αυτοσυσχέτιση.

Τα τετράγωνα των αποδόσεων ή οι απόλυτες τιµές αυτών εµφανίζουν στατιστικά σηµα-
ντική αυτοσυσχέτιση, για τα συνήθη επίπεδα σηµαντικότητας ∼ 5%, όπως ϕαίνεται και
στο Σχήµα 1.6.

Η µεταβλητότητα των αποδόσεων δεν είναι σταθερή.

Η ιδιότητα αυτή ϕαίνεται στο Σχήµα 1.4 στο οποίο διακρίνονται υπό-περίοδοι έντονων
µεταβολών της απόδοσης ενδιάµεσα των οποίων οι µεταβολές είναι ηπιότερες. Αν και
αυτές οι υπό-περίοδοι επαναλαµβάνονται εντούτοις δεν ϕαίνεται να χαρακτηρίζονται α-
πό κάποια περιοδικότητα, κάτι το οποίο ϑα ήταν αντίθετο µε την υπόθεση στασιµότητας
της χρονοσειράς.
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Σχήµα 1.5: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των ηµερήσιων αποδόσεων της µετοχής της
εταιρείας Apple Inc κατά το έτος 2010.
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Σχήµα 1.6: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των ηµερήσιων αποδόσεων της
µετοχής της εταιρείας Apple Inc κατά το έτος 2010.

Η κατανοµή των αποδόσεων διαφέρει στατιστικά σηµαντικά της κανονικής.

΄Οπως ϑα δούµε αναλυτικότερα σε επόµενο Κεφάλαιο, η µορφή της κατανοµής των
αποδόσεων αποκλίνει στατιστικά σηµαντικά από την κανονική κατανοµή, και συγκε-
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κριµένα εµφανίζει αιχµηρότερη κορυφή και πλατύτερες ουρές, µε τους κλασικούς
στατιστικούς ελέγχους κανονικότητας Kolmogorov Smirnov, Shapiro-Wilk’s, Jarque
- Bera, έλεγχο X 2 κ.α. να απορρίπτουν την κανονικότητα σε κάθε ‘λογικό’ επίπεδο
εµπιστοσύνης. Οι πειραµατικές κατανοµές των αποδόσεων συνήθως εµφανίζουν διο-
γκωµένες ουρές, δηλαδή ϕθίνουν µε ϱυθµό µικρότερο από exp(−x2/2), ενώ για τιµές
πλησίον του µηδέν εµφανίζουν αιχµηρότερες κορυφές σε σχέση µε την κανονική κα-
τανοµή, και σε αυτή την περίπτωση καλούνται λεπτόκυρτες.
Το µέτρο απόκλισης της καµπυλότητας της πειραµατικής κατανοµής από την κανονική
λέγεται κύρτωση (kurtosis) και ορίζεται ως ο λόγος της τέταρτης κεντρικής ϱοπής προς
το τετράγωνο της µεταβλητότητας του δείγµατος, όπως ϕαίνεται στη Σχέση 1.16,

γ4(x) =
E[(x− µ)4]

σ4
. (1.16)

Αντίστοιχα η ασυµµετρία (skewness) της πειραµατικής κατανοµής ως προς την κα-
νονική δίνεται από το µέτρο της τρίτης κεντρικής ϱοπής προς την τρίτη δύναµη της
τυπικής απόκλισης του δείγµατος, σύµφωνα µε τη Σχέση 1.17,

γ3(x) =
E[(x− µ)3]

σ3
. (1.17)

Αύξηση του χρονικού διαστήµατος µεταξύ των παρατηρήσεων της απόδοσης (π.χ.
εβδοµαδιαίες παρατηρήσεις αντί ηµερήσιων) τείνει να ελαττώσει τη λεπτοκυρτότητα της
κατανοµής ϕέρνοντάς την πλησιέστερα στην κανονική.
Στο Σχήµα 1.7 παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα συχνοτήτων των ηµερήσιων και των
εβδοµαδιαίων αποδόσεων της µετοχής της εταιρείας Apple Inc για το χρονικό διάστηµα
2010 - 2015 και στον Πίνακα 1.1 τα αποτελέσµατα στατιστικών ελέγχων κανονικότητας,
στα οποία ελέγχονται οι υποθέσεις της Σχέσης 1.18,

H0 : xt ∈ N (µ, σ2), (1.18)

H1 : xt /∈ N (µ, σ2).

Πίνακας 1.1: Τιµές του p-value στατιστικών ελέγχων κανονικότητας.

p-value
Στατιστικός ΄Ελεγχος Ηµερήσιες αποδόσεις Εβδοµαδιαίες

Kolmogorov-Smirnov <2.2 · 10−16 <2.2 · 10−16

Shapiro-Wilk’s <2.2 · 10−16 0.7211
Jarque - Bera <2.2 · 10−16 0.5533

X 2 1.531 · 10−8 0.8867
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Σχήµα 1.7: Ιστογράµµατα συχνοτήτων ηµερήσιων και των εβδοµαδιαίων αποδόσεων
της µετοχής της εταιρείας Apple Inc για την περίοδο 2010 - 2015.

Οι ϑετικές και οι αρνητικές µεταβολές των τιµών επιδρούν µε διαφορετική

ϐαρύτητα στη µεταβλητότητα.

Η συµπεριφορά αυτή περιγράφεται µε τον όρο leverage (µόχλευση) και λαµβάνεται υπ’
όψιν στα µοντέλα EGARCH και TARCH όπως ϑα δούµε στο εδάφιο 3.5.

Συχνά οι αποδόσεις επηρεάζονται λόγω ηµερολογιακών γεγονότων

Οι ηµέρες πριν ή µετά από περιόδους διακοπών είναι πιθανόν να επηρεάσουν τις α-
ποδόσεις χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. ΄Εχει παρατηρηθεί ότι η µεταβλητότητα των
αποδόσεων αυξάνεται µετά από περιόδους όπου οι αγορές είναι κλειστές και δεν πραγ-
µατοποιούνται συναλλαγές, µε τη συµπεριφορά αυτή να αποδίδεται στην πληροφορία
η οποία συσσωρεύεται κατά τη διάρκεια της διακοπής. Η εξάρτηση των αποδόσεων
από ηµερολογιακά γεγονότα χαρακτηρίζεται ως εποχικότητα.
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Κεφάλαιο 2

Μέτρα κινδύνου

Η ανάγκη διαχείρισης των χρηµατοοικονοµικών κινδύνων οδήγησε στην ανάγκη ε-
κτίµησης των κινδύνων αυτών. Στη µέχρι σήµερα ϐιβλιογραφία δεν υφίσταται µονο-
σήµαντος ορισµός της έννοιας του χρηµατοοικονοµικού κινδύνου καθώς ο όρος κα-
λύπτει ένα ευρύ ϕάσµα οικονοµικών συναλλαγών. ΄Ενας γενικός ορισµός, ο οποίος
είναι ευρέως αποδεκτός, είναι ότι ο όρος ‘κίνδυνος (risk)’ εκφράζει το ενδεχόµενο α-

πώλειας συγκεκριµένου ποσοστού µίας επένδυσης. Εντούτοις προκειµένου να γίνει δια-
χείριση του κινδύνου µίας επένδυσης ϑα πρέπει πρώτα ο κίνδυνος αυτός να µπορέσει
να µετρηθεί και για να γίνει αυτό ϑα πρέπει να οριστεί κατάλληλο µέτρο η σύγκριση
µε το οποίο ϑα αξιολογεί την επικινδυνότητα µιας επένδυσης.
Η δυνατότητα µέτρησης και εν συνεχεία πρόβλεψης του κινδύνου γίνεται ολοένα και
πιο επιτακτική στο πλαίσιο της διοίκησης κινδύνου (risk management) τραπεζών και
άλλων ϕορέων οι οποίοι εµπλέκονται στις χρηµατοοικονοµικές αγορές. Η ανάγκη πο-
σοτικοποίησης του κινδύνου πηγάζει από την ανάγκη προσδιορισµού του κεφαλαίου
που ϑα πρέπει να κατέχει ένας χρηµατοοικονοµικός ϕορέας ως προστασία των επεν-
δυτών έναντι απρόβλεπτων απωλειών.
Η µέτρηση χρηµατοοικονοµικών κινδύνων έχει γίνει επιτακτική ανάγκη τις τελευταίες
δύο δεκαετίες λόγω της εφαρµογής οδηγιών οι οποίες για πρώτη ϕορά ϑεσπίστηκαν το
1988 από την επιτροπή τραπεζικής εποπτείας (BCBS) στη Βασιλεία της Ελβετίας, απ΄
όπου η πρώτη αυτή συµφωνία πήρε και το όνοµά της Basle I Accord ή BIS Accord∗.
Πριν την εφαρµογή της Basle I το 1992 η απαιτούµενη κεφαλαιακή επάρκεια των
τραπεζών καθορίζονταν από οµοιόµορφα σταθερά κάτω όρια ανεξάρτητα από το επεν-
δυτικό ϱίσκο και τις ϑέσεις εκτός ισολογισµού κάθε τράπεζας. Η πρώτη αυτή συµφωνία
καθόρισε µία σειρά οδηγιών προσδιορισµού της ελάχιστης κεφαλαιακής επάρκειας οι
οποίες ήταν αλληλένδετες µε το χρηµατοπιστωτικό κίνδυνο (credit risk) κάθε τράπε-
Ϲας. Εν συνεχεία το 1996 η συµφωνία αυτή επεκτάθηκε συµπεριλαµβάνοντας και τον
κίνδυνο αγοράς (market risk). Το 2004 εκδόθηκε η Basle II Accord η οποία εφαρ-

∗https://www.bis.org
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µόστηκε το 2008 και η οποία περιλαµβάνει ακόµα περισσότερες κατηγορίες κινδύνου
στις οποίες υπόκειται το τραπεζικό σύστηµα καθώς και οδηγίες στον τρόπο λειτουργίας
των τραπεζών. Η οικονοµική κρίση που ξεκίνησε το 2008 στις Η.Π.Α. και εν συνεχεία
επεκτάθηκε στην Ευρώπη οδήγησε στην τρίτη συµφωνία Basle III η οποία δεν υπει-
σέρχεται στις οδηγίες των Basle I & II αλλά επικεντρώνεται στον κίνδυνο της µαζικής
ανάληψης καταθέσεων (bank run risk) η οποία πρόκειται να εφαρµοστεί το 2019.
Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα σηµαντικότερα µέτρα κινδύνου τα οποία χρησιµο-
ποιούνται στην οικονοµική επιστήµη, αφενός για την περίπτωση ενός µόνο αγαθού,
και αφετέρου για την περίπτωση χαρτοφυλακίου.

2.1 Τυπική απόκλιση αποδόσεων (Volatility)

Είναι σύνηθες οι χρονοσειρές της αξίας {Pt} των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων να
εµφανίζουν τη µορφή τυχαίου περιπάτου, γεγονός το οποίο µεταξύ άλλων σηµαίνει ότι
η καλύτερη πρόβλεψη για την αυριανή τιµή είναι η τιµή που έχει το προϊόν σήµερα.
∆εδοµένου ότι οι χρονοσειρές τυχαίου περιπάτου δεν οριοθετούνται, η πρόβλεψη της
µελλοντικής πορείας της χρονοσειράς είναι ιδιαίτερα δύσκολη αξιολογώντας µόνο τις
τιµές της αξίας Pt. Στα Σχήµατα 2.1αʹ και 2.1βʹ παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα
συχνοτήτων των ηµερήσιων τιµών Pt και των ηµερήσιων αποδόσεων Rt αντίστοιχα για
τη µετοχή της εταιρείας General Electric κατά τα έτη 2014 και 2015.

Από τα σχήµατα αυτά γίνεται κατανοητό ότι στην περίπτωση των αποδόσεων η κα-
τανοµή των συχνοτήτων έχει σχήµα οικείο σε σχέση µε τις γνωστές από τη στατιστική
κατανοµές, σε αντίθεση µε την κατανοµή των συχνοτήτων των τιµών της µετοχής. Θεω-
ϱώντας λοιπόν γνωστή την κατανοµή των αποδόσεων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
τις στατιστικές παραµέτρους ϑέσης και διασποράς προκειµένου να περιγράψουµε τη
συµπεριφορά τους. Στις περιπτώσεις αυτές η προσέγγιση ονοµάζεται παραµετρική και
εξαρτάται άµεσα από την υπόθεση κατανοµής.
Στο σηµείο αυτό µία γόνιµη παρατήρηση προκύπτει από το Σχήµα 2.1αʹ, στο οποίο
διακρίνεται καθαρά µία δεύτερη προεξέχουσα κορυφή στην περιοχή τιµών κλεισίµατος
της µετοχής περί τα 29 − 30 $. Η συµπεριφορά αυτή, η οποία δεν είναι συνήθης για
τις χρονοσειρές των τιµών χρηµατοοικονοµικών αγαθών, είναι πιθανόν να αποδοθεί σε
απότοµη µεταβολή της περιοχής τιµών στην οποία κινείται η χρονοσειρά. Το διάγραµ-
µα διασποράς των τιµών κλεισίµατος της µετοχής (Σχήµα 2.1γʹ) ενισχύει τον παραπάνω
συλλογισµό καθώς παρατηρούµε ότι αρχικά η χρονοσειρά κινείται σε περιοχή υψηλών
τιµών (29− 30 $), εν συνεχεία εντός µικρού χρονικού διαστήµατος παρατηρείται σηµα-
ντική πτώση µετά την οποία η χρονοσειρά συνεχίζει να κινείται τυχαία σε µία περιοχή
χαµηλότερων τιµών (24−25 $). Είναι κατανοητό ότι οι δύο αυτές περιοχές αντιστοιχούν
στις προεξέχουσες συχνότητες του Σχήµατος 2.1αʹ.

14



Κεφάλαιο 2. Μέτρα κινδύνου

Daily Closing Price (USD)

Fr
eq

ue
nc

y

24 26 28 30

0
20

40
60

80

(αʹ)

Daily Returns

Fr
eq

ue
nc

y

-0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002

0
20

40
60

80
10

0

(ϐʹ)

0 100 200 300 400 500

24
26

28
30

Days (t)

Ad
j.

C
lo

se
($

)

(γʹ)

Σχήµα 2.1: Ιστογράµµατα των ηµερήσιων τιµών κλεισίµατος (2.1αʹ) και των ηµερήσιων
αποδόσεων (2.1βʹ), και διάγραµµα διασποράς των ηµερήσιων τιµών κλεισίµατος 2.1γʹ
της µετοχής της εταιρείας General Electric κατά το χρονικό διάστηµα 2014 - 2015.
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Θεωρώντας {Rt} τη χρονοσειρά των ηµερήσιων αποδόσεων η υπό συνθήκη µεταβλη-
τότητα σ2

t δίνεται, κατά τα γνωστά από τη στατιστική, από τη Σχέση 2.1 και η τυπική
απόκλιση σt από την τετραγωνική ϱίζα αυτής.

σ2
t =

n∑
t=1

(Rt − R̄)2

n− 1
. (2.1)

Η µεταβλητότητα ενός αγαθού volatility εκφράζεται ως η ετησιοποιηµένη τυπική α-
πόκλιση σt των ηµερήσιων αποδόσεων Rt, σύµφωνα µε τη Σχέση 2.2, όπου A οι ηµέρες
συναλλαγής ανά έτος· συνήθως λαµβάνεται A = 252.

σT = σt
√
A. (2.2)

Υπό την προϋπόθεση ότι οι ηµερήσιες αποδόσεις είναι ανεξάρτητες µεταβλητές οι
οποίες ακολουθούν συµµετρική κατανοµή (i.i.d.) τότε η τυπική απόκλιση h ηµερών
εκτιµάται ως το γινόµενο

√
hσt. Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν παραπάνω η γενική

µορφή της εκτίµησης της µεταβλητότητας h-ηµερών ενός αγαθού δίνεται από τη Σχέση
2.3, όπου για πρόβλεψη της ηµερήσιας µεταβλητότητας προκύπτει η Σχέση 2.2,

σh = σt
√
A/h = σt

√
252/h. (2.3)

Η µεταβλητότητα αποτελεί ένα πρώτο µέτρο κινδύνου στις οικονοµικές αναλύσεις. Η
Σχέση 2.3 επιτρέπει τη δια-σύγκριση µεταβλητοτήτων οι οποίες αναφέρονται σε διαφο-
ϱετικά χρονικά διαστήµατα h καθώς η αύξηση της τυπικής απόκλισης σt µε την αύξηση
του χρονικού διαστήµατος αντισταθµίζεται από τη µείωση του παράγοντα ετησιοποίη-
σης

√
A/h.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η µοντελοποίηση των ηµερήσιων αποδόσεων ενός τίτλου
γίνεται σύµφωνα µε τη Σχέση 2.4, όπου µt και σt οι εκτιµήσεις της απόδοσης και της
τυπικής απόκλισης αντιστοίχως, σύµφωνα µε τα διαθέσιµα δεδοµένα µέχρι τη χρονική
στιγµή t. Με εt+1 συµβολίζεται ο λευκός ϑόρυβος (white noise), του οποίου οι τιµές
είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και προέρχονται από τυπική κανονική κατανοµή.

Rt+1 = µt + σtεt+1. (2.4)

Το παραπάνω µοντέλο είναι απλουστευµένο καθώς οι υποθέσεις ότι τα µ και σ είναι
σταθερές παράµετροι και ότι το ε αποτελεί λευκό ϑόρυβο δεν επαληθεύονται στις πε-
ϱισσότερες περιπτώσεις πραγµατικών δεδοµένων.
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2.2 Αξία σε κίνδυνο Value at Risk

Μία από τις σηµαντικότερες εξελίξεις στον τοµέα της διαχείρισης κινδύνου (risk mana-
gement) είναι η υλοποίηση µίας νέας κλάσης µέτρων κινδύνου για τη συγκεντρωτική
µέτρηση του κινδύνου διαφορετικών ϑέσεων χρησιµοποιώντας ένα κοινό εννοιολογικό
πλαίσιο, η οποία πρωτοεµφανίστηκε στις αρχές της δεκαετίας του 90. Αν και τα µέτρα
αυτά απαντώνται µε διάφορες µορφές και ονόµατα όπως για παράδειγµα το Capital at
Risk (CaR) της Bankers Trust, το Value at Risk (VaR) και το Daily Earnings at Risk
(DEaR) της J.P. Morgan ή µέτρα άλλων οίκων όπως τα Dollars at Risk (DaR) και Mo-
ney at Risk (MaR) όλα έχουν τη ϐάση του σε ένα κοινό ορισµό ο οποίος αφορά την αξία
σε κίνδυνο (Value at Risk) ή VaR το οποίο αποτελεί ένα ευρείας αποδοχής µεταξύ των
οικονοµικών οργανισµών µέτρο κινδύνου . Το 1991 η τράπεζα j.P. Morgan δηµοσίευσε
µία µέθοδο εκτίµησης του VaR χαρτοφυλακίου η οποία είναι γνωστή ως RiskMetrics
[1]. Το µέτρο της αξίας σε κίνδυνο VaR σήµερα αποτελεί ένα αναντικατάστατο εργαλείο
το οποίο χρησιµοποιείται ευρέως από τράπεζες, ϱυθµιστικούς οργανισµούς και διαχει-
ϱιστές χαρτοφυλακίων [18].

Η αξία σε κίνδυνο ή VaR ορίζεται ως η εκτίµηση της µέγιστη πιθανής απώλειας
αξίας -χρηµάτων µίας ϑέσης ή ενός χαρτοφυλακίου εντός συγκεκριµένου χρονικού
διαστήµατος και µε συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης. ∆ηλαδή το VaR ορίζεται ως
ο µέγιστος αριθµός p για τον οποίο ισχύει η Σχέση 2.5,

P (Pt − Pt−1 < −V aR(p)) = p. (2.5)

Η ποσοστιαία έκφραση της οποίας έχει ως εξής :

P (Rt < −V aR%(p)) = p. (2.6)

Πρόκειται δηλαδή για το αρνητικό p ποσοστηµόριο της κατανοµής των τιµών ή των
αποδόσεων αντίστοιχα, εφόσον ενδιαφερόµαστε για τις πιθανές απώλειες. Θεωρώντας
fq τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των αποδόσεων Rt τότε από τη Σχέση 2.6
προκύπτει η πιθανότητα οι απώλειες να είναι µεγαλύτερες από −VaR.

p =

∫ −V aR(p)

−∞
fq(x)dx. (2.7)

Για παράδειγµα ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο έχει 5% πιθανότητα, δηλαδή µία ηµέρα
κάθε 20 ηµέρες, να έχει απώλειες τουλάχιστον 1 Μe, τότε αυτό έχει VaR ίσο µε 1 Μe.

17
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2.2.1 Επίπεδο εµπιστοσύνης

Σύµφωνα µε τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι για την εκτίµηση του VaR αρχικά ϑα
πρέπει να καθοριστεί η πιθανότητα p οι απώλειες να υπερβούν το VaR, µε τις συνήθεις
τιµές να κυµαίνονται µεταξύ 1−5%. Η πιθανότητα αυτή είναι το επίπεδο εµπιστοσύνης
της στατιστικής µεθόδου και συµβολίζεται µε το ελληνικό γράµµα α. Το αντίστοιχο
διάστηµα εµπιστοσύνης κατά τα γνωστά από τη στατιστική προκύπτει ίσο µε 1 − α.
Είναι κατανοητό ότι µειώνοντας το επίπεδο εµπιστοσύνης α προκύπτουν υψηλότερες
τιµές του µέτρου V aR, οι οποίες αντιστοιχούν υψηλότερες απώλειες µε µικρότερη όµως
πιθανότητα εµφάνισης. Οι εποπτικές αρχές εφαρµόζουν επίπεδο εµπιστοσύνης 1% για
τον κίνδυνο αγοράς και 99.9% για την περίπτωση πιστωτικού ή λειτουργικού κινδύνου.
Το πολύ χαµηλό επίπεδο εµπιστοσύνης έχει ως άµεσο αποτέλεσµα τη συρρίκνωση του
πλήθους των συµβάντων κάτω από την τιµή του VaR γεγονός το οποίο επηρεάζει την
εκτίµηση της αξίας σε κίνδυνο στις περιπτώσεις όπου εφαρµόζονται µη παραµετρικές
τεχνικές, όπως ϑα δούµε αναλυτικότερα σε επόµενο Κεφάλαιο.

2.2.2 Χρονική περίοδος

Εν συνεχεία ϑα πρέπει να προσδιοριστεί η χρονική περίοδος για την οποία εκτιµώνται
οι πιθανές απώλειες. Κατά τη διαχείριση χαρτοφυλακίων η χρονική περίοδος συνήθως
ορίζεται µία ηµέρα. Στις περιπτώσεις ϑεσµικών επενδυτών η περίοδος αυτή επεκτεί-
νεται ενώ υπάρχουν και περιπτώσεις όπου εκτιµάται το VaR κατά τη διάρκεια µίας
ηµέρας συναλλαγών, µε χρονικό περιθώριο συνήθως µία ώρα.
Το µέτρο της αξίας σε κίνδυνο αυξάνει όσο αυξάνει η αντίστοιχη χρονική περίοδος. Η
εκτίµηση του VaR χρονικής περιόδου T ηµερών γίνεται µε παρέκταση (extrapolation)
των εκτιµήσεων του ηµερήσιου VaR, σύµφωνα µε τη Σχέση 2.8, υποθέτοντας ότι οι
αποδόσεις είναι τυχαίες µεταβλητές οι οποίες προέρχονται από την ίδια κατανοµή και
είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους (i.i.d.).

V aR(T ηµέρες) = V aR(ηµερήσιο) ·
√
T . (2.8)

Για την περίπτωση όπου οι τιµές των αποδόσεων δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους
αλλά εµφανίζουν συντελεστή συσχέτισης ρ τότε το υπόριζο T του πολλαπλασιαστή της
Σχέσης 2.8 εκτιµάται σύµφωνα µε τη Σχέση 2.9,

T ′ = T + 2(T − 1)ρ+ 2(T − 2)ρ2 + 2(T − 3)ρ3 + · · ·+ 2ρn−1. (2.9)

Η επίδραση του συντελεστή συσχέτισης συναρτήσει του χρονικού ορίζοντα συνο-
ψίζεται στον Πίνακα 2.1

Οι εποπτικές αρχές εφαρµόζουν χρονική περίοδο µίας ηµέρας για την περίπτωση
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Πίνακας 2.1: Επίδραση του συντελεστή συσχέτισης στην εκτίµηση του V aR T ηµερών
σε σχέση µε το ηµερήσιο V aR.

T = 1 T = 2 T = 5 T = 10 T = 50 T = 250

ρ = 0.00 1.0 1.41 2.24 3.16 7.07 15.81
ρ = 0.05 1.0 1.45 2.33 3.31 7.43 16.62
ρ = 0.10 1.0 1.48 2.42 3.46 7.80 17.47
ρ = 0.20 1.0 1.55 2.62 3.79 8.62 19.35

εκτίµησης του κινδύνου της αγοράς και ενός έτους για την περίπτωση εκτίµησης του
πιστωτικού ή του λειτουργικού κινδύνου.

2.2.3 Κατανοµή αποδόσεων

Τέλος ϑα πρέπει να προσδιοριστεί η κατανοµή των αποδόσεων του υπ΄ όψιν τίτλου ή
χαρτοφυλακίου. Η συνήθης πρακτική είναι να γίνεται εκτίµηση της κατανοµής χρησι-
µοποιώντας παλαιότερες παρατηρήσεις και γνωστές κατανοµές.
Το ηµερήσιο VaR σε επίπεδο εµπιστοσύνης 5% εκφράζει τη µέγιστη πιθανή απώλεια
της επόµενης ηµέρας αν εξαιρεθεί το 5% των χαµηλότερων πιθανών αποδόσεων ή εναλ-
λακτικά την ελάχιστη πιθανή απώλεια της επόµενης ηµέρας λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το
5% των χαµηλότερων πιθανών αποδόσεων.
Η αξία σε κίνδυνο ως µέτρο κινδύνου, έχει το χαρακτηριστικό ότι δίνει απ΄ ευθείας
ένα χρηµατικό ποσό και όχι µία πιθανότητα, µε αποτέλεσµα να γίνεται ευκολότερα
κατανοητό σε σχέση µε ποσότητες οι οποίες σχετίζονται µε την ίδια την κατανοµή πι-
ϑανότητας όπως π.χ. η διασπορά.
Η εφαρµογή του VaR δεν προϋποθέτει κανονικότητα των αποδόσεων αλλά εφαρµόζεται
για οποιαδήποτε κατανοµή αρκεί να µπορεί να υπολογιστεί η µέση τιµή αυτής. Στην
περίπτωση όπου οι αποδόσεις προέρχονται από κανονική κατανοµή τότε το VaR ως
µέτρο κινδύνου ταυτίζεται µε τη µεταβλητότητα (Volatility).

2.3 ∆εσµευµένη ή υπό συνθήκη αξία σε κίνδυνο

(Conditional VaR or Expected Shortfall)

΄Ενα από τα µειονεκτήµατα του VaR είναι ότι αγνοεί τις απώλειες µε µικρότερη πιθα-
νότητα εµφάνισης, από την πιθανότητα p για την οποία εκτιµάται. ∆ηλαδή δεν συνυ-
πολογίζει τις απώλειες από την αριστερή ουρά της κατανοµής των αποδόσεων (Σχήµα
2.2), οι οποίες ϑεωρητικά µπορούν να ϕτάσουν το 100% του χαρτοφυλακίου.

Το κενό αυτό έρχεται να καλύψει ένα παραπλήσιο µέτρο κινδύνου, το οποίο ονο-

19



Κεφάλαιο 2. Μέτρα κινδύνου

-4 -2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x Values

D
en

si
ty

-4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

x Values

D
en

si
ty

p = 0.5%

p = 2.5%

−VaR(0.5%)

−VaR(2.5%)
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περίπτωση κανονικής κατανοµής.
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µάζεται conditional VaR ή CVaR και το οποίο είναι προσανατολισµένο στην εκτίµηση
ακραίων αρνητικών αποδόσεων. Αν λοιπόν το VaR αξιολογεί το πόσο πιθανό είναι ένα
χαρτοφυλάκιο να χάσει τουλάχιστον 1 Μe τότε το CVaR αξιολογεί το µέγεθος της α-
πώλειας όταν αυτή υπερβεί το 1 Μe.
Το CVaR ορίζεται από τη Σχέση 2.10 και εκτιµάται ως το άθροισµα του VaR και του
σταθµισµένου µέσου των απωλειών οι οποίες υπερβαίνουν το VaR. ∆ηλαδή εκφράζει το
σταθµισµένο µέσο της σκιασµένης περιοχής του Σχήµατος 2.2.

CV aR = E[Rt|Rt < −V aR%(p)]. (2.10)

Η µαθηµατική έκφραση του CVaR δίνεται από τη Σχέση 2.11 [12]

CV aR(p) = −
∫ −V aR(p)

−∞
xfV aR(x)dx, (2.11)

όπου για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fV aR(·) ισχύει η Σχέση 2.12,

1 =

∫ −V aR(p)

−∞
fV aR(x)dx =

1

p

∫ −V aR(p)

−∞
fq(x)dx. (2.12)

Εύκολα γίνεται αντιληπτό ότι η εκτίµηση του CVaR δεν µπορεί να είναι κατ΄ απόλυτη
τιµή χαµηλότερη από την εκτίµηση του VaR.
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Κεφάλαιο 3

Τεχνικές πρόβλεψης κινδύνου

Το µέτρο της αξίας σε κίνδυνο VaR µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη διαχείριση κιν-
δύνου αγοράς (market risk), πιστωτικού κινδύνου (credit risk), λειτουργικού ή α-
σφαλιστικού κινδύνου (operational or insurance risk). Η αξία σε κίνδυνο µπορεί να
εκτιµηθεί µε διάφορες τεχνικές οι οποίες στη διεθνή ϐιβλιογραφία κατηγοριοποιούνται
κατά περίπτωση. Μία χρήσιµη κατηγοριοποίηση είναι των Miura και Oue [20] η οποί-
α ϐασίζεται τις υποθέσεις κατανοµής και εξάρτησης των εξεταζόµενων µεγεθών και η
οποία συνοψίζεται στον Πίνακα 3.1.

Πίνακας 3.1: Κατηγοριοποίηση µεθοδολογιών εκτίµησης αξίας σε κίνδυνο σύµφωνα
µε τους Miura και Oue [20].

Normal Non-Normal Non-Parametric

i.i.d.

Variance - Covariance Historical
& Simulation

Equally Weightted
Moving Average

Time Exponentially Weighted Exponentially Weighted

Dependence Moving Average Moving Average
& &

GARCH GARCH

3.1 Μη παραµετρικό VaR

3.1.1 Ιστορική αναδροµή (Historical simulation)

Η ιστορική αναδροµή (historical simulation) αποτελεί µία µη παραµετρική τεχνική
πρόβλεψης κινδύνου, η οποία ϐασίζεται στην υπόθεση ότι η πρόσφατη παρελθοντική
συµπεριφορά ενός τίτλου ή ενός χαρτοφυλακίου είναι πιθανό να επαναληφθεί και στο
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προσεχές µέλλον.
Η τεχνική αυτή είναι σχετικά απλή, εύκολη στην εφαρµογή και την κατανόησή της. Ως
µη παραµετρική τεχνική είναι ανεξάρτητη από την κατανοµή την οποία ακολουθούν
οι αποδόσεις Rt και ως εκ τούτου µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις όπου παϱα-
τηϱούνται σηµαντικές αποκλίσεις αποδόσεων από την κανονική κατανοµή, ιδιαίτερα
στην αριστερή ουρά της κατανοµής.
Το σηµαντικότερο µειονέκτηµα της τεχνικής αυτής είναι ότι η εκτίµηση του VaR ε-
ξαρτάται εξ΄ ολοκλήρου από το δείγµα των παρελθοντικών τιµών, το οποίο µπορεί να
περιλαµβάνει ακραίες τιµές µε πολύ χαµηλή πιθανότητα εµφάνισης στο εγγύς µέλλον.
Επιπλέον η µέγιστη πρόβλεψη απωλειών είναι άνω ϕραγµένη από τη µέγιστη ‘ιστορική’
απώλεια η οποία ϐρίσκεται στο δείγµα µας.
Υποθέτοντας N το πλήθος ιστορικές τιµές Pt ενός τίτλου δηλαδή N − 1 τιµές παρελθο-
ντικών αποδόσεων Rt, τότε η αξία σε κίνδυνο µε πιθανότητα p, (V aR(p)) δίνεται από
την (N−1) ·p τιµή των διατεταγµένων κατ΄ αύξουσα σειρά αποδόσεων Rt πολλαπλασια-
σµένη µε τη συνολική αξία του τίτλου. Η συγκεκριµένη µέθοδος υποθέτει στασιµότητα
της χρονοσειράς των αποδόσεων και απαιτεί µεγάλα δείγµατα προκειµένου αυτά να
είναι αντιπροσωπευτικά.
Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζεται ότι αύξηση της πιθανότητας p, δηλαδή του διαστήµατος
εµπιστοσύνης επηρεάζει σηµαντικά την εκτίµηση του V aR λόγω έλλειψης δεδοµένων,
όπως αναφέρθηκε και στο εδάφιο 2.2. Επί παραδείγµατι για διάστηµα εµπιστοσύνης
p = 1−α = 99.99% και χρονικό διάστηµα µίας εργάσιµης ηµέρας ϑεωρητικά απαιτεί-
ται δείγµα ιστορικών δεδοµένων πλήθους n = 10, 000 ηµερών προκειµένου να υπάρχει
ένα σηµείο µε πιθανότητα εµφάνισης 0.01%.
Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένα σύντοµο παράδειγµα εκτίµησης του VaR για την πε-
ϱίπτωση ισοτιµίας Ευρώ (EUR) - Ελβετικού ϕράγκου (CHF). Τα ‘ιστορικά’ δεδοµένα
αποτελούνται από ηµερήσιες τιµές της ισοτιµίας για την περίοδο από 02.01.2009 έως
20.10.2014, έτσι όπως αυτές έχουν ανακοινωθεί από την Κεντρική Ευϱωπαϊκή Τράπε-
Ϲα∗.

Συλλογή ιστορικών δεδοµένων

Για την περίοδο ενδιαφέροντος από τις ηµερήσιες ισοτιµίες Pt (Σχήµα 3.1) εκτιµάµε
σύµφωνα µε τη σχέση 1.1 τις τιµές της ηµερήσιας απόδοσης Rt του Ελβετικού ϕράγκου
(Σχήµα 3.2), οι οποίες εφεξής ϑα αναφέρονται και µε τον όρο `παρατηρήσεις΄.

∗www.ecb.europa.eu
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Σχήµα 3.1: Ηµερήσια ισοτιµία EUR - CHF περιόδου 2009 - 2014.
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Σχήµα 3.2: Ηµερήσια απόδοση EUR - CHF περιόδου 2009 - 2014.
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Επεξεργασία των παρατηρήσεων

Το ιστόγραµµα των ηµερήσιων αποδόσεων ϕαίνεται στο Σχήµα 3.3. Προκειµένου να
εκτιµήσουµε την οριακή τιµή απόδοσης σε συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης δια-
τάσσουµε τις ηµερήσιες αποδόσεις κατ΄ αύξουσα σειρά από την ελάχιστη στη µέγιστη,
όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.4.
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Σχήµα 3.3: Ιστόγραµµα ηµερήσιων αποδόσεων.
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Εκτίµηση της οριακής τιµής απόδοσης R∗

Αναζητούµε την οριακή τιµή απόδοσης για την οποία η πιθανότητα p χαµηλότερης
απόδοσης είναι 5%.
Επί συνόλου 1487 παρατηρήσεων το 5% των ελάχιστων αποδόσεων (αριστερή ουρά κα-
τανοµής του Σχήµατος 3.3) αντιστοιχεί σε T ·p = 74.35 (∼ 74) ηµερήσιες παρατηρήσεις.
Από την διατεταγµένη κατ΄ αύξουσα σειρά κατανοµή του Σχήµατος 3.4, εντοπίζουµε
την τιµή της απόδοσης που αντιστοιχεί στην 74η παρατήρηση.
Η τιµή αυτή αποτελεί τη µέγιστη πιθανή ηµερήσια απώλεια σε επίπεδο εµπιστοσύνης
5% και ισούται µε −0.0071, πολλαπλασιάζοντας µε το συνολικό ποσό επένδυσης σε
CHF προκύπτει το αντίστοιχο VaR.

3.2 Παραµετρικό VaR

Η ϐασική υπόθεση για την εκτίµηση του VaR µε παραµετρικές µεθόδους είναι ότι οι
αποδόσεις Rt ακολουθούν κανονική κατανοµή, µε τη γνωστή συνάρτηση κατανοµής
της Σχέσης 3.1, µε µέση τιµή µ και τυπική απόκλιση σ.

f(x) =
1√

2π · σ2
exp

(
− 1

2

(x− µ
σ

)2)
. (3.1)

Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται εύκολα ότι η πιθανότητα εµφάνισης µίας τιµής
εντός του διαστήµατος (µ− κ · σ, µ+ κ · σ) εξαρτάται µόνο από το κ και δίνεται από τη
Σχέση 3.2,

P (µ− κσ < X < µ+ κσ) =

µ+κσ∫
µ−κσ

f(x)dx. (3.2)

Κατά συνέπεια εφόσον η πιθανότητα ενός γεγονότος προερχόµενου από πιθανοσύνο-
λο κανονικής κατανοµής δεν εξαρτάται από τα µ και σ είναι δυνατόν να εκτιµηθεί
αναλύοντας την τυπική κανονική κατανοµή και µόνο, χρησιµοποιώντας την αδιάστατη
ανηγµένη µεταβλητή 3.3, η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (µ = 0

και σ = 1).

z =
X − µ
σ

. (3.3)

Η πιθανότητα εµφάνισης µίας τιµής x από πιθανοσύνολο κανονικής κατανοµής, εντός
του διαστήµατος (µ − κ · σ, µ + κ · σ) είναι ίδια µε την πιθανότητα η µεταβλητή z να
εµφανίσει τιµή εντός του διαστήµατος (−κ, κ), η οποία είναι γνωστή.
Για παράδειγµα υποθέτοντας κ = 1 γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα αυτή είναι περίπου
68% ανεξαρτήτως των τιµών µ και σ. Επιπλέον εφόσον η κατανοµή είναι συµµετρική
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συνεπάγεται ότι το υπόλοιπο 32% κατανέµεται σε 16% πιθανότητα εµφάνισης τιµής
χαµηλότερης από µ − σ και σε 16% πιθανότητα εµφάνισης τιµής υψηλότερης από
µ + σ. Χρησιµοποιώντας την αντίστροφη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυ-
ποποιηµένης κανονικής Φ−1(p) = −zp η εκτίµηση του VaR δίνεται από τη Σχέση 3.4,

V aR(p) = (µ− σzp)Pt−1. (3.4)

Ας υποθέσουµε η ηµερήσια απόδοση µίας µετοχής ακολουθεί κανονική κατανοµή µε
διακύµανση (volatility) 2% και µέση τιµή 0.006. Στην περίπτωση αυτή γνωρίζουµε ότι
υπάρχει 90% πιθανότητα η µετοχή να εµφανίσει απόδοση µεταξύ (µ−z0.05σ, µ+z0.05σ)

όπου z0.05 = 1.645 άρα µεταξύ (−2.69%, 3.89%) και πιθανότητα 5% να εµφανιστεί
απόδοση µικρότερη από −2.69%. Κατά συνέπεια το ηµερήσιο ποσοστιαίο VaR της
µετοχής σε επίπεδο εµπιστοσύνης 5% ισούται µε 2.69%.

3.2.1 VaR χαρτοφυλακίου

Στην περίπτωση χαρτοφυλακίου όπου Ϲητείται η εκτίµηση του VaR για περισσότερους
από έναν τίτλους ϑα πρέπει πέραν της µεταβλητότητας κάθε τίτλου, να συνεκτιµηθούν
η συνδιακύµανση (covariance) µεταξύ των τίτλων καθώς και η συµµετοχή - ϐαρύτητα
wi (weights) κάθε τίτλου στο χαρτοφυλάκιο. Η συνδιακύµανση µεταξύ των τιµών των
τίτλων του χαρτοφυλακίου εκφράζει τη γραµµική µεταβολή ενός τίτλου σε σχέση µε
κάποιον άλλο και δίνεται από τη Σχέση 3.5,

cov(X, Y ) = σx,y =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ). (3.5)

Με απλούστερα λόγια η συνδιακύµανση µας λέει πόσο και προς ποια κατεύθυνση
µεταβάλλεται το y όταν µεταβάλλεται το x, προσφέροντας ένα µέτρο για κάθε µεταβλητή
σε σχέση µε κάθε άλλη µεταβλητή.
Για χαρτοφυλάκιο n τίτλων η µεταβλητότητα του χαρτοφυλακίου σ2

port δίνεται από τη
Σχέση 3.6,

σ2
port =

n∑
i=1

w2
i σ

2
i +

n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j

wiwjσi,j, (3.6)

=
n∑
i=1

w2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1

n∑
j<i

wiwjσi,j.

Εύκολα γίνεται αντιληπτό ότι σε αυτή την περίπτωση ο απαιτούµενος υπολογιστικός
χρόνος αυξάνει ϱαγδαία εφόσον για n τίτλους σε ένα χαρτοφυλάκιο ϑα πρέπει να
εκτιµηθούν n µεταβλητότητες και n · (n − 1)/2 συντελεστές συνδιακύµανσης. Στις
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περιπτώσεις µεγάλου αριθµού τίτλων για ευκολότερη διαχείριση των συντελεστών χρη-
σιµοποιούµε συµβολισµό πινάκων σύµφωνα µε τη Σχέση 3.7,

σ2
port =

[
w1, · · · , wi

]
σ1,1 σ1,2 · · · σ1,n
...

... · · · ...
σn,1 σn,2 · · · σn,n



w1

...
wn

 . (3.7)

Ο n×n πίνακας ονοµάζεται πίνακας συνδιακύµανσης, η διαγώνιος του οποίου δίνει τις
τιµές της µεταβλητότητας (σi,i = σ2

i ) του κάθε αντικειµένου. Συµβολίζοντας τον πίνακα
συνδιακύµανσης µε Σ η Σχέση 3.7 απλοποιείται στη µορφή της Σχέσης 3.8,

σ2
port = w′Σw. (3.8)

Επειδή το µέτρο της συνδιακύµανσης εξαρτάται από τη διακύµανση των συνιστωσών και
δεν είναι εύκολο να αξιολογηθεί, χρησιµοποιείται ο αδιάστατος συντελεστής συσχέτισης
ρ (Σχέση 3.9), ο οποίος παίρνει τιµές στο διάστηµα −1 έως 1. ΄Οσο το |ρ| → 1 τόσο
υψηλότερη είναι η συσχέτιση ενώ αντίθετα όσο το |ρ| → 0 είναι χαµηλότερη.

ρ =
cov(X, Y )

σXσY
=

σX,Y
σXσY

. (3.9)

∆εν υπάρχει ουσιώδης διαφορά µεταξύ του συντελεστή συνδυακύµανσης και του συ-
ντελεστή συσχέτισης, υπό την προϋπόθεση ότι στην περίπτωση του πρώτου γίνεται
προσαρµογή των µονάδων. Η αξιολόγηση είναι ευκολότερη για το συντελεστή συσχέτι-
σης ενώ ο υπολογισµός είναι ευκολότερος για το συντελεστή συνδιακύµανσης.
Για την απλή περίπτωση χαρτοφυλακίου δύο τίτλων η µεταβλητότητα σ2

port δίνεται από
τη Σχέση 3.10, όπου ρσ1σ2 η συνδιακύµανση σ1,2.

σ2
port = w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2ρσ1σ2. (3.10)

Σύµφωνα µε τη Σχέση 3.4 το VaR του χαρτοφυλακίου εκτιµάται από τη Σχέση 3.11,

V aRport(p) = (µ− σportzp)Pport,t−1, (3.11)

= (µ−
√
w′Σwzp)Pport,t−1.

Από τα παραπάνω γίνεται σαφές ότι η αξία σε κίνδυνο ενός χαρτοφυλακίου εξαρτάται
από τις διακυµάνσεις, τις συνδιακυµάνσεις και το πλήθος των τίτλων που περιλαµ-
ϐάνει. Αν δύο τίτλοι είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους τότε η συνδιακύµανσή τους είναι
µηδέν. Αν η συνδιακύµανσή τους έχει ϑετική τιµή τότε οι δύο αυτοί τίτλοι έχουν την
τάση να κινούνται προς την ίδια κατεύθυνση (ανοδικά ή καθοδικά). Αντίστοιχα αν η
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συνδιακύµανση έχει αρνητική τιµή, τότε οι τίτλοι έχουν την τάση να κινούνται αντίθετα.
Στις περιπτώσεις όπου ο συντελεστής συσχέτισης ρ είναι µηδέν ή ένα τότε το VaR του
χαρτοφυλακίου ισούται µε

√
V aR2

1(p) + V aR2
2(p) ή V aR1(p) + V aR2(p) αντιστοίχως.

Στο Σχήµα 3.5 παρουσιάζεται το διάγραµµα ϱοής για την εκτίµηση της αξίας σε κίν-
δυνο χαρτοφυλακίου, µέσω της ανάλυσης της διακύµανσης και της συνδιακύµανσης
της αξίας των τίτλων του χαρτοφυλακίου.

Τιµές µετοχών,
τίτλων κ.λ.π.

Εκτίµηση
Αποδόσεων

Στατιστικός
έλεγχος

Γραφήµατα

Πίνακας
Συνδιακύµανσης

Σ

Πολλ/σµός
Πινάκων
w′Σw

∆ιάνυσµα
ϑέσεων: w

Αξία ϑέσεων

V aR
Χαρτοφυλακίου

V aR
Υπό-

χαρτοφυλακίων

Σχήµα 3.5: ∆ιάγραµµα ϱοής ανάλυσης διακύµανσης - συνδιακύµανσης για την ε-
κτίµηση της αξίας σε κίνδυνο χαρτοφυλακίου.

3.2.2 Μέθοδος mapping

Η µέθοδος αυτή στοχεύει στη µετατροπή ενός συνόλου ϑέσεων ενός χαρτοφυλακίου
µέσω συγκεκριµένων µεταβλητών, όπως χρηµατιστηριακοί δείκτες, δείκτες ισοτιµιών ή
επιτοκίων κ.α., και εν συνεχεία στην εκτίµηση του VaR του µετασχηµατισµένου χαρ-
τοφυλακίου (mapped portfolio). Η µέθοδος αυτή µειώνει σηµαντικά τις υπολογιστικές
απαιτήσεις αλλά εµπεριέχει τον κίνδυνο υπεραπλουστεύσεων και κατ΄ επέκταση εσφαλ-
µένης εκτίµησης του πραγµατικού VaR.
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα χαρτοφυλάκιο µε n µετοχές. Μέσω του µοντέλου CAPM∗

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γενικό δείκτη του χρηµατιστηρίου, στο οποίο δια-
πραγµατεύονται οι µετοχές, ως σχετικό δείκτη κινδύνου. Εφαρµόζοντας ανάλυση πα-

∗Capital Price Asset Model
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λινδρόµησης µεταξύ των χρονοσειρών των αποδόσεων κάθε µετοχής (Ri,t) και του γενι-
κού δείκτη της αγοράς (RM,t) εκτιµάµε το συντελεστή β του γραµµικού µοντέλου της
Σχέσης 3.12 για κάθε µετοχή, ως µέτρο του συστηµατικού κινδύνου.

Ri,t = αi + βi(RM,t) + εi,t. (3.12)

Η αξία M ′ του ισοδύναµου χαρτοφυλακίου προκύπτει από το άθροισµα των γινοµένων
του ποσού επένδυσης σε κάθε µετοχή επί τον συντελεστή βi αυτής. Υποθέτοντας ότι
οι αποδόσεις του χαρτοφυλακίου αγοράς (market portfolio) ακολουθούν κανονική κα-
τανοµή, µε τυπική απόκλιση σM , τότε το ηµερήσιο VaR του χαρτοφυλακίου των n
µετοχών σε επίπεδο εµπιστοσύνης α = 1% δίνεται από τη Σχέση 3.13,

V aR(1− α) = M ′σMzα = M ′σM2.326. (3.13)

Η µέθοδος αυτή απλοποιεί τον τρόπο εκτίµησης του VaR αλλά παράλληλα υποεκτιµά
την πραγµατική του τιµή καθώς δεν λαµβάνει υπ΄ όψιν το µη-συστηµατικό κίνδυνο
κάθε τίτλου που περιέχει ένα χαρτοφυλάκιο.

3.3 Χρονικά εξαρτώµενη µεταβλητότητα

Χρησιµοποιώντας τις τιµές της ηµερήσιας απόδοσης της µετοχής της εταιρείας Gene-
ral Electric για τα έτη 2014 και 2015 κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα συχνοτήτων σε
αντιπαραβολή µε την καµπύλη κανονικής κατανοµής και το διάγραµµα ποσοσοστη-
µορίων κανονικής κατανοµής (Q−Q), τα οποία παρουσιάζονται στα Σχήµατα 3.6 και
3.7 αντίστοιχα. Για την περίοδο αυτή η µέση ηµερήσια διακύµανση (volatility) εκτι-
µάται 0.04714% και ϑεωρώντας 252 ηµέρες διαπραγµάτευσης ανά έτος η µέση ετήσια
διακύµανση εκτιµάται ίση µε 0.7483%.
Από το Σχήµα 3.6 παρατηρούµε ότι σε σχέση µε την κανονική κατανοµή υπάρχουν
περισσότερες παρατηρήσεις τόσο στην κορυφή της καµπύλης, όσο και στις ουρές αυ-
τής. Αντίστοιχες παρατηρήσεις προκύπτουν και από το διάγραµµα ποσοστηµορίων
κανονικής κατανοµής, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.7.
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Σχήµα 3.6: Ιστόγραµµα των ηµερήσιων αποδόσεων, της µετοχής της εταιρείας General
Electric κατά το χρονικό διάστηµα 2014 - 2015.
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Σχήµα 3.7: ∆ιάγραµµα ποσοστηµορίων των ηµερήσιων αποδόσεων, της µετοχής της
εταιρείας General Electric κατά το χρονικό διάστηµα 2014 - 2015.

Οι διογκωµένες ουρές της κατανοµής συχνοτήτων ερµηνεύονται µε δύο τρόπους. Ο
πρώτος ϑεωρεί ότι η κατανοµή είναι στάσιµη (stationary) η οποία έχει αυτό το σχήµα.
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Σε αυτή την περίπτωση η προσέγγισή της µέσω της κανονικής κατανοµής δεν ενδεί-
κνυται και συνήθως χρησιµοποιούνται οι κατανοµές Student και Logistic. Ο δεύτερος
τρόπος ερµηνείας ϑεωρεί ότι η κατανοµή µεταβάλλεται σε σχέση µε το χρόνο και κα-
τά συνέπεια ένα στάσιµο µοντέλο προσέγγισης ϑεωρεί τις αυξηµένες παρατηρήσεις ως
εξέχουσες τιµές (outliers) οι οποίες προέρχονται από κατανοµή µε µεγαλύτερη δια-
σπορά. Στην πράξη και οι δύο προσεγγίσεις έχουν ένα µέρος αληθείας γι΄ αυτό και η
πρόβλεψη της µεταβλητότητας είναι ιδιαίτερα σηµαντική για την πρόβλεψη και διαχεί-
ϱιση του κινδύνου.
Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τεχνικές εκτίµησης της χρονικά εξαρτώµενης µεταβλη-
τότητας, οι οποίες ϐασίζονται σε παραµετρικά µοντέλα χρονοσειρών.

3.3.1 Κινούµενος µέσος

Η τεχνική του κινούµενου µέσου (Moving Average, MA) χρησιµοποιεί ένα κινούµενο
‘παράθυρο’ σταθερού εύρους, για το οποίο εκτιµάται η µεταβλητότητα. Για ηµερήσιες
τιµές απόδοσης Rt πλήθους M η εκτίµηση της µεταβλητότητας µέσω κινητού µέσου
δίνεται από τη Σχέση 3.14,

σ2
t =

1

M

M∑
i=1

R2
t−i. (3.14)

΄Οπως ϕαίνεται και από τη Σχέση 3.14 στην περίπτωση αυτή επικεντρωνόµαστε στις
αποδόσεις και όχι στις αποδόσεις γύρω από τη µέση τιµή. Η παραδοχή µ = 0 δεν
εισάγει σηµαντικό σφάλµα στις περιπτώσεις όπου εξετάζουµε τη µεταβλητότητα για µι-
κρές χρονικές περιόδους όπως ηµερήσιες µεταβολές [2].
Η ηµερήσια πρόβλεψη αναπροσαρµόζεται προσθέτοντας κάθε ηµέρα την παρατήρηση
της προηγούµενης και αφαιρώντας παράλληλα την παρατήρηση πριν M + 1 ηµέρες.
Τυπικές τιµές του χρονικού εύρους είναι 20 και 60 ηµέρες συναλλαγών οι οποίες αντι-
στοιχούν σε µήνα και σε τρίµηνο αντίστοιχα για 252 ηµέρες συναλλαγών ανά έτος.
Η µεθοδολογία αυτή αν και είναι εύκολη στην εφαρµογή της έχει σηµαντικά µειο-
νεκτήµατα. ΄Οπως ϕαίνεται και από τη Σχέση 3.14 όλες οι παρατηρήσεις έχουν την
ίδια ϐαρύτητα στην εκτίµηση της µεταβλητότητας ίση µε 1/M , ανεξάρτητα του χρόνου
παρατήρησης.
Επιπλέον η ύπαρξη µίας πολύ χαµηλής απόδοσης πριν M ηµέρες ϑα επηρεάσει ση-
µαντικά την εκτίµηση καθώς το µοντέλο ϑα προχωρήσει στην επόµενη ηµέρα και η
παρατήρηση αυτή ϑα ϐρεθεί εκτός του χρονικού ‘παραθύρου’ των M ηµερών. Η συ-
µπεριφορά αυτή είναι γνωστή µε το όνοµα ghosting λόγω του ότι παρατηρούνται µε-
ταβολές στις εκτιµήσεις χωρίς προφανείς λόγους.
Στο Σχήµα 3.8 παρουσιάζονται οι ηµερήσιες αποδόσεις του χρηµατιστηριακού δείκτη
FTSE 100 για την περίοδο 1986 έως 1990 καθώς και οι εκτιµήσεις της ετησιοποιη-
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µένης µεταβλητότητας µε τη µέθοδο του κινητού µέσου για διάστηµα 30, 60, 120 και
240 ηµερών.
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Σχήµα 3.8: Ηµερήσιες αποδόσεις και εκτιµήσεις της µεταβλητότητας του δείκτη FTSE
100 µε τη µέθοδο του κινούµενου µέσου, για το χρονικό διάστηµα από 1986 έως 1990,
στις οποίες είναι εµφανής η συµπεριφορά “ghosting”.

Η χρονική περίοδος αυτή επιλέχθηκε επειδή συµπεριλαµβάνει το ακραίο γεγονός
της γνωστής και ως ‘Μαύρης ∆ευτέρας’ στις 19-10-1987 όπου οι αγορές µετοχών ση-
µείωσαν σηµαντικά µεγάλες απώλειες εντός πολύ µικρού χρονικού διαστήµατος. Το
γεγονός της ‘Μαύρης ∆ευτέρας’ παρατηρούµε ότι αποτελεί αιτία εµφάνισης της συµπε-
ϱιφοράς ghosting η οποία είναι εντονότερη όσο µεγαλύτερο είναι το χρονικό ‘παράθυρο’
εκτίµησης του κινούµενου µέσου. Για παράδειγµα παρατηρούµε ότι η ετήσια µεταβλη-
τότητα του δείκτη FSTE 100 για την περίπτωση κινούµενου µέσου 240 ηµερών µετά τις
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19-10-1987 αυξάνει στο 26% περίπου και παραµένει σε αυτό το επίπεδο για ένα χρόνο
περίπου (∼ 252 ηµέρες συναλλαγών ανά έτος). Μετά την πάροδο 240 ηµερών, όπου
η υψηλή τιµή µεταβλητότητας της ‘Μαύρης ∆ευτέρας’ ϐγαίνει εκτός του διαστήµατος
υπολογισµού του κινούµενου µέσου η ετήσια µεταβλητότητα του δείκτη επιστρέφει στα
‘φυσιολογικά’ επίπεδα περί το 13%.
Η τεχνική του κινούµενου µέσου αν και είναι εύκολο να υλοποιηθεί δεν έχει µεγάλη
εφαρµογή στην πράξη καθώς δίνει σηµαντικά χαµηλότερες τιµές πρόβλεψης του VaR.

3.3.2 Εκθετικός Κινούµενος µέσος

Μία ϐελτιωµένη εναλλακτική της µεθόδου κινητού µέσου αποτελεί η µέθοδος του εκθε-
τικού κινούµενου µέσου (Eponentially Weighted Monivg Average, EWMA). Η µέθοδος
αυτή µειώνει εκθετικά τη ϐαρύτητα των παλαιότερων παρατηρήσεων µε αποτέλεσµα οι
πιο πρόσφατες παρατηρήσεις να επηρεάζουν περισσότερο την πρόβλεψη. Με τον τρόπο
αυτό εξαλείφεται η συµπεριφορά ghosting η οποία αποτελεί ένα από τα σηµαντικότερα
µειονεκτήµατα της µεθόδου του κινητού µέσου.
Το n-περιόδων υπόδειγµα εκθετικού κινητού µέσου µίας χρονοσειράς {xt} δίνεται από
τη Σχέση 3.15,

xt−1 + λxt−2 + λ2xt−3 + · · ·+ λn−1xt−n
1 + λ+ λ2 + · · ·λn−1

. (3.15)

Η παράµετρος λ ονοµάζεται συντελεστής εξασθένισης (decay factor) και έχει ϑετική
τιµή µικρότερη της µονάδος. ∆εδοµένου ότι για n → ∞ ο παρανοµαστής τείνει στο
1/(1− λ) το υπόδειγµα άπειρων όρων δίνεται από τη Σχέση 3.16,

(1− λ)
∞∑
i=1

λi−1xt−i. (3.16)

Το υπόδειγµα της Σχέσης 3.16 χρησιµοποιείται για πρόβλεψη της µεταβλητότητας
και της συνδυακύµανσης (§3.2.1) στη µεθοδολογία διαχείρισης κινδύνου που εφαρ-
µόζει ο όµιλος J.P. Morgan/Reuters µε την ονοµασία σήµα κατατεθέν RiskMetricsTM

[1]. Για την περίπτωση πρόβλεψης της µεταβλητότητας χρησιµοποιείται η χρονοσειρά
των τετραγώνων των ηµερήσιων αποδόσεων {R2

t} (Σχέση 3.17) και για την περίπτωση
πρόβλεψης της συνδιακύµανσης η χρονοσειρά του γινοµένου των ηµερήσιων αποδόσε-
ων {Rx,tRy,t} (Σχέση 3.18),

σ2
t = (1− λ)

n∑
i=1

λi−1R2
t−i (3.17)

σ2
t = (1− λ)R2

t−1 + λσ2
t−1

σx,y = (1− λ)
n∑
i=1

λi−1Rx,t−iRy,t−i. (3.18)
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Η συγκεκριµένη τεχνική είναι εύχρηστη καθώς πέραν των ιστορικών παρατηρήσεων
χρειάζεται µόνο µία παράµετρο (λ) για να εφαρµοστεί. Τυπικές τιµές της παραµέτρου λ
για ηµερήσια πρόβλεψη είναι 0.94 και για µηνιαία, δηλαδή για 25 ηµέρες συναλλαγών,
0.97.
Στο Σχήµα 3.9 παρουσιάζονται οι ηµερήσιες αποδόσεις και η εκτίµηση της ετήσιας
µεταβλητότητας του δείκτη FTSE 100, µε τη µέθοδο του εκθετικού κινούµενου µέσου
(λ = 0.94), για την χρονική περίοδο 1986 έως 1990. Στην περίπτωση αυτή παϱατη-
ϱούµε ότι η επίδραση των ακραίων γεγονότων της ‘Μαύρης ∆ευτέρας’ εξασθενούν πολύ
πιο σύντοµα σε σχέση µε το µοντέλο σταθερού κινητού µέσου (Σχήµα 3.8).

0 200 400 600 800 1000 1200

-0
.1

5
-0

.1
0

-0
.0

5
0.

00
0.

05
0.

10

T (Days)

R
t

σ
t

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8Rt

VaR

Σχήµα 3.9: Ηµερήσιες αποδόσεις και εκτιµήσεις της ετήσιας µεταβλητότητας του δε-
ίκτη FTSE 100 µε τη µέθοδο του εκθετικού κινούµενου µέσου, µε παράµετρο λ = 0.94,
για τη χρονική περίοδο 1986 έως 1990.
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3.4 Αυτοπαλίνδροµη ∆εσµευµένη

Ετεροσκεδαστικότητα

Σύµφωνα µε τις τελευταίες έρευνες στον τοµέα της οικονοµετρίας, για την µοντελο-
ποίηση της συµπεριφοράς των επενδυτών ως προς τον κίνδυνο και την αναµενόµενη
απόδοση µιας επένδυσης προτείνεται η χρήση µη γραµµικών µοντέλων χρονοσειρών.
΄Εχει παρατηρηθεί ότι οι χρονοσειρές οι οποίες περιγράφουν οικονοµικά µεγέθη εµ-
ϕανίζουν συστηµατικά οµαδοποιηµένες µεταβολές της µεταβλητότητάς τους (volatility
clustering), δηλαδή υψηλές αποδόσεις ακολουθούνται από ακόµα υψηλότερες και α-
ντίστοιχα χαµηλές αποδόσεις οδηγούν σε ακόµα χαµηλότερες. Κατ΄ επέκταση αφενός
είναι λογικά ασυνεπής και αφετέρου στατιστικά ανεπαρκής η υπόθεση σταθερής µετα-
ϐλητότητας εντός ορισµένου χρονικού διαστήµατος για τη µελέτη των αποδόσεων ενώ
αυτές µεταβάλλονται χρονικά (Σχέση 3.19),

V ar(Rt|Rt−1, Rt−2, . . .) 6= ct. (3.19)

Η πλειοψηφία των µοντέλων πρόβλεψης των αλλαγών της µεταβλητότητας των οικονο-
µικών χρονοσειρών υλοποιούν τεχνικές αυτοπαλινδρόµισης.
Η πρώτη εφαρµογή αυτοπαλίνδροµου µοντέλου µε µη γραµµική µεταβλητότητα προ-
τάθηκε από τον Engle το 1982 [13], Autoregressive Conditional Heteroscedasticity ή
ARCH, το οποίο εν συνεχεία γενικεύθηκε από τον Bollerslev το 1986 [6] ως Generalized
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity ή GARCH. Εν συνεχεία αναπτύχθηκε
πλήθος παραλλαγών του γενικευµένου µοντέλου, κάποιες από τις οποίες ϑα παρου-
σιαστούν στη συνέχεια. Για εκτενέστερη ανασκόπηση των µοντέλων GARCH, η οποία
ξεφεύγει από το πλαίσιο της παρούσας εργασίας, προτείνεται η ϐιβλιογραφία Bollerslev
et. al [8, 9]
Τα µοντέλα τύπου GARCH όπως δηλώνει και το όνοµά τους ανήκουν στην κατηγο-
ϱία υπό συνθήκη (conditional) ετεροσκεδαστικότητας, δηλαδή µοντέλα µη σταθερής
µεταβλητότητας, τα οποία ϐελτιστοποιούν τη ϐαρύτητα των ιστορικών αποδόσεων προ-
κειµένου να παράξουν πρόβλεψη της µεταβλητότητας. Η ϐασική ιδέα των µοντέλων
αυτών είναι η προσθήκη µίας δεύτερης εξίσωσης στο γενικό µοντέλο παλινδρόµησης
η οποία ϑα προσοµοιάζει την υπό συνθήκη µεταβλητότητα. Η πρώτη εξίσωση στα GA-
RCH υποδείγµατα αφορά στην υπό συνθήκη µέση τιµή η οποία επειδή τα υποδείγµατα
αυτά εστιάζουν κυρίως στη µεταβλητότητα έχει την απλή µορφή της Σχέσης 3.20,

Rt = ct+ εt. (3.20)
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Στα απλά GARCH µοντέλα υποθέτουµε ότι η τυχαία µεταβλητή εt προέρχεται από υπό
συνθήκη κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση σt. Στην περίπτωση αυτή οι απόλυ-
τες (unconditional) αποδόσεις ακολουθούν λεπτόκυρτες κατανοµές δηλαδή κατανοµές
οι οποίες έχουν αιχµηρότερη κορυφή και διογκωµένες ουρές σε σχέση µε την κανο-
νική κατανοµή, καθώς η µεταβολή της σt έχει ως αποτέλεσµα την εµφάνιση ακραίων
αποδόσεων. Σύµφωνα µε τα παραπάνω τα µοντέλα τα οποία εφαρµόζονται στην οικονο-
µετρία για τη µελέτη χρηµατοοικονοµικών σειρών έχουν τη γενική µορφή της Σχέσης
3.21,

εt = σtZt. (3.21)

΄Οπου οι κατανοµές των τυχαίων µεταβλητών Zt είναι i.i.d µε µέση τιµή µηδέν και µο-
ναδιαία µεταβλητότητα. Η συνηθέστερη περίπτωση είναι η τ.µ. Zt να ακολουθεί τυπική
κανονική κατανοµή Zt ∼ N (0, 1). Στις περιπτώσεις αυξηµένης κυρτώσης της κατα-
νοµής των αποδόσεων ϑεωρούµε ότι αυτές ακολουθούν κατανοµή student-t Zt ∼ tv,
[4, 5] ή µείγµα κανονικών κατανοµών. Σε κάθε περίπτωση η χρονοσειρά {εt} είναι
στάσιµη, σύµφωνα µε όσα έχουν αναφερθεί στο εδάφιο1.2.1.
΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό αυτών των µοντέλων είναι ότι η µη δεσµευµένη µετα-
ϐλητότητα σ εξαρτάται από όλες τις παρατηρήσεις της απόδοσης του αγαθού ενώ η
δεσµευµένη µεταβλητότητα σt εκτιµάται από τις παραµέτρους του εφαρµοζόµενου µο-
ντέλου και τις πρόσφατες παρατηρήσεις της απόδοσης.

3.4.1 Μοντέλα ARCH

Το πρώτο υπόδειγµα ARCH(p) το οποίο προτάθηκε από τον Engle το 1982 [13] εκ-
ϕράζει την υπό συνθήκη µεταβλητότητα σt σύµφωνα µε τη Σχέση 3.22,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i, (3.22)

α0 > 0, α1, α2, . . . , αp ≥ 0.

΄Οπου p οι χρονικές περίοδοι στις οποίες εφαρµόζεται το υπόδειγµα. Οι περιορισµοί
στους συντελεστές εξασφαλίζουν ϑετικές εκτιµήσεις της µεταβλητότητας ενώ προκει-
µένου να εξασφαλιστεί η στασιµότητα της χρονοσειράς ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει :∑p

i=1 αi < 1.
Το µοντέλο αυτό προβλέπει την υπό συνθήκη µεταβλητότητα των αποδόσεων εφαρ-
µόζοντας την τεχνική του κινούµενου µέσου στα τετράγωνα του εt της Σχέσης 3.20.
Υποθέτοντας λοιπόν ότι παρατηρούµε µία σηµαντική µεταβολή, ϑετική ή αρνητική,
στην απόδοση Rt πριν από m χρονικές περιόδους, όπου m < p, τότε η µεταβολή
αυτή ϑα έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση της εκτίµησης της σηµερινής µεταβλητότη-
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τας σt που εκτιµά το µοντέλο. Η συµπεριφορά αυτή συνάδει µε τις οµαδοποιηµένες
µεταβολές της µεταβλητότητας (volatility clustering) οι οποίες έχουν επαληθευτεί από
παλαιότερες παρατηρήσεις στις ανά τον κόσµο αγορές.
Η µέση µη-δεσµευµένη µεταβλητότητα του ARCH µοντέλου δίνεται ϑέτοντας E(ε2t ) =

σ και επιλύοντας ως προς σ όπου και προκύπτει :

σ2 =
α0

1−
p∑
i=1

αi

. (3.23)

Για χρονική υστέρηση p = 1 προκύπτει η απλούστερη µορφή του µοντέλου τοARCH(1),
η οποία ϕαίνεται στη Σχέση 3.24, για την οποία η µέση µη-δεσµευµένη µεταβλητότητα
δίνεται από τη Σχέση 3.25,

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1, (3.24)

σ2 =
α0

1− α1

. (3.25)

3.4.2 Μοντέλα ARCH-M

Η παρατήρηση ότι η απόδοση µίας επένδυσης-ϑέσης εµφανίζει ϑετική συσχέτιση µε
το µέτρο κινδύνου της αποτέλεσε την αφορµή για τη δηµιουργία από τους Engle et.
al [14] µίας παραλλαγής του κλασικού ARCH µοντέλου, του ARCH-M σύµφωνα µε
το οποίο η υπό συνθήκη µέση τιµή µt των αποδόσεων εξαρτάται ως ένα ϐαθµό από
την υπό συνθήκη µεταβλητότητα σt. ΄Ενας απλός τρόπος µοντελοποίησης αυτής της
εξάρτησης δίνεται από τη Σχέση 3.26,

Rt = µt + σtZt. (3.26)

΄Οπου η µt είναι είτε σταθερά (Σχέση 3.20) είτε ακολουθεί µία αυτοπαλίνδροµη διαδι-
κασία (AR).

µt = δσ2
t . (3.27)

Στη δεύτερη περίπτωση µία τυπική έκφραση δίνεται από τη Σχέση 3.27, όπου η πα-
ϱάµετρος δ εκφράζει την επίδραση της µεταβλητότητας στη µέση τιµή.

3.4.3 Μοντέλα GARCH

Η γενίκευση του αυτοπαλίνδροµου µοντέλου ετεροσκεδαστικότητας ARCH(p) του En-
gle από τον Bollerslev [6, 7] προσθέτει q παράγοντες αυτοπαλινδρόµισης στο αρχικό
µοντέλο. Η µαθηµατική έκφραση η οποία περιγράφει το γενικευµένο GARCH(p, q)
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µοντέλο δίνεται από τη Σχέση 3.28,

σ2
t = ω +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j, (3.28)

ω > 0, α1, α2, . . . , αp, β1, β2, . . . , βq ≥ 0. (3.29)

΄Οπου οι περιορισµοί στους συντελεστές ω, αi και βj εξασφαλίζουν ϑετικές εκτιµήσεις
της µεταβλητότητας.
Αντίστοιχα µε την περίπτωση του ARCH µοντέλου η µη δεσµευµένη µεταβλητότητα
για το GARCH µοντέλο δίνεται από τη Σχέση 3.30.

σ2 =
ω

1−
p∑
i=1

αi −
q∑
j=1

βj

. (3.30)

Από την παραπάνω Σχέση διαπιστώνεται εύκολα ότι για τους συντελεστές αi και βj ϑα
πρέπει επιπλέον να ισχύει

∑p
i=1 αi +

∑q
j=1 βj < 1. Στην περίπτωση όπου

∑p
i=1 αi +∑q

j=1 βj = 1 ή > 1 τότε σύµφωνα µε τη Σχέση 3.30 η µη-δεσµευµένη µεταβλητότητα
γίνεται άπειρη ή δεν ορίζεται αντίστοιχα.
Για χρονικές υστερήσεις p = q = 1 προκύπτει η απλούστερη µορφή του µοντέλου
το GARCH(1, 1) η οποία ϕαίνεται στη Σχέση 3.31, και για την οποία η µέση µη
δεσµευµένη µεταβλητότητα για το GARCH(1, 1) µοντέλο δίνεται από τη Σχέση 3.32,

σ2
t = ω + α1R

2
t−1 + β1σ

2
t−1, (3.31)

σ2 =
α0

1− α1 − β1
. (3.32)

Οι τιµές των παραµέτρων α και β των µοντέλων GARCH(p, q) δίνουν πληροφορίες για
τη µορφή της χρονοσειράς της µεταβλητότητας. Υψηλές τιµές των συντελεστών αυτοπα-
λινδρόµισης υποδηλώνουν ότι οι σηµαντικές µεταβολές της µεταβλητότητας οµαλοποιο-
ύνται αργά ενώ εν αντιθέσει χαµηλές τιµές των συντελεστών απόδοσης υποδηλώνουν
γρήγορες µεταβολές της µεταβλητότητας αντίστοιχα µε τις µεταβολές της αγοράς.

3.5 Αυτοπαλίνδροµη δεσµευµένη ετεροσκεδαστικότη-

τα µε ασύµµετρες διακυµάνσεις

Τα µοντέλα GARCH τα οποία παρουσιάστηκαν στο εδάφιο 3.4.3 υποθέτουν ότι οι ϑετι-
κές και οι αρνητικές µεταβολές της απόδοσης έχουν συµµετρική επίδραση στη µεταβλη-
τότητα. Εντούτοις έχει παρατηρηθεί στην πράξη ότι η παραπάνω υπόθεση παραβιάζεται
καθώς η µεταβλητότητα αυξάνει περισσότερο στις περιπτώσεις όπου οι αποδόσεις Rt
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µειώνονται σε σχέση µε τις περιπτώσεις όπου οι αποδόσεις αυξάνουν. Η αρνητική συ-
σχέτιση της µεταβλητότητας σε σχέση την απόδοση ενός τίτλου ονοµάζεται µόχλευση

(leverage effect) και για πρώτη ϕορά στη ϐιβλιογραφία αναφέρθηκε από τον F. Black
το 1976 [15].
Προκειµένου να ενσωµατωθεί η ασύµµετρη επίδραση των αποδόσεων στην πρόβλεψη
της µεταβλητότητας ενός τίτλου τα µοντέλα GARCH εξελίχθηκαν µε την προσθήκη νέων
παραµέτρων. Τα δηµοφιλέστερα µοντέλα τα οποία προέκυψαν είναι το Exponential
GARCH ή EGARCH [11] και το Threshold ARCH ή TARCH [17].

3.5.1 Μοντέλα EGARCH

Η γενική µαθηµατική έκφραση της δεσµευµένης µεταβλητότητας ενός EGARCH(p, q)

µοντέλου δίνεται από τη Σχέση 3.33, όπου Zt τυχαία µεταβλητή προερχόµενη από
κανονική κατανοµή (Zt ∼ N (0, 1)).

log(σ2
t ) = α0 +

p∑
i=1

αi log(σ2
t−i) +

q∑
j=1

βjg(Zt−j), (3.33)

g(Zt) = θZt + λ(|Zt| − E(|Zt|)).

∆εδοµένου ότι το EGARCH µοντελοποιεί το λογάριθµο της µεταβλητότητας, ο
οποίος µπορεί να έχει και αρνητικές τιµές, δεν υπάρχουν οι περιορισµοί του µοντέλου
GARCH καθώς η ϑετική τιµή της µεταβλητότητας είναι εξασφαλισµένη.
Για χρονικές υστερήσεις p = q = 1 προκύπτει η απλούστερη µορφή του µοντέλου το
EGARCH(1, 1) η οποία δίνεται στη Σχέση 3.34,

log(σ2
t ) = α0 + α1 log(σ2

t−1) + β(θ(Zt) + λ(|Zt| − E(|Zt|)). (3.34)

Η µοντελοποίηση µε χρήση της συνάρτησης g(Zt) επιτρέπει τόσο το πρόσηµο όσο
και το µέτρο της τ.µ. Zt να επιδρούν ξεχωριστά στην εκτίµηση της µεταβλητότητας.

3.5.2 Μοντέλα TARCH

Η µαθηµατική έκφραση του υποδείγµατος TARCH(p, q) δίνεται από τη Σχέση 3.35,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

(αi + γt−iNt−i)Z
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j, (3.35)

Nt−i =

{
1 Zt−i < 0

0 Zt−i ≥ 0.
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Για χρονικές υστερήσεις p = q = 1 προκύπτει η απλούστερη µορφή του µοντέλου
το TGARCH(1, 1) η οποία δίνεται στη Σχέση 3.36,

σ2
t = α0 + α1Z

2
t−1 + β1σ

2
t−1 + γZ2

t−1Nt−1. (3.36)

Ο συντελεστής γ αντιστοιχεί στην επίδραση της µόχλευσης.

3.6 Αξιολόγηση των µοντέλων µεταβλητότητας

Για την εφαρµογή των ARCH ή/και GARCH ϐασική προϋπόθεση είναι η ύπαρξη ετε-
ϱοσκεδαστικότητας των υπολοίπων των αποδόσεων Rt (Σχέση 3.37),

εt = Rt − µ̂t. (3.37)

Ο post-hoc έλεγχος αφορά είτε στη σηµαντικότητα των συντελεστών του κάθε µοντέλου,
είτε στις στατιστικές ιδιότητες των υπολοίπων. Σε κάθε περίπτωση αντικειµενικός σκο-
πός είναι η εφαρµογή του ϐέλτιστου µοντέλου εκτίµησης της µεταβλητότητας και κατ΄
επέκταση της ϐέλτιστης πρόβλεψης.

3.6.1 Σηµαντικότητα παραµέτρων, έλεγχος καταλοίπων

Οι εκτιµήσεις των συντελεστών του αυτοπαλίνδροµου µοντέλου συνοδεύονται από τις
εκτιµήσεις των τυπικών σφαλµάτων τους και κατ΄ επέκταση µπορεί να εφαρµοστεί στα-
τιστικός έλεγχος σηµαντικότητας (t-test) προκειµένου να διαπιστωθεί αν οι τιµές των
συντελεστών είναι διάφορες του µηδενός, σε συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης.
Ο έλεγχος ARCH έτσι όπως αυτός περιγράφεται από τον Engle, Robert F. [13] εξετάζει
τις ακόλουθες στατιστικές υποθέσεις (Σχέσεις 3.38), όπου ut τυχαία µεταβλητή λευκού
ϑορύβου.

H0 : α0 = α1 = . . . = αl = 0, (3.38)

H1 : ε2t = α0 + α1ε
2
t−1 + · · ·+ αlε

2
t−l + ut.

Η συνάρτηση ελέγχου ορίζεται ως TR2, όπου T το πλήθος των παρατηρήσεων και
R2 ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού της παλινδρόµησης των τετραγώνων των
υπολοίπων, η οποία ακολουθεί κατανοµή X 2, µε l ϐαθµούς ελευθερίας.
Η διαδικασία ελέγχου ARCH επίδρασης συνοψίζεται ως εξής :

1. Θεωρούµε τη χρονοσειρά yt = µt + εt = µt + σtZt, όπου Zt i.i.d κατανοµή µε
µέση τιµή µηδέν και µοναδιαία µεταβλητότητα. Συνήθως ισχύει Zt ∼ N (0, 1).

42



Κεφάλαιο 3. Τεχνικές πρόβλεψης κινδύνου

2. Εφαρµόζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων οποιοδήποτε αυτο-παλίνδροµο
µοντέλο της µορφής: yt = β0 +β1y2t + · · ·+βkykt + εt, και εν συνεχεία εκτιµάται
η χρονοσειρά των καταλοίπων εt = yt − µ̂t.

3. Εκτελείται η παλινδρόµηση της εναλλακτικής υπόθεσης για l το πλήθος χρονικές
υστερήσεις και εκτιµάται η συνάρτηση ελέγχου TR2.

Μία εναλλακτική προσέγγιση αποτελεί ο έλεγχος των καταλοίπων της αναδροµής, τα
οποία στην περίπτωση καλής προσαρµογής του µοντέλου αναµένεται αφενός να προ-
έρχονται από κανονική κατανοµή και αφετέρου να είναι ασυσχέτιστα, δηλαδή οι τιµές
της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης συναρτήσει των ϐηµάτων υστέρησης (lags) να είναι
στατιστικά µη σηµαντικές.
Στο Σχήµα 3.10 παρουσιάζονται οι ηµερήσιες τιµές κλεισίµατος και οι αντίστοιχες α-
ποδόσεις του δείκτη S&P500 για περίοδο πέντε ετών από 2005 έως 2009.
Εφαρµόζοντας τη συνάρτηση ArchTest της ϐιβλιοθήκης FinTS του λογισµικού R

γίνεται έλεγχος των στατιστικών υποθέσεων της Σχέσης 3.38, για τιµές χρονικής υ-
στέρησης l = 1, 5, 10 και τα αποτελέσµατα συνοψίζονται στον Πίνακα 3.2. Από τον

Πίνακας 3.2: Στατιστικός έλεγχος Engle’s ύπαρξης ετεροσκεδαστικότητας.

l F-Stat p-value Critical X 2 (1%)

1 49.82.38 1.6 · 10−12 6.635
5 331.3783 2.2 · 10−16 15.086
10 388.2346 2.2 · 10−16 23.209

Πίνακα 3.2 παϱατηϱούµε ότι σε κάθε περίπτωση η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται,
σε οποιοδήποτε από τα συνήθη επίπεδα εµπιστοσύνης, οι συντελεστές του µοντέλου
είναι στατιστικά διάφοροι του µηδενός και κατά συνέπεια δεχόµαστε την επίδραση A-
RCH.
Η πιθανή επίδραση ARCH µπορεί να ϕανεί και από τη συµπεριφορά της συνάρτησης
αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των τιµών των υπολοίπων των αποδόσεων . Στο Σχήµα
3.11 παρουσιάζεται η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των υπολοίπων του
δείκτη S&P500 για 60 ϐήµατα χρονικής υστέρηση. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση
έχει ϕθίνουσα συµπεριφορά µε τις τιµές της όµως να παραµένουν στατιστικά σηµαντι-
κές, γεγονός το οποίο καταδεικνύει την ύπαρξη volatility clustering στη χρονοσειρά
των καταλοίπων και κατ΄ επέκταση στη χρονοσειρά των αποδόσεων.
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Σχήµα 3.10: Ηµερήσιες τιµές κλεισίµατος και αποδόσεις του δείκτη S&P500.
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Σχήµα 3.11: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των υπολοίπων του S&P500.
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Πέραν του ποιοτικού γραφικού ελέγχου ή ύπαρξη αυτοσυσχέτισης µπορεί να ελεγ-
χθεί ποσοτικά µέσω του στατιστικού ελέγχου Ljung-Box (LB)∗ , ο οποίος εξετάζει την
σηµαντικότητα της αυτοσυσχέτισης από κοινού σε l το πλήθος χρονικές υστερήσεις. Η
µηδενική υπόθεση του ελέγχου δίνεται από τη Σχέση 3.39 και η συνάρτηση ελέγχου
από τη Σχέση 3.40, η οποία υπό τη µηδενική υπόθεση ακολουθεί κατανοµή X 2, µε l
ϐαθµούς ελευθερίας.

H0 : ρ1 = ρ2 = · · · = ρl = 0, (3.39)

Q(l) = T (T + 2)
m∑
h=1

ρ̂2h
T − h

. (3.40)

Για την περίπτωση του δείκτη S&P500 ο έλεγχος LB για l = 10 απορρίπτει τη µηδενική
υπόθεση σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% καθώς η συνάρτηση ελέγχου και το p-value
εκτιµώνται 56.8766 και 1.406 · 10−8 αντίστοιχα.
Εφαρµόζοντας τη συνάρτηση garchFit της ϐιβλιοθήκης fGarch εκτιµώνται οι συ-
ντελεστές διαφόρων µοντέλων ARCH και GARCH και τα τυπικά σφάλµατά τους, η τιµή
Z-statistics η οποία εκτιµάται από το πηλίκο συντελεστή προς την τυπική απόκλιση
αυτού† και η τιµή p-value για τον στατιστικό έλεγχο σηµαντικότητας των συντελεστών.
Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται στον Πίνακα 3.3.

Πίνακας 3.3: Εκτιµήσεις των συντελεστών των µοντέλων ARCH και GARCH για τις
αποδόσεις του δείκτη S&P500 της περιόδου 2005 έως 2009.

Coeff Value St. Error Z-Stat p-value

ARCH(1) a0 1.371 · 10−4 8.445 · 10−6 16.238 < 2 · 10−16

a1 5.513 · 10−1 9.240 · 1−−2 5.967 2.42 · 10−9

ARCH(2)
a0 7.065 · 10−5 5.272 · 10−6 13.401 < 2 · 10−16

a1 3.101 · 10−1 5.804 · 10−2 5.342 9.2 · 10−8

a2 4.811 · 10−1 5.938 · 10−2 8.103 4.44 · 10−16

GARCH(1,1)
ω 1.230 · 10−6 3.538 · 10−7 3.477 0.000506
a1 8.099 · 10−2 1.19 · 10−2 6.733 1.26 · 10−11

β1 9.103 · 10−1 1.22 · 10−2 74 < 2 · 10−16

GARCH(2,1)

ω 1.682 · 10−6 4.950 · 10−7 3.398 0.000678
a1 1.0 · 10−8 1.759 · 10−2 0 1
a2 0.1023 2.410 · 10−2 4.244 2.19 · 10−5

β1 0.8855 1.735 · 10−2 51.031 < 2 · 10−16

΄Εχοντας εκτιµήσει τους συντελεστές των µοντέλων µπορούµε να προχωρήσουµε
στην εκτίµηση της υπό συνθήκη µεταβλητότητας σ2

t της υπό µελέτη χρονοσειράς. Στο

∗Συχνά στη ϐιβλιογραφία αναφέρεται και ως Ljung-Box Q Test
†Τυχόν αποκλίσεις στις τιµές του πίνακα οφείλονται στις στρογγυλοποιήσεις των συντελεστών
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Σχήµα 3.12 απεικονίζονται οι ηµερήσιες αποδόσεις Rt του δείκτη και το άνω και κάτω
όριο ±2σt, για το µοντέλο GARCH(1,1). Από το σχήµα αυτό υπάρχουν ισχυρές εν-
δείξεις ότι το µοντέλο ‘παρακολουθεί’ ικανοποιητικά τις µεταβολές των αποδόσεων. Ο
γραφικός έλεγχος µπορεί να επεκταθεί χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα από την προσαρ-
µογή του µοντέλου. Στο Σχήµα 3.13 απεικονίζεται η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των
υπολοίπων από την οποία διαπιστώνουµε ότι δεν παρουσιάζουν στατιστικά σηµαντικές
τιµές, γεγονός το οποίο υποδηλώνει ότι δεν υπάρχει volatility clustering στα κατάλοι-
πα και κατ΄ επέκταση συµπεραίνουµε ότι η συµπεριφορά αυτή έχει αποτυπωθεί από
το µοντέλο.

Τέλος στο Σχήµα 3.14 παρουσιάζεται το διάγραµµα ποσοστηµορίων κανονικής κα-
τανοµής (Normal Q-Q) των τυποποιηµένων υπολοίπων του µοντέλου, από το οποίο
υπάρχουν ενδείξεις ότι οι ουρές της κατανοµής των υπολοίπων αποκλίνουν της κα-
νονικής κατανοµής, µε την απόκλιση να είναι εντονότερη στην αριστερή ουρά της
κατανοµής.

Σύµφωνα µε όσα αναφέραµε στο εδάφιο 3.4 κατά την εφαρµογή των υποδειγµάτων
ARCH & GARCH συνήθως υποθέτουµε ότι η τυχαία µεταβλητή εt της Σχέσης 3.21 α-
κολουθεί τυπική κανονική κατανοµή. Εναλλακτικά στις περιπτώσεις όπου ϑέλουµε να
προσοµοιάσουµε κατανοµές αποδόσεων µε αυξηµένη κυρτότητα υποθέτουµε κατανο-
µή student-t, µε ν ϐαθµούς ελευθερίας οι οποίοι εκτιµώνται ως επιπλέον παράµετρος
του µοντέλου και συνήθως έχουν τιµή 6 έως 10.
Στον Πίνακα 3.4 παρουσιάζονται οι εκτιµήσεις των συντελεστών του t-GARCH(1,1) µο-
ντέλου για ν = 6.8 ϐαθµούς ελευθερίας, έτσι όπως αυτοί προκύπτουν από τη συνάρτηση
garchFit της R.

Πίνακας 3.4: Εκτιµήσεις των συντελεστών του µοντέλου t-GARCH(1,1) για τις απο-
δόσεις του δείκτη S&P500 της περιόδου 2005 έως 2009.

Coeff Value St. Error Z-Stat p-value

t-GARCH(1,1)

ω 7.157 · 10−7 3.709 · 10−7 1.929 0.0537

a1 8.401 · 10−2 1.485 · 10−2 5.657 1.54 · 10−8

β1 9.150 · 10−1 1.369 · 10−2 66.855 < 2 · 10−16

shape 6.806 1.374 4.952 7.33 · 10−7

Στο Σχήµα 3.15 παρουσιάζεται το διάγραµµα ποσοστηµορίων της κατανοµής Student-
t των τυποποιηµένων υπολοίπων του µοντέλου από το οποίο ϕαίνεται ότι το µοντέλο
προσαρµόζεται ικανοποιητικά στις διαθέσιµες παρατηρήσεις. Συγκρίνοντας το δι-
άγραµµα αυτό µε το αντίστοιχο του υποδείγµατος GARCH(1,1) (Σχήµα 3.14) διαπι-
στώνουµε ότι η προσαρµογή στο αριστερό µέρος της κατανοµής δείχνει σηµαντικά
ϐελτιωµένη.
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Σχήµα 3.12: Ηµερήσιες αποδόσεις του δείκτη S&P500 µε υπέρθεση των ορίων ±2σt
του µοντέλου GARCH(1,1).
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Σχήµα 3.13: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των κανονικοποιηµένων υ-
πολοίπων του µοντέλου GARCH(1,1).

47



Κεφάλαιο 3. Τεχνικές πρόβλεψης κινδύνου

-3 -2 -1 0 1 2 3

-6
-4

-2
0

2

Theoretical Quantiles

Sa
m

pl
e

Q
ua

nt
ile

s

Σχήµα 3.14: ∆ιάγραµµα ποσοστηµορίων κανονικής κατανοµής των τυποποιηµένων
υπολοίπων του µοντέλου GARCH(1,1).
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Σχήµα 3.15: ∆ιάγραµµα ποσοστηµορίων κατανοµής Student-t των τυποποιηµένων
υπολοίπων του µοντέλου t-GARCH(1,1).
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3.6.2 Πρόβλεψη µεταβλητότητας και εκτίµηση της αξίας σε κίν-

δυνο

΄Ενα από τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά της GARCH µεθοδολογίας είναι ότι παρέχει
τη δυνατότητα πρόβλεψης της µεταβλητότητας για οποιοδήποτε χρονικό ορίζοντα από
ένα µόνο µοντέλο. ΄Εχοντας εκτιµήσει τους συντελεστές του µοντέλου µπορούµε να
προβλέψουµε την ηµερήσια µεταβλητότητα του Rt+n για κάθε χρονική στιγµή από
t + 1 έως t + n. Για παράδειγµα στην περίπτωση στην περίπτωση του GARCH(1,1)
µοντέλου (Σχέση 3.41) η πρόβλεψη n ϐηµάτων δίνεται από την αναδροµική Σχέση
3.42,

σ̂2
t = ω̂ + α̂ε2t + β̂σ̂2

t−1, (3.41)

σ̂2
t+j = ω̂ + (α̂ + β̂)σ̂2

t+j−1. (3.42)

Εν συνεχεία από την εκτίµηση της µεταβλητότητας των αποδόσεων µπορούµε να υπο-
λογίσουµε την αξία σε κίνδυνο V aR(p) για συγκεκριµένη πιθανότητα p, σύµφωνα µε
όσα αναφέρθηκαν στο εδάφιο 3.2.
Για την περίπτωση του δείκτη S&P500 η πρόβλεψη πέντε ηµερών της µεταβλητότητας
και η αξία σε κίνδυνο για πιθανότητα p = 5%, µε χρήση του µοντέλου GARCH(1,1)
δίνονται στον Πίνακα 3.5.

Πίνακας 3.5: Πρόβλεψη volatility και VaR(5%) πέντε ηµερών του δείκτη S&P500
σύµφωνα µε το µοντέλο GARCH(1,1).

Days σt V aR(5%)

1 0.007752089 0.01275105

2 0.007797549 0.01282583

3 0.007842354 0.01289952

4 0.007886517 0.01297217

5 0.007930053 0.01304378

Στο Σχήµα 3.16 απεικονίζεται η πρόβλεψη 350 ηµερών και 200 ηµερών σε δύο
χρονικές στιγµές υψηλής και χαµηλής µεταβλητότητας αντίστοιχα. Αν και τόσο µα-
κροχρόνια πρόβλεψη δεν έχει πρακτική αξία µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι προ-
ϐλέψεις ανεξάρτητα του χρονικού ορίζοντα συγκλίνουν στη µακροχρόνια ισορροπία,
περί το 1.1% στην περίπτωση του δείκτη S&P500. Επιπλέον παρατηρούµε ότι σε περι-
όδους έντονων µεταβολών η σύγκλιση στην τιµή ισορροπίας επιτυγχάνεται µε ϕθίνουσα
σειρά ενώ αντίθετα σε περιόδους ηρεµίας επιτυγχάνεται µε αύξουσα σειρά.
Η ταχύτητα µε την οποία ένα µοντέλο GARCH(1,1) συγκλίνει στη µακροχρόνια ισορ-
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ϱοπία εξαρτάται από την τιµή του αθροίσµατος α + β των συντελεστών του. ΄Οσο
µεγαλύτερο το άθροισµα τόσο ϐραδύτερη η σύγκλιση και αντιστρόφως.
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Σχήµα 3.16: Πρόβλεψη της υπό συνθήκη τυπικής απόκλισης των αποδόσεων του
δείκτη S&P500 για περιόδους έντονων και ήπιων µεταβολών.
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Σχήµα 3.17: Πρόβλεψη 200 ηµερών της υπό συνθήκη τυπικής απόκλισης των απο-
δόσεων του δείκτη S&P500 σύµφωνα µε το µοντέλο t-GARCH(1,1).
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Στο Σχήµα 3.17 παρουσιάζεται η πρόβλεψη 200 ηµερών του µοντέλου t-GARCH(1,1)
από το οποίο παρατηρούµε ότι σε σχέση µε το µοντέλο normal GARCH(1,1) η σύγκλιση
είναι ϐραδύτερη. Γεγονός το οποίο επαληθεύεται και από την τιµή του αθροίσµατος
των συντελεστών α + β για κάθε µοντέλο το οποίο υπολογίζεται ίσο µε 0.991287 και
0.999027 αντιστοίχως. Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι το µοντέλο t-
GARCH(1,1) για την περίοδο υψηλής µεταβλητότητας δεν εφαρµόζεται διότι για τους
συντελεστές του προκύπτει ότι α1 + β1 > 1 και συνεπώς το µοντέλο δεν συγκλίνει.
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Κεφάλαιο 4

Εφαρµογή πρόβλεψης κινδύνου για

ισοβαρές χαρτοφυλάκιο

Στο Κεφάλαιο αυτό εφαρµόζουµε τις τεχνικές εκτίµησης και πρόβλεψης κινδύνου, τις
οποίες παρουσιάσαµε, για την περίπτωση ισοβαρούς χαρτοφυλακίου. Η υλοποίηση των
διαφόρων τεχνικών έγινε µε χρήση του υπολογιστικού προγράµµατος R∗ και ο κώδικας
ο οποίος συντάχθηκε παρατίθεται στο Παράρτηµα Αʹ

4.1 Ισοβαρές Χαρτοφυλάκιο

Επιλέγουµε τέσσερις µετοχές οι οποίες διαπραγµατεύονται στο Χρηµατηστήριο της
Νέας Υόρκης (NYSE) για τις οποίες αντλούµε από ελεύθερες ϐάσεις δεδοµένων ηµε-
ϱήσια δεδοµένα που αφορούν την τιµή κλεισίµατος κάθε µετοχής κατά το χρονικό
διάστηµα 2010 - 2015. Επιλέχθηκαν µετοχές του τραπεζικού κλάδου και συγκε-
κριµένα οι µετοχές των τραπεζών Citigroup, Morgan Stanley, JP Morgan Chase και
WellsFargo. Οι τιµές κλεισίµατος των µετοχών καθώς και του δείκτη Dow Jones Indu-
strial παρουσιάζονται στο Σχήµα 4.1. Οι τέσσερις αυτές µετοχές (n = 4) σχηµατίζουν
ένα ισοβαρές χαρτοφυλάκιο η απόδοση του οποίου δίνεται από τη Σχέση 4.1, όπου οι
αποδόσεις Ri εκτιµώνται σύµφωνα µε τη Σχέση 1.2.

Rp(t) =
1

n

n∑
i=1

Ri(t). (4.1)

Στην περίπτωση µη ισοβαρούς χαροφυλακίου, όπου κάθε τίτλος συµµετέχει µε δια-
ϕορετικό ποσοστό στο χαρτοφυλάκιο η απόδοση εκτιµάται ως σταθµισµένος µέσος των

∗https://www.r-project.org
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αποδόσεων των τίτλων, Σχέση 4.2.

Rp(t) =
n∑
i=1

wiRi(t). (4.2)
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Σχήµα 4.1: Τιµές κλεισίµατος των µετοχών του χαρτοφυλακίου και του δείκτη DJI.

Οι ηµερήσιες αποδόσεις κάθε µετοχής, του δείκτη DJI και του χαρτοφυλακίου
παρουσιάζονται στο Σχήµα 4.2 και τα στατιστικά περιγραφικά µέτρα τους συνοψίζονται
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στον Πίνακα 4.1.
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Σχήµα 4.2: Ηµερήσιες αποδόσεις των µετοχών, του δείκτη DJI και του χαρτοφυλακίου.

Από τις τιµές του Πίνακα 4.1 παρατηρούµε ότι η µετοχή της Morgan Stanley και
της Wells Fargo παρουσιάζουν την υψηλότερη και χαµηλότερη διακύµανση αντίστοιχα.
΄Ενα ακόµα µέτρο διασποράς αποτελεί ο συντελεστής µεταβολής C, ο οποίος εκφράζει
το λόγο της τυπικής απόκλισης προς τη µέση τιµή (Σχέση 4.3), και ο οποίος αποτελεί
ένα µέτρο σύγκρισης της διασποράς µεταξύ σειρών των οποίων οι µέσες τιµές διαφέρουν
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σηµαντικά
Ci =

σi
µi
. (4.3)

Επιπλέον παρατηρούµε ότι οι τιµές κύρτωσης είναι µεγαλύτερες του 3 και κατ΄ επέκτα-
ση αναµένουµε λεπτόκυρτες κατανοµές στις αποδόσεις µε αυξηµένο πάχος στις ουρές.
Για τις τιµές της κύρτωσης εκτελείται ο στατιστικός έλεγχος Anscombe-Glynn [3] α-
πό τον οποίο προκύπτει ότι όλες οι εκτιµήσεις είναι στατιστικά σηµαντικές σε επίπεδο
σηµαντικότητας 1%.

Πίνακας 4.1: Περιγραφικά στατιστικά στοιχεία αποδόσεων.

µ σ σ2 Rmax Rmin |C| γ4

Citigroup 0.00028 0.02175 0.00047 0.12968 −0.17934 76.916 5.743
Morgan Stanley 0.00006 0.02314 0.00054 0.15699 −0.15648 380.449 5.436

JP Morgan Chase 0.00038 0.01740 0.00030 0.08101 −0.09888 46.233 3.224
Wells Fargo 0.00054 0.01619 0.00026 0.07759 −0.09479 29.730 3.753

Dow Jones Ind 0.00033 0.00928 0.00009 0.04153 −0.05706 28.088 3.584
Portfolio 0.00032 0.01797 0.00032 0.09474 −0.13237 56.839 4.656

4.2 Ηµερήσιο VaR µετοχών και χαρτοφυλακίου

4.2.1 Παραµετρικός προσδιορισµός

Υποθέτοντας ότι οι αποδόσεις των µετοχών ακολουθούν κανονική κατανοµή, µε µέση
τιµή µ και τυπική απόκλιση σ, σύµφωνα µε τον Πίνακα 4.1, οι εκτιµήσεις για το η-
µερήσιο VaR ή DEAR σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% δίνεται από τη Σχέση 3.4, όπου
z0.05 = 1.67.
Για τον υπολογισµό της τυπικής απόκλισης του χαρτοφυλακίου εκτιµάται ο n×n πίνα-
κας συνδιακύµανσης και το διάνυσµα συµµετοχής κάθε µετοχής στο χαρτοφυλάκιο και
εφαρµόζεται η Σχέση 3.8, από την οποία προκύπτει σ̂p = 0.017966. Εν συνεχεία υπό
την υπόθεση κανονικής κατανοµής εκτιµάται η αξία σε κίνδυνο του χαρτοφυλακίου.
Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται στον Πίνακα 4.3 και ο κώδικας της R παρατίθεται στο
Παράρτηµα Αʹ.2

4.2.2 Μη παραµετρικός προσδιορισµός

Προκειµένου να απαλλαγούµε από από την επισφαλή υπόθεση της κανονικότητας των
αποδόσεων των µετοχών και του χαρτοφυλακίου εφαρµόζουµε την µη παραµετρική τε-
χνική της ιστορικής αναδροµής. Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στο εδάφιο 3.1.1 από
τις κατανοµές των αποδόσεων εκτιµάται η πιθανότητα η ηµερήσια απόδοση να είναι
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µικρότερη από το επίπεδο σηµαντικότητας p (Σχέσεις 2.5 & 2.6). Οι εκτιµήσεις της
αξίας σε κίνδυνο για επίπεδο σηµαντικότητας 5% συνοψίζονται στον Πίνακα 4.3
Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση της ιστορικής αναδροµής η εκτίµηση της απώλειας
των χρηµάτων της επένδυσης είναι συστηµατικά χαµηλότερη από την περίπτωση πα-
ϱαµετρικής εκτίµησης, κατά την οποία υποθέτουµε ότι οι αποδόσεις ακολουθούν κα-
νονική κατανοµή. Η συστηµατική αυτή απόκλιση αποδίδεται στο λεπτόκυρτο σχήµα
της κατανοµής των αποδόσεων, σε σχέση µε την κανονική κατανοµή (Πίνακας 4.1).
Στην περίπτωση λεπτόκυρτων κατανοµών η χρήση κανονικής κατανοµής είναι πιθα-
νό να οδηγήσει τόσο σε υπερεκτίµηση του VaR σε υψηλά επίπεδα σηµαντικότητας
(α ∼ 0.05), όπως ϕαίνεται στον Πίνακα 4.3, όσο και σε υποεκτίµηση του VaR σε χαµη-
λά επίπεδα σηµαντικότητας (α ∼ 0.01), όπως ϕαίνεται στον Πίνακα 4.4. Η συµπερι-
ϕορά αυτή παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήµα 4.3, όπου οι ϑέσεις των ποσοστηµορίων
1 & 5% είναι ενδεικτικές.
Ο κώδικας της R παρατίθεται στο Παράρτηµα Αʹ.3
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Σχήµα 4.3: Σχηµατική ερµηνεία του κινδύνου υποεκτίµησης ή υπέρεκτίµησης της
αξίας σε κίνδυνο ανάλογα του επιπέδου εµπιστοσύνης από τη χρήση κανονικής κατα-
νοµής για τις περιπτώσεις λεπτόκυρτων κατανοµών.
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4.2.3 Μέθοδος mapping

Χρησιµοποιώντας τις αποδόσεις του δείκτη DJI ως σχετικό µέτρο κινδύνου εφαρµόζου-
µε το γραµµικό µοντέλο CAPM (Σχέση 3.12) ο συντελεστής κλίσης (β) του οποίου
αποτελεί εκτίµηση του µέτρου του συστηµατικού κινδύνου.
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Σχήµα 4.4: ∆ιαγράµµατα διασποράς των αποδόσεων των µετοχών συναρτήσει των απο-
δόσεων του δείκτη DJI.

Στο Σχήµα 4.4 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα διασποράς των ηµερήσιων απο-
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δόσεων των µετοχών του χαρτοφυλακίου, συναρτήσει των αποδόσεων του δείκτη DJI
καθώς και οι αντίστοιχες ευθείες αναδροµής. Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων κλίσης
των αναδροµών και το αντίστοιχο τυπικό σφάλµα συνοψίζονται στον Πίνακα 4.2. Από

Πίνακας 4.2: Παράµετρος κλίσης του µοντέλου CAPM.

β̂ Std Error t-value p-value

Citigroup 1.71902 0.04104 41.88155 0.00000
Morgan Stanley 1.76299 0.04541 38.82335 0.00000

JP Morgan Chase 1.43357 0.03113 46.05647 0.00000
Wells Fargo 1.35900 0.02816 48.26641 0.00000

τον Πίνακα 4.2 και τις τιµές των στατιστικών παραµέτρων Student-t και p-value προ-
κύπτει ότι οι εκτιµήσεις των συντελεστών β̂i είναι στατιστικά σηµαντικοί.
Η ισοδύναµη ϑέση του χαρτοφυλακίου αγοράς (market portfolio) προκύπτει πολλα-
πλασιάζοντας τη ϑέση M · wi σε κάθε µετοχή µε τον αντίστοιχο συντελεστή βi και εν
συνεχεία αθροίζοντας τα γινόµενα, Σχέση 4.4,

M ′ = M
n∑
i=1

βi · wi. (4.4)

Κατά συνέπεια το ποσό M το οποίο έχει τοποθετηθεί σε τέσσερις µετοχές τραπεζών
ισοδυναµεί µε ποσό M ′ = 1.56865 · V το οποίο έχει επενδυθεί στο δείκτη DJI απ΄
ευθείας. Η σηµαντικά αυξηµένη ισοδύναµη ϑέση καταδεικνύει ότι η µέση ϑέση του
χαρτοφυλακίου είναι επιθετική. Το VaR του χαρτοφυλακίου για επίπεδα εµπιστοσύνης
5% και 1% δίνεται από τη Σχέση 3.13 και προκύπτει ίσο µε V aR(5%) = −0.04636 και
V aR(1%) = −0.06556 αντίστοιχα.
Ο κώδικας της R παρατίθεται στο Παράρτηµα Αʹ.4

Πίνακας 4.3: Συνοπτικός πίνακας εκτιµήσεων της αξίας σε κίνδυνο των µετοχών και
του χαρτοφυλακίου, για επίπεδο εµπιστοσύνης p = 5%.

Παραµετρικό Ιστορική Αναδροµή Mapping

Citigroup −0.03550 −0.03346
Morgan Stanley −0.03800 −0.03540

JP Morgan Chase −0.02824 −0.02702
Wells Fargo −0.02608 −0.02479

DJI −0.01493 −0.01492
Portfolio −0.02924 −0.02808 −0.04636
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Πίνακας 4.4: Συνοπτικός πίνακας εκτιµήσεων της αξίας σε κίνδυνο των µετοχών και
του χαρτοφυλακίου, για επίπεδο εµπιστοσύνης p = 1%.

Παραµετρικό Ιστορική Αναδροµή Mapping

Citigroup −0.05032 −0.06275
Morgan Stanley −0.05376 −0.06392

JP Morgan Chase −0.04010 −0.04935
Wells Fargo −0.03711 −0.04500

DJI −0.02126 −0.02556
Portfolio −0.04148 −0.04880 −0.06556

4.2.4 Κινούµενος µέσος και εκθετικός κινούµενος µέσος

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει συνήθως οι αποδόσεις χρηµατοοικονοµικών προϊόντων
παρουσιάζουν οµαδοποιήσεις (volatility clastering) και κατά συνέπεια η υπόθεση της
σταθερής µεταβλητότητας ως προς το χρόνο συχνά παραβιάζεται.
Η απλούστερη τεχνική διαχείρισης µη σταθερής µεταβλητότητας είναι η µέθοδος του
απλού κινούµενου µέσου. Τα αποτελέσµατα της υλοποίησης τεχνικής αυτής µε σκοπό
την εκτίµηση του VaR, σύµφωνα µε όσα αναφέραµε στο εδάφιο 3.3.1, για σταθερό
παράθυρο 10 ηµερών συνοψίζονται στον Πίνακα 4.5
Εξέλιξη της τεχνικής του απλού κινούµενου µέσου αποτελεί ο εκθετικός κινούµενος
µέσος, ο οποίος παρουσιάστηκε στο εδάφιο 3.3.2. Για ηµερήσια πρόβλεψη και τιµή
της παραµέτρου λ = 0.94 και αρχική εκτίµηση της µεταβλητότητας από δείγµα 10
ηµερών οι εκτιµήσεις του VaR των µετοχών και του χαρτοφυλακίου συνοψίζονται στον
Πίνακα 4.5.
Ο κώδικας της R παρατίθεται στο Παράρτηµα Αʹ.5 και Αʹ.6 ∗ για σταθερό και κινούµενο
µέσο αντίστοιχα.

Πίνακας 4.5: Συνοπτικός πίνακας εκτιµήσεων της ηµερήσιας αξίας σε κίνδυνο των
µετοχών και του χαρτοφυλακίου, µε χρήση του απλού και του εκθετικού κινούµενου
µέσου, για επίπεδο εµπιστοσύνης p = 5%.

Απλός Κιν. Μέσος Εκθετικός Κιν. Μέσος

Citigroup −0.02390 −0.02616
Morgan Stanley −0.03143 −0.03124

JP Morgan Chase −0.02318 −0.02441
Wells Fargo −0.02016 −0.02166

DJI −0.01794 −0.01656
Portfolio −0.02390 −0.02955

Από τις τιµές του Πίνακα 4.5 παρατηρούµε ότι οι δύο µεθοδολογίες δίνουν πα-
∗Για τον εκθετικό κινούµενο µέσο χρησιµοποιήθηκε κώδικας που αναπτύχθηκε από τον Jon Daniel-

son [12]
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ϱαπλήσιες τιµές για την αξία σε κίνδυνο, γεγονός το οποίο µπορεί να αποδοθεί στην
σχετικά ήπια µεταβλητότητα των τιµών των µετοχών, χωρίς την ύπαρξη µεγάλων διακυ-
µάνσεων, όπως ϕαίνεται στα Σχήµατα 4.1 και 4.2. Για την περίπτωση του χαρτοφυλα-
κίου παρατηρούµε ότι ο απλός κινητός µέσος υποεκτιµά την αξία σε κίνδυνο σε σχέση
µε τον εκθετικό κινητό µέσο.

4.2.5 Υπόδειγµα GARCH

Προκειµένου να ανιχνεύσουµε την ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας των υπολοίπων των
αποδόσεων εt της σχέσης 3.37 εκτελούµε τους ελέγχους των Engle και Ljung-Box ε-
ϕαρµόζοντας τις συναρτήσεις ArchTest και Box.test της R, για τις µετοχές και το
χαρτοφυλάκιο.

Πίνακας 4.6: Συντελεστές υποδείγµατος GARCH(1,1), για τις µετοχές και το χαρτοφυ-
λάκιο.

Coeff. Value St. Error t-Stat p-Value

Citigroup
ω 0.00000 0.00000 2.52567 0.01155
α 0.06758 0.01165 5.79909 0.00000
β 0.92514 0.01230 75.22302 0.00000

Morgan Stanley
ω 0.00001 0.00000 2.52781 0.01148
α 0.06922 0.01397 4.95352 0.00000
β 0.92096 0.01550 59.42801 0.00000

JP Morgan Chase
ω 0.00000 0.00000 2.54100 0.01105
α 0.06615 0.01468 4.50518 0.00001
β 0.91670 0.01896 48.35735 0.00000

Wells Fargo
ω 0.00000 0.00000 2.53135 0.01136
α 0.07517 0.01605 4.68364 0.00000
β 0.91394 0.01829 49.96592 0.00000

DJI
ω 0.00000 0.00000 4.56696 0.00000
α 0.14694 0.02083 7.05555 0.00000
β 0.81416 0.02263 35.97952 0.00000

Portfolio
ω 0.00000 0.00000 2.54597 0.01090
α 0.08037 0.01461 5.50015 0.00000
β 0.90823 0.01661 54.67103 0.00000

Σε κάθε περίπτωση η µηδενική υπόθεση του ελέγχου απορρίπτεται και συνεπώς
δεχόµαστε την επίδραση arch, σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει στο εδάφιο 3.6.1.
Ο αντίστοιχος γραφικός έλεγχος παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.5, από τον οποίο γίνεται
εµφανής η ύπαρξη αυτοσυσχέτισης µεταξύ των τετραγώνων των υπολοίπων των απο-
δόσεων.
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Κεφάλαιο 4. Εφαρµογή πρόβλεψης κινδύνου για ισοβαρές χαρτοφυλάκιο

Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση garchFit της ϐιβλιοθήκης fGARCH της R εφαρµόζε-
ται για κάθε χρονοσειρά του παραδείγµατός µας το υπόδειγµα GARCH(1,1) (Σχέση
3.28) και οι τιµές των συντελεστών συνοψίζονται στον Πίνακα 4.6.
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Σχήµα 4.5: Συναρτήσεις αυτοσυσχέτισης των τετραγώνων των υπολοίπων.

Από τις τιµές του Πίνακα 4.6 παρατηρούµε ότι σε κάθε περίπτωση τα υποδείγµατα
συγκλίνουν σε µακροχρόνια ισορροπία, µε τις παραµέτρους α και β να είναι σε κάθε
περίπτωση στατιστικά σηµαντικές σε επίπεδο 1%.
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Σχήµα 4.6: Πρόβλεψη 200 ηµερών της υπό συνθήκη τυπικής απόκλισης των µετοχών
και του χαρτοφυλακίου.

Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση predict της R γίνεται πρόβλεψη της υπό συν-
ϑήκη µεταβλητότητας για χρονικό ορίζοντα 200 ηµερών και στο Σχήµα 4.6 γίνεται
εποπτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων.
Με εξαίρεση την περίπτωση του δείκτη DJI το υπόδειγµα GARCH(1,1) ϑεωρεί ότι οι
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τιµές των µετοχών ϐρίσκονται σε περίοδο ηρεµίας και προβλέπει προοδευτική αύξηση
της µεταβλητότητας.

Πίνακας 4.7: Πρόβλεψη µίας ηµέρας της υπό συνθήκη τυπική απόκλιση (σ) και του
ηµερήσιου VaR, σύµφωνα µε το υπόδειγµα GARCH(1,1).

σ̂ VaR

Citigroup 0.01624 −0.02671
Morgan Stanley 0.01906 −0.03135

JP Morgan Chase 0.01488 −0.02447
Wells Fargo 0.01331 −0.02190

DJI 0.00962 −0.01582
Portfolio 0.01512 −0.02487

Αναλυτικότερα πρόβλεψη µίας ηµέρας για την υπό συνθήκη τυπική απόκλιση και
το αντίστοιχο VaR (Σχέση 3.13), η οποία έχει και πρακτικό ενδιαφέρον, παρουσιάζεται
στον Πίνακα 4.7.
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Παράρτηµα Αʹ

Κώδικας R

Αʹ.1 Εισαγωγή δεδοµένων και περιγραφικά στοιχεία

setwd("~")

setwd("./Documents/UNIPI/Master Thesis/Rprojects/")

library(shape)

library(tikzDevice)

library(fGarch)

library(FinTS)

library(TSA)

library(forecast)

library(graphics)

library(MASS)

library(gridExtra)

library(tseries)

library(ggplot2)

library(PerformanceAnalytics)

library(xtable)

library(moments)

C <- read.csv(file = "../Data/C.csv", sep = ",", header = TRUE)

C <- C[order(C$Date, decreasing = FALSE),]

C$date <- as.Date(C$Date)

C$week.num <- (as.integer(C$date) + 3) %/% 7

C$week <- as.Date(C$week.num * 7 - 3,

as.Date("2010-01-01", "%Y-%m-%d"))

MS <- read.csv(file = "../Data/MS.csv", sep = ",",
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header = TRUE)

MS <- MS[order(MS$Date, decreasing = FALSE),]

MS$date <- as.Date(MS$Date)

JPM <- read.csv(file = "../Data/JPM.csv", sep = ",",

header = TRUE)

JPM <- JPM[order(JPM$Date, decreasing = FALSE),]

JPM$date <- as.Date(JPM$Date)

WFC <- read.csv(file = "../Data/WFC.csv", sep = ",",

header = TRUE)

WFC <- WFC[order(WFC$Date, decreasing = FALSE),]

WFC$date <- as.Date(WFC$Date)

DJI <- read.csv(file = "../Data/DJI.csv", sep = ",",

header = TRUE)

DJI <- DJI[order(DJI$Date, decreasing = FALSE),]

DJI$date <- as.Date(DJI$Date)

RDate <- DJI$date[1:length(DJI$date)-1]

Rnames = c("Citigroup", "Morgan Stanley", "JP Morgan Chase",

"Wells Fargo", "Dow Jones Ind", "Portfolio")

Color = c("blue", "aquamarine4", "skyblue4",

"darkmagenta", "red", "black")

Price <- as.data.frame(cbind("Citigroup" = C$Adj.Close,

"Morgan Stanley" = MS$Adj.Close,

"JP Morgan Chase" = JPM$Adj.Close,

"Wells Fargo" = WFC$Adj.Close,

"Dow Jones Ind" = DJI$Adj.Close))

Returns = as.data.frame(cbind(

"Citigroup"=diff(log(C$Adj.Close)),

"Morgan Stanley"=diff(log(MS$Adj.Close)),

"JP Morgan Chase" = diff(log(JPM$Adj.Close)),

"Wells Fargo" = diff(log(WFC$Adj.Close)),

"Dow Jones Ind" =diff(log(DJI$Adj.Close))))
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T = nrow(Returns)

PReturns <- rowMeans(Returns[,1:4])

Returns <- as.data.frame(cbind(Returns, "Portfolio" = PReturns))

attach(Returns)

tikz("../Tex/stock_returns.tex", width = 5, height = 6)

par(mfrow=c(3,2))

for( pi in seq(1,6, by = 1)){

plot(RDate, Returns[,pi], type = "l", ylab = "Returns",

xlab = "Time (t)", main = Rnames[pi], col = Color[pi])

}

dev.off()

tikz("../Tex/stocks.tex", width = 5, height = 6)

par(mfrow=c(3,2))

for( pi in seq(1,5, by =1)){

plot(C$date, Price[,pi], type = "l", ylab = "Price (\\$)",

xlab = "Time (t)", main = Rnames[pi], col = Color[pi])

}

dev.off()

C_Stat <- c(mean(Returns[,1]), sd(Returns[,1]),

var(Returns[,1]), max(Returns[,1]), min(Returns[,1]),

abs(sd(Returns[,1])/mean(Returns[,1])),

kurtosis(Returns[,1]))

MS_Stat <- c(mean(Returns[,2]), sd(Returns[,2]),

var(Returns[,2]), max(Returns[,2]), min(Returns[,2]),

abs(sd(Returns[,2])/mean(Returns[,2])),

kurtosis(Returns[,2]))

JPM_Stat <- c(mean(Returns[,3]), sd(Returns[,3]),

var(Returns[,3]), max(Returns[,3]), min(Returns[,3]),

abs(sd(Returns[,3])/mean(Returns[,3])),

kurtosis(Returns[,3]))

WFC_Stat <- c(mean(Returns[,4]), sd(Returns[,4]),

var(Returns[,4]), max(Returns[,4]), min(Returns[,4]),

abs(sd(Returns[,4])/mean(Returns[,4])),
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kurtosis(Returns[,4]))

DJI_Stat <- c(mean(Returns[,5]), sd(Returns[,5]),

var(Returns[,5]), max(Returns[,5]), min(Returns[,5]),

abs(sd(Returns[,5])/mean(Returns[,5])),

kurtosis(Returns[,5]))

Port_Stat <- c(mean(Returns[,6]), sd(Returns[,6]),

var(Returns[,6]), max(Returns[,6]), min(Returns[,6]),

abs(sd(Returns[,6])/mean(Returns[,6])),

kurtosis(Returns[,6]))

Stat <- as.data.frame(rbind(C_Stat, MS_Stat, JPM_Stat, WFC_Stat,

DJI_Stat, Port_Stat))

rownames(Stat) <- Rnames

colnames(Stat) <- c("Mean", "StDev", "Var", "Max", "Min",

"|C|", "Kurtosis")

xtable(Stat, type = "latex", file = "../Tex/Stat.tex", digits = 5)

for( i in seq(1,6, by = 1)){

print(bonett.test(Returns[,i], alternative = c("two.sided")))

}

for( i in seq(1,6, by = 1)){

print(anscombe.test(Returns[,i], alternative = c("two.sided")))

}

Αʹ.2 Παραµετρική εκτίµηση κινδύνου

#Parametric Var Estimations

p = 0.05

Uni_Param_VaR <- numeric(5)

for(i in seq(1,5, by = 1)){

Uni_Param_VaR[i] <- round(

Stat[i,1] - Stat[i,2]*qnorm(1-p), digits = 5)

}

stock_Returns <- data.matrix(Returns[,1:4])

cov.matrix <- cov(stock_Returns)
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w <- matrix(rep(c(0.25), 4))

sigma_portfolio <- as.numeric(sqrt(t(w)%*%cov.matrix%*%w))

Port_Param_VaR <- round(

Stat[6,1] - sigma_portfolio*qnorm(1-p), digits = 5)

Param_VaR <- c(Uni_Param_VaR, Port_Param_VaR)

Αʹ.3 Μη παραµετρική εκτίµηση κινδύνου

#Non Parametric VaR

sReturns <- Returns

for(i in seq(1,6, by = 1)){

sReturns[,i] <- sort(Returns[,i], decreasing = FALSE)

}

Non_Param_VaR <- numeric(6)

VaR_index <- ceiling(nrow(sReturns)*p)

for(i in seq(1,6, by = 1)){

Non_Param_VaR[i] <- round(sReturns[VaR_index,i], digits = 5)

}

Αʹ.4 Μέθοδος mapping

### Mapping method ###

C.mod <- lm(Citigroup ~ ‘Dow Jones Ind‘)

MS.mod <- lm(‘Morgan Stanley‘ ~ ‘Dow Jones Ind‘)

JPM.mod <- lm(‘JP Morgan Chase‘ ~ ‘Dow Jones Ind‘)

WFC.mod <- lm(‘Wells Fargo‘ ~ ‘Dow Jones Ind‘)

Port.mod <- lm(Portfolio ~ ‘Dow Jones Ind‘)

summary(C.mod)

summary(MS.mod)

summary(JPM.mod)

summary(WFC.mod)

summary(Port.mod)

RegNames <- Rnames[-5 -6]

tikz("../Tex/stock_mapping.tex", width = 5, height = 6)
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par(mfrow = c(2,2))

beta <- c()

beta_st_error <- c()

beta_t <- c()

beta_pval <- c()

for(i in seq (1:4)){

plot(Returns[,i] ~ Returns[,5], type = "p", col = Color[i],

main = RegNames[i], xlab = "Index Returns", ylab = "R")

abline(lm(Returns[,i] ~ Returns[,5]), col = Color[i])

beta[i] <- summary(

lm(Returns[,i] ~ Returns[,5]))$coefficients[2,1]

beta_st_error[i] <- summary(

lm(Returns[,i] ~ Returns[,5]))$coefficients[2,2]

beta_t[i] <- summary(

lm(Returns[,i] ~ Returns[,5]))$coefficients[2,3]

beta_pval[i] <- summary(

lm(Returns[,i] ~ Returns[,5]))$coefficients[2,4]

}

dev.off()

reg.beta <- cbind(beta, beta_st_error, beta_t, beta_pval)

xtable(reg.beta, type = "latex",

file = "../Tex/reg_beta.tex", digits = 5)

VaR_mapping = mean(beta)*sigma_portfolio*qnorm(p)

Αʹ.5 Απλός κινούµενος µέσος

### Moving Average ####

for(i in 1:6){

f10 <- rep(1/10, 10)

ma10Returns <- filter(Returns[,i], f10, sides = 1, method = "c")

s10Returns <- filter(Returns[,i]**2, f10, sides = 1, method = "c")

VaR_ma_10 <- sqrt(s10Returns)*qnorm(p)

print(round(VaR_ma_10[T], digits = 5))

}
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Αʹ.6 Εκθετικός κινούµενος µέσος

### Exponential Moving Average ###

### Danielsson, Financial Risk Forecasting ###

lambda = 0.94

win = 10

lwin = win+2

VaR_ewma_stock <- c()

s_ewma_stock <- rep(0,T)

s_ewma_stock = var(Returns[1:win,1])

for(i in seq(1,5, by =1)){

for (t in lwin:T){

s_ewma_stock = lambda*s_ewma_stock +

(1-lambda)*Returns[t-1,i]**2

}

VaR_ewma_stock[i] = -sqrt(s_ewma_stock)*qnorm(p)

}

print(round(VaR_ewma_stock, digits = 5))

### EWMA Portfolio

s_ewma_port <- cov(stock_Returns)

for(t in 2:T){

s_ewma_port = lambda*s_ewma_port +

(1-lambda)*stock_Returns[t-1,]%*%t(stock_Returns[t-1,])

}

VaR_ewma_port <- -sigma_portfolio*qnorm(p)

print(round(VaR_ewma_port, digits = 5))

Αʹ.7 Υπόδειγµα GARCH

### GARCH ###

#arch.test(Returns, lags.single = 2, multivariate.only = TRUE)

for(i in 1:6){

print(ArchTest(Returns[,i], lags = 1, demean = FALSE))

print(Box.test(Returns[,i], lag = 10, type = c("Ljung-Box"),

fitdf = 0))
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}

tikz("../Tex/all_autocorr.tex", width = 5, height = 6)

par(mfrow=c(3,2))

for(i in 1:6){

acf(Returns[,i]^2, lag.max = 30, type = c("correlation"),

plot = TRUE, demean = FALSE, main = Rnames[i], col = Color[i])

}

dev.off()

value = 1

omega <- c()

g_alpha <- c()

g_beta <- c()

g_sigma <- c()

coef_garch_function <- function(rData){

omega = garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = rData, include.mean = FALSE)@

fit$matcoef[1,1:4]

g_alpha = garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = rData, include.mean = FALSE)@f

it$matcoef[2,1:4]

g_beta = garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = rData, include.mean = FALSE)@

fit$matcoef[3,1:4]

g_sigma = garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = rData, include.mean = FALSE)@

h.t

return(rbind(omega, g_alpha, g_beta))

}

mod_garch_function <- function(rData){

g_sigma = garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = rData, include.mean = FALSE)@h.t

return(g_sigma)

}
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Day_fork <- c()

Day_VaR <- c()

ftime <- seq(from = T, to = T+199)

fColors = c("red", "red", "red", "red", "black", "red")

tikz("../Tex/forecast_port.tex", width = 5, height = 6)

par(mfrow=c(3,2))

for (i in 1:6){

g_forc <- predict(garchFit(formula = ~garch(1,1),

data = Returns[,i], include.mean = FALSE), n.ahead = 200)$

meanError

plot(sqrt(mod_garch_function(Returns[,i])), type = "l",

xlim = c(0,1750), ylab = "$\\sigma_{t}$",

main = Rnames[i], col = Color[i])

lines(ftime, g_forc, col = fColors[i], lty = 1, lwd = 2)

Day_fork[i] <- g_forc[1]

Day_VaR[i] <- -g_forc[1]*qnorm(p)

}

dev.off()

xtable(cbind(Day_fork, Day_VaR), digits = 5)

VaR_forc <- -g_forc*qnorm(0.05)

xtable(coef_garch_function(Returns[,1]), digits = 5)

for(i in 1:6){

mod_garch_function(Returns[,1])

}
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