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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 

Θ εργαςία αυτι διαπραγματεφεται διάφορα ςυνταξιοδοτικά ςχιματα υπολογιςμοφ 

των ςυντάξεων με τθ βοικεια ςτοχαςτικοφ βζλτιςτου ελζγχου. Ιδιαίτερα, δείχνουμε 

πωσ θ παραπάνω κεωρία ελζγχου εφαρμόηεται ςε επενδυτικζσ ςτρατθγικζσ πριν και 

μετά τθ ςυνταξιοδότθςθ.  Θ ανάλυςθ των παραπάνω γίνεται μζςω μακθματικισ 

προςζγγιςθσ, παρουςιάηοντασ αρχικά βαςικι κεωρία βζβαιων ραντϊν πλθρωμισ 

κακϊσ και μθ βζβαιων ραντϊν ηωισ. Αναλφονται βαςικζσ ζννοιεσ  μθ βζβαιων 

ραντϊν, όπωσ ο υπολογιςμόσ τθσ αναλογιςτικισ παροφςασ αξίασ που αποτελεί 

βαςικότατθ ζννοια ςτο χϊρο των ςυνταξιοδοτικϊν ςχθμάτων. Επίςθσ, 

παρουςιάηεται θ κεωρία ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν κακϊσ και αυτι των 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, αφοφ είναι άμεςα ςυνυφαςμζνεσ με τθν 

τυχαιότθτα των ςυνταξιοδοτικϊν καταβολϊν. Εξετάηεται θ ςτοχαςτικι προςζγγιςθ 

ςτισ καταβολζσ ςυντάξεων και μελετάται θ ςτοχαςτικι βζλτιςτθ πολιτικι πριν και 

μετά τθ ςυνταξιοδότθςθ. Τζλοσ, παρουςιάηονται ςυγκεκριμζνα ςυνταξιοδοτικά 

ςχιματα και αναλφονται μζςω παραδειγμάτων.  
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Abstract 

 

This dissertation is about various plans of pension calculation by the use of stochastic 

optimal control. Specifically, we demonstrate how the above theory of control is 

applied in investment strategies before and after retirement. The analysis of these 

issues is carried out via mathematical approach, after firstly introducing the basic 

theories of certain payment annuities and random life annuities. Basic principles of 

random annuities are described, as the calculation of the actuarial present value 

which is one of the most important measures for a pension plan. Moreover, the 

theory of stochastic processes is presented together with the stochastic differential 

equations, since those theories are directly connected with the randomness of 

pension payments. The stochastic approach in the annuity payments is examined, as 

well as the stochastic best practice before and after retirement. Finally, the most 

widely used pension schemes are described and some useful examples of them are 

given. 
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ΕΙ΢ΑΓΩΓΘ     
Θ βαςικι ιδζα τθσ ςφνταξθσ ςτθρίηεται ςτθν αποταμίευςθ και τθν επζνδυςθ 

των ειςφορϊν κατά τθ διάρκεια του εργαςιακοφ βίου, ζτςι ϊςτε το άτομο να 

εξαςφαλίςει οικονομικοφσ πόρουσ για τθν περίοδο κατά τθν οποία κα αποςυρκεί 

από τθν εργαςία του, διατθρϊντασ το πρότερο επίπεδο διαβίωςθσ του.  

 Κάκε ςυνταξιοδοτικό ταμείο ζχει ωσ βαςικό ςκοπό να εξαςφαλίςει για τα 

μζλθ του κάλυψθ εναντίον των κινδφνων γιρατοσ, αναπθρίασ και κανάτου, 

εξαςφαλίηοντασ παροχζσ και υπθρεςίεσ που αναπλθρϊνουν τθ μείωςθ ι τθν 

απϊλεια ειςοδιματοσ από τθ μθ απαςχόλθςθ. Τα ςυνταξιοδοτικά ταμεία 

επιτυγχάνουν το ςκοπό τουσ με τθν καταβολι ςυντάξεων γιρατοσ κακϊσ και άλλων 

ςυμπλθρωματικϊν παροχϊν ςτα μζλθ του ταμείου. Σε ό,τι αφορά τα περιουςιακά 

ςτοιχεία του ςυνταξιοδοτικοφ ταμείου, μεταβάλλονται διαρκϊσ λόγω των εκροϊν 

και των ειςροϊν. Οι ειςροζσ προζρχονται από ειςφορζσ των μελϊν του ταμείου, τισ 

ειςφορζσ των εργοδοτϊν κακϊσ και τισ επιπλζον προςόδουσ από τισ επενδφςεισ 

των περιουςιακϊν ςτοιχείων που ζχουν ςχθματιςτεί από τισ προθγοφμενεσ 

ειςφορζσ. Επιπρόςκετα ςτα ζςοδα του ταμείου δφναται να ςυνειςφζρουν 

κοινωνικοί πόροι και κρατικζσ επιχορθγιςεισ. Οι εκροζσ τζλοσ αποτελοφνται κυρίωσ 

από τισ ςυντάξεισ των μελϊν του ταμείου αλλά και τα ζξοδα λειτουργίασ του. 

 Τα ςυνταξιοδοτικά ταμεία αποτελοφν μια ιδιαίτερθ μορφι τθσ βαςικισ 

ζννοιασ και αςφάλιςθσ φυςικϊν προςϊπων. Μετά το Β’ παγκόςμιο πόλεμο 

παρουςιάςτθκε μια ραγδαία ανάπτυξθ των εν λόγω ταμείων ςτθν Ευρϊπθ. Οι 

ςθμαντικζσ δθμογραφικζσ αλλαγζσ όπωσ θ αφξθςθ τθσ αναμενόμενθσ ηωισ των 

ανκρϊπων, απόρροια και των ςπουδαίων ιατρικϊν ανακαλφψεων, οδιγθςε ςτθν 

ευαιςκθτοποίθςθ τθσ κοινωνίασ για τισ πολυπλθκείσ ομάδεσ θλικιωμζνων ατόμων. 

Στο τζλοσ του 20ου αιϊνα θ ανάγκθ για τθν φπαρξθ ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων 

(δθμόςιων και ιδιωτικϊν) κεωροφνταν δεδομζνθ ςε όλεσ τισ αναπτυγμζνεσ χϊρεσ 

του κόςμου.         

 Τζλοσ πρζπει να αναφερκεί ότι υπάρχουν δφο τφποι ςυνταξιοδοτικϊν 

προγραμμάτων με βάςθ τθν προτεραιότθτα ωσ προσ τον κακοριςμό των ειςφορϊν 

ι των παροχϊν. Τα Ρρογράμματα Κακοριςμζνων Ειςφορϊν (Defined Contribution 

Plans) και τα Ρρογράμματα Κακοριςμζνων Ραροχϊν (Defined Payment Plans). 

Βζβαια ςυχνά υπάρχουν προγράμματα που ςυνδυάηουν τουσ δφο παραπάνω 

τφπουσ. 

           Το πρόβλθμα επιλογισ τθσ καλφτερθσ επενδυτικισ ςτρατθγικισ για τουσ 

διαχειριςτζσ των ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων γίνεται ολοζνα και πιο ςθμαντικό, 

ιδιαίτερα για κακοριςμζνεσ ειςφορζσ [18] και ράντεσ ηωισ [12]. Πςον  αφορά τθν 

μεκοδολογία ο διαχειριςτισ μπορεί να χρθςιμοποιιςει κλαςςικά μακθματικά 

εργαλεία όπωσ τθ κεωρία χαρτοφυλακίου ι τον βζλτιςτο ζλεγχο [7], [26], [27] και 

[16], να λάβει υπόψθ του τισ ςυγκεκριμζνεσ αναλογιςτικζσ υποχρεϊςεισ και 
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δικαιϊματα που ενςωματϊνονται ςε ζνα ςυνταξιοδοτικό κεφάλαιο,  κακϊσ επίςθσ 

και τισ επιπτϊςεισ ενόσ ςτοχαςτικοφ περιβάλλοντοσ [19], [30]. Ζνα ςθμαντικό 

παράδειγμα μιασ τζτοιασ υποχρζωςθσ είναι οι εγγυιςεισ που δίνονται ςτουσ 

αςφαλιςμζνουσ μετά τθν ςυνταξιοδότθςι τουσ.                                

Ο ςτόχοσ αυτισ τθσ εργαςίασ είναι να μελετιςει τθν επίδραςθ τθσ 

ειςαγωγισ  αυτοφ του είδουσ τθσ εγγφθςθσ ςτθ βζλτιςτθ πολιτικι ενόσ 

ςυνταξιοδοτικοφ κεφαλαίου, χρθςιμοποιϊντασ το κλαςςικό εργαλείο του 

ςτοχαςτικοφ βζλτιςτου ελζγχου [31]. Θα προςπακιςουμε να βροφμε ακριβείσ 

λφςεισ και να εξετάςουμε τθν επίδραςθ των εγγυιςεων μετά τθ ςυνταξιοδότθςθ 

για δφο ςθμαντικζσ ςυναρτιςεισ [31]. Ταυτόχρονα κα εξετάςουμε τισ ςυνκικεσ 

αξιοπιςτίασ τθσ λεγόμενθσ ‘’life style strategy’’ [5]. Ειδικότερα θ εργαςία ζχει τθν 

παρακάτω δομι: 

 Στο πρϊτο κεφάλαιο τθσ παροφςασ εργαςίασ αναλφονται οι ράντεσ 

πλθρωμϊν  ςτα ςυνταξιοδοτικά ςχιματα. Στο δεφτερο κεφάλαιο παρουςιάηονται 

και επεξθγοφνται βαςικζσ ζννοιεσ τθσ ςτοχαςτικισ κεωρίασ και ο τρόποσ που αυτζσ 

ενςωματϊνονται ςτα διάφορα ςυνταξιοδοτικά ςχιματα. Τζλοσ, ςτο τρίτο κεφάλαιο 

παρουςιάηονται τα βαςικότερα ςυνταξιοδοτικά ςχιματα και αναλφονται μζςω 

παραδειγμάτων. Εξετάηεται θ ςτοχαςτικι προςζγγιςθ ςτισ καταβολζσ ςυντάξεων και 

μελετάται θ ςτοχαςτικι βζλτιςτθ πολιτικι πριν και μετά τθ ςυνταξιοδότθςθ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο 
 

Ράντεσ Πληρωμών ςε ΢υνταξιοδοτικά 

΢χήματα 

            Σε αυτό το κεφάλαιο κα μελετιςουμε ςτο πρϊτο μζροσ τισ ςίγουρεσ ράντεσ 

πλθρωμϊν και ςτο δεφτερο μζροσ τισ ράντεσ πλθρωμϊν ηωισ. Μια ράντα είναι μια 

ςειρά ιςόποςων πλθρωμϊν ςε τακτά χρονικά διαςτιματα. Ραραδείγματα τζτοιων 

ραντϊν είναι για παράδειγμα οι τακτικζσ κατακζςεισ ςε λογαριαςμό ταμιευτθρίου, 

οι μθνιαίεσ πλθρωμζσ αςφαλιςτικϊν και ςυνταξιοδοτικϊν πλθρωμϊν. Οι ράντεσ 

ταξινομοφνται από τθ ςυχνότθτα των θμερομθνιϊν πλθρωμισ. Οι πλθρωμζσ 

(κατακζςεισ) μπορεί να γίνουν εβδομαδιαία, μθνιαία, τριμθνιαία, ετιςια ι ςε 

οποιοδιποτε άλλο χρονικό διάςτθμα. Θ ετιςια δόςθ όπου οι πλθρωμζσ τθσ είναι 

εγγυθμζνεσ ότι κα γίνουν  για ζνα οριςμζνο χρονικό διάςτθμα ονομάηεται βζβαιθ 

ράντα. Με τον όρο <<ςτακερι ράντα>> εννοοφμε τθν ράντα με ςτακερζσ πλθρωμζσ. 

Στισ ενότθτεσ που ακολουκοφν κα δϊςουμε τουσ οριςμοφσ των βαςικϊν ραντϊν 

πλθρωμϊν και ραντϊν ηωισ.  

I. ΢ίγουρεσ Ράντεσ Πληρωμών (Certain 

annuities) 

1.1  ΛΘΞΙΠΡOΘΕ΢ΜΕ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΠΛΘΡΩΜΩΝ 

  

           Μια ράντα ςφμφωνα με τθν οποία οι πλθρωμζσ γίνονται ςτο τζλοσ των 

χρονικϊν περιόδων ονομάηεται λθξιπρόκεςμθ ράντα ι ράντα τακτικϊν πλθρωμϊν 

[33]. 

           Οι χρθματοροζσ που αντιπροςωπεφονται από τθν ράντα μπορεί να 

απεικονιςτοφν ςε ζνα διάγραμμα χρόνου, όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 1.1 παρακάτω: 
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                                                                                                                                                (1.1) 

Το  πρϊτο βζλοσ δείχνει τθν ζναρξθ τθσ πρϊτθσ περιόδου, ςτο τζλοσ τθσ οποίασ 

γίνεται θ πρϊτθ πλθρωμι. Το τελευταίο βζλοσ δείχνει τθν τελευταία περίοδο,  

αμζςωσ μετά τθν πλθρωμι. Θ παροφςα αξία τθσ ράντασ τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 = 0 

δίνεται από τον τφπο: 

                                         𝑎
𝑛│
    = 𝑣 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 =

1−𝑣𝑛

𝑖
,                                             (1.2) 

όπου 𝑛,  𝑛 ≥ 1, είναι οι περίοδοι, 𝑣 ο ςυντελεςτισ προεξόφλθςθσ και 𝑖 το επιτόκιο.  

Δθλαδι, θ παροφςα αξία τθσ ράντασ είναι το άκροιςμα των ςθμερινϊν τιμϊν κάκε 

μιασ από τισ 𝑛 πλθρωμζσ. 

 

Παράδειγμα 1.1.1  

           Υπολογίηουμε τθν παροφςα αξία μιασ λθξιπρόκεςμθσ ράντασ του ποςοφ των 

100€ που καταβάλλεται ετθςίωσ για 5 χρόνια με επιτόκιο 9%. 

Θ απάντθςθ είναι 100𝑎
5│
    = 100

1−(1.09)−5

0.09
≈ 388.97∎ 

 

           Υπάρχει και θ μελλοντικι αξία μιασ ράντασ θ οποία είναι θ ςυςςωρευμζνθ 

αξία. Για τισ ςυντάξεισ λθξιπρόκεςμων άμεςων καταβολϊν, αυτι είναι θ αξία 

αμζςωσ μετά τθν 𝑛-οςτι πλθρωμι. Θ μελλοντικι αξία δίνεται από το τφπο: 

                                              𝑠
𝑛│
    =  1 − in 𝑎

𝑛│
    =

(1+i)n −1

i
                                            (1.3) 

 

 

 

 
↓ ↓ ... ↓ πληρωμές 

——— ——— ——— ——— —  

0 1 2 ... n περίοδοι 
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Παράδειγμα 1.1.2   

             Θα υπολογίςουμε τθν μελλοντικι αξία μιασ λθξιπρόκεςμθσ ράντασ για το 

ποςό των 100€ που καταβάλλεται ετθςίωσ για 5 χρόνια με επιτόκιο 9%. 

Χρθςιμοποιϊντασ το τφπο (1.3) ζχουμε 

100𝑠
5│
    = 100 ∗

(1.09)5 − 1

0.09
≈ 598.47 €∎ 

Με  𝑎
𝑛│
     και 𝑠

𝑛│
    όπωσ ορίηεται παραπάνω καταλιγουμε ςτο ότι ιςχφει θ ςχζςθ: 

                                                         
1

 𝑎
𝑛│
    

=
1

𝑠
𝑛│
    

+ 𝑖,                                                             (1.4) 

όπου  ∗  από δω και ςτο εξισ κα ςυμβολίηει τον ςυνικθ πολλαπλαςιαςμό.  

1.2  ΠΡΟΚΑΣΑΒΛΘΣΕΕ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΠΛΘΡΩΜΩΝ 

 

             Μια προκαταβλθτζα ράντα είναι μια ράντα για τθν οποία οι πλθρωμζσ, 

πραγματοποιοφνται ςτθν αρχι των περιόδων πλθρωμισ [34]. Οι χρθματοροζσ που 

αντιπροςωπεφουν αυτι τθν ράντα μποροφν να απεικονιςτοφν ςε ζνα διάγραμμα 

χρόνου, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα : 

  

 

 

 

                                                          

                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                (1.5) 

             Το  πρϊτο βζλοσ δείχνει τθν ζναρξθ τθσ πρϊτθσ περιόδου, κατά τθν οποία 

γίνεται θ πρϊτθ πλθρωμι τθσ ετιςιασ ράντασ. Το τελευταίο βζλοσ δείχνει τθν 

τελευταία πλθρωμι. 

 Θ παροφςα αξία αυτισ τθσ ράντασ δίνεται από τον τφπο:                  

                                  𝑎 
𝑛│
    = 1 + 𝑣 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛−1 =

1−𝑣𝑛

𝑑
                                         (1.6) 

όπου 𝑑  το προεξοφλθτικό επιτόκιο. 

↓ ↓ ↓ ...   ↓ 
 

    

πληρωμές 

——— ——— ——— ——— —  

0 1 2 ...  n-1 N   περίοδοι 

 

 

 
     



 

14 

 

Παράδειγμα 1.2.1 

                Θα υπολογίςουμε τo 𝑎 
8│
     αν το πραγματικό επιτόκιο προεξόφλθςθσ είναι 

10%. 

Δεδομζνου ότι 𝑑 = 0.10 ζχουμε ότι 𝑢 = 1 − 𝑑 = 0.9. Οπότε προκφπτει  

𝑎 
8│
    =

1 − (0.9)8

0.1
= 5.6953279∎ 

 

Παράδειγμα 1.2.2   

                 Θα βροφμε τι ποςό πρζπει να επενδφςουμε ςιμερα με επιτόκιο 6% 

ετθςίωσ ανατοκιςμζνο, ζτςι ϊςτε να μπορείτε να πάρουμε € 5,000 ςτθν αρχι του 

κάκε ζτουσ για τα επόμενα 5 χρόνια. 

 Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο (1.6) ζχουμε  

5000𝑎 
5│
    = 5000

1 − (1.06)−5

0.06(1.06)−1
= € 22,325.53∎ 

Και θ ςυςςωρευμζνθ αξία ςτθ χρονικι περίοδο 𝑛  τθσ προκαταβλθτζασ ράντασ, 

δίνεται από τθν ςχζςθ: 

𝑠 
𝑛│
    = (1 + 𝑖)𝑛𝑎 

𝑛│
    =

(1 + 𝑖)𝑛 − 1

𝑖𝑣
=

(1 + 𝑖)𝑛 − 1

𝑑
 

                                                                                                                                     (1.7) 

 

Παράδειγμα 1.2.3   

                  Θα βροφμε πιο ποςό κα ςυςςωρευτεί αν κατακζςουμε  5,000 € ςτθν 

αρχι του κάκε ζτουσ για τα επόμενα 5 χρόνια. Θα υποκζςουμε πωσ το επιτόκιο 

είναι 6% με ετιςιο ανατοκιςμό. 

Ππωσ και ςτα προθγοφμενα παραδείγματα χρθςιμοποιϊντασ τθν ανάλογθ ςχζςθ (ς 

αυτι τθν περίπτωςθ τθν (1.7) ζχουμε:  

5000𝑠 
5│
    = 5000

(1.06)5 − 1

0.06(1.06)−1
=  29,876.59 € ∎ 
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               Βλζποντασ πωσ ορίηονται το  𝑎 
𝑛│
     και το 𝑠 

𝑛│
      παραπάνω ζχουμε ότι 

προκφπτουν οι παρακάτω ςχζςεισ [22]: 

 𝑎 
𝑛│
    = (1 + 𝑖)𝑎

𝑛│
     

 𝑎
𝑛│
    = 𝑣𝑎 

𝑛│
     

 𝑠 
𝑛│
    = (1 + 𝑖)𝑠

𝑛│
     

 𝑠
𝑛│
    = 𝑣𝑠 

𝑛│
     

  
1

  𝑎 
𝑛│
    

=
1

𝑠 
𝑛│
    

+ 𝑑     

 

1.3  ΢ΤΝΕΧΕΙ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΠΛΘΡΩΜΩΝ 

 

             Στθν ενότθτα αυτι κα εξετάςουμε τισ περιπτϊςεισ για ζνα οριςμζνο χρονικό 

διάςτθμα και μια άπειρθ ςυχνότθτα των πλθρωμϊν. Ο τφποσ που αντιςτοιχεί ςτα εν 

λόγω επιδόματα είναι χριςιμοσ για τισ προςεγγίςεισ που αντιςτοιχοφν ςε ράντεσ 

πλθρωμϊν οι οποίεσ καταβάλλονται με μεγάλθ ςυχνότθτα, είτε κακθμερινά, είτε 

κάκε ϊρα, κάκε λεπτό, κ.τ.λ.  

             Αν ςκεφτοφμε μια ράντα ςε διαςκορπιςμζνεσ πολφ μικρζσ 𝑑𝑡 πλθρωμζσ  που 

γίνονται ςε χρόνο 𝑡 και ςε αυτζσ τισ μικρζσ πλθρωμζσ καταβάλλονται ςυνεχϊσ για 

τισ περιόδουσ μετατροπισ 𝑛 ενδιαφζροντοσ. Ζςτω ότι το 𝑖 χαρακτθρίηει το 

περιοδικό επιτόκιο. Στθ ςυνζχεια, το ςυνολικό ποςό που καταβλικθκε κατά τθ 

διάρκεια κάκε περιόδου είναι: 

                                                      𝑑𝑡
𝑘

𝑘−1
=  𝑡 𝑘−1

𝑘                                                              (1.8) 

Ορίηουμε το 𝑎 
𝑛│
     ωσ τθν παροφςα αξία του ποςοφ μιασ ράντασ ςυνεχϊν πλθρωμϊν 

για 𝑛  περιόδουσ μετατροπισ επιτοκίου, ζτςι ϊςτε 1 είναι το ςυνολικό ποςό που 

καταβλικθκε κατά τθ διάρκεια κάκε περιόδου μετατροπισ επιτοκίου. Τότε, θ 

παροφςα αξία μπορεί να υπολογιςτεί ωσ εξισ: 

 

                                              𝑎 
𝑛│
    =  𝑣𝑡

𝑛

0

𝑑𝑡 =  𝑣
𝑡

𝑙𝑛𝑣
 

0

𝑛

=
1 − 𝑣𝑛

𝛿
                                    (1.9) 

𝛿: ςυνεχισ ζνταςθ ανατοκιςμοφ (βλ. παράρτθμα) 

με 𝑎 
𝑛│
     να ορίηεται παραπάνω, ζχουμε: 
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                                        𝑎 
𝑛│
    =

𝑖

𝛿
𝑎

𝑛│
    =

𝑑

𝛿
𝑎 

𝑛│
    =

1−𝑒−𝑛𝛿

𝛿
                                               (1.10) 

Παράδειγμα 1.3.1   

             Αρχίηοντασ τζςςερα ζτθ από ςιμερα, κα πάρουμε τθν πλθρωμι ςε επιτόκιο 

των  1.000 € ετθςίωσ, πλθρωτζο ςυνεχϊσ, με τθν πλθρωμι για τθν περάτωςθ 

δϊδεκα ζτθ από ςιμερα. Θα βροφμε τθν παροφςα αξία τθσ αυτισ τθσ ςυνεχοφσ 

ράντασ αν 𝛿 =  5%. 

Θ παροφςα αξία είναι 𝑃𝑉 = 1000𝑣4𝑎 
8│
    = 1000𝑒−0.20 ∗

1−𝑒−0.40

0.05
= 5,398.38€ ∎  

             Στθ ςυνζχεια, εάν το  𝑠 
𝑛│
     υποδθλϊνει τθ ςυςςωρευμζνθ αξία ςτο τζλοσ τθσ 

κθτείασ τθσ οφειλομζνθσ ςυνεχϊσ για τισ περιόδουσ μετατροπισ 𝑛 ενδιαφζροντοσ, 

ζτςι ϊςτε 1 είναι το ςυνολικό ποςό που καταβλικθκε κατά τθ διάρκεια κάκε 

περιόδου μετατροπισ ενδιαφζρον. 

 Ζπεται ότι  𝑠 
𝑛│
    = (1 + 𝑖)𝑛𝑎 

𝑛│
    =  (1 + 𝑖)𝑛−𝑡𝑛

0
𝑑𝑡 =

(1+𝑖)𝑛 −1

𝛿
                                (1.11) 

Είναι εφκολο να δοφμε ότι                 𝑠 
𝑛│
    =

𝑒𝑛𝛿−1

𝛿
=

𝑖

𝛿
𝑠
𝑛│
    =

𝑑

𝛿
𝑠 
𝑛│
                              (1.12) 

 

 

Παράδειγμα 1.3.2   

             Θα βροφμε τθν ζνταςθ τόκου κατά τθν οποία θ ςυςςωρευμζνθ αξία τθσ 

ςυνεχοφσ καταβολισ του 1 κάκε χρόνο για 8 χρόνια κα είναι ίςθ με τζςςερισ φορζσ 

τθν ςυςςωρευμζνθ αξία τθσ ςυνεχοφσ καταβολισ του 1 κάκε ζτοσ για τζςςερα 

χρόνια, 

ζχουμε 

𝑠 
8│
    = 4𝑠 

4│
     

𝑒8𝛿 − 1

𝛿
= 4

𝑒4𝛿 − 1

𝛿
 

𝑒8𝛿 − 4𝑒4𝛿 + 3 = 0 

(𝑒4𝛿 − 3) 𝑒4𝛿 − 1 = 0 

Εάν 𝑒4𝛿 = 3, 𝛿 =
𝑙𝑛3

4
≈ 0.0275 = 2.75%. Αν 𝑒4𝛿 = 1, 𝛿 = 0 τότε ζχουμε μια 

πλεονάηον λφςθ ∎ 
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                    Επίςθσ με το  𝑎 
𝑛│
     και το 𝑠 

𝑛│
      που ζχουμε παραπάνω προκφπτει: 

                                                                  
1

𝑎 
𝑛│
    

=
1

𝑠 
𝑛│
    

+ 𝛿                                                     (1.13) 

 

Παράδειγμα 1.3.3   

              Μια διθνεκισ ράντα καταβάλλεται ςυνεχϊσ με ρυκμό 100 ανά ζτοσ και ζχει 

μια παροφςα αξία των 800. 

Θα υπολογίςουμε το ετιςιο πραγματικό επιτόκιο που χρθςιμοποιείται για τον 

υπολογιςμό τθσ παροφςασ αξίασ. 

Θ εξίςωςθ τθσ τιμισ ςτο χρόνο 𝑡 = 0 είναι 800 =
100

𝛿
=

100

ln⁡(1+𝑖)
 

τότε,          𝑖 = 𝑒
1

8 − 1 = 13.3%∎ 
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II. Ράντεσ Πληρωμών Ηωήσ 
 

1.4  ΡΑΝΣΕ΢ ΗΩΘ΢ ΚΑΙ ΑΝΑΛΟΓΙ΢ΣΙΚΕ΢ ΠΑΡΟΤ΢Ε΢ ΑΞΙΕ΢ 

 

          Οι ράντεσ που μελετιςαμε παραπάνω ιταν βζβαιεσ ράντεσ πλθρωμϊν, 

δθλαδι, όλεσ οι πλθρωμζσ τθσ ράντασ ιταν εγγυθμζνο ότι κα γίνουν. Θ ςφνταξι 

είναι μια τυχαία ράντα πλθρωμϊν. Κάνει μθνιαίεσ πλθρωμζσ, αλλά κα ςταματιςει 

ςτθ περίπτωςθ κανάτου. Ο κάνατοσ κα αποτελεί επομζνωσ ζνα πικανό λόγο 

διακοπισ τθσ ςφνταξθσ.  

         Σε αυτι τθν ενότθτα, κα παρουςιάςουμε τισ αναλογιςτικζσ παροφςεσ αξίεσ για 

τυχαίεσ ράντεσ. Αρχικά κα εξετάςουμε τισ ςυνεχείσ ράντεσ, κα ςυνεχίςουμε με τισ 

διακριτζσ και τζλοσ κα κλείςουμε με τθν τροποποίθςθ τουσ ςε m-οςτζσ πλθρωμζσ 

(π.χ. ςε τακτικά διαςτιματα μζςα ςτο χρόνο). 

Στθ κεωρία επιτοκίου, εξετάηουμε τισ πλθρωμζσ που πρζπει να γίνουν ςτο 

μζλλον και τθ παροφςα τουσ αξία. Αν εγγυόμαςτε τθν καταβολι πλθρωμισ του 

ποςοφ 100000 € ςε δζκα χρόνια, θ παροφςα αξία τθσ εν λόγω πλθρωμισ με 

επιτόκιο 6% είναι 

100,000

1.0610
= 55,839.48∎ 

           Οι αςφαλιςτικζσ πλθρωμζσ εξαρτϊνται από κάποιο άλλο γεγονόσ ςτο μζλλον, 

και θ πικανότθτα τθσ πραγματοποίθςθσ αυτοφ του γεγονότοσ πρζπει να λαμβάνεται 

υπόψθ ςτον υπολογιςμό τθσ παροφςασ αξίασ. 

           Ασ υποκζςουμε ότι μια εταιρεία υπόςχεται ςε μια εργαηόμενθ θλικίασ 

55 ετϊν ότι κα τθν πλθρϊςει 100,000 € όταν ςυνταξιοδοτθκεί ςε 10 χρόνια και αν 

είναι ακόμα ηωντανι εκείνθ τθν εποχι. 

          Αυτι είναι μια εξαρτϊμενθ πλθρωμι (δθλαδι, εξαρτάται από το αν θ 

υπάλλθλοσ κα ηιςει ωσ τθ ςτιγμι τθσ ςυνταξιοδότθςθσ) και οι αναλογιςτζσ 

εξετάηουν τθν αναμενόμενθ τιμι τθσ. Για παράδειγμα, αν θ πικανότθτα θ 

εργαηόμενθ να είναι ηωντανι ςε 10 χρόνια είναι 𝑝55 = 0.8710  τότε θ αναμενόμενθ 

αξία τθσ εξαρτϊμενθσ πλθρωμισ είναι: 

100,000

1.0610
 0.87 = 48,580.35∎ 

          Αυτι θ αναμενόμενθ παροφςα αξία τθσ τυχαίασ εξαρτϊμενθσ μεταβλθτισ 

πλθρωμισ ονομάηεται αναλογιςτικι παροφςα αξία [APV]. Είναι θ αξία μελλοντικϊν 
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καταβολϊν προςαρμοςμζνθ κατά τθν ανάλογθ πικανότθτα πραγματοποίθςθσ 

αυτϊν των καταβολϊν. Αυτό ςθμαίνει ότι : 

                                             (ποςό των παροχϊν) (𝑣𝑡 ) 𝑃(παροχι) 

όπου 𝑃 (παροχι) είναι θ πικανότθτα ότι θ πλθρωμι γίνεται. 

         Αν ςυμβολίςουμε το όφελοσ ςε μια ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι 𝑡 με  𝑏𝑡  , θ 

παροφςα αξία αυτϊν των παροχϊν κατά τθ ςτιγμι 𝑡 είναι: 

                                                      𝑧𝑡 = 𝑏𝑡𝑣
𝑡 = 𝑏𝑡𝑒

−𝛿𝑡                                                      (1.14) 

H αναλογιςτικι παροφςα αξία τθσ ςυγκεκριμζνθσ παροχισ ςε χρόνο 𝑡 είναι: 

                                      𝑃 𝜋𝛼𝜌𝜊𝜒ή𝜎 𝑏𝑡𝑣
𝑡 = 𝑃 𝜋𝛼𝜌𝜊𝜒ή𝜎 𝑏𝑡𝑒

−𝛿𝑡                               1.15  

Ο ςυμβολιςμόσ αυτόσ κα χρθςιμοποιθκεί και ςτισ παρακάτω ενότθτεσ του παρόντοσ 

κεφαλαίου. 

Το γενικό ςφςτθμα είναι ότι: 

𝛢𝜈𝛼𝜆𝜊𝛾𝜄𝜍𝜏𝜄𝜅ή 𝛱𝛼𝜌𝜊ύ𝜍𝛼 𝛢𝜉ί𝛼 𝜏𝜔𝜈 𝜋𝛼𝜌𝜊𝜒ώ𝜈 𝜅𝛼𝜏ά 𝜏𝜂 𝜒𝜌𝜊𝜈𝜄𝜅ή 𝜍𝜏𝜄𝛾𝜇ή 𝑡 

= 𝜋𝜊𝜍ό  𝑏𝑡 ∗ 𝜋𝜄𝜃𝛼𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝑃 𝜋𝛼𝜌𝜊𝜒ή𝜎  ∗ 𝜋𝜌𝜊𝜀𝜉ό𝜑𝜆𝜂𝜍𝜂 𝜏𝜊𝜐 𝑡 (𝑣𝑡) = 0 

           Ραραπάνω είδαμε περιλθπτικά τθν αναλογιςτικι παροφςα αξία μιασ παροχισ 

ςε μια ςυγκεκριμζνθ ςτιγμι. Οι αναλογιςτζσ κακορίηουν τθν αναλογιςτικι παροφςα 

αξία του μιασ πικανισ παροχισ ωσ θ αναμενόμενθ τιμι 𝛦(𝛧)  =  𝛦(𝑏𝛵𝑣𝛵). Θ ςτιγμι 

κανάτου είναι τυχαία. 

 

1.5  ΢ΤΝΕΧΕΙ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΗΩΘ΢ 

 

            Ξεκινάμε με τισ ράντεσ που καταβάλλουν πλθρωμζσ ςυνεχϊσ για 1 χρόνο και 

ςταματάνε τθ ςτιγμι ενόσ απρόοπτου γεγονότοσ (ο κάνατοσ ςε αυτιν τθν 

περίπτωςθ). Αυτζσ ονομάηονται ράντεσ ηωισ, δεδομζνου ότι οι πλθρωμζσ γίνονται 

όςο ο αςφαλιςμζνοσ βρίςκεται εν ηωι. 

Αρχικά κα μελετιςουμε τισ ιςόβιεσ ράντεσ ηωισ, ζπειτα τισ πρόςκαιρεσ 

ράντεσ, και ςτθ ςυνζχεια τισ αναβαλλόμενεσ ράντεσ.  
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1.5.1 ΢υνεχείσ Ιςόβιεσ Ράντεσ Ηωήσ 
 

         Ρριν ξεκινιςουμε με τισ τυχαίεσ ράντεσ, κα ξαναδοφμε τθν βζβαιθ ράντα 

πλθρωμϊν. Εάν μια βζβαιθ ράντα πλθρωμϊν με ςυνεχείσ πλθρωμζσ μιασ μονάδασ 

ζχει διάρκεια n περιόδων, θ παροφςα αξία του είναι: 

                                                               𝑎 
𝑛│
    =

1−𝑣𝑛

𝛿
                                                           (1.16) 

         Για μια ράντα ηωισ με ςυνεχείσ πλθρωμζσ μιασ μονάδασ, το χρονικό διάςτθμα 

κατά το οποίο γίνονται οι πλθρωμζσ είναι μια τυχαία μεταβλθτι 𝑇, το οποίο 

αναπαριςτά το υπόλοιπο τθσ ηωισ τουσ αςφαλιςμζνου. Ζτςι, θ παροφςα αξία τθσ 

ράντασ ηωισ είναι επίςθσ μια τυχαία μεταβλθτι  

 

                                                             𝑌 = 𝑎 
𝑇│
    =

1−𝑣𝑇

𝛿
                                                    (1.17) 

 

1.5.2  Θ Αναλογιςτική Παροφςα Αξία του 𝒂 
𝑻│
     

 

              Θ αναλογιςτικι παροφςα αξία του 𝑎 
𝑇│
     ςυμβολίηεται με 𝑎 𝑥 ,  όπου 𝑥 είναι θ 

θλικία του αςφαλιςμζνου, όταν ξεκινάει θ καταβολι τθσ ςφνταξθσ (ο αςφαλιςμζνοσ 

είναι το πρόςωπο ςτου οποίου τθ ηωι βαςίηονται οι πλθρωμζσ παροχϊν τθσ 

ράντασ). 

                 𝐸 𝑌 =  𝑎 𝑥 = 𝐸  𝑎 
𝑇│
     =   𝑎 

𝑡│
   

∞

0
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =   𝑎 

𝑡│
   𝑝𝑥𝑡 𝜇𝑥+𝑡𝑑𝑡

∞

0
            (1.18) 

 όπου 𝑓 𝑡   θ ςυνάρτθςθ κνθςιμότθτασ, 𝑝𝑥𝑡  θ πικανότθτα ζνα άτομο θλικίασ 𝑥 να 

ηιςει 𝑡 χρόνια και  𝜇𝑥+𝑡  θ ζνταςθ κνθςιμότθτασ ςτθν θλικία 𝑥 + 𝑡. 

              Θ εξίςωςθ (1.18) ορίηει το 𝑎 𝑥  , αλλά μπορεί να μθν είναι ο καλφτεροσ τρόποσ 

για να υπολογιςτεί. Υπάρχει ζνασ εναλλακτικόσ τφποσ για τον υπολογιςμό αυτό, ο 

οποίοσ χρθςιμοποιεί μια ράντα μικτισ αςφάλιςθσ 𝐸𝑥𝑛 , όπου ςυμβολίηεται 

επίςθσ 𝐴
𝑥:𝑛│

    .  

              Υπενκυμίηουμε ότι θ 𝐸𝑥𝑛  είναι θ αναλογιςτικι παροφςα αξία των 

πλθρωμϊν μιασ μονάδασ που γίνεται ακριβϊσ τθ χρονικι ςτιγμι 𝑛, αν ο 

αςφαλιςμζνοσ είναι ηωντανόσ εκείνθ τθ ςτιγμι.  

                                            𝐴
𝑥:𝑛│

    = 𝐸𝑥𝑛 = 𝑣𝑛 𝑝𝑥 = 𝑒−𝑛𝛿 𝑝𝑥𝑛𝑛                                  (1.19) 
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Χρθςιμοποιϊντασ ολοκλιρωςθ κατά παράγοντεσ μπορεί να αποδειχκεί ότι: 

                                                     𝑎 𝑥 =  𝐸𝑥𝑡
∞

0
𝑑𝑡                                                         (1.20) 

            Θ εξίςωςθ (1.20) ζχει μια φυςικι ερμθνεία που μπορεί να βοθκάει ςτθν 

κατανόθςθ τθσ. Μια ςυνεχισ ράντα πλθρωμϊν μιασ μονάδασ πλθρϊνει 1𝑑𝑡 ςτο 

διάςτθμα [𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡] αν ο αςφαλιςμζνοσ είναι ηωντανόσ ςε αυτό το διάςτθμα. Θ 

αναλογιςτικι παροφςα αξία του εν λόγω 1𝑑𝑡 είναι 𝐸𝑥𝑡  𝑑𝑡. Το ολοκλιρωμα 

προςκζτει ςυνεχϊσ όλεσ αυτζσ τισ παροφςεσ αξίεσ για να δϊςουν τθ ςυνολικι 

αναλογιςτικι παροφςα αξία τθσ ράντασ. 

           Εάν χρθςιμοποιιςουμε τθν (1.18) ι τθν (1.20) κα πρζπει να γίνει κάποια 

ολοκλιρωςθ. Ευτυχϊσ, υπάρχει ζνασ ευκολότεροσ τρόποσ για να βροφμε το 𝑎 𝑥  αν 

ζχουμε ιδθ βρει το 𝐴 
𝑥  . Μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν παρακάτω εξίςωςθ 

για να λφςουμε το 𝑎 𝑥   ωσ προσ το 𝐴 
𝑥 . 

                                                           𝑎 𝑥 =
1−𝐴 𝑥

𝛿
                                                              (1.21) 

           Θα κάνουμε τϊρα μια ςφντομθ απόδειξθ τθσ (1.21). Για τθν απόδειξθ αυτι, 

είναι ςθμαντικό να κυμθκοφμε ότι 𝐸(𝑣𝑇) = 𝐴 
𝑥 . Ζχουμε ιδθ επιςθμάνει ότι:  

𝑌 = 𝑎 
𝑇│
    =

1 − 𝑣𝑇

𝛿
 

Αυτό μπορεί να γραφτεί επίςθσ ωσ:  

𝑣𝑇 + 𝛿𝑎 
𝑇│
    = 1 

Αν πάρουμε τθν αναμενόμενθ τιμι τθσ κάκε πλευράσ αυτισ τθσ εξίςωςθσ, το 

αποτζλεςμα είναι:  

𝐸(𝑣𝑇) + 𝛿𝐸(𝑎 
𝑇│
    ) = 1 

 

αφοφ 𝐸(𝑣𝑇) = 𝐴 
𝑥  και 𝐸(𝑎 

𝑇│
    ) = 𝑎 𝑥   βλζπουμε ότι: 

                                                              𝐴 
𝑥 + 𝛿𝑎 𝑥 = 1                                                       (1.22) 
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1.5.3 Εφρεςη του 𝒂 𝒙 για το Εκθετικό Μοντζλο Επιβίωςησ (΢ταθερή 

Ζνταςη) 
 

           Υπάρχει μια πολφ απλι φόρμουλα για το 𝐴 
x  όταν θ υπολειπόμενθ διάρκεια 

ηωισ  𝛵 είναι εκκετικι τυχαία μεταβλθτι με τθ δφναμθ τθσ κνθςιμότθτασ 𝜇, και μια 

ςτακερι ζνταςθ επιτοκίου 𝛿:  

𝐴 
𝑥 =

𝜇

𝜇 + 𝛿
 

Μποροφμε άμεςα να χρθςιμοποιιςουμε τθν ςχζςθ (1.21) για να βροφμε το 𝑎 𝑥 . 

𝑎 𝑥 =
1 −  

𝜇
𝜇 + 𝛿

 

𝛿
=

1

𝜇 + 𝛿
 

                                                                                                                                  (1.23) 

1.5.4  Θ Διαςπορά του 𝒂 
𝑻│
     

 

               Μποροφμε να πάμε απευκείασ ςτθν διαςπορά του 𝑎 
𝑇│
     χωρίσ να χρειαςτεί 

να βροφμε τθ δεφτερθ ροπι εκ των προτζρων.  

Ο τφποσ που χρθςιμοποιείται ςε αυτιν τθν περίπτωςθ είναι: 

𝑉(𝑎 
𝑇│
    ) =

2𝐴 
𝑥 − 𝐴 

𝑥
2

𝛿2
 

                                                                                                                                  (1.24) 

(όπου, 2𝐴 
𝑥  είναι θ αναμενόμενθ παροφςα αξία που υπολογίηεται για επιτόκιο 

(1 + 𝑖)2). 

              Για να καταλιξουμε ςτον παραπάνω τφπο, μποροφμε απλά να πάρουμε τθ 

διαςπορά τθσ κάκε πλευράσ τθσ εξίςωςθσ (1.17), τθν οποία επαναλαμβάνουμε εδϊ 

για διευκόλυνςθ  

𝑎 
𝑇│
    =

1 − 𝑣𝑇

𝛿
 

Χρθςιμοποιϊντασ τισ ιδιότθτεσ τθσ διαςποράσ 

𝑉  𝑎 
𝑇│
     = 𝑉  

1

𝛿
+

−𝑣𝑇

𝛿
 = 𝑉  

−𝑣𝑇

𝛿
 =

1

𝛿2
𝑉 𝑣𝑇  
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Γνωρίηουμε ότι 

𝑉 𝑣𝑇 = 2𝐴 
𝑥 − 𝐴 

𝑥
2
 

Χρθςιμοποιϊντασ αυτό το ςυμβολιςμό, 

𝑉  𝑎 
𝑇│
     =

𝑉(𝑣𝑇  )

𝛿2
=

2𝐴 
𝑥 − 𝐴 

𝑥
2

𝛿2
 

 

 

Παράδειγμα 1.5.1 

               Για μια ςυνεχι ιςόβια ράντα μιασ μονάδασ ατόμου θλικίασ 𝑥: 

i) το 𝑇(𝑥) είναι θ τυχαία μεταβλθτι για άτομο θλικίασ 𝑥 που ςυμβολίηει τθ 

μζλλουςα διάρκεια ηωισ 

ii) H ζνταςθ του επιτοκίου και θ ζνταςθ κνθςιμότθτασ είναι ίςεσ και 

ςυνεχείσ  

iii) 𝑎 𝑥 = 12.50. 

 

Θα υπολογίςουμε τθν τυπικι απόκλιςθ του 𝑎 
𝑇(𝑥)│
        . 

Μασ δίνεται ότι 𝜇 = 𝛿. Επομζνωσ 

𝑎 𝑥 =
1

𝜇 + 𝛿
=

1

2𝜇
= 12.5 ⤑ 𝜇 = 0.04 

𝐴 
𝑥 =

𝜇

𝜇 + 𝛿
=

𝜇

2𝜇
=

1

2
 

2𝐴 
𝑥 =

𝜇

𝜇 + 2𝛿
=

𝜇

3𝜇
=

1

3
 

𝑉  𝑎 
𝑇│
     =

2𝐴 
𝑥 − 𝐴 

𝑥
2

𝛿2
=

1
3 −  

1
2 

2

 0.04 2
= 52.083 

Επομζνωσ θ τυπικι απόκλιςθ είναι   52.083 = 7.217∎ 
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1.5.5  Θ Κατανομή του 𝒂 
𝑻│
     

 

         Δείξαμε πϊσ να βροφμε τθν ακροιςτικι κατανομι τθσ ιςόβιασ αςφάλιςθσ τθσ 

τυχαίασ μεταβλθτισ 𝑍 = 𝑣𝑇  όταν θ 𝛵 είναι ομοιόμορφθ. Εδϊ κα χρθςιμοποιιςουμε 

μεταςχθματιςμοφσ για να κάνουμε κάτι παρόμοιο για τθν τυχαία μεταβλθτι 

𝑌 = 𝑎 
𝑇│
     όταν το 𝛵 είναι θ ςτακερι ζνταςθ. Αυτι τθ φορά κα βροφμε τθ ςυνάρτθςθ 

επιβίωςθσ 𝑆𝑦 𝑦 . 

 

 

Παράδειγμα 1.5.2 

         Ορίηουμε το υπόλοιπο τθσ ηωισ τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝛵 ωσ εκκετικι με 

ςτακερι ζνταςθ 𝜇. Θα βροφμε τθ ςυνάρτθςθ επιβίωςθσ 𝑆𝑦 𝑦  για 𝑌 = 𝑎 
𝑇│
     αν θ 

ςτακερι ζνταςθ του επιτοκίου είναι 𝛿. 

𝑆𝑦 𝑦 = 𝑃 𝑌 > 𝑦  

= 𝑃  
1 − 𝑣𝑇

𝛿
> 𝑦  

= 𝑃 1 − 𝑣𝑇 > 𝛿𝑦  

= 𝑃 1 − 𝛿𝑦 > 𝑣𝑇  

= 𝑃 1 − 𝛿𝑦 > 𝑒−𝛿𝑇  

= 𝑃 ln 1 − 𝛿𝑦 > 𝛿𝑇  

= 𝑃  −
ln 1 − 𝛿𝑦 

𝛿
< 𝑇  

= 𝑆𝑇  −
ln 1 − 𝛿𝑦 

𝛿
  

= 𝑒 
𝜇
𝛿

ln 1−𝛿𝑦   

=  1 − 𝛿𝑦 
𝜇
𝛿∎ 
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Παράδειγμα 1.5.3 

           Για τθν τυχαία μεταβλθτι 𝑌 = 𝑎 
𝑇│
     ςτο παράδειγμα 1.5.2 κα βροφμε τθν  

πικανότθτα 𝑃(𝑎 
𝑇│
    > 𝑎 𝑥).  

𝑃(𝑎 
𝑇│
    > 𝑎 𝑥) = 𝑆𝑌 𝑎 𝑥 = (1 − 𝛿𝑎 𝑥)

𝜇
𝛿 =  1 − 𝛿

1

𝜇 + 𝛿
 

𝜇
𝛿

=  
𝜇

𝜇 + 𝛿
 

𝜇
𝛿

∎ 

 

 

1.6   ΢ΤΝΕΧΕΙ΢ ΠΡΟ΢ΚΑΙΡΕ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΗΩΘ΢ 

 

              Μια πρόςκαιρθ ράντα ηωισ 𝑛 − 𝜀𝜏ώ𝜈 λειτουργεί ςαν 𝑛 − έ𝜏𝜂 μικτι 

αςφάλιςθ. Ο αςφαλιςμζνοσ λαμβάνει πλθρωμζσ κατά τα επόμενα 𝑛 ζτθ εφ 'όςον 

αυτόσ είναι ηωντανόσ. Aν είναι ηωντανόσ τθ χρονικι ςτιγμι 𝑛, οι πλθρωμζσ 

ςταματάνε, και το ςυνολικό ςυςςωρευμζνο ποςό, είναι  𝑎 
𝑛│
    =

1−𝑣𝑛

𝛿
 

               Αυτό ςθμαίνει ότι οι πλθρωμζσ παφουν ςε περίπτωςθ κανάτου ι ςε 𝑛 έ𝜏𝜂, 

όποιο από τα δφο, ςυμβεί πρϊτο. 

Θ τυχαία μεταβλθτι 𝛶 για μια ςυνεχι ράντα 𝑛 − 𝜀𝜏ώ𝜈 μιασ μονάδασ είναι  

𝛶 =  
 𝑎 

𝑇│ 
         ,     𝑇 < 𝑛

 𝑎 
𝑛│
        ,    𝑇 ≤ 𝑛

  

              Θ εξίςωςθ για μια 𝑛 − 𝜀𝜏ώ𝜈 είναι πρόςκαιρθ ράντα ηωισ και είναι 

παρόμοια με αυτι μιασ ιςόβιασ ράντασ με μικρζσ τροποποιιςεισ. 

             Θ αναμενόμενθ τιμι τθσ 𝛶 ςυμβολίηεται με  𝑎 
𝑥:𝑛│

     . Μπορεί να υπολογιςτεί 

ωσ  

                            𝑎 
𝑥:𝑛│

    =   𝑎 
𝑡│
    𝑡𝑝𝑥𝜇𝑥+𝑡 𝑑𝑡 +   𝑎 

𝑛│
    ( 𝑛𝑝𝑥) 

𝑛

0
                               (1.25)             

           Ππωσ και με τθν ιςόβια ράντα, μπορεί να γίνει μια ολοκλιρωςθ κατά 

παράγοντεσ για να πάρουμε τθν εναλλακτικι μορφι 

 𝑎 
𝑥:𝑛│

    =  𝑡𝐸𝑥 𝑑𝑡 
𝑛

0

 

                                                                                                                                  (1.26) 
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              Ππωσ με τθν ιςόβια ράντα, υπάρχει μια απλι φόρμουλα για το 

 𝑎 
𝑥:𝑛│

     ςυναρτιςει του  𝐴 
𝑥:𝑛│

     . Να ςθμειωκεί ότι αυτι είναι μια μικτι αςφάλιςθ και 

υπενκυμίηουμε ότι: 

 𝑎 
𝑥:𝑛│

    =
1− 𝐴 

𝑥:𝑛│
    

𝛿
                                                                                   

        (1.27) 

 

             Θ διαςπορά τθσ 𝑛 − 𝜀𝜏ώ𝜈 πρόςκαιρθσ ράντασ, τυχαίασ μεταβλθτισ 

𝛶 λειτουργεί όπωσ και θ διαςπορά τθσ ιςόβιασ ράντασ. 

𝑉 𝑌 =

2 𝐴 
𝑥:𝑛│

    −  𝐴 
𝑥:𝑛│

    
2

𝛿2
 

                                                                                                                                (1.28) 

 

1.7  ΑΝΑΒΑΛΛΟΜΕΝΕ΢ ΡΑΝΣΕ΢ ΗΩΘ΢ 

 

             Μια 𝑛 − έ𝜏𝜂 αναβαλλόμενθ ράντα [1] είναι μια ράντα ηωισ κατά τθν οποία 

οι πλθρωμζσ κα αρχίςουν ςε 𝑛 ζτθ, εάν ο αςφαλιςμζνοσ είναι ακόμα ηωντανόσ τθν 

χρονικι ςτιγμι 𝑛. Αν 𝛵 είναι θ τυχαία μεταβλθτι που δείχνει τθν υπολειπόμενθ 

διάρκεια ηωισ του αςφαλιςμζνου, θ τυχαία μεταβλθτι 𝛶 για το 𝑛 − έ𝜏𝜊𝜎 τθσ 

αναβαλλομζνθσ ράντασ είναι: 

𝛶 =  
0 ,                           𝑇 < 𝑛
 𝑣𝑛𝑎 

𝑇−𝑛│
         ,            𝑇 ≥ 𝑛

  

            Θ παροφςα αξία μιασ 𝑛 − έ𝜏𝜂𝜎 αναβαλλόμενθσ ράντασ πλθρωμϊν μιασ 

μονάδασ για άτομο θλικίασ 𝑥 ςυμβολίηεται με 𝑎 𝑥𝑛│
 . Στθν πραγματικότθτα είναι 

απλά θ αναλογιςτικι παροφςα αξία ςτθν θλικία 𝑥 μιασ ιςόβιασ ράντασ που ξεκινάει 

ςτθν θλικία 𝑥 + 𝑛, προεξοφλθμζνθ ςτθν θμερομθνία αγοράσ. 

                                              𝑎 𝑥 𝑛│
= 𝐸𝑥  𝑛 𝑎 𝑥+𝑛 = vn( 𝑝𝑥  𝑛 )𝑎 𝑥+𝑛                                 (1.29) 

             Αφοφ ξζρουμε πωσ να υπολογίςουμε τόςο τθν αναλογιςτικι ποςότθτα 𝐸𝑥  𝑛  

και τθν ιςόβια ράντα  𝑎 𝑥+𝑛  , ο υπολογιςμόσ τθσ παροφςασ αξίασ τθσ αναβαλλομζνθσ 

ράντασ είναι απλόσ όπωσ φαίνεται ςτο επόμενο παράδειγμα. 
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Παράδειγμα 1.7.1 

             Το υπόλοιπο τθσ ηωισ κατά τθ γζννθςθ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝛸 που είναι 

εκκετικι με 𝜇 = 0.05. Θα βροφμε 𝑎 3010│
 αν θ ζνταςθ του επιτοκίου είναι 𝛿 = 0.10. 

             Αφοφ το υπόλοιπο τθσ ηωισ τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝛵 είναι εκκετικι με 

𝜇 = 0.05. Γνωρίηουμε ότι για εκκετικισ μορφισ διάρκεια ηωισ ζχουμε: 

𝐸𝑥 = 𝑒−𝑛(𝜇+𝛿) 𝑛 → 𝐸𝑥 = 𝑒−10(0.05+0.10) 10 = 𝑒−1.5 

Το υπόλοιπο τθσ ηωισ ςτθν θλικία 𝑥 = 40 είναι επίςθσ εκκετικά κατανεμθμζνο με 

𝜇 = 0.05. Οπότε,  

𝑎 40 =
1

𝜇 + 𝛿
=

1

0.15
= 6.666  

Άρα ζπεται ότι: 

𝑎 3010│
= 𝐸30  10 𝑎 40 = 𝑒−1.56.666 = 1.4875∎ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 
 

΢τοχαςτική Θεωρία 

 

Στο κεφάλαιο αυτό κα αςχολθκοφμε με μερικζσ βαςικζσ ζννοιεσ από τθν 

ςτοχαςτικι κεωρία. Θα παρουςιάςουμε τισ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ, ιδιαίτερα τθν 

κίνθςθ Brown, το ολοκλιρωμα και το Λιμμα του Itô και κα ολοκλθρϊςουμε τθν 

ενότθτα με μια αναφορά ςτισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ [2]. Πλα τα 

παραπάνω παίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθν ςτοχαςτικι ανάλυςθ και ςτθν ςφγχρονθ  

κεωρία πικανοτιτων με πολφ ςθμαντικζσ εφαρμογζσ ςτα ςτοχαςτικά 

χρθματοοικονομικά.     

Θ κεωρία των ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν αρχικά ςυνδζκθκε  με τθν μελζτθ 

των διακυμάνςεων και του κορφβου ςε φυςικά ςυςτιματα. Μια ςτοχαςτικι 

διαδικαςία είναι ζνα μακθματικό μοντζλο που ςυνικωσ εξελίςςεται ςτο χρόνο 

βάςει πικανοκεωρθτικϊν νόμων.                     

Θ κεωρία τυχαίων μεταβλθτϊν δεν παρζχει τα μζςα για τθν εξζταςθ 

φαινομζνων που είναι τυχαία και εξελίςςονται ςτο χρόνο, όπωσ ςυμβαίνει ςε πολλά 

φυςικά ςυςτιµατα. Αυτό είναι το κίνθτρο για τθν ανάπτυξθ τθσ κεωρίασ των 

ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν. 

 

2.1   ΢ΣΟΧΑ΢ΣΙΚΕ΢ ΔΙΑΔΙΚΑ΢ΙΕ΢ 

 

           Υποκζτουμε ότι θ ςυναλλαγματικι ιςοτιμία €/$ ςε κάκε χρονικι ςτιγμι 

𝑡 είναι τυχαία. Ωσ εκ τοφτου, μποροφμε να τθν ερμθνεφςουμε ωσ μια 

πραγματοποίθςθ 𝑋𝑡(𝜔) τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝑋𝑡 , και ζτςι παρατθροφμε τθ 𝑋𝑡(𝜔) 

ςε ζνα ςυγκεκριμζνο χρονικό διάςτθμα. Ρροκειμζνου να κάνουμε μια πρόβλεψθ 

για το που κα βρίςκεται θ ςυναλλαγματικι ιςοτιμία τθν επόμενθ ϊρα, είναι 

χριςιμο να δοφμε τθν πορεία τθσ ωσ τϊρα, και να προςζξουμε τθν εξζλιξθ τθσ. Θ 

όλθ πορεία τθσ ςυναλλαγματικισ ιςοτιμίασ που ζχει καταγραφεί είναι ςτθν ουςία 

μια ςτοχαςτικι διαδικαςία και υπάρχει ςυγκεκριμζνο μακθματικό μοντζλο που 

χρθςιμοποιείται για να περιγράψει τζτοια φαινόμενα. 
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             Μια ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝑋 είναι μια ςυλλογι τυχαίων μεταβλθτών 

 𝑋𝑡 , 𝑡 Є 𝑇 =  𝑋𝑡 𝜔 , 𝑡 Є 𝑇 , 𝜔 Є 𝛺 ,   

όπου ορίηεται ςε κάποιο χώρο 𝛺. 

                 Για τουσ ςκοποφσ μασ,  𝑇 είναι ςυχνά ζνα χρονικό διάςτθμα, για 

παράδειγμα 𝑇 = [𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏) ή  [𝑎, ∞) για 𝑎 < 𝑏 οπότε καλοφμε 𝑋 μια διαδικαςία 

ςυνεχοφσ χρόνου ςε αντίκεςθ με τισ διαδικαςίεσ διακριτοφ χρόνου. Στθν δεφτερθ 

περίπτωςθ το 𝑇 είναι ζνα πεπεραςμζνο ι αρικμιςιμο άπειρο ςφνολο. Για 

προφανείσ λόγουσ, ο δείκτθσ 𝑡 τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝑋𝑡  ςυχνά αναφζρεται ωσ 

χρόνοσ, και κα ακολουκιςει τθν εν λόγω παραδοχι. 

                 Μια ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝑋 μπορεί να κεωρθκεί και ωσ μία ςυνάρτθςθ 

δφο μεταβλθτών. Για μια ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι 𝑡 είναι μια τυχαία 

μεταβλθτι: 

𝑋𝑡 : 𝛺 ⟼ ℝ   ∶  𝜔 ⟼ 𝑋𝑡 𝜔  

για ζνα ςτακερό τυχαίο αποτζλεςμα  𝜔 Є  𝛺 , είναι μια ςυνάρτθςθ του χρόνου: 

𝑋. 𝜔 : 𝑇 ⟼ ℝ   ∶  𝑡 ⟼ 𝑋𝑡 𝜔  

Η ςυνάρτθςθ αυτι ονομάηεται πραγματοποίθςθ, ι τροχιά (path) τθσ διαδικαςίασ 𝑋. 

               Αυτζσ οι δφο πτυχζσ τθσ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ απεικονίηονται ςτο 

παρακάτω Σχιματα  1 και 2. 

΢χήμα 1: Ρζντε τυχαίεσ τροχιζσ τθσ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ  (𝑋𝑡 , 𝑡 Є  0,1 ). Ράνω διάγραμμα: Θ κάκε τροχιά 

αντιςτοιχεί ςε ζνα διαφορετικό 𝜔 Є  𝛺. Μεςαίο και κάτω διάγραμμα: Οι τιμζσ των οριηόντιων αξόνων 

για 𝑡 = 0.1, 0.2 …  0.9 αναπαριςτοφν τισ τυχαίεσ μεταβλθτζσ 𝛸0.1 , 𝛸0.2  … 𝛸0.9.  
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΢χήμα 2: Θ κακθμερινι εξζλιξθ του δείκτθ S&P ςε ζνα ςυνολικό διάςτθμα 7.422 θμερϊν. Το διάγραμμα 

υποδεικνφει ότι θ εξζλιξθ του δείκτθ S&P μπορεί να γίνει αντιλθπτι ςαν μια τροχιά μιασ διαδικαςίασ ςυνεχοφσ 

χρόνου. Αν υπάρχουν πολλζσ παρατθριςεισ ζτςι ϊςτε οι ςτιγμζσ 𝑡 Є  𝑇 να είναι αρκετά πυκνζσ τότε αυτόματα 

μια διαδικαςία που μοιάηει για διακριτι μετατρζπεται ςε ςυνεχι.  Ζτςι πολλζσ φορζσ είναι δφςκολο κάποιοσ να 

αποφαςίςει αν πρζπει να χρθςιμοποιθκεί το διακριτό ι ςυνεχζσ μοντζλο. 

 

Παράδειγμα 2.1.1 

                      Μια χρονικι ςειρά  𝑋𝑡,   𝑡 = 0, ±1, ±2, … ., είναι μια διαδικαςία 

διακριτοφ χρόνου με  𝑇 = ℤ =  0, ±1, ±2, …  . Οι χρονοςειρζσ αποτελοφν μια 

ςθμαντικι κατθγορία των ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν.  Υπάρχουν ςχετικά μοντζλα, με 

πολλζσ εφαρμογζσ ςτθν πραγματικι ηωι. Κάποιεσ ςειρζσ αντιπροςωπεφουν, για 

παράδειγμα, τθν θμεριςια κερμοκραςία του ςϊματοσ του αςκενοφσ ςε 

νοςοκομείο, τισ θμεριςιεσ αποδόςεισ τθσ τιμισ ι τον μθνιαίο αρικμό επιβατϊν τθσ 

εναζριασ κυκλοφορίασ ςτισ Θνωμζνεσ Ρολιτείεσ. Τα πιο δθμοφιλι κεωρθτικά 

μοντζλα χρονοςειρϊν είναι τα μοντζλα ARMA διαδικαςίεσ (AutoRegressive Moving 

Average (ΑυτοΡαλινδρομοφμενoσ Κινθτόσ Μζςοσ)). Αυτζσ οι διαδικαςίεσ δίνονται 

από οριςμζνεσ εξιςϊςεισ διαφορϊν ςτισ οποίεσ εμπλζκεται μία ακολουκία από 

ανεξάρτθτεσ ιςοκατανεμθμζνεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ (τ.μ.) (𝑍𝑡 ), γνωςτι και ωσ 

κόρυβοσ (noise). Για παράδειγμα, ζνασ κινθτόσ μζςοσ όροσ τθσ τάξθσ 𝑞 ≥ 1  ορίηεται 

ωσ: 

 

𝑋𝑡 = 𝑍𝑡 + 𝜃1𝑍𝑡−1 + ⋯ + 𝜃𝑞𝑍𝑡−𝑞 ,       𝑡 Є  ℤ 
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και μία αυτοπαλινδρομοφμενθ διαδικαςία πρϊτθσ τάξθσ δίνεται από: 

𝑋𝑡 = 𝛷𝑋𝑡−1 + 𝑍𝑡,      𝑡 Є  ℤ. 

            Εδϊ τα 𝜃1, …… . , 𝜃𝑞  και το 𝛷  είναι πραγματικζσ παράμετροι. Μοντζλα 

χρονοςειρϊν μπορεί να νοθκοφν ωσ διακριτοποιιςεισ ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν 

εξιςϊςεων (Σ.Δ.Ε.). Δφο παραδείγματα χρονοςειρϊν φαίνονται ςτο παρακάτω 

Σχιμα 3. 

 

΢χήμα 3: Δφο χρονοςειρζσ 𝛸𝑡 , 𝑡 = 1, … , 100.  Αριςτερά: διαδοχικζσ θμεριςιεσ λογαρικμικζσ αποδόςεισ του 

δείκτθ S&P. Δεξιά: μία προςομοιωμζνθ τροχιά τθσ αυτοπαλινδρόμενθσ διαδικαςίασ 𝑋𝑡 = 0.5𝑋𝑡−1  +  𝑍𝑡 , όπου 
𝑍𝑡  είναι ανεξάρτθτεσ και ιςοκατανεμθμζνεσ τ.μ. που ακολουκοφν τθν τυπικι κανονικι κατανομι. 

 

              Βλζπουμε ότι οι ζννοιεσ μιασ τυχαίασ μεταβλθτισ 𝛸 και μιασ ςτοχαςτικισ 

διαδικαςίασ  𝑋𝑡 , 𝑡 Є 𝑇  δεν είναι τόςο πολφ διαφορετικζσ. Και οι δφο ζχουν τυχαίεσ 

πραγματοποιιςεισ, αλλά θ πραγματοποίθςθ 𝑋 𝜔  μιασ τυχαίασ μεταβλθτισ είναι 

ζνασ αρικμόσ, ενϊ θ πραγματοποίθςθ του 𝑋𝑡 𝜔 , 𝑡 Є 𝑇 μιασ ςτοχαςτικισ 

διαδικαςίασ είναι μια ςυνάρτθςθ του 𝑇. Ζτςι μποροφμε να κεωριςουμε μια 

ςτοχαςτικι διαδικαςία ωσ ζνα τυχαίο ςτοιχείο που λαμβάνει ςυναρτιςεισ  ωσ τιμζσ. 

Επιπλζον, μποροφμε να ερμθνεφςουμε μια τυχαία μεταβλθτι και ζνα τυχαίο 

διάνυςμα ωσ ειδικζσ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ με πεπεραςμζνο δείκτθ 𝑇. 

 

2.1.1  Κατανομή   

              

                Κατ’ αναλογία προσ τισ τυχαίεσ μεταβλθτζσ και τα τυχαία διανφςματα 

κζλουμε να ειςάγουμε τα μθ-τυχαία χαρακτθριςτικά μιασ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ 

𝛸, όπωσ θ κατανομι τθσ 𝛸, θ μζςθ τιμι, κλπ. Αυτι είναι μια πιο περίπλοκθ 

διαδικαςία από τθν περιγραφι ενόσ τυχαίου διανφςματοσ. Ρράγματι, μια 
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τετριμμζνθ ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝛸 =  𝑋𝑡 , 𝑡 Є 𝑇   με άπειρο ςφνολο δείκτθ 𝑇 είναι 

ζνα άπειρο-διάςτατο αντικείμενο, το οποίο μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ άπειρθ 

ςυλλογι των τυχαίων μεταβλθτϊν 𝑋𝑡 , 𝑡 Є 𝑇. Δεδομζνου ότι οι τιμζσ τθσ 𝑋 είναι 

ςυναρτιςεισ του 𝑇, θ κατανομι τθσ 𝑋 κα πρζπει να οριςτεί ςε υποςφνολα 

οριςμζνου «χϊρου ςυναρτιςεων», δθλαδι 

                                                    𝑃 𝑋 Є 𝐴 ,      𝐴 Є ℱ,                                                         (2.1) 

 όπου ℱ είναι μια ςυλλογι των κατάλλθλων υποςυνόλων αυτοφ του χϊρου των 

ςυναρτιςεων. Αυτι θ προςζγγιςθ είναι δυνατι, αλλά απαιτεί προθγμζνα 

μακθματικά, και ζτςι προςπακοφμε να βροφμε κάποια απλοφςτερα μζςα. 

               Θ ςθμαντικι παρατιρθςθ είναι ότι μια ςτοχαςτικι διαδικαςία μπορεί να 

ερμθνευκεί ωσ μια ςυλλογι τυχαίων διανυςμάτων. 

              Οι κατανομζσ πεπεραςμζνθσ διάςταςθσ (finite-dimensional distributions 

(fidis)) τθσ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ 𝑋 είναι οι κατανομζσ των διανυςμάτων 

πεπεραςμζνθσ-διάςταςθσ. 

 𝑋𝑡1
, … … , 𝑋𝑡𝑛

 ,           𝑡1, … . . , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇, 

για όλεσ τισ πικανζσ χρονικζσ ςτιγμζσ  𝑡1, … . . , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇 και κάκε 𝑛 ≥ 1. 

               Μποροφμε  να φανταςτοφμε τισ πεπεραςμζνων διαςτάςεων κατανομζσ 

πολφ πιο εφκολα από τθν περίπλοκθ κατανομι (2.1) μιασ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ. 

Μπορεί να αποδειχκεί ότι οι κατανομζσ πεπεραςμζνων διαςτάςεων κακορίηουν τθν 

κατανομι του 𝑋. Με αυτι τθν ζννοια, αναφερόμαςτε ςτθ ςυλλογι των κατανομϊν 

πεπεραςμζνων διαςτάςεων  ωσ τθν κατανομι τθσ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ. 

                Στοχαςτικζσ διαδικαςίεσ μποροφν να ταξινομθκοφν με βάςθ διάφορα 

κριτιρια. Ζνα από αυτά είναι το είδοσ των κατανομϊν πεπεραςμζνων διαςτάςεων. 

 

Παράδειγμα 2.1.2   

         Μια ςτοχαςτικι διαδικαςία λζγεται Γκαουςιανι (Gaussian) αν όλεσ οι 

κατανομζσ πεπεραςμζνων διαςτάςεων που τθν αποτελοφν, είναι Γκαουςιανζσ 

πολυμεταβλθτζσ.  Γνωρίηουμε  ότι οι παράμετροι 𝜇 και 𝛴 ενόσ Γκαουςιανοφ 

διανφςματοσ είναι θ μζςθ τιμι και θ ςυνδιακφμανςθ του αντίςτοιχα. Οπότε και θ 

κατανομι μιασ Γκαουςιανισ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ κακορίηεται από τθ ςυλλογι 

των μζςων τιμϊν και των ςυνδιακυμάςεων των κατανομϊν πεπεραςμζνων 

διαςτάςεων . 
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           Μια απλι Γκαουςιανι διαδικαςία για 𝑇 = [0,1] αποτελείται από ανεξάρτθτεσ 

τυχαίεσ μεταβλθτζσ που ακολουκοφν τθν τυπικι κανονικι κατανομι. Σε αυτι τθν 

περίπτωςθ οι κατανομζσ πεπεραςμζνων διαςτάςεων χαρακτθρίηονται από τισ 

ςυναρτιςεισ κατανομισ: 

 

𝑃 𝑋𝑡1
< 𝑥1, … … , 𝑋𝑡𝑛

< 𝑥𝑛  

= 𝑃 𝑋𝑡1
≤ 𝑥1 …𝑃 𝑋𝑡𝑛

≤ 𝑥𝑛  

= 𝛷 𝑥1 … . 𝛷(𝑥𝑛 ) 

0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑛 ≤ 1,          𝑥1. . . 𝑥𝑛  Є ℝ𝑛  ∎ 

          Οι τροχιζσ  αυτισ τθσ διαδικαςίασ είναι μθ ομαλζσ όπωσ βλζπουμε και ςτο 

παρακάτω Σχιμα 4. 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 4: Μια τροχιά τθσ Γκαουςιανισ διαδικαςίασ  (𝑋𝑡 , 𝑡 Є  0,1 ), όπου 𝛸𝑡  είναι ανεξάρτθτεσ ιςοκατανεμθμζνεσ  

τ.μ. που ακολουκοφν τυπικι κανονικι κατανομι. 

 

2.1.2  Μζςη Σιμή και η ΢υνάρτηςη τησ ΢υνδιακφμανςησ 
 

              Για ζνα τυχαίο διάνυςμα 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ορίηουμε τθν μζςθ τιμι 

𝜇𝑥 = (𝐸𝑋1, … , 𝐸𝑋𝑛) και τον πίνακα ςυνδιακφμανςθσ 𝛴𝑥 =  𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗  , 𝑖, 𝑗 =

1, … , 𝑛 . 

               Μια ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝑋 = (𝑋𝑡 , 𝑡 Є 𝑇)   μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ 

ςυλλογι των τυχαίων διανυςμάτων  𝑋𝑡1
, … , 𝑋𝑡𝑛

  για 𝑡1, … , 𝑡𝑛  Є 𝑇 και 𝑛 ≥ 1. Για 

κάκε ζνα από αυτά μποροφμε να κακορίςουμε τθν μζςθ τιμι και τον πίνακα 

ςυνδιακφμανςθσ. Εναλλακτικά, μποροφμε να κεωριςουμε αυτζσ τισ ποςότθτεσ ωσ 

ςυναρτιςεισ του 𝑡 Є 𝑇: 
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                                 Η ςυνάρτθςθ μζςθσ τιμισ τθσ 𝑋 δίνεται από : 

𝜇𝑋 𝑡 = 𝜇𝑋𝑡
= 𝐸𝑋𝑡 ,     𝑡 Є 𝑇. 

                                Η ςυνάρτθςθ ςυνδιακφμανςθσ τθσ 𝑋 δίνεται από : 

𝑐𝑋 𝑡, 𝑠 = 𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑡 , 𝑋𝑠 = 𝐸  𝑋𝑡 − 𝜇𝑋 𝑡   𝑋𝑠 − 𝜇𝑋 𝑠   ,   𝑡, 𝑠 Є 𝑇. 

                               Η ςυνάρτθςθ διαςποράσ τθσ 𝑋 δίνεται από : 

𝜍𝑋
2(𝑡) = 𝑐𝑋 𝑡, 𝑡 = 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑡 ,   𝑡 Є 𝑇. 

           Μάκαμε ςτο παράδειγμα 2.1.2 ότι οι Γκαουςιανζσ διαδικαςίεσ κακορίηονται 

μόνο από τθν μζςθ και τθ ςυνάρτθςθ ςυνδιακφμανςθσ. Αυτό δεν ιςχφει για μια μθ-

Γκαουςιανι διαδικαςία. 

           Πςον αφορά ζνα τυχαίο διάνυςμα, θ ςυνάρτθςθ μζςθσ τιμισ 𝜇𝑋 𝑡  είναι μια 

ντετερμινιςτικι ποςότθτα γφρω από τθν οποία είναι ςυγκεντρωμζνεσ οι τροχιζσ τθσ 

𝑋 [1]. Θ ςυνάρτθςθ ςυνδιακφμανςθσ 𝑐𝑋 𝑡, 𝑠  είναι ζνα μζτρο τθσ εξάρτθςθσ ςτθ 

διαδικαςία 𝑋. Θ ςυνάρτθςθ διαςποράσ 𝜍𝑋
2(𝑡)  μπορεί να κεωρθκεί ωσ ζνα μζτρο 

τθσ διάδοςθσ των τροχϊν τθσ 𝑋 γφρω από τθ 𝜇𝑋 𝑡 . Σε αντίκεςθ με τθ 

μονοδιάςτατθ περίπτωςθ, μια ζκφραςθ όπωσ θ: «95% όλων των τροχϊν βρίςκονται 

μεταξφ των γραφικϊν παραςτάςεων των 𝜇𝑋 𝑡 − 2𝜍𝑋 𝑡  και 𝜇𝑋 𝑡 + 2𝜍𝑋 𝑡 » είναι 

πολφ δφςκολο να αποδειχτεί (ακόμα και για Γκαουςιανζσ διαδικαςίεσ), και γενικά 

δεν είναι ςωςτό.  

 

Παράδειγμα 2.1.3 

             Θεωροφμε τθ Γκαουςιανι διαδικαςία (𝑋𝑡 , 𝑡 Є  0,1 ) τθσ τυποποιθμζνθσ 

κανονικισ κατανομισ 𝑁 0,1  για ανεξάρτθτεσ ιςοκατανεμθμζνεσ τ.μ. 𝑋𝑡 . Οι 

ςυναρτιςεισ μζςθσ τιμισ και ςυνδιακφμανςθσ  δίνεται από τισ ςχζςεισ: 

 

𝜇𝑋 𝑡 = 0    𝜅𝛼𝜄      𝑐𝑋 𝑡, 𝑠 =  
1, 𝛼𝜈   𝑡 = 𝑠
0, 𝛼𝜈   𝑡 ≠ 𝑠

              

αντίςτοιχα.  ∎ 
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2.2   ΚΙΝΘ΢Θ BROWN 

 

          Μια κίνθςθ Brown διαδραματίηει κεντρικό ρόλο ςτθ κεωρία των ςτοχαςτικϊν 

διαδικαςιϊν [23], ςτθ κεωρία των πικανοτιτων, ςτθ φυςικι, ςτα 

χρθματοοικονομικά και βεβαίωσ και ςε αυτι τθν εργαςία. Θα ξεκινιςουμε με τον 

οριςμό αυτισ τθσ ςθμαντικισ διαδικαςίασ και ςτθ ςυνζχεια, κα ςυνεχίςουμε με 

μερικζσ ςτοιχειϊδεισ ιδιότθτεσ. 

 

2.2.1 Οριςμόσ τησ Κίνηςησ Brown. 
 

          Μια ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝑊 =  𝑊𝑡 , 𝑡 Є [0, ∞)  ονομάηεται (κανονικι) 

κίνθςθ Brown ι διαδικαςία Wiener, εφόςον πλθροφνται οι ακόλουκεσ 

προχποκζςεισ: 

 Αυτι να ξεκινάει από το μθδζν:  𝑊0 = 0. 

 Να ζχει ςτάςιμεσ ανεξάρτθτεσ προςαυξιςεισ. 

 Για κάκε 𝑡 > 0, θ  𝑊𝑡  ζχει μια κανονικι κατανομι 𝑁 0,1 . 

 Να ζχει ςυνεχείσ τροχιζσ (paths), δθλαδι να μθν υπάρχουν άλματα. 

      Στο παρακάτω Σχιμα 5 φαίνονται οι τροχιζσ που περιγράφουν μια κίνθςθ 

Brown. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           ΢χήμα 5: Διάφορεσ τροχιζσ μιασ κίνθςθσ Brown ςτο διάςτθμα *0,1+. 
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Επίςθσ, πρζπει να αναφερκεί ότι θ κίνθςθ Brown είναι μια ςυνάρτθςθ 

“πακολογικι” τθσ οποίασ θ παράγωγοσ δεν ορίηεται πουκενά (βλ. παράρτθμα).  

          Θ κίνθςθ Brown πιρε το όνομά τθσ από τον βιολόγο Robert Brown  του οποίου 

θ ζρευνα χρονολογείται το 1820. Στισ αρχζσ του αιϊνα, οι Albert Einstein (1905) και  

Norbert Wiener (1923) άρχιςαν να αναπτφςςουν τθν μακθματικι κεωρία τθσ 

κίνθςθσ Brown. Ο Wiener (1923) ιταν ο πρϊτοσ που ζκεςε τθν κίνθςθ Brown με μια 

ςτακερι μακθματικι βάςθ. 

 

2.2.2 Κατανομή, Μζςη Σιμή και  ΢υνάρτηςη ΢υνδιακφμανςησ 
 

         Οι κατανομζσ πεπεραςμζνων διαςτάςεων τθσ κίνθςθσ Brown είναι 

πολυμεταβλθτζσ Γκαουςιανζσ κατανομζσ, ωσ εκ τοφτου θ κίνθςθ Brown 𝑊 είναι μια 

Γκαουςιανι διαδικαςία. Ο τελευταίοσ ιςχυριςμόσ επαλθκεφεται με τθν παρατιρθςθ 

ότι θ κίνθςθ Brown ζχει ανεξάρτθτεσ Γκαουςιανζσ προςαυξιςεισ αν 

χρθςιμοποιιςουμε τον τφπο για γραμμικοφσ μεταςχθματιςμοφσ ενόσ Γκαουςιανοφ 

τυχαίου διανφςματοσ [37, ςελ. 35]. 

         Οι τυχαίεσ μεταβλθτζσ 𝑊𝑡 − 𝑊𝑠 και 𝑊𝑡−𝑠 ζχουν μια 𝑁 0, 𝑡 − 𝑠  κατανομι για   

𝑠 < 𝑡. 

        Αυτό προκφπτει από τθ ςταςιμότθτα και τθν ανεξαρτθςία των προςαυξιςεων. 

Ρράγματι, θ 𝑊𝑡 − 𝑊𝑠 ζχει τθν ίδια κατανομι όπωσ θ 𝑊𝑡−𝑠 − 𝑊0 = 𝑊𝑡−𝑠   θ οποία 

είναι κανονικι με μζςθ τιμι μθδζν και διαςπορά 𝑡 − 𝑠. Ζτςι, θ διαςπορά είναι 

ανάλογθ προσ το μικοσ του διαςτιματοσ [𝑠, 𝑡]. Αυτό διαιςκθτικά ςθμαίνει ότι όςο 

μεγαλφτερο είναι το χρονικό διάςτθμα, τόςο μεγαλφτερεσ είναι οι αυξομειϊςεισ τθσ 

κίνθςθσ Brown ςε αυτό το διάςτθμα. Αυτι θ παρατιρθςθ υποςτθρίηεται επίςθσ από 

τισ προςομοιωμζνεσ τροχιζσ τθσ κίνθςθσ Brown. 

 

2.2.3 Διαδικαςίεσ που Προζρχονται από την Κίνηςη Brown   

          Ο ςκοπόσ τθσ ενότθτασ αυτισ είναι να μελετιςουμε κάποιεσ διαδικαςίεσ και 

ιδιότθτεσ τθσ κίνθςθσ Brown. Διάφορεσ Γκαουςιανζσ και μθ-Γκαουςιανζσ 

ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ με πρακτικι ςθμαςία μποροφν να αναχκοφν από τθ κίνθςθ 

Brown. Ραρακάτω παρουςιάηουμε μερικζσ από αυτζσ τισ διαδικαςίεσ. 

Ππωσ και πριν κεωροφμε ότι θ 𝑊 =  𝑊𝑡 , 𝑡 Є [0, ∞)  υποδθλϊνει μια κίνθςθ 

Brown. 
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Παράδειγμα 2.2.1 («Γζφυρα» Brown»)  

           Θεωροφμε τθ διαδικαςία 

𝑋𝑡 = 𝑊𝑡 − 𝑡𝑊1 ,    0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

προφανϊσ, 

𝑋0 = 𝑊0 − 0 𝑊1 = 0       𝜅𝛼𝜄    𝑋1 = 𝑊1 − 1 𝑊1 = 0. 

          Γι 'αυτό το λόγο θ διαδικαςία 𝑋 φζρει το όνομα (κανονικι) Brown «γζφυρα». 

Μια ματιά ςτα τροχιζσ αυτισ τθσ Brown «γζφυρασ» (βλ. Σχιμα 6) μπορεί να μασ 

πείςει ότι θ ονομαςία αυτι είναι δικαιολογθμζνθ. 

 

                                        ΢χήμα 6: Μία τροχιά τθσ «γζφυρασ» Brown (Brownian bridge). 

 

         Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο για γραμμικοφσ μεταςχθματιςμοφσ Γκαουςιανϊν 

τυχαίων διανυςμάτων μπορεί κανείσ να δείξει ότι οι κατανομζσ πεπεραςμζνων 

διαςτάςεων τθσ 𝑋 είναι Γκαουςιανζσ. Επομζνωσ θ 𝑋 είναι μια Γκαουςιανι 

διαδικαςία. Μποροφμε εφκολα να υπολογίςουμε τθ μζςθ τιμι και τθ ςυνάρτθςθ 

τθσ ςυνδιακφμανςθσ τθσ Brown γζφυρασ: 

𝜇𝑋 𝑡 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑐𝑋 𝑡, 𝑠 = min 𝑡, 𝑠 − 𝑡𝑠, 𝑠, 𝑡 Є [0,1]. 

         Δεδομζνου ότι 𝑋 είναι Γκαουςιανι, θ γζφυρα Brown χαρακτθρίηεται από αυτζσ  

τισ δφο ςυναρτιςεισ. 

           Θ γζφυρα Brown εμφανίηεται ωσ διαδικαςία-όριο τθσ κανονικοποιθμζνθσ 

εμπειρικισ ςυνάρτθςθσ κατανομισ του δείγματοσ ανεξάρτθτων τυχαίων 

μεταβλθτϊν ομοιόμορφθσ κατανομισ 𝑈(0,1). 



 

38 

 

΢χήμα 7: Μία τροχιά μιασ κίνθςθσ Brown με μετατόπιςθ 𝑋𝑡  =  20𝑊𝑡 + 10𝑡 , ςτο διάςτθμα *0,100+. Θ 

διακεκομμζνθ γραμμι αντιπροςωπεφει τθ ςυνάρτθςθ μετατόπιςθσ 𝜇𝑥(𝑡)  =  10𝑡. 

 

Παράδειγμα 2.2.2 (Κίνηςη Brown με Μετατόπιςη (drift)) 

           Θεωροφμε τθ διαδικαςία 

𝑋𝑡 = 𝜇𝑡 + 𝜍𝑊𝑡 ,       𝑡 ≥ 0, 

για ςτακερζσ 𝜍 > 0 και 𝜇 Є ℝ. Σαφϊσ, αυτι είναι μια Γκαουςιανι διαδικαςία, με  

μζςθ τιμι και ςυνάρτθςθ ςυνδιακφμανςθσ: 

𝜇𝑋 𝑡 = 𝜇𝑡 𝜅𝛼𝜄 𝑐𝑋 𝑡, 𝑠 = 𝜍2 min 𝑡, 𝑠 , 𝑠, 𝑡 ≥  0. 

           Θ ςυνάρτθςθ μζςθσ τιμισ 𝜇𝑋 𝑡 = 𝜇𝑡  (θ ντετερμινιςτικι μετατόπιςθ τθσ 

διαδικαςίασ) προςδιορίηει ουςιαςτικά το χαρακτθριςτικό ςχιμα των τροχιϊν (βλ. 

Σχιμα 7). Ωσ εκ τοφτου, 𝑋 ονομάηεται θ κίνθςθ Brown με (γραμμικι) μετατόπιςθ. 

          Με τθ κεμελιϊδθ ανακάλυψθ του Bachelier το 1900 πωσ οι τιμζσ των 

περιουςιακϊν ςτοιχείων με κίνδυνο (όπωσ οι χρθματιςτθριακοί δείκτεσ, 

ςυναλλαγματικζσ ιςοτιμίεσ, τιμζσ μετοχϊν, κλπ) μποροφν κάλλιςτα να περιγραφοφν 

από τθν κίνθςθ Brown, ζνα νζο πεδίο των εφαρμογϊν των ςτοχαςτικϊν 

διαδικαςιϊν γεννικθκε. Ωςτόςο, θ κίνθςθ Brown, ωσ μια Γκαουςιανι διαδικαςία, 

μπορεί να υποκζςει αρνθτικζσ τιμζσ, κάτι που δεν είναι μια πολφ επικυμθτι 

ιδιότθτα ςε πολλζσ περιπτϊςεισ (π.χ. τιμι μετοχισ). Στισ περίφθμεσ δθμοςιεφςεισ 

τουσ, οι Black, Scholes και Merton [26] πρότειναν μια άλλθ ςτοχαςτικι διαδικαςία 

ωσ μοντζλο πρόβλεψθσ για τθν εξζλιξθ των τιμϊν των παράγωγων 

χρθματοοικονομικϊν προϊόντων 
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Παράδειγμα 2.2.3 (Γεωμετρική Κίνηςη Brown)   

         Θ διαδικαςία που προτείνεται από τον Black, Scholes και Merton δίνεται από 

τθ ςχζςθ: 

𝑋𝑡 = 𝑒𝜇𝑡 +𝜍𝑊𝑡 ,       𝑡 ≥ 0, 

δθλαδι, είναι μία εκκετικι κίνθςθ Brown με μετατόπιςθ. Είναι φανερό τϊρα, ότι θ 

𝑋 δεν είναι μια Γκαουςιανι διαδικαςία. 

          Για τουσ ςκοποφσ τθσ μετζπειτα χριςθσ, υπολογίηουμε τθ μζςθ τιμι και τθ 

ςυνάρτθςθ τθσ ςυνδιακφμανςθσ τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown. Γνωρίηουμε ότι 

για μια  τυχαία μεταβλθτι 𝑍 που ακολουκεί τυπικι κανονικι κατανομι ιςχφει: 

                                                             𝐸[𝑒𝜆𝑍 ] = 𝑒
𝜆2

2 ,    𝜆 Є ℝ.                                           (2.2) 

Αυτό προκφπτει εφκολα, όπωσ φαίνεται και παρακάτω: 

𝐸[𝑒𝜆𝑍 ] =
1

 2𝜋 
1

2 
 𝑒𝜆𝑍𝑒

−𝑧2

2

∞

−∞

 𝑑𝑧 

                                                           = 𝑒
𝜆2

2
1

 2𝜋 
1

2 
 𝑒

−(𝑧−𝜆)2

2
∞

−∞
 𝑑𝑧 

                                                           = 𝑒
𝜆2

2 . 

 Εδϊ χρθςιμοποιιςαμε το γεγονόσ ότι  2𝜋 −1
2  𝑒

−(𝑧−𝜆)2

2  είναι θ πυκνότθτα  μιασ 

τυχαίασ μεταβλθτισ που ακολουκεί τθν 𝑁 𝜆, 1 .  Από τθν ςχζςθ (2.2) και από τθν 

ομοιότθτα (self-similarity) τθσ κίνθςθσ Brown [35] προκφπτει αμζςωσ ότι: 

                           𝜇𝑋 𝑡 = 𝑒𝜇𝑡 𝐸[𝑒𝜍𝑊𝑡 ] = 𝑒𝜇𝑡 𝐸[𝑒𝜍𝑡
1

2 𝑊𝑡 ] = 𝑒 𝜇+0.5𝜍2 𝑡 .                      (2.3) 

 

           Για 𝑠 ≤ 𝑡, οι διαφορζσ 𝑊𝑡 − 𝑊𝑠  και 𝑊𝑠 είναι ανεξάρτθτεσ και 

𝑊𝑡 − 𝑊𝑠  
𝑑
=

 𝑊𝑡−𝑠. 

 

Ωσ εκ τοφτου, 

𝑐𝑋 𝑡, 𝑠 = 𝐸[𝑋𝑡𝑋𝑠] − 𝐸[𝑋𝑡] 𝐸[𝑋𝑠] 

= 𝑒𝜇 𝑡+𝑠 𝐸[𝑒𝜍 𝑊𝑡+𝑊𝑠 ] − 𝑒 𝜇+0.5𝜍2  𝑡+𝑠  
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= 𝑒𝜇 𝑡+𝑠 𝐸[𝑒𝜍  𝑊𝑡−𝑊𝑠 +2𝑊𝑠 ] − 𝑒 𝜇+0.5𝜍2  𝑡+𝑠  

= 𝑒𝜇 𝑡+𝑠 𝐸 𝑒𝜍 𝑊𝑡−𝑊𝑠  𝐸[𝑒2𝜍𝑊𝑠] − 𝑒 𝜇+0.5𝜍2  𝑡+𝑠  

= 𝑒 𝜇+0.5𝜍2 (𝑡+𝑠) 𝑒𝜍2𝑡 − 1 . 

         Ειδικότερα, θ  γεωμετρικι κίνθςθ Brown ζχει ςυνάρτθςθ διαςποράσ 

𝜍𝑋
2 𝑡 = 𝑒 2𝜇+𝜍2 𝑡 𝑒𝜍2𝑡 − 1 . 

         Ραρατθροφμε το Σχιμα 8 για μια εικόνα διαφόρων τροχϊν τθσ γεωμετρικισ 

κίνθςθσ Brown. 

΢χήμα 8: Μία τροχιά μιασ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown με μετατόπιςθ 𝑋𝑡  = 𝑒{0.01𝑊𝑡+0.001𝑡} , ςτο διάςτθμα        

[0, 10+. Θ διακεκομμζνθ γραμμι αντιπροςωπεφει τθ ςυνάρτθςθ μζςθσ τιμισ και οι ευκείεσ αντιπροςωπεφουν 

τισ ςυναρτιςεισ  𝜇𝑥(𝑡)  ±  2𝜍𝑥(𝑡). 

 

2.3   ΢ΣΟΧΑ΢ΣΙΚΕ΢ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕ΢ ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ 

  

           Στθν ενότθτα αυτι αναφερόμαςτε ςε ειςαγωγικζσ ζννοιεσ τθσ κεωρίασ των 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων [1,2,37]. Οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 

μποροφν γενικά να γίνουν αντιλθπτζσ ωσ ντετερμινιςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 

που «διαςτρεβλϊνονται» από κάποιον τυχαίο κόρυβο (random noise).  

 Στθν παρακάτω υποενότθτα 2.3.1 εξετάηουμε πρϊτα τισ ντετερμινιςτικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ και παρακζτουμε κάποια χριςιμα παραδείγματα για τθν 

καλφτερθ κατανόθςθ τουσ. Στθ ςυνζχεια ςτθν υποενότθτα 2.3.2 αναφερόμαςτε ςε 

κζματα ςτοχαςτικισ ανάλυςθσ και ειδικότερα ςτο Λογιςμό του Itô,  και μελετάμε τθ 
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ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô, αφοφ πρϊτα γίνει μια αναλυτικι 

παρουςίαςθ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων.  

 

2.3.1 Ντετερμινιςτικζσ Διαφορικζσ Εξιςώςεισ 

Θ κεωρία των διαφορικϊν εξιςϊςεων αποτελεί τθ βάςθ για πολλζσ πτυχζσ 

των υπολογιςτικϊν μακθματικϊν. Θ ιδζα που διζπει μια διαφορικι εξίςωςθ είναι 

απλι: μασ δίνεται μια ςυναρτθςιακι ςχζςθ 

         𝑓 𝑡, 𝑥 𝑡 , 𝑥′ 𝑡 , 𝑥′′  𝑡 , … , 𝑥(𝑛)(𝑡) = 0,              0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,                  (2.4) 

που περιζχει το χρόνο 𝑡, μια άγνωςτθ ςυνάρτθςθ  𝑥(𝑡) και πεπεραςμζνο πλικοσ 

παραγϊγων αυτισ. Ο ςτόχοσ είναι να βρεκεί μια ςυνάρτθςθ 𝑥(𝑡) που να ικανοποιεί 

τθ ςχζςθ (2.4). Αυτι θ ςυνάρτθςθ καλείται λφςθ τθσ ςχζςθσ (2.4) και πικανότατα 

αυτι θ λφςθ είναι μοναδικι για δοκείςα αρχικι ςυνκικθ, π.χ.  𝑥(0)  =  𝑥0. 

Οι απλοφςτερεσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ είναι αυτζσ τθσ πρϊτθσ τάξθσ. 

Ρεριζχουν μόνο τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι 𝑡, τθ ςυνάρτθςθ  𝑥(𝑡) και τθν πρϊτθ τθσ 

παράγωγο 𝑥′ 𝑡 . Ιδανικά μια εξίςωςθ τζτοιασ μορφισ δίνεται ςτθ μορφι 

  𝑥′ 𝑡 =
𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑡, 𝑥 𝑡  ,       𝑥(0)  =  𝑥0                              (2.5) 

για μια γνωςτι ςυνάρτθςθ 𝛼(𝑡, 𝑥). Ιςοδφναμα, θ (2.5) μπορεί να γραφτεί και ωσ 

                  𝑑𝑥 𝑡 = 𝑎 𝑡, 𝑥 𝑡  𝑑𝑡,       𝑥 0 =  𝑥0                                    (2.6) 

Αν ερμθνεφςουμε το 𝑥(𝑡) ωσ τθ κζςθ ενόσ μικροφ ςωματιδίου ςτο χϊρο τθ χρονικι 

ςτιγμι 𝑡, τότε θ (2.6) περιγράφει τθν αλλαγι τθσ κζςθσ του ςωματιδίου ςε ζνα 

μικρό χρονικό διάςτθμα [𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡]. Θ ςχζςθ (2.6) μασ δείχνει ότι θ αλλαγι κζςθσ 

𝑑𝑥(𝑡)  =  𝑥(𝑡 + 𝑑𝑡) –  𝑥(𝑡) είναι ανάλογθ τθσ αφξθςθσ του χρόνου 𝑑𝑡 με 

ςυντελεςτι 𝛼(𝑡, 𝑥(𝑡)). Εναλλακτικά θ (2.5) μασ δείχνει ότι θ ταχφτθτα 𝑥′ 𝑡  είναι 

μια ςυνάρτθςθ του χρόνου 𝑡 και τθσ κζςθσ 𝑥(𝑡).  

 

 

 

 

 

 

 



 

42 

Παράδειγμα  2.3.1  (Μερικζσ απλζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ)  

Υποκζτουμε ότι θ ταχφτθτα είναι ςυνάρτθςθ του χρόνου: 

𝑥′ 𝑡 = 𝛼 𝑡  

Ολοκλθρϊνοντασ και τα δφο μζλθ ςτθν παραπάνω ςχζςθ παίρνουμε τθ λφςθ  

𝑥 𝑡 = 𝑥 0 +  𝑎 𝑠 
𝑡

0

𝑑𝑠. 

Υποκζτουμε τϊρα ότι θ ταχφτθτα 𝑥′ 𝑡  εξαρτάται από τθ κζςθ του ςωματιδίου 

𝑥 𝑡 , δθλαδι 

𝑥′ 𝑡 = 𝑐 𝑥 𝑡  

για κάποια ςτακερά c. Στθ περίπτωςθ αυτι θ απλι ολοκλιρωςθ δε βοθκάει, αλλά 

γνωρίηουμε ότι θ λφςθ τθσ είναι εκκετικισ μορφισ  

𝑥(𝑡) = 𝑥(0) ∗ 𝑒𝑐𝑡 .    ∎ 

 

Παράδειγμα  2.3.2  (Χωριςμόσ Μεταβλητών)  

 Υποκζτουμε ότι το δεξί μζλοσ τθσ ςχζςθσ (2.5) μπορεί να χωριςτεί ςε ζνα 

γινόμενο δφο ςυναρτιςεων ωσ ακολοφκωσ: 

𝑥′ 𝑡 = 𝛼1 𝑡 𝛼2 𝑥(𝑡)  

Συμβολικά, επαναδιατυπϊνουμε αυτι τθ διαφορικι εξίςωςθ ωσ  

                                                            
𝑑𝑥

𝛼2 𝑥 
 = 𝛼1 𝑡 𝑑𝑡                                                       (2.7) 

Ρροχωράμε ςτθν ολοκλιρωςθ και των δφο μελϊν τθσ ςχζςθσ 

                                                     
𝑑𝑥

𝛼2 𝑥 

𝑥(𝑡)

𝑥(0)
=  𝑎1 𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0
                                                 (2.8) 

Στο αριςτερό μζλοσ ςχθματίηεται μια ςυνάρτθςθ του 𝑥(𝑡), ςτο δεξί μια ςυνάρτθςθ 

του 𝑡. Ραραγωγίηοντασ και τα δφο μζλθ τθσ ςχζςθσ (2.8) παίρνουμε ότι 

𝑥′ 𝑡 

𝛼2 𝑥(𝑡) 
= 𝑎1 𝑡  

θ οποία είναι μια εναλλακτικι μορφι τθσ (2.7). 
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Εφαρμόηουμε αυτι τθ μζκοδο ςτθ διαφορικι εξίςωςθ 𝑥′ 𝑡 =  𝑐 ∗ 𝑥(𝑡) για 

κάποιο 𝑥 0 ≠ 0. Τότε προκφπτει:  

 
𝑑𝑥

𝑥

𝑥 𝑡 

𝑥 0 

= 𝑐  𝑑𝑠
𝑡

0

 

που δίνει 𝑥(𝑡) = 𝑥(0) ∗ 𝑒𝑐𝑡 . Αυτι είναι θ λφςθ ςτθν οποία καταλιξαμε και ςτο 

παράδειγμα 2.4.1.                                                                                                                    ∎ 

 

 Από τα παραπάνω είδαμε μερικά ςθμαντικά κζματα ςχετικά με τισ ςυνικεισ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ: 

 Οι λφςεισ των διαφορικϊν εξιςϊςεων είναι ςυναρτιςεισ.  

 Ρροκειμζνου να βροφμε μια μοναδικι (μερικι) λφςθ, πρζπει να είναι 

γνωςτι θ αρχικι ςυνκικθ 𝑥(0)  =  𝑥0. Αν αυτι θ μοναδικι λφςθ ξεκινάει 

από ζνα ςθμείο 𝑥0 τθ χρονικι ςτιγμι  𝑡 = 0, τότε θ ςυνάρτθςθ 𝑥(𝑡) είναι 

πλιρωσ κακοριςμζνθ ςτο μζλλον, δθλαδι για 𝑡 > 0.  

 Λφςεισ ςε ακριβι μορφι (explicit solutions) για τισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 

αποτελοφν τθν εξαίρεςθ ςτον κανόνα. Γενικά, κάποιοσ πρζπει να υπολογίηει 

τισ λφςεισ των διαφορικϊν εξιςϊςεων αρικμθτικά. 

 Ολοκλθρϊνοντασ και τα δφο μζλθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (2.5), λαμβάνει 

κάποιοσ μια ιςοδφναμθ ολοκλθρωτικι εξίςωςθ: 

 

𝑥 𝑡 = 𝑥 0 +  𝑎 𝑠, 𝑥(𝑠) 
𝑡

0

𝑑𝑠. 

Αυτι θ τροποποιθμζνθ εξίςωςθ δεν είναι γενικά χριςιμθ για τθν επίλυςθ τθσ (2.7), 

δίνει όμωσ μια καλι ιδζα για το πϊσ μποροφμε να ορίςουμε μια ςτοχαςτικι 

διαφορικι εξίςωςθ. 
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2.3.2  Λογιςμόσ  του Itô – Ολοκλήρωμα Itô 
 

 Ο λογιςμόσ του Itô, που πιρε τθν ονομαςία αυτιν από τον Ιάπωνα 

μακθματικό Kiyoshi Itô, δίνει τθ δυνατότθτα νζων μεκόδων υπολογιςμϊν ςτισ 

ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ, όπωσ θ Κίνθςθ Brown. Ζχει ςθμαντικζσ εφαρμογζσ ςτα 

χρθματοοικονομικά μακθματικά και ςτισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ [32]. 

             Κεντρικό κζμα ςτο λογιςμό του Itô αποτελεί το ολοκλιρωμα Itô, που είναι 

μια ςτοχαςτικι γενίκευςθ του ολοκλθρϊματοσ Riemann. Το περιεχόμενο του 

ολοκλθρϊματοσ αποτελείται από ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ: 

𝑌𝑡 =   𝐻𝑠  𝑑𝑋𝑠

𝑡

0

 

όπου 𝛨 είναι μια ολοκλθρϊςιμθ διαδικαςία προςαρμοςμζνθ ςτο φιλτράριςμα που 

παράγεται από τθ 𝛸, θ οποία είναι μια κίνθςθ Brown, ι πιο γενικά, ζνα martingale 

[1], [23], [32]. Το αποτζλεςμα του ολοκλθρϊματοσ είναι μια άλλθ ςτοχαςτικι 

διαδικαςία. Συγκεκριμζνα, το ολοκλιρωμα από το 0 μζχρι οποιαδιποτε χρονικι 

ςτιγμι 𝑡 είναι μια τυχαία μεταβλθτι, που ορίηεται ωσ το πρϊτο όριο μιασ 

ςυγκεκριμζνθσ ςειράσ τυχαίων μεταβλθτϊν [23], [32]. Οι τροχιζσ τθσ κίνθςθσ Brown 

δεν μποροφν να ικανοποιιςουν αυτζσ τισ απαιτιςεισ ζτςι ϊςτε να μποροφν να 

εφαρμοςτοφν ςτισ ςυνικεισ τεχνικζσ υπολογιςμϊν. Ζνα ςθμαντικό ςθμείο είναι ότι 

το ολοκλιρωμα μπορεί να οριςτεί εφόςον θ διαδικαςία 𝐻 είναι προςαρμοςμζνθ, 

που ςτθν ουςία ςθμαίνει ότι θ τιμι τθ χρονικι ςτιγμι 𝑡 εξαρτάται μόνο από 

πλθροφορίεσ που είναι διακζςιμεσ μζχρι τθ ςτιγμι αυτι.  

 Στα χρθματοοικονομικά μακθματικά, μία εφαρμογι κα μποροφςε να 

αποτελζςει ότι θ ποςότθτα εντόσ του ολοκλθρϊματοσ είναι ςτθν ουςία το ποςό τθσ 

μετοχισ που κατζχουμε οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι. Θ τιμι τθσ μετοχισ και άλλων 

χρθματοοικονομικϊν ςτοιχείων μπορεί να μοντελοποιθκεί ωσ μια κίνθςθ Brown, ι 

ςυνθκζςτερα ωσ μία Γεωμετρικι κίνθςθ Brown. Τότε, το ςτοχαςτικό ολοκλιρωμα 

του Itô, αναπαριςτά τθν απόδοςθ μια ςτρατθγικισ ςυναλλαγϊν ςυνεχοφσ χρόνου. 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ θ ςυνκικθ ςτθν οποία προςαρμόηεται θ H είναι ςτθν ουςία 

το γεγονόσ ότι θ ςτρατθγικι ςυναλλαγϊν μπορεί να χρθςιμοποιιςει μόνο 

πλθροφορίεσ που είναι διακζςιμεσ μζχρι τθ χρονικι ςτιγμι 𝑡. 

 Σθμαντικά αποτελζςματα του λογιςμοφ του Itô περιλαμβάνουν τθν 

ολοκλιρωςθ κατά μζρθ και το Λιμμα του Itô, που είναι μια εξίςωςθ αλλαγισ 

μεταβλθτϊν. 
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2.3.3  ΢τοχαςτική Διαφορική Εξίςωςη του Itô 
 

 Σι είναι η ςτοχαςτική διαφορική εξίςωςη 

              Θεωροφμε τθ ντετερμινιςτικι εξίςωςθ  

𝑑𝑥 𝑡 = 𝑎 𝑡, 𝑥 𝑡  𝑑𝑡,       𝑥(0)  = 𝑥0 

 Ο ευκολότεροσ τρόποσ για να ειςαγάγουμε το ςτοιχείο του τυχαίου ςε αυτιν τθν 

εξίςωςθ είναι με το να τροποποιιςουμε με τυχαίο τρόπο τθν αρχικι ςυνκικθ. Τότε 

θ λφςθ 𝑥(𝑡) γίνεται μια ςτοχαςτικι διαδικαςία (𝛸𝑡 , 𝑡 𝜖 [0, 𝑇]): 

𝑑𝛸𝑡 = 𝑎 𝑡, 𝛸𝑡 𝑑𝑡,       𝛸0(𝜔)  =  𝑌(𝜔) 

 

΢χήμα 9: 10 λφςεισ 𝑋𝑡  =  𝑋0𝑒𝑡  τθσ τυχαίασ διαφορικισ εξίςωςθσ 𝑑𝑋𝑡  =  𝑋𝑡𝑑𝑡 με αρχικι ςυνκικθ 𝛸0  =

 𝑒𝑥𝑝{𝑁}, όπου 𝛮 ζχει μια κατανομι 𝑁(0, 𝜍2). Αριςτερά: 𝜍2 = 0.01. Δεξία 𝜍2 = 0.0001. 

 Μια τζτοια εξίςωςθ αποκαλείται τυχαία διαφορικι εξίςωςθ. Θ επίλυςθ τθσ 

δεν απαιτεί ςτοχαςτικό λογιςμό, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε κλαςςικζσ 

μεκόδουσ και να προςαρμόςουμε τθ λφςθ ςτο αντίςτοιχο αποτζλεςμα τθσ αρχικισ 

ςυνκικθσ. Οι τυχαίεσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ μποροφν να κεωρθκοφν ωσ 

ντετερμινιςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ με μια τροποποιοφμενθ αρχικι ςυνκικθ. Θ 

μελζτθ τουσ μπορεί να είναι ενδιαφζρουςα ςτθν περίπτωςθ που κάποιοσ κζλει να 

εξετάςει τθ δυναμικι τθσ λφςθσ ςε μια διαφορικι εξίςωςθ μζςω μιασ μικρισ 

αλλαγισ τθσ αρχικισ ςυνκικθσ. Για παράδειγμα, το ςχιμα 9 δείχνει ότι θ λφςθ μιασ 

διαφορικισ εξίςωςθσ μπορεί να αλλάξει αρκετά, ακόμα και αν θ αλλαγι τθσ αρχικισ 

ςυνκικθσ είναι μικρι.  

 Για τουσ ςκοποφσ αυτισ τθσ εργαςίασ, το ςτοιχείο του τυχαίου ςτθ 

διαφορικι εξίςωςθ ειςάγεται μζςω ενόσ πρόςκετου τυχαίου όρου κορφβου (noise 

term): 

                      𝑑𝛸𝑡 = 𝑎 𝑡, 𝛸𝑡   𝑑𝑡 + 𝑏 𝑡, 𝛸𝑡  𝑑𝑊𝑡 ,       𝛸0(𝜔)  =  𝑌(𝜔)                        (2.9) 
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Εδϊ, ωσ ςυνικωσ, θ 𝑊 =  (𝑊𝑡 , 𝑡 ≥ 0) ςυμβολίηει τθ κίνθςθ Brown, και οι 

𝑎(𝑡, 𝑥)και 𝑏(𝑡, 𝑥) είναι ντετερμινιςτικζσ ςυναρτιςεισ. Θ λφςθ 𝛸, αν υπάρχει, είναι 

μια ςτοχαςτικι διαδικαςία. Θ τυχαίότθτα τθσ  𝛸 = (𝛸𝑡 , 𝑡 𝜖 [0, 𝑇]), προκφπτει από τθ 

μία μεριά από τθν αρχικι ςυνκικθ και από τθν άλλθ από τον κόρυβο που 

παράγεται από τθν κίνθςθ Brown. 

 Μια απλι ερμθνεία τθσ (2.9) μασ δείχνει ότι θ αλλαγι  𝑑𝑋𝑡  =  𝑋𝑡+𝑑𝑡  –  𝑋𝑡  

προκαλείται από τθν αλλαγι 𝑑𝑡 του χρόνου, με ςυντελεςτι 𝛼(𝑡, 𝑋𝑡) ςε ςυνδυαςμό 

με μια αλλαγι 𝑑𝑊𝑡  =  𝑊𝑡+𝑑𝑡  – 𝑊𝑡  τθσ κίνθςθσ Brown, με ςυντελεςτι  𝑏(𝑡, 𝑋𝑡). 

Αναφζρουμε ςε αυτό το ςθμείο, ότι θ κίνθςθ Brown δε διακζτει διαφορικζσ 

(παραγωγίςιμεσ) τροχιζσ, οπότε εφλογα προκφπτει θ απορία για το πϊσ μπορεί να 

ερμθνευτεί θ (2.9). 

 Ξεκάκαρα δεν υπάρχει μία μόνο απάντθςθ ςε αυτό το ερϊτθμα. Αλλά αφοφ 

ζχουμε δει το ολοκλιρωμα Itô, μπορεί να γίνει θ ακόλουκθ πρόταςθ: 

Ερμθνεία τθσ (2.9) ωσ μια ςτοχαςτικισ εξίςωςθσ με ολοκλιρωμα 

                        𝛸𝑡 = 𝛸0 +  𝑎 𝑠, 𝛸𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0
+  𝑏 𝑠, 𝛸𝑠  𝑑𝑊𝑠

𝑡

0
,       0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇              (2.10) 

όπου το πρϊτο ολοκλιρωμα ςτο δεξί μζλοσ είναι ζνα ολοκλιρωμα Riemann και το 

δεφτερο ζνα ςτοχαςτικό ολοκλιρωμα Itô. 

Θ εξίςωςθ (2.10) καλείται ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô. 

Θ κίνθςθ Brown 𝑊 αποκαλείται διαδικαςία-οδθγόσ τθσ ςτοχαςτικισ 

διαφορικισ εξίςωςθσ του Itô. Είναι δυνατι θ αντικατάςταςθ τθσ κίνθςθσ Brown από 

άλλεσ διαδικαςίεσ αλλά αυτό απαιτεί να οριςτοφν πιο γενικά ςτοχαςτικά 

ολοκλθρϊματα. Δεν είναι ξεκάκαρο με μια ματιά αν τα ολοκλθρϊματα τθσ (2.10) 

είναι καλϊσ οριςμζνα. Κάτι τζτοιο αποτελεί απαραίτθτο ςτοιχείο για τον οριςμό του 

ςτοχαςτικοφ ολοκλθρϊματοσ του Itô. 

Αρχικά λοιπόν μασ ενδιαφζρει να βροφμε τθ λφςθ του ςτοχαςτικοφ 

ολοκλθρϊματοσ. Δεν υπάρχει μόνο μια λφςθ, κα δείξουμε ότι υπάρχουν δφο ειδϊν 

λφςεισ ςε μια ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ. Ονομάηονται ιςχυρζσ και αςκενείσ 

λφςεισ. 

Μια ιςχυρι λφςθ ςτθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô (2.10) είναι μια 

ςτοχαςτικι διαδικαςία 𝛸 =  𝛸𝑡 , 𝑡 𝜖  0, 𝑇   [35] που ικανοποιεί τισ ακόλουκεσ 

ςυνκικεσ: 

 Θ διαδικαςία 𝛸 μπορεί να προςαρμοςτεί ςε κίνθςθ Brown 

 Τα ολοκλιρωμα που υπάρχουν ςτθν (2.10) είναι καλϊσ οριςμζνα ωσ 

Riemann και Itô ςτοχαςτικά ολοκλθρϊματα αντιςτοίχωσ. 
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 Θ 𝛸 είναι μια ςυνάρτθςθ τθσ βαςικισ τροχιάσ τθσ κίνθςθσ Brown και των 

εξιςϊςεων των ςυντελεςτϊν 𝛼 𝑡, 𝑥  και 𝑏(𝑡, 𝑥). 

Επομζνωσ μια ιςχυρι λφςθ ςτθν (2.10) βαςίηεται ςτθ τροχιά τθσ βαςικισ κίνθςθσ 

Brown. Αν αλλάηαμε τθ κίνθςθ Brown με μια άλλθ κίνθςθ Brown κα παίρναμε μια 

άλλθ ιςχυρι λφςθ που κα δίνονταν από τθν ίδια ςυναρτθςιακι ςχζςθ αλλά κα 

περιείχε τθ νζα κίνθςθ Brown.  

 Από τθν άλλθ ςε μια αςκενι λφςθ θ ςυμπεριφορά τθσ τροχιάσ δεν μασ είναι 

απαραίτθτθ, αλλά μασ ενδιαφζρει μόνο θ κατανομι τθσ  𝑋. Θ αρχικι ςυνκικθ 𝛸0και 

οι εξιςϊςεισ των ςυντελεςτϊν 𝛼 𝑡, 𝑥  και 𝑏(𝑡, 𝑥) είναι δεδομζνα, και πρζπει να 

βροφμε τθν κίνθςθ Brown που να ικανοποιεί τθν (2.10). Αναφζρουμε ότι υπάρχουν 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ του Itô που ζχουν μόνο αςκενείσ λφςεισ [35]. 

 Οι αςκενείσ λφςεισ τθσ 𝑋 είναι επαρκείσ προκειμζνου να προςδιοριςτοφν τα 

χαρακτθριςτικά τθσ κατανομισ τθσ 𝑋, όπωσ θ μζςθ τιμι, θ διαςπορά και θ 

ςυνδιακφμανςθ. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ δεν χρειάηεται να γνωρίηουμε τισ τροχιζσ 

τθσ 𝛸. 

 Μια ιςχυρι ι αςκενισ λφςθ Χ τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ του Itô 

(2.10) αποκαλείται διάχυςθ (diffusion). Συγκεκριμζνα, κζτοντασ 𝛼 𝑡, 𝑥 = 0 και 

𝑏 𝑡, 𝑥 = 1 ςτθν (2.10), παρατθροφμε ότι θ κίνθςθ Brown είναι μια διαδικαςία 

διάχυςθσ (diffusion process). 

 Σθμαςία ζχει να δοφμε και τι πρζπει να ιςχφει ζτςι ϊςτε να παίρνουμε μόνο 

ιςχυρζσ λφςεισ ςτισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ του Itô. Υποκζτουμε ότι μία 

αρχικι ςυνκικθ 𝛸0, ζχει επεραςμζνθ δεφτερθ ροπι: 𝛦[𝛸0
2] < ∞, και είναι 

ανεξάρτθτθ τθσ (𝑊𝑡 , 𝑡 ≥  0).  

 Υποκζτουμε ότι, για κάκε 𝑡 𝜖 [0, 𝑇] και 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑅, οι ςυναρτιςεισ των 

ςυντελεςτϊν 𝛼 𝑡, 𝑥  και 𝑏 𝑡, 𝑥  ικανοποιοφν τισ ακόλουκεσ ςυνκικεσ: 

 Είναι ςυνεχείσ. 

 Ικανοποιοφν τθ ςυνκικθ Lipschitz όςον αφορά τθ δεφτερθ μεταβλθτι: 

 𝑎 𝑡, 𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝑦) +  𝑏 𝑡, 𝑥 + 𝑏(𝑡, 𝑦) ≤ 𝐾 𝑥 − 𝑦  

Τότε θ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô (2.10)  ζχει μια ιςχυρι μοναδικι λφςθ 

𝛸 ςτο [0, 𝛵] [35]. 
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Παράδειγμα  2.3.3  (Γραμμική ΢τοχαςτική Διαφορική Εξίςωςη)  

Υποκζτουμε τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô: 

      𝛸𝑡 = 𝛸0 +   𝑐1𝛸𝑠 + 𝑐2  𝑑𝑠
𝑡

0
+   𝜍1𝛸𝑠 + 𝜍2  𝑑𝑊𝑠

𝑡

0
,       𝑡 ∈ [0, 𝑇]                    (2.11) 

 για ςτακερζσ 𝑐𝑖  και 𝜍𝑖 , 𝑖 = 1,2. 

Οι παραπάνω ςυνκικεσ ικανοποιοφνται για 

                               𝛼(𝑡, 𝑥)  =  𝑐1𝑥 +  𝑐2    και    𝑏(𝑡, 𝑥)  =  𝜍1𝑥 +  𝜍2                      (2.12) 

Μια ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ του Itô (2.11) με γραμμικζσ ςυναρτιςεισ 

ςυντελεςτϊν 𝛼 𝑡, 𝑥  και 𝑏 𝑡, 𝑥  αποκαλείται γραμμικι ςτοχαςτικι διαφορικι 

εξίςωςθ του Itô. Σφμφωνα με τθν παραπάνω κεωρία, οι γραμμικζσ ςτοχαςτικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ ζχουν μια μοναδικι ιςχυρι λφςθ ςε κάκε διάςτθμα [0, 𝛵], 

οποιαδιποτε και αν είναι θ επιλογϊν των ςτακερϊν 𝑐𝑖  και 𝜍𝑖 . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3o 
 

΢τοχαςτική Θεωρία Βελτιςτοποίηςησ  για 

΢υμβόλαια Ραντών 

Σε αυτό το κεφάλαιο κα μελετιςουμε το ρόλο των μακθματικϊν ωσ εργαλείο ςτθν 

εξζλιξθ των ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων. Θα εξετάςουμε ξεχωριςτά τισ κακοριςμζνεσ 

παροχζσ και τισ κακοριςμζνεσ ειςφορζσ των ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων. Αυτά κα 

γίνουν ςτα πλαίςια τθσ εξζταςθσ των βαςικϊν μεκόδων ςυνταξιοδότθςθσ ςτθν 

αναλογιςτικι επιςτιμθ. 

 

 3.1 ΚΑΘΟΡΙ΢ΜΕΝΕ΢ ΠΑΡΟΧΕ΢  ΢ΤΝΣΑΞΙΟΔΟΣΙΚΩΝ ΣΑΜΕΙΩΝ 

 

Στθν ενότθτα αυτι κα παρουςιάςουμε ντετερμινιςτικζσ μεκόδουσ όςον αφορά 

ςχιματα τελικϊν αποδοχϊν και κα χρθςιμοποιιςουμε μακθματικά εργαλεία ςε 

κάποιεσ απλζσ περιπτϊςεισ. Αρχικά κα περιγράψουμε τθν παραδοςιακι χριςθ των 

μακθματικϊν, και ζπειτα κα μεταβοφμε ςε πιο πρόςφατεσ κεμελιϊςεισ 

χρθςιμοποιϊντασ ςτοχαςτικά μοντζλα. Θα χρθςιμοποιιςουμε ζνα μοντζλο 

ςυνταξιοδοτικοφ ςχιματοσ ςφμφωνα με τα παρακάτω: 

 Οι μιςκοί  αυξάνονται κάκε χρόνο, ςφμφωνα με δείκτθ κόςτουσ διαβίωςθσ 

𝐶𝐿𝐼 (𝑡). 

 Στθν αρχι κάκε χρόνου (𝑡, 𝑡 + 1) ζνα νζο μζλοσ μπαίνει ςτο ςφςτθμα ςτθν 

θλικία των 25 με μιςκό 1000 ∗  𝐶𝐿𝐼 (𝑡)/ 𝐶𝐿𝐼 (0). 

 Πλα τα μζλθ μζνουν ςτο ςφςτθμα μζχρι τθν θλικία των 65 και θ κνθςιμότθτα 

πριν τθν θλικία των 65 κεωρείται μθδζν. 

 Στθν  θλικία των 65 το μζλοσ ςυνταξιοδοτείται και λαμβάνει μια ςφνταξθ ίςθ 

με το 1/60 από το ςφνολο των τελικϊν μιςκϊν κάκε ζτουσ, που 

καταβάλλονται ετιςια προκαταβολικά για όλθ τθ διάρκεια. Θ ςφνταξθ αυτι 

εξαςφαλίηεται από τθν αγορά μιασ ράντασ από μια αςφαλιςτικι εταιρεία 

ηωισ ζτςι ϊςτε το ςυνταξιοδοτικό ταμείο να μθν ζχει καμία περαιτζρω 

ευκφνθ για τθν πραγματοποίθςθ πλθρωμϊν ςτο μζλοσ. Ο τελικόσ μιςκόσ  

ορίηεται ωσ ο μιςκόσ ςτθν θλικία των 65, ςυμπεριλαμβανομζνου τθσ 
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αφξθςθσ του κόςτουσ διαβίωςθσ ςτθν θλικία 65 ετϊν. Αυτόσ ο οριςμόσ του 

τελικοφ μιςκοφ είναι ελαφρϊσ γενναιόδωροσ, αλλά απλοποιεί μερικά από 

τα επιχειριματα που ακολουκοφν. 

 Οι μιςκοί αυξάνονται κατά τθν ζναρξθ κάκε ζτουσ και περιλαμβάνουν ζνα 

ςυνδυαςμό που ςχετίηεται με τθν θλικία και το κόςτοσ των αυξιςεων 

διαβίωςθσ. 

 

 

Παράδειγμα 3.1.1   

Ζςτω ότι 𝑆(𝑡, 𝑥) αντιπροςωπεφει το μιςκό τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 για άτομο 

θλικίασ 𝑥 . Θ δομι του ςχιματοσ που περιγράφτθκε παραπάνω υποδεικνφει ότι: 

𝑆(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 𝑆(𝑡, 𝑥) ∗ [𝑤(𝑥 + 1)/𝑤(𝑥)] ∗  [𝐶𝐿𝐼 (𝑡 + 1)/ 𝐶𝐿𝐼 (𝑡)]           (3.1) 

όπου θ ςυνάρτθςθ 𝑤(𝑥) είναι το προφίλ των μιςκϊν και κακορίηει τισ αυξιςεισ που 

ςχετίηονται με τθν θλικία. Αρχικά, υποκζτουμε ότι 

𝑆(0, 𝑥) = 10000𝑤(𝑥)/𝑤(25) για 𝑥 = 25, … ,65  

και επομζνωσ εφκολα προκφπτει ότι ζχουμε τθν ταυτότθτα: 

                         𝑆 𝑡, 𝑥 =  𝑆 0, 𝑥 ∗ 𝐶𝐿𝐼(𝑡)/𝐶𝐿𝐼(0),                                                  (3.2) 

όπου 𝐶𝐿𝐼 ο δείκτθσ τιμϊν καταναλωτι. ∎ 

 

3.1.1   Οι Δημοφιλζςτερεσ Προςεγγίςεισ 

      Ο παραδοςιακόσ ρόλοσ του αναλογιςτι είναι διπλόσ, να προςδιορίςει τθν 

αναλογιςτικι υποχρζωςθ κατά το χρόνο 𝑡 (το οποίο ςτθ ςυνζχεια ςυγκρίνεται με 

τθν αξία των περιουςιακϊν ςτοιχείων τθσ αςφαλιςτικισ) και να προτείνει ζνα μζροσ 

ειςφοράσ. Το τελευταίο ζρχεται ςε αντίκεςθ με ζνα παραδοςιακό αςφαλιςτιριο 

ςυμβόλαιο ηωισ όπου δεν είναι απαραίτθτο να καταβλθκεί το μζροσ ειςφοράσ 

ακριβϊσ ςτθν αρχι του ςυμβολαίου. Για ζνα ταμείο κακοριςμζνθσ παροχισ 

(Defined Benefit, (DB)), εάν αποδειχκεί ότι το μζροσ ειςφοράσ ιταν πολφ χαμθλό 

ςτο παρελκόν, τότε οι κάτοχοι των κεφαλαίων μπορεί να καταβάλλουν αυξθμζνεσ 

ειςφορζσ ςτο μζλλον. Αυτι θ αρκετά απλουςτευμζνθ παραδοχι κακυςτζρθςε 

ςθμαντικά τθν πρόοδο του κλάδου των μακθματικϊν ςυνταξιοδότθςθσ αφοφ δεν 

επιβαλλόταν καμιά ποινι για λανκαςμζνεσ επενδυτικζσ ςυμβουλζσ. Υπάρχουν 

πολυάρικμεσ προςεγγίςεισ (ςτισ μεκόδουσ χρθματοδότθςθσ) για τθν απάντθςθ των 

ερωτθμάτων που αφοροφν το ρόλο του αναλογιςτι. 
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Θα περιγράψουμε δφο από τισ πιο δθμοφιλείσ προςεγγίςεισ: 

 Θ πρώτη προςζγγιςη (μζκοδοσ θλικίασ ειςόδου ςτο Ηνωμζνο Βαςίλειο) 

αντιμετωπίηει τθ ςφμβαςθ ςαν ζνα αςφαλιςτιριο ςυμβόλαιο ηωισ και κζτει 

το ερϊτθμα: Τι μζροσ ειςφορϊν πρζπει να καταβλθκεί (ςαν ποςοςτό τισ 

εκατό του μιςκοφ) εάν ζνα νζο μζλοσ πλθρϊνει ςε όλθ τθσ διάρκεια τθσ 

εργαςίασ του, προκειμζνου να ζχει τθ ςωςτι ποςότθτα διακζςιμου 

κεφαλαίου ςε θλικία 65 ετϊν για να αγοράςει τθν υποςχόμενθ ςφνταξθ? 

Εφόςον απαντθκεί αυτι θ ερϊτθςθ, τότε μπορεί να υπολογιςτεί και θ 

ςυνολικι υποχρζωςθ του ςυνταξιοδοτικοφ ταμείου. 

 

 Θ δεφτερη προςζγγιςη (Προβλεπόμενθ μζκοδοσ τθσ μονάδασ) υπολογίηει 

πρϊτα τθν αναλογιςτικι υποχρζωςθ. Οι τιμζσ των δεδουλευμζνων 

υποχρεϊςεων εξυπθρετοφν μόνο τισ δεδουλευμζνεσ μζχρι ςιμερα και δεν 

ζχoυν καμία αποηθμίωςθ για τα οφζλθ που προκφπτουν από τθ ςυνεχι 

υπθρεςία ςτο μζλλον. Θ αξιολόγθςθ λαμβάνει επίςθσ υπόψθ τισ 

προβλεπόμενεσ μελλοντικζσ αυξιςεισ των μιςκϊν (ςχετιηόμενθ με τθν 

θλικία και το κόςτοσ του κφκλου ηωισ). 

Σ αυτι τθν περίπτωςθ θ αναλογιςτικι υποχρζωςθ τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 είναι :  

𝐴𝐿 𝑡 =  
𝑥−25

60

64
𝑥=25  𝑆 𝑡, 𝑥 

𝑤 65 

𝑤 𝑥 
 1 + 𝑒 65−𝑥 ∗ 𝑢65−𝑥𝑎 65 +

40

60
𝑆(𝑡, 65)𝑎 65        (3.3)     

        Υπενκυμίηουμε ςε αυτό το ςθμείο ότι θ ςφνταξθ εξαγοράηεται ςε θλικία 65 

ετϊν. Το δεφτερο μζλοσ τθσ εξίςωςθσ οριςμοφ του 𝐴𝐿(𝑡) αντιπροςωπεφει τθν 

υποχρζωςθ για το μζλοσ που μόλισ ζχει ςυμπλθρϊςει το 65ο ζτοσ θλικίασ του αλλά 

ςτον οποίο δεν ζχει καταβλθκεί ακόμα θ πρϊτθ ςφνταξθ. Σε αυτι τθν εξίςωςθ, το 𝑒 

αντιπροςωπεφει το εκτιμϊμενο μζροσ αφξθςθσ  του 𝐶𝐿(𝑡) , με 𝑢 = 1/(1 + 𝑖) 

όπου 𝑖 είναι το ποςοςτό επιτοκίου και 𝑎 65  είναι θ εκτιμϊμενθ τιμι μονάδασ τθσ 

ςφνταξθσ από τθν θλικία των 65 ετϊν. Είναι ςωςτότερο αλλά και πολφπλοκο να 

ενςωματωκεί μια ςειρά από μειϊςεισ πριν από τθν θλικία των 65 ετϊν, όπωσ είναι 

θ κνθςιμότθτα, θ ςυνταξιοδότθςθ λόγω κακισ υγείασ και θ παραίτθςθ κάποιου από 

τθν εταιρεία.  

            Δεδομζνου ότι οι μιςκοί ςε κάκε ςτακερι θλικία 𝑥 αυξάνονται κάκε ζτοσ 

ςφμφωνα με το ρυκμό αφξθςθσ του δείκτθ 𝐶𝐿𝐼 (𝑡), μποροφμε να ςθμειϊςουμε ότι  

 

                                             𝐴𝐿 𝑡 + 1 =
𝐴𝐿 𝑡 ∗𝐶𝐿𝐼(𝑡+1)

𝐶𝐿𝐼(𝑡)
                                                     (3.4) 
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Το κανονικό μζροσ ειςφοράσ, 𝑁𝐶(𝑡), πλθρωτζο τθν ςτιγμι 𝑡 , είναι το ποςοςτό 

όπου εξαςφαλίηει ότι :  

 Εάν αρχίςουμε τθν ςτιγμι 𝑡 με τα περιουςιακά ςτοιχεία να είναι ίςα με τισ 

υποχρεϊςεισ. 

 Εάν ο κάτοχοσ ςυμβολαίου πλθρϊνει κανονικά τισ ειςφορζσ του, ζτςι ϊςτε 

να ιςχφει: 𝑇𝑆𝑅 𝑡 ∶   𝑆(𝑡, 𝑥)64
𝑥=25  

 Εάν τα άτομα του ςυνταξιοδοτικοφ ταμείου είναι ςτακερά ςτισ καταβολζσ 

τουσ, διαςφαλίηουν τθν αγορά ςφνταξθσ (για τιμι 𝐵(𝑡)) για μζλθ που μόλισ 

ςυμπλθρϊςουν τθν θλικία των 65 ετϊν. 

 Εάν θ εξζλιξθ των παραδοχϊν είναι όπωσ προβλεπόταν ςτθν βάςθ 

αποτίμθςθσ (απόδοςθ των επενδφςεων, θ αφξθςθ του μιςκοφ κατά τθ 

χρονικι ςτιγμι 𝑡 +  1 και κανζνασ κάνατοσ), τότε: 

 Τα περιουςιακά ςτοιχεία κα εξακολουκιςουν να είναι ίςα με τισ 

υποχρεϊςεισ ςτο χρόνο 𝑡 +  1. 

 

Ζτςι ιςχφει,  

 𝐴𝐿 𝑡 + 𝑁𝐶 𝑡 𝑇𝑆𝑅 𝑡 − 𝐵 𝑡  ∗  1 + 𝑖 = 𝐴𝐿 𝑡 + 1 = 𝐴𝐿 𝑡 (1 + 𝑒)            (3.5) 

οπότε ζχουμε ότι,  

                                    𝑁𝐶 𝑡 =
𝐵 𝑡 −𝐴𝐿 𝑡 (1−𝑢𝑢 )

𝑇𝑆𝑅(𝑡)
,                                                          (3.6) 

όπου 𝑢𝑢 = (1 + 𝑒)/(1 + 𝑖) είναι το υποτικζμενο πραγματικό ποςοςτό 

προεξόφλθςθσ. 

       Το υπολειπόμενο ςτοιχείο τθσ αξίασ τθσ χρθματοδότθςθσ είναι θ ςφςταςθ του 

ποςοςτοφ ειςφοράσ (ζχοντασ κατά νου ότι το 𝑁𝐶(𝑡) είναι κατάλλθλο μόνο εάν τα 

περιουςιακά ςτοιχεία είναι ιςόποςα με τισ  υποχρεϊςεισ). 

          Αυτό μασ οδθγεί ςτθν ζννοια τθσ απόςβεςθσ του πλεονάςματοσ ι 

ελλείμματοσ. Θ απλοφςτερθ προςζγγιςθ είναι αυτι που υιοκετικθκε ςτο Θνωμζνο 

Βαςίλειο.         

           Ζςτω 𝐹(𝑡) αντιπροςωπεφει το μζγεκοσ του ταμείου κατά το χρόνο t, ζτςι 

ϊςτε το ζλλειμμα με βάςθ χρθματοδότθςθ είναι 𝐴𝐿(𝑡)  −  𝐹(𝑡). 

Το προτεινόμενο ποςοςτό ειςφοράσ είναι: 

                                          𝑅𝐶𝑅 𝑡 = 𝑁𝐶 𝑡 +
𝐴𝐿 𝑡 −𝐹(𝑡)

𝑇𝑆𝑅(𝑡)𝑎 
𝑚│
     

,𝑖𝑢

                                              (3.7) 
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όπου,                          𝑎 
𝑚│
     

,𝑖𝑢
=   𝑢𝑢

𝑘 =𝑚−1
𝑘=0

1−𝑢𝑢
𝑚

1−𝑢𝑢
                                                            (3.8) 

         Εδϊ, θ ςτακερά 𝑚 είναι θ περίοδοσ απόςβεςθσ. Αυτό κα μποροφςε να 

ρυκμιςτεί ανάλογα με το πόςο γριγορα θ αςφαλιςτικι εταιρεία κζλει να 

ξεφορτωκεί το πλεόναςμα ι ζλλειμμα. Ραρόλα αυτά, οριςμζνεσ φορζσ, τίκεται ίςθ 

με τθν αναμενόμενθ μελλοντικι ηωι δουλείασ των ενεργϊν μελϊν, ςφμφωνα με 

οριςμζνεσ κατευκυντιριεσ γραμμζσ κοςτολόγθςθσ. 

        Μια ςχετικι προςζγγιςθ για τθν απόςβεςθ χρθςιμοποιείται ςτθ Βόρεια 

Αμερικι. Θ προςαρμογι χωρίηεται ςε 𝑚 ςυνιςτϊςεσ που θ κάκε μία  αφορά τθν 

απόςβεςθ του πλεονάςματοσ/ελλείμματοσ που προκφπτει ςε κάκε ζνα από τα 

τελευταία χρόνια 𝑚. Οι διαφορζσ αυτζσ (ςε ςφγκριςθ τα τθν προςζγγιςθ του 

Θνωμζνου Βαςιλείου) οδθγοφν ςε μεγαλφτερθ διαςπορά ςτα ποςοςτά ειςφορϊν. 

        Μζςα ςε αυτό το ντετερμινιςτικό πλαίςιο, ο αναλογιςτισ ζχει τον ζλεγχο των 

υποκζςεων. Κατά τθν παράδοςθ, για παράδειγμα, πρζπει να υπάρχουν ςχετικοί 

εξωτερικοί ζλεγχοι για το πϊσ κα προςδιοριςτοφν οι αρχικζσ παραδοχζσ. Ωσ 

ςυνζπεια οι αναλογιςτζσ τείνουν να είναι πιο επιφυλακτικοί ςτισ εκτιμιςεισ τουσ 

από ότι πρζπει, που αυτό ςθμαίνει ότι είναι χαμθλό το 𝑖, υψθλό το 𝑒, χαμθλι θ 

κνθςιμότθτα ςτθν ςυνταξιοδότθςθ. Με αποτζλεςμα αυτό να καταλιγει ςε ςυνετζσ 

υπερεκτιμιςεισ, τθσ αξίασ των υποχρεϊςεων και ςτο απαιτοφμενο μζροσ ειςφοράσ. 

Ππωσ αναφζρκθκε πριν, αυτό δεν προκάλεςε κάποιο πρόβλθμα κακϊσ  μια 

υπερβολικι πλθρωμι ςε ζνα χρόνο, μπορεί να εξιςορροπθκεί από τθ μείωςθ των 

πλθρωμϊν κατά τα επόμενα χρόνια, όταν το πλεόναςμα προκφπτει ωσ αποτζλεςμα 

τθσ χριςθσ μιασ επιφυλακτικισ βάςθ. Ζνα πρόβλθμα με αυτιν τθν προςζγγιςθ είναι 

ότι δεν υπάρχει λογικι πίςω από το επίπεδο τθσ προςοχισ ςτισ αρχικζσ παραδοχζσ, 

δθλαδι καμία προςπάκεια δεν ζχει γίνει ποτζ ϊςτε να ςυνδζςει το επίπεδο τθσ 

προςοχισ ςτισ επιμζρουσ υποκζςεισ τοφ επίπεδου κινδφνου. 

 

3.2  ΢ΤΝΣΑΞΕΙ΢ ΚΑΘΟΡΙ΢ΜΕΝΩΝ ΕΙ΢ΦΟΡΩΝ 

 

Οι ςυντάξεισ κακοριςμζνων ειςφορϊν (Defined Contribution (DC)) 

λειτουργοφν με εντελϊσ διαφορετικό τρόπο από τισ ςυντάξεισ κακοριςμζνων 

παροχϊν (DB).  Στθν τελευταία, θ αςφαλιςτικι εταιρεία χρθματοδοτεί το ταμείο 

που ςυνικωσ αναλαμβάνει τθν πλειοψθφία του κινδφνου (ειδικά τον επενδυτικό 

κίνδυνο). Σε ζνα κακοριςμζνων ειςφορϊν ςυνταξιοδοτικό ταμείο, τα μεμονωμζνα 

μζλθ, αναλαμβάνουν το ςφνολο των κινδφνων. Σε ζνα τυπικό επαγγελματικό 

κακοριςμζνων ειςφορϊν ταμείο ςυντάξεων, το μζροσ ειςφοράσ που καταβάλλεται 

τόςο από το μζλοσ όςο και από τον εργοδότθ είναι ζνα ςτακερό μζροσ του μιςκοφ, 

το οποίο επενδφεται ςε διάφορα αμοιβαία κεφαλαία. Το αποτζλεςμα είναι ότι 
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υπάρχει μεγάλθ αβεβαιότθτα ςχετικά με το ποςό τθσ ςφνταξθσ που μπορεί να 

επιτευχκεί κατά τθ ςτιγμι τθσ ςυνταξιοδότθςθσ. Και αυτό ζρχεται ςε αντίκεςθ με 

μια ςφνταξθ κακοριςμζνων παροχϊν που αποδίδει ζνα καλά οριςμζνο επίπεδο 

ςφνταξθσ. 

          Μεμονωμζνεσ ςυντάξεισ κακοριςμζνων ειςφορϊν (DC) (δθλαδι, προςωπικζσ 

ςυντάξεισ) προςφζρουν επιπλζον ευελιξία ζναντι των επαγγελματικϊν ςυςτθμάτων, 

μζςω τθσ μεταβολισ του μζρουσ τθσ ειςφοράσ. Αυτό ςθμαίνει ότι ο αςφαλιςμζνοσ 

μπορεί να επιλζξει να πλθρϊςει περιςςότερα αν οι επενδφςεισ των 

ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων του δεν ζχουν αποδϊςει τα αναμενόμενα. 

Συνικωσ, δεν υπιρξε ποτζ οποιαδιποτε επίςθμθ αναγκαιότθτα για 

αναλογιςτικι ι άλλθ ςυμβουλι ϊςτε να βοθκιςει τουσ αςφαλιςμζνουσ του 

ταμείου κακοριςμζνθσ ειςφοράσ που επζλεξαν πϊσ να επενδφςουν ι τι επίπεδο τθσ 

ειςφοράσ κα πρζπει να πλθρϊςουν. Θ εξαίρεςθ ςε αυτό (π.χ. ςτο Θνωμζνο 

Βαςίλειο, 2003) είναι ότι ςτο ςθμείο πϊλθςθσ του προςωπικοφ ςυνταξιοδοτικοφ 

ςυμβολαίου, ο αςφαλιςτισ μπορεί να είναι υποχρεωμζνοσ να παρζχει ςτο πικανό 

αςφαλιςμζνο ντετερμινιςτικζσ προβλζψεισ ζτςι ϊςτε αυτόσ να αποφαςίςει το 

κατάλλθλο μζροσ ειςφοράσ. Ραρομοίωσ, υπάρχοντεσ αςφαλιςμζνοι 

ςυνταξιοδοτικϊν ςχθμάτων κακοριςμζνων ειςφορϊν μποροφν επίςθσ να 

λαμβάνουν ντετερμινιςτικζσ προβλζψεισ.  

Εξαιτίασ αυτισ τθσ κατάςταςθσ οι αςφαλιςμζνοι των ςυνταξιοδοτικϊν 

ςχθμάτων κακοριςμζνων ειςφορϊν (DC) ζχουν άγνοια ςχετικά με το επίπεδο 

κίνδυνου που είναι εκτεκειμζνοι. 

            Ζτςι οι αςφαλιςμζνοι πρζπει αναγκαςτικά να αποδζχονται τουσ κινδφνουσ 

που αντιμετωπίηουν. Ωςτόςο, θ αυξανόμενθ χριςθ των ςτοχαςτικϊν μεκόδων ςε 

ςυνταξιοδοτικά ςχιματα κακοριςμζνων παροχϊν ζχει προκαλζςει παρόμοιεσ 

διεργαςίεσ ςε ςυντάξεισ κακοριςμζνων ειςφορϊν (DC). Σκοπόσ τθσ ςτοχαςτικισ 

μοντελοποίθςθσ για ςυντάξεισ κακοριςμζνων ειςφορϊν (DC) είναι να:  

 Ρλθροφοροφν τα υπάρχοντα μζλθ, για τουσ πικανοφσ κινδφνουσ που 

αντιμετωπίηουν, εφόςον διατθροφν τθν τρζχουςα ςτρατθγικι. 

 Ενθμερϊνουν πικανά νζα μζλθ του ταμείου κακοριςμζνθσ ειςφοράσ ι 

καινοφργιουσ αςφαλιςμζνουσ προςωπικϊν ςυντάξεων ςχετικά με τουσ 

κινδφνουσ που αντιμετωπίηουν για να τουσ επιτρζψει να επιλζξουν μεταξφ 

των ςυντάξεων κακοριςμζνθσ ειςφοράσ (DC) και  οριςμζνων εναλλακτικϊν 

λφςεων. 

 Επιτρζπουν ςτουσ υπάρχοντεσ αςφαλιςμζνουσ να διαχειρίηονται τουσ 

κινδφνουσ που αντιμετωπίηουν με τθν επιλογι μιασ ςτρατθγικισ 

επενδφςεων και ειςφορϊν, θ οποία κα κακορίηεται ςφμφωνα με τθ διάκεςθ 

ανάλθψθσ κινδφνου κακϊσ και με τθν τρζχουςα κατάςταςθ των 
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προςωπικϊν τουσ ςυνταξιοδοτικϊν τουσ λογαριαςμϊν κακοριςμζνων 

ειςφορϊν (DC). 

 Επιτρζπει ςτα μζλθ να υιοκετιςουν μια ςτρατθγικι που με μεγάλθ 

πικανότθτα, κα τουσ επιτρζψει να ςυνταξιοδοτθκοφν ςε μια ςυγκεκριμζνθ 

θλικία με ζνα υψθλό επίπεδο ςφνταξθσ. 

Θα επικεντρωκοφμε ςτισ επαγγελματικζσ κακοριςμζνεσ ειςφορζσ (DC) 

ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων, όπου το μζροσ ειςφορϊν είναι ζνα ςτακερό ποςοςτό του 

μιςκοφ. Αυτόσ το είδοσ του ςυςτιματοσ ζχει αναλυκεί εκτενϊσ από Blake, Cairns & 

Dowd [4], Haberman & Vigna [20] και Cairns, Blake & Dowd *9,10].  

 

3.3  ΢ΣΟΧΑ΢ΣΙΚΘ ΠΡΟ΢ΕΓΓΙ΢Θ 

 

3.3.1 Ιςτορική Αναδρομή 

           Από το τζλοσ τθσ δεκαετίασ του 80, είχαμε δει τθν ανάπτυξθ από ζναν αρικμό 

πικανϊν προςεγγίςεων ςτθν διαχείριςθ ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων χρθςιμοποιϊντασ 

τα ςτοχαςτικά μοντζλα. Στθν βιβλιογραφία μζχρι ςιμερα, ζχουν εςτιάςει ςε ςχετικά 

απλά μοντζλα, με ςκοπό να καταλάβουμε τθν ςτοχαςτικι φφςθ τθσ δυναμικισ των 

ςυνταξιοδοτικϊν ταμείων και τθν αλλθλεπίδραςθ με τισ μεκόδουσ χρθματοδότθςθσ 

που χρθςιμοποιοφνται. Ο ςκοπόσ του τρίτου κεφαλαίου είναι να μασ δϊςει να 

καταλάβουμε μερικοφσ από τουσ παράγοντεσ που είναι πικανό να είναι ςθμαντικοί 

ςτον πιο πολφπλοκο κόςμο ςτον οποίο εργαηόμαςτε. 

           Το ζργο για το κζμα αυτό πραγματοποιικθκε αρχικά από τον Dufresne ςε μια 

ςειρά εργαςιϊν [14-16]. Υποκζςεισ που ζγιναν ςε αυτιν τθν αρχικι εργαςία 

αργότερα απλουςτεφτθκαν [21], και διαπιςτϊκθκε ότι τα αρχικά ςυμπεράςματα 

παρζμειναν ςε γενικζσ γραμμζσ ανζπαφα. Ο Dufresne πιρε τθ ςειρά των 

αναλογιςτικϊν υποχρεϊςεων 𝐴𝐿(0), 𝐴𝐿(1) .... ωσ δεδομζνθ. Θ μζκοδοσ 

αποτίμθςθσ και οι αρχικζσ παραδοχζσ κεωρικθκαν γνωςτά. Συγκεκριμζνα, όλα τα 

ςτοιχεία των αρχικϊν παραδοχϊν ιταν οι βζλτιςτεσ  εκτιμιςεισ των ςχετικϊν 

ποςοτιτων. 

Ζχουμε επικεντρωκεί ςτθν δυναμικι του μεγζκουσ των κεφαλαίων και του 

ποςοςτοφ ειςφοράσ 

   𝐹 𝑡 + 1 =  1 + 𝑖 𝑡 + 1  ∗  𝐹(𝑡) + 𝑅𝐶𝑅(𝑡)𝑇𝑆𝑅(𝑡) − 𝐵(𝑡)                             (3.9) 

όπου 𝑖(𝑡 +  1) ιταν θ επιτευχκείςα απόδοςθ  των κεφαλαίων από τθ χρονικι 

ςτιγμι  𝑡 ςτθ χρονικι ςτιγμι  𝑡 +  1, 
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και  

                                              𝑅𝐶𝑅 𝑡 = 𝑁𝐶 𝑡 +
𝐴𝐿 𝑡 −𝐹(𝑡)

𝑇𝑆𝑅(𝑡)𝑎 
𝑚│
     

,𝑖𝑢

                                        (3.10) 

Απλά μοντζλα για το 𝑖(𝑡) κα μασ επιτρζψουν να παράγουμε αναλυτικζσ (ι ςχεδόν 

αναλυτικζσ) φόρμουλεσ υπολογιςμοφ για τθν ανεξάρτθτθ μζςθ τιμι και διαςπορά 

τόςο τθσ 𝐹(𝑡) όςο και τθσ 𝑅𝐶𝑅(𝑡). Το βαςικό χαρακτθριςτικό των ερευνϊν αυτϊν 

ιταν θ εκτίμθςθ του πϊσ αυτζσ οι τιμζσ εξαρτϊνται από τθν περίοδο απόςβεςθσ 𝑚. 

Διαπιςτϊκθκε ότι αν το 𝑚 είναι πάρα πολφ μεγάλο (ςυνικωσ μεγαλφτερο από 10 

χρόνια), τότε θ ςτρατθγικι αποςβζςεων ιταν ανεπαρκισ, δθλαδι μια χαμθλότερθ 

τιμι για το 𝑚 κα μείωνε τθ διαςπορά τόςο του μεγζκουσ του κεφαλαίου όςο και το 

μζροσ ειςφοράσ. Κάτω από ζνα οριςμζνο όριο για το 𝑚, ωςτόςο, κα υπάρξει μια 

εξιςορρόπθςθ μεταξφ ςυνεχισ μείωςθσ ςτο 𝑉𝑎𝑟[𝐹(𝑡)] και ςτο αυξανόμενο 

𝑉𝑎𝑟[𝑅𝐶𝑅(𝑡)]. 

            Ζνασ αρικμόσ από περαιτζρω μελζτεσ ζγιναν από τουσ Cairns & Parker [11] 

και Huang [22]. Σε παλαιότερα ζργα, θ μόνθ μεταβλθτι ελζγχου ιταν θ περίοδοσ 

απόςβεςθσ. Οι Cairns & Parker επζκτειναν αυτό ϊςτε να ςυμπεριλάβει τθν τιμι 

αποτίμθςθσ του επιτοκίου, ενϊ ο Huang επζκτεινε αυτό περαιτζρω ϊςτε να 

ςυμπεριλάβει τθ ςτρατθγικι διαχείριςθ περιουςιακϊν ςτοιχείων ωσ μεταβλθτι 

ελζγχου. Βρικαν ότι να υπάρχει ζνα ποςοςτό αποτίμθςθσ επιτοκίου διαφορετικό 

από το 𝛦[𝑖(𝑡)] ςυνείςφερε κετικά ςτθν ανάλυςθ τουσ κακϊσ θ χρθςιμοποίθςθ  

ςυντθρθτικϊν αρχικϊν παραδοχϊν κα ζχει ωσ αποτζλεςμα τθ ςυςτθματικι 

παραγωγι πλεονάςματοσ. Αυτό ςιμαινε ότι θ διαδικαςία λιψθσ αποφάςεων 

ζπρεπε τϊρα να λάβει υπόψθ το μζςο μζροσ ειςφοράσ, κακϊσ και τισ αποκλίςεισ. Οι 

Cairns & Parker πραγματοποίθςαν επίςθσ μια ολοκλθρωμζνθ ανάλυςθ ευαιςκθςίασ 

όςον αφορά τισ διάφορεσ παραμζτρουσ του μοντζλου. 

 

3.3.2 ΢τοχαςτικόσ Δυναμικόσ Ζλεγχοσ 

             Μζχρι αυτό το ςθμείο, θ διαδικαςία λιψθσ αποφάςεων ιταν ακόμθ ςχετικά 

υποκειμενικι. Δεν υπιρχε επίςθμοσ ςτόχοσ και αυτό είχε ωσ αποτζλεςμα τθν 

εμφάνιςθ μιασ ςυγκεκριμζνθσ ςτρατθγικισ εκτόσ του εφρουσ των αποτελεςματικϊν 

ςτρατθγικϊν. Αυτό ςτθ ςυνζχεια οδιγθςε ςτθν ειςαγωγι τθσ ςτοχαςτικισ κεωρίασ 

ελζγχου, ωσ μζςο διευκόλυνςθσ τθσ διαδικαςίασ λιψθσ αποφάςεων. Θ προςζγγιςθ 

αυτι ζχει λθφκεί με τθ χριςθ τόςο μοντελοποίθςθσ ςυνεχοφσ χρόνου *7,11+ όςο  

και διακριτοφ χρόνου [19]. Θ πρϊτθ προςζγγιςθ δίνει κάποια ιςχυρότερα 

αποτελζςματα και αυτό είναι που κα περιγράψουμε εδϊ. 
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              Αφοφ ζχει οριςτεί θ αντικειμενικι ςυνάρτθςθ, ο δυναμικόσ ςτοχαςτικόσ 

ζλεγχοσ (κεωρθτικά τουλάχιςτον) προςδιορίηει τθ δυναμικι ςτρατθγικι ελζγχου, θ 

οποία είναι θ βζλτιςτθ ανά πάςα χρονικι ςτιγμι ςτο μζλλον και ςε όλεσ τισ πικανζσ 

μελλοντικζσ καταςτάςεισ του κόςμου. Αυτό ζρχεται ςε αντίκεςθ με τθν 

προθγοφμενθ προςζγγιςθ, όπου κα μποροφςε να κεωρθκεί ζνα περιοριςμζνο 

εφροσ των ελζγχων και το οποίο κα μποροφςε να οδθγιςει μόνο ςτθν αναγνϊριςθ 

μιασ ςτρατθγικισ, θ οποία είναι βζλτιςτθ για μία μόνο κατάςταςθ του. 

             Στο ςτοχαςτικό ζλεγχο, δεν υπάρχει αυτόματθ αναγκαιότθτα να διεξάγονται 

αναλογιςτικζσ εκτιμιςεισ ι να κακορίηονται ποςοςτά ειςφοράσ ςε ςχζςθ με ζνα 

κανονικό μζροσ ειςφοράσ που αυξάνεται με άκαμπτεσ κατευκυντιριεσ γραμμζσ 

απόςβεςθσ. Αντικζτωσ, διατυπϊνουμε μια αντικειμενικι ςυνάρτθςθ θ οποία κα 

λαμβάνει υπόψθ τα ςυμφζροντα των διαφόρων ενδιαφερομζνων μερϊν του 

ςυνταξιοδοτικοφ ταμείου. Επομζνωσ θ 𝐹(𝑡) ορίηεται ωσ το μζγεκοσ του ταμείου 

κατά το χρόνο 𝑡 και θ 𝑐(𝑡) το αντίςτοιχο μζροσ ειςφοράσ. Ο Cairns [10] πρότεινε ότι 

θ δυναμικι τθσ 𝐹(𝑡) διζπεται από τθν ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ (βλζπε 

Λογιςμό του Itô) 

              𝑑𝐹 𝑡 = 𝐹 𝑡 𝑑𝛿 𝑡 + 𝑐 𝑡 𝑑𝑡 − (𝐵𝑑𝑡 + 𝜍𝑏𝑑𝑊𝑏(𝑡))                               (3.11) 

 Αυτό προχποκζτει ότι το όφελοσ τθσ δαπάνθσ ζχει μια ςτακερι μζςθ τιμι με τισ 

διακυμάνςεισ να αντικατοπτρίηουν τισ δθμογραφικζσ και άλλεσ αβεβαιότθτεσ  ςτισ 

πλθρωμζσ των παροχϊν. Ο πρϊτοσ όροσ του δεφτερου μζλουσ τθσ (3.11) δίνει,  το 

άμεςο επενδυτικό κζρδοσ του κεφαλαίου από τθν ςτιγμι 𝑡 ζωσ τθν ςτιγμι  𝑡 +  𝑑𝑡. 

Ο όροσ 𝑑𝛿(𝑡) αντιπροςωπεφει το ςτιγμιαίο κζρδοσ ανά μονάδα επζνδυςθσ και 

περιζχει τθ ςυνικθ ςυνζλιξθ τθσ μετατόπιςθσ (𝑑𝑡) και τθσ κίνθςθσ Brown 𝑑𝑊(𝑡) με 

όρουσ. Ο δεφτερο όροσ αντιπροςωπεφει τισ ειςφορζσ που καταβάλλονται από το 

ανάδοχο ταμείο. Ο τρίτοσ όροσ ςτθν παρζνκεςθ δείχνει το όφελοσ τθσ δαπάνθσ. Ο 

Boulier et al. [6] και ο Cairns [10] κεϊρθςαν τόςο το μζροσ ειςφοράσ, 𝑐(𝑡), όςο και 

τθ (πικανϊσ δυναμικι) ςτρατθγικι κατανομι των περιουςιακϊν ςτοιχείων, 𝑝(𝑡), 

ιταν και οι δφο μεταβλθτζσ ελζγχου, οι οποίεσ κα μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν 

για τθ βελτιςτοποίθςθ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ του ταμείου. Θ αντικειμενικι 

ςυνάρτθςθ ιταν παρόμοια με εκείνθ που ειςάγεται από τον Merton [28,29] (βλζπε 

επίςθσ [28]) και μπορεί να περιγραφεί ωσ θ προεξοφλθμζνθ αναμενόμενθ 

ςυνάρτθςθ απϊλειασ:   

            𝛬 𝑡, 𝑓  𝑐, 𝑝 = 𝐸  𝑒−𝛽𝑠𝐿 𝑠, 𝑐 𝑠 , 𝐹 𝑠  𝑑𝑠│𝐹 𝑡 = 𝑓
∞

𝑡
                          (3.12) 

Από το τρζχον μζγεκοσ ταμείου, 𝐹(𝑡) = 𝑓 οι αναμενόμενεσ προεξοφλθμζνεσ ηθμίεσ, 

εξαρτϊνται από τθν επιλογι ελζγχου ςτρατθγικισ 𝑐 και 𝑝. Οι ςτρατθγικζσ αυτζσ 

μπορεί να εξαρτοφνται από τθν ςτιγμι τθσ αίτθςθσ, 𝑠, ςτο μζλλον, κακϊσ και  από 

τθν ‘’κατάςταςθ του κόςμου’’ εκείνθ τθν εποχι (δθλαδι, 𝐹(𝑠)). 
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             Θ ςυνάρτθςθ 𝐿(𝑡, 𝑐, 𝑓) είναι μια ςυνάρτθςθ απϊλειασ, θ οποία μετρά πόςο 

δυςαρεςτθμζνοι (ςε μια ςυλλογικι ζννοια) είναι οι μζτοχοι ςχετικά με το τι 

ςυμβαίνει τθ ςτιγμι 𝑠 με δεδομζνο ότι 𝐹(𝑠) = 𝑓 και ότι το μζροσ ειςφοράσ κα είναι 

𝑐 𝑠 = 𝑐. Θ ςυνάρτθςθ προεξόφλθςθσ 𝑒−𝛽𝑠  κακορίηει τθ ςχετικι επιβάρυνςθ που 

ςυνδζεται με τα αποτελζςματα ςε διάφορα ςθμεία ςτο μζλλον: για παράδειγμα, 

μια μεγάλθ τιμι του 𝛽, κα δϊςει μεγαλφτερθ ζμφαςθ βραχυπρόκεςμα. 

             Ο ςτόχοσ του προβλιματοσ είναι να προςδιορίςει ποιεσ ςτρατθγικζσ 𝑐 και 𝑝 

ελαχιςτοποιοφν τθν  𝛬(𝑡, 𝑓)(𝑐, 𝑝). 

 Ζτςι ϊςτε 

                                               𝑉 𝑡, 𝑓 = inf𝑐,𝑝 𝛬(𝑡, 𝑓)(𝑐, 𝑝)                                            (3.13) 

Για προβλιματα αυτοφ του τφπου είναι γνωςτό ότι το 𝑉(𝑡, 𝑓) μπορεί να επιλυκεί με 

τθν χριςθ τθσ εξίςωςθσ Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) [3], [17], [24] και ο Cairns 

[10] χρθςιμοποίθςε αυτι τθν εξίςωςθ για να  προςδιορίςει τθ βζλτιςτθ ςτρατθγικι 

ειςφορϊν και περιουςιακϊν ςτοιχείων. Στθ ςυνζχεια αναλφονται παραδείγματα 

ςτα οποία θ εξίςωςθ απϊλειασ είναι τετραγωνικι ςε 𝑐 και 𝑓 κακϊσ και δυναμικι 

και εκκετικι απϊλεια μόνο του 𝑐. Αυτά οδιγθςαν ςε ενδιαφζρον ςυμπεράςματα 

ςχετικά με τθ βζλτιςτθ τιμι για το 𝑐 και το 𝑝. Μερικά από αυτά τα αποτελζςματα 

ιταν διαιςκθτικά λογικά, αλλά άλλα ιταν λιγότερο, ζτςι και αυτό κα μποροφςε να 

ςυνδεκεί με τισ πτυχζσ τθσ αρχικισ ςυνάρτθςθσ απϊλειασ. Ο Cairns κατζλθξε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι θ εναλλακτικι εξίςωςθ απϊλειασ ζπρεπε να αναπτυχκεί για τθν 

αντιμετϊπιςθ αυτϊν των προβλθμάτων και αυτό είναι το αντικείμενο των εν 

εξελίξει εργαςιϊν. 

 

3.3.3 ΢τοχαςτικόσ Βζλτιςτοσ Ζλεγχοσ  

           Θ κεωρία του ςτοχαςτικοφ βζλτιςτου ελζγχου μπορεί να εφαρμοςτεί για να 

βροφμε τθ βζλτιςτθ επενδυτικι πολιτικι πριν και μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ ςε ζνα 

ςυγκεκριμζνο ςυνταξιοδοτικό πλάνο όπου τα οφζλθ πλθρϊνονται υπό τθν μορφι 

ραντϊν. Οι ράντεσ υποτίκεται ότι ζχουν εξαςφαλιςτεί ςε ςυγκεκριμζνθ χρονικι 

περίοδο. Χρθςιμοποιϊντασ διαφορετικά είδθ ςυναρτιςεων ωφελιμότθτασ 

προςπακοφμε να δοφμε διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ τόςο από τθν επενδυτικι ςκοπιά 

(πριν τθν ςυνταξιοδότθςθ) όςο και από τθν ςκοπιά τθσ πλθρωμισ τθσ ςφνταξθσ 

(μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ). Θ αναγκαία αλλαγι ςτρατθγικισ μετά τθν 

ςυνταξιοδότθςθ μπορεί να ερμθνευτεί ς’ αυτό το μοντζλο ςαν ζνα τυπικό ALM 

(Asset Liability Management) περιοριςμό, λαμβάνοντασ υπόψθ ζνα τεχνικό επιτόκιο 

που χρθςιμοποιείται από τον αςφαλιςτι.   
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            Το πρόβλθμα τθσ επιλογισ τθσ καλφτερθσ ςτρατθγικισ για τουσ διαχειριςτζσ 

ςυνταξιοδοτικϊν ςχθμάτων γίνεται ςυνεχϊσ και πιο ενδιαφζρον ιδιαίτερα όςον 

αφορά τθν κακοριςμζνθ ειςφορά ςυνταξιοδοτικϊν ςχθμάτων και ραντϊν ηωισ. Από 

τθν μεκοδολογικι άποψθ του διαχειριςτι μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν κλαςςικά 

εργαλεία όπωσ  ζνα χαρτοφυλάκιο ι ο βζλτιςτοσ ζλεγχοσ. Επίςθσ πρζπει να λάβει 

ςοβαρά υπόψθ τισ αναλογιςτικζσ υποχρεϊςεισ και τα δικαιϊματα  που 

εμπεριζχονται ςε ζνα ςυνταξιοδοτικό ςχιμα και τισ επιπτϊςεισ ενόσ ςτοχαςτικοφ 

περιβάλλοντοσ. Ζνα ςθμαντικό παράδειγμα τζτοιασ υποχρζωςθσ είναι θ παρουςία 

μιασ εγγφθςθσ που παρζχεται ςτουσ δικαιοφχουσ μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ. 

            Ραρακάτω κα μελετιςουμε τα αποτελζςματα τθσ ειςαγωγισ αυτοφ του 

είδουσ τθσ εγγφθςθσ ςτθν βζλτιςτθ πολιτικι του ςυνταξιοδοτικοφ ςχιματοσ 

χρθςιμοποιϊντασ το κλαςςικό εργαλείο του ςτοχαςτικοφ ελζγχου ςαν μζςο 

βελτιςτοποίθςθσ. Θα προςπακιςουμε να βροφμε λφςεισ  και να εξετάςουμε τα 

αποτελζςματα των εγγυιςεων  μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ για δφο ςθμαντικζσ 

χριςιμεσ  ςυναρτιςεισ ωφελιμότθτασ. Τα αποτελζςματα κα ερμθνευκοφν ςε όρουσ 

του ALM (Assets and Liabilities Management). Συγχρόνωσ  κα ελζγξουμε τθν 

εγκυρότθτα τθσ αποκαλοφμενθσ ωσ  ‘’life style strategy’’. 

 

3.4  ΠΑΡΟΤ΢ΙΑ΢Θ ΣΟΤ ΢ΣΟΧΑ΢ΣΙΚΟΤ ΜΟΝΣΕΛΟΤ 

 

          Θεωροφμε ζνα προκακοριςμζνο πλάνο ςυνταξιοδότθςθσ του οποίου οι 

πλθρωμζσ, αποτελοφν όρουσ μιασ ράντασ πλθρωμϊν. Σκοπόσ μασ είναι θ βζλτιςτθ 

πολιτικι επζνδυςθσ, θ οποία αφορά τα περιουςιακά ςτοιχεία τα οποία καλφπτουν 

τισ υποχρεϊςεισ τθσ αςφαλιςτικισ εταιρείασ κατά τθ διάρκεια του ςυνταξιοδοτικοφ 

προγράμματοσ ηωισ του αςφαλιςμζνου, πριν και μετά τθ ςυνταξιοδότθςθ. 

           Υποκζτουμε πωσ οι υποχρεϊςεισ μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ πλθρϊνονται με  

μορφι ράντασ,  οι πλθρωμζσ τθσ οποίασ είναι εγγυθμζνεσ από τον αςφαλιςτι. Σ’ 

αυτό το απλό μοντζλο θ κνθςιμότθτα παραλείπεται. 

           Κατά τθν περίοδο πριν τθν ςυνταξιοδότθςθ, οι ςυνειςφορζσ από τον 

αςφαλιηόμενο μποροφν να επενδυκοφν από τθν αςφαλιςτικι εταιρεία ςε ζνα  

περιουςιακό ςτοιχείο με ι χωρίσ “κίνδυνο”: το αποκεματικό που λαμβάνεται κατά 

τθν θλικία ςυνταξιοδότθςθσ είναι το ποςό που ςυςςωρεφεται χωρίσ καμία ειδικι 

εγγφθςθ που δίνεται από τον αςφαλιςτι. Ακριβϊσ ςτθν χρονικι ςτιγμι 

ςυνταξιοδότθςθσ, το αποκεματικό αυτό χρθςιμοποιείται προσ τθν αγορά μιασ 

ράντασ πλθρωμϊν, ϊςτε μετά τθν χρονικι αυτι ςτιγμι, ο αςφαλιςτισ να 

εξαςφαλίςει και εγγυθκεί τθσ πλθρωμζσ τθσ ράντασ προσ τον ςυνταξιοφχο. Επίςθσ, 

θ αςφαλιςτικι εταιρεία κα πρζπει να αποφαςίςει τον τρόπο επζνδυςθσ του 
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εναπομείναντοσ μζρουσ του αποκεματικοφ, ςε περιουςιακά ςτοιχεία με ι χωρίσ 

κίνδυνο[31].  

            Εφόςον οι υποχρεϊςεισ τθσ αςφαλιςτικισ παρουςιάηονται μετά τθ 

ςυνταξιοδότθςθ, κα χωρίςουμε το πρόβλθμά μασ ςε δφο περιόδουσ: 

 Περίοδοσ πριν την ςυνταξιοδότηςη  𝐭 Є [𝟎, 𝐍] :  Ρερίοδοσ χωρίσ 

υποχρεϊςεισ όπου κα προςπακιςουμε να ζχουμε μεγιςτοποιιςει τα κζρδθ 

από τισ επενδφςεισ των ςυνειςφορϊν του ςυνταξιοφχου ακριβϊσ τθν ςτιγμι 

τθσ ςυνταξιοδότθςισ του, και 

 

 Περίοδοσ μετά την ςυνταξιοδότηςη  𝐭 Є [𝐍, 𝐍 + 𝐓] : , Ρερίοδοσ με τισ 

υποχρεϊςεισ τθσ εταιρείασ προσ τον ςυνταξιοφχο, όπου κα προςπακιςουμε 

να βελτιςτοποιιςουμε το τυχόν τελικοφ πλεόναςμα. 

Θεωροφμε ότι ςτα παραπάνω, 𝑁 και 𝑇 είναι ντετερμινιςτικοί αρικμοί. 

 Για τθν επίλυςθ του παραπάνω προβλιματοσ κα δουλζψουμε ςε ςτοχαςτικό 

μοντζλο ςυνεχοφσ χρόνου και κα χρθςιμοποιιςουμε τα εργαλεία του ςτοχαςτικοφ 

βζλτιςτου ελζγχου. 

Ωσ ςυνικωσ ςτον βζλτιςτο ζλεγχο ζχουμε τισ: 

 Μεταβλθτζσ Κατάςταςθσ, 

 Μεταβλθτζσ Απόφαςθσ 

κακϊσ και τθν: 

 Εξίςωςθ Εξζλιξθσ, και τζλοσ τθν 

 Αντικειμενικι Συνάρτθςθ 

Ειδικότερα ζχουμε: 

Μεταβλητή Κατάςταςη: Επιλζγουμε ωσ μεταβλθτι κατάςταςθσ τα περιουςιακά 

ςτοιχεία του ςυνταξιοδοτικοφ προγράμματοσ     

                                                 𝐹 𝑡 ,       𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 𝑁]. 

Μεταβλητή Απόφαςησ: Διαλζγουμε ωσ μεταβλθτι απόφαςθσ, το μζροσ επζνδυςθσ 

που αφορά  περιουςιακά ςτοιχεία με ρίςκο, (βλζπε Merton [27]).  

Υποκζτουμε πωσ θ οικονομικι αγορά περιγράφεται από δφο είδθ περιουςιακϊν 

ςτοιχείων: 

 Τα περιουςιακά ςτοιχεία χωρίσ ρίςκο  𝑋1   για τα οποία ιςχφει 

                       𝑑𝑋1 𝑡 = 𝑟𝑋1(𝑡)𝑑𝑡                                                                  (3.14) 
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 Τα περιουςιακά ςτοιχεία με ρίςκο  𝑋2    

                             𝑑𝑋2 𝑡 = 𝑎𝑋2 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜍𝑋2 𝑡 𝑑𝑊(𝑡) ,                                   (3.15),  

όπου  𝑊 είναι θ Κίνθςθ Brown. 

           Tο μζροσ εκείνο που επενδφεται ςε περιουςιακά ςτοιχεία με ρίςκο τθν 

χρονικι ςτιγμι t ςυμβολίηεται με 𝑢(𝑡), ενϊ το υπόλοιπο ( 1 −  𝑢 (𝑡) ) είναι το 

μζροσ των περιουςιακϊν ςτοιχείων χωρίσ ρίςκο. 

Το πρόβλθμά μασ είναι να βροφμε τθ βζλτιςτθ διαδικαςία για 𝑢(𝑡). 

Εξίςωςη Εξζλιξησ: Θα υποκζςουμε ότι ζνα ποςό καταβάλλεται ςτο ςυνταξιοδοτικό 

κεφάλαιο τθ χρονικι ςτιγμι  𝑡 = 0 και ότι δεν υπάρχουν άλλεσ ςυνειςφορζσ ςτο 

μζλλον. Τθν πιο γενικι περίπτωςθ με τισ μελλοντικζσ ςυνειςφορζσ κα τθν δοφμε 

αργότερα ςε αυτιν τθν εργαςία (βλζπε ενότθτα 3.6).  

 Περίοδοσ πριν την ςυνταξιοδότηςη (𝐭 Є [𝟎, 𝐍]). Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ 

εξιςϊςεισ (3.14) και (3.15), θ διαδικαςία 𝐹 είναι θ λφςθ τθσ ςτοχαςτικισ 

διαφορικισ εξίςωςθσ: 

                         

            𝑑𝐹(𝑡) = 𝐹(𝑡)[ 𝑢 𝑡  𝛼 + (1 −  𝑢(𝑡)) 𝑟 ] 𝑑𝑡 + 𝐹(𝑡) 𝑢(𝑡) 𝜍𝑑𝑊 (𝑡)         (3.16)  

          με  𝐹 0 = 𝑃 =ζνα ποςό πλθρωμισ τθν ςτιγμι 𝑡 = 0.                                (3.17) 

 Σην ςτιγμή τησ ςυνταξιοδότηςησ ( 𝐭 = 𝐍 ). Τα κεφάλαια τθσ αςφαλιςτικισ 

εταιρείασ χρθςιμοποιοφνται για να αγοράςει τθν ράντα πλθρωμϊν των 

αςφαλιςμζνων, τθσ οποίασ θ τιμι αγοράσ τθσ υπολογίηεται με 

προκακοριςμζνο επιτόκιο. 

           Αντί τθσ κλαςικισ ιςόβιασ ςφνταξθσ ηωισ , εμείσ κα κεωριςουμε εδϊ τθν 

περίπτωςθ ενόσ προϊόντοσ, όταν θ εγγφθςθ τθσ ράντασ δίνεται για ζνα οριςμζνο 

χρονικό διάςτθμα (προςωρινι ράντα). Αυτό το είδοσ του προϊόντοσ επιτρζπει ςτον 

αςφαλιςτι να χρθςιμοποιιςει ζνα καλφτερο επιτόκιο.  

          Συμβολίηουμε με  𝐶 το μζροσ του κεφαλαίου που χρθςιμοποιείται για να 

αγοράςει μια ράντα Τ περιόδων ( 𝐶 ≤  𝐹 (𝑁) ). Το πλεόναςμα ςτο τζλοσ αυτισ τθσ 

περιόδου χρθςιμοποιείται ξανά είτε με παρόμοιο τρόπο όπωσ πριν, είτε ωσ 

επιςτροφι ςτουσ αςφαλιςτζσ. 
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Το ςυνεχζσ όφελοσ  να πλθρϊςει μεταξφ 𝛮 και 𝛮 +  𝛵 δίνεται από : 

 

                                           𝐵 =
𝐶

 𝑎 𝑇|     
                                                                       (3.18) 

   όπου 𝑎 𝑇|      είναι το ςυνεχζσ τεχνικό επιτόκιο. 

 Περίοδοσ μετά την ςυνταξιοδότηςη (𝐭 Є [𝐍, 𝐍 + 𝐓]):  Θ ςτοχαςτικι 

διαφορικι εξίςωςθ του ταμείου δίνεται από [31]: 

                  

   𝑑 𝐹 (𝑡)  = [𝐹(𝑡)(𝑢(𝑡) 𝛼 +  (1 −  𝑢(𝑡)) 𝑟) –  𝐵] 𝑑𝑡  +   𝐹(𝑡) 𝑢(𝑡) 𝜍 𝑑𝑊 (𝑡)   (3.19)        

 

Αντικειμενική ΢υνάρτηςη: Το πρόβλθμα ςτισ δφο περιόδουσ κα είναι να 

βελτιςτοποιθκεί θ αναμενόμενθ χρθςιμότθτα του τελικοφ πλοφτου ςτο τζλοσ τθσ 

περιόδου. 

 Ρρϊτθ περίοδοσ. Μεγιςτοποίθςθ τθσ αναμενόμενθσ χρθςιμότθτασ του 

ςυνολικοφ ποςοφ του ταμείου που ελιφκθ κατά τθν θλικία 

ςυνταξιοδότθςθσ:  

                                                  𝑚𝑎𝑥
𝑢

𝐸𝑈 𝐹 𝑁                                                              (3.20) 

 Δεφτερθ περίοδοσ. Μεγιςτοποίθςθ τθσ αναμενόμενθσ χρθςιμότθτασ του 

πλεονάςματοσ μετά τθν καταβολι τθσ ςφνταξθσ κατά τθ διάρκεια 𝑇  

περιόδων     

                                             

                                     𝑚𝑎𝑥
𝑢

𝐸𝑈 𝐹 𝑁 + 𝑇                                                      (3.21) 

Μασ ενδιαφζρει θ ςφγκριςθ μεταξφ των άριςτων πολιτικϊν ςτισ δφο περιόδουσ. 

Ρρζπει να αλλάξουμε τθν επενδυτικι ςτρατθγικι μασ, λόγω τθσ πλθρωμισ τθσ 

ράντασ; 

 

3.5  ΒΕΛΣΙ΢ΣΘ ΠΟΛΙΣΙΚΘ ΠΡΙΝ ΣΘ ΢ΤΝΣΑΞΙΟΔΟΣΘ΢Θ 

 

        Για να απαντιςουμε ςτο ερϊτθμα αυτό, κα χρθςιμοποιιςουμε τα κλαςικά 

εργαλεία του ςτοχαςτικοφ βζλτιςτου ελζγχου. Το πρόβλθμα να βρεκεί θ βζλτιςτθ 

αναλογία των αςφαλϊν περιουςιακϊν ςτοιχείων κατά τθ διάρκεια τθσ πρϊτθσ 

περιόδου είναι εφκολο να λυκεί και το γνωρίηουμε καλά (Merton (1971)) [27]. Θα 



 

63 

δϊςουμε ς αυτό το ςθμείο κάποιεσ λεπτομζρειεσ τθσ μεκοδολογίασ, προκειμζνου 

να λφςουμε τθ βζλτιςτθ επιλογι κατά τθ δεφτερθ περίοδο. 

Ζχουμε να λφςουμε 

                                                   max
u

 EU ( F(N) )                                                         (3.22)                       

με    𝑑𝐹(𝑡)  =  𝐹(𝑡) [𝑢(𝑡)𝑎 +  (1 − 𝑢(𝑡))𝑟] 𝑑𝑡 +  𝐹(𝑡)𝑢(𝑡)𝜍 𝑑𝑊(𝑡) ,            (3.23) 

    

                                               𝐹(0) = 𝑃(0 ≤  𝑡 ≤  𝑁) 

Ειςάγουμε τθν ςυνάρτθςθ αξίασ του προβλιματοσ 

                     𝑊(𝑡, 𝐹) = max
𝑢

 𝐸[𝑈(𝐹(𝑁)│𝐹(𝑡)  =  𝐹)]                                           (3.24) 

από  τθν οποία ζχουμε το ακόλουκο πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ [31]   

0 = max 𝑢  
𝜕𝑊

𝜕𝑡
+  𝑢 𝑡  𝑎 − 𝑟 + 𝑟 𝐹

𝜕𝑊

𝜕𝑡
+

1

2
 𝑢2 𝑡 𝜍2𝐹2 𝜕2𝑊

𝜕𝐹2                           (3.25) 

ι ιςοδφναμα 

0 = max
 𝑢 

{𝜓} 

όπου  𝜓 =
𝜕𝑊

𝜕𝑡
+  𝑢 𝑡  𝑎 − 𝑟 + 𝑟 𝐹

𝜕𝑊

𝜕𝑡
+

1

2
 𝑢2 𝑡 𝜍2𝐹2 𝜕2𝑊

𝜕𝐹2  

Από τισ παρακάτω δφο εξιςϊςεισ και τθν ανιςότθτα δευτζρου βακμοφ  

 𝜓 𝑢 = 0                                                                                                         (3.26)             

 

 
𝜕𝜓

𝜕𝑢
  𝑢 = 0                                                                                                      (3.27)             

 

 
𝜕2𝜓

𝜕𝑢2
 𝑢 < 0 

 

παίρνουμε, 

0 =  𝑎 − 𝑟 𝐹
𝜕𝑊

𝜕𝐹
+ 𝑢(𝑡)𝐹2𝜍2 𝜕2𝑊

𝜕𝐹2 . 

Οπότε μια πρϊτθ ζμμεςθ μορφι για τθ βζλτιςτθ επζνδυςθ 𝑢∗, που αποτελεί το 

μζροσ επζνδυςθσ ςε περιουςιακά ςτοιχεία με κίνδυνο είναι θ: 

                                           𝑢∗ 𝑡 = −
𝜕𝑊

𝜕𝐹 

𝐹(𝜕
2𝑊

𝜕𝐹2 )
 
𝑎−𝑟

𝜍2
                                                 (3.28) 
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Με αντικατάςταςθ τθσ (3.28) ςτθν (3.26) παίρνουμε για τθ ςυνάρτθςθ αξίασ, τθ  

μερικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                        
𝜕𝑊

𝜕𝑡
+ 𝑟𝐹

𝜕𝑊

𝜕𝐹
−

1

2

(𝑎−𝑟)2

𝜍2

 𝜕𝑊
𝜕𝐹  

2

𝜕2𝑊
𝜕𝐹2 

= 0                                     (3.29) 

με τον περιοριςμό:  𝑊(𝛮, 𝛲)  =  𝑈 (𝐹) 

            Το πρόβλθμα τϊρα είναι να λυκεί θ εξίςωςθ (3.29) για τθν εξίςωςθ αξίασ W 

και να αντικαταςτακεί ςτθν (3.28) ϊςτε να λθφκεί θ βζλτιςτθ πολιτικι. Θ εξίςωςθ 

αυτι δζχεται κάποιεσ ζμμεςεσ λφςεισ για ςυγκεκριμζνεσ μορφζσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

ωφελιμότθτασ: 

 

 Χρηςιμότητα τησ δφναμησ Ιςχφοσ: 

                                        𝑈  𝐹 =
𝐹𝛾

𝛾
    όπου     ( 𝛾 < 1 , 𝛾 ≠ 0).                                 (3.30) 

             Αυτι θ μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ ωφελιμότθτασ ζχει μια ςτακερι ςχετικι 

αποςτροφι ςτο κίνδυνο: 

                                                            −
𝑈 ′′ (𝐹)

𝑈 ′ (𝐹)
 𝐹 = 1 − 𝛾                      

                       

 Εκθετική ωφελιμότητα: 

                                           𝑈  𝐹 = − 
1

𝑐
 𝑒−𝑐𝐹         ( Με 𝑐 >  0 )                                   (3.31) 

             Αυτι θ μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ ωφελιμότθτασ ζχει μια ςτακερι απόλυτθ 

αποςτροφι ςτο κίνδυνο:   

−
𝑈′′ (𝐹)

𝑈′(𝐹)
 𝐹 = 𝑐 
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3.5.1  Χρηςιμότητα του νόμου Ιςχφοσ 

               Σϋ αυτι τθν περίπτωςθ κα προςπακιςουμε να βροφμε τθ λφςθ τθσ (3.29) 

ακλουκϊντασ τθν παρακάτω δομι 

                                                𝑊 𝑡, 𝐹 = 𝑏 𝑡 
𝐹𝛾

𝛾
                                                          (3.32) 

Με  𝑏 𝛮 = 1, (ςυνκικθ) 

Ζπεται ότι,  

𝜕𝑊

𝜕𝑡
= 𝑏′ 𝑡 

𝐹𝛾

𝛾
  ,                        

𝜕𝑊

𝜕𝐹
= 𝑏 𝑡 𝐹𝛾−1,                    

𝜕2𝑊

𝜕𝐹2 = 𝑏 𝑡  𝛾 − 1 𝐹𝛾−2 . 

Ειςάγοντασ αυτζσ τισ μερικζσ παραγϊγουσ ςτθν (3.29) εμείσ παίρνουμε για 

το 𝑏 τθν ακόλουκθ διαφορικι εξίςωςθ: 

𝑏′ 𝑡 + 𝑟𝛾𝑏 𝑡 + 𝑏 𝑡 𝛾
(𝑎 − 𝑟)2

2𝜍2(1 − 𝛾)
= 0 

Θ λφςθ τθσ παραπάνω διαφορικισ εξίςωςθσ εφκολα βρίςκεται να είναι θ 

𝑏 𝑡 = 𝑒𝜇(𝑡−𝑁), 

όπου       

                     𝜇 = −𝛾  𝑟 +
(𝑎−𝑟)2

2𝜍2(1−𝛾)
                                                                                  (3.33)                                

και καταλιγουμε            𝑊 𝑡, 𝐹 = 𝑒𝜇(𝑡−𝑁) 𝐹𝛾

𝛾
                                                             (3.34) 

Ο δεφτερθσ τάξθσ περιοριςμόσ, επίςθσ , πραγματοποιεί: 

𝜕2𝜓

𝜕𝑢2
= 𝐹2𝜍2

𝜕2𝑊

𝜕𝐹2
= 𝐹2𝜍2𝑒𝜇(𝑡−𝑁) 𝛾 − 1 𝐹𝛾−2 < 0 

            

          Χρθςιμοποιϊντασ τθν (3.28) μποροφμε να αντλιςουμε μια μοναδικι βζλτιςτθ 

πολιτικι: 

          𝑢∗ 𝑡 = −
b t Fγ−1

𝐹𝑏 𝑡  𝛾−1 𝐹𝛾−2
 
𝑎−𝑟

𝜍2
 ,    𝑢∗ 𝑡 =  

𝑎−𝑟

𝜍2

1

1−𝛾
 ,                                         (3.35) 

 

θ οποία είναι μια ςτακερι αναλογία , ανάλογα με το κίνδυνο του αςφαλίςτρου 

𝑎 − 𝑟 , με 𝜍2   τθν μεταβλθτότθτα και 𝛾 θ αποςτροφι ςτον κίνδυνο. 
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3.5.2 Εκθετική ωφελιμότητα 

             Θα προςπακιςουμε να βροφμε λφςθ ςτθν (3.29) ακολουκϊντασ τον 

παρακάτω τρόπο: 

                                   W t, F = −
1

c
exp −c a t + b t F                                       (3.36) 

Με    𝑎 𝑁 = 0,   𝑏(𝑁) = 1 

Τότε ζχουμε:                
𝜕𝑊

𝜕𝑡
=  𝑎′ 𝑡 + 𝑏′ 𝑡 𝐹 𝑒𝑥𝑝⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] 

Ππου    𝑢(𝑡, 𝐹) = 𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝐹 

𝜕𝑊

𝜕𝐹
= 𝑏 𝑡 𝑒𝑥𝑝 −𝑐𝑢 𝑡, 𝐹   ,    

𝜕2𝑊

𝜕𝐹2 = −𝑐𝑏2 𝑡 𝑒𝑥𝑝⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] 

Ειςάγοντασ αυτζσ τισ μερικζσ παραγϊγουσ ςτθν (3.29) παίρνουμε: 

                       𝑎′ 𝑡 + 𝑏′ 𝑡 𝐹 + 𝑟𝐹𝑏 𝑡 +
1

2

(𝑎−𝑟)2

𝑐𝜍2 = 0                                     (3.37) 

              

         Θα χωρίςουμε αυτι τθν εξίςωςθ ςε δφο επιμζρουσ εξιςϊςεισ, με ςκοπό να 

εξαλείψουμε τθν εξάρτθςθ ςτο  𝐹 

                                        𝑎′ 𝑡 +
1

2

(𝑎−𝑟)2

𝑐𝜍2 = 0                                                         (3.38) 

 

                                        𝑏′ 𝑡 + 𝑟𝑏 𝑡 = 0                                                            (3.39) 

Οι λφςεισ ςτισ (3.38) και (3.39) λαμβάνοντασ υπόψθ τουσ περιοριςμοφσ, είναι: 

                                    𝑎 𝑡 =
1

2

 𝑎−𝑟 2

𝑐𝜍2
(𝑁 − 𝑡) ,      𝑏 𝑡 = 𝑒−𝑟(𝑡−𝑁) 

Τελικά θ ςυνάρτθςθ αξίασ γίνεται: 

         𝑊 𝑡, 𝐹 = −
1

𝑐
𝑒𝑥𝑝  −𝑐  

1

2

 𝑎−𝑟 2

𝑐𝜍2
 𝑁 − 𝑡 + 𝑒−𝑟(𝑡−𝑁)𝐹                              (3.40) 

 

Για τθν δεφτερθσ τάξθσ εξίςωςθ υπάρχει επίςθσ θ προχπόκεςθ : 

𝜕2𝜓

𝜕𝑢2
= 𝐹2𝜍2

𝜕2𝑊

𝜕𝐹2
= −𝐹2𝜍2𝑐𝑒−2𝑟(𝑡−𝑁)𝑒𝑥𝑝⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] < 0 
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           Χρθςιμοποιϊντασ τθν (3.40) εμείσ παίρνουμε τθν βζλτιςτθ πολιτικι ςτθν 

περίπτωςθ τθσ εκκετικισ ωφελιμότθτασ [31]: 

𝑢∗ 𝑡 = −
𝑏(𝑡)exp⁡(−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹))

−𝐹𝑐𝑏2(𝑡)exp⁡(−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹))

𝑎 − 𝑟

𝜍2
 

ι ιςοδφναμα 

                                         𝑢∗ 𝑡 =
𝑒𝑟(𝑡−𝑁)

𝐹

𝑎−𝑟

𝜍2𝑐
                                                                    (3.41) 

Επίςθσ μποροφμε να γράψουμε (3.41) και ςτθ μορφι: 

                                       𝑢∗ 𝑡 = 𝑒𝑟(𝑡−𝑁) 𝑎−𝑟

𝜍2𝑐
                                                                   (3.42) 

Θ αριςτερι πλευρά (το 𝑢∗ 𝑡 ) αντιπροςωπεφει τθν αξία τθσ επζνδυςθσ, του 

περιουςιακοφ ςτοιχείου που ζχει κίνδυνο. 

          Θ ςχζςθ (3.42) δείχνει ότι αυτι θ τιμι, ζχει αυξθκεί με τθν ίδια ταχφτθτα, 

όπωσ το κίνδυνοσ που ζχει το ελεφκερο επιτόκιο. Αυτό ςθμαίνει ότι θ βζλτιςτθ 

αναλογία κα παραμείνει ςτακερι αν τα περιουςιακά ςτοιχεία αυξάνονται με τθν 

ίδια ταχφτθτα όπωσ το βαςικό επιτόκιο. Και αν τα περιουςιακά ςτοιχεία αυξάνονται 

περιςςότερο, το ποςοςτό τθσ επζνδυςθσ όςο αφορά τα περιουςιακά ςτοιχεία με 

κίνδυνο κα πρζπει να μειωκοφν πλθςιάηοντασ  ςτθ ςυνταξιοδότθςθ. 

 

3.6  ΒΕΛΣΙ΢ΣΘ ΠΟΛΙΣΙΚΘ ΜΕΣΑ ΣΘ ΢ΤΝΣΑΞΙΟΔΟΣΘ΢Θ 

 

             Θα χρθςιμοποιιςουμε τθν ίδια μεκοδολογία με τθν ενότθτα 3.5. Ζτςι το 

πρόβλθμα μπορεί να γραφτεί ωσ: 

                                          𝑚𝑎𝑥
𝑢

𝐸𝑈 𝐹 𝑁 + 𝑇                                                              (3.43) 

Ρου υπόκειται ςτο 

   𝑑𝐹 𝑡 =  𝐹 𝑡   𝑢 𝑡 𝛼 +  1 −  𝑢 𝑡  𝑟  – 𝐵 𝑑𝑡 + 𝐹(𝑡) 𝑢(𝑡) 𝜍 𝑑𝑊 (𝑡)                                         

         με                  (𝑁 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 + 𝑇),                                                                          (3.44) 

όπου 𝐹 𝑁  είναι το ποςό που προκφπτει κατά τθν ςυνταξιοδότθςθ. 

Ειςάγοντασ τθν ςυνάρτθςθ αξίασ του προβλιματοσ, ζχουμε: 

     𝑉 𝑡, 𝐹 = max
𝑢

 𝐸 𝑈 𝐹 𝑁 + 𝑇  𝐹 𝑡 =  𝐹  ,     𝑁 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 + 𝑇  .                       

(3.45) 
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Από  τθν (3.45) ζχουμε το ακόλουκο πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ [31]   

0 = max𝑢  
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ [ 𝑢 𝑡  𝑎 − 𝑟 + 𝑟 𝐹 − 𝐵]

𝜕𝑉

𝜕𝐹
+

1

2
 𝑢2 𝑡 𝜍2𝐹2 𝜕2𝑊

𝜕𝐹2                     (3.46) 

ι ιςοδφναμα 

0 = max
 𝑢 

{𝔔} 

Ππου  𝔔 =
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ [ 𝑢 𝑡  𝑎 − 𝑟 + 𝑟 𝐹 − 𝐵]

𝜕𝑉

𝜕𝐹
+

1

2
 𝑢2 𝑡 𝜍2𝐹2 𝜕2𝑊

𝜕𝐹2  

Ανάγουμε τισ παρακάτω τρεισ παραδοχζσ:  

 𝔔 𝑢 = 0                                                                                                         (3.47)             

 

 
𝜕𝔔

𝜕𝑢
  𝑢 = 0                                                                                                      (3.48)             

 

 
𝜕2𝔔

𝜕𝑢2
 𝑢 < 0 

 

 

 Θ (3.48) μασ δίνει τθν ίδια ζμμεςθ μορφι για τθ βζλτιςτθ λφςθ 𝑢, όπου είναι το 

μζροσ επζνδυςθσ ςε περιουςιακά ςτοιχεία με κίνδυνο, όπωσ και ςτθ (3.28): 

                                          𝑢∗ 𝑡 = −
𝜕𝑉

𝜕𝐹 

𝐹(𝜕
2𝑉

𝜕𝐹2 )
 
𝑎−𝑟

𝜍2                                                    (3.49) 

Με αντικατάςταςθ τθσ (3.49)  ςτθν (3.47) παίρνουμε για τθ ςυνάρτθςθ αξίασ, τθν 

μερικι διαφορικι εξίςωςθ 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝐹
(𝑟𝐹 − 𝐵) −

1

2

(𝑎 − 𝑟)2

𝜍2

 𝜕𝑉
𝜕𝐹  

2

𝜕2𝑉
𝜕𝐹2 

= 0 

με     𝑉(𝛮 + 𝑇, 𝐹)  = 𝑈(𝐹)                                                                                        (3.50) 

            Ππωσ ςτθν ενότθτα 3.5 κα προςπακιςουμε να βροφμε ζμμεςεσ λφςεισ για 

ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ τθσ ςυνάρτθςθσ ωφελιμότθτασ. 
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3.6.1 Χρηςιμότητα του νόμου Ιςχφοσ 
 

        Σε αυτι τθν περίπτωςθ παίρνουμε 

              𝑈 𝐹 =
𝐹𝛾

𝛾
    όπου     ( 𝛾 < 1 , 𝛾 ≠ 0). 

Εάν προςπακιςουμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν ίδια μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ αξίασ 

όπωσ ςτθ (3.32), δεν κα επιτφχει. 

Για παράδειγμα, εάν πάρουμε τθ μορφι: 

𝑉 𝑡, 𝐹 = 𝑓 𝑡 
𝐹𝛾

𝛾
 

με  𝑓 𝛮 + 𝑡 = 1, θ ςυνάρτθςθ (3.50) γίνεται: 

 

𝑓 ′ 𝑡 
𝐹𝛾

𝛾
+ 𝑓 𝑡 𝐹𝛾−1 𝑟𝐹 − 𝐵 −

1

2

(𝑎 − 𝑟)2

𝜍2

𝑓2(𝑡)𝐹2𝛾−2

𝑓 𝑡 (𝛾 − 1)𝐹𝛾−2
= 0 

ι  

 𝑓 ′ 𝑡 + 𝑟𝛾𝑓 𝑡 + 𝛾𝑓 𝑡 
 𝑎 − 𝑟 2

𝜍2 1 − 𝛾 
 
𝐹𝛾

𝛾
− 𝑓 𝑡 𝐵𝐹𝛾−1 = 0 

 

Ο τελευταίοσ όροσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ, όπου ςυνδζεται με τθν καταβολι τθσ 

ράντασ 𝐵, δεν μασ επιτρζπει να βροφμε λφςθ για τθν ςυνάρτθςθ 𝑓, ανεξάρτθτθ τθσ 

𝐹 όπωσ αναφζρκθκε ςτισ παραδοχζσ. Ζτςι αν πάρουμε μία άλλθ μορφι: 

 

𝑉 𝑡, 𝐹 = 𝑏 𝑡 
(𝐹 − 𝑎(𝑡))𝛾

𝛾
 

                                                                                                                         (3.51) 

με περιοριςμό:  𝑎 𝑁 + 𝑇 = 0,   𝑏 𝑁 + 𝑇 = 1, τότε,  

 

∂V

∂t
= b′ t 

(F−α t )γ

γ
− b t  F − α t  

γ−1
α′(t)  , 

∂V

∂F
= b t (F − α t )γ−1 ,                    

∂2V

∂F2 = b t  γ − 1 (F − α t )γ−2 . 
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Ειςάγοντασ αυτζσ τισ παραγϊγουσ ςτθν (3.50) παίρνουμε: 

b′ t 
(F − α t )γ

γ
− b t  F − α t  

γ−1
α′ t +  𝑟𝐹 − 𝐵 b t  F − α t  

γ−1

−
1

2

(𝛼 − 𝑟)2

𝜍2

b2 t  F − α t  
2(γ−1)

b t (𝛾 − 1)(F − α t )γ−2
= 0 

                                                                                                                         (3.52) 

Ο τρίτοσ όροσ μπορεί να μεταςχθματιςτεί ωσ εξισ: 

        𝑟𝐹 − 𝐵 b t  F − α t  
γ−1

 

= r 𝐹 − 𝛼 𝑡  b t  F − α t  
γ−1

+  𝑟α t − 𝐵 b t  F − α t  
γ−1

 

= rb t  F − α t  
γ

+  𝑟𝛼 𝑡 − 𝐵 b t  F − α t  
γ−1

 

Αντικακιςτϊντασ το τελευταίο ςτθν εξίςωςθ (3.52) ζχουμε: 

b′ t 
 F − α t  

γ

γ
− b t  F − α t  

γ−1
α′ t + rb t  F − α t  

γ
 

+ 𝑟𝛼 𝑡 − 𝐵 b t  F − α t  
γ−1

−
1

2

(𝛼 − 𝑟)2

𝜍2(𝛾 − 1) 
b t  F − α t  

γ
= 0 

 

Μποροφμε να χωρίςουμε τθν εξίςωςθ ςε δφο εξιςϊςεισ: 

 Εξίςωςθ A:  

𝑏′ (𝑡) 

𝛾
+ rb(t) −

1

2

(𝛼 − 𝑟)2

𝜍2(𝛾 − 1) 
b t = 0 

 Εξίςωςθ B: 

𝑎′ 𝑡 − 𝑟𝑎 𝑡 + 𝐵 = 0 

Οι λφςεισ αυτϊν των δφο εξιςϊςεων (λαμβάνοντασ υπόψθ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ) 

αποδεικνφεται ότι είναι: 

                        𝑏 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝⁡[𝜇(𝑡 − (𝑇 + 𝑁))]                                                (3.53) 

 

με                                   𝜇 = −𝛾 [ 𝑟 +
 𝛼−𝑟 2

2𝜍2 𝛾−1 
 ] 
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και                                     𝛼 𝑡 = 𝐵[
1−𝑒−𝑟(𝑇+𝑁−𝑡)

𝑟
]                                                         (3.54) 

 

ι ιςοδφναμα  

                                            𝛼(𝑡) = 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|                                                                              (3.55) 

όπου   𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|              είναι θ παροφςα αξία μιασ ςυνεχοφσ ράντασ διάρκειασ  𝑇 + 𝑁 − 𝑡. 

              Θ ςυνάρτθςθ 𝛼(𝑡) μπορεί να κεωρθκεί ςε κάκε ςτιγμι το μακθματικό 

απόκεμα που χρειάηεται να καταβλθκεί ωσ αποηθμίωςθ χρθςιμοποιϊντασ το 

ποςοςτό προεξόφλθςθσ για το επιτόκιο χωρίσ κίνδυνο. 

              Στον όρο 𝐹 − 𝛼 𝑡 = 𝐹 − 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|              μποροφμε να δοφμε διαφορζσ 

ανάμεςα ςτα περιουςιακά ςτοιχεία και ςτισ υποχρεϊςεισ.  

Θα μποροφςαμε να ποφμε ότι τϊρα είμαςτε ς ζνα αλθκινό ALM περιβάλλον. Θ 

ςυνάρτθςθ αξίασ δίνεται από: 

                             𝑉 𝑡, 𝐹 = 𝑒𝜇 𝑡− 𝑇+𝑁  1

𝛾
(𝐹 − 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|             )𝛾                                  (3.56) 

Ο περιοριςμόσ δεφτερθσ τάξθσ ακόμα ικανοποιείται:  

 

𝜕2𝔔

𝜕𝑢2
= 𝐹2𝜍2

𝜕2𝑉

𝜕𝐹2
= 𝐹2𝜍2𝑒𝑥𝑝⁡[𝜇(𝑡 − (𝑇 + 𝑁))] 𝛾 − 1 (𝐹 − 𝑎 𝑡 )𝛾−2 < 0 

 

Τελικά θ βζλτιςτθ πολιτικι δίνεται από τθν (3.49) και γίνεται: 

     𝑢 𝑡 = −
𝑏 𝑡 (𝐹−𝛼(𝑡))𝛾−1

𝐹𝑏 𝑡  𝛾−1 (𝐹−𝑎(𝑡))𝛾−2  
𝑎−𝑟

𝜍2  ,    𝑢 𝑡 =  
(𝐹−𝑎(𝑡))

𝐹

𝑎−𝑟

𝜍2

1

1−𝛾
              (3.57) 

(Μπορεί να ςυγκρικεί με τθν (3.35)).  

Αυτό μπορεί επίςθσ να γραφτεί ωσ εξισ:  

                             𝑢 𝑡 𝐹 = (𝐹 − 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|             ) 
𝑎−𝑟

(1−𝛾)𝜍2                                       (3.58) 

          Θ αριςτερι πλευρά είναι το ποςό που επενδφκθκε ςτο περιουςιακό ςτοιχείο 

με κίνδυνο. Θ δεξιά πλευρά είναι ο κλαςςικόσ ςυντελεςτισ του Merton, 

 (𝑎 − 𝑟)/((1 − 𝛾) 𝜍^2) που εφαρμόηεται ςε μια νζα διαδικαςία, 

𝛶 𝑡 = 𝐹 𝑡 − 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|              
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           Θ διαδικαςία 𝛶 αντιπροςωπεφει το δωρεάν πλεόναςμα του αςφαλιςτι με 

διαφορά μεταξφ των ςτοιχείων του ενεργθτικοφ και τθν προεξοφλθμζνθ αξία των 

μελλοντικϊν πλθρωμϊν. Θ ςχζςθ αυτι δείχνει ότι ςτθν θλικία ςυνταξιοδότθςθσ, θ 

ςτρατθγικι πρζπει να αλλάξει, προκειμζνου να λθφκεί υπόψθ τθ νζα υποχρζωςθ 

(μια πιο ςυντθρθτικι ςτρατθγικι). 

 

3.6.2 Εκθετική ωφελιμότητα 
 

            Εάν χρθςιμοποιιςουμε τθν εκκετικι ωφελιμότθτα (3.31), είναι εφκολο να 

καταλιξουμε ςτθν βζλτιςτθ πολιτικι ςτθν περίπτωςθ που ζχουμε αλλάξει τθν 

μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ αξίασ. 

            Ραίρνοντασ τθν κανονικι μορφι (3.36) και τθν νζα μορφι (3.51) κα 

προςπακιςουμε να λφςουμε τθν: 

                               𝑉 𝑡, 𝐹 = −
1

𝑐
𝑒𝑥𝑝 −𝑐 𝑎 𝑡 + 𝑏 𝑡 (𝐹 − 𝑐 𝑡 )                        (3.59) 

με    𝑎 𝑁 + 𝑇 = 0,   𝑏(𝑁 + 𝑇) = 1 και 𝑐 𝑁 + 𝑇 = 0. Τότε ζχουμε:            

𝜕𝑉

𝜕𝑡
=  𝑎′ 𝑡 + 𝑏′ 𝑡 (𝐹 − 𝑐 𝑡 ) − 𝑏(𝑡)𝑐′(𝑡) 𝑒𝑥𝑝⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] 

όπου    𝑢(𝑡, 𝐹) = 𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡)[𝐹 − 𝑐 𝑡 ], και 

𝜕𝑉

𝜕𝐹
= 𝑏 𝑡 𝑒𝑥𝑝 −𝑐𝑢 𝑡, 𝐹   ,    

𝜕2𝑉

𝜕𝐹2 = −𝑐𝑏2 𝑡 𝑒𝑥𝑝⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] 

 

Αντικακιςτϊντασ τισ τελευταίεσ ςχζςεισ ςτθν (3.50) παίρνουμε: 

(𝑎′ 𝑡 + 𝑏′ 𝑡  𝐹 − 𝑐 𝑡 −  𝑏 𝑡 𝑐′ 𝑡   𝑒−𝑐𝑢 𝑡,𝐹  𝑟𝐹 − 𝐵  

− 
1

2

 𝑎 − 𝑟 2

𝜍2
 

𝑏2 𝑡 𝑒−2𝑐𝑢 𝑡,𝐹 

−𝑐𝑏2 𝑡 𝑒−𝑐𝑢 𝑡,𝐹 
= 0 

ι  ιςοδφναμα 

𝑎′ 𝑡 + 𝑏′ 𝑡 𝐹 − 𝑏′ 𝑡 𝑐 𝑡 −  𝑏 𝑡 𝑐′ 𝑡 + 𝑏 𝑡 𝑟𝐹 + 𝑏 𝑡 𝐵 +  
1

2

 𝑎 − 𝑟 2

𝑐𝜍2
= 0 
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Με τθν ίδια διαδικαςία όπωσ και πριν, χωρίηουμε τθν τελευταία εξίςωςθ, ςε τρείσ 

εξιςϊςεισ: 

 Εξίςωςθ A: 

 

                                                 𝑎′ 𝑡 +
1

2

(𝑎−𝑟)2

𝑐𝜍2 = 0                                                          

 Εξίςωςθ B: 

 

𝑏′ 𝑡 𝐹 + 𝑟𝐹𝑏 𝑡 = 0 

 Εξίςωςθ C: 

 

𝑏′ 𝑡 𝑐 𝑡 +  𝑏 𝑡 𝑐′ 𝑡 + 𝑏 𝑡 𝐵 = 0 

Οι λφςεισ τουσ είναι: 

                𝑎 𝑡 =
1

2

 𝑎−𝑟 2

𝑐𝜍2 (𝑇 + 𝑁 − 𝑡)                                                            (3.60) 

 

                𝑏 𝑡 = exp⁡(−𝑟 𝑡 −  𝑁 + 𝑇  )                                                     (3.61) 

 

                𝑐 𝑡 = 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|                                                                                          (3.62) 

Ο περιοριςμόσ δεφτερθσ τάξθσ ςυνεχίηει να ικανοποιείται:  

 

𝜕2𝔔

𝜕𝑢2
= 𝐹2𝜍2

𝜕2𝑉

𝜕𝐹2
= −𝐹2𝜍2𝑐𝑒−2𝑟(𝑡− 𝑁+𝑇 )exp⁡[−𝑐𝑢(𝑡, 𝐹)] < 0 

 

και τελικά, θ βζλτιςτθ πολιτικι δίνεται από: 

𝑢 𝑡 = −
𝑏 𝑡 exp⁡(−𝑐𝑢 𝑡, 𝐹 )

−𝐹𝑐𝑏2 𝑡 exp⁡(−𝑐𝑢 𝑡, 𝐹 )
 
𝑎 − 𝑟

𝜍2
 

ι       

𝑢 𝑡 =  
𝑒𝑟(𝑡− 𝑁+𝑇 )

𝐹

𝑎 − 𝑟

𝑐𝜍2
 

                                                                                                                                 (3.63) 

θ οποία είναι ακριβϊσ θ ίδια όπωσ θ (3.41). Θ παρουςία τθσ υποχρζωςθσ ςτθν 

εκκετικι περίπτωςθ δεν ζχει καμία επίδραςθ ςτθν επενδυτικι πολιτικι. 
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3.6.3 Θ Επίδραςη τησ Ειςαγωγήσ Μελλοντικών Ειςφορών πριν από τη 

΢υνταξιοδότηςη 
 

           Σε ζνα ςυνταξιοδοτικό ςχιμα κακοριςμζνων ειςφορϊν τα αςφάλιςτρα 

ςυνικωσ καταβάλλονται κακ 'όλθ τθ διάρκεια τθσ εργαςιακισ ηωισ του 

αςφαλιςμζνου.  Μποροφμε  χωρίσ δυςκολία να γενικεφςουμε τα αποτελζςματα 

που ζχουμε ξαναδεί ςε αυτι τθν προοπτικι. 

                 Θ εξίςωςθ των περιουςιακϊν ςτοιχείων πριν από τθ ςυνταξιοδότθςθ 

(3.16) πρζπει να αλλάξει, αν ςυμβολίηουμε με 𝑃 τθν ςτακερι ςυνεχι πριμοδότθςθ, 

θ ςχζςθ (3.16) γίνεται: 

    𝑑𝐹 𝑡 =   𝐹 𝑡   𝑢 𝑡  𝛼 +  1 −  𝑢 𝑡  𝑟  + 𝑃  𝑑𝑡 + 𝐹 𝑡 𝑢 𝑡 𝜍 𝑑𝑊(𝑡)     (3.64) 

Αυτι θ εξίςωςθ ζχει ίδια μορφι με τθν εξίςωςθ (3.19) μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ. Το 

ςυνεχισ επιτόκιο κατανάλωςθσ 𝛣 αντικακίςταται εδϊ από το μειωμζνο ςυνεχι 

επιτόκιο τθσ ςυνειςφοράσ 𝑃. Αντικακιςτοφμε  το επιτόκιο 𝛣 από το επιτόκιο 𝑃 και 

το χρονικό διάςτθμα 𝑁 + 𝑇 από το 𝑁. Ζτςι  ζχουμε: 

 

 Χρθςιμότθτασ τθσ δφναμθσ ιςχφοσ  

Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο (3.58) θ βζλτιςτθ κατανομι δίνεται τϊρα από: 

            𝑢 t =
F+P a N−t|         

F
 

a−r

(1−γ)σ2      𝑢 t = ( 1 +
P a N−t|         

F
 )  

a−r

(1−γ)σ2                     (3.65) 

Σε ςχζςθ με τον κλαςικό ςυντελεςτι Merton 𝑢1 = (𝑎 − 𝑟)  1 − 𝛾 𝜍2  υπάρχει τϊρα 

ζνα ςυμπλθρωματικό μζροσ για τα περιουςιακά ςτοιχεία του ενεργθτικοφ που 

ζχουν υψθλό κίνδυνο: 

𝑢 𝑡 = 𝑢1 + 𝑢2(𝑡) 

 

Ππου,                                              𝑢2 𝑡 = 𝑢1

𝑃 𝑎 𝑁−𝑡|         

𝐹(𝑡)
                                                 (3.66) 

 

Ο όροσ αυτόσ επιβεβαιϊνει τθ λεγόμενθ ςτρατθγικι ‘’life style strategy’’ εξαιτίασ 

τθσ φυςικισ μείωςθσ τθσ ςυμπεριφοράσ του. 
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              Μποροφμε να παρατθριςουμε εδϊ ακριβϊσ το αντίκετο αποτζλεςμα, όπωσ 

αυτζσ που παρατθρικθκαν μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ, μπορείτε να επενδφςετε 

περιςςότερο ςε περιουςιακά ςτοιχεία με κίνδυνο κατά τθν ζναρξθ, λόγω τθσ 

προοπτικισ των μελλοντικϊν ειςφορϊν. 

 

 Εκκετικι ωφελιμότθτα 

Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο (3.63) τθσ βζλτιςτθσ κατανομισ δίνεται ότι: 

                                                        𝑢 𝑡 =  
𝑒𝑟(𝑡−𝑁)

𝐹

𝑎−𝑟

𝑐𝜍 2                                              (3.67) 

Το οποίο είναι ακριβϊσ το ίδιο με το (3.42) ςτθν περίπτωςθ εφάπαξ.         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

76 

΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Στθν εργαςία αυτι, μελετιςαμε τθν επίδραςθ τθσ υποχρζωςθσ ςτθ βζλτιςτθ 

επζνδυςθ των μακθματικϊν αποκεμάτων ςε ζνα ςυνταξιοδοτικό πρόγραμμα 

κακοριςμζνων ειςφορϊν. Ο κλαςικόσ τρόποσ να το διαχειριςτοφμε αυτό είναι να 

μειϊςουμε το ποςό που επενδφεται ςε ςτοιχεία ενεργθτικοφ τα οποία είναι 

υψθλοφ κινδφνου, λαμβάνοντασ υπόψθ τθ ρευςτότθτα που απαιτείται για τθν 

πλθρωμι των ςυντάξεων. 

               Στθν περίπτωςθ τθσ εφάπαξ καταβολισ το μοντζλο που παρουςιάςτθκε 

εδϊ μπορεί να παρουςιαςτεί ωσ εξισ (όπου 𝐹2 𝑡 = 𝑢(𝑡)𝐹(𝑡) ,  είναι το ποςό που 

επενδφκθκε ςτα περιουςιακά ςτοιχεία με ρίςκο κατά τθ χρονικι ςτιγμι t ) : 

 

 Χρθςιμότθτα τθσ δφναμθσ ιςχφοσ Εκκετικι Ωφελιμότθτα 

Ρριν τθν ςυνταξιοδότθςθ 
𝐹2 𝑡 = 𝐹

𝑎 − 𝑟

𝜍2

1

1 − 𝛾
 𝐹2 𝑡 = 𝑒𝑟(𝑡−𝑁)

𝑎 − 𝑟

𝑐𝜍2
 

Μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ 
𝐹2 𝑡 = (𝐹 − 𝐵 𝑎 𝑇+𝑁−𝑡|             )

𝑎 − 𝑟

𝜍2

1

1 − 𝛾
 𝐹2 𝑡 = 𝑒𝑟(𝑡− 𝑁+𝑇 )

𝑎 − 𝑟

𝑐𝜍2
 

 

Στθν περίπτωςθ τθσ δφναμθσ ιςχφοσ θ επίδραςθ τθσ υποχρζωςθσ είναι ξεκάκαρθ. 

Στθ βζλτιςτθ πολιτικι μετά τθν ςυνταξιοδότθςθ πρζπει να χρθςιμοποιιςουμε το 

πλεόναςμα αντί για το ςφνολο των ςτοιχείων του ενεργθτικοφ. Αυτό επιβεβαιϊνει 

τθν εμπειρικι ιδζα τθσ μείωςθσ του ποςοφ το οποίο επενδφεται ςε υψθλοφ 

κινδφνου περιουςιακά ςτοιχεία. 

             Αλλά ςτθν εκκετικι περίπτωςθ δεν υπάρχει τζτοια επίδραςθ. Στθν 

περίπτωςθ περιοδικϊν καταβολϊν πριν τθν ςυνταξιοδότθςθ , βρζκθκαν οι 

ακόλουκεσ επιδράςεισ: 

 Καμιά επίδραςθ για τθν εκκετικι ωφελιμότθτα. 

 Αντίκετθ επίδραςθ για τθν ωφελιμότθτα τθσ δφναμθσ ιςχφοσ που οδθγεί ςε 

μία πιο φυςικι επενδυτικι ςτρατθγικι. 

 

 

Στθ ςυνζχεια και για λόγουσ ευκολίασ του αναγνϊςτθ παρατίκεται το ακόλουκο 

παράρτθμα. 
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ΠΑΡΑΡΣΘΜΑ 
 

 

 ΕΝΣΑ΢Θ ΑΝΑΣΟΚΙ΢ΜΟΤ 

Θ ζνταςθ ανατοκιςμοφ 𝛿𝑡  [29] ενόσ ποςοφ 𝐴(𝑡) ορίηεται ωσ 

𝛿𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑙𝑛𝐴 𝑡 =

𝐴′(𝑡)

𝐴 𝑡 
 

Θ ζνταςθ ανατοκιςμοφ είναι το μζροσ τθσ απότομθσ αλλαγισ του επιτοκίου τθσ 

ςυνάρτθςθσ μελλοντικισ ςυςςϊρευςθσ. Για να υπολογίςουμε τθν ζνταςθ 

ανατοκιςμοφ, πρζπει να χρθςιμοποιιςουμε τθ ςυνάρτθςθ ςυςςϊρευςθσ ωσ εξισ: 

𝑑

𝑑𝑡
𝑙𝑛𝐴 𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
ln 𝐴 0 𝑎 𝑡   

=
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝐴 0  +

𝑑

𝑑𝑡
ln 𝑎 𝑡   

=
𝑑

𝑑𝑡
ln 𝑎 𝑡   

 

 

 

 Θ ΜΘ ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢ΙΜΘ ΚΙΝΘ΢Θ BROWN 

Είναι πραγματικά αξιοςθμείωτο το πϊσ ςυμπεριφζρεται θ κίνθςθ Brown. Ραρόλο 

που είναι ςυνεχισ παντοφ, δεν είναι πουκενά παραγωγίςιμθ. Δίνουμε μία 

διαιςκθτικι απόδειξθ γιατί τθν μθ παραγωγιςιμότθτα τθσ κίνθςθσ Brown .  

Φανταςτείτε μια μικρι αφξθςθ 𝑊𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡   τθσ κίνθςθσ, θ οποία είναι 

κανονικά κατανεμθμζνθ με μζςθ τιμι 0 και διαςπορά 𝑠. 

Τότε, 

    𝐸(|𝑊𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡|2) = 𝑠 

που ςθμαίνει, ότι το ςφνθκεσ ποςό αφξθςθσ |𝑊𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡| είναι περίπου ίςο με 𝑠. 

Τϊρα, ιςχφει ότι 𝑠 → 0 ⇒  𝑠 → 0, το οποίο ςυμφωνεί με τθ ςυνζχεια των τροχϊν 

τθσ κίνθςθσ Brown. Ωςτόςο, αν πάρουμε τθν παράγωγο  

𝜕𝑊𝑡

𝜕𝑡
=  lim

𝑠→0

𝑊𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡

𝑠
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τότε παρατθροφμε ότι το 𝑠 είναι μικρό, θ απόλυτθ τιμι του αρικμθτι μοιάηει με το 

 𝑠 που είναι αρκετά μεγαλφτερο από το 𝑠. Επομζνωσ το όριο δεν υπάρχει ςτο ℝ, 

και ζτςι ζπεται το ςυμπζραςμα ότι θ τροχιά τθσ κίνθςθσ Brown δεν είναι πουκενά 

παραγωγίςιμθ.  
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