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Περίληψη

Αν (Ω,F ,F, P ) είναι μια στοχαστική βάση, ποια είναι τα μέτρα πιθανότητας
επάνω στην F κάτω από τα οποία όλα τα στοιχεία δοσμένης οικογένειας X στο-
χαστικών διαδικασιών (σ.δ. για συντομία) είναι τοπικά martingales; Ένα τέτοιο
πρόβλημα ονομάζεται ένα martingale−πρόβλημα. Αρχικά μελετούνται ′′γενικά′′

martingale−προβλήματα όπως επίσης και οι ειδικές περιπτώσεις που σχετίζονται
με σημειακές διαδικασίες, τυχαία μέτρα και ημι−martingales. Στην συνέχεια εξε-
τάζεται τι συμβαίνει σε ένα ημι−martingale, αν αντικατασταθεί το αρχικό μέτρο
πιθανότητας P με ένα άλλο Q που είναι απόλυτα συνεχές ως προς P. Μέρος του
προβλήματος σχετίζεται με διάφορες γενικεύσεις του θεωρήμάτος Girsanov. Ένα
άλλο μέρος σχετίζεται με τον υπολογισμό της σ.δ. πυκνότητας. Οι λύσεις των
παραπάνω προβλημάτων έχουν εφαρμογές στον αναλογισμό και στα χρηματοοι-
κονομικά.





Abstract

Let (Ω,F ,F, P ) be a filtered probability space. Which are all the probability measures
on F under which all the members of a given family X of processes are local
martingales? Such a problem is called a martingale−problem. First ′′general′′ martingale
problems are introduced, and then the martingale−problems related with point
processes, random measures and semi−martingales are investigated. Next, the
problem of what happens to a semi−martingale or a random measure, when one
replaces the original measure P by another probability measure Q on F which is
absolutely continuous with respect to P, is studied. Part of the problem consists
in various versions of Girsanov’s theorem. Another part examined, consists in
computing density processes. Solutions to the above problems have applications to
actuarial science and financial mathematics.
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Εισαγωγή

Έστω (Ω,F ,F, P ) μία στοχαστική βάση (βλ. Ορισμό 2.1.1) και X μία οικο-
γένεια στοχαστικών διαδικασιών (σ.δ. για συντομία). Ένα ενδιαφέρον ερώτημα,
γνωστό ως το martinagle−πρόβλημα είναι το εξής: Να βρεθούν όλα τα μέτρα πι-
θανότητας επάνω στην F κάτω από τα οποία κάθε μέλος της X είναι ένα τοπικό
martingale (βλ. Ορισμό 2.5.8).
Στην παρούσα Διπλωματική Εργασία (Δ.Ε. για συντομία) γίνεται μία προ-

σπάθεια μελέτης του martinagle−προβλήματος. Γι’ αυτόν το σκοπό χρειάζονται
προηγουμένως κάποιες έννοιες της θεωρίας των σ.δ. που μελετώνται στα Κεφά-
λαια 1 έως 6.
Η Δ.Ε. είναι οργανωμένη ως εξής. Στο Κεφάλαιο 1 παρατίθενται βασικές έν-

νοιες και ορισμοί. Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται μία επισκόπηση χρήσιμων εννοιών των
σ.δ., όπως των χρόνων διακοπής, των προαιρετικών σ−αλγεβρών, των martingales
και της μεθόδου της τοπικοποίησης.
Γενικότερα η έννοια της προβλεψιμότητας είναι πολύ σημαντική για τα παρα-

κάτω, για αυτό τον λόγο στο Κεφάλαιο 3 παραθέτουμε στοιχεία των προβλέψιμων
σ−αλγεβρών, των προβλέψιμων χρόνων, των ολικά απρόσιτων χρόνων διακοπής
και των προβλέψιμων προβολών.
Στο Κεφάλαιο 4 μελετώνται οι αύξουσες σ.δ., το Θεώρημα της ανάλυσης των

Doob−Meyer για υπο−martingales (βλ. Θεώρημα 4.2.1) και οι αντισταθμιστές.
Το Κεφάλαιο 5 είναι ιδιαίτερα σημαντικό για την πορεία της Δ.Ε., καθώς

μελετάμε την έννοια των ημι−martingales και ορίζουμε το στοχαστικό ολοκλή-
ρωμα. Η κλάση των ημι−martingales αποδείχθηκε, ότι είναι κατάλληλη για την
ανάπτυξη του Στοχαστικού Λογισμού διότι είναι ευσταθής κάτω από φυσικές
λειτουργίες, όπως: (a) αν τα X και Y είναι ημι−martingales τότε η σ.δ.

∫ t
0
Y dX

είναι ημι−martingale (b) αν η X είναι ημι−martingale και αν η f είναι δύο φορές
συνεχώς διαφορίσιμη τότε η f ◦ X είναι ημι−martingale σύμφωνα με τον τύπο
του Itô (βλ. Θεώρημα 5.5.4). (c) Η κλάση των ημι−martingales παραμένει αναλ-
λοίωτη αν το μέτρο P του υποκείμενου χ.π. (Ω,F , P ) αντικατασταθεί από ένα

1



ισοδύναμο μέτρο Q. Σημειώνουμε, ότι γενικά ένα (τοπικό) P−martingale δεν θα
είναι ένα (τοπικό) Q−martingale, αφού οι μέσες τιμές υπολογίζονται ως προς
διαφορετικά μέτρα. Επομένως η (c) είναι αξηοσημείωτη. Η (c) χρησιμοποιείται
για την ανάπτυξη της έννοιας της αλλαγής of drift technique.
Το Κεφάλαιο 6 είναι πολύ βασικό για την συνέχεια της Δ.Ε.. Στην Ενότητα

6.1 ορίζουμε την έννοια των γενικών τυχαίων μέτρων και των τυχαίων μέτρων με
ακέραιες τιμές. Στις 6.2 και 6.3 ορίζουμε και μελετούμε τα χαρακτηριστικά των
ημι−martingales που είναι από τις βασικότερες έννοιες που στην πορεία θα χρη-
σιμοποιηθούν εκτενώς. Στην 6.4 ορίζονται οι σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις,
δίνονται κάποια παραδείγματα, και αποδεικνύονται κάποιοι χαρακτηρισμοί των
σ.δ. με ανεξάρτητες και στάσιμες προσαυξήσεις μέσω των ημι−martingales και
των χαρακτηριστικών τους.
Στο Κεφάλαιο 7 τίθεται και αναλύεται το martingale−πρόβλημα.
Στο Κεφάλαιο 8 ορίζεται η έννοια της σ.δ. της πυκνότητας και γίνεται μία

σύντομη επισκόπηση των Θεωρημάτων τύπου Girsanov. Ειδικότερα αποδεικνύε-
ται το κλασσικό Θεώρημα Girsanov (βλ. Θεώρημα 8.2.3), και διατυπώνονται τα
Θεωρήματα Girsanov ως προς ένα τυχαίο μέτρο (βλ. Θεώρημα 8.3.2) και ως προς
ένα ημι−martingale (βλ. Θεώρημα 8.4.1).
Στο Κεφάλαιο 9 αποδεικνύεται το Θεμελιώδες Θεώρημα Αναπαράστασης για

τοπικά Martingales (βλ. Θεώρημα 9.4.1), το οποίο είναι άμεσα συνδεδεμένο με
το martingale−πρόβλημα και χρήσιμο για το Κεφάλαιο 10.
Τέλος, στο Κεφάλαιο 10 μελετάται το πρόβλημα του υπολογισμού της διαδικα-

σίας πυκνότητας, που είναι άμεσα συνδεδεμένο με το martingale−πρόβλημα (βλ.
Θεώρημα 10.1.4 και 10.1.6), και δίνονται κάποια παραδείγματα με ′′αναλυτικούς′′

υπολογισμούς της σ.δ. της πυκνότητας.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές έννοιες και ορισμοί

Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουμε ορισμένες εισαγωγικές έννοιες και κάποιους
βασικούς συμβολισμούς και ορισμούς που χρησιμοποιούνται στην παρούσα ερ-
γασία.

• Με N∗ συμβολίζεται το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών αριθμών, με Z
το σύνολο όλων των ακεραίων αριθμών, με Q το σύνολο όλων των ρητών
αριθμών και με R το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών. Επίσης χρη-
σιμοποιούνται τα εξής σύμβολα: N := {0, 1, 2, . . .}, Z∗ := Z\{0}, Q∗ := Q\{0},
R∗ := R\{0} και R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}. Ομοίως ορίζονται και οι συμβολισμοί
Z+, Z∗

+ και Q+, Q∗
+.

• Έστω Ω σύνολο και A,B ⊆ Ω. Με Ac ή Ω\A := {x ∈ Ω : x /∈ A} συμβολίζεται
το συμπλήρωμα του A (σε σχέση με το Ω), με A⊎B συμβολίζεται η ένωση
δύο ξένων μεταξύ τους συνόλων και με

⊎
i∈I Ai συμβολίζεται η ένωση μιας

οικογένειας {Ai}i∈I (I ̸= ∅) ξένων ανά δύο υποσυνόλων του Ω.

• Τα στοιχεία μίας F−άλγεβρας F καλούνται ενδεχόμενα, ενώ για κάθε A ∈
F με χA συμβολίζουμε την δείκτρια συνάρτηση του (ενδεχομένου) A.

• Ας θεωρήσουμε επίσης ένα σύστημα υποσυνόλων G του Ω. Η ελάχιστη
σ−άλγεβρα υποσυνόλων του Ω που περιέχει το G συμβολίζεται με σ(G ) και
ονομάζεται η σ−άλγεβρα η παραγόμενη από το G , ενώ το G ονομάζεται
γεννήτορας της σ(G ). Μία σ−άλγεβρα A είναι αριθμήσιμα παραγόμενη
εάν υπάρχει μία αριθμήσιμη οικογένεια G υποσυνόλων του Ω για την οποία
ισχύει A = σ (G ). Τέλος, με B και B((α, β)), όπου α, β ∈ R, συμβολίζουμε
την Borel σ−άλγεβρα υποσυνόλων του R και (α, β), αντίστοιχα.
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Βασικές έννοιες και ορισμοί

Στο εξής κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά θεωρούμε έναν χ.μ. (Ω,F , µ).

• Ένα σύνολο N ∈ F ονομάζεται σύνολο μηδενικού μέτρου (σ.µ.µ.) ή σύνολο
µ−μηδενικού μέτρου (µ − σ.µ.µ.) ή µ−μηδενικό σύνολο αν µ(N) = 0. Η
οικογένεια όλων των µ− σ.µ.µ. συμβολίζεται με F0,µ, όπου F0,µ := {N ∈ F :

µ(N) = 0}. Επίσης ορίζουμε το σύνολο N µ := {A ⊆ Ω : ∃N ∈ F0,µ, A ⊆ N}.
Αν δεν υπάρχει πρόβλημα σύγχυσης μπορούμε να γράφουμε N := N µ.

Ισχύει F0,µ ⊆ N µ, και F0,µ = N µ αν και μόνο αν ο χ.μ. (Ω,F , µ) είναι
πλήρης.

• Λέμε ότι η τ.μ. X με σύνολο τιμών RX ακολουθεί την κατανομή K(θ)

με παραμετρικό διάνυσμα θ := (θ1, . . . , θm) ∈ Rm, όπου m ∈ N , και θα
συμβολίζουμε για το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας PX = K(θ) αν

PX(B) =

∫
B

fX(x)χRX
ν(dx) =

∫
B∩RX

fX(x)ν(dx) για κάθε B ∈ B,

όπου fX η αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας (σ.π. για συντομία), και ν
είναι το αριθμητικό μέτρο επάνω στον N ή το μέτρο του Lebesgue λ επάνω
στον R ανάλογα με το αν η τ.μ. X είναι συνεχής ή διακριτή. Αν η τ.μ. X
είναι διακριτή, τότε το ολοκλήρωμα γίνεται άθροισμα ή σειρά, ανάλογα με
το αν το RX είναι πεπερασμένο ή αριθμήσιμο, αντίστοιχα.

• Οι σ−υποάλγεβρες F1, . . . ,Fn (n ∈ N : n ≥ 2) της F ονομάζονται ανεξάρ-
τητες αν για κάθε k ∈ Nn και για κάθε Ak ∈ Fk τα A1, . . . , An είναι ανε-
ξάρτητα ενδεχόμενα. Γενικότερα, μια άπειρη οικογένεια σ−υποαλγεβρών
της F ονομάζεται οικογένεια ανεξάρτητων σ−υποαλγεβρών της F αν
οποιεσδήποτε και οσεσδήποτε, πεπερασμένες στο πλήθος, από αυτές είναι
ανεξάρτητες.

• Επί πλέον, για κάθε τ.μ. X : Ω 7−→ R θέτουμε

σ(X) := X−1(B) := {X−1(B) : B ∈ B}.

Τότε, η σ(X) είναι μια σ−άλγεβρα στον Ω που ονομάζεται η σ−άλγεβρα
στον Ω η παραγόμενη από την X και ισχύει σ(X) ⊆ F . Γενικότερα, για
μια οικογένεια {Xj}j∈I τ.μ., όπου I σύνολο δεικτών, ορίζουμε

σ
(
{Xj}j∈I

)
:= σ

(∪
j∈I

σ(Xj)

)
.
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Η σ
(
{Xj}j∈I

)
ονομάζεται η σ−άλγεβρα η παραγόμενη από την οικογένεια

{Xj}j∈I .

• Έστω X ∈ L1(P ) και G μία σ−υποάλγεβρα της F . Κάθε G−μετρήσιμη
συνάρτηση Y : Ω 7−→ R που ικανοποιεί για κάθε A ∈ G την ισότητα∫
A
XdP =

∫
A
Y dP, ονομάζεται μία εκδοχή της δεσμευμένης (ή της υπο

συνθήκης) μέσης τιμής της X δοσμένης της G (βλ. π.χ. [3], Ορισμός 3.3.10)
και συμβολίζεται με EP [X|G ]. Για X = χE ∈ L1(P ) με E ∈ F θέτουμε
P (E|G ) := EP [χE|G ]. Για λόγους συντομογραφίας γράφουμε ′′δ.μ.τ.′′ αντί
′′δεσμευμένη μέση τιμή.′′

• Αν η X είναι μη φραγμένη και μη αρνητική ή μη θετική τότε ορίζουμε την
EP [X|G ] := +∞ ή −∞, αντίστοιχα, ως την δ.μ.τ. της X δοσμέμης της G . Αν
η X είναι οποιαδήποτε τ.μ. εκτός των παραπάνω περιπτώσεων, τότε μία
γενικευμένη υπο συνθήκη μέση τιμή της X δοσμένης της G δίνεται από
τον τύπο EP [X|G ] := +∞.

• Μία οικογένεια {Xt}t∈T τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη μιας οικογένειας {Fi}i∈I
σ−υποαλγεβρών της F , όπου T, I ̸= ∅ σύνολα δεικτών, αν για κάθε πε-
περασμένο αριθμό τ.μ. Xt1 , . . . , Xtm και σ−υποαλγεβρών F1, . . . ,Fn της F
(m,n ∈ N), οι σ−υποάλγεβρες σ(Xt1), . . . , σ(Xtm),F1, . . . ,Fn είναι ανεξάρτη-
τες.

• Μία οικογένεια {Fj}j∈I σ−υποαλγεβρών της F ονομάζεται διύλιση αν για
κάθε j, k ∈ I με j < k ισχύει Fj ⊆ Fk.

• Μία σ.δ. {Xj}j∈I λέμε ότι είναι προσαρμοσμένη σε μία διύλιση {Fj}j∈I αν
για κάθε j ∈ I η τ.μ. Xj είναι Fj−μετρήσιμη.

Η {Tj}j∈I με Tj = σ
(
{Xk : k ≤ j}

)
για κάθε j ∈ I ονομάζεται η κανονική

διύλιση για την {Xj}j∈I . Προφανώς, κάθε σ.δ. {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη
στην κανονική της διύλιση.
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Βασικές έννοιες και ορισμοί
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Κεφάλαιο 2

Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

Στο Κεφάλαιο αυτό γίνεται μια επισκόπηση κάποιων εννοιών της θεωρίας των
Στοχαστικών Διαδικασιών που είναι χρήσιμες για τα επόμενα κεφάλαια. Πιο συ-
γκεκριμένα στην Ενότητα 2.1 αναφέρονται οι ορισμοί των στοχαστικών βάσεων,
διυλίσεων και των καθολικά ισοδύναμων σ.δ.. Στην Ενότητα 2.2 ορίζονται οι χρό-
νοι διακοπής και αποδεικνύονται οι βασικές τους ιδιότητες. Στην 2.3 ορίζονται
οι προαιρετικές σ−άλγεβρες και σ.δ., και αποδεικνύονται κάποιες χρήσιμες ιδιό-
τητές τους. Στην 2.4 περιγράφεται η μέθοδος της τοπικοποίησης, ενώ στην 2.5
ορίζονται τα martingales, που είναι ένα κεντρικό θέμα της Δ.Ε., και αποδεικνύο-
νται κάποιες ιδιότητες χρήσιμες για τα παρακάτω.

2.1 Στοχαστική βάση

Ορισμοί 2.1.1. (a) Στοχαστική βάση ή φιλτραρισμένος χώρος πιθανότητας
(φ.χ.π.) είναι μία τετράδα (Ω,F ,F, P ), όπου (Ω,F , P ) είναι ένας χ.π. εφοδια-
σμένος με μία διύλιση F = (Ft)t∈R+ , όπου μια διύλιση στον μ.χ. (Ω,F) είναι μία
αύξουσα οικογένεια σ−υποαλγεβρών της F .
(b) Μία δυίλιση F = {Ft}t∈R+ ονομάζεται δεξιά συνεχής, αν

∀ t ∈ R+ Ft =
∩
s>t

Fs.

Συμβολισμοί : F∞− :=
∨
s∈R+

Fs := σ
(∪

s∈R+
Fs

)
και F∞ := F .

Σε πολλές περιπτώσεις (αλλά όχι πάντα, όπως θα δούμε) είναι πιθανόν να έχει
μία παραπάνω ιδιότητα, δηλαδή :
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Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

Ορισμοί 2.1.2. (a) Λέμε ότι η στοχαστική βάση B = (Ω,F ,F, P ) (ή η διύλιση F)
ικανοποιεί τις συνήθεις συνθήκες (usual − conditions), αν:

(f1) η F είναι δεξιά συνεχής

(f2) η F0,P περιέχει όλα τα P−μηδενικά σύνολα της F , δηλαδή F0,P ⊆ F0

(f3) η F είναι P−πλήρης.

(b)Με FP συμβολίζουμε την P−πλήρωση της σ−άλγεβρας F . Η FP
t είναι η μικρό-

τερη σ−άλγεβρα που περιέχει τα Ft και N P . Αυτό εύκολα επαληθεύεται αφού
ο (Ω,FP ,F = {Ft

P}t∈R+ , P ) είναι ένας καινούργιος φ.χ.π., ο οποίος ονομάζεται η
πλήρωση της (Ω,F ,F, P ).
(c) Ένα τυχαίο σύνολο είναι οποιοδήποτε υποσύνολο του Ω × R+. Μία στοχα-
στική διαδικασία (σ.δ. για συντομία) είναι μία οικογένεια X := {Xt}t∈R+ τ.μ.
Xt : Ω 7−→ R. Επομένως μία σ.δ. X επιτρέπεται να θεωρηθεί ως μία συνάρτηση
X̃ : Ω × R+ 7−→ R, ώστε X̃(ω, t) := Xt(ω) για κάθε (ω, t) ∈ Ω × R+. Για λόγους
απλοποίησεις των συμβολισμών από εδώ και πέρα, τα X̃ και X θα ταυτίζονται.
(d) Για σταθερό ω ∈ Ω η απεικόνιση X•(ω) : R+ 7−→ R, ώστε t 7−→ X•(ω)(t) :=

Xt(ω) ονομάζεται μία τροχιά (path,trajectory) της {Xt}t∈R+ .

Για παράδειγμα, η δείκτρια συνάρτηση χA ενός συνόλου A ∈ F⊗B(R+) είναι μια
διαδικασία, όπου οι τροχιές της είναι οι δείκτριες συναρτήσεις πάνω στο χAω .

(e) Μία σ.δ. X καλείται càg εάν όλες οι τροχιές είναι αριστερά συνεχείς ενώ
μια σ.δ. X καλείται càdlàg εάν όλες οι τροχιές είναι δεξιά συνεχείς και υπάρ-
χει το αριστερό όριο. Όταν η X είναι càdlàg, ορίζουμε άλλες δύο διαδικασίες,
X− := {Xt−}t∈R+ και ∆X := {∆Xt}t∈R+ ως εξής:

X0− := X0, Xt− := lim
s�t

Xs := lim
s→t−

Xs, ∀ t ∈ R+ (2.1)

∆Xt := Xt −Xt−

(f) Εάν {Xt}t∈R+ είναι μια στοχαστική διαδικασία και T : Ω 7→ R+ είναι μια
απεικόνιση, τότε η X̃T : Ω × R+ 7−→ R ώστε X̃T (ω, t) := XT

t (ω) := XT (ω)∧t(ω) για
κάθε t ∈ R+, ονομάζεται « η στοχαστική διαδικασία που σταματάει στο χρόνο
T».

Ορισμοί 2.1.3. (a) Ένα τυχαίο σύνολο A καλείται P− εξαφανιζόμενο (για συ-
ντομία, P−evanescent) αν το σύνολο Ae := {ω ∈ Ω : ∃ t ∈ R+ (ω, t) ∈ A} είναι
στοιχείο της οικογένειας N P . Προφανώς Ae =

∪
t∈R+

At. Αν δεν υπάρχει πρόβλημα
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2.1 Στοχαστική βάση

σύνγχυσης (δηλ. αν δεν υπάρχει άλλο μέτρο πιθανότητας εκτός του P ) τότε μπο-
ρούμε να γράφουμε ′′εξαφανιζόμενο′′ αντί ′′P−εξαφανιζόμενο.′′

(b) Δύο σ.δ. X και Y καλούνται P−καθολικά ισοδύναμες (P−indistinguishable)
αν το τυχαίο σύνολο {X ̸= Y } = {(ω, t) ∈ Ω × R+ : Xt(ω) ̸= Yt(ω)} είναι
P−εξαφανιζόμενο. Για λόγους απλοποίησης, αν δεν υπάρχει πρόβλημα σύνγχυ-
σης θα γράφουμε ′′καθολικά ισοδύναμες′′ αντί ′′P−καθολικά ισοδύναμες.′′

Αν οι X και Y είναι καθολικά ισοδύναμες, τότε θα λέμε ότι ′′ X = Y ως προς
την καθολική ισοδυναμία.′′

Γενικότερα, για δύο σ.δ. X και Y ισχύει ότι ′′ X ≤ Y ως προς την καθολική
ισοδυναμία,′′ αν το σύνολο {X � Y } είναι εξαφανιζόμενο.
(c) Δύο τυχαία σύνολα A και B ονομάζονται καθολικά ισοδύναμα αν οι σ.δ. χA
και χB είναι καθολικά ισοδύναμες. Επίσης θα λέμε ότι ′′A = B ως προς την
καθολική ισοδυναμία′′ αν τα A και B είναι καθολικά ισοδύναμα.

Παρατήρηση 2.1.4. Οι σ.δ. X, Y είναι καθολικά ισοδύναμες αν και μόνο αν ισχύει
η συνθήκη

∃N ∈ F0,P ∀t ∈ R+ ∀ω ∈ Ω Xt(ω) = Yt(ω) (2.2)

Πράγματι, θέτουμε A := {X ̸= Y }. Τότε έχουμε τις παρακάτω ισοδυναμίες:

A εξαφανιζόμενο :⇐⇒ ∃N ∈ F0,P Ae ⊆ N

⇐⇒ ∃N ∈ F0,P

∪
t∈R+

At ⊆ N

⇐⇒ ∃N ∈ F0,P

∩
t∈R+

(At)
c ⊇ N c

⇐⇒ ∃N ∈ F0,P ∀ω ∈ N c ω ∈
∩
t∈R+

(At)
c

⇐⇒ ∃N ∈ F0,P ∀t ∈ R+ ∀ω ∈ N c Xt(ω) = Yt(ω)

⇐⇒ (2.2).

Άρα ισχύει η παραπάνω παρατήρηση.
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Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

2.2 Χρόνοι διακοπής

Ας θεωρήσουμε ότι η τετράδα (Ω,F ,F, P ) είναι ένας φ.χ.π..

Ορισμοί 2.2.1. (a) Χρόνος διακοπής (για συντομία χ.δ.) είναι μια απεικόνιση
T : Ω 7→ R+ τέτοια ώστε {T ≤ t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+.
(b) Αν T είναι ένας χ.δ., τότε συμβολίζουμε με FT την οικογένεια όλων των
συνόλων A ∈ F , έτσι ώστε A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+, δηλαδή

FT := {A ∈ F : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, ∀ t ∈ R+}.

(c) Αν T είναι ένας χ.δ., τότε συμβολίζουμε με FT− την παραγόμενη σ−άλγεβρα
από την F0 και όλα τα σύνολα της μορφής A ∩ {t < T}, όπου t ∈ R+ και A ∈ Ft

δηλαδή,
FT− := σ(F0 ∪ {A ∩ {t < T}, ∀t ∈ R+ ∀A ∈ F}).

Εύκολα μπορούμε να ελέγξουμε ότι FT είναι μία σ−άλγεβρα. Αν t ∈ R+ και
T (ω) ≡ t, τότε T είναι ένας χ.δ. και FT = Ft. Παρόμοια για T ≡ t, έχουμε
FT− = F0 αν t = 0 και FT− =

∨
s<t

Fs,αν t > 0 αρα εχουμε οτι,

Ft− :=


F0, t = 0

∨
s<t

Fs, t ∈ (0,∞].

Η σ−άλγεβρα Ft συνήθως ερμηνεύεται σαν το σύνολο των γεγονότων που συμ-
βαίνουν μετά το χρόνο t. Τότε ο χ.δ. είναι ο τυχαίος χρόνος T έτσι ώστε για κάθε
χρόνο t μπορούμε να ελέγξουμε αν T ≤ t ή T > t, ανάλογα για το τι γνωρίζουμε
μέχρι το χρόνο t. Επίσης το FT μπορεί να ερμηνευτεί ως το σύνολο των γεγονότων
που συμβαίνουν μέχρι το χρόνο T .

Παρακάτω θα διατυπώσουμε πολύ χρήσιμες ιδιότητες των χρόνων διακοπής.

Ιδιότητες 2.2.2. (a) Αν T είναι ένας χ.δ. και s ∈ R+, τότε T + s είναι χ.δ..

(b) Αν T είναι ένας χ.δ., τότε FT− ⊆ FT και T είναι FT−−μετρήσιμη.
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2.2 Χρόνοι διακοπής

(c) Αν T είναι ένας χ.δ. και αν A ∈ FT , τότε

TA(ω) :=


T (ω), ω ∈ A

∞, ω /∈ A

είναι επίσης χ.δ..

(d) Αν η F είναι δεξιά συνεχής, τότε η απεικόνιση T : Ω 7→ R+ είναι ένας χ.δ.
αν και μόνο αν {T < t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+. Σε αυτήν την περίπτωση,
ένα σύνολο A ∈ F ανήκει στην FT αν και μόνο αν A

∩
{T < t} ∈ Ft για

κάθε t ∈ R+.

(e) Αν S, T είναι δύο χ.δ., τότε το ίδιο ισχύει για τα T ∧ S, T ∨ S και T + S.

(f) Αν S, T είναι δύο χ.δ. και αν A ∈ FS, τότε A
∩
{S ≤ T} ∈ FT , A

∩
{S =

T} ∈ FT και A
∩
{S < T} ∈ FT−. Ιδιαιτέρως αν S ≤ T τότε FS ⊆ FT .

(g) Αν {Tn}n∈N∗ είναι μία ακολουθία χ.δ., τότε S =
∧
Tn και T =

∨
Tn είναι

δύο χ.δ. και FS =
∩
FTn.

Αποδείξεις. (a) Έστω ότι s ∈ R+, τότε {T +s ≤ t} = {T ≤ t−s} όπου εξετάζουμε
τις εξής δύο περιπτώσεις,

• αν t < s έχουμε ότι {T ≤ t− s} = ∅ ∈ Ft

• αν t ≥ s έχουμε ότι {T ≤ t− s} ∈ Ft−s ⊆ Ft

άρα T + s είναι χ.δ..
(b) Έστω A ∈ F0 ⊆ Ft, για κάθε t ∈ R+. Επίσης, αν {T ≤ t} ∈ Ft τότε έχω ότι
A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, για κάθε t ∈ R+ =⇒ A ∈ FT =⇒ F0 ⊆ FT .

Έστω t ∈ R+ και A ∈ Ft. Επίσης έχουμε ότι B = A
∩
{t < T}, τότε έχουμε ότι

{t < T} = {T ≤ t}c ∈ Ft με A ∈ Ft και t ∈ R+, άρα έχουμε ότι B ∈ Ft =⇒ B ∈ F .
Επομένως, πρέπει να δείξουμε ότι B = A

∩
{T ≤ s} ∈ Fs,∀s ∈ R+.

Πράγματι, αν B ∈ Ft και {T ≤ s} ∈ Fs =⇒ B
∩
{T ≤ s} ∈ Fs,∀s ∈ R+ =⇒ B ∈

FT =⇒ {A
∩
{t < T} : t ∈ R+, A ∈ Ft} ⊆ FT .

Επομένως από τις σχέσεις έχουμε ότι,

F0

∪
{A ∩ {t < T} : t ∈ R+, A ∈ Ft} ⊆ FT =⇒
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σ(F0

∪
{A ∩ {t < T} : t ∈ R+, A ∈ Ft}) ⊆ σ(FT ) =⇒ FT− ⊆ FT .

Τώρα θα αποδείξουμε ότι T είναι FT−−μετρήσιμη.
Έστω B ∈ B(R+), επομένως αρκεί να δείξουμε ότι T−1(B) ∈ FT−.
Έστω B = (−∞, t] με,

T−1(B) := {ω ∈ Ω : T (ω) ≤ t}

= {ω ∈ Ω : t < T (ω)}

= Ω
∩

{A < T} ∈ F0

∪
{A ∩ {t < T} : t ∈ R+, A ∈ Ft}

=⇒ T−1(B) ∈ FT−

άρα για κάθε t ∈ R+, η T είναι FT−−μετρήσιμη.
(c) Έστω t ∈ R+ και A ∈ FT . Τότε,

{TA ≤ t} = {ω ∈ Ω : TA(ω) ≤ t}

= {ω ∈ A : T (ω) ≤ t}
∪

{ω ∈ Ac : ∞ ≤ t}

= {ω ∈ A : T (ω) ≤ t}
∪

∅

= A
∩

{T ≤ t} ∈ Ft

διότι αφού A ∈ FT =⇒ {TA ≤ t} ∈ Ft, άρα η TAείναι χ.δ..
(d) (=⇒) Έστω ότι T ότι είναι χ.δ.. Τότε ισχύει {T ≤ t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+.
Τότε έχουμε ότι {T < 0} = ∅ ∈ F0 και για κάθε t > 0 έχω ότι,

{T < t} =
∪
n∈N

{T ≤ t− 1

n
} ∈ Ft

αφού Ft− 1
n
⊆ Ft, n ∈ N και ∀ t ∈ R+. Η ισότητα

{T < t} =
∪
n∈N

{T ≤ t− 1

n
} ∈ Ft (2.3)

αποδεικνύεται ως εξής:
Έστω ω ∈ Ω αυθαίρετο. Τότε

ω ∈ {T < t} ⇐⇒ T (ω) < t.

12



2.2 Χρόνοι διακοπής

Επίσης υπάρχει s ∈ Q+ ώστε

T (ω) ≤ s < t (2.4)

Όμως από την αρχιμήδεια ιδιότητα υπάρχει n ∈ N, ώστε n ≥ 1
t−s , επομένως

∃n ∈ N s ≤ t− 1

n
< t (2.5)

Από τις σχέσεις (2.4) και (2.5) προκύπτει ότι υπάρχουν n ∈ N και s ∈ Q+ ώστε
T (ω) ≤ s ≤ t− 1

n
< t, επομένως υπάρχει n ∈ N ώστε T (ω) ≤ t− 1

n
και έτσι

ω ∈
∪
n∈N

{T ≤ t− 1

n
}.

Επειδή το ω ∈ Ω είναι αυθαίρετο, έπεται ότι

{T < t} ⊆
∪
n∈N

{T ≤ t− 1

n
}. (2.6)

Αφού η αντίστροφη σχέση εγκλεισμού είναι προφανής, από την (2.6) έπεται ότι
ισχύει η (2.3).
(⇐=) Έστω ότι {T < t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+. Τότε

{T ≤ t} =
∩
n∈N

{T < t+
1

n
} (2.7)

Πράγματι, έστω ω ∈ Ω αυθαίρετο τότε

ω ∈ {T ≤ t} =⇒ T (ω) ≤ t

=⇒ T (ω) < t+
1

n
∀n ∈ N

=⇒ ω ∈ {T < t+
1

n
} ∀n ∈ N

=⇒ ω ∈
∩
n∈N

{T < t+
1

n
}.

Άρα
{T ≤ t} ⊆

∩
n∈N

{T < t+
1

n
}. (2.8)

13



Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

Αντιστρόφως,

ω ∈
∩
n∈N

{T < t+
1

n
} =⇒ T (ω) < t+

1

n
∀n ∈ N

=⇒ T (ω) ≤ lim
n→∞

(t+
1

n
)

=⇒ T (ω) ≤ t.

Άρα ∩
n∈N

{T < t+
1

n
} ⊆ {T ≤ t}. (2.9)

Από τις σχέσεις (2.8) και (2.9) έπεται η (2.7).
Για κάθε n ∈ N και t ∈ R+ από την υποθεσή μας προκύπτει ότι {T < t+ 1

n
} ∈ Ft+ 1

n
.

Συνεπώς ∩
n∈N

{T < t+
1

n
} ∈

∩
n∈N

Ft+ 1
n
= Ft

όπου η ισότητα είναι συνέπεια της δεξιάς συνέχειας της F. Άρα από την (2.3)
έπεται ότι {T ≤ t} ∈ Ft για κάθε t ∈ R+, δηλαδή ο T είναι χ.δ..
(e) Αρχικά θα αποδείξουμε ότι T ∧ S είναι χ.δ..
Γνωρίζουμε ότι T ∧S = inf(T, S), όπου S, T είναι χρόνοι διακοπής. Επομένως από
τον ορισμό έχουμε ότι για κάθε t ∈ R+ ισχύει

{T ∧ S ≤ t} = {inf(T, S) ≤ t}

= {T ≤ t} ∪ {S ≤ t} ∈ Ft

άρα T ∧ S είναι χ.δ..

Τώρα θα αποδείξουμε ότι T ∨ S είναι χ.δ..
Έχουμε ότι T ∨S = sup(T, S) και όπου S, T είναι χ.δ.. Επομένως από τον ορισμό
έχουμε ότι για κάθε t ∈ R+ ισχύει

{T ∨ S ≤ t} = {sup(T, S) ≤ t}

= {T ≤ t} ∩ {S ≤ t} ∈ Ft

Άρα T ∨ S είναι χ.δ..
Τέλος θα αποδείξουμε ότι T + S είναι χ.δ..
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2.2 Χρόνοι διακοπής

Παρατηρούμε ότι,

{T ≤ t, S > t− T} =
∪

q∈[o,t]∩Q

{q ≤ T ≤ t, S > t− q}.

Πράγματι, έστω ω ∈ Ω αυθαίρετο. Τότε

ω ∈ {T ≤ t, S > t− T} ⇐⇒ T (ω) ≤ t, S(ω) > t− T (ω)

=⇒ ∃q ∈ Q ∩ [0, t] q ≤ T (ω) ≤ t, S(ω) > t− T (ω)

=⇒ ∃q ∈ Q ∩ [0, t] q ≤ T (ω) ≤ t, S(ω) > t− q ≥ t− T (ω).

Όπου η παραπάνω σχέση ισχύει διότι, αν ήταν

S(ω) ≤ t− q =⇒ S(ω) + q ≤ t

=⇒ S(ω) + q ≤ S(ω) + T (ω) ≤ t

άτοπο, αφού S + T > t.

Άρα
ω ∈ {T ≤ t, S > t− T} =⇒ ω ∈ {q ≤ T ≤ t, S > t− q}.

Επειδή το ω ∈ Ω αυθαίρετο, έπεται ότι

{T ≤ t, S > t− T} ⊆
∪

q∈[o,t]∩Q

{q ≤ T ≤ t, S > t− q}.

Αντιστρόφως,

ω ∈
∪

q∈[o,t]∩Q

{q ≤ T ≤ t, S > t− q}

=⇒ ∃q ∈ Q ∩ [0, t] q ≤ T (ω) ≤ t S(ω) > t− q

=⇒ ∃q ∈ Q ∩ [0, t] q ≤ T (ω) ≤ t S(ω) > t− q ≤ t− T (ω)

=⇒ ∃q ∈ Q ∩ [0, t] q ≤ T (ω) ≤ t S(ω) + T (ω) > t

=⇒ ω ∈ {T ≤ t, S + T > t}.
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Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

Επομένως, ∪
q∈[o,t]∩Q

{q ≤ T ≤ t, S > t− q} ⊆ {T ≤ t, S > t− T}.

Άρα έχουμε ότι

{T ≤ t, S > t− T} =
∪

q∈[o,t]∩Q

{q ≤ T ≤ t, S > t− q}.

(f) Έστω A ∈ FS. Για να αποδείξω την ισότητα A∩{S ≤ T} ∈ FT αρκεί να δείξω
ότι

∀t ∈ R+ (A ∩ {S ≤ T}) ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

Πράγματι, η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί ως εξής

A ∩ {S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = [A ∩ {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t}].

Όμως παρατηρούμε ότι

A ∩ {S ≤ t} ∈ Ft, {T ≤ t} ∈ Ft, {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft

άρα κάθε όρος είναι στο Ft. Επομένως έχουμε ότι

A
∩

{S ≤ T} ∈ FT . (2.10)

Τώρα θα αποδείξουμε ότι A ∩ {S = T} ∈ Ft. Επομένως αρκεί να δείξω ότι

∀t ∈ R+ (A ∩ {S = T})
∩

{T ≤ t} ∈ Ft.

Όμως γνωρίζουμε ότι A ∈ S και άρα A ∩ {S ≤ t}. Συνεπώς

∀t ∈ R+ (A ∩ {S = T})
∩

{T ≤ t} = A ∩ {S = T}
∩

{T ≤ t}

= A ∩ {S ≤ t} ∈ Ft.

Επομένως, A ∩ {S = T} ∈ Ft.

Ιδιαιτέρως, έστω S ≤ T και t ∈ R+ με A ∈ FS. Τότε A ∩ {T ≤ t} = A ∩ {S ≤
T} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft. Αφού ισχύει η (2.10) έχουμε ότι FS ⊆ FT .

(g) Αρχικά θα αποδείξουμε ότι S =
∧
n∈N

Tn είναι χ.δ..
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2.2 Χρόνοι διακοπής

Έχουμε ότι S =
∧
n∈N

Tn = inf
n∈N

Tn και για κάθε t ∈ R+ από τον ορισμό έχουμε ότι

{S ≤ t} = {
∧
n∈N

Tn ≤ t}

= { inf
n∈N

Tn ≤ t}

=
∞∪
n=1

{Tn ≤ t} ∈ Ft

και άρα S =
∧
n∈N

Tn είναι χ.δ..

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι T =
∨
n∈N

Tn = sup
n∈N

Tn είναι χ.δ..

Για κάθε t ∈ R+ από τον ορισμό έχουμε ότι

{T ≤ t} = {
∨
n∈N

Tn ≤ t}

= {sup
n∈N

Tn ≤ t}

=
∞∩
n=1

{Tn ≤ t} ∈ Ft

και άρα T =
∨
Tn είναι χ.δ..

Τέλος θα δείξουμε ότι FS =
∩
n∈N

FTn . Από το βήμα (f) και τον ορισμό της S

προκύπτει ότι
FS ⊆

∩
n∈N

FTn . (2.11)

Για τον αντίστροφο εγλεισμό, έστω A ⊆ Ω. Τότε

A ∈
∩
n∈N

FTn ⇐⇒ ∀n ∈ N ∀t ∈ R+ A ∩ {Tn ≤ t} ∈ Ft

=⇒ ∀t ∈ R+

∩
({
∪
n∈N

Tn ≤ t}) ∈ Ft

⇐⇒ ∀t ∈ R+

∩
{S ≤ t} ∈ Ft

⇐⇒ A ∈ FS,
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Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

όπου η δεύτερη ισοδυναμία προκύπτει από την απόδειξη του βήματος (g). Αφού
το A ⊆ Ω είναι αυθαίρετο, έπεται ότι∩

n∈N

FTn ⊆ FS. (2.12)

Από τις σχέσεις (2.11) και (2.12) έχουμε το ζητούμενο. �

Λήμμα 2.2.3. Κάθε χ.δ. T πάνω στον πλήρη φ.χ.π. (ΩP ,FP ,FP , P ) είναι σ.β.
ίσος με έναν χρόνο διακοπής πάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ).

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ R+ υπάρχει At ∈ Ft τέτοιο ώστε At = {T < t} σ.δ.
(βλ. Ορισμό 2.1.2 (b)). Τότε ορίζουμε T ′(ω) = inf{s ∈ Q+ : ω ∈ As}, είναι ένας
F−χ.δ. αφού {T ′ < t} =

∪
s∈Q+,s<t

As που ανήκει στην Ft και T ′ = T σ .β. επειδή

{T < t} =
∪

s∈Q+,s<t

{T < t} είναι σ .β. ίσο με το {T ′ < t}, για κάθε t ∈ R+. �

2.3 Προαιρετική σ−άλγεβρα

Ορισμοί 2.3.1. (a) Μία σ.δ. X είναι προσαρμοσμένη στη δυίλιση F (ή εν συντο-
μία προσαρμοσμένη), αν η Xt είναι Ft−μετρήσιμη για κάθε t ∈ R+.

(b) Η προαιρετική σ−άλγεβρα είναι η σ−άλγεβρα O στον Ω × R+, η οποία
παράγεται από όλες τις càdlàg προσαρμοσμένες σ.δ. {Xt}t∈R+(θεωρώντας τις
X = {Xt}t∈R+ ως απεικονίσεις στον Ω×R+ ). Έστω η συνάρτηση X̃ : Ω×R+ 7−→
R : (ω, t) 7−→ X̃(ω, t) := Xt(ω). Τότε

O := σ
(
{X̃ : Ω× R+ 7−→ R : η X είναι càdlàg και προσαρμοσμένη}

)
.

(c) Μία σ.δ., η οποία είναι O−μετρήσιμη θα καλείται προαιρετική. Ομοίως ένα
τυχαίο σύνολο που είναι στοιχείο της O ονομάζεται προαιρετικό.

Ορισμός 2.3.2. Έστω σ.δ. {Xt}t∈R+ και T ένας χ.δ.. Ορίζουμε την συνάρτηση
XT : Ω 7−→ R ως εξής: XT (ω) := XT (ω)(ω) αν T (ω) <∞, και XT (ω) := limt→∞Xt(ω)

αν T (ω) = ∞ και υπάρχει το limt→∞Xt(ω). Ο συμβολισμός XTχ{T<∞} χρησιμο-
ποιείται για την συνάρτηση που συμφωνεί με την XT επάνω στο {T < ∞} και
μηδενίζεται επάνω στο T = ∞.
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2.3 Προαιρετική σ−άλγεβρα

Πρόταση 2.3.3. Έστω X = {Xt}t∈R+ είναι μία προαιρετική σ.δ., δηλαδή η X̃

είναι O−μετρήσιμη. Τότε η X̃ είναι F⊗B(R+)−μετρήσιμη. Επιπλέον, αν T είναι
ένας χ.δ., τότε

(i) η XTχ{T<∞} είναι FT−μετρήσιμη (ως εκ τούτου, η X είναι προσαρμοσμένη)

(ii) η σ.δ. XT είναι προαιρετική.

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε το θεώρημα θα χρειαστούμε το Θεώρημα Μο-
νότονης Κλάσης για συναρτήσεις (βλ. Θεώρημα Βʹ.3.6). Έστω V η κλάση όλων
των σ.δ. που είναι F ⊗B(R+)−μετρήσιμες και ικανοποιούν τις ιδιότητες (i) και
(ii). Προφανώς η V είναι ένας διανυσματικός σύνδεσμος που είναι κλειστός ως
προς τα σημειακά όρια. Τότε σύμφωνα με το Ορισμό 2.3.1 και ένα επιχείρημα
μονότονης κλάσης για συναρτήσεις είναι αρκετό να δείξουμε ότι κάθε càdlàg προ-
σαρμοσμένη στην F σ.δ. X είναι F ⊗B(R+)−μετρήσιμη και ικανοποιεί τις (i) και
(ii).
(a) Θεωρούμε την κλάση M̃ όλων των σ.δ. X̃ : Ω× [0,∞) 7−→ R ώστε η X να είναι
càdlàg, προσαρμοσμένη στην F και φραγμένη. Τότε σ(M̃) = O.

Πράγματι, έστω

M := {X̃ : Ω× R+ 7−→ R : η X είναι càdlàg και προσαρμοσμένη στην F}

και Õ := σ(M̃). Αφού M̃ ⊆ M, έπεται ότι Õ ⊆ O. Πρέπει να δείξουμε ότι O ⊆ Õ.

Πράγματι, έστω X̃ ∈ M. Τότε υπάρχει μια αύξουσα ακολουθία {X̃n} στο M̃ ώστε
X̃ = lim

n→∞
X̃n. Θέτουμε D := {B ∈ B : X̃−1(B) ∈ Õ} και GB := {(−∞, a] : a ∈ R}.

Τότε η κλάση GB είναι κλειστή ως προς τις πεπερασμένες τομές και B = σ(GB).

Επίσης GB ⊆ D διότι, αν B := (−∞, a] όπου a ∈ R, τότε αφού η {X̃}n∈N είναι
αύξουσα ακολουθία στοιχείων της M̃ με X̃ = lim

n→∞
X̃n, εύκολα προκύπτει ότι

X̃−1(B) =
∩
n∈N

X̃n

−1
(B) ∈ Õ , δηλαδή B ∈ D. Θα δείξουμε επιπλέον ότι η D είναι

κλάση Dynkin. Πράγματι,

(Dyn1) ∅ ∈ D, προφανές.

(Dyn2) για κάθε B ∈ D, Bc ∈ D.

Πράγματι, έστω B ∈ D. Τότε X̃−1(B) ∈ Õ. Άρα X̃−1(Bc) ∈ Õ.
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(Dyn3) Έστω {Bn}n∈N ακολουθία συνόλων στο B τότε για κάθε n ∈ N ισχύει ότι
Bn ∈ D και Bi ∩Bj = ∅ για κάθε i ̸= j ∈ N.

Τότε X̃−1 (∪n∈NBn) =
∪
n∈N

X̃−1(Bn), άρα X̃−1

(∪
n∈N

Bn

)
∈ Õ αφού για κάθε n ∈ N

ισχύει Bn ∈ D.
Επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα Μονότονης Κλάσης για σύ-
νολα (βλ. Θεώρημα Βʹ.2.2) για να συμπεράνουμε ότι D = B. Άρα ισχύει ότι
X̃−1(B) ∈ Õ , για κάθε B ∈ B. Επομένως, M ⊆ Õ και άρα O ⊆ Õ.

(b) Ισχύει ότι M ⊆ V. Για την απόδειξη του (b) ακολουθούμε τα παρακάτω βή-
ματα,
(b1) Κάθε X̃ ∈ M είναι F ⊗B(R+)−μετρήσιμη.
Πράγματι, έστω X̃ ∈ M. Ορίζουμε την ακολουθία {X̃n}n∈N θέτοντας

Xt
n :=

∞∑
k=1

X k
2n
χ[ k−1

2n
, k
2n )

(t)

για κάθε n ∈ N και t ∈ R+. Έστω B ∈ B(R+). Τότε για κάθε n ∈ N ισχύει

{X̃n ∈ B} =
∞∪
k=1

{X k
2n

∈ B} ×
[
k − 1

2n
,
k

2n

)
∈ F ⊗B(R+).

Πράγματι, αφού για κάθε k ∈ N ισχύει ότι

{X k
2n

∈ B} ×
[
k − 1

2n
,
k

2n

)
∈ F ⊗B(R+)

προκύπτει ότι {X̃n ∈ B} ∈ F ⊗ B(R+). Επομένως, για κάθε n ∈ N η X̃n είναι
F ⊗B(R+)−μετρήσιμη, και επειδή η X είναι δεξιά συνεχής, θα έχουμε ότι X̃ =

lim
n→∞

X̃n άρα η X̃ είναι F ⊗B(R+)−μετρήσιμη.
(b2) Έστω T είναι ένας χ.δ.. Για κάθε n ∈ N ορίζουμε την απεικόνιση Tn : Ω 7−→
[0,∞] ως εξής:

Tn(ω) :=


k
2n
, αν k−1

2n
≤ T (ω) < k

2n

∞, αν ω ∈ {T = ∞}.

Τότε η Tn είναι χ.δ. και lim
n→∞

Tn = T.
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Πράγματι, χρησιμοποιώντας την Ιδιότητα 2.2.2 (d) έχουμε

{Tn ≤ t} := {ω ∈ Ω : Tn(ω) ≤ t}

=
∪
k∈N

{ω ∈ Ω :
k

2n
≤ t,

k − 1

2n
≤ T (ω) <

k

2n
}

=
∪
k∈N

{ω ∈ Ω :
k − 1

2n
≤ T (ω) <

k

2n
≤ t} ∈ Ft.

δηλαδή η Tn είναι χ.δ.. Επιπλέον η {Tn}n∈N0 είναι φθίνουσα ακολουθία και το T
είναι κάτω φράγμα της.
Πράγματι,

• Αν για κάθε n ∈ N ισχύει Tn = ∞ τότε και μόνο τότε T = ∞ και επομένως
T = lim

n→∞
Tn.

• Αν υπάρχει n0 ∈ N ώστε Tn0 < ∞, τότε για κάθε ω ∈ Ω θα έχουμε Tn0(ω) =
k

2n0
και k−1

2n0
≤ T (ω) < k

2n0
. Άρα για κάθε ω ∈ Ω ισχύει

lim
n→∞

k − 1

2n
≤ T (ω) ≤ lim

n→∞

k

2n

ή ισοδύναμα T (ω) = lim
n→∞

Tn(ω).

(b3) Ισχύει η ιδιότητα (i). Πράγματι για κάθε B ∈ B και n ∈ N0 έχουμε

{XTn ∈ B} ∩ {Tn ≤ t} =
∞∪

k=1, k
2n

≤t

{X k
2n

∈ B} ∩ {Tn =
k

2n
} ∈ Ft

Επομένως XTn ∈ FTn και η XTnχ{Tn<∞} είναι FTn−μετρήσιμη. Χρησιμοποιώντας
την υπόθεση ότι η X είναι δεξιά συνεχής και το (b2), παίρνουμε ότι XTχ{T<∞} =

lim
n→∞

XTnχ{Tn<∞}. Επομένως λαμβάνοντας υπ’ όψη την Ιδιότητα 2.2.2 (g) παίρ-
νουμε ότι ισχύει η (i) για την XT .

(b4) Η XT είναι O− μετρήσιμη.
Πράγματι, αφού για κάθε t ∈ R+ ισχύει

Xt
T := XT∧t = Xtχ{T>t} +XTχ{T≤t} ∈ Ft

προκύπτει ότι η XT είναι càdlàg και προσαρμοσμένη στην F, άρα είναι προαιρε-
τική δηλαδή ισχύει η (ii).
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Από τα βήματα των αποδείξεων (b1) μέχρι και (b4) προκύπτει ότι M ⊆ V . �

Επίσης, υπάρχει ένας άλλος χαρακτηρισμός για τις προαιρετικές σ−άλγεβρες
ο οποίος διαφέρει από το προηγούμενο ορισμό και μας δίνει μία εικόνα για
αυτήν την έννοια. Για αυτό το αποτέλεσμα, αρχικά θα εισάγουμε την έννοια του
στοχαστικού διαστήματος.

Ορισμός 2.3.4. Αν S, T είναι δύο χ.δ., τότε μπορούμε να ορίσουμε τέσσερα είδη
στοχαστικών διαστημάτων ως εξής:

• JS, T K := {(ω, t) ∈ Ω× R+ : t ∈ R+, S(ω) ≤ t ≤ T (ω)}

• JS, T J:= {(ω, t) ∈ Ω× R+ : t ∈ R+, S(ω) ≤ t < T (ω)}

• KS, T K := {(ω, t) ∈ Ω× R+ : t ∈ R+, S(ω) < t ≤ T (ω)}

• KS, T J:= {(ω, t) ∈ Ω× R+ : t ∈ R+, S(ω) < t < T (ω)}.

Συμβολισμός: αν έχουμε JT, T K, τότε μπορούμε να γράφουμε JT K := JT, T K. Επί-
σης, το JT K είναι ο περιορισμός του γραφήματος της απεικόνισης T : Ω 7−→ R̄+

στο σύνολο Ω×R+, το οποίο ονομάζουμε το γράφημα του χρόνου διακοπής T.

Η διαδικασία χJ0,T K είναι càdlàg, και είναι προσαρμοσμένη στην F αν και μόνο αν
T είναι χ.δ.. Τότε από τον Ορισμό 2.3.1 έχουμε ότι J0, T K ∈ O για κάθε χ.δ. T .
Γενικά ισχύει ότι:

Πρόταση 2.3.5. Αν S, T είναι δύο χ.δ. και αν η τ.μ. Y είναι FS−μετρήσιμη, τότε
οι τέσσερις σ.δ. Y χJS,T K, Y χJ0,T J, Y χKS,T K, Y χKS,T J είναι προαιρετικές.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε το παραπάνω αποτέλεσμα όταν η Y είναι η
χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου A ∈ FS.

Ας πάρουμε ότι X = χAχKS,T K. Τότε η X είναι το όριο της

Xn = χAχJSn,TnJ

όπου Sn = S + 1
n
και Tn = T + 1

n
.

Η Xn είναι μία càdlàg από την κατασκευή της και από την Ιδιότητα 2.2.2, (f)
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και το γεγονός ότι A ∈ FS ⊆ FSn , προκύπτει ότι η Xn είναι προσαρμοσμένη και
άρα η Xn είναι προαιρετική και συγλίνει στο X. Ανάλογα αποδεικνύουμε και τις
άλλες σχέσεις. �

Πρόταση 2.3.6. Κάθε σ.δ. X η οποία είναι càg και προσαρμοσμένη είναι προ-
αιρετική.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ορίζουμε μία νέα στοχαστική διαδικασία Xn όπου,

Xn =
∑
k∈N

X k
2n
χ[ k

2n
, k+1
2n

)

Από την Πρόταση 2.3.5 έχουμε ότι η Xn είναι προαιρετική. Αφού η X είναι càg
τότε η ακολουθία {Xn}n∈N συγκλίνει στο X. Επομένως η X είναι προαιρετική. �

Πόρισμα 2.3.7. Αν X είναι μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ. τότε οι δύο σ.δ. X−

και ∆X είναι προαιρετικές.(υπενθυμίζουμε ότι ∆X = X −X−).

2.4 Η μέθοδος της τοπικοποίησης

Σε αυτήν την παράγραφο, θα περιγράψουμε την μέθοδο της τοπικοποίησης όπου
θα την χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα κεφάλαια.

Ορισμός 2.4.1. Έστω C μία κλάση σ.δ.. Συμβολίζουμε με Cloc την τοπικοποιημένη
κλάση (localized class), που ορίζεται ως εξής: Μια σ.δ. X ανήκει στην κλάση Cloc,
αν

• υπάρχει μια αύξουσα ακολουθία {Tn}n∈N χ.δ. (εξαρτώμενη από τη X) έτσι
ώστε lim

n→∞
Tn = ∞ P−σ.β., και

• κάθε διακοπτόμενη σ.δ. XTn ανήκει στην κλάση C.

Η ακολουθία {Tn}n∈N καλείται τοπικοποιούσα ακολουθία για την σ.δ. X (σε
σχέση με την κλάση C). Για παράδειγμα, αν C είναι η κλάση όλων των φραγ-
μένων σ.δ., επίσης Cloc είναι η κλάση των λεγόμενων τοπικά φραγμένων σ.δ..
Όπως θα δούμε και στην επόμενη παράγραφο, αν C είναι η κλάση όλων των
υπο−martingales, τότε η Cloc θα είναι η κλάση των τοπικών υπο−martingales.
Βέβαια, C ⊆ Cloc. Η τοπικοποίηση είναι πολύ χρήσιμη για τις κλάσεις οι οποίες
ικανοποιούν την ακόλουθη ιδιότητα (όλες οι κλάσεις των σ.δ. που θα χρησιμο-
ποιήσουμε στη συνέχεια θα ικανοποιούν την ακόλουθη ιδότητα).
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Ορισμός 2.4.2. Μία κλάση C από σ.δ. καλείται ευσταθής υπο την διακοπή
(stable under stopping) αν για κάθε X ∈ C και κάθε χ.δ. T , η διακοπτόμενη
διαδικασία XT ανήκει στην C.

Λήμμα 2.4.3. Έστω C και C ′ είναι δύο κλάσεις από σ.δ., οι οποίες είναι ευ-
σταθής υπό την διακοπή. Τότε,

(a) η Cloc είναι ευσταθής υπό την διακοπή και (Cloc)loc = Cloc

(b) (C
∩
C ′)loc = Cloc

∩
C ′
loc

Απόδειξη. (a1) Η κλάση Cloc είναι ευσταθής υπο την διακοπή. Πράγματι, έστω
X ∈ Cloc και T ένας χ.δ.. Τότε υπάρχει χ.δ. {Tn}n∈N με lim

n→∞
Tn = ∞, P−σ.β.

ώστε XTn ∈ C. Γνωρίζουμε όμως ότι η C είναι ευσταθής υπό την διακοπή και
αφού XTn ∈ C τότε έχουμε ότι (XTn)T ∈ C ή ισοδύναμα (XT )Tn ∈ C (αφού
(XT )Tn = (XTn)T ). Επομένως XT ∈ Cloc.
(a2) Ισχύει (Cloc)loc = Cloc. Έστω X ∈ (Cloc)loc. Τότε υπάρχει είναι μια τοπικο-
ποιούσα ακολουθία {Tn}n∈N έτσι ώστε XTn ∈ Cloc. Άρα για κάθε n ∈ N, υπάρχει
μια τοπικοποιούσα ακολουθία {T (n, pn)}p∈N έτσι ώστε (XTn)T (n.pn) ∈ C και υπάρ-
χει ένας ακέραιος pn έτσι ώστε P ({T (n, pn) < Tn ∧ n}) ≤ 2−n.

Θέτουμε Sn := Tn
∧[∧

m≥n

T (m, pn)

]
. Σύμφωνα με την Ιδιότητα 2.2.2 (g), κάθε Sn

είναι ένας χ.δ. και αφού η ακολουθία Tn είναι αύξουσα, τότε το ίδιο ισχύει και
για την ακολουθία Sn. Έχουμε ότι

{Sn < Tm ∧ n} ⊆
∪
m≥n

{T (m, pn) < Tm ∧ n}.

Άρα P ({Sn < Tn ∧ n}) ≤
∑
m≥n

P ({T (m, pm) < Tn ∧ n})

≤
∑
m≥n

P ({T (m, pm) < Tm ∧m})

≤
∑
m≥n

2−m = 2−(n−1).

Επειδή lim
n→∞

Tn = ∞ P−σ.β., τότε έχουμε ότι lim
n→∞

Sn = ∞ P−σ.β. και Sn είναι μία
τοπικοποιούσα ακολουθία. Τώρα έχουμε

XSn =
[
(XTn)T (n,pn)

]Sn
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και αφού C είναι ευσταθής υπο την διακοπή, τότε έχουμε ότι XSn ∈ C, οπότε
X ∈ C ⊆ Cloc, άρα X ∈ Cloc. Ο αντίστροφος εγλεισμός Cloc ⊆ (Cloc)loc είναι προφα-
νής.
(b) Ο πρώτος εγλεισμός (C ∩C ′)loc ⊆ Cloc∩C ′

loc είναι προφανής. Τώρα θα δείξουμε
τον αντίθετο εγλεισμό. Έστω X ∈ Cloc ∩ C ′

loc. Έστω Tn και T ′
n είναι δύο τοπικο-

ποιούσες ακολουθίες έτσι ώστε XTn ∈ C και XT ′
n ∈ C ′. Θέτουμε Sn = Tn ∧ T ′

n. Η
ακολουθία Sn είναι αύξουσα και lim

n→∞
Sn = ∞ σ.β.. Αφού C και C ′ είναι ευσταθής

υπο την διακοπή, τότε XSn = (XTn)T
′
n ∈ C και ανάλογα XSn ∈ C ′. Επομένως

X ∈ (C ∩ C ′)loc. �

2.5 Martingales

Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε τον ορισμό των martingales και δούμε ιδιό-
τητες σχετικά με martingales, υπο−martingales, υπερ−martingales που οφεί-
λονται κυρίως στο Θεώρημα του Doob.

Ορισμός 2.5.1. Μια σ.δ. {Xj}j∈I με το σύνολο δεικτών I μερικά διατεταγμένο
ονομάζεται ένα martingale ή υπο−martingale ή υπερ−martingale ως προς τη
διύλιση {Fj}j∈I martingale ή ένα {Fj}j∈I− martingale (ή η οικογένεια {(Xj,Fj)}j∈I
ονομάζεται ένα martingale ή υπο−martingale ή υπερ−martingale) αν ισχύουν
τα εξής:

(m1) Η {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη στη (διύλιση) {Fj}j∈I .

(m2) Για κάθε j ∈ I η Xj ∈ L1(P ).

(m3) Για κάθε j, k ∈ I με j ≤ k ισχύει E[Xk|Fj] = Xj P |Fj − σ.β.. ή
E[Xk|Fj] ≥ Xj ή E[Xk|Fj] ≤ Xj , αντίστοιχα

(m4) Για P−σ.ο. τα ω ∈ Ω οι τροχιές t 7−→ Xt(ω) είναι càdlàg.

Συνήθως για τον παραπάνω ορισμό αναφέρονται μόνο οι ιδιότητες (m1),(m2),(m3).
Η (m4) αναφέρεται στους [16], 1e, Def. 1.36. Αρκετά από τα παρακάτω αποτελέ-
σματα για martingales ισχύουν και χωρίς την (m4) (συνήθως με τις (m1),(m2),(m3)
και μία συνθήκη ασθενέστερη της (m4)).
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Ορισμός 2.5.2. Λέμε ότι η σ.δ. X δέχεται μία τερματική τυχαία μεταβλητή X∞,
αν η {Xt}t∈R+ συγκλίνει P−σ.β. στο X∞. Σε αυτήν την περίπτωση η τ.μ. XT είναι
P−σ.β. καλά ορισμένη για κάθε χ.δ. T με XT = X∞ πάνω στο {T = ∞}.

Παρατήρηση 2.5.3. Για οποιαδήποτε s, t ∈ R+ με t < s ισχύει:

EP [χAXs] = EP [χAXt] ∀A ∈ Ft ⇐⇒ E[Xs|Ft] = Xt P |Ft − σ.β..

Απόδειξη. Έστω s, t ∈ R+ με t < s και A ∈ Ft. Τότε έχουμε

EP [χAXs] = EP [χAXt] ⇐⇒
∫
A

XsdP =

∫
A

XtdP

⇐⇒
∫
A

E[Xs|Ft]dP =

∫
A

XtdP

⇐⇒ E[Xs|Ft] = Xt P |Ft − σ.β..

�

Ορισμοί 2.5.4. (a) Μία οικογένεια {Yt}t∈R+ τ.μ. ονομάζεται ομοιόμορφα ολο-
κληρώσιμη, αν

lim
n→∞

sup
t∈R+

∫
{Yt≥n}

|Yt|dP = 0.

(b) Με M συμβολίζουμε την κλάση όλων των ομοιόμορφα ολοκληρώσιμων
martingales, δηλαδή όλων των martingales X := {Xt}t∈R+ , ώστε η οικογένεια
{Xt}t∈R+ είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη.

Ορισμός 2.5.5. Με H 2 συμβολίζουμε την κλάση όλων των τετραγωνικά ολοκλη-
ρώσιμων martingales, δηλαδή όλων των martingales {Xt}t∈R+ που ικανοποιούν
την ανισότητα sup

t∈R+

E[Xt
2] <∞.

Προφανώς έχουμε ότι H 2 ⊆ M . Το ακόλουθο θεώρημα μας λέει ότι οι κλάσεις
M και H 2 είναι ευσταθείς υπο την διακοπή.

Θεώρημα 2.5.6. (a) Αν το martingale X := {Xt}t∈R+ είναι ομοιόμορφα ολοκλη-
ρώσιμο, τότε η {Xt}t∈R+ συγκλίνει σ.β. και στον L1, σε μία τερματική τ.μ. X∞

και E[X∞|FT ] = XT για όλους τους χρόνους διακοπής T. Επιπλέον, η X είναι
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τετραγωνικά ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν η X∞ είναι τετραγωνικά ολοκλη-
ρώσιμη. Στην τελευταία περίπτωση η {Xt}t∈R+ συγκλίνει στην X∞ και στον L2.

(b) Αν Y είναι μία ολοκληρώσιμη τ.μ., τότε υπάρχει ένα ομοιόμορφα ολοκλη-
ρώσιμο martingale {Xt}t∈R+, και ένα εξαφανιζόμενο σύνολο N ⊆ Ω × R+ ώστε
E[Y |Ft](ω) = Xt(ω) για κάθε ω /∈ Ne και t ∈ R+. Επιπλέον E[Y |F∞− ] = X∞.

Λήμμα 2.5.7. Έστω X := {Xt}t∈R+ είναι μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ., με
μία τερματική τ.μ. X∞. Τότε η X είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale
αν και μόνο αν για κάθε χρόνο διακοπής T , η τ.μ. XT είναι ολοκληρώσιμη και
ικανοποιεί την σχέση E[XT ] = E[X0].

Απόδειξη. Η αναγκαία συνθήκη βγαίνει άμεσα από το Θεώρημα 2.5.6. Πράγ-
ματι, αν η X είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale, από το Θεώρημα 2.5.6
προκύπτει ότι για κάθε χρόνο διακοπής T ισχύει E[X∞|FT ] = XT P |FT−σ.β..
Επομένως E[E[X∞|FT ]] = E[XT ] ή ισοδύναμα

E[X∞] = E[XT ] για κάθε χ.δ. T (2.13)

Αφού η (2.12) ισχύει για κάθε χ.δ. T , θα ισχύει και για T := 0. Άρα από την
(2.12) προκύπτει ότι

E[X∞] = E[X0] (2.14)

Από τις (2.12) και (2.13) έχουμε ότι E[XT ] = E[X0].

Για να αποδείξουμε την ικανή συνθήκη, σημειώνουμε ότι η X∞ είναι ολοκληρώ-
σιμη από την υπόθεση. Αν t ∈ R+ και A ∈ Ft, ορίζουμε τον χ.δ. T με T = t, επάνω
στο σύνολο A και T = ∞ στο συμπληρωματικό του Ac. Έχουμε ότι E[XT ] =

E[XtχA] + E[X∞χAc ] και E[X∞] = E[X∞χA] + E[X∞χAc ]. Επομένως σύμφωνα με
την υπόθεση προκύπτει ότι E[XT ] = E[X∞], ως εκ τούτου E[XtχA] = E[X∞χA].

Όμως ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:

E[Xt · χA] = E[X∞ · χA] ∀A ∈ Ft

⇐⇒
∫
A

XtdP =

∫
A

X∞dP ∀A ∈ Ft

⇐⇒
∫
A

XtdP =

∫
A

E[X∞|Ft]dP ∀A ∈ Ft

⇐⇒ Xt = E[X∞|Ft] P |Ft − σ.β.,
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όπου η δεύτερη ισοδυναμία είναι άμεση συνέπεια του ορισμού της E[X∞|Ft].

Τότε, από το Θεώρημα 2.5.6 (b) άμεσα προκύπτει ότι X ∈ M . �

Ορισμός 2.5.8. Ένα τοπικό martingale (αντίστοιχα ένα τοπικά τετραγωνικό
ολοκληρώσιμο martingale) είναι μία σ.δ. η οποία ανήκει στην τοπικοποιημέμη
κλάση Mloc (αντίστοιχα H 2

loc), η οποία κατασκευάζεται μέσω του Ορισμού 2.4.1
από την M . (αντίστοιχα H 2)

Ορισμός 2.5.9. Μία σ.δ. X := {Xt}t∈R+ ανήκει στην κλάση (D) εάν η οικογένεια
{XT : T πεπερασμένος χ.δ.} είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη.

Πρόταση 2.5.10. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Κάθε martingale είναι ένα τοπικό martingale (συνεπώς, η Mloc είναι η τοπι-
κοποιημένη κλάση που κατασκευάζεται μέσω του Ορισμού 2.4.1 από την
κλάση όλων των martingales).

(b) Κάθε ομοιόρμοφα ολοκληρώσιμο martingale είναι μία σ.δ. της κλάσης (D).

(c) Ένα τοπικό martingale είναι ένα ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale αν
και μόνο αν είναι μία σ.δ. της κλάσης (D).

Απόδειξη. (a) Έστω X := {Xt}t∈R+ είναι ένα martingale. Θέτουμε ότι Tn = n.

Τότε E[Xn|Ft] = XTn
t για κάθε t ∈ R+ και από το Θεώρημα 2.5.6 (b) συνεπάγεται

ότι XTn ∈ M .

(b) Το (b) προκύπτει από το Θεώρημα 2.5.6 και από το γνωστό γεγονός, ότι αν
η τ.μ. Y ∈ L1 τότε η οικογένεια {E(Y |G ) : G οποιαδήποτε σ-υποάλγεβρα της F}
των τ.μ. είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη.
(c) Η αναγκαία συνθήκη προκύπτει από το (b). Άρα μένει να αποδειχθεί η ικανή
συνθήκη. Πράγματι, έστω X ∈ Mloc είναι μία κλάση του (D) και έστω {Tn}n∈N
μια τοπικοποιούσα ακολουθία για το X. Αν s ≤ t τότε,

Xs∧Tn = Xs
Tn = E[Xt

Tn|Fs] = E[Xt∧Tn |Fs]. (2.15)

Οι δύο ακολουθίες {Xs∧Tn}n∈N και {Xt∧Tn}n∈N είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμες
επειδή η X ανήκει στην κλάση (D) και συγκλίνουν P−σ.β. στο Xs και Xt αντί-
στοιχα, διότι lim

n→∞
Tn = ∞ P−σ.β.. Ως εκ τούτου, οι ακολουθίες συκλίνουν στον L1
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και έτσι από την (2.15), προκύπτει ότι E[Xt|Fs] = Xs και η X είναι ένα martingale.
Τελικά, αφού η X ανήκει στην κλάση (D), είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη. �

Θα τελειώσουμε την παράγραφο αυτή, δίνοντας δύο παραδείγματα τα οποία μας
δείχνουν τις διαφορές μεταξύ των εννοιών ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale,
martingale και τοπικό martingale.

Παράδειγμα 2.5.11. Έστω {Zn}n∈N μία ακολουθία από ανεξάρτητες και ισόνο-
μες τ.μ. με P ({Zn = 1}) = P ({Zn = −1}) = 1

2
. Θέτουμε Ft := σ({Zp : p ∈ N, p ≤ t})

και Xt :=
∑

1≤p≤[t]

Zp, για κάθε t ∈ R+. Τότε είναι προφανές ότι η X := {Xt}t∈R+

είναι ένα martingale. Πράγματι, η X είναι προσαρμοσμένη στην {Ft}t∈R+, δη-
λαδή ισχύει η (m2). Επιπλέον για κάθε t ∈ R+ έχουμε E[|Xt|] = E[|

∑
1≤p≤[t]

Zp|] ≤

E[|Z1|]+· · ·+E[|Z[t]|] = [t]·E[|Z1|] = [t] <∞, άρα Xt ∈ L1 για κάθε t ∈ R+, δηλαδή
ισχύει η (m1). Τέλος για κάθε t ∈ R+ έχουμε ότι E[Xt+1|Ft] = E[Z[t]+1 +Xt|Ft] =

E[Z[t]+1|Ft] + E[Xt|Ft] = E[Z[t]+1] +Xt = Xt, P |Ft − σ.β..

Αλλά από το κεντρικό οριακό θεώρημα η X δεν συγκλίνει σ.β. καθώς t → ∞,
ως εκ τούτου η X δεν είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη.

Παράδειγμα 2.5.12. Έστω {An}n∈N είναι μία μετρήσιμη διαμέριση με P (An) =
2−n και {Zn}n∈N είναι μία ακολουθία από τ.μ οι οποίες είναι ανεξάρτητες από
τα An και ισχύει ότι P ({Zn = 2n}) = P ({Zn = −2n}) = 1

2
. Θέτουμε Ft := σ({An :

n ∈ N}), αν t ∈ (0, 1] και Ft := σ({An, Zn : n ∈ N}), αν t ∈ (1,∞]. Επίσης θέτουμε
Yn =

∑
1≤p≤n

ZpχAp

Xt =


0, αν t ∈ [0, 1)

Y∞, αν t ∈ [1,∞)

Tn =


∞, στο σύνολο

∪
1≤p≤n

Ap

0, αλλού.
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Επισκόπηση χρήσιμων στοιχείων σ.δ.

Η {Tn}n∈N είναι μία αύξουσα ακολουθία από χ.δ. που συγκλίνει στο ∞. Η
σ.δ. {XTn}n∈N είναι ίση με 0 (αντίστοιχα Y∞) στο J0, 1J (αντίστοιχα J1,∞J). Η
Yn είναι φραγμένη και ανεξάρτητη από την σ−άλγεβρα F1−, οπότε XTn ∈ M

και X := {Xt}t∈R+ είναι ένα τοπικό martingale. Όμως δεν είναι martingale επειδή
X1 = Y∞ δεν είναι ολοκληρώσιμη.
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Κεφάλαιο 3

Προβλέψιμες σ−άλγεβρες και
προβλέψιμοι χρόνοι

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ορίσουμε τις έννοιες των προβλέψιμων σ−αλγεβρών και
των προβλέψιμων χρόνων, σε συνεχή χρόνο επάνω σε έναν φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ).
Οι δύο αυτές έννοιες είναι βασικές για τη μελέτη του θέματος της Δ.Ε.. Στην
Ενότητα 3.1 ορίζονται οι προβλέψιμες σ−άλγεβρες, οι προβλέψιμες σ.δ. και οι
προβλέψιμοι χρόνοι, και αποδεικνύονται βασικές ιδιότητες του. Στην 3.2 ορίζεται
η έννοια των ολικά απρόσιτων χρόνων και αποδεικνύονται χρήσιμες ιδιότητες
τους. Τέλος στην 3.3 ορίζονται οι προβλέψιμες προβολές και αποδεικνύονται
βασικές ιδιοτητές τους.

3.1 Προβλέψιμη σ−άλγεβρα και προβλέψιμοι χρόνοι

Ορισμοί 3.1.1. (a) Η προβλέψιμη σ−άλγεβρα είναι η σ−άλγεβρα P πάνω στον
Ω×R+, η οποία παράγεται από όλες τις càg προσαρμοσμένες σ.δ. (θεωρούμενες
ως απεικονίσεις πάνω στον Ω× R+).
(b) Μία σ.δ. η οποία είναι P− μετρήσιμη θα καλείται προβλέψιμη. Ομοίως ένα
τυχαίο σύνολο που είναι στοιχείο της P ονομάζεται προβλέψιμο.

Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 2.3.6 από την δεύτερη ενότητα έχουμε ότιP ⊆ O.

Θεώρημα 3.1.2. Η προβλέψιμη σ−άλγεβρα παράγεται επίσης από κάθε μία
από τις παρακάτω οικογένειες τυχαίων συνόλων :

(i) A× {0}, όπου A ∈ F0, και J0, T K όπου T είναι ένας χ.δ.
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(ii) A× {0}, όπου A ∈ F0 και A× (s, t], όπου s < t και A ∈ Fs.

Απόδειξη. ΈστωP ′ καιP ′′ είναι οι σ−άλγεβρες που παράγονται από τα σύνολα
των (i) και (ii) αντίστοιχα. Αφού οι δείκτριες συναρτήσεις των συνόλων του (i)
είναι προσαρμοσμένες και càg σ.δ. τότε έχουμε ότι P ′ ⊆ P. Αν A ∈ Fs και s < t,
έχουμε ότι A × (s, t] =KsA, tAK και σύμφωνα με την Ιδιότητα 2.2.2 (c) μας δίνει
ότι sA και tA είναι δύο χ.δ.. Ως εκ τούτου KsA, tAK = J0, tAK− J0, sAK ∈ P ′ και άρα
έπεται ότι P ′′ ⊆ P ′.

Έστω X είναι μία càg προσαρμοσμένη σ.δ.. Θέτουμε για κάθε n ∈ N,

Xn = X0χJ0K +∑
k∈N

X k
2n
χK k

2n
, k+1
2n

K
Είναι προφανές ότι Xn είναι μία σ.δ. η οποία είναι P ′′−μετρήσιμη και η ακο-
λουθία {Xn}n∈N συγκλίνει σημειακά στο X επειδή η X είναι càg. Επομένως η X
είναι P ′′−μετρήσιμη και έπεται ότι P ⊆ P ′′. �

Παρατήρηση 3.1.3. Επίσης μπορεί να αποδειχθεί ότι η P παράγεται από όλες
τις προσαρμοσμένες σ.δ. οι οποίες έχουν συνεχείς τροχιές (το οποίο δεν θα χρη-
σιμοποιηθεί στη συγκεκριμένη διπλωματική εργασία).

Πρόταση 3.1.4. Αν X είναι μία προβλέψιμη σ.δ. και αν T είναι ένας χ.δ. τότε:

(a) XTχ{T<∞} είναι FT−−μετρήσιμη,

(b) η διακοπτόμενη διαδικασία XT είναι επίσης προβλέψιμη.

Απόδειξη. Το σύνολο όλων των σ.δ. οι οποίες ικανοποιούν τα (a) και (b) εί-
ναι ένας διανυσματικός σύνδεσμος και είναι κλειστό κάτω από την σημειακή
σύγκλιση. Από την άλλη πλευρά, η οικογένεια όλων των τυχαίων συνόλων που
εμφανίζονται στο Θεώρημα 3.1.2 (ii) είναι μία άλγεβρα Boole. Επομένως από το
Θεώρημα 3.1.2 και ένα επιχείρημα μονότονης κλάσης (βλ. Θεώρημα Μονότονης
Κλάσης για συναρτήσεις Βʹ.3.6), είναι αρκετό να αποδείξουμε ότι αν X είναι η
δείκτρια συνάρτηση από οποιαδήποτε σύνολα του Θεωρήματος 3.1.2 (ii), τότε
ικανοποιεί τα (a) και (b). �

Πρόταση 3.1.5. Αν X είναι μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ. τότε η X− είναι μία
προβλέψιμη σ.δ.. Επιπλέον αν η X είναι προβλέψιμη, τότε και η ∆X είναι
προβλέψιμη.
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3.2 Ολικά απρόσιτοι χρόνοι διακοπής

Απόδειξη. Άμμεσο από τον ορισμό της προβλεψιμότητας αφού αυτή η σ.δ. είναι
προσαρμοσμένη και càg. �

Ορισμός 3.1.6. Ένας προβλέψιμος χρόνος είναι μία συνάρτηση T : Ω 7−→ R+

τέτοια ώστε το στοχαστικό διάστημα J0, T J να είναι προβλέψιμο.
Κάθε προβλέψιμος χρόνος T είναι ένας χ.δ.. Πράγματι JT,∞J∈ P ⊆ O , έτσι
η càdlàg σ.δ. X = χJT.∞J είναι προσαρμοσμένη καθώς {T ≤ t} = {Xt = 1}.
Επίσης, αν T είναι ένας προβλέψιμος χρόνος τότε JT K ∈ P (λόγω της σχέσηςJT K = J0, T K − J0, T J και του Θεωρήματος 3.1.2). Επιπλέον, αν T είναι ένας χ.δ.
και JT K ∈ P , τότε το T είναι προβλέψιμος χρόνος (αφού J0, T J= J0, T K − JT K και
Θεώρημα 3.1.2).

Πρόταση 3.1.7. Αν T είναι ένας χ.δ. και t > 0, τότε T+t είναι ένας προβλέψιμος
χρόνος.

Απόδειξη. Επειδή J0, T + tJ= ∪
n∈N

J0, T +
n− 1

n
· tK είναι στον P (θυμίσου ότι T − t

δεν είναι χ.δ. γενικά). �

3.2 Ολικά απρόσιτοι χρόνοι διακοπής

Ορισμός 3.2.1. Ένα τυχαίο σύνολο A ονομάζεται λεπτό (thin), αν είναι της μορ-
φής A =

∪
n∈N

JTnK, όπου {Tn}n∈N είναι μία ακολουθία χ.δ.. Αν επιπλέον η ακολουθία

{Tn} ικανοποιεί την JTnK∩ JTmK = ∅ για όλα τα n ̸= m, τότε αυτή ονομάζεται μία
εξαντλητική (exhausting) ακολουθία του A.

Ορισμός 3.2.2. Ένας χ.δ. T καλείται ολικά απρόσιτος αν P (T = S <∞) = 0 για
όλους τους προβλέψιμους χρόνους S.

Θεώρημα 3.2.3. Έστω T ένας χ.δ.. Υπάρχει μία ακολουθία {Sn}n∈N από προ-
βλέψιμους χρόνους και ένα μοναδικό (P−σ.β.) FT−μετρήσιμο υποσύνολο A

του {T < ∞}, έτσι ώστε ο χ.δ. TA να είναι ολικά απρόσιτος και ο χ.δ. TAc να
ικανοποιεί την σχέση JTAcK ⊆ ∪JSnK.
Απόδειξη. Για κάθε πεπερασμένη οικογένεια {Si}i∈Pn από προβλέψιμους χρόνους
όπου Pn := {p1, p2, · · · , pn} ένα σύνολο δεικτών, θέτουμε B({Si}) :=

∪
i{T = Si <
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∞}. Τότε το B({Si}) ∈ FT και η κλάση C όλων των συνόλων που έχουν την μορφή
B({Si}) είναι σταθερή κάτω από τις πεπερασμένες ενώσεις και πεπερασμένες
τομές. Αρχικά θα κάνουμε την απόδειξη για τις πεπερασμένες ενώσεις. Πράγματι,
έστω A = B({Si}) και C = B({Sj}), όπου i ∈ Pn := {p1, p2, · · · , pn} και j ∈ Qn :=

{q1, q2, · · · , qm} αντίστοιχα. Τότε

A ∪ C = B ({Si}) ∪B({Sj})

=

(∪
i

{T = Si <∞}

)
∪

(∪
j

{T = Sj <∞}

)

=
∪
i

∪
j

({T = Si <∞} ∪ {T = Sj <∞}) ,

άρα διακρίνουμε τις εξείς περιπτώσεις:

Sk(ω) := Sij(ω) :=



Si(ω), αν Sj(ω) ̸= T (ω) = Si(ω) <∞

Sj(ω), αν Si(ω) ̸= T (ω) = Sj(ω) <∞

Si(ω), αν i = j, Sj(ω) = T (ω) = Si(ω) <∞

επομένως σε κάθε περίπτωση έχουμε ότι A ∪ C =
∪

k∈Pn×Qm

=⇒ A ∪ C ∈ C .

Ανάλογα, για τις πεπερασμένες τομές έχουμε ότι

A ∩ C = B({Si}) ∩B({Sj})

=

(∪
i

{T = Si <∞}

)
∩

(∪
j

{T = Sj <∞}

)

=
∪
i

[
{T = Si <∞} ∩

(∪
j

{T = Sj <∞}

)]

=
∪
i

∪
j

({T = Si <∞} ∩ {T = Sj <∞}) ,

για κάθε i ∈ Pn, j ∈ Qn και i = j ∈ Pn ∩Qn ̸= ∅. Επομένως, αν

• Pn ∩Qn = ∅ =⇒ A ∩ C = ∅ ∈ C
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3.2 Ολικά απρόσιτοι χρόνοι διακοπής

• Pn ∩Qn ̸= ∅ =⇒ A ∩ C =
∪

i∈Pn∩Qn

{T = Si <∞} ∈ B({Si}) =⇒ A ∩ C ∈ C .

Ισχυρισμός. Έστω,

a := sup{P (B({Si}i∈Pn)) : B({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε n ∈ N}.

Ένα σύνολο E ∈ F ονομάζεται ουσιώδες supremum της κλάσης C αν a = P (E).

Υπάρχει ένα σύνολο B ∈ C ώστε το B να είναι η ένωση μίας αριθμήσιμης οικο-
γένειας στοιχείων της C και ουσιώδες supremum της C . Πράγματι έστω

a := sup{P (B({Si}i∈Pn)) : B({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε n ∈ N}

επομένως για κάθε m ∈ N υπάρχει tm ∈ R+ έτσι ώστε a− 1
m
< P (Btm({Si}i∈Pn)).

Συνεπώς,

a = sup{P (Btm({Si}i∈Pn)) : Btm({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε m,n ∈ N}

= sup{P (
m∪
k=1

Btk({Si}i∈Pn)) : Btk({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε n ∈ N}

= lim
n→∞

{P (
m∪
k=1

Btk({Si}i∈Pn)) : Btk({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε n ∈ N}

= P

[∪
k∈N

{Btk({Si}i∈Pn)) : Btk({Si}i∈Pn) ∈ C για κάθε n ∈ N}

]

= P

[∪
k∈N

∪
n∈N

{Btk({Si}i∈Pn)) : Btk({Si}i∈Pn) ∈ C }

]
.

Έστω
B :=

∪
k∈N

∪
n∈N

{Btk({Si}i∈Pn)) : Btk({Si}i∈Pn) ∈ C }.

Τότε a = P (B) και το B είναι το ζητούμενο σύνολο. �

Έστω A := {T <∞}\B. Συνεπώς υπάρχει μία διπλή ακολουθία ({S(n, i)}i∈Pn)n∈N

από προβλέψιμους χρόνους έτσι ώστε B =
∪
n∈N

∪
i≤Pn

{T = S(n,i) < ∞}, και JTAcK =

JTBK ⊆
∪
n∈N

∪
i∈Pn

JS(n,i)K. Αρκεί να αποδείξουμε ότι TA είναι ολικά απρόσιτος. Αν
δεν ήταν, τότε θα υπήρχε ένας προβλέψιμος χρόνος S με

P (TA = S <∞) > 0. (3.1)
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Όμως

{TA = S <∞} = {T = S <∞} ∩ A

= {TA = S <∞} = {T = S <∞} ∩ A

= {T = S <∞} ∩ {T <∞} ∩Bc

= {T = S <∞} ∩Bc

= B({S}) ∩Bc. (3.2)

Άρα, λαμβάνοντας υπ’ όψιν την (3.1) έχουμε P [B({S})∩Bc] > 0. Αφού B({S}) ∈ C

από τον ισχυρισμό και το γεγονός ότι a = P (E), όπου E ουσιώδες supremum
προκύπτει ότι B({S}) ⊆ B,P−σ.β. (Πράγματι, B({S}) = [B({S}) ∩ B] ∪ A, όπου
A ⊆ E\B ∈ F0,P . Άρα B({S}) = B({S})∩B,P−σ.β., δηλαδή B({S}) ⊆ B,P−σ.β.).
Από την B({S}) ⊆ B,P−σ.β. προκύπτει B({S})∩Bc ⊆ ∅, P−σ.β., άρα P [B({S})∩
Bc] = 0, άτοπο διότι από τις (3.1) και (3.2) έχουμε P [B({S}) ∩Bc] > 0. Τελικά η
μοναδικότητα του A είναι προφανής. �

Το TA καλείται ολικά απρόσιτο μέρος του T , και το TAc καλείται προσιτό
μέρος του T. Είναι μοναδικά καθορισμένα P−σ.β.. Η ακολουθία {Sn}n∈N του
Θεωρήματος 3.2.3 δεν είναι μοναδική, και μπορεί να επιλεγεί (όπως θα δούμε
αργότερα) ως τα γραφήματα των Sn που είναι ανα δύο ξένα. Αν T είναι ολικά
απρόσιτος ή προβλέψιμος χ.δ., τότε το ολικά απρόσιτο μέρος είναι T ή +∞ και
το προσιτό μέρος είναι +∞ ή T.
Σαν πρώτη εφαρμοφή του παραπάνω θεωρήματος, θα συμπεράνουμε κάποιες
ιδιότητες των λεπτών συνόλων τα οποία είναι προβλέψιμα.

Λήμμα 3.2.4. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Αν το A είναι ένα προβλέψιμο λεπτό σύνολο, υπάρχει μία ακολουθία
{Tn}n∈N από προβλέψιμους χρόνους με ξένα ανα δύο γραφήματα, έτσι
ώστε JTnK ⊆ A και το A\

∪
n

JTnK είναι εξαφανιζόμενο.

(b) Αν επιπλέον ο φ.χ.π. είναι πλήρης, μπορούμε να πάρουμε τα Tn έτσι ώστε
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3.3 Προβλέψιμες προβολές

A =
∪
n

JTnK (με άλλα λόγια, το A δέχεται μία εξαντλητική ακολουθία από

προβλέψιμους χρόνους).

Απόδειξη. (i) Έστω {Tn}n∈N μία ακολουθία από χ.δ. που εξαντλούν το λεπτό
σύνολο A, και συμβολίζουμε με T ′

n και T
′′
n , αντίστοιχα, το προσιτό και το ολικά

απρόσιτο μέρος του Tn. Από το Θεώρημα 3.2.3 έχουμε μία ακολουθία (S(n, p))∈N
από προβλέψιμους χρόνους έτσι ώστε JT ′

nK ⊆
∪
nJS(n, p)K. Θέτουμε A′

:= A ∩(∪
n,pJS(n, p)K), το οποίο ανήκει στην P. Έστω S ένας προβλέψιμος χρόνος μεJSK ⊆ A\A′

, επομένως JSK ⊆∪
n

JT ′′

n K. Τότε από τον Ορισμό 3.2.2 έχουμε ότι S = ∞

σ.β.. Επιπλέον από μία Πρόταση (βλ. π.χ. [16], Chapter I, §2b, Proposition 2.18)
έχουμε ότι το A\A′ είναι εξαφανιζόμενο.
(ii) Μετατρέπουμε την διπλή ακολουθία {S(n, p)}n,p∈N από προβλέψιμους χρόνους
στην ακολουθία (Rn)n≥1. Θέτουμε Cn :=

∩
1≤m≤n−1{Rm ̸= Rn} και Dn := Cn ∩ {ω :

(ω,Rn(ω)) ∈ A}, έτσι η Dn ∈ FRn από Πρόταση 3.1.4 και μία Πρόταση (βλ.
π.χ. [16], Chapter I, §2b, Proposition 2.11), και R′

n = (Rn)Dn είναι επίσης ένας
προβλέψιμος χρόνος. Τότε ξεκάθαρα A′

=
∪
n≥1JR′

nK και JR′
nK είναι ανα δύο ξένα,

επομένως έχουμε το (a).
(iii) Για να δείξουμε το (b), αρκεί να δείξουμε ότι ένας χ.δ. T , ο οποίος είναι
σ.β. άπειρος είναι πράγματι ένας προβλέψιμος χρόνος, έχοντας ότι ο φ.χ.π. είναι
πλήρης. Πράγματι, αφού ο T ′′

n = ∞ σ.β. από (i), κάθε T ′′
n θα είναι προβλέψιμο,

και η ακολουθία (T
′′
n ) εξαντλεί το σύνολο A\A

′ , όπου αν συνδυαστεί με την (ii)
έχουμε αυτό που θέλουμε. Έπειτα, θέτουμε Sn := n∧ (T − 1

n
)+, και παρατηρούμε

ότι {Sn ≤ t} ανήκει στο F0 = FT
0 για κάθε t ∈ R+, άρα Sn είναι χ.δ., που μας

δίνει το T. Οπότε ο T είναι προβλέψιμος χρόνος. �

3.3 Προβλέψιμες προβολές

Λήμμα 3.3.1. Έστω X ένα τοπικό martingale, τότε E[XT |FT−] = XT− επάνω
στο σύνολο {T < ∞} για όλους τους προβλέψιμους χρόνους T (η XT δεν
είναι απαραίτητα ολοκληρώσιμη, αλλά εδώ χρησιμοποιούμε την γενικευμένη
υπο συνθήκη μέση τιμή).

Απόδειξη. Έστω {Tn}n∈N μία τοπικοποιούσα ακολουθία για την σ.δ.X. Αφού{T ≤
Tn} ∈ FT− από τις Ιδιότητες 2.2.2 (f), έχουμε E[XT |FT−] = E[(XTn)T |FT−] και
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XT− = (XTn)T− επάνω στο {T ≤ Tn}. Επομένως είναι αρκετό να αποδείξουμε
το αποτέλεσμα για κάθε διακοπτόμενη σ.δ. XTn . Με άλλα λόγια θα αποδεί-
ξουμε ότι X ∈ M . Ο προβλέψιμος χρόνος T εκφράζεται από την ακολουθία
χ.δ. {Sn}n∈N. Από το Stopping Theorem του Doob (βλ. π.χ. [16], Chapter I, §1e,
Theorem 1.39) και το Θεώρημα 2.5.6 συμπεραίνουμε ότι E[XT |FSn ] = XSn (επειδή
Sn ≤ T ). Απο το Θεώρημα σύγκλισης 2.5.6 (a) στο διακριτό χρόνο του ομοιό-
μορφου ολοκληρώσιμου martingale (XSn ,FSn) δείχνει ότι XSn → E[XT |

∨
n∈N FSn ]

σ.β.. Αφού Sn < T επάνω στο σύνολο {T > 0}, από Ιδιότητες 2.2.2 (f) έχουμε
ότι FSn ⊆ FT−. Από την άλλη μεριά, από τον ορισμό του FT− και την ισότητα
A ∩ {t < T} =

∪
n∈N[A ∩ {t < Sn}] σ.β. επάνω στο σύνολο {T > 0} έχουμε ότι

FT− ⊆ σ
(∪

n∈NFSn

)
P−σ.β.. Επομένως FT− = σ

(∪
n∈N FSn

)
P−σ.β.. Επιλέον

αποδείξαμε ότι XSn → E[XT |FT−] σ.β.. Αλλά αφού {Sn} εκφράζει τον χ.δ. T,
προκύπτει ότι XSn → XT− σ.β. επάνω στο {T < ∞} και επομένως έχουμε το
ισχυρισμό. �

Θεώρημα 3.3.2. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Έστω X μία F ⊗ B(R+)−μετρήσιμη σ.δ. με τιμές στον R. Τότε υπάρχει
μία σ.δ. με τιμές στο διάστημα (−∞,+∞], που καλείται η προβλέψιμη
προβολή του X και συμβολίζεται με pX, η οποία ορίζεται μοναδικά ως
προς την καθολική ισοδυναμία σύμφωνα με τις παρακάτω δύο ιδιότητες:

(i) είναι προβλέψιμη

(ii) (pX)T = E[XT |FT−] επάνω στο {T <∞} για όλους τους προβλέψιμους
χρόνους T.

(b) Επιπλέον αν T είναι ένας χ.δ., τότε pXT = (pX)χJ0,T K +XTχKT,∞J.
(c) Επιπλέον, αν η pX παίρνει πεπερασμένες τιμές και η X ′ είναι μία προ-

βλέψιμη σ.δ. με τιμές στο (−∞,+∞], τότε p(XX ′) = X ′p(X).

Απόδειξη. (a) (1) Η μοναδικότητα, ως προς την καθολική ισοδυναμία, προκύπτει
άμμεσα από μία Πρόταση (βλ. π.χ. [16], Chapter I, §2b, Proposition 2.18).
(2) Όσον αφορά την ύπαρξη, αρχικά θεωρούμε ότι οι σ.δ. είναι φραγμένες.
Έστω H η οικογένεια από όλες τις F ⊗ B(R+)−μετρήσιμες φραγμένες σ.δ.
X για τις οποίες μία αντίστοιχη σ.δ. pX ικανοποιεί τις (i) και (ii). Η οικο-
γένεια H είναι διανυσματικός χώρος, σταθερός κάτω από την σημειακή σύ-
γκλιση των ομοιόμορφα φραγμένων σ.δ.. Πράγματι, αν X(n) είναι μία τέτοια
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3.3 Προβλέψιμες προβολές

ακολουθία, τότε pX = lim supn pX(n) ικανοποιεί τις (i) και (ii) σε σχέση με
την οριακή σ.δ. X = limnX(n). Συνεπώς από ένα επιχείρημα μονότονης κλά-
σης, είναι αρκετό να αποδείξουμε το αποτέλεσμα για κάθε σ.δ. X της μορφής
Xt(ω) = χA(ω)χ[u,v)(t), A ∈ F , 0 ≤ u < v. Έστω X μία τέτοια σ.δ. και θεωρούμε
το φραγμένο martingaleM που ικανοποιεί την E[χA|Ft] =Mt. Τότε pX :=M−χJu,vJ
και από Λήμμα 3.3.1 έχουμε:

(pX)T = MT−χ{u≤T<v}

= E[MT |FT−]χ{u≤T<v}

= E [E[χA|FT ]|FT−]χ{u≤T<v}

= E[χA|FT−]χ{u≤T<v}

= E[χAχ{u≤T<v}|FT−]

= E[XT |FT−]

επάνω στο σύνολο {T < ∞} αν T είναι προβλέψιμος χρόνος. Επομένως X ∈ H

και συμπεραίνουμε ότι η H είναι πράγματι η οικογένεια όλων των φραγμένων
μετρήσιμων σ.δ.. Τελικά, αν X ∈ H , οι ισχυρισμοί (b) και (c) είναι προφανείς.
(3) Ας υποθέσουμε ότι η είναι F ⊗ B(R+)−μετρήσιμη και μη αρνητική, και
θέτουμε X(n) := X∧n. Από το βήμα (2) της απόδειξης, υπάρχει μία σ.δ. pX(n) και
ικανοποιεί την (i) και (ii). Επιπλέον, X(n) ≤ X(n+1), άρα από την μοναδικότητα
έχουμε ότι pX(n) ∨ pX(n + 1) είναι πάλι μία εκδοχή της προβλέψιμης προβολής
της X(n + 1). Με άλλα λόγια, μπορούμε να επιλέξουμε μία εκδοχή της pX(n)

έτσι ώστε pX(n) ≤ pX(n+1). Αν θέσουμε pX = limn
pX(n), μπορούμε άμμεσα να

ελέγξουμε ότι η pX ικανοποιεί την (i) και (ii), καθώς και τις (a) και (b).
(4) Ας θεωρήσουμε την γενική υπόθεση μίας σ.δ. X με τιμές στον R. Τότε η pX ,
όπως ορίζεται παρακάτω, προφανώς ικανοποιεί τις (i), (ii), (b), (c):

pX =

{
p(X+)− p(X−), πάνω στο τυχαίο σύνολο {p|X| <∞}
+∞, διαφορετικά.

�
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Προβλέψιμες σ−άλγεβρες και προβλέψιμοι χρόνοι

Πόρισμα 3.3.3. Αν X είναι ένα τοπικό martingale, τότε pX = X− και p(∆X) = 0.

Ορισμός 3.3.4. Ο προβλέψιμος φορέας ενός μετρήσιμου τυχαίου συνόλου A είναι
το προβλέψιμο σύνολο A′ = {p(χA) > 0}, το οποίο ορίζεται μοναδικά ως προς την
καθολική ισοδυναμία.

Ορισμός 3.3.5. Μία càdlàg σ.δ.X καλείται ψευδό−αριστερά−συνεχής αν∆XT =

0 σ.β. επάνω στο σύνολο {T <∞} για κάθε προβλέψιμο χρόνο T.

Πρόταση 3.3.6. Έστω X μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ.. Τότε η X είναι
ψευδό−αριστερά−συνεχής αν και μόνο αν ο προβλέψιμος φορέας του τυχαίου
συνόλου {∆X ̸= 0} είναι εξαφανιζόμενο σύνολο. Σε αυτήν την περίπτωση,
pX = X− (όλη η πρόταση προκύπτει εύκολα από τον Ορισμό 3.3.5).
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Κεφάλαιο 4

Αύξουσες στοχαστικές διαδικασίες

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δώσουμε τον ορισμό της αύξουσας σ.δ. και έπειτα θα
δούμε σημαντικές ιδιότητές της. Θεωρούμε ένα αυθαίρετο αλλά σταθερό φ.χ.π.
(Ω,F ,F, P ) σε όλο το κεφάλαιο. Στην Ενότητα 4.1 δίνονται κάποιοι συμβολισμοί
και ορισμοί, και αποδεικνύονται βασικές ιδιότητες των σ.δ. κύμανσης και των
ολοκληρώσιμων σ.δ. με διαφορικά σ.δ. κύμανσης. Στην 4.2 ορίζεται ο αντισταθ-
μιστής μίας ολοκληρώσιμης σ.δ. με διαφορικό μία αύξουσα σ.δ. (αντίστοιχα μιάς
ολοκληρώσιμης σ.δ. με διαφορικό μία σ.δ. φραγμένης κύμανσης) και μελετώνται
βασικές ιδιοτητές του.

4.1 Βασικές ιδιότητες

Συμβολισμός 4.1.1. Έστω V + (αντίστοιχα V ) το σύνολο όλων των σ.δ. A =

{At}t∈R+ οι οποίες είναι càdlàg, προσαρμοσμένες, με A0 = 0 και κάθε τροχιά
t 7−→ At(ω) είναι μη−φθίνουσα (αντίστοιχα έχει πεπερασμένη ολική κύμανση σε
κάθε πεπερασμένο διάστημα [0,t]).

Εν συντομία θα λέμε ότι μία σ.δ. ανήκει στον V + (αντίστοιχα V ) αν είναι προ-
σαρμοσμένη αύξουσα σ.δ. (αντίστοιχα προσαρμοσμένη σ.δ με πεπερασμένη ολική
κύμανση). Αν {At}t∈R+ ∈ V +, τότε έχει μία τερματική τ.μ. A∞ και παίρνει τιμές
στον R+ με lim

t→∞
At = A∞.

Έστω A ∈ V . Συμβολίζουμε με V (A) την σ.δ. κύμανσης της A, που είναι η σ.δ.
έτσι ώστε η V (A)t(ω) να είναι η ολική κύμανση της συνάρτησης s 7−→ As(ω) στο
διάστημα [0, t] για οποιοδήποτε σταθερό ω ∈ Ω. Ισχύει V (A) = A, αν A ∈ V +.
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Πρόταση 4.1.2. Έστω A ∈ V . Υπάρχει ένα μοναδικό ζεύγος (B,C) από προ-
σαρμοσμένες αύξουσες σ.δ. έτσι ώστε A = B − C και V (A) = B + C (οπότε
V (A) ∈ V + και V = V +⊖V +). Επιπλέον, αν {At}t∈R+ είναι προβλέψιμη τότε
B,C και V (A) είναι επίσης προβλέψιμες.

Απόδειξη. Υπάρχει ένα μοναδικό ζεύγος (B,C) από σ.δ. οι οποίες είναι càdlàg,
με B0 = C0 = 0, με μη−φθίνουσες τροχιές, έτσι ώστε A = B−C και V (A) = B+C.

Αυτές οι σ.δ. είναι

B =
A+ V (A)

2
και C = B − A.

Πράγματι, η B είναι αύξουσα αφού για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t ισχύει ότι:

Bt −Bs =
At + V (At)

2
− As + V (As)

2

=
At − As + V (At)− V (As)

2

=
At − As + V t

s (A)

2
,

όπου η V t
s (A) είναι η ολική κύμανση της u 7−→ Au(ω) στο [s, t]. Όμως At − As ≤

|At − As| ≤ V t
s (A). Άρα έχουμε ότι,

Bt −Bs =
At − As + V t

s (A)

2

=
−(As − At) + V t

s (A)

2

=
V t
s (A)− (As − At)

2
≥ 0.

Οπότε η B είναι αύξουσα. Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και για την C. Άρα
μένει να δείξουμε ότι είναι προσαρμοσμένη (αντίστοιχα προβλέψιμη όταν είναι
και το A προβλέψιμη). Από τον ορισμό του V (A), έχουμε ότι:

V (A)t(ω) = lim
n→∞

∑
1≤k≤n

|A tk
n
(ω)− A t(k−1)

n

(ω)|

που είναι Ft μετρήσιμη. Άρα η V (A) είναι προσαρμοσμένη.
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4.1 Βασικές ιδιότητες

Υποθέτουμε ότι η {At}t∈R+ είναι προβλέψιμη. Η V (A)− είναι càg και προσαρμο-
σμένη, επομένως η V (A)− είναι προβλέψιμη. Άρα εφαρμόζωντας την Πρόταση
3.1.5 έχουμε ότι η ∆[V (A)] είναι προβλέψιμη διότι ισχύει ∆[V (A)] = |∆A|. Άρα η

V (A) = V (A)− +∆[V (A)]

είναι προβλέψιμη. �

Έστω A ∈ V . Για κάθε ω ∈ Ω, η τροχιά t 7−→ At(ω) είναι η συνάρτηση κατανομής
του προσημασμένου μέτρου (θετικό μέτρο αν η A είναι αύξουσα) επάνω στον
R+, το οποίο είναι πεπερασμένο σε κάθε διάστημα [0, t] και είναι πεπερασμένο
στον R+ αν και μόνο αν V (A)∞(ω) <∞. Συμβολίζουμε αυτό το μέτρο με dAt(ω).

Λέμε ότι dA≪ dB όπου A,B ∈ V , αν το μέτρο dAt(ω) είναι απόλυτα συνεχές ως
προς το μέτρο dBt(ω) για σ.ο. τα ω ∈ Ω.

Έστω A ∈ V και H μία προαιρετική σ.δ.. Από την Πρόταση 2.3.3, η συνάρτηση
t 7−→ Ht(ω), για οποιοδήποτε ω ∈ Ω, είναι Borel μετρήσιμη. Οπότε, ορίζουμε την

ολοκληρώσιμη σ.δ. που συμβολίζετε με H • A ή με
∫ •

0

HsdAs, ως ακολούθως:

(H • A)t(ω) :=


∫ t
0
Hs(ω)dAs(ω), αν

∫ t
0
|Hs(ω)|d[V (A)]s(ω) <∞

∞, διαφορετικά.

Πρόταση 4.1.3. Έστω A ∈ V (αντίστοιχα V +) και H μία προαιρετική σ.δ.
(αντίστοιχα μη−αρνητική) έτσι ώστε η σ.δ. B = H • A να έχει πεπερασμένες
τιμές. Τότε B ∈ V (αντίστοιχα V +) και dB ≪ dA. Αν επιπλέον οι A και H είναι
προβλέψιμες, τότε και η B είναι προβλέψιμη.

Απόδειξη. Αν B έχει πεπερασμένες τιμές, τότε είναι προφανώς càdlàg με B0 = 0

και οι τροχιές έχουν πεπερασμένη ολική κύμανση πάνω σε πεπερασμένα δια-
στήματα. Μένει να δείξουμε ότι η B είναι προσαρμοσμένη. Πράγματι, για κάθε
t ∈ R+ σταθερό αν µ(ω, ds) := dAs(ω)χ{s≤t} για κάθε ω ∈ Ω έχουμε ένα μέτρο
µ(ω, •) στο [0, t] έτσι ώστε η µ(•, I) είναι Ft−μετρήσιμη για κάθε διάστημα I.

Από την άλλη μεριά η συνάρτηση (ω, s) 7−→ Hs(ω) είναι Ft ⊗B([0, t])−μετρήσιμη
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στον Ω × [0, t]. Επομένως από το Θεώρημα Fubini για μέτρα μετάβασης έχουμε
ότι η Bt είναι Ft−μετρήσιμη. Προφανώς dB ≪ dA και B ∈ V + όταν η A είναι
αύξουσα και H μη αρνητική. Τελικά, αν A και H είναι προβλέψιμες σ.δ. τότε η
∆B = H∆A είναι προβλέψιμη και η B = B− +∆B είναι επίσης προβλέψιμη. �

ΜεA + συμβολίζουμε το σύνολο όλων των A ∈ V + οι οποίες είναι P–ολοκληρώσιμες
δηλαδή EP [A∞] < ∞. Με A συμβολίζουμε το σύνολο όλων των A ∈ V οι οποίες
έχουν P−ολοκληρώσιμη κύμανση δηλαδή EP [V (A)∞] < ∞. Από Προτάσεις 4.1.2
και 4.1.3 έχουμε ότι A = A + ⊖ A +.

Έστω A +
loc και Aloc είναι οι τοπικοποιημένες κλάσεις των A + και A αντίστοιχα

(σύμφωνα με τον Ορισμό 2.4.1). Μία σ.δ. στο σύνολο A +
loc (αντίστοιχα Aloc) κα-

λείται μία τοπικά ολοκληρώσιμη προσαρμοσμένη αύξουσα σ.δ. (αντίστοιχα
προσαρμοσμένη σ.δ. με τοπικά ολοκληρώσιμη κύμανση).

Πρέπει να τονίσουμε ότι οι κλάσεις V ,V +,A ,A + είναι αναλλοίωτες υπο την
διακοπή και ότι οι τοπικοποιημένες κλάσεις Vloc και V +

loc είναι ακριβώς τα V και
V + αντίστοιχα. Επιπλέον έχουμε τα επόμενα αποτελέσματα:

Aloc = A +
loc ⊖ A +

loc, A + ⊆ A +
loc ⊆ V +, A ⊆ Aloc ⊆ V .

Λήμμα 4.1.4. Κάθε τοπικό martingale το οποίο ανήκει στον V , ανήκει και στον
Aloc.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §3a, page 29.

Λήμμα 4.1.5. Έστω A ∈ A και M ένα φραγμένο martingale και T ένας χ.δ..
Τότε E[MTAT ] = E[M • AT ]. Αν επιπλέον, η A είναι μία προβλέψιμη σ.δ. τότε
E[MTAT ] = E[M− • AT ].

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §3a, page 29.

Πρόταση 4.1.6. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Έστω A ∈ Aloc και M ένα τοπικό martingale το οποίο είναι τοπικά φραγ-
μένο. Τότε η σ.δ. MA−M • A είναι επίσης τοπικό martingale.

44



4.2 Ανάλυση Doob−Meyer και αντισταθμιστές μιας αύξουσας σ.δ.

(b) Αν επιπλέον η σ.δ. A είναι προβλέψιμη, τότε η σ.δ. MA −M− • A είναι
επίσης ένα τοπικό martingale.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την τοπικοποίηση μπορούμε να υποθέσουμε ότι A ∈ A

και M ∈ M , και η M είναι φραγμένη. Τότε από τα Λήμματα 2.5.7 και 4.1.5
συμπεραίνουμε τον ισχυρισμό. �

4.2 Ανάλυση Doob−Meyer και αντισταθμιστές μιας
αύξουσας σ.δ.

Αρχικά ας θυμηθούμε χωρίς απόδειξη το παρακάτω αποτέλεσμα (ανάλυση των
Doob − Meyer για υπο−martingales).

Θεώρημα (ανάλυση των Doob−Meyer για υπο−martingales) 4.2.1. Αν X εί-
ναι ένα υπο−martingale της κλάσης (D) (βλέπε Ορισμό 2.5.9), τότε υπάρχει
μοναδική (ως προς την καθολική ισοδυναμία) αύξουσα ολοκληρώσιμη προβλέ-
ψιμη σ.δ. A με A0 = 0 και ώστε η X − A να είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο
martingale.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [20] Theorem 4.10 page 25.

Πόρισμα 4.2.2. Κάθε προβλέψιμο τοπικό martingale το οποίο ανήκει στην κλάση
V είναι ίσο με 0 (ως προς την καθολική ισοδυναμία).

Απόδειξη. Σύμφωνα με την αρχή της τοπικοποίησης είναι αρκετό να αποδείξουμε
ότι αν X ∈ M ∩A είναι προβλέψιμο, τότε το X είναι καθολικά ισοδύναμο με το
0 (σημειώνουμε, ότι σύμφωνα με το Λήμμα 4.1.4 ισχύει ότι M ∩ V ⊆ Aloc). Από
την Πρόταση 4.1.2 έχουμε ότι X = A − B, όπου A,B ∈ A + είναι προβλέψιμες
σ.δ.. Αφού το A ∈ A + είναι ένα υπο−martingale της κλάσης (D), τότε από το
Θεώρημα 4.2.1 έχουμε την ύπαρξη της μοναδικής προβλέψιμης A′ ∈ A + έτσι
ώστε A − A′ ∈ M ως προς την καθολική ισοδυναμία. Και οι δύο διαδικασίες
A′ = A και A′ = B ικανοποιούν αυτές τις προυποθέσεις, άρα η X = A− B είναι
καθολικά ισοδύναμη με το 0. �

Στη συνέχεια έχουμε ένα ακόμη πολύ σημαντικό θεώρημα.
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Θεώρημα 4.2.3. Έστω A ∈ A +
loc. Υπάρχει μία σ.δ., η οποία ονομάζεται ο αντι-

σταθμιστής (compesator) της A και συμβολίζεται με Ap, η οποία είναι μοναδική
ως προς την καθολική ισοδυναμία και χαρακτηρίζεται να είναι μία προβλέ-
ψιμη σ.δ. στον A ∈ A +

loc ικανοποιώντας οποιαδήποτε από τις ακόλουθες τρείς
ισοδύναμες συνθήκες:

(i) A− Ap είναι ένα τοπικό martingale

(ii) E[ApT ] = E[AT ] για κάθε χ.δ. T

(iii) E[(H • Ap)∞] = E[(H • A)∞] για κάθε μη αρνητική προβλέψιμη σ.δ. H.

Απόδειξη. (iii) =⇒ (ii) Θέτωντας H := χJ0,T K στην (iii) προκύπτει εύκολα η (ii).
(ii) =⇒ (iii) Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα Μονότονης Κλάσης, το Θεώρημα 3.1.2
και A0 = Ap0 = 0 έχουμε τον ισχυρισμό.
(i) ⇐⇒ (ii) Έστω η τοπικοποιούσα ακολουθία {Tn}n∈N έτσι ώστε ATn και (Ap)Tn

είναι στον A+. Τότε το (i) είναι ισοδύναμο με το (A−Ap)Tn ∈ M για κάθε n ∈ N
το οποίο από Λήμμα 2.5.9 είναι ισοδύναμο με το E[ApT∧Tn ] = E[AT∧Tn ] για κάθε
n ∈ N και για κάθε χ.δ. T. Όπου αυτό είναι ισοδύναμο με το (ii) επειδή

lim
n→∞

E[AT∧Tn ] = E[AT ] και lim
n→∞

E[ApT∧Tn ] = E[ApT ].

Αν υπήρχαν δύο προβλέψιμες σ.δ. στον A +
loc που ικανοποιούσαν την (i), η διαφορά

τους θα ήταν ένα προβλέψιμο τοπικό martingale στον V . Τότε από το Πόρισμα
4.2.2 έχουμε την μοναδικότητα. Μένει να αποδείξουμε την ύπαρξη της προβλέ-
ψιμης σ.δ. Ap ∈ A +

loc που ικανοποιεί την (i). Έστω {Tn}n∈N μία τοπικοποιούσα
ακολουθία έτσι ώστε ATn ∈ A +. Τότε ATn είναι ένα υπο−martingale στη κλάση
(D). Από το Θεώρημα 4.2.1 έχουμε την ύπαρξη της προβλέψιμης σ.δ. B(n) ∈ A +

έτσι ώστε ATn − B(n) ∈ M και η μοναδικότητα μας δίνει ότι B(n + 1)Tn = B(n).

Οπότε, η σ.δ.
Ap =

∑
n∈N

B(n)χKTn−1,TnK
είναι προβλέψιμη και επειδή ικανοποιείται η (Ap)Tn = B(n) τότε περιέχεται στην
A ∈ A +

loc και A− Ap ∈ M . �

Μερικές φορές η Ap καλείται ′′προβλέψιμος αντισταθμιστής′′ της A ή και επίσης
λέμε ότι είναι ′′δυϊκός προβλέψιμος αντισταθμιστής′′ της A.
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4.2 Ανάλυση Doob−Meyer και αντισταθμιστές μιας αύξουσας σ.δ.

Στη συνέχεια έχουμε μία παραπέρα επεκτάση του παραπάνω θεωρήματος αλλά
με μικρότερη σημασία.

Θεώρημα 4.2.4. Έστω A ∈ Aloc. Τότε υπάρχει μία σ.δ. που καλείται ο αντι-
σταθμιστής της A και συμβολίζεται με Ap, η οποία είναι μοναδική ως προς την
καθολική ισοδυναμία και η οποία χαρακτηρίζεται να είναι μία προβλέψιμη σ.δ.
του Aloc έτσι ώστε η A− Ap να είναι ένα τοπικό martingale.
Επιπλέον, για κάθε προβλέψιμη σ.δ. H έτσι ώστε H • Ap ∈ Aloc και H • Ap =

(H • A)p και συγκεκριμένα η H • A−H • Ap είναι ένα τοπικό martingale.

Απόδειξη. Από τη Πρόταση 4.1.2 έχουμε ότι A = B−C και B,C ∈ A +
loc (επειδή B+

C = V (A) ∈ A +
loc από υπόθεση). Τότε Ap = Bp−Cp είναι μία προβλέψιμη σ.δ. στον

Aloc και A−Ap ∈ Mloc. Αν υπήρχαν δύο σ.δ. που να ικανοποιούν τις απαιτούμενες
ιδιότητες, η διαφορά τους θα ήταν ένα προβλέψιμο τοπικό martingale που ανήκει
στον Aloc και οπότε θα ήταν ίσο με 0 ως προς την καθολική ισοδυναμία σύμφωνα
με το Πόρισμα 4.2.2.
Έστω H μία προβλέψιμη σ.δ. έτσι ώστε H •A ∈ Aloc. Τότε H+ •B ∈ A +

loc και από
Πρόταση 4.1.3, η H+ • Bp είναι μία προβλέψιμη σ.δ. στον A +

loc. Για οποιαδήποτε
άλλη μη αρνητική προβλέψιμη σ.δ. K έχουμε ότι

E[((KH+) •Bp)∞] = E[((KH+) •B)∞]

σύμφωνα με το Θεώρημα 4.2.3 (iii). Αλλά (KH+) •B = K • (H+ •B)p. Παρόμοια
έχουμε για το Bp. Επομένως ο χαρακτηρισμός 4.2.3 (iii) συνεπάγεται ότι H+ •
Bp = (H+ •B)p. Ανάλογα έχουμε ότι

H− •Bp = (H− •B)p

και (H± • C)p = H± • Cp και όλες αυτές οι σ.δ. ανήκουν στον A +
loc. Οπότε ο

δεύτερος ισχυρισμός του θεωρήματος βγαίνει από το εξής:

H • A = H+ •B +H− • C −H− •B −H+ • C

και
H • Ap = H+ •Bp +H− • Cp −H− •Bp −H+ • Cp,

όπου και στις δύο σχέσεις εφαρμόζουμε την Πρόταση 4.1.2. �

Παρακάτω έχουμε κάποιες βασικές ιδιότητες των αντισταθμιστών.
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Ιδιότητες 4.2.5. Βασικές ιδιότητες των αντισταθμιστών:

(a) Αν η A ∈ Aloc είναι προβλέψιμη, τότε ισχύει Ap = A.

(b) Αν η A ∈ Aloc και T είναι ένας χ.δ., τότε (AT )p = (Ap)T .

(c) Αν A ∈ Aloc, τότε η p(∆A) = ∆(Ap).

(d) Αν A ∈ Aloc, τότε το A είναι ένα τοπικό martingale αν και μόνο αν Ap = 0.

(e) Αν A ∈ Mloc ∩ V και H είναι μία προβλέψιμη σ.δ. έτσι ώστε H •A ∈ Aloc,
τότε η σ.δ. H • A είναι ένα τοπικό martingale.

Ας σημειώσουμε το γεγονός ότι ο αντισταθμιστής Ap της A ∈ Aloc συνήθως δια-
φέρει από την προβλέψιμη προβολή pA, όπου αυτό θα το διαπιστώσουμε με ένα
παράδειγμα έπειτα από την απόδειξη της Πρότασης 4.2.7.

Ένα θεμελιώδης παράδειγμα είναι οι σημειακές διαδικασίες και η σ.δ. Poisson.
Από τον ορισμό της σημειακής διαδικασίας έχουμε ότι μία προσαρμοσμένη ση-
μειακή διαδικασία είναι μία σ.δ. N ∈ V + η οποία παίρνει τιμές στον N και τα
άλματα είναι ίσα με 1 (η σ.δ. άλματος ∆N παίρνει τις τιμές 0 και 1 μόνο). Μερι-
κές φορές μία τέτοια διαδικασία καλείται απλή σημειακή διαδικασία, σύμφωνα
με το γεγονός ότι το ∆N παίρνει τις τιμές 0 και 1 μόνο. Αν {Nt}t∈R+ είναι το
πλήθος των γεγονότων που συμβαίνουν στο διάστημα (0, t], αυτή η υπόθεση ση-
μαίνει ότι δύο ή περισσότερα γεγονότα δεν μπορούν να συμβαίνουν ακριβώς την
ίδια στιγμή.

Μπορούμε να προσαρτήσουμε την ακόλουθη ακολουθία από χ.δ. με την σημειακή
διαδικασία N :

Tn = inf{t ∈ R+ : Nt = n}.

Ας επισημάνουμε ότι ισχύει T0 = 0 με Tn < Tn+1 στο σύνολο {Tn < ∞} και το

lim
n→∞

Tn = ∞.

Αντίστροφα, η ακολουθία {Tn}n∈N χαρακτηρίζει πλήρως την σ.δ. N , οπότε έχουμε
ότι:

N =
∑
n∈N

χJTn,∞J (4.1)
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4.2 Ανάλυση Doob−Meyer και αντισταθμιστές μιας αύξουσας σ.δ.

Τέλος, σημαντικό θα ήταν να τονίσουμε ότι κάθε προαρμοσμένη σημειακή διαδι-
κασία είναι τοπικά ολοκληρώσιμη και ακόμα τοπικά φραγμένη επειδή Tn ≤ n.

Ορισμοί 4.2.6. (a) Μία γενικευμένη (extended) σ.δ. Poisson στον (Ω,F ,F, P )
είναι μία προσαρμοσμένη σημειακή διαδικασία N έτσι ώστε:

(i) E[Nt] <∞, για κάθε t ∈ R+

(ii) η Nt −Ns είναι ανεξάρτητη από την σ−άλγεβρα Fs, για κάθε 0 ≤ s < t.

(b) Η συνάρτηση a(t) = E[Nt] καλείται η ένταση της N. Αν αυτή η συνάρτηση
είναι συνεχής, τότε λέμε ότι η N είναι μία σ.δ. Poisson. Αν η συνάρτηση είναι η
a(t) = t, τότε λέμε ότι η N είναι μία τυπική (standard) σ.δ. Poisson.

Αργότερα θα αποδείξουμε ότι αν N είναι μία σ.δ. Poisson, η κατανομή της τ.μ.
Nt − Ns είναι μία κατανομή Poisson με μέση τιμή a(t) − a(s). Γαι την ώρα θα
επικεντρωθούμε στον υπολογισμό του αντισταθμιστή.

Πρόταση 4.2.7. Έστω N μία γενικευμένη σ.δ. Poisson στον (Ω,F ,F, P ) με την
συνάρτηση έντασης a(•).

(a) Ο αντισταθμιστής της N είναι ο Np
t = a(t).

(b) H N είναι ψευδό−αριστερά−συνεχής αν και μόνο αν είναι μία σ.δ. Poisson.

Απόδειξη. Από τον ορισμό της γενικευμένης σ.δ Poisson έχουμε άμμεσα ότι E[Nt−
Ns|Fs] = a(t)− a(s) για κάθε s ≤ t. Επομένως Xt = Nt− a(t) είναι ένα martingale
και At = a(t) είναι μία προβλέψιμη σ.δ. στον A +

loc, άρα έχουμε τον ισχυρισμό (a).
Από τις Ιδιότητες 4.2.5 (c), έχουμε για κάθε προβλέψιμο χρόνο T :

P ({∆NT ̸= 0, T <∞}) = E[∆NTχ{T<∞}]

= E[E[∆NT |FT−]χT<∞]

= E[∆a(T )χ{T<∞}].

Τότε αν η συνάρτηση a(t) είναι συνεχής από την παραπάνω σχέση έχουμε ότι

P ({∆NT ̸= 0, T < ∞}) = 0 για όλους τους προβλέψιμους χρόνους και άρα η
N είναι ψευδο−αριστερά−συνεχής. Αντίστροφα, αν η συνάρτηση a(t) έχει μία
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ασυνέχεια στο χρόνο t, από τη παραπάνω σχέση έχουμε ότι P ({∆NT ̸= 0}) =

∆a(t) > 0 και έτσι η N δεν είναι ψευδο−αριστερά−συνεχής, οπότε αποδείχθηκε
και το (b). �

Τελειώνοντας, ας σημειώσουμε μία άλλη σημαντική εφαρμογή της Πρότασης 3.3.6
η οποία μας δείχνει ότι pN = N− αν N είναι μία σ.δ. Poisson, ως εκ τούτου μας
δίνει ένα παράδειγμα όπου pN ̸= Np.
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Κεφάλαιο 5

Ημι−martingales και στοχαστικά
ολοκληρώματα

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε την έννοια του ημι−martingale και θα
ορίσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα. Στην Ενότητα 5.1 ορίζονται τα τοπικά τε-
τραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales και οι σ.δ. τετραγωνικής μεταβολής, και
αναφέρονται οι βασικές ιδιοτητές τους. Στην 5.2 αναφέρεται το θεώρημα της
ανάλυσης ενός τοπικού martingales σε ένα συνεχές και σε ένα καθαρά ασυνε-
χές τοπικό martingale (βλ. Θεώρημα 5.2.3). Στην 5.3 ορίζονται οι έννοιες των
ημι−martingales και των ειδικών ημι−martingales, και αποδεικνύονται χαρα-
κτηρισμοί και ιδιότητες των ειδικών ημι−martingales. Στην 5.4, αρχικά ορίζε-
ται το στοχαστικό ολοκλήρωμα απλών σ.δ. και το στοχαστικό ολοκλήρωμα το-
πικά φραγμένων προβλέψιμων σ.δ. με διαφορικό ένα ημι−martingale, και απο-
δεικνύονται βασικές ιδιοτητέ τους. Στην 5.5 ορίζεται η τετραγωνική κύμανση ενός
ημι−martingale και δίνεται ο τύπος του Itô. Στην 5.6 παρουσιάζεται ο εκθετι-
κός τύπος Doléans − Dade, ως μία εφαρμογή του τύπου του Itô χρήσιμη για τα
παρακάτω.

5.1 Τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales

Για αυτήν την ενότητα θεωρούμε έναν αυθαίρετο αλλά σταθερό φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ).
Θυμίζουμε ότι με H 2 συμβολίζουμε τον χώρο όλων των τετραγωνικά ολοκληρώ-
σιμων martingales και με H 2

loc την τοπικοποιημένη κλάση (δηλαδή την κλάση των
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Ημι−martingales και στοχαστικά ολοκληρώματα

τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμων martingales).

Είναι προφανές ότι ένα τοπικό martingale M έτσι ώστε M0 ∈ L2 και η σ.δ. ∆M
να είναι τοπικά φραγμένη, ανήκει στον H 2

loc.

Ορισμός 5.1.1. Αν X ∈ H 2, τότε η σ.δ. τετραγωνικής μεταβολής (quadratic
variation process) είναι η συνεχής αύξουσα σ.δ. ⟨X⟩ ώστε η σ.δ. X2−⟨X⟩ να είναι
martingale, που μηδενίζεται στο t = 0.

Θεώρημα 5.1.2. Σε κάθε ζευγάρι (M,N) από τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμα
martingales αντιστοιχεί μία προβλέψιμη σ.δ. ⟨M,N⟩ ∈ V , μοναδική ως προς την
καθολική ισοδυναμία, έτσι ώστε MN − ⟨M,N⟩ να είναι τοπικό martingale.
Επιπλέον,

⟨M,N⟩ = 1

4
(⟨M +N,M +N⟩ − ⟨M −N,M −N⟩)

και αν M,N ∈ H 2 τότε ⟨M,N⟩ ∈ A και MN − ⟨M,N⟩ ∈ M . Επίσης ⟨M,M⟩
είναι μη φθίνουσα σ.δ. και έχει μία συνεχή εκδοχή αν και μόνο αν η M είναι
ψευδό−αριστερά−συνεχής.
Η σ.δ. ⟨M,N⟩ καλείται προβλέψιμη τετραγωνική συνκύμανση ή τετραγω-
νικό χαρακτηριστικό ή επίσης γωνιακή αγκύλη του ζεύγους (M,N). Επίσης
⟨M,N⟩ = ⟨M −M0, N −N0⟩.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4a, page 38.

Υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των στοιχείων M ∈ H 2 και
των τερματικών τ.μ. M∞. Έτσι είναι φυσικό να εφοδιάσουμε την κλάση H 2 με
μία δομή χώρου Hilbert, όπως φαίνεται παρακάτω:

Αν M,N ∈ H 2 τότε έχουμε το βαθμωτό γινόμενο και την νόρμα ως εξής,

(M,N)H2 := E[M∞N∞] και ||M ||H2 := ||M∞||L2 .

Σύμφωνα με τα παραπάνω, το H 2 είναι πράγματι ένας χώρος Hilbert αφού αν
(Mn) είναι μία ακολουθία Cauchy για την || • ||H2 , τότε η ακολουθία (Mn

∞) είναι
Cauchy στον L2(Ω,F∞− , P ) και συγκλίνει στο M∞ σε αυτό τον χώρο. Τότε αν M
είναι το (μοναδικό) martingale με τερματική τ.μ. M∞, ανήκει στην κλάση H 2 και
||Mn −M ||H2 → 0.
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5.1 Τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, έχουμε ότι,

(M,N)H2 = E[⟨M,N⟩∞] + E[M0N0].

Ένα θεμελιώδες παράδειγμα: η στοχαστική διαδικασία Wiener.

Ορισμοί 5.1.3. (a) Μία σ.δ. Wiener στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) είναι μία συνεχής
προσαρμοσμένη σ.δ. W έτσι ώστε W0 = 0 και

(i) E[Wt
2] <∞ για κάθε t ∈ R+ και E[Wt] = 0 για κάθε t ∈ R+.

(ii) η Wt−Ws να είναι ανεξάρτητη από την σ−άλγεβρα Fs, για όλα τα 0 ≤ s ≤ t.

(b) Η συνάρτηση σ2(t) = E[W 2
t] καλείται συνάρτηση διακύμανσης ή διασποράς

τηςW. Αν σ2(t) = t, τότε λέμε ότι ηW είναι τυπική σ.δ. Wiener. (Μία εναλλακτική
ορολογία αντί της ′′σ.δ. Wiener′′ είναι ′′κίνηση Brown′′).

Ο ορισμός αυτός θα πρέπει να συγκριθεί με τον ορισμό της σ.δ. Poisson (Ορισμός
4.2.6). Θα παρατηρήσουμε ότι δεν έχουμε ορίσει την γενικευμένη σ.δ. Wiener. Ας
τονίσουμε ότι ο προηγούμενος ορισμός είναι μόνο μία περίπτωση, υπάρχουν και
άλλοι τρόποι για να ορίσουμε τη σ.δ. Wiener.

Για την ώρα θα αποδείξουμε την επόμενη πρόταση, όπου το αντίστροφο θα απο-
δειχθεί αργότερα.

Πρόταση 5.1.4. Μία σ.δ. Wiener W είναι ένα συνεχές martingale και για την
⟨W,W ⟩ ισχύει ⟨W,W ⟩t(ω) = σ2(t), όπου σ2(•) είναι η συνάρτηση διασποράς.

Απόδειξη. (a) Από τον Ορισμό 5.1.3 προκύπτει αμέσως ότι ηW είναι ένα συνεχές
martingale. Η Xt με Xt =Wt

2 − σ2(t) είναι ένα martingale. Πράγματι,

Xt −Xs = (Wt −Ws)
2 − [σ2(t)− σ2(s)] + 2Ws(Wt −Ws). (5.1)
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E[Xt|Fs] = E[Xt −Xs|Fs] + E[Xs|Fs]

(5.1)
= E[(Wt −Ws)

2|Fs]− [σ2(t)− σ2(s)] +Xs

= E[(Wt −Ws)
2]− σ2(t) + σ2(s) +Xs

= E[W 2
t ] + E[W 2

s ]− 2E[WtWs]− σ2(t) + σ2(s) +Xs

= σ2(t) + σ2(s)− 2
[
E[(Wt −Ws)Ws]− E[W 2

s ]
]
− σ2(t) + σ2(s) +Xs

= 2σ2(s)− 2E[Wt −Ws]E[Ws]− 2σ2(s) +Xs

= Xs,

όπου οι ισότητες ισχύουν P |Fs−σ.β..
(b) Από το Θεώρημα 5.1.2 και το βήμα (a) έχουμε ότι ⟨W,W ⟩t(ω) = σ2(t) και ότι
η σ2 είναι συνεχής, μηδενική στο 0 και αύξουσα. �

5.2 Ανάλυση ενός τοπικού martingale

Ορισμός 5.2.1. (a) Δύο τοπικά martingales M,N καλούνται ορθογώνια, αν το
γινομενό τους MN είναι ένα τοπικό martingale (η ορολογία θα εξηγηθεί στη
συνέχεια).
(b) Ένα τοπικό martingale καλείται καθαρά ασυνεχές τοπικό martingale, αν
X0 = 0 και αν είναι ορθογώνιο με όλα τα συνεχή τοπικά martingales.

Η ακόλουθη πρόταση μας εξήγει την ορολογία της λέξης ορθογώνιο.

Πρόταση 5.2.2. Έστω M,N ∈ H 2. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Τα M και N είναι ορθογώνια.

(b) ⟨M,N⟩ = 0.

(c) Για κάθε χ.δ. T , τα MT και N − N0 είναι ορθογώνια στον χώρο Hilbert
H 2.
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Απόδειξη. (a) ⇐⇒ (b) ισχύει από το Θεώρημα 5.1.2
(a) =⇒ (c) Αν τα M και N είναι ορθογώνια σύμφωνα με τον Ορισμό 5.2.1, τότε
είναι ορθογώνια και τα MT , N −N0 (T αυθαίρετος χ.δ.), ως εκ τούτου

E[MT
∞(N∞ −N0)] = E[MT

0 (N0 −N0)] = 0.

Επίσης το MT είναι ορθογώνιο στο N − N0 στον H 2. Αντίστροφα, αν ισχύει η
υπόθεση (c) και T ένας χ.δ. τότε από το stopping theorem έχουμε ότι

E[MTNT ] = E[MTN∞] = E[MT
∞(N∞ −N0)] + E[MTN0] = 0 + E[M0N0].

Επομένως από το Λήμμα 2.5.7 έπεται ότι MN ∈ M , οπότε ισχύει η (a). �

Θεώρημα 5.2.3. Κάθε τοπικό martingale δέχεται μία μοναδική (ως προς την
καθολική ισοδυναμία) ανάλυση M =M0+M

c+Md, όπου M c είναι ένα συνεχές
τοπικό martingale και Md είναι ένα καθαρά ασυνεχές τοπικό martingale.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4b, page 43.

Το σύνολο M c καλείται το συνεχές μέρος του M και το Md καλείται το καθαρά
ασυνεχές μέρος του M.

5.3 Ημι−martingales

Σε αυτήν την ενότητα θα δώσουμε τον ορισμό των ημι− martingales, που αποτε-
λούν μία θεμελιώδη έννοια για τη συνέχεια της Δ.Ε. και θα διατυπώσουμε κάποια
βασικά θεώρημα.
Με L συμβολίζουμε την κλάση όλων των τοπικών martingales M έτσι ώστε M0 =

0.

Ορισμός 5.3.1. (a) Ένα ημι− martingale είναι μία διαδικασία X που έχει την
μορφήX = X0+M+A, όπου ηX0 έχει πεπερασμένες τιμές και είναι F0−μετρήσιμη,
M ∈ L και A ∈ V . Με S θα συμβολίζουμε το χώρο όλων των ημι−martingales.
(b) Ένα ειδικό ημι−martingale είναι ένα ημι−martingale X το οποίο δέχεται
μία ανάλυση της μορφής X = X0 +M + A όπως προηγουμένως, όπου επιπλέον
η σ.δ. A είναι προβλέψιμη. Με SP θα συμβολίζουμε το χώρο όλων των ειδικών
ημι−martingales.
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Είναι προφανές ότι Mloc ⊆ SP και V ⊆ S . Όλα τα ημι−martingales είναι càdlàg
και προσαρμοσμένα. Η ανάλυση X = X0 + M + A στον Ορισμό 5.3.1 (a) δεν
είναι μοναδική. Παρόλα αυτά, από το Πόρισμα 4.2.2 υπάρχει το πολύ μία τέτοια
ανάλυση με το A να είναι προβλέψιμη (ως προς την καθολική ισοδυναμία), οπότε
έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 5.3.2. Αν X είναι ένα ειδικό ημι−martingale, η μοναδική ανάλυση X =

X0 +M + A έτσι ώστε M ∈ L και A να είναι μία προβλέψιμη σ.δ. που ανήκει
στον V , καλείται η κανονική ανάλυση της σ.δ. X.

Παρόλο που δεν είναι αρκετά εμφανής από τον παραπάνω ορισμό, ο χώρος των
ημι−martingales είναι ένας καλός χώρος, αφού παραμένει σταθερός κάτω από
πολλούς μετασχηματισμούς, όπως υπό την διακοπή (είναι εμφανές), κάτω από την
τοπικοποίηση (θα το δούμε αργότερα), κάτω την ′′αλλαγή του χρόνου′′, κάτω από
την ′′απόλυτα συνεχή αλλαγή του μέτρου′′, κάτω από την ′′αλλαγή της διύλισης′′,
και η βασική ιδιότητα είναι ότι είναι η μεγαλύτερη δυνατή κλάση από σ.δ. οι
οποίες μπορούν να ολοκληρώσουν όλες τις φραγμένες προβλέψιμες σ.δ. βλέπε
[[17] ,[7] ,[12] ,[11]]. Δυστυχώς δεν θα μελετήσουμε αναλυτικά την κλάση των
ημι−martingales διότι δεν είναι η ουσία αυτής της διπλωματικής εργασίας.

Πρόταση 5.3.3. Έστω X είναι ένα ημι−martingale. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) το X είναι ένα ειδικό ημι−martingale

(ii) υπάρχει μία ανάλυση X = X0 +M + A όπου A ∈ Aloc

(iii) όλες οι αναλύσεις X = X0 +M + A ικανοποιούν την A ∈ Aloc

(iv) η σ.δ. Yt = sups≤t |Xs −X0| ανήκει στην κλάση A +
loc.

Απόδειξη. (iii) =⇒ (ii) είναι προφανές.
(ii) =⇒ (i): Έχουμε ότι X = X0+M+A με A ∈ Aloc. Αν A′ = Ap καιM ′ =M+A−A′,
τότε σύμφωνα με το Θεώρημα 4.2.4 έχουμε M ′ ∈ L και A′ είναι μία προβλέψιμη
σ.δ. και ανήκει στην κλάση V . Άρα X = X0+M

′+A′ είναι ειδικό ημι−martingale.
Άρα (ii) =⇒ (i).
(i) =⇒ (iv) Αν A ∈ Aloc, τότε η αύξουσα càd σ.δ. sups≤• |As| ανήκει στην κλάση
Aloc, επειδή είναι μικρότερη από την V (A). Για να αποδείξουμε την (i) =⇒ (iv)
αρκεί να δείξουμε ότι αν M ∈ L , τότε M∗

t = sups≤t |Ms| ανήκει στην κλάση A +
loc.

Έστω {Tn}n∈N μία τοπικοποιούσα ακολουθία έτσι ώστε MTn ∈ M και το σύνολο
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Sn = inf{t : t ≥ Tn ή |Mt| > n}. Τότε Sn ↑ ∞ και M∗
Sn

≤ n + |MSn|, το οποίο
είναι ολοκληρώσιμο επειδή MTn ∈ M , οπότε M∗ ∈ Aloc.

(vi) =⇒ (iii) Τελικά έστω ότι ισχύει η (iv). Έστω X = X0 + M + A είναι μία
οποιαδήποτε ανάλυση της X (Ορισμός 5.3.1). Από την υπόθεση έχουμε ότι Y ∈
Aloc και έχουμε δεί παραπάνω ότι M∗ ∈ Aloc, οπότε η σ.δ. A∗

t = sups≤tAs επίσης
ανήκει στην κλάση Aloc. Αφού V (A) ≤ V (A)−+2A∗ και επίσης V (A)− είναι τοπικά
φραγμένο (επειδή είναι càd με πεπερασμένες τιμές και αύξουσα), τότε V (A) ∈
Aloc , οπότε (iv) =⇒ (iii). �

Λήμμα 5.3.4. Αν ένα ημι−martingale X ικανοποιεί την |∆X| ≤ a, τότε είναι
ειδικό και η κανονική αναλυσή του X = X0+M +A ικανοποιεί την |∆A| ≤ a και
|∆M | ≤ 2a (ιδιαιτέρως αν το X είναι συνεχές, τότε τα M και A είναι συνεχή).

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4c, page 44.

Πρόταση 5.3.5. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Οι χώροι S και SP είναι ευσταθείς υπο την διακοπή.

(b) Έχουμε ότι Sloc = S και (SP )loc = SP .

(c) Η X ∈ S αν υπάρχει μία τοπικοποιούσα ακολουθία {Tn}n∈N από χ.δ.
και μία ακολουθία από {Y (n)}n∈N ημι−martingales, έτσι ώστε X = Y (n) σε
κάθε διάστημα J0, TnJ.

Απόδειξη. (a) Είναι προφανές.
(c) Αφού {Tn}n∈N αυξάνει στο ∞, η σ.δ. X είναι càdlàg και προσαρμοσμένη.
Θέτουμε

Z(n) = Y (n)Tn + (XTn − Y (n)Tn) · χJTn,∞J.
Η σ.δ. Z(n) είναι ένα άθροισμα από διακοπτόμενα ημιmartingales και μιάς σ.δ.
στον V , άρα Z(n) ∈ S . Θεωρούμε την ανάλυση Z(n) = X0+M(n)+A(n) σύμφωνα
με τον Ορισμό 5.3.1 (παρατηρούμε ότι XTn = Z(n)). Τότε X = X0 +M +A, όπου
M =

∑
M(n)χKTn−1,TnK και A = X −X0 −M. Αφού,

MTn =
∑

1≤p≤n

[M(p)Tp −M(p)Tp−1 ]

(με την σύμβαση T0 = 0) έχουμε ότι M ∈ L και ανάλογα μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι A ∈ V , ως εκ τούτου X ∈ S .
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(b) Η σχέση Sloc = S συνάγεται από το βήμα (c). Χρησιμοποιώντας την πρώτη
σχέση και το γεγονός ότι (Aloc)loc = Aloc και από την Πρόταση 5.3.3 (iv), έχουμε
άμμεσα ότι (SP )loc = SP . �

Επειδή οι κλάσεις V και Mloc ανήκουν στην κλάση S , υπάρχουν πολλά πα-
ραδείγματα από ημι−martingales. Από το θεώρημα ανάλυσης των Doob−Meyer
έχουμε ότι κάθε υπο−martingale (ή υπερ−martingale) της κλάσης D είναι ένα ει-
δικό ημι−martingale. Χρησιμοποιώντας την τοπικοποίηση, μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι (βλ. [17]): Μία προσαρμοσμένη σ.δ. X είναι ένα ειδικό ημι−martingale
αν και μόνο αν X − X0 είναι η διαφορά από δύο τοπικά υπο−martingales (ή
υπερ−martingales). Αυτό το αποτελέσμα δεν θα το χρησιμοποιήσουμε στην συ-
νέχεια.
Είναι επίσης ενδιαφέρον και χρήσιμο να αναγνωρίζουμε όλες τις ντετερμινιστικές
σ.δ. οι οποίες είναι ημι−martingales.

Πρόταση 5.3.6. Έστω f μία συνάρτηση με πραγματικές τιμές επάνω στον R+.

Για να είναι η σ.δ. Xt(ω) = f(t) ένα ημι−martingale, είναι αναγκαίο και ικανό
ότι η f είναι càdlàg, με πεπερασμένη ολική κύμανση σε κάθε πεπερασμένο
διάστημα.

Απόδειξη. Η ικανή συνθήκη είναι προφανής. Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι X ∈ S .

Τότε κατ’ ανάγκη η f είναι càdlàg, οπότε τοπικά φραγμένη, ως εκ τούτου η X
ικανοποιεί την Πρόταση 5.3.3 (iv) και είναι ειδικό ημι−martingale. Θεωρούμε την
ανάλυση X = f(0)+M+A και μία τοποικοποιούσα ακολουθία {Tn}n∈N έτσι ώστε
MTn ∈ M και ATn ∈ A (επειδή X ∈ SP ). Επίσης συμβολίζουμε την κατανομή
του Tn με Fn(dx), το οποίο είναι ένα μέτρο πιθανότητας επάνω στον R+. Έχουμε
ότι,

gn(t) :=

∫
Fn(ds)f(s ∧ t) = E(Xt∧Tn)

= f(0) + E(MTn
t ) + E(ATnt )

= f(0) + E(ATnt ).

Επιπλέον η gn είναι μία συνάρτηση με πεπερασμένη κύμανση. Επιπλέον έχουμε
ότι,

Fn((t,∞])f(t) = gn(t)−
∫
[0,t]

f(s)Fn(ds)
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και ο τελευταίος όρος στο δεξί μέλος είναι επίσης μία συνάρτηση (στο t) με
πεπερασμένη ολική κύμανση. Επιπλέον η f έχει πεπερασμένη ολική κύμανση
σε κάθε πεπερασμένο διάστημα [0, t], με την προυπόθεση Fn((t,∞]) > 0. Αλλά,
αφού limn→∞ Tn = ∞ για κάθε t ∈ R+, υπάρχει ένα αρκετά μεγάλο n έτσι ώστε
Fn((t,∞]) > 0, και επομένως έχουμε το αποτέλεσμα. �

5.4 Κατασκευή του στοχαστικού ολοκληρώματος

Σε αυτήν την παράγραφο, θα προχωρήσουμε στην κατασκευή του στοχαστικού
ολοκληρώματος για τοπικά φραγμένες προβλέψιμες σ.δ. σε αντιστοιχία με ένα
ημι−martingale.

Αν X ∈ V και H είναι μία φραγμένη σ.δ., έχουμε ορίσει στην παράγραφο 4.1

μία ολοκληρώσιμη σ.δ. (H • X)t =

∫ t

0

HsdXs. Το πρόβλημα εδώ είναι να ορί-
σουμε μία ολοκληρώσιμη σ.δ. όπου X δεν ανήκει στην κλάση V , αλλά είναι μόνο
ημι−martingale. Οπότε η τροχιά X•(ω) δεν μπορεί να ορίσει ένα μέτρο dXs(ω)

επάνω στον R+ (για παράδειγμα αν X είναι μία σ.δ. Wiener, τότε σχεδόν όλες οι
τροχιές t→ Xt(ω) έχει πεπερασμένη ολική κύμανση επάνω σε κάθε πεπερασμένο
διάστημα).

Ορισμός 5.4.1. Όταν η H είναι αρκετά απλή σ.δ. είναι πολύ εύκολο να ορίσουμε
την ολοκληρώσιμη σ.δ.. Πιο συγκεκριμένα, συμβολίζουμε με S το σύνολο όλων
των σ.δ. της μορφής:

H :=


είτε Y χJ0K, αν η Y είναι φραγμένη F0 − μετρήσιμη

είτε Y χKr,sK, r < s, αν η Y είναι φραγμένη Fr − μετρήσιμη.
(5.2)

Για ένα τέτοιο H , η ολοκληρώσιμη σ.δ. (H • X)t =

∫ t

0

HsdXs =

∫
(0,t]

HsdXs έχει

έναν ′′φυσικό′′ μοναδικό ορισμό (ακόμα αν dXs δεν έχει νόημα), δηλαδή:

(H •X)t :=


0, αν H = Y χJ0K

Y (Xs∧t −Xr∧t), αν H = Y χKr,sK.
(5.3)
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Θεώρημα 5.4.2. Έστω X ένα ημι−martingale. Η απεικόνιση H 7−→ H • X, που
ορίστηκε επάνω στον S σύμφωνα με την (5.3), έχει μία επέκταση, που συμβο-
λίζεται επίσης με H 7−→ H•X (και η H•X καλείται το στοχαστικό ολοκλήρωμα
της H σε σχέση με το X) στον χώρο όλων των τοπικά φραγμένων προβλέψιμων
σ.δ. H, με τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) H •X είναι μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ.

(ii) η απεικόνιση H 7−→ H • X είναι γραμμική, ως προς την καθολική ισο-
δυναμία (δηλ. οι σ.δ. (aH + K) • X και aH • X + K • X είναι καθολικά
ισοδύναμες)

(iii) αν η ακολουθία {Hn}n∈N από προβλέψιμες σ.δ. συγκλίνει σημειακά σε ένα
όριο H, και αν |Hn| ≤ K όπου K είναι μία τοπικά φραγμένη προβλέψιμη
σ.δ., τότε (Hn •X)t → (H •X)t κατά μέτρο για κάθε t ∈ R+.

Επιπλέον αυτή η επέκταση είναι μοναδική, ως προς την καθολική ισοδυναμία
(δηλαδή αν H 7−→ a(H) είναι μία άλλη επέκταση με τις ίδιες ιδιότητες, τότε
οι σ.δ. a(H) και H • X είναι καθολικά ισοδύναμες) και από την (iii) η Hn • X
συγκλίνει στην H •X κατά μέτρο, ομοιόμορφα σε πεπερασμένα διαστήματα, δηλ.

sup
s≤t

|(Hn •X)s − (H •X)s|
P−→ 0.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4d, page 48−51.

Παρατήρηση 5.4.3. Θα μπορούσε κανείς να ορίσει την ολοκληρώσιμη σ.δ. από
την σχέση (5.3) για κάθε H της μορφής (5.2) αλλά χωρίς τις συνθήκες μετρησι-
μότητας επάνω στο Y , δηλαδή για απλές σ.δ. οι οποίες δεν είναι προβλέψιμες.
Αλλά η επέκταση είναι ουσιαστικά δυνατή για προβλέψιμες σ.δ. μόνο. Παρόμοια,
η σχέση (5.3) έχει νόημα για κάθε σ.δ. X , ημι−martingale ή όχι. Αλλά η επέκταση
είναι πιθανή μόνο όταν η X είναι ημι−martingale. Καθώς έχει ειπωθεί και προη-
γουμένως, αυτό είναι ένα θεμελιώδες αποτέλεσμα των Bichteler, Dellacherie και
Mokobodzki, το οποίο εξηγεί, γιατί ο χώρος των ημι−martingales είναι τόσο ση-
μαντικός.

Παρακάτω θα δούμε κάποιες σημαντικές ιδιότητες του στοχαστικού ολοκληρώ-
ματος. Το X είναι πάντα ένα ημι−martingale και H,K είναι τοπικά φραγμένες
προβλέψιμες σ.δ.. Όλες τις ισότητες (ή άλλες προτάσεις) είναι καθολικά ισοδύ-
ναμες.
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Ιδιότητες 5.4.4. Έχουμε τις παρακάτω ιδιότητες του στοχαστικού ολοκληρώ-
ματος:

(i) Η απεικόνιση X 7−→ H •X είναι γραμμική.

(ii) Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Η σ.δ. H •X είναι ημι−martingale.

(b) Αν X είναι ένα τοπικό martingale, τότε το ίδιο ισχύει και για την H •X.

(c) Αν X ∈ V τότε H •X ∈ V και η H •X συμπίπτει με την σ.δ. που έχει
ορισθεί στην παράγραφο 4.1 (Stieltjes ολοκληρώσιμη σ.δ.).

(iii) (H •X)0 = 0 και H •X = H • (X −X0).

(iv) ∆(H •X) = H∆X

(v) XT = X0+χK0,T J•X και (H•X)T = (HχJ0,T K)•X για κάθε χ.δ. T. Γενικότερα
K • (H •X) = (KH) •X.

(vi) Αν T είναι ένας προβλέψιμος χρόνος και Y είναι μία FT−−μετρήσιμη τ.μ.
με τιμές στον R, τότε (Y χJT K) •X = Y∆XTχJT,∞K (παρατηρούμε ότι Y χJT K
είναι αναγκαία μία τοπικά προβλέψιμη σ.δ.).

Θα μπορούσαμε ακόμα να μεγαλώσουμε την κλάση ως προς τις ολοκληρώσιμες
συναρτήσεις σε κάποιες μη τοπικά φραγμένες σ.δ.. Αυτό είναι μάλλον δύσκολο
για ένα ημι−martingale αλλά για X ∈ H 2

loc αυτό είναι εύκολο, όπως θα δούμε
στη συνέχεια. Αρχικά , για όλα τα X ∈ H 2

loc έχουμε τις ακόλουθες κλάσεις σ.δ.:

Συμβολισμός 5.4.5. Με L2(X) ή L2
loc συμβολίζουμε τον χώρο όλων των προ-

βλέψιμων σ.δ. H έτσι ώστε η σ.δ. H2 • ⟨X,X⟩ να είναι ολοκληρώσιμη ή τοπικά
ολοκληρώσιμη, αντίστοιχα.

Ας τονίσουμε ότι όλες οι τοπικά φραγμένες προβλέψιμες σ.δ. ανήκουν στην κλάση
L2
loc(X), διότι γνωρίζουμε ότι ⟨X,X⟩ ∈ A +

loc.

Θεώρημα 5.4.6. Έστω X ∈ H 2
loc. Η απεικόνιση H 7−→ H • X (ορισμένη είτε

επάνω στην κλάση S από την σχέση (5.3) ή για όλα τα τοπικά φραγμένα
προβλέψιμα H από το Θεώρημα 5.4.2) έχει μία επιπλέον επέκταση στο σύ-
νολο L2

loc(X), που συμβολίζετε επίσης με H 7−→ H •X, η οποία ικανοποιεί τις
ιδιότητες (i), (ii) του Θεωρήματος 5.4.2 και την
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(iii)′ αν μια ακολουθία {Hn}n∈N από προβλέψιμες σ.δ. συγκλίνει σημειακά σε
ένα όριο H και |Hn| ≤ K για κάποιο K ∈ L2

loc(X), τότε
sup
s≤t

|Hn •Xs −H •Xs| τείνει στο 0 κατα μέτρο για κάθε t ∈ R+.

Επιπλέον αυτή η επέκταση είναι μοναδική (ως προς την καθολική ισοδυναμία),
και έχουμε ότι:

(a) H •X ∈ H 2
loc.

(b) H •X ∈ H 2 αν και μόνο αν H ∈ L2.

(c) Ισχύουν οι ιδιότητες (i),(iii),(iv) και (v) από Ιδιότητες 5.4.4 (για H ∈
L2
loc(X) και K ∈ L2

loc(H •X)).

(d) Αν X, Y ∈ H 2
loc με H ∈ L2

loc(X) και K ∈ L2
loc(Y ), τότε

⟨H •X,K • Y ⟩ = (HK) • ⟨X, Y ⟩. (5.4)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4d, page 48−51 και [11].

Τελειώνουμε αυτήν την ενότητα δείχνοντας ότι το στοχαστικό ολοκλήρωμα μίας
προβλέψιμης σ.δ. η οποία είναι càg μπορεί να προσεγγισθεί από τα αθροίσματα
Riemann.
Καλούμε προσαρμοσμένη υποδιαίρεση (adapted subdivision), κάθε ακολουθία
τ := {Tn}n∈N από χ.δ. με T0 = 0, supn Tn < ∞ και Tn < Tn+1 επάνω στο σύνολο
{Tn <∞}. Η τ είναι ντεντερνιμιστική υποδιαίρεση αν όλα τα Tn είναι σταθερά.
Η τ−Riemann προσέγγιση της H • X είναι η σ.δ. τ(H • X) που ορίζεται από
την σχέση

τ(H •X)t :=
∑
n∈N

HTn(XTn+1∧t −XTn∧t). (5.5)

Ορισμός 5.4.7. Μία ακολουθία {τn = {T (n,m)}m∈N}n∈N από προσαρμοσμένες
υποδιαιρέσεις καλείται ακολουθία Riemann αν

sup
m∈N

{T (n,m+ 1) ∧ t− T (n,m) ∧ t} → 0

για κάθε t ∈ R+.

Πρόταση 5.4.8. Έστω X ένα ημι−martingale, H μία càg προσαρμοσμένη σ.δ.
και τn μία ακολουθία Riemann από προσαρμοσμένες υποδιαιρέσεις. Τότε η
τn−Riemann προσέγγιση τn(H•X) συγκλίνει στην H•X, κατα μέτρο ομοιόμορφα
επάνω σε κάθε συμπαγές διάστημα.
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Απόδειξη. Αν τn = {T (n,m)}m∈N, ορίζουμε την Hn από την σχέση

Hn :=
∑
m∈N

HT (n,m)χKT (n,m),T (n,m+1)K.
Τότε η Hn είναι προβλέψιμη, συγκλίνει σημειακά στο H επειδή η H είναι càg,
και αν Kt = sups≤t |Hs| τότε η K είναι προσαρμοσμένη, càg, τοπικά φραγμένη
και |Hn| ≤ K. Τότε το αποτέλεσμα προκύπτει από το Θεώρημα 5.4.2 και εύκολα
προκύπτει η ιδιότητα τn(H •X) = Hn •X. �

5.5 Τετραγωνική κύμανση ενός ημι−martingale και
ο τύπος του Itô

Αρχικά ορίζουμε την τετραγωνική κύμανση.

Ορισμός 5.5.1. Η τετραγωνική συνκύμανση (quadratic covariation) των δύο
ημι−martingales X και Y (ή η τετραγωνική κύμανση του X , όταν X = Y ) είναι
η ακόλουθη σ.δ.:

[X,Y ] := XY −X0Y0 −X− • Y − Y− •X

που ορίζεται μοναδικά ως προς την καθολική ισοδυναμία.

Το επόμενο θεώρημα εξηγεί την ορολογία ′′τετραγωνική κύμανση′′. Προηγουμέ-
νως, διατυπώνουμε τις παρακάτω προφανείς ιδιότητες:{

[X, Y ]0 = 0, [X, Y ] = [X −X0, Y − Y0]

[X, Y ] = 1
4
([X + Y,X + Y ]− [X − Y,X − Y ]).

(5.6)

Θεώρημα 5.5.2. Έστω X και Y δύο ημι−martingales.

(a) Για κάθε ακολουθία Riemann {τn = {T (n,m)}m∈N}n∈N από προσαρμοσμένες
υποδιαιρέσεις, η σ.δ. Sτn(X, Y ), που ορίζεται από την σχέση

Sτn(X,Y )t :=
∑
m≥1

(XT (n,m+1)∧t −XT (n,m)∧t)(YT (n,m+1)∧t − YT (n,m)∧t) (5.7)

συγκλίνει στην σ.δ. [X, Y ], κατα μέτρο και ομοιόμορφα επάνω σε κάθε
συμπαγές διάστημα.

(b) [X,Y ] ∈ V και [X,X] ∈ V +.
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Ημι−martingales και στοχαστικά ολοκληρώματα

(c) ∆[X, Y ] = ∆X∆Y.

Απόδειξη. Από τον Ορισμό 5.5.1 και τις σχέσεις (5.6) έχουμε

Sτ (X, Y ) =
1

4
[Sτ (X + Y,X + Y )− Sτ (X − Y,X − Y )]

και
∆X∆Y =

1

4
[(∆X +∆Y )2 − (∆X −∆Y )2]

που είναι ικανά για να αποδείξουμε τους ισχυρισμούς όταν X = Y.

Αφού (x− y)2 = x2 − y2 − 2y(x− y), από τις σχέσεις (5.5) και (5.7) συνάγουμε ότι

Sτn(X,X) = X2 −X2
0 − 2τn(X− •X),

οπότε προκύπτει το (a) από την Πρόταση 5.4.8. Η Sτn(X,X) είναι αύξουσα,
έτσι από το (a) συμπεράνουμε ότι η [X,X] είναι αύξουσα. Αφού είναι càdlàg
προσαρμοσμένη με [X,X]0 = 0, έχουμε ότι [X,X] ∈ V + και επομένως απο-
δείχθηκε το (b). Από τον Ορισμό 5.5.1 και την Ιδιότητα 5.4.4 (iv) έχουμε ότι
∆[X,X] = ∆(X2) − 2X−∆X , και αφού ∆(X2) = (∆X)2 + 2X−∆X έχουμε ότι
∆[X,X] = (∆X)2 και επομένως αποδείχθηκε και το (c). �

Θεώρημα 5.5.3. Αν X,Y είναι ημι−martingales, τότε

[X,Y ]t = ⟨Xc, Y c⟩t +
∑
s≤t

∆Xs∆Ys. (5.8)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4e, page 55.

Τέλος, έχουμε κάποια βασικά αποτελέσματα: Τώρα θα διατυπώσουμε τον τύπο
του Itô. Στη συνέχεια, με Dif και Dijf συμβολίζουμε τις μερικές παραγώγους
∂f/∂xi και ∂2f/∂xi∂xj αντίστοιχα.

Θεώρημα 5.5.4. Έστω X = (X1, · · · , Xd) ένα d−διάστατο ημι−martingale και μία
συνάρτηση f της κλάσης C2 επάνω στον Rd. Τότε f(X) είναι ένα ημι−martingale
και έχουμε ότι:

f(Xt) = f(X0) +
∑
i≤d

Dif(X−) •X i +
1

2

∑
i,j≤d

Dijf(X−) • ⟨X i,c, Xj,c⟩

+
∑
s≤t

[
f(Xs)− f(Xs−)−

∑
i≤d

Dif(Xs−)∆X
i
s

]
. (5.9)
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5.6 Ο Εκθετικός τύπος Doléans − Dade

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4e, page 57.

Φυσικά, αυτός ο αναλυτικός τύπος μας δείχνει ότι όλοι οι όροι είναι καλά ορι-
σμένοι. Ιδιαιτέρως οι δύο τελευταίοι όροι είναι σ.δ. με πεπερασμένη κύμανση (ο
πρώτος όρος είναι συνεχής και ο δεύτερος είναι καθαρά ασυνεχής). Η σχέση (5.9)
ισχύει επίσης όταν η συνάρτηση f είναι μιγαδική, όπου παίρνουμε το πραγματικό
και το φανταστικό μέρος ξεχωριστά.

5.6 Ο Εκθετικός τύπος Doléans − Dade

Σε αυτήν την ενότητα, παρουσιάζουμε μία εφαρμογή του τύπου του Itô. Θεω-
ρούμε την εξίσωση

Y = 1 + Y− •X (ή dY = Y−dX και Y0 = 1) (5.10)

όπου X είναι ένα δοσμένο ημι−martingale, και Y είναι μία άγνωστη càdlàg προ-
σαρμοσμένη σ.δ.
Σε αντιστοιχία με την συνήθη διαφορική εξίσωση dy

dx
= y, καλούμε την λύση του

Y την eX . Θα πρέπει να εξετάσουμε αυτήν την εξίσωση σε δύο διαφορετικές
περιπτώσεις:

(a) όταν η X είναι τοπικό martingale (με πραγματικές τιμές)

(b) όταν η X είναι μία μιγαδική σ.δ. με πεπερασμένη κύμανση. Στην περίπτωση
αυτή η εξίσωση (5.10) λύνεται ως προς τις τροχιές (pathwise), δηλαδή για
κάθε ω ∈ Ω θεωρούμε την ντεντερμινιστική εξίσωση

Yt(ω) := 1 +

∫ t

0

Ys−(ω)dXs(ω).

Ωστόσο για να ενοποιήσουμε τις μελέτες μας, θεωρούμε την περίπτωση όπου
η X είναι ένα μιγαδικό ημι−martingale, όπου έχουμε X = X ′ + iX ′′ με X ′ και
X ′′ δύο ημι−martingales με πραγματικές τιμές. Τότε η εξίσωση (5.10) μπορεί να
θεωρηθεί ως ένα σύστημα δύο εξισώσεων με πραγματικές τιμές, δηλαδή

Y ′ = 1 + Y ′
− •X ′ − Y ′′

− •X ′′ (5.11)
Y ′′ = Y ′′

− •X ′ + Y ′
− •X ′′

και Y = Y ′ + iY ′′.
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Θεώρημα 5.6.1. Έστω X = X ′ + iX ′′ ένα μιγαδικό ημι−martingale. Τότε η εξί-
σωση (5.10) έχει μιά και μόνο μία (ως προς την καθολική ισοδυναμία) càdlàg
προσαρμοσμένη λύση. Αυτή η λύση είναι ένα ημι−martingale και συμβολίζεται
με E (X), και δίνεται από τον τύπο

E (X)t = {exp(Xt −X0 −
1

2
⟨X ′c, X

′c⟩t +
1

2
⟨X ′′c, X

′′c⟩t − i⟨X ′c, X
′′c⟩t)}

×
∏
s≤t

[
(1 + ∆Xs)e

−∆Xs
]
. (5.12)

όπου το άπειρο γινόμενο συγκλίνει απολύτως. Επιπλέον,

(a) Αν η X έχει πεπερασμένη ολική κύμανση, τότε και η E (X) έχει πεπερα-
σμένη ολική κύμανση.

(b) Αν η X είναι τοπικό martingale, τότε και η E (X) είναι τοπικό martingale.

(c) Έστω T = inf{t : ∆Xt = −1}. Τότε η E (X) ̸= 0 στο διάστημα J0, T J, και
E (X)− ̸= 0 στο διάστημα J0, T K και E (X) = 0 στο διάστημα JT,∞J.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter I, §4e, page 59.

Ιδιαιτέρως, η σχέση (5.8) συνεπάγεται ότι όταν η X έχει πεπερασμένη ολική
κύμανση, τότε

E (X)t = eXt−X0

∏
s≤t

(1 + ∆Xs)e
−∆Xs . (5.13)

Όταν η X είναι ένα ημι−martingale με πραγματικές τιμές, τότε

E (X)t = eXt−X0−1/2⟨Xc,Xc⟩t
∏
s≤t

(1 + ∆Xs)e
−∆Xs . (5.14)
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Κεφάλαιο 6

Χαρακτηριστικά των
ημι−martingales και σ.δ. με
ανεξάρτητες προσαυξήσεις

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε βασικές έννοιες τις οποίες θα χρησιμο-
ποιήσουμε στην συνέχεια και θα δούμε κάποιες σημαντικές ιδιότητες.

Συνεχίζουμε το πρόγραμμα της ανάπτυξης της γενικής θεωρίας των σ.δ..
Ωστόσο, εδώ θίγουμε μία ελαφρώς διαφορετική πτυχή της θεωρίας, η οποία είναι
λιγότερο γνωστή από ό,τι αναπτύχθηκε στα προηγούμενα κεφάλαια.

Κατά κάποια έννοια, στο κεφάλαιο αυτό επικεντρωνόμαστε σε σ.δ. με ανεξάρ-
τητες προσαυξήσεις, παρά το ότι αυτές οι σ.δ. εμφανίζονται συγκεκριμένα μόνο
στην ενότητα 6.4. Ας θεωρήσουμε π.χ. μία σ.δ. με στάσιμες και ανεξάρτητες
προσαυξήσεις. Όπως είναι γνωστό, η κατανομή μίας τέτοιας σ.δ. χαρακτηρίζεται
πλήρως από τρείς ποσότητες, συγκεκριμένα το ′′drift′′, τον ′′συντελεστή διάχυσης′′

και το ′′μέτρο Lèvy′′. Επίσης η σύγκλιση τέτοιων σ.δ. ορίζεται πλήρως από την
σύγκλιση των παραπάνω αντίστοιχων ποσοτήτων κατά μία κατάλληλη έννοια.

Σκοπός μας είναι να γενικεύσουμε αυτές τις έννοιες για ημι−martingales.
Μετά από μία εισαγωγική ενότητα για τα τυχαία μέτρα, αυτή η μελέτη πραγμα-
τοποιείται στην Ενότητα 6.2, ενώ στην 6.3 παρέχονται κάποια παραδείγματα.

Μετά αρχίζουμε την μελέτη σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις (PII για συ-
ντομία). Τα κύρια αποτελέσματα συγκεντρώνονται στην Ενότητα 6.4, όπου με-
λετώνται οι PII που είναι ημι−martingales.
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Χαρακτηριστικά των ημι−martingales και σ.δ. με ανεξάρτητες
προσαυξήσεις

6.1 Τυχαία μέτρα

Η έννοια του τυχαίου μέτρου είναι μία από τις βασικές έννοιες που θα χρησιμο-
ποιήσουμε στην πορεία της Δ.Ε., παρόλο που δεν είναι τόσο γνωστή όπως για
παράδειγμα η έννοια των ημι−martingales. Θα αποδειχθεί μάλλον απαραίτητη
για το σκοπό μας, υπό την έννοια ότι μας επιτρέπει μια πολύ εύκολη περιγραφή
των αλμάτων μίας càdlàg σ.δ.. Εδώ περιγράφουμε την θεωρία των τυχαίων μέ-
τρων λεπτομερειακά. Ωστόσο, θα έπρεπε να έχουμε κατά νου, ότι το περιοχόμενο
αυτής της ενότητας δεν είναι τίποτα άλλο από μία απλή επέκταση των εννοιών
των αύξουσων σ.δ. και των αντισταθμιστών τους.

6.1.1 Γενικά τυχαία μέτρα

Όπως και σε όλη την πορεία της Δ.Ε. θεωρούμε (σε συνεχή χρόνο) τον φ.χ.π.
B = (Ω,F ,F, P ). Θυμίζουμε ότι δεν απαιτούμε οι σ−άλγεβρες μας να είναι πλή-
ρεις.

Επίσης θεωρούμε έναν βοηθητικό μ.χ. (E, E) ο οποίος υποθέτουμε ότι είναι ένας
Πολωνικός χώρος (βλ. π.χ. [11], [15]) (δηλαδή ένας τοπολογικός χώρος ομοιο-
μορφικός με έναν πλήρη διαχωρίσιμο μετρικό χώρο).

Δύο βασικές ιδιότητες ενός Πολωνικού χώρου είναι οι ακόλουθες:

(pl1) Η σ−άλγεβρα είναι διαχωρίσιμη, δηλαδή παράγεται από μία αριθμήσιμη
άλγεβρα.

Για την δεύτερη ιδιότητα, θα πρέπει να θυμηθούμε ότι ένας πυρήνας μετά-
βασης (transition kernel) ή πυρήνας Markov α(a, db) από έναν μετρήσιμο
χώρο (μ.χ. για συντομία) (A,A) μέσα σε έναν άλλο μ.χ. (B,B) είναι μία
οικογένεια {α(a, •)}a∈A από μη−αρνητικά μέτρα επάνω στην B, έτσι ώστε
η α(•, C) να είναι A−μετρήσιμη για κάθε σταθερό C ∈ B.

(pl2) Έστω (G,G ) οποιοσδήποτε μ.χ.. Αν m είναι ένα μη−αρνητικό πεπερασμένο
μέτρο επάνω στον (G×E,G ⊗E) με G−περιθώριο μέτρο m̂ : G 7−→ R+ ώστε
m̂(A) = m(A × E) για κάθε A ∈ G , τότε υπάρχει ένας πυρήνας μετάβασης
α(g, dx) από το (G,G ) στο (E, E) έτσι ώστε

m(B) =

∫
m̂(dg)

∫
α(g, dx)χB(g, x) =

∫∫
χB(g, x)α(g, dx)m̂(dg)
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6.1 Τυχαία μέτρα

για κάθε B ∈ G ⊗ E .

Μπορούμε επίσης να το γράφουμε ως εξής, m(dg, dx) := m̂(dg)α(g, dx).

Ας τονίσουμε ότι αυτή η ιδιότητα της disintegration είναι επίσης ισο-
δύναμη με την ακόλουθη ιδιότητα : αν Z : Ω 7−→ E είναι οποιαδήποτε
F − E−μετρήσιμη συνάρτηση με (Ω,F , P ) οποιαδήποτε χ.π. και G οποια-
δήποτε σ−υποάλγεβρα της F , τότε η Z δέχεται μία κανονική υπο συν-
θήκη κατανομή (regular conditional distribution) ως προς την F , δηλαδή
δέχεται έναν πυρήνα Markov αZ από τον μ.χ. (Ω,F) στον μ.χ. (E, E) ώστε
αZ(•, B) := P [Z−1(B)|G ](•).

Πλέον μπορούμε να δώσουμε τον ορισμό του τυχαίου μέτρου (θεωρούμε ότι οι
τ.μ. μας είναι μη αρνητικές).

Ορισμός 6.1.1.1. Ένα τυχαίο μέτρο επάνω στον R+×E είναι μία οικογένεια µ =

{µ(ω; dt, dx}ω∈Ω από μη αρνητικά μέτρα επάνω στην B(R+)⊗E που ικανοποιούν
την µ(ω; {0}×E) = 0 για κάθε ω ∈ Ω ώστε η συνάρτηση ω 7−→ µ(ω; dt, dx) να είναι
F−μετρήσιμη.

Θέτουμε Ω̃ := Ω× R+ × E, με τις σ−άλγεβρες Õ := O ⊗ E και P̃ := P ⊗ E .

Μία συνάρτησηW επάνω στο Ω̃ η οποία είναι Õ− μετρήσιμη (αντίστοιχα P̃− με-
τρήσιμη) καλείται προαιρετική συνάρτηση (αντίστοιχα προβλέψιμη συνάρτηση).
Αν W είναι μία συνάρτηση στο Ω̃ και αν H είναι μία σ.δ., τότε γράφουμε WH ή
HW για την συνάρτηση (ω, t, x) 7−→ H(ω, t)W (ω, t, x).

Έστω µ ένα τυχαίο μέτρο και W μία προαιρετική συνάρτηση στον Ω̃. Αφού σύμ-
φωνα με το θεώρημα Fubini η συνάρτηση (t, x) 7−→ W (ω, t, x) είναι B(R+) ⊗ E−
μετρήσιμη για κάθε ω ∈ Ω, τότε μπορούμε να ορίσουμε την ολοκληρωτική δια-
δικασία (ή διαδικασία ολοκλήρωμα) W ∗ µ ως εξής :

(W∗µ)t(ω) :=


∫
[0,t]×EW (ω, s, x)µ(ω; ds, dx), αν

∫
[0,t]×E |W (ω, s, x)|µ(ω; ds, dx) < +∞

+∞, διαφορετικά,

για κάθε ω ∈ Ω και t ∈ R+.
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προσαυξήσεις

Παρατήρηση 6.1.1.2. Η W ∗ µ είναι σ.δ.. Πράγματι, γενικά ισχύει το εξής. Αν
(Ω,F , P ) και (R,B, Q) είναι χ.π. και f : Ω × R 7−→ R είναι μία συνάρτηση
ώστε

∫
|f(ω, x)|Q(dx) < ∞ τότε η F : Ω 7−→ R με F (ω) :=

∫
f(ω, x)Q(dx) είναι

F−μετρήσιμη. Το ίδιο ισχύει αν το Q αντικατασταθεί από έναν πυρήνα Markov
Qω := Q(ω, db) από τον μ.χ. (Ω,Σ) στον μ.χ. (R,B).

Επειδή δεν βρέθηκε στη βιβλιογραφία μία απόδειξη της παραπάνω παρατήρησης,
παραθέτουμε την παρακάτω απόδειξη.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε τις standart μεθόδους της θεωρίας μέτρου για
να αποδείξουμε το ζητούμενο.
(a) Αν f := χE , όπου E = A×B. Τότε

FE(ω) =

∫
χE(ω, x)Q(dx)

=

∫
χA(ω)χB(x)Q(dx)

= χA(ω)

∫
[A×B]ω

Q(dx)

= χA(ω)Q(B)

=


Q(B), ω ∈ A

0, ω /∈ A.

Η F := FE είναι F−μετρήσιμη, αν E = A×B με A ∈ F και B ∈ B.

(b) Η F : Ω 7−→ R με F (ω) := FE(ω) =
∫
χE(ω, x)Q(dx) για κάθε E ∈ F ⊗B και

για κάθε ω ∈ Ω είναι F−μετρήσιμη.
Πράγματι, θεωρούμε την κλάση

D := {E ∈ F ⊗B : FE(ω) :=

∫
χE(ω, x)Q(dx) είναι F − μετρήσιμη συνάρτηση}.

Θα αποδείξουμε ότι το παραπάνω σύνολο είναι μία κλάση Dynkin.
Πράγματι,
(Dyn1) ∅ ∈ D , προφανές.
(Dyn2) Για κάθε E ∈ D ισχύει ότι Ec ∈ D .

70



6.1 Τυχαία μέτρα

Πράγματι, έστω E ∈ D . Τότε έχουμε ότι η FE είναι F−μετρήσιμη. Άρα η FEc

είναι F−μετρήσιμη.

(Dyn3) Έστω {En}n∈N ακολουθία συνόλων στον F⊗B τότε για κάθε n ∈ N ισχύει
ότι

∪
n∈N

En ∈ D και Ei ∩ Ej = ∅ για κάθε i ̸= j ∈ N.

Πράγματι,

F∪n∈NEn(ω) =

∫
χ{∪n∈NEn}(ω, x)Q(dx)

=

∫
δ(ω,x)(∪n∈NEn)Q(dx)

=

∫ ∞∑
n=0

δ(ω,x)(En)Q(dx)

=
∞∑
n=0

∫
δ(ω,x)(En)Q(dx)

=
∞∑
n=0

∫
χEn(ω, x)Q(dx)

=
∞∑
n=0

FEn(ω).

Αφού κάθε FEn είναι F−μετρήσιμη, έπεται ότι η F∪n∈NEn είναι F−μετρήσιμη.

Αφού, λόγω του βήματος (a) έχουμε ότι E := {A×B : A ∈ F , B ∈ B} ⊆ D , από το
Θεώρημα της Μονότονης Κλάσης για σύνολα (βλ. Βʹ.2.2) έχουμε ότι D = F ⊗B

δηλαδή για κάθε E ∈ F ⊗B η FE(ω) :=
∫
χE(ω, x)Q(dx) είναι F−μετρήσιμη.

(c) Έστω η f είναι μία απλή μη αρνητική συνάρτηση με κανονική μορφή f(ω, x) =
n∑
k=1

akχEk
(ω, x), όπου Ek ∈ F ⊗B με Ek = f−1({ak}) και ak ≥ 0 για κάθε k ∈ N.
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Χαρακτηριστικά των ημι−martingales και σ.δ. με ανεξάρτητες
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Τότε

F (ω) =

∫
f(ω, x)Q(dx)

=

∫ n∑
k=1

akχEk
(ω, x)Q(dx)

=
n∑
k=1

ak

∫
χEk

(ω, x)Q(dx)

=
n∑
k=1

akFEk
(ω).

Επομένως λόγω και του (b) η F είναι F−μετρήσιμη.
(d) Έστω f μία F⊗B−μετρήσιμη συνάρτηση με f ≥ 0. Τότε υπάρχει μία αύξουσα
ακολουθία {fn}n∈N απλών συναρτήσεων fn : Ω×R 7−→ R ώστε f = lim

n→∞
fn (βλέπε

[3], Θεώρημα 2.1.12). Τότε

F (ω) =

∫
f(ω, x)Q(dx)

=

∫
lim
n→∞

fn(ω, x)Q(dx)

= lim
n→∞

∫
fn(ω, x)Q(dx)

= lim
n→∞

Fn(ω).

Άρα, αφού από το βήμα (c) κάθε Fn είναι F−μετρήσιμη, προκύπτει ότι η F είναι
F−μετρήσιμη.
(e) Έστω f είναι F ⊗B−μετρήσιμη. Τότε έχουμε f = f+ − f− και άρα

F (ω) =

∫
f(ω, x)Q(dx)

=

∫
f+(ω, x)Q(dx)−

∫
f−(ω, x)Q(dx)

= F1(ω)− F2(ω).

Επομένως, αφού οι F1 και F2 είναι F−μετρήσιμες σύμφωνα με το βήμα (a), θα
έχουμε ότι η F είναι F−μετρήσιμη.
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(f) Η απόδειξη για Qω(db) αντι Q είναι η ίδια. �

Ορισμοί 6.1.1.3. (a) Ένα τυχαίο μέτρο µ καλείται προαιρετικό ή προβλέψιμο
αν η διαδικασία W ∗ µ είναι προαιρετική ή προβλέψιμη για κάθε προαιρετική ή
προβλέψιμη συνάρτηση W , αντίστοιχα.
(b) Ένα προαιρετικό μέτρο µ καλείται ολοκληρώσιμο αν η τ.μ. (1∗µ)∞ = µ(•,R+×
E) είναι ολοκληρώσιμη (ή ισοδύναμα, αν 1 ∗ µ ∈ A +).
(c) Ένα προαιρετικό τυχαίο μέτρο µ καλείται P̃ − σ−πεπερασμένο αν υπάρχει
μία αυστηρά θετική προβλέψιμη συνάρτηση V στο Ω̃ έτσι ώστε η τ.μ. (V ∗µ)∞ να
είναι ολοκληρώσιμη (ή ισοδύναμα V ∗ µ ∈ A +). Αυτή η ιδιότητα είναι ισοδύναμη
με την ύπαρξη της P̃−μετρήσιμης διαμέρισης {An}n∈N του Ω̃ έτσι ώστε κάθε
(χAn ∗ µ)∞ να είναι ολοκληρώσιμη.

Παράδειγμα 6.1.1.4. Έστω A ∈ V +. Στο A αντιστοιχίζουμε ένα τυχαίο μέτρο
µ επάνω στον R+ × {1} με µ(ω; dt× {1}) = dAt(ω). Τότε:

(i) Το μέτρο µ είναι προαιρετικό. Το µ είναι προβλέψιμο αν και μόνο αν είναι
και το A.

(ii) Το µ είναι ολοκληρώσιμο αν και μόνο αν είναι και το A είναι ολοκληρώσιμο
(δηλ. A ∈ A +).

(iii) Αν A ∈ A +
loc τότε το µ είναι P̃ − σ−πεπερασμένο (παίρνουμε μία {Tn}n∈N

τοπικοποιούσα ακολουθία για την A, έτσι ώστε ATn ∈ A και την προ-
βλέψιμη διαμερίση A0 = J0K × {1} , An =KTn−1, TnK × {1} του συνόλου
Ω̃ = Ω× R+ × {1}).

Το κύριο αποτέλεσμα αυτής της παραγράφου είναι η επόμενη γενίκευση του
Θεωρήματος 4.2.4.

Θεώρημα 6.1.1.5. Έστω µ ένα P̃ − σ−πεπερασμένο τυχαίο μέτρο. Υπάρχει
ένα τυχαίο μέτρο, που καλείται ο αντισταθμιστής του µ και συμβολίζεται με
µP , το οποίο είναι μοναδικό P−σ.β., και το οποίο χαρακτηρίζεται να είναι
ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο ικανοποιώντας κάθε μία από τις ακόλουθες
ισοδύναμες ιδιότητες:

(i) E[(W ∗µP )∞] = E[(W ∗µ)∞] για κάθε μη αρνητική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση
W επάνω στο Ω̃.
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(ii) Για κάθε P̃−μετρήσιμη συνάρτηση W επάνω στο Ω̃ έτσι ώστε |W | ∗ µ ∈
A +
loc, η |W | ∗ µP ανήκει στον A +

loc και η σ.δ. W ∗ µP είναι ο αντισταθμιστής
της σ.δ. W ∗ µ (ή ισοδύναμα, W ∗ µ−W ∗ µP είναι ένα τοπικό martingale).

Επιπλέον, υπάρχει μία προβλέψιμη σ.δ. A ∈ A + και ένας πυρήνας μετάβασης
K(ω, t; dx) από τον μ.χ. (Ω× R+,P) στον μ.χ. (E, E) έτσι ώστε

µP (ω; dt, dx) = dAt(ω)K(ω, t; dx). (6.1)

Πολλές φορές το µP καλείται και προβλέψιμος αντισταθμιστής ή δυική προ-
βλέψιμη προβολή του µ.

Απόδειξη. Έστω V μία αυστηρά θετική προβλέψιμη συνάρτηση επάνω στο Ω̃

έτσι ώστε V ∗µ ∈ A +. Σημειώνουμε ότι κάθε ένα από τα (i) και (ii) συνεπάγεται
ότι V ∗ µP ∈ A +.

(a) Πρώτα θα αποδείξουμε ότι (i) =⇒ (ii).

Έστω W μία προβλέψιμη συνάρτηση με |W | ∗ µ ∈ A +
loc και {Tn}n∈N μία τοπικο-

ποιούσα ακολουθία με (|W | ∗µ)Tn ∈ A +. Εφαρμόζοντας το (i) σε κάθε |W |χJ0,TnK,
βλέπουμε ότι |W | ∗µP ∈ Aloc. Αν T ένας χ.δ., εφαρμόζοντας το (i) στο W+χJ0,T∧TnK
και W−χJ0,T∧TnK συνεπάγεται ότι

E[(W ∗ µP )T∧Tn ] = E[(W ∗ µ)T∧Tn ].

Τότε από το Λήμμα 2.5.7 έχουμε ότι κάθε (W ∗µ−W ∗µP )Tn ∈ M , ως εκ τούτου
W ∗ µ−W ∗ µP είναι ένα τοπικό martingale.
(b) Τώρα θα αποδείξουμε ότι (ii) =⇒ (i).

Αν 0 ≤ W ≤ nV και αν η W είναι προβλέψιμη, έχουμε ότι W ∗ µ ∈ A + και από
την (ii) μαζί και με το Θεώρημα 4.2.3 και τις Ιδιότητες 5.4.4 προκύπτει ότι

E[W ∗ µP∞] = E[W ∗ µ∞].

Αν W είναι οποιαδήποτε προβλέψιμη μη−αρνητική συνάρτηση, εφαρμόζουμε ότι
προηγείται του κάθε W (n) = Wχ{W≤nV } και τότε αφήνουμε το n→ ∞ και έχουμε
την (i).
(c) Τώρα θα αποδείξουμε την μοναδικότητα.
Έστω E0 μία αριθμήσιμη άλγεβρα, η οποία παράγει την E , και έστω ότι τα µP

και µ̂P ικανοποιούν την (ii). Τότε για κάθε A ∈ E0, οι δύο σ.δ. (V χA) ∗ µP και
(V χA) ∗ µ̂P είναι καθολικά ισοδύναμες. Επομένως το σύνολο

N =
∪
A∈E0

{ω : ∃ t ∈ R+ [(V χA) ∗ µP ]t(ω) ̸= [(V χA) ∗ µ̂P ]t(ω)}
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είναι P−μηδενικό, ενώ στο συμπληρωμά του N c έχουμε ότι µP (ω; •) = µ̂P (ω; •).
(d) Τελικά θα αποδείξουμε την ύπαρξη και την (6.1).
Θέτουμε A := (V ∗ µ)P . Για κάθε φραγμένη P̃−μετρήσιμη συνάρτηση W , επίσης
θέτουμε m(W ) := E[(VW ∗µ)∞], το οποίο ορίζει ένα θετικό πεπερασμένο μέτρο m
επάνω στο (Ω̃, P̃). Επιπλέον θεωρούμε το θετικό πεπερασμένο μέτρο m̂ επάνω
στον μ.χ. (Ω×R+,P), που ορίζεται από την σχέση m̂(dω, dt) = P (dω)dAt(ω), δηλ.
m̂(B) = E[(χB•A)∞] για όλα τα B ∈ P. Αν B ∈ P έχουμε ότι (V χB)∗µ = χB•(V ∗
µ) (προφανές), συνεπώς [(V χB) ∗ µ]P = χB • A από το Θεώρημα 4.2.4 επομένως
m̂(B) = E[((V χB) ∗ µ)∞] = m(B × E). Συνεπώς μπορούμε να εφαρμόσουμε την
(pl2), και έτσι να πάρουμε έναν πυρήνα μετάβασης α από τον μ.χ. (Ω × R+,P)

στον μ.χ. (E, E) με
m(dω, dt, dx) = m̂(dω, dt)α(ω, t; dx).

Θέτουμε
K(ω, t; dx) := α(ω, t; dx)

1

V (ω, t, x)
,

δηλαδή K είναι ένας πυρήνας μετάβασης από το (Ω × R+,P) στο (E, E) που
ορίζεται από την σχέση

K(ω, t;B) =

∫
B

1

V (ω, t, x)
α(ω, t; dx),

για όλα τα B ∈ E . Τότε αν W είναι μία μη−αρνητική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση,
η σ.δ.

(KW )t(ω) :=

∫
E

W (ω, t, x)K(ω, t; dx),

είναι προφανώς προβλέψιμη. Τώρα ας ορίσουμε το τυχαίο μέτρο µP σύμφωνα με
την (6.1). Αν W είναι μη−αρνητική και P̃−μετρήσιμη, τότε το W ∗µP = (KW )•A
είναι προβλέψιμη, επομένως το µP είναι ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο. Επιπλέον,
για κάθε W μη−αρνητική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση, έχουμε

E[(W ∗ µP )∞] =

∫
m(dω, dt, dx)

W (ω, t, x)

V (ω, t, x)
= E[(W ∗ µ)∞].

Και άρα έχουμε την (i). �

Στη συνέχεια έχουμε δύο σημαντικές ιδιότητες:

Ιδιότητες 6.1.1.6. Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες,

(i) Αν µ είναι ένα προβλέψιμο P̃−σ−πεπερασμένο τυχαίο μέτρο, τότε µP = µ.
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(ii) Έστω µ είναι ένα προαιρετικό P̃ − σ−πεπερασμένο τυχαίο μέτρο, και
έστω W είναι μία μη−αρνητική προβλέψιμη συνάρτηση επάνω στο Ω̃.

Τότε για κάθε προβλέψιμο χρόνο T ,∫
E

µP ({T} × dx)W (T, x) = E
[∫

E

µ({T} × dx)W (T, x)|FT−

]
επάνω στο {T < ∞} (το W (T, x) συμβολίζει την W (ω, T (ω), x). Αυτήν την
ιδιότητα την έχουμε από την Ιδιότητα 4.2.5 (c) εφαρμόζοντάς την στην
A = (WχJT K) ∗ µ, για την οποία έχουμε ότι AP = (WχJT K) ∗ µP ).

6.1.2 Τυχαία μέτρα με ακέραιες τιμές

Ορισμοί 6.1.2.1. Ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές είναι ένα τυχαίο μέτρο
το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες:
(i) Το µ(ω; {t} × E) ≤ 1 για κάθε (ω, t) ∈ Ω× R+.

(ii) Για κάθε A ∈ B(R+)⊗ E , µ(•, A) παίρνει τιμές στον N.
(iii) Το µ είναι προαιρετικό και P̃ − σ−πεπερασμένο.

Φυσικά, η ιδιότητα (iii) είναι μία ad−hoc ιδιότητα, την οποία εμείς προσθέτουμε
στον ορισμό έτσι ώστε να μην επαναλαμβανόμαστε στη συνέχεια της διπλωμα-
τικής.

Πρόταση 6.1.2.2. Αν µ είναι ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές, τότε υπάρχει
ένα λεπτό τυχαίο σύνολο D και μία προαιρετική σ.δ. β με τιμές στον E, έτσι
ώστε

µ(ω; dt, dx) =
∑
s≥0

χD(ω, s)δ(s,βs(ω))(dt, dx) (6.2)

όπου δα συμβολίζει το μέτρο Dirac στο σημείο α. Ας σημειώσουμε ότι για κάθε
μη−αρνητική προαιρετική συνάρτηση W , αν {Tn}n∈N είναι μία ακολουθία χ.δ.
που εξαντλεί το λεπτό το σύνολο D, έχουμε ότι

(W ∗ µ)t =



∑
n

W (Tn, βTn)χ{Tn≤t}

∑
0<s≤t

W (s, βs)χD(s).

Αντιστρόφως, αν το µ ορίζεται όπως στην (6.2), όπου D είναι ένα λεπτό σύνολο
και β είναι μία προαιρετική σ.δ. με τιμές στον E, τότε το µ είναι ένα τυχαίο
μέτρο με ακέραιες τιμές, υπο την προυπόθεση ότι είναι P̃ −σ−πεπερασμένο.
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Απόδειξη. Αν θέσουμε D := {(ω, t) : µ(ω; {t} × E) = 1}, τότε από τον Ορισμό
6.1.2.1 έχουμε ότι το µ έχει την απαιτούμενη μορφή για κάποιες σ.δ. β με τιμές
στον E. Το μόνο που μένει να αποδείξουμε είναι ότι η β είναι προαιρετική, και
ότι το D είναι λεπτό σύνολο.
Έστω {An} είναι μία P̃−μετρήσιμη διαμέριση του Ω̃ έτσι ώστε χAn ∗µ ∈ A + και
{S(n, p)}p∈N να είναι οι διαδοχικοί χρόνοι άλματος της σ.δ. χAn ∗ µ, η οποία από
τον Ορισμό 6.1.2.1 είναι μία σημειακή σ.δ. με την έννοια της σχέσης (4.1). Άρα
D =

∪
(n,p)

JS(n, p)K είναι ένα λεπτό σύνολο.
Έστω {Tn}n∈N είναι μία ακολουθία χ.δ. που εξαντλούν το λεπτό σύνολο D. Για
κάθε t ∈ R+ και κάθε C ∈ E , η τ.μ. χC(βTn)χ{Tn≤t} = [(χJTnK×C) ∗ µ]t πρέπει
να είναι Ft−μετρήσιμη, επειδή το µ είναι προαιρετικό. Συμπεραίνουμε ότι η βTn
είναι FTn−μετρήσιμη, και αφού μπορούμε να επιλέξουμε την β να είναι ίση με ένα
αυθαίρετο σταθερό σημείο, έστω α, έξω από το D, έτσι έχουμε την προαιρετική
σ.δ. β. �

Επίσης σημειώνουμε ότι ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές μπορεί να θεωρηθεί
και ως ένα ′′μέτρο απαρίθμησης′′ που συνδέεται με μία τυχαία σημειακή διαδι-
κασία στον R+ × E, της οποίας τα σημεία είναι τα (Tn, βTn) που εμφανίζονται
στην Πρόταση 6.1.2.2.

Το πιο χρήσιμο παράδειγμα τυχαίου μέτρου με ακέραιες τιμές είναι το παρα-
κάτω:

Πρόταση 6.1.2.3. Έστω X μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ. με τιμές στον Rd.

Τότε η σχέση

µX(ω; dt, dx) :=
∑
s

χ{∆Xs(ω)̸=0}δ(s,∆Xs(ω))(dt, dx)

ορίζει ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές στον R+×Rd (στην Πρόταση 6.1.2.2
έχουμε ότι D = {∆X ̸= 0} και β = ∆X).

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 2.3.7 προκύπτει ότι η ∆X είναι προαιρετική. Από την
Πρόταση 6.1.2.2 και τα δεδομένα μας, αυτό που μας μένει να αποδείξουμε είναι
ότι το µX είναι P̃ − σ−πεπερασμένο. Ορίζουμε τους χ.δ. S(n, p) με S(n, 0) = 0

και
S(n, p+ 1) = inf{t > S(n, p) : |Xt −XS(n,p)| > 2−n−1},
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και θέτουμε A(n, p) := J0, S(n, p)K × {x ∈ Rd : |x| > 2−n} και A(0) = Ω× R+ × {0},
και V = χA(0)+

∑
n,p∈N

χA(n,p)2
−n−p. Τότε η V είναι P̃−μετρήσιμη και αυστηρά θετική

(επειδή S(n, p) ↑ ∞ καθώς p ↑ ∞). Επιπλέον (χA(0)∗µX)∞ = 0 και (χA(n,p)∗µX)∞ ≤
p από την κατασκευή του µX , και επειδή κάθε άλμα του X μεγέθους > 2−n

συμβαίνει σε ένα από τους χρόνους S(n, p). Ως εκ τούτου (V ∗µX)∞ ≤
∑
n,p∈N

p2−n−p

και έχουμε το ζητούμενο. �

Πρόταση 6.1.2.4. Έστω µ ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές, ν = µP ο
αντισταθμιστής του και J = {(ω, t) : ν(ω; {t} × E) > 0}.

(a) Το J είναι ο προβλέψιμος φορέας του D της Πρότασης 6.1.2.2 και για
όλους τους προβλέψιμους χρόνους T και μία μη−αρνητική προβλέψιμη
συνάρτηση W έχουμε ότι∫

E

W (T, x)ν({T} × dx) = E[W (T, βT )χD(T )|FT−] επάνω στο {T <∞}.

(b) Υπάρχει μία εκδοχή του ν έτσι ώστε ν(ω, {t} × E) ≤ 1 για κάθε ω ∈ Ω και
για κάθε t ∈ R+ και το λεπτό σύνολο J να εξαντλείται από μία ακολουθία
από προβλέψιμους χρόνους.

Απόδειξη. (a) H σχέση του συμπεράσματος (a) είναι η ίδια με την Ιδιότητα 6.1.1.6
(ii). Συγκεκριμένα, η at := ν({t} × E) είναι η προβλέψιμη προβολή της σ.δ. χD,
και έτσι το πρώτο ζητούμενο προκύπτει από τον ορισμό του προβλέψιμου φορέα
του D.
(b) Από Λήμμα 3.2.4 έχουμε μία ακολουθία από προβλέψιμους χρόνους, των
οποίων τα γραφήματα είναι κατά ζεύγη ξένα, με J ′ ⊆ J και J \J ′ εξαφανιζόμενο,
αν J ′ =

∪JTnK. Επιπλέον aTn ≤ 1 σ.β. από (a), ενώ το α είναι προβλέψιμο.
Ως εκ τούτου αν An = {aTn ≤ 1} και T ′

n = (Tn)An και J ′′ =
∪JT ′

nK, τότε κάθε
T

′
n είναι προβλέψιμο, J ′′ ⊆ J και J \ J ′′ είναι εξαφανιζόμενο. Επιπλέον το μέτρο
ν

′′
(ω; dt×dx) = ν(ω, dt×dx)χ(J\J ′′)c(ω, t) είναι σ.β. ίσο με το ν και είναι προβλέψιμο.

Άρα είναι της μορφής του µP , το οποίο ικανοποιεί τις απαιτήσεις το (b). �

Έπειτα, αν χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 3.3.6 έχουμε ότι,

Πόρισμα 6.1.2.5. Έστω X μία càdlàg προβλέψιμη σ.δ. και µX το μέτρο που
αντιστοιχεί στα άλματα του σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.2.2. Τότε η X είναι
ψεύδο−δεξιά−συνεχής αν και μόνο αν υπάρχει μία εκδοχή του (µX)p, η οποία
ικανοποιεί την (µX)p(ω; {t} × E) = 0 για κάθε (ω, t) ∈ Ω× R+.
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6.1.3 Ένα θεμελιώδες παράδειγμα: μέτρα Poisson

Στη συνέχεια δίνουμε μία επέκταση του Ορισμού 4.2.6.

Ορισμοί 6.1.3.1. (a) Ένα γενικευμένο μέτρο Poisson επάνω στον R+ × E, σε
σχέση με το φιλτράρισμα F, είναι ένα τυχαίο μετρο µ με ακέραιες τιμές έτσι
ώστε:

(i) Το μη αρνητικό μέτρο m επάνω στον R+ × E που ορίζεται ως m(A) :=

E[µ(•, A)] να είναι σ−πεπερασμένο.

(ii) Για κάθε s ∈ R+ και κάθε A ∈ B(R+) ⊗ E έτσι ώστε A ⊆ (s,∞) × E και
m(A) <∞, η τ.μ. µ(•, A) είναι ανεξάρτητη της σ−άλγεβρας Fs.

(b) Το μέτρο m καλείται μέτρο της έντασης του µ.
(c) Αν το m ικανοποιεί την m({t} × E) = 0 για κάθε t ∈ R+, τότε το µ καλείται
μέτρο Poisson. Αν m έχει την μορφή m(dt, dx) = dt × F (dx), όπου F είναι ένα
θετικό σ−πεπερασμένο μέτρο στο (E, E), τότε το µ καλείται ομογενές μέτρο
Poisson.

Για παράδειγμα, έστω N μία σημειακή διαδικασία και έστω µ ένα μέτρο όπως
έχει ορισθεί στο Παράδειγμα 6.1.1.4 (με E = {1}). Τότε το µ είναι ένα γενι-
κευμένο μέτρο Poisson ή Poisson, ή ομογενές μέτρο Poisson αν η N είναι μία
γενικευμένη σ.δ. Poisson ή σ.δ. Poisson, ή τυπική σ.δ. Poisson, αντίστοιχα.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι ένα Poisson μέτρο είναι ένα μέτρο απαρίθμησης μίας
′′συνήθους′′ σημειακής διαδικασίας Poisson επάνω στον B(R+) ⊗ E , δηλαδή αν
η {Ai}i∈N είναι μία ακολουθία από ξένα ανά δύο μετρήσιμα υποσυνόλα του
B(R+) ⊗ E με m(Ai) < ∞, τότε η ακολουθία {µ(•, Ai)}i∈N είναι ανεξάρτητη και
τα µ(•, Ai) έχουν την κατανομή Poisson με μέση τιμή m(Ai). Σε αυτό το σημείο,
θα υπολογίσουμε τον αντισταθμιστή του μέτρου Poisson.

Πρόταση 6.1.3.2. Έστω µ ένα γενικευμένο μέτρο Poisson επάνω στην B(R+)⊗E,
σε σχέση με το φιλτράρισμα F, με μέτρο έντασης m. Τότε ο αντισταθμιστής
του µ είναι το µP (ω; •) = m(•).

Απόδειξη. Ορίζουμε µP (ω, •) = m(•), το οποίο είναι ένα ′′τυχαίο′′ μέτρο, που εί-
ναι προβλέψιμο (αφού είναι ντεντερμινιστικό). Χρειάζεται να αποδείξουμε την
Ιδιότητα (i) του Παραδείγματος 6.1.1.4. Για αυτό τον σκοπό με ένα επιχείρημα
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μονότονης κλάσης και το Θεώρημα 3.1.2, είναι αρκετό να αποδείξουμε την Ιδιό-
τητα (i) του Παραδείγματος 6.1.1.4 για όλα τα W της μορφής W = χAχB×(s,t]×C ,
όπου 0 ≤ s < t, B ∈ Fs, C ∈ E και A ∈ B(R+)⊗E με m(A) <∞. Από την υπόθεση,
οι τ.μ. χB και µ(•, A ∩ ((s, t]× C)) είναι ανεξάρτητες και ολοκληρώσιμες. Άρα

E[(W ∗ µ)∞] = W (χBµ(A ∩ ((s, t]× C))) = P (B)m(A ∩ ((s, t]× C)) = E[(W ∗ µP )∞].

�

6.1.4 Στοχαστικό ολοκλήρωμα ως προς ένα τυχαίο μέτρο

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουμε την κατασκευή στοχαστικών ολοκληρω-
μάτων ως προς ένα ′′αντισταθμισμένο′′ τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές. Στην
παρούσα συγκυρία, θα έπρεπε να παρατηρήσουμε ότι στο Κεφάλαιο 5 κατα-
σκευάσαμε στοχαστικά ολοκληρώματα ως προς ένα ημι−martingale X, αλλά μόνο
για (τοπικά) φραγμένες προς ολοκλήρωση σ.δ.. Το στοχαστικό ολοκλήρωμα ′′πιο
γενικών′′ σ.δ. προς ολοκλήρωση έχει επιτευχθεί μόνο όταν X ∈ H 2

loc (και μόνο
για σ.δ. προς ολοκλήρωση, ώστε το ίδιο το στοχαστικό ολοκλήρωμα να ανήκει
επίσης στην H 2

loc). Αλλά βεβαίως υπάρχει επίσης ένα στοχαστικό ολοκλήρωμα
για ′′κατάλληλες′′ μη τοπικά φραγμένες προς ολοκλήρωση σ.δ. (βλέπε [17], [22]).
Δίνουμε κατ’ ευθείαν το πιο γενικό ολοκλήρωμα, εν μέρει διότι η έννοια του
′′τοπικά φραγμένου′′ δεν έχει νόημα εδώ.
Αρχίζουμε με ένα τυχαίο μέτρο µ επάνω στον R+ ×E με ακέραιες τιμές. Από τη
Πρόταση 6.1.2.2, το µ είναι της μορφής

µ(ω; dt, dx) =
∑
s≥0

χD(ω, s)δ(s,βs(ω))(dt, dx) (6.3)

όπου D είναι ένα προαιρετικό λεπτό σύνολο με (ω, 0) /∈ D και β είναι μία προ-
αιρετική σ.δ. με τιμές στον E.
Ονομάζουμε ν μία ′′καλή′′ εκδοχή της δυικής προβλέψιμης προβολής του µ, όπως
κατασκευάστηκε στην Πρόταση 6.1.2.4, και θέτουμε:

αt(ω) = ν(ω; {t} × F )

J = {α > 0}, εξαντλημένο από τους προβλέψιμους χρόνους {Tn}

νc(ω; dt, dx) = ν(ω; dt, dx)χJc(ω, t).

(6.4)
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6.1 Τυχαία μέτρα

Ας θυμηθούμε ότι Ω̃ = Ω×R+×E και P̃ = P⊗E . Για κάθε μετρήσιμη συνάρτηση
W επάνω στον Ω̃ έχουμε την σ.δ.

Ŵt(ω) :=


∫
E
W (ω, t, x)ν(ω; {t} × dx), αν

∫
E
|W (ω, t, x)|µ(ω; {t} × dx) < +∞

+∞, διαφορετικά,
(6.5)

Ορισμοί 6.1.4.1. (a) Συμβολίζουμε με Gloc(µ) το σύνολο όλων των P̃−μετρήσιμων
πραγματικών συναρτήσεων W επάνω στον Ω̃ έτσι ώστε η σ.δ.

W̃t(ω) = W (ω, t, βt(ω))χD(ω, t)− Ŵt(ω)

να ικανοποιεί την
[∑

s≤•(W̃s)
2
]1/2

∈ A +
loc.

(b) Αν W ∈ Gloc(µ) καλούμε στοχαστικό ολοκλήρωμα της W ως προς το µ− ν

και το συμβολίζουμε με W ∗ (µ − ν) κάθε καθαρά ασυνεχές τοπικό martingale
έτσι ώστε οι ∆X και W̃ να είναι καθολικά ισοδύναμες.

Είναι ξεκάθαρο ότι ο Gloc(µ) είναι γραμμικός χώρος, και η απεικόνιση W 7−→
W ∗(µ−ν) είναι γραμμική (ως προς την καθολική ισοδυναμία) επάνω στον Gloc(µ).

Επειδή το χρειαζόμαστε παρακάτω, δίνουμε έναν χαρακτηρισμό της ιδιότητας
W ∈ Gloc(µ) μέσω της ολοκληρωσιμότητας μίας κατάλληλης αύξουσας προβέ-
ψιμης σ.δ.. Για κάθε προβλέψιμη συνάρτηση W επάνω στον Ω̃, θεωρούμε δύο
(πιθανόν άπειρες) προβλέψιμες σ.δ. έτσι ώστε:

C(W )t := [(W − Ŵ )2 ∗ ν]t +
∑
s≤t

(1− αs)(Ŵs)
2 (6.6)

C(W )t := [|W − Ŵ | ∗ ν]t +
∑
s≤t

(1− αs)|Ŵs|. (6.7)

Θεώρημα 6.1.4.2. Έστω W μία προβλέψιμη συνάρτηση επάνω στον Ω̃.

(a) Η W ανήκει στον Gloc(µ) και το W ∗ (µ− ν) ανήκει στον H 2 (αντίστοιχα
H 2

loc) αν και μόνο αν η C(W ) ανήκει στον A + (αντίστοιχα A +
loc), όπου

στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι

⟨W ∗ (µ− ν),W ∗ (µ− ν)⟩ = C(W ). (6.8)

81
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(b) Η W ανήκει στον Gloc(µ) και το W ∗ (µ − ν) ανήκει στον A (αντίστοιχα
Aloc) αν και μόνο αν C(W ) ανήκει στον A + (αντίστοιχα A +

loc).

(c) Η W ανήκει στον Gloc(µ) αν και μόνο αν το C(W ′) + C̄(W ′′) ανήκει στον
Aloc, όπου 

W ′ := (W − Ŵ )χ{|W−Ŵ |≤1} + Ŵχ{|Ŵ |≤1}

W ′′ := (W − Ŵ )χ{|W−Ŵ |>1} + Ŵχ{|Ŵ |>1}.

(6.9)

(d) Θεωρούμε επιπλέον ότι W̃ ≥ −1 για κάθε ω ∈ Ω και t ∈ R+. Τότε Ŵ ≤ 1

επάνω στο {α < 1} ως προς την καθολική ισοδυναμία, και η W ανήκει
στον Gloc(µ) αν και μόνο αν η αύξουσα προβλέψιμη σ.δ. C ′(W ) ανήκει
στον A +

loc, όπου

C ′(W )t :=

[(
1−

√
1 +W − Ŵ

)2

∗ ν

]
t

+
∑
s≤t

(1− αs)

(
1−

√
1− Ŵs

)2

.

(6.10)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], II, παρ. 1d, σελ. 73−74.

6.2 Χαρακτηριστικά των ημι−martingales

Η έννοια των ′′χαρακτηριστικών′′ των ημι−martingales έχει γίνει για να επεκτα-
θούν οι τρείς βασικές έννοιες: drift, διακύμανση του Gaussian μέρους και μέτρο
Lèvy, που χαρακτηρίζουν την κατανομή μιάς σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

Έστω X μία σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις με X0 = 0 και χωρίς καθορι-
σμένους χρόνους ασυνέχειας. Είναι γνωστό ότι η Xt έχει μία κατανομή απείρως
διαιρετή και η χαρακτηριστική της συνάρτηση είναι της μορφής E[e(iuXt)] = e[ψt(u)],
με

ψt(u) = iubt −
u2

2
ct +

∫
(eiux − 1− iuh(x))Ft(dx) (6.11)

(Lèvy−Khintchine τύπος), όπου bt ∈ R, ct ∈ R+, Ft είναι ένα θετικό μέτρο που
ολοκληρώνει την 1 ∧ x2 και h είναι οποιαδήποτε φραγμένη Borel συνάρτηση με
συμπαγή φορέα, η οποία ′′συμπεριφέρεται όπως το x′′ κοντά στο 0. Επιπλέον,
από την ιδιότητα των ανεξάρτητων προσαυξήσεων έχουμε ότι,

e(iuXt)/eψt(u), είναι ένα martingale. (6.12)
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Αν το X είναι ένα ημι−martingale, τότε έχουμε την εξής ιδέα: βρίσκουμε δύο σ.δ.
{Bt}t∈R+ και {Ct}t∈R+ και ένα τυχαίο μέτρο ν έτσι ώστε αν ορίσουμε την σ.δ.
ψt(u) σύμφωνα με την (6.11), με τα bt, ct και Ft(dx) να αντικαθίστανται από τα
Bt, Ct και ν([0, 1] × dx), αντίστοιχα, τότε ισχύει η (6.12). Φυσικά δεν μπορούμε
να βρούμε μία τριάδα (B,C, ν) η οποία να είναι ντετερμινιστική (εκτός αν η X
είναι ένα ημι−martingale με ανεξάρτητες προσαυξήσεις) αλλά μπορεί κανείς να
βρει μία τριάδα και μόνο μία, η οποία ικανοποιεί την απαιτούμενη ιδιότητα και
να είναι προβλέψιμη. Αυτή η τριάδα καλείται τα χαρακτηριστικά της X.

Θεωρούμε ένα d−διάστατο ημι−martingale X = (X1, . . . , Xd) που είναι ορισμένο
πάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ), όπου γράφουμε X ∈ S d.

Ορισμός 6.2.1. Συμβολίζουμε με C d
t την κλάση όλων των συναρτήσεων h : Rd 7−→

Rd οι οποίες είναι φραγμένες και ικανοποιούν την h(x) = x σε μία περιοχή του 0.
Κάθε στοιχείο της C d

t ονομάζεται συνάρτηση περικοπής (truncation function).

Έστω h ∈ C d
t . Τότε ∆Xs− h(∆Xs) ̸= 0 μόνο αν |∆Xs| > b για κάποια b > 0 και οι

ακόλουθοι τύποι
X̆(h)t =

∑
s≤t

[∆Xs − h(∆Xs)] (6.13)

X(h) = X − X̆(h) (6.14)

ορίζουν μία d−διάστατη διαδικασία X̆(h) στον V d (δηλαδή οι συντεταγμένες της
ανήκουν στον V ) και ένα d−διάστατο ημι−martingale X(h). Επιπλέον, ∆X(h) =

h(∆X), άρα η ∆X(h) είναι φραγμένη, και ως εκ τούτου από Λήμμα 5.3.4 η X(h)

είναι ένα ειδικό ημι−martingale (δηλαδή τα στοιχεία του ανήκουν στον SP ) και
θεωρούμε την κανονική της ανάλυση:

X(h) = X0 +M(h) +B(h) (6.15)

όπου M(h) ∈ L d και B(h) είναι προβλέψιμο στον V d.

Ορισμοί 6.2.2. Σταθεροποιούμε μία h ∈ C d
t αυθαίρετη. Καλούμε χαρακτηρι-

στικά της X (ή χαρακτηριστικά της X σε σχέση με την h, αν υπάρχει μία ασάφεια
για την h) την τριάδα (B,C, ν) που συνιστάται από:
(i) την B = {Bi}i≤d που είναι μία προβλέψιμη διαδικασία στον V d, δηλαδή η σ.δ.
B := B(h) που εμφανίζεται στην (6.15).
(ii) την C = {Cij}i,j≤d που είναι μία συνεχής σ.δ. στον V d×d, συγκεκριμένα

C ij = ⟨X i,c, Xj,c⟩
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(Xc είναι το συνεχές μέρος του martingale της X , βλ. Θεώρημα 5.2.3).
(iii) Το ν που είναι ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο στον R+ ⊗ Rd, συγκεκριμένα
ο αντισταθμιστής του τυχαίου μέτρου µX που αντιστοιχεί στα άλματα της X
σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.2.3.

Παρατήρηση 6.2.3. Βλέπουμε ότι τα C και ν δεν εξαρτώνται από την επιλογή
της συνάρτησης h, ενώ B = B(h) εξαρτάται από την h. Αυτό αντιστοιχεί στο
επόμενο γνωστό γεγονός: στην σχέση (6.11), αν αντικαταστίσουμε το h από μία
άλλη συνάρτηση, τότε το bt μπορεί να τροποποιηθεί, αλλά ούτε το ct ούτε το Ft
τροποποιείται. Στη συνέχεια, η συνάρτηση h θα είναι αυθαίρετη στον χώρο
C d
t , αλλά σταθεροποιημένη (εκτός αν αναφέρεται κάτι διαφορετικό). Αρχικά,
η συνάρτηση h μπορεί να θεωρηθεί ως h(x) = x ·χ{|x|≤1}, το οποίο είναι ένα είδος
κανονικότητας (βλ. π.χ. [18]). Αλλά σε αυτήν την διπλωματική για τεχνικούς
λόγους είναι καλύτερο να επιλέξουμε την συνάρτηση h να είναι συνεχής.

Παρατήρηση 6.2.4. Από τον Ορισμό 6.2.2, τα χαρακτηριστικά είναι μοναδικά
P−σ.β. (επειδή η ανάλυση (6.15), όπως επίσης το Xc, το ⟨X i,c, Xj,c⟩ και ο αντι-
σταθμιστής του µX είναι μοναδικά P−σ.β.). Έτσι είναι βολικό να καλούμε χα-
ρακτηριστικά κάθε τριάδα (B′, C ′, ν ′) που αποτελείται από μία σ.δ. B′ με τιμές
στον Rd, μία σ.δ. C ′ με τιμές στον Rd × Rd και ένα τυχαίο μέτρο ν ′, έτσι ώστε

(B′
•(ω), C

′
•(ω), ν

′(ω; •)) = (B•(ω), C•(ω), ν(ω; •)), για όλα τα ω /∈ N,

όπου N είναι ένα P−μηδενικό σύνολο. Αυτή η συνθήκη δεν συνεπάγεται ότι
η τριάδα (B′, C ′, ν ′) είναι προβλέψιμη (εκτός αν ο φ.χ.π. είναι πλήρης), και δεν
συνεπάγεται ακόμα ότι για παράδειγμα το B′ έχει πεπερασμένη κύμανση ή είναι
càdlàg παντού. Μία τέτοια ασθενή επέκταση της έννοιας των χαρακτηριστικών
θα αποδείξουμε στην συνέχεια για τα προβλήματα martingales.

Από εδώ και κάτω, θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο ∗ που είδαμε στην υποενότητα
6.1.1 Έχουμε E = Rd. Αν η f μία συνάρτηση επάνω στον Rd, ο συμβολισμός f ∗ ν
σημαίνει ότι ολοκληρώνουμε την W (ω, t, x) = f(x) ως προς το ν. Αν η f είναι
πολυδιάστατη, τότε ολοκληρώνουμε κατά συνιστώσες και το αποτέλεσμα είναι
μία πολυδιάστατη διαδικασία. Αν η f είναι της μορφής f(x) = |x|2∧1, τότε επίσης
γράφουμε (|x|2∧1)∗ν. Η μη μοναδικότητα που προαναφέρθηκε στην Παρατήρηση
6.2.4 μας επιτρέπει για την επιλογή μίας καλής εκδοχής των χαρακτηριστικών.
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Πρόταση 6.2.5. Μπορούμε να βρούμε μία εκδοχή (B,C, ν) χαρακτηριστικών
της X τα οποία έχουν την μορφή:

Bi = bi • A
C ij = cij • A (6.16)

ν(ω; dt, dx) = dAt(ω)Kω,t(dx)

όπου:

(i) η A είναι μία προβλέψιμη σ.δ. στον A +
loc, η οποία μπορεί να επιλεχθεί να

είναι συνεχής αν και μόνο αν η X είναι ψευδό−αριστερά−συνεχής,

(ii) η b = (bi)i≤d είναι μία d−διάστατη προβλέψιμη σ.δ.,

(iii) η c = (cij)i,j≤d είναι μία προβλέψιμη σ.δ. με τιμές στο σύνολο όλων των
συμμετρικών μη αρνητικών d× d πινάκων,

(iv) ο Kω,t(dx) είναι ένας πυρήνας μετάβασης από τον μ.χ. (Ω×R+,P) στον
μ.χ. (Rd,Bd) ο οποίος ικανοποιεί τις

Kω,t({0}) = 0,

∫
(|x|2 ∧ 1)Kω,t(dx) ≤ 1

∆At(ω) > 0 =⇒ bt(ω) =

∫
h(x)Kω,t(dx) (6.17)

∆At(ω)Kω,t(Rd) ≤ 1.

Επίσης από την (iii) και τις σχέσεις (6.17) αυτή η ′′καλή′′ εκδοχή των χαρα-
κτηριστικών (B,C, ν) ικανοποιεί τα παρακάτω για κάθε ω ∈ Ω:

s ≤ t =⇒ (Cij
t (ω)− Cij

t (ω))i,j≤d, είναι ένας συμμετρικός μη αρνητικός πίνακας
(6.18)

(|x|2 ∧ 1) ∗ ν ∈ Aloc και ν(ω; {t} × Rd) ≤ 1 (6.19)

∆Bt(ω) =

∫
h(x)ν(ω; {t} × dx). (6.20)

Για την απόδειξη παραπέμπουμε στον Jacod−Shirayev [16].
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Ορισμός 6.2.6. Έστω h ∈ C d
t . Ονομάζουμε, τροποποιημένο δευτερεύον χαρα-

κτηριστικό του X (σε σχέση με την h) την προβλέψιμη σ.δ. C̃ του χώρου V d×d η
οποία ορίζεται ως εξής:

C̃ij =
⟨
M(h)i,M(h)j

⟩
όπου η M(h) ορίζεται από την σχέση (6.15) (ας σημειώσουμε ότι ∆X(h) = h(∆X)

και η h είναι επίσης φραγμένη, επομένως κάθε συνιστώσα τηςM(h)i) είναι τοπικά
τετραγωνικά ολοκληρώσιμο martingale και η C̃ ij είναι καλά ορισμένη). Η τριάδα
(B, C̃, ν) καλείται το τροποποιημένο χαρακτηριστικό της X.

Φυσικά, η C̃ εξαρτάται από την συνάρτηση h, και μερικές φορές γράφουμε C̃(h)
για να τονίσουμε την εξάρτηση. Η Παρατήρηση 6.2.4 εφαρμόζεται επίσης στην
C̃. Εδώ δίνεται ένας αναλυτικός υπολογισμός του C̃ μέσω των χαρακτηριστι-
κών (B,C, ν). Η παρακάτω σχέση (6.21) μας δείχνει ξεκάθαρα ότι μπορούμε να
υπολογίσουμε τα (B, C̃, ν) μέσω των (B,C, ν), και αντίστροφα.

Πρόταση 6.2.7. (a) Ως προς την καθολική ισοδυναμία

C̃ ij = C ij + (hihj) ∗ ν (6.21)

−
∑
s≤•

(∫
hi(x)ν({s} × dx)

)(∫
hj(x)ν({s} × dx)

)
= C ij + (hihj) ∗ ν −

∑
s≤•

∆Bi
s∆B

j
s .

(b) Αν (B,C, ν) είναι η ′′καλή′′ εκδοχή των χαρακτηριστικών στην Πρόταση
6.2.5, τότε μπορούμε να πάρουμε C̃ ij = c̃ij • A, όπου c̃ = c̃iji,j≤d είναι μία
προβλέψιμη σ.δ. με τιμές στο σύνολο όλων των συμμετρικών μη αρνητικών
d× d πινάκων που δίνεται από την σχέση

c̃ijt (ω) = cijt (ω) +

∫
Kω,t(dx)(h

ihj)(x) (6.22)

−∆At(ω)

[∫
Kω,t(dx)h

i(x)

] [∫
Kω,t(dx)h

j(x)

]
.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter II, §2a, page 79.

Είναι ξεκάθαρο από τον Ορισμό 6.2.2 ότι τα ημι−martingales χαρακτηρίζονται
από τα (B,C, ν) .
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6.2 Χαρακτηριστικά των ημι−martingales

Από την μία μεριά, αρχίζουμε με μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ. X = {X i}i≤d.
Από την άλλη μεριά, μας δίνεται μία τριάδα (B,C, ν) τα οποία είναι τα υποψή-
φια χαρακτηριστικά της X , σε σχέση με κάποια δεδομένη συνάρτηση h ∈ C d

t .

Επιλέγουμε μία d−διάστατη προβλέψιμη σ.δ. B ∈ V d, μία σ.δ. πίνακα C ∈ V d×d

με συνεχείς τιμές και ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο ν επάνω στον R+ × Rd, έτσι
ώστε να ισχύουν οι σχέσεις (6.18), (6.19), (6.20). Επίσης ορίζουμε την C̃ από την
(6.21).

Τελικά εισάγουμε ένα σύνολο συναρτήσεων έτσι ώστε:

Ορισμός 6.2.8. Το σύνολο C +(Rd) είναι οποιαδήποτε οικογένεια από φραγμένες
συναρτήσεις Borel επάνω στον Rd, που μηδενίζεται σε μία περιοχή του μηδενός,
με την ακόλουθη ιδιότητα: αν για οποιαδήποτε δύο θετικά μέτρα η και η′ επάνω
στον Rd με η({0}) = η

′
({0}) = 0 και η(x : |x| > ε) < ∞ και η′

(x : |x| > ε) < ∞ για
κάθε ε > 0, ισχύει η(f) = η

′
(f) για κάθε f ∈ C +(Rd), τότε η = η

′ (υπάρχουν πολλές
τέτοιες οικογένειες; Υπάρχουν τέτοιες οικογένειες οι οποίες είναι αριθμήσιμες και
περιέχουν μόνο συνεχείς ή ακόμα C∞ συναρτήσεις).

Θεώρημα 6.2.9. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(a) Η X είναι ένα ημι−martingale με χαρακτηριστικά (B,C, ν).

(b) Οι επόμενες σ.δ. είναι τοπικά martingales:

(i) M(h) = X(h) − B − X0, (όπου η X(h) ορίζεται απο την (6.13) και
(6.14)).

(ii) M(h)iM(h)j − C̃ij, για κάθε i, j ≤ d.

(iii) g ∗ µX − g ∗ ν, για κάθε g ∈ C +(Rd).

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter II, §2a, pages 80−81.

Τελειώνουμε αυτήν την ενότητα δείχνοντας πως οι B = B(h) και C̃ = C̃(h) εξαρ-
τώνται από την h.

Πρόταση 6.2.10. Έστω h, h′ ∈ C d
t . Τότε, ως προς την καθολική ισοδυναμία

ισχύει
B(h)−B(h′) = (h− h′) ∗ ν (6.23)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter II, §2a, pages 81.
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6.3 Χαρακτηριστικά και εκθετικός τύπος

Θεωρούμε από τη μία πλευρά μία d−διάστατη προσαρμοσμένη σ.δ. X = (X i)i≤d.

και από την άλλη πλευρά την τριάδα (B,C, ν) η οποία είναι υποψήφια για να είναι
τα χαρακτηριστικά της (που συνοδεύεται από μία δοσμένη συνάρτηση h ∈ C d

t ).
Δηλαδή, επιλέγουμε μία προβλέψιμη d−διάστατη σ.δ. B = (Bi)i≤d στον V d, μία
συνεχή σ.δ. πίνακα C = (Cij)i,j≤d στον V d×d, και ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο
ν επάνω στον R+ × Rd. Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις (6.18), (6.19), (6.20)
(ή ισοδύναμα τα B,C, ν δίνονται από την σχέση (6.16) και A, b, c,K ικανοποιούν
όλες τις συνθήκες της Πρότασης 6.2.5). Τώρα συνδέουμε την τριάδα (B,C, ν) με
μία σ.δ. που παίζει το ρόλο της συνάρτησης ψt της σχέσης (6.11). Για το σκοπό
αυτό, αρχικά εισάγουμε το συνήθες εσωτερικό γινόμενο: αν u, x ∈ Rd, τότε
u ·x =

∑
i≤d u

ixi και ανάλογα για την σ.δ. u ·B ή u ·X. Αναλόγως, αν z = (zij)i,j≤d

είναι ένας πίνακας, συμβολίζουμε με u ·z ·u τον αριθμό u ·z ·u =
∑

i,j≤d u
izijuj , και

παρόμοια ορίζεται για την σ.δ. u·C·u. Έχουμε ότι |eiu·x−1−iu·h(x)| ≤ α(|x|2∧1) για
κάποια σταθερά α, επομένως αφού (|x|2 ∧ 1) ∗ ν ∈ V από την υπόθεση μπορούμε
να θέσουμε

A(u)t := iu ·Bt −
1

2
u · Ct · u+

∫
(eiu·x − 1− iu · h(x))ν([0, t]× dx). (6.24)

Η μιγαδική σ.δ. A(u) όπως ορίσθηκε είναι προβλέψιμη με πεπερασμένη κύμανση
(δηλαδή, το πραγματικό και το φανταστικό μέρος ανήκει στον V ). Αυτό είναι
φανερό για τον πρώτο και τρίτο όρο, και ο δεύτερος είναι συνεχής και αύξων
από την (6.18). Ας σημειώσουμε ότι η A(u) δεν εξαρτάται από την h, σύμφωνα
με την (6.23).

Θεώρημα 6.3.1. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(a) Η X είναι ένα ημι−martingale και επιδέχεται τα χαρακτηριστικά (B,C, ν).

(b) Για κάθε u ∈ Rd, η σ.δ. eiu·X − (eiu·X−) • A(u) είναι ένα μιγαδικό τοπικό
martingale.

(c) Για κάθε φραγμένη συνάρτηση f της κλάσης C2 επάνω στον χώρο Rd, η
σ.δ.

f(X)− f(X0) −
∑
j≤d

Djf(X−) •Bj − 1

2

∑
j,k≤d

Djkf(X−) • Cjk (6.25)

−

[
f(X− + x)− f(X−)−

∑
j≤d

Djf(X−)h
j(x)

]
∗ ν
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6.3 Χαρακτηριστικά και εκθετικός τύπος

είναι ένα τοπικό martingale.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter II, §2d, page 87.

Ας ξενκινήσουμε με ένα Λήμμα (βλ. π.χ. Gnedenko και Kolmogorov [14])

Λήμμα 6.3.2. Έστω b ∈ Rd και c ένας συμμετρικός μη αρνητικός d×d πίνακας,
και έστω F ένα θετικό μέτρο επάνω στον Rd, το οποίο ολοκληρώνει την (|x|2∧1)
και ικανοποιεί την F (0) = 0. Τότε η συνάρτηση

ψ(u) = iu · b− 1

2
u · c · u+

∫
(eiu·x − 1− iu · h(x))F (dx) (6.26)

έχει μία μοναδική αναπαράσταση της μορφής (6.24), δηλαδή αν ψ ικανοποιεί
την (6.24) με (b′, c′, F ′) τότε b′ = b, c′ = c και F ′ = F.

Απόδειξη. Έστω w ∈ Rd\{0} και ορίζουμε την συνάρτηση

ϕw(u) = ψ(u)− 1

2

∫ 1

−1

ψ(u+ sw)ds.

Με απλούς υπολογισμούς έχουμε ότι

ϕw(u) =
1

6
w · c · w +

∫
(1− sinw · x

w · x
)eiu·xF (dx).

Επομένως, η ϕw είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του μέτρου

Gw(dx) =
1

6
w · c · wδ0(dx) + (1− sinw · x

w · x
)F (dx).

Άρα κάθε μέτρο Gw είναι μοναδικό ορισμένο από την συνάρτηση ϕw ή από την ψ.
Από την άλλη μεριά, η οικογένεια των μέτρων {Gw : w ∈ Rd\{0}} ορίζει πλήρως
μοναδικά τον πίνακα c και το μέτρο F (ας θυμηθούμε ότι F ({0}) = 0). Τελικά,
το b υπολογίζεται εύκολα από τα c, F και την συνάρτηση ψ. �

Ορισμός 6.3.3. Αν T ένας προβλέψιμος χρόνος ώστε T = limn→∞ Tn όπου (Tn)

ακολουθία χ.δ., ένα τοπικό martingale επάνω στο J0, T J, είναι μία σ.δ. M έτσι
ώστε κάθε διακοπτόμενη σ.δ. MTn να είναι ένα τοπικό martingale.

Είναι προφανές ότι αυτή η έννοια δεν εξαρτάται από την ακολουθία (Tn), και ότι
μπορεί κανείς να βρει μία ακολουθία, ώστε κάθε MTn να είναι ομοιόμορφα ολο-
κληρώσιμη. Ας σημειώσουμε επίσης ότι οι τιμές της M που βρίσκονται εκτός τουJ0, T J δεν μας ενδιαφέρουν, έτσι είναι αρκετό η σ.δ.M να ορισθεί στο στοχαστικό
διάστημα J0, T J.
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6.4 Ημι−martingales με ανεξάρτητες προσαυξήσεις

6.4.1 Σ.Δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις

Σε αυτήν την παράγραφο θα εξετάσουμε θεμελιώδη παραδείγματα σ.δ. με ανε-
ξάρτητες προσαυξήσεις.

Ορισμός 6.4.1.1. (a) Μία σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις (εν συντομία PII)
επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) είναι μία càdlàg προσαρμοσμένη σ.δ. X = {Xt}t∈R+

με τιμές στον Rd έτσι ώστε X0 = 0 και για όλα τα 0 ≤ s ≤ t η τ.μ. Xt − Xs να
είναι ανεξάρτητη από την σ−άλγεβρα Fs.

(b) Μία σ.δ. X = {Xt}t∈R+ με στάσιμες ανεξάρτητες προσαυξήσεις (εν συντομία
PIIS) επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) είναι μία PII έτσι ώστε η κατανομή των τ.μ.
Xt −Xs να εξαρτάται μόνο από την διαφορά t− s.

(c) Ένας χρόνος t ∈ R+ καλείται καθορισμένος χρόνος ασυνέχειας (fixed time of
discontinuity) για την X αν P (∆Xt ̸= 0) > 0.

Μία γενικευμένη σ.δ. Poisson και μία σ.δ. Wiener (βλ. Ορισμούς 4.2.6 και 5.1.3
αντίστοιχα) είναι PII. Μία τυπική σ.δ. Poisson και μία τυπική σ.δ. Wiener είναι
PIIS.
Ας επισημάνουμε ότι αν {Tn}n∈N είναι μία ακολουθία από χ.δ. η οποία εξαντλεί
τα άλματα της X , το σύνολο Dn όλων των t για τα οποία P (Tn = t) > 0 είναι
αριθμήσιμο και το σύνολο των καθορισμένων χρόνων ασυνέχειας είναι το

∪
Dn.

Το σύνολο όλων των καθορισμένων χρόνων ασυνέχειας είναι αριθμήσιμο (μία
ιδιότητα που ισχύει για όλες τις càdlàg σ.δ.).

Παρατήρηση 6.4.1.2. Τώρα, αν X είναι μία PIIS η κατανομή των τ.μ. ∆Xt =

lims�t(Xt −Xs) δεν εξαρτάται από το t. Τότε από τα παραπάνω δύο έχουμε ότι
μία PIIS δεν έχει καθορισμένους χρόνους ασυνέχειας.

Προτού πάμε στην γενίκευση της έννοιας των PII, θα εξετάσουμε δύο ξεχωριστά
παραδείγματα, την σ.δ. Wiener και την σ.δ. Poisson διότι είναι πολύ απλούστερα
από ότι η γενικευμένη PII. Τα επόμενα δύο παραδείγματα θα μας βοηθήσουν
στη συνέχεια για την παράγραφο 6.4.4.

6.4.2 Στοχαστική διαδικασία Wiener

Το επόμενο θεώρημα βασίζεται στον Lèvy και συμπληρώνει την Πρόταση 5.1.4.
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Θεώρημα 6.4.2.1. Ένα συνεχές τοπικό martingale W με W0 = 0 είναι μία σ.δ.
Wiener αν και μόνο αν η ⟨W,W ⟩ είναι ντετερμινιστική, με ⟨W,W ⟩t = σ2(t) για
κάποια αύξουσα συνεχή συναρτήση σ2(•). Τότε αυτή η συνάρτηση είναι η
συνάρτηση διακύμανσης της W και για όλα τα 0 ≤ s ≤ t η τ.μ. Wt −Ws είναι
Gaussian, κεντραρισμένη στο 0, με διακύμανση σ2(t)− σ2(s).

Απόδειξη. Η αναγκαία συνθήκη είναι ακριβώς η Πρόταση 5.1.4. Αντίστροφα,
θεωρούμε ότι η W είναι ένα συνεχές τοπικό martingale με W0 = 0 και ⟨W,W ⟩t =
σ2(t). Θέτουμε

Yt := eiuWt+
u2

2
σ2(t).

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Ito στην συνάρτηση f(x, y) = eiux−y τότε έχουμε ότι

Y = 1 + iuY− •W,

οπότε η Y είναι ένα τοπικό martingale όπως επίσης είναι ένα (μιγαδικό) ομοιό-
μορφα ολοκληρώσιμο martingale επειδή sups≤t |Ys| ≤ e

u2σ2(t)
2 . Τότε αν s ≤ t και

A ∈ Fs, έχουμε ότι

E
[
χAe

iu(Wt−Ws)
]

= E
[
χA

Yt
Ys
e−

1
2
u2(σ2(t)−σ2(s))

]

= P (A)e−
1
2
u2(σ2(t)−σ2(s))

το οποίο δείχνει ταυτόχρονα την συνθήκη του Ορισμού 5.1.3 (ii) και ότι η Wt−Ws

είναι Gaussian, κεντραρισμένη στο 0, με διασπορά σ2(t)− σ2(s). Τότε η συνθήκη
από τον Ορισμό 5.1.3 (i) είναι προφανής και άρα αποδείχθηκε. �

6.4.3 Στοχαστική διαδικασία Poisson και τυχαία μέτρα Poisson

Θεωρούμε μία σ.δ. Poisson όπως έχουμε ορίσει στον Ορισμό 4.2.6. Αν α : R+ 7−→
R είναι μία càdlàg αύξουσα συνάρτηση, τότε συμβολίζουμε με αc το συνεχές
μέρος της, δηλαδή την συνάρτηση αc με τύπο

αc(t) = α(t)−
∑
0<s≤t

∆α(s).

Θεώρημα 6.4.3.1. Ισχύουν τα παρακάτω:
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(a) Μία σημειακή διαδικασία N είναι γενικευμένη σ.δ. Poisson επάνω στον
φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) αν και μόνο αν ο αντισταθμιστής της Np είναι ντετερ-
μινιστικός, δηλαδή Np

t = α(t) για κάποια αύξουσα συνάρτηση α.

(b) Σε αυτήν την περίπτωση, ένας χρόνος t είναι ένας καθορισμένος χρόνος
ασυνέχειας αν και μόνο αν ∆α(t) ̸= 0, και για όλα τα u ∈ R, 0 ≤ s ≤ t,
έχουμε ότι:

E
[
eiu(Nt−Ns)

]
=
[
exp(eiu − 1)(αc(t)− αc(s))

] [ ∏
s<r≤t

(1 + (eiu − 1)∆α(r))

]
.

(6.27)

Το παραπάνω αποτέλεσμα οφείλεται ουσιαστικά τον S. Watanabe. Ιδιαιτέρως,

• όταν η N είναι Poisson ή ισοδύναμα όταν η συνάρτηση α είναι συνεχής, τότε
η κατανομή της Nt −Ns είναι Poisson με μέση τιμή α(t)− α(s).

• Από την Πρόταση 4.2.7 (b), έχουμε ότι οι έννοιες ′′ψευδο−αριστερά−συνεχής′′

και ′′χωρίς καθορισμένους χρόνους ασυνέχειας ′′ είναι συνώνυμες με μία γε-
νικευμένη σ.δ. Poisson. Αυτή η ιδιότητα θα ισχύει για όλες τις PII σ.δ..

Μπορεί κανείς να πάει περαιτέρω στην δομή μίας γενικευμένης σ.δ. Poisson.
Έστω J = {t : ∆α(t) > 0} και θέτουμε

Nd
t :=

∫ t

0

χJ(s)dNs, N c = N −Nd.

Τότε N c και Nd είναι δύο ανεξάρτητες γενικευμένες σ.δ. Poisson (άμμεση συνέ-
πεια του Ορισμού 4.2.6 (ii) και του Θεωρήματος 6.4.3.1). Οι αντισταθμιστές τους
είναι αντίστοιχα αc(t) και α(t)−αc(t). Τότε η N c είναι στην πραγματικότητα μία
σ.δ. Poisson και από την σχέση (6.27) έχουμε ότι

Nd
t =

∑
s≤t,s∈J

Ys

όπου {Ys}s∈J είναι μία ακολουθία από τ.μ. που παίρνουν δύο τιμές 0 και 1, έτσι
ώστε P (Ys = 1) = ∆α(s).

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τα τυχαία μέτρα Poisson. Χρησιμοποιούμε την πα-
ράγραφο 6.1.2 και συγκεκριμένα ότι το E είναι ένας βοηθητικός πολωνικός χώρος.

92



6.4 Ημι−martingales με ανεξάρτητες προσαυξήσεις

Απόδειξη. Η αναγκαία συνθήκη (a) προκύπτει από την Πρόταση 4.2.7. Αντί-
στροφα, θεωρούμε ότι Np

t = α(t) για κάποια αύξουσα συνάρτηση α. Έχουμε
E[Nt] = α(t), οπότε έχουμε την πρώτη συνθήκη του Ορισμού 4.2.6. Έστω u ∈ R.
Με απλούς υπολογισμούς έχουμε ότι

eiuN = 1 + (eiu − 1)eiuN− •N.

Τότε, από τον ορισμό του Np = α, η σ.δ.

Mt = eiuNt − 1−
∫ t

0

(eiu − 1)eiuNs−dα(s)

είναι ένα (μιγαδικό) τοπικό martingale όπως και martingale επειδή ηMt φράσεται
από τον όρο 2(1 + α(t)). Έστω A ∈ Fs με P (A) > 0. Από τα παραπάνω για t ≥ s,

έχουμε ότι

χAe
iu(Nt−Ns) = χA + χAe

−iuNs(Mt −Ms) + (eiu − 1)

∫ t

s

eiu(Nr−−Ns)dα(r).

Έστω
f(t) :=

E[χAeiu(Nt−Ns)]

P (A)
.

Από την παραπάνω μέση τιμή και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα Fubini, και το
γεγονός ότι η M είναι ένα martingale, έχουμε ότι

f(t) = 1 +

∫ t

s

f(r−)(eiu − 1)dα(r), t ≥ s.

Τότε από το Θεώρημα 5.6.1 έχουμε f(t) = E (a′)t, όπου η α
′ είναι η συνάρτηση

α
′
= (eiu − 1)[α(r)− α(r ∧ s)]. Από την σχέση (5.13) και τον ορισμό του αc έχουμε

ότι η f(t) είναι ίση με τον δεξί όρο της σχέσης (6.27) όπου τον συμβολίζουμε με
gs,t(u), για s ≤ t

E[χAeiu(Nt−Ns)] = P (A)gs,t(u).

Ο παραπάνω τύπος μας δίνει την πρώτη συνθήκη του Ορισμού 4.2.6 και την
σχέση (6.27). Τελικά, η (6.27) μας δίνει ότι

E[eiu∆Nt ] = 1 + (eiu − 1)∆α(t)

(έστω s ↑↑ t στην (6.27)), οπότε το t είναι ένας δεδομένος χρόνος ασυνέχειας αν
και μόνο αν ∆α(t) ̸= 0. �
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Αν m είναι ένα θετικό σ−πεπερασμένο μέτρο επάνω στον (R+ × E,B(R+) ⊗ E),
τότε θέτουμε {

J = {t : m({t} × E) > 0}
md(dt, dx) = m(dt, dx)χJ(t, x), mc = m−md.

Το J είναι το πολύ αριθμήσιμο. Αν E εκφυλίζεται σε ένα σημείο, π.χ. στο 1, και
αν m(dt, {1}) = dα(t) για κάποια αύξουσα συνάρτηση α, τότε το mc αντιστοιχεί
στο συνεχές μέρος του αc.

Θεώρημα 6.4.3.2. Ισχύουν τα παρακάτω:

(a) Ένα τυχαίο μέτρο µ με ακέραιες τιμές είναι ένα γενικευμένο τυχαίο μέ-
τρο Poisson επάνω στον (Ω,F ,F, P ) αν και μόνο αν ο αντισταθμιστής
της µp είναι ντετερμινιστικός, δηλαδή µp(ω, •) = m(•), για κάποιο θετικό
σ−πεπερασμένο μέτρο m επάνω στον (R+ ×E,B(R+)⊗E) ικανοποιώντας
την σχέση m({t} × E) ≤ 1.

(b) Σε αυτήν την περίπτωση, για κάθε οικογένεια {Aj}j≤d κατα ζεύγη ξένα
μετρήσιμα σύνολα επάνω στον (R+×E,B(R+)⊗E) έτσι ώστε m(Aj) <∞,
έχουμε ότι:

E

[
exp

∑
j≤d

iujµ(Aj)

]
=

[
exp

∑
j≤d

(eiuj − 1)mc(Aj)

]
(6.28)

×
∏
s>0

[
1 +

∑
j≤d

(eiuj − 1)m({s} × E ∩ Aj)

]
.

Αν το µ είναι ένα τυχαίο μέτρο Poisson, δηλαδή αν m = mc, το άπειρο γινό-
μενο εξαφανίζεται και η (6.28) μας δίνει ότι οι {Aj}j≤d είναι ανεξάρτητες τ.μ., η
κατανομή των µ(Aj) είναι Poisson με μέση τιμή m(Aj).

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter II, §4b, pages 105−106.

6.4.4 Στοχαστικές διαδικασίες με ανεξάρτητες προσαυξήσεις
και ημι−martingales

Ας παρατηρήσουμε πρώτα ότι μία PII δεν είναι απαραίτητα ένα ημι−martingale.
Για παράδειγμα κάθε ντετερμινιστική càdlàg διαδικασία που είναι μηδενική στο
0 είναι μία PII αλλά δεν είναι ημι−martingale εκτός εάν έχει πεπερασμένη ολική
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κύμανση σύμφωνα με την Πρόταση 5.3.6. Σε αυτή την παράγραφο μας ενδια-
φέρουν μόνο οι PII που είναι ημι−martingales. Αρχικά έχουμε τον παρακάτω
συμβολισμό,

g(u)t := E(eiu·Xt), t ∈ R+, u ∈ Rd. (6.29)

Είναι προφανές ότι g(u)0 = 1 και όλες οι συναρτήσεις t 7−→ g(u)t είναι càdlàg.

Θεώρημα 6.4.4.1. Έστω X μία d−διάστατη PII. Τότε η X είναι ένα ημι−martingale
αν και μόνο αν για κάθε u ∈ Rd, η συνάρτηση t 7−→ g(u)t έχει πεπερασμένη
ολική κύμανση επάνω σε πεπερασμένα διαστήματα.

Παρακάτω έχουμε ένα θεώρημα που περιγράφει τα χαρακτηριστικά ενός
PII−ημι−martingale.

Θεώρημα 6.4.4.2. Έστω X ένα d−διάστατο ημι−martingale με X0 = 0. Τότε το X
είναι μία PII αν και μόνο αν υπάρχει μία εκδοχή (B,C, ν) των χαρακτηριστικών
της η οποία είναι ντετερμινιστική.

Επιπλέον, σε αυτήν την περίπτωση, το σύνολο όλων των καθορισμένων χρόνων
ασυνέχειας είναι J = {t : ν({t} × Rd) > 0} και για όλα τα s ≤ t, u ∈ Rd έχουμε
ότι:

E(eiu·(Xt−Xs)) = exp
[
iu · (Bt −Bs)−

1

2
u · (Ct − Cs) · u (6.30)

+

∫ t

s

∫
Rd

(eiu·x − 1− iu · h(x))χJc(r)ν(dr, dx)
]

×
∏
s<r≤t

{
eiu·∆Br

[
1 +

∫
(eiu·x − 1)ν({r} × dx)

]}
.

Ιδιαιτέρως, η g(u)t είναι ίση με το δεξί μέλος του παραπάνω τύπου για s = 0 και
η κατανομή της τ.μ. ∆Xt είναι

ν({t} × dx) + [1− ν({t} × Rd)]δ0(dx). (6.31)

Η παραπάνω σχέση (6.30) και το γεγονός ότι η X έχει ανεξάρτητες προσαυξή-
σεις μας διευκολύνει να υπολογίσουμε την κατανομή οποιασδήποτε οικογένειας
(Xt1 , . . . , Xtn). Ως εκ τούτου η κατανομή της σ.δ. X χαρακτηρίζεται πλήρως από
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τα (ντετερμινιστικά) χαρακτηριστικά της X. Θα διατυπώσουμε ακριβώς αυτήν
την ιδιότητα στο τέλος αυτής της ενότητας (Θεώρημα 6.4.4.4).

Ας παρατηρήσουμε ότι το Θεώρημα 6.4.2.1 προκύπτει από το Θεώρημα 6.4.4.2
(για Ct = σ2(t), B = 0 και ν = 0) και το Θεώρημα 6.4.3.1 επίσης είναι πόρισμα
του παραπάνω θεωρήματος (για C = 0, ν(dt, dx) = dα(t)ε1(dx) και Bt = h(1)α(t)).

Εάν συνδυάσουμε το Θεώρημα 6.4.4.2 με το Πόρισμα 6.1.2.5, τότε έχουμε το
παρακάτω πόρισμα.

Πόρισμα 6.4.4.3. Μία d−διάστατη διαδικασία X είναι μία PIIS αν και μόνο αν
είναι ένα ημι−martingale που επιδέχεται μία εκδοχή (B,C, ν) των χαρακτηριστι-
κών της τα οποία έχουν την μορφή:

Bt(ω) = bt, Ct(ω) = ct, ν(ω; dt, dx) = dtK(dx) (6.32)

όπου b ∈ Rd, c είναι ένας συμμετρικός μη−αρνητικός d × d πίνακας και K
είναι ένα θετικό μέτρο επάνω στον Rd το οποίο ολοκληρώνει την (|x|2 ∧ 1) και
ικανοποιεί την K({0}) = 0.

Επιπλέον, για όλα τα t ∈ R+, u ∈ Rd έχουμε ότι:

E(eiu·Xt) = exp t
[
iu · b− 1

2
u · c · u+

∫
(eiu·x − 1− iu · h(x))K(dx)

]
. (6.33)

Απόδειξη. Η ικανή συνθήκη έπεται από το Θεώρημα 6.4.4.2. Ιδιαιτέρως η σχέση
(6.30) συνεπάγεται, ότι αφού τα (B,C, ν) δίνονται από την σχέση (6.32), τότε η
E[eiu·(Xt−Xs)] εξαρτάται μόνο από τα u και t − s, πράγμα το οποίο συνεπάγεται
την στασιμότητα των προσαυξήσεων της X.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η X είναι μία PIIS. Τότε είναι προφανές ότι g(u)t+s =
g(u)tg(u)s, άρα η g(u)t είναι της μορφής g(u)t = etψ(u) και ιδιαιτέρως η συνάρτηση
t 7−→ g(u)t έχει πεπερασμένη ολική κύμανση. Τότε το Θεώρημα 6.4.4.1 μας δίνει
ότι η σ.δ. X είναι ένα ημι−martingale. Συνεπώς, σύμφωνα με το Θεώρημα 6.4.4.2
μπορούμε να επιλέξουμε μία εκδοχή (B,C, ν) χαρακτηριστικών τα οποία είναι
ντεντερμινιστικά. Από την Παρατήρηση 6.4.1.2 έχουμε ότι J = ∅, και από την
σχέση (6.30) έχουμε ότι

tψ(u) = iu ·Bt −
1

2
u · Ct · u+

∫
(eiu·x − 1− iu · h(x))ν([0, t]× dx).

Τότε, αν θέσουμε b = B1, c = C1, K(dx) = ν([0, 1] × dx), από την μοναδικότητα
του Λήμματος 6.3.2 έχουμε την σχέση την σχέση (6.32). �
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Απόδειξη των Θεωρημάτων 6.4.4.1 και 6.4.4.2.
(a) Αρχικά θα αποδείξουμε κάποια βοηθητικά αποτελέσματα. Θέτουμε

S(u) := inf{t : g(u)t = 0}

και
h(u)s,t = E[eiu·(Xt–Xs)] για κάθε s ≤ t.

Κάθε h(u)s,t είναι càdlàg ως προς τα s και t. Θα δείξουμε ότι αν η X είναι PII,
τότε:
(a1) Η συνάρτηση t 7−→ |g(u)|t είναι φθίνουσα και g(u)S(u)− ̸= 0 αν S(u) < ∞
(επομένως g(u)t = 0 αν t ≥ S(u)). Πράγματι, η ανεξαρτησία των προσαυξήσεων
συνεπάγεται άμμεσα ότι για s ≤ t, g(u)t = g(u)sh(u)s,t. Αφού |h(u)s,t| ≤ 1 έχουμε
ότι η t 7−→ |g(u)t| είναι φθίνουσα και g(u)t = 0 αν t ≥ S(u). Επίσης συμπεραίνουμε
ότι g(u)t− = g(u)sh(u)s,t− αν s < t. Άρα αν S(u) <∞ και g(u)S(u)− = 0, θα πρέπει
να έχουμε h(u)s,t− = E[eiu·(Xt−–Xs)] → 1 όταν s ↑ t. Έτσι προκύπτει η (a1).
Επίσης θέτουμε

Z(u)t :=

{
eiu·Xt/g(u)t , αν t < S(u)

eiu·XS(u)/g(u)S(u)− , αν t ≥ S(u),

πράγμα το οποίο σύμφωνα με την (a1) ορίζει μία φραγμένη σ.δ.. Αν θεωρήσουμε
την σ.δ. X ′ = XχK0,S(u)J +XS(u)−χKS(u),∞J , τότε η X ′ είναι προφανώς μία άλλη PII
και η συνάρτηση που συνδέεται με την X ′ σύμφωνα με την σχέση (6.29) είναι η
g′(u)t = g(u)t για t < S(u), g′(u)t = g(u)S(u)− για t ≥ S(u). Από τον ορισμό του
Z(u), για s ≤ t έχουμε ότι

Z(u)t = Z(u)s
g′(u)s
g′(u)t

eiu·(X
′
t–X′

s)

και η ανεξαρτησία των προσαυξήσεων του X ′ μας δίνει άμμεσα ότι:
(a2) η Z(u) είναι ένα martingale, και α ≤ |Z(u)| ≤ 1 για κάποιο α > 0 (η τελευταία
ιδιότητα είναι προφανής από την (a1) και τον ορισμό του Z(u)).
(b) Ας αποδείξουμε την αναγκαία συνθήκη του Θεωρήματος 6.4.4.1. Ας υπο-
θέσουμε ότι η X είναι μία PII και ένα ημι−martingale. Τότε αν εφαρμόσουμε
τον τύπο του Itô σε μία συνάρτηση f της κλάσης C2 επάνω στον Rd+2, η οποία
ικανοποιεί την f(x, y, z) = e−iu·x/(y + iz) για |y + iz| ≥ α (όπου α είναι αυτό που
είχαμε στην (a2)), τότε έχουμε ότι η σ.δ. e−iu·X/Z(u) είναι ένα ημι−martingale.
Αφού g(u)t = [e−iu·Xt/Z(u)t]χ{t<S(u)}, τότε έχουμε ότι η t 7−→ g(u)t είναι ένα
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ημι−martingale, και έτσι έχει πεπερασμένη ολική κύμανση από την Πρόταση
5.3.6.
(c) Ας αποδείξουμε την ικανή συνθήκη του Θεωρήματος 6.4.4.1. Ας υποθέσουμε
ότι κάθε t 7−→ g(u)t έχει πεπερασμένη ολική κύμανση. Έστω t ∈ R+. Έχουμε ότι
g(u)t → 1 όταν u → 0, ως εκ τούτου υπάρχει b > 0 έτσι ώστε για |u| ≤ b να
έχουμε ότι |g(u)t| > 0, και επομένως αν |u| ≤ b έχουμε eiu·Xs = Z(u)sg(u)s για
s ≤ t, και οι δύο σ.δ. Z(u) και {g(u)s}s≥0 είναι ημι−martingales (από την (a2)
και την υπόθεση). Τότε από το Θεώρημα 5.5.4 έχουμε ότι η σ.δ. eiu·Xt είναι ένα
ημι−martingale. Τώρα, αν |u| > b τότε υπάρχει ένα n ∈ N έτσι ώστε |u/n| ≤ b,
ενώ eiu·X = [eI

u
n
·X ]n, άρα από το Θεώρημα 5.5.4 έχουμε ξανά ότι η σ.δ. eiu·Xt είναι

ένα ημι−martingale. Όλα τα παραπάνω ισχύουν για κάθε t ∈ R+. Επομένως από
την Πρόταση 5.3.5, βλέπουμε ότι η σ.δ. eiu·X είναι ένα ημι−martingale, για όλα
τα u ∈ Rd, και η απόδειξη του Θεωρήματος 6.3.1 μας δίνει ότι η X είναι ένα
ημι−martingale.
(d) Ας αποδείξουμε την αναγκαία συνθήκη του Θεωρήματος 6.4.4.2. Υποθέ-
σουμε ότι η X είναι μία PII και ένα ημι−martingale, καλούμε με (B,C, ν) τα
χαρακτηριστικά του και θυμίζουμε ότι η A(u) είναι η σ.δ. όπως έχει ορισθεί
από την σχέση (6.24). Από το βήμα (b) της απόδειξης, η συνάρτηση t 7−→ g(u)t

έχει πεπερασμένη ολική κύμανση, συνεπώς οι σ.δ. E [A(u)] και g(u) είναι καθο-
λικά ισοδύναμες επάνω στο J0, S(u)J (βλ. π.χ. [16], Chapter II, Theorem 2.47).
Γενικότερα, για οποιοδήποτε αυθαίρετο αλλά σταθερό s ∈ R+ η X–Xs είναι
μία PII, της οποίας η αντίστοιχη συνάρτηση ′′g(u)′′t είναι η t 7−→ h(u)s,t. Επί-
σης η X–Xs ένα ημι−martingale του οποίου η αντίστοιχει σ.δ. ′′A(u)′′ είναι η
A(u)–A(u)s. Τότε χρησιμοποιώντας την ίδια απόδειξή όπως προηγουμένως έχουμε
ότι E [A(u)–A(u)s]t = h(u)s,t σ.β. για όλα τα t ≥ s, t < inf{r > s : h(u)s,t = 0}. Η
συνάρτηση E [A(u)–A(u)s]t(ω) είναι συνεχής στο u και δεξιά συνεχής στο s, t για
όλα τα ω ∈ Ω. Τότε, αν αλλάξουμε τα χαρακτηριστικά (B,C, ν) και την A(u) σε
ένα P−μηδενικό σύνολο, μπορούμε να υποθέσουμε ότι E [A(u)–A(u)s]t = h(u)s,t

για κάθε ω ∈ Ω και u ∈ Rd, s ≤ t < inf{r > s : h(u)s,r = 0}. Αν b = E (α), όπου
α μία μιγαδική συνάρτηση με πεπερασμένη ολική κύμανση και α(0) = 0, τότε
α(t) =

∫ t
0
b(s−)−1db(s) αν b(t) ̸= 0. Άρα έχουμε ότι κάθε A(u)t–A(u)t∧s είναι ντε-

ντερμινιστικό για όλα τα t < inf{r > s : ∆A(u)r = −1}. Τότε εύκολα προκύπτει
ότι A(u)t(ω) = α(u)t για κάθε ω ∈ Ω και t ∈ R+, για κάποια συνάρτηση α(u),
και το Λήμμα 6.3.2 σε συνδυασμό με την (6.24) μας δίνει ότι τα χαρακτηριστικά
B,C, ν δεν εξαρτώνται από το ω.
(e) Τέλος, υποθέτουμε ότι η X είναι ένα ημι−martingale με X0 = 0 και με ντεντερ-
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μινιστικά χαρακτηριστικά (B,C, ν). Οι σ.δ. A(u) όπως είναι στην σχέση (6.24),
είναι επίσης ντεντερμινιστικές. Έστω M(u) = eiu·X–eiu·X− • A(u) το τοπικό μιγα-
δικό martingale του Θεωρήματος 6.3.1 (b). Πράγματι, |M(u)t| ≤ 1 + V ar[A(u)t],
άρα η σ.δ. M(u) είναι ένα martingale. Έστω s ∈ R+ και F ∈ Fs με P (F ) > 0. Για
t ≥ s έχουμε ότι

χF e
iu·(Xt–Xs) = χF + χF e

−iu·Xs(M(u)t–M(u)s) +

∫ t

s

χF e
iu·(Xr−–Xs)dA(u)r.

Ως εκ τούτου, αν f(t) = E[χF eiu·(Xt–Xs)]/P (F ) για κάθε t ≥ s, και f(t) = 1 για κάθε
t < s, τότε αν πάρουμε την μέση τιμή της παραπάνω σχέσης και εφαρμόσουμε
το Θεώρημα Fubini (σημειώνουμε ότι η A(u) είναι ντετερμινιστική):

f(t) = 1 +

∫ t

0

f(r−)d[A(u)–A(u)s](r).

Έτσι το Θεώρημα 5.6.1 μας δίνει ότι f(t) = E [A(u)–A(u)s]t, δηλαδή για κάθε
t ≥ s:

E[χF eiu·(Xt–Xs)] = P (F )E [A(u)–A(u)s]t.

Η παραπάνω σχέση αληθεύει για κάθε F ∈ Fs, και μας δίνει ότι η Xt–Xs είναι
ανεξάρτητη από το Fs. Από τις σχέσεις (5.13) και (6.24), η E [A(u)–A(u)s]t είναι
ίση με το δεξί μέρος της (6.30), και οπότε έχουμε την (6.30). Επιπλέον, από την
(6.30) έχουμε ότι (s ↑ t):

E[eiu·∆Xt ] = 1 +

∫
(eiu·x − 1)ν({t} × dx),

το οποίο ισούται με 1 για κάθε u ∈ Rd αν και μόνο αν ν({t} × Rd) = 0. Τότε
το σύνολο J = {t : ν({t} × Rd) > 0} είναι το σύνολο των καθορισμένων χρόνων
ασυνέχειας της X. Επίσης από τον παραπάνω τύπο συνάγεται η (6.31). Εδώ
τελειώνει η απόδειξη της (6.30). �

Τώρα θα εξηγήσουμε ακριβώς τι εννοούσαμε συγκεκριμένα με το σχόλιο που
κάναμε μετά το Θεώρημα 6.4.4.2: ότι η κατανομή ενός ημι−martingale−PII πε-
ριγράφεται από τα χαρακτηριστικά του.

Για αυτόν τον σκοπό υποθέτουμε ότι η X είναι μία δοσμένη d−διάστατη càdlàg
προσαρμοσμένη σ.δ. που ορίζεται επάνω στον Ω. Θεωρούμε την σ−άλγεβρα H

και το φιλτράρισμα
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Gt =
∩
s>t

G 0
s και G =

∨
t

Gt όπου G 0
s = H ∨ σ(Xr : r ≤ s)

Θεώρημα 6.4.4.4. Έστω P και Q δύο μέτρα πιθανότητας επάνω στον (Ω,G ),

έτσι ώστε:

(i) τα P και Q να συμπίπτουν επάνω στην σ−άλγεβρα H

(ii) X0 = 0 P−σ.β. και Q−σ.β.

(iii) η X να είναι ένα ημι−martingale με τα ίδια ντεντερμινιστικά χαρακτηρι-
στικά επάνω στις δύο στοχαστικές βάσεις (Ω,H ,G, P ) και (Ω,H ,G, Q)
αντίστοιχα.

Τότε ισχύει ότι P = Q.

Ας παρατηρήσουμε ότι στην (iii) μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον φ.χ.π. από
την πληρωσή της σύμφωνα με τον Ορισμό 2.1.2 (b) χωρίς να αλλοιώσουμε το
αποτελεσμά μας.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 6.4.4.2, η X έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις στις
δύο στοχαστικές βάσεις. Αφού τα χαρακτηριστικά είναι τα ίδια, η (6.30) μας
δείχνει ότι η μέση τιμή του χF ei

∑
j≤n u

j ·(Xtj –Xtj−1 ), όπου 0 = t0 < t1 < · · · < tn και
F ∈ H , είναι η ίδια για το P και για το Q. Αφού η G παράγεται από την H και
από τις τ.μ. Xt–Xs και X0 = 0, έχουμε ότι P = Q. �
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Κεφάλαιο 7

Προβλήματα martingales

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναλύσουμε μία από τις σημαντικότερες έννοιες της
διπλωματικής εργασίας.
Όπως είναι γνωστό, η κατανομή μίας σ.δ. χαρακτηρίζεται από την οικογένεια

των ′′πεπερασμένης−διάστασης′′ κατανομών της. Παρόλα αυτά, σπάνια μπο-
ρούμε ρητά να υπολογίσουμε αυτές της πεπερασμένης−διάστασης κατανομές,
εκτός των ίσως κάποιων PII. Από την άλλη πλευρά, πολλές συνηθισμένες δια-
δικασίες είναι ημι−martingales. Ένα φυσικό εργαλείο προέκυψε στο κεφάλαιο
6 για να τις μελετήσουμε, συγκεκριμένα τα χαρακτηριστικά τους που συνήθως
είναι αρκετά εύκολο να υπολογισθούν.
Το πρώτο ερώτημα που διατυπώνεται σε αυτό το κεφάλαιο είναι το εξής: σε

ποιό βαθμό τα χαρακτηριστικά ενός ημι−martingale πραγματικά χαρακτηρίζουν
την κατανομή ενός ημι−martingale; Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα θα μπορούσε
να είναι θετική, καθώς π.χ. για τις PII σ.δ. (τις έχουμε αναφέρει στο Θεώρημα
6.4.4.2) ή για τις σ.δ. διάχυσης, γενικά, παρ’ όλα αυτά η απάντηση είναι αρνητική.
Τα χαρακτηριστικά μπορούν να ορισθούνε για έναν αριθμό σ.δ., που είναι

τοπικά martingales (Θεώρημα 6.2.9). Έτσι το ερώτημα μπορεί να τεθεί ως εξής:
ποιά είναι όλα εκείνα τα μέτρα πιθανότητας επάνω σε έναν φιλτραρισμένο
χώρο (Ω,F ,F) κάτω από τα οποία όλα τα στοιχεία μίας δοσμένης οικο-
γένειας X από σ.δ. είναι τοπικά martingales; Ένα τέτοιο πρόβλημα καλείται
martingale−πρόβλημα. Προβλήματα martingales που αφορούν τα ημι–martingales
και τα χαρακτηριστικά τους θα παρουσιασθούν στην Ενότητα 7.4, όπου θα πα-
ρουσιασθούν πολλά παραδείγματα. Στην Ένοτητα 7.1 θα εισάγουμε την έννοια
του γενικού martingale−προβλήματος . Στην Ενότητα 7.2 εισάγονται τα προ-
βλήματα ημι−martingales που σχετίζονται με τυχαία μέτρα. Στην Ενότητα 7.3
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εισάγονται προβλήματα σχετιζόμενα με σημειακές, πολυμεταβλητές σημειακές
διαδικασίες και τυχαία μέτρα. Τα παραπάνω είναι σημαντικά για την Ενότητα
7.4 διότι καθιστούν πιο εύκολη την μελέτη των εκεί προβλημάτων, εισάγεται η
κλάση των martingale−προβλημάτων, που σχετίζονται με τα χαρακτηριστικά των
ημι−martingales (βλ. Ορισμό 7.4.2) και στη συνέχεια δίνονται κάποιες σημαντικές
ιδιοτητές τους. Στην 7.5 δίνουμε ένα παράδειγμα για να κατανοήσουμε καλύτερα
τα παραπάνω. Τέλος στην 7.6 αναφέρουμε την ιδιότητα της τοπικής μοναδικό-
τητας και αποδεικνύουμε κάποιες ιδιότητες, που θα βοηθήσουν στο Κεφάλαιο
10.

7.1 Γενικά προβλήματα martingales

Σε αυτήν την παράγραφο περιγράφουμε τι είναι ένα γενικό martingale−πρόβλημα.

Έστω

• ένας φιλτραρισμένος χώρος (Ω,F ,F) (όπου δεν ορίζουμε το μέτρο ακόμα)
και H μία σ−υποάλγεβρα του F0, που καλείται η αρχική σ−άλγεβρα,

• μία οικογένεια X προαιρετικών σ.δ. επάνω στον (Ω,F ,F) με τιμές στον R.

Ορισμός 7.1.1. Έστω PH ένα μέτρο πιθανότητας επάνω στον (Ω,H ) (που κα-
λείται η αρχική συνθήκη). Τότε μία λύση του martingale−προβλήματος που
συνδέεται με τα H και PH είναι ένα μέτρο πιθανότητας P επάνω στον (Ω,F)

έτσι ώστε:
(i) Ο περιορισμός P � H του P στον H είναι ίσο με PH .
(i) Κάθε σ.δ. X ∈ X είναι ένα τοπικό martingale στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ).

Αυτή η διατύπωση εξηγεί γιατί στα προηγούμενα κεφάλαια, είχαμε δεχθεί ο
φ.χ.π. να μην είναι πλήρης. Εδώ το φιλτράρισμα F δεν μπορεί να είναι πλήρες,
αφού δεν ξέρουμε εκ των προτέρων το μέτρο P, και επομένως ένα
martingale−πρόβλημα μπορεί να έχει πολλές λύσεις.

Έχουμε ήδη συναντήσει πολλά τέτοια παραδείγματα:

Παράδειγμα 7.1.2. Η τυπική σ.δ. Wiener. Έστω W μία συνεχής προσαρμο-
σμένη σ.δ. ορισμένη στον (Ω,F ,F). Τότε από το Θεώρημα 6.4.2.1 έχουμε ότι
η W είναι μία τυπική σ.δ. Wiener υπό το μέτρο P αν και μόνο αν το P είναι
μία λύση του martingale−προβλήματος που συνδέεται με την:
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{
H = σ(W0), PH είναι το μέτρο έτσι ώστε PH(W0 = 0) = 1

X = {W,Y }, με Yt = W 2
t − t.

Παράδειγμα 7.1.3. Η τυπική σ.δ.Poisson. Έστω N μία προσαρμοσμένη ση-
μειακή διαδικασία ορισμένη στον (Ω,F ,F). Τότε από το Θεώρημα 6.4.3.1
έχουμε ότι η N είναι μία τυπική σ.δ. Poisson υπό το μέτρο P αν και μόνο
αν το P είναι μία λύση του martingale−προβλήματος που συνδέεται με την:

{
H = {Ω, ∅}, PH είναι το προφανές μέτρο πιθανότητας στο (Ω,H ),

X = {X}, με Xt = Nt − t.

7.2 Προβλήματα martingales και τυχαία μέτρα

Σε αυτήν την παράγραφο θα περιγράψουμε την απλούστερη από τις δύο κλάσεις
των προβλημάτων martingales που θα ανακύψουν σε αυτήν την διπλωματική.
Θεωρούμε τον φιλτραρισμένο χώρο (Ω,F ,F) και την αρχική σ−άλγεβρα H , όπως
έχει ορισθεί στην παράγραφο 7.1.
Έστω (E, E) ένας βοηθητικός Πολωνικός χώρος (βλέπε παράγραφο 6.1.1, όπου
για πρακτικούς λόγους θεωρούμε E = Rd ή Rd) και θεωρούμε ένα τυχαίο μέτρο
µ με ακέραιες τιμές επάνω στον R+ × E, υπο την έννοια του Ορισμού 6.1.2.1.
Το µ είναι ένα προαιρετικό τυχαίο μέτρο, που παίρνει τιμές στον N, έτσι ώστε
µ(ω; {t} × E) ≤ 1 για κάθε ω ∈ Ω και t ∈ R+. Η διαφορά του σε σχέση με τον
Ορισμό 6.1.2.1 είναι ότι δεν μπορούμε να θέσουμε εκ των προτέρων την έννοια
′′P̃ − σ−πεπερασμένο′′ επειδή δεν υπάρχει, μέτρο πιθανότητας. Παρόλα αυτά,
έχουμε την επόμενη συνθήκη επάνω στο μέτρο µ:

Συνθήκη 7.2.1. Υπάρχει μία αυστηρά θετική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση V επάνω
στον Ω̃ = Ω×R+×E (ας θυμηθούμε ότι P̃ = P ⊗E) έτσι ώστε (V ∗µ)∞(ω) <∞
για όλα τα ω (V ∗µ είναι η Stieltjes ολοκληρωτική διαδικασία του V ως προς το
µ, βλέπε παράγραφο 6.1.1).

Είναι προφανές ότι μπορούμε να αντικαταστήσουμε το V με το V ∧ 1 στα πα-
ραπάνω. Τότε, αν Tn = inf{t : (V ∗ µ)t ≤ n} θα έχουμε Tn(ω) ↑ ∞ για κάθε ω
καθώς n ↑ ∞, και (V ∗ µ)Tn ≤ n + 1. Ως εκ τούτου η V ′ :=

∑
n≥1 2

−nV χJ0,TnK×E
είναι P̃−μετρήσιμη και αυστηρά θετική συνάρτηση και ισχύει ότι (V ′ ∗ µ)∞ =∑

n≥1(n+ 1)2−n. Επομένως από τα παραπάνω προκύπτει:
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Συνθήκη 7.2.2. Υπάρχει μία αυστηρά θετική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση V επάνω
στον Ω̃ έτσι ώστε η (V ∗ µ)∞ να είναι φραγμένη.

Ιδιαιτέρως, τότε συμπεραίνουμε ότι το µ είναι P̃−σ−πεπερασμένο σε σχέση με
όλα τα μέτρα πιθανότητας επάνω στον (Ω,F).

Ορισμός 7.2.3. Θεωρούμε τον φιλτραρισμένο χώρο (Ω,F ,F), την αρχική σ–άλγεβρα
H και το μέτρο µ ικανοποιεί την Συνθήκη 7.2.1. Έστω PH μία αρχική συνθήκη
(δηλαδή, ένα μέτρο πιθανότητας PH επάνω στον (Ω,H )). Έστω ν ένα προβλέψιμο
τυχαίο μέτρο επάνω στον R+×E. Τότε, μία λύση τoυ martingale−προβλήματος
που σχετίζεται με (H , µ) και (PH , ν), είναι ένα μέτρο πιθανότητας P επάνω στον
(Ω,F) έτσι ώστε:
(i) Ο περιορισμός P � H του P στον H να ισούται με το PH .
(ii) Το ν είναι ο αντισταθμιστής του µ επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ).
Συμβολίζουμε με s(H , µ|PH , ν) το σύνολο όλων των λύσεων.

Πρόταση 7.2.4. Το P ανήκει στον s(H , µ|PH , ν) αν και μόνο αν είναι μία λύση
του martingale−προβλήματος του Ορισμού 7.1.1, με X την οικογένεια όλων
των σ.δ. της μορφής

X = (WV ) ∗ µ− (WV ) ∗ ν (7.1)

όπου W είναι μία μη−αρνητική φραγμένη P̃−μετρήσιμη συναρτήση και η V

είναι όπως στην Συνθήκη 7.2.2.

Απόδειξη. Ας τονίσουμε ότι κάθε σ.δ. της σχέσης (7.1) είναι καλά ορισμένη (με
τιμές στο [−∞,∞]). Υποθέτουμε πρώτα ότι P ∈ s(H , µ|PH , ν). Τότε WV ∗µ ∈ A +

και έτσι από τον ορισμό του αντισταθμιστή (βλ. Θεώρημα 6.1.1.5 (ii)), έχουμε ότι
WV ∗ µ−WV ∗ ν ∈ M .

Αντίστροφα, ας θεωρήσουμε ότι όλα ταX της σχέσης (7.1) είναι τοπικά martingales
στην (Ω,F ,F, P ) για κάποιο μέτρο P. Τότε E[(WV ∗µ)∞] = E[(WV ∗ν)∞] για όλες
τις φραγμένες και μη−αρνητικές P̃−μετρήσιμες W (επειδή WV ∗ ν είναι ο αντι-
σταθμιστής του WV ∗µ). Επίσης από το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης, ισχύουν
τα ίδια για όλες τις μη−αρνητικές P̃−μετρήσιμες W , φραγμένες ή όχι. Τότε το ν
είναι ο αντισταθμιστής του µ επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) και επομένως απο-
δείχθηκε. �
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Παρατήρηση 7.2.5. Στον ορισμό της οικογένειας X , δεν είναι απαραίτητο να
πάρουμε όλα αυτά τα W. Θα μπορούσαμε να πάρουμε όλα τα W της μορφής
W (ω, t, x) = g(x) όπου η g κυμαίνεται στα σύνολα που περιέχουν όλες τις φραγ-
μένες μη−αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις επάνω στον (E, E) ή ακόμα μέσα
από ένα μικρότερο υποσύνολο της κλάσης C +(Rd) οπως έχει ορισθεί στην 6.2.8,
όταν E = Rd.

Πρόταση 7.2.6. Το s(H , µ|PH , ν) είναι ένα κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. Έστω P, P ′ ∈ s(H , µ|PH , ν) και Q = αP + (1 − α)P ′ όπου α ∈ (0, 1).

Τότε
Q � H = αP � H + (1− α)P ′ � H = αPH + (1− α)PH ,

και για όλες τις μη−αρνητικές P̃−μετρήσιμες συναρτήσεις W στον Ω̃,

EQ[(W ∗ µ)∞] = αEP [(W ∗ µ)∞] + (1− α)EP ′ [(W ∗ µ)∞]

= αEP [(W ∗ ν)∞] + (1− α)EP ′ [(W ∗ ν)∞]

= EQ[(W ∗ ν)∞].

Έτσι το ν είναι ο Q−αντισταθμιστής του µ. �

Σαν πρώτο παράδειγμα, έχουμε (γενικευμένα) μέτρα Poisson (βλ. παράγραφο
6.1.3). Επομένως το Θεώρημα 6.4.3.2 μπορεί να πάρει την εξής μορφή:

Θεώρημα 7.2.7. Υποθέτουμε ότι στον Ορισμό 7.2.3 το μέτρο ν να είναι ντετερ-
μινιστικό (δηλαδή ν(ω, •) = m(•) για κάποιο μέτρο m).

(a) Το P ανήκει στο s(H , µ|PH , ν) αν και μόνο αν το µ είναι ένα γενικευμένο
μέτρο Poisson επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ), με μέτρο έντασης ν και
P � H = PH .

(b) Υποθέτουμε επιπλέον ότι Σ = F∞− και ότι F είναι το ελάχιστο φιλτράρι-
σμα έτσι ώστε το µ να είναι προαιρετικό μέτρο και H ⊆ F0. Τότε το
s(H , µ|PH , ν) περιέχει το πολύ ένα στοιχείο.

Απόδειξη. (a) Το πρώτο αποτέλεσμα είναι συνέπεια του Θεώρηματος 6.4.3.2 (a).
Επιπλέον, από το Θεώρημα 6.4.3.2 έχουμε ότι αν το P είναι μία λύση, τότε

E

[
χB exp

∑
j≤d

iujµ(Aj)

]
,
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όπου B ∈ H , uj ∈ R, Aj ∈ E , βασίζονται μόνο στο ν και P (B) = PH(B). Αφού
F = H ∨ σ(µ(A) : A ∈ E), συμπεραίνουμε την μοναδικότητα για την P. �

Αυτό το θεώρημα μας δίνει την μοναδικότητα. Υπάρχει επίσης ένα αποτέλεσμα
ύπαρξης, αλλά για αυτό ο χώρος (Ω,F) πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος ώστε
να περιέχει όλα τις πιθανές ′′τροχιές′′ του τυχαίου μέτρου με ακέραιες τιμές. Ας
τονίσουμε το εξής αποτέλεσμα με έναν περιγραφικό τρόπο. Υποθέτουμε ότι το
Ω είναι ο κανονικός χώρος (βλ. Υπόθεση 7.4.7) όλων των τυχαίων μέτρων με
ακέραιες τιμές επάνω στον R+ × E και συμβολίζουμε με µ το κανονικό τυχαίο
μέτρο επάνω στον Ω. Έστω F το ελάχιστο φιλτράρισμα για τα οποία το µ είναι
προαιρετικό και F = F∞−. Τελικά, έστω H η τετριμένη σ−άλγεβρα {Ω, ∅} με το
τετριμένο μέτρο πιθανότητας PH . Τότε:

Αν m είναι οποιοδήποτε θετικό σ−πεπερασμένο μέτρο επάνω στον R+ × E έτσι
ώστε m({t} × E) ≤ 1 για όλα τα t και αν ν(ω, •) = m(•), υπάρχει μία και μόνο
μία λύση στο s(H , µ|PH , ν).

(Για τη απόδειξη βλέπε [17]). Φυσικά, υπάρχει επίσης μία εκδοχή του παραπάνω
αποτελέσματος με μη−τετριμένη αρχική συνθήκη.

7.3 Σημειακές διαδικασίες και πολυμεταβλητές ση-
μειακές διαδικασίες

Έστω (Ω,F ,F) ένας φιλτραρισμένος χώρος με αρχική σ−άλγεβραH . Υποθέτουμε
ότι ο (Ω,F ,F) είναι εφοδιασμένος με μία προσαρμοσμένη σημειακή διαδικασία
N (βλ. παράγραφο 4.2). Έστω {Tn}n∈N μία ακολουθία χ.δ. που αντιστοιχεί στην
N (βλ. Ορισμό 4.2.6).
Επίσης θεωρούμε μία αρχική συνθήκη PH στο (Ω,H ) και μία αύξουσα càdlàg
προβλέψιμη διαδικασία A με A0 = 0. Μας ενδιαφέρουν εκείνα τα μέτρα P για
τα οποία το A είναι ο αντισταθμιστής του N και P � H = PH .

Αυτό το πρόβλημα μπορεί να λυθεί στο πλαίσιο της προηγούμενης παραγράφου,
ως ακολούθως. Θέτουμε E := {1}. Τότε η N μπορεί να θεωρηθεί ως η ′′συνάτηση
κατανομής′′ ενός τυχαίου μέτρου µ με ακέραιες τιμές στον R+ × {1}, δηλαδή
(βλέπε Παράδειγμα 6.1.1.4):

µ(ω; dt, dx) =
∑
n≥1

χ{Tn<∞}δ(Tn,1)(dt× dx) (7.2)
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το οποίο προφανές σχετίζεται με την Συνθήκη 7.2.1, αν πάρουμε

V =
∑
n≥1

2−nχK0,TnJ×{1})

και ανάλογα το A είναι η συνάρτηση κατανομής του προβλέψιμου τυχαίου μέτρου
ν:

ν(dt, dx) = dAtδ1(dx). (7.3)

Τέλος, έχουμε ακόμα μία υπόθεση:

Υπόθεση 7.3.1. F := F∞− και F είναι το ελάχιστο φιλτράρισμα για το οποίο
η N είναι προσαρμοσμένη και έτσι ώστε H ⊆ F0 (δηλαδή Ft =

∩
s>tF0

s , F0
s =

H ∨ σ(Nr : r ≤ s)).

Θεώρημα 7.3.2. Κάτω από τις παραπάνω υποθέσεις και ιδιαίτερα την τελευ-
ταία, υπάρχει το πολύ ένα μέτρο πιθανότητας P έτσι ώστε P|H = PH και το
A να είναι ο αντισταθμιστής του N στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) (με άλλα λόγια, το
s(H , µ|PH , ν) έχει το πολύ μία λύση).

Παρατηρήσεις 7.3.3. Έχουμε μιλήσει μόνο για τα αποτελέσματα της μοναδικό-
τητας. Όσον αφορά την ύπαρξη, αυτό είναι ένα άλλο θέμα.

(a) Μπορεί κανείς να ελπίζει για μία λύση αν το Ω είναι αρκετά πλούσιος χώ-
ρος, για παράδειγμα αν είναι ο κανονικός χώρος από όλες τις σημειακές
διαδικασίες.

(b) Ακόμα και έτσι, δεν είμαστε σίγουροι για την ύπαρξη επειδή η σημειακή
διαδικασία επιτρέπεται να μας οδηγήσει στην ′′έκρηξη′′ σε ένα πεπερασμένο
χρόνο από τον αντισταθμιστή του.

Πράγματι, μπορεί να αποδειχθεί η ύπαρξη και μοναδικότητα αν το Ω είναι το σύ-
νολο όλων των απαριθμητριών συναρτήσεων με τιμές στον N (δηλαδή της μορφής
(4.1) αλλά το όριο limn ↑ Tn είναι πεπερασμένο ή άπειρο, βλέπε [19])

Το Θεώρημα 7.3.2 είναι μία ειδική περίπτωση από μία παρόμοια κατάσταση που
αφορά στις πολυδιάστατες σημειακές διαδικασίες, που ορίζουμε παρακάτω:

Ορισμός 7.3.4. Έστω (E, E) ένας Πολωνικός χώρος. Μία πολυμεταβλητή ση-
μειακή διαδικασία με τιμές στον E είναι ένα τυχαίο μέτρο µ με ακέραιες τιμές
στον R+ × E έτσι ώστε µ(ω; [0, t]× E) <∞ για κάθε ω, t ∈ R+.
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Ας εισάγουμε την ακολουθία χ.δ. Tn := inf{t : µ([0, t] × E) ≥ n}. Τότε Tn < Tn+1,
αν Tn <∞ και Tn ↑ ∞ καθώς n ↑ ∞. Σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.2.2 υπάρχουν
τ.μ. Zn που είναι FTn−μετρήσιμες με τιμές στον E έτσι ώστε

µ(dt, dx) =
∑
n≥1

χ{Tn<∞}δ(Tn,Zn)(dt, dx). (7.4)

Ας σημειώσουμε ότι το μέτρο µ πληροί την Συνθήκη 7.2.1 παίρνουμε
V =

∑
n≥1 2

−nχJ0,TnK×E. Επίσης θεωρούμε μία αρχική συνθήκη PH επάνω στον
(Ω,H ) και ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο ν στον R+ × E.

Τελικά έχουμε την ακόλουθη υπόθεση:

Υπόθεση 7.3.5. F := F∞− και F είναι το ελάχιστο φιλτράρισμα για το οποίο
το µ είναι προαιρετικό και έτσι ώστε H ⊆ F0 (δηλαδή Ft =

∩
s>tF0

s , F0
s =

H ∨ σ{µ([0, r]×B) : r ≤ s, B ∈ E}).

Αφού μία σημειακή διαδικασία μπορεί να θεωρηθεί σαν μία πολυμεταβλητή ση-
μειακή διαδικασία με τιμές στον E, με το E να ανάγεται σε ένα σημείο, στην
περίπτωση αυτή η Υπόθεση 7.3.5 ανάγεται στην Υπόθεση 7.3.1.

Το ακόλουθο επεκτείνει το Θεώρημα 7.3.2:

Θεώρημα 7.3.6. Κάτω από τις ανωτέρω υποθέσεις (ιδιαιτέρως το µ είναι μία
πολυμεταβλητή σημειακή διαδικασία και ισχύει η Υπόθεση 7.3.5), το σύνολο
s(H , µ|PH , ν) περιέχει το πολύ ένα σημείο.

Παρατηρήσεις 7.3.7. (a) Το Θεώρημα 7.3.6 είναι συνήθως λανθασμένο όταν το
μέτρο µ είναι ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές, αλλά όχι όταν είναι μία
πολυμεταβλητή σημειακή διαδικασία (παρόλα αυτά, έχουμε δει ότι είναι
σωστό για τυχαία μέτρα Poisson).

(b) Σχετικά με τις σημειακές διαδικασίες, ένα αποτέλεσμα ύπαρξης μπορεί να
βρεθεί στον J.Jacod [19].

7.4 Προβλήματα martingales και ημι−Martingales

Σε αυτό το εδάφιο θα εισάγουμε την δεύτερη και πιο σημαντική κλάση των
προβλημάτων martingales, δηλαδή αυτά που σχετίζονται με τα χαρακτηριστικά
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των ημι−martingales. Τέλος θα δώσουμε κάποια παραδείγματα για την καλύτερη
κατανόηση των παραπάνω εννοιών.

Σε όλη την παράγραφο θα θεωρήσουμε τον φιλτραρισμένο χώρο (Ω,F ,F) και
μία αρχική σ−άλγεβρα H , όπως επίσης μία αρχική συνθήκη PH (το οποίο είναι
ένα μέτρο πιθανότητας επάνω στον (Ω,H )). Ας σημειώσουμε ότι δεν γνωρίζουμε
ποιό είναι το μέτρο επάνω στον (Ω,F) ακόμα.

Υποθέσεις 7.4.1. Για όλη την Ενότητα 7.4 υποθέτουμε ότι ισχύουν τα παρα-
κάτω:

(a) X = {X i}i≤d είναι μία d−διάστατη càdlàg προσαρμοσμένη διαδικασία επάνω
στον (Ω,F ,F). Η X συνήθως είναι ένα ημι−martingale και έτσι από δω και
κάτω θεωρούμε δοσμένες:

(b) μία συνάρτηση περικόπης h ∈ C d
t

(c) μία τριάδα (B,C, ν) (μία υποψήφια τριάδα για τα χαρακτηριστικά του X),
όπου:

(i) B = {Bi}i≤d είναι F−προβλέψιμη σ.δ., με πεπερασμένη ολική κύμανση
επάνω σε πεπερασμένα διαστήματα, και B0 = 0.

(ii) C = {Cij}i,j≤d είναι F−προβλέψιμη, συνεχής σ.δ., C0 = 0 και Ct − Cs

είναι ένας μη−αρνητικός συμμετρικός πίνακας d× d για s ≤ t.

(iii) Το ν είναι F−προβλέψιμο τυχαίο μέτρο επάνω στον R+ × Rd, το
οποίο δεν ορίζεται στους χώρους R+ × {0}, και {0} × Rd, και είναι
τέτοιο ώστε (|x| ∧ 1) ∗ νt(ω) <∞ και

∫
ν(ω; {t} × dx)h(x) = ∆Bt(ω) και

ν(ω; {t} × Rd) ≤ 1 για κάθε ω ∈ Ω και t ∈ R+.

Οι παραπάνω ιδιότητες είναι ακριβώς οι ιδιότητες που χρειαζόμαστε ώστε να
είναι μία ′′καλή′′ εκδοχή χαρακτηριστικών, όπως κατασκευάστηκαν στην Πρόταση
6.2.5.

Ορισμός 7.4.2. Μία λύση για το martingale−πρόβλημα που συνδέεται με (H , X)

και (PH ;B,C, ν) είναι ένα μέτρο πιθανότητας επάνω στον (Ω,F) έτσι ώστε:
(i) Ο περιορισμός P � H του P στον H να είναι ίσος με το PH .
(ii) Το X να είναι ένα ημι−martingale επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ), με χαρα-
κτηριστικά (B,C, ν) σε σχέση με την συνάρτηση περικοπής h.
Συμβολίζουμε με s(H , X|PH ;B,C, ν) το σύνολο όλων των λύσεων P.
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Παρόλο που το ′′πρόβλημα ημι−martingale′′ φαίνεται μία κατάλληλη ονομασία,
η ορολογία ′′martingale−πρόβλημα′′ συνήθως χρησιμοποιείται για τα παραπάνω,
διότι αυτό πράγματι ανάγεται στο πρόβλημα του Ορισμού 7.1.1, όπως φαίνεται
παρακάτω. Πριν από αυτό, ας θυμηθούμε τον ορισμό της ακόλουθης càdlàg σ.δ.
(βλέπε τις σχέσεις (6.13),(6.14) και (6.15))

X̆(h)t :=
∑
s≤t

[∆Xs − h(∆Xs)]

X(h) := X − X̆(h)

M(h) := X(h)−X0 −B.

(7.5)

Επίσης, ας θυμηθούμε ότι (βλέπε σχέση (6.21)),

C̃ij = Cij + (hihj) ∗ ν −
∑
s≤•

∆Bi
s∆B

j
s . (7.6)

Σημειώνουμε ότι η C̃ ικανοποιεί την Ιδιότητα (c) (ii), εκτός του ότι είναι càdlàg και
όχι απαραίτητα συνεχής. Ως συνήθως, µX είναι ένα τυχαίο μέτρο που συνδέεται
με τα άλματα του X σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.2.3.

Τα παρακάτω αποτελέσματα είναι μία αναδιατύπωση του Θεωρήματος 6.2.9.

Θεώρημα 7.4.3. Ένα μέτρο πιθανότητας ανήκει στο s(H , X|PH ;B,C, ν) αν και
μόνο αν είναι μία λύση του martingale−προβλήματος του Ορισμού 7.1.1 σχετι-
ζόμενη με την PH και την οικογένεια X των διαδικασιών που αποτελείται από
τα ακόλουθα:

(i) M(h)i, για i ≤ d

(ii) M(h)iM(h)j − C̃ij, για i, j ≤ d

(iii) g ∗ µX − g ∗ ν, όπου g ∈ C +(Rd) (βλ. Θεώρημα 6.2.9).

Πόρισμα 7.4.4. Το σύνολο s(H , X|PH ;B,C, ν) είναι ένα κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. Έστω P, P ′ δύο λύσεις και Q = bP +(1−b)P ′ ένας κυρτός συνδυασμός
με b ∈ [0, 1]. Είναι προφανές ότι Q � H = PH . Έστω μία σ.δ. Y που ικανοποιεί
το Θεώρημα 7.4.3. Τότε Y0 = 0 και η |∆Y | είναι φραγμένη από την κατασκευή
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της. Αν Tn = inf{t : |Yt| > n}, τότε η {Tn}n∈N μία ακολουθία από χ.δ. που αυξάνει
στο +∞ και η Y Tn είναι φραγμένη. Τότε από την Πρόταση 2.5.10, η Y Tn είναι ένα
ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale για το το P και το P ′, και για κάθε χ.δ. S
έχουμε E[Y Tn

S ] = 0,

EQ[Y Tn
S ] = bEP [Y Tn

S ] + (1− b)EP ′ [Y Tn
S ] = 0

και από την Πρόταση 2.5.7 έχουμε ότι η Y Tn είναι ένα Q−martingale. Επομένως η
Y είναι ένα Q−τοπικό−martingale και Q ∈ s(H , X|PH ;B,C, ν) από το Θεώρημα
7.4.3. �

Παρατήρηση 7.4.5. (i) Σε κάποιες περιπτώσεις οι Υποθέσεις 7.4.1 (a) και (c) είναι
αρκετά ισχυρές, και θα πρέπει να αντικατασταθούν από τις:

X, είναι μία προσαρμοσμένη σ.δ. με τιμές στον Rd

B, είναι μία προπροβλέψιμη σ.δ. με τιμές στον Rd

C, είναι μία προβλέψιμη σ.δ. με τιμές στον Rd×d

ν, είναι ένα προβλέψιμο τυχαίο μέτρο επάνω στον R+ × Rd

(7.7)

Τότε στον Ορισμό 7.4.2, θα πρέπει να αντικαταστήσουμε την (ii) με την:

(ii)′ η σ.δ. X είναι καθολικά ισοδύναμη με ένα ημι−martingale επάνω στην
(Ω,F ,F, P ), του οποίου τα χαρακτηριστικά είναι καθολικά ισοδύναμα με τα
(B,C, ν). Φυσικά, αν το P είναι μία λύση, τότε η σ.δ. X είναι μία P−σ.β. càdlàg
και παίρνει τιμές στον Rd, και τα (B,C, ν) ικανοποιούν την Υπόθεση 7.4.1 (c)
εκτός από ένα P−μηδενικό σύνολο. Σε αυτήν την περίπτωση, το Θεώρημα 7.4.3
και το Πόρισμα 7.4.4 είναι αληθή, όπως φαίνεται εύκολα, αν στην σχέση (7.6) θέ-
σουμε C̃ij

t = +∞ όταν το δεξιό μέρος δεν είναι καλά ορισμένο, και στο Θεώρημα
7.4.3 προσθέτουμε ότι P−σ.β. η:

B έχει πεπερασμένη ολική κύμανση επάνω σε πεπερασμένα διαστήματα. (7.8)

(ii) Μπορεί κανείς να πάει ακόμη περισσότερο, αν στην σχέση (7.7) βγάλουμε την
προβλεψιμότητα και δεν είναι προσαμοσμένες. Τότε αν η P είναι μία λύση, τα
X,B,C, ν είναι προσαρμοσμένα ή προβλέψιμα σε σχέση με το πλήρη φιλτράρισμα
FP μόνο.

Τελειώνουμε αυτήν την Ενότητα με μία περιγραφή με επιπλέον υποθέσεις που
φυσικά συμπληρώνουν τον φιλτραρισμένο χώρο και την Υπόθεση 7.4.1 (a). Μέ-
χρι εδώ ο χώρος (Ω,F ,F) είναι αυθαίρετος, από το γεγονός ότι στηρίζεται στην
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προσαρμοσμένη σ.δ. X. Παρόλα αυτά, εκτός από κάποιες συγκεκριμένες περι-
πτώσεις, δεν μπορούμε να ελπίζουμε για την μοναδικότητα της λύσης του συνόλου
s(H , X|PH ;B,C, ν) εκτός εάν έχουμε την εξής υπόθεση:

Υπόθεση 7.4.6. Η F παράγεται από την X και την H , με το οποίο εννοούμε
τα εξής:
(i) Ft =

∩
s>tF0

s και F0
s = H ∨ σ(Xr : r ≤ s) (με άλλα λόγια, η F είναι το

ελάχιστο φιλτράρισμα έτσι ώστε η X να είναι προσαρμοσμένη και H ⊆ F0).
(ii) F = F∞−(=

∨
tFt).

Την παραπάνω υπόθεση την έχουμε ήδη συναντήσει την Ενότητα 7.3. Όσον αφορά
την ύπαρξη μίας λύσης ενός martingale−προβλήματος, χρειαζόμαστε μία καλύ-
τερη δομή για το Ω, και μία κατάλληλη δομή είναι η εξής:

Η κανονική υπόθεση 7.4.7. Το Ω είναι ο κανονικός χώρος (επίσης συμβολίζεται
με D(Rd)) όλων των càdlàg συναρτήσεων ω : R+ 7−→ Rd. Η X είναι η κανονική
σ.δ. που ορίζεται από την Xt(ω) = ω(t) και H = σ(X0). Τελικά η F παράγεται
από την X και την H κατα την Υπόθεση 7.4.6.

Βλ. π.χ. [16], Chapter VI, §1a, 1b, 1c για περισσότερες πληροφορίες.

Στην κανονική υπόθεση, ή πιο γενικότερα όταν η H = σ(X0), μπορούμε να ταυ-
τίσουμε το αρχικό μέτρο PH με την κατανομή της X0 στον Rd:

Συμβολισμός: αν H = σ(X0) και αν το η είναι ένα μέτρο πιθανότητας επάνω
στον Rd, επίσης με η συμβολίζουμε το μέτρο επάνω στον (Ω,H ) που ορίζεται
από την σχέση η(X0 ∈ A) = η(A).

7.5 Παράδειγμα:στοχαστικές διαδικασίες με ανεξάρ-
τητες προσαυξήσεις

Έχουμε ήδη συναντήσει και λύσαμε κατάλληλα, μία σειρά από
martingale−προβλήματα με (υπο συνθήκη ) ανεξάρτητες προσαυξήσεις. Για πα-
ράδειγμα, αν το PH είναι ένα αυθαίρετο μέτρο πιθανότητας επάνω στον (Ω,H ),
τότε μπορούμε να αναδιατυπώσουμε το Θεώρημα 6.4.2.1 ως εξής:

Θεώρημα 7.5.1. Έστω d = 1 και υποθέτουμε ότι X0 = 0. Έστω σ2 μία συνε-
χής αύξουσα συνάρτηση με σ2(0) = 0. Τότε το P ανήκει στο σύνολο λύσεων
s(H , X|PH ; 0, σ2, 0) αν και μόνο αν η X είναι μία σ.δ. Wiener με συνάρτηση
διακύμανσης σ2 επάνω στον (Ω,F ,F, P ).
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Αυτό στην ουσία είναι το ίδιο με το Παράδειγμα 7.1.2.

Γενικότερα, μπορούμε να γράψουμε τα Θεωρήματα 6.4.4.2 και 6.4.4.4 στην πα-
ρακάτω μορφή:

Θεώρημα 7.5.2. Έστω ότο η τριάδα (B,C, ν) ικανοποιεί την Υπόθεση 7.4.1(c)
και είναι ντεντερμινιστική. Τότε ισχύουν τα εξής:

(a) Το P ανήκει στο s(H , X, |PH ;B,C, ν) αν και μόνο αν P � H = PH και X–X0

είναι μία PII επάνω στον (Ω,F ,F, P ) της οποίας η κατανομή περιγράφεται
από την (6.30).

(b) Επιπλέον υποθέτουμε ότι η F παράγεται από την από την σ.δ. X και την
H (βλέπε Υπόθεση 7.4.6). Τότε το σύνολο s(H , X, |PH ;B,C, ν) περιέχει
το πόλυ ένα στοιχείο του P.

(c) Έστω επιπλέον ότι ισχύει η κανονική υπόθεση 7.4.7. Τότε για κάθε μέτρο
πιθανότητας η επάνω στον Rd, το σύνολο s(H , X, |η;B,C, ν) περιέχει μία
και μόνο μία λύση.

Ορισμός 7.5.3. Μία τ.μ. Y : Ω 7−→ R και μία σ−υποάλγεβρα G της F είναι υπο
συνθήκη ανεξάρτητες ως προς μία σ−υποάλγεβρα H αν

E [f(Y )Z|H ] = E [f(Y )|H ]E [Z|H ]

για όλες τις φραγμένες B−μετρήσιμες συναρτήσεις f : R 7−→ R και όλες τις
φραγμένες G−μετρήσιμες τ.μ. Z.

Ορισμός 7.5.4. Έστω H μία σ−υποάλγεβρα της F0. Μία σ.δ. με H −υπο συν-
θήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις (εν συντομία, H −PII), είναι μία càdlàg προ-
σαρμοσμένη σ.δ. με τιμές στον R έτσι ώστε X0 = 0 και για όλα τα 0 ≤ s ≤ t

η τ.μ. Xt −Xs και η σ−άλγεβρα Fs είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητες ως προς την
H .

Θεώρημα 7.5.5. Υποθέτουμε ότι η F παράγεται από την από την σ.δ. X και
την H (βλέπε την Υπόθεση 7.4.6), και ότι κάθε ένα από τα χαρακτηριστικά
(B,C, ν) είναι H −μετρήσιμο. Τότε το σύνολο s(H , X, |PH ;B,C, ν) περιέχει το
πολύ ένα στοιχείο του P , στην περίπτωση αυτή η X–X0 είναι μία H −PII
επάνω στον (Ω,F ,F, P ).
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7.6 Τοπική μοναδικότητα

Σε αυτήν την ενότητα για ′′τεχνικούς′′ λόγους, χρήσιμους για τα οριακά θεωρή-
ματα καθώς και για την μελέτη της απόλυτης συνέχειας, χρειαζόμαστε μία μορφή
μοναδικότητας για τα προβλήματα−martingales, η οποία είναι ισχυρότερη από
την ′′συνήθη′′ μοναδικότητα τη λύσης του s(H , X, |PH ;B,C, ν).

Η υπόθεση είναι αυτή που έχουμε και στην Παράγραφο 7.1, και θεωρούμε επι-
πλέον ότι η F παράγεται από την X και την H (Υπόθεση 7.4.6). Στην διπλωμα-
τική εργασία οι χ.δ. ως προς ένα ′′φιλτράρισμα′′ {F0

t }t∈R+ παίζουν βασικό ρόλο.
Για να τονίσουμε το γεγονός ότι η {F0

t }t∈R+ δεν είναι ένα φιλτράρισμα, όπως το
χρειαζόμαστε (διότι γενικά δεν είναι δεξιά συνεχές), δίνουμε ειδικό όνομα στους
χ.δ. ως προς αυτό:

Ορισμός 7.6.1. Ένας γνήσιος χ.δ. (ή ένας χ.δ. ως προς το φιλτράρισμα {F0
t }t≥0)

είναι μία απεικόνιση T : Ω 7−→ R+ έτσι ώστε {T ≤ t} ∈ F0
t για όλα τα t ∈ R+. Αν

T είναι ένας γνήσιος χ.δ., τότε η F0
T συμβολίζει την σ−άλγεβρα όλων των A ∈ F

έτσι ώστε A ∩ {T ≤ t} να ανήκει στο F0
t για όλα τα t ∈ R+.

Αφού Ft− ⊆ F0
t ⊆ Ft για κάθε t > 0 έχουμε:

Παρατήρηση 7.6.2. Ένας γνήσιος χ.δ. είναι ένας χ.δ., F0
T ⊆ FT και FT− ⊆ F0

T

επάνω στο {T > 0}. Ένας προβλέψιμος χρόνος T είναι ένας γνήσιος χ.δ. αν
{T = 0} ∈ F0

0 .

Έστω (B,C, ν) μία τριάδα με τις Υποθέσεις 7.4.1. Αν T είναι ένας χ.δ., τότε γνω-
ρίζουμε πως ορίζουμε τις διακοπτόμενες σ.δ. XT , BT , CT , και το διακοπτόμενο
τυχαίο μέτρο νT ορίζεται από την

νT (ω; ds, dx) = ν(ω; ds, dx)χ{s≤T (ω)}.

Επομένως W ∗ νT = (W ∗ ν)T .

Ορισμός 7.6.3. Ας θεωρήσουμε ότι ισχύει η Υπόθεση 7.4.6. Τότε λέμε ότι ικανο-
ποιείται η τοπική μοναδικότητα για το martingale−πρόβλημα (Ορισμός 7.4.2), αν
για κάθε γνήσιο χ.δ. T , οποιεσδήποτε δύο λύσεις P και P ′ του ′′διακοπτόμενου′′

martingale−προβλήματος s(H , XT |PH ;BT , CT , νT ) συμπίπτουν επάνω στην σ−άλγεβρα
F0
T (η τοπική μοναδικότητα μας δίνει την μοναδικότητα, αν πάρουμε T ≡ ∞).
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Είναι φανερό από τον ορισμό της, ότι η τοπική μοναδικότητα δεν θα είναι εύκολο
να ελεγχθεί αν ισχύει, εκτός αν μπορούμε να αποδείξουμε ότι αυτή προκύπτει
από την μοναδικότητα. Δεν μπορούμε να ελπίζουμε για αυτό γενικώς. Εντούτοις,
αυτό αληθεύει όταν το martingale−πρόβλημα έχει τη μορφή ενός ′′Μαρκοβιανού′′

τύπου, το οποίο περιγράφουμε παρακάτω.

Από εδώ και πέρα υποθέτουμε ότι ο χώρος (Ω,F ,F) είναι κανονικός, με την
κανονική σ.δ. X και H = F0

0 ( βλέπε Υπόθεση 7.4.6). Για κάθε t ∈ R+ υπάρχει
μία απεικόνιση (η μετατόπιση (shift) ) θt : Ω 7−→ Ω, που ορίζεται από την

Xs ◦ θt(ω) := Xs+t(ω) ∀ s ≥ 0, ∀ ω ∈ Ω. (7.9)

Υπόθεση 7.6.4. Έστω ότι μας δίνεται μία τριάδα (B,C, ν) που ικανοποιεί τις
Υποθέσεις 7.4.1. Για κάθε t ∈ R+ έχουμε την τριάδα (ptB, ptC, ptν) που ικανο-
ποιεί τις Υποθέσεις 7.4.1, έτσι ώστε

(i) οι απεικονίσεις (ω, t) 7−→ (ptB)s(ω), και (ω, t) 7−→ (ptC)s(ω) για κάθε s ∈
R+, και (ω, t) 7−→ (ptν)(ω,A) για κάθε ω ∈ Ω και A ∈ B(R+) ⊗ Bd είναι
F ⊗B(R+)−μετρήσιμη,

(ii) για κάθε ω ∈ Ω, s ∈ R+, A ∈ Bd

(ptB)s(θtω) = Bt+s(ω)–Bt(ω)

(ptC)s(θtω) = Ct+s(ω)–Ct(ω)
(ptν)(θtω; (0, s]× A) = ν(ω; (t, t+ s]× A).

Ιδιαιτέρως, p0B = B, p0C = C, p0ν = ν.

Θεώρημα 7.6.5. Εκτός από τις παραπάνω υποθέσεις (δηλαδή τις Υποθέσεις
7.6.4 και την Υπόθεση 7.4.6), υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας πυρήνας μετάβα-
σης Px,t(dω) από τον χώρο (Rd × R+,Bd ⊗B(R+)) στον χώρο (Ω,F) έτσι ώστε
για κάθε (x, t), το Px,t είναι μία λύση του martingale−προβλήματος
s(H , X|δx; ptB, ptC, ptν). Αν επιπλέον το πρόβλημα s(H , X|δx;B,C, ν) έχει μο-
ναδική λύση (η οποία αναγκαία είναι το Px,0!), τότε η τοπική μοναδικότητα
ισχύει για το συγκεκριμένο πρόβλημα.
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Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §2d, page 161.

Δίνουμε ένα παράδειγμα ως συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος

Πόρισμα 7.6.6. Αν τα χαρακτηριστικά (B,C, ν) είναι ντεντερμινιστικά, τότε
έχουμε την ύπαρξη και την τοπική μοναδικότητα.

Απόδειξη. Θέτουμε

(ptB)s := Bt+s −Bt, (ptC)s := Ct+s − Ct, ptν([0, s]× A) := ν((t, t+ s]× A).

Έτσι τα χαρακτηριστικά (ptB, ptC, ptν) είναι ντεντερμινιστικά και προφανώς ισχύ-
ουν οι Ιδιότητες 7.6.4. Από το Θεώρημα 7.5.2 το σύνολο s(H , X|δx; ptB, ptC, ptν)
έχει μία μοναδική λύση Px,t, για την οποία η σ.δ.X−X0 είναι μία PII. Επιπλέον, αν
η h(u)s,t είναι το δεξί μέλος της σχέσης (6.30) και η Ex,t συμβολίζει την μέση τιμή
ως προς το Px,t, τότε από την (6.30) έχουμε ότι για κάθε 0 = s0 < · · · < sp, up ∈ Rd

ισχύει

Ex,t

[
expi

(
u0 ·X0 +

∑
1≤j≤p

uj · (Xtj −Xtj−1
)

)]
= [eiu0·x]

∏
1≤j≤p

h(uj)t+tj−1,t+tj ,

όπου η συνάντηση είναι Borel−μετρήσιμη ως προς το (x, t). Εύκολα συνάγουμε
ότι η Px,t(dω) είναι ένας πυρήνας μετάβασης και ο ισχυρισμός έπεται από τα
Θεωρήματα 7.5.2 και 7.6.5. �
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Κεφάλαιο 8

Απόλυτη συνέχεια και αλλαγές
μέτρων

Θεωρούμε δύο μέτρα πιθανότητας P και P ′ επάνω στον φιλτραρισμένο χώρο
(Ω,F ,F). Η βασική υπόθεση είναι ότι είτε το μέτρο P ′ είναι απόλυτα συνεχείς
σε σχέση με το μέτρο P (P ′ ≪ P ), είτε μία πιο χαλαρή υπόθεση ότι το P ′ είναι
′′τοπικά′′ απόλυτα συνεχείς σε σχέση με το μέτρο P.
Ο κύριος σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να υπολογίσουμε τα χαρακτη-

ριστικά ενός ημι−martingale X αναφορικά με το μέτρο P ′, από τα χαρακτηρι-
στικά του μέτρου P . Αυτοί οι υπολογισμοί και άλλοι σχετικοί υπολογισμοί που
αφορούν martingales και τυχαία μέτρα, είναι γνωστοί ως τα ′′Θεωρήματα του
Girsanov′′. Το κύριο συστατικό των παραπάνω είναι η ′′σ.δ. της πυκνότητας′′

του P ′ ως προς το P. Αυτή η σ.δ. είναι ένα martingale επάνω στον φιλτραρισμένο
χ.π. (Ω,F ,F, P ) έτσι ώστε για κάθε t ∈ R+, η Zt να είναι η Radon−Nikodym
παράγωγος dP ′ � Ft/dP � Ft των περιορισμών των μέτρων P ′ και P επάνω στον
μ.χ. (Ω,Ft).

8.1 Η διαδικασία της πυκνότητας

Αρχικά θα εισάγουμε κάποιους συμβολισμούς. Με E και E′ συμβολίζουμε τις
μέσες τιμές ως προς τα μέτρα P και P ′ αντίστοιχα. Για κάθε χ.δ. T θέτουμε

PT := P � FT και PT− := P � FT− (8.1)

και ανάλογα για τα μέτρα P ′
T και P ′

T−.
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Απόλυτη συνέχεια και αλλαγές μέτρων

Ορισμός 8.1.1. Καλούμε το μέτρο P ′ τοπικά απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο
P , και γράφουμε ότι P ′ loc≪ P , αν P ′

t ≪ Pt για όλα τα t ∈ R+.

Συνήθως, μία ′′τοπική′′ ιδιότητα προσδιορίζονται μέσω μίας ακολουθίας από χ.δ.
(βλέπε 2.4). Η παρούσα έννοια πράγματι ικανοποιεί τον ίδιο κανόνα, όπως φαί-
νεται ακολούθως:

Λήμμα 8.1.2. P ′ loc
≪ P αν και μόνο αν υπάρχει μία αύξουσα ακολουθία {Tn}

από χ.δ., έτσι ώστε P ′(limn→∞ Tn = ∞) = 1 και P ′
Tn

≪ PTn για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Η αναγκαία συνθήκη είναι προφανής. Θα αποδείξουμε την ικανή συν-
θήκη, έστω A ∈ Ft με Pt(A) = 0. Τότε

P ′
t(A) = lim

n
P

′

Tn(A ∩ {Tn > t}) = 0

επειδή A ∩ {Tn > t} ∈ FTn και P
′
Tn

≪ PTn . Συνεπώς P
′
t ≪ Pt. �

Θεώρημα 8.1.3. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P. Τότε υπάρχει ένα P− και P ′− μονα-
δικό P−martingale Z, έτσι ώστε Zt = dP

′
t

dPt
για κάθε t ∈ R+. Επιπλέον

(i) έχουμε Zt(ω) ≥ 0 για κάθε ω ∈ Ω.

(ii) Αν T είναι ένας χ.δ., τότε περιορισμένα επάνω στο σύνολο {T < ∞}
έχουμε ότι P ′

T ≪ PT και ZT =
dP ′

T

dPT
.

(iii) Αν T είναι ένας προβλέψιμος χρόνος, περιορισμένα επάνω στο σύνολο
{T <∞} τότε έχουμε ότι P ′

T− ≪ PT− και ZT− =
dP

′
T−

dPT−
.

Το P−matingale Z καλείται η ′′ σ.δ. πυκνότητας ′′ του P ′ ως προς το P. Παρα-
τηρούμε ότι E[Zt] = 1 για κάθε t ∈ R+.

Απόδειξη. Αν Un := dP ′
n

dPn
, τότε Un ∈ L1(Ω,F , P ). Καλούμε Y n το P−martingale

έτσι ώστε Y n
t := E[Un|Ft] αν t < n και Y n

t = Un αν t ≥ n (βλέπε Θεώρημα 2.5.6).
Μπορούμε να πάρουμε μία εκδοχή έτσι ώστε Y n ≥ 0. Θέτουμε

Z :=
∑
n≥1

Y nχJn−1,nJ.

Τότε η σ.δ. Z είναι càdlàg και προσαρμοσμένη, με Zt(ω) ≥ 0 για κάθε ω ∈ Ω.
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8.1 Η διαδικασία της πυκνότητας

Έστω T ένας χ.δ. και A ∈ FT . Τότε

E[χAχ{T<∞}ZT ] =
∑
n≥1

E[χAχ{n−1≤T<n}Y
n
T ]

=
∑
n≥1

E[χAχ{n−1≤T<n}U
n]

=
∑
n≥1

P ′(A ∩ {n− 1 ≤ T < n})

= P ′(A ∩ {T <∞}).

Άρα P ′
T ≪ PT περιορισμένα στο σύνολο {T <∞} και ZT =

dP ′
T

dPT
επομένως έχουμε

την (ii). Αν πάρουμε A ∈ Ft και T ≡ t (αντίστοιχα T ≡ s > t) έχουμε ότι
E[χAZt] = P ′(A) = E[χAZs], άρα η σ.δ. Z είναι ένα P−martingale. Αν T είναι ένας
προβλέψιμος χρόνος και A ∈ FT−, τότε

P ′(A ∩ {T <∞}) = E[χAχ{T<∞}ZT ] = E[χAχ{T<∞}ZT−]

από το Λήμμα 3.3.1 και την Παρατήρηση 2.5.3, οπότε έχουμε την (iii). Τέλος,
η Radon−Nikodym παράγωγος dP ′

t

dPt
είναι P−σ.β. και P ′−σ.β. μοναδική, οπότε

έχουμε την P−σ.β. και P ′−σ.β. μοναδικότητα της σ.δ. Z. �

Στη συνέχεια έχουμε κάποιες εύκολες ιδιότητες για την σ.δ. της πυκνότητας.

Πρόταση 8.1.4. Υποθέτουμε ότι P ′ loc
≪ P και έστω Z η σ.δ. της πυκνότητας.

Τότε:

(a) P ′({inft{Zt > 0}}) = 1.

(b) Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) P ′
∞− ≪ P∞−.

(ii) P ′(supt{Zt <∞}) = 1.

(iii) Η Z είναι ένα P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale.

Απόδειξη. (a) Έστω Tn := inf{t : Zt < 1
n
}. Τότε από το Θεώρημα 8.1.3 έχουμε ότι

P ′(Tn <∞) = EP [ZTnχ{Tn<∞}] ≤
1

n
,

Συνεπώς P ′(
∩
n∈N{Tn <∞}) = 0 και ο ισχυρισμός έπεται.
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Απόλυτη συνέχεια και αλλαγές μέτρων

(b) (i) =⇒ (ii) Από το οριακό Θεώρημα του Doob (βλ. π.χ. [16], Chapter I, §1e,
Theorem 1.39), η σ.δ. Zt συγκλίνει P−σ.β. σε ένα πεπερασμένο όριο καθώς t ↑ ∞.

Εφόσον ισχύει η (i), το ίδιο ισχύει και για P ′−σ.β., οπότε έχομε την (ii).
(ii) =⇒ (iii) E[Zsχ{Zs>n}] = P ′({Zs > n}) ≤ P ′({supt Zt > n}).
Συνεπώς limn→∞ E[Zsχ{Zs>n}] ≤ limn→∞ P ′({supt Zt > n}) = 0. Οπότε η οικογένεια
Zt είναι P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη.
(iii) =⇒ (i) Κάτω από την (iii), Zt → Z∞ στον L1(Ω,F , P ), ενώ για κάθε A ∈ Ft,
P ′(A) = E[χAZt] = E[χAZ∞]. Από ένα επιχείρημα μονότονης κλάσης έχουμε ότι
P ′(A) = E[χAZ∞] για κάθε A ∈ F∞−, και άρα έχουμε την (i). �

Λήμμα 8.1.5. Έστω Z ένα μη αρνητικό P−υπερ−martingale (π.χ. η σ.δ. της
πυκνότητας όταν P ′ loc

≪ P ). Τότε η T = inf{t : Zt = 0 ή Zt− = 0} είναι ένας
χ.δ., και Z = 0 P−σ.β. επάνω στο σύνολο JT,∞J.
Απόδειξη. Έστω Tn := inf{t : Zt <

1
n
}, που είναι ένας χ.δ.. Έχουμε ότι T =

limn→∞ Tn. Από το Stopping Theorem του Doob (βλ. π.χ. [16], Chapter I, §1e,
Theorem 1.39), έχουμε ότι E[ZT |FTn ] ≤ ZTn ≤ 1

n
επάνω στο σύνολο {Tn < ∞},

άρα E[ZTχ{T<∞}] ≤ 1
n
για κάθε n ∈ N, επομένως ZT = 0 P−σ.β. επάνω στο

σύνολο {T <∞}. Τώρα αν θέσουμε Sn := inf{t > T : Zt >
1
n
}, τότε η Sn είναι ένας

χ.δ. και E[ZSn |FT ] ≤ ZT = 0 επάνω στο σύνολο {T < ∞}, το οποίο μας δίνει ότι
Sn = ∞ P−σ.β., και έτσι έχουμε ότι Z = 0 P−σ.β. επάνω στο σύνολο JT,∞J. �
8.2 Θεώρημα Girsanov και τοπικα martingales

Θα ξεκινήσουμε με ένα γενικό αποτέλεσμα.

Πρόταση 8.2.1. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P και έστω η Z μία σ.δ. της πυκνότητας.
Έστω M ′ μία προσαρμοσμένη σ.δ..

(a) Η M ′Z είναι ένα P−martingale αν και μόνο αν η M ′ είναι ένα P ′−martingale.

(b) Αν η M ′Z είναι ένα P−τοπικό martingale, τότε η M ′ είναι ένα P ′−τοπικό
martingale.

(c) Αν η M ′ είναι ένα P ′−τοπικό martingale με την τοπικοποιούσα ακολουθία
{Tn}n∈N να ικανοποιεί την P (limn→∞ Tn = ∞) = 1, τότε η M ′Z είναι ένα
P−τοπικό martingale.
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8.2 Θεώρημα Girsanov και τοπικα martingales

Ας παρατηρήσουμε ότι το (a) είναι ισοδύναμο με τον ακόλουθο γνωστό τύπο: αν
η σ.δ. Y είναι φραγμένη (ή P ′−ολοκληρώσιμη) και Fs−μετρήσιμη, και t ≤ s τότε

E′[Y |Ft] =
1

Zt
E[Y Zs|Ft]. (8.2)

Απόδειξη. (a) Έστω A ∈ Ft, τότε E′[χAM
′
t ] = E[χAZtM

′
t ]. Επομένως E′[M

′
t–M

′
s|Fs] =

0 για κάθε s ≤ t αν και μόνο αν E[ZtM
′
t–ZsM

′
s|Fs] = 0, και άρα έχουμε την ισο-

δυναμία.
(b) Έστω {Tn}n∈N η τοπικοποιούσα ακολουθία για το P−τοπικό martingale M ′Z

και T = limn→∞ Tn. Τότε από το Θεώρημα 8.1.3 έχουμε ότι P ′(T < ∞) =

E[ZTχ{T<∞}] = 0 (επειδή T = ∞ P−σ.β.). Επιπλέον η M
′TnZ = (M ′Z)Tn +

M
′
Tn
(Z–ZTn)χJTn,∞J είναι προφανώς ένα P−martingale, επομένως από το (a) έχουμε

αυτό που θέλουμε.
(c) Η M

′TnZ είναι ένα P−martingale από το (a), έτσι

(M ′Z)Tn =M
′TnZ–M ′

Tn(Z–ZTn)χJTn,∞J
είναι επίσης ένα P−martingale. �

Πόρισμα 8.2.2. Σύμφωνα με τις παραδοχές της Πρότασης 8.2.1, αν η Tn =

inf{t : Zt < 1
n
} και αν όλες οι σ.δ. (M ′Z)Tn είνα P−τοπικά martingales, τότε η

M ′ είναι ένα P ′−τοπικό martingale.

Απόδειξη. Η M
′TnZ = (M ′Z)Tn + M

′
Tn
(Z–ZTn)χJTn,∞J είναι προφανώς ένα P−

τοπικό martingale, έτσι η M ′Tn είναι ένα P ′−τοπικό martingale από την Πρόταση
8.2.1 (b), και Tn ↑ ∞ P ′−σ.β. από την Πρόταση 8.1.4. �
Τώρα θα διατυπώσουμε το ′′κλασσικό′′ Θεώρημα του Girsanov.

Θεώρημα 8.2.3. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P και ότι η Z είναι μία σ.δ. της πυκνότη-
τας. ΈστωM ένα P−τοπικό martingale μεM0 = 0 και έστω ότι η P−τετραγωνική
συνκύμανση [M,Z] έχει P−τοπικά ολοκληρώσιμη κύμανση. Συμβολίζουμε με
⟨M,Z⟩ τον P−αντισταθμιστή της [M,Z]. Τότε η σ.δ.

M ′ =M − 1

Z−
• ⟨M,Z⟩ (8.3)

είναι P ′−σ.β. καλά ορισμένη, και είναι ένα P ′−τοπικό martingale. Επιπλέον η
P−τετραγωνική κύμανση ⟨M c,M c⟩ του συνεχούς μέρους M c (σε σχέση με το P )
του M είναι επίσης μία εκδοχή της P ′−τετραγωνικής κύμανσης του συνεχούς
μέρους (ως προς το P ′) του M ′.
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Απόδειξη. (a) Έστω Tn = inf{t : Zt <
1
n
} και A = (1/Z−) • ⟨M,Z⟩, το οποίο

είναι προφανώς καλά ορισμένο σε κάθε στοχαστικό διάστημα J0, TnK. Καθώς
Tn ↑ ∞ P−σ.β. από την Πρόταση 8.1.4, οι σ.δ. A και M ′ είναι P ′−σ.β. καλά
ορισμέμες.
(b) Αφού η MZ = M− • Z + Z− • M + [Z,M ], η σ.δ. (MZ)Tn − ⟨M,Z⟩Tn εί-
ναι ένα P−τοπικό martingale. Αφού η σ.δ. ATn είναι προβλέψιμη με πεπερα-
σμένη ολική κύμανση, προκύπτει ότι (AZ)Tn = A • ZTn + Z− • ATn (βλ. π.χ. [16],
Chapter I, Proposition 4.49 (b)). Έτσι (AZ)Tn–Z− •ATn είναι επίσης ένα P−τοπικό
martingale. Επίπλέον, Z− • ATn = ⟨M,Z⟩Tn από τον ορισμό του A. Οποτέ εναλ-
λακτικά έχουμε ότι (M ′Z)Tn είναι ένα P−τοπικό martingale, έτσι η M ′ είναι ένα
P ′−τοπικό martingale από το Πόρισμα 8.2.2.
(c) Από το (b) συνάγουμε ότι η M είναι ένα P ′−ημι−martingale (με κανονική
ανάλυση M =M ′ +A). Τα ′′αθροίσματα Riemann′′ Sτn(M,M) που ορίζονται απο
την σχέση (5.7) δεν εξαρτώνται από το μέτρο πιθανότητας, ως εκ τούτου η τε-
τραγωνική κύμανση [M,M ] είναι η ίδια για τα μέτρα P και P ′ , από το Θεώρημα
5.5.2 (a). Ο τελευταίος ισχυρισμός έπεται, διότι από την σχέση (5.8) η τετραγω-
νική κύμανση του συνεχούς martingale μέρους ενός ημι−martingale είναι απλά
το ′′συνεχές μέρος′′ της τετραγωνικής κύμανσης του ημι−martingale. �

8.3 Θεώρημα Girsanov και τυχαία μέτρα

Θεωρούμε έναν βοηθητικό Πολωνικό χώρο (E, E) (όπως έχουμε ορίσει στην Ενό-
τητα 6.1.1). Σε κάθε τυχαίο μέτρο µ επάνω στον R+ × E ορισμένο επάνω στον
φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) έχουμε τα ακόλουθα:

Ορισμός 8.3.1. Το MP
µ είναι το θετικό μέτρο επάνω στον (Ω̃,F ⊗ B(R+) ⊗ E)

που ορίζεται από τον τύπο MP
µ (W ) := E[(W ∗ µ)∞] για όλες τις μη αρνητικές

μετρήσιμες συναρτήσεις W, όπου Ω̃ := Ω× R+ × E.

Επιπλέον υποθέτουμε ότι το µ είναι P̃−σ−πεπερασμένο επάνω στην (Ω,F ,F, P ),
πράγμα το οποίο είναι ισοδύναμο με το να λέμε ότι ο περιορισμός του μέτρουMP

µ

στον (Ω̃, P̃) είναι σ−πεπερασμένο, όπου P̃ := P ⊗ E . Τότε, υπάρχει μία έννοια
της ′′υπο συνθήκης μέσης τιμής σε σχέση με το MP

µ
′′, δοσμένης της σ−άλγεβρας

P̃: για κάθε μη αρνητική μετρήσιμη συνάρτηση W , η ′′υπο συνθήκη μέση τιμή ′′

W ′ =MP
µ (W |P̃) είναι η MP

µ −σ.π. μοναδική P̃−μετρήσιμη συνάρτηση ώστε

MP
µ (WU) =MP

µ (W
′U) (8.4)
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Για όλες τις μη αρνητικές P̃−μετρήσιμες συναρτήσεις U.

Επιπλέον, ακριβώς όπως και στον Ορισμό γενικευμένης υπο συνθήκης μέσης τι-
μής, μπορούμε να ορίσουμε μία ′′γενικευμένη′′ υπο συνθήκη MP

µ −μέση τιμή για
όλες τις μετρήσιμες συναρτήσεις W.

Θεώρημα 8.3.2. Υποθέτουμε ότι P ′ loc
≪ P και έστω η Z μία σ.δ. της πυκνό-

τητας. Έστω µ ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες τιμές επάνω στον R+ × E

ορισμένο επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) (αυτό μας δίνει ιδιαιτέρως ότι το µ

είναι P̃ − σ−πεπερασμένη σε σχέση με το P ), και συμβολίζουμε με ν τον
P−αντισταθμιστή του µ.

(a) Το µ είναι επίσης P̃ − σ−πεπερασμένο σε σχέση με το P ′.

(b) Έστω Y μία P̃−μετρήσιμη μη αρνητική συνάρτηση επάνω στον Ω̃. Έστω
ν ′ μία εκδοχή του P ′−αντισταθμιστή του µ. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) ν ′ = Y · ν P ′−σ.β. (όπου Y · ν(ω; dt, dx) = ν(ω; dt, dx)Y (ω, t, x))

(ii) χ{Z−>0} · ν ′ = Y χ{Z−>0} · ν P−σ.β.

(iii) η Y Z− είναι μία εκδοχή της υπο συνθήκης μέσης τιμής MP
µ (Z|P̃).

Επιπλέον, κάθε μη αρνητική εκδοχή Y του MP
µ

(
Z
Z−
χ{Z−>0}|P̃

)
έχει τις

παραπάνω ιδιότητες.

(c) Υπάρχει μία εκδοχή του ν ′, ώστε{
ν ′ = Y • ν για κάποια P̃−μετρήσιμη μη-αρνητική συνάρτηση Y ,

ν(ω; {t} × E) = 1 =⇒ ν ′(ω; {t} × E) = 1, ∀(ω, t) ∈ Ω× R+.

(8.5)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §2c, page 171.

8.4 Θεώρημα Girsanov και ημι−martingales

Σε αυτή την ενότητα θεωρούμε ένα d−διάστατο ημι−martingale X = (X i)i≤d

επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ), με χαρακτηριστικά (B,C, ν) σε σχέση με μία δο-
σμένη συνάρτηση περικοπής h.

Συμβολίζουμε με Xc το συνεχές martingale μέρος του X , σε σχέση με το μέτρο P.
Έστω A μία προβλέψιμη αύξουσα σ.δ. έτσι ώστε Cij = cij • A (βλέπε την σχέση
(6.16)).
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Απόλυτη συνέχεια και αλλαγές μέτρων

Θεώρημα 8.4.1. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P και έστω X = (X i)I≤d ένα ημι−martingale.
Τότε υπάρχει μία P̃−μετρήσιμη μη αρνητική συνάρτηση Y και μία προβλέψιμη
σ.δ. β = (βi)i≤d που ικανοποιεί τις

|h(x)(Y − 1)| ∗ νt <∞ P ′ − σ.β. για κάθε t ∈ R+, (8.6)

|
∑
j≤d

cijβj| • At <∞ και
(∑
j,k≤d

βjcjkβk

)
• At <∞ P ′ − σ.β. για κάθε t ∈ R+,

(8.7)
και έτσι ώστε μία εκδοχή των χαρακτηριστικών του X ως προς το P ′ είναι η

B
′i = BI +

[∑
j≤d

cijβj

]
• A+ hi(x)(Y − 1) ∗ ν (8.8)

C ′ = C

ν ′ = Y · ν.

Επιπλέον, η Y και η β ικανοποιούν όλες τις παραπάνω συνθήκες, αν και μόνο
αν

Y Z− = MP
µX (Z|P̃) (8.9)

⟨Zc, X i,c⟩ =

(∑
j≤d

cijβjZ−

)
• A,

(φυσικά P−σ.β.), όπου Z είναι η σ.δ. της πυκνότητας, Zc είναι το συνεχές
martingale μέρος της ως προς το P , και ⟨Zc, X i,c⟩ είναι η σ.δ.−αγκύλη σε σχέση
με το P (η οποία επίσης ισούται με την [Z,X i,c]). Επιπλέον είναι δυνατόν να
επιλέξουμε την Y έτσι ώστε

ν(ω; {t} × Rd) = 1 =⇒ ν ′(ω; {t} × Rd) =

∫
Y (ω, t, x)ν(ω; {t} × dx) = 1. (8.10)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §3d, page 174.

Ας παρατηρήσουμε ότι οι σχέσεις (8.6) και (8.7) μας δίνουν ότι οι σ.δ. στην σχέση
(8.8) είναι P ′−σ.β. με πεπερασμένες τιμές.
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Κεφάλαιο 9

Το Θεώρημα αναπαράστασης για
martingales

Σε αυτό το Κεφάλαιο θα δρομολογήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα: έστω X ένα
d−διάστατο ημι−martingale επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ), με χαρακτηριστικά
(B,C, ν), και με Xc το συνεχές μέρος του martingale X και µ = µX το μέτρο
που σχετίζεται με τα αλματά του σύμφωνα με την Πρόταση 6.1.2.3. Κάτω από
ποιές συνθήκες κάθε τοπικό martingale είναι το άθροισμα ενός στοχαστικού ολο-
κληρώματος ως προς την Xc και ενός στοχαστικού ολοκληρώματος ως προς το
µ − ν, όπου ν είναι ο αντισταθμιστής του µ. Αυτή η ιδιότητα, που από μόνη της
είναι ενδιαφέρουσα, μας επιτρέπει (εφόσον ισχύει) να υπολογίζουμε αναλυτικά
την σ.δ. πυκνότητας οποιαδήποτε μέτρου P ′ ώστε P ′ loc≪ P ως προς το P.

9.1 Στοχαστικό ολοκλήρωμα ως προς ένα πολυδιά-
στατο συνεχές τοπικό martingale

Αυτή η ενότητα συμπληρώνει την 5.4, από την οποία δανειστήκαμε όλους τους
συμβολισμούς. Έστω ένας φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ) και ένα συνεχές d−διάστατο τοπικό
martingale X = (X i)i≤d, σταθερά για όλη την ενότητα.

Στο Θεώρημα 5.4.6 έχουμε ορίσει την πιο γενική μορφή στοχαστικού ολοκληρώ-
ματος ως προς κάθε X i ξεχωριστά, δηλαδή τα ολοκληρώματα των σ.δ. X i στην
κλάση L2

loc(X
i). Οπότε αν θέλουμε να ολοκληρώσουμε ως προς το X φαίνεται

φυσικό, με την πρώτη ματιά, να εργαστούμε ως ακολούθως. Έστω H = (H i)i≤d
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Το Θεώρημα αναπαράστασης για martingales

μία προβλέψιμη σ.δ. με H i ∈ L2
loc(X

i) για όλα τα i ≤ d, και έστω

H •X :=
∑
i≤d

H i •X i. (9.1)

Παρόλα αυτά, θα δούμε ότι συνήθως αυτό δεν είναι το πιο γενικό στοχαστικό
ολοκλήρωμα των d−διάστατων σ.δ. ως προς το X.

Για να επεκτείνουμε τη σχέση (9.1) θεωρούμε την ανάλυση

⟨X i, Xj⟩ = cij • A, (9.2)

όπου (cij)i,j≤d είναι μία προβλέψιμη σ.δ. με τιμές στο σύνολο όλων των μη αρνη-
τικών συμμετρικών d× d πινάκων και A είναι μία αύξουσα προβλέψιμη σ.δ..

Υπάρχουν πολλές τέτοιες αναλύσεις, βλέπε την απόδειξη της Πρότασης 6.2.5 στο
[16], Chapter II, Proposition 2.9. Για κάθε προβλέψιμη σ.δ. H = (H)i≤d θέτουμε
H · c ·H :=

∑
i,j≤dH

icijHj και δίνουμε τον παρακάτω συμβολισμό:

Συμβολισμός 9.1.1. Με L2(X) ή L2
loc(X) συμβολίζουμε το σύνολο όλων των προ-

βλέψιμων σ.δ. H έτσι ώστε η αύξουσα σ.δ. (H · c ·H)•A να είναι ολοκληρώσιμη
ή τοπικά ολοκληρώσιμη αντίστοιχα.

(Αν τα συγκρίνουμε με τον Συμβολισμό 5.4.5, τα L2(X) και L2
loc(X) δεν εξαρτώ-

νται από την ανάλυση (9.2)).

Για το επόμενο θεώρημα, χρειαζόμαστε να παρατηρήσουμε κάτι ακόμα. Έστω
Y ∈ H 2

loc. Τότε d⟨Y,X i⟩t ≪ d⟨X i, X i⟩t. Πράγματι, αν Z1 = X i και Z2 = Y, τότε
υπάρχει μία ανάλυση ⟨Zi, Zj⟩ = c̃ij •Ã όπως στη σχέση (9.2) και c̃12 = 0 όταν c̃11 =
0 διότι η c̃ είναι μη−αρνητική. Έτσι έχουμε d⟨Z1, Z2⟩t ≪ d⟨Z1, Z1⟩t ή ισοδύναμα
d⟨Y,X i⟩t ≪ ciit dAt ≪ dAt. Επομένως, υπάρχει μία προβλέψιμη σ.δ. cY i έτσι ώστε

⟨Y,X i⟩ = cY i • A, cY i = 0 όταν cii = 0. (9.3)

Θεώρημα 9.1.2. Έστω X = (X i)i≤d ένα συνεχές τοπικό martingale, και H ∈
L2
loc(X).

(a) Αν H(n) = Hχ{|H|≤n} τότε H(n) • X (που ορίσαμε στην (9.1)) συγκλίνει
κατά μέτρο, ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές διάστημα, σε ένα όριο που
το συμβολίζουμε με H •X.
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9.1 Στοχαστικό ολοκλήρωμα ως προς ένα πολυδιάστατο συνεχές τοπικό
martingale

(b) Επίσης η H • X χαρακτηρίζεται ως ακολούθως: είναι το μοναδικό (ως
προς την καθολική ισοδυναμία) συνεχές τοπικό martingale, μηδέν στο 0,
έτσι ώστε

⟨H •X,Y ⟩ =

(∑
i≤d

H icY i

)
• A (9.4)

για όλα τα Y ∈ H 2
loc.

(c) Αν H,K ∈ L2
loc(X), τότε

⟨H •X,K •X⟩ = (H · c ·K) • A. (9.5)

(d) H •X ανήκει στην κλάση H 2 αν και μόνο αν H ∈ L2
loc(X).

(e) Η απεικόνιση H 7−→ H •X είναι γραμμική (ως προς την καθολική ισοδυ-
ναμία) επάνω στο σύνολο L2

loc(X), και για όλους τους χ.δ. T ισχύει

HχJ0,T K ∈ L2
loc(X) και (HχJ0,T K) •X = (H •X)T . (9.6)

Αν K είναι μία προβλέψιμη τοπικά φραγμένη σ.δ. με τιμές στον R, τότε

KH ∈ L2
loc(X) και (KH) •X = K • (H •X). (9.7)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4a, page 180.

Τώρα θα ′′προβάλουμε′′ ένα αυθαίρετο τοπικό martingale επάνω στο X, σύμφωνα
με την ορθογωνιότητα που ορίστηκε στον Ορισμό 5.2.1:

Θεώρημα 9.1.3. Έστω X = (X i)i≤d ένα συνεχές τοπικό martingale, και Z ένα
αυθαίρετο τοπικό martingale. Χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό (9.2).

(a) Υπάρχει μία προβλέψιμη σ.δ. H = (H i)i≤d έτσι ώστε

[Z,X i] = ⟨Zc, X i⟩ =

(∑
j≤d

cijHj

)
• A. (9.8)

(b) Κάθε προβλέψιμη σ.δ. που ικανοποιεί την (9.8) ανήκει στην L2
loc(X), το

στοχαστικό ολοκλήρωμα H • X δεν εξαρτάται από την επιλεγμένη εκ-
δοχή του H, και η σ.δ. Y = Z − H • X είναι ορθογώνια προς όλες τις
συντεταγμένες της X και

[Y,X i] = ⟨Y c, X i⟩ = 0. (9.9)

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4a, page 182.
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Το Θεώρημα αναπαράστασης για martingales

9.2 Προβολή ενός τοπικού martingale επάνω σε ένα
τυχαίο μέτρο

Η ανάλυση είναι όπως και στην Ενότητα 6.1, από την οποία θα δανειστούμε
όλους τους συμβολισμούς. Ξεκινάμε θεωρώντας ένα τυχαίο μέτρο με ακέραιες
τιμές µ επάνω στον R × E, ορισμένο επάνω στην σ.β. (Ω,F ,F, P ), και όπου το
(E, E) είναι ένας πολωνικός χώρος. Θυμίζουμε ότι Ω̃ = Ω×R+×E και P̃ = P⊗E .

Το μέτρο έχει την μορφή

µ(ω; dt, dx) =
∑
s≥0

χD(ω, s)δ(s,βs(ω))(dt, dx) (9.10)

όπου D είναι ένα προαιρετικό λεπτό σύνολο και β μία προαιρετική σ.δ. με τιμές
στον E. Συμβολίζουμε με ν μία ′′καλή′′ εκδοχή του αντισταθμιστή του µ, έτσι
ώστε εάν

αt(ω) := ν(ω : {t} × E) (9.11)

τότε α ≤ 1 για κάθε ω ∈ Ω. Επιπλέον, σύμφωνα με την σχέση (6.5), για κάθε
μετρήσιμη συνάρτηση W επάνω στον Ω̃ θέτουμε

Ŵt(ω) :=

{ ∫
W (ω, t, x)ν(ω; {t} × dx), αν το ολοκλήρωμα συγκλίνει

+∞, διαφορετικά.
(9.12)

Τέλος, θυμίζουμε ότι έχουμε ορίσει το μέτρο MP
µ στον Ορισμό 8.3.1, και έχουμε

την έννοια της υπο συνθήκης μέσης τιμής MP
µ δοσμένης της P̃.

Θεώρημα 9.2.1. Έστω X ένα τοπικό martingale και U = MP
µ (∆X|P̃) (εδώ, η

∆X ορίζεται επάνω στον Ω̃ από την σχέση ∆X(ω, t, x) = ∆Xt(ω)).

(a) Υπάρχει μία εκδοχή της U έτσι ώστε {α = 1} ⊆ {Û = 0}.

(b) Έστω W = U + Û
1−αχ{α<1}. Τότε W ∈ Gloc(µ), και αν Y = W ∗ (µ − ν) και

Z = X − Y, τότε έχουμε ότι MP
µ (∆Z|P̃) = 0.
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9.3 Η ιδιότητα της αναπαράστασης

Η σχέση MP
µ (∆Z|P̃) = 0 μπορεί να ερμηνευτεί ως εξής: το Z είναι ′′ορθογώνιο′′

προς το µ, έτσι η Y είναι η προβολή της X επάνω στο µ (ή, καλύτερα, στο
χώρο όλων ολοκληρωμάτων της μορφής V ∗ (µ− ν)).

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4b, page 184.

9.3 Η ιδιότητα της αναπαράστασης

Μέχρι το τέλος αυτής της ενότητας θεωρούμε τα εξής: Το ημι−martingale X =

(X i)i≤d με χαρακτηριστικά τα (B,C, ν), ως προς μία συνάρτηση αποκοπής h ορί-
ζεται επάνω στη σ.β. (Ω,F ,F, P ). Η Xc είναι το συνεχές martingale μέρος της X,
και µ = µX ορίζεται στην Πρόταση 6.1.2.3.

Ορισμός 9.3.1. Λέμε ότι ένα τοπικό martingale έχει την ιδιότητα της αναπα-
ράστασης σε σχέση με το X αν έχει την μορφή

M =M0 +H •Xc +W ∗ (µ− ν) (9.13)

όπου η H = (H i)i≤d ανήκει στην κλάση L2
loc(X

c) (βλέπε Ορισμό 9.1.1) και η W ∈
Gloc(µ) (βλέπε Ορισμό 6.1.4.1).

Από πολλές απόψεις θα ήταν πιο φυσικό να σταματήσουμε την αναφορά σε ένα
βασικό ημι−martingale X. Έτσι η Xc θα μπορούσε να αντικατασταθεί από ένα
αυθαίρετο συνεχές τοπικό martingale, και το µ = µX από ένα αυθαίρετο τυχαίο
μέτρο µ με ακέραιες τιμές με αντίστοιχο αντισταθμιστή ν. Τα αποτελέσματα που
παρουσιάζονται παρακάτω θα παράμεναν αληθή.

Λήμμα 9.3.2. Κάθε τοπικό martingale M έχει την εξής ανάλυση

M = H •Xc +W ∗ (µ− ν) +N, (9.14)

όπου H ∈ L2
loc(X

c), W ∈ Gloc(µ), και

⟨N c, (Xc)i⟩ = 0 ∀i ≤ d, MP
µ (∆N |P̃) = 0. (9.15)

Επιπλέον, η ανάλυση είναι μοναδική, ως προς την καθολική ισοδυναμία (πα-
ρόλο που η σ.δ. H και η W δεν είναι απαραίτητα μοναδικά).

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4c, page 186.
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Το Θεώρημα αναπαράστασης για martingales

Πόρισμα 9.3.3. Οι επόμενες τρείς διατυπώσεις είναι ισοδύναμες:

(i) Όλα τα τοπικά martingales έχουν την ιδιότητα της αναπαράστασης.

(ii) Όλα τα τοπικά martingales που ικανοποιούν την (9.15) είναι τετριμμένα
(ένα τοπικό martingale N καλείται τετριμμένο αν Nt = N0, P−σ.β. για
κάθε t ∈ R+).

(iii) Όλα τα φραγμένα martingales που ικανοποιούν την (9.15) είναι τετριμμένα.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4c, page 186.

9.4 Το θεμελιώδες θεώρημα της αναπαράστασης

Όπως θα δούμε τώρα, η ιδιότητα της αναπαράστασης σχετίζεται στενά με ένα
martingale−πρόβλημα. Προκειμένου να συνδυάσουμε την αναλυσή μας με τον
Ορισμό 7.4.2, εισάγουμε την παρακάτω αρχική συνθήκη:

H σ − υποάλγεβρα της F0 και PH = P � H .

Οι υποθέσεις της 9.3 παραμένουν οι ίδιες και σε αυτήν την ενότητα.

Ιδιαιτέρως, το δοσμένο μέτρο P είναι μία λύση του προβλήματος s(H , X|PH ;B,C, ν)
σύμφωνα με τον Ορισμό 7.4.2.

Θεώρημα 9.4.1. Εκτός από τις παραπάνω υποθέσεις, θεωρούμε ότι F = F∞−.

Τότε οι επόμενες τέσσερις διατυπώσεις είναι ισοδύναμες:

(i) Όλα τα τοπικά martingales έχουν την ιδιότητα της αναπαράστασης, ως
προς την σ.δ. X. Επιπλέον η F0 περιέχεται στην σ−άλγεβρα που παρά-
γεται από την H και από όλα τα P−μηδενικά σύνολα της F .

(ii) Το P είναι ένα ακραίο σημείο στο κυρτό σύνολο s(H , X|PH ;B,C, ν).

(iii) Αν P ′ ∈ s(H , X|PH ;B,C, ν) και P ′ loc≪ P, τότε P ′ = P.

(iv) Αν P ′ ∈ s(H , X|PH ;B,C, ν) και P ′ ≪ P, τότε P ′ = P.
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9.4 Το θεμελιώδες θεώρημα της αναπαράστασης

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή (iii) =⇒ (iv.) είναι προφανής.
(iv) =⇒ (ii). Υποθέτουμε ότι το P είναι κυρτός συνδυασμός P = αP ′ + (1− α)P ′′

δύο άλλων λύσεων P ′ και P ′′, με 0 < α < 1. Τότε προφανώς P ′ loc≪ P και P ′′ loc≪ P,

ως εκ τούτου η (iv) μας δίνει ότι P = P ′ = P ′′. Έτσι το P είναι ακραίο στο σύνολο
όλων των λύσεων.
(ii) =⇒ (i). Αν η ιδιότητα της αναπαράστασης δεν ισχύει, τότε το Πόρισμα 9.3.3
μας δίνει ένα μη−τετριμμένο φραγμένο martingale M με M0 = 0, το τοποίο
ικανοποιεί την (9.15), και μπορούμε να υποθέσουμε ότι |M | ≤ 1. Αν η δεύτερη
ιδιότητα του (i) δεν ισχύει, υπάρχει ένα σύνολο A ∈ F0 έτσι ώστε P (A|H ) δεν
είναι σ.β. ίση με την χA. Θέτουμε Mt := χA − P (A|H ) για όλα τα t. Έτσι η M
είναι ένα martingale, με |M | ≤ 1 που ικανοποιεί την (9.15).
Ως εκ τούτου, στην περίπτωση που το (i) δεν ισχύει, έχουμε κατασκευάσει ένα
martingale Z = 1+M με 0 ≤ Z ≤ 2 και E[Zt] = 1 για όλα τα R+, ώστε να ισχύει η
(9.15) και P ({Z∞ = 1}) < 1. Έτσι το P ′(dω) := P (dω)Z∞(ω) ορίζει ένα νέο μέτρο
πιθανότητας P ′ επάνω στον (Ω,F) και η (8.9) ικανοποιείται για Y = 1 και β = 0.

Επομένως από το Θεώρημα 8.4.1 έχουμε ότι η X είναι ένα P ′−ημι−martingale
με χαρακτηριστικά τα (B,C, ν). Επιπλέον E[Z∞|H ] = E[Z0|H ] = 1 P−σ.β. από
την κατασκευή του, οπότε ο περιορισμός του P ′ στον H ισούται με PH και έτσι
P ′ ∈ s(H , X|PH ;B,C, ν). Τελικά P ′ ̸= P επειδή P ({Z∞ = 1}) < 1.

Ανάλογα αν Z ′ = 1 − M τότε P̃ ′(dω) := P (dω)Z ′
∞(dω) ορίζει μία λύση P̃ ′ ∈

s(H , X|PH ;B,C, ν) και P̃ ′ ̸= P. Αφού Z + Z ′ = 2, για όλα τα A ∈ F ισχύει

P ′(A) + P̃ ′(A) = E[Z∞χA] + E[Z ′
∞χA] = 2P (A)

και έτσι P = 1
2
(P ′ + P̃ ′), ως εκ τούτου αντιτίθεται με το (ii).

(i) =⇒ (iii). Έστω P ′ ∈ s(H , X|PH ;B,C, ν) με P ′ loc
≪ P, και καλούμε Z την σ.δ.

της πυκνότητας. Τα P και P ′ συμπίπτουν επάνω στον H , έτσι E[Z0|H ] = 1.

Αφού η Z0 είναι P−σ.β. ίση με μία H −μετρήσιμη μεταβλητή, τότε έχουμε ότι
Z0 = 1 P−σ.β..
Στην συνέχεια, αν εφαρμόσουμε το Θεώρημα 8.4.1 και την υπόθεση, έχουμε την
(8.8) με β = 0 και Y = 1. Σε σύγκριση με την (8.9), έχουμε ότι η Z ικανοποιεί
την (9.15). Τότε, εξαιτίας της ιδιότητας της αναπαράστασης, το Πόρισμα 9.3.3
μας δίνει ότι η Z είναι τετριμμένη. Οπότε Zt = 1 P−σ.β. για όλα τα t ∈ R+. Τότε
συνάγουμε ότι τα P και P ′ συμπίπτουν επάνω στο Ft για όλα τα t ∈ R+. Αφού
F = F∞− τότε έχουμε ότι P ′ = P. �

131



Το Θεώρημα αναπαράστασης για martingales

Παρατήρηση 9.4.2. Η (i) είναι μία ιδιότητα του φιλτραρίσματος F και άρα εμπλέ-
κει τον περιορισμό του P στο F∞−. Αντιθέτως, οι (ii)−(iv) εμπλέκουν ′′ολόκληρο′′

το μέτρο P επάνω στον (Ω,F). Για αυτό το λόγο υποθέσαμε ότι F = F∞−. Τώρα,
αν η F∞− είναι γνήσιο υποσύνολο της F , τότε οποιοδήποτε από τα (ii),(iii),(iv)
συνεπάγεται το (i).

Η δεύτερη ιδιότητα στο (i) περιλαμβάνεται ώστε να συνδέσουμε την ιδιότητα της
αναπαράστασης με το martingale πρόβλημα s(H , X|PH ;B,C, ν), αλλά δεν είναι
αυτός ο κύριος σκοπός μας.

Παρακάτω έχουμε ένα απλό πόρισμα, που προκύπτει αν εφαρμόσουμε το Θεώ-
ρημα 9.4.1 με H = F0 (έτσι η δεύτερη ιδιότητα στο (i) ικανοποιείται), και για
το οποίο θυμίζουμε ότι το P0 είναι ο περιορισμός του P στο F0.

Τώρα θα δώσουμε μερικά παραδείγματα. Πράγματι, κάθε φορά που το P είναι
η μοναδική λύση του προβλήματος s(H , X|PH ;B,C, ν), είναι σίγουρα ακραίο
σημείο σε αυτό το σύνολο. Έτσι όλες οι υποθέσεις της μοναδικότητας οδηγούν
στην ιδιότητα της αναπαράστασης.

Αρχικά, από τα Θεωρήματα 7.5.1 (ή 7.5.2) και 9.4.1 συμπεραίνουμε το κλασσικό
αποτέλεσμα αναπαράστασης για τα martingales μίας σ.δ. Wiener.

Θεώρημα 9.4.3. Έχουμε την Υπόθεση 7.4.6 και ότι η X είναι μία σ.δ. Wiener
επάνω στην (Ω,F ,F, P ). Τότε

(a) Κάθε τοπικό martingale έχει την μορφή M = M0 + H • X, για κάποια
H ∈ L2

loc(X) (ιδιαιτέρως, κάθε τοπικό martingale είναι συνεχές).

(b) Αν η H είναι τετριμμένη ή αν H = σ(X0), τότε κάθε σύνολο του F0 έχει
μέτρο 0 ή 1 (′′0 − 1 νόμος′′). Ιδιαιτέρως στην (a), η M0 είναι σ.β. σταθερή.

Γενικότερα, από το Θεώρημα 7.5.5 προκύπτει το παρακάτω:

Θεώρημα 9.4.4. Έχουμε την Υπόθεση 7.4.6 και ότι η X είναι μία H −υπο
συνθήκη PII επάνω στην (Ω,F ,F, P ). Τότε

(a) Κάθε τοπικό martingale έχει την μορφή M =M0 +H •Xc+W ∗ (µ− ν), για
κάποιες σ.δ. H = (H i)i≤d ∈ L2

loc(X
c), και W ∈ Gloc(µ).
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9.4 Το θεμελιώδες θεώρημα της αναπαράστασης

(b) Αν η H είναι τετριμμένη ή αν H = σ(X0), τότε κάθε σύνολο του F0 έχει
μέτρο 0 ή 1 (σε αυτήν την περίπτωση, η X είναι PII).

Τα ίδια ισχύουν και για τα martingale προβλήματα που έχουν εισαχθεί στην Ενό-
τητα 7.2.

Πιο συγκεκριμένα, ας ξεχάσουμε την σ.δ. X, και ας υποθέσουμε ότι ο φ.χ.π.
(Ω,F ,F, P ) είναι εφοδιασμένος με ένα τυχαίο μέτρο µ με ακέραιες τιμές επάνω
στον R+ × E, με αντισταθμιστή το ν. Επίσης θεωρούμε μία αρχική σ−άλγεβρα
H ⊆ F0 και τον περιορισμό PH του P στον H . Τότε όλα τα αποτελέσματα
της Ενότητας 9.3 και της παρούσας ενότητας ισχύουν, υπο την προυπόθεση ότι η
′′X ′′ αντικαταστάθηκε από το µ. Για παράδειγμα, η ιδιότητα της αναπαράστασης
γίνεται ως εξής:

Ορισμός 9.4.5. Κάθε τοπικό martingale M έχει την ιδιότητα της αναπαράστα-
σης ως προς το µ αν έχει την μορφήM =M0+W ∗(µ−ν) για κάποιαW ∈ Gloc(µ).

Τότε το κύριο αποτελεσμά μας, το Θεώρημα 9.4.1 ισχύει, με ′′µ′′ αντί του ′′X ′′ στην
(i), και s(H , µ|PH , ν) στα (ii), (iii), (iv). Φυσικά, κάθε αποτέλεσμα μοναδικότητας
μας παρέχει ένα αποτέλεσμα αναπαράστασης. Για παράδειγμα, το Θεώρημα
7.3.6 μας δίνει ότι:

Παρατήρηση 9.4.6. Αν µ είναι μία πολυμεταβλητή σημειακή διαδικασία και
ισχύει η Υπόθεση 7.3.5, τότε όλα τα τοπικά martingales έχουν την μορφή M =

M0 +W ∗ (µ− ν) για κάποια W ∈ Gloc(µ).

A−priori, το ολοκλήρωμα W ∗ (µ − ν) στην Παρατήρηση 9.4.6 είναι στοχαστικό
ολοκλήρωμα, παρόλο που το µ−ν είναι ένα πεπερασμένο μέτρο περιορισμένο σε
κάθε σύνολο [0, t]×F (ας θυμηθούμε ότι το µ είναι μία πολυμεταβλητή σημειακή
διαδικασία). Παρόλα αυτά, το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι το ολοκλήρωμα είναι
πράγματι ένα Stieltjes ολοκλήρωμα.

Θεώρημα 9.4.7. Υποθέτουμε το µ είναι μία πολυμεταβλητή σημειακή διαδικασία
και ότι ισχύει η Υπόθεση 7.3.5. Τότε όλα τα τοπικά martingales έχουν την μορφή

M =M0 +W ∗ µ−W ∗ ν)
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όπου η W είναι μία P̃−μετρήσιμη συνάρτηση ώστε |W | ∗ µ να είναι τοπικά
ολοκληρώσιμη.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [16], Chapter III, §4d, page 190.

Αυτό είναι ένα αξειοσημείωτο αποτέλεσμα, από το οποίο συνεπάγεται ότι τα
τοπικά martingales έχουν πεπερασμένη ολική κύμανση αν ισχύει η Υπόθεση 7.3.5
και αν το µ είναι μία πολυμεταβλητή σημειακή διαδικασία.

Για παράδειγμα, έστω N μία σημειακή διαδικασία με αντισταθμιστή το A, και
έστω ότι ισχύει η Υπόθεση 7.3.1. Τότε όλα τα martingales έχουν την μορφή

M =M0 +H •N +H • A (9.16)

όπου η H είναι μία προβλέψιμη σ.δ., η οποία είναι Stieltjes − ολοκληρώσιμη ως
προς το N και το A.
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Κεφάλαιο 10

Απόλυτα συνεχείς αλλαγές μέτρων:
υπολογισμοί της διαδικασίας
πυκνότητας

Έστω (Ω,F ,F, P ) ένας φ.χ.π. εφοδιασμένη με ένα d−διάστατο ημι−martingale
X = (X i)i≤d με χαρακτηριστικά τα (B,C, ν), σε σχέση με κάποια συνάρτηση
περικοπής h. Η Xc συμβολίζει το συνεχές martingale μέρος της X , και µ = µX

είναι το τυχαίο μέτρο που σχετίζεται με τα άλματά της σύμφωνα με την Πρόταση
6.1.2.3. Έχουμε τους παρακάτω συμβολισμούς

αt(ω) = ν(ω; {t} × Rd) (10.1)

Ŵt(ω) :=

{ ∫
W (ω, t, x)ν(ω; {t} × dx), αν το ολοκλήρωμα συγκλίνει

+∞, διαφορετικά
(10.2)

όπως στην σχέση (9.12). Επίσης επιλέγουμε μία ′′καλή εκδοχή′′ του C η οποία
έχει την μορφή:

Cij = cij • A (10.3)

όπου A είναι μία συνεχής αύξουσα σ.δ., c = (cij)i,j≤d είναι μία προβλέψιμη σ.δ.
με τιμές στο σύνολο των d× d συμμετρικών μη αρνητικών πινάκων.

Θεωρούμε ένα άλλο μέτρο P ′ κάτω από το οποίο η X είναι ένα ημι−martingale
με χαρακτηριστικά (B′, C ′, ν ′), σε σχέση με την ίδια συνάρτηση περικοπής h. Τις
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περισσότερες φορές θα υποθέτουμε ότι P ′ loc
≪ P , όπου ο σκοπός μας είναι να

υπολογίσουμε την διαδικασία πυκνότητας του του μέτρου P ′ ως προς το P ,
μέσω των (B,C, ν) και (B′, C ′, ν ′).

10.1 Όλα τα P−martingales έχουν την ιδιότητα ανα-
παράστασης ως προς την X

Εφόσον P ′ loc≪ P , από το Θεώρημα του Girsanov 8.4.1 έχουμε ότι υπάρχει{
β = (β)i≤d, μία προβλέψιμη σ.δ. και
Y : Ω̃ 7−→ R+, Y P̃ − μετρήσιμη

(10.4)

όπου Ω̃ = Ω× R+ × Rd και P̃ = P ⊗Bd, έτσι ώστε
B

′i = (Bi) + [
∑

j≤d c
ijβj] • A+ hi(x)(Y − 1) ∗ ν,

C ′ = C

ν ′ = Y · ν
(10.5)

όπου το δεύτερο μέλος της πρώτης ισότητας είναι το +∞ αν κάποιο από τα
ολοκληρώματα δεν συγκλίνει, και όπου οι ισότητες ισχύουν P ′−σ.β..

Θα θέλαμε να αποδείξουμε ότι η διαδικασία πυκνότητας Z είναι ο εκθετικός
τύπος Dolèans−Dade ενός τοπικού martingale N , το οποίο θα κατασκευάσουμε
στην πιο γενική του μορφή. Θέτουμε

σ := inf{t : Ŷt > 1, Y (at = 1 & Ŷt < 1)}, (10.6)

όπου το ′′Y′′ σημαίνει ότι ′′ισχύει ακριβώς ένα από τα δύο′′, το οποίο προφανώς
είναι ένας προβλέψιμος χρόνος, με σ > 0 (και P ′({σ = ∞}) = 1 από το Θεώρημα
8.3.2).
Στη συνέχεια, θέτουμε

H = (β · c · β)χJ0,σJ • A+ (1−
√
Y )2χJ0,σJ ∗ ν (10.7)

+
∑
s≤•

(
√
1− αs −

√
1− Ŷs)

2χ{s<σ}.

Η H είναι μία προβλέψιμη σ.δ. με τιμές στον R+ με μη φθίνουσες τροχιές και H0 =

0. Εν τούτοις δεν είναι απαραίτητα ′′αύξουσα′′ σ.δ. στα πλαίσια της Ενότητας
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10.1 Όλα τα P−martingales έχουν την ιδιότητα αναπαράστασης ως προς
την X

4.1, διότι μπορεί να πάρει την τιμή +∞ και να μην είναι δεξιά συνεχής. Ενόψει
της επικείμενης σημασίας τους, δίνουμε μία ειδική ονομασία στις σ.δ. αυτού του
τύπου:

Ορισμός 10.1.1. (a) Μία γενικευμένη αύξουσα σ.δ. είναι μία σ.δ. H με τις ακό-
λουθες ιδιότητες:

(i) παίρνει τιμές στον R+, με H0 = 0 και οι τροχιές είναι μη−φθίνουσες,

(ii) αν T = inf{t : Ht = ∞} τότε η H είναι δεξιά συνεχής επάνω στο J0, T J
(και φυσικά επάνω στο KT,∞J).
Παρόλα αυτά, μπορεί να έχουμε ότι HT <∞, ενώ HT+ = ∞ αν T <∞.

(b) Λέμε ότι η γενικευμένη αύξουσα σ.δ. H δεν κάνει άλματα στο άπειρο αν
HT− = +∞ επάνω στο σύνολο {T < ∞}, όπου στην περίπτωση αύτη όλες
οι τροχιές είναι παντού δεξιά συνεχείς.

Έτσι η σ.δ. H που ορίσθηκε στη σχέση (10.7) είναι μία γενικευμένη αύξουσα σ.δ.,
επειδή τα ολοκληρώματα στη σχέση (10.7) μπορεί να αρχίζουν να αποκλίνουν
στον χρόνο T , ενώ συγκλίνουν στο κλειστό διάστημα [0, T ]. Θέτουμε T := inf{t :
Ht = ∞} και

Tn := inf{t : Ht ≥ n}, ∆ = J0, σJ∩(∪
n

J0, TnK) . (10.8)

Η ακολουθία {Tn} είναι ένας χ.δ., αλλά μπορεί να μην είναι προβλέψιμος χρόνος
(δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την Proposition 2.13 (βλ. π.χ. [16], Chapter I))
επειδή η HTn μπορεί να είναι μικρότερη από το n, στην περίπτωση που Tn = T.

Η ∆ είναι ένα προβλέψιμο τυχαίο διάστημα και J0K ⊆ ∆.

Πρόταση 10.1.2. Υπάρχει μία σ.δ. N, μοναδική (ως προς την P−καθολική
ισοδυναμία) επάνω στο σύνολο ∆, έτσι ώστε για κάθε χ.δ. S με J0, SK ⊆ ∆ η
διακοπτόμενη σ.δ. NS είναι το ακόλουθο P−τοπικό martingale:

NS = (βχJ0,SK) •Xc + (Y –1 + Ŷ − α

1− α
χ{α<1})χJ0,SK ∗ (µ− ν). (10.9)

Αν επεκτείνουμε τον Ορισμό 6.3.3 θα μπορούσε κανείς να πει ότι η N είναι ένα
′′τοπικό martingale επάνω στο προβλέψιμο τυχαίο διάστημα ∆ ′′. Φυσικά, η σχέση
(10.9) προυποθέτει ότι:{

βχJ0,SK ∈ L2
loc(X

c)

V χJ0,SK ∈ Gloc(µ), όπου V = [Y –1 + Ŷ−α
1−α χ{α<1}]χJ0,σJ. (10.10)
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Απόδειξη. Ορίζουμε την V από την σχέση (10.10). Με την σύμβαση ότι 0/0 = 0

έχουμε ότι V̂ = Ŷ−1
α−1

επάνω στο J0, σK. Επομένως
Ṽt = [(Y (t,∆Xt)− 1)χ{∆Xt ̸=0} −

Ŷt − αt
1− αt

χ{∆Xt=0}]χ{t<σ} (10.11)

ικανοποιεί την Ṽ ≥ −1 για κάθε ω ∈ Ω. Από την (6.10) έχουμε ότι H = (β · c ·
β)χJ0,σK • A + C ′(V ). Αν J0, SK ⊆ ∆ τότε HS < ∞, ως εκ τούτου η προβλέψιμη
(διακοπτόμενη) σ.δ. HS ανήκει στον A +

loc. Από τον Ορισμό 6.1.2.1 και τον Ορισμό
9.1.1, συμπεραίνουμε ότι ισχύει η (10.10) και το δεξιό μέρος της (10.9) ορίζει ένα
P−τοπικό martingale. Αν S ′ είναι ένας άλλος χ.δ. με J0, S ′K ⊆ ∆, το δεξιό μέρος
της (10.9) για την S και για την S ′ προφανώς συμπίπτει επάνω στο J0, S∧S ′K, ως
προς την P−καθολική ισοδυναμία. Η ύπαρξη και η μοναδικότητα της σ.δ. N μς
τις ακόλουθες ιδιότητες, μας δίνει την δυνατότητα να γράφουμε ότι ∆ =

∪
nJ0, SnK

P−σ.β., για κάποια ακολουθία χ.δ. {Sn}n∈N. Το τελευταίο κομμάτι είναι εύκολο,
αφού υπάρχει μία ακολουθία {σn}n∈N από χ.δ. ώστε σ = limn→∞ P−σ.β. (η οποία
είναι προβλέψιμη σύμφωνα με τον Ορισμό 6.2.6). Τότε Η Sn = σn ∧ Tn μας δίνει
αυτό που θέλουμε. �

Από τώρα και έως το τέλος της παραγράφου, υποθέτουμε ότι P ′ loc
≪ P , ότι η Z

συμβολίζει την διαδικασία πυκνότητας του P ′ ως προς το P, και ότι

Rn = inf{t : Zt < 1/n}. (10.12)

Έτσι από το Λήμμα 8.1.5 προκύπτει

{Z− > 0}∩K0,∞J=∪
n

K0, RnK, ως προς την P−καθολική ισοδυναμία. (10.13)

Λήμμα 10.1.3. Υποθέτουμε ότι P ′ loc
≪ P , και ότι η σ.δ. ∆ ορίζεται από την

(10.8). Τότε:

(a) Η διαδικασία πυκνότητας Z έχει την μορφή

Z = Z0 + (Z−β) •Xc + Z−(Y –1 +
Ŷ − α

1− α
χ{α<1}) ∗ (µ− ν) + Z ′

= Z0 + (Z−β) •Xc + (Z−V ) ∗ (µ− ν) + Z ′, (10.14)

όπου V δίνεται από την (10.10) και η Z ′ είναι ένα P−τοπικό martingale
με Z ′

0 = 0 και ⟨Z ′c, X i,c⟩ = 0 για κάθε i = 1, · · · , d και MP
µ [∆Z

′|P̃] = 0.
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την X

(b)
∪
nJ0, RnK ⊆ ∆ ως προς την P−καθολική ισοδυναμία.

Απόδειξη. Από την (10.5), το Θεώρημα 8.4.1 μας δίνει ότι η β και η Y ικανο-
ποιούν την σχέση (8.9), και ιδιαιτέρως MP

µ [∆Z|P̃] = Z−(Y − 1). Τότε από τα
Θεωρήματα 9.1.3 και 9.2.1 έχουμε την πρώτη ισότητα της (10.14). Επιπλέον, το
Θεώρημα 8.4.1 μας δίνει ότι P ′(σ < ∞) = 0. Αφού η σ είναι προβλέψιμη, και
Zσ− = dP ′

σ−/dPσ− επάνω στο {σ <∞} (βλέπε Θεώρημα 8.1.3(iii)), προκύπτει ότι
Zσ− = 0 P−σ.β. επάνω στο {σ < ∞}. Ως εκ τούτου Z−χJ0,σJ = Z− και άρα συνά-
γουμε την τελευταία ισότητα της (10.14). Επίσης έχουμε, χρησιμοποιώντας την
(10.12), ότι

∪
nJ0, RnK ⊆ J0, σJ ως προς την P−καθολική ισοδυναμία. Έχουμε ότι

(1/Z−)χJ0,RnK ≤ n, οπότε συμπεραίνουμε από τις Z−β ∈ L2
loc(X

c) και Z−V ∈ Gloc(µ)

ότι βχJ0,RnK ∈ L2
loc(X

c) και V χJ0,RnK ∈ Gloc(µ). Τότε από τον Ορισμό 9.1.1 και το
Θεώρημα 6.1.4.2 (από την (10.11) είχαμε Ṽ ≥ −1) έχουμε ότι HRn∧t <∞ P−σ.β.
για κάθε t < ∞. Αυτό ξεκάθαρα μας δίνει ότι J0, RnK ⊆

∪
n J0, TpK ως προς την

P−καθολική ισοδυναμία, οπότε έχουμε τον τελευταίο ισχυρισμό. �

Θεώρημα 10.1.4. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P και ότι όλα τα P−τοπικά martingales
έχουν την ιδιότητα αναπαράστασης ως προς την X. Τότε η διαδικασία της
πυκνότητας Z ικανοποιεί τη σχέση

Z = Z0 + (Z−β) •Xc + Z−(Y –1 +
Ŷ − α

1− α
χ{α<1}) ∗ (µ− ν). (10.15)

Επιπλέον, αν οι ∆ και N δίνονται από τις (10.8) και (10.9) τότε

Zt =

{
Z0e

(Nt− 1
2
(β·c·β)•At)

∏
s≤t(1 + ∆Ns)e

−∆Ns , αν t ∈ ∆

0, αν t /∈ ∆.
(10.16)

Απόδειξη. (a) Η σχέση (10.15) βγαίνει άμμεσα από το Λήμμα 10.1.3(a) και από
την ισοδυναμία (i) ⇐⇒ (ii) του Πορίσματος 9.3.3.
(b) Γνωρίζουμε ότι Zt = 0 αν t /∈ ∆ από το Λήμμα 10.1.3(b). Επιπλέον, αφούJ0, RnK ⊆ ∆, από τις σχέσεις (10.9) και (10.15) έχουμε ότι

ZRn = Z0 + Z− •NRn .

Ως εκ τούτου η Z(n) = ZRn/Z0 (με 0/0 = 0) ικανοποιεί την Z(n) = 1+Z(n)− •NRn

και η σχέση (5.12) μας δίνει ότι Z(n) = E [NRn ], άρα ZRn = Z0E [NRn ]. Αφού

⟨(NRn)c, (NRn)c⟩ = (β · c · β)χJ0,RnK • A
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από την (9.5), από την σχέση (5.14 διαπιστώνουμε ότι η ZRn
t = Zt δίνεται από την

(10.16), για t ≤ Rn. Μένει να αποδείξουμε ότι αν t ∈ ∆ και t > Rn για κάθε n ∈ N,
το δεξί μέρος της (10.16), έστω Z̃t, ισούται με μηδέν. Θέτουμε R := limn→∞Rn

και S := inf{t : Z̃t = 0 ή Z̃t− = 0}. Από την κατασκευή της Z̃ , έχουμε ότι Z̃ = 0

επάνω στο JS,∞J. Τότε έχουμε δύο περιπτώσεις:
(i) Rn = R για κάποιο n. Τότε Z̃R = Z̃Rn = ZRn = ZR = 0, οπότε S = R και

Z̃t = 0 επειδή t ≥ S.

(ii) Rn < R για όλα τα n. Τότε Z̃R− = lim Z̃Rn = limZRn = ZR− = 0, οπότε
S = R και Z̃t = 0 πάλι. �

Πόρισμα 10.1.5. Εκτός από τις υποθέσεις του Θεωρήματος 10.1.4, υποθέτουμε
ότι ισχύει μόνο η (i) ή μόνο τουλάχιστον μία από τις (ii) και (iii) από τις
παρακάτω συνθήκες:

(i) Zt = 0 P−σ.β. για κάθε t ∈ R+,

(ii) T ≤ σ και η γενικευμένη αύξουσα σ.δ. H δεν έχει άλματα στο άπειρο,

(iii) για P−σ.ο. τα ω υπάρχει ένα t με (ω, t) ∈ ∆ και ∆Nt(ω) = −1.

Τότε έχουμε ότι

Zt = Z0e
(Nt− 1

2
(β·c·β)•At)

∏
s≤t

(1 + ∆Ns)e
−∆Ns (10.17)

Απόδειξη. Οι ισχυρισμοί είναι προφανείς κάτω από την (i) ή (iii). Υποθέτωντας
ότι ισχύει η (ii), έχουμε ότι HT− = ∞ επάνω στο {T < ∞} και T ≤ σ. Επομένως
Tn < T για όλα τα n επάνω στο {T < ∞}, και ∆ = J0, T J. Αφού ∪nJ0, RnK ⊆ ∆,

έχουμε ότι Rn < T επάνω στο {T < ∞} και έτσι limt�T Zt = 0 επάνω στο
{T <∞}. Επομένως η (10.17) έπεται άμμεσα από την (10.15). �

Παρακάτω έχουμε μία πολύ ενδιαφέρον συνέπεια. Έστω μία αρχική σ−άλγεβρα
H (δηλαδή μία σ − υποάλγεβρα της F0) και τους περιορισμούς PH και P ′

H των
P και P ′, αντίστοιχα, στην H .

Θεώρημα 10.1.6. Υποθέτουμε ότι P ′ loc≪ P. Τότε
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(a) αν όλα τα P−τοπικά martingales έχουν την ιδιότητα αναπαράστασης ως
προς την X, τότε όλα τα P ′−τοπικά martingales έχουν επίσης την ιδιότητα
αναπαράστασης ως προς την X (βεβαίως στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ′) για το
τελευταίο).

(b) Αν P είναι ακραίο (extremal) σημείο στον s(H , X|PH ;B,C, ν) και αν F =

F∞−, τότε το P ′ είναι ένα ακραίο σημείο στo s(H , X|P ′
H ;B

′, C ′, ν ′).

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα 9.4.1, το (a) είναι ειδική περίπτωση του
(b) όταν έχουμε ότι H = F0. Υποθέτουμε ότι το P είναι ένα ακραίο σημείο στον
s(H , X|PH ;B,C, ν), και έστω P̃ ′ ∈ s(H , X|P ′

H ;B
′, C ′, ν ′) με P̃ ′ ≪ P ′. Τότε P̃ ′ loc≪ P

και συμβολίζουμε με Z̃ την διαδικασία πυκνότητας του P̃ ′ ως προς το P. Τότε
η EP [Z̃0|H ] = EP [Z0|H ] είναι η πυκνότητα dP ′

H/dPH . Από την δεύτερη ιδιότητα
του Θεωρήματος 9.4.1 (i) συμπεραίνουμε ότι Z̃0 = Z0 P−σ.β.. Εφαρμόζωντας το
Θεώρημα 10.1.4, αφού Z̃0 = Z0 P−σ.β., τα Z̃t και Zt δίνονται P−σ.β. από την
σχέση (10.16). Ως εκ τούτου Z̃t = Zt P−σ.β., επομένως P̃ ′ = P ′ σε κάθε Ft. Αφού
F = F∞−, τότε έχουμε ότι P̃ ′ = P ′. Επομένως το P ′ ικανοποιεί το Θεώρημα 9.4.1
(iv), και η άρα το P ′ είναι ακραίο σημείο στον s(H , X|P ′

H ;B
′, C ′, ν ′). �

Παρατήρηση 10.1.7. Tο Λήμμα 10.1.3 και το Θεώρημα 10.1.4 περιέχουν ένα πολύ
αξιοσημείωτο αποτελέσμα, δηλαδή ότι Zσ− = 0 επάνω στον {σ <∞}. Πράγματι,
αν ορίσουμε την Z όπως στην (10.16) τότε δεν υπάρχει απολύτως κανένας λόγος
η Zσ− να είναι ίση με το 0 για σ < ∞ (εκτός από το σύνολο {Hσ− = ∞}). Αυτή
η ιδιότητα προκύπτει στην πραγματικότητα από την ′′implicit′′ υπόθεση επάνω
στα χαρακτηριστικά (B′, C ′, ν ′), ότι αυτά είναι τα χαρακτηριστικά του X για ένα
μέτρο P ′ με P ′ loc≪ P.

10.2 Το P ′ έχει την ιδιότητα της τοπικής μοναδικό-
τητας

Ξεκινάμε ξανά με κάποια γενικά αποτελέσματα. Έστω β και Y όπως ορίζονται
από ην σχέση (10.4) και τα σ,H,∆ όπως ορίζονται από τις σχέσεις (10.6), (10.7)
και (10.8), και η σ.δ. N όπως έχει εισαχθεί από στην Πρόταση 10.1.3. Θέτουμε

Z̃t :=

 Z̃0e
(Nt− 1

2
(β·c·β)•At)

∏
s≤t

(1 + ∆Ns)e
−∆Ns , αν t ∈ ∆

0, αν t /∈ ∆

(10.18)

141



Απόλυτα συνεχείς αλλαγές μέτρων: υπολογισμοί της διαδικασίας
πυκνότητας

όπου Z̃0 είναι μία F0−μετρήσιμη τ.μ., με Z̃0 ≥ 0 και E[Z̃0] = 1.

Αφού ∆N = Ṽ ≥ −1 (βλέπε σχέση (10.11)), έχουμε ότι Z̃ ≥ 0. Επιπλέον αν το S
είναι ένας χ.δ. με J0, SK ⊆ ∆, όπως φαίνεται και στην απόδειξη του Θεωρήματος
10.1.4 προκύπτει ότι Z̃S = Z̃0E (NS), και άρα Z̃S είναι ένα P−τοπικό martingale.

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι B′(ω), C ′(ω), ν ′(ω) όπου δίνονται από την σχέση (10.5)
για κάθε ω ∈ Ω (και όχι μόνο P−σ.β.). Αυτή είναι μία ουσιώδης υπόθεση για το
επόμενο λήμμα, στο οποίο κατασκευάζουμε ένα άλλο μέτρο P̃ ′ το οποίο a−priori
δεν έχει σχέση με το P ′.

Λήμμα 10.2.1. Έστω S ένας χ.δ. έτσι ώστε J0, SK ⊆ ∆, και υποθέτουμε επιπλέον
ότι η Z̃S είναι ένα P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale. Τότε, κάτω από
το μέτρο πιθανότητας P̃ ′(dω) = P (dω)Z̃S(ω), η XS είναι ένα ημι−martingale
με χαρακτηριστικά τα (B

′S, C
′S, ν

′S) (βλέπε πριν τον Ορισμό 7.6.3 για τον
συμβολισμό του ν

′S).

Απόδειξη. Όπως είδαμε προηγουμένως, Z̃S = Z̃0E (NS), και έτσι από την σχέση
(10.9) έχουμε ότι

Z̃S = Z̃0 + (Z̃S
−βχJ0,SK) •Xc + (Z̃S

−V χJ0,SK) ∗ (µ− ν), (10.19)

όπου V είναι όπως στην Πρόταση 10.1.2. Τότε το Θεώρημα 9.1.3 μας δίνει ότι

⟨(Z̃S)c, X i,c⟩ = (Z̃S
−(
∑
j≤d

cijβj)χJ0,SK) • A.
Επιπλέον η σχέση (10.11) δίνει ότι Z̃S = Z̃S

−(Y − 1)χJ0,SK) MP
µ −σ.β., και δεύτε-

ρον είναι P̃−μετρήσιμη. Ως εκ τούτου MP
µ (∆Z̃

S|P̃) = Z̃S
−(Y − 1)χJ0,SK). Εύκολα

αποδεικνύεται ότι η (10.8) ικανοποιείται από τα XS και Z̃S (ως προς τα χαρακτη-
ριστικά (BS, CS, νS) και (B′S, C ′S, ν ′S)). Αφού η σ.δ. Z̃S είναι η σ.δ. πυκνότητας
του P̃ ′ ως προς το P , το ζητούμενο προκύπτει από το Θεώρημα 8.4.1. �

Τελικά θα υποθέσουμε μία τοπική μοναδικότητα (βλέπε Ορισμό 7.6.3) για το
martingale−πρόβλημα για το οποίο το P ′ είναι μία λύση του. Οπότε έχουμε τις
επόμενες υποθέσεις: Έστω H ⊆ F0 μία αρχική σ−άλγεβρα, και PH και P ′

H οι
περιορισμοί των P και P ′ αντίστοιχα επάνω στην H , και υποθέτουμε ότι η F
παράγεται από την X και H (βλέπε Υπόθεση 7.4.6). Ας θυμηθούμε ότι έχουμε
ορίσει τους γνήσιους χ.δ. στον Ορισμό 7.6.1.
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Υπόθεση 10.2.2. ∆ =
∪
nJ0, σnK ως προς την P−καθολική ισοδυναμία, όπου

{σn}n∈N είναι μία ακολουθία από γνήσιους χ.δ..

Παρατηρούμε ότι η ∆ είναι πάντα της μορφής
∪
nJ0, σnK για μία ακολουθία

{σn}n∈N απο χ.δ.. Πράγματι για παράδειγμα, ας πάρουμε σn = σ′
n ∧ Tn, όπου

{Tn}n∈N είναι όπως στην (10.8) και η {σ′
n}n∈N είναι μία ακολουθία που μας δίνει

τον θετικό προβλέψιμο χρόνο σ. Παρόλα αυτά, η ακολουθία {σn}n∈N δεν είναι
απαραίτητα γνήσιος χ.δ.. Ωστόσο, η Υπόθεση 10.2.2 ικανοποιείται όταν η H δεν
έχει άλματα στο άπειρο και σ ≥ limn Tn(= inf{t : Ht = ∞}), επειδή τότε κάθε Tn
είναι προβλέψιμο (Proposition 2.13, [16], Chapter I) και θετικό, έτσι είναι γνήσιος
από την Παρατήρηση (7.6.2), και ∆ =

∪
nJ0, TnK.

Λήμμα 10.2.3. Υποθέτουμε ότι ισχύει η Υπόθεση 7.4.6 και η Υπόθεση 10.2.2.
Τότε υπάρχει μία ακολουθία {Sn} από γνήσιους χ.δ., έτσι ώστε

∆ =
∪
n

J0, SnK P − σ.β.

και ώστε η Z̃Sn να είναι ένα P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale για όλα
τα n.

Απόδειξη. (a) Αρχικά υποθέτουμε ότι ∆ = Ω×R+, επομένως σ ≡ ∞ και η H έχει
πεπερασμένες τιμές (και έτσι είναι μία ′συνήθης′ δεξιά συνεχής αύξουσα σ.δ.).
Η V δίνεται από την σχέση (10.10) και συνδέουμε την V ′ και την V ′′ μέσω της
σχέσης (6.9). Θέτουμε

K := (β · c · β) • A+ C(V ′) + C(V ′′)

K ′ := (1 + Z̃− + (Z̃−)
2) •K.

Από την σχέση (10.10) και το Θεώρημα 6.1.4.2, βλέπουμε ότι η K , ως εκ τούτου
και η K ′ επίσης, είναι προβλέψιμες, και ανήκουν στο σύνολο Aloc. Θέτουμε Sn :=

inf{t : K ′
t ≥ n}. Τότε η Sn είναι ένας προβλέψιμος χρόνος (Proposition 2.13, [16],

Chapter I), και Sn > 0, και Sn → ∞ καθώς n → ∞. Μένει να αποδείξουμε ότι
η Z̃Sn είναι P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη. Για απλοποίηση, θέτουμε S := Sn.

Από την σχέση (10.19), η Z̃S , είναι ένα P−τοπικό martingale, καθώς και Z̃S− :=

Z̃S
0 + χJ0,SJ • Z̃S , όπου S είναι προβλέψιμο. Από την (10.19) έχουμε ότι

Z̃S− = Z0 + (Z̃−βχJ0,SJ) •Xc + (Z̃−V
′χJ0,SJ) ∗ (µ− ν) (10.20)

+ (Z̃−V
′′χJ0,SJ) ∗ (µ− ν).
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Επιπλέον, K ′
S− ≤ n από την κατασκευή της. Άρα από τον ορισμό της K ′ έχουμε

ότι

(Z̃2
−(β · c · β)χJ0,SJ) • A∞ ≤ n

C(Z̃−V
′χJ0,SJ)∞ = Z̃2

− • C(V ′)S− ≤ n

C(Z̃−V
′′χJ0,SJ)∞ = Z̃− • C(V ′′)S− ≤ n.

Τότε από Θεώρημα 9.1.2(d) έχουμε ότι (Z̃−βχJ0,SJ) •Xc ∈ H 2, και από Θεώρημα
6.1.4.2(a) έχουμε (Z̃−V

′χJ0,SJ)∗ (µ−ν) ∈ H 2, και από Θεώρημα 6.1.4.2(b) έχουμε
ότι (Z̃−V

′′χJ0,SJ)∗ (µ−ν) ∈ A . Αφού η Z̃0 είναι P−ολοκληρώσιμη, από την (10.20)
συνεπάγεται ότι η Z̃S− είναι P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη. Τώρα, Z̃S = Z̃S− +

∆Z̃SχJS,∞J, άρα μένει να αποδείξουμε ότι η ∆Z̃Sχ{S<∞} είναι P−ολοκληρώσιμη.
Έχουμε ότι ∆Z̃S = Z̃S−∆NS επάνω στο σύνολο {S < ∞}, και η Z̃S− είναι
P−ολοκληρώσιμη από τα προηγούμενα. Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι η μέση
τιμή E[|∆NS||FS−]χ{S<∞} είναι φραγμένη. Αλλά από την σχέση (10.11) για Ṽ =

∆N , και από το ότι α ≤ 1, Ŷ ≤ 1, επάνω στο σύνολο {S <∞} παίρνουμε ότι:

|∆NS| ≤ 1 + Y (S,∆XS)χ{∆XS ̸=0} +
2

1− αS
χ{∆XS=0}

και άφού η S είναι προβλέψιμη, έχουμε ότι

E[|∆NS||FS−] ≤ +ŶS +
2

1− αS
P (∆XS = 0|FS−) = ŶS + 3 ≤ 4.

(b) Επιστρέφουμε τώρα στην γενική περίπτωση. Θέτουμε p ∈ N∗, και σταμα-
τάμε όλες τις σ.δ. στο χρόνο σp. Τότε από το βήμα (a) προκύπτει μία ακολου-
θία {Sn,p}n≥1, από θετικούς προβλέψιμους και άρα γνήσιους χ.δ., με Ω × R+ =∪
nJ0, Sn,pJ και η (Z̃σp)Sn,p είναι ένα P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale.

Τότε η S ′
n,p := Sn,p ∧ σp είναι πάλι ένας απόλυτος χ.δ., και ∆ =

∪
n,pJ0, S ′

n,pK, και
Z̃S

′
n,p είναι ένα P−ομοιόμορφα ολοκληρώσιμο martingale. Παίρνοντας την ακο-

λουθία {S ′
n,p}n,p∈N∗ έχουμε το αποτέλεσμα. �

Τώρα θα διατυπώσουμε το βασικό αποτέλεσμα, το οποίο θα το συκρίνουμε με
το Θεώρημα 10.1.4. Εδώ υποθέτουμε την τοπική μοναδικότητα για το πρόβλημα
s(H , X|P ′

H ;B
′, C ′, ν ′) του οποίου μία λύση είναι η P ′ (επόμενως η μοναδική λύση).

Στο Θεώρημα 10.1.4 θεωρούμε την ιδιότητα της αναπαράστασης για όλα τα
P−τοπικά martingales, μία ιδιότητα η οποία στην πράξη μπορεί να ικανοποιείται
όταν ισχύει η μοναδικότητα για το s(H , X|PH ;B,C, ν).
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Θεώρημα 10.2.4. Θεωρούμε ότι η δοσμένη τριάδα (B′, C ′, ν ′) ικανοποιεί την
(10.5), όπου (β, Y ) ικανοποιεί την (10.4). Θεωρούμε ότι η F παράγεται από την
X και την H (βλέπε την Υπόθεση 7.4.6) και ότι η Υπόθεση 10.2.2 ικανοποιεί-
ται, και ότι η τοπική μοναδικότητα ικανοποιείται για το martingale−πρόβλημα
s(H , X|P ′

H ;B
′, C ′, ν ′), με μοναδική λύση την P ′.

Τότε αν P ′ loc≪ P , η διαδικασία πυκνότητας Z της P ′ ως προς το P δίνεται από
την σχέση (10.16) (ή την (10.17) εάν ακρίβως μία από τις επιπλέον υποθέσεις
στο Πόρισμα 10.1.5 ικανοποιείται), όπου η Z0 είναι P−σ.β. ίση με την Radon
− Nikodym παράγωγο ZH = dP ′

H/dPH .

Παρατήρηση 10.2.5. Ότι τα χαρακτηριστικά (B′, C ′, ν ′) δίνονται από την σχέση
(10.5) είναι μία καίρια υπόθεση (έχουν χρησιμοποιηθεί στο Λήμμα 10.2.1, το
οποίο είναι θεμελιώδες για την απόδειξη του Θεωρήματος 10.2.4).
Πολύ συχνά το μέτρο P ′ δίνεται αρχικά, και υπάρχουν συνήθως πολλές εκδοχές
των P ′−χαρακτηριστικών της X. Τότε πρέπει κανείς να επιλέξει μία εκδοχή που
ικανοποιεί την (10.5), και η τοπική μοναδικότητα πρέπει να ισχύει για αυτήν την
επιλογή των χαρακτηριστικών (B′, C ′, ν ′).

Για την καλύτερη κατανόηση δίνουμε το παρακάτω παράδειγμα.

Παράδειγμα 10.2.6. Έστω Ω = {1, 2} με P (1) = P (2) = 1
2
και P ′(1) = 1, έτσι

P ′ ≪ P. Έστω η σ.δ. X που ορίζεται ως εξής,

Xt(1) = 0, Xt(2) = (t− 1)+.

Έστω F όπως στην Υπόθεση 7.4.6 (H = η τετριμμένη σ−άλγεβρα). Τότε
B = X,C = 0, ν = 0 είναι τα P−χαρακτηριστικά της X, και η σ.δ. πυκνότητας
είναι

Zt(ω) = 1 για t < 1, Zt(1) = 2 και Zt(2) = 0 για t ≥ 1.

Επομένως η Z δεν είναι της μορφής (10.16) (διότι N = 0, αφού µ = 0 και
Xc = 0). Ωστόσο ένα φυσικό σύνολο χαρακτηριστικών για την X υπο το μέτρο
P ′ είναι τα B′ = 0, C ′ = 0, ν ′ = 0, για τα οποία η τοπική μοναδικότητα προφανώς
ισχύει, αλλά τα χαρακτηριστικά μας δεν ικανοποιούν την (10.5) .

Πράγματι, το μόνο σύνολο χαρακτηριστικών τα οποία ικανοποιούν την (10.5)
είναι τα (B′, C ′, ν ′) = (B,C, ν), και όλα τα μέτρα πιθανότητας επάνω στον Ω

είναι λύσεις του αντίστοιχου martingale−προβλήματος.
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Απόδειξη του Θεώρηματος 10.2.4. Ορίζουμε την Z̃ από την σχέση (10.18), με
Z̃0 = ZH := dP ′

H/dPH , και θεωρούμε την ακολουθία {Sn}n∈N όπως την κατα-
σκευάσαμε στο Λήμμα 10.2.3. Τότε το Λήμμα 10.2.1 μας δίνει ότι η P ′n(dω) =

P (dω)Z̃Sn(ω) είναι μία λύση του διακοπτόμενου προβλήματος
s(H , XSn|P ′

H ;B
′Sn , C ′Sn , ν ′Sn) (ας σημειώσουμε ότι P ′n

0 = ZH • P0, ως εκ τούτου
η σχέση P ′n

H = P ′
H είναι προφανής). Εφαρμόζουμε τώρα την τοπική μοναδικό-

τητα. Η ακολουθία {Sn}n∈N είναι ένας γνήσιος χ.δ., οπότε P ′n = P ′ επάνω στην
σ−άλγεβρα F0

Sn
, πολύ περισσότερο επάνω στην F(Sn)−, περιορίζοντάς την στο σύ-

νολο {Sn > 0}. Έτσι P ′n
t = P ′

t επάνω στο σύνολο {Sn > t}, και συμπεραίνουμε ότι
Z̃ = Z επάνω στο σύνολο

∪
nJ0, SnJ. Λόγω του Λήμματος 10.1.3 και της σχέσης

(10.18), έχουμε ότι Z̃ = Z = 0 επάνω στο σύνολο ∆c. Μένει να δούμε τι συνβαίνει
στο χρόνο S, επάνω στο σύνολο

∪
n{Sn = S <∞}. Έχουμε ότι ZS = 0 επάνω στο

σύνολο
∪
n{Sn = S <∞} (επειδή η Z είναι cad), ενώ Z̃S ≥ 0, και έτσι έχουμε ότι

Z̃Sn–ZSn = Z̃Sχ{S=Sn<∞}χJS,∞J ≥ 0.

Επομένως για κάθε t ∈ R+ η σ.δ. M(n, t) = Z̃Sn∧t–ZSn∧t, η οποία είναι ένα
P−martingale, είναι επίσης μη αρνητική και ικανοποιεί την E[M(n, t)0] = 0. Ως εκ
τούτου M(n, t) = 0 P−σ.β. και άρα Z̃S = 0 P−σ.β. επάνω στο σύνολο {S = Sn ≤
t}. Άρα Z̃S = 0 P−σ.β. επάνω στο σύνολο

∪
n{S = Sn ≤ ∞}. �

Μία συνέπεια του Θεωρήματος 10.2.4 είναι το παρακάτω αποτέλεσμα:

Θεώρημα 10.2.7. Θεωρούμε ότι τα χαρακτηριστικά (B′, C ′, ν ′) δίνονται από την
σχέση (10.5), ότι η F παράγεται από την X και την H , ότι ικανοποιείται η Υπό-
θεση 10.2.2, και ότι η τοπική μοναδικότητα ισχύει για το martingale−πρόβλημα
s(H , X|P ′

H ;B
′, C ′, ν ′), με την μοναδική λύση του P ′.

Τότε αν P ′
H ≪ PH και αν P ′({Ht < ∞}) = 1 για όλα τα t ∈ R+, προκύπτει ότι

P ′ loc
≪ P και ότι η σ.δ. πυκνότητας Z του P ′ ως προς το P δίνεται από την

σχέση (10.16), με Z0 = dP ′
H/dPH .

Απόδειξη. Θέτουμε ZH := dP ′
H/dPH και ορίζουμε την Z̃ όπως στην (10.18) με

Z̃0 = ZH . Μπορούμε να αναπαράξουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 10.2.4
μέχρι το σημείο P ′n = P ′ επάνω στο σύνολο {0 < Sn} ∩ F(Sn)−. Από την υπόθεση
έχουμε ότι limn→∞ P ′({Sn > t}) = 1 για όλα τα t ∈ R+. Αν A ∈ Ft, τότε A∩ {Sn >
t} ∈ F(Sn)−, και αν επιπλέον P (A) = 0 τότε έχουμε ότι

P ′(A) = lim
n
P ′(A ∩ {Sn > t}) = lim

n
P ′n(A ∩ {Sn > t}) = 0,
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10.3 Παραδείγματα

επειδή P ′n ≪ P. Τότε συνεπάγεται ότι P ′
t ≪ Pt, και άρα P ′ loc

≪ P. Τελικά, ο
τελευταίος ισχυρισμός έπεται από Θεώρημα 10.2.4. �

10.3 Παραδείγματα

Σε αυτήν την Ενότητα θα δώσουμε μερικά παραδείγματα με ′′αναλυτικούς′′ υπο-
λογισμούς της σ.δ. πυκνότητας, και διάφορες άλλες εφαρμογές αυτών που προη-
γήθηκαν. Θα θεωρούμε ότι ισχύει η κανονική υπόθεση 7.4.7.

1.Σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

Εδώ θεωρούμε ότι η X (η κανονική σ.δ.) είναι μία PII υπο τα μέτρα P και P ′,

με αντίστοιχα χαρακτηριστικά (B,C, ν) και (B′, C ′, ν ′). Αυτά τα χαρακτηριστικά
είναι ντετερμινιστικά, έτσι θεωρούμε ότι ισχύει η (10.5) με ντετερμινιστικούς
όρους τα β και Y. Τότε η σ.δ. H είναι ντετερμινιστική, καθώς και το σ και το ∆

(βλέπε (10.6) και (10.7)). Ιδιαιτέρως , η Υπόθεση 10.2.2 προφανώς ικανοποιείται.

Θεώρημα 10.3.1. Εκτός από τις παραπάνω υποθέσεις, θεωρούμε ότι P ′ loc≪ P.

Τότε η σ.δ. πυκνότητας Z του P ′ ως προς το P δίνεται από την σχέση (10.16),
και η σ.δ. N = {Nt}t∈∆ είναι μία σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις επάνω στην
(Ω,F ,F, P ), με δείκτη το χρονικό διάστημα ∆.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισμός έπεται είτε από το Θεώρημα 10.1.4 (χρησιμο-
ποιώντας το Θεώρημα 9.4.4) είτε από το Θεώρημα 10.2.4 (χρησιμοποιώντας την
Υπόθεση 7.4.7).
Για τον δεύτερο ισχυρισμό, χρειάζεται να αποδείξουμε ότι αν s ∈ ∆, τότε η
διακοπτόμενη σ.δ. N s είναι μία PII. Τώρα, η αναλυτική μορφή (10.9) για r ≤ t

μας δίνει ότι:

N s
t –N s

r = (βχ(r,t]) •Xc
s + (Y –1 + Ŷ − α

1− α
χ{α<1})χ(r,t] ∗ (µ− ν)s

και η προς ολοκλήρωση συναρτήσεις είναι ντετερμινιστικές, άρα η N s
u–N s

r είναι
μετρήσιμη ως προς την σ−άλγεβρα που παράγεται από τις Xc

u–Xc
r για u ≥ r και

από το µ((r, u]×A) για u ≥ r, A ∈ Rd, η οποία περιέχεται στην σ({Xu–Xr : u ≥ r})
(στην πραγματικότητα είναι ίση με αυτή την σ−άλγεβρα). Τότε η PII ιδιότητα
της X συνεπάγεται ότι αυτή η σ−άλγεβρα είναι P−ανεξάρτητη από την Fr, και
άρα η N s είναι μία PII επάνω στον φ.χ.π. (Ω,F ,F, P ). �
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Απόλυτα συνεχείς αλλαγές μέτρων: υπολογισμοί της διαδικασίας
πυκνότητας

2. Σημειακές σ.δ. και πολυμεταβλητές σημειακές σ.δ..

Ακριβώς όπως και στην Ενότητα 9.1, είναι προφανές ότι όλα τα αποτελέσματα της
παρούσας ενότητας ισχύουν, τηρουμένων των αναλογιών, αν αντικαταστήσουμε
το βασικό ημι−martingale X από ένα τυχαίο μέτρο µ επάνω στον R+×E, με (E, E)
έναν βοηθητικό Πολωνικό χώρο. Συμβολίζουμε με ν και ν ′ τον αντισταθμιστή
του P και P ′, αντίστοιχα. Τότε μόνο η Y εμφανίζεται στην (10.4), και η (10.5)
μεταφράζεται ως ν ′ = Y ·ν P−σ.β., και η σ δεν αλλάζει, και η H δίνεται από την

H = (1−
√
Y )2χJ0,σJ ∗ ν +∑

s≤•

(
√
1− αs −

√
1− Ŷs)

2χ{s<σ} (10.21)

και η ∆ ορίζεται από την (10.8), και από την (10.9) έχομε ότι

NS = (Y –1 + Ŷ − α

1− α
χ{α<1})χJ0,SK ∗ (µ− ν). (10.22)

Τότε από το Θεώρημα 10.1.4 και από το Θεώρημα 9.4.7 προκύπτει ότι:

Θεώρημα 10.3.2. Θεωρούμε ότι το µ είναι μία πολυμεταβλητή σημειακή σ.δ.
με τιμές στο σύνολο E και ότι ισχύει η Υπόθεση 7.3.5. Αν P ′ loc

≪ P , τότε η
σ.δ. πυκνότητας Z του P ′ ως προς το P δίνεται από την (10.16), όπου η N

ορίζεται στην (10.22).

Ιδιαιτέρως, αυτό το Θεώρημα εφαρμόζεται για σημειακές σ.δ. (όταν η E ανά-
γεται σε ένα σημείο). Έτσι ας θεωρήσουμε ότι η X είναι μία σημειακή σ.δ. με
αντισταθμιστές A και A′ υπο τα μέτρα P και P ′ αντίστοιχα, και ότι

A′ = y • A, y μη αρνητική προβλέψιμη σ.δ.. (10.23)

Τότε ο τύπος που δίνει το Z έχει μία καλύτερη μορφή όταν η A είναι συνεχής
(δηλαδή, η X είναι ψευδο−αριστερά−συνεχής):

Θεώρημα 10.3.3. Θεωρούμε την Υπόθεση 7.3.1 και την σχέση (10.23) και ότι
η A είναι συνεχής, και έστω {Tn}n≥1 η σ.δ. άφιξης (successive jump times) της X.
Τότε αν P ′ loc≪ P η σ.δ. πυκνότητας Z της P ′ ως προς το P δίνεται από την

Zt :=

{
e(y−1)•At

∏
n:Tn≤t yTn , αν t < T := inf{t : y • At = ∞}

0, αν t ≥ T.
(10.24)
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Α΄. Vector lattices (Διανυσματικοί σύνδεσμοι)

B΄. Στοιχεία της θεωρίας μέτρου
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Παράρτημα Αʹ

Vector lattices (Διανυσματικοί
σύνδεσμοι)

Ορισμός Αʹ.1. Έστω L ένας διανυσματικός χώρος. Ένα υποσύνολο C του δ.χ. L
ονομάζεται κώνος με κορυφή το 0 αν για κάθε λ > 0 λC ⊆ C , δηλαδή αν το
C είναι αναλλοίωτο ως προς όλες τις ομοθετικές απεικονίσεις x 7−→ λx με λ > 0

(ή κλειστό ως προς τον βαθμωτό πολλαπλασιαμό λ · x όπου λ > 0 και x ∈ C).
Αν επιπλέον το C είναι κυρτό σύνολο, τότε το C ονομάζεται κυρτός κώνος με
κορυφή το 0. Έτσι ένας κυρτός κώνος με κορυφή το 0 είναι ένα υποσύνολο
του L, τότε C + C ⊆ C και λC ⊆ C για κάθε λ > 0 (C μη αρνητικός κώνος
⇐⇒ λC ⊆ C, ∀λ ≥ 0 =⇒ 0 ∈ C).

Ορισμός Αʹ.2. Έστω L ένας δ.χ. επάνω στον R εφοδιασμένος με μία σχέση ′′≤′′

μερικής διάταξης. Ο L ονομάζεται διατεταγμένος δ.χ. επάνω στον R, αν

(LO1) ∀x, y, z ∈ L [x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z]

(LO2) ∀x, y ∈ L και ∀λ > 0 [x ≤ y =⇒ λx ≤ λy].

Ορισμός Αʹ.3. Ένας διανυσματικός σύνδεσμος (vector lattices) είναι ένας δια-
τεταγμένος δ.χ. L επάνω στον R ώστε για κάθε (x, y) ∈ L × L να υπάρχουν τα
x ∧ y := sup{x, y} και x ∨ y := sup{x, y} και να είναι στοιχεία του L.
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Παράρτημα Βʹ

Στοιχεία της θεωρίας μέτρου

Βʹ.1 Χρήσιμοι ορισμοί

Ορισμός Βʹ.1.1. Έστω f : X 7−→ R μία F−μετρήσιμη συνάρτηση. Λέμε ότι η f
είναι ουσιωδώς φραγμένη επάνω στο X σε σχέση με το P αν υπάρχει M < +∞
έτσι ώστε |f | ≤M, P−σ.π. επάνω στο X.

Ορισμός Βʹ.1.2. Έστω f : X 7−→ R μία F−μετρήσιμη συνάρτηση. Αν η f είναι
ουσιωδώς φραγμένη, τότε το μικρότερο M με την ιδιότητα |f | ≤ M, P−σ.π.
επάνω στο X καλείται το ουσιώδες supremum της f επάνω στο X σε σχέση με
το P και συμβολίζεται με ess− supX,P{f}.
Το ess− supX,P{f} χαρακτηρίζεται από τις επόμενες ιδιότητες:

(i) |f | ≤ ess− supX,P{f}, P−σ.π. επάνω στο X ,

(ii) για κάθε m < ess− supX,P{f}, έχουμε ότι P ({x ∈ X||f(x)| > m}) > 0.

Ορισμός Βʹ.1.3. Έστω p ∈ R με 1 ≤ p < ∞. Μία τ.μ. f : Ω 7−→ R ονομάζεται
p−ολοκληρώσιμη (ως προς το μέτρο P ) αν

(∫
|f |pdP

)1/p
< ∞. Με Lp(P ) (αντ.

Lp+(P )) συμβολίζεται ο χώρος όλων των p−ολοκληρώσιμων (αντ. μη αρνητικών
P −σ.β., p−ολοκληρώσιμων) συναρτήσεων f : Ω 7−→ R. Ιδιαιτέρως, ο χώρος L2(P )

ονομάζεται και ο χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων, ενώ
ο L1(P ) ονομάζεται ο χώρος των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. Η συνάρτηση
∥∥p: Lp(P ) 7−→ R ώστε

∥ f ∥p:=
(∫

|f |pdP
)1/p
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είναι μία ημινόρμα (βλ. π.χ. [8], Corollary 3.3.4).
Ορίζουμε τον χώρο Lp(P ) := {f • : f ∈ Lp(P )} όπου f • := {g ∈ Lp(P ) : P [{f ̸=
g}] = 0}. Τότε ο Lp(P ) είναι ένας πλήρης διανυσματικός χώρος με νόρμα την ∥∥p
(βλ. π.χ. [8], Theorem 3.4.1).

Ορισμός Βʹ.1.4. Με L∞(P ) συμβολίζουμε τον χώρο όλων των F−μετρήσιμων
φραγμένων συναρτήσεων f : Ω 7−→ R. Η συνάρτηση ∥∥∞: L∞(P ) 7−→ R ώστε

∥ f ∥∞:= inf{M ≥ 0 : |f | ≤M P − σ.β.}

είναι μία ημινόρμα (βλ. π.χ. [8], Theorem 3.3.4). Ορίζουμε τον χώρο L∞(P ) :=

{f • : f ∈ L∞(P )}. Τότε ο L∞(P ) είναι ένας πλήρης διανυσματικός χώρος με νόρμα
την ∥∥∞ (βλ. π.χ. [8], Theorem 3.4.1).

Σε όλη την Δ.Ε. για λόγους απλοποίησης ταυτίζουμε μία συνάρτηση f ∈ Lp(P ), 1 ≤
p ≤ ∞, με την αντίστοιχη κλάση ισοδυναμίας f •, επομένως ταυτίζουμε τον Lp(P )
με τον Lp(P ) για κάθε 1 ≤ p ≤ ∞. Αν δεν υπάρχει πρόβλημα σύνγχυσης γράφουμε
Lp αντί Lp(P ).

Ορισμός Βʹ.1.5. Έστω(Ω,F , µ) και (Θ, T, ν) χ.μ.. Ένα R ⊆ Ω×Θ ονομάζεται με-
τρήσιμο ορθογώνιο (του Ω×Θ), αν γράφεται R = A×B, όπου A ∈ F και B ∈ T .
Επί πλέον, η σ−άλγεβρα που παράγεται από την οικογένεια των μετρήσιμων ορ-
θογωνίων λέγεται σ−άλγεβρα γινόμενο των F και T και συμβολίζεται με F ⊗T .

Έστω επίσης ο χ.μ. (Ω×Θ,F ⊗T, ρ). Το μέτρο ρ ονομάζεται μέτρο γινόμενο των
µ και ν και συμβολίζεται με µ⊗ ν αν για κάθε A ∈ F και B ∈ T ικανοποιεί την
ιδιότητα ρ(A×B) = µ(A)ν(B).

Εαν I είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο δεικτών και {(Ωi,Fi, Pi)}i∈I είναι
μία οικογένεια χ.π., τότε για κάθε ∅ ̸= J ⊆ I συμβολίζουμε με (ΩJ ,FJ , PJ) τον
χ.π.−γινόμενο ⊗i∈J(Ωi,Fi, Pi) :=

(∏
i∈J Ωi,⊗i∈JFi,⊗i∈JPi

)
. Αν (Ω,F , P ) είναι ένας

χ.π. συμβολίζουμε με P I την πιθανότητα−γινόμενο στον ΩI και με F I το πεδίο
ορισμού της P I .
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Βʹ.2 Θεώρημα της μονότονης κλάσης για σύνολα

Λήμμα Βʹ.2.1. Έστω Ω ένα σύνολο και D μια οικογένεια στοιχείων του Ω. Τότε
τα παρακάτω είναι ισοδύναμα

(i) (Dyn1’) Ω ∈ D

(Dyn2’) B \ A ∈ D, για A,B ∈ D και A ⊆ B

(Dyn3’)
∪
n∈N

An ∈ D, για κάθε αύξουσα ακολουθία {An}n∈N υποσυνόλων

στο D.

(ii) (Dyn1) ∅ ∈ D

(Dyn2) Ω \ A ∈ D, για κάθε A ∈ D

(Dyn3)
∪
n∈N

An ∈ D, για κάθε ακολουθία {An}n∈N ξένων ανα δύο υποσυ-

νόλων στο D.

Θεώρημα μονότονης κλάσης για σύνολα Βʹ.2.2. Έστω Ω ένα σύνολο και D
μία κλάση Dynkin υποσυνόλων του Ω. Υποθέτουμε ότι το σύνολο I ⊆ D είναι
τέτοιο, ώστε I ∩ J ∈ I για όλα τα I, J ∈ I. Τότε η D περιέχει την σ(I).

Μία αναλυτική απόδειξη του θεωρήματος μονότονης κλάσης για σύνολα υπάρχει
στο [5]

Βʹ.3 Θεώρημα της μονότονης κλάσης για συναρτή-
σεις

Ορισμός Βʹ.3.1. Μια οικογένεια V συναρτήσεων από ένα σύνολο E στον R ονο-
μάζεται μονότονη κλάση αν είναι

(i) διανυσματικός χώρος

(ii) περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις

(iii) κλειστή ως προς τα όρια μονότονων ακολουθιών.
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Ορισμός Βʹ.3.2. Μια οικογένεια M φραγμένων συναρτήσεων από ένα σύνολο E
στον R ονομάζεται πολλαπλασιαστική, αν είναι κλειστή ως προς τον πολλαπλα-
σιασμό.

Ορισμός Βʹ.3.3. Μία οικογένεια A συναρτήσεων από ένα σύνολο E σε ένα τοπο-
λογικό χώρο ονομάζεται ακολουθιακά κλειστή (sequentially closed), αν το κατά
σημείο όριο οποιασδήποτε ακολουθίας στοιχείων της A ανήκει στην A. Συνήθως
για τις εφαρμογές τα στοιχεία της A παίρνουν τιμές στον R̄.

• Προφανώς η τομή μιάς οποιασδήποτε οικογένειας από ακολουθιακά κλει-
στές οικογένειες συναρτήσεων επάνω στον E είναι μία ακολουθιακά κλειστή
οικογένεια.

• Αν E είναι οποιαδήποτε οικογένεια συναρτήσεων επάνω στον E, τότε υπάρ-
χει η ελάχιστη ακολουθιακά κλειστή οικογένεια Eσ συναρτήσεων επάνω στον
E, που περιέχει την E , η οποία είναι η τομή όλων των ακολουθιακά κλειστών
οικογενειών που περιέχουν την E .

• Η Eσ μπορεί να κατασκευαστεί με υπερπεπερασμένη επαγωγή ως εξής:
Έστω β0 ο ελάχιστος διατακτικός αριθμός (ordinal number) με πληθικότητα
ℵ1 και έστω β οποιαδήποτε διατακτικός αριθμός μεγαλύτερος ή ίσος με το
β0. Έστω E0 := E . Υποθέτουμε ότι η οικογένεια Eα έχει οριστεί για όλους
τους διατακτικούς αριθμούς α < β. Αν ο β είναι ο επόμενως του α, δηλαδή
(successor of a) β = α + 1, τότε ορίζουμε την οικογένεια Eβ ως το σύνολο
όλων των συναρτήσεων που είναι σημειακά όρια ακολουθιών μέσα από το
Eα. Αν ο β είναι οριακός διατακτικός αριθμός (limit ordinal), τότε θέτουμε
Eβ :=

∪
α<β

Eα. Τότε ισχύει Eβ = Eσ για κάθε β ≥ β0.

• Η οικογένεια Eσ ονομάζεται η ακολουθιακή κλειστότητα (sequentially closure
or sequentially span) του E .

• Ένας διανυσματικός χώρος E είναι κλειστός κάτω από τον τεμαχισμό
(chopping) αν για κάθε f ∈ E ισχύει f ∧ 1 ∈ E .

• Μία οικογένεια E συναρτήσεων από το E στον R̄ ονομάζεται σ− πεπερα-
σμένη (σ−finite), αν περιέχει μία αριθμήσιμη υποοικογένεια της οποίας, το
supremum κατά σημείο είναι παντού αυστηρά θετικό.
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Λήμμα Βʹ.3.4. Ισχύουν τα παρακάτω :

(i) Αν η E είναι ένας διανυσματικός χώρος, άλγεβρα ή διανυσματικός σύνδε-
σμος συναρτήσεων με πραγματικές τιμές, τότε έτσι είναι και η Eσ.

(ii) Αν η E είναι μία άλγεβρα φραγμένων συναρτήσεων ή ένας διανυσματικός
σύνδεσμος κλειστός κάτω από τον τεμαχισμό, τότε η Eσ είναι και τα
δύο. Επιπλέον, αν η E είναι σ−πεπερασμένη, τότε η σ−άλγεβρα που
παράγεται από την E συμβολίζεται με σ(E) ή Eσe και ισχύει ότι η Eσ

αποτελείται ακριβώς από τις συναρτήσεις που είναι σ(E)−μετρήσιμες.

Θεώρημα (Stone − Weierstraß) Βʹ.3.5. Έστω E μία άλγεβρα ή ένας διανυσματι-
κός σύνδεσμος κλειστός κάτω από τον τεμαχισμό, από φραγμένες συναρτήσεις
από το E στον R. Τότε η ομοιόμορφη κλειστότητα Ē της E είναι και άλγεβρα
και διανυσματικός σύνδεσμος κλειστός κάτω από τον τεμαχισμό.

Θεώρημα μονότονης κλάσης για συναρτήσεις Βʹ.3.6. Έστω V μία μονότονη
κλάση συναρτήσεων από ένα σύνολο E στον R και M μία πολλαπλασια-
στική κλάση ώστε M ⊆ V. Τότε η V περιέχει όλες τις συναρτήσεις που είναι
σ(M)−μετρήσιμες.

Απόδειξη. Έστω η οικογένεια E όλων των πεπερασμένων γραμμικών συνδυα-
σμών των συναρτήσεων στο M∪ {1},και η E είναι μια άλγεβρα από φραγμένες
συναρτήσεις και περιέχεται στον V. Τότε η ομοιόμορφη κλειστότητα Ē της E πε-
ριέχεται στην V . Πράγματι, έστω f̄ ∈ Ē . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε
να επιλέξουμε μια αύξουσα ακολουθία {fn}n∈N στοιχείων της E ώστε η {fn}n∈N
να συγκλίνει ομοιόμορφα στην f̄ . Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0

θα ισχύει ότι ||f̄ − fn||∞ < 2−n

4
, όπου ||f̄ − fn||∞ := sup

x∈E
|f̄(x) − fn(x)| για κάθε

n ∈ N. Επομένως η ακολουθία {fn − 2−n}n∈N είναι αύξουσα και συγκλίνει στην
f̄ και για κάθε n ≥ n0 ισχύει fn − 2−n ∈ E ⊆ V . Αφού, σύμφωνα με το Θεώρημα
Βʹ.3.5 η Ē είναι διανυσματικός σύνδεσμος, από την τελευταία σχέση E ⊆ Ē και
τον ορισμό της Ē έπεται ότι Ē ⊆ V . Έστω E↑↓ είναι η ελάχιστη οικογένεια από
συναρτήσεις η οποία περιέχει την E και είναι κλειστή κάτω από τα σημειακά όρια
μονότονων ακολουθιών, επομένως περιέχεται στην V . Ακολουθώντας τα επιχει-
ρήματα της απόδειξης του [Bichteler, Lemma A.3.3, Λήμμα Βʹ.3.4], είναι εύκολο
να δούμε ότι η E↑↓ είναι ένας διανυσματικός σύνδεσμος (βλ. Λήμμα Βʹ.3.4). Αφού
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lim
n→∞

fn = sup
N→∞

inf
n>N

fn τότε η E↑↓ είναι ακολουθιακά κλειστή. Επίσης, αν η συνάρ-

τηση f είναι σ(M)−μετρήσιμη τότε είναι προφανώς σ(E)−μετρήσιμη, και έτσι η
f ανήκει στην οικογένεια Eσ ⊆ E↑↓ ⊆ V (Λήμμα Βʹ.3.4).
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Βασικές Κλάσεις σ.δ.

A : σ.δ. με ολοκληρώσιμη κύμανση
A + : ολοκληρώσιμες αύξουσες σ.δ.
A +
loc : σ.δ. με τοπικά ολοκληρώσιμη κύμανση

A +
loc : τοπικά ολοκληρώσιμες αύξουσες σ.δ.

Cloc : τοπικοποιημένη κλάση
H 2 : τετραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales
H 2

loc : τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales
H 2,c : συνεχή τοπικά martingales
H 2,d : καθαρά ασυνεχή τοπικά τετραγωνικά ολοκληρώσιμα martingales
L : τοπικά martingales
L d : d−διάστατα τοπικά martingales
M : ομοιόμορφα ολοκληρώσιμα martingales
Mloc : τοπικά martingales
S : ημι−martingales
SP : ειδικά ημι−martingales
V : σ.δ. με πεπερασμένη ολική κύμανση
V + : αύξουσες σ.δ. με πεπερασμένες τιμές
V d : d−διάστατες σ.δ. με πεπερασμένη ολική κύμανση
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