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4.1  Εισαγωγή  

   Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά διαφόρων κλάσεων, τις οποίες έχουµε 

εισάγει σε προηγούµενα κεφάλαια, κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. 

Συγκεκριµένα θα δούµε, µε τη βοήθεια αντιπαραδειγµάτων,  ιδιότητες των µονάδων που δεν 

διατηρούνται στο σύστηµα, (π.χ. οι ιδιότητες IFR, DFR, NBUE κ.α.), αλλά και θα 

αποδείξουµε θεωρήµατα για κλάσεις (ιδιότητες) που είναι κλειστές ως προς τη λειτουργία 

αυτή (π.χ. IFRA, NBU, NBAFR). Τέλος, θα  διατυπώσουµε προτάσεις για µη κλειστές 

κλάσεις, που δίνουν συνθήκες, οι οποίες αν ισχύουν, καθιστούν κλειστές τις κλάσεις αυτές ως 

προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων.    

4.2  Μη κλειστές κλάσεις ως προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων 

   Ένα πρόβληµα, το οποίο παρουσιάζει µεγάλο θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον, είναι η 

διατήρηση του είδους γήρανσης κάτω από διάφορες πιθανοθεωρητικές λειτουργίες, όπως ο 

σχηµατισµός µονότονων συστηµάτων, η µίξη ή άθροιση τυχαίων µεταβλητών. Στην 

παράγραφο αυτή, θα δούµε αναλυτικά περιπτώσεις, στις οποίες το είδος γήρανσης των 

µονάδων δεν διατηρείται στο µονότονο σύστηµα, το οποίο σχηµατίζουν.  

   Έστω ότι n µονάδες µε χρόνους ζωής  συνδέονται έτσι ώστε να σχηµατισθεί 

ένα µονότονο σύστηµα µε χρόνο ζωής . Στα ακόλουθα παραδείγµατα, υποθέτοντας ότι οι 

µονάδες του συστήµατος έχουν κάθε φορά ένα συγκεκριµένο είδος γήρανσης, διαπιστώνουµε 

ότι αυτό δεν διατηρείται στο σύστηµα, το οποίο δηµιουργούν.    

niTi ,...,2,1, =
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    Έστω ότι οι χρόνοι ζωής των µονάδων • IFRTi ∈ .  Με µια πρώτη µατιά, θα ήταν λογικό 

να υποθέσουµε ότι, δεδοµένου ότι κάθε µονάδα του µονότονου συστήµατος έχει αυξανόµενη 

βαθµίδα αποτυχίας (IFR), το ίδιο θα πρέπει να συµβαίνει και για το σύστηµα. Άλλωστε, κάθε 

φορά που µία µονάδα αποτυγχάνει, το σύστηµα γίνεται κατασκευαστικά ασθενέστερο (λόγω 

της µονοτονίας της συνάρτησης δοµής του µονότονου συστήµατος). Επιπρόσθετα, όσο 

περνάει ο χρόνος, η βαθµίδα αποτυχίας κάθε µονάδας αυξάνει. Το λογικοφανές αυτό 

συµπέρασµα επιβεβαιώνεται στην περίπτωση, όπου n µονάδες µε την ιδιότητα IFR,  

σχηµατίζουν ένα σειριακό σύστηµα. Πράγµατι αν , είναι οι βαθµίδες 

αποτυχίας των µονάδων, τότε είναι προφανές ότι αν όλες οι συναρτήσεις , είναι αύξουσες 

(ή φθίνουσες), τότε και η βαθµίδα αποτυχίας 
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ssλ του συστήµατος, η οποία δίνεται από τη 

σχέση  
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θα είναι αύξουσα (ή φθίνουσα).     

 Ωστόσο, όπως θα δούµε τώρα, αυτό δεν συµβαίνει αν οι n µονάδες συνδεθούν παράλληλα. Η 

αξιοπιστία ενός τέτοιου συστήµατος δίνεται από τον τύπο 
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όπου  είναι οι αξιοπιστίες των µονάδων.  nitRi ,...,2,1),( =

   Αν θεωρήσουµε την ειδική περίπτωση n=2, τότε η αξιοπιστία του παράλληλου συστήµατος 

θα δίνεται από τη σχέση  
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και είναι φανερό ότι η βαθµίδα αποτυχίας του συστήµατος δεν είναι ίση µε µία σταθερά. Στο 

ακόλουθο σχήµα φαίνεται ότι η βαθµίδα αποτυχίας )(tPSλ  είναι γνησίως αύξουσα σε ένα 

διάστηµα της µορφής (0, to) και γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα της µορφής [to, .  )∞+

 

ΣΧΗΜΑ 4.1 
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Συνεπώς η ιδιότητα IFR/DFR δεν διατηρείται κατά το σχηµατισµό µονότονων 

συστηµάτων. 

•

F

 Γνωρίζουµε ότι η κλάση  διατηρείται κατά το σχηµατισµό παράλληλων 

συστηµάτων (η απόδειξη στην Παράγραφο 4.4). Ωστόσο για να αποδείξουµε ότι η ιδιότητα 

 δεν διατηρείται, γενικά,  κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων, θεωρούµε ένα 

σειριακό σύστηµα µε δύο ανεξάρτητες µονάδες, κάθε µία από τις οποίες έχει µια κατανοµή 

 που παίρνει ισοπίθανα τις τιµές 1 και 3.  

NBUE

NBUE

Τότε η κατανοµή F έχει µέσο µ=2 και για t  ισχύει η σχέση  0≥

∫
∞
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οπότε η F είναι (Marshall & Proschan (1972)), δηλαδή οι δύο µονάδες έχουν χρόνους 

ζωής T . Ωστόσο ο µέσος χρόνος ζωής ενός καινούριου συστήµατος θα είναι  
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Παρατηρούµε ότι  ,συνεπώς, από τον ορισµό της κλάσης , ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος δεν είναι . 

µµ <' NBUE

NBUE

   Συνεπώς η ιδιότητα NBUE δεν διατηρείται κατά το σχηµατισµό µονότονων 

συστηµάτων. 

•  Για να αποδείξουµε ότι, τόσο η ιδιότητα , όσο και η ιδιότητα , δεν 

διατηρούνται κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων, θεωρούµε ένα παράλληλο 

σύστηµα µε δύο ανεξάρτητες µονάδες, κάθε µία από τις οποίες έχει κατανοµή που δίνεται 

από τον τύπο 

NWU NWUE

tetF −−= 1)( . 

Η κατανοµή F είναι NWU και NWUE. Ο χρόνος ζωής και η βαθµίδα αποτυχίας του 

συστήµατος  δίνονται από τις σχέσεις 

2)1()( tetF −−=  

12
1
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−
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Παρατηρούµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση, συνεπώς   ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος δεν είναι ούτε  NWU, ούτε NWUE. 

Συνεπώς οι ιδιότητες NWU και NWUE δεν διατηρούνται κατά το σχηµατισµό 

µονότονων συστηµάτων. 

•  Γνωρίζουµε ότι η κλάση  διατηρείται κατά το σχηµατισµό παράλληλων 

συστηµάτων (η απόδειξη στην Παράγραφο 4.4). Επιπλέον έχει αποδειχθεί ότι και στην 

περίπτωση που συνδέονται ανεξάρτητες και ανόµοιες µονάδες µε την ιδιότητα , ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος διατηρεί την ιδιότητα αυτή (Cai and Wu (1997)). Ωστόσο για 

να αποδείξουµε ότι η ιδιότητα  δεν διατηρείται, γενικά, κατά το σχηµατισµό 

µονότονων συστηµάτων, θεωρούµε ένα παράλληλο σύστηµα µε δύο ανεξάρτητες µονάδες, 

κάθε µία από τις οποίες έχει κατανοµή που δίνεται από τον τύπο  

NBUC

NBUC

NBUC
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 Η κατανοµή F είναι , ωστόσο ο χρόνος ζωής του συστήµατος δεν ανήκει στην 

κλάση  (Cao & Wang (1991)). 

NBUC

NBUC

   Συνεπώς η ιδιότητα NBUC δεν διατηρείται κατά το σχηµατισµό µονότονων 

συστηµάτων. 

•  Για να αποδείξουµε ότι οι κλάσεις ,UBA  δεν διατηρούνται κατά το σχηµατισµό 

µονότονων συστηµάτων, θεωρούµε ένα παράλληλο σύστηµα µε δύο ανεξάρτητες µονάδες, 

κάθε µία από τις οποίες έχει εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ

NWUC

1 και λ2 αντίστοιχα  

(Abdulhamid (1994)). Οι δύο µονάδες έχουν την ιδιότητα  και , ωστόσο η 

βαθµίδα αποτυχίας του συστήµατος θα δίνεται από τη σχέση  
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η µορφή της οποίας δηλώνει ότι ο χρόνος ζωής του συστήµατος δεν ανήκει στην κλάση  

 (Cao & Wang (1991)), αλλά ούτε και στην κλάση UBA , αφού θα έπρεπε, από τον 

ορισµό της κλάσης UBA , να ισχύει η σχέση  

NWUC

),()( ∞< λλ t για όλα τα t. 

   Συνεπώς οι ιδιότητες NWUC και UBA δεν διατηρούνται κατά το σχηµατισµό 

µονότονων συστηµάτων.  

•  Γνωρίζουµε ότι η κλάση DMRL διατηρείται κατά το σχηµατισµό παράλληλων συστηµάτων 

(η απόδειξη στην Παράγραφο 4.4). Ωστόσο η ιδιότητα DMRL δεν διατηρείται, γενικά, κατά 

το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει άµεσα από το 

τελευταίο παράδειγµα που δώσαµε για την κλάση  UBA . Πράγµατι δύο εκθετικές µονάδες 

είναι DMRL και ταυτόχρονα, αφού ο χρόνος ζωής του συστήµατος δεν είναι , δεν θα 

ανήκει ούτε στην κλάση DMRL.  

UBA

 

 145



4.2 Μη  κλειστές κλάσεις ως προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων
 

 
Συνεπώς η ιδιότητα DMRL δε διατηρείται κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. 

 

4.3 Κλειστές κλάσεις ως προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων 

   Στην παράγραφο αυτή θα διατυπώσουµε και θα αποδείξουµε θεωρήµατα για κλειστές 

κλάσεις κατανοµών ως προς τη διατήρηση των ιδιοτήτων των µονάδων σε ένα µονότονο 

σύστηµα. Τέτοιες είναι οι κλάσεις IFRA, NBU, NBUFR και NBAFR. 

 

   Το Θεώρηµα 1, το οποίο ακολουθεί, είχε αρχικά εισαχθεί και αποδειχθεί από τους 

Birnbaum, Esary και Marshall (1966). Ωστόσο η απόδειξη, η οποία παρατίθεται στην 

συνέχεια, έχει δοθεί από τον Ross (1980). Για την απόδειξη του θεωρήµατος θα χρειαστούµε 

τις ακόλουθες δύο προτάσεις.  

Πρόταση 1.  Έστω R(p)  η αξιοπιστία ενός µονότονου συστήµατος µε n 

µονάδες. Τότε η R(p) είναι γνησίως αύξουσα ως προς κάθε  

),...,,( 21 npppR=

.,...,2,1, nipi =

Απόδειξη. Για την αξιοπιστία ενός µονότονου συστήµατος µε n  ανεξάρτητες µονάδες ισχύει 

(R p (() φE= X )) ,1(()( ii EXE φ⋅= X ,0(())(1() ii EXE φ⋅−+ X  )

συνεπώς έχουµε  

(R p) p), 0()1( ii Rp1( ii Rp ⋅= ,⋅−+ p) , .,...,2,1 ni =  

Από την τελευταία ισότητα παίρνουµε  

,1( i
i

R
p
R
=

∂
∂ p)- p), ,0( iR

οπότε  

,1(( i
i

E
p
R φ=

∂
∂ Χ)- ,0( iφ Χ)). 

Επειδή η συνάρτηση δοµής φ  είναι αύξουσα, ισχύει η ανίσωση  

0),0(),1( ≥− xx ii φφ . 
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Επιπλέον, αφού κάθε µονάδα επηρεάζει την κατάσταση του συστήµατος, για κάποια xo ισχύει 

η σχέση   

1),0(),1( =− oioi xx φφ , 

συνεπώς για p∈  το xn)1,0( o έχει θετική πιθανότητα να συµβεί, και τελικά καταλήγουµε στη 

ζητούµενη ανίσωση  

Ε ( ,1( iφ Χ)- ,0( iφ Χ))>0 , 

η οποία αποδεικνύει ότι η αξιοπιστία του συστήµατος είναι γνησίως αύξουσα.          

           

Λήµµα 1.  Έστω α∈  Τότε  .0],1,0[],1,0[ yx ≤≤∈ καιλ

.0])1([)1( ≥−+−−+ aaaaa xyxy λλλλ  

Πρόταση 2. Έστω R(p)  η αξιοπιστία ενός µονότονου συστήµατος µε n 

µονάδες. Τότε ισχύει η ανίσωση  

),...,,( 21 npppR=

R(pα)≥Rα(p) ,  για i=1,2,…,n    (1) , όπου pα ),...,,( 21
a
n

aa ppp=  

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρόταση επαγωγικά.  

   Έστω n=1. Τότε ισχύει µία από τις ακόλουθες σχέσεις  

.1)(,0)(,)( ≡≡≡ pRpRppR  

Σε κάθε µία από τις τρεις περιπτώσεις η ζητούµενη σχέση είναι προφανής.   

   Έστω ότι η σχέση (1) ισχύει για όλα τα µονότονα συστήµατα µε (n-1) µονάδες. Τότε για 

ένα µονότονο σύστηµα µε n µονάδες, έχουµε  

(R pα) p,1( n
a
n Rp ⋅= α)+ p,0()1( n

a
n Rp ⋅− α). 

Επειδή οι συναρτήσεις , p1( nR α) και , p0( nR α) είναι, και οι δύο, συναρτήσεις αξιοπιστίας για 

µονότονα συστήµατα µε (n-1) µονάδες, συνεπάγεται ότι αυτές ικανοποιούν τη σχέση (1), 

συνεπώς  

,1( nR pα)  R≥ α(1n, p)  ,  p,0( nR α)≥  Rα(0n, p)   

και τελικά έχουµε  
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,

 την κλειστή κλάση IFRA (IFRA Closure 

στω ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες µονάδες, οι οποίες έχουν 

µή του χρόνου ζωής του συστήµατος και Fi οι κατανοµές 

(R pα) p)+ p). ,1( n
aa

n Rp ⋅≥ ,0()1( n
aa

n Rp ⋅−

Από το Λήµµα 1, διαλέγοντας p) , παίρνουµε 0(),,1(, nnn RxpRyp ===λ

,1( n
aa

n Rp ⋅ p) p) [ p) p)],0()1( n
aa

n Rp ⋅−+ ≥ ,1( nn Rp ⋅ ,0()1( nn Rp ⋅−+ α. 

  Εφαρµόζοντας την pivotal decomposition µορφή, καταλήγουµε στη ζητούµενη ανίσωση  

R(pα)≥Rα(p).                         

Η απόδειξη της Πρότασης 2 δίνεται στα συγγράµµατα Barlow & Proschan (1975) και  Aven 

& Jensen (1999).                       

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το θεώρηµα για

Theorem).  

Θεώρηµα 1. Έ

κατανοµή χρόνου ζωής µε την ιδιότητα IFRA. Τότε η κατανοµή του χρόνου ζωής του 

συστήµατος είναι IFRA.  

Απόδειξη.  Έστω F η κατανο

χρόνου ζωής των µονάδων, για .,...,2,1 ni =  Υποθέτουµε ότι οι κατανοµές  Fi είναι  IFRA. 

Τότε ισχύει η σχέση   

nitFatF a
ii ,...,2,1),()( =≥  

ενώ για είναι φανερό ότι   10 ≤< a  

)](),...,(),([)( 21 atFatFatFRatF n=  

όπου η R(p1,p2,…,pn) είναι η συνάρτηση αξιοπιστίας του µονότονου συστήµατος. Η 

συνάρτηση R είναι αύξουσα ως προς κάθε συντεταγµένη της  pi , για ni ,...,2,1= , συνεπώς  

aaa )](),...,(),([)( 21 tFtFtFRatF n≥    (1) 

Από την Πρόταση 2 της Παραγράφου 4.3 έχουµε ότι  

)](),...,([)](),...,(),([ 121 tFtFRtFtFtFR nn ≥ aaaa   (2) 

Συνδυάζοντας τις ανισώσεις (1),(2) και κάνοντας χρήση της ισότητας  
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)())(),...,(( 1 tFtFtFR n =  

συµπεραίνουµε ότι  

)()( tFatF a≥  

και τελικά καταλήγουµε  ότι η κατανοµή του χρόνου ζωής του συστήµατος είναι IFRA.  

 

Το Θεώρηµα 2, το οποίο ακολουθεί, τεκµηριώνει την κλειστότητα της κλάσης NBU κατά το 

σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. Το θεώρηµα αυτό έχει εισαχθεί και αποδειχθεί από 

τους Esary, Marshall και Proschan (1970). Για την απόδειξη του θα χρειαστούµε τα 

ακόλουθα. 

Ορισµός . Έστω Λ(t) η συνάρτηση κινδύνου του συστήµατος, η οποία δίνεται από τη σχέση 

Λ ),...,( 1 nΛΛ=  

όπου , µε F))(1log()( tFt ii −−=Λ i  τη συνάρτηση κατανοµής της i–οστής µονάδας. Τότε η 

συνάρτηση η, η οποία δίνεται από τη σχέση 

(ηη = Λ) 

ονοµάζεται µετασχηµατισµός κινδύνου (hazard transform) και εκφράζει τη συνάρτηση κινδύνου 

του συστήµατος ως προς τις συναρτήσεις κινδύνου Λi των µονάδων.    

Αν η αξιοπιστία του συστήµατος συµβολίζεται µε R, τότε µια αναλυτικότερη µορφή του  

µετασχηµατισµού κινδύνου δίνεται από τη σχέση  

η(p)  .,...,2,1,0),,...,(log 1 ninpeeR i
pp n =≤≤−= −− µεγια

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι ο µετασχηµατισµός κινδύνου είναι αύξουσα συνάρτηση 

ως προς pi , ενώ ισχύουν οι σχέσεις  

η(0)=0  ,  η .)( ∞=∞  

Πρόταση 3. Έστω ότι η συνάρτηση η εκφράζει το µετασχηµατισµό κινδύνου ενός µονότονου 

συστήµατος. Τότε ισχύει η σχέση  

(η p +p΄) η≥ (p)+η(p΄) 
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για όλα τα p,p΄ ).,0[ +∞∈  Με λόγια, λέµε ότι η συνάρτηση η είναι υπερπροσθετική 

(superadditive) .  

Θεώρηµα 2. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες µονάδες, οι οποίες έχουν 

κατανοµή χρόνου ζωής µε την ιδιότητα NBU. Τότε η κατανοµή του χρόνου ζωής του 

συστήµατος είναι NBU.  

Απόδειξη.  Έστω F η κατανοµή του χρόνου ζωής του συστήµατος και Fi οι κατανοµές 

χρόνου ζωής των µονάδων, για .  Υποθέτουµε ότι οι κατανοµές  F,...,2,1 ni = i είναι  NBU. Αν 

Λi και Λ είναι η συνάρτηση κινδύνου της i–οστής µονάδας και του συστήµατος αντίστοιχα, 

τότε από τον ορισµό της κλάσης  NBU είναι φανερό ότι  

)()()( tsts ii Λ+Λ≥+Λ . 

Ο µετασχηµατισµός κινδύνου η είναι αύξουσα συνάρτηση, συνεπώς  

))()(())(( tsts Λ+Λ≥+Λ ηη   (1) 

Από την Πρόταση 3 (Παράγραφος 4.3) ισχύει η ακόλουθη ανίσωση 

))(())(())()(( tsts Λ+Λ≥Λ+Λ ηηη  (2) 

Από τις σχέσεις (1),(2) καταλήγουµε στη σχέση  

)()())(())(())(()( tstststs Λ+Λ≡Λ+Λ≥+Λ≡+Λ ηηη  

Συνεπώς για τη συνάρτηση αξιοπιστίας )()( tFtR =  έχουµε  

)()()( )()()( tFsFeeetsF tsts =≤=+ Λ−Λ−+Λ− , 

δηλαδή ο χρόνος ζωής του συστήµατος είναι NBU. 

    

Το θεώρηµα, που ακολουθεί, αναφέρεται στην κλάση NBAFR, η οποία έχει ορισθεί στο 

Κεφάλαιο 2. Η κλάση αυτή, όπως θα δούµε στη συνέχεια, είναι κλειστή κατά το σχηµατισµό 

µονότονων συστηµάτων (Loh (1984)).   

Θεώρηµα 3. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες µονάδες, οι οποίες έχουν 

κατανοµή χρόνου ζωής µε την ιδιότητα NBAFR. Τότε η κατανοµή του χρόνου ζωής του 

συστήµατος είναι NBAFR.  
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Απόδειξη. Για να αποδειχθεί το θεώρηµα, αρκεί να αποδείξουµε την ακόλουθη ανίσωση 

.0)},({lim)}({ 1

0

1 >Λ≥Λ −

→

− tsstt
s

ηη  (1) 

Από την Πρόταση 3 (Παράγραφος 4.3), συµπεραίνουµε ότι η παραπάνω ανίσωση είναι 

προφανής, αν το όριο είναι άπειρο.  

Υποθέτουµε ότι το όριο είναι πεπερασµένο. Αφού η συνάρτηση η έχει συνεχείς µερικές 

παραγώγους (Esary & Proschan (1963)), µπορούµε να γράψουµε το παραπάνω όριο ως εξής  

∑
=

−

→
=Λ

n

i
is

ss
1

1

0
()}({lim ηη 0) )    (2) 0(ir

όπου ηi είναι η µερική παράγωγος του µετασχηµατισµού η ως προς Λi και )(tiλ  είναι η 

παράγωγος της Λi(t). Από την υπόθεση του θεωρήµατος ότι οι µονάδες είναι NBAFR, έχουµε 

ότι  

.0),(lim)( 1

0
>Λ≥Λ −

→
ttstt isi   (3) 

     Από τη µονοτονία και τη συνέχεια της συνάρτησης η, είναι φανερό ότι  

.0)},({lim)}({ 11

0

1 >Λ≥Λ −−

→

− tststttt
s

ηη    (4) 

Η , ως συνάρτηση του t, είναι superadditive. Συνεπώς, για το όριο της σχέσης 

(4), ισχύουν τα ακόλουθα  

)}({ 1 sts Λ−η

)}({limlim)}({lim 11

00

11

0
stststst

tss
Λ≥Λ −−

→→

−−

→
ηη  

∑=Λ−−

→
()}({lim 11

0 is
stst ηη 0) )0(iλ  

  αφού .Λ  (Hille & Philips (1957))  0)0( =i

   Η ζητούµενη σχέση (1) προκύπτει άµεσα από τις σχέσεις (2),(4) .  

 

   Η κλάση NBUFR ανήκει στις κλάσεις κατανοµών, οι οποίες είναι κλειστές ως προς το 

σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. Το επόµενο θεώρηµα περιέχει το παραπάνω 

συµπέρασµα (Gohout & Kuhnert (1995)).   
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Θεώρηµα 4. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες µονάδες, οι οποίες έχουν 

κατανοµή χρόνου ζωής µε την ιδιότητα NBUFR. Τότε η κατανοµή του χρόνου ζωής του 

συστήµατος είναι NBUFR.  

Απόδειξη.  Η αξιοπιστία )  του συστήµατος δίνεται από τη σχέση   (tR

∑
∈

=
nx

tR
}1,0{

()( φ x) ⋅  ∏
=

−
n

i

x
i

x
i tFtR ii

1

1 )()( .

Θέτουµε  

(tP x) =φ (x ) , ∏
=

−⋅
n

i

x
i

x
i tFtR ii

1

1 )()(

οπότε η αξιοπιστία γράφεται στη µορφή  

∑
∈

=
nx
tPtR

}1,0{
()( x) = ∑

= }1)({
(

xx
tP

φ
x)   (1) 

όπου η ( x) είναι η πιθανότητα ότι, τη χρονική στιγµή t, το διάνυσµα κατάστασης των 

µονάδων παίρνει την τιµή x, αν το x είναι διάνυσµα λειτουργίας και µηδέν, αν δεν είναι.  

tP

   Για τη συνάρτηση πυκνότητας )  του χρόνου ζωής του συστήµατος έχουµε   (tf

 =−= )()( tR
dt
dtf  

 (x)∏  ∑ ∑
∈ =

−−− ⋅−−=
n

iiii

x

n

i

x
ii

x
ii

x
ii

x
ii tRtftFxtFtftRx

}1,0{ 1

11 ))()()()1()()()(( φ
≠

−

ij

x
j

x
j tFtR jj )()( 1

∑ ∑
∈ =

⋅⋅−=
nx

n

i
ii tfx

}1,0{ 1
)()12( φ (x) = ∏

≠

−

ij

x
j

x
j tFtR jj )()( 1

∑ ∑
=

−

⋅







⋅⋅−=

i xx
t

x

i

i

i

i
i P

tF
tR

tR
tf

x
i

}1)({

1

)(
)(

)(
)(

)12(
φ

(x) =  

∑ ∑
∪∪∈

−

⋅







⋅⋅−=

i DDCx
t

x

i

i

i

i
i

iii

i

P
tF
tR

tR
tf

x
10

1

)(
)(

)(
)(

)12( (x)    (2) 

όπου   

{=iC x|φ (x)=1 x)=0},  ,0(,1 ii ώx φενγια =

{0 =iD x|φ (x)=1 x)=1}, ,0(,0 ii ώx φενγια =
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{1 =iD x|φ (x)=1 x)=1} ,0(,1 ii ώx φενγια =

Είναι φανερό ότι  

{10 =∪∪ iii DDC x|φ (x)=1}, για κάθε i µονάδα. 

   Το σύνολο  είναι το σύνολο των διανυσµάτων λειτουργίας, στα οποία κάθε i µονάδα 

λειτουργεί, αλλά η αποτυχία της θα προκαλέσει την αποτυχία του συστήµατος, το σύνολο  

είναι το σύνολο των διανυσµάτων λειτουργίας, στα οποία κάθε i µονάδα λειτουργεί, και 

το σύνολο  είναι το σύνολο των διανυσµάτων λειτουργίας, στα οποία η i µονάδα δεν 

λειτουργεί.  

iC

0
i

1
iD

D

   Από τη µονοτονία της συνάρτησης δοµής , προκύπτει ότι   φ

,0( i x)∈  x)∈ . ,1(0
iiD ⇔ 1

iD

   Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η σχέση (2) παίρνει τη µορφή  

∑
∈

−

⋅







⋅⋅−

0

1

)(
)(

)(
)(

)12(
i

i

Dx
t

x

i

i

i

i
i P

tF
tR

tR
tf

x (x) + ∑
∈

−

⋅







⋅⋅−

1

1

)(
)(

)(
)(

)12(
i

i

Dx
t

x

i

i

i

i
i P

tF
tR

tR
tf

x (x) = 

= ∑
∈

⋅







⋅−

0
,0(

)(
)(

)(
)(

1

iDx
it

i

i

i

i P
tF
tR

tR
tf x) + ∑

∈
⋅








⋅

1
,1(

)(
)(

)(
)(

0

iDx
it

i

i

i

i P
tF
tR

tR
tf  x) = 

= ∑
∈

⋅−
0

,0(
)(
)(

iDx
it

i

i P
tF
tf x) + ∑

∈
⋅⋅

1
,0(

)(
)(

)(
)(

iDx
it

i

i

i

i P
tF
tR

tR
tf  x) = 0. 

Συνεπώς  

∑∑
∈

−

=
⋅








⋅⋅−=

i

i

Cx
t

x

i

i

i

i
i

n

i
P

tF
tR

tR
tf

xtf
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)12()( (x) =  

∑∑
∈=

⋅⋅−
iCx

t
i

i
i

n

i
P

tR
tf

x
)(
)(

)12(
1

(x) .   (3) 

Από τις σχέσεις (1),(3) προκύπτει ότι η βαθµίδα αποτυχίας δίνεται από τον τύπο 
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∑
∑

∑

∑

∑ ∑
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∪∪∈

∈
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⋅
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⋅

==
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DDCx
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λ   (4) 

   Επειδή T , έχουµε  NBUFRi ∈

∑
∑

∑

=
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∈ =
⋅

≥
n

i
DDCx

t

Cx
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xP

xPf
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DDCx
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DDx
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xP

xP
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1
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)(

)(
1()0(  

∑
=

−⋅≥
n

i
iif

1
,0(1()0( φ 1))  (5) 

   Υπολογίζοντας τη σχέση (4) για 0=t , έχουµε  

∑ ∑
= ∈

⋅=
n

i Cx
i

i

Pf
1

0 ()0()0(λ x)  

αφού .Επιπλέον ισχύουν τα εξής  1)0()0( == iRR

0P (x) =   








 =

ςαλλιώ,0

1,1 x

∑ ∑ ∑
= ∩∈ =

−⋅==
n

i Cx

n

i
iii

i

ff
1 }1{ 1

,0(1()0()0()0( φλ 1))    (6) 

αφού, για κάθε i ,προκύπτει από τη σχέση ,0( iφ 1) = 0 ότι 1 iC∈  και από τη σχέση  ,0( iφ 1) = 

1 προκύπτει ότι  1∉ . iC

   Από τις σχέσεις (5), (6) προκύπτει  

∑
=

−⋅≥
n

i
iift

1
,0(1()0()( φλ 1)) = λ(0) 

που είναι το ζητούµενο του θεωρήµατος.  
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4.4  Κλειστές κλάσεις ως προς το σχηµατισµό παράλληλων συστηµάτων 

   Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά κλάσεων κατανοµών χρόνων ζωής 

στο σχηµατισµό παράλληλων συστηµάτων. Αναλυτικότερα θα δούµε ότι αν  µονάδες µε 

µια συγκεκριµένη ιδιότητα συνδεθούν µεταξύ τους σχηµατίζοντας ένα παράλληλο σύστηµα, 

τότε το σύστηµα θα διατηρεί τη ιδιότητα αυτή. Τέτοιες κλάσεις είναι οι  

. 

n

)2(),2(,,, NBUIFRDMRLNBUENBUC

Πρόταση 1. (Abouammoh & El-Neweihi (1986)) Έστω  n όµοιες και ανεξάρτητες 

NBUE τυχαίες µεταβλητές µε κοινή κατανοµή F. Τότε η τυχαία µεταβλητή 

είναι NBUE. 

nTTT ,...,, 21

),...,,max( 21 nTTTT =

Απόδειξη.  Ο µέσος µ = )  δίνεται από τη σχέση (TE

∫ ∫
∞

−+−=
t

t
duuFduuF

0
))(1())(1(µ  

συνεπώς, από τον ορισµό της κλάσης NBUE, έχουµε  

∫ ∫
∞

−−≥−
t

t
dutFuFtFduuF

0
))(1/())}(1)(({))(1(   (1) 

   Πρέπει να αποδείξουµε ότι η ανίσωση (1) ισχύει για τη συνάρτηση κατανοµής της 

µεταβλητής Τ.  Για το σκοπό αυτό, αρκεί να δείξουµε τη σχέση   

)(tF n

∫ ∫
∞ ∞

−−≥−−
t t

nnn dutFuFtFdutFuFtF ))(1/())(1)(())(1/())(1)(( . 

Η τελευταία ανίσωση προκύπτει άµεσα από τα ακόλουθα 

=−−−−− ))(1/())(1)(())(1/())(1)(( tFuFtFtFuFtF nnn  

0)](...)(1/])](...)(1)[(1{))(1/())(1)(( 111 ≥++++++−⋅−−= −−− tFtFtFuFtFtFuFtF nnn  
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)

Πρόταση 2. (Abouammoh & El-Neweihi (1986))  Έστω  n όµοιες και ανεξάρτητες 

DMRL τυχαίες µεταβλητές µε κοινή διαφορίσιµη συνάρτηση κατανοµής F. Τότε η τυχαία 

µεταβλητή T είναι DMRL. 

nTTT ,...,, 21

),...,,max( 21 nTTT=

Απόδειξη.  Έστω f  η παράγωγος της συνάρτησης F. Τότε από τον ορισµό της κλάσης DMRL 
έχουµε 

∫
∞

≤−−
t

dutFuFtf 1))(1/())(1)(( 2    (2) 

 
   Πρέπει να αποδείξουµε ότι η ανίσωση (2) ισχύει για τη συνάρτηση κατανοµής της 

µεταβλητής Τ.  Για το σκοπό αυτό, αρκεί να δείξουµε τη σχέση   

(tF n

 

∫ ∫
∞ ∞

− −−≥−−
t t

nnn dutFuFtftnFdutFuFtf 212 ))(1/())(1)(()())(1/())(1)((  (3) 

   Όµως έχουµε  

∑
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2/)1(]2/)1[(2/)1(1 )]()()][(1[)()(...)(1
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njjnnn tFtFtFtnFtFtF  

όπου ]  εκφράζει το µεγαλύτερο ακέραιο, ο οποίος είναι µικρότερος ή ίσος µε 
 Συνεπώς είναι φανερό ότι  

2/)1[( −n
.2/)1( −n

2111 )](...)(1[)](...)(1)[( tFtFtFuFtnF nnn −−− +++≤+++  

Η τελευταία σχέση αποδεικνύει άµεσα τη ζητούµενη ανίσωση (3).                                    
 
 
Πρόταση 3. (Hendi, Mashhour & Montasser (1993)) Έστω  n όµοιες και 

ανεξάρτητες NBUC τυχαίες µεταβλητές µε κοινή διαφορίσιµη συνάρτηση κατανοµής F. Τότε η 

τυχαία µεταβλητή T είναι NBUC. 

nTTT ,...,, 21

),...,,max( 21 nTTT=

Απόδειξη.  Η συνάρτηση αξιοπιστίας για τη µεταβλητή T δίνεται από τη σχέση )(n

).(1][)()( )()()( tFtTPtFtR n
nnn −=>==  

Πρέπει να αποδείξουµε ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση  

∫ ∫
∞ ∞

≥≤+
x x

nnn xdyyFtFdyytF .0,)()()()(  (1) 

Είναι φανερό ότι η ανίσωση (1) ισχύει για .0)( =tFn   
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Για 0)( ≠tFn  έχουµε την εξής ισοδυναµία  
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Η ανίσωση (4) ισχύει, διότι  
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Επειδή ισχύει ότι  
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   Από τις σχέσεις (4),(5) έχουµε  
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ή ισοδύναµα  

,)(
)(
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)(
)(

)( duuFdu
tF
uF

xt x
n

n

n∫ ∫
∞

+

∞
≤  

δηλαδή 

.)()()( )()()( duuFtFduuF
xt x

nnn∫ ∫
∞

+

∞
≤  

Συνεπώς  

.)()()( )()()( dyyFtFduytF
x x

nnn∫ ∫
∞ ∞

≤+  

και άρα προκύπτει το ζητούµενο αποτέλεσµα.                                                             

 

   Η ακόλουθη πρόταση αποδεικνύει ότι ένα παράλληλο σύστηµα, το οποίο αποτελείται από n 

ανόµοιες και ανεξάρτητες NBUC µονάδες, διατηρεί την ιδιότητα αυτή (Cai & Wu (1997)).   

 

Πρόταση 4. Έστω ότι  είναι οι χρόνοι ζωής  ανεξάρτητων µονάδων µε την 

ιδιότητα , δηλαδή . Αν οι χρόνοι ζωής έχουν συνάρτηση 

κατανοµής  αντίστοιχα και  T  είναι ο χρόνος ζωής του παράλληλου συστήµατος 

που σχηµατίζεται από τις  µονάδες, τότε ισχύει ότι T

nTTT ,...,, 21

NBUCTi ∈

n

n

NBUC

NBUC

FF , 21

ni ,...,2,1, =

PSnF,...,

PS ∈ . 

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την Πρόταση επαγωγικά. Αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει για την 

περίπτωση . Έστω  2=n

)),(max()( 21 tTTPtF <= . 

Από τον ορισµό της κλάσης , αρκεί να δείξουµε ότι  NBUC

∫ ∫
∞

+

+

≤
tx

tx

x

dyyFtFdyyFtF )()()()( . 

Από γνωστό Λήµµα (Παράρτηµα, Λήµµα 5) έχουµε  

∫
∞

+

≤
tx

dyyFtF )()(  

 158



                     Κεφάλαιο 4. ∆ιατήρηση ιδιοτήτων κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων 
 

≤+≤ ∫∫
∞

+

∞

+ txtx

dyyFtFtFdyyFtFtF )()()()()()( 221121  
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)()()()()()()()( 2112 ∫ ∫∫
+ ++

≤+≤ , 

όπου στην πρώτη ανίσωση κάναµε χρήση της σχέσης )()()( 21 tFtFtF =  και του Λήµµατος 5 

(Παράρτηµα), η δεύτερη ανίσωση προέκυψε από τον ορισµό της κλάσης , η τρίτη από 

το γεγονός ότι  

NBUC

)()(),()( 21 yFyFyFyF ≤≤  

και η τελευταία ανίσωση από το Λήµµα 5 (Παράρτηµα).  

   Μια διαφορετική απόδειξη της παραπάνω Πρότασης έχει δοθεί από τους Li, Li & Jing 

(2000).  

Πρόταση 5. (Franco, Ruiz & Ruiz (2001)) Έστω ότι  είναι οι χρόνοι ζωής  

όµοιων και ανεξάρτητων µονάδων µε την ιδιότητα , δηλαδή . 

Αν  είναι ο χρόνος ζωής του παράλληλου συστήµατος που σχηµατίζεται από τις  µονάδες, 

τότε ισχύει ότι T . 

nTTT ,...,, 21

)2

n

n(IFR iIFRTi ,...,2,1),2( =∈

nPST

)2(IFRPS ∈

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ο χρόνος ζωής ενός παράλληλου συστήµατος ταυτίζεται µε το 

µέγιστο χρόνο ζωής µιας µονάδας. Συνεπώς αρκεί να δείξουµε ότι  

ni
i IFRT

,...,2,1
)2(}max{

=
∈ . 

Έστω ότι οι τυχαίοι χρόνοι  έχουν συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση 

πυκνότητας )  και )  αντίστοιχα. Από γνωστό Λήµµα (Παράρτηµα, Λήµµα 1) 

γνωρίζουµε ότι  

nTTT ,...,, 21

(tF (tf

ni
i IFRT

,...,2,1
)2(}max{

=
∈  
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Επιπλέον έχουµε  

∑
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συνεπώς η σχέση (1) παίρνει τη µορφή  
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   (2) 

µε ) . Όµως, από γνωστό Λήµµα (Παράρτηµα, Λήµµα 2), επειδή η ανίσωση   

 αληθεύει για , είναι φανερό ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση  

,( yttx +∈
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συνεπώς ισχύει η ζητούµενη σχέση (2).  

  

Πρόταση 6. (Li (2004)) Έστω ότι  είναι οι χρόνοι ζωής  ανεξάρτητων µονάδων 

µε την ιδιότητα , δηλαδή . Αν  είναι ο χρόνος ζωής του 

παράλληλου συστήµατος που σχηµατίζεται από τις  µονάδες, τότε ισχύει ότι T . 

nTTT ,...,, 21

NBUTi 2(∈

n

)2(NBU ni ,...,2,1), =

n

PST

)2(NBUPS ∈

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε την πρόταση για την περίπτωση 2=n . Έστω ότι οι  

είναι οι συναρτήσεις κατανοµής των τυχαίων χρόνων ζωής  των δύο µονάδων. Τότε η 

συνάρτηση   είναι η συνάρτηση κατανοµής για το χρόνο ζωής του 

παράλληλου συστήµατος των δύο µονάδων. Για κάθε µη αρνητική, αύξουσα, κοίλη 

συνάρτηση 

21 , FF

21 ,TT

)()()( 21 tFtFtF =

g  και για , ισχύουν τα εξής  0≥a

 160



                     Κεφάλαιο 4. ∆ιατήρηση ιδιοτήτων κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων 
 

=−=−∫
∞

>
a

aTTaTTgEtdFatg )1)),(max(()()( )),(max(21 21
 

=−+−= ≤≤> )1)),(max(()1)),(max((
211 21)(21 TaTaT aTTgEaTTgE  

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−+−=
0 0

22112221121 )()()()()()),(max(
a a

a

tdFtdFatgtdFtdFattg .  (1) 

Επιπλέον γνωρίζουµε τα εξής (Λήµµα 3, Παράρτηµα) 

 ∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ ∞

≤−
0 0 0

2211211221121 )()()),(max()()()()),(max(
a

tdFtdFttgaFtdFtdFattg . (2) 

και από το Λήµµα 4 (Παράρτηµα)  
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Συνεπώς, µε τη βοήθεια των σχέσεων (2),(3), η σχέση (3) παίρνει τη µορφή  
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221121 )()()()()()),(max()( tdFtgaFtdFtdFttgaF , 

οπότε, από τον ορισµό της κλάσης ) , συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής 

. 

2(NBU

)2(NBUF ∈

 

4.5 Συνθήκες διατήρησης για µη κλειστές κλάσεις κατά το σχηµατισµό µονότονων 

συστηµάτων 

   Στην παράγραφο αυτή θα διατυπώσουµε συνθήκες, κάτω από τις οποίες, µη κλειστές 

κλάσεις ως προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων, καθίστανται κλειστές.  
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   Όπως έχουµε δει στην αρχή του Κεφαλαίου 4, η ιδιότητα IFR δεν διατηρείται, εν γένει, 

όταν συνδέσουµε σε µονότονο σύστηµα µονάδες, που χαρακτηρίζονται από αυτήν την 

ιδιότητα. Η ακόλουθη πρόταση δίνει µια συνθήκη, η οποία επαρκεί ώστε, κατά το 

σχηµατισµό ενός µονότονου συστήµατος, η ιδιότητα IFR να διατηρείται (Esary & Proschan 

(1963)). 

Πρόταση 1. Έστω ένα σύστηµα µε συνάρτηση αξιοπιστίας Rs(p)=  για το 

οποίο ισχύουν τα εξής 

),...,,( 21 ns pppR ,

α. οι µονάδες είναι όµοιες και ανεξάρτητες (i.i.d.) µε χρόνους ζωής IFR και  

β. η συνάρτηση µε τύπο  

10,
)(

)()( <<
′⋅

= x
xr

xrxxg  

όπου είναι η αξιοπιστία του συστήµατος, είναι φθίνουσα. Τότε ο χρόνος 

ζωής του συστήµατος είναι IFR.  

),...,,()( pppRpr s=

Απόδειξη. Αν )(),( ttF λ  είναι η αξιοπιστία και η βαθµίδα αποτυχίας των µονάδων ως 

συνάρτηση του χρόνου, τότε η αξιοπιστία του συστήµατος θα δίνεται από τον τύπο  

))(())(),...,(( tFrtFtFR =  

και  

).())((
)(
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⋅
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′
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Εποµένως 

))(()())(()()( tFgttFgtts o⋅=⋅= λλλ  

και αφού η συνάρτηση Fg o  είναι αύξουσα (διότι η RF =  είναι πάντοτε φθίνουσα και η g 

είναι φθίνουσα), ενώ η λ είναι αύξουσα (από υπόθεση), συµπεραίνουµε ότι η βαθµίδα 

αποτυχίας )(tsλ   του συστήµατος είναι αύξουσα. Συνεπώς ο χρόνος ζωής του συστήµατος 

είναι IFR, δηλαδή 
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Η Πρόταση 1 δίνει έναν τρόπο, µε τον οποίο µπορούµε να εξετάζουµε εάν ένα µονότονο 

σύστηµα διατηρεί την ιδιότητα IFR των µονάδων του. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε το 

i.i.d. σύστηµα S(n,k):G, στο οποίο οι n µονάδες είναι IFR. Για την αξιοπιστία του 
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και αφού η ποσότητα  

u
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p
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−
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1
1

1
1  

είναι αύξουσα ως προς p, συµπεραίνουµε ότι η g είναι φθίνουσα (για ) . Άρα σύµφωνα 

µε την προηγούµενη πρόταση, ο χρόνος ζωής  του συστήµατος έχει την ιδιότητα IFR.  

kn ≠

sT

   Στο σηµείο αυτό να επισηµάνουµε ότι αν n ανεξάρτητες και όµοιες µονάδες έχουν χρόνους 

ζωής , οι οποίοι έχουν την ιδιότητα IFR, τότε οι διατεταγµένοι χρόνοι  

 είναι αντίστοιχα οι χρόνοι ζωής ενός k-από-τα-n συστήµατος και άρα, 

nTTT ,...,, 21

)1()2 ,..., −nT()1( ,TT
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βασιζόµενοι στο προηγούµενο παράδειγµα, οι χρόνοι  έχουν και αυτοί την 

ιδιότητα IFR. 

)()2()1( ,...,, nTTT

))(t

IFRi ∈

DFRi ∈

   Συνοψίζοντας τα συµπεράσµατα, τα οποία εξάγονται από την Πρόταση 1, έχουµε τα εξής  

•  Αν η συνάρτηση g είναι φθίνουσα και οι µονάδες είναι IFR, τότε ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος είναι IFR.  

•   Αν η συνάρτηση g είναι αύξουσα και οι µονάδες είναι DFR, τότε ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος είναι DFR. 

•    Αν οι χρόνοι ζωής των µονάδων T  , ii n,...,2,1=  είναι εκθετικοί, τότε  

α. Ο χρόνος ζωής του συστήµατος είναι  IFR, όταν η συνάρτηση g είναι φθίνουσα.  

β. Ο χρόνος ζωής του συστήµατος είναι DFR, όταν η συνάρτηση g είναι αύξουσα. 

  Ωστόσο τα παραπάνω αποτελέσµατα δεν καλύπτουν όλες τις περιπτώσεις. Έτσι το είδος 

(IFR/DFR) του χρόνου ζωής του συστήµατος, δεν µπορεί να καθορισθεί µε χρήση της 

έκφρασης   

()()( Fgtts o⋅= λλ  

όταν  

g>  αύξουσα και T  

        g>  φθίνουσα και T .  

Ένα θεώρηµα, το οποίο παρέχει µια αναγκαία και ικανή συνθήκη, ώστε ένα µονότονο 

σύστηµα να διατηρεί την ιδιότητα IFR, έχει εισαχθεί από τον Samaniego (1985). Πριν να 

διατυπώσουµε το θεώρηµα αυτό, δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό.  

Ορισµός.  Ένα σύστηµα είναι κλειστό ως προς την ιδιότητα IFR, αν ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος έχει µία IFR κατανοµή όταν οι µονάδες του συστήµατος είναι όµοιες, ανεξάρτητες 

και IFR. Επιπλέον, µία κλάση συστηµάτων είναι κλειστή ως προς την ιδιότητα  IFR, αν κάθε 

ένα σύστηµα που ανήκει στην κλάση αυτή, είναι κλειστό ως προς την ιδιότητα IFR.       

   Με τη ορολογία αυτή, διατυπώνουµε το θεώρηµα.  
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Θεώρηµα 1. Έστω C η κλάση των συστηµάτων, τα οποία αποτελούνται από n όµοιες και  

ανεξάρτητες µονάδες και είναι κλειστά ως προς την ιδιότητα IFR. Ένα µονότονο σύστηµα 

ανήκει στην κλάση αυτή, αν και µόνο αν  η συνάρτηση h , η οποία ορίζεται από τον τύπο  )(x
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όπου si = , i=1,2,…,n  είναι η i–οστή συντεταγµένη της υπογραφής s του 

συστήµατος, είναι αύξουσα ως προς x, για 

)( )(iXTP =

).,0( +∞∈x  

Απόδειξη.  Έστω ένα µονότονο σύστηµα, το οποίο αποτελείται από n όµοιες, ανεξάρτητες 

και IFR  µονάδες. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση h(x) είναι αύξουσα ως προς x, για 

 Θα αποδείξουµε ότι το σύστηµα αυτό ανήκει στην κλάση C.  ).,0( +∞∈x

   Από την Πρόταση 1 της Παραγράφου 3.2, γνωρίζουµε ότι η αξιοπιστία του συστήµατος 
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   (2) . 

   Γνωρίζουµε ότι ο χρόνος ζωής του συστήµατος είναι IFR αν και µόνο αν η βαθµίδα 

αποτυχίας του συστήµατος, όπως αυτή δίνεται από τη σχέση (2), είναι αύξουσα στο σύνολο 

}1)({ <tFt . ∆ιαιρώντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος στη σχέση (2), 

µε την ποσότητα ntF ))(( , η βαθµίδα αποτυχίας παίρνει τη µορφή 
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 είναι µια αύξουσα συνάρτηση του t. ∆εδοµένου ότι οι µονάδες του 

συστήµατος είναι όµοιες, ανεξάρτητες και IFR, και αφού η συνάρτηση h(x) είναι αύξουσα για 

, συµπεραίνουµε ότι ο χρόνος ζωής του συστήµατος έχει την ιδιότητα IFR, 

δηλαδή το σύστηµα ανήκει στην κλάση C.  

0(∈x

  Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι αν ένα σύστηµα ανήκει στην κλάση C, τότε για το 

σύστηµα αυτό η συνάρτηση h(x) είναι αύξουσα. Έστω ότι για ένα µονότονο σύστηµα, το 

οποίο ανήκει στην κλάση C, η συνάρτηση h(x) δεν είναι αύξουσα στο . Θα 

καταλήξουµε σε άτοπο.  

),0( +∞

   Αφού η συνάρτηση h είναι συνεχής στο διάστηµα ),0( +∞ , συνεπάγεται ότι υπάρχει 

διάστηµα ),( βa , στο οποίο η h είναι φθίνουσα. Ας υποθέσουµε ότι οι n όµοιες, ανεξάρτητες 
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και IFR  µονάδες του συστήµατος έχουν χρόνους ζωής, που ακολουθούν εκθετική κατανοµή 

µε µέσο µ=1. Η βαθµίδα αποτυχίας του συστήµατος µπορεί να γραφεί στη µορφή  

)1()( −= t
T ehtλ , 

συνεπώς η βαθµίδα )(tTλ  είναι φθίνουσα ως προς t, για )).1ln(),1(ln( β++∈ at Τελικά είναι 

φανερό ότι, η κατανοµή του χρόνου ζωής του συστήµατος δεν είναι  IFR, δηλαδή το σύστηµα 

δεν είναι κλειστό ως προς την ιδιότητα IFR, ή ισοδύναµα το σύστηµα δεν  ανήκει στην κλάση 

C. Όµως αυτό είναι άτοπο, διότι έχουµε υποθέσει ότι το σύστηµα ανήκει στην κλάση C. 

 

Παράδειγµα . Θεωρούµε n ανεξάρτητες και όµοιες µονάδες µε την ιδιότητα IFR . Τότε ένα 

k-από-τα-n σύστηµα που αποτελείται από τις  αυτές µονάδες έχει χρόνο ζωής n T  που 

διατηρεί  την ιδιότητα IFR . Η υπογραφή του συστήµατος δίνεται από τον τύπο  







 +−=
=

ςώαλλι

kni
si

,0

1,1
 

Συνεπώς η συνάρτηση ) του προηγούµενου Θεωρήµατος, για το συγκεκριµένο σύστηµα, 

έχει τη µορφή  

(xh
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n
k

xh

0

)(   , 

η οποία είναι αύξουσα ως προς ),0( ∞∈x , οπότε, από το Θεώρηµα, συµπεραίνουµε ότι ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος διατηρεί την ιδιότητα IFR.    

   Ο χαρακτηρισµός των IFR κλειστών συστηµάτων, ο οποίος τεκµηριώνεται από το  

προηγούµενο θεώρηµα, δίνει µια µέθοδο για να µπορούµε να καθορίσουµε αν ένα σύστηµα 

µε όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες διατηρεί τη ιδιότητα IFR. ∆εδοµένου ότι αυτά τα 

συστήµατα χρησιµοποιούνται συχνά στην Εφαρµοσµένη Μηχανική, το θεώρηµα έχει µεγάλο 

πρακτικό ενδιαφέρον. Σε ορισµένες περιπτώσεις, η µονοτονία της συνάρτησης h µπορεί να 

αποδειχθεί αναλυτικά, ενώ σε κάποιες άλλες περιπτώσεις, θα πρέπει να ελέγχουµε την 

µονοτονία της συνάρτησης αυτής µε τη βοήθεια αριθµητικών µεθόδων.  
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   Για ένα συνεχόµενο k-από-τα-n: F σύστηµα, το οποίο αποτελείται από ανεξάρτητες και 

όµοιες µονάδες µε την ιδιότητα IFR, οι Cui, Hawkes και Jalali (1995) απέδειξαν ότι για κάθε 

σταθερό αριθµό k, υπάρχει ένας αριθµός  για τον οποίο το σύστηµα δεν διατηρεί την 

ιδιότητα IFR αν . Ωστόσο η εύρεση µιας αναλυτικής έκφρασης για τον αριθµό  

είναι ένα εφικτό, αλλά χρονοβόρο πρόβληµα. Στη συνέχεια θα διατυπώσουµε θεωρήµατα, τα 

οποία καθορίζουν την ικανότητα ή µη ενός συνεχόµενου k-από-τα-n: F συστήµατος να 

διατηρεί την ιδιότητα IFR, όπου 

kn

knn > kn

,rkqn +=  µε  και  να εκφράζει τον 

ελάχιστο αριθµό µονάδων που λειτουργούν, µε τις οποίες το σύστηµα εξακολουθεί να 

λειτουργεί.   

krnk <≤<< 0,1 q

Θεώρηµα 2. (Cui (2002)) Έστω ένα συνεχόµενο k-από-τα-n: F σύστηµα µε . Αν ο  

είναι ένας άρτιος ακέραιος αριθµός και ορίσουµε την ποσότητα 

6≥k k

rkqn Lek += * , τότε το σύστηµα 

δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR για knn > , όπου  

442
2
107

2
107 2

* −++





 −−

+
−−

= rkrkrkqLe . 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Cui (2002)) 

Το Θεώρηµα 2 προσδιορίζει ένα εύρος τιµών για το , ώστε το συνεχόµενο k-από-τα-n: F 

σύστηµα να µην διατηρεί την ιδιότητα IFR. Επιπλέον, επειδή ισχύει 

n

kr <<0 , έχουµε  

LeLe qkkkq ˆ46
2

107
2

107 2
* ≡−+






 −

+
−

<  

και παρατηρούµε ότι η ποσότητα  εξαρτάται µόνο από το .  Leq̂ k

Πρόταση 2. (Cui (2002)) Έστω ένα συνεχόµενο k-από-τα-n: F σύστηµα µε . Αν ο  είναι 

ένας άρτιος ακέραιος αριθµός και ορίσουµε την ποσότητα 

6≥k k

Lek qkn ˆ)1( += , τότε το σύστηµα δεν 

διατηρεί την ιδιότητα IFR για kn>n . 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Cui (2002)) 
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Για την περίπτωση όπου ο αριθµός  είναι περιττός ακέραιος διατυπώνουµε το ακόλουθο 

Θεώρηµα.  

k

Θεώρηµα 3. (Cui (2002)) Έστω ένα συνεχόµενο k-από-τα-n: F σύστηµα µε . Αν ο  

είναι ένας περιττός ακέραιος αριθµός και ορίσουµε την ποσότητα 

6≥k k

rLo +
*kqnk = , τότε το 

σύστηµα δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR για knn > , όπου  

,3364169
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73 234

2
* +−−+⋅+

−+
= kkkkkkqLo  αν r=0  

και  

,242)(6
2

45)56(6
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* krrkrrkrkrkkrkqLo +−−−+






 −++−
+

−+−−
= αν r>0 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Cui (2002)) 

 Πρόταση 3. (Cui (2002)) Έστω ένα συνεχόµενο k-από-τα-n: F σύστηµα µε . Αν ο  

είναι ένας περιττός ακέραιος αριθµός και ορίσουµε την ποσότητα 

6≥k k

Loq̂)1k kn ( += , τότε το 

σύστηµα δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR για knn > , όπου  

,3364169
2
1

2
73ˆ 234

2
+−−+⋅+

−+
= kkkkkkqLo  αν r>0 

και  

4322 36721248233ˆ kkkkkkqLo +−++−−= , αν r=0. 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Cui (2002)) 

 

Ο Πίνακας 4.1 δίνει τις τιµές των  για διάφορα n  ** , LoLe qq k, .
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.1 

 
r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

6 32 31 30 29 28 28 --    

7 147 218 181 144 107 70 34 --   

8 46 45 44 43 42 41 40 40 --  

9 245 388 339 290 241 192 143 94 46 -- 

 

 
 
 
 k 

10 60 59 58 57 56 55 54 53 52 52 

 

 

 

 

 

 

 

   Για παράδειγµα το συνεχόµενο 6-από-τα-n : F σύστηµα για 1=r  δεν διατηρεί την ιδιότητα 

IFR αν . Αυτό σηµαίνει ότι αν ένα συνεχόµενο 6-από-τα-n : F 

σύστηµα (µε 1

1871316* =+⋅=+⋅> rqkn Le

=r ), το οποίο αποτελείται από n ανεξάρτητες, όµοιες και IFR µονάδες, 

διατηρεί την ιδιότητα IFR, τότε πρέπει να ισχύει 187≤n

kn, .

. Τέλος, παρουσιάζουµε στον 

Πίνακα 4.2 τιµές των ποσοτήτων  για διάφορα  Loq̂Leq ,ˆ

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.2 

 
   k   q  Leˆ Loq̂ (r=0) Loq̂ (r>0)
   6 32,97      ---      --- 
   7    --- 147,07   374,33 
   8 46,94      ---      --- 
   9    --- 245,057 644,246 
  10 60,92      ---      --- 

 

   Με βάση τα δεδοµένα του Πίνακα 4.2 και την Πρόταση 2, συµπεραίνουµε ότι, για 

παράδειγµα, ένα  συνεχόµενο 6-από-τα-n : F σύστηµα δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR αν 

. Αυτό σηµαίνει ότι αν ένα συνεχόµενο 6-από-τα-n: 

F σύστηµα, το οποίο αποτελείται από n ανεξάρτητες, όµοιες και IFR µονάδες, διατηρεί την 

ιδιότητα IFR, τότε πρέπει να ισχύει 

23179,23097,327ˆ)1( ≅=⋅=⋅+> Leqkn

231≤n

k

. Αντίστοιχα συµπεράσµατα εξάγονται για όλα τα 

συνεχόµενα k-από-τα-n: F συστήµατα µε . 6≥
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