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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3  

 
 

Υπογραφή 
 

3.1 Εισαγωγή  

   Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουµε ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό ενός συστήµατος αξιοπιστίας 

που ονοµάζεται υπογραφή (signature). Αρχικά δίνονται οι ορισµοί της συνάρτησης δοµής και 

της µονοτονίας ενός συστήµατος, οι οποίοι είναι απαραίτητοι για την περιγραφή και ερµηνεία 

της υπογραφής του. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι υπογραφές γνωστών συστηµάτων και ο 

τρόπος υπολογισµού τους. Τέλος δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στις εφαρµογές και χρήσεις της 

έννοιας της υπογραφής στην Αξιοπιστία, όπως για παράδειγµα στη σύγκριση των χρόνων 

ζωής διαφόρων συστηµάτων.   

 

3.2 Βασικές έννοιες της δοµικής αξιοπιστίας 

    Στην παράγραφο αυτή εισάγουµε θεµελιώδεις έννοιες για τη µελέτη συστηµάτων 

Αξιοπιστίας. Για τη συγγραφή της παραγράφου αυτής σηµαντικές πηγές αποτέλεσαν οι Esary 

& Proschan (1963), Κούτρας (2003), Esary & Marshall (1964) και Barlow & Proschan 

(1975).  

   Για την περιγραφή της κατάστασης της i-µονάδας (i=1,2,...,n) ενός συστήµατος αξιοπιστίας 

χρησιµοποιείται συνήθως µια δείκτρια συνάρτηση που ορίζεται ως εξής  
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 3.2 Βασικές έννοιες της δοµικής αξιοπιστίας 
 

   Όµοια το σύστηµα, ανάλογα µε το ποιες µονάδες του λειτουργούν και ποιες όχι, δύναται 

και αυτό να βρεθεί σε δύο καταστάσεις : λειτουργία ή µη λειτουργία. Για την περιγραφή της 

κατάστασης του συστήµατος µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια αντίστοιχη δείκτρια συνάρτηση 

που ορίζεται ως εξής  

φ  
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Η κατάσταση του συστήµατος καθορίζεται πλήρως από τις καταστάσεις των µονάδων που το 

αποτελούν, δηλαδή  

φ=φ (x)=φ (x1,x2,…,xn) 

όπου x είναι το διάνυσµα κατάστασης των n µονάδων του συστήµατος. 

Ορισµός. Η συνάρτηση { } { }1,01,0: →nφ  η οποία σε κάθε διάνυσµα κατάστασης x των 

µονάδων του συστήµατος απεικονίζει την  κατάσταση (x) του συστήµατος, λέγεται συνάρτηση 

δοµής (structure function) του συστήµατος. 

φ

   Ένα φυσικό σύστηµα θα ήταν κάπως ασυνήθιστο (ή πιθανόν φτωχά σχεδιασµένο) αν η 

βελτίωση της απόδοσης µιας µονάδας του (αυτό θα µπορούσε να γίνει µε αντικατάσταση µιας 

µονάδας που απέτυχε µε µια µονάδα που λειτουργεί) θα προκαλούσε χειροτέρευση του 

συστήµατος (αυτό θα σήµαινε µετάβαση του συστήµατος από κατάσταση λειτουργίας σε 

κατάσταση αποτυχίας). Για το λόγο αυτό περιορίζουµε το ενδιαφέρον µας σε συναρτήσεις 

δοµής που είναι αύξουσες ως προς κάθε µονάδα, µε την έννοια ότι η βελτίωση µιας µονάδας 

του συστήµατος συνεπάγεται και την παράλληλη βελτίωση (ή τουλάχιστον τη µη 

χειροτέρευση) του συστήµατος. Επιπλέον για να αποφύγουµε µελέτη συστηµάτων µε 

ελάχιστη αξία και σηµασία, δεν θα µελετήσουµε συστήµατα, η κατάσταση των οποίων δεν 

εξαρτάται από την κατάσταση των µονάδων τους. Έχοντας τα παραπάνω υπόψη φτάνουµε 

στον επόµενο ορισµό.  

Ορισµός. Ένα σύστηµα ονοµάζεται µονότονο ή µονότονης δοµής (coherent structure) αν 

ισχύουν τα εξής  

α. Η συνάρτηση δοµής του φ (x) είναι αύξουσα, δηλαδή 

 82



                                                                                                                Κεφάλαιο 3. Υπογραφή 
 

xi≤ yi , i=1,2,…,n  x) = φ(φ⇒ (),...,,(),...,,( 2121 φyyyφxxx nn =≤ y) 

β. Κάθε µονάδα του επηρεάζει το σύστηµα, δηλαδή η  δεν είναι σταθερή ως προς κάποια 

συντεταγµένη. 

φ

 Όταν για τα διανύσµατα x,y∈  ισχύει  x{ }n1,0 i≤ yi , για κάθε i=1,2,…,n  θα γράφουµε 

   x y  συνεπώς η συνθήκη (α) παίρνει τη µορφή : x ≤ ≤ y  ⇒ x)(φ ≤ (φ y). 

   Συναρτήσεις δοµής που είναι αύξουσες (µε την έννοια που δίνεται στη συνθήκη (α) του 

παραπάνω ορισµού) ονοµάζονται ηµι-µονότονες (semi-coherent). Τα µόνα ηµι-µονότονα 

συστήµατα που δεν είναι µονότονα είναι οι δύο περιπτώσεις  x)(φ 1≡  και x) , δηλαδή 

ένα σύστηµα που δουλεύει πάντα ή ένα σύστηµα που δεν δουλεύει ποτέ. Στις περιπτώσεις 

αυτές οι µονάδες δεν επηρεάζουν προφανώς την κατάσταση του συστήµατος και συνεπώς για 

τέτοια συστήµατα δεν ισχύει η συνθήκη (β) του παραπάνω ορισµού (Ramamurthy (1990)). 

(φ 0≡

   Η ιδιότητα της συνάρτησης δοµής των µονότονων συστηµάτων να είναι αύξουσες φαίνεται 

να περιγράφει πολλά πραγµατικά συστήµατα: Εάν επαρκείς µονάδες λειτουργούν για να 

προκαλούν τη λειτουργία του συστήµατος, τότε η λειτουργία επιπλέον µονάδων θα µπορούσε 

να βελτιώσει µόνο τα πράγµατα, ενώ αντίθετα εάν επαρκείς µονάδες έχουν αποτύχει στο να 

προκαλέσουν την αποτυχία του συστήµατος, τότε η αποτυχία και επιπλέον µονάδων θα 

µπορούσε µόνο να κάνει τα πράγµατα χειρότερα. 

   Η συνθήκη (α) είναι ισοδύναµη µε το ότι η  είναι αύξουσα κατά συντεταγµένες, δηλαδή 

ότι για όλα τα i=1,2,…,n  ισχύει  

φ

(φ ,0 i x)≤ (φ i1 ,x) για κάθε x. 

Πράγµατι αν η  είναι αύξουσα κατά συντεταγµένες, τότε για κάθε x φ ≤ y  έχουµε  

),...,,(...),...,,,(),...,,,(),...,,( 2132132121 nnnn yyyφxxyyφxxxyφxxxφ ≤≤≤≤ . 

   Για κάθε µονότονο σύστηµα ισχύει  

φ (0)=0,  (1)=1. φ

Πράγµατι αν (0)=1, τότε λόγω της µονοτονίας της φ  θα ισχύει  φ

1=φ(0)≤φ(x)≤ 1⇒φ(x)=1 για κάθε x, 

το οποίο είναι άτοπο λόγω της συνθήκης (β) (αφού τότε οι µονάδες δεν θα επηρεάζουν το 

σύστηµα, µιας και αυτό θα λειτουργεί πάντα). 
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Αντίστοιχα αν (1)=0, τότε λόγω της µονοτονίας της φ  θα ισχύει ότι  φ

0=φ(1) φ(x) 0⇒φ(x)=0 για κάθε x, ≥ ≥

το οποίο είναι άτοπο λόγω της συνθήκης (β) (αφού τότε οι µονάδες δεν θα επηρεάζουν το 

σύστηµα, µιας και αυτό δεν θα λειτουργεί ποτέ).  

   Οι δύο ισότητες, που µόλις αποδείξαµε παραπάνω, δηλώνουν ότι ένα µονότονο σύστηµα 

σίγουρα λειτουργεί αν όλες οι µονάδες του λειτουργούν, ενώ σίγουρα δεν λειτουργεί αν όλες 

οι µονάδες του δεν λειτουργούν. Στη συνέχεια ακολουθεί µια πρόταση, που αναφέρεται στη 

συνάρτηση δοµής τάξης n, δηλαδή στη συνάρτηση δοµής ενός συστήµατος µε n µονάδες.   

Πρόταση 1. Μια συνάρτηση δοµής φ τάξης n+1 είναι ηµι-µονότονη (semi-coherent) αν και 

µόνο αν µπορεί να παρουσιασθεί σαν γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων λ, µ τάξης n όπως 

φαίνεται στην ακόλουθη σχέση  

φ(x,xn+1)=xn+1λ(x)+(1-xn+1)µ(x) 

µε τις συναρτήσεις λ,µ να είναι ηµι-µονότονες και να ισχύει λ(x) µ(x) για όλα τα x. ≥

   Επιπλέον η συνάρτηση δοµής φ είναι µονότονη αν και µόνο αν ισχύουν τα παραπάνω και 

επιπρόσθετα έχουµε ή ότι λ(x)=µ(x) για όλα τα x και λ να είναι µονότονη ή ότι  λ(x) µ(x) για 

κάποια x. (Για την απόδειξη ο αναγνώστης παραπέµπεται στους Birnbaum, Esary & Saunders 

(1961)).  

>

   Για την επόµενη πρόταση θα χρειαστούµε τις ακόλουθες έννοιες. 

•Ένα διάνυσµα x∈  καλείται ελάχιστο διάνυσµα λειτουργίας (minimal path vector) αν { }n1,0

φ(x)=1 και φ(y)=0, για κάθε y<x. 

•Αν το διάνυσµα x∈  είναι ελάχιστο διάνυσµα λειτουργίας (ε.δ.λ) τότε το 

P

{ }n1,0

x={i:xi=1} {1,2,...,n} καλείται ελάχιστο σύνολο λειτουργίας (ε.σ.λ). ⊆

•Ένα διάνυσµα x∈  καλείται ελάχιστο διάνυσµα διακοπής (minimal cut vector) αν   

φ(x)=0 και φ(y)=1 , για κάθε y>x. 

{ }n1,0

•Αν το διάνυσµα x { }n1,0∈  είναι ελάχιστο διάνυσµα διακοπής (ε.δ.δ) τότε το Cx={i: xi= 0} 

{1,2,...,n} καλείται ελάχιστο σύνολο διακοπής (ε.σ.δ).  ⊆

Πρόταση 2. α. Ένα µονότονο σύστηµα λειτουργεί (φ(x)=1) αν και µόνο αν όλες οι µονάδες 

κάποιου ελάχιστου συνόλου λειτουργίας λειτουργούν (δηλαδή PixP i ∈∀=∃ ,1: ). 

 84



                                                                                                                Κεφάλαιο 3. Υπογραφή 
 

 β.   Ένα µονότονο σύστηµα δεν λειτουργεί (φ(x)=0) αν και µόνο αν όλες οι µονάδες κάποιου 

ελάχιστου συνόλου διακοπής δεν λειτουργούν. ( ),0: CixC i ∈∀=∃  

   Η τελευταία πρόταση ισχύει µόνο για µονότονα συστήµατα. Σε αντίθετη περίπτωση δεν 

είναι βέβαιο ότι ισχύουν τα παραπάνω συµπεράσµατα. Το παράδειγµα δοµής συστήµατος 

που ακολουθεί επιβεβαιώνει τα παραπάνω. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1 
 

 

 

 

x1 x2 x3 φ(x)

0 0 0 0 

0 0 1 1 

0 1 0 1 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 

   Όπως φαίνεται από τον παραπάνω πίνακα η συνάρτηση δοµής του συστήµατος δεν είναι 

µονότονη. Επιπλέον παρατηρούµε ότι το διάνυσµα {0,0,1} είναι ε.δ.λ. και το σύνολο P={3} 

είναι ε.σ.λ. και συνεπώς θα έπρεπε για κάθε x> {0,0,1} να ισχύει φ(x)=1, όµως για το 

διάνυσµα  x={0,1,1} το σύστηµα δεν λειτουργεί αφού φ(0,1,1)=0 και συνεπώς δεν ισχύει η 

πρόταση. 

Πρόταση 3. (Gertsbakh (1989)) Αν P = { }MPPP ,...,, 21  είναι η οικογένεια των ελαχίστων 

συνόλων λειτουργίας (ε.σ.λ.) µιας µονότονης δοµής, τότε η συνάρτηση δοµής δίνεται από τον 

τύπο 

=)(xφ
{ }∏ ∏ ∏ ∏

∈ = ∈ = ∈∈
−−==

j jPi

M

j Pi

M

j Pi
iiiMj

xxx C
1 1,...,2,1

)1(1max
j

. 

Απόδειξη. Έστω φ(x)=1. Τότε το x= )(  είναι διάνυσµα λειτουργίας και το 

 θα είναι ένα σύνολο λειτουργίας. Εποµένως θα υπάρχει κάποιο 

,...,, 21 nxxx

},...,2,1{}1:{ nxiP ix ⊆==

 85



 3.2 Βασικές έννοιες της δοµικής αξιοπιστίας 
 

ελάχιστο σύνολο λειτουργίας. Τότε υπάρχει ένα ελάχιστο σύνολο λειτουργίας , τέτοιο 

ώστε να ισχύει  . Τότε θα έχουµε  

0j
P

xq PP ⊆

0j

∏
∈

=
0

1
jPi

ix  

και είναι φανερό ότι ισχύει  

∏
∈∈

=
jPi

iMj
x 1max

},...2,1{
. 

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει  

∏
∈

∈
=

jPi
iMj

x 1max
},...2,1{

. 

Τότε θα υπάρχει , τέτοιο ώστε να ισχύει  

∏
∈

=
0

1
jPi

ix , 

δηλαδή  

0
,1 ji Pix ∈∀= . 

Αν τώρα ορίσουµε το διάνυσµα κατάστασης y µε τον τύπο  
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θα έχουµε y x, οπότε ≤

(1 φ≤ y ) (φ≤ x ) ( x )φ⇒ .1=  

Άρα σε κάθε περίπτωση ισχύει η ισότητα  

(φ x =) ∏
∈∈

jPi
iMj

x
},...2,1{

max . 

Αν ορίσουµε τις δίτιµες συναρτήσεις  
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τότε η συνάρτηση δοµής του συστήµατος παίρνει τη µορφή 
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Πρόταση 4. (Gertsbakh (1989))  Αν C = { }NCCC ,...,, 21  είναι η οικογένεια των ελαχίστων 

συνόλων διακοπής (ε.σ.δ.) µιας µονότονης δοµής, τότε η συνάρτηση δοµής δίνεται ως 

ακολούθως 

φ(x) = . 
{ } ∏ ∏ ∏ ∏

∈ = ∈ =∈
=−−=−−

j jCi
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iiiNj
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∈ j

Η απόδειξη είναι ανάλογη µε την απόδειξη της Πρότασης 3. Αν ορίσουµε τις δίτιµες 

συναρτήσεις  

(jδ x )  ∏
∈
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τότε η συνάρτηση δοµής του συστήµατος παίρνει τη µορφή 

 φ(x) = x ) x ).  (min
},...2,1{ jj
δ

Ν∈
∏
=

=
N

j
jδ

1
(

    Αν  είναι συνάρτηση δοµής ενός µονότονου συστήµατος µε Ιφ n={1,2,…,n}, είναι εύκολο 

να δειχθεί ότι η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο  

Dφ (x)=1- (1-x) Dφ

είναι επίσης συνάρτηση δοµής ενός µονότονου συστήµατος µε το ίδιο σύνολο µονάδων Ιn .  

Το τελευταίο σύστηµα λέγεται δυϊκό  (dual) σύστηµα του αρχικού, το οποίο θα ονοµάζουµε 

πρωτεύον σύστηµα. Με άλλα λόγια ισχύει η ακόλουθη πρόταση  

Η συνάρτηση είναι µονότονη φ ⇔ η συνάρτηση είναι µονότονη. Dφ
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Η ιδέα του δυϊκού συστήµατος είναι χρήσιµη στη θεωρία Αξιοπιστίας, όπως, για παράδειγµα, 

στην ανάλυση συστηµάτων µε µονάδες που εκτίθενται σε δύο είδη αποτυχίας. 

   Στη συνέχεια θα υποθέσουµε ότι η κατάσταση κάθε µονάδας του συστήµατος που 

µελετάµε, είναι τυχαία µεταβλητή και ότι µε βάση κάποια στατιστική µελέτη έχουν εκτιµηθεί 

οι πιθανότητες λειτουργίας όλων των µονάδων σε κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή. 

Εκείνο που µας ενδιαφέρει τώρα είναι η µελέτη της πιθανότητας λειτουργίας του 

συστήµατος, η οποία ονοµάζεται αξιοπιστία (reliability) του συστήµατος. Αντίστοιχα η 

πιθανότητα λειτουργίας της i-µονάδας του συστήµατος, ονοµάζεται και αξιοπιστία της 

µονάδας και θα συµβολίζεται µε pi , i=1,2,…,n, δηλαδή στόχος µας είναι να βρούµε τον τύπο 

της συνάρτησης 

R =R(p1, p2,…, pn). 

   Έστω ένα σύστηµα n µονάδων µε συνάρτηση δοµής φ, και Χi µια τυχαία µεταβλητή η οποία 

εκφράζει την κατάσταση της i-µονάδας του συστήµατος, για i=1,2,…,n, κάποια 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή t, δηλαδή  
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Η πιθανότητα λειτουργίας  pi της i-µονάδας του συστήµατος, δηλαδή η αξιοπιστία της 

µονάδας, θα είναι ίση µε P(Xi=1), ή ισοδύναµα µε Ε(Χi). Άρα έχουµε 

)()1( iii XEXPp === . 

( Στην περίπτωση όπου οι µονάδες του συστήµατος είναι ανεξάρτητες και ισχύει ότι pi=p, για 

i=1,2,…,n, θα λέµε ότι έχουµε ένα σύστηµα i.i.d (identically, independently distributed), 

δηλαδή σύστηµα µε όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες). 

   Το σύστηµα, ανάλογα µε το ποιες µονάδες του λειτουργούν ή όχι τη χρονική στιγµή t, είτε 

θα βρίσκεται σε λειτουργία είτε σε µη λειτουργία. Η συνάρτηση δοµής για τη χρονική στιγµή 

t είναι τυχαία µεταβλητή και µάλιστα θα εξαρτάται από τις τυχαίες µεταβλητές X1,X2,…Xn , 

δηλαδή 
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φ













=

t

t

στιγµήτηλειτουργείδενσύστηµατοαν,0

στιγµήτηλειτουργείσύστηµατοαν,1

 

   Αν συµβολίσουµε µε Χ=(Χ1,Χ2,...,Χn) το τυχαίο διάνυσµα κατάστασης των µονάδων και µε 

φ(Χ)=φ(Χ1,Χ2,...,Χn) την κατάσταση του συστήµατος, η αξιοπιστία R (reliability) του 

συστήµατος τη χρονική στιγµή t θα δίνεται από τον τύπο  

R=E(φ (Χ))=1 (⋅ X)=1) + 0(φP ((φP⋅ X)=0)=E( (Χφ 1, Χ2,..., Χn)). 

Η πιθανότητα αποτυχίας του συστήµατος τη χρονική στιγµή t δίνεται από τον τύπο 

F=1-R=1-E( (Χ)) = E(1- (X)) = X)=0) φ φ ((φP

και ονοµάζεται αναξιοπιστία του συστήµατος. 

 

Πρόταση 5. Έστω R η αξιοπιστία ενός µονότονου συστήµατος µε n ανεξάρτητες µονάδες. Τότε 

η συνάρτηση R είναι αύξουσα ως προς το διάνυσµα p=(p1, p2,…, pn), όπου pi η αξιοπιστία της 

 i-µονάδας. 

Απόδειξη. (Gertsbakh (1989))  Για τη συνάρτηση αξιοπιστίας του συστήµατος έχουµε 

R(p) = E[φ(X)] = P(φ(X)=1) = pi P(φ(Χ)=1 / Χi=1) + (1-pi) P(φ(Χ)=1 / Xi=0) = 

pi P(φ(1i ; Χ)=1 / Χi=1) + (1-pi) P(φ(0i ; Χ)=1 / Xi=0) = 

pi P(φ(1i ; Χ)=1)  + (1-pi) P(φ(0i ; Χ)=1) = 

pi E[φ(1i ; Χ)- φ(0i ; Χ)]+E[φ(0i ; X]. 

   Ο συντελεστής του pi είναι µη αρνητικός επειδή η συνάρτηση φ είναι µια µονότονη 

συνάρτηση. Συνεπώς από τα παραπάνω εξάγεται το συµπέρασµα ότι η συνάρτηση R(p) είναι 

αύξουσα ως προς κάθε pi . 

 

Πρόταση 6. Η αξιοπιστία R ενός µονότονου i.i.d συστήµατος, το οποίο δεν έχει σύνολα 

λειτουργίας ή διακοπής µεγέθους 1, είναι µια συνάρτηση S-µορφής ως προς την αξιοπιστία p 

των µονάδων του. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια τιµή po µε 0<po<1 τέτοια ώστε 

•  R(po)=po  
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 3.2 Βασικές έννοιες της δοµικής αξιοπιστίας 
 

•  R(p)< p για 0<p <po  

•  R(p)> p για po<p<1. 

Η απόδειξη παραλείπεται (Barlow and Proschan (1975)).  

   Η ονοµασία της συνάρτησης µε S-µορφή οφείλεται στη γραφική της παράσταση, η οποία 

θυµίζει το λατινικό γράµµα S (σχήµα 3.1). Οι Birnbaum, Esary και Saunders (1961) 

υπολόγισαν την τιµή po για διάφορα συστήµατα, λύνοντας την εξίσωση   

ppR =)( , για )1,0(∈p . 

 

  ΣΧΗΜΑ 3.1 

 

                             R(p) 

 

 

 

 

 

 

 

  po  p 

 

3.3  Η έννοια της υπογραφής ενός µονότονου συστήµατος 

   Θεωρούµε ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες και όµοιες µονάδες (i.i.d. system), οι 

χρόνοι ζωής X1, X2,…, Xn  των οποίων προέρχονται από µια συνεχή κατανοµή F. Αν Τ είναι ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος, τότε η αποτυχία του συστήµατος θα συµπίπτει πάντα µε το 

χρόνο ζωής της i-οστής µονάδας για κάποιο i { }n,...,2,1∈ . Συγκεκριµένα αν X(i) δηλώνει τον 

 i-οστό µικρότερο χρόνο ζωής µονάδας, για i=1,2,...,n, τότε έχουµε ότι ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος Τ { })()2()1( ,...,, nXXX∈  µε πιθανότητα 1. 

Ορισµός. Υπογραφή (signature) ενός µονότονου i.i.d συστήµατος µε n µονάδες ονοµάζεται  το 

διάνυσµα πιθανότητας s, όπου st = {s1,s2,…sn} µε 
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si = )( )(iXTP = ,   i=1,2,…,n 

όπου { })()2()1( ,...,, nXXX  είναι το διατεταγµένο τυχαίο δείγµα από τη συνεχή κατανοµή F των 

χρόνων ζωής των µονάδων του συστήµατος. 

   Η ιδέα της  υπογραφής ενός συστήµατος αναπτύχθηκε φυσιολογικά από µια συγκεκριµένη 

ιδιότητα των µονότονων συστηµάτων, στα οποία οι µονάδες είναι όµοιες και ανεξάρτητες. 

Για τέτοια συστήµατα, η πιθανότητα ότι το σύστηµα αποτυγχάνει στην i-οστή αποτυχία 

µονάδας δεν εξαρτάται από την κατανοµή F των χρόνων ζωής των µονάδων. Αντίθετα η 

πιθανότητα αυτή είναι συνάρτηση µόνο του σχεδιασµού του συστήµατος. 

Το γεγονός ότι η υπογραφή s εξαρτάται µόνο από το σύστηµα, και όχι από την κατανοµή F, 

είναι συνέπεια του γεγονότος ότι κάθε µία από τις  n! διατάξεις των χρόνων ζωής Χ1, Χ2,..., Χn 

των µονάδων του συστήµατος είναι το ίδιο πιθανόν να συµβεί υπό την i.i.d. υπόθεση. 

Συνεπώς η πιθανότητα ότι η αποτυχία της i-οστής µονάδας είναι µοιραία για το σύστηµα 

εξαρτάται αποκλειστικά από την πιθανότητα ότι η τελευταία µονάδα που λειτουργεί σε ένα 

ελάχιστο σύνολο διακοπής (ε.σ.δ.) είναι ταυτόχρονα η i-οστή µονάδα που αποτυγχάνει γενικά 

στο σύστηµα. Με άλλα λόγια για να υπολογισθεί η υπογραφή s ενός συστήµατος αρκεί να 

εξετασθούν τα ε.σ.δ. και να µετρηθούν πόσοι συνδυασµοί ανάµεσα στις ισοπίθανες 

µεταθέσεις των  Χ1, Χ2,..., Χn συµπίπτουν ακριβώς µε την αποτυχία κάποιου ε.σ.δ. κατά το 

συµβάν X(i). 

   Εποµένως εναλλακτικά η υπογραφή s ενός µονότονου συστήµατος µε n µονάδες µπορεί να 

δοθεί αναφορικά µε τις διατάξεις των χρόνων ζωής X1, X2,…, Xn των µονάδων του 

συστήµατος ως εξής. 

Ορισµός 2. Υπογραφή (signature) ενός µονότονου i.i.d συστήµατος µε n µονάδες ονοµάζεται  

το διάνυσµα πιθανότητας s, όπου st = {s1,s2,…sn} µε 

!n
Asi =  

όπου Α είναι το πλήθος των µεταθέσεων για τις οποίες η −i οστή αποτυχία προκαλεί αποτυχία 

του συστήµατος.  

   Στο σηµείο αυτό θα εισάγουµε την έννοια των ελαχίστων διατεταγµένων συνόλων 

διακοπής, τα οποία θα χρησιµοποιήσουµε σε ένα διαφορετικό ορισµό της υπογραφής που θα 

δώσουµε στη συνέχεια αλλά και σε προτάσεις σε επόµενες παραγράφους.  
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  Ορισµός. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε n µονάδες και C={c1,c2,…,cn} το σύνολο που 

δηλώνει τις µονάδες αυτές. Ένα υποσύνολο K* ={cπ(1),cπ(2),...,cπ(κ)} (όπου π είναι κάποια 

µετάθεση των 1,2,...,n µε ) του συνόλου C ορίζεται ως διατεταγµένο σύνολο διακοπής αν 

οι σχέσεις Χ

nk ≤

(1)=Χπ(1),...,Χ(κ)=Χπ(κ) υποδηλώνουν  για το χρόνο ζωής του συστήµατος Τ ότι ισχύει 

Τ . Επιπλέον το σύνολο Κ)(kXπ≤ * είναι ελάχιστο διατεταγµένο σύνολο διακοπής αν είναι 

διατεταγµένο σύνολο διακοπής αλλά το σύνολο {cπ(1),cπ(2),...,cπ(κ-1)} δεν είναι.   

   ∆ιαιρώντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος στον Ορισµό 2 της 

υπογραφής που δόθηκε παραπάνω µε την ποσότητα (n-i)!, προκύπτει ένας ισοδύναµος 

ορισµός της υπογραφής που χρησιµοποιεί τα ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα διακοπής του 

συστήµατος, όπως φαίνεται στον ακόλουθο τύπο   

i
i n

iθουςέµεγςήδιακοπλωνόσυννωνέδιατεταγµστωνίελαχ
s

)(
#

=  

όπου 
)!(

!)(
in

nn i −
= . 

   Στην εναλλακτική αυτή έκφραση για τις συντεταγµένες si της υπογραφής ενός συστήµατος 

λαµβάνονται υπόψη µόνο οι µεταθέσεις των i από τις n µονάδες. Συνεπώς µπορούµε να 

βλέπουµε την i-οστή συντεταγµένη της υπογραφής ενός συστήµατος σαν την αναλογία των 

διατεταγµένων υποσυνόλων µεγέθους i του {1,2,...,n}, που είναι ελάχιστα διατεταγµένα 

σύνολα διακοπής. Με άλλα λόγια για να υπολογίσουµε την υπογραφή ενός συστήµατος 

πρέπει πρώτα να βρούµε τα ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα διακοπής και στη συνέχεια µε 

βάση τον τελευταίο τύπο να προσδιορίσουµε όλες τις συντεταγµένες si. Τα ελάχιστα 

διατεταγµένα σύνολα διακοπής είναι σύνολα που περιέχουν  µονάδες, ώστε ο χρόνος ζωής 

του συστήµατος να µην υπερβαίνει τον -οστό διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας του 

συγκεκριµένου συνόλου και ταυτόχρονα αφαιρώντας τη µονάδα µε τον -οστό διατεταγµένο 

χρόνο, το σύνολο να παύει να είναι διατεταγµένο σύνολο διακοπής. Παράδειγµα 

υπολογισµού της υπογραφής συστήµατος µε χρήση του τελευταίου ορισµού δίνεται στην 

επόµενη παράγραφο.     

k

k

k

   Στη συνέχεια αποδεικνύουµε µια θεµελιώδη ιδιότητα της υπογραφής s ενός συστήµατος 

που δηλώνει ότι αν έχουµε όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες από µια κατανοµή F, τότε η 

κατανοµή του χρόνου ζωής Τ του συστήµατος µπορεί να εκφρασθεί ως µια συνάρτηση της 

υπογραφής s και της κατανοµής F. 
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Πρόταση 1. (Kochar, Mukerjee & Samaniego (1999))  Έστω Χ1, Χ2,..., Χn  οι χρόνοι ζωής των 

n όµοιων και ανεξάρτητων µονάδων ενός µονότονου συστήµατος και έστω Τ ο χρόνος ζωής 

του συστήµατος. Τότε ισχύει η ακόλουθη σχέση 

∑ ∑
=

−

=

−







=>

n

i

i

j

jnj
i (tFF(t

j
n

stTP
1

1

0
))())()(  

όπου )(1)( tFtF −= .  

Απόδειξη.  Έστω π µία µετάθεση των θετικών ακεραίων {1,2,...,n} και Αi το σύνολο των 

µεταθέσεων για τις οποίες Τ=Χ(i), δηλαδή για τις οποίες Τ= , όπου 
iπ

X
nπππ XXX <<< ...

21
. 

Έχουµε τα εξής  

=∈>=> ∑
=

),()(
1

n

i
iAtTPtTP π  

∑ ∑
= ∈

=<<<>=
n

i Ai

n
XXXtTP

1
)...,(

21

π
πππ  

∑ ∑
= ∈

<<<>=
n

i Ai

ni
XXXtXP

1
)...,(

21

π
ππππ = 

∑ ∑
= ∈

<<<>=
n

i A
i

i

n
XXXtXP

1
)( )...,(

21

π
πππ . 

Όµως τα ενδεχόµενα {Χ(i)>t} και { X
nπππ XX <<< ...

21
} που υπάρχουν στην τελευταία 

ισότητα είναι ανεξάρτητα (Randles & Wolfe (1991)), οπότε η παραπάνω σχέση παίρνει τη 

µορφή 

∑ ∑
= ∈

=<<<>=>
n

i A
i

i

n
XXXPtXPtTP

1
)( )...()()(

21

π
πππ  

∑
=

=∈⋅>=
n

i
ii APtXP

1
)( )()( π  

∑
=

=>⋅=
n

i
ii tXPs

1
)( )(  

∑ ∑
=

−

=

−










=

n

i

i

j

jnj
i (tFF(t

j

n
s

1

1

0
))())( .                                           
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 3.3 Η έννοια της υπογραφής ενός µονότονου συστήµατος 
 

   Επειδή το πλήθος των µονότονων συστηµάτων µε n µονάδες είναι αρκετά µεγάλο 

(αυξάνεται εκθετικά µε το n), αποτελέσµατα που αποδεικνύουν σχέσεις ανάµεσα σε 

συγκεκριµένα συστήµατα προσφέρουν σηµαντικά για τη µείωση του υπολογιστικού βάρους 

των υπογραφών όλων των συστηµάτων. Η ακόλουθη πρόταση µειώνει το βάρος αυτό στο 

µισό, δίνοντας µια σχέση που συνδέει την υπογραφή ενός συστήµατος µε την υπογραφή του 

αντίστοιχου δυϊκού του.  

Πρόταση 2. (Kochar, Mukerjee & Samaniego (1999))  Έστω s η υπογραφή ενός συστήµατος 

µε n όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες και συνάρτηση δοµής  και έστω το δυϊκό του σύστηµα 

µε υπογραφή s

φ
D και συνάρτηση δοµής . Τότε ισχύει η ακόλουθη σχέση Dφ

D
ini ss 1+−= ,    για  i=1,2,…,n. 

Απόδειξη.  Έστω Χ1, Χ2,..., Χn οι χρόνοι ζωής των µονάδων του συστήµατος και Τ , Τ D οι 

χρόνοι ζωής του πρωτεύοντος και του δυϊκού συστήµατος αντίστοιχα. Για να αποδείξουµε 

την πρόταση αρκεί να δείξουµε την ακόλουθη ισοδυναµία  

Τ=Χ(i) αν και µόνο αν Τ D=X(n-i+1). 

   Έστω π µία µετάθεση των θετικών ακεραίων {1,2,...,n} και Αi το σύνολο των µεταθέσεων 

για τις οποίες Τ = , όπου 
iπ

X
nπππ XXX <<< ...

21
. ∆ηλαδή έχουµε ότι 

)(ii XTAπ =⇔∈ . 

   Ας υποθέσουµε ότι το σύνολο Αi δεν είναι κενό. Για iAπ ∈ , θεωρούµε το διάνυσµα 

κατάστασης xπ ∈  των µονάδων του συστήµατος τη χρονική στιγµή της αποτυχίας του, 

δηλαδή το x

{ }n1,0

π ορίζεται ως εξής 










≤

>

=

.αν,0

αν,1

ij

ij

x
jπ  

Συνεπώς το xπ έχει ακριβώς i το πλήθος µηδενικά και (n-i) το πλήθος άσσους. Επιπροσθέτως  

φ (xπ)=0    και    y)=  (φ










≤

>

π

π

αν

αν

xy

xy

,0

,1
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Το διάνυσµα (1-xπ) έχει, από τον ορισµό του, (n-i) το πλήθος µηδενικά και i το πλήθος 

άσσους. Επιπροσθέτως 

1)(1)1( =−=− ππ
D xφxφ  

και 

(Dφ y)=  










−<

−≥

π

π

αν

αν

xy

xy

10

11

,

,

   Από την τελευταία σχέση για τη συνάρτηση δοµής  του δυϊκού συστήµατος, 

συµπεραίνουµε ότι η (n-i+1)-οστή αποτυχία µονάδας θα προκαλέσει και την αποτυχία του 

δυϊκού συστήµατος (

Dφ

DT = ). Αφού αυτό ισχύει για κάθε , θα έχουµε 
1+− inπ

X iAπ ∈

DT = . Αυτό σηµαίνει ότι αν  )1( +−inX =is  )( )(iXTP =  και   τότε ))(iX( DD
i Ts =P=

),...,,(),...,,( 1121
DD

n
D
nn ssssss −= , 

δηλαδή  

D
ini ss 1+−=    για  i=1,2,...,n.                 

   Στη συνέχεια θα δώσουµε µια πρόταση, η οποία τεκµηριώνει τη σχέση που έχει η 

υπογραφή ενός συστήµατος µε τα σύνολα λειτουργίας του. Για ένα µονότονο σύστηµα µε 

χρόνο ζωής Τ ορίζουµε το διάνυσµα ΑΤ = (α1,α2,...,αn) όπου  








=

i
n

iθουςέµεγαςίλειτουργλωνόσυν
ai

#
 

Με άλλα λόγια το αi εκφράζει την αναλογία (ποσοστό) των υποσυνόλων µεγέθους i, τα οποία 

είναι σύνολα λειτουργίας για το σύστηµα.  

Πρόταση 3. (Boland (2001)) Έστω ένα µονότονο i.i.d. σύστηµα µε n µονάδες και υπογραφή 

st=(s1,…sn). Τότε οι συντεταγµένες του διανύσµατος s συνδέονται µε τις αντίστοιχες του 

διανύσµατος ΑΤ=(α1,...,αn) µε την ακόλουθη  σχέση  

nisa
n

inj
ji ,...,2,1,

1
== ∑

+−=
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Αντίστροφα, οι ποσότητες  sj εκφράζονται µέσω των αj από τη σχέση  

1,...,1,0,1 −=−= +− njaas jjjn . 

Απόδειξη.  Από την Πρόταση 1 της Παραγράφου 3.3 γνωρίζουµε ότι η αξιοπιστία του 

συστήµατος δίνεται ως ακολούθως 
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)1()(                                                 (1) 

   Όµως από τον ορισµό της ποσότητας αi συµπεραίνουµε ότι το γινόµενο  δηλώνει το 

πλήθος των συνόλων λειτουργίας µεγέθους i, για i=1,2,…,n. Συνεπώς η αξιοπιστία του 

συστήµατος µπορεί να εκφρασθεί ως εξής    
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όπου p είναι η αξιοπιστία της κάθε µονάδας.  

   Από τις σχέσεις (1),(2) ταυτίζοντας τους συντελεστές µέσα στα αθροίσµατα και 

λαµβάνοντας υπόψη ότι αο=0 παίρνουµε τη ζητούµενη σχέση                                       

nisa
n

inj
ji ,...,2,1,

1
== ∑

+−=
. 

Η αντίστροφη σχέση  
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1,...,1,0,1 −=−= +− njaas jjjn  

είναι προφανής, αφού  

=−+ jj aa 1 ∑
+−−=

−
n

jni
is

11

=∑
+−=

n

jni
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1
∑

−=
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n
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n
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1

 

.)...()...( 2121 jnnjnjnnjnjnjn ssssssss −+−+−+−+−− =+++−++++=  

3.4  Η υπογραφή  γνωστών συστηµάτων 

   Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουµε τον τρόπο υπολογισµού της υπογραφής αρκετών 

γνωστών συστηµάτων, όπως του σειριακού, του παράλληλου, της γέφυρας και άλλων. Για 

την περάτωση της συγκεκριµένης παραγράφου ιδιαίτερα χρήσιµο υπήρξε το σύγγραµµα των 

Soyer, Mazzuchi & Singpurwalla (2004).  

α. Σειριακό σύστηµα (SS, Serial System) 

   Το σειριακό σύστηµα αποτυγχάνει όταν τουλάχιστον µία µονάδα του αποτύχει ή ισοδύναµα 

λειτουργεί όταν όλες οι µονάδες του λειτουργούν. Η διάταξη του σειριακού συστήµατος 

φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα.  

ΣΧΗΜΑ 3.2 
 

                                 ..........  2   1 

 

   Το µοναδικό ε.σ.λ. του σειριακού συστ

µονοσύνολα {1}, {2}, ..., {n}, δηλαδή έχο

    Η συνάρτηση δοµής του σειριακού συσ

Παραγράφου 3.2 από τον ακόλουθο τύπο 

φ(x) =1 ∏ ∏
= ∈

−−
1

1
1(

j Pi j

x

   Η αξιοπιστία του σειριακού συστήµατος

                          ((φER = Χ ∏
=

=
n

i
iXE

1
)())

 

     3
ήµατος είναι το {1,

υµε P = {{1,2,...,n}}

τήµατος δίνεται µε 

 

−−= 21 )...1(1) ni xxx

 δίνεται από τον ακό

∏
=

==
n

i
i ppXE

1
21)(
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2,...,n}, ενώ ε.σ.δ. είναι όλα τα 

 και C = {{1}, {2},..., {n}}. 

τη βοήθεια της Πρότασης 3 της 

. = 21 ... nxxx

λουθο τύπο 

.  = SSn Rp...



 3.4 Η υπογραφή γνωστών συστηµάτων 
 

Στην ειδική περίπτωση ενός i.i.d. σειριακού συστήµατος µε n µονάδες (οπότε θα ισχύει 

) η συνάρτηση αξιοπιστίας παίρνει τη µορφή nippi ,...,2,1, ==

n
SS pRpR ==)( . 

   Η αξιοπιστία ενός τέτοιου συστήµατος µπορεί να πάρει υψηλές τιµές µόνο στην περίπτωση 

όπου οι µονάδες από τις οποίες αποτελείται έχουν πολύ υψηλή αξιοπιστία, ιδιαίτερα αν το 

πλήθος των µονάδων του είναι µεγάλο. Το συµπέρασµα αυτό επιβεβαιώνεται και γραφικά 

από το ακόλουθο διάγραµµα, όπου παριστάνεται γραφικά η αξιοπιστία ενός σειριακού 

συστήµατος µε n µονάδες ως προς την αξιοπιστία p της κάθε µονάδας του. 

 
ΣΧΗΜΑ 3.3 

 

 
 

0.98 0.985 0.99 0.995 1 
p

0 
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1 

R(p) 

n=1 
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n=100 

n=200 
n=400 

n=25 

 

   Επιπλέον να επισηµάνουµε ότι σε περίπτωση που έχουµε ένα σειριακό σύστηµα n µονάδων 

µε συσχετισµένους χρόνους ζωής, τότε ο υπολογισµός της αξιοπιστίας του συστήµατος θα 

πρέπει να γίνει λαµβάνοντας υπόψη τη n-διάστατη κατανοµή τους. Συγκεκριµένα 

αποδεικνύεται ότι αν η συσχέτιση ανάµεσα στις n µονάδες είναι θετική, τότε η αξιοπιστία του 

συστήµατος είναι µεγαλύτερη από αυτή του i.i.d σειριακού συστήµατος, δηλαδή στην 

πραγµατικότητα υπερβαίνει την αξιοπιστία που προβλέπει το µοντέλο, το οποίο έχει υποθέσει 

ανεξάρτητες και όµοιες µονάδες (Meeker & Escobar (1998)). 

   Η υπογραφή s του ενός i.i.d. σειριακού συστήµατος µε n µονάδες δίνεται από τον τύπο  
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)0,...,0,0,1(=t
SSs . 

   Πράγµατι η πιθανότητα ότι ο χρόνος ζωής του i.i.d σειριακού συστήµατος ταυτίζεται µε την 

πρώτη αποτυχία µονάδας του συστήµατος είναι ίση µε 1 ( )1)( )1( == XTP

2≥

, ενώ η πιθανότητα 

για το σύστηµα να λειτουργεί και µετά από την αποτυχία µιας µονάδας του είναι ίση µε 0, 

συνεπώς και η πιθανότητα ο χρόνος ζωής του συστήµατος να ταυτιστεί µε τον i-οστό 

διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας είναι ίση µε µηδέν για όλα τα i . 

   Εναλλακτικά, παρατηρώντας ότι για το σειριακό σύστηµα υπάρχει ένα µόνο σύνολο 

λειτουργίας, το }{ , θα έχουµε  ,...,2,1 n

1,0,...,0,0 121 ==== − nn aaaa , 

οπότε εφαρµόζοντας την Πρόταση 3 της Παραγράφου 3.3 βρίσκουµε 

.101,0,...,0,0 11212121 =−=−==−==−== −−−− nnnnnn aasaasaass  

Εποµένως η υπογραφή s του ενός i.i.d. σειριακού συστήµατος µε n µονάδες δίνεται από τον 

τύπο  

)0,...,0,0,1(=t
SSs . 

   Εναλλακτικά µπορούµε να υπολογίσουµε την υπογραφή του συστήµατος µε χρήση των 

ελαχίστων διατεταγµένων συνόλων διακοπής. Το σειριακό σύστηµα µε  µονάδες δεν 

έχει ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα διακοπής µεγέθους 5,4,3 ή 2. Τα µόνα ελάχιστα 

διατεταγµένα σύνολα διακοπής είναι τα µονοσύνολα {1},{2},{3},{4} και {5}. Συνεπώς 

έχουµε 

5=n

0

)!55(
!5

0
,0

)!45(
!5

0
,0

)!35(
!5

0
,0

)!25(
!5

0
,1

5
5

24
120

5

)!15(
!5

5
54321 =

−

==

−

==

−

==

−

====

−

= sssss

 

οπότε το διάνυσµα της υπογραφής είναι το ακόλουθο 

).0,0,0,0,1(=t
SSs  
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β. Παράλληλο σύστηµα (PS, Parallel System) 

   Το παράλληλο σύστηµα αποτυγχάνει όταν όλες οι µονάδες του αποτύχουν ή ισοδύναµα 

λειτουργεί όταν τουλάχιστον µία µονάδα του λειτουργεί. Η διάταξη του παράλληλου 

συστήµατος φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 

 ΣΧΗΜΑ 3.4 
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Στην ειδική περίπτωση ενός i.i.d. παράλληλου συστήµατος µε n µονάδες (οπότε θα ισχύει 

) η συνάρτηση αξιοπιστίας θα είναι η εξής nippi ,...,2,1, ==

n
PS pRpR )1(1)( −−== . 

   Στο ακόλουθο σχήµα, δίνεται γραφικά η αξιοπιστία ενός παράλληλου συστήµατος µε n 

µονάδες, ως προς την αξιοπιστία p της κάθε µονάδας του. Παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται το 

πλήθος των µονάδων του συστήµατος, τόσο αυξάνεται και η αξιοπιστία του. 

 

ΣΧΗΜΑ 3.5 
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   Το παράλληλο σύστηµα έχει σηµαντικά πλεονεκτήµατα ως προς την κατασκευή του και 

την αξιοπιστία του, ωστόσο σε περίπτωση όπου υπάρχει θετική συσχέτιση ανάµεσα στις 

µονάδες του τα πλεονεκτήµατα αυτά υποβαθµίζονται σε µεγάλο βαθµό. 

   Η υπογραφή s του ενός i.i.d. παράλληλου συστήµατος µε n µονάδες δίνεται από τον τύπο 

)1,...,0,0,0(=t
PSs . 

   Πράγµατι η πιθανότητα ότι ο χρόνος ζωής του i.i.d παράλληλου συστήµατος ταυτίζεται µε 

κάποιον χρόνο ζωής Χi µιας µονάδας για όλα τα i: 11 −≤≤ ni  είναι ίση µε µηδέν , δηλαδή 

 όταν  , ενώ γνωρίζουµε ότι το σύστηµα παύει να λειτουργεί ,0)( )( == iXTP 11 −≤≤ ni
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όταν αποτύχει και η τελευταία µονάδα του, συνεπώς η πιθανότητα ότι ο χρόνος ζωής του i.i.d 

παράλληλου συστήµατος ταυτίζεται µε τον τελευταίο διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας 

είναι ίση µε 1, δηλαδή . 1)( )( == nXTP

ni ,...,2,1=

,0 10 == aa

,1 121 −=−n aas

ts

011 =+−
SS
ns 2 =PSs

ts

,0

)!25(
!5

0
=

−

= s

Εναλλακτικά, παρατηρώντας ότι για το παράλληλο σύστηµα υπάρχουν  σύνολα 

λειτουργίας, για όλα τα , ενώ για 









i
n

0=i  δεν υπάρχει σύνολο λειτουργίας µε 

µηδενικό µέγεθος, θα έχουµε  

1,1,...,1,1 12 === − nn aaa , 

οπότε εφαρµόζοντας την Πρόταση 3 της Παραγράφου 3.3 βρίσκουµε 

.000,0,...,001 1121201 =−=−==−===−=−= −−− nnnnn aasaasaas  

Εποµένως η υπογραφή s του ενός i.i.d. παράλληλου συστήµατος µε n µονάδες δίνεται από 

τον τύπο  

)1,...,0,0,0(=PS . 

 

  Επίσης, παρατηρώντας ότι το παράλληλο σύστηµα είναι δυϊκό του σειριακού συστήµατος, 

θα µπορούσαµε µε χρήση της Πρότασης 2 της Παραγράφου 3.3 να υπολογίσουµε τις 

συντεταγµένες της υπογραφής του παράλληλου συστήµατος  is

 , , , ,...012 =+−
SS
ns1 =PSs 1,0 1111 ==== ++−−

SSPS
n

SS
nn

PS
n ssss

οπότε το διάνυσµα της υπογραφής του παράλληλου συστήµατος θα δίνεται από τη σχέση  

)1,...,0,0,0(=PS . 

   Εναλλακτικά µπορούµε να υπολογίσουµε την υπογραφή του συστήµατος µε χρήση των 

ελαχίστων διατεταγµένων συνόλων διακοπής. Το παράλληλο σύστηµα µε  µονάδες δεν 

έχει ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα διακοπής µεγέθους 4,3,2 ή 1. Τα µόνα ελάχιστα 

διατεταγµένα σύνολα διακοπής είναι το σύνολο {1,2,3,4,5} και όλες οι δυνατές µεταθέσεις 

των στοιχείων του, δηλαδή το πλήθος τους είναι 5!. Συνεπώς έχουµε 

5=n

, 1

)!55(
!5
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0
,0

)!35(
!5

0
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0
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= ssss
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οπότε το διάνυσµα της υπογραφής είναι το ακόλουθο 

)1,0,0,0,0(=t
PSs . 

γ. Γέφυρα (ΒS, Bridge structure) 

   Αποτελείται από n=5 µονάδες και λειτουργεί όταν είναι δυνατή η µετάβαση από τη θέση Α 

στη θέση Β µέσω µονάδων που λειτουργούν. Η διάταξη της γέφυρας φαίνεται στο ακόλουθο  

σχήµα. 

 
ΣΧΗΜΑ 3.6 

 

 

 

                                                                       

   A 

 

   Η γέφυρα είναι µια χρήσ

συστηµάτων. Η συγκεκριµένη 

   Τα ε.σ.λ. είναι τα σύνολα {1
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 C = {{1,4}, {2,5}, {1,3,5}, {4
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}, {4,3,2}, ενώ τα ε.σ.δ. της γέφυρας  είναι τα 

 = {{1,2}, {4,5}, {1,3,5}, {4,3,2}} και   

τη βοήθεια της Πρότασης 3 της Παραγράφου 
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Στην ειδική περίπτωση µιας i.i.d. γέφυρας µε 5 µονάδες (οπότε θα ισχύει 

) η συνάρτηση αξιοπιστίας θα είναι η εξής 5,...,2,1, == ippi

5432 2522)( ppppRpR BS +−+== . 

   Για τον υπολογισµό της υπογραφής s της γέφυρας εργαζόµαστε ως εξής. 

   Έχοντας ήδη παραπάνω προσδιορίσει τα ε.σ.δ. παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει κανένα ε.σ.δ. 

µε µία µόνο µονάδα, δηλαδή είναι ξεκάθαρο ότι η αποτυχία µίας µόνο  µονάδας δεν µπορεί 

να προκαλέσει την αποτυχία του συστήµατος, συνεπώς η πρώτη συντεταγµένη του 

διανύσµατος της υπογραφής θα είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή 01 =s . 

   Για να υπολογίσουµε τη δεύτερη συντεταγµένη s2 θα πρέπει να βρούµε την πιθανότητα ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος να ταυτιστεί µε τον δεύτερο διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας, 

δηλαδή την πιθανότητα η γέφυρα να αποτύχει ταυτόχρονα µε την δεύτερη αποτυχία µονάδας 

(s2= ) ). Τα σύνολα διακοπής µε δύο µονάδες είναι τα εξής: {1,4},{2,5}, σε κάθε 

ένα από τα οποία έχουµε 2! δυνατές µεταθέσεις των δύο πρώτων αποτυχιών και η κάθε µία 

µετάθεση (από τις 4) ακολουθείται από 3! πιθανές µεταθέσεις των 3 µονάδων που αποµένουν.          

Συνεπώς το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων για το ενδεχόµενο η γέφυρα να αποτύχει µαζί 

µε τη δεύτερη µονάδα που αποτυγχάνει είναι .   (∆ιαφορετικά 

). 

( )2(XTP =

!3!2!3 =⋅+

241212!3!2!3!2 =+=⋅+⋅

24!4!322!2 ==⋅⋅⋅

   ∆εδοµένου ότι το συνολικό πλήθος όλων των δυνατών περιπτώσεων για τη σειρά αποτυχίας 

των 5 µονάδων της γέφυρας είναι το πλήθος των µεταθέσεων των 5 µονάδων, δηλαδή ίσο µε 

5! , τελικά παίρνουµε για τη ζητούµενη πιθανότητα  

2,0
5
1

!5
!4)( )2(2 ===== XTPs . 

   Για να υπολογίσουµε την τρίτη συντεταγµένη s3 θα πρέπει να βρούµε την πιθανότητα ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος να ταυτιστεί µε τον τρίτο διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας, 

δηλαδή την πιθανότητα η γέφυρα να αποτύχει ταυτόχρονα µε την τρίτη αποτυχία µονάδας 

(s3= ) ). Για να συµβεί το ενδεχόµενο αυτό θα πρέπει οι 3 πρώτες αποτυχίες να 

συµπίπτουν µε µία µετάθεση µιας εκ των τριάδων {1,3,5},{4,3,2} οι οποίες αποτελούν (όπως 

έχουµε δει παραπάνω) τα µόνα ε.σ.δ. µε 3 µονάδες, ή να συµπίπτουν µε µία εκ των παρακάτω 

( )3(XTP =
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τριάδων (1,X,2},{2,X,1},{Χ,1,2},{Χ,2,1},{4,Ψ,5},{5,Ψ,4},{Ψ,4,5},{Ψ,5,4} όπου Χ είναι µία από 

τις µονάδες 3,4,5 , και Ψ µία από τις µονάδες 1,2,3. Οι τελευταίες 8 τριάδες προκαλούν 

αποτυχία του συστήµατος κατά την αποτυχία της τρίτης µονάδας, ενώ όπως βλέπουµε οι 

τριάδες αυτές περιέχουν τα ζεύγη 1,2 ή 4,5(οι δυάδες αυτές είναι ε.σ.δ. της γέφυρας) µε 

τέτοιο τρόπο ώστε η αποτυχία του συστήµατος να µην προκαλείται κατά την αποτυχία της 

δεύτερης κατά σειρά µονάδας, αλλά κατά την αποτυχία της τρίτης κατά σειρά µονάδας.  Το 

πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων για το ενδεχόµενο που ζητάµε είναι ίσο µε 

72481212!234!234!2!3!2! =++=⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅3 , 

όπου οι δύο πρώτοι όροι του αθροίσµατος αναφέρονται στα δύο ε.σ.δ, ενώ οι δύο τελευταίοι 

όροι στις 8 τριάδες που δόθηκαν προηγουµένως. Πιο αναλυτικά έχουµε  

=⋅ !2!3 (πλήθος µεταθέσεων των1,3,5) (πλήθος των εναποµεινάντων 2,4) 
 

=⋅ !2!3 (# µεταθέσεων των 4,3,2) (# µεταθέσεων των εναποµεινάντων 1,5) 
 

=⋅⋅ !234 (# τριάδων που έχουν τη µονάδα Χ)(# επιλογών για τη Χ)(# µεταθέσεων των 1,2) 
 

=⋅⋅ !234 (# τριάδων που έχουν τη µονάδα Ψ)(# επιλογών για τη Ψ)(# µεταθέσεων των 4,5) 

 

   ∆εδοµένου ότι το συνολικό πλήθος όλων των δυνατών περιπτώσεων για τη σειρά αποτυχίας 

των 5 µονάδων της γέφυρας είναι το πλήθος των µεταθέσεων των 5 µονάδων, δηλαδή ίσο µε 

5! , τελικά παίρνουµε για τη ζητούµενη πιθανότητα  

6,0
5
3

120
72

!5

!234!234!2!3!2!3
)( )3(3 ===

⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅
=== XTPs . 

   Οι τελευταίες δύο πιθανότητες s4 , s5  µπορούν να υπολογισθούν ευκολότερα, µιας και η 

γέφυρα δεν µπορεί να λειτουργήσει µε µόνο µία µονάδα σε ισχύ, ενώ το σύστηµα 

αποτυγχάνει κατά την αποτυχία της τέταρτης κατά σειρά µονάδας αν και µόνο αν οι 

τελευταίες δύο µονάδες που αποτυγχάνουν είναι οι 1,2 ή οι 4,5, και υπάρχουν 4! µεταθέσεις 

που ικανοποιούν τη συνθήκη αυτή. Συνεπώς από τα παραπάνω παίρνουµε για τις ζητούµενες 

πιθανότητες  

2,0
5
1

!5
!4)( )4(4 ===== XTPs  
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0)( )5(5 === XTPs  

(Άλλωστε 02,06,02,0011 43215 =−−−−=−−−−= sssss ). 

Συνοψίζοντας, η υπογραφή της γέφυρας µε 5 µονάδες είναι το ακόλουθο διάνυσµα  

)0,
5
1,

5
3,

5
1,0(=t

BSs . 

Εναλλακτικά, µπορούµε να υπολογίσουµε την υπογραφή της γέφυρας µε τη χρήση της 

Πρότασης 3 της Παραγράφου 3.3. Σύνολα λειτουργίας µεγέθους 1,0=i  δεν υπάρχουν, ενώ 

µε µέγεθος  υπάρχουν 2, µε µέγεθος 2=i 3=i  υπάρχουν 8 και τέλος όλα τα σύνολα µε 4 ή 5 

µονάδες είναι σύνολα λειτουργίας για τη γέφυρα. Συνεπώς έχουµε  

.1

5
5
5
5

,1

4
5
4
5

,
5
4

3
5
8

,
5
1

2
5
2

,0

1
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0

,0

0
5
0

543210 =
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==
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==







==







= aaaaaa  

Οπότε για τις συντεταγµένες της υπογραφής της γέφυρας ισχύουν τα ακόλουθα 

0,
5
1

,
5
3

,
5
1

,0 1342233124015 ==−==−==−==−= saasaasaasaas  

και τελικά η υπογραφή της γέφυρας µε 5 µονάδες είναι το ακόλουθο διάνυσµα  

)0,
5
1,

5
3,

5
1,0(=t

BSs . 

δ. Σύστηµα συνεχόµενο k-από-τα-n: F (C(n,k):F, consecutive k-out-of-n: Fail ) 

   Το συνεχόµενο k-από-τα-n : F σύστηµα αποτυγχάνει όταν αποτύχουν τουλάχιστον k 

συνεχόµενες µονάδες από τις n. Η διάταξη του συστήµατος αυτού φαίνεται στο ακόλουθο 

σχήµα. 

ΣΧΗΜΑ 3.7 
 

 

 

 

                                                                  ……………..   1  2 
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106
n



                                                                                                                Κεφάλαιο 3. Υπογραφή 
 

   Οι δοµές αυτές, οι οποίες αρχικά είχαν εισαχθεί από τους Chaing και Niu (1981), 

εφαρµόζονται συχνά σε συστήµατα τηλεπικοινωνιών, σε δίκτυα µεταφοράς υγρών, καθώς και 

στο σχεδιασµό ολοκληρωµένων κυκλωµάτων. 

   Τα ε.σ.δ. είναι τα σύνολα {1,2,...,k}, {2,3,...,k+1},…, {n-k+1,n-k+2,…n}, δηλαδή όλα τα 

υποσύνολα του συνόλου {1,2,…,n} µε k διαδοχικά στοιχεία. Για την οικογένεια των ε.σ.δ. 

γράφουµε: C={{ j,j+1,…,j+k-1}, j =1,2,…,n-k+1}. 

   Η συνάρτηση δοµής του συνεχόµενου k-από-τα-n συστήµατος δίνεται µε τη βοήθεια της 

Πρότασης 3 της Παραγράφου 3.2 από τον ακόλουθο τύπο  

∏ ∏
+−

=

+−

=
−−=

1

1

1
))1(1()(

kn

j

kj

ji
ixxφ . 

Για παράδειγµα για το συνεχόµενο σύστηµα 2-από-τα-3 η συνάρτηση δοµής υπολογίζεται ως 

εξής 

φ(x) = (1-(1- ))1)(1(1))(1)( 3221 xxxx −−−− =  

 

32131232322121 ...))(( xxxxxxxxxxxxxx −+==−+−+= . 

   Η αξιοπιστία του συνεχόµενου k-από-τα-n συστήµατος µε ανεξάρτητες και όµοιες µονάδες 

που έχουν αξιοπιστία p δίνεται από τον ακόλουθο τύπο (Derman, Lieberman & Ross (1982))  

∑
=

− −−+−=
n

j

jjn
nkC ppkjnjNR

0
/: )1()1;1,( , 

όπου )1;1,( −+− kjnjN  εκφράζει γενικά το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους  j όµοια 

αντικείµενα µπορούν να τοποθετηθούν σε n-j+1 διαφορετικά κλουβιά, µε την προϋπόθεση ότι 

σε κάθε κλουβί µπορούν να τοποθετηθούν το πολύ k-1 αντικείµενα. Επιπλέον γνωρίζουµε ότι  










>

≤≤








=

rj

rj
j
r

rjN
,0

0,
)1;,(  

Ειδικά για το συνεχόµενο 2-από-τα-n σύστηµα η αξιοπιστία δίνεται από τον τύπο 
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Αν έχουν χαλάσει j µονάδες( µε j<[(n+1)/2] ) το σύστηµα λειτουργεί αν υπάρχει τουλάχιστον 

µία µονάδα που λειτουργεί µεταξύ κάθε δύο µονάδων που δεν λειτουργούν. Το πλήθος  

τέτοιων συνδυασµών µεταξύ µονάδων που λειτουργούν και µονάδων που δεν λειτουργούν 

είναι ίσο µε  













 +−
=














+−

−+−++
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jn

jn

jnj 1

12

1)12()1(
 

ενώ για το συνεχόµενο 3-από-τα-n σύστηµα η αξιοπιστία έχει την εξής µορφή 
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jni
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⋅











 +−
= −
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+−==
∑∑  

   Ισοδύναµα η αξιοπιστία του συνεχόµενου k-από-τα-n συστήµατος µπορεί να υπολογισθεί 

ως εξής (Chiang & Niu (1981)) 

PR nkC =/: (το σύστηµα λειτουργεί) = 

= το σύστηµα λειτουργεί / ∑∑
r m

P( ),(), mMrRPmMrR ==⋅== = 

= P (το σύστηµα λειτουργεί / , ∑ ∑
+−

=

−+

+=

1

1

1

1

kn

r

kr

rm

1)1(), +−− +−⋅== knrmr pppmMrR

όπου R είναι µια τυχαία µεταβλητή που δηλώνει το δείκτη του πρώτου µηδενικού στο 

διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος x, M είναι µια τυχαία µεταβλητή που δηλώνει το 

δείκτη του πρώτου άσσου µετά από τη θέση R  στο διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος x, 

και  

(P το σύστηµα λειτουργεί / )/(:), mnkCRmMrR −=== . 

   Για το συνεχόµενο 2-από-τα-n σύστηµα  (για 82 ≤≤ n ) η συνάρτηση αξιοπιστίας µπορεί 

να υπολογισθεί µε τη βοήθεια του παραπάνω τύπου, δεδοµένου ότι : . 2
2/2: 2 ppRR PSC −=≡

Πράγµατι έχουµε 
32

3/2: pppRC −+=  

32
4/2: 23 ppRC −=  

5432
5/2: 43 ppppRC +−+=  
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6543
6/2: 224 ppppRC +−−=  

6543
7/2: 396 ppppRC +−+= . 

   Για τον υπολογισµό της υπογραφής s ενός συνεχόµενου k-από-τα-n συστήµατος πρέπει να 

προσδιορίζουµε κάθε φορά το πλήθος εκείνων των µεταθέσεων των µονάδων ως προς τη 

σειρά αποτυχίας τους, οι οποίες προκαλούν την αποτυχία του συστήµατος κατά τον i-

διατεταγµένο χρόνο ζωής, καταλήγοντας έτσι στη ζητούµενη κάθε φορά πιθανότητα που 

αντιστοιχεί και σε µία συντεταγµένη του διανύσµατος της υπογραφής.     

   Στο σηµείο αυτό θα µελετήσουµε αναλυτικά το συνεχόµενο 2-από-τα-n σύστηµα, για 

n=2,3,...,8. Πιο συγκεκριµένα το συνεχόµενο 2-από-τα-2 σύστηµα µε όµοιες µονάδες είναι 

στην πραγµατικότητα ισοδύναµο µε ένα παράλληλο σύστηµα δύο µονάδων, µιας και για να 

αποτύχει το σύστηµα αυτό θα πρέπει να αποτύχουν και οι 2 µονάδες του (όπως ακριβώς 

συµβαίνει και στο παράλληλο). Συνεπώς η υπογραφή του θα είναι  

)1,0(2/2: =t
Cs . 

   Για το συνεχόµενο 2-από-τα-3 σύστηµα υπάρχουν !22 ⋅  = 4 δυνατές µεταθέσεις (σειρά 

αποτυχίας 1,2,3 ή 2,1,3 ή 2,3,1 ή 3,2,1) από τις συνολικά 3! = 6 των 3 µονάδων ως προς τη 

χρονική σειρά µε την οποία αποτυγχάνουν, οι οποίες προκαλούν την αποτυχία του 

συστήµατος µε τη δεύτερη αποτυχία µονάδας. Συνεπώς η δεύτερη συντεταγµένη της 

υπογραφής θα είναι ίση µε 

3
2

6
4

!3
!22)( )2(2 ==

⋅
=== XTPs  

   Επιπλέον οι δυνατές µεταθέσεις οι οποίες προκαλούν την αποτυχία του συστήµατος µε τη 

τρίτη αποτυχία µονάδας είναι 2! ( σειρά αποτυχίας  1,3,2 ή 3,1,2 ), άρα  

3
1

6
2

!3
!2)( )3(3 ===== XTPs . 

Άρα η υπογραφή του συνεχόµενου 2-από-τα-3 συστήµατος είναι ίση µε 

)
3
1,

3
2,0(3/2: =t

Cs . 

   Με ανάλογο τρόπο µπορεί να γίνει ο υπολογισµός της υπογραφής s των συνεχόµενων  
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2-από-τα-4, 2-από-τα-5, 2-από-τα-6, 2-από-τα-7, 2-από-τα-8 συστηµάτων. Η υπογραφή s του 

συνεχόµενου 2-από-τα-n συστήµατος  για όλα τα 8,...,3,2=n  δίνεται συνοπτικά στον 

ακόλουθο πίνακα. 

ΠΙΝΑΚΑΣ  3.2 
 

 Σύστηµα C: 2 n  

 

Υπογραφή s 

C : 2/2 

 

(0,1  )

C : 2/3 

 
(0, )

3
1,

3
2  

C : 2/4 

 
)0,

2
1,

2
1,0(  

C : 2/5 

 
)0,

10
1,

10
5,

10
4,0(  

C : 2/6 

 
)0,0,

15
3,

15
7,

15
5,0(  

C : 2/7 

 
)0,0,

35
1,

35
9,

35
15,

35
10,0(  

C : 2/8 

 
)0,0,0,

28
2,

28
8,

28
11,

28
7,0(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 Εναλλακτικά, µπορούµε να υπολογίσουµε την υπογραφή του συνεχόµενου 2-από-τα-n 

συστήµατος µε τη χρήση της Πρότασης 3 της Παραγράφου 3.3, καταλήγοντας σε έναν γενικό 

τύπο που θα δίνει την υπογραφή του συνεχόµενου 2-από-τα-n συστήµατος για κάθε n   .2≥

   Αν το πλήθος  των µονάδων που έχουν αποτύχει είναι µεγαλύτερο από , ή 

ισοδύναµα το πλήθος ) των µονάδων που λειτουργούν είναι µικρότερο από  [( , 

τότε θα υπάρχουν οπωσδήποτε δύο συνεχόµενες µονάδες που έχουν αποτύχει και συνεπώς το 

σύστηµα δεν θα λειτουργεί. Αυτό σηµαίνει ότι το συνεχόµενο 2-από-τα-n σύστηµα δεν έχει 

σύνολα λειτουργίας µε πλήθος µονάδων µικρότερο από  [(

j ]2/)1[( +n

2/)1+n( jn − ]

]2/)1+n . 
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   Αν το πλήθος  των µονάδων που έχουν αποτύχει είναι µικρότερο από , ή 

ισοδύναµα το πλήθος ) των µονάδων που λειτουργούν είναι µεγαλύτερο από  

, τότε το σύστηµα λειτουργεί αν υπάρχει τουλάχιστον µία µονάδα που λειτουργεί 

µεταξύ κάθε δύο µονάδων που έχουν αποτύχει. Το πλήθος τέτοιων συνδυασµών ανάµεσα σε 

µονάδες που λειτουργούν και σε µονάδες που έχουν αποτύχει (όπως έχουµε δει και 

παραπάνω), δίνεται από τον ακόλουθο τύπο  

j ]

)

2/)1[( +n

( jn −

]2/)1[( +n













 +−
=














+−
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jn
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jnj 1
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Ο παραπάνω τύπος δίνει το πλήθος των συνόλων λειτουργίας µε µέγεθος  του 

συνεχόµενου 2-από-τα-n συστήµατος, για 

( jn −

nj ,...,2,1,0= . Οι συντεταγµένες  του 

διανύσµατος  Α

jna −

Τ = (α0,α1,α2,...,αn) εκφράζουν την αναλογία των υποσυνόλων µεγέθους 

, τα οποία είναι σύνολα λειτουργίας για το σύστηµα. Με άλλα λόγια δηλώνουν το 

ποσοστό των συνόλων λειτουργίας, τα οποία περιέχουν )(

)( jn −

jn −  µονάδες που λειτουργούν για 

, δηλαδή     n,...,2j ,1,0=

=
+−

+−−
=
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−+−
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+−
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   Οι συντεταγµένες  δίνονται από τους ακόλουθους τύπους jna −

1
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)10(

0

0 =
+−

=
n

n
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1
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1

1
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=− n
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Συνεπώς οι συντεταγµένες της υπογραφής ενός συνεχόµενου 2-από-τα-n συστήµατος θα 

δίνονται από τον γενικό τύπο 
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 Εποµένως έχουµε τα ακόλουθα  
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Συνοψίζοντας η υπογραφή ενός συνεχόµενου 2-από-τα-n συστήµατος (για κάθε ) είναι 

το ακόλουθο διάνυσµα  
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ε. Σύστηµα k-από-τα-n:G (S(n,k):G, k-out-of-n: Good ) 

   Το σύστηµα αυτό λειτουργεί όταν λειτουργούν k µονάδες από τις n. Βρίσκει πολλές 

εφαρµογές, όπως για παράδειγµα κατά τη διάρκεια συγκεκριµένου σταδίου πτήσης ενός 

αεροπλάνου, όπου η λειτουργία τριών από τις 4 µηχανές του θα µπορούσε να µην είναι 

καταστροφική, αλλά η αποτυχία µίας ακόµη µηχανής να προκαλούσε την πτώση του 

αεροπλάνου. Ειδικές περιπτώσεις της δοµής αυτής είναι το σειριακό σύστηµα (για k=1 οπότε 
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λειτουργεί τουλάχιστον µία µονάδα) και το παράλληλο (για k=n οπότε λειτουργούν όλες οι 

µονάδες).  

   Τα ε.σ.λ. είναι τα όλα τα υποσύνολα του συνόλου (1,2,...,n) µε k στοιχεία, ενώ τα ε.σ.δ. 

είναι τα όλα τα υποσύνολα του συνόλου (1,2,...,n} µε n-k+1 στοιχεία, δηλαδή έχουµε  

P = {A:A }},...,2,1{ kAn =⊆ µε } και   C = {A:A }1},...,2,1{ +−= knAµεn⊆ } 

   Η συνάρτηση δοµής του συστήµατος k-από-τα-n δίνεται µε τη βοήθεια της Πρότασης 3 της 

Παραγράφου 3.2 από τον ακόλουθο τύπο  

φ(x  
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Το αποτέλεσµα αυτό είναι ισοδύναµο µε την έκφραση  

φ(x) =  
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Για παράδειγµα για το σύστηµα συνεχόµενο 2-από-τα-3 η συνάρτηση δοµής υπολογίζεται ως 

εξής 

φ(x) =(1-(1- ))1)(1(1))(1)( 3221 xxxx −−−− =  

 

32131232322121 ...))(( xxxxxxxxxxxxxx −+==−+−+= . 

   Η αξιοπιστία του συστήµατος k-από-τα-n δίνεται από τον τύπο 

((/ φER nk = =)X E {
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  Η αξιοπιστία του συστήµατος αυτού δεν είναι εύκολο να υπολογισθεί, ιδιαίτερα για µεγάλα 

n, k, αφού στη γενική περίπτωση εµφανίζεται ένα γινόµενο  όρων. Ωστόσο αν οι µονάδες 

του συστήµατος είναι ανεξάρτητες και όµοιες, τότε η αξιοπιστία γράφεται στη µορφή  









k
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όπου η τυχαία µεταβλητή Y  ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή b . ∑
=

=
n

j
jX

1

),( pn

   Η υπογραφή του συστήµατος k-από-τα-n θα υπολογισθεί ως εξής. 

   Το σύστηµα λειτουργεί αν λειτουργούν τουλάχιστον k από τις n µονάδες, ή ισοδύναµα 

αποτυγχάνει αν αποτύχουν τουλάχιστον (n-k+1) µονάδες. Συνεπώς η πιθανότητα ότι ο χρόνος 

ζωής του συστήµατος ταυτίζεται µε το χρόνο ζωής Χ(i) της i–διατεταγµένης µονάδας (ως προς 

τη σειρά αποτυχίας) για όλα τα i = 1,2,…,n-k  είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή  

kniγιαXTP i −=== ,...,2,1,0)( )( . 

   Πράγµατι όταν έχουν αποτύχει µέχρι και (n-k) µονάδες, τότε λειτουργούν τουλάχιστον k 

µονάδες, συνεπώς το σύστηµα λειτουργεί, οπότε οι (n-k) πρώτες συντεταγµένες της 

υπογραφής s του k-από-τα-n συστήµατος πρέπει να είναι όλες ίσες µε µηδέν. Επιπλέον η  

(n-k+1) συντεταγµένη της υπογραφής εκφράζει την πιθανότητα το σύστηµα να αποτύχει κατά 

την αποτυχία της (n-k+1) –οστής µονάδας, οπότε τότε το σύστηµα παύει να λειτουργεί καθώς 

µόνο (k-1) µονάδες του βρίσκονται σε λειτουργία και άρα  

1)( )1(1 === +−+− knkn XTPs . 

   Η πιθανότητα το σύστηµα να αποτύχει ταυτόχρονα µε την i–οστή µονάδα για όλα τα  

 i >n-k+1 είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή µε άλλα λόγια οι (k-1) τελευταίες συντεταγµένες του 

διανύσµατος της υπογραφής είναι µηδενικά. 

niknXTPs ii ≤<+−=== 1για,0)( )( . 

Τελικά η υπογραφή του k-από-τα-n συστήµατος δίνεται από τον ακόλουθο τύπο 

=t
nks / )0,...,0,0,1,0,...0,0(

1
321321

−− kkn

. 

Για παράδειγµα η υπογραφή του 2-από-τα-4 συστήµατος είναι ίση µε 

=ts 4/2 )0,1,0,0( , 

ενώ η υπογραφή του 3-από-τα-4 συστήµατος είναι ίση µε 
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=ts 4/3 )0,0,1,0( . 

ζ. Σειριακό-παράλληλο σύστηµα (SP, Series-Parallel system) 

   Ένα τέτοιο σύστηµα µε  n = 3 µονάδες λειτουργεί µόνο αν είναι δυνατή η µετάβαση από το 

Α στο Β µέσω µονάδων που λειτουργούν, όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.8.  

  
   Το σύστηµα λειτουργεί αν και µόνο αν λειτουργούν οι µονάδες 1 και 2 ή οι µονάδες 1 και 

3, ή ισοδύναµα το σύστηµα θα αποτύχει αν και µόνο αν αποτύχει η µονάδα 1, ή οι µονάδες 2 

και 3. Συνεπώς τα ε.σ.λ. είναι τα P1= {1,2} και P2= {1,3}, ενώ τα ε.σ.δ. είναι τα  

C1= {1} και C2= {2,3}.  

   Η συνάρτηση δοµής του σειριακού-παράλληλου συστήµατος δίνεται µε τη βοήθεια της 

Πρότασης 3 της Παραγράφου 3.2 από τον ακόλουθο τύπο  

φ(x) =1  ∏ ∏
= ∈

=−+=−−−−−=−−
2

1
32321321 )())1)(1(1))(1(1())1(

j Pi
i

j

xxxxxxxxx

3213121 xxxxxxx −+= . 

   Η αξιοπιστία του σειριακού-παράλληλου συστήµατος µε n=3 µονάδες υπολογίζεται ως εξής 

((φERSP = =))X =−+=












−−∏ ∏
= ∈

)()1(1 3212131

2

1
XXXXXXXEXE

j Pi
i

j

 

.)()()()()()()( 32121313212131 pppppppXEXEXEXEXEXEXE −+=−+=  

Ειδικά αν οι µονάδες είναι όµοιες και ανεξάρτητες, δηλαδή το σύστηµα είναι i.i.d τότε η 

συνάρτηση αξιοπιστίας παίρνει τη µορφή 

322 ppRSP −= . 

   Η υπογραφή του σειριακού-παράλληλου συστήµατος µε n=3 µονάδες θα υπολογισθεί ως 

εξής. 
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   Πρώτα από όλα θα καταγράψουµε όλες τις δυνατές µεταθέσεις των χρόνων ζωής των τριών 

µονάδων, προσδιορίζοντας παράλληλα σε κάθε περίπτωση το διατεταγµένο χρόνο που 

ταυτίζεται µε το χρόνο ζωής του συστήµατος. Αναλυτικά αυτά δίνονται στον ακόλουθο 

πίνακα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 
 

 

Σειρά χρόνων ζωής των µονάδων                    Χρόνος ζωής του συστήµατος 

 

        Χ1<Χ2<Χ3  Χ(1) 

  

                    Χ1<Χ3<Χ2                                                             Χ(1) 

  

                    Χ2<Χ1<Χ3                                                             Χ(2) 

  

                    Χ2<Χ3<Χ1                                                             Χ(2) 

  

                    Χ3<Χ1<Χ2                                                             Χ(2) 

  

                    Χ3<Χ2<Χ1                                                             Χ(2) 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

Συµπεραίνουµε ότι 

0,
3
2

6
4

!3
4,

3
1

6
2

!3
2

321 ======= sss  

δηλαδή η υπογραφή του συστήµατος είναι το ακόλουθο διάνυσµα 

)0,
3
2,

3
1(=t

SPs . 

η.  Απλά και έµµεσα συστήµατα πλειονότητας (Simple and indirect majority systems) 

   Τα συστήµατα πλειονότητας είναι ειδικές περιπτώσεις των k-από-τα-n συστηµάτων και 

εφαρµόζονται τόσο στον κλάδο της Αξιοπιστίας , όσο και στη Θεωρία Αποφάσεων. Ένα 

απλό (simple or direct) σύστηµα πλειονότητας (SM system) είναι ένα σύστηµα µε n µονάδες, 
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το οποίο λειτουργεί αν και µόνο αν η πλειονότητα των n µονάδων του λειτουργούν. Όταν το 

n είναι µονός αριθµός (έστω n = 2m+1), τότε η συνάρτηση αξιοπιστίας του συστήµατος 

δίνεται από τον ακόλουθο τύπο 

imi
m

mi
mmSM pp

i

m
pRR −+

+

+=
+ −













 +
=≡ ∑ 12

12

1
12/ )1(

12
)( . 

   Στην περίπτωση όπου το n είναι ζυγός αριθµός (έστω n = 2m) κάνουµε τη σύµβαση ότι το 

σύστηµα λειτουργεί αν είτε λειτουργούν περισσότερες από m µονάδες, είτε αν λειτουργούν 

ακριβώς m µονάδες και το «στρίψιµο» ενός «δίκαιου» νοµίσµατος προσδιορίζει την 

απόφαση. Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση αξιοπιστίας είναι ίση µε 

, οπότε χωρίς βλάβη της γενικότητας περιορίζουµε την προσοχή µας στην 

περίπτωση όπου το n είναι µονός αριθµός. 

)(12/ pR mm −

   Ο Marquis of Condorcet υπήρξε πρώιµος υποστηρικτής της χρήσης της Θεωρίας των 

Πιθανοτήτων και των συστηµάτων πλειονότητας σε πολιτικά και κοινωνικά ζητήµατα. Αυτό 

που υποστήριξε ήταν ότι υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες είναι προτιµότερο να 

εµπιστευτούµε για µία απόφαση µία οµάδα ατόµων µε µικρότερη επάρκεια (ικανότητα), παρά 

ένα µόνο άτοµο µε µεγαλύτερη ικανότητα. Το συµπέρασµα αυτό περιέχεται στο θεώρηµα 

που ακολουθεί. 

Θεώρηµα (Condorcet Jury Theorem) (Boland (1989))  

  Έστω n=2m+1 ο αριθµός των ατόµων σε ένα σώµα αποφάσεων ή ενόρκων και p η 

πιθανότητα ότι ένας ένορκος παίρνει τη σωστή απόφαση (ίδια η πιθανότητα αυτή για όλους 

τους ενόρκους). Αν  είναι η πιθανότητα ότι µια πλειονότητα ανεξάρτητων ενόρκων 

παίρνει τη σωστή απόφαση, τότε αν p>

)(12 pR m+

  

και  έχουµε 3≥n

2
1

             (α)  > p )(12 pR m+

             (β) Η συνάρτηση  είναι αύξουσα ως προς  p και ισχύει )(12 pR m+

12,1)(lim +==
∞→

mnpRnn
. 
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   Το θεώρηµα αυτό δίνει µια σηµαντική ιδιότητα για την αξιοπιστία των συστηµάτων 

πλειονότητας. Επιπλέον µια άλλη µορφή του θεωρήµατος Condorcet Jury (Boland, Proschan 

& Tong (1989)) δηλώνει ότι για  p>
2
1   και  ισχύει  3≥n

1)(limκαι)( /]2/)1[(/]2/)1[( =≥ +
∞→

+ pRppR nnnnn . 

   Ωστόσο το θεώρηµα αυτό βασίζεται στην υπόθεση της οµοιογένειας µέσα στο σύνολο των 

µονάδων (ενόρκων) αλλά και ότι οι µονάδες (ένορκοι) είναι ανεξάρτητες. Οι υποθέσεις αυτές 

είναι δύσκολο να ισχύουν στην πραγµατικότητα. Σε περίπτωση που υπάρχει συσχέτιση 

r∈  ανάµεσα στις 2m µονάδες του συστήµατος (X]1,0[ 1, X2,…, X2m) και την (2m+1)-οστή 

µονάδα του (Corr(Xi ,X2m+1)= r, για i=1,2,…,2m)  , ενώ ταυτόχρονα οι  X1, X2,…, X2m είναι 

ανεξάρτητες όταν αυτές λογίζονται ως προς την µονάδα Χ2m+1 (δηλαδή όταν η κατάσταση της  

µονάδας Χ2m+1 είναι δεδοµένη), τότε η αξιοπιστία µπορεί να δοθεί συναρτήσει της 

αξιοπιστίας των m-από-τα-2m και (m+1)-από-τα-2m συστηµάτων ως εξής  

)()1())1(()( 2/12/
* rppRpprpRppR mmmmSM −⋅−+−+⋅= +  

όπου p είναι η πιθανότητα ότι η i-µονάδα λειτουργεί για i=1,2,...,2m+1 και  

12,...,2,1),1( +=== miXPp i  

miprpXXP mi 2,...,2,1),1()11( 12 =−+=== +  

mirppXXP mi 2,...,2,1,)01( 12 =−=== +  

   Σε πολλές περιπτώσεις απαιτείται ένας πιο πολύπλοκος σχεδιασµός ( από αυτόν του απλού 

συστήµατος πλειονότητας) για να εφαρµοσθεί κάποιο σύστηµα πλειονότητας. Για 

παράδειγµα, έστω ότι έχουµε 15 µονάδες και αντί να εφαρµόσουµε ένα απλό σύστηµα 

πλειονότητας, διασπούµε τις 15 µονάδες σε 5 οµάδες ή υποσυστήµατα των 3 µονάδων το 

καθένα. Κάθε ένα από τα υποσυστήµατα θεωρείται ότι λειτουργεί αν η πλειονότητα των 

µονάδων τους λειτουργούν (εδώ αν λειτουργούν τουλάχιστον 2 µονάδες σε κάθε 

υποσύστηµα), ενώ ολόκληρο το σύστηµα λειτουργεί αν λειτουργεί η πλειονότητα των 

υποσυστηµάτων (εδώ αν λειτουργούν τουλάχιστον 3). Ένα τέτοιο σύστηµα λέγεται 35×  

έµµεσο (indirect) σύστηµα πλειονότητας, και το σύστηµα αυτό είναι δυνατόν να 
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λειτουργήσει µε µόνο 6 µονάδες του να λειτουργούν, ενώ αντίθετα είναι δυνατόν να 

λειτουργούν 9 µονάδες του και το σύστηµα να µην λειτουργεί. Γενικότερα για οποιουσδήποτε 

µονούς ακέραιους αριθµούς r,s ορίζουµε ένα r ×  s έµµεσο (indirect) σύστηµα πλειονότητας 

να είναι ένα σύστηµα, στο οποίο οι srn ⋅=  µονάδες έχουν διασπασθεί σε r οµάδες µεγέθους 

s και η λογική της πλειονότητας εφαρµόζεται τόσο µέσα σε κάθε ένα από τα υποσυστήµατα 

(within each group), όσο και µεταξύ των υποσυστηµάτων (between groups). Συνεπώς το 

σύστηµα αυτό λειτουργεί αν λειτουργούν τουλάχιστον 
2

1+s  µονάδες σε τουλάχιστον  
2

1+r    

υποσυστήµατα. Για παράδειγµα η εκλογή του προέδρου των Ηνωµένων Πολιτειών Αµερικής 

είναι µια απόφαση έµµεσης πλειονότητας, όπου στο ρόλο των υποσυστηµάτων βρίσκονται οι 

Πολιτείες της.  

srT ×

   Ο ακόλουθος πίνακας δίνει τις υπογραφές τόσο για το 35×  σύστηµα έµµεσης 

πλειονότητας, όσο και για το 3  σύστηµα. 5×

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4 
 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

  

                 5 ×  3                                             3 ×  5 

   i                si si 

   0                                                    0 5≤

    6           0,054                                             0,060 

    7           0,240 0,220 

    8           0,412                                             0,440 

    9           0,240                                             0,220 

   10          0,054                                             0,060 

11≥              0                                                    0 

   Παρατηρούµε ότι οι υπογραφές και των δύο συστηµάτων είναι συµµετρικές γύρω από το 8. 

Ο συγκεκριµένος τύπος συµµετρίας ισχύει γενικά για όλα τα r× s συστήµατα έµµεσης 

πλειονότητας, συµπέρασµα που δίνει η ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση. (Boland (2001))  Έστω  ο χρόνος ζωής ενός  n = r ×  s συστήµατος έµµεσης 

πλειονότητας. Τότε η υπογραφή st=(s1, s2,…, sn) του συστήµατος είναι συµµετρική γύρω από το  

)1(
2
1

+n . Αυτό σηµαίνει ότι ισχύει η σχέση 
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niγιαsXTPXTPs ininsrisri ,...,2,1,)()( 1)1()( ====== +−+−×× . 

Απόδειξη.  Έστω Κi το σύνολο των διατεταγµένων διανυσµάτων των µονάδων του 

συστήµατος, για τα οποία ο χρόνος ζωής του συστήµατος να ταυτίζεται µε τον i–οστό 

διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας, δηλαδή για τα οποία ισχύει T )(isr X=×  . Από τον ορισµό 

της υπογραφής (Ορισµός 2 της Παραγράφου 3.3) συµπεραίνουµε ότι για να αποδείξουµε το 

ζητούµενο αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει µία 1-1 αντιστοιχία ανάµεσα στα διανύσµατα των 

συνόλων Κi και Κn-i+1. Για το τελευταίο αρκεί να δείξουµε ότι ένα διατεταγµένο διάνυσµα 

ανήκει στο  Κi αν και µόνο αν το αντίστροφο του ίδιου διανύσµατος ανήκει στο  Κn-i+1. 

   Έστω Χt=(X1,…, Xn) το διάνυσµα των χρόνων ζωής των µονάδων του συστήµατος. Για 

κάθε µετάθεση π των 1,2,...,n , το διάνυσµα (cπ(1),...,cπ(n)) είναι στοιχείο του Κi αν και µόνο αν 

=XsrT × (i)=Xπ(i). Ωστόσο αυτό σηµαίνει ότι όταν ακριβώς οι (i-1) µονάδες  (cπ(1),...,cπ(i-1)) έχουν 

αποτύχει, τότε ανάµεσα στα r υποσυστήµατα θα πρέπει να έχουµε τα εξής 

(i) )1(
2
1

−r  υποσυστήµατα στα οποία τουλάχιστον )1(
2
1

+s  µονάδες έχουν αποτύχει, 

(ii) )1(
2
1

−r  υποσυστήµατα στα οποία λιγότερα από  )1(
2
1

+s  µονάδες έχουν αποτύχει, 

(iii) ένα υποσύστηµα (το οποίο περιέχει τη µονάδα cπ(i) ) στο οποίο ακριβώς )1(
2
1

−s έχουν 

αποτύχει.  

   Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι αν ακριβώς (n-i) µονάδες (cπ(n),...,cπ(i+1)) έχουν 

αποτύχει, τότε έχουµε τα εξής 

(i) )1(
2
1

−r  υποσυστήµατα στα οποία λιγότερα από  )1(
2
1

+s  µονάδες έχουν αποτύχει, 

(ii) )1(
2
1

−r  υποσυστήµατα στα οποία τουλάχιστον   )1(
2
1

+s  µονάδες έχουν αποτύχει, 

(iii) ένα υποσύστηµα (το οποίο περιέχει τη µονάδα cπ(i) ) στο οποίο ακριβώς )1(
2
1

−s έχουν 

αποτύχει.  

   Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι η διάταξη των χρόνων ζωής Χπ(n)<Χπ(n-1)<...<Χπ(1)  

 121



 3.4 Η υπογραφή γνωστών συστηµάτων 
 

αντιστοιχεί σε µια διάταξη, όπου )1( +−× = insr XT  ή ισοδύναµα ότι το  (cπ(n),...,cπ(i+1)) είναι 

διάνυσµα που ανήκει στο σύνολο Κn-i+1, και αυτό εκφράζει ακριβώς την ιδιότητα της 

συµµετρίας της υπογραφής, που ήταν και το ζητούµενο.   

θ.  Συστήµατα µε περίσσεια σε επίπεδο µονάδων ή συστήµατος  

   Όταν ένα σύστηµα µε n µονάδες (Χ1,...,Χn) σχεδιάζεται µε περίσσεια µονάδων (system with 

redundancy at component  level), αυτό σηµαίνει ότι για κάθε µία  µονάδα Χi από τις n αρχικές 

υπάρχει µία εφεδρική Xi
*, η οποία συνδέεται παράλληλα µε την αρχική Χi , για όλα τα 

i=1,2,...,n. Το ακόλουθο σχήµα δίνει την εικόνα ενός k-από-τα-n συστήµατος µε περίσσεια σε 

επίπεδο µονάδων. 

ΣΧΗΜΑ 3.9 

     

Όταν ένα σύστηµα µε n µονάδες (Χ1,...,Χn) σχεδιάζεται µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος 

(system with redundancy at system  level), αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν εφεδρικές Xi
* µονάδες 

(για όλα τα i=1,2,..,n) που σχηµατίζουν ένα εφεδρικό σύστηµα, το οποίο συνδέεται 

παράλληλα µε το αρχικό. Το ακόλουθο σχήµα δίνει την εικόνα ενός k-από-τα-n συστήµατος 

µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος. 
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Πρόταση. Για το k-από-τα-n σύστηµα µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος η υπογραφή 

st=(s1,…,s2n) υπολογίζεται ως εξής 

 Για •  niknκαιkni 212222 ≤<+−+−<≤1   ισχύει  

si = 0. 

  Για    ισχύει  • 1,...,1,0 −= kr
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rk

n
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n

s rkn
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12

11
1

222 . 

Απόδειξη. Για δίνουµε µια συνδυαστική απόδειξη που ισχύει για µια 

αναλογία, η οποία έχει σχηµατισθεί από 

1,...,1,0 −= kr
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(i) το πλήθος των µεταθέσεων των 2n αποτυχιών των µονάδων για τις οποίες το 

σύστηµα αποτυγχάνει κατά την (2n-2k+2+r)-οστή αποτυχία, και  

(ii)  το πλήθος όλων των πιθανών µεταθέσεων (που είναι (2n)!). 

   Αφού η αποτυχία του συστήµατος είναι πιθανή, µόνο αν τουλάχιστον (n-k+1) αποτυχίες 

συµβούν ανάµεσα στις αρχικές και στις εφεδρικές µονάδες, είναι προφανές ότι si = 0 για  

 . Επιπλέον ο µέγιστος αριθµός πιθανών αποτυχιών που µπορεί να συµβούν 

χωρίς να προκαλέσουν αποτυχία του συστήµατος είναι 2n-k. (για παράδειγµα n-k αρχικές 

µονάδες και k εφεδρικές µονάδες). Συνεπώς είναι ξεκάθαρο ότι  s

2221 +−≤≤ kni

i = 0 για . nikn 212 ≤≤+−

   Τώρα θεωρούµε τις µεταθέσεις για τις οποίες η (2n-2k+2+r)-οστή αποτυχία είναι µοιραία 

για το σύστηµα. Το πλήθος τέτοιων µεταθέσεων είναι το γινόµενο των παρακάτω 

παραγόντων: υπάρχουν 2 τρόποι για να επιλέξουµε το «σύνολο #1», δηλαδή εκείνο το 

σύνολο των µονάδων από το οποίο θα προέλθει η αποτυχία της µονάδας που θα είναι µοιραία 

γα το σύστηµα. Υπάρχουν   τρόποι για να επιλεγούν οι (n-k+1) µονάδες που 

αποτυγχάνουν  από τις n µονάδες που υπάρχουν στο «σύνολο #1», υπάρχουν  
   

τρόποι για να επιλεγούν οι (n-k+1+r) µονάδες που αποτυγχάνουν από τις n µονάδες που 

υπάρχουν στο «σύνολο #2» πριν την αποτυχία του συστήµατος, υπάρχουν  (n-k+1)  τρόποι 

για να επιλεγούν οι µονάδες που αποτυγχάνουν και είναι µοιραίες για το σύστηµα, υπάρχουν 

(2n-2k+1+r)! µεταθέσεις των (2n-2k+1+r) αποτυχιών των µονάδων που αποτυγχάνουν πριν 

την αποτυχία του συστήµατος και τέλος υπάρχουν (2k-r+2)! µεταθέσεις των εναποµείναντων 

(υποθετικών) αποτυχιών που συµβαίνουν µετά από την αποτυχία του συστήµατος. Είναι 

εύκολο να αποδειχθεί ότι το γινόµενο όλων των παραπάνω, διαιρούµενο µε την ποσότητα 

(2n)!, δίνει την έκφραση για τις συντεταγµένες s
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Παράδειγµα. Θεωρούµε το 3-από-τα-5 σύστηµα µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος και 

συµβολίζουµε µε st=(s1,…,s10) την υπογραφή του. Τότε, µε τη βοήθεια της προηγούµενης 

Πρότασης, υπολογίζουµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος της υπογραφής. 

   Για 1  και για  ισχύει ότι 6<≤ i 108 ≤< i

 0=is  

και για 2  έχουµε ,1,0=r
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Συνεπώς η υπογραφή του 3-από-τα-5 συστήµατος µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος είναι 

η εξής  

st= ).0,0,
6
1

,
84
30

,
126
60

,0,0,0,0,0(  

 Πρόταση. Για το k-από-τα-n σύστηµα µε περίσσεια σε επίπεδο µονάδων η υπογραφή  

st=(s1,…, s2n) υπολογίζεται ως εξής 

  Για  1   ισχύει ότι • niknκαιkni 212222 ≤<+−+−<≤

si = 0. 

  Για    ισχύει  • 1,...,1,0 −= kr















−−

−

⋅












 −








−
−

=++−

rk

n

r

k

k
n

s

r

rkn

22

12

2
1

1
1

222 . 

 

   Η απόδειξη παραλείπεται. (ο αναγνώστης παραπέµπεται στην απόδειξη για την υπογραφή 

του k-από-τα-n συστήµατος µε περίσσεια σε επίπεδο συστήµατος, που δόθηκε 

προηγουµένως). 

Παράδειγµα. Θεωρούµε το 3-από-τα-5 σύστηµα µε περίσσεια σε επίπεδο µονάδων και 

συµβολίζουµε µε st=(s1,…,s10) την υπογραφή του. Τότε, µε τη βοήθεια της προηγούµενης 

Πρότασης, υπολογίζουµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος της υπογραφής. 

Για 1  και για 6<≤ i 108 ≤< i  ισχύει ότι 0=is  

και για 2  έχουµε  ,1,0=r
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Συνεπώς η υπογραφή του 3-από-τα-5 συστήµατος µε περίσσεια σε επίπεδο µονάδων είναι η 

εξής  

st= ).0,0,
6
4

,
84
24

,
126

6
,0,0,0,0,0(  

 

3.5 Υπολογισµός της συνάρτησης αξιοπιστίας ενός συστήµατος µέσω της υπογραφής  

   Η υπογραφή ενός µονότονου συστήµατος µπορεί να βοηθήσει στον υπολογισµό της 

συνάρτησης αξιοπιστίας του (Boland, Samaniego & Verstup (2001)). Αρχικά θεωρούµε τις 

συντεταγµένες si  της υπογραφής του συστήµατος. Τότε, για ένα σύστηµα που αποτελείται 

από n όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες µε αξιοπιστία p, ορίζουµε το διάνυσµα d, οι 

συντεταγµένες του οποίου δίνονται συναρτήσει των si  από τον ακόλουθο τύπο  
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Οι συντεταγµένες dr ονοµάζονται dominations και ικανοποιούν τις σχέσεις 
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Προσδιορίζοντας τις συντεταγµένες dr από τον παραπάνω τύπο, στη συνέχεια µπορούµε να 

υπολογίσουµε την αξιοπιστία )  του συστήµατος ως εξής ( pR

∑
=

=
n

r

r
r pdpR

1
)( .

 

Για παράδειγµα ας θεωρήσουµε το συνεχόµενο 2-από-τα-5 σύστηµα, η υπογραφή του οποίου 

δίνεται από τον τύπο  

st= )0,
10
1,

10
5,

10
4,0( . 

Αρχικά υπολογίζουµε τους συντελεστές dr, όπως φαίνεται παρακάτω.  

∑ ∑
= −=

− =−







−
−









=

1

1

5

6

1
1 0)1(

1
55

}{
j ji

j
i j

j
j

sd , 

∑ ∑
= −=

− =−⋅







⋅







⋅+=−








−
−









=

2

1

0
5

6

2
2 1)1(

0
3

2
5

10
1

0)1(
2
55

}{
j ji

j
i j

j
j

sd , 

∑ ∑
= −=

− =+−=−⋅







⋅







⋅+−⋅








⋅







⋅+=−








−
−









=

3

1

0
5

6

13
3 363)1(

0
2

3
5

10
6

)1(
1
3

2
5

10
1

0)1(
3
55

}{
j ji

j
i j

j
j

sd , 

∑ ∑
= −=

− 







⋅







⋅+−⋅








⋅







⋅+−⋅








⋅







⋅+=−








−
−









=

4

1

1
5

6

24
4 0

1
4
5

10
10

)1(
1
2

3
5

10
6

)1(
2
3

2
5

10
1

0)1(
4
55

}{
j ji

j
i j

j
j

sd = 

45123 −=+−=  , 

∑ ∑
= −=

− +







⋅







⋅−−⋅








⋅







⋅+−⋅








⋅







⋅+=−








−
−









=

5

1

2
5

6

35
5 1

1
4
5

10
10

)1(
2
2

3
5

10
6

)1(
3
3

2
5

10
1

0)1(
5
55

}{
j ji

j
i j

j
j

sd  

115611510
10
6

10
10
1

0
0

5
5

10
10

=+−+−=+−⋅+⋅−=







⋅







⋅+ . 

Στη συνέχεια προσδιορίζουµε την αξιοπιστία του συνεχόµενου 2-από-τα-5 συστήµατος  
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3.6  Σύγκριση συστηµάτων µε χρήση της υπογραφής 

   Όπως θα γίνει αντιληπτό στη συνέχεια, µία βασική χρήση της υπογραφής είναι στη 

σύγκριση δύο ή περισσοτέρων συστηµάτων. Είναι συχνά πιθανό να µπορούµε να κρίνουµε 

ένα σύστηµα σαν καλύτερο από ένα άλλο µε µια απλή παρατήρηση των υπογραφών τους. Για 

παράδειγµα ένα σύστηµα 2-από-τα-4 έχει υπογραφή (όπως έχουµε δει και παραπάνω) 

, ενώ ένα σύστηµα 3-από-τα-4 έχει υπογραφή .Συνεπώς οι 

δύο υπογραφές είναι ικανές να ποσοτικοποιήσουν το γεγονός ότι ένα σύστηµα 2-από-τα-4 

είναι καλύτερο από ένα σύστηµα 3-από-τα-4, το οποίο έχει τις ίδιες µονάδες µε το πρώτο.  

Πράγµατι αυτό είναι εµφανές, καθώς, σύµφωνα µε τα δύο διανύσµατα  και  , ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος 2-από-τα-4 ταυτίζεται, µε πιθανότητα 1, µε το δεύτερο 

διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας του συστήµατος, ενώ ο χρόνος ζωής του συστήµατος 2-

από-τα-4 ταυτίζεται,  µε πιθανότητα 1, µε τον τρίτο διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας του, 

άρα το σύστηµα 3-από-τα- 4 τείνει να διαρκέσει περισσότερο από το σύστηµα 2-από-τα-4  .  

)0,1,0,0(4/2 =ts )0,0,1,0(4/3 =ts

ts 4/2
ts 4/3

   Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε πως διάφορες στοχαστικές συγκρίσεις µεταξύ 

συστηµάτων είναι δυνατόν να θεµελιωθούν µε τη βοήθεια της σύγκρισης των υπογραφών των 

δύο συστηµάτων. Η ιδέα της στοχαστικής διάταξης  είναι ένα χρήσιµο εργαλείο στη 

σύγκριση χρόνων ζωής συστηµάτων. Υπάρχουν αρκετοί τύποι στοχαστικής σχέσης, ωστόσο  

εµείς θα περιοριστούµε στη συνήθη στοχαστική διάταξη, στη διάταξη µε βάση τη βαθµίδα 

αποτυχίας (hazard rate ordering) και τη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας (likelihood ratio 

ordering), οι ορισµοί των οποίων δίνονται παρακάτω.  

Ορισµός 1. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίοι χρόνοι ζωής (ή πιο γενικά δύο τυχαίες µεταβλητές), τότε 

λέµε ότι ο χρόνος Τ2 είναι µεγαλύτερος από τον Τ1 στη συνήθη στοχαστική διάταξη (συµβολικά 

) αν ισχύει η σχέση 21 TT st≤

)()( 21 tFtF TT ≤  για όλα τα t. 

   Πιο απλά η συγκεκριµένη διάταξη σηµαίνει ότι, για κάθε t, ο χρόνος Τ2 είναι πιο πιθανόν να 

υπερβεί την τιµή t από τον Τ1.        

   Ορισµός 2. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίοι χρόνοι ζωής (ή πιο γενικά δύο τυχαίες µεταβλητές), 

τότε λέµε ότι ο χρόνος Τ2 είναι µεγαλύτερος από τον Τ1 στη διάταξη βαθµίδας αποτυχίας 

(συµβολικά T ) αν ισχύει η σχέση  21 Thr≤
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ttFtF TT ↑)(/)( 12  για όλα τα t. 

(δηλαδή αν η συνάρτηση )(/)( 12 tFtF TT  είναι αύξουσα ως προς t.) 

Ο ορισµός της διάταξης αυτής είναι ισοδύναµος µε την ακόλουθη ανίσωση  

.0,},{}{ 2122 ≥∀>>−≥>>− xtxTtxTPxTtxTP  

   Συνεπώς διαισθητικά η διάταξη βαθµίδας αποτυχίας σηµαίνει ότι ο υπολειπόµενος χρόνος 

ζωής του Τ2 είναι στοχαστικά µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο υπολειπόµενο χρόνο ζωής του 

Τ1, δεδοµένου ότι έχουν και οι δύο επιβιώσει µέχρι τη χρονική στιγµή t (Boland & El-

Neweihi  (1995)).   

  Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η στοχαστική διάταξη αναφέρεται σε δύο καινούριες 

µονάδες µε χρόνους ζωής  Τ1 και Τ2, ενώ η διάταξη βαθµίδας αποτυχίας σε χρόνους ζωής 

µονάδων µε οποιαδήποτε ηλικία.     

Ορισµός 3. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίοι χρόνοι ζωής (ή πιο γενικά δύο τυχαίες µεταβλητές), τότε 

λέµε ότι ο χρόνος Τ2 είναι µεγαλύτερος από τον Τ1 στη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας 

(συµβολικά T ) αν ισχύει η σχέση  21 Tlr≤

ttftf TT ↑)(/)(
12

 για όλα τα t. 

(δηλαδή αν η συνάρτηση  είναι αύξουσα ως προς t). )(/)(
12

tftf TT

   Από τον ορισµό αυτό έχουµε ότι αν T 21 Tlr≤ , τότε η πιθανότητα 

)( 2 ttTtP ∆+≤≤ , 

η οποία είναι ανάλογη ως προς τη συνάρτηση πυκνότητας ) , αυξάνεται µε µεγαλύτερο 

ρυθµό έναντι της πιθανότητας  

(
2

tfT

)( 1 ttTtP ∆+≤≤ , 

η οποία είναι ανάλογη ως προς τη συνάρτηση πυκνότητας ) , για το ίδιο πλάτος ∆t. (
1

tfT

   Για τους τρεις παραπάνω τύπους διάταξης ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές 

⇒≤ 21 TT st ⇒≤ 21 TT hr 21 TT lr≤ . 

   Μολονότι η υπογραφή ενός µονότονου συστήµατος st=(s1,…sn) είναι ένα διάνυσµα 

πιθανότητας, το οποίο είναι συνάρτηση του σχεδιασµού του συστήµατος, µπορούµε να 

εισάγουµε στοχαστικές διατάξεις για δύο υπογραφές. Οι ακόλουθοι ορισµοί που αναφέρονται 
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σε διάταξη υπογραφών δίνονται σε αντιστοιχία µε τους παραπάνω τρεις ορισµούς για διάταξη 

τυχαίων χρόνων ζωής. 

  Ορισµός 1΄. Αν s1, s2 είναι οι υπογραφές δύο συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η 

υπογραφή s2 είναι µεγαλύτερη από τη s1 στη συνήθη στοχαστική διάταξη (συµβολικά ) 

αν ισχύει η σχέση 

21 ss st≤

∑∑
==

≤
n

ij
j

n

ij
j ss 21  για όλα τα  i=1,2,…n. 

   Ορισµός 2΄. Αν s1, s2 είναι οι υπογραφές δύο συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η 

υπογραφή s2 είναι µεγαλύτερη από τη s1 στη διάταξη βαθµίδας αποτυχίας (συµβολικά ) 

αν ισχύει η σχέση 

21 ss hr≤

iss
n

ij
j

n

ij
j ↑∑∑

==
12 /  για όλα τα  i=1,2,…n. 

(δηλαδή αν η συνάρτηση  είναι αύξουσα ως προς i ) ∑∑
==

n

ij
j

n

ij
j ss 12 /

Ορισµός 3΄. Αν s1, s2 είναι οι υπογραφές δύο συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η 

υπογραφή s2 είναι µεγαλύτερη από τη s1 στη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας (συµβολικά 

) αν ισχύει η σχέση 21 ss lr≤

iss ii ↑12 /  για όλα τα  i=1,2,…n. 

(δηλαδή αν η συνάρτηση  είναι αύξουσα ως προς i) ii ss 12 /

   Η σχέση ανάµεσα σε δύο στοχαστικά διατεταγµένες υπογραφές συστηµάτων και τους 

αντίστοιχους χρόνους ζωής τους, τεκµηριώνεται µε τα ακόλουθα θεωρήµατα. 

 

Θεώρηµα 1. (Kochar, Mukerjee & Samaniego (1999)) Έστω s1, s2 οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες και Τ1, Τ2 οι αντίστοιχοι χρόνοι ζωής τους. Τότε  

21 ss st≤  ⇒ 21 TT st≤  
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Απόδειξη.  Από την Πρόταση 1 της Παραγράφου 3.2 έχουµε διαδοχικά ότι 
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∆εδοµένου ότι  έχουµε 21 ss st≤
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που είναι ισοδύναµο µε τη διάταξη T 21 Tst≤  . 

   Για την απόδειξη του θεωρήµατος, που θα δώσουµε στη συνέχεια, χρειαζόµαστε το 

ακόλουθο Λήµµα  (Joag-dev, Kochar & Proschan (1995)). 

Λήµµα. Έστω α, β δύο πραγµατικές συναρτήσεις τέτοιες ώστε η β να είναι µη αρνητική και οι 

α/β και β να είναι αύξουσες. Αν   και 2 21 XX st,1,~ =iFX ii ≤  τότε 

∫
∫

∫
∫

∞

∞−

∞

∞−
∞

∞−

∞

∞− ≤
)()(

)()(

)()(

)()(

2

2

1

1

xdFx

xdFxa

xdFx

xdFxa

ββ
. 

Θεώρηµα 2. (Kochar, Mukerjee & Samaniego (1999)) Έστω s1, s2 οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες και Τ1, Τ2 οι αντίστοιχοι χρόνοι ζωής τους. Τότε 

21 ss hr≤  ⇒ 21 TT hr≤ . 

Απόδειξη. Η συνάρτηση αξιοπιστίας για το χρόνο ζωής Τ1 έχει τη µορφή 

P(T1>t)=∑ >
i

ii tXPs )( )(1 . 

Θα αποδείξουµε ότι 
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   Ορίζοντας )()(),()( 1)(2)( tXPitXPia ii >=>= β  και  τη διακριτή κατανοµή sjF j, j=1,2 

και χρησιµοποιώντας το προηγούµενο Λήµµα, έχουµε ότι ο λόγος 
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είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς i. Πράγµατι ισχύει 

21
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tXP
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tXP
tXP

i

i

i

i ≤∀
>

>
≥

>

>
⇔ ++  

δηλαδή  

)(
)(

)(

)1(

tF
tF

i

i+  είναι αύξουσα συνάρτηση του t. 

   Η τελευταία ισοδυναµία προκύπτει από το γεγονός ότι ισχύει  (το τελευταίο  

αποτέλεσµα προκύπτει επειδή τα Χ

)()1( ihri XX ≥+

i είναι ανεξάρτητα). Επιπλέον η συνάρτηση 

είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς i, αφού και τα  Χ)()( )( tXPiβ i >= (i) είναι στοχαστικά 

διατεταγµένα. Συνεπώς το ζητούµενο αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα µε τη βοήθεια του 

Λήµµατος υπό την υπόθεση ότι  . 21 ss hr≤

 

Θεώρηµα 3. (Kochar, Mukerjee & Samaniego (1999)) Έστω s1, s2 οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες και Τ1, Τ2 οι αντίστοιχοι χρόνοι ζωής τους. Τότε 
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21 ss lr≤  ⇒ 21 TT lr≤  

Απόδειξη.  Για j=1,2 έχουµε για το χρόνο Τj  

∑
=

>=
n

i
ijij tXPstF

1
)( )()(  

και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα δίνεται από τον τύπο  

∑
=

=
n

i
ijij tfstf

1
)( )()( . 

   Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό c η συνάρτηση 

∑ ∑∑
= ==

⋅−=−=
n

i

n

i
iii

n

i
iiii tfscstfsctfstg

1 1
)(12

1
)(1)(2 )(][)()()(  

 

έχει το πολύ µία αλλαγή προσήµου από αρνητικό σε θετικό, µε το t να κυµαίνεται από 0 έως 

 . Αφού  , ο λόγος  είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς i, και αυτό έχει σαν 

συνέπεια η ακολουθία  να έχει το πολύ µία αλλαγή προσήµου από αρνητικό σε 

θετικό, µε το i να κυµαίνεται από 1 έως n. Μιας και στη i.i.d. περίπτωση,  

∞ 21 ss lr≤ ii ss 12 /

}ics1{ is2 −

iXX ilri ∀<− ,)()1( , 

έχουµε ότι η )  είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς t. Αυτό σηµαίνει ότι η 

συνάρτηση ) είναι ολικά θετική τάξης 2 (Totally Positive of order 2, TP

()1( ti−/) f()( tf i

()( tf i 2) για (i,t), και 

άρα από γνωστή ιδιότητα των TP2 συναρτήσεων (Karlin (1968)) έχουµε ότι η συνάρτηση g(t) 

έχει  το πολύ µία αλλαγή προσήµου από αρνητικό σε θετικό, µε το t να αυξάνει από ∞−  έως 

. Το τελευταίο συµπέρασµα ολοκληρώνει την απόδειξη.                ∞

                      

   Τα παραπάνω αποτελέσµατα δείχνουν ότι η υπογραφή ενός µονότονου συστήµατος έχει 

άµεση επίδραση στο χρόνο ζωής του. Για τους τρεις τύπους διάταξης δύο υπογραφών  

ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές (Shaked & Shanthikumar (1994)). 

⇒≤ 21 ss lr ⇒≤ 21 ss hr 21 ss st≤ . 

   Στη συνέχεια δίνονται παραδείγµατα συστηµάτων, οι υπογραφές των οποίων ικανοποιούν 

κάποιες αλλά όχι όλες τις παραπάνω σχέσεις διάταξης. 

•  Θεωρούµε δύο συστήµατα, ο σχεδιασµός των οποίων φαίνεται στο σχήµα 3.11. 
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   Για τις υπογραφές των παραπάνω συστηµάτων έχουµε  

)
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6
1,0(),

4
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4
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2
1,0( 21 == tt ss  

και συµπεραίνουµε ότι 

21 ss st≤ . 

Ωστόσο για τη διάταξη κατά βαθµίδα αποτυχίας ισχύουν τα ακόλουθα  
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συνεπώς η συνάρτηση 
∑

∑

=

=

4

1

4

2

ij
j

ij
j

s

s
 δεν είναι αύξουσα ως προς i και από τον Ορισµό 2′  

συµπεραίνουµε ότι 

21 ss hr≤/ . 

   Επιπλέον για τη διάταξη λόγου πιθανοφάνειας ισχύουν τα παρακάτω   

3

6
1
2
1

2
12

22 ==χουµε=για
s
sέi , 

7
3

12
7
4
1

3
13

23 ==χουµε=για
s
s

έi , 

1

4
1
4
1

4
14

24 ==χουµε=για
s
sέi . 

Συνεπώς η συνάρτηση 
i

i

s
s

1

2  δεν είναι αύξουσα ως προς i και από τον Ορισµό 3′  

συµπεραίνουµε  

21 ss lr≤/ . 

•  Θεωρούµε δύο άλλα συστήµατα, ο σχεδιασµός των οποίων φαίνεται στο σχήµα 3.12. 
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   Για τις υπογραφές των παραπάνω συστηµάτων έχουµε 

)0,
2
1,

4
1,

4
1(),0,

6
1,

12
7,

4
1( 43 == tt ss  

και συµπεραίνουµε ότι 

4343 , ssss hrst ≤≤ . 

Ωστόσο για τη διάταξη λόγου πιθανοφάνειας ισχύουν τα παρακάτω 

1

4
1
4
1

1
41

31 ==χουµε=για
s
s

έi , 

3
7

4
1

12
7

2
42

32 ==χουµε=για
s
s

έi , 

3
1
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6
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3
43

33 ==χουµε=για
s
s

έi . 

Συνεπώς η συνάρτηση 
i

i

s
s

4

3  δεν είναι αύξουσα ως προς i και από τον Ορισµό 3′  

συµπεραίνουµε  

43 ss lr≤/ . 

   Στη συνέχεια θα δούµε τη σύγκριση µεταξύ των χρόνων ζωής συστηµάτων µε περίσσεια 

συστήµατος και µονάδων, η οποία υλοποιείται µε τη  χρήση των αντίστοιχων υπογραφών 

τους. Το ακόλουθο θεώρηµα συνοψίζει το ζητούµενο συµπέρασµα. 

 

Θεώρηµα. Έστω Τ1 ο χρόνος ζωής ενός συστήµατος k-από-τα-n µε περίσσεια συστήµατος και 

Τ2 ο χρόνος ζωής ενός k-από-τα-n  συστήµατος µε περίσσεια µονάδων µε 1 . Τότε ισχύει nk ≤≤

21 TT lr≤ . 

 137



 3.6 Σύγκριση συστηµάτων µε χρήση της υπογραφής  
 

Απόδειξη. Για  έχουµε  1,...,1,0 −= kr
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Ωστόσο η συνάρτηση p(r) είναι ανάλογη ως προς τη συνάρτηση 

!
2)!1()(

r
rknrt

r++−
= . 

Το γεγονός ότι η p(r) είναι αύξουσα ως προς r δηλώνεται από το γεγονός ότι η ανισότητα 

1
)(

)1(
≥

+
rt

rt  ισχύει για όλα τα ∆εδοµένης της µονοτονίας της συνάρτησης p εξάγεται το 

συµπέρασµα ότι T . 

.0≥r

21 Tlr≤

   Στη συνέχεια θα τεκµηριώσουµε τη σύγκριση του συστήµατος άµεσης πλειονότητας µε το 

σύστηµα έµεσης πλειονότητας, η οποία υλοποιείται µε τη βοήθεια των υπογραφών τους. 

       

Θεώρηµα. Έστω nnT 2/)1( +  και οι χρόνοι ζωής του απλού και έµµεσου i.i.d. συστήµατος 

πλειονότητας αντίστοιχα, όπου 

srT ×

srn ×=  µε τα r,s να είναι περιττοί ακέραιοι. Αν η συνάρτηση 

είναι µια κυρτή συνάρτηση του i=1,2,...,n για κάθε ακέραιο , τότε )()( ][
l
il XEig = 1≥l

).2 n()( (
l
n

l
rxs TETE +≥ /)1  Συγκεκριµένα αν είναι µια κυρτή συνάρτηση του i, τότε )( ][iXE

)()( 2/)1( nnsr TETE +× ≥ . 

Απόδειξη. Από τη σχέση  

∑
=

>=>
n

i
ii tXPstTP

1
)( )()(  

είναι φανερό ότι ο χρόνος ζωής Τ ενός µονότονου συστήµατος µπορεί να αντιµετωπισθεί σαν 

µίξη κατανοµών των διατεταγµένων παρατηρήσεων Χ(1), Χ(2),..., Χ(n) . Συνεπώς για κάθε 

χρόνο ζωής Τ και για κάθε θετικό ακέραιο l έχουµε 
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