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Περίληψη 

 

Η διαχείριση των αποθεµάτων στις επιχειρήσεις αποτελεί ένα πολύ 

σηµαντικό παράγοντα που επηρεάζει την λειτουργία τους. Στόχος είναι η 

επιλογή του µεγέθους της παραγγελίας καθώς και η συχνότητα αυτής. Ο 

στόχος αυτός εξασφαλίζει στην επιχείρηση την απαιτούµενη επάρκεια 

αποθεµάτων για την εύρυθµη λειτουργία της. Μεγάλο όφελος από αυτή την 

επιλογή είναι η ελαχιστοποίηση παραγόντων κόστους που σχετίζονται µε τα 

αποθέµατα. Τέτοια κόστη είναι το κόστος παραγγελίας και το κόστος 

αποθήκευσης.  

Στη διατριβή αυτή παρουσιάζονται µοντέλα αποτίµησης αποθεµάτων. 

Γίνεται αναφορά στην θεωρητική απόδειξη τόσο των ντετερµινιστικών όσο και 

των στοχαστικών µοντέλων αποτίµησης αποθεµάτων. Τα µοντέλα αυτά 

δηµιουργήθηκαν µε σκοπό την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης µέσου 

κόστους. Τα ντετερµινιστικά µοντέλα ενώ δεν ισχύουν στον πραγµατικό 

κόσµο, δίνουν πολύτιµα συµπεράσµατα. Τα στοχαστικά µοντέλα δίνουν την 

δυνατότητα ελαχιστοποίησης της συνάρτησης κόστους σε συνθήκες 

αβεβαιότητας. Τέλος στη διατριβή γίνεται αποτίµηση των βέλτιστων τιµών των 

µοντέλων µέσω της γλώσσας προγραµµατισµού Matlab καθώς και 

αριθµητικές εφαρµογές.       

 

Λέξεις Κλειδιά: ∆ιαχείριση αποθεµάτων, Συνάρτηση Μέσου Κόστους, 

Στοχαστική Ζήτηση, Ελλείψεις, Μοντέλα Αποτίµησης  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Η διαχείριση των αποθεµάτων αποτελεί µια σηµαντική ευθύνη για τη 

διοίκηση ενός παραγωγικού συστήµατος. Ως «απόθεµα» ορίζεται η ποσότητα 

οποιουδήποτε οικονοµικού αγαθού, υλικού ή όχι, εισάγεται στο σύστηµα και 

υπερβαίνει την ποσότητα του αγαθού αυτού που εξάγεται από το σύστηµα. Η 

δηµιουργία αποθεµάτων µπορεί είτε να είναι σχεδιασµένη εκ των προτέρων 

µε σκοπό να εξοµαλύνει τις παρουσιαζόµενες διαφορές µεταξύ της 

προσφοράς και της ζήτησης του αγαθού είτε συνέπεια διαφόρων παραγόντων 

όπως κακός προγραµµατισµός ή έκτακτα φαινόµενα. Η αναγκαιότητα 

ύπαρξης του αποθέµατος οφείλεται κυρίως στην αβεβαιότητα αναφορικά µε 

την προσφορά και τη ζήτηση του αγαθού για την κάλυψη των εκάστοτε 

αναγκών. 

 Ο έλεγχος των αποθεµάτων (inventory control) είναι απαραίτητη τεχνική 

που στηρίζεται σ’ επιστηµονικές βάσεις µε σκοπό να παρακολουθεί την 

αποθηκευµένη ποσότητα του αγαθού και να λαµβάνει όταν απαιτείται σχετικές 

αποφάσεις, όπως πότε και σε τι ποσότητα θα πρέπει να παραγγελθεί το 

υλικό. Ως «σύστηµα διαχείρισης αποθεµάτων» ορίζεται το σύνολο των 

κανονισµών και ελέγχων που καθορίζουν το ύψος των αποθεµάτων, πότε θα 

πρέπει τα αποθέµατα να ανανεώνονται και πόσο µεγάλες θα πρέπει να είναι 

οι παραγγελίες. Σε ένα παραγωγικό σύστηµα, τα αποθέµατα διακρίνονται σε 

πρώτες ύλες, τελικά προϊόντα, ενδιάµεσα προϊόντα και εφόδια. Αποθέµατα 

δηµιουργούνται και στις υπηρεσίες µε την έννοια των υλικών αγαθών και 

προµηθειών που υποστηρίζουν. 
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1.1 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

 

Ο βασικός σκοπός ενός συστήµατος διαχείρισης αποθεµάτων είναι να 

καθορίζει πρώτον πότε θα πρέπει να παραγγελθούν τα αγαθά και δεύτερον 

πόσο µεγάλη θα πρέπει να είναι η παραγγελία. Ένα αποτελεσµατικό σύστηµα 

διαχείρισης αποθεµάτων, εξοικονοµεί πόρους για την επιχείρηση 

ελαχιστοποιώντας το κόστος. Το κόστος αυτό µπορεί να οδηγήσει µια 

επιχείρηση ακόµα και στην χρεοκοπία. 

Το πρόβληµα της διαχείρισης των αποθεµάτων ορίζεται γενικώς ως 

πρόβληµα εξισορρόπησης µεταξύ του κόστους έλλειψης και του κόστους 

πλεονάσµατος αποθέµατος ενός παραγωγικού προϊόντος. Ένας σωστός 

σχεδιασµός διαχείρισης αποθεµάτων αποσυνδέει το παραγωγικό σύστηµα 

από τις διακυµάνσεις της ζήτησης, διατηρεί οµαλή ροή στην παραγωγή, 

ανεξάρτητη τη λειτουργία της παραγωγικής στάθµης, ενώ αυξάνει το ρυθµό 

παραγωγής και ελαττώνει το κόστος. 

 Η έννοια του αποθέµατος είναι γενική και δεν περιορίζεται στην 

περίπτωση των πρώτων υλών, των προϊόντων και των εµπορευµάτων αλλά 

καλύπτει ένα ευρύ φάσµα οικονοµικών φαινοµένων. Ανεξάρτητα από τη 

γενικότητα του όρου, το πρόβληµα της διαχείρισης των αποθεµάτων είναι 

πολύ σηµαντικό για όλες τις επιχειρήσεις, καθώς τα αποθέµατα τους 

δεσµεύουν συνήθως ένα µεγάλο ποσοστό του κεφαλαίου τους κι έχουν 

σηµαντικό κόστος διατήρησης. Υπάρχουν κατηγορίες επιχειρήσεων όπως τα 

super market, όπου τα αποθέµατα τους καλύπτουν περίπου το 50% του 

ενεργητικού τους. 

 

Η διαχείριση των αποθεµάτων αποτελεί µια από τις πιο σηµαντικές 

λειτουργίες σε ένα παραγωγικό σύστηµα για διάφορους λόγους. Αν η ζήτηση 

ενός προϊόντος ήταν γνωστή, τότε η επιχείρηση θα µπορούσε να παράγει το 

προϊόν αυτό σε τέτοια ποσότητα ώστε να αντιστοιχεί ακριβώς στη ζήτηση. 

Επειδή όµως στην πραγµατικότητα η ζήτηση είναι σπάνια γνωστή, µε τη 

διατήρηση τελικών αποθεµάτων δίνεται η δυνατότητα στην επιχείρηση να 

αποσυνδέσει το παραγωγικό σύστηµα από τη ζήτηση και να αντιµετωπίσει 
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τυχόν µεταβολές της. Συνεπώς, η δηµιουργία αποθεµάτων συµβάλει στην 

επιτάχυνση και βελτίωση της έγκαιρης παράδοσης των προϊόντων, 

µειώνοντας τις πιθανότητες µη εκπλήρωσης µίας παραγγελιάς η 

καθυστέρησης στην παράδοση. Η ύπαρξη αποθεµάτων στις πρώτες ύλες και 

στα ενδιάµεσα προϊόντα εξασφαλίζει τη συνεχή τροφοδοσία του παραγωγικού 

συστήµατος και την οµαλή ροή της παραγωγής, χωρίς να επηρεάζεται από 

καθυστερήσεις των προµηθευτών. Επίσης εξασφαλίζει την ανεξάρτητη 

λειτουργία των παραγωγικών σταδίων, την αύξηση του ρυθµού παραγωγής 

και τη µείωση του κόστους παραγωγής. Για παράδειγµα, µε τη διατήρηση των 

αποθεµάτων µειώνεται το κόστος αλλαγής µιας µηχανής από την παραγωγή 

ενός προϊόντος στην παραγωγή ενός άλλου.  

Κάθε καινούργια παραγγελία συνεπάγεται κόστος για την επιχείρηση 

ανεξάρτητα από την ποσότητα της παραγγελίας. Συνεπώς όσο µεγαλύτερη 

είναι η παραγγελία, τόσο µικρότερος θα είναι ο συνολικός αριθµός των 

παραγγελιών και άρα τόσο µικρότερο το κόστος αυτών. Τέλος, µια επιχείρηση 

µε τη διατήρηση αποθεµάτων έχει τη δυνατότητα να µειώσει τις πληρωµές της 

σε προµηθευτές, κάνοντας µεγαλύτερες παραγγελίες σε περιόδους που οι 

τιµές των προµηθευτών είναι χαµηλές.  

Για να αποφύγουν προβλήµατα µη εξυπηρέτησης των πελατών και µη 

διαθεσιµότητας εξαρτηµάτων, οι εταιρείες συχνά κρατάνε ένα απόθεµα 

ασφαλείας (safety stock inventory). Τα αποθέµατα ασφαλείας είναι χρήσιµα 

όταν οι προµηθευτές δεν παραδίδουν την απαιτούµενη ποσότητα στην 

προκαθορισµένη ηµεροµηνία και σε αποδεκτή ποιότητα ή όταν τα 

παρασκευασµένα αντικείµενα έχουν υποστεί ζηµιές ή απαιτούν περαιτέρω 

διορθώσεις. Η διατήρηση αποθεµάτων ασφαλείας εξασφαλίζει επίσης την 

οµαλή λειτουργία της παραγωγικής διαδικασίας σε περίπτωση τέτοιων 

προβληµάτων. Για τη διατήρηση αποθεµάτων ασφαλείας, µία επιχείρηση 

επιβάλλεται να κάνει µία παραγγελία νωρίτερα απ’ ό,τι τη χρειάζεται 

πραγµατικά είτε σε µεγαλύτερη ποσότητα. 

Ο σχεδιασµός της πολιτικής που πρέπει ν’ ακολουθήσει µια επιχείρηση 

για την ορθή διαχείριση των αποθεµάτων της συνίσταται στον προσδιορισµό 

του πότε θα πρέπει να γίνει µια νέα παραγγελία, καθώς και της ποσότητας 

που θα πρέπει να παραγγελθεί κάθε φορά. Η απόφαση που θα παρθεί για µια 



 

 

8

8

παραγγελία θα έχει επιπτώσεις σε όλες τις επόµενες παραγγελίες και 

συνεπώς σε όλη τη διαχείριση αποθέµατος από τη στιγµή εκείνη.  

Τα συστήµατα διαχείρισης αποθεµάτων µπορούν να κατηγοριοποιηθούν 

σε δύο µεγάλες κατηγορίες:   

1. τα συστήµατα σταθερής ποσότητας παραγγελίας (ή συστήµατα 

συνεχούς παρακολούθησης αποθέµατος) και  

2. τα συστήµατα σταθερής περιόδου παραγγελίας (ή συστήµατα 

περιοδικής παρακολούθησης αποθέµατος).  

Ένα σύστηµα σταθερής ποσότητας παραγγελίας ενεργοποιεί εντολές όταν το 

απόθεµα φτάσει σε ένα συγκεκριµένο επίπεδο. Το γεγονός αυτό µπορεί να 

συµβεί οποιαδήποτε στιγµή ανάλογα µε τη ζήτηση για το υλικό αυτό. Εν 

αντιθέσει, ένα σύστηµα σταθερής περιόδου παραγγελίας περιορίζεται στην 

τοποθέτηση εντολών στο τέλος µιας προκαθορισµένης περιόδου. Για τη 

χρησιµοποίηση ενός συστήµατος σταθερής παραγγελίας, το απόθεµα θα 

πρέπει να ελέγχεται συνέχεια. Το σύστηµα αυτό απαιτεί κάθε φορά που 

προστίθεται ή αφαιρείται κάτι από το απόθεµα, να ανανεώνονται τα σχετικά 

αρχεία έτσι ώστε να µπορεί να καθοριστεί πότε έχει φτάσει το σηµείο για νέα 

παραγγελία. Στο σύστηµα σταθερής περιόδου παραγγελίας, καταµετρήσεις 

του αποθέµατος γίνονται µόνο σε περιόδους αναθεωρήσεων.  

Μεταξύ των δύο συστηµάτων υπάρχουν και κάποιες επιπρόσθετες 

διαφορές, που επηρεάζουν την επιλογή του κατάλληλου συστήµατος. Για 

παράδειγµα, τα συστήµατα σταθερής ποσότητας παραγγελίας προτιµούνται 

σε πιο ακριβά υλικά, που έχουν µικρότερα αποθέµατα. Επίσης, είναι πιο 

κατάλληλα για υλικά σηµαντικά στην παραγωγική διαδικασία (π.χ. 

ανταλλακτικά), καθώς υπόκεινται σε αυστηρό έλεγχο και συνεπώς υπάρχει 

πιο γρήγορη αντίδραση σε περιπτώσεις εξάντλησης τους. Απαιτούν, ωστόσο, 

περισσότερο χρόνο για τη συντήρηση τους, καθώς για κάθε προσθήκη ή 

άντληση αποθέµατος θα πρέπει να γίνεται η σχετική ενηµέρωση. Από την 

άλλη πλευρά, τα συστήµατα σταθερής περιόδου παραγγελίας διατηρούν 

µεγαλύτερα αποθέµατα κατά µέσο όρο γιατί θα πρέπει να προλαµβάνουν 

τυχόν ελλείψεις κατά την περίοδο αναθεώρησης.  

 



 

 

9

9

 

1.2 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ 

 

Ιστορικά οι πρώτες εφαρµογές στην θεωρία αποθεµάτων σηµειώθηκαν 

κατά τα έτη του Β΄ Παγκοσµίου πολέµου. Κάποιες οµάδες ανερχόµενων 

επιστηµόνων του κλάδου των επιχειρήσεων αδυνατούσαν να επιλύσουν µε τις 

κλασικές παραδοσιακές µεθόδους τα διάφορα προβλήµατα που 

παρουσιάζονταν κι έτσι  κατέβαλαν κάθε δυνατή και ουσιαστική προσπάθεια 

ώστε να µελετήσουν εις βάθος τα στοιχεία κινδύνου και αβεβαιότητας στην 

περίπτωση των αποθεµάτων. 

Πολλές φορές η διαχείριση των αποθεµάτων µεταφράζονταν ως χαµηλά 

επίπεδα διαχείρισης µε πάρα πολλά αποθέµατα ή και το αντίστροφο. Με την 

τεχνολογική πρόοδο τα προβλήµατα αυτά άρχισαν να πληθαίνουν, διότι 

κάποιοι οργανισµοί δύνανται να παράγουν και να προσφέρουν υλικά 

ποικιλόµορφα σε µεγάλη ταχύτητα και ποσότητα. 

Η πρώτη, ουσιαστικά, εργασία σχετικά µε την  µοντελοποίηση 

συστηµάτων αποθήκευσης έγινε από τον Harris (1913), αφορούσε την 

τυποποίηση ενός ντετερµινιστικού µοντέλου αποθεµάτων και αποδείκνυε τη 

µαθηµατική σχέση για την οικονοµική ποσότητα παραγγελίας (Economic 

Order Quantity) που θα συναντήσουµε στην επόµενη ενότητα. Έπειτα από 20 

χρόνια, άρχισαν να γίνονται γνωστές οι έρευνες του Wilson (1934), ενώ 

αργότερα εµφανίστηκαν στο προσκήνιο  οι εργασίες  Dvoretzky (1952) και 

Arrow (1958) οι οποίες χαρακτηρίστηκαν ως σταθµό στην µετέπειτα πορεία 

της διαχείρισης µοντέλων αποθεµάτων µε µαθηµατικό υπόβαθρο. Τέλος από 

τις παλαιότερες εργασίες είναι η ανάλυση αποθεµάτων των  Hadley και Whitin 

(1963). 

Το πρόβληµα ελέγχου των αποθεµάτων έχει απασχολήσει σε µεγάλο 

βαθµό ιδιαίτερα τα τελευταία χρόνια την βιβλιογραφία κι έχει γίνει µεγάλη 

προσπάθεια ανάλυσης και εµβάθυνσης του προβλήµατος. Αρχικά µε τις 

εργασίες των Tersine 1984) και Huminel (1985), στην συνέχεια στην δεκαετία 

του 90 είχαµε τις εργασίες των Sidney Browne (1991), Waters (1992), Edward 

Silver (1998)   Στη θεωρητική προσέγγιση του προβλήµατος, έχει δηµοσιευτεί 
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πλήθος επιστηµονικών µελετών, έχουν γίνει πολλές και πολύπλοκες 

µαθηµατικές αναλύσεις κι έχουν διατυπωθεί πολλές θεωρίες και µοντέλα 

διαχείρισης αποθεµάτων. Τέτοιες ήταν την τελευταία δεκαετία των Zipkin 

(2000), Λουκάκης (2004), Axater (2006) και Ιακώβου (2008). Όµως, από 

πρακτικής απόψεως, µόνο ένα µικρό µέρος των θεωριών έχουν εφαρµοστεί 

σε πραγµατικό επιχειρησιακό περιβάλλον. 

 

1.3 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΤΡΙΒΗΣ 

 

Η εργασία  αυτή έχει ως σκοπό να επεξηγήσει πώς δηµιουργήθηκαν τα 

µοντέλα αποτίµησης αποθεµάτων. Σκοπός της είναι να διερευνήσει τη 

µαθηµατική έννοια των µοντέλων αυτών. Η υπόθεση η οποία ισχύει σε όλα τα 

µοντέλα της διατριβής είναι ότι τα αποθέµατα µας αποτελούνται µόνο από ένα 

είδος εµπορεύµατος.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναλύουµε  ντετερµινιστικά µοντέλα. Η ζήτηση 

εδώ είναι ντετερµινιστική και ενώ κάτι τέτοιο είναι ανέφικτο στον πραγµατικό 

κόσµο, προσφέρεται για χρήσιµα συµπεράσµατα. Αρχικά ο υπολογισµός της 

βέλτιστης τιµής γίνεται µε το  µοντέλο EOQ. Εισάγουµε συναρτήσεις για το 

απόθεµα που έχουµε στην αποθήκη , για τις παραγγελίες που κάνουµε καθώς 

και για τη θέση των αποθεµάτων. Επίσης εισάγουµε και µεταβλητές κόστους. 

Στόχος µας είναι να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση συνολικού κόστους.  

Υποθέτουµε  ότι τη στιγµή που µηδενίζεται το απόθεµα µας, καταφθάνει η 

επόµενη παραγγελία. Έτσι πάντα υπάρχει απόθεµα στις αποθήκες µας. 

 Στην συνέχεια επεκτείνουµε το µοντέλο µας µε την δυνατότητα ύπαρξης 

ελλείψεων. Σε αύτη την περίπτωση θα πρέπει να εισάγουµε νέες συναρτήσεις 

για την αποτίµηση των ελλείψεων. Η συνάρτηση της  θέσης αποθεµάτων 

αποκτά άλλο νόηµα καθώς παύει να είναι το άθροισµα των αποθεµάτων που 

είναι στην αποθήκη και αυτών που είναι σε παραγγελία. Επίσης εισάγουµε και 

τη συνάρτηση της καθαρής θέσης, που στο προηγούµενο µοντέλο δεν είχε 

ιδιαίτερο νόηµα. Ο στόχος εδώ είναι κοινός, όπως και στην πρώτη περίπτωση 

πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση συνολικού κόστους. 
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Στο τρίτο κεφάλαιο αναλύουµε στοχαστικά µοντέλα. Στην προκειµένη 

περίπτωση η ζήτηση δεν είναι ντετερµινιστική. Αφού δε µπορούµε να βρούµε 

µια σταθερή τιµή για τη ζήτηση, βρίσκουµε την κατανοµή που ακολουθεί. Στη 

συνέχεια προσπαθούµε να βρούµε την κατανοµή των συναρτήσεων που 

χρησιµοποιούνται στο µοντέλο. Τέλος αποδεικνύεται το εργοδικό θεώρηµα και 

χρησιµοποιείται  στην αποτίµηση των συναρτήσεων του µοντέλου. 

Τα στοχαστικά µοντέλα έχουν δυσκολότερες µεθόδους αποτίµησης. Στην 

προσπάθεια µας αυτή κάνουµε διάφορες υποθέσεις ώστε να µπορέσουµε να 

υπολογίσουµε το ελάχιστο µέσο συνολικό κόστος. Αρχικά παίρνουµε σαν 

υπόθεση ότι ο συντελεστής του σταθερού κόστους είναι µηδέν. Θέτουµε το 

ποσό της παραγγελίας ίσο µε την µονάδα και αποτιµάµε µε το µοντέλο 

αποθέµατος βάσης. Στη συνέχεια εισάγουµε τις συναρτήσεις απώλειας που 

θα µας βοηθήσουν στην επίτευξη του στόχου. Στη συνέχεια γίνεται αναφορά 

στα µέτρα απόδοσης. Η επόµενη πολιτική που προσπαθούµε να 

αποτιµήσουµε είναι µε δύο µεταβλητές. Εδώ η ποσότητα παραγγελίας είναι 

µεγαλύτερη ή ίση της µονάδας και το σταθερό κόστος διάφορο του µηδενός. 

Επίσης βρίσκουµε τη βέλτιστη τιµή της συνάρτηση κόστους, 

ελαχιστοποιώντας πρώτα ως προς το σηµείο παραγγελίας και στην συνέχεια 

ως προς την ποσότητα παραγγελίας. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο υπάρχει το πρακτικό µέρος της πτυχιακής. Σ’ αυτό  

έχουν γραφεί οι αλγόριθµοι αποτίµησης των µοντέλων. Υπάρχουν επίσης και  

αριθµητικά παραδείγµατα. Τα παραδείγµατα αυτά µας οδηγούν σε διάφορα 

συµπεράσµατα όσον αφορά το γιατί οι εταιρίες επιλέγουν να έχουν ελλείψεις. 

Το πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο είναι  ο επίλογος. Στο κεφάλαιο αυτό 

γίνεται µια συνολική ανασκόπηση της διατριβής.  Υπάρχουν επίσης κάποια 

συµπεράσµατα που βγήκαν από την διατριβή αυτή και τέλος ένα ευχαριστήριο 

µήνυµα απέναντι στους καθηγητές του µεταπτυχιακού προγράµµατος.  
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1.5 ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

 

Ευχαριστώ θερµά τους καθηγητές του µεταπτυχιακού µου 

προγράµµατος που µε την  εµπειρία, τη διάθεση και το µεράκι τους µε 

εφοδίασαν µε πολύτιµες γνώσεις και µου άνοιξαν νέους ορίζοντες για τη 

µετέπειτα καριέρα µου. Ένα µεγάλο ευχαριστώ στον επιβλέποντα καθηγητή 

µου κ. Εγγλέζο που µε στήριξε µε αληθινό ενδιαφέρον και αγάπη καθ’ όλη τη 

διάρκεια της προσπάθεια µου να ολοκληρώσω τη διατριβή µου. Θα νοιώθω 

πάντα βαθιά ευγνωµοσύνη για το πέρασµά µου από το µεταπτυχιακό 

πρόγραµµα της χρηµατοοικονοµικής ανάλυσης για στελέχη κι ελπίζω κι 

εύχοµαι να ανταποκριθώ στις προσδοκίες όλων των καθηγητών µου, 

χρησιµοποιώντας εφόδια που µου πρόσφεραν µε στόχο την προσφορά, την 

ποιότητα και την καλύτερη δυνατή επιτυχία στην επαγγελµατική µου 

διαδροµή. Το µεγαλύτερο κέρδος για µένα είναι ότι µου δόθηκε το στίγµα για 

το τι ακριβώς θέλω να κάνω, µε τι ακριβώς θέλω να ασχοληθώ στον 

εργασιακό µου χώρο. Πιστεύω ακράδαντα πλέον ότι η «διαχείριση κινδύνου» 

είναι το αντικείµενο που µου ταιριάζει, είναι αυτό που θέλω και πρέπει να 

επιδιώξω να ασχοληθώ στο άµεσο µέλλον.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΝΤΕΤΕΡΜΙΝΙΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε ντετερµινιστικά  µοντέλα 

αναζήτησης της βέλτιστης πολιτικής στις παραγγελίες αποθεµάτων που 

πραγµατοποιεί µια επιχείρηση. Στόχος µας είναι η αναζήτηση της 

οικονοµικότερης δυνατής παραγγελίας σε συνδυασµό µε την όσο το δυνατόν 

µικρότερη συχνότητα  παραγγελίας. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί 

ελαχιστοποιώντας το κόστος των προϊόντων αυτών για: 

 

Ø την παραγωγή  τους 

Ø την µεταφορά τους , 

Ø την αποθήκευσης τους.  

 

Το κλειδί σε όλα αυτά είναι η Συνάρτηση Μέσου Κόστους που θα την 

ελαχιστοποιήσουµε  ώστε να βρούµε τη βέλτιστη παραγόµενη ποσότητα 

καθώς και τη βέλτιστη συχνότητα παραγωγής.  

 

2.1 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ECONOMIC-ORDER-QUANTITY  

  

 

Αυτό το µοντέλο  θέτει ως δεδοµένο ότι διαχειριζόµαστε ένα 

συγκεκριµένο προϊόν µε άπειρη διάρκεια ζωής σε συνεχείς ποσότητες (δεν 

είναι απαραίτητο να είναι ακέραιες). Ο χρόνος είναι συνεχής  εδώ και 

θεωρούµε δεδοµένο ότι το  µέγεθος του αποθέµατος είναι υπό συνεχή 

παρακολούθηση (αν ελέγχαµε µια φορά τη µέρα το απόθεµα θα έπαυε ο 

χρόνος να θεωρείται συνεχής, θα ήταν διακριτός).  Η ζήτηση υπολογίζεται ως 

ένα συνεχές  σταθερό επιτόκιο λ .   
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Έστω τώρα ότι έχουµε κάποιο αρχικό απόθεµα την χρονική στιγµή 0t  

που το συµβολίζουµε µε ( )0I t . Αυτό  σταδιακά µειώνεται λόγω της 

σταθερής ζήτησης  λ. Εποµένως κάποια στιγµή πρέπει να αντικαταστήσουµε 

το πωληθέν προϊόν  κάνοντας µια παραγγελιά σε συγκεκριµένη ποσότητα 

αποθέµατος. Ο χρόνος που θα κάνει η παραγγελία να έρθει έστω ότι είναι 

σταθερός και ίσος µε  L . 

 

 ( )
     

          .

L ό ή ί ό

ή ί L e a d t i m e

χ ρ ν ο ς π α ρ α λ α β ς π α ρ τ δ α ς α π
τ η ν σ τ ι γ µ τ η ς π α ρ α γ γ ε λ α ς

=
 

 

Μετά την παραγγελία χρειάζεται L χρόνος για να γίνουν διαθέσιµα τα νέα 

αποθέµατα  προς πώληση. Το L   δεν επηρεάζει τον χρόνο ή το µέγεθος της 

παραγγελίας. Θεωρούµε επίσης χάριν διευκόλυνσης  ότι ο προµηθευτής έχει 

απεριόριστες ποσότητες αποθεµάτων. Αυτό το σενάριο αναφέρεται σε 

καταστήµατα λιανικής πώλησης που αγοράζουν έτοιµα προϊόντα και τα 

πουλάνε στους πελάτες.  ΄ 

 

Σχήµα 1.1 

 

Απόθεµα σε σχέση µε το χρόνο 
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Το Σχήµα 1.1 µας περιγράφει την καθαρή θέση της ζήτησης και της 

προσφοράς των αποθεµάτων. Τα αποθέµατα έχουν  γραµµική σχέση µε τη 

ζήτηση µε κλήση λ εκτός από τα σηµεία (ακρότατα)  όπου υπάρχει παράδοση 

της παραγγελίας. Στα σηµεία αυτά το απόθεµα παρουσιάζει ασυνέχεια. Τι θα 

γίνει όµως αν αργήσουµε να κάνουµε την παραγγελία και το απόθεµα µας 

τελειώσει? Για κάποιο διάστηµα δε θα µπορούµε να κάνουµε πωλήσεις. Γι` 

αυτό το λόγο έχουµε πάρει σαν δεδοµένο ότι  τέτοιες καταστάσεις είναι 

ανέφικτες στο συγκεκριµένο µοντέλο. Θεωρούµε οτι οι παραγγελίες γίνονται 

αρκετά πριν το σηµείο να πουληθούν όλα τα αποθέµατα µας. 

 

 

2.1.1 ΒΑΣΙΚΑ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ 

 

Τίθενται όµως δύο βασικά ερωτήµατα:  

 

1. πότε θα κάνουµε την παραγγελία; 

     

2.  και πόσο θα είναι αυτή; 

 

Για να απαντήσουµε στις παραπάνω ερωτήσεις κάνουµε τις εξής 2 υποθέσεις: 

 

1. υποθέτουµε ότι η παραγγελία καταφθάνει ακριβώς τη στιγµή που 

µηδενίζεται το αποθεµατικό µας (zero inventory property).και 

 

2. ότι κάθε παραγγελία έχει το ίδιο µέγεθος. 

 

Αφού κάναµε τις παραπάνω υποθέσεις µπορούµε τώρα να περάσουµε 

στον ορισµό των αρχικών συναρτήσεων, που θα µας χρησιµεύσουν στην 

απάντηση  των ερωτηµάτων 1 και 2.  
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 ( )
( )

:       

         

I t ό ή ή t

i n v e n t o r y

α π θ ε µ α τ η χ ρ ο ν ι κ σ τ ι γ µ                                

( )
( )

:       t      

                i n v e n to r y  in  o r d e r .                 

IO t ό ί ή ή ί έ

ά ό ά

α π θ ε µ α σ ε π α ρ α γ γ ε λ α τη χ ρ ο ν ικ σ τ ι γ µ τ ο ο π ο ο δ ε ν χ ε ι

ϕ θ σ ε ι α κ µ α σ το κ α τ σ τη µ α

  

 ( )
( )

:        

            

I P t έ ά ή ή t

i n v e n t o r y p o s i t i o n

θ σ η α π ο θ ε µ τ ω ν τ η χ ρ ο ν ι κ σ τ ι γ µ   

 

Από τις  παραπάνω συναρτήσεις προκύπτει η εξής σχέση: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )    2,1IP t I t IO t= + .  

   

Υποθέτουµε ότι όλες οι παραπάνω συναρτήσεις είναι συνεχείς από δεξιά. 

 

 Η ζήτηση κατά την χρονική περίοδο από την στιγµή της παραγγελίας έως 

την στιγµή της άφιξη της θα είναι ίση µε D και θα ισούται µε. 

      

 ( )   2 , 2D Lλ= .  

 

Από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε ότι την χρονική στιγµή t+L  το απόθεµα 

γίνεται 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 –  λ * π α ρ α γ γ ε λ ί ε ς  π ο υ  

θ α  φ τ ά σ ο υ ν  τ ο  χ ρ ο ν ι κ ό  δ ι ά σ τ η µ α ,

=

   

   2 , 3 .

I t L I t L

t t L

I t L I t D I O t

ή έ

I t L I P t D

κ α ι κ α τ α λ γ ο υ µ ε σ τ η ν σ χ σ η

+ = +

+ ⇔

+ − + ⇔

+ = −

            

 

Η θέση αποθεµάτων ( )IP t µας δίνει πληροφορίες για το παρόν  

( )I t , ( )IO t  και µας βοηθάει να κάνουµε προβλέψεις για τα µελλοντικά 

αποθέµατα. Προσπαθώντας να βρούµε την βέλτιστη χρονική στιγµή 
*t  που 

πρέπει να γίνει η παραγγελία  και έχοντας υπoθέσει ότι η παραγγελία 
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καταφθάνει την χρονική στιγµή που τελειώνουν τα αποθέµατα µας  

καταλήγουµε στο εξής συµπέρασµα:  

 

( ) ( ) ( )* *=0       2.4I t L IP t D+ ⇔ =  

άρα τη χρονική στιγµή 
*t  που η θέση των αποθεµάτων γίνεται ίση µε την 

ζήτηση είναι η σωστή στιγµή για νέα παραγγελία γιατί στην 
*t L+  θα έχει 

µηδενιστεί το απόθεµα. 

 

Αφού λοιπόν απαντήσαµε στο πρώτο ερώτηµα πάµε να διερευνήσουµε 

και το δεύτερο που αναφέρεται στο µέγεθος  της ποσότητας. Στις υποθέσεις 

που έχουµε κάνει η ποσότητα παραγγελίας είναι σταθερή.(πολιτική 

στασιµότητας). 

Έστω τώρα ότι την συµβολίζουµε : 

 

 ( )     .q ό ί ά όποσ τη τα παρα γγελ α ς σε µον δες προι ντος=  

 

 Πρέπει λοιπόν να βρούµε το βέλτιστο q. Στην προσπάθεια µας αυτή πρέπει 

να λάβουµε υπόψη µας δύο σχετικά κριτήρια για την επίτευξη του βέλτιστης 

ποσότητας παραγγελίας q : 

 

1. δεν θέλουµε να παραγγέλνουµε πολύ συχνά επειδή κοστίζουν τα 

µεταφορικά αλλά και όσο πιο µεγάλη είναι η παραγγελία τόσο µικρότερο το 

κόστος αγοράς των αποθεµάτων και 

 

2. δεν πρέπει να αποθηκεύουµε µεγάλο αριθµό αποθεµάτων λόγο του 

κόστους αποθήκευσης. 

 

Αυτά τα δύο κριτήρια θα µας βοηθήσουν να βρούµε  ένα βέλτιστο  q . 

Θα αποτιµήσουµε τα αποθέµατα και την συχνότητα παραγγελίας σε ένα 

συνεχές διάστηµα ( )0,+∞ . Τα µεγέθη που δηµιουργούνται  είναι τα εξής: 
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( ) ( ) ( )
0

1
  averag e in ven to ry  lim       2 .5

T

T
έ ό I t d t

TI µ σο α π θεµα
−

→ ∞

 
= =  

 
∫

          

 

 
[ ) ( )

  ( O r d e r  F r e q u e n c y )  

1
l i m *    0 ,       2 . 6
T

O F ό ί

ό ώ T
T

υ χ ν τ η τ α π α ρ α γ γ ε λ α ς

α ρ ι θ µ π α ρ α γ γ ε λ ι ν σ τ ο
→ ∞

= Σ =

 =   

 

Εδώ οι συναρτήσεις ( ) ( ),IP t I t είναι περιοδικές. Μπορούµε λοιπόν να 

εξετάσουµε τις ,I O F  σε µια χρονική περίοδο (κύκλο) ανάµεσα σε δύο 

παραλαβές. Το µήκος του κάθε κύκλου είναι  

 

 ( )      2 , 7
q

T
λ

=   

 

 και ο αριθµός των παραγγελιών ανά κύκλο είναι µία. Εποµένως η O F  

γίνεται ίση µε : 

 

( )1 1
l i m * 1 l i m  .      2 , 8
T T

O F
qT q

λ

λ
→ ∞ → ∞

 
  = = =     
 

 

 

Επίσης  το ( )I t  µειώνεται γραµµικά καθώς τα αποθέµατα από ποσότητα  q 

πάνε στο µηδέν. Εποµένως το ολικό απόθεµα είναι ίσο µε το εµβαδόν 

τρίγωνου που σχηµατίζεται από την συνάρτηση ( )I t και τον άξονα x’x κατά 

το χρονικό διάστηµα του κύκλου  T όπως φαίνεται στο Σχήµα 1,1: 
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( ) ( )

( )

0

 *1 1 1
l i m = l i m  l i m

2

        

     

T  *1
l i m l i m .     

2 2 2

T

ώT T T

T T

ά ύ
I I t d t

T T T

ό ά ί ό ά ύ

ύ έ ί

q q q
I

T

τ ρ ι γ ν ο υ

β σ η ψ ο ς

π ο υ β σ η ε ν α ι τ ο χ ρ ο ν ι κ δ ι σ τ η µ α τ ο υ κ κ λ ο υ
κ α ι ψ ο ς τ ο µ γ ε θ ο ς τ η ς π α ρ α γ γ ε λ α ς

→ ∞ → ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

    = Ε =    
    

   = = =   
  

∫

( )  2 , 9

 

 

Σύµφωνα µε τις (2,8) και (2,9) τα   I O Fκ α ι επηρεάζονται 

αντίστροφα αν επιλέξουµε να αυξήσουµε  το q . Μία αύξηση του q  λοιπόν 

θα οδηγήσει σε µείωση τη συχνότητα παραγγελίας, εποµένως  θα αυξηθούν 

τα µέσα αποθέµατα τα οποία  έχουν και µεγάλο κόστος αποθήκευσης. Αν από 

την άλλη µειώσουµε το µεγάλο αποθεµατικό, αναγκαστικά θα αυξήσουµε την 

συχνότητα παραγγελίας άρα θα αυξηθούν και τα µεταφορικά και εποµένως θα 

αγοράζουµε τα αποθέµατα σε πιο ακριβή τιµή. Η χρυσή τοµή βρίσκεται πάντα 

κάπου στη µέση, οπότε και θα προχωρήσουµε µε τη µελέτη του µοντέλου 

ώστε να τη βρούµε. Κάποιες φορές υπάρχουν περιορισµοί που 

δηµιουργούνται και  εµποδίζουν να πάρει την ποσότητα ή την συχνότητα που 

έχεις επιλέξει. Αν παραδείγµατος χάριν υπάρχει ανώτατο όριο για το  ανώτατο 

απόθεµα που µπορείς να έχεις, ουσιαστικά υπάρχει όριο για το q (λόγω 

µεγέθους της αποθήκης). Σε αυτήν τη περίπτωση ελαχιστοποιείς τη 

συχνότητα και κοιτάς να παραγγείλεις τόσο µεγάλο q όσο να φτάνει στο 

ανώτατο όριο. Οµοίως αν έχεις περιορισµούς στη συχνότητα. Το πρόβληµα 

όµως παραµένει όταν δεν υπάρχουν αυτοί οι περιορισµοί. 

 

 

2.1.2 ΚΟΣΤΗ 

 

 

Σκοπός µας γίνεται πλέον να απαντήσουµε στην ερώτηση «ποια είναι η 

βέλτιστη πολιτική παραγγελιών». Αρχικά για να καταφέρουµε να 

απαντήσουµε θα πρέπει να µοντελοποιήσουµε παράγοντες κόστους για µια 

επιχείρηση, έτσι ώστε να βρούµε το βέλτιστο συνδυασµό για τον οποίο αυτοί 
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θα ελαχιστοποιηθούν. Έτσι θα έχουµε µια βέλτιστη ποσότητα παραγγελίας 

q . 

  Ένας παράγοντας κόστους είναι : 

 ( )      k ό ό ί ί ήσταθερ κ στος για µ α παραγγελ α χρ µατα= . 

 

Το k αντιπροσωπεύει όλα τα κόστη, που είναι απαραίτητα για την 

παραγγελία Συµπληρωµατικά κόστη µπορεί να είναι τα µεταφορικά κόστη, 

 

      

     /  .

c ή ό έ

ή έ ά

µ ε τ α β λ τ ο κ σ τ ο ς γ ι α µ ι α π α ρ α γ γ λ ι α
χ ρ µ α τ α π ο σ ο τ ι κ ς µ ο ν δ ε ς

=  

 

Το c  είναι το κόστος που έχει να κάνει µε το προϊόν της παραγγελίας και τότε 

το συνολικό κόστος παραγγελίας δίνεται από 

  

 ( ) ( )
      0

.       2 , 1 0
0               0

k c q q
K q

q

γ ι α
γ ι α

+ >
=  =

 

     

Ένας δεύτερος παράγοντας  παράγοντας κόστους είναι 

 

 
   

         

h ό ή ά

έ ά ά ό

κ σ τ ο ς α π ο θ κ ε υ σ η ς µ ι α ς µ ο ν δ α ς
α π ο θ µ α τ ο ς α ν µ ο ν δ α χ ρ ν ο υ

=
 

 

και τότε το κόστος αποθήκευσης για απόθεµα  ( )I t   είναι ( )*h I t  

 

Το h  χωρίζεται σε 2 ειδών κόστη : 

 

1. τα άµεσα κόστη λειτουργίας, µισθοί , ασφάλειες κ.λπ. και συµβολίζεται 

µε h
−

 

2. χρηµατοοικονοµικά κόστη που συµβολίζονται µε ac . Το a   είναι 

επιτόκιο και εκτιµά το κόστος αποθήκευσης. 

Άρα 
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 ( ).      2 , 1 1h a ch
−

= +  

 

Εποµένως σε ένα µακροπρόθεσµο πλάνο τα µέσα κόστη παραγγελίας 

είναι 

 

 ( )k cq O F+  

 

και τα µέσα κόστη κατοχής αποθεµάτων 

 

 *h I . 

 

Οπότε  το συνολικό µέσο κόστος (Total Average Cost) εκφράζεται από την 

παρακάτω συνάρτηση  

 

( ) ( ) ( )     2 , 1 2 .C q k c q O F h I= + +  

 

και από τις παραδοχές που κάναµε πιο πάνω ότι κατά την διάρκεια του 

κύκλου γίνεται µόνο µια παραγγελία µε τη χρήση των (2,8) και (2,9) η 

συνάρτηση γίνεται 

 

( ) ( )        0 .      2 , 1 3
2

k h q
C q c ό q

q
λλ π ο υ= + + >  

 

 

 

2.1.3 ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ 

 

 

Πρέπει να βρούµε για πιο βέλτιστο q ελαχιστοποιείται η συνάρτηση 

κόστους. Για να βρούµε το βέλτιστο q θα πρέπει να βρούµε πού µηδενίζεται η 

πρώτη παράγωγος της συνάρτησης. Για να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική 

αυτή θα πρέπει να ισχύουν κάποιες προϋποθέσεις:  
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Ø το σύνολο τιµών της C να είναι το (0,+ ∞), 

 

Ø  η συνάρτηση  να  είναι συνεχώς διαφορίσιµη και   γνησίως 

κυρτή. 

 

 
( )

( )

2

2

2 3

,
2

2
0 .

d C q k h
d q q

d C q k
d q q

λ

λ

= − +

= >

 

 

Αφού η δεύτερη παράγωγος ( )2

2

d C q

d q
 είναι θετική ,τότε η συνάρτηση 

( )C q  είναι κυρτή και έχει ελάχιστο εκεί που µηδενίζεται η πρώτη 

παράγωγος , δηλαδή για   

 

 ( )2
     2 , 1 4

k
h

q λ∧

=   

 

που ονοµάζεται EOQ (economic order quantity.) 

  

Οπότε από τις (1,8) και (1,9) έχουµε 

                

 ( )             2 , 1 5
2 2
k h

I O F
h k
λ λκ α ι= =  

 

Τα µέσα κόστη κατοχής αποθεµάτων γίνονται  

 

 ( )     2 , 1 6
2
h k

h I k O F
λ

= =  

 

και το Συνολικό Βέλτιστο Μέσο Κόστος γίνεται 

 

 ( ) ( )2
     2 , 1 7

k
q C c

h
qC

λ
λ

∧∧  
= = + 

 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε κάποιες περιπτώσεις προτιµάται να γίνεται η 

εκτίµηση του q
u λ

∧

∧

= . Όπου το u
∧

 είναι ο χρόνος ανάµεσα στις 

παραγγελίες. 

   

Το µοντέλο  EOQ έχει κάποιες ιδιότητες οι οποίες µας βοηθάνε να 

βρούµε το βέλτιστο q
∧

. Οι ιδιότητες αυτές είναι οι εξής δύο: 

 

1. οι παραγγελίες φθάνουν πάντα την χρονική στιγµή που µηδενίζονται τα 

αποθέµατα. ( )( )0I t = , 

 

2.  παραγγέλνουµε πάντα την ίδια ποσότητα. 

 

Με αυτές τις ιδιότητες υπάρχει µόνο µια πολιτική που να µας  ικανοποιεί για το 

βέλτιστο q
∧

 ή το βέλτιστο u
∧

 που δίνεται απο 

 

 ( )2 2
          ,      2 , 1 8

k k
ή

h h
q u

λ
λ

∧ ∧

= =   

 

αντίστοιχα. 

 

 

 

 

2.1.4 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ 

 

 

Όσον αφορά τώρα τους συντελεστές ευαισθησίας µια µεταβολή στο 

συντελεστή ζήτησηςλ ,από την (1,18) θα έχει το ακόλουθο αποτέλεσµα στην 

εκτίµηση του q  
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 ( )

1

1

.      2 , 1 9
q

q
λ
λ

∧

∧ =  

 

Εποµένως µια θετική µεταβολή του συντελεστή ζήτησης λ  θα αυξήσει µεν 

το q
∧

 αλλά µε µικρότερο ρυθµό. 

 

Στον πραγµατικό κόσµο δεν είναι τόσο εύκολο να υπολογισθεί  ο   

συντελεστής ζήτησης. Πρέπει να το εκτιµήσουµε και η εκτίµηση µας θα 

περιέχει κάποιο ποσοστό σφάλµατος. Ωστόσο αν δεν είναι πολύ µεγάλο το 

σφάλµα , η τιµή που θα βρούµε για το q
∧

 θα τείνει στη πραγµατική. 

 

 

2.2 ΜΟΝΤΕΛΟ EOQ ΜΕ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΕΝΕΣ ΕΛΛΕΙΨΕΙΣ (PLANNED 

BACKORDERS) 

   

 

 Στο µοντέλο EOQ έχουµε ήδη ισχυριστεί  ότι δεν έχουµε ελλείψεις στο 

απόθεµα µας. Σε αυτό το µοντέλο πάµε ένα στάδιο παρά πέρα, καθώς µας 

δίνει τη δυνατότητα πώλησης αποθεµάτων τα οποία δεν έχουµε παραλάβει, 

δηλαδή µας δίνει τη δυνατότητα πώλησης εµπορευµάτων µε πίστωση 

χρόνου. Αυτό συµφέρει τις επιχειρήσεις να το κάνουν γιατί είτε είναι πολύ 

ακριβά τα προϊόντα, είτε έχουν  µεγάλο κόστος αποθήκευσης. Οι συναρτήσεις 

που χρησιµοποιούµε εδώ, είναι αυτές που είχαµε και πριν µε την προσθήκη 

κάποιων επιπλέον συναρτήσεων για τις ελλείψεις : 
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( )
( )
( )
( )
( )

  χρ ο ν ική  σ τ ιγµ ή  t,

   χρ ο ν ικη  σ τ ιγµ ή  t  ,

   τη  χρ ο ν ική  σ τ ιγµ ή  t,

       ,

    χρ ο ν ική  σ τ ιγµ ή  t  

I t έ

B t ό

IN t ό ό

IO t έ ί ή ή t

IP t έ ά

α ποθ µα τη

εκκρεµ τη τες τη

κα θαρ α π θεµα

α ποθ µα τα σε παρα γγελ α τη χρον ικ σ τιγµ

θ ση αποθεµ τω ν τη

=

=

=

=

= = ( ) ( )
( )

,

 πο σ ο σ τό  το υ  χρ ό νο υ  µ έχρ ι τη ν  χρ ο νική  σ τ ιγµ ή  t ό πο υ  υ πά ρ χε ι µ η δεν ικό  α πό θ εµ α .   

IN t IO t

A t

+

=

 

  

Οι νέες συναρτήσεις είναι οι ( )B t  και ( )IN t  καθώς και η ( )IP t  έχει 

καινούργιο νόηµα .Το ( )IN t  µας δίνει τουλάχιστον τη πληροφορία ότι κάθε 

χρονική στιγµή το ( )I t  ή το ( )B t  είναι µηδέν. Αυτό είναι λογικό, καθώς αν 

έχει απόθεµα η επιχείρηση δεν χρειάζεται να κάνει πωλήσεις µε πίστωση 

χρόνου  ( )( )0B t = , ενώ αν έχει τελειώσει το απόθεµα συνεχίζει να πουλά 

προϊόντα που δεν έχει ακόµα στην κατοχή   ( )( )0I t = , 

  

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

   0

.      2 , 2 0

  0

I t ό IN t

IN t

B t ό IN t

τ α ν τ ο

τ α ν τ ο

≥


= 
 − ≤

(1.1) 

 

 

Το ( )IN t  µειώνεται, είτε είναι θετικό είτε είναι αρνητικό, όταν αυξάνεται 

το λ  (demand rate). Όταν η παραγγελία καταφθάνει, η καθαρή θέση 

αυξάνεται κατά q  εάν είναι θετική ενώ εάν είναι αρνητική καλύπτει πρώτα τις 

παραγγελιές σε εκκρεµότητα  και στη συνέχεια το υπόλοιπο γίνεται απόθεµα. 

Πάµε τώρα να δούµε τη καθαρή θέση στην χρονική στιγµή t L+ . 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).     2,21IN t L IN t IO t D IP t D+ = + − = −  
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Εδώ βλέπουµε ότι ( )IN t  λειτουργεί  όπως ( )I t  στο µοντέλο EOQ. 

Το ( )IP t  έχει όλες τις απαραίτητες πληροφορίες για να προβλέψουµε τη 

καθαρή θέση στο µέλλον.  

 

 

 

2.2.1 ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΠΟΛΙΤΙΚΗ 

 

 

Η καµπύλη της ( )IN t  έχει 2 βαθµούς ελευθερίας. Αυτό πρακτικά  

σηµαίνει ότι πρέπει να ξέρουµε την ποσότητα q που θα παραγγείλω και πότε 

θα κάνουµε την παραγγελία. Όπως στο µοντέλο EOQ υποθέτουµε ότι όλες οι 

παραγγελίες έχουν το ίδιο µέγεθος q. Αρκεί λοιπόν να βρούµε  κάθε πότε θα 

κάνουµε την παραγγελία . Στην προσπάθεια µας αυτή θα ορίσουµε µια 

δεύτερη µεταβλητή  r  η οποία ορίζεται ως 

 

 ( ) παραγγελίας  in t .r ί reorder poσηµε ο=  

 

Εποµένως εδώ η παραγγελία γίνεται όταν η θέση των αποθεµάτων τη χρονική 

στιγµή t  πάρει την τιµή r   και έχει µέγεθος q . Πλέον το µοντέλο µας έχει 2 

µεταβλητές )( ,r q  και ο στόχος παραµένει η αποτίµηση των 

  I O Fκ α ι .  

Το µοντέλο επιτρέπει την πώληση αποθεµάτων που δεν έχουµε στην 

κατοχή µας αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι είναι και  επιθυµητό. Στους πελάτες  

δεν  αρέσει να περιµένουν και αν θέλει η επιχείρηση να τους έχει 

ικανοποιηµένους δεν πρέπει να τους κάνει να περιµένουν συχνά, ούτε για 

µεγάλο χρονικό διάστηµα. Μερικές φόρες υπάρχει κόστος για την 

αργοπορηµένη παραγγελία .Αυτό το κόστος το µετράµε ως εξής  
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( )

0

1
lim         (2 .2 2 )

   = Μ έ σ ο  α π ό θ εµ α  σ ε  ε κ κ ρ ε µ ό τη τ α  π ρ ο ς  τ ο υ ς  π ε λ ά τ ε ς .

T

T
B B t d t

T→ ∞
= ∫  

 

Υπάρχει ακόµα ένα κριτήριο που είναι δευτερεύον αλλά παραµένει σηµαντικό: 

  

 ( ) ( ){ }1 0         ( 2 . 2 3 )A t I N t= ≤   

Και η µέση τιµή του   

 

( )
0

1
lim         (2 .2 4 )

   = Μ έ σ ο  π ο σ ο σ τ ό  τ  ο υ  χρ ό ν ο υ  ό π ο υ  τ ο  α π ό θ ε µ α  ε ίν α ι µ η δ εν ικ ό .

T

T
A A t d t

T→ ∞
= ∫

 
 

Το A  µετράει την µείωση της ζήτησης λόγω της έλλειψης αποθέµατος και 

ισούται για κάθε µονάδα χρόνου µε Aλ . Το ποσοστό  του χρόνου που έχω 

απόθεµα είναι 1 A− . 

Πάµε τώρα να υπολογίσουµε τα κριτήρια συναρτήσει των q  και r   µε 

την τελευταία να αντικαθίσταται µε την  ισοδύναµη µεταβλητή 

 

 απόθεµα ασφαλείας r D,   R.      (2.25)όν που ν= = − ∈  

 

 Όπως και στο προηγούµενο υπόδειγµα ορίζουµε ως κύκλο τη χρονική 

περίοδο 
q

u
λ

= ανάµεσα σε δύο παραλαβές εµπορευµάτων. Έστω y  

τώρα το χρονικό ισοδύναµο του  v τέτοιο ώστε 

 

 ( )  δ ιά σ τη µ α  α σ φ α λ ε ία ς  µ ε  y R .      (2 .2 6 )
v

y όχρον ικ
λ

= ∈  
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Για οποιοδήποτε q  έχουµε ότι στο τέλος του κύκλου ( )IN t v− = , άρα 

στην αρχή του κύκλου ( )IN t v q= + . Τώρα παίρνουµε τις εξής περιπτώσεις 

για  το απόθεµα ασφαλείας.  

I. Έστω ότι το  0v > , τότε για κάθε t R∈  θα έχουµε ότι : 

 

 

( )
( )

( )
( )

0

0

0

0 .

I N t v

I N t

I t

B t t R

> > ⇔

> ⇔

> ⇔

= ∀ ∈

 

 
Οπότε γυρνάµε στο προηγούµενο µοντέλο (EOQ) πράγµα που µας είναι 

αδιάφορο καθώς προσπαθούµε να πάµε ένα βήµα παραπέρα. 

 

II. Έστω τώρα ότι το  v q< −   τότε για κάθε t R∈  θα έχουµε ότι : 

 

( )
( )

( )
( )

0

0

0

0 .

I N t v

I N t

I t

B t t R

< < ⇔

< ⇔

= ⇔

> ∀ ∈

 

 

Στην πρώτη περίπτωση έχουµε πάντα περισσότερο απόθεµα από όσο 

χρειαζόµαστε ενώ στη δεύτερη δεν καλύπτουµε καν τις παραγγελίες που 

έχουµε έως την στιγµή της παραλαβής. Εποµένως το διάστηµα που µας 

ενδιαφέρει είναι  0q v− ≤ ≤ . Άρα το v  είναι αρνητικό (όπως και το y) 

αλλά οι παραγγελίες φτάνουν για να καλύψουν το σύνολο των παραγγελιών 

που είναι σε εκκρεµότητα.  

 

Εποµένως η πολιτική που ακολουθούµε είναι  για [ ], 0v q∈ − . Σε 

αυτή την πολιτική ο κύκλος χωρίζεται σε 2 µέρη . Το πρώτο µέρος του κύκλου 

συµβολίζεται µε  
q v

u v
λ
+

+ =  και είναι το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο 

υπάρχει απόθεµα στις αποθήκες µας και στο δεύτερο µέρος που συµβολίζεται    
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v

y
λ

− = −  το οποίο υπάρχει όταν µας έχουν σωθεί τα αποθέµατα. 

Εποµένως ο κύκλος υποδιαιρείται σε δύο διαστήµατα που αντιστοιχούν σε 

ποσοστά q v
q
+  για το πρώτο διάστηµα και 

v
q

−  για το δεύτερο. Άρα  

µέσο ποσοστό του χρόνου όπου υπάρχει µηδενικό απόθεµα είναι 

 

 .       ( 2 . 2 7 )
v

A
q

= −  

 

Όπως καταλήξαµε στην (1,9) από το µοντέλο EOQ  το µέσο απόθεµα 

 ε ί ν α ι  
2

q v
I

+
 κατά την διάρκεια του πρώτου µέρους και µηδέν κατά την 

διάρκεια του δευτέρου (έχουν τελειώσει τα αποθέµατα). Εποµένως το I  

υπολογίζεται ως ένας σταθµισµένος µέσος των παρακάτω ποσοτήτων και 

είναι   

 

( )2

* 0 .      ( 2 .2 8 )
2 2

q vq v q v v
I

q q q

+   + +
= + − =   
   

 

 

Από την άλλη µεριά οι µέσες ελλείψεις είναι µηδέν στο πρώτο µέρος και 
2
v

−  

στο δεύτερο οπότε το B  υπολογίζεται µε τα παραπάνω σταθµά ως 

 

2

* 0      ( 2 . 2 9 )
2 2

q v v v v
B

q q q
   +  = + − − =     

    
 

 

Τέλος το µήκος του κύκλου είναι 
q

u
λ

=  άρα η µέση συχνότητα παραγγελιών 

γίνεται: 
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1
.      ( 2 . 3 0 )O F

u q
λ

= =  

 

Έχουµε όµως να εκτιµήσουµε άλλον ένα παράγοντα κόστους ανάλογο 

µε το h  ο οποίος συµβολίζουµε µε b και είναι 

 

 
       κόστος εκκρεµοτήτω ν-ελλείψεω ν 

            ανα µονάδα  χρόνου-προϊόντος

b =
 

 

Το b  είναι το κόστος που προκύπτει από την δυσαρέσκεια του πελάτη και 

είναι δύσκολο να µετρηθεί. Για παράδειγµα µπορεί µελλοντικά να χαθούν 

πελάτες ή να πρέπει να τους γίνει  έκπτωση ή δωρεάν παράδοση στο σπίτι. 

Αυτές είναι συνηθισµένες κινήσεις επιχειρήσεων προκειµένου να  κρατήσουν 

ευχαριστηµένους τους πελάτες τους. 

 

2.2.2 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΣΟΥ ΣΥΝΟΛΙΚΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ  

 

 

Όπως και στο προηγούµενο µοντέλο θα φτιάξουµε την συνάρτηση του 

µέσου συνολικού κόστους (υποθέτοντας πάλι ότι η C είναι διαφορίσιµη και 

κυρτή στο R2). 

 

 ( ) ( )2 2

, ,      (2 .3 0 )
2 2

h q v bv
q v C k c

q q
qC v λ λ
∧∧ ∧  +

= = + + + 
 

 

 

Παίρνουµε τώρα τις µερικές παραγώγους και θα βρούµε τα ,q v
∧ ∧

 για τα οποία 

µηδενίζονται οι αντίστοιχες µερικές παράγωγοι: 
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( )

( )

( )

,
0

0

       2 , 3 1

d v q

d v
h q v b v

q q
h q

v
h b

C
∧

= ⇔

+
+ = ⇔

= −
+

 

 

( )

( )
( )

2 2 2

2 2 2

,
0

0         2 , 3 2
2 2

d v q
d q

h q vk b v
q q q

C

λ

∧

= ⇔

−
− + − =

 

 

 

Θέτουµε τώρα και το cost ratio 

  

 [ ] ( )   0 ,1       2 , 3 3
b

ό
b h

ω πο υ ω= ∈
+

 

 

Από τις σχέσεις (2,31), (2,32) και (2,33)  προκύπτουν οι παρακάτω δύο 

βέλτιστες ποσότητες: 

 

 ( )2 1
,       2 , 3 4  

k
h

q λ
ω

∧

=  

 

όπου η πρώτη ρίζα είναι η ποσότητα EOQ της (1,14) και η δεύτερη ρίζα είναι 

µεγαλύτερη της µονάδας, και 

 

 ( )( 1 ) .       2 , 3 5qv ω
∧∧

= − −  

  

Επίσης ανάλογα µε τις µεταβλητές που χρησιµοποιούµε ισχύουν και οι 

παρακάτω σχέσεις: 
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( )

( )

( ) ( )

( )

,       2 , 3 6

2 1
 ,      2 , 3 7

1 ,       2 , 3 8

, 2 .       2 , 3 9

r D v

k
u

h

y u

C C v q c k h

λ ω

ω

λ λ ω

∧ ∧

∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧

= +

=

= − −

 = = + 
 

 

 

 Μπορούµε επίσης να ποσοτικοποιήσουµε το Β  σε ολόκληρο τον κύκλο 

µε το παρακάτω µέγεθος. 

 

 ( )   .       2 , 4 0B W έ ό ή άσ ο ς χ ρ ν ο ς α ν α µ ο ν ς π ε λ τ η= Μ  

 

Οµοίως µε πριν στο συγκεκριµένο µοντέλο έχουµε: 

 

 
( )

( )

21
 0

2

1
.       2 , 4 1

q v v v v
B W

q q q

B W B

λ λ

λ

+    = + − − = ⇔   
  

=

 

 

 

Τέλος τα συµπεράσµατα που προέκυψαν κατά την αποτίµηση του παραπάνω 

µοντέλου είναι τα ακόλουθα. 

 

Ø Εκ πρώτης όψεως είναι ξεκάθαρο ότι µεγαλώνει η ποσότητα 

παραγγελίας και εποµένως ο ρυθµός των παραγγελιών πέφτει. 

 

Ø Από την σχέση  (2,33) έχουµε διαιρώντας το κλάσµα σε αριθµητή και 

παρανοµαστή µε το b  ότι 

 

1

1
h
b

ω =
+

. 

 Εποµένως όταν αυξάνεται το h  ή µειώνεται το b  το ω  µικραίνει. 

Εκτός αυτού και όταν το h  είναι µεγαλύτερο του   b  το ω  µικραίνει.  
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Ø Όταν το βέλτιστο χρονικό διάστηµα u
∧

 ανάµεσα στις παραγγελιές 

µεγαλώνει  τότε µεγαλώνει και το βέλτιστο q
∧

, εποµένως 

ευνοούµαστε από τις  ελλείψεις. Εποµένως εκµεταλλευόµαστε πάντα 

τις ελλείψεις εκτός αν έχουν  µηδενικό κόστος αποθήκευσης 0h =  

ή άπειρο κόστος εκκρεµοτήτων-ελλείψεων b = + ∞ .   

 

Ø Παρατηρούµε ότι αν βάλουµε στο µοντέλο αυτό όπου v το µηδέν 

έχουµε το µοντέλο EOQ, όπου για κάθε q  είχαµε ένα σταθερό 

κόστος παραγγελίας, Αλλά µε την µεταβλητή v  να έχει ένα βαθµό 

ελευθερίας µπορούµε να προσαρµόσουµε τα σταθερά κόστη και τα 

κόστη εκκρεµοτήτων-ελλείψεων  για να επιτύχουµε τον καλύτερο 

συνδυασµό. Με την ευελιξία που έχουµε, µπορούµε να αντέξουµε µια 

αύξηση στα σταθερά κόστη για να γλιτώσουµε κόστη παραγγελίας 

(µεταβλητά κόστη) και κόστη εκκρεµοτήτων-ελλείψεων. 

Μπορεί να προκαλεί έκπληξη αλλά το v  είναι συνήθως αρνητικό. Οι 

περισσότερες επιχειρήσεις λειτουργούν µε µικρά αποθέµατα και παραγγελίες 

σε εκκρεµότητα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο κάτω από την υπόθεση ότι το µοντέλο είναι 

ντετερµινιστικό, ήταν βέβαιο ότι θα προέκυπτε µία λύση για την 

ελαχιστοποίηση της συνάρτηση συνολικού κόστους. Σε αυτήν την ενότητα το 

µοντέλο µας είναι στοχαστικό, µε αποτέλεσµα να κάνουµε ένα ακόµη βήµα πιο 

κοντά στην πραγµατικότητα. Με τον όρο «στοχαστικό» εισάγουµε την 

αβεβαιότητα στο µοντέλο µας. Τίθεται όµως το ερώτηµα σε ποιον όρο των 

προηγούµενων συναρτήσεων κρύβεται η αβεβαιότητα. Η απάντηση είναι 

προφανής σε οποιοδήποτε αναγνώστη  και έγκειται στη συµπεριφορά του 

καταναλωτή . Αν υποθέσουµε ότι οι καταναλωτές δεν έχουν σταθερή πολιτική 

ως αφορά την επιλογή του προϊόντος τότε έχουµε πρόβληµα στον 

υπολογισµό της ζήτησης. Το κεφάλαιο αυτό θα εξετάσει τους τρόπους µε τους 

οποίους µπορούµε να ποσοτικοποιήσουµε την ζήτηση σε µεθοδολογίες  

αποτίµησης  για να µπορέσουµε να βρούµε πιθανές βέλτιστες τιµές για την 

συνάρτηση Συνολικού Κόστους.  

 

 

3.1 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ECONOMIC-ORDER-QUANTITY  

 

 

Όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο στο ΕΟQ µοντέλο 

παραγγέλνουµε σταθερές ποσότητες q
∧

  ή παραγγέλνουµε σε τακτά χρονικά 

διαστήµατα  u
∧

. Αν υποθέσουµε ότι κρατάµε σταθερό το διάστηµα 

παραγγελιών (τουλάχιστον ανά διαστήµατα) τότε αφού τώρα µεταβάλλεται η 

ζήτηση αναγκαστικά θα πρέπει να µεταβάλλεται και το q
∧

. Άρα παύει να 

ισχύει η στασιµότητα της πολιτικής που ίσχυε στο ντετερµινιστικό πλαίσιο. Η 

στασιµότητα της πολιτικής µας εδώ σηµαίνει πως η κατανοµή της ποσότητας 

παραγγελίας δεν µεταβάλλεται µε το χρόνο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι 



 

 

35

35

τουλάχιστον ένα από τα δυο θα παραµένει σταθερό για κάποιο χρονικό 

διάστηµα. 

 

3.2. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΗΣ ΖΗΤΗΣΗΣ 

 

 

Ως αφορά τώρα την ζήτηση την συµβολίζουµε  µε 

 

 ( ) ( )    0 , t       (3 .1 )D t έ ήσυσσω ρευµ νη ζ τη ση σ το=  

και  

 

 ( ) ( ] ( ) ( )D ,       , D D         (3.2)t u ή ά t u u t ό u tη ζ τηση στο δι στηµα που= = − ≥  

 

Οι τιµές αυτές της ζήτησης είναι τυχαίες µεταβλητές µε το σύνολο αυτών 

να συµβολίζεται µε uD  και ακολουθούν µια στοχαστική διαδικασία που την 

συµβολίζουµε µε  ( ){ }: 0D D t t= ≥ . Υποθέτουµε επίσης ότι η 

στοχαστική διαδικασία αυτή ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε ρυθµό ίσο 

µελ , και µέσο tλ δηλαδή 

 ( ) ( )       .D t Poisson t έ ή ά ά όλ και λ µ ση ζ τησηαν µον δα χρ νου=�   

 

Παίρνουµε σαν  δεδοµένο ότι παραγγελία κάνουµε οποιαδήποτε χρονική 

στιγµή και για όση ποσότητα θέλουµε. Επίσης ο χρόνος καθυστέρησης άφιξης 

της παραγγελίας παραµένει σταθερός   και ίσος µε L . Θεωρούµε την 

πολιτική µε δύο µεταβλητές ( ),r q όπου 

q  

 r    ( r e o r d e r  p o i n t ) .

ό ί

ί ί

π ο σ τ η τ α π α ρ α γ γ ε λ α ς
σ η µ ε ο π α ρ α γ γ ε λ α ς

=
=

 

 

Γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα της κατανοµής Poisson είναι ίση µε : 

 

 ( ) ( )
  0 ,1, 2 , . . .      (3 .3 )

!

dte t
P D t d d

d

λ λ
µ ε

−

= = =    
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Επίσης η  ( )D ,t u  ακολουθεί την κατανοµή  Poisson  µε µέσο ( )u tλ −  και 

απευθύνεται στο χρονικό διάστηµα ( ],t u . Τέλος οι προσαυξήσεις στην 

Poisson είναι ανεξάρτητες . Αυτό σηµαίνει ότι η ζήτηση σε ένα χρονικό 

διάστηµα είναι ανεξάρτητη από την ζήτηση σε κάποιο άλλο διάστηµα είτε 

προγενέστερο είτε µεταγενέστερο. 

 

Έστω τώρα ότι έχουµε µεγάλο αριθµό πελατών πλήθους n  µε 

πιθανότητα p  να αγοράσει κάποιος ένα προϊόν . Το κατάστηµα  θα 

υπολογίσει το λ  από τα ιστορικά στατιστικά στοιχεία και έτσι θα βρει  τον 

αριθµό των προϊόντων ανά µονάδα χρόνου .Τώρα χωρίζουµε το µοντέλο 

σύµφωνα µε τις πιθανές τιµές του L . 

 

1. Αν 0L = παραγγέλνω ακριβώς την στιγµή που µηδενίζεται το 

απόθεµα. Εδώ δεν χρειάζεται να αποθηκεύω µεγάλα αποθέµατα 

καθώς η παραγγελία φτάνει κατευθείαν. Εκτός αυτού δεν χρειάζεται να 

παραγγέλνω σταθερές ποσότητες , αλλά µόνο όσες χρειάζοµαι. Επίσης 

το µοντέλο αυτό υπακούει και στην αρχική συνθήκη σύµφωνα µε την 

λία φτάνει την χρονική στιγµή, που µηδενίζονται τα αποθέµατα. 

 

2. Αν τώρα 0L > παραγγέλνω την χρονική στιγµή που το απόθεµα µου 

φτάνει στην τιµή r  . Την τιµή του r  την καθορίζει το κατάστηµα 

ανάλογα µε τις πωλήσεις που είχε στο παρελθόν. Κανείς όµως δεν 

µπορεί να µας εγγυηθεί ότι δεν θα αλλάξει η ζήτηση. Αν λοιπόν µειωθεί 

η ζήτηση, τότε θα έχω αυξήσει  τα διαθέσιµα αποθέµατα µου και αυτό 

θα µου αυξήσει πιθανότατα το κόστος αποθήκευσης. Αν τώρα η 

ζήτηση αυξηθεί και ξεπεράσει το r τότε θα έχω ελλείψεις και άρα 

φεύγουµε από το µοντέλο EOQ. Όσο αυξάνεται το L  τόσο αυξάνεται 

και η πιθανότητα να αντιµετωπίσουµε ελλείψεις. Αυτό αποδεικνύεται 

ως εξής : 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

  

       

D t Poisson t E D L Var D L

Ά ύ έ ό ό L ά Var D ά

λ λ και λ

ρα ισοδ ναµα χουµε τι ταν το αυξ νει αυξ νει

⇒ = =

⇔

�
 

Εποµένως αυξάνει η αβεβαιότητα της ζήτησης και τόσο µεγαλύτερη 

πιθανότητα έχουµε για ελλείψεις . 

 

 

Η διαδικασία Poisson χρησιµοποιείται συχνά στην µοντελοποίηση για 

τους εξής λόγους: 

 

Ø είναι εύκολα υπολογίσιµη αφού η µόνη παράµετρος είναι ο 

συντελεστής λ . 

Ø σε πολλές πρακτικές περιπτώσεις το µοντέλο είναι αρκετά ακριβές και 

ρεαλιστικό. 

Ø η ζήτηση συµπεριφέρεται σαν να ακολουθεί Poisson. 

Ø η µαθηµατική  απλότητα αυτού του µοντέλου, απλουστεύει τις 

περεταίρω αναλύσεις. 

 

 

3.3 ΜΟΝΤΕΛΟ EOQ ΜΕ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΕΝΕΣ ΕΛΛΕΙΨΕΙΣ (PLANNED         

BACKORDERS) 

 

Αρχικά θα κάνουµε  µια αναδροµή στους τύπους που θα 

χρησιµοποιήσουµε στη συγκεκριµένη πολιτική: 

( ){ }: 0D D t t= ≥  

( )
( )
( )
( )
( )

  χρονική στιγµή t.

   χρονικη σ τιγµή t  .

   τη  χρονική σ τιγµή t.

       .

    χρονική στιγµή t  

I t έ

B t ό

IN t ό ό

IO t έ ί ή ή t

IP t έ ά

αποθ µα τη

εκκρ εµ τητες τη

καθαρ απ θεµα

αποθ µατα σε παραγγελ α τη χρονικ στιγµ

θ ση αποθεµ των τη

=

=

=

=

= = ( ) ( )
( ) ( ) }{

.

 ποσοστό  του  χρόνου όπου υπάρχει µηδενικό απόθεµα .=1 0    

IN t IO t

A t IN t

+

= <
 

Η καθαρή θέση των αποθεµάτων ( )IN t  καθορίζει την τιµή του δείκτη 

µηδενισµού αποθεµάτων  ( )A t  αφού 



 

 

38

38

 ( )
( )
( )

( )
     ύ π α ρ ξ η  α π ο θ ε µ ά τ ω ν 0

1  µ η δ ε ν ικ ό  α π ό θ ε µ α

I t
IN t A t

B t

 = ⇔ = 
− 

 

 
 

Για να περιγράψουµε την κατανοµή  της καθαρής θέσης ( )IN  

χρειαζόµαστε τις κατανοµές δυο άλλων  τυχαίων µεταβλητών IP  και L . Η 

κατανοµή της οποίας θα περιγραφεί στη συνέχεια, ενώ η δεύτερη τυχαία 

µεταβλητή ονοµάζεται leadtime demand. Η ζήτηση από την στιγµή που 

κάνουµε την παραγγελία έως την στιγµή  της παραλαβής της ,  συµβολίζεται 

µε LD . Ο δείκτης διακύµανσης σ  είναι η τυπική απόκλιση του D  και 

συµβολίζεται µε ( )Dσ  

 

Σύµφωνα µε τους Κλέων Τσίµπος-Φώτης Γεωργιακώδης (1999) 

 

Ορισµός: ∆ιακύµανση   

 

Αν 2 Nx, x , , x…  πληθυσµός µεγέθους Ν  γνωστού µέσου µ , η διακύµανση 

2σ  των xι  ορίζεται ως ο αριθµητικός µέσος των τετραγώνων των 

αποκλίσεων των τιµών της µεταβλητής από τον αριθµητικό µέσο ,δηλαδή  
 

 ( )22

1

1
i

i

xσ µ
Ν

=

= −
Ν ∑  

 

Σύµφωνα µε τον Τάκης  Παπαϊωάννου (2000) 

 

Ορισµός τυπικής απόκλισης 

 

Η θετική τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης ορίζεται ως τυπική απόκλιση σ 

του πληθυσµού ,δηλαδή 

 

 ( )2

1

1
i

i

xσ µ
Ν

=

= −
Ν∑   
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Το πρωταρχικό ενδιαφέρον είναι η µέτρηση των παρακάτω µέτρων  

, ,I OF BκαιΑ  που έχουν οριστεί στο ντετερµινιστικό µοντέλο από τους τύπους 

(1,5),(1,6),(1,22) και (1,26) αντίστοιχα. 

 

 

3.4. ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΩΝ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΩΝ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

ΤΟΥ ΜΕΣΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ 

 

 

Για µια πολιτική ( ),r q  το µοντέλο είναι αντίστοιχο του EOQ αλλά 

διαφέρει στη στοχαστική ζήτηση. Στο EOQ το µέσο κόστος ανά µονάδα 

χρόνου  προέκυπτε από τον τύπο  

       (3.4)C kOF c hI bBλ= + + +  
 
Οι άγνωστοι εδώ είναι τα ,OF I Bκαι ,όπου BκαιΙ είναι στοχαστικές 

διαδικασίες. Ας εξετάσουµε λοιπόν το καθένα χωριστά  ώστε να καταφέρουµε  

να βρούµε µια ελάχιστη τιµή για το  µέσο κόστος.  

 

Στο µοντέλο EOQ το µέσο απόθεµα προκύπτει από τον τύπο  (1,5) 

έχουµε: ( )
0

1
l i m

T

T
I I t d t

T→ ∞

 
=  

 
∫  όπου το ολοκλήρωµα της τυχαίας 

µεταβλητής ( )I t   είναι και αυτό τυχαία µεταβλητή και ισούται µε το εµβαδόν 

που σχηµατίζει η συνάρτηση µε τον άξονα χ΄χ στο διάστηµα (0,Τ] . Το 

πρόβληµα στην περίπτωση όπου η ζήτηση είναι στοχαστική  είναι ότι η 

συνάρτηση ( )I t  είναι στοχαστική διαδικασία . Άρα η συνάρτηση ( )I t δεν 

παραγωγίζεται και αυτό συµβαίνει διότι σε κάθε χρονική στιγµή t η ( )I t  έχει 

άπειρες εφαπτόµενες. Εποµένως η ( )I t  δεν είναι µια κλασσική ευθεία ή 

καµπύλη , αλλά έχοντας έναν συγκεκριµένο συντελεστή διεύθυνσης είναι σαν 
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συνάρτηση «καρδιογράφηµα». Τίθεται λοιπόν το παρακάτω ερώτηµα. Πώς θα 

µπορέσουµε να υπολογίσουµε το ( )
0

T

I t dt∫ ; 

 

Όπως έχουµε πει η επιχείρηση κάνει παραγγελία q όταν το απόθεµα µας 

φτάσει την τιµή r . Το απόθεµα ( )I t  αφού δεν έχει µια συγκεκριµένη τροχιά 

ώστε να µπορεί να υπολογιστεί το εµβαδόν της , µπορούµε να βρούµε µια 

συνάρτηση στην οποία να τείνει και να το υπολογίσουµε µε αυτήν. Έστω 

λοιπόν ότι  

( ) II t g�  δηλαδή για κάθε i έχουµε ( ) ( ).IP I t i g i= =   . 

Αυτό το διάνυσµα είναι µια συνάρτηση  µάζας  που την ονοµάζουµε στάσιµη 

κατανοµή. Το πού θα βρίσκεται το απόθεµα εξαρτάται από την ( )Ig i  και έχει 

νόηµα να µιλήσουµε για αναµενόµενη τιµή του [ ] ( ): I
i

I E I ig i=∑ .Το απόθεµα 

είναι βαθµωτή συνάρτηση, καθώς µεταβάλλεται  κάθε φορά που έχουµε 

ζήτηση ή φτάνει µια παραγγελία. Είναι λοιπόν µια στοχαστική διαδικασία σε 

διακριτό χώρο καταστάσεων .Όλες οι καταστάσεις είναι θετικά επαναληπτικές, 

δηλαδή κάθε φορά που το απόθεµα χτυπάει το r  επαναλαµβάνεται το 

πρόβληµα από την αρχή της µαρκοβιανής διαδικασίας. Μετά από µεγάλο 

χρονικό διάστηµα περιµένουµε  η επιρροή της αρχικής κατάστασης να έχει 

εξαλειφθεί . Όταν το t → ∞  η κατανοµή του ( )I t  συγκλίνει σε µια 

κατανοµή ανεξάρτητη του t και της αρχικής κατάστασης.Oταν t → ∞ τότε 

( )I t I→  

Ας έρθουµε όµως στο βασικό µας στόχο που εστιάζεται στο να βρούµε το 

µέσο απόθεµα του ( )I t . Το  [ ] ( )I
i

E I ig i=∑  είναι η αναµενόµενη τιµή της 

οριακής κατανοµής του I(t) όταν το t → ∞  ενώ ο δειγµατικός µέσος είναι το 

µέσο ( )I t . Μας ενδιαφέρει λοιπόν το πού βρίσκεται το απόθεµα µας την 

χρονική στιγµή t ,  που είναι µια τυχαία µεταβλητή I   η οποία ακολουθεί 
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κατανοµή Ig . Για να υπολογίσω όµως την αναµενόµενη τιµή θα πρέπει να 

κάνω αναφορά στο εργοδικό θεώρηµα. Η αναµενόµενη τιµή προκύπτει 

προσοµοιώνοντας την κατανοµή  ( )Ig i  και παίρνοντας από n βήµατα το 

µέσο όρο αυτών. Το εργοδικό θεώρηµα µας δίνει την δυνατότητα να 

προσοµοιώσουµε τη διαδικασία και να πάρουµε τους χρονικούς µέσους 

υλοποίησης αυτής, άρα ( ) ( )1 2

1
... .nI E I I I I

n
= = + + +   

To I έχει περιορισµένη κατανοµή , αυτό σηµαίνει οι κατανοµές 

πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών  ( )I t  συγκλίνουν σε ένα όριο (µια 

κατανοµή) καθώς το  t → ∞  και αυτή η κατανοµή δεν εξαρτάται από τις 

αρχικές συνθήκες .Το κέρδος από την εργοδικότητα είναι ότι το όριο της 

κατανοµής είναι η gΙ . Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύεται ότι  

 

 ( ) ( ).       ( 3 . 5 )B
i

B E B i g i= = ∑  

 

 

3.5  ΠΟΛΙΤΙΚΗ ΑΠΟΘΕΜΑΤΟΣ ΒΑΣΗΣ ΜΕ ΤΟΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ k NA ΕΙΝΑΙ 

MH∆ΕΝ 

 

 

 

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την συνάρτησης µέσου κόστους ανά 

µονάδα χρόνου της πολιτικής ( ),r q .Αρχικά θα πάρουµε σαν δεδοµένο ότι 

το σταθερό κόστος παραγγελίας  k  είναι µηδέν. Έστω επίσης ότι η 

ποσότητα παραγγελίας είναι ένα τεµάχιο εποµένως      

 

0             1k q= = .                  

Μερικές φορές υπάρχει µια µονάδα ποσότητας και για τη ζήτηση και για την 

προσφορά (όπως το γέµισµα µιας καρότσας φορτηγού) και κάτω από αυτές 
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τις συνθήκες έχει νόηµα να θέτουµε το ποσό της παρτίδας ίσο µε την µονάδα. 

Έστω επίσης το απόθεµα βάσης 

 1s r= +  και την στιγµή t  κάνουµε παραγγελία για ένα τεµάχιο   

 

( ) ( )            IP t r IP t s− = + =  

 

Οπότε όταν  η θέση του αποθέµατος φτάνει στην τιµή r , η επιχείρηση κάνει 

παραγγελία και περνάει χρονικό διάστηµα L   µέχρι να έρθει απόθεµα 

ασφαλείας, Το τελευταίο όµως µπορεί να µην φτάσει εγκαίρως και να έχω 

ελλείψεις.  

Στόχος µας είναι να  η στοχαστική διαδικασία  ( )IP t  να είναι σταθερή  

και ίση µε s . Αυτή η πολιτική ονοµάζεται πολιτική αποθέµατος βάσης. Η 

πολιτική αυτή είναι ιδιαιτέρως βολική, καθώς υπάρχει µόνο µια µεταβλητή το 

r . Αρχικά αν η θέση αποθεµάτων της επιχείρησης είναι µεγαλύτερη του s,  

περιµένουµε ώστε να πέσει µε τις πωλήσεις  στην τιµή ( )0IP s= . Αν τώρα η 

θέση αποθεµάτων της επιχείρησης είναι µικρότερη του s κάνω παραγγελία 

τόσες µονάδες ώστε  η θέση την χρονική στιγµή µηδέ να είναι ίση µε ( )0IP s= . 

Τώρα από εδώ και στο εξής για κάθε πώληση ενός αντικειµένου υπάρχει 

ταυτόχρονη παραγγελία ενός τεµαχίου τέτοια  ώστε για κάθε χρονική στιγµή t  

να ισχύει ότι ( )IP t s= . Μερικές φορές ονοµάζεται και πολιτική αναπλήρωση s  

ένα προς ένα (replenishment policy). Η  πολιτική αυτή έχει νόηµα όταν οι 

Οικονοµίες Κλίµακας στο σύστηµα προσφοράς είναι αµελητέες  µε τους 

άλλους παράγοντες . 

 

Ορισµός: Οικονοµία Κλίµακας 

 

Οικονοµία Κλίµακας ονοµάζεται το φαινόµενο κατά το οποίο το 

µακροπρόθεσµο µέσο κόστος µειώνεται όσο αυξάνεται η παραγόµενη 

ποσότητα . Αυτό οφείλεται σε 3 βασικούς λόγους  

 

1. την ύπαρξη σταθερών στοιχείων κόστους ,ανεξαρτήτων από την      
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ποσότητα. 

2. την εξειδίκευση που µερικές φορές είναι δυνατή µέσω την αύξηση του 

αριθµού των εργαζοµένων. 

3. τη χρήση της τεχνολογίας σχεδιασµένη για µεγάλες ποσότητες 

παραγωγής. 

 

Σε αυτή τη πολιτική υπάρχουν 2 βασικά ερωτήµατα: 

1. ποιες πολιτικές είναι βέλτιστες; 

2. ποια είναι η επιλογή του r  και κατ` επέκταση του s ; 

 

Η απάντηση σ` αυτά τα ερωτήµατα είναι κοινή χωρίς όµως να είναι και απλή. 

Είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι όσο αυξάνει το s  και όσο µειώνεται το L , 

τόσο µειώνονται οι πιθανότητες να έχουµε ελλείψεις. Η απόφαση για το πόσο 

θα είναι το s  εξαρτάται από τον ανταγωνισµό του κόστους αποθέµατος µε το 

κόστος ελλείψεων. Αν το κόστος αποθήκευσης είναι µεγαλύτερο του κόστους 

ελλείψεων, τότε πιθανότατα θα διαλέξω ένα s  σχετικά µικρό που θα µε 

οδηγήσει σε ελλείψεις. Ενώ σε αντίθετη περίπτωση θα επιλέξω σίγουρα  ένα 

µεγαλύτερο s . 

 

Αφού ( )IP t s= , από  το  τύπο ( ) ( )       (3 .6 )s IN t IO t= +  

για να υπολογίσω το ( )IN t  αρκεί να βρω την κατανοµή που ακολουθεί το   

( )IO t  καθώς το s  είναι γνωστό .Το ( )IO t  παίρνει ακέραιες τιµές θετικές ή 

µηδέν αφού έχουµε θέσει το q   ίσο µε την µονάδα. Εποµένως η κατανοµή 

του q   είναι διακριτή µε συνάρτηση πιθανότητας 

( )( )  0,1,2,...P IO t k ό kπου= = Έστω τώρα ένα χρονικό διάστηµα 

( ],t L t− . Στο διάστηµα αυτό η ζήτηση είναι  

 

 ( )( )( ) ( )P oisso n  P o isson .      (3 .7 )t t L Lλ λ− − =   

Άρα 
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( ) ( )
( ) ( )

Poisson

     .

IO t L

IO t D ή έ ό ά Leadtime

λ

ζ τηση σε να χρονικ δι στηµα

⇔�

�
 

 

Εµάς όµως µας ενδιαφέρει η οριακή κατανοµή του ( )IN t  και αφού    

 

( ) 0IO t ≥  τότε από την σχέση   (3.6) έχουµε ότι 

 

( ) ( ) }{

( ) ( )

( ) [ ] [ ]

..., 2, 1,0,1, 2,...,

     

    :

.      (3.8)

D

N
t

N

IN t s IN t s

I t s D ί ά ή IN t

ά έ ί

I t s D s E D s L

ε ναιηστ σιµηκατανοµ του

ραοι µ σες τιµες γ νονται

λ

→∞

≤ ⇔ ∈ − − ⇔

−

Ε = Ε − = − = −  

→  

 

Έχουµε δει από την σχέση (1,23) ότι  

 

( ) ( ){ } }{1 0 1       ( 3 . 9 )A t I N t D s= ≤ = ≥  

η οποία είναι τυχαία µεταβλητή για κάθε 0t ≥  και ακολουθεί την διωνυµική 

κατανοµή Bernoulli. Επίσης  

( ) [ ]
0

1
l i m       ( 3 . 1 0 )

T

T
A A t d t E A

T→ ∞

 
= = 

 
∫  

 

και από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι  

 

[ ] ( ) ( )1       (3.11)E A P D s A A P D s= ≥ = ⇔ − = ≤  

 

όπου A το ποσοστό χρόνου που έχουµε ελλείψεις οριακά 

και 1 A−  το ποσοστό του χρόνου που δεν έχω ελλείψεις οριακά  

 ( )1  A P D s f i l l r a t e− = ≤ =  

Πάµε τώρα να αποτιµήσουµε τα B, I .όπου 

 

( ) ( ) ( )   0,1, 2,....B IN s D D s k ό kπου− − += = − = − = =  
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Αφού τώρα ( ) ( )
!

k
t

k

t
p P D k e

k
λ λ−= = =  τότε 

 ( ) ( )( ) ( )
1

.      (3.12)k
k s

E B E D s k s p B
∞

+

= +

= − = − =∑  

Ξέρουµε επίσης ότι 

 ( ) ( )I I N s D
+ += = −  

ξέρουµε επίσης από την σχέση (1,20) ότι 

 
( ) ( ) ( )

.      (3 .13 )

E I E IB E B s L B

I s L B

λ

λ

= + = − + ⇔

= − +
 

 

Από την θεωρία των δεσµευµένων πιθανοτήτων έχουµε την παρακάτω σχέση 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ 1 1 / 0 0 .      (3.14)E B E B A P A E B A P A= = = + = =  

 

Ξέρουµε ότι ( )/ 0 0E B A = =  εξ` υποθέσεως, οπότε η παραπάνω σχέση 

γίνεται  

( ) ( ) ( )/ 1 1       (3 .1 5 )E B E B A P A= = =  

 

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

3.12 3.14 3.9

3.11 3,10

/ 1 1

/ 1

/ 1 / 1

B E B E B A P A

E B A P D s

E B A E A E B A A

= =

= = ≥ =

= =

= = =

= =

 

 

 

όπου η δεσµευµένη µέση τιµή ( )/ 1E B A =  βρίσκεται αν διαιρέσω το χρονικό 

διάστηµα, που είχα ελλείψεις µε το συνολικό χρόνο της περιόδου. 
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3.6 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΑΠΩΛΕΙΑΣ 

 

 

Έστω Χ≥0 διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας  

 

 g(k) P(X k)  k 0,1,2,       (3.16)όπου= = = …  
 

Σύµφωνα µε τον Τάκη  Παπαϊωάννου (2000) έχουµε 

 

Ορισµός: Συνάρτηση Πιθανότητας   

 

Έστω µια διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ . Η συνάρτηση  

 ( ) ( )xp x P X x= =  

µε πεδίο ορισµού τις τιµές της x και πεδίο τιµών τις πιθανότητες των τιµών 

αυτών λέγεται συνάρτηση πιθανότητας ή και κατανοµή πιθανότητας  της 

τυχαίας µεταβλητής Χ. 

  

 Έστω ( )oG k  η συνάρτηση απώλειας µηδενικής τάξης ή οποία είναι ίση 

µε  

( ) ( ) ( )
1

.       ( 3 . 1 7 )o

i k

G k P k g i
∞

= +

= Χ > = ∑  

 

Ξέρουµε επίσης  ότι  

 

( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 0

.
k k k

E X k g k P X k G k
∞ ∞ ∞

= = =

= = > =∑ ∑ ∑  

Έστω τώρα η συνάρτηση απώλειας πρώτης τάξης ( )1G k  που δίνεται από 

 

( ) ( )1G k E X k
+ = −   

 

 και είναι η µέση στάθµη της τυχαίας µεταβλητής που µετράει πόσο πάνω από 

το k  βρίσκονται οι τιµές του X . Για 0k =  έχουµε 
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( ) ( ) ( )1 0     0.G E X E X ύαϕο+ = = Χ ≥   Θέτω τώρα ( )X k
+

− = Υ , άρα η 

συνάρτηση γίνεται 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 0

.
i i

G k E X k P Y i P X k i
∞ ∞

+ +

= =

 = − = Ε Υ = > = − >  ∑ ∑  

Όµως 0i ≥ , εποµένως οι όροι της σειράς είναι διάφοροι του µηδενός µόνο 

στην περίπτωση που ( )X k i− ≥ , και εποµένως η συνάρτηση έχει ως 

ακολούθως 

( ) ( ) [ ]

[ ] ( )

1

0 0

0

0 0

.

i i

i i

G k P X k i P X k i

P X k i G k i

∞ ∞
+

= =

∞ ∞

= =

 = − > = − > =
 

= > + = +

∑ ∑

∑ ∑
 

Και θέτοντας j k i= +  έχουµε ότι 

( ) ( )1 0

j k

G k G j
∞

=

= ∑ . 

Επίσης για 0k = , έχουµε 

 

( ) ( ) ( )1 0

0

0 .
j

G G j E X
∞

=

= =∑  

Η συνάρτηση των ελλείψεων γράφεται 

 ( )
     ,

       ( 3 . 1 8 )
0            ,

D s D s
D s

ώ

γ ι α
α λ λ ι ς

+ − >
− = 


 

 

οπότε  ( ) ( )1 .D s G s
+ Ε − =   

 

Πάµε τώρα να ορίσουµε την συνάρτηση απώλειας δεύτερης τάξης ως 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 1

1

1
1

2j k

G k G j X k X k
∞

+ +

= +

 = = − − − ∑  

 

Όταν η τυχαία µεταβλητή είναι συνεχής  τότε  η  παραπάνω  συνάρτηση  

γίνεται  
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( ) ( )( )2
2 1

2
G k X k + = −  

. 

 

Πριν επιστρέψουµε όµως στην αποτίµηση της συνάρτησης του µέσου 

κόστους, υπάρχουν ορισµένες παρατηρήσεις που θα µας φανούν ιδιαιτέρως 

χρήσιµες στην συνέχεια. 

 

Η συνάρτηση ( )oG k  είναι φθίνουσα, καθώς όπως προκύπτει από τους 

παρακάτω τύπους, η µεταβολή της συνάρτησης είναι αρνητική. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 0

1    1 0

o o

o o

G k G k g k

G k G k ύ g kα ϕ ο

+ − = − + < ⇒

+ < + ≥
 

Όσον αφορά τώρα την ( )1G k   έχουµε 

( ) ( ) ( )1 1 01 0 .G k G k G k+ − = − <  

Εποµένως η ( )1G k  είναι επίσης φθίνουσα και κυρτή, καθώς η πρώτη 

παράγωγος της είναι επίσης αρνητική και αύξουσα. Αυτό συµβαίνει γιατί αν 

( )oG k  φθίνουσα τότε η - ( )oG k  αύξουσα. 

 

Έτσι για να επανέλθουµε στα αποθέµατα και συνυπολογίζοντας την 

παραπάνω µαθηµατική ανάλυση προκύπτουν οι παρακάτω τύποι: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1

1     .

 η  ο πο ία  ε ίνα ι φ θ ίνο υ σ α  κα ι κυ ρτή .

.

oA s G s ί ί ί

B s G s

s s L G s

η οπο α ε να ι ϕθ νουσα

λ

= −

=

Ι = − +
 

Επειδή η ταυτοτική είναι αύξουσα και η ( )1G s  φθίνουσα δεν επαρκούν τα 

στοιχεία για να αποφασίσουµε για την µονοτονία της ( )sΙ . Έτσι θα 

υπολογίσουµε την παρακάτω διαφορά ώστε να µπορέσουµε να αποφανθούµε 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1 0

1 1 1

1 1 1 .

s s s L G s s L G s

G s G s G s

λ λΙ + − Ι = + − + + − − + =

= + + − = −
= 



 

 

49

49

 

Επειδή το ( )0G s   είναι συνάρτηση πιθανότητας και εποµένως είναι µικρότερο 

της µονάδας, προκύπτει ότι η µεταβολή των µέσων αποθεµάτων είναι θετική.  

Οπότε η συνάρτηση  ( )sΙ κυρτή και αύξουσα. 

 

 

Ορίζουµε τώρα το µέσο κόστος   

 

( ) ( ) ( ) .       ( 3 . 1 9 )C s h s b B s= Ι +  

 

Το µέσο κόστος είναι άθροισµα κυρτών συναρτήσεων και εποµένως είναι 

και αυτή κυρτή συνάρτηση. Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση του µέσου 

κόστους έχει ελάχιστο. Εποµένως υπάρχει βέλτιστη τιµή του s  στο σηµείο 

όπου µηδενίζεται η πρώτη παράγωγος του µέσου κόστους ως προς την 

µεταβολή του s . 

 

 ∆εν υπάρχουν πιο εύχρηστοι τύποι για τις ( )0G s  , ( )1G s  οπότε πρέπει 

να τους δηµιουργήσουµε 

 

( ) ( ) ( )1 1 ,o
j s

A s G s g j
<

= − = − ∑  

 

( ) ( ) ( )1 01 .
j s

B s G s G j
<

= = − ∑  

Οι παραπάνω τύποι είναι σωστοί ακόµη και για αρνητικό s  , όπου ( )0 1G s =  

και ( ) ( )1G s s Lλ= − − . ∆εν θα διαλέξουµε ποτέ ένα αρνητικό s  στην πράξη. 

Μπορούµε όµως να επιλέξουµε 0s =  , τότε το απόθεµα δεν θα µπορεί να 

µειωθεί περισσότερο από ( ) 0sΙ = , άλλα αυτό έχει ως αποτέλεσµα να αυξάνει 

το ( )B s .  
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3.7 ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΤΩΝ ΜΕΤΡΩΝ ΑΠΟ∆ΟΣΗΣ  

 

 

Το παραπάνω µέτρο απόδοσης του µέσου αποθέµατος εξαρτάται από 

τις παραµέτρους του συστήµατος λ  και L µόνο µέσω του προϊόντος Lλ  . 

Θα πρέπει να µαντέψουµε αν το σύστηµα µε υψηλό dem and rate λ  και 

µικρό lead tim e dem and  L  θα συµπεριφέρεται αρκετά διαφορετικά από 

ένα χαµηλό λ  και µεγάλο L. H απάντηση είναι όχι καθώς όσο το γινόµενο 

Lλ  είναι το ίδιο για τα δυο συστήµατα , οι αποδόσεις των χαρακτηριστικών 

τους θα είναι πανοµοιότυπες. Οι τύποι αποκαλύπτουν τις ποιοτικές 

επιπτώσεις στις επιδόσεις των µεταβολών του s . To ( )B s  µειώνεται και είναι 

κυρτή ως συνάρτηση του s , όσο το επίπεδο του βασικού αποθέµατος 

αυξάνεται , οι ελλείψεις παρακµάζουν αλλά µε χαµηλότερο ρυθµό. Ακολούθως 

το ( )sΙ αυξάνεται σε συνάρτηση µε την αύξηση του s . Όσο για το 

( )A s µειώνεται σε σχέση µε το s  καθώς αύξηση του ορίου βασικού 

αποθέµατος µειώνει την πιθανότητα µηδενισµού του αποθέµατος.  

 

 

3.8 ΠΟΛΙΤΙΚΗ ΑΠΟΘΕΜΑΤΟΣ ΒΑΣΗΣ (r,q) ΜΕ  ΠΟΣΟΤΗΤΑ 

ΑΠΟΘΕΜΑΤΟΣ q≥1 ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ k≠0. 

 

 

To σταθερό κόστος παραγγελίας k  σε αυτή την περίπτωση δεν είναι 

µηδέν. Εποµένως η παραγγελία γίνεται για q κοµµάτια κατά την χρονική 

στιγµή που η θέση αποθεµάτων γίνεται  

 

                                     ( ) .       ( 3 . 2 0 )I P t r=              

 

Η παραγγελία καταφτάνει σε χρόνο L  .Το απόθεµα µου αυξάνεται σε r+q.  
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Πρέπει να προσδιορίσουµε τώρα την στάσιµη κατανοµή των 

συναρτήσεων των µέσων. (r,q),  B(r,q),  I(r,q),  OFΑ . Στη συνέχεια θα 

πάρουµε την αναµενόµενη τιµή κάτω από αυτή τη στάσιµη κατανοµή. Κάτω 

από αυτό το πρίσµα βλέπουµε πώς κινείται η θέση αποθέµατος µας. Ως 

µέγιστη τιµή της θέσης αποθεµάτων έχουµε τη στιγµή που γίνεται η 

παραγγελία q όπου παίρνει την τιµή r q+ . Όταν το IP  µειωθεί στην τιµή 

r  τότε αυτόµατα γίνεται παραγγελία q  µονάδων και αυξάνεται πάλι η θέση 

µας σε r q+ . Ουσιαστικά η θέση µας δεν έπεσε ποτέ κάτω από το r q+ . 

Λόγω της πολιτικής που ακολουθούµε, µας ενδιαφέρουν οι τιµές που παίρνει 

η IP  καθώς µεταβάλλεται το q . Αφού λοιπόν 1q ≥ η θέση αποθεµάτων 

παίρνει τιµές στο παρακάτω διάστηµα: 

 

 ( ) }{ 1 , 2 , . . . , .       ( 3 . 2 1 )I P t r r r q∈ + + +  

 

Η στοχαστική διαδικασία IP  είναι µια µαρκοβιανή αλυσίδα σε 

πεπερασµένο χρόνο.Σύµφωνα µε τον Μωυσής Α. Μπουντουριδης (2005) 

έχουµε 

 

Ορισµός: Μαρκοβιανή Αλυσίδα 

 

Μια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου ( ) 0{ }tX t ≥  λέγεται ότι είναι 

µια αλυσίδα Markov συνεχούς χρόνου, αν αφενός όλες οι τυχαίες µεταβλητές  

( ) 0{ }nX n ≥  παίρνουν τιµές στο ίδιο αριθµήσιµο σύνολο καταστάσεων S και 

αφετέρου ισχύει η παρακάτω ιδιότητα Markov για κάθε ακολουθία χρόνων   

0 10 .... Nt t t≤ ≤ ≤  και για κάθε 
0 1 1

, , ,..., ,
ni i i i js s s s s S
−

∈  : 

 

 )( ( )
1 2 1 0 10/ , , ..., /

n n n n n nt j t i t i t t j t iP X s X s X s X s P X s X s
− − − −

= = = = = = =  
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Αφού λοιπόν η ( )IP t  είναι µαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου µε 

πεπερασµένες καταστάσεις q , µπορώ να φτιάξω µια κυκλική συνάρτηση µε 

περιοδικές καταστάσεις, όπου ισχύει και εδώ το εργοδικό θεώρηµα. Η 

στάσιµη κατανοµή είναι οµοιόµορφη διακριτή στο χρόνο. Η πιθανότητα 

µετάβασης από τη µια κατάσταση στην άλλη  είναι ίδια. Άρα η στάσιµη 

κατανοµή της θέσης αποθεµάτων είναι: 

 

 
)(

( ) }{

1, . . . , ( )

1
, 1, 2 , . . . , .       ( 3 .2 2 )

IP U r r q ή

P IP r i i q
q

δ ια κ ρ ι τ+ + ⇔

= + = ∀ =

�

  

 

Πάµε τώρα να δούµε την κατανοµή των καθαρών αποθεµάτων. Από τον τύπο 

(2,21) έχουµε  

 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

, .      (3 .23 )

IN t L IN t IO t D t t L

IN t L IP t D t t L

+ = + − + ⇔

+ = − +
          

   

 

Τα ( ) ( ), ,IP t D t t L+  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, αφού η 

θέση αποθεµάτων είναι οµοιόµορφη κατανοµή (U) και η ζήτηση είναι Poisson. 

Έτσι η κατανοµή των καθαρών αποθεµάτων µπορεί να βρεθεί. Αντίστοιχα 

µπορώ να βρω τις κατανοµές των  

 

 ( ) ( )
( ) ( )

,

 .      ( 3 . 2 4 )

B I N I P D

I I N I P D

− −

+ +

= = −

= = −
                                 

       

Από τις (3,21), (3,22) και την τελευταία παράγραφο έχουµε ότι: 

 

 
}{

( )
1 , . . . , ,

,                         ( 3 . 2 5 )

, _ .      

I P D U r r q

D P L

I P D ά

λ

α ν ε ξ ρ τ η τ ε ς

+ +�

�                    
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Μας ενδιαφέρει να βρούµε τα µέσα αποθέµατα και τις µέσες ελλείψεις από 

τους παρακάτω τύπους: 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) [ ]

, ,

, ,      ( 3 . 2 6 )

, 0 .

I r q E I N E I P D

B r q E I N E I P D

A r q P I N

+ +

− −

   = = −   

   = = −   

= ≤

 

 

Θα υπολογίσουµε τη συνάρτηση των µέσων ελλείψεων  και το ίδιο θα ισχύει 

και για τις υπόλοιπες συναρτήσεις ,καθώς ο τρόπος υπολογισµού είναι ο 

ίδιος. 

 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

( 2 ,1 5 )

1

,

|

1
.

r q

s r

r q

s r

B r q E I N E I P D

P I P s E I P D I P s

B s
q

− −

+
−

= +

+

= +

   = = − =
   

 = = − = =
 

=

∑

∑

 

 

Οµοίως και για τις άλλες δυο έχουµε 

 

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1
, ,

1
, .

r q

s r

r q

s r

I r q I s
q

A r q A s
q

+

= +

+

= +

=

=

∑

∑
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3.9 ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΣΟΥ ΣΥΝΟΛΙΚΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ 

 

 

Έχουµε Φτάσαµε κοντά στην υπολογισµό των r,q έτσι ώστε το µοντέλο 

µας να βρίσκει την ελάχιστη συνάρτηση κόστους. Πως µπορώ όµως να βρω 

τα r και q που ελαχιστοποιούν την συνάρτηση ( ),c r q ; Η απάντηση κρύβεται 

στον τρόπο που θα ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση του µέσου συνολικού 

κόστους. Γνωρίζουµε ότι: 

 

  

( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

, m i n ,

1
,     ( 3 . 2 7 )

r q

r q
s r

s r

c r q c r q

k c s
k

c r q c s
q q q

λ
λ

+

+
= +

= +

→

 
+ 

 = + =
∑

∑

                                                              

                                                                                                           

Για να βρούµε τώρα το ελάχιστο της ( ),c r q  αρκεί να ελαχιστοποιήσουµε 

πρώτα ως προς το ένα και µετά ως προς το άλλο. Εποµένως  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

*, ,

*

1

, ,
m i n

m i n m i n m i n

m i n
r

έ

r q q r c q c r q

q

c r q c r q

c q

θ τ ω

=

≥

 =   

=

=  

 

Όπου  

 

 

( ) ( )
( )

1* ,
m i n

m i n

r q

r s r

r

k c s
c q c r q

q

λ
+

= +

 
+ 

 = =
∑

 

 

 

Επειδή η συνάρτηση του µέσου συνολικού κόστους είναι κυρτή, ξέρω ότι 

δίπλα σε ένα ελάχιστο βρίσκεται το ακριβώς επόµενο ελάχιστο. Έστω δηλαδή 

η συνάρτηση:  
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( ) , _ 1 , 2 , . . .c s ό sπ ο υ =  

 

Τα τρία µικρότερα σηµεία της είναι: 

 

( )
( )
( )

1

2

3

m i n

2 _ _ _ _

3 _ _ _ _

c c s

c ό ί c s

c ό ί c s

ο µ ι κ ρ τ ε ρ ο σ η µ ε ο τ η ς

ο µ ι κ ρ τ ε ρ ο σ η µ ε ο τ η ς

=

=

=

 

 

Με τον τρόπο αυτό διατάσσουµε όλα τα σηµεία της συνάρτησης µέσου 

συνολικού κόστους γύρω από την ελάχιστη τιµή 1c . Μπορούµε δηλαδή να 

γράψουµε το 
*c  αναδροµικά. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

*

*

* * * *

,

,

_ _

, _ _ ,

m i n

r q

s r

r

W r q c s

W q W r q

ό r q έ ή

W r q q W q r q q c qc

π ο υ β λ τ ι σ τ η τ ι µ

κ α ι

+

= +

−

= ⇔

=

= ⇔

= =

∑

 

 

 

Έστω λοιπόν από την (3.27) η παρακάτω συνάρτηση όπου το  ( ),c r q  

είναι το άθροισµα του αριθµητικού µέσου του  συνολικού κόστους πολιτικής 

αποθέµατος βάσης και του σταθερού κόστους  k
q
λ   .Έστω ότι 1C  είναι η 

ελάχιστη τιµή του ( )C s , έστω επίσης ότι 2C  είναι η δεύτερη µικρότερη τιµή και 

η 3C είναι η τρίτη. ∆ιατάσουµε λοιπόν τις τιµές σε σειρά µεγέθους { }1 2, ,...c c και 

η ακολουθία ελαχίστων που δηµιουργείται είναι αύξουσα. Στο συγκεκριµένο 

µοντέλο οι τιµές του κόστους είναι θετικές ακέραιες. Αρχικά στο µοντέλο µας 

θέτουµε µία τιµή για το q, το οποίο µας δηλώνει ότι το άθροισµα της σχέση 

(3.27) έχει q αθροίσµατα και γίνεται: 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 ... .          (3 .28 )
r q

s r

c s C r C r C r q
+

= +

= + + + + + +∑
.    

Αφού αποφασίστηκε η τιµή τουq  γίνεται προσπάθεια να βρεθεί το 

βέλτιστο ( )*r q  για το οποίο, το παραπάνω άθροισµα µας δίνει τις µικρότερες 

q τιµές του ( )c s  οι οποίες ξέρω από την παραπάνω ακολουθία ότι είναι οι 

{ }1 2, ,..., qc c c . Γνωρίζοντας ότι η ( )C s  είναι κυρτή τα υπόλοιπα ελάχιστα της 

συνάρτησης αυτής θα βρίσκονται αριστερά και δεξιά από την ελάχιστη τιµή. 

Πρέπει λοιπόν να βρεθεί η διαδοχική q άδα−  η οποία βρίσκεται µετά τον όρο 

( )c r  και πρέπει να δίνει τα παρακάτω αποτελέσµατα για την σχέση (3.28) 

( )
( )*

1 2
1

. . .
r r qr q

q
s r

c s c c c
=+

= +

+ + +∑ =  

 

 

Εποµένως εδώ για ( )*r q  έχουµε  

 

( )

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
*

1 2
* 1

* 1 * 2 ... * ...
r q q

q
s r q

c s C r q C r q C r q q c c c
+

= +

= + + + + + + = + + +∑ . 

Αφού βρέθηκε το βέλτιστο ( )*r q  πρέπει να βρεθεί και το βέλτιστο 

( )* 1r q+ .Πρέπει δηλαδή να βρεθεί 1q άδα+ −  η οποία έχει τα ελάχιστα 1q+   

κόστη µέσω του ( )*r q .  Το νέο κόστος που θα προστεθεί θα είναι το 1qc + , 

που λόγο της κυρτότητας του ( )C s  θα βρίσκεται είτε αριστερά της q άδα−  και 

θα έχει την τιµή ( )( )*C r q , είτε δεξιά και θα έχει την τιµή ( )( )* 1C r q q+ + . 

Όποια από τις δύο είναι η ελάχιστη, αυτή θα είναι και η τιµή του  1qc +  και 

δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 
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( )( ){ ( )( )}1 m in * , * 1qc C r q C r q q+ = + +
 

Όπου το ( ) * 1r q +  γίνεται όταν έχουµε ελάχιστο από αριστερά ίσο µε 

( )* 1 r q −  και όταν έχουµε ελάχιστο από δεξιά παραµένει ( )*r q    Ένα 

συµπέρασµα που βγαίνει από την παραπάνω σχέση είναι ότι η αύξηση του q 

δεν αυξάνει το  ( )*r q , αλλά το µειώνει µε ίσο ή µικρότερο ρυθµό από ότι 

αυξάνει το q. 

Η βελτιστοποίηση του ( )*r q  ήταν εύκολη για ένα σταθερό  q. Χρειάζεται  

ακόµα να βελτιστοποιηθεί και το q.  Έστω ότι    ( ) ( )( )* * ,C q C r q q= είναι το 

βέλτιστο σταθερό κόστος για ένα σταθερό q,  και  θέτουµε 

( )}{ 1* m i n 0 : * .              ( 3 .2 9 )qq q c C q+= > ≥  

Από τη σχέση (3.27) έχουµε  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )
( )

1

1

1
1

1

1

1

1

* 1
1

1 * 1

1 * 1 *

1 * 1 * * *

1 * 1 1 * *

*
* 1 * .              ( 3 . 3 0 )

1

q

j
j

q

j q
j

q

q

q

q

k c

C q
q

q C q k c c

q C q q C q c

q C q q C q C q C q c

q C q q C q C q c

C q c
C q C q

q

λ

λ

+

=

+
=

+

+

+

+

 
+ 

 + = ⇔
+

+ + = + + ⇔

+ + = + ⇔

+ + = + − + ⇔

+ + = + − − ⇔

−
+ = −

+

∑

∑

 

Η µονοτονία της ( )*c q  θα εξεταστεί σε 2 πεδία τιµών ως προς q: 

1. έστω ότι *q q<  τότε από την (3.29) έχουµε ότι ( )1 *qc C q+ <  οπότε ο 

όρος  
( )( )
( )

1*

1
qC q c

q
+−

+
 είναι θετικός , οπότε από την (4.10) έχουµε ότι 

( ) ( )* 1 *C q C q+ < , οπότε η συνάρτηση ( )*C q  είναι γνησίως 

φθίνουσα σε αυτό το διάστηµα. 
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2. Έστω τώρα ότι *q q≥  τότε από την (3.29) τώρα έχουµε επαγωγικά ότι 

( )1 *qc C q+ ≥ , οπότε ο όρος  
( )( )
( )

1*

1
qC q c

q
+−

+
 είναι αρνητικός και από 

την (3.30) ισχύει ότι ( ) ( )* 1 *C q C q+ ≥ , οπότε η συνάρτηση ( )*C q  

είναι αύξουσα σε αυτό το διάστηµα. 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η συνάρτηση ( )*C q  είναι κυρτή και έχει 

ελάχιστο στο *q . 

 

 

Ορίσαµε εποµένως τη στοχαστική διαδικασία, η  οποία ελαχιστοποιεί τη 

συνάρτηση µέσου συνολικού κόστους για την πολιτική δυο µεταβλητών (r,q). 

Η αποτίµηση της συνάρτησης µέσου συνολικού κόστους στα στοχαστικά 

µοντέλα είναι πολύ δυσκολότερη απ` ότι στα ντετερµινιστικά. Η 

πολυπλοκότητα που χρειάστηκε για να καταλήξουµε σε ένα αποτέλεσµα, 

στηρίχθηκε σε περισσότερες παραδοχές σε σχέση µε το δεύτερο κεφάλαιο. Η 

αποτίµηση επετεύχθη ελαχιστοποιώντας πρώτα ως προς τον ένα παράγοντα 

και στη συνέχεια ως προς το δεύτερο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ MATLAB 

 

Η εργασία αυτή πραγµατοποιήθηκε µε σκοπό να δηµιουργηθούν  

µοντέλα που θα βοηθήσουν στην αποτίµηση των βέλτιστων αποθεµάτων   Σε 

αυτό το κεφάλαιο θα γίνει αναφορά στην χρήση των προγραµµάτων στην 

πράξη. Η αποτίµηση των µοντέλων θα γίνει δηµιουργώντας έναν αλγόριθµο 

για το κάθε ένα, µε γλώσσα προγραµµατισµού την Matlab. Αρχικά θα 

παρουσιαστούν οι εκδοχές του ντετερµινιστικού µοντέλου, που έχουν 

αναλυθεί στο δεύτερο κεφάλαιο. Στη συνέχεια ο αλγόριθµος θα επεκταθεί στο 

πιο ενδιαφέρον τρίτο κεφάλαιο, όπου το µοντέλο είναι στοχαστικό. 

 

 

4.1 ΝΤΕΤΕΡΜΙΝΙΣΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

 

Στο ντετερµινιστικό µοντέλο ο υπολογισµός των βέλτιστων τιµών δεν 

αναµένεται να χρειαστεί πολύπλοκες συναρτήσεις. Θα δηµιουργήσουµε δύο 

αλγόριθµους στο µοντέλο αυτό. Στον πρώτο θα υποθέτουµε ότι δεν θα 

υπάρχουν ελλείψεις, ενώ στο δεύτερο θα εισαχθούν και αυτές. 

 

 

4.1.1 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ EOQ 

 

Ο αλγόριθµος εδώ θα βασιστεί πάνω στους τύπους που έχουν δοθεί στο 

δεύτερο κεφάλαιο. Αρχικά πρέπει να αποφασισθεί τι θα επιστρέφει ως 

απάντηση το πρόγραµµα. Είναι επαρκές το πρόγραµµα να δίνει τιµές για τη 

βέλτιστη τιµή της παραγγελίας, που από εδώ και πέρα θα την καλούµε q, και 

τις µέσες αποδόσεις του συνολικού κόστους, των αποθεµάτων και της 

συχνότητας. Για τη χρησιµοποίηση του προγράµµατος αρκεί ο χρήστης να 

καλεί από την βάση δεδοµένων της Matlab , το M file µε όνοµα eoq. Στο 
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συγκεκριµένο µοντέλο αρκεί να εισάγει ως δεδοµένα το  λ  , που από εδώ και 

πέρα θα καλείται demandrate, καθώς και τους συντελεστές κόστους c,k,h. 

 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω ο αλγόριθµος γράφεται ως εξής: 

 

 

[ ] ( )
( )
( )
( )

 function q, I, OF, C eoq demandrate, c, k, h

q sqrt 2 * k * demandrate / h

I sqrt k * demandrate / 2 / h                                 (4.1)

OF sqrt demandrate * h / 2 / k

C c * demandrate k * demandrate / q 0.5* h * q

end

=

=

=

=

= + +

. 

 

∆ίνεται η ακόλουθη αριθµητική εφαρµογή για την περαιτέρω κατανόηση 

της χρήσης του προγράµµατος. Έστω µια εταιρία Ψ η οποία πουλάει ένα 

συγκεκριµένο είδος επαγγελµατικού ψυγείου. Η εταιρία αυτή πουλάει κατά 

µέσο όρο 7 ψυγεία την εβδοµάδα. Το σταθερό κόστος µιας παραγγελίας ανά 

ψυγείο είναι 150. Το µεταβλητό κόστος ανά ψυγείο είναι 40 . Ενώ το κόστος 

αποθήκευσης ανά ψυγείο είναι 1.20. Για να δοθεί απάντηση για το βέλτιστο 

q,θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί η παρακάτω συνάρτηση στην Matlab 

 

 ( )e o q 7 , 4 0 , 1 5 0 , 1 . 2 0 0       ( 4 . 2 )  

 
η οποία δίνει τις παρακάτω απαντήσεις 
 
 

 
 q     4 1.8 3 3 0  ,   I     2 0 .9 1 6 5 ,

O F      0 .1 6 7 3  ,  C    3 3 0 .1 9 9 6       ( 4 .3 )

= =

= =
. 

 

Άρα η βέλτιστη παραγγελία είναι για περίπου 42 ψυγεία µε µέσες τιµές 

αποθέµατος 21 ψυγεία παραγγελίας 1 φορά ανά 6 εβδοµάδες και ελάχιστο 

µέσο κόστος παραγγελίας 330. 
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4.1.2 ΜΟΝΤΕΛΟ EOQ ΜΕ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΕΝΕΣ ΕΛΛΕΙΨΕΙΣ 

(PLANNED BACKORDERS) 

 

Στη δεύτερη περίπτωση του ντετερµινιστικού µοντέλου µας έχουµε 

ελλείψεις. Θα προστεθούν νέες µεταβλητές στο µοντέλο ώστε να 

αποτιµήσουµε µε τις ελλείψεις. Η πιο σηµαντική µεταβλητή που εισάγουµε 

είναι το κόστος εκκρεµοτήτων-ελλείψεων ανά µονάδα χρόνου και το 

συµβολίζουµε µε b, όπως έχει ορισθεί εκτενώς στο δεύτερο κεφάλαιο. Ως 

ακολούθως θα µας χρειασθούν οι µεταβλητές ,v ω  καθώς και οι συναρτήσεις 

, ,BWΒ Α  για την αποτίµηση όλων των στοιχείων του µοντέλου. 

Εποµένως ο αλγόριθµος γίνεται 

 

 

2

[ , , , , , , , , ] ( , , , , )

/ ( )

(2* * /

                   

)* (1/ )

(1 )*

0.5*(( ) )

/  

/

 

function costratio q v I OF B A C BW eoqbackorders demandrate c k h b

costratio b b h

q sqrt k demandrate h sqrt costratio

v costratio q

I q v q

OF demandrate q

=

= +
=

= − −

= +

=
20.5* /

         

1

* ( * * * )

/

                       

                 (4.4)

  

B v q

A costratio

C c demandrate sqrt k demandrate h costratio

BW B demandrate

end

=
= −

= +
=

 
 

Ας χρησιµοποιήσουµε  το ίδιο παράδειγµα µε την εταιρία 

επαγγελµατικών ψυγείων Ψ µε τη µόνη διαφορά ότι τώρα έχουµε ελλείψεις µε 

συντελεστή ελλείψεων 15b = .  Η συνάρτηση που καλούµε τώρα στην Matlab 

είναι η εξής: 

  

 ( )e o q b a c k o r d e r s 7 , 4 0 , 1 5 0 , 1.2 0 0 , 1 5        ( 4 . 5 )  
 
η οποία µας δίνει τις ακόλουθες βέλτιστες τιµές: 
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c o s t r a t i o  = 0 . 9 2 5 9 ,  q  = 4 3 . 4 7 4 1 ,

v  = - 3 . 2 2 0 3 ,            I  = 1 8 . 6 3 6 0 ,

O F  = 0 . 1 6 1 0 ,          B  = 0 . 1 1 9 3 ,       ( 4 . 6 )

A  = 0 . 0 7 4 1 ,            C  = 3 1 4 . 1 5 6 5 ,

B W  = 0 . 0 1 7 0 .
. 

 

Όπως βλέπουµε από τα αποτελέσµατα οι ελλείψεις µειώνουν το µέσο 

συνολικό κόστος παραγγελίας. Αυτό πρακτικά ήταν αναµενόµενο γιατί οι 

περισσότερες εταιρίες µε ακριβά και ογκώδη αποθέµατα, έχουν συχνά 

ελλείψεις. Εποµένως το πρόγραµµα επαληθεύεται από την πραγµατικότητα , 

κάτι που το καθιστά σηµαντικό, έστω και αν µιλάµε για ντετερµινιστική ζήτηση. 

 

4.2 ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΠΟΘΕΜΑΤΩΝ 

 

Το στοχαστικό µοντέλο έχει πολύ µεγαλύτερη δυσκολία στην εύρεση του 

µέσου συνολικού κόστους. Στην προσπάθεια αυτή θα γίνουν κάποιες 

υποθέσεις ώστε να επιτευχθεί το επιθυµητό αποτέλεσµα. Επειδή  το 

στοχαστικό  µοντέλο έχει δύο µεταβλητές, η αρχή θα γίνει µε την 

ελαχιστοποίηση  της συνάρτησης µέσου συνολικού κόστους ως προς τη µια  

µεταβλητή, και στη συνέχεια θα γίνει ελαχιστοποίηση  ως προς την άλλη 

όπως δείξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο . 

 

 

 

 

4.2.1 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ (r,q) 

 

 

Στο στοχαστικό µοντέλο της πολιτικής ( ),r q   κατασκευάζουµε τη 

συνάρτηση απώλειας, η οποία µας βοηθάει να αποτιµήσουµε τα µέσα 
αποθέµατα, µέσες ελλείψεις και τα µέσα συνολικά κόστη. Στη συνέχεια 
βρίσκουµε ποια είναι η βέλτιστη τιµή του ( )C s   και για πιο βέλτιστο s . 

Επίσης µας βοηθάει να βρούµε τα βέλτιστα   και r q . 
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fu n c tio n [I,B ,C ,C 1 ,C 2 ,c ,q 1 ,r1 ]= s to ch as tick _ m o d el_ rq (d em an d ra te ,lead im e,h ,b ,k )

lam d a= d em an d ra te* lead im e ;

s= [0 ;1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6 ;7 ;8 ;9 ;1 0 ;1 1 ;1 2 ;1 3 ;1 4 ;1 5 ;1 6 ;1 7 ;1 8 ;1 9 ;2 0 ]

P = p o isscd f(s ,lam d a);

G 0 = 1 -P

Y = cu m su m (G 0 );

G 1 = lam d a-Y

I s d em an d ra te * lead im e G 1 ;

if  I> = 0

   I= s -d em an d ra te* lead im e+ G 1                                         (4 .7 )

e lse

   I(1 :3 ,:)= 0

en d

B G 1

C h * I b * B

C 1 m in (C )

S 1 3

q 1;

r S 1 -1;

C 2 k * d em an d ra te C 1

a 1;

w h ile  a

= − +

=

= +

=

=

=

=

= +

=

==

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

1

c m in C r , C r q 1

if c C 2

   q 1 q   

   r1 r  

   a 2;

e lse

   q q 1   

C 2 C 2 C 2 c / q

en d

if C r C r q 1  

  r r 1;

en d

en d

en d

= + +

>=

=

=

=

= +

= − −

> + +

= −
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Έστω τώρα ότι παίρνουµε τις παρακάτω τιµές για το στοχαστικό µοντέλο 

(λ= 3 , L= 1 , h= 1 , b= 1 , k= 0 .10 ) . Η συνάρτηση στη Matlab γράφεται 

 

 stochastick_model_rq(3,1,1,1,0.10)      (4.8)  
 
 
  

Τα αποτελέσµατα που θα πάρουµε από την παραπάνω συνάρτηση  
 

     s                G0                 G1              I                       B                   C

     0            0.9500           2.0498          0                   2.0498           2.0498

     1            0.8009           1.2489          0                   1.2489           1.2489

     2            0.5768           0.6721          0                   0.6721           0.6721

     3            0.3528           0.3194          0.3194          0.3194           0.6387

     4            0.1847           0.1346          1.1346          0.1346           1.2692

     5            0.0839           0.0507          2.0507          0.0507           2.1014

     6            0.0335           0.0172          3.0172          0.0172           3.0344

     7            0.0119           0.0053          4.0053          0.0053           4.0106

     8            0.0038           0.0015          5.0015          0.0015           5.0030

C1 = 0.6387,       S1 =3,

C2 =0.9387,        c =0.6387,

q =2,

C2 =0.7887,        c =1.2489,                                         (4.9)

q1 =2, r1 =2.
 

Οπότε η βέλτιστη πολιτική για το µοντέλο µας είναι  για απόθεµα βάσης 3, 

ποσότητα παραγγελίας 2 και σηµείο παραγγελίας 2.  

 

Σε αυτό το κεφάλαιο περάσαµε στο στάδιο της µοντελοποίησης στη 

γλώσσα προγραµµατισµού Matlab. Η αποτίµηση των βέλτιστων τιµών πέτυχε 

χάρη στη µοντελοποίηση πολύπλοκων τύπων. Ξεκινώντας µε το 

ντετερµινιστικό µοντέλο είδαµε το όφελος των ελλείψεων  στη συνάρτηση 

κόστους. Στην συνέχεια περάσαµε στον πραγµατικό κόσµο, όπου υπάρχει 

αβεβαιότητα µε το στοχαστικό µοντέλο. Τέλος οι αριθµητικές εφαρµογές 

έδωσαν  νόηµα στο πρακτικό κοµµάτι της διατριβής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

 

 

Η αποτίµηση των αποθεµάτων είναι µεγάλη υπόθεση για τις 

επιχειρήσεις. Το κόστος που µπορεί να προκαλέσει µπορεί να δηµιουργήσει 

µεγάλα προβλήµατα στις εταιρίες. Η διατριβή αυτή έγινε µε σκοπό  την 

επίλυση έως ένα βαθµό των προβληµάτων αυτών. 

 Τα ντετερµινιστικά µοντέλα µπορεί να µην έχουν πρακτική ισχύ καθώς 

δεν ανταποκρίνονται στον πραγµατικό κόσµο, βοηθούν όµως να βγάλουµε 

χρήσιµα συµπεράσµατα. Το πιο σηµαντικό συµπέρασµα που προέκυψε στο 

συγκεκριµένο κεφάλαιο είναι ότι η ύπαρξη ελλείψεων µειώνει την τιµή του 

µέσου σταθερού κόστους για το βέλτιστο απόθεµα παραγγελίας.  

Τα στοχαστικά µοντέλα έχουν πολύ µεγαλύτερη δυσκολία εξεύρεσης της 

βέλτιστης τιµής. Αυτό βεβαίως ήταν κάτι αναµενόµενο καθώς στην 

καθηµερινότητα δεν υπάρχουν και πολλές σταθερές, στις οποίες µπορούµε να 

βασιστούµε για να µοντελοποιήσουµε τα αποθέµατα µιας επιχείρησης Όµως 

παίρνοντας κάποιες παραδοχές και επεξηγώντας δύσκολα θεωρήµατα 

καταλήξαµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα. Οι βασικές παραδοχές που 

ακολουθήσαµε, µας βοήθησαν ώστε να δώσουµε λίγο χρώµα στο σκούρο 

φόντο  που θα συναντούσε κάποιος που θα ασχολούνταν µε τα αποθέµατα 

µιας επιχείρησης. Οι περισσότερες επιχειρήσεις βεβαίως έχουν προµηθευτεί 

έτοιµα προγράµµατα  τα οποία ανταποκρίνονται σε ικανοποιητικό βαθµό στην 

διαχείριση των αποθεµάτων. Αυτό δεν σηµαίνει όµως ότι κάθε υπάλληλος 

που διαχειρίζεται το πρόγραµµα καταλαβαίνει και πώς δουλεύει. 

Τέλος η µοντελοποίηση που γίνεται στο τέταρτο κεφάλαιο µε τη βοήθεια 

της γλώσσας προγραµµατισµού Matlab δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού των 

βέλτιστων τιµών. Σε µια επιχείρηση έχει µεγάλη χρησιµότητα να βρεθούν οι 

βέλτιστες τιµές οι οποίες θα ελαχιστοποιήσουν το κόστος της . Οι αριθµητικές 

εφαρµογές που ακολουθούν κάθε µοντέλο  βοηθούν στην περαιτέρω 

κατανόηση του καθώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν και ως οδηγός χρήσης 

του.  
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