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Περίληψη

Η αρχή της μαθηματικής θεωρίας κινδύνου προσδιορίζεται στις αρχές του 20ου αιώνα, όταν οι 
μαθηματικοί Filip Lundberg και Harald Cramér με μια σειρά από εργασίες τους ενσωμάτωσαν 
τη θεωρία των στοχαστικών διαδικασιών στην αναλογιστική επιστήμη.

Πρόσφατα, οι Gerber και Shiu, με την εργασία τους ’On the time value of ruin’ [(1998), 
North American Actuarial Journal], έδωσαν μια πρωτόγνωρη άνθηση στη μαθηματική 'θεωρία 
κινδύνου. Στην προαναφερόμενη εργασία οι Gerber και Shiu κατάφεραν να ενσωματώσουν 
όλα τα μέτρα κινδύνου, που ενδιαφέρουν έναν ασφαλιστικό οργανισμό, σε μία μόνο συνάρτηση, 
την αναμενόμενη προεξοφλημενη συνάρτηση ποινής ή συνάρτηση των Gerber-Shiu, εν 
συντομία. Για την αναλυτική μελέτη της αναμενόμενης προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής 
τόσο για το κλασσικό, όσο και το ανανεωτικό μοντέλο τη 'θεωρίας χρεοκοπίας παραπέμπουμε 
στους Gerber και Shiu (1998,2005), καθώς και στο Κεφ. 1.

Κύρια υπόθεση στα προαναφερόμενα μοντέλα είναι η ανεξαρτησία μεταξύ του χρόνου 
εμφάνισης των κινδύνων και του ύψους του μεγέθους της ζημιάς που προκύπτει από την 
εμφάνιση αυτών. Στην πράξη η προαναφερόμενη υπόθεση φαίνεται να είναι πολύ δεσμευτική 
και δεν αντικατοπτρίζει την εξάρτηση που υπάρχει μεταξύ των χρόνων εμφάνισης των κινδύνων 
και του μεγέθους των ζημιών.

Σκοπός της συγκεκριμένης διατριβής είναι η μελέτη της συνάρτησης των Gerber-Shiu 
σε μοντέλα κινδύνου, όπου οι χρόνοι εμφάνισης των ζημιών και τα μεγέθη των αντίστοιχων 
ζημιών παρουσιάζουν (ανομοιογένεια) εξάρτηση μεταξύ τους.

Αρχικά στο Κεφ. 1 δίνουμε μια λεπτομερή περιγραφή του ανανεωτικού μοντέλου της 
θεωρίας χρεοκοπίας και παρουσιάζουμε τα πιο σημαντικά αποτελέσματα για τη συνάρτηση 
Gerber-Shiu για το προαναφερόμενο μοντέλο. Επίσης, στο ίδιο κεφάλαιο, περιγράφουμε 
λεπτομερώς δύο μη-ανανεωτικά μοντέλα κινδύνου: το Markov-modulated Poisson και το 
κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση. 
Επιπλέον, δίνουμε τα κυριότερα αποτελέσματα για τη συνάρτηση Gerber-Shiu για τα 
παραπάνω δύο μοντέλα μη-ανανεωτικά μοντέλα και συγκρίνουμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα 
με το ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας.

Στο Κεφ. 2 εισάγουμε και δίνουμε μια αναλυτική περιγραφή ενός μη-ανανεωτικού 
μοντέλου με δύο κλάσεις κινδύνων, όπου υποθέτουμε ότι στην πρώτη και στη δεύτερη κλάση ο
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αριθμός των κινδύνων είναι μια στοχαστική διαδικασία Poisson και μια ανανεωτική στοχαστική 
διαδικασία με γενικευμένους Erlang(2) ενδιάμεσους χρόνους, αντίστοιχα. Στο ίδιο κεφάλαιο 
δείχνουμε πως η συνάρτηση των Gerber-Shiu ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική 
εξίσωση και δίνουμε την λύση αυτής. Επίσης, για το προαναφερόμενο μοντέλο εισάγουμε 
μια στρατηγική σταθερού μερίσματος και δείχνουμε τον τρόπο υπολογισμού της συνάρτησης 
Gerber-Shiu και των ροπών των προεξοφλημένων μερισμάτων κάτω από την ύπαρξη της 
προαναφερόμενης στρατηγικής. Ακόμη, το ίδιο μοντέλο με τα αντίστοιχα αποτελέσματα 
μελετώνται στην περίπτωση μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων, γενικεύοντας τη 
στρατηγική σταθερού μερίσματος.

Επιπλέον, στο Κεφ. 3 εισάγουμε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν 
όρο διάχυσης, όπου στην πρώτη και στη δεύτερη κλάση υποθέτουμε ότι ο αριθμός των 
κινδύνων είναι μια στοχαστική διαδικασία Poisson και μια ανανεωτική στοχαστική διαδικασία 
με γενικευμένους Erlang(n) ενδιάμεσους χρόνους, αντίστοιχα. Στο ίδιο κεφάλαιο βρίσκουμε 
αναλυτικούς τύπους για τον υπολογισμό της συνάρτησης των Gerber-Shiu, καθώς και για τις 
ροπές της παρούσας αξίας των μερισμάτων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος.

Στο Κεφ. 4 θεωρούμε ένα «γενικό» μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, όπου σε κάθε 
κλάση ο αριθμός των κινδύνων είναι μια ανανεωτική στοχαστική διαδικασία με phase-type 
ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Επιπλέον, θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων και δίνουμε αναλυτικά αποτελέσματα τόσο για την αναμενόμενη προεξοφλημένη 
συνάρτηση ποινής, όσο και για την αναμενόμενη παρούσα αξία των μερισμάτων κάτω από την 
ύπαρξη της προαναφερόμενης μερισματικής στρατηγικής.

Επιπροσθέτως, στο Κεφ. 5 γενικεύουμε το Markov-modulated Poisson μοντέλο κινδύνου 
εισάγοντας το Markov-modulated ανανεωτικό μοντέλο κινδύνου. Στο συγκεκριμένο μοντέλο 
υποθέτουμε ότι ο αριθμός των κινδύνων καθώς και τα μεγέθη των ζημιών εξαρτώνται 

από μια αλυσίδα Markov συνεχούς χρόνου. Σε κάθε κατάσταση της προαναφερόμενης 
αλυσίδας θεωρούμε ότι ο αριθμός των κινδύνων είναι μια ανανεωτική στοχαστική διαδικασία 
με Erlang ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Κάτω από τις παραπάνω υποθέσεις δίνουμε αναλυτικά 
αποτελέσματα για τη συνάρτηση των Gerber-Shiu. Επίσης θεωρούμε το ίδιο μοντέλο κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος και δείχνουμε τον τρόπο υπολογισμού 
της αναμενόμενης προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής.

Τέλος, στο Κεφ. 6 θεωρούμε μια επέκταση του κλασσικού μοντέλου με απαιτήσεις που 
εμφανίζουν χρονική υστέρηση, εισάγοντας έναν επιπλέον όρο διάχυσης. Κάτω από αυτή 
την τροποποίηση δείχνουμε ότι η συνάρτηση των Gerber-Shiu ικανοποιεί μια ελαττωματική 
ανανεωτική εξίσωση και δίνουμε τη λύση αυτής. Επιπλέον, θεωρούμε το ίδιο μοντέλο κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων και αποδεικνύουμε ότι η συνάρτηση 
των Gerber-Shiu ικανοποιεί ένα ολοκληρωτικό σύστημα τύπου Volterra δευτέρου είδους,
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η λύση του οποίου δίνεται χρησιμοποιώντας την προαναφερόμενη ελαττωματική ανανεωτική 
εξίσωση του ίδιου μοντέλου, χωρίς την ύπαρξη της μερισματικής στρατηγικής.

IX





Extended Abstract in English

The seminal papers by Gerber and Shiu (1998, 2005), gave a huge boost to the study 
of risk theory by unifying various risk-related quantities in one single function - the 
G erber-Shiu expected, discounted penalty function, or G erber-Shiu function in short. In 
these papers the authors show not only how the expected discounted penalty function 
can be calculated but also some nice properties in the classical as well as in the Sparre 
Anderesn risk model. However, the main, stringent, assumption of the aforementioned 
risk models is that the interclaim times and the claim sizes are independent, which is 
not an appropriate assumption so as to reflect the real insurance business precisely (e.g. 
catastrophic insurance).

The main focus of this thesis is to provide a detailed analysis of the Gerber-Shiu function 
in various dependent structures risk models.

In Chapter 1 we give a detailed introduction of the Sparre-Andersen risk model and 
we present known results for the Gerber-Shiu function in this model. Also, in the same 
chapter we define, and analyze the mathematical tools that we will use repeadetly in the 
main core of this thesis. Moreover, we introduce various dividens strategies and we gine an 
analytical way known results under this startegies. In adittion, we explain in full detils the 
so called Markov-modulated Poisson risk model as well as the classical delayed risk model. 
Under this models kwnown results for the expected discounted penalty function are given.

In Chapter 2 we consider a risk model with two independent classes of insurance 
risks. We assume that the two independent claim counting processes are, respectively, 
Poisson and generalized Erlang(2) process. We prove that the Gerber-Shiu function 
satisfies some defective renewal equations. Exact representations for the solutions of 
these equations are derived through an associated compound geometric distribution and 
an analytic expression for this quantity is given when the claim severities have rationally 
distributed Laplace transforms. Further, the same risk model is considered in the presence 
of a constant dividend barrier. A system of integro-differential equations with certain 
boundary conditions for the Gerber-Shiu function is derived and solved. Using systems of 
integro-differential equations for the moment-generating function as well as for the arbitrary 
moments of the discounted sum of the dividend payments until ruin, a matrix version of the
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dividends-penalty is derived. Also, in the same chapter we show how the aforementioned 
results can be applied in the presence of a multi-layer dividend startegy. Finally, an 
extension to a risk model when the two independent claim counting processes are Poisson 
and generalized Erlang(i'), respectively, is considered, generalizing the aforementioned 
results.

In Chapter 3 we consider two classes risk model perturbed by diffusion. We assume that 
the claim number processes are independent Poisson and generalized Erlang(n) process, 
respectively. Systems of integro-differential equations for the expected discounted penalty 
functions at ruin if ruin is caused by a claim and oscillation are established, and a 
generalized Lundberg’s equation is obtained. When the generalized Lundberg’s equation 
has distinct roots with positive real parts, explicit results for the Gerber-Shiu functions due 
to a claim and oscillation are given when both claim amount distributions belong to the 
rational family. Moreover, we consider the same two classes perturbed risk model in the 
presence of a constant dividend barrier strategy. Systems of integro-differential equations 
for the Gerber-Shiu functions if ruin is caused by a claim and by oscillation with certain 
boundary conditions are derived and solved for rational distributed claim amounts. In 
addition a system of integro-differential equations with certain boundary conditions for 
the moment-generating function as well as for the arbitrary moments of the discounted 
sum of the dividend payments until ruin is derived and solved. Using this a matrix version 
of the dividends-penalty identity is derived. Also similar results for the maximum surplus 
before ruin are given. Finally the distribution of the total dividends payments until ruin 
is obtained.

In Chapter 4 we study a more general two classes risk model in the presence of a 
multi-layer dividend strategy. We assume that both of the two claim number processes are 
renewal processes with phase-type inter-claim times. By re-composing and analyzing the 
Markov-chains associated with the two given phase-type distributions of the inter-claim 
times, algorithmic schemes for the determination of explicit expressions for the Gerber- 
Shiu expected discounted penalty function as well as the expected discounted dividend 
payments are derived. Finally a recursive approach with respect to the number of layers 
is developed, that allows us to obtain explicit expressions for the two aforementioned risk 
quantities improving the previous algorithmic schemes.

In Chapter 5 motivated by the Markov-modulated Poisson risk process, in this paper 
we study the expected discounted penalty functions in a Markov-modulated renewal risk 
process in which both the inter-arrival claim times and the distribution of the claim sizes 
are influenced by an external Markovian process. At each state of this Markovian process 
the number of claims is modeled by an ordinary renewal process in which the inter-arrival 
claim times are Erlang distributed random variables. This model is a generalization of the
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Markov-modulated Poisson risk model and is closely related to the Markov-modulated 
Εκ/G/l queuing system. A system of integro-differential equations for the expected 
discounted penalty functions is derived and a characteristic equation is obtained. The 
solutions of the characteristic equation are given. Through these solutions, explicit formulas 
for the expected discounted penalty functions are obtained when all the claim amount 
distributions belong to the rational family. Further, the same risk model is considered 
in the presence of a constant dividend barrier strategy. A system of integro-differential 
equations with certain boundary solutions for the expected discounted penalty functions is 
derived and solved. As an illustration, explicit results and numerical examples are obtained 
in the case of the two state model where the claim arrival process, in each of the two states, 
has Erlang(2) and exponentially distributed inter-arrival times respectively.

In Chapter 6 we propose an extension to the compound Poisson risk process perturbed 
by diffusion in which two types of individual claims, main claims and by-claims, are 
incorporated. Every by-claim is induced by the main claim and may be delayed for one 
time period with a certain probability. An integro-differential equation system for the 
expected discounted penalty functions is derived and solved by proving that the Gerber- 
Shiu function satisfy some defective renewal equation. An exact representation for the 
solution of this equation is derived through an associated compound geometric distribution 
and an analytic expression for this quantity is given when the claim amount severities of 
both the claims and by-claims have rationally distributed Laplace transforms. Further, the 
same risk model is considered in the presence of a multi-layer dividend strategy. A system 
of integro-differential equations for the expected discounted penalty functions, depending 
on the current surplus level, with certain boundary conditions is obtained. To solve 
this, we derive a general solution to a certain second order integro-differential equation 
system. Using this, we prove that the expected discounted penalty functions, in each 
layer, satisfy some defective renewal equations. Finally, explicit and numerical results for 
the probabilities of ruin are given to illustrate the applicability of the approach.

Finally, it is important to note that while eforts have been made to keep the notations 
as consistent as possible, due to the diferent models and quantities considered in this thesis, 
the reader is recommended to treat the remaining chapters as being independent of each 
other.
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Κεφαλαίο 1

Εισαγωγή

Η εύρυθμη λειτουργία ενός ασφαλιστικού οργανισμού εξαρτάται κυρίως από το σχηματισμό 
επαρκών αποθεματικών προκειμένου να είναι σε θέση να καλύψει τις υποχρεώσεις του έναντι 
τρίτων (επιχειρηματικά ρίσκα) και κυρίως των ασφαλισμένων του (ασφαλιστικά ρίσκα). Στην 
ασφαλιστική ορολογία, τα εν λόγω αποθεματικά (ή ακριβέστερα η διαφορά ανάμεσα στο 
ενεργητικό της ασφαλιστικής επιχείρησης και στην καλύτερη δυνατή αναλογιστική εκτίμηση 
των συνολικών της υποχρεώσεων-αποζημιώσεων) χαρακτηρίζονται με τον όρο πλεόνασμα. 
Βασικό πρόβλημα της (κλασσικής) θεωρίας κινδύνου είναι ο προσδιορισμός της πιθανότητας 
χρεοκοπίας, δηλαδή της πιθανότητας τα αποθεματικά να μην είναι επαρκή για την κάλυψη των 
συνολικών αποζημιώσεων.

Η αρχή της (μαθηματικής) θεωρίας κινδύνου προσδιορίζεται στις αρχές του 20ου 
αιώνα, όταν ο Σουηδός Filip Lundberg (1903) με την περίφημη διδακτορική διατριβή του 
(’Approximerad fremställning au sannolikheets funktionen, Upsalla) έθεσε τα θεμέλια της. 
Βασιζόμενος σε αυτή, ο Harald Cramer (1930), με μια σειρά από εργασίες, ενσωμάτωσε τη 
θεωρία των στοχαστικών διαδικασιών στη θεωρία κινδύνου. Το βασικό μοντέλο που προέκυψε 
από τις παραπάνω συνεισφορές ονομάζεται, κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου ή μοντέλο 

Cramér-Lundberg. Κύριο χαρακτηριστικό του συγκεκριμένου μοντέλου είναι ότι ο αριθμός 
των ζημιών σε ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο κινδύνων περιγράφεται από την κατανομή 
Poisson. Η γενίκευση του κλασσικού μοντέλου έγινε το 1957 όταν ο Νορβηγός Sparre 
Andersen παρουσίασε, στο 15° αναλογιστικό συνέδριο στη Νέα Τόρκη, την εργασία On the 
collective theory of risk in case of contagion between the claims’. Κύριο χαρακτηριστικό στο 
μοντέλο Sparre Andersen ή ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου είναι ότι ο αριθμός 
των ζημιών σε ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο κινδύνων περιγράφεται από μία ανανεωτική 
διαδικασία. Επομένως, είναι φανερό ότι τα μοντέλα που εισήχθησαν για την μοντελοποίηση 
του προβλήματος της χρεοκοπίας εξαρτώνται άμεσα από τη (στοχαστική) διαδικασία που 
επιλέγεται για την περιγραφή του αριθμού των κινδύνων.
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1.1 Η στοχαστική διαδικασία του αριθμού των κινδύνων

Ένα πρώτο βήμα για να μοντελοποιήσουμε το πλεόνασμα ενός ασφαλιστικού οργανισμού είναι 
ο προσδιορισμός του αριθμού των κινδύνων. Έστω {JV(i)}£i0 μια στοχαστική διαδικασία η 
οποία π άριστά τον αριθμό των κινδύνων στο χρονικό διάστημα [Ο,ί]. Τότε η {N(t)}^0 
ονομάζεται απαριθμήτρια και ορίζεται ως εξής.

Ορισμός 1.1. Μια στοχαστική διαδικασία {iV(i)}£î0 ονομάζεται απαριθμήτρια διαδικασία 
αν και μόνο αν

(i) N(t) > 0, με Ν{0) = 0,

(iì) N(t) είναι διακριτή,

(ni) αν s < ί τότε N(s) < N(t).

Μια απ'τις πιο γενικές «οικογένειες» στοχαστικών διαδικασιών, ευρέως χρησιμοποιούμενη 
τόσο στη θεωρία ουρών όσο και στη θεωρία κινδύνου, είναι η οικογένεια των ανανεωτικών 
στοχαστικών διαδικασιών. Ο ορισμός μιας ανανεωτικής διαδικασίας βασίζεται στους 
ενδιάμεσους χρόνους εμφάνισης των γεγονότων (ενδεχομένων) που απαριθμεί η {iV(i)}£^0. 
Έστω, λοιπόν, μια ακολουθία μη αρνητικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με
σ.κ. Fw(t)i σ.π.π. fw(t), μετασχηματισμό Laplace fw(s) = /0°°e~stfw(t)dt και μέση τιμή 
E(W) < οο, όπου W) είναι ο ενδιάμεσος χρόνος άφιξης της i-ζημιάς (ενδεχομένου). Τότε η 
ανανεωτική διαδικασία {N(t)}^l0 ορίζεται ακολούθως.

Ορισμός 1.2. Έστω { μια ακολουθία μη αρνητικών ισόνομων και ανεξάρτητων τ.μ.. Η
ακολουθία {ση}„€Ν, σο = 0, με ση = W\+W<ï-\----- \-Wn ονομάζεται ακολουθία ανανεώσεων.
Τότε η απαριθμήτρια διαδικασία {Ν(ί)}%10 με Ν(0) = 0 που δίνεται από τη σχέση

ΟΟ

71=1

και παριστά τον αριθμό των ανανεώσεων στο χρονικό διάστημα [0, ΐ], ονομάζεται ανανεωτική 
στοχαστική διαδικασία.

Από τον Ορισμό 1.2 βλέπουμε ότι για κάθε ανανεωτική ανέλιξη ισχύει ότι

N(t) = π αν και μόνο αν {ση <t< ση+χ). (1.1)

Η σχέση (1.1) ερμηνεύεται ως εξής: το ενδεχόμενο {N(t) = η} σημαίνει ότι έχουμε ακριβώς 
η γεγονότα έως το χρόνο ί. Από την άλλη, το ενδεχόμενο {ση < t < ση+ι} σημαίνει ότι
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ο χρόνος αναμονής μέχρι να συμβούν η γεγονότα (ανανεώσεις) είναι ί. Επειδή οι παραπάνω 
αποτελούν δύο διαφορετικές εκφράσεις του ίδιου ενδεχομένου, η (1.1) είναι αληθής.

Θεώρημα 1.1. Έστω {AT(t)}g.0 μια ανανεωτική στοχαστική ανέλιξη. Τότε με πιθανότητα 
1 ισχύει ότι

N(t) 1 
t E(Wi)'

Απόδειξη. Από τον ορισμό της N(t), οι ανισότητες ση < t < ση+\ ισχύουν με πιθανότητα 
1 (σχεδόν βέβαια). Διαιρώντας τις παραπάνω ανισότητες με N(t) και χρησιμοποιώντας το 
νόμο των μεγάλων αριθμών έχουμε ότι

E(UM < lim —
n—>οο n

< lim

lim σΝ( t)
N(t)

( &N{t)+i N(t) + 1 
ViV(i) + l N(t)

< lim t
W)

— lim 
n-+ oo n + 1

lim : E(WX),

από όπου προκύπτει το ζητούμενο. I

Θεώρημα 1.2 (Elementary Renewal Theorem). Έστω {N(t)}%ì0 μια ανανεωτική 
στοχαστική ανέλιξη. Τότε ισχύει ότι

E {N(t)) 1
t-™ t E(Wi)·

Απόδειξη. Rolski, Schmidli, Schmidt και Teugels (1996) σελ. 211. I

Από τον Ορισμό 1.2 της ανανεωτικής διαδικασίας, προκύπτει ότι η διαδικασία Poisson είναι 
μια ειδική περίπτωση μιας ανανεωτικής ανέλιξης, όταν υποθέσουμε ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι 
άφιξης ακολουθούν την εκθετική κατανομή.

Θεώρημα 1.3. Έστω {N(t)}(Z0 είναι μια ανανεωτική ανέλιξη με ενδιάμεσους χρόνους 
άφιξης εκθετικά κατανεμημένους με παράμετρο λ. Τότε η {N(t)}^l0 είναι μια (ομογενής) 
διαδικασία Poisson με ένταση λ. Σε αυτή την περίπτωση οι ακόλουθες εκφράσεις είναι 
ισοδύναμες:
(:i) η {JV(i)}g.0 έχει ανεξάρτητες και στάσιμες προσαυξήσεις, και σε ένα απειροστό διάστημα 
[0, dt] ισχύει ότι

Ψ(Ν(άί) = 1) = λ dt + o(dt), F(N(dt) = 0) = 1 — Xdt + o(dt),

(ii) η {N(t)}%ìQ έχει ανεξάρτητες και στάσιμες προσαυξήσεις, και για κάθε t, η τ.μ. N(t) 
ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο Xt.
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Aπόδαξη. Από την υπόθεση ότι οι τ.μ. {Wi}g1 είναι εκθετικά κατανεμημένες με παράμετρο 
λ, συνεπάγεται ότι το άθροισμα n ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ., σ„ = Σ”=1 W), ακολουθεί 
την κατανομή Erlang με παραμέτρους τι και λ. Τότε, P(N(t) = Ο) = Ρ(ση > ί) = é~xt και 

για n > 1,

P (JV(t)=n) =

από όπου φαίνεται ότι η N(t) ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο λέ.
Επιπλέον, για να δείξουμε ότι (ί) => (μ), για κάθε n G Ν και t > 0, ορίζουμε pn(t) := 
P(N(t) = n). Τότε για dt > 0,

p0{t + h) = ¥(N{t) =0,N{t + dt) - N{t) = 0) =F(N(t) = 0)¥(N(dt) = 0)

— po(t) (l — Xdt + o(dt)),

από την οποία έπεται ότι

po{t + dt) - p0(t) o(dt)
----------dt----------= -Χκ^ + ~Λ·

Για dt -τ 0 και χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα Taylor

Po(t) - -λρο(ί). (1-2)

Έχοντας ρο(0) = 1, τότε η μοναδική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.2) είναι η 

p0{t) = Ρ(ΛΓ(0) = 0) = e~xt.

Τώρα, χρησιμοποιώντας το παραπάνω, θα δείξουμε ότι το (η) είναι αληθές επαγωγικά. Έτσι 
θεωρούμε ότι το (η) είναι αληθές για η — 1 (και για κάθε t > 0) και δείχνουμε ότι είναι 
αληθές για η. Έτσι

pn(t + dt) = P(iV(i) = n)Ÿ(N(dt) = Ο) + P(iV(i) — η — ï)¥(N(dt) = l)

= Pn{t)po(t) + pn-i{t)pi{dt)

= pn (t ) (1 - Xdt ) + pn_ 1 (t ) Xdt + o(dt ),

P (N{t) > n) - P (JV(t) > n +1) 

Ρ(σ„ < ί) -Ρ(σ„+ι < t)

Jo (n-1)! Jo
('Amte-

Jo dx \ n!

Xn+1Q

(X t)n

Xdx
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από όπου παίρνουμε ότι

pn(t + dt) - Pn{i) λ„ , λ_ , o(dt)
—-------- ^----------  — —ΑΡη(ί) + *Pn-l[t) Η----.

Για dt —> 0 και χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, έχουμε

Pn(4) = -\pn(t) + Xpn-l{t) = -\pn(t) + \e

ή ισοδύναμα

Λ l(M!l 
(n- i)!’

-ί
dt \

eXtPn(t) d nxty
dt \ n!

Χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες ρ„(0) = 0 V η > 1, συμπεραίνουμε ότι η μοναδική 
λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης είναι η

Pn(t) = e~xt^f·
, t > 0, η € Ν,

από όπου προκύπτει το (ii). I

1.2 Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος - Το μοντέλο Sparre Ander­

sen

Έχοντας μοντελοποιήσει τον αριΌμό των κινδύνων, το επόμενο βήμα είναι να μοντελοποι- 
ήσουμε τα απσόεματικά ενός ασφαλιστικού οργανισμού. Έτσι θεωρούμε ένα ασφαλιστικό 
χαρτοφυλάκιο κινδύνων όπου το πλεόνασμα του χαρτοφυλακίου περιγράφεται από τη διαδι­
κασία πλεονάσματος, (ί/(ί),ί > 0} και ορίζεται ακολούθως.

Ορισμός 1.3 (surplus process). Ως διαδικασία πλεονάσματος {{/(ί),ί > 0}, ορίζεται η 
στοχαστική διαδικασία

U(t) = u 4- et — S(t), (1.3)

όπου 17(0) = u(> 0) το αρχικό απόΌεμα, c ο ρυθμός είσπραξης των ασφαλίστρων ανά μονάδα 
χρόνου και S(t) οι συνολικές αποζημιώσεις στο χρονικό διάστημα [0,ί], με

S(t) =
N(t) > 0 
N(t) = 0

(1.4)

όπου μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ., με Xi να περιγράφει το μέγεΰος
της i-οστής ζημιάς. Θεωρούμε ότι η τ.μ. Xi έχει σ.π.π. f(x), σ.κ. F(x) — Ρ(Α < χ) και
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Σχήμα 1.1: Η διαδικασία πλεονάσματος U{i)

sw

;
î
χ3
i
t
Xz
t

Σχήμα 1.2: H διαδικασία αποζημιώσεων S(t)

1

μέση τιμή τη — Ε(Χ) < οο. Βασική υπόθεση του μοντέλου είναι ότι οι ακολουθίες {7V(t)}^0 
και {-Xì}ì>! είναι ανεξάρτητες.

Από τις σχέσεις (1.3)-(1.4) έπεται (βλ. σχήμα 1.1) ότι η δειγματοσυνάρτηση U (t) 
εμφανίζει άλματα (προς τα κάτω) κατά τις χρονικές στιγμές επέλευσης των ζημιογόνων 
γεγονότων Ηζ. Τα άλματα αυτά είναι του ίδιου μεγέθους με τα αντίστοιχα άλματα (προς τα 
πάνω) της διαδικασίας των συνολικών αποζημιώσεων S(t) (βλ. σχήμα 1.2), με τη διαφορά ότι 
η δειγματοσυνάρτηση S(t) είναι κλιμακωτή (η S(t) έχει σταθερή τιμή μεταξύ δύο διαδοχικών 
χρόνων Μζ), ενώ η αντίστοιχη δειγματοσυνάρτηση U(t) είναι (μεταξύ δύο διαδοχικών χρόνων 
WÌ) ευδύγραμμο τμήμα με δετική κλίση c.

Στο μοντέλο Sparre Andersen δεωρούμε ότι η (iV(i)}“0 είναι μια ανανεωτική στοχαστική



διαδικασία.
Από τον ορισμό 1.3, είναι φανερό ότι η διαδικασία πλεονάσματος κατά τις χρονικές στιγμές 

Wi μπορεί να γίνει αρνητική. Στην αναλογιστική ορολογία το ενδεχόμενο αυτό ονομάζεται 
χρεοκοπία και η πιθανότητα αυτού του ενδεχομένου πιθανότητα χρεοκοπίας. Προκειμένου να 
ορίσουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας χρειαζόμαστε, αρχικά τον ορισμό του χρόνου κατά τον 
οποίο εμφανίζεται η χρεοκοπία.

Ορισμός 1.4 (time to ruin). Για ί > 0, ορίζουμε

Τ = inf {ί > 0 : U(t) < 0} με inf 0 = οο,

να είναι ο χρόνος κατά τον οποίο για πρώτη φορά η διαδικασία πλεονάσματος γίνεται αρνητική.

Με βάση τον παραπάνω ορισμό η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται παρακάτω.

Ορισμός 1.5. Για u > 0 η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται ως

-ψ{υ) := Ρ(Τ < οο|ί/(0) = u).

Αξίζει να επισημανθεί ότι στην πράξη, η διαδικασία πλεονάσματος δεν είναι ο μοναδικός 
«πόρος» μιας ασφαλιστικής επιχείρησης και ότι η καταβολή μιας αποζημίωσης δεν είναι 
στιγμιαίο γεγονός (απαιτείται κάποιο χρονικό διάστημα, που συνεπάγεται εισροή ασφαλίστρου 
πέρα από το καταβεβλημένο μέχρι την χρονική στιγμή Τ). Έτσι η «μαθηματική χρεοκοπία» 
που ορίζουμε δεν ταυτίζεται αναγκαία με την πραγματική χρεοκοπία, αλλά είναι ένα πολύ 
σημαντικό μέτρο κινδύνου από το οποίο η επιχείρηση μπορεί να βγάλει χρήσιμα συμπεράσματα. 
Έτσι, με βάση αυτό το μέτρο κινδύνου, αν η επιχείρηση έχει ενδείξεις ότι οι υποχρεώσεις της 
θα είναι εξαιρετικά αυξημένες μπορεί να προχωρήσει σε αύξηση των ασφαλίστρων, σύναψη 
δανείου, αύξηση μετοχικού κεφαλαίου κ.ο.κ. Από μαθηματικής άποψης είναι φανερό ότι 
υπολογίζοντας την πιθανότητα χρεοκοπίας μπορεί κανείς να προσδιορίσει κατάλληλα το αρχικό 
απόθεμα u και το ασφάλιστρο c έτσι ώστε να αποφύγει (ή σε κάθε περίπτωση να επιμηκύνει) 
το ενδεχόμενο, η διαδικασία πλεονάσματος να γίνει αρνητική.

Επιπλέον, από τον ορισμό της διαδικασίας πλεονάσματος προκύπτει άμεσα ότι τα 
ασφάλιστρα της επιχείρησης c δεν μπορεί να είναι οποιοδήποτε χρηματικό ποσο (για 
παράδειγμα δεν μπορεί να είναι μηδενικά). Έτσι υποθέτουμε ότι ο ρυθμός είσπραξης του 
ασφαλίστρου c στο [0, ί] είναι αυστηρά μεγαλύτερος από τις μέσες ζημιές, Ε(5(ί)), που 
εμφανίζονται στο [0, ί], διαφορετικά η χρεοκοπία στο [0, ί] είναι βέβαια (από την πρώτη κιόλας 
ζημία). Για να αποδείξουμε το παραπάνω θεωρούμε ότι υπάρχει ένας σταθερός αριθμός1 ρ,

1ο Asmussen (2000) καλεί το ρ ως traffic intensity δανειζόμενος την ονομασία από τη Θεωρία Ουρών. 
Διαισθητικά το ρ ερμηνεύεται ως το μέσο ύψος των συνολικών ζημιών στη μονάδα του χρόνου.
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τέτοιος ώστε
1 1 *(ί)
-5(ί) = -J2Xi^p, t- οο. (1-5)

ι~1
Πρόταση 1.1. Έστω οτι η (1.5) είναι αληθής. Tòrce η πιθανότητα χρεοκοπίας είναι αυστηρά 
μικρότερη της μονάδας, ψ(ιί) < 1, αν και μόνο αν

cE(Wi) > m. (1.6)

Απόδ€ΐξη. Έστω η = £ — 1. Τότε, από την Πρόταση 1.1 του Asmussen (2000) ισχύει ότι 
αν η > 0, τότε ψ(ιι) < 1, ενώ αν η < 0, τότε ip(u) = 1 για κάθε u > 0. Επομένως για να 
αποδείξουμε ότι ψ(ω) < 1 αν και μόνο αν cE(Hi) > m, αρκεί να δείξουμε ότι ρ = m/E(Wi). 
Πράγματι,

Ρ
= lim β

t—>oΟ t t—>00 t t—*oo t i—> OO t
m

E(Wi)’

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.2. I

Επιπλέον, από την σχέση (1.6), προκύπτει ακόμη μία σημαντική ποσότητα, το περιθώριο 
ασφαλείας θ, το οποίο ορίζεται ως 1 + θ — c/toE(Wi).

Ο υπολογισμός της πιθανότητας χρεοκοπίας στο ανανεωτικό μοντέλο έγινε από τον 
Malinovskii (1998). Όμως, στη συγκεκριμένη εργασία η πιθανότητα χρεοκοπίας μπορεί να 
υπολογιστεί υπό την υπόθεση συγκεκριμένων μορφών της κατανομής των αποζημιώσεων, 
/(χ). Έτσι, αρκετοί συγγραφείς, προκειμένου να έχουν αναλυτικά αποτελέσματα για 
οποιαδήποτε κατανομή των αποζημιώσεων, /(χ), υποθέτουν συγκεκριμένες μορφές για 
την κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των ζημιών, fw(t). Μια από τις ευρέως 
χρησιμοποιούμενες υποθέσεις στην θεωρία κινδύνου είναι οι να κατανέμονται
σύμφωνα με μία Erlang ή γενικευμένη Erlang. Σε αυτή την περίπτωση το μοντέλο 
κινδύνου που προκύπτει ονομάζεται ανανεωτικό μοντέλο με Erlang ή γενικευμένους Erlang 
ενδιάμεσους χρόνους. Από εδώ και στο εξής, όταν αναφερόμαστε στο ανανεωτικό μοντέλο 
θα νοείται το ανανεωτικό μοντέλο με ενδιάμεσους χρόνους κατανεμημένους σύμφωνα με μια 
γενικευμένη Erlang, το οποίο αναλύεται διεξοδικά στην ενότητα 1.4.

Η πιθανότητα χρεοκοπίας, αν και είναι ένα πολύ σημαντικό μέτρο κινδύνου, δεν είναι 
το μοναδικό. Δυο άλλες τυχαίες μεταβλητές, που σχετίζονται με την τυχαία μεταβλητή Τ, 
είναι η \U(T)\ που συμβολίζει το έλλειμμα κατά τη στιγμή της χρεοκοπίας και η U(T—) που 
συμβολίζει το πλεόνασμα λίγο πριν την χρεοκοπία (με Τ— το αριστερό όριο της Τ) (βλ. σχήμα 
1.1). Είναι φανερό ότι η μελέτη και των τριών παραπάνω ποσοτήτων δίνουν πολύ περισσότερες 
πληροφορίες σχετικά με τη συμπεριφορά της διαδικασίας πλεονάσματος U(t), απ' ότι μόνο η 
μελέτη της τυχαίας μεταβλητής Τ. Έτσι πολλοί συγγραφείς μελέτησαν τις περιθώριες και
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από κοινού κατανομές των τ.μ. Τ, |ί/(Τ)| και U(T—) τόσο για το κλασσικό όσο και για το 
ανανεωτικό μοντέλο. Οι αναφορές περιλαμβάνουν τους Bühlmann (1970), Gerber (1979), 
Thorin (1982), Gerber, Goovaerts και Kass (1987), Gerber και Shiu (1987), Dufrense και 
Gerber (1988a), Willmot (1998), Delbaen (1990) , Dickson και Waters (1992), Dickson 
(1992), (1993), Picard (1994), Dickson, Dos Reis και Waters (1995), Dickson και Egidio 
dos Reis (1996), Di Lorenzo και Tessitore (1996), Gerber και Shiu (1997), Dickson και Hipp 
(1998), Dufrense και Gerber (1988b), Picard και Lefevre (1998), Dickson (1998), και Lin 
(1998) , Schmidli (1999), Tsai και Sun (2004), Sun και Yang (2004), Dickson και Drekic 
(2004).

1.3 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu

Οι Gerber και Shiu το 1998, κατάφεραν να μοντελοποιήσουν τις τυχαίες μεταβλητές 
T, \U(T)\ και U(T—) σε μία μόνο συνάρτηση, την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση 
ποινής (expected discounted penalty function).

Ορισμός 1.6. Για u > 0, δ > 0, η συνάρτηση των Gerber-Shiu ορίζεται ως

<P(u):=E(e-STw(U(T-),\U(T)\)l{T<oo)\U(0)=u)), u > 0, (1.7)

όπου δ η ένταση ανατοκισμού, ιυ : [0, οο) X (0, οο) —> [0, οο) μια διδιάστατη συνάρτηση στο 
R2 που ονομάζεται συνάρτηση ποινής, U(T—) το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, |{7(Τ)| το 

έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία και 1q η δείκτρια συνάρτηση.

Διαισθητικά, η συνάρτηση των Gerber-Shiu μπορεί να ερμηνευθεί ως η προεξοφλημένη 
ποινή η οποία επιβάλλεται όταν συμβεί η χρεοκοπία. Από τον ορισμό της φ{ν) και για διάφορες 
μορφές της συνάρτησης ποινής προκύπτουν διάφορα μέτρα κινδύνου.

Ειδικές περιπτώσεις * •

• για δ = 0, w(x,y) = 1, παίρνουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας, rp{u) = Ε(1(Γ<οο)Ι^(0) = 
u) = Ρ(Τ < οο|[/(0) = u),

• για δ > 0, w{x,y) = 1, παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace του χρόνου χρεοκοπίας, 
^) = E(e-5Tl(r<oo)|f/(0)=u),

• για δ > 0, w(x,y) = 1(Χ_Χ1)1(2/_Χ2), παίρνουμε την προεξοφλημένη από κοινού σ.π.π. 
του τυχαίου διανύσματος (f/(T-), \U(T)\), f(x1,x2\u) = E(e“'5Tl(|t/(T)|=X2)tt/(r_)=xl) 
l(T<oo)|tf(0) = u),

• για δ > 0, w(x,y) = 1(S=I1), παίρνουμε την προεξοφλημένη σ.π.π. της τ.μ. U(T—), 
h(xi\u) = E(e_5Tl((7(T_)=xl)l(T<oo)|i7(0) = u),
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• για δ > Ο, w(x,y) — l(ÿ_X2), παίρνουμε την προεξοφλημένη σ.π.π. της τ.μ. \U(T)\, 
g(x2\u) = E(e_,5Tl(|j7(T)|=x2)l(T<oo)l^(0) = «)>

• για δ > 0, w{x,y) — χ\ (w(x,y) = xk), παίρνουμε την προεξοφλημένη ροπή τάξης k 

του ελλείμματος κατά τη χρεοκοπία (του πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία), 
E(e-Är|t7(T)|fel(T<oo)|t/(0) = u) (E(e~STU(T-)kl{T<oa)\U(0) = «)).

Η συνάρτηση των Gerber-Shiu είναι ένα πανίσχυρο εργαλείο που εκτός από τη χρήση της 
στα αναλογιστικά μαθηματικά, έχει και εφαρμογές στη θεωρία των χρηματοοικονομικών 
μαθηματικών. Παραδείγματος χάρη, όταν w(x,y) = max{0, K — x}, η ψ(ιι) χρησιμοποιείται 
για την τιμολόγηση ενός Αμερικάνικου put option με τιμή άσκησης Κ (για περισσότερες 
λεπτομέρειες βλ. Gerber και Shiu (1999), Gerber και Landry (1998) ).

Η μελέτη της αναμενόμενης προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής στο κλασσικό μοντέλο 
της θεωρίας κινδύνου έγινε από τους Gerber και Shiu (1998). Σε αυτή την εργασία 
οι συγγραφείς απέδειξαν ότι η φ(υ) ικανοποιεί μια ολοκληρο-διαφορική εξίσωση τύπου 
Volterà. Η λύση της συγκεκριμένη ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης γίνεται με τη βοήθεια των 
μετασχηματισμών Laplace, αποδεικνύοντας ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση 
ποινής ικανοποιεί μία ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση. Η γενική λύση της παραπάνω 
ελλειμματικής ανανεωτικής εξίσωσης, για μεγέθη ζημιών ελεύθερα κατανομής, δόθηκε από 
τους Lin και Willmot (1999) σε όρους της ουράς μιας σύνθετης γεωμετρικής κατανομής 
(asssociated compound geometric). Στην ίδια εργασία γίνεται ο υπολογισμός της σύνθετης 
γεωμετρικής κατανομής.

Η παραπάνω μεθοδολογία εφαρμόστηκε και στο ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας 
κινδύνου. Οι αναφορές περιλαμβάνουν τους Dickson και Hipp (2001a), Cheng και Tang 
(2003), Gerber και Shiu (2003a), Gerber και Shiu (2003b), Li (2003), Lin (2003), Li και 
Garrido (2004), Sun (2004), Gerber και Shiu (2005), Li και Garrido (2005), Schmidli 
(2005), Albecher (2005), Tsai (2005), Li (2005), Ng (2005), Yin και Chiu (2005).

Παρατήρηση 1.1. Εφόσον το κλασσικό μοντέλο είναι ειδική περίπτωση του ανανεωτικού 
μοντέλου (βλ. Θεώρημα 1.3) στην επόμενη παράγραφο δίνουμε αναλυτικά την παραπάνω 
μεθοδολογία για το ανανεωτικό μοντέλο με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης που κατανέμονται 
σύμφωνα με μια γενικευμένη Erlang (η, λχ, λ2,..., λη).

1.4 Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος για το γενικευμένο Erlang 
ανανεωτικό μοντέλο κινδύνου

Σε αυτή την παράγραφο θεωρούμε ότι η διαδικασία πλεονάσματος ενός ασφαλιστικού 
χαρτοφυλακίου κινδύνων U{t) ορίζεται όπως στις σχέσεις (1.3)-(1.4) και ότι οι ενδιάμεσοι
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χρόνοι άφιξης είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. {Wj}?^ που ακολουθούν 
την γενικευμένη Erlang2 (η, λχ, X%,· ■ ■, λη) κατανομή. Σε αυτή την περίπτωση η διαδικασία 
κινδύνου ονομάζεται γενικευμένη Erlang διαδικασία κινδύνου.

Ορισμός 1.7. Έστω {Ζι}ξ=1 μια ακολουθία ανεξάρτητων εκθετικών τ.μ. με παραμέτρους 
Xi, ι — 1,2,... ,η. Τότε η κατανομή της (συνέλιξης των Zi) τ.μ. ση = Zi ονομάζεται 
γενικευμένη Erlang κατανομή. Σε αυτή την περίπτωση η σ.π.π. της τ.μ. ση δίνεται από τη 
σχέση

/σ„(ί) = έ( Π W'V> ί > 0, Αχ > 0,
και ο μετασχηματισμός Laplace της τ.μ. ση δίνεται από τη σχέση

_ Γ°° Π” λ ·fcn(s) = / e~stfw(t)dt = E(e-°w) = nlli=1 * v « > 0. (1.8)
Jo lii=l(At + 5)

Παρατήρηση 1.2. Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η γενικευμένη Erlang κατανομή 
αποτελεί γενίκευση της κατανομής Erlang. Έτσι θέτοντας Αχ = Χ^ = · · ■ = λ„ = λ 
παίρνουμε την κατανομή Erlang(n, λ), ενώ θέτοντας η = 1, Αχ = λ παίρνουμε την εκθετική 
κατανομή με παράμετρο λ.

1.4.1 Η συνάντηση των Gerber-Shiu

Για την γενικευμένη Erlang διαδικασία κινδύνου, οι Gerber και Shiu (2005) έδειξαν ότι η 
προεξοφλημένη αναμενόμενη συνάρτηση ποινής ικανοποιεί μια ολοκληρο-διαφορική εξίσωση 
όπως δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.4. Για u > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, ςό(χχ), ικανοποεί 
την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

n / Γ) \ 71 ru nU ( Xj + δ - C— )φ(ύ) - U Xj / φ(ιι - x)f(x)dx - JJ Xjw{u) = 0, (1.9)
χ=Λ UJ j=1 Jo j=1

όπου
ΓΟΟ ΓΟΟ

w(u) = / w (u,x — u) f (x) dx = / w (u,x) f (x + u) dx. (1.10)
J u J 0

Απόδειξη. Μια εναλλακτική απόδειξη από αυτή των Gerber και Shiu (σελ. 55-56, 2005), 
είναι η ακόλουΌη. Από τον ορισμό της γενικευμένη Erlang (η, Αχ, λ2,..., λη), χωρίζουμε

2 στη -θεωρία ουρών το συγκεκριμένο μοντέλο αντιστοιχεί σε μία GI/G/1 ουρά, ενώ το κλασσικό μοντέλο 
αντιστοιχεί σε μία M/G/1 ουρά
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κάθε ενδιάμεσο χρόνο άφιξης (των ζημιών) σε άθροισμα η ανεξάρτητων εκθετικών τ.μ. κάθε 
μία με παράμετρο Xj, (j = 1,2,.,.,η), όπου η εμφάνιση κάΰε μίας από αυτές τις τ.μ. να 
προκαλεί μία “υπο-ζημιά” μεγέθους 0 για j = 1,2,..., η — 1 και η εμφάνιση της η-οστής 
τ.μ. προκαλεί μια “πραγματική” ζημιά με σ.κ. F(x). Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε τη 
διαδικασία πλεονάσματος U(t) σαν μία αλυσίδα Markov (piecewise deterministic Markov 
chain) {J(t),t > 0} με χώρο καταστάσεων {1,2,... , n}. Η μετάβαση από την κατάσταση 
j στην κατάσταση j + 1 γίνεται με την εμφάνιση μιας εκθετικής τ.μ. με παράμετρο λ j, για 
j = 1,2,..., η — 1, και η μετάβαση από την κατάσταση η στην κατάσταση 1 γίνεται με την 
εμφάνιση μιας εκθετικής τ.μ. με παράμετρο λ„. Έστω

Φί(η) := E(e~STw{U{T-),\U(T)\)l(T<oo)\J(0) = i, 17(0) = u)), u > 0,

μια “βοηθητική” Gerber-Shiu συνάρτηση, όταν η διαδικασία πλεονάσματος βρίσκεται στην 
κατάσταση j € {1,...,τι}. Ενδιαφερόμαστε για τη συνάρτηση φ\{ν) = φ{υ).

Επιπλέον, θεωρούμε ένα απειροστό διάστημα [0, dt] στο οποίο έχουμε τέσσερα ενδεχόμενα 
αναφορικά με την εμφάνιση κάποιας ζημιάς και τη μετάβαση της αλυσίδας > 0}:
(ί) δεν εμφανίζεται ζημιά και η αλυσίδα δεν μεταβαίνει σε άλλη κατάσταση 
(η) εμφανίζεται ζημιά και η αλυσίδα δεν μεταβαίνει σε άλλη κατάσταση 
(Hi) δεν εμφανίζεται ζημιά και η αλυσίδα μεταβαίνει σε άλλη κατάσταση 
(ίν) συμβαίνουν δύο ή περισσότερα από τα παραπάνω ενδεχόμενα.
Τότε για j = 1,2,..., η — 1 έχουμε

(f>j(u) = (1 — \jdt)e~Sdt(j)j(u + cdt) + (j>j+\{u + cdt) + o(dt). (1.11)

Από το ανάπτυγμα του Taylor έχουμε ότι e~Sdt = 1 — δ dt + o(dt) και + cdt) = (f>j(u) + 
c<^' (u)di + o(dt). Τότε συγκεντρώνοντας τους όρους τάξης dt και για dt —* 0 από την 
εξίσωση (1.11) έχουμε

(c-^-(Xj+ô)j<t>j(u) + \j<j>j+i(u)=:0, j = l,...,n-l. (1.12)

Όμοια για j = η έχουμε ότι

a
u+cdt

φ{υ, + cdt — x)f(x)dx

+ / w(u + cdt, X — u — cdt) f (x)dx J + o(dt),J u+cdt J

από την οποία συγκεντρώνοντας τους όρους τάξης dt και χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του
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Taylor, για dt —» 0 παίρνουμε ότι

- (λ„ + ό)^ φη(η) + Χη (/ Φ{η - x)f(x)dx + w(u)^ = 0. (1.13)

Τώρα, από τη σχέση (1.12) έχουμε ότι 

λ,· + ό -
Φό+ι(ω) =------ 7----—φ]{ν), j = 1,2,...,n- 1,

λ3

από την οποία με διαδοχικές αντικαταστάσεις για j = 1,2,... παίρνουμε ότι

Φη(«) = Π +χ-----—Φ(η)·

j=i

Τέλος, λύνοντας την εξίσωση (1.13) ως προς φη(ιι) και αντικαθιστώντας στην παραπάνω 
εξίσωση προκύπτει άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Πόρισμα 1.1. Για λχ = λ2 = · · - = λ„ = λ η εξίσωση (1.9) γίνεται

Γλ + ό — c~^~\ Φ(η) — Xn J φ(ν, — x)f(x)dx — Xnw(u) = 0, (1.14)
που είναι η ολοκληρο-διαψορική εξίσωση για το ανανεωτικό μοντέλο με Erlang {n, λ) 
ενδιάμεσους χρόνους άφιξης.

Πόρισμα 1.2. Για n — 1, λχ — λ η εξίσωση (1.9) γίνεται

οφ'{u) - (δ + Χ)φ{η) + X [
Jo

(u — x)f(x)dx + Xw(u) = 0, (1.15)

που είναι η ολοκληρο-διαψορική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο.

Η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.9) βρίσκεται χρησιμοποιώντας ένα ευρέως 
χρησιμοποιούμενο εργαλείο στη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, τους μετασχηματισμούς 
Laplace. Έτσι για 5R(s) > 0 ορίζουμε φ(β), f(s) και w(s) να είναι οι μετασχηματισμοί 
Laplace των φ(υ.), f(x) και w(u) αντίστοιχα, που δίνονται από τις σχέσεις

φ(8) = [ Jo
m = f

Jo
rw{s) =

Jo

β~βχφ{χ)άχ,

e~sxf(x)dx,

e~sxw(x)dx.
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Για τον υπολογισμό του μετασχηματισμού Laplace, 0(s), χρειαζόμαστε το παρακάτω θεώρημα 
και το παρακάτω λήμμα.

θεώρημα 1.5 (Lundberg’s generalized fundamental equation). Για s 6 C και δ > 0,
η θεμελιώδης γενικευμενη εξίσωση του Lundberg δίνεται από τη σχέση

π
7W-nv«=°. (iiß)

j=1

όπου 7(s) = Π;=ι (λ? + δ - cs).

Απόδειξη. Έστω τ*, — )Γ^=1 W, ο χρόνος άφιξης της fc-ζημιάς, με Το = 0. Επιπλέον ορίζουμε 

Uq — u και για fc = 1,2,...,

Ν(τ*) * . iV(Wi)
Uk — U(Tk) = u+cTk — Σ ^i=“+S(cWi- Σ ΧΑ> (L17)

j=l i=1 ''· j=l '

να είναι το πλεόνασμα αμέσως μετά την εμφάνιση της fc-ζημιάς. Έστω, ότι υπάρχει ένας 
αριθμός s τέτοιος ώστε η ακολουθία των τ.μ. {e~ÓTk+sUk}^L0 να είναι martingale ως προς 
μια διύλιση = a(Wi,Xi; 1 < i < h), με To — {0, Ω}. Τότε ισχύει ότι (8λ. Ορισμό Α'.3 
στο Παράρτημα)

e~òTk+sUk _ JË^e-ÂTï!+i+s^fc+i|(L18)

Όμως χρησιμοποιώντας την (1.17) έχουμε ότι

g—STk+i+sUk+i _ g—Sric+sUk— äWit+i+s^Wifc+i—^ΑΓι)

και συνεπώς (μαζί με το γεγονός ότι οι είναι ισόνομες τ.μ.) η (1.18) γίνεται

1 = E(e~<m'1+s(cM''1-Xl)) = E(e_(i~cs)H'1)E(e_s',il), 

από όπου χρησιμοποιώντας την (1.8) παίρνουμε το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Πόρισμα 1.3 (Lundberg’s fundamental equation). Για n = 1 και λι = λ, η εξίσωση
(1.16) γίνεται

δ + A-cs = /(s), (1.19)

που είναι η θεμελιώδης εξίσωση του Lundberg για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου.

Η λύση της εξίσωσης (1.16) παίζει πολύ σημαντικό ρόλο στον υπολογισμό της συνάρτησης 
Gerber-Shiu και δίνεται από το παρακάτω Λήμμα.
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Λήμμα 1.1. (i) Για SR(s) > Ο, δ > Ο η γενικενμενη θεμελιώδης εξίσωση τον Lundberg,
(1.16), έχει ακριβώς η ρίζες, στο θετικό μψαοικό η μιεπίπεδο.
(η) Για Sfì(s) > Ο και δ —> 0+, τότε η γενικενμενη θεμελιώδης εξίσωση του Lundberg έχει 
ακριβώς μία ρίζα, το Ο και n — 1 ρίζες, στο θετικό μψαδικό ημιεπίπεδο.

Απόδειξη. Gerber και Shiu (2005), Albrecher και Boxma (2005). I

Στο εξής θα συμβολίζουμε τις θετικές ρίζες της εξίσωσης (1.16), ?γ(<5) ξ ri, 5R(rj(0)) > 0, 
i = 1,2,... ,n, ενώ επίσης υποθέτουμε ότι οι τγ, i = 1,2,...,η, είναι διαφορετικές μεταξύ 

τους.
Τώρα, παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της ολοκληρο-διαφορικής 

εξίσωσης (1.9), και χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.1, ο μετασχηματισμός Laplace της 
συνάρτησης των Gerber-Shiu δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.6. Για 9?(s) > 0, ο μετασχηματισμός Laplace της αναμενόμενης προεξοφλημέ- 
νης συνάρτησης ποινής 0(s) δίνεται από τη σχέση

2, \ Π"=ι A^(s) - Φ)<j>(s) = —-— ---- ------- ——, (1.20)

όπου q(s) = Σ"=ι ™(rj) üLi.fc/j και ri> Ve K(ri) > 0, i = 1,2,... ,n είναι οι ρίζες 
της εξίσωσης (1.16).

Απόδειξη. Gerber και Shiu (2005). I

Επειδή η αντιστροφή του μετασχηματισμού Laplace (1.20), είναι αρκετά δύσκολο να 
υπολογισθεί (στη γενική περίπτωση), το επόμενο βήμα για τον υπολογισμό της συνάρτησης 
Gerber-Shiu είναι να δείξουμε ότι η φ(μ) ικανοποιεί μια ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση και 
να βρούμε τη λύση αυτής. Για αυτό το σκοπό χρειαζόμαστε ένα εργαλείο, ευρέως γνωστό 
και χρησιμοποιούμενο στη θεωρία κινδύνου, τους τελεστές ΤΓ.

Ορισμός 1.8 (Tr operator). Έστω f(x) μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε για 5R(r) > 0 
και X > 0 ορίζουμε τον τελεστή ΤΓ να δίνεται από την σχέση

roc rooTrf(x)= / e~r(u~x) f^du — / e~ru f(u +x)du.
Jx J o

Για έναν πιο αυστηρό ορισμό του τελεστή ΤΤ παραπέμπουμε στους Butzer και Hubert3 
(1967) παράγραφος 1.3.3 ή στον Feller (1996) κεφάλαιο "III. Στη θεωρία κινδύνου ο τελεστής

3 ο τελεστής ΤΓ καλείται από τους Butzer και Hubert ως pseudo-resolvent
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Ττ εισήχΟηκε από τους Dickson και Hipp (2001). Ο τελεστής Ττ έχει κάποιες πολύ χρήσιμες 
ιδιότητες, όπως δίνονται ακολούθως.

Πρόταση 1.2 (Ιδιότητες των τελεστών Ττ). Έστω Trf(x) ο ΤΤ πλαστής μιας 
ολοκληρώσιμης συνάρτησης f(x). Ο κλωστής Trf(x) ικανοποιεί τις παρακάτω σχίσεις:

(i) Trf(0) = J^° e~TUf(u)du = /(r),

(») TriTrj(x) = Tr2Trif(x) = ΊχΜζΖχΧ*)' n φ r2 e c,
(ni) ±Trf(x) = rTrf(x) - f(x), &TriTnf(x) = - ZLi rj^T, Ms) = (s- Mis -

M,

(iv) Trf(s) = ^φΙ^Γ), r Φ s G C, 

f»; Tr fis) = (ί7)(β) = TsTrf io),

(vi) s fis) - r/(r) = (s - r)[-sTr/(.s) - /(r)],

(vH) fi(s)f2(s) - fi(r)h(r) = -(s - r) [fi(s)Tr2fo(s)+TrJi(r)f2(s)], για κάθε s φ r και 

για fi, fi δύο ολοκληρώσιμες συναρτήσεις,

(viii) αν ri,r2,...,rk είναι διαφορετικοί μεταξύ τους πραγματικοί ή μτγαδικοί αριθμοί, τότε
TriTr2 --Trk = (-1)*“1 Σ·=1 Φ) = ïlU(S -

καιT.Tr,T„■..Γ„/(0) - (-1)*(1$ - Σ*.ι χΜΜ)'

Επιπλέον αν η f(x) dvai σ.π.π. της τ.μ. X μ€ σ.κ. F(x) = 1 — F(x), τότ€ ισχύουν τα 
παρακάτω

(ix) T0Trf(x) = /Σ TTf(u)du = ΕίΜψίΜ = TrF(x),

(x) Jo“ Trf(x + y)dx - TrF(y) - TrF(y + u),

(xi) /0°°TriTrJ(x)dx =

(xii) S™(TT1f*Trj)(x)dx = ■(■1-/(ri))(17^)),

Απόδειξη. Για την απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων παραπέμπουμε στους Lin και Willmot 
(1999), Dickson και Hipp (2001), Li και Garrido (2004a). I

O Li (2003), χρησιμοποιώντας τους τελεστές Tr απέδειξε ότι η <j>(s) της εξίσωσης (1.20) 
γράφεται σε μια ισοδύναμη μορφή, απ' όπου εύκολα μπορεί να δειχτεί ότι η φ(υ) ικανοποιεί 
μια ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση, όπως φαίνεται από το παρακάτω θεώρημα.
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Θεώρημα 1.7. Για 5R(s) > Ο, ο μετασχηματισμός Laplace της αναμενόμενης προεξοφλημέ- 
νης συνάρτησης ποινής , <J>(s), γράφεται ως

Φ(3) = (1-21)
1 - n(s)

όπου G(s) = /0°° e~sxG(x)dx = Aj Τ3 (ΓΓ/=ι ^ j (0) και n(s) — /0°° e~sxn(x)dx

= (Π”=1 Trjf^J (0) και ri, 3?(rj) >0, i = 1,2,... ,n είναι οι ρίζες της εξίσωσης

(1.16).

Απόδειξη. Li (2003), Θεώρημα 2. I

Τώρα, αντιστρέφοντας την εξίσωση (1.21) ως κρος s παίρνουμε το παρακάτω θεώρημα.

θεώρημα 1.8. Για u > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, φ{υ), 
ικανοποιεί την παρακάτω ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση

ruφ(υ) = / φ(η — x)n(x)dx + G(u)
J ο

1 fu 1= J Φ(υ- x)z(x)dx + (1.22)

όπου n(x) = (Π"=ι /) (x), Gix) = 1 (Π"=ι^^) (ι), ξ τέτοιο ώστε

1/(1 + ξ) = /0°° n(x)dx = 1 — ^.;=1 Aj < 1, με n, SR(rj) >0, i = 1,2,... ,n, va

είναι οι ρίζες της εξίσωσης (1.16), H(x) = (1 + £)G(x) και z(x) = (1 + ξ)π(χ) όπου η ζ(χ)
είναι η σ.π.π. της κατανομής Ζ(ιί) 
ώστε 1/(1 + ξ0) = 1 e^=^m

In v(v)<*9 Επιπλέον αν δ —► 0+, τότε ξ —> ξο> τέτοιο

c" Ilj=i ri(0)

Jo n{y)dy-
< 1, δεδομένου ότι το περιθώριο ασφαλείας θ είναι θετικό.

Απόδειξη. Li (2003). I

Πόρισμα 1.4. Για n = 1 και λχ = λ, η ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση (1-22) γίνεται

ruφ(υ) — I φξα — x)n(x)dx + G(u)
Ja

= Υ^Γξ J0 Φ(ν·~χ)ζ{χ)άχ+γ^η;Η(η), (1.23)

που είναι η ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου 
μεη(χ) — £Trf(x), G(x) = £Trw(x), ξ τέτοιο ώστε 1/(1+ξ) = /0°° n(x)dx = 1 — ^ < 1, με 

r, !R(r) > 0, να είναι η ρίζα της εξίσωσης (1.19), Η(χ) = (1 + £)G(x) και ζ{χ) — (1 + ξ)π(α;)
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όπου η ζ(χ) είναι η σ.π.π. της κατανομής Z(u) = Επιπλέον, αν δ —* 0+, τόττ

ξ -> ξ0, τέτοιο ώστε 1/(1 + ξο) = 1 - < 1·

Η λύση της ελαττωματικής ανανεωτικής εξίσωσης (1-22) υπολογίζεται σε όρους της δεξιάς 
ουράς μιας σύνθετης γεωμετρικής κατανομής. Έτσι για u > 0, ορίζουμε τη σ.κ. της σύνθετης 
γεωμετρικής κατανομής (associate compound geometrie distribution) K(u) = 1 - K (u), 
όπου η δεξιά ουρά K(u) δίνεται από τη σχέση

n=l s ' s/

με JV*"(u) η n-οστή συνέλιξη της δεξιάς ουράς N(u) = 1 — N(u) = n{y)dy.

Θεώρημ,α 1.9. Για u > 0, η λύση της ανανεωτικής ελαττωματικής εξίσωσης (1.22) δίνεται 
από τη σχέση

φ{η) = - Γ H{u - x)dK(x) + -ί-tf (u), (1.24)
ς Jo 1 + ς

ή ισοδύναμα

φ(υ) = -\ ίUK{u-x)dH{x)-^ß-K{u) + \H{u), (1.25)
ς jo ς ξ

ή ισοδύναμα

Φ(μ) = \ fU(l-K{u-x))dH(x) + ^P-{l-K(u)). (1.26)

ς jo ς

Απόδειξη. Lin και Willmot (1999). I

Από τις σχέσεις (1.24)-(1.26) και τον τύπο της H(u) είναι φανερό ότι η λύση της 
φ{υ) εξαρτάται άμεσα από τον υπολογισμό της δεξιάς ουράς, K{u). Οι Lin και Willmot 
(1999) απέδειξαν ότι η ουρά της βοηθητικής σύνθετης γεωμετρικής κατανομής ικανοποιεί την 
ακόλουθη ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση

_ 1 Γ— 1—K(u) = γ — ^ J K(u — x)z(x)dx + --—”Z(u), u > 0, (1-27)

όπου Z(u) = 1 - Z(u) = /J° z(x)dx.
Επιπλέον επιλέγοντας w(x,y) = 1, η συνάρτηση των Gerber-Shiu φ(υ) γίνεται ο 

μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας, E(e“ÄTl(7’<oo)|l7(0) = u) — φτ(η)·
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Ακόμη για ui(x,y) — 1, χρησιμοποιώντας την ιδιότητα 9 των τελεστών ΤΓ, παίρνουμε άμεσα 
ότι H(u) — (1 + ξ)^Ρτ^- hri=1Tr,z) (u) και συνεπώς η (1.22) γίνεται

ψτ(ν) = —j-τ ί ψτ{η - x)z(x)dx + —^—Z{u), u > 0, (1.28)
i + w ο 1 + s

απ' όπου συγκρίνοντας τις εξισώσεις (1-27) και (1.28) παρατηρούμε ότι η δεξιά ουρά της 
σύνθετης βοηθητικής γεωμετρικής κατανομής είναι ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου 
χρεοκοπίας Τ.

Θεώρημα 1.10. Για u > 0, ισχύα ότι

K(u) =E(e_,5Tl(T<oo)|/7(0) = u) = φΤ{η).

Από τα Θεώρηματα (1.9) και (1.10), είναι φανερό ότι γνωρίζοντας τη φτ{η) και 
υπολογίζοντας την H(u) για διάφορες τιμές της συνάρτησης ποινής, w(x,y), μπορούμε 
να υπολογίσουμε διάφορα μέτρα κινδύνου, όπως την πιθανότητα χρεοκοπίας, την κατανομή 
του U(T—) (πλεόνασμα πριν την χρεοκοπία), την κατανομή του \U(T)\ (ελλείμμα κατά την 
χρεοκοπία), την από κοινού κατανομή των δύο παραπάνω τ.μ., καθώς και άλλα μέτρα κινδύνου.

Έτσι από τα παραπάνω, είναι φανερό ότι ο προσδιορισμός διάφορων μέτρων κινδύνου 
εξαρτάται άμεσα από τον υπολογισμό της συνάρτησης </>r(u), η οποία βρίσκεται μέσω των 
μετασχηματισμών Laplace. Έτσι από τη σχέση (1.21), για w(x,y) = 1 έχουμε ότι

Vt(s) =
G(s) nU(r

Π?=ι(Aj+i-s)-n”=i &Μ (1.29)

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει χρησιμοποιώντας τη σχέση

1 — n(s) nu ( Λα +<5 s)-YlU^Î{s)

Π·=1(^· - S) S ί fj, j = 1,2,..

η οποία αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.1 και τις ιδιότητες των τελεστών ΤΓ, 
(βλ. Lin (2003) Θεώρημα 2). Επιπλέον επιλέγοντας iv(x,y) — 1, και χρησιμοποιώντας την 
ιδιότητα 5 των τελεστών Tr, η συνάρτηση G(s) γίνεται

G(s) =
UUxjTsTri ...Tr m = Π”=ιΛ1 . T0Tn ■ ·-rr„/(0) -TsTri ··-ΓΓβ/(0)

n{0) - n(s) 1 ( Π"=ι
FILI (rj-s)

Π ξ
i+e

(1.30)
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Αντικαθιστώντας την εξίσωση (1.30) στην (1.29) παίρνουμε άμεσα ότι

ipT(s) =
nu (ψ-ή

s nu {**-) -nu
(1.31)

Ο μετασχηματισμός Laplace (1.31), μπορεί να αντιστρέφεται σε ορισμένες μόνο περιπτώσεις. 
Μία από αυτές τις περιπτώσεις είναι όταν η pr(s) έχει πολυωνυμική μορφή. Έτσι η pr(s) 
μπορεί να έχει πολυωνυμική μορφή, αν και μόνον αν η f(s) έχει πολυωνυμική μορφή και 
συνεπώς για αυτό το σκοπό επιλέγουμε την f(x) να ανήκει στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών.

Ορισμός 1.9 (rational distribution family). Η τ.μ. X με σ.π.π. /(χ), ανήκει στην 
κλασματική οικογένεια κατανομών Rf αν ο μετασχηματισμός Laplace, f(s), γράφεται ως 
πηλίκο δύο πολυωνύμων,

f(s) = με Qm(0) = Qm-1(0), »(s) e (hx, oo), (1.32)
Qm(s)

όπου τη G Ν+, hx = inf{s G Μ : E(e sX) < oo}, και Qm(s), Qm-i(s) είναι πολυώνυμα 

βαθμού m και deg(Qm-i(s)) < τη — 1 αντίστοιχα .

Η κλασματική οικογένεια είναι μια ευρεία κλάση κατανομών που περιλαμβάνει (μεταξύ 
άλλων) την εκθετική, την κατανομή Erlang, την κατανομή Coxian, την κατανομή phase-type 
καθώς και τις μίξεις αυτών. Για περισσότερες λεπτομέρειες για την κλασματική οικογένεια 
κατανομών παραπέμπουμε στους Li και Garido (2005), Cox (1955), Neuts (1981) Κεφ. 2.

Υποθέτοντας ότι η κατανομή των ζημιών /(χ) ανήκει στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών, δηλ. ο μετασχηματισμός Laplace δίνεται από την εξίσωση (1-32), και ορίζοντας

Bm,n(s) = JJ ~ A Qm(s) - JJ ^Qm-l(s),
j=1 ' ' 3=1

(1.33)

να έιναι ένα πολυώνυμο τη + η βαθμού, τότε ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου 
χρεοκοπίας, ψτ(η) = Κ(ν), δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.11. Εάν ο μετασχηματισμός Laplace της σ.π.π. του μεγεϋους των ζημιών f(s) 
έχα τη μορφή της (1.32), róre

<Pt(s) - Bm—l(s)
n?=i(s+Ri)’
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με Bm-i(s) = |^Il*li(s + Ri) ~ T+fQm(s)J> όπου ξ δίνεται από το Θεώρημα 1.8 και -Ri 

είναι όλες οι ρίζες της εξίσωσης Bm<n(s) = Ο, με 3ß(ßj) > Ο, i = 1,2,, τη. Επιπλέον, αν 
—Ri, i = 1,2,..., τη είναι διαφορετικές μεταξύ τους, τότε

ΤΠ

Vt(s) = Σ
ι=1

di
s + FLi

και

μ*

mφτ(η) = 'Σ,aie~RiU, u > Ο,, 
ί=1

UtxRj Qm(-Ri)
RiUU^iRj-Ri)' Qm(0) 1,2,... ,m,

Παρατήρηση 1.3. Από το Θεώρημα 1.11 μπορούμε άμεσα να υπολογίσουμε την πιθανότητα 
χρεοκοπίας, αφού ισχύει ότι ip{u) = lim^o Tt(u).

1.4.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu κάτω από την ύπαρξη μιας στρατη­
γικής σταθερού μερίσματος

Μία πιο ρεαλιστική επέκταση του ανανεωτικού μοντέλου (1.3)-(1.4), είναι η υπόθεση ύπαρξης 
μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος (constant dividend barrier strategy). Κάτω από 
αυτή την υπόθεση, θεωρούμε ότι υπάρχει ένα επίπεδο ò(> u) τέτοιο ώστε όταν η διαδικασία 
πλεονάσματος φτάνει στο κατώφλι b τα ασφάλιστρα c επιστρέφονται στους δικαιούχους με 
τη μορφή μερίσματος μέχρι την εμφάνιση της επόμενης ζημιάς. Έστω Ub(t) με Ub{0) = u, η 
τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος κάτω από τη συγκεκριμένη στρατηγική (βλ. σχήμα 
1.3), η οποία ορίζεται ως

j cdt — dS(t), Ub(t) < b 
\ —dS(t), Ub{t) = b

Επιπλέον (σε αντιστοιχία με τη διαδικασία πλεονάσματος χωρίς την ύπαρξη μερίσματος) 
ορίζουμε

Tb = inf{i > 0 : Ub(t) < 0} με inf 0 — co,

να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας κάτω από την ύπαρξη στρατηγικής σταθερού μερίσματος και 
Ub(Tb~) και \Ub(Tb)\ να είναι το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία και το έλλειμμα κατά τη 
χρεοκοπία, αντίστοιχα. Τότε η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται ως

ψ(,(ιι) — P(Tb < οο), u < b,
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Σχήμα 1.3: Η διαδικασία πλεονάσματος Ub(t) με στρατηγική σταθερού μερίσματος

ενώ η συνάρτηση Gerber-Shiu κάτω από αυτή την προσαρμογή ορίζεται ακολούθως.

Ορισμός 1.10. Για u < b και δ > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής 
ορίζεται ως

4M = E(e~s^w(U(Tb-), |C/(r5)|)l(Tt<oo}|C/i)(0) = u)), u<b,

όπου δ η ένταση ανατοκισμού και w : [0, οο) x (Ο,οο) —» [0, οο) μια διδιάστατη συνάρτηση 
στο Μ2.

Παρατήρηση 1.4. Από τον ορισμό της διαδικασίας πλεονάσματος ίή,(έ), είναι φανερό ότι 
πρόκειται για μία ειδική περίπτωση της διαδικασίας πλεονάσματος χωρίς μερίσματα, U(t). 
Έτσι για b —» οο έχουμε ότι Hindoo Ub(t) = U(t) και συνεπώς lim*_oo <j>b(u) = φ(ν)

Η στρατηγική σταθερού μερίσματος εισήχθει από τον De Finetti (1957) για το διωνυμικό 
μοντέλο κινδύνου. Από τότε τόσο η συνάρτηση των Gerber-Shiu, όσο και ροπές των 
μερισμάτων αποτέλεσαν αντικείμενο μελέτης τόσο στο κλασσικό όσο και ανανεωτικό 
μοντέλο με Erlang ή γενικευμένους Erlang ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Οι αναφορές 
περιλαμβάνουν τους Bühlmann (1970), Gerber (1973), (1979), (1981), Paulsen και Giessing 
(1997), Albrecher και Kainhofer (2002), Claramunt, Mârmol και Alegre (2003), Albrecher, 
Kainhofer και Tichy (2003), Lin, Willmot και Drekic (2003), Albrecher (2004), Dickson και 
Waters (2004), Li και Garrido (2004b), Albrecher, Mercé και Mârmol (2005), Albrecher και 
Hartinger (2006), Li και Dickson (2006), Gerber, Lin και Hialiang (2006), Li (2006).

Υποθέτοντας ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης ακολουθούν την γενικευμένη
Erlang(n; Αχ, λ2,..., λ„) κατανομή, δείχνουμε πως η μεθοδολογία της ενότητας 1.4.1 μπορεί
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να προσαρμοστεί στην υπόθεση ύπαρξης μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος.

Θεώρημα 1.12. Για u < b και δ > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, 
<j)b(u), ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

ru
Xj / 4>b(u - χ) f (x)dx-

Jo

με οριακές συνθήκες
φΡ(0) = 0, k= 1,2,...,Π, (1.35)

και w(u) δίνεται από τη σχέση (1.10).

Π

ΠλΧ«) = 0. (1-34)

Απόδειξη. Li και Garrido (2004b). I

Πόρισμα 1.5. Για Aj = Χ2 = ■ · · = Α„ = X, η εξίσωση (1.34) γίνεται

(λ + ό — e—) fo(u) - λ" J 0b(u - x)f(x)dx — Xnw(u) = 0, u < b, (1.36) 

με οριακές συνθήκες
φ£\0)=0, k = 1,2,..., π,

που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το ανανεωτικό μοντέλο με Erlang(n) ενδιάμεσους 
χρόνους άφιξης.

Πόρισμα 1.6. Για n = 1, λι = λ, η εξίσωση (1.34) γίνεται

(λ + δ — e—) çèi(u) — A J φ^υ. — x)f(x)dx - Xw(u) = 0, u < b, (1-37)

με οριακές συνθήκες
0) = 0,

που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο.

Η λύση της μη ομογενούς εξίσωσης (1.34) με οριακές συνθήκες που δίνονται από την 
(1.35) εξαρτάται άμεσα από τη λύση της ακόλουθης ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης 
(ως προς vs(u))

Π

Π Xj + δ x)f(x)dx = 0, u > 0,
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ή ισοδύναμα
Α^(Ί))ν^(υ) — / vg(u — x)f(x)dx = 0, u > 0, (1.38)

J ο

όπου Ί) = ^ είναι ο τελεστής παραγώγισης και AÄ(s) = Π"=ι ^1 + χ--χ-ί'^ = Σ£=ο As.fcS*1 

είναι ένα πολυώνυμο τάξης η, με Ag^ σταθερούς αριθμούς, που δίνονται σε όρους των 
λι, λ2,..., λ„, c και δ.

Τότε, από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων [βλ. Κεφ. 7 των Boyce και DiPrima 
(2000)] έπεται ότι η λύση της n-τάξης μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης (1.34) εκφράζεται 
σαν μία μερική λύση συν ένα γραμμικό συνδυασμό από η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της 
ομογενούς εξίσωσης (1.38). Εφόσον, από το Θεώρημα 1.4 η συνάρτηση Gerber-Shiu χωρίς 
μερίσματα, φ(ιι), είναι μια μερική λύση της (1.34), τότε η γενική λύση της <t>b[u) δίνεται από 
τη σχέση

71
</>b(u) - φ(η) + Σ rkifyvgjiu), 0 < u < b, (1.39)

i-1
όπου vgti(u) είναι η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς εξίσωσης (1.38) και η*, ί = 
1,2,...,π είναι σταθεροί αριθμοί οι οποίοι υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες (1.35), 
δηλ. λύνοντας ως προς η* (6) το ακόλουθο γραμμικό σύστημα εξισώσεων

Π

#}(6) + £ TH(b)v$(b) = 0, k = 1,2,.. - ,n.
i=l

Η λύση της ομογενούς εξίσωσης (1.38), προσδιορίζεται με βάση την επιλογή των αρχικών 
συνθηκών υ^\θ), k = 0,1,... ,η - 1 και υπολογίζεται με τη βοήθεια των μετασχηματισμών 

Laplace. Έτσι χωρίς βλάβη της γενικότητας επιλέγουμε

vÿ(0) = l(k=i-i), k — Ο,Ι,...,η—Ι. (1.40)

Κάτω από αυτές τις αρχικές συνθήκες οι λύσεις ν^(η), ί — 0,1,...,η, είναι γραμμικά 
ανεξάρτητες. Για να δείξουμε τη γραμμική ανεξαρτησία θεωρούμε ότι υπάρχουν κάποιοι 
σταθεροί αριθμοί Cj, i = 1,2,... ,η, τέτοιοι ώστε Civs,i(u) = 0- Τότε Σ?=ι Civf^(u) = 

0, A; = 0,1,..., τι — 1, Vu > 0. Αντικαθιστώντας u = 0 και χρησιμοποιώντας τις οριακές 
συνθήκες (1-40), έχουμε ότι c* = 0 V i = 1,2,..., η, από το οποίο αποδεικνύεται ότι οι λύσεις 
vs,i(u), i = 0,1,..., η, είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Εφόσον οι vgti(u), i = 1,2,..., η είναι οι λύσεις της εξίσωσης (1.38), τότε επαληθεύουν 
την εξίσωση (1.38), δηλ.

Asityvg^u) — ί vgj(u — x)f(x)dx — 0, * = 1,2,...,η, u> 0. (1-41)
J ο
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Έτσι από την εξίσωση (1.41), με τη βοήθεια των μετασχηματισμών Laplace και των οριακών 
συνθηκών (1.40), μπορούμε να υπολογίσουμε τις λύσεις u^j(u), i = 1,2,... ,π.

Έστω vg^s) να είναι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης υ^,ί(ω) ως προς s,

ΓΟΟ

vs,i(s) = / e~sxvsti(x)dx,J ο
K(s) > 0.

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (1.41), η {^(s) δίνεται 
από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.13. Για 5ì(s) > 0 και δ > 0, ο μετασχηματισμός Laplace των λύσεων vsti(s), 
δίνεται από τη σχέση

vSti{s)= -f5'i{s) i —1,2,..., τι, (1.42)

Ms) - /(s)
όπου

dô,{(s')

As{s)

Σ>' Σ ^vÿr^\o),
j=0 /c=j+l

με Ak σταθερούς αριθμούς, που δίνονται σε όρους των Λγ, j — 1,2,... ,n, c και <5.

Απόδειξη. Li και Garrido (2004b). I

Ο μετασχηματισμός Laplace (1.42), μπορεί να αντιστραφεί σε κάποιες μόνο περιπτώσεις. 
Έτσι υποθέτοντας ότι τα μεγέθη των ζημιών ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών 
(βλ. ορισμό 1.9) και χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή στην απόδειξη του 
Θεωρήματος 1.11, οι λύσεις της ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.38), δίνονται 
από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.14. Έστω ότι ο μετασχηματισμός Laplace της σ.π.π. του μεγέθους των ζημιών 
f(s) δίνεται από την (1.32), τότε για 5R(s) > 0,

Vs,μ-Σ^Σ
rk

9i,e
s + Re

i= 1,2,....

όπου

hi,k
EU Λ? dfilì(rk)Qm{j'k) ■ . 0

25



di,e
Π?=ιλ, dSti(-Re)Qm(-Re) n

cn ' ΠUM + UZi^k(Ri -Rt) '

με rk και —Ri, k = 1,2,..., τι, l — 1,2,..., m ei'ναι οι ρίζες της εξίσωσης Bm,n(s) = Ο, όπου 
Bm,n(s) δίνεται από τη σχέση (1.33). Επιπλέον, αν rk και —Re είναι διαφορετικές μεταξύ 
τους, τότε

η τη
vg,i(u) = hiikerkU + Σ 9i,te~Rtu> u > Ο.

fe=i e=i
Παρατήρηση 1.5. Οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις vgj(u), i — 1,2,..., τι, του Θεωρήματος 
1.14 δεν είναι μοναδικές, αφού η επιλογή των αρχικών συνθηκών των v^i(u), i — 1,2,.,.,η, 
(1.40) γίνεται αυθαίρετα χωρίς βλάβη της γενικότητας.

Παρατήρηση 1.6. Σημειώνουμε ότι παρόλο που οι ρίζες της γενικευμένης εξίσωσης του 
Lundberg μπορεί να είναι μιγαδικές, οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις ν^(η), ί = 1,2,... ,η, 
του Θεωρήματος 1.14 είναι πραγματικές συναρτήσεις, οι οποίες στην περίπτωση των μιγαδικών 
ριζών περιέχουν κάποιες τριγωνομετρικές συναρτήσεις.

1.4.3 Ροπές των σωρευτικών μερισμάτων

Η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, (1.4.2), είναι ένα σημαντικό μέτρο κινδύνου 
όσον αφορά στη διαδικασία πλεονάσματος με την ύπαρξη μιας στρατηγικής μερίσματος. Ένα 
άλλο όμως πολύ σημαντικό εργαλείο, το οποίο συνδέεται με την «ποιότητα» της στρατηγικής 
μερίσματος, είναι οι ροπές ή ακόμη και η κατανομή των προεξοφλημένων σωρευτικών 
πληρωμών μερίσματος μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας. Έτσι ενώ η συνάρτηση των Gerber- 
Shiu, σχετίζεται με τη μέτρηση του κινδύνου, οι ροπές των προεξοφλημένων σωρευτικών 
πληρωμών μερίσματος μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας σχετίζονται με το ύψος του ποσού των 
μερισμάτων που διανέμεται πίσω στους δικαιούχους της ασφάλισης. Στην παρούσα ενότητα 
γίνεται η μελέτη των ροπών της παρούσας αξίας των μερισμάτων της διαδικασίας Ub(t).

Ορισμ,ός 1.11. Για 0 < u < b και δ > 0, ορίζουμε

Du,b= fTb e~stdD(t),

J ο

να είναι η παρούσα αξία του συνόλου των καταβλη·θέντων μερισμάτων πριν τη στιγμή της 
χρεοκοπίας, όπου D(t) τα σωρευτικά μερίσματα που πληρώνονται μέχρι τον χρόνο t, και δ να 
συμβολίζει την ένταση ανατοκισμού.

Ορισμός 1.12. Για 0 < u < b και m € Ν+, ορίζουμε

Wm(u, b) = Ε(Π£6|Έ6(0) - u), 0 <u<b,meN,
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να είναι η m-τάξης ροπή της τ.μ. DUtb με Wq(u, b) = 1.

Για την γενικευμένη Erlang(n) διαδικασία κινδύνου η m-τάξης ροπή Wm(u,b) ικανοποιεί 
μια ολοκληρο-διαφορική εξίσωση όπως δίνεται στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.15. Για 0 <u <b, m £ Ν, η m-τάξης ροπή της τ.μ. DUtb, Wm(u, b), ικανοποιεί 
την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

JJ ^(5m - c^- + Wm(u, b) - J][ Xj J Wm(u - x,b)f(x)dx = 0, (1-43)

με οριακός συνθήκες

Π (δπι + Vi - ίW™(u> ò)L=6 = m Π (v - !) + Vi -c|r) ^m-iK b)\u=b,
3=2 V 7 j=2 V 7

yia fc = 1,2,..., n και Π}=2 4 = 1- Επιπλέον

lim Wm(u, b) = 0
Ò—>00

Απόδειξη. Albrecher, Claramunt και Mârmol (2005) σελ. 6,7. I 

Πόρισμα 1.7. Για Χ\ = X? = ■ ■ ■ = Xn = X, η εξίσωση (1.43) γίνεται

(^>m — c-^- + Wm(u,6)— Xn J Wm(u — x,b)f(x)dx = 0, (1-44)

με οριακές συνθήκες

óm ■
a y+ Xj~1~Clk) + Wm-i(u,b)\u=b,

για k = 1,2,... ,π, που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το ανανεωτικό μοντέλο με 
Erlang (η) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης.

Πόρισμα 1.8. Για n = 1, λχ = Λ, η εξίσωση (1.43) γίνεται

m — e——h A^j Wm(u, b) — X J Wm(u — x,b)f(x)dx = 0, (1-45)

με οριακές συνθήκες

du
Wm(u,b) = mWm-i(u, b)
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που fivai η ολοκληρο-διαφορική οξίσωση για το κλασσικό μοντέλ,ο.

Η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.43) εξαρτάται άμεσα από τη λύση της 
ακόλουθης ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης

vj(u — x)f(x)dx — 0, u > 0, (1.46)

όπου δ = δπι. Τότε από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων [βλ. ΚΕΦ 7 των Boyce 
και DiPrima (2000)] η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.43) εκφράζεται ως ένας 
γραμμικός συνδυασμός από η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς εξίσωσης (1.46). 
Έτσι η γενική λύση της Wm(u,b) δίνεται από τη σχέση

n
wm(u, 6) = m.rnVg^u), 0 < U < b,

ί=1

όπου vj^u) είναι οι η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης (1.46) και ?γίΤη, ι — 
1,2,...,η, είναι σταθεροί αριθμοί οι οποίοι υπολογίζονται με βάση τις οριακές συνθήκες 
του Θεωρήματος 1.15. Αναλυτικότερα, οι σταθερές η,;™, i — 1,2,...,η υπολογίζονται 
αναδρομικά από τη σχέση

k Q η k Q η
+ - e— ) Y^Pi.mV- ib) = m J|(ó(m - 1) + Xj-i - c—)

j—2 i—l j=2 2=1

για k = 1,2,..., n, ITj=2 · = 1 και τη e N.

Εφόσον, η εξίσωση (1.46) είναι ακριβώς η ίδια με την εξίσωση (1.38), με δ = δτη στη θέση 
του <5, για τον υπολογισμό των ιη-^ιι), ί = 1,2,... ,η, μπορούμε να εφαρμόσουμε την ίδια 
μεθοδολογία της ενότητας 1.4.2. Έτσι υποθέτοντας ότι ο μετασχηματισμός Laplace, /(s), 
έχει την ίδια μορφή όπως στην εξίσωση (1.32), τότε οι uj^u), i — 1,2,... ,η, δίνονται από 
το Θεώρημα 1.14 με δ = δτη στη θέση του δ.

1.4.4 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu κάτω από την ύπαρξη μιας στρατη­
γικής πολλαπλών μερισμάτων

Άμεση γενίκευση της ενότητας 1.4.2 είναι η επέκταση της υπόθεσης ύπαρξης σταθερού 
μερίσματος σε ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων. Έτσι θεωρούμε ότι 
υπάρχουν Ν διαφορετικά μεταξύ τους επίπεδα, 0 = 6ο < έ>ι < · · · < bpj = οο, τέτοια 
ώστε όταν η διαδικασία πλεονάσματος είναι μεταξύ του bi-1 και bi κατωφλιού το ασφάλιστρο 
που εισπράττεται είναι c*, i — 1,2,... ,7V. Διαισθητικά η παραπάνω στρατηγική ερμηνεύεται 
ακολούθως. Μόλις η διαδικασία πλεονάσματος ξεπεράσει το επίπεδο χ, τότε μέρος του
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ασφαλίστρου Cj_j επιστρέφεται ως μέρισμα στους δικαιούχους της ασφάλισης και συνεπώς 
το ασφάλιστρο μειώνεται σε Ci. Κατά συνέπεια c\ < c% < ■ ■ ■ < cpf. Διατηρώντας τον ίδιο 
συμβολισμό με την ενότητα 1.4.2, η τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος με την ύπαρξη 
στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων, Ub(t), ορίζεται ως

dUb{t) = adt - dS{t), bi_! < Ub{t) < bi, (1.47)

με Ub(u) = u, ενώ για την παραπάνω προσαρμογή είναι φανερό ότι συμπεριφέρεται 
διαφορετικά, ανάλογα με το κατώφλι στο οποίο βρίσκεται.

Ορισμ,ός 1.13. Για 6j_i < u < bi, i = 1,2,..., N και δ > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη 
συνάρτηση ποινής, φ^υ), ορίζεται ως

ΦΜ = E(e-ST»W(U(Tb-l\U(Tb)\)l{Tb<oa)\Ub(0) = η)) = <

Φό, i(u), 
Φό,2 Μ,

0 < u < b\ 
b\ <U <Ò2

„ ^b,iv(u), U > ÒN-1

όπου φ^ί(η) είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu μεταξύ των κατωφλιών ίη_ι και ίη, i =
1,2,..., η.

Σχήμα 1.4: Η διαδικασία πλεονάσματος Ub(t) με στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων

Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος με την ύπαρξη πολλαπλών μερισμάτων εισήχΰη 
από τους Lin και Pavlova (2006), οι οποίοι μελέτησαν τη συνάρτηση των Gerber-Shiu 
για το κλασσικό μοντέλο της Όεωρίας χρεοκοπίας στην περίπτωση ύπαρξης δύο επιπέδων 
(Ν = 2), ενώ οι Albrecher και Hartinger (2007) μελέτησαν το ίδιο μέτρο κινδύνου για
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εκθετικά μεγέθη ζημιών κάτω από την ύπαρξη TV-επιπέδων. Επιπλέον, οι Lin και Sendova 
(2007), δείχνοντας ότι η μεθοδολογία των ενοτήτων 1.4.2, 1.4.3 μπορεί να εφαρμοστεί στο 
συγκεκριμένο πρόβλημα, μελέτησαν την προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής με την ύπαρξη Ν- 
επιπέδων χωρίς την υπόθεση συγκεκριμένων κατανομών για τα μεγέθη των ζημιών. Τέλος, 
χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία, οι Zhang και Yang (2008), γενίκευσαν την εργασία 
των Lin και Sendova (2007) για το ανανεωτικό μοντέλο με γενικευμένους Erlang ενδιάμεσους 
χρόνους άφιξης. Τα κυριότερα αποτελέσματα δίνονται στην παρακάτω ενότητα.

Θεωρώντας την γενικευμένη Erlang(n) διαδικασία κινδύνου, η αναμενόμενη προεξοφλη­
μένη συνάρτηση ποινής αποτελεί λύση μιας ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης, όπως δίνεται στο 
παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.16. Για 6χ_χ < u < bi, i = 1,2,... ,Ν και δ > 0, η φ\,{ν) ικανοποιεί την 
ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

Tl s d \ ^ /*U ^Q[ Aj+ Ci—)</>i(tt) = JjAj / <t>b(u - x)f(x)dx - \jw(u), (1.48)
3=Λ 7 3=1 j0 j=1

ρε οριακές συνθήκες

= A = 0,1,... ,n — 1, (1.49)

ρε και va είναι ένας τελεστής παραγώγισης από δεξιά και αριστερά, αντίστοιχα.

Παρατήρηση 1.7. Από τη σχέση (1.49) συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση Gerber-Shiu είναι 
συνεχής για κάθε òj, i — 1,2,..., Ν, αλλά όχι παραγωγίσιμη. Έτσι, στην (1.48) οι 
παράγωγοι της 4>b{v) στο σημείο u — b θεωρούνται ότι είναι παράγωγοι από τα δεξιά.

Πόρισμα 1.9. Για n = 1, Αχ = λ, η εξίσωση (1.48) γίνεται

d fu
(A + δ — c— )<j)b{u) — A / φ^ίιι — x)f(x)dx — Xw(u), i>i-i < u < bi (1.50)

ou J o

ρε οριακές συνθήκες
=Q+1(^)^(ô), (1.51)

που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το κλασσικό ροντέλο.

Για τη λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.48), «χαλαρώνουμε» τον περιορισμό 
bi-1 < u < bi σε ό,-χ < u και θεωρούμε ότι υπάρχει μία συνάρτηση Φχ(ιι) που ικανοποιεί την
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ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

JI + δ - CiΦ4(ω) = J|Aj J Φi(u-x)f(x)dx

η η
+ Πλ, / <j>i(u —x)f(x)dx+ Y[Xjw(u), u > bi-\. 

i=1 Ju-bi-1 J=1

(1.52)

Παρατήρηση 1.8. Από τη σχέση (1.52) παρατηρούμε ότι για i = 1, η Φι(μ), u > 0, 
είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu χωρίς την ύπαρξη κάποιας στρατηγικής μερίσματος, δηλ. 
Φι(η) = φ(υ).

Τότε, (κατ' επέκταση της τεχνικής που χρησιμοποιήθηκε στην ενότητα 1.4.2) η γενική 
λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.48) δίνεται από τη σχέση

Π

<t>b{u) = Φγ(ΐί) + 5>^>), h-1 <u <bi, (1.53)

1=ι

όπου kij έιναι σταθεροί αριθμοί που προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες (1.51) και 
Vij(u), ι = 1,2,..., N, j = 1,2,... ,η, είναι η γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης

+«-<4
ou

ì(u) Πλ
1=ι

L•u—bi-1
Vi j (u — x)f(x)dx, u > bi-i,

με αρχικές συνθήκες (òj_i) = l(fc=j_i), k = 0,1,... ,η — 1.Επομένως, από τη σχέση (1.53) είναι φανερό ότι για τον υπολογισμό της </>b(it), πρέπει να 
υπολογιστούν οι ποσότητες Φ),(η,) και 'Ujj('u). Επιπλέον, ορίζουμε τον τελεστή

Si = Π?.ι -V
k=ι

όπου Tik, k = 1,2, ...,η, με 9ϊ(τγ;.) > 0, είναι οι ρίζες της γενικευμένης εξίσωσης του 
Lundberg, που δίνεται από τη σχέση (1.16) με στη θέση του c, (βλέπε επίσης Λήμμα 1.1). 
Τότε, ορίζοντας την μεταβλητή y = u — bi-1, και τη συνάρτηση V)(y) = V)(u — òj_i) = Φί(η) 
και χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Laplace στην εξίσωση (1.52), οι Zhang και 
Yang (2008), έδειξαν ότι η Vi(y) ικανοποιεί την παρακάτω ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

Vi{y)= f Vi(y - x)m{x)dx + Ji{y), y > 0, (1.54)
Jo
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όπου m(u) = §if(u) = H^n1 Λ ■ (flLi Mkf) (u) *<*
rbi-1

Mv) = / ^6(^)Si/(y + 6i_i-x)dx + §iM;(2/ + 0i_x)Jo
i>«-l

4>b{x)rii{x)dx + Hi(u),

με #(«) = (IILi Γγλ») («).
Παρατηρώντας ότι η (1.54) έχει την ίδια μορφή με την εξίσωση (1.22) εφαρμόζοντας 

το Θεώρημα 1.8 και κάνοντας ξανά αλλαγή μεταβλητής y = u — 6»_χ, έπεται ότι η Φχ(ιι) 
ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση, όπως δίνεται από το παρακάτω ■θεώρημα.

Θεώρημ,α 1.17. Για u > ό,-χ και δ > 0, η Φί(ω) ικανό noe ί την ακόλουθη ελαττωματική 
ανανεωτική εξίσωση

Φ’(ω)= ΤΤΤ ί Φì(u-x)zì(x) + -^—Pì(u), (1.55)
1 + ξί Jo 1 + ξί

όπου ξί τέτοιο ώστε 1/(1 + ξι) = /0°° rii(x)dx — 1 - jj« < 1, Zi(u) —
(1 + ξΜΜ) και Pi(u) = (1 + ξί)Μη - Μι) — fu-bi-! Mu ~ x)Mx)dx + (1 + ξί)Ηί{η). 

Απόδειξη. Zhang και Yang (2008), σελ. 9-10. I

Η λύση της ελαττωματικής ανανεωτικής εξίσωσης (1.55) δίνεται σε όρους μιας σύνθετης 
γεωμετρικής κατανομής. Έτσι για u > 0, ορίζουμε τη σύνθετη γεωμετρική κατανομή

Xi(n) = l-Zi(U) = l-fjT^(r^^lvri(w), «>0, i = 1,... ,1V,

όπου ÏV*”(u) είναι η n-οστή συνέλιξη της δεξιάς ουράς Ni(u) — 1 — Ni(u) = f£° rii(y)dy 

για i = 1,... ,Ν.
Αλλάζοντας μεταβλητή, y — u — θ,·_ι, Vi{y) = Vi(u — ί»,·_ι) = Φ;(μ), η εξίσωση (1.55) 

γίνεται
1 [V 1Vi(y) = / Vi(y - x)zi(x)dx + -----Pi{y + 6*_ι), y > 0.

ι + ξί Jo ι + ξί
Τότε από το Θεώρημα 1.9 μπορούμε άμεσα να υπολογίσουμε τη λύση της παραπάνω 
ελαττωματικής ανανεωτικής εξίσωσης.

Θεώρημ,α 1.18. Για u > òj_i, η λύση της ελαττωματικής ανανεωτικής εξίσωσης (1.55),
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δίνεται από τη σχέση

Φ,(η) = — / PAu — x)dKAx) Λ--------- Pi(u), u > bi-j.

Επιπλέον, εφόσον Pi(u) = fu‘_b _l 4>b(u ~ x)zi(x)dx + (1 + 6)/6(η), ισοδύναμα η παραπάνω
εξίσωση γράφεται ως

Φ2·(ι/.) = / (j>b(y)pi{u,y) + Çî{u), u > òj_i, (IJ(1.56)
Ό

οπού

Çi(u) = —/ Hi(u- x)dKi(x) + Hi(u). 
ςί J ο

1 + 6 fu~bi-1

Απόδειξη. Zhang και Yang (2008), σελ. 11. I

Σημειώνουμε ότι, με βάση το Θεώρημα 1.10 και το Θεώρημα 1.11, η σύνθετη γεωμετρική 
κατανομή Ki(u), όταν η κατανομή των αποζημιώσεων ανήκει στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών, όπως στη σχέση (1.32), δίνεται από τη σχέση

Επομένως υπολογίζοντας από το Θεώρημα 1.18 την $i(u), από την (1.53), έπεται ότι 
για να βρούμε τη συνάρτηση των Gerber-Shiu με την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων, φύ(ν), χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τις λύσεις της ομογενούς ολοκληρο- 
διαφορικής (1.4.4), ιi = 1,2,...,N, j — 1,2,... ,n.

Η λύση της ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1-4.4) εξαρτάται άμεσα από τις 
αρχικές συνθήκες των Vìj(u). Έτσι χωρίς βλάβη της γενικότητας επιλέγουμε

Επιπλέον κάνοντας αλλαγή μεταβλητής y — u — 6,·_ι, ι%,j{y) — Vij(y + bi-i) = Vjj(u), η

m
Ki(u) = 1 — Ki(u) = 1 — ^2 aije u — 0) j

με

vij(h-i) = l(fc=j-i). fe = 0,1,... ,n - 1.
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εξίσωση (1.4.4) γίνεται

As,i{T>)ûij{y) - f àij(y - x)j(x)dx = 0, (1.57)

όπου (ä) = Π"=ι(ΐ + jj ~ f:s) — Ylk=o As,k,iSk είναι ένα πολυώνυμο τάξης η με Agtk,i 

σταθερούς που δίνονται σε όρους των λχ, λι,..., λ„, c* και δ.
Ακολουθώντας τη μεθοδολογία της παραγράφου 1.4.2, και επιλέγοντας η κατανομή των 

αποζημιώσεων να ανήκει στην κλασματική οικογένεια κατανομών, όπως στην σχέση (1.32), 
μπορούμε να βρούμε τις λύσεις d^j{y). Έτσι, από τη σχέση (1.14) έπεται ότι

Aj{y) — 'y ^ + Σ 9ii<ie
e=i

-ïUiy y > 0, (1.58)

όπου

hi,k

9i,l

Π=1 dS,ij{^ik)Qm(rik) j I
' nr=i(^i + rik) nr=i,i^(^ - rik) ’ - *'■■ ■■ ’

IW _______ ds,ij ( ~ Rjf. )Qrn{~ Rjp )_______ _

'Π"=ι(^ + ^·)ΠΙ1ιMkiRii-RitY - '

ds,ij(s) = 52&J Σ ^.4'J 1}(°) = ΣΧ Σ 1)(&*_i).
j—ο fc=i+l j=0 &=j+l

Επομένως, κάνοντας αλλαγή μεταβλητής y = ιι-ίη_χ, 9hj(y) = (2/ + l) — vi,j{u) στην
εξίσωση (1.58), παίρνουμε τις λύσεις Vij (u), όπως δίνονται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεού ρήμα 1.19. Αν ο μετασχηματιμός Laplace των αποζημιώσεων, f(s), δίνεται όπως στην
(1.32), τότε οι λύσεις του ομογενούς συστήματος (1.57) δίνονται από τη σχέση

Vi,j(u) = 52 hijtker^u-b<-A +52 gij,le~Riàu-bi-1\ n > &,-_χ, (1.59)

όπου τα hijk και gij,e, i = 1,2,.,.,Ν, j = 1,2,.,.,η, δίνονται από τις σχίσεις (1.59) και
(1.59), αντίστοιχα.

Απόδειξη. Zhang και Yang (2008) σελ. 10. I

Τώρα, από την εξίσωση (1.56) του Θεωρήματος 1.18, είναι φανερό ότι ο υπολογισμός 
της Φi(u) βασίζεται στην γνώση των <pb(u) μέχρι το επίπεδο 6χ_χ, i = 1,... ,1V. Έτσι από 
τις σχέσεις (1.56) και (1.53) μπορούμε να οδηγηθούμε σε έναν αναδρομικό τύπο για τον 
υπολογισμό της Φ,(η), όπως φαίνεται στο παρακάτω θεώρημα.
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Θεώρημα 1.20. Για u > 6*_ι, δ > 0 και για κάϋε i = 1,2,... ,Ν, η λύση της εξίσωσης 
(1.52) βρίσκεται αναδρομικά από τη σχέση

τη—1 τι

2=1 j=1

όπου

m_1 Cbi
Lm{u) = (m{u)+ Y"/ Lj(y)<pm(u,y)dy,

U.Jb^
™iZ} fbi Cbi

Lm,i,j(u) = Σ / Le,i,j{y)<£m{u,y)dy + / Vij{y)pn{u,y)dy,
e-i+i-'h-i Jbi-!

όπου οι Çm(u) και ipm(u,y) δίνονται από το Θεώρημα 1.18 και Viij(y) «Vai οι Λύσεις- της 
ομογενούς εξίσωσης (1.57) που δίνονται από το Θεώρημα 1.19.

Απόδειξη. Zhang και Yang (2008), σελ. 12-13. I

Από το Θεώρημα 1.20, είναι φανερό ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές 
kij. Έτσι, παρατηρώντας ότι k^j = 0 για κάθε j = 1,2,..., η και ανακαλώντας τις οριακές 
συνθήκες (1.49) και τις αρχικές συνθήκες vjkJ(bi-1) = 1μ=ί_ΐ), k — 0,1,... ,n — 1, τότε 

έχουμε ότι

km+l:i Λ
dtm+l

(κ)

771—1 71 71
Ltt(bm) + Σ Σ + X kmjV^ibm)

i=l j=1 1=1
71 ΑΘ-L%+i(bm) -ΣΣ^4Τι«(^)- « = 0,1,... ,n - 1. (1.60)

2=1 J=1

Τέλος, συνδυάζοντας το Θεώρημα 1.20 και τη σχέση (1.53), η συνάρτηση των Gerber-Shiu 
με την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων δίνεται από το παρακάτω 'θεώρημα.

Θεώρημα 1.21. Για bi—i < u < bt και ò > 0 η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση 
ποινής, 4>b(u) δίνεται από τη σχέση

τη— 1 n η
Φό(ιφ ~ Γγ7ι(ίι.) Τ ^ ^ ^ ( k,jLm i j(u) T ^ ) kjnj Om.j(n), (1.61)

i=1 1=1 1=1

όπου Lm(u) και Lm^j{u) δίνονται από το Θεώρημα 1.20. 

Απόδειξη. Zhang και Yang (2008), σελ. 13. I
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1.5 Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος για το Markov-modulated 
Poisson μοντέλο κινδύνου.

Από την ενότητα 1.2, είναι φανερό ότι στο ανανεωτικό μοντέλο (και κατά συνέπεια στο 
κλασσικό μοντέλο) της -θεωρίας χρεοκοπίας υπάρχει ομοιογένεια, μεταξύ τόσο μεταξύ των 
ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των ζημιών, όσο και μεταξύ των μεγεθών των ζημιών.

Επομένως, είναι φανερό ότι τόσο το κλασσικό όσο και το ανανεωτικό μοντέλο «αποτυγ­
χάνουν» στο να περιγράφουν ασφαλιστικά χαρτοφυλάκια στα οποία η «ένταση» των κινδύνων 
και το μέγεθος των ζημιών παρουσιάζουν κάποιου είδους εξάρτηση (συσχέτιση) στο χρονικό 
διάστημα (0, ί).

Η λύση του παραπάνω προβλήματος, δόθηκε από τον Reinhard (1984) ο οποίος εισήγαγε 
το Markov-modulated Poisson μοντέλο κινδύνου, όπου τόσο η «ένταση» των ζημιών, όσο 
και τα μεγέθη των ζημιών μεταβάλλονται σύμφωνα με μια μαρκοβιανή αλυσίδα. Ένα 
χαρακτηριστικό παράδειγμα αυτού του μοντέλου είναι τα φυσικά φαινόμενα El Nino, La Nina 
και Kobe. Για να γίνει κατανοητό πώς επιδρούν αυτά τα φυσικά φαινόμενα στην ασφάλιση 
και πως το Markon-modulated είναι κατάλληλο για την ερμηνεία τέτοιων φαινομένων δίνουμε 
το παρακάτω παράδειγμα. Έστω, λοιπόν, ότι ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο απαρτίζεται 
από ασφαλιστήρια συμβόλαια στη χρονική περίοδο (0, ί) έναντι του κινδύνου των σεισμών. 
Υποθέτουμε ότι στη χρονική διάρκεια (0, ίι) υπάρχει μια έντονη σεισμική δραστηριότητα, 
όπου ο αριθμός των σεισμών περιγράφεται από την κατανομή Poisson με παράμετρο λχ, ενώ 
τη χρονική περίοδο (ίι,ί) υπάρχει μια ασθενής σεισμική δραστηριότητα όπου ο αριθμός των 
σεισμών περιγράφεται από την κατανομή Poisson με παράμετρο λ2, λ2 < λι (βλ. σχήμα 1.5). 
Το παραπάνω είναι χαρακτηριστικό παράδειγμα του Markov-modulated Poisson μοντέλου

Σχήμα 1.5: Η διαδικασία πλεονάσματος στο Markov-modulated Poisson μοντέλο
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όπου η εισηγμένη μαρκοβιανή αλυσίδα επιτρέπει την μετάβαση από την κατάσταση υψηλής 
σεισμικής δραστηριότητας στην κατάσταση χαμηλής σεισμικής δραστηριότητας.

Γενικότερα, οι καταστάσεις της μαρκοβιανής αλυσίδας μπορούν να περιγράφουν διαφορε­
τικά είδη ασθενειών (βλ. Asmussen (1999)) ή ακόμη και διαφορετικές οικονομικο-πολιτικές 
συνθήκες (βλ. Ng και Yang (2006)).

Η μελέτη της πιθανότητας χρεοκοπίας, της κατανομής του πλεονάσματος πριν τη 
χρεοκοπία, της κατανομής του ελλείμματος κατά τη χρεοκοπία ή γενικότερα η μελέτη 
της συνάρτησης των Gerber-Shiu στο μοντέλο Markov-modulated Poisson αποτέλεσαν 
αντικείμενο μελέτης από πολλούς συγγραφείς. Οι κυριότερες αναφορές περιλαμβάνουν τους 
Reinhard (1984), Janssen (1980), Bäuerle (1996), Schmidli (1997), Rolski, Schmidli, 
Schmidt, και Teugels (1999), Asmussen (1999), (2000), Reinhard και Snoussi (2001), 
Snoussi (2002), Wu και Wei (2004), Lu και Li (2005), Lu (2006), Ng και Yang (2006), 
Lu και Tsai (2007), Zhang (2007), Li και Lu (2008).

Ορισμός 1.14. Μια Μαρκοβιανή διαδικασία {</(£)}t>o με χώρο καταστάσεων {1, ...,m}, 
ονομάζεται Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου αν και μόνον αν για ίο < ίι < · · · < tn < t 
και k, j, Xi G {1,..., m} ισχύει ότι

P(j{t + h) = fc|j(i) - j, J{U) = Xi Vi) = p(j(t + /i) = fc|j(t) = j),

όπου

P (J{t + h) = k\J(t) = j) ajkh + o(h), k^=j 
1 — djjh + o(h), k — j

P(j(t+h)=k\J(t)=j) , . , ,n . .
με djk = lim/,-*o —------------------ - να είναι ρυθμός μετάβασης (transition rate) απο την
κατάσταση j στην κατάσταση k, στο απειροστό χρονικό διάστημα [0, h] και α^· = ajk-

Ορισμός 1.15. Έστω μια Μαρκοβιανή διαδικασία συνεχούς χρόνου {J{t)}t>ο, με χώρο 
καταστάσεων {l,...,m} = Ε. Τότε ο πίνακας Λ = (aÿ)™.^, με στοιχεία τους ρυθμούς 
μετάβασης από την κατάσταση ι στην κατάσταση j, i,j G E, ονομάζεται πίνακας τάσης της 
{J(i)}t>0 αν και μόνο αν

(i) Oij >0, Vi φ j,

(ü) an — ~ aij < 0)

(iii) Σ™=1%·0,

Προκειμένου να ορίσουμε την διαδικασία πλεονάσματος στο μοντέλο Markov-modeulated 
θεωρούμε ότι {/(ί)}^0 να είναι μια ομογενής, μεταβατική, συνεχούς χρόνου αλυσίδα Markov 
με πεπερασμένο χώρο καταστάσεων Ε = {Ι,,.,,τη} (όπως στον Ορισμό 1.2) και πίνακα
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τάσης Λ = (a»i)"J=1 με an = —ai — — aij Υια i & Ε (όπως στον Ορισμό 1.6). 
Επιπλέον, θεωρούμε ότι το 1 χ τη διάνυσμα it = (πγ,..., fm) είναι η στάσιμη κατανομή 
(stationary distribution) της αλυσίδας {*7(i)}^0, η οποία ικανοποιεί την σχέση ττΑ = 0, και 
ite = 1 με 0 να είναι 1 x m διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία και ë ένα mxl διάνυσμα με όλα 
του τα στοιχεία ίδια με 1.

Στο μοντέλο Markov-modulated Poisson, θεωρούμε ότι όταν η αλυσίδα {J(t)}“0 
βρίσκεται στην κατάσταση i G JB, τότε ο αριθμός των κινδύνων δίνεται από την απαριθμήτρια 
στοχαστική διαδικασία η οποία υποθέτουμε ότι είναι μια στοχαστική διαδικασία
Poisson με παράμετρο Λ*, και η κατανομή των μεγεθών των ζημιών είναι Ιγ(-), με σ.π.π. 
_/)(·) και πεπερασμένη μέση τιμή m,-, i e Ε. Επιπλέον, σε κάθε κατάσταση εισπράττεται ένα 
ασφάλιστρο μεγέθους c.

Από τις παραπάνω υποθέσεις θεωρούμε ότι σε κάθε κατάσταση της μαρκοβιανής αλυσίδας 
μπορεί να ορισθεί μια στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος {Ui(t), t > 0}, όμοια με τη σχέση 
(1.3), όπου οι σωρευτικές ζημιές είναι μια σύνθετη διαδικασία Poisson(λ*, Fi).

Τότε ο συνολικός αριθμός των κινδύνων, για όλες τις καταστάσεις της μαρκοβιανής 
αλυσίδας (βλ. σχήμα 1.6), δίνεται από την απαριθμήτρια διαδικασία {ΛΓ(ί)})Σ0,

m rtN(t) = Σ / l{J{s)=i)dNi(s),

i=1 Jo
ενώ η αντίστοιχη διαδικασία πλεονάσματος δίνεται από τη σχέση

m ft

U(t) = u + ΣΙ 1 (j(s)=i)dUi(s). (1-62)
i=l ■'°

Επιπλέον, (όμοια με την ενότητα 1.2) ορίζουμε

Τ = inf {ί > 0 : U(t) <0} με inf 0 = οο,

να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας, ενώ προκειμένου να μην έχουμε χρεοκοπία με την πρώτη ζημιά, 
ενώ ο περιορισμός για την επάρκεια του ασφαλίστρου δίνεται από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.3. Έστω ότι η (1.5) τίναι αληθής. Τότε η πιθανότητα χρεοκοπίας είναι αυστηρά 
μικρότερη της μονάδας, αν και μόνο αν

771
c ^ ττ,λ^ϊΤϊ,, 

ί=1

Απόδειξη. Βλέπε Rolski, Schmidli, Schmidt, και Teugels (1999), Θεώρημα 12.3.2, σελ. 515- 

516. I
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Σχήμα 1.6: (a) Markov-modulated με δυο καταστάσεις, (Ιο)διάγραμμα της απαριθμήτριας
N(t)

λι αι λι
λι

λ\ λχ

αι

(a) (b)

1.5.1 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu στο μοντέλο Markov-modulated

Στο μοντέλο Markov-modulated Poisson λόγω της χρονικής ανομοιογένειας που παρουσιάζει 
το μοντέλο, η συνάρτηση των Gerber-Shiu ορίζεται για κάθε μία από τις καταστάσεις της 
μαρκοβιανής αλυσίδας, όπως δίνεται στον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 1.16. Έστω Pj(·) = Ρ(·| J(0) = ΐ) και Ej η δεσμευμένη μέση τιμή ως προς το μέτρο 
πιθανότητας Ρ*. Τότε, για το μοντέλο Markov-modulated Poisson ορίζουμε

να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος της αρχικής κατάστασης i και του αρχικού 
αποθεματικού u, με δ, {/(Τ'—), |{/(Τ)| και w(x.y) όπως δίνονται από τον Ορισμό 1.6. Τότε, 
η «συνολική» Gerber-Shiu συνάρτηση για το μοντέλο δίνεται από τη σχέση

Η μεθοδολογία για τον υπολογισμό των <ή* αντικατοπτρίζεται στα εξής βήματα: αρχικά θα 
δείξουμε ότι οι συναρτήσεις φι ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. 
Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Laplace μπορούμε να προσδιορίσουμε 
τη χαρακτηριστική εξίσωση (δηλαδή την εξίσωση Lundberg για το μοντέλο Markov- 
modulated Poisson), ενώ με βάση τις λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης μπορούμε να

Poisson

φί(η)=Εί(ε-δΤυι(υ(Τ-),\υ(Τ)\)1{τ<οο]\υ(0) = ιι), i G E, u > 0,

m
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γράψουμε το μετασχηματισμό των φί σε μια κατάλληλη μορφή ώστε να είναι δυνατή η 
αντιστροφή του όταν οι fi ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών.

Θεώρημ-α 1.22. Για u > 0, δ > 0 και i G Ε οι συναρτήσας φί(υ.) ικανοποιούν το ακόλουθο 
σύστημα ολοκληρο-διαψορικών εξισώσεων

οψί(υ)-(αί+λί + ό)ψΐ(ιι) + λ,(J ψ,(ΐΐ-χ)/ί(χ)<ίχ+? <(«)) + Σ ai^k(u) = 0, (1.63)

k=l,kÿézi

όπου
w(u, x)fi{x + u)dx.

Απόδειξη. Ng και Yang (2006) Θεώρημα 3, σελ. 251-252. I

Παρατήρηση 1.9. Για a^ —> 0, τότε και αζ —> 0, η εξίσωση (1.63) γίνεται η ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση, (1.15) του Πορίσματος 1.2, που αντιστοιχεί στο κλασσικού μοντέλου της 
■θεωρίας κινδύνου.

Η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.63) βρίσκεται χρησιμοποιώντας τους 
μετασχηματισμούς Laplace. Έτσι για 5R(s) > 0, ορίζουμε j>i(s), fi (s) και fi(s) να είναι 

οι μετασχηματισμοί Laplace των φί(η), fi{x) και Wj(u) αντίστοιχα, οι οποίοι δίνονται από τις 
σχέσεις

II

<-§ J* e 8ηφί(υ,)άιι,

m(s) = [ e~suWi{u)du, 
Jo

fi(s) = f e~sxfi{x)dx.
Jo

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (1.63), έχουμε ότι

)ΤΠ

φί(β) + ^2 aik<t>k{s) = οφι(ϋ) - XiWi(s). (1.64)

k=l,kfä

Τώρα, προκειμένου να αναλύσουμε και τις m-συναρτήσεις μαζί, ορίζουμε τους πίνακε- 
ς/διανύσματα

A (s) = diag(S1(s),...,Sm(s)) +Λ, 

$(s) = (Ms),... ,im(s))T,
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Φ{0) = (01 (0), · ■ · , </>m(0))T,
w(s) = (Aiî3i(s), ..., Amwm(s))T

με Sj(s) = cs — δ — Aj(l — fi(s)), i € E, και Τ να είναι το σύμβολο του ανάστροφου πίνακα. 
Τότε, με βάση τους παραπάνω πίνακες, η εξίσωση (1.64) γράφεται ως

από όπου εύκολα παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace, <0(s) όπως δίνεται από το παρακάτω 
Θεώρημα.

Θεώρημα 1.23. Για 5R(s) > ϋ, ο μετασχηματισμός Laplace, 4>(s), δίνεται από τη σχέση

ν ' detA(s) ν

όπου A *(s) είναι ο adjoint πίνακας του A (s).

Επιπλέον, ορίζουμε

να είναι η χαρακτηριστική εξίσωση του μοντέλου μας. Η λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
παίζει ιδιαίτερα σημαντικό ρόλο τόσο στον υπολογισμό των αρχικών τιμών <0(0), όσο και στο 
να εκφράσουμε την σχέση (1.65) σε μια κατάλληλη μορφή προκειμένου να αντιστρέφουμε 
το μετασχηματισμό Laplace. Για τη λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης detA(s) = 0 
χρειαζόμαστε αρχικά τον παρακάτω ορισμό και τα δύο θεωρήματα που ακολουθούν.

Ορισμός 1.17 (diagonally dominant). Ένας τετραγωνικός πίνακας A = (ay)™=1 

λέγεται ότι κυριαρχεί διαγωνίως (diagonally dominant) αν και μόνο αν

Άμεση συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι το παρακάτω ΐΐεώρημα.

Θεώρημα 1.24 (Levy-Desplanques theorem). Αν ο τετραγωνικός πίνακας A = 
(ad)"j=i κυριαρχεί διαγωνίως, τότε ισχύει ότι detA φ 0 και συνεπώς ο A είναι 

αντιστρέψιμος.

Απόδειξη. Horn και Johnson (1985), Θεωρήμα 6.1.10. I

A(s)<0(s) = <0(0) - w(s). (1.65)

det A(s) = 0,
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Θεώρημα 1.25 (Cauchy’s argument principle). Έστω f(x) μια αναλυτική και 
ολόμορφη συνάρτηση πάνω ή εντός κάποιου κύκλου C στο μτγαδικό επίπεδο. Tore αν f(x) Φ 0, 
ο αριθμός των ριζών Ν, της συνάρτησης f(x) μέσα στον κύκλο C+, που είναι το εσωτερικό 
τμήμα του C, δίνεται από τη σχέση,

L ÎM

/(*) ds.

Απόδειξη. Reade (2002) σελ. 76. I

Έτσι οι Li και Lu (2008), Zhang (2008), δείχνοντας ότι ο πίνακας A(s) κυριαρχεί 
διαγωνίως και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.25, υπολόγισαν τις ρίζες det A(s) = 0, όπως 
αυτές δίνονται από το παρακάτω Λήμμα.

Λήμμα 1.2. Για 3R(s) > 0 και δ > 0, η χαρακτηριστική εξίσωση det A(s) = 0, έχει ακριβώς 
m ρίζες, Γι(<5),..., rm(S) με 3ϊ(λγ(<ΐ)) > 0, i € Ε, στο θετικό μτγαδικό ημιεπίπεδο.

Απόδειξη. Li και Lu (2008) σελ. 5, Zhang (2008) σελ. 228. I

Στη συνέχεια θα συμβολίζουμε τις ρίζες Γ,·(ί) = n, i G Ε, και υποθέτουμε ότι οι ρίζες τγ, 
i € Ε, είναι διαφορετικές μεταξύ τους.

Τώρα, προκειμένου να αντιστρέφουμε τον Laplace (1.66) χρειαζόμαστε ένα ευρέως χρησι­
μοποιούμενο εργαλείο στην θεωρία κινδύνου, τις διαιρετές διαφορές για πίνακες/διανύσματα.

Ορισμός 1.18 (divided differences). Για έναν mxn πίνακα, Β(χ), ορίζουμε τις διαιρετές 
διαφορές ως προς κάποιους αριθμούς r\,..., rn, διαφορετικούς μεταξύ τους αναδρομικά ως:

B[ri,s] 

B[ri,r2,s] 

B[rj, r2, r3,5]

B(s) - B(n) 

s — ri
B[ri,s] - B[ri,r2] 

s - r2
B[n ,r2,s] - B[ri,r2,r3] 

s-r3

και αντιστοίχως μέχρι τον αριθμό r„. Γενικότερα, για την (k — 1)-διαιρετή διαφορά έχουμε

Β[γι,γ2,...,γα,) = ^2 Β(γ,)

η)

Οι διαιρετές διαφορές σχετίζονται άμεσα με τους τελεστές ΤΓ, που ορίστηκαν στην ενότητα 
1.4 ( Ορισμός 1.7), με βάση την παρακάτω πρόταση.
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Πρόταση 1.4 (Σχέση μεταξύ των τελεστών Tr και των διαιρετών διαφορών).
Έστω Β(ζ) ένας πίνακας όπου τα στοιχεία τον είναι ολοκληρώσιμες συναρτήσεις και

rocTr~B(x) = / e-r(u~x)B(u)du, 5R(r) > 0, x > 0,
Jx

ο τελεστής ΤΓ του πίνακα B(x). Τότε για τον τελεστή (Tlfc=i^rfc)B(æ) και την {τι — 1) 
διαιρετή διαφορά B[ri,r2, ... ,r„], η παρακάτω σχέση είναι αληθής

Β(0) = (-1)"-1Β[π!.. (1.67)

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη των Gerber και Shin (2005), σελ. 65. I

Έτσι χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.2 και τις διαιρετές διαφορές, οι αρχικές τιμές της φ{ν) 
δίνονται από την παρακάτω Πρόταση.

Πρόταση 1.5. Για u = 0, to διάννσμα 0(0) δίνεται από την σχέση

0(0) = (A[r1,r2,...,rm])“1(A*w) [n,r2,... ,rm], (1.68)

όπου
ΤΠ

(A*w) [ri,r2,...,rm] = A* [ri,r2,... ,rj]w[ri;..., rm] (1.69)
2=1

και ri, i G E, είναι οι λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης det A(s) = 0 με 3ì(rj) > 0.

Απόδειξη. Li και Lu (2008) σελ. 6. I

Σε αυτό το σημείο πρέπει να τονιστεί ότι στο Markov-modulated Poisson μοντέλο δεν 
είναι δυνατόν να εφαρμοστεί η μεθοδολογία της ενότητας 1.4.1, δηλαδή να αποδείξουμε ότι 
ο πίνακας 0(u) ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση . Συνεπώς, η εύρεση των 
συναρτήσεων Gerber-Shiu γίνεται με την αντιστροφή του μετασχηματισμού Laplace 0(s), 
της εξίσωσης (1.66) ως προς s.

Εφόσον 0(s) < οο και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οι ri,r2,...,rm είναι ρίζες 
του παρονομαστή της (1.66), έπεται ότι είναι ρίζες και του αριθμητή της (1.66). Έτσι 
εφαρμόζοντας επαλαμβανόμενα τις διαιρετές διαφορές στον αριθμητή της εξίσωσης (1.66), 
ο μετασχηματισμός Laplace δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.26. Για 3î(s) > 0, ο μετασχηματισμός Laplace, 4>(s) δίνεται από τη σχέση

0(s) =
Π£ι(*-Γ,)
cm det A(s)

A*(s) [ri, r2,... ,rm, s]0(O) - (A*w)(s)[ri,r2,.. (1.70)
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οπού

(A*w)(s)[ri,r2,...,rm,s] = A* [ri,r2,. -. ,rm, s]w(s)

771+ Σ A* [Γΐ> Γ2’ ■ · ■ ’ Γί]·^[Γί’ r2, ■ ■ ■ 1 rm, s] · (1.71)

i=1

Απόδειξη. Li και Lu (2008) σελ. 7. I

Τώρα, θεωρούμε óxt η κατανομή των αποζημιώσεων fi(x), i € Ε ανήκει στην κλασματική 
οικογένεια κατανομών, δηλαδή ότι ο μετασχηματισμός Laplace fi(x), δίνεται από την σχέση

Μχ) = heN+,ieE, (1.72)
Qki\s)

όπου Qki(s) είναι ένα πολυώνυμο λ;, βαθμού, ενώ το Qfc,_i(s) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 
hi-1 ή μικρότερου, (deg(Qfci_1(s)) < λγ_χ) για τα οποία ισχύει ότι Qkt(0) = Qki_1(0). 
Επιπλέον, η εξίσωση Qki(s) = 0 έχει ρίζες μόνο με αρνητικά πραγματικά μέρη. Έτσι, 
χρησιμοποιώντας τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης, det A(s) = 0, οι Li και Lu έδειξαν 
ότι το διάνυσμα <p(s) γράφεται ως

Φ(*)
τη X

Α*[γ!,Γ2, ... ,rm, s] JJQki(s) J (φ(0) - w(s)) 
2=1 'cmllh(s + Ri)

- Π Σ A* [Γι’Γ2, - - ·,n] W[ri,r2,... ,rm, s]

όπου Ri, με 3ï(Ri) < 0, i = 1,2,..., km, είναι οι ρίζες της εξίσωσης4

det A(s) JjQfc^s) = 0.

(1.73)

(1.74)

Παρατηρώντας ότι τα στοιχεία του πίνακα A* [ri,r2,...,rm, s] J]™ j Qki(s) είναι κάποια 
πολυώνυμα βαθμού μικρότερου από km και ότι τα στοιχεία του πίνακα A* [ri, γ2, ..., τγ] είναι 

σταθεροί οφιθμοί, χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, και αντιστρέφοντας 
ως προς s το διάνυσμα 0(s), η φ{η), δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα. 1.27. Για u > 0, το διάνυσμα των συναρτήσεων Gtrber-Shiu, φ(ιι) δίνεται από

4βλ. απόδειξη Θεωρήματος 1.29.
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τη σχέση

1 ( m /m \ km r
ΦΝ = iiD-i)Tn'<A*[n,...,ri] Πτ^ W + Σ kfi*“M^(o)

^ i=l ^k=i ' £=l L

(m / m \M/wC«) - Nt jy~l Γ-Ά* [n,... ,τ-i] (^n^Jw(· (1.75)

, όπου yuz έ = 1,2,... ,km, με km = 52™! h, είναι κάποιοι συντελεστές
πίνακες με

Μ _ A*[n,r2,.. ■,rm,-Re] lìti Qkii-Rt)
ΓΪ^Ξι^t{Rv - Ri)

και Ne για t = 1,2,..., krn, είναι κάποιοι συντελεστές με

ΠΓ=ι Qki(-Re)Nt =
nj^\,i*£l(Rv ~ RÌ)

Απόδειξη. Li και Lu (2008) σελ. 10. I

1.5.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu στο μοντέλο Markov-modulated 
Poisson κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσμα­

τος

Σε αυτή την ενότητα μελετάμε την συνάρτηση των Gerber-Shiu κάτω από την υπόθεση της 
ύπαρξης ενός οριζόντιου κατωφλιού στο επίπεδο 6(> u) για το μοντέλο Markov-modulated 
Poisson, (βλ. σχέση (1.62)). Όμοια με την ενότητα 1.5.1, ορίζουμε σε κάθε κατάσταση της 
μαρκοβιανής αλυσίδας {ίή,μ(ί), ί > 0}, να είναι μια τροποποιημένη στοχαστική διαδικασία 
πλεονάσματος κάτω από την υπόθεση ύπαρξης σταθερού μερίσματος, με τη «συνολική» 
διαδικασία πλεονάσματος να δίνεται από τη σχέση

dUb{t) =u + Y^J l(j(s)=i)di/b)i(s), 0 < u < 5.

Επιπλέον, ορίζουμε

Tb = inf{i > 0 : Ub(t) < 0} με inf 0 = oo,

να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας, της διαδικασίας πλεονάσματος Ub(t), ενώ για κάθε μια από 
τις καταστάσεις της Μαρκοβιανής αλυσίδας, η συνάρτηση των Gerber-Shiu δίνεται από τον 
παρακάτω ορισμό.

45



Ορισμός 1.19. Έστω Ρ*(·) = P(-|J(0) = ι) και Ε* να είναι η δεσμευμένη μέση τιμή ως 
προς το μέτρο Ρ*. Τότε, για το μοντέλο Markov-modulated Poisson υπό την ύπαρξη μιας 
στρατηγικής σταθερού μερίσματος ορίζουμε

M«) = Ei(e-ST»w(U(Tb-), |t/(r6)|)l(rfc<oo)|i76(0) = u), i € E, 0 < u < 6,

να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος της αρχικής κατάστασης i και του αρχικού 
αποθεματικού u, με <5, U{T—), \U(T)\ και w(x, y) όπως δίνονται από τον ορισμό 1.6. Τότε, 
η «συνολική» Gerber-Shiu συνάρτηση για το μοντέλο δίνεται από τη σχέση

τη
<t>b(u) = πi(j>b,i(u), u > 0,

2=1

όπου 7Ti, i ζ Ε, είναι οι αρχικές πιθανότητες της στάσιμης κατανομής.

Θεώρημα 1.28. Για 0 < u < b, δ > 0 και i € Ε οι συναρτήσεις <f>b,iiu) ικανοποιούν το 
ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

rU m

c<j)bj{u) - {ai + Xi + 5)<j)b,i{u) + Xi{ - x)fi{x)dx + Wi(u)) + ^ a^b,k{u) =
•'° fc=l,fc/i

με οριακές συνθήκες
4>'b,i(b) = °> ie E,

και Wi(u) όπως δίνονται από την εξίσωση (1.22).

(1.76)

(1.77)

Απόδειξη. Li και Lu (2008). I

Παρατήρηση 1.10. Για aik —> 0, τότε και ai —> 0, η εξίσωση (1.76) ανάγεται στην 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (1.37) του Πορίσματος 1.6, που είναι η ολοκληρο-διαφορική 
του κλασσικού μοντέλου της θεωρίας κινδύνου.

Η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (1.76) με οριακές συνθήκες (1.77) εξαρτάται 
άμεσα από τη λύση του ακόλουθου ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος, για i € Ε

pU 177cv'ói{u) - {ai + λ, + S)vg,i{u) + Xi vsti{u - x)fi{x)dx + ^ a^vs^u) = 0, u > 0.
7o k=l,k^i

(1.78)
H λύση του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (1.78), προσδιορίζεται με βάση τις 
αρχικές συνθήκες 1^(0), i € Ε. Έστω ότι v,5,ij(u), vst2j{u),..., v$tmj{u) να είναι κάποιες
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λύσεις του συστήματος (1.78) με αρχικές τιμές

vs,ij(P) = 1(»=,·), i,j€E. (1.79)

Τώρα, είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι κάτω από τις αρχικές συνθήκες (1.79), οι λύσεις 
vgtij (u) είναι γραμμικά ανεξάρτητες και έτσι από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων η 
γενική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (1.78) δίνεται από τη σχέση

τη
vs,i{u) = U > 0.

1=1

Επιπλέον, από το Θεώρημα 1.22 οι συναρτήσεις Gerber-Shiu χωρίς την ύπαρξη μερίσματος, 
φί(η), είναι κάποιες μερικές λύσεις του μη-ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(1.76), και συνεπώς (όμοια με τη θεωρία της παραγράφου 1.4.2), η γενική λύση των 
φό,ι(ω), Φό,2(u), ■ ■ ·, φ^τη(ν), δίνεται από τη σχέση

τη
Φό,ί(υ) = Φί{ν)+ Συδ,ϊ{0)vg,ij(u), 0 < U < b, (1.80)

1=1

όπου οι σταθεροί αριΌμοί 1^(0) υπολογίζονται με βάση τις οριακές συνθήκες (1.77), δηλαδή 
αποτελούν λύσεις του συστήματος

Φ'ίΨ) + X^a,i(°Hÿ(b) = °- (L81)

1=1

Προκειμένου να γράψουμε τις εξισώσεις (1.80) και (1.81) σε μορφή πινάκων (ώστε να 
αναλύσουμε και τις m-συναρτήσεις ταυτόχρονα) ορίζουμε τους πίνακες/διανύσματα

φ(υ) = {φι{υ),...,φτη{υ)γ,

<Pb{u) = (0hii(ii),...,06,ra(u))T,

vi(«) = Ku(u))y=i>

■o(O) = (ε>ι(0),..., fm(0))T.

Τότε, οι εξισώσεις (1.80) και (1.81) γράφονται ως

0h(u) = (fib(u)+vg(u)v(0), 0 <u<b, (1.82)

Öm = fib(b)+v's(b)v( 0),. (1.83)

όπου 0m είναι ένα 1 x m διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία. Επομένως υπολογίζοντας από την
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εξίσωση (1.83), το ϋ(0), η γενική λύση του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(1.76) δίνεται από τη σχέση

<j>b(u) = (j>b(u) - va(u)[vj(6)] 1(j>b{u), 0 < u < b,. (1.84)

Άρα, έχοντας υπολογίσει από το θεώρημα 1.27, τον πίνακα (j>b(u), είναι φανερό ότι για τον 

υπολογισμό του πίνακα <t>b{u) πρέπει να υπολογιστεί ο πίνακας va(u). Ο υπολογισμός των vS,ij{u), i,j€E γίνεται με την βοήθεια των μετασχηματισμών Laplace.

Παρατήρηση 1.11. Παρόλο που το Markov-modulated Poisson μοντέλο είναι ευρέως 
χρησιμοποιούμενο μοντέλο στη θεωρία κινδύνου, στη βιβλιογραφία είναι γνωστές οι λύσεις του 
ομογενούς συστήματος (1.76) μόνο για την περίπτωση όπου η Μαρκοβιανή ανέλιξη {«7(έ)}ι>ο 
αποτελείται από δύο μόνο καταστάσεις, Ε — {1,2}. Στο παρακάτω θεώρημα δίνουμε 
αναλυτικές εκφράσεις για τις λύσεις vs^j(u) χωρίς τον περιορισμό των δύο καταστάσεων, 
δηλαδή όταν i,j e E = {1,2,...,τη}.

Έστω ότι Vij(s) = J0°° e~sxVij(x)dx ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης Vij(u) 
ως προς s. Έτσι, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οι vs,ij(u) αποτελούν λύσεις του ολοκληρο- διαφορικού συστήματος (1-78) και παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace, έχουμε ότι για 
Oì(s) > 0,

^cs - (α* + λί+5) + Ai^(s)j ûij(s) + aikVkj(s) = cuij(0),. (1.85)

k=l,k^i

από όπου χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (1.79), η παραπάνω εξίσωση γράφεται σε 
μορφή πινάκων ως

vÄ(s) =
A*(s) τ

detA(s) m’ u > 0, (1.86)

όπου vs(s) = (vs,ij{s))i-_1. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.86), οι λύσεις του ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (1.78) όταν τα μεγέθη των ζημιών ανήκουν στην κλασμα­
τική οικογένεια κατανομών δίνονται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.29. Αν ο μετασχηματισμός Laplace της σ.π.π. του μεγέθους της ζημιάς, fi(s), 
i € Ε, δίνεται από τη σχέση (1-72), ro're

ΤΠ km
vg,ij(u) = ]Γ} hihkeTkU + gij/e~ReU, u> 0, (1.87)

k=1 e=i

48



όπου

~ = Π™ ι Qkjin) (A *(η,))<3·
j,k ~ Cm ΓΤ^Ξχ (^Α: + Rj) YlZl,l^k(Tk - π) ’

^ cm(_1)m nm ^ _ r ·) Π^^ίΛ, - fi.) ’

μς (A*{s))i;j το {i, ^-στοιχείο του πίνακα A*(s) και Ri με ïi(fij) < Ο, i = 1,2,..., km avai 
οι ρίζες της εξίσωσης (1-74).

Απόδειξη. Από την εξίσωση (1.86), έπεται ότι

Vs,i,j{s)
detA(s) ’

Ύποθέτωντας ότι /,(s) = ^, ki £ N+,î £ Ε και πολλαπλασιάζοντας τον αριθμητή και

τον παρονομαστή της παραπάνω εξίσωσης με Πϋι Qfc;(s), έχουμε ότι

. /λ n^iQfaW(A*W)ö·
V5’l'j[S) UtiQkÀs)àetA(s) (1.88)

Παρατηρώντας ότι ο παρονομαστής της εξίσωσης (1.88) είναι ένα πολυώνυμο m + km βαθμού 
με το συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου να είναι το cm και χρησιμοποιώντας το γεγονός 
ότι η εξίσωση Qk^s) = 0, i £ Ε, έχει ρίζες μόνο με αρνητικά πραγματικά μέρη, έπεται ότι η 

εξίσωση Π^ι Qkiis) det A(s) = 0, έχει r, ρίζες, με ϊ?(τγ) > 0, i — 1,... ,m και —Rj ρίζες, 
με 5R(Rj) > 0, j = 1,..., km και συνεπώς μπορεί να γραφεί ως

ΤΠ ΤΠ km
JJ Qki (s) det A(s) = cmJJ(s-ri) JJ(s + fij). (1.89)

i=l i—1 j=i

Τότε, από τις εξισώσεις (1.89) και (1.88), πάιρνουμε άμεσα ότι 

~ , , Π£ι^(*)(Α*(*))0
vâii(S) = --------------------------------- r-------------------.

”J c-n™i(«-^)nfe(« + fi,)

Επιπλέον, εφόσον ο αριθμητής της παραπάνω εξίσωσης είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 
μικρότερου απο m + kmì και επομένως χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, 
έχουμε ότι

νδ,ι ·>-Σ· Rj,k
- rk

9ij,l 
s T Ri
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από όπου αντιστρέφοντας ως προς s παίρνουμε άμεσα την εξίσωση (1.87). I

1.5.3 Ροπές των συνολικών μερισμάτων στο μοντέλο Markov-modulated 
Poisson

Σε αυτή την παράγραφο μελετάμε την m-τάξης ροπή της παρούσας αξίας των συνολικών 
μερισμάτων μέχρι το χρόνο χρεοκοπίας για το μοντέλο Markov-modulated Poisson.

Ορισμός 1.20. Έστω Ρχ(·) = Ρ(-| J(0) = ι) και Ej η δεσμευμένη μέση τιμή ως προς το μέτρο 
πιθανότητας Pj. Τότε, για το μοντέλο Markov-modulated Poisson ορίζουμε

Wm,i{u,b) = Ei[D™b\Ub(Q) = u] i e E, m> 1, 0 < u < b,

να είναι η m-τάξης ροπή της παρούσας αξίας των σωρευτικών μερισμάτων, !)„ {,, δοθέντος 
της αρχικής κατάστασης i και του αρχικού αποθεματικού u, με Wq^u, b) = 1.

Τότε η «συνολική» m-τάξης ροπή για το μοντέλο που μελετούμε δίνεται από τη σχέση

τη
Wm(u, b) = nWmM fr)’ 0 < u < b,

2=1

όπου π,, i € E, είναι οι αρχικές πιθανότητες της στάσιμης κατανομής.

Η m-τάξης ροπή ικανοποιεί ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων όπως δίνεται 
από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.30. Για 0 < u < b, i G E και m > 1, η m-τάξης ροπή Wm^(u, b) ικανοποιεί το 
ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

ΓΖΙ 771 ^cW^ni(u,b)-(ai+Xi+Sm)Wmii(u1b)+Xl I Wm,i(u-x,ò)/i(x)dx+ ^ <HkWm^(u,b) — 0,
^ k—l,kj^i

(1.90)
με οριακές συνθήκες

-^Wm,i(u,b)\u=b = mWm^i(u,b)\u=b. (1.91)

Απόδειξη. Li και Lu (2007), σελ. 70. I

Παρατήρηση 1.12. Για α,·* —> 0, για κάθε i G Ε, το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (1.90) 
ανάγεται στην εξίσωση (1.45) του Πορίσματος 1.8, που είναι η ολοκλήρο-διαφορική εξίσωση 
για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου.
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Η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (1.90), εξαρτάται άμεσα από τη λύση του 
ακόλουθου ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος

~ fU 771 ^α^.(υ)-(αί + \ + δ)ν2^(ν) + Χί v^i(u-x)fi(x)dx + ^ aikv^k(u) = 0, u > 0.
•'° fc=l,fc#i

(1.92)
Έστω uj^.(tx), i,j £ Ε να είναι οι λύσεις του παραπάνω ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού 
συστήματος με αρχικές συνθήκες tç^(0) = l(j=j), i, j G Ε. Παρατηρώντας ότι το ομογενές 
ολοκληρο-διαφορικόσύστημα (1.92), είναι ακριβώς το ίδιο με το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό 
σύστημα (1.78), με δ στη θέση του δ, είναι φανερό ότι ο υπολογισμός των Vg^(u) για μεγέθη 
ζημιών που ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών, δίνεται από το Θεώρημα 1.29 
με δ στη θέση του δ.

Τότε, από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων έπεται ότι η γενική λύση του ολοκληρο- 
διαφορικού συστήματος (1.90) δίνεται από τη σχέση

771

6) = 0 <u<b, (1.93)
1=1

όπου οι σταθερές Wmj(0,6) υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες (1.91).
Ορίζοντας του πίνακες

Wm(u,b) = {Wmtl(u,b),...,WmtTn(u,b))T

vi(«) = Kÿ(u))S=i’

η εξίσωση (1.93) γράφεται, για κάθε i £ Ε ως

Wm(u,b) = vj(u)WTO(0, b), 0 < u < b, (1-94)

όπου οι σταθερές Wm(0, b) υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες (1.91) αναδρομικά από 
τη σχέση

Wm(0, b) = njv~ (b)](b)Wm_! (0, b), 

με δι = δ (τη - 1), και v'0(b) = Im.

1.6 Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος για το κλασσικό μοντέλο με 
απαιτήσεις που εμφανίζουν υστέρηση

Στην ενότητα 1.5 αναλύθηκε πως το Markov-inodulateci Poisson μοντέλο κινδύνου, 
που αποτελεί μια γενίκευση του κλασσικού μοντέλου της θεωρίας χρεοκοπίας, μπορεί να
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χρησιμοποιηθεί προκειμένου να περιγράφουν χαρτοφυλάκια κινδύνου στα οποία υπάρχει 
συσχέτιση μεταξύ του χρόνου εμφάνισης των κινδύνων και των αντίστοιχων μεγεθών ζημιάς.

Μια άλλη επέκταση του κλασσικού μοντέλου της θεωρίας χρεοκοπίας μπορεί να επιτευχθεί 
υποθέτοντας ότι σε κάθε χρονική περίοδο εμφανίζονται δύο είδη ζημιών: οι κύριες ζημιές 
(main claims) και οι δευτερεύουσες ζημιές (sub-claims), όπου ο χρόνος εμφάνισης των 
δευτερευουσών ζημιών μπορεί να εμφανίζει χρονική υστέρηση σε σχέση με τον χρόνο 
εμφάνισης των κύριων ζημιών. Κύριο χαρακτηριστικό του συγκεκριμένου μοντέλου είναι ότι 
κάτω από την παραπάνω υπόθεση οι χρόνοι άφιξης των ζημιών και τα μεγέθη των αντίστοιχων 
ζημιών συσχετίζονται μεταξύ τους.

Θεωρούμε ότι η διαδικασία πλεονάσματος κατά τον t δίνεται από την σχέση

U(t) = U + et — S(t), t> 0, (1.95)

όπου U(0) — u > 0 είναι το αρχικό αποθεματικό και S(t) οι σωρευτικές αποζημιώσεις 
στο χρονικό διάστημα [0, έ]. Σε αυτή την ενότητα υποθέτουμε ότι η διαδικασία S(t) είναι 
μια σύνθετη διαδικασία Poisson από την οποία κατά τους χρόνους επέλευσης των ζημιογόνων 
ενδεχομένων εμφανίζονται δύο είδη ζημιών: οι κύριες και οι δευτερεύουσες. Έστω {iV(i)}£i0 
η στοχαστική διαδικασία του αριθμού των ζημιών. Σε αυτή την ενότητα υποθέτουμε ότι η 
{lV(f)}gi0 είναι μια διαδικασία ΡοΪΞβοημε παράμετρο λ > 0 και ενδιάμεσους χρόνους {Τ)}“0, 
με Το — 0, οι οποίοι (βλ. Θεώρημα 1.3) κατανέμονται εκθετικά με παράμετρο λ. Επιπλέον 
υποθέτουμε ότι οι και είναι δύο ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνομων
θετικών τ.μ. που περιγράφουν τα μεγέθη των κύριων ζημιών και των δευτερευόντων ζημιών, 
αντίστοιχα. Θεωρούμε οτι η τ.μ. Xi έχει σ.κ. Fi(x) = Ρ(Χ < χ), σ.π.π. fi(x), μέσο 
Ε(Χ) = μι, ενώ η τ.μ. Υ) έχει σ.κ. Q(x) = Ρ(Υ < y), σ.π.π. q{x),xαι μέση τιμή Ε(Έ) = μ?.

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι κατά την εμφάνιση του ενδιάμεσου χρόνου άφιξης, 7), της 
διαδικασίας Poisson μία κύρια ζημιά, Xi, εμφανίζεται η οποία επιφέρει την εμφάνιση και μιας 
δευτερεύουσας ζημιάς Υ·,. Η δευτερεύουσα ζημιά Υ{ μπορεί να εμφανισθεί ταυτοχρόνως με την 
κύρια ζημιά Xi, με πιθανότητα θ, ή να εμφανισθεί με χρονική υστέρηση κατά τον χρόνο Τ+ι 
με πιθανότητα 1 — θ. Όταν, η εμφάνιση της δευτερεύουσας ζημιάς ΥΖ δεν είναι ταυτόχρονη 
με την εμφάνιση της ζημιάς XÌ7 αλλά καθυστερεί μέχρι τον χρόνο Τι+\, υποθέτουμε ότι η 
δευτερεύουσα ζημιά Υ) είναι ανεξάρτητη από την κύρια ζημιά Χι+ι· Σημειώνουμε ότι όταν 
εμφανίζεται ταυτόχρονα μια κύρια και μια δευτερεύουσα ζημιά, τότε το μέγεθος της συνολικής 
ζημιάς που προκύπτει έχει σ.κ. την συνέλιξη των σ.κ. F και Q την οποία συμβολίζουμε με 
F2(x) = (Fi*Q)(x), και σ.π.π. /2(χ). Επίσης, όταν εμφανίζονται μαζί μια κύρια ζημιά με μια 
δευτερεύουσα, ενώ ταυτόχρονα έχουμε και την εμφάνιση μιας άλλης δευτερεύουσας ζημιάς (η 
οποία έχει καθυστερήσει να εμφανισθεί κατά τον προηγούμενο χρόνο άφιξης της διαδικασίας 
Poisson) τότε θα συμβολίζουμε την σ.κ. αυτής της ζημιάς με Tj(x) = (Τι * Q * Q){x), και 
την σ.π.π. με /s(a:).
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Επομένως, με βάση τα παρακάνω, η συνολική διαδικασία των σωρευτικών αποζημιώσεων 
δίνεται από την σχέση

m
S(t) = Σ Xi + R(t), t > 0, (1.96)

i=l
όπου {]ν(ί)}^0, {^έ}£ι όπως ορίσθηκαν παραπάνω και {R(t)}^0 μια στοχαστική διαδικα­
σία που που εκφράζει το άθροισμα όλων των υπο-ζημιών Ιζ που εμφανίζονται πριν από τον 
χρόνο ΐ.

Τέλος, προκειμένου η πιθανότητα χρεοκοπίας να είναι αυστηρά μικρότερη της μονάδας 
υποθέτουμε ότι

θλ(μ1+μ9). (1-97)

Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με χρονική υστέρηση η μελέτη διαφόρων 
μέτρων κινδύνου, όπως η πιθανότητα χρεοκοπίας, κατανομή του πλεονάσματος πριν την 
χρεοκοπία κ.α., περιλαμβάνονται στους Yuen , Guo και Ng(2005), Stabile και Torrisi (2008). 
Πρόσφατα οι Xie και Zou (2011) μελέτησαν για το συγκεκριμένο μοντέλο την συνάρτηση 
των Gerber-Shiu αποδεικνύοντας ότι η συνάρτηση Gerber-ShiuwavoKO^i μια ανανεωτική 
ελλειμματική εξίσωση.

Τέλος αξίζει να σημειωθεί ότι μια από τις πρακτικές εφαρμογές του συγκεκριμένου 
μοντέλου είναι η μοντελοποίηση χαρτοφυλακίων με ζημιές τύπου IBNR (Incurred But Not 
Reported) . Στα ασφαλιστικά χαρτοφυλάκια, στην πράξη, συχνά υπολογίζονται τα λεγάμενα 
’εξισορροπητικά αποθέματα’ τα οποία αφορούν σε ζημιές για τις οποίες ο αναλογιστής πιστεύει 
ότι έχουν εμφανισθεί αλλά δεν έχουν δηλωθεί ακόμη στην εταιρία. Αυτού του είδους οι ζημιές 
ονομάζονται ζημιές τύπου IBNR. Ο υπολογισμός επαρκών αποθεματικών για χαρτοφυλάκια 
με τέτοιου είδους ζημιές (ειδικά με την έκδοση της οδηγίας Solvency II) είναι ένα σημαντικό 
θέμα για έναν ασφαλιστικό οργανισμό.

1.6.1 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu στο κλασσικό μοντέλο με χρονική
υστέρηση

Σε αυτή την ενότητα δίνουμε συνοπτικά την μεθοδολογία που χρησιμοποιείται για τον 
υπολογισμό της συνάρτησης Gerber-Shiu. Όμοια με την ενότητα 1.3, ορίζουμε

Τ = inf{έ > 0 : U(t) < 0}

να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας και για <5 > 0, η συνάρτηση Gerber-Shiu για το μοντέλο 
(1.95)-(1.96) δίνεται από την σχέση

Φ(ν) = E{e~STw(U(T~), |Ι/(Τ)|)1(Τ<οο)|ί/(0) = η), η > 0,

53



όπου δ, w(x,y), 1q και οι τ.μ. U(T—), \U(T)\, Τ—, έχουν την ίδια ερμηνεία όπως στον 
Ορισμό 1.6. Ο υπολογισμός της φ(η) βασίζεται στην ίδια μεθοδολογία που αναπτύχθηκε στην 
παράγραφο 1.4. Δηλ., αρχικά δείχνουμε πως η συνάρτηση Gerber-Shiu ικανοποιεί κάποια 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση την οποία στη συνέχεια με την βοήθεια των μετασχηματισμών 
Laplace μετατρέπουμε σε μια ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση, όπου λύνεται με βάση το 
θεώρημα 1.9.

Προκειμένου να δείξουμε ότι η συνάρτηση Gerber-Shiu ικανοποιεί κάποια ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση ας δούμε πρώτα την συμπεριφορά της διαδικασίας πλεονάσματος {t/(f)}g0 
κατά την εμφάνιση του πρώτου ενδιάμεσου χρόνου άφιξης της διαδικασίας Poisson. Κατά τον 
χρόνο Τχ έχουμε τα ακόλουθα δύο ενδεχόμενα: (α) εμφάνιση μιας κύριας ζημιάς Χχ και μιας 
δευτερεύουσας ζημιάς Υχ κατά την ίδια χρονική περίοδο, με πιθανότητα θ, και η διαδικασία 
πλεονάσματος ανανεώνεται και (β) κατά την χρονική στιγμή Τχ εμφανίζεται μια κύρια ζημιά 
Χχ, ενώ η δευτερεύουσα ζημιά Υχ καθυστερεί την εμφάνιση της για μια χρονική περίοδο, δηλ. 
εμφανίζεται την χρονική στιγμή Τχ με πιθανότητα 1 — 0, και η διαδικασία πλεονάσματος 
δεν ανανεώνεται. Έτσι όσον αφορά στο ενδεχόμενο (β) θεωρούμε μια νέα διαδικασία 
πλεονάσματος στην οποία αντί της ταυτόχρονης εμφάνισης μιας κύριας και μιας δευτερεύουσας 
ζημιάς, υποθέτουμε ότι εμφανίζονται ταυτόχρονα μια κύρια ζημιά και δύο δευτερεύουσες 
ζημιές. Τότε, η νέα διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται, ενώ θεωρούμε ότι σε αυτή 
τη διαδικασία πλεονάσματος αντιστοιχεί μια νέα, βοηθητική, αναμενόμενη προεξοφλημένη 
συνάρτηση ποινής την οποία συμβολίζουμε με φχ{η).

Με βάση τα παραπάνω έχουμε το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημ,α 1.31. Για u > 0, οι συναρτήσεις Gerber-Shiu φ{ν), φχ{υ) ικανοποιούν το ακόλουθο 
σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

<ζφ'(μ) — (λ -I- δ)φ(υ.) —

οφ'χ{ν) - (λ + δ)φχ(υ) =

— Xe(^J φ(υ. - x)dFx(x) + W2(uŸ)

— λ(1 -0)(y φχ{υ, - x)dFx(x) + wx(uŸj,

— Χθ(^ J φ(η - x)dFz(x) + W3(uŸj
— X(l- 6)(^J φχ{υ - x)dFx{x) + wx{u)^,

(1.98)

Wk
roo reo(x)= w (x,y — x) fk{y) dy — / w (x,y) fk(x + y) dy, k = 1,2,3. (1.

Jx Jo
99)

Απόδειξη. Xie και Zou (2011) σελ. 2394. I
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Η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (1.98) βρίσκεται χρησιμοποιώντας μετα­
σχηματισμούς Laplace. Έτσι για ïi(s) > 0 ορίζουμε </>(s), 0i(s), /;(s) και wßs) να είναι οι 
μετασχηματισμοί Laplace των <j){u), φι (u) fi(x) και u>i(x) για ι = 1,2,3, που δίνονται από 
τις σχέσεις

φ(3) = Γ 
JO

Us) = fJo

e Βηφ(ν)ίlu, 

e~sx fi(x)dx,

e Βηφχ(υ)άη, 

e~axWi(x)dx, i = 1,2,3.

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη του ολοκληρο-διαφορικού συστή­
ματος στην (1.98) και λύνοντας το σύστημα που προκύπτει ως προς <ó(s) και </>i(s) έχουμε 
ότι

Μ) =

Ms) =

(cs - λ - δ + Χ(1 - e)f2{s)) (οφ(0) - w(s)) - Λ(1 - 0)/i(a)(c4>i(O) -w*(s)) 
(cs — λ — δ)2 + A/2(s) (cs - λ - ό)

(1.100)

(cs - λ - δ + λ6>/2(s)) (οφι(0) - w*(s)) - XeJs(s) (c<A(0) - w(s)) ^
(cs — λ - <S)2 + λ/2(s)(cs - λ - ό)

όπου iì(s) = A(0uì2(s) + (1 — ö)üii(s)) και w*(s) = A(0w3(s) + (1 — 0)u>2(s)).
Για να ολοκληρώσουμε την λύση του παραπάνω συστήματος χρειαζόμαστε να προσδιορί­

σουμε τις αρχικές συνθήκες των φ και φι στο u — 0. Πρώτα όμως χρειαζόμαστε την λύση 
της χαρακτηριστικής εξίσωσης για το κλασσικό μοντέλο με χρονική υστέρηση.

Λήμμα 1.3. Για δ > 0, η χαρακτηριστική εξίσωση

(es — Λ — δ)2 + A/2(s) (cs — λ — A) = 0, (1.102)

έχει ακριβώς δύο ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους, Γι(<5) και γ2(<5), στο θετικό μψάδικό 
ημιεπίπεδο.

Απόδειξη. Xie και Zou (2011) σελ. 2395. I

Στο εξής ΰα συμβολίζουμε τις ρίζες της εξίσωσης (1.102), ?γ(ό) =Ti,i — 1,2. 
Χρησιμοποιώντας τις ρίζες του κοινού παρονομαστή των εξισώσεων (1.100) και (1.101) 

οι αρχικές τιμές φ(0) χαα φι(0) δίνονται από τις σχέσεις

<£(0)
fti+if, [y(rj)w(rj) - A(1 - θ) fi(rj)w* (n)}

i=1 ( 1} c(y(r2)7i(n)-2/(ri)/i(r2))
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<AÌ(0) = 3/(γ2)
w(r2) — ccj>'{ 0) 
Äc(l-Ö)/i(r2)

-w*(r2),

όπου y(s) = cs — λ — ά + A(1 — 0)/2(s).
Επιπλέον από τις εξισώσεις (1.100) και (1.101) παρατηρούμε ότι γνωρίζοντας τις αρχικές 

τιμές φ(0) και φι{0), τότε οι μετασχηματισμοί Laplace φ(ε) και <j>i(s) λύνονται σε κάθε 
εξίσωση μονοσήμαντα. Εφόσον η συνάρτηση φ(υ) περιέχει όλα τα μέτρα κινδύνου μέσα από 
τα οποία εξάγουμε συμπεράσματα για το πως συμπεριφέρεται η διαδικασίας πλεονάσματος 
(1.95)-(1.96). Έτσι, στο εξής αρκεί να υπολογίζουμε μόνο την συνάρτηση φ(ν).

Οι Xie και Zou (2011), χρησιμοποιώντας τις ρίζες (1.102) και τους τελεστές Tr έδειξαν 
ότι η εξίσωση (1.100) μπορεί ισοδύναμα να γραφεί σαν μία ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση 
όπως δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.32. Για u > 0, η συνάρτηση των Gerber-Shiu, φ{ν), ικανοποιεί την ακόλουθη 
ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση

φ{ιι) = 1
ϊ+ξ /' φ( u — x)dG(x) + h(u), (1.103)

όπου G(x) = (1 + ξ) g(y)dy με g (y) = |TrJ2(y), ξ τέτοιο ώστε ^ = /0°° g{y)dy =
λδ+δ2

mnun
< 1 και

-1,h(u) = ?[λ(1 - θ)(ΤΓ1ΤΤ2Α(η) - Wi(«)) + Ac(l - θ)(φι(0)ΤΓ1ΤΓ2/1(η) 

-^(0)TriTr2/2(ii)) - cTr2«;(«)],

όποιι j4|(ii) = (/χ * ?ο*) (u), _42(tt) = (/2 * u;)(u). Eia ó —> 0+ τότε ξ —> ξο; τέτοιο ώστε 
= 1 — A ^0^’ "^q^)' όοϋέντος ότι ισχύει η ανίσωση (1.97).

Παρατήρηση 1.13. Για 0 = 1, σε κάθε περίοδο οι κυρίως και οι δευτερεύουσες ζημιές 
εμφανίζονται ταυτόχρονα, και το μοντέλο κινδύνου που δίνεται απο τις (1.95)-(1.96) ανάγεται 
στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας με ζημιές μεγέθους με σ.κ. Έ2(χ).
Σε αυτή την περίπτωση η εξίσωση (1.103) ανάγεται στην εξίσωση (1.23) του Πορίσματος 1.4.

Η ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση (1.103) λύνονται εφαρμόζοντας την μεθοδολογία της 
παραγράφου 1.4. Έτσι για u > 0, ορίζουμε μια σύνθετη γεωμετρική κατανομή K(u) = 
1 — Κ(ιι) που δίνεται από την σχέση

K(u) =
1+ξ

°0 YΣ(πγ) G*"(u), « > 0,
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όπου G*”(u) είναι η ουρά της η-οστής συνέλιξης της σ.κ. G(u) = 1 — G(u). Τότε, η ακριβής 

λύση της εξίσωσης (1.103) βρίσκεται εφαρμόζοντας το Θεώρημα 1.9, όπως δίνεται από την 
παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.6. Για u > 0, η συνάρτηση των Gerber-Shiu, φ(ν), που ικανοποιεί την 
ελλεψματική ανανεωτική εξίσωση (1.103), δίνεται από την σχέση

φ{υ) — - ^ ί h(u - x)dK{x) + h(u). (1.104)
ς Jo
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Κεφαλαίο 2

Η ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ 

ΠΛΕΟΝΑΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΕΝΑ ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΕ 

ΔϊΟ ΚΛΑΣΕΙΣ ΚΙΝΔΪΝΩΝ

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε ένα μοντέλο, όπου η στοχαστική διαδικασία των σωρευτικών 
αποζημιώσεων παράγεται από δύο κλάσεις κινδύνων. Πιο συγκεκριμένα υποθέτουμε ότι η στο­
χαστική διαδικασία {S(t)}£L0, που παριστά τις συνολικές αποζημιώσεις ενός χαρτοφυλακίου, 
αποτελείται από δυο επιμέρους στοχαστικές διαδικασίες: μία σύνθετη διαδικασία Poisson 
(compound Poisson process) και μια ανανεωτική σύνθετη διαδικασία (compound renewal 
process).

Κάτω από αυτή την υπόθεση είναι φανερό ότι το συγκεκριμένο μοντέλο αποτελεί γενίκευση 
τόσο του κλασσικού όσο και του ανανεωτικού μοντέλου της θεωρίας χρεοκοπίας. Η κύρια 
όμως διαφορά με τόσο το κλασσικό όσο και το ανανεωτικό μοντέλου κινδύνου είναι ότι το 
μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων ανήκει στην κατηγορία των μη ανανεωτικών μοντέλων.

Η δομή του συγκεκριμένου κεφαλαίου συνοψίζεται ως εξής.
Αρχικά δίνουμε μια λεπτομερή περιγραφή, τις υποθέσεις του μοντέλου κινδύνου και 

τον συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε κάτω από την υπόθεση ότι η απαριθμήτρια 
διαδικασία της δεύτερης κλάσης είναι μια ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους 
άφιξης που κατανέμονται σύμφωνα με μία γενικευμένη Erlang(2,Ai,λ2). Στην Ενότητα
2.2 αποδεικνύουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu ικανοποιούν κάποιες ανανεωτικές 
ελαττωματικές εξισώσεις και δίνουμε έναν αναλυτικό τρόπο υπολογισμού για τη λύση αυτών. 
Στην επόμενη ενότητα μελετούμε τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu καθώς και τις ροπές 
των συνολικών σωρευτικών μερισμάτων για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνου κάτω από 
την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Χρησιμοποιώντας τη μεθοδολογία της
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Ενότητας 2.3, στην Ενότητα 2.5 δείχνουμε τη σχέση που συνδέει τις συναρτήσεις Gerber- 
Shiu και τις ροπές των σωρευτικών μερισμάτων, γνωστή και ως «ταυτότητα μερισμάτων- 
ποινής» (dividends-penalty identity). Ακόμη, στην ενότητα 2.6, χρησιμοποιώντας τα 
αποτελέσματα των προηγούμενων, μελετούμε τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu για το 
μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων. Στην συγκεκριμένη ενότητα αποδεικνύουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu 
ικανοποιούν κάποιες ανανεωτικές ελαττωματικές εξισώσεις η λύση των οποίων προκύπτει με 
ένα αναδρομικό τρόπο.

Τέλος, στην τελευταία ενότητα γενικεύουμε τα αποτελέσματα της παραγράφου 2.3 στο 
μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την υπόθεση ότι η απαριθμήτρια διαδικασία 
της δεύτερης κλάσης είναι μια ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης που 
κατανέμονται σύμφωνα με μία γενικευμένη Erlang(n, λι,..., λ„) .

2.1 Περιγραφή του μοντέλου

Έστω η διαδικασία πλεονάσματος, {t/(ί)}^.0, ενός ασφαλιστικού οργανισμού στον χρόνο t 
δίνεται από την σχέση

U (t) = u + et — S (t), t > 0, (2.1)

όπου u = 1/(0) το αρχικό κεφάλαιο, c > 0 το ασφάλιστρο στη μονάδα του χρόνου που 
εισπράττεται και {S(i)}t>0 η στοχαστική διαδικασία των αποζημιώσεων. Σε αυτό το κεφάλαιο 
υποθέτουμε ότι η S (t) είναι το άθροισμα δύο επιμέρους στοχαστικών διαδικασιών, δηλ. δίνεται 
από την σχέση

Ni(t) N2{t)
S (t) = Slit) + S2(t) = Σ + Σ 1 - °’ (2-2)

i=l i=1όπου οι Si(t), i = 1,2, ποριστούν τις συνολικές αποζημιώσεις που καταβάλλονται μέχρι το 
χρόνο t προερχόμενες από την ί-κλάση. Παρόλο που το συγκεκριμένο μοντέλο ορίστηκε 
αρχικά υποθέτοντας ότι η 5)(ί), i — 1,2, είναι εξαρτημένες μεταξύ τους στη συγκεκριμένη 
διατριβή υποθέτουμε ότι οι S\ (t) και S2(t) είναι στοχαστικά ανεξάρτητες. Σε αυτή την 
περίπτωση οι σωρευτικές αποζημιώσεις (aggregate shocks) Si(t), από την πρώτη κλάση, 
προστίθενται (ανεξάρτητα) στη μεταβλητότητα που παρουσιάζει η σωρευτική διαδικασία 
αποζημιώσεων ί>2(t).

Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι {Aj}“1 είναι μια ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και 
ισόνομων τ.μ. με σ.κ. F\(x) — Ρ(Α < χ), σ.π.π. fi (χ), μέση τιμή τηι και μετασχηματισμό 
Laplace /χ (s) = f^° e~sxf\ (χ) dx, που παριστάνουν το μέγεθος των αποζημιώσεων από την 

πρώτη κλάση.
Αντίστοιχα οι {1ί}^χ είναι μια ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με
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σ.κ. i*2 (x) — P(Y < a;), σ.π.π. fa (x), μέση τιμή mi και μετασχηματισμό Laplace fa (s) =
e~sx fa (x) dx, που παριστούν το μέγεθος των αποζημιώσεων από τη δεύτερη κλάση.
Ακόμη, υποθέτουμε ότι η απαριθμήτρια διαδικασία (Ni (t)}^l0 είναι μια ομογενής 

διαδικασία Poisson με παράμετρο Λ και ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων 
που είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. με 
παράμετρο λ. Επιπροσθέτως, η απαριθμήτρια διαδικασία {1V2 (έ)}£ο υποθέτουμε ότι είναι 
μια ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων οι οποίοι
αποτελούν μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν τη γενικευμένη 
Erlang(2) κατανομή και επομένως η τ.μ. V. μπορεί να γραφεί ως Vi = Ln+Ln, όπου {-Lii}^ 
είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. με παράμετρο 
Αχ, ενώ {Li2}~i είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετικά κατανεμημένων 
τ.μ. με παράμετρο \ι, (συνήθως λι φ À2).

Τέλος, υποθέτουμε ότι οι ακολουθίες {Aj}£i και {Υί}^ είναι αμοιβαία ανεξάρτητες, 
και επίσης ανεξάρτητες από τις απαριθμήτριες διαδικασίες {Νι (ί)}^10, {Λ^ (ί)}^0> καθώς 
και ότι τα ασφάλιστρα που εισπράττονται στη μονάδα του χρόνου είναι τέτοια ώστε να είναι 
αληθής η ανίσωση c > Amj + JA^/ (Αχ + λ2)] mi. Από την τελευταία ανίσωση προκύπτει ότι 
υπάρχει ένα περιθώριο ασφαλείας 0, τέτοιο ώστε 1/ (1 + θ) = [Ami + AiA2m2/(Ai + Α2)] /c.

Ορίζουμε Τ = inf{ί > 0 : U(t) < 0} (inf 0 = 00) να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας, και 
ψ(η) = Ρ(Τ < oo|t/(0) = u), u > 0, να είναι η πιθανότητα χρεοκοπίας για το μοντέλο
(2.1Μ2.2).

Το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων εισήχθη αρχικά από τους Yuen, Guo και Wu 
(2002) υποθέτοντας ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης από τη δεύτερη κλάση κινδύνων είναι μια 
ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν την Erlang(2) κατανομή. Στην 
εργασία αυτή οι συγγραφείς δίνουν αναλυτικές εκφράσεις για την πιθανότητα χρεοκοπίας 
όταν οι αποζημιώσεις και των δύο κλάσεων είναι εκθετικά κατανεμημένες. Οι Li και 
Garrido(2005) θεώρησαν το μοντέλο των Yuen, Guo και Wu (2002) θεωρώντας όμως ότι 
ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης από τη δεύτερη κλάση κινδύνων είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων 
και ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν τη γενικευμένη Erlang(2) κατανομή. Στην εργασία 
αυτή οι Li και Garrido (2005) δίνουν αναλυτικά αποτελέσματα για την πιθανότητα επιβίωσης 
(μέσω των μετασχηματισμών Laplace) στην περίπτωση όπου τα μεγέθη των αποζημιώσεων 
και από τις δύο κλάσεις ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Μία ακόμη 
επέκταση για το προαναφερόμενο μοντέλο δόθηκε από τους Li και Lu (2005), οι οποίοι 
μελέτησαν, χρησιμοποιώντας μετασχηματισμούς Laplace, τη συνάρτηση των Gerber-Shiu. 
Στην ίδια εργασία δίνονται αναλυτικά αποτελέσματα για τη συνάρτηση των Gerber-Shiu 
στην περίπτωση όπου τα μεγέθη των ζημιών και για τις δύο κλάσεις κινδύνων κατανέμονται 
εκθετικά. Πρόσφατα, οι Zhang, Li και Yang (2009) επέκτειναν το μοντέλο των Yuen, Guo 
και Wu (2002) μελετώντας τη συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις
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κινδύνων όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης από τη δεύτερη κλάση κινδύνων είναι μια ακολουθία 
ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν την Erlang(n) κατανομή.

Παρατήρηση 2.1. Το μοντέλο με δύο (ανεξάρτητες) κλάσεις κινδύνων που ορίσθηκε 
στις σχέσεις (2.1)-(2.2) μπορεί να χρησιμοποιηθεί προκειμένου να ορίσουμε ένα εξαρτημένο 
μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων.

Ειδικότερα, έστω ότι η διαδικασία πλεονάσματος, {^'(έ)}^, ενός ασφαλιστικού οργανι­
σμού στον χρόνο ί δίνεται από την σχέση

U' (t) — u +ct - S'(t), t> 0, (2.3)

όπου u = U'(0) το αρχικό κεφάλαιο, e > 0 το ασφάλιστρο στη μονάδα του χρόνου που 
εισπράττεται και {5"(ί)}ί>0 η στοχαστική διαδικασία των αποζημιώσεων, με

Λά(ί) K2(t)
S'(t) =ΣΧί+Σ Υί> ^°> (2·4)

2=1 2=1

όπου είναι μια ακολουθία "θετικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με σ.κ. F\<(χ),
που παριστάνουν το μέγεθος των αποζημιώσεων από την πρώτη κλάση, {Έ/}“1 είναι μια 
ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με σ.κ. Fy(x), που παριστούν το μέγεθος 
των αποζημιώσεων από τη δεύτερη κλάση, και {Κι (ί)}“0 και {Κ2 (ί)}^0 οι απαριθμήτριες 

διαδικασίες για την πρώτη και την δεύτερη κλάση αντίστοιχα.
Επιπλέον, υποθέτουμε δυο οι προαναφερόμενες απαριθμήτριες διαδικασίες είναι εξαρτημέ­

νες μεταξύ τους με βάση την ακόλουθη μορφή εξάρτησης

Ki(t) = Mx(t) + N2(t) και K2(t) = M3(t) + N2(t), t > 0, (2.5)

όπου για i — 1,3, δύο ανεξάρτητες μεταξύ διαδικασία Poisson με παράμετρο μι,
για i = 1,3, και επίσης ανεξάρτητες από την ανανεωτική διαδικασία N2(t), όπου η N2(t) 
είναι μια ανανεωτική διαδικασία με γενικευμένους Erlang(2) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των 
κινδύνων, όπως ορίσθηκε παραπάνω.

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η συνέλιξη δύο ανεξάρτητων διαδικασιών 
Poisson είναι επίσης μια διαδικασία Poisson, τότε έχουμε ότι η στοχαστική διαδικασία των 
αποζημιώσεων της σχέσης (2.4) έχει την ίδια κατανομή με την

K13(t) N2(t)
S'(t)= Σ Χ{+ Σ (2-6)

i=l ί=1
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όπου Κχ3(ί) = Kitt) + Katt). Επίσης έχουμε ότι

Χ[ — Xi\Vi=0) + ^1(tjì=i)j και Ε/ — Xi + Yi, (2.7)

όπου {iji, i — 1,2,... } είναι μία ακολουθία δύτιμων τ.μ. με μάζες πιθανότητας

Ml m/_ ^ M30) =
μι + Μ3

= 1)
μι + M3

και συνεπώς

Fx>(x) = ——Fi(x) Η-----~-F2(x) και Fy/(x) = Fi(x) *F2(x),
μι + M3 μι + μ3

όπου Fi(x) και F2(x) οι σ.κ. των τ.μ. X και Υ, αντίστοιχα, που ορίσθηκαν παρακάνω.
Τότε από τις σχέσεις (2.6), (2.7) και (2.1) βλέπουμε πως το εξαρτημένο μοντέλο με δύο 

κλάσης κινδύνων των σχέσεων (2.3)-(2.4) ανάγεται στο μοντέλο με δύο ανεξάρτητες κλάσεις 
κινδύνων που ορίσθηκε στις σχέσεις (2.1)-(2.2).

2.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δυο κλάσεις 
κινδύνων

Σε αυτή την ενότητα δείχνουμε πως η μεθοδολογία που χρησιμοποιήθηκε στο ανανεωτικό 
μοντέλο της παραγράφου 1.4.1 μπορεί να προσαρμοσθεί κατάλληλα στο μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων προκειμένου να υπολογίσουμε τη συνάρτηση των Gerber-Shiu.

Έτσι για δ > 0, ορίζουμε

<ï>(u)=E(e-STw(U(T-),\U(T)\)l(T<oo)\U(0) = U), u>0, (2.8)

να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu, για το μοντέλο (2.1)-(2.2) με δ, U(T—), |t/(jT)|, T—, 
w(x,y) και 1q όπως και στον Ορισμό 1.6.

Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου, λόγω της ιδιότητας της έλλειψης μνήμης 
που παρουσιάζουν οι εκθετικά κατανεμημένοι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων, η 
συνάρτηση των Gerber-Shiu είναι χρονικά ομογενής (time homogeneous). Στο μοντέλο 
με δύο κλάσεις κινδύνων λόγο της υπόθεσης ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων 
της δεύτερης κλάσης ακολουθούν την Erlang κατανομή, η διαδικασία πλεονάσματος δεν είναι 
πλέον χρονικά ομογενής. Έτσι, για τη συνάρτηση των Gerber-Shiu που ορίσθηκε στην 
εξίσωση (2.8), υποθέτουμε ότι ακριβώς μία αποζημίωση εμφανίζεται στο χρόνο 0.

Γενικότερα, μπορούμε να ορίσουμε για το μοντέλο (2.1)-(2.2) την συνάρτηση των Gerber- 
Shiu σαν μια δισδιάστατη συνάρτηση, Φ (u, τ), του αρχικού αποθεματικού u και του χρόνου
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τ, όπου r είναι ο χρόνος που απαιτείται μέχρι την εμφάνιση της τελευταίας αποζημίωσης 
από τη δεύτερη κλάση (σε αυτά τα σημεία η διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται). Έτσι, 
ενδιαφερόμαστε για τον προσδιορισμό της συνάρτησης των Gerber-Shiu στον χρόνο 0, που 
είναι Φ (u,0) = Φ (u), και για τη συνάρτηση

*ι (it) = Ε (U (Τ-), IU (T) I) 1(Γ<οο)| U(t) = u, Ln = t) , (2.9)

που είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος ότι ένας εκθετικός χρόνος, {Lìi}ì>i, από 
τη δεύτερη κλάση έχει ήδη εμφανιστεί.

Τότε, χρησιμοποιώντας το θεώρημα της ολικής πιθανότητας, έχουμε ότι

Φ (u, r) = Φ (u) Ρ (Ln > τ) + ΦΧ (u) P (Ln <τ) = β~λιτΦ («) + (1 - β~λιτ)Φι (it).

Επιπλέον σε αυτό το σημείο εισάγουμε δύο άλλες συναρτήσεις των Gerber-Shiu για το 
μοντέλο (2.1)-(2.2), όπως οι Li και Lu (2005). Για δ > 0, ορίζουμε

*ii(u) = E (e~STw(U(T-), |tf(T)|)l(x<oo>J=i)|tf(0) = u) , u > 0, i = 1,2, (2.10)

να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος ότι το μέγεθος της ζημιάς που προκαλεί τη 
χρεοκοπία προέρχεται από την κλάση i, i =1,2. Η τ.μ. J (cause-of-ruin r.v.) ορίζεται να 
είναι μια δίτιμη τ.μ. που παριστά την κλάση από την οποία προκαλείται η χρεοκοπία, δηλ. 
J = i, όταν η χρεοκοπία προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωση από την κλάση ι, 
i = 1,2.
Αντίστοιχα με την σχέση (2.9) και για τους ίδιους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω, 
ορίζουμε τη «βοηθητική» συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος ότι ο εκθετικός χρόνος από 
την δεύτερη κλάση, {Ln}i>i, έχει ήδη εμφανισθεί, πού δίνεται από τη σχέση

ΦΜ = E {e-s^W(U(T-),\U{T)\)l{T<00tJ=i)\Lu = t,U(t) = u) , u > 0, i = 1,2.

(2.11)
Τότε, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu που ορίσθηκαν στις σχέσεις (2.8) και (2.9), μπορούν να 

γραφούν ως Φ(ω) = Φιι(ιι) + $2i(w) και Φχ(ΐί) = Φΐ2(«) +^22(w), για u > 0. Σημειώνουμε ότι στην εργασία των Li και Lu (2005) οι συναρτήσεις Φα(η) και Φ^Ι'ΐι), συμβολίζονται με 

4>i(u), και ξι(η) αντίστοιχα.Ο κύριος στόχος αυτής της ενότητας είναι ο προσδιορισμός αναλυτικών τύπων για το υπο­
λογισμό των συναρτήσεων Φ(ω) και Φχ(ΐί). Για αυτό το σκοπό θα αποδείξουμε ότι (παρόλο 
που η διαδικασία S(t) δεν είναι μια σύνθετη Ροίεεοηούτε μια σύνθετη ανανεωτική διαδικασία) 
ότι οι συναρτήσεις Φ(ιι) και Φχ(ιι) ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις, 
οι οποίες λύνονται χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.9.

Αρχικά δίνουμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu είναι
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πεπερασμένες. Η απόδειξη του παρακάτω λήμματος γίνεται ακολουθώντας τα ίδια βήματα της 
μεθοδολογίας των Cheng και Tang (2003), την οποία λόγω της ακριβώς ίδιας διαδικασίας με 
τους Cheng και Tang (2003) παραλείπουμε.

Λήμμα 2.1. Έστω, ότι

w(x,y)fi(x + y)dxdy < οο, * = 1,2,

tore για κάθε u > 0, ισχύει ότι

(2.12)

Φ(ιι) < οο και Φι(η) < οο.

Στο επόμενο Όεώρημα δείχνουμε ότι οι Φ και Φι ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων.

Θεώρημα 2.1. Έστω ότι η εξίσωση (2.12) είναι αληθής. Τότε για u > 0, οι αναμενόμενες 
προεξοψλημενες συναρτήσεις ποινής Φ και Φι ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων

οΦ' (u) = (λ + λι + δ) Φ (u) — λ ί Φ (u — x) fi (X) dx — λιΦι (u) — λτιμ (u),
Jo

οφ; (u) = (λ + λ2 + ά) Φι (u) — λ [ Φι (u — x) fl (x) dx — Xw\ (u) (2.13)
Jo

- λ2 / Φ (u - x) /2 (x) dx - A2tju2 (u) ,
J 0

CCO rCO

(x) = Ι w(x,y — x) fj (y) dy = I w(x,y) fj (x + y) dy, j = 1,2. (2.14)
Jx J o

Απόδειξη. Έστω Μ = Wi Λ Lu. Τότε δεσμεύοντας ως προς τα ενδεχόμενα {Μ = ί,Μ = 
Wi} και {Μ = t,M — Lu} και το αντίστοιχο μέγεθος της αποζημίωσης, για u > 0 έχουμε 
ότι

Φ
γοο-ÆîF(M = î,M = L η) Φι (u +et) dt + / e~

Jo
u+ct

Φ (u + et — x) fi (x) dxdt + u>i(n + ct)dx >

ÄiP(M = t,M = Wi) 

dt.

Εφόσον ισχύει ότι P (Μ - Wi) = P(W], < Lu) = χργς, P(M = Lu) = P(W} > Lu) =
λί

λ+Λι
και P (Μ > t\M = W{) = P (M > t\M = Lu) = e (λ+λι)ίι τότε η παραπάνω εξίσωση
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γράφεται ως

/•ΟΟ
Φ(«) = λι / β-(λ+λι+ί)*Φι (ti + ct) dt 

Jο
roo . ru+ct

+λ J β-(λ+λι+ί)ί jy Φ (u + et — x) fi (x) dx + w\(u + et)Idt. (2.15)

Έστω Z = W\ Λ Z/12· Τότε, όμοια με παραπάνω έχουμε ότι

rU-\-ct

dt

dt

reo . ru+ctΦi(u) — J e~HF (Z = t, Z — L12) |y Φ (u +ct — x) f2{x)dx+ W2{u + ct)j

roo , ru+ct .+ J e~stP {Z = t,Z = W{) IJ Φι (u + et — x) fi (x) dx + w\ (u + et) j

roo . ni+ct= X2 j β-(λ+λ2+ί)<| j Φ (u + ct — x) fz(x) dx + W2(u + ct)jdt

roo , ru+ct .+A j e-(X-A2+i)i|y Φχ (u + et — x) fi (x) dx + w\(u + ct)jdt. (2.16) 

Θέτοντας s — u + et 01 εξισώσεις (2.15) και (2.16) γίνονται

Φ (u) λι
e Ju

A
+ ~cJu

-(λ+λι+ί)(*-«)/οφι φ ds

-(Ä+Ai+ä)(s-u)/c| J φ _ 2r) fl (χ) dx + Wi(s) |ds,

Φι (u) = — J e (λ+λ2+<5)(* U)/C| J Φ (s — x) f2{x) dx + W2{s)^ds,
απ' όπου παραγωγίζοντας ως προς u προκύπτει το ζητούμενο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων. I

Παρατήρηση 2.2. (ϊ) Για λι,λ2 —> 0, τότε Φ = Φι και το σύστημα των ολοκληρο-
διαφορικών εξισώσεων (2.13) ανάγεται στην εξίσωση (1.15) του Πορίσματος 1.2, που 
είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου.

(ii) Για λ —» 0, το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.13) απλοποιείται σε 

οΦ' (U) = — λιΦι (U) + (λι + 5) Φ (U) ,

αΦ[ (u) = -λ2 [ Φ (u - x) /a (x) dx - X2W2 (u) + (λ2 + δ) Φι (u),
Ja

απ' όπου παραγωγίζοντας την εξίσωση την πρώτη εξίσωση στην ως προς u και κάνοντας
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χρήση της δεύτερης εξίσωσης παίρνουμε ότι

Φ (μ - χ) /2 (X) dx + Ài A2w2 (u),

που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (1.9) του Θεωρήματος 1.4 για το ανανεωτικό 
μοντέλο της δεωρίας κινδύνου με γενικευμένους Erlang(2) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης 
των κινδύνων.

Τώρα, χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Laplace, τους τελεστές Ττ (βλ. Ορισμό 
1.8), τις ιδιότητες αυτών όπως δίνονται στην Πρόταση 1.2 και το σύστημα των ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων του Θεωρήματος 2.1 da δείξουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber- 
Shiu, Φ και Φι, ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις. Πρώτα όμως 
χρειαζόμαστε τη λύση της εξίσωσης Lundberg για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων.

Λήμμα 2.2. Για δ αυστηρά θετικό, η εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων δίνεται από τη σχέση

7(s)-A1A2/2(s) = 0, (2.17)

όπου 7 (s) = ULi [cs + λ fi (s) — (λ + λ, + ó)j. Η εξίσωση (2.17) έχει ακριβώς δύο ακριβώς 

ρίζες, Γχ(δ) και τ2(δ), με r\(ô) φ r2(ó) . Υποθέτοντας ότι r\(ö) < τ2{δ), τότε τί(<5) —+ 0 όταν 
δ -> 0+.

Απόδειξη. Li και Lu (2005), Θεώρημα 1. I

Στο εξής, θα συμβολίζουμε τις ρίζες της εξίσωσης του Lundberg με ?γ.
Έστω Φ (s) = f^° e~sx<f> (χ) dx, Φχ (s) = J0°° ε~δΧΦι (χ) dx και Wj (s) = /0°° e~sxWj (x) dx 

να είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των συναρτήσεων Φ(η), Φι (u) και Wj(u), j = 1,2, 
αντίστοιχα.

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο εξισώσεις στην (2.13) και λύνοντας 
το σύστημα που προκύπτει ως προς Φ και Φχ έχουμε ότι

Φ(*) =
Al [Alni (s) + A2u>2 (s) - οφχ (0)] + [οΦ (0) — λίοχ (s)] cs + λ/χ (s) - (λ + λ2 + ό)

7 (s) - AxA272 (s)

(2.18)

Φι (s) =
(s) [Awx (s) - οΦ (0)] + [σφχ (0) - \wx (s) - \2w2 (s)] [cs + λ/χ (s) - (λ + Αχ + ó)j

7 (s) - λιλ2/2 (s)
(2.19)

όπου οι αρχικές τιμές των Φ και Φχ στο σημείο u = 0 δίνονται από την παρακάτω πρόταση.
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Πρόταση 2.1. Κάτω από την συνθήκη του Λήμματος 2.1, οι αρχικές τιμές Φ (0) και Φι (0) 
δίνονται από τις σχέσεις

Φ(0) = ^wi(r2)~

Φχ(0) - Φ (0) + ^-w2 (r2) + °Φ (0) (ra) [ers + Λ/ι (r2) - (λ + Αχ + λ2 + δ)] .

Απόδειξη. Εφόσον Φ(β) < οο για κάθε s > 0, ο αριθμητής της εξίσωσης (2.18) είναι 0 όταν 
s = Τι και r2, δηλ.

[σΦ(0) — λΐσι(τ’*)] [οτέ + λ/ι(Γί)-(λ + λ2 + 5)] = -λι [Aü>x(ri)+A2w2(ri)-οΦχ(Ο)], i = 1,2.

Λύνοντας το παραπάνω γραμμικό σύστημα εξισώσεων ως προς Φ(0) και Φχ(0) παίρνουμε 
άμεσα το αποτέλεσμα της Πρότασης 2.1. I

cri + A/i(ri) — (Λ + Αχ + λ2 + δ)
e ΧΤΓ1ΤΤ2/ι(0)

TriTr2w ι(0) +
Α2 Αχ TriTT2W2(0)

e e — λΤΓιΤΓ2/ι(0

Πρόταση 2.2. Κάτω από τη συνθήκη του Λήμματος 2.1, οι μετασχηματισμοί Laplace των 
αναμενόμενων προεξοψλημένων συναρτήσεων ποινής επαληθεύουν τις σχέσεις

Φ(δ)
Ms)

<? — n (s) ’ Φχ (s) = Φ (s) +
^i(s)

c2 — η (s)’
(2.20)

όπου

η (s) = 2λcTri fi (s) + A £(λχ + λ2 + 2λ + 2<5) — 2Acr2 — λ/χ (πχ) — λ/χ (r2)j ΤΓιΤΓ2/χ (s) 

—A2Tn/x (s) TT2fi (s) + λχλ2ΤΓ1ΤΓ2/2 (s),
A (s) = λ [^(λχ + λ2 + λ + δ) - cr2 - λ/χ (n)J TriTr2wi (s) + λχλ2TnTr2w2 (s)

+A [οΦ{ (0) - Awi (r2)] TriTr2fi (s) + XcTriwi (s) - A2TrJi (s) TT2wχ (s),

M (s) = X2cTriw2 (s) - A2A(1 - f2 (ri))TriTr2wi (s) - λ2λΤη/χ (s) Tr2w2 (s) + λ2 [λ

+S-cr2- X fi (ri)]TriTr2w2 (s) + X2XTnf2(s) Tr2 wi (s) + [οΦ* (0) - Xwi (r2)] 

cr2 + λ/χ (r2) — (λ + Αχ 4- λ2 + ό),
χ λ

Αχ
-TriTr2 fl (s) - λ2ΤηΓΓ2/2 (s)

Απόδειξη. Δεδομένου ότι η συνθήκη (2.12) του Λήμματος 2.1 είναι αληθής, έχουμε ότι Φ(δ) < 
οο και Φχ(δ) < οο για κάθε s > 0. Ανακαλώντας ότι η τιμή Γχ > 0 είναι ρίζα της εξίσωσης
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(2.17), χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτήν της απόδειξης του Θεωρήματος 3.1 των 
Dickson και Hipp (2001) (βλ. επίσης την απόδειξη του Θεωρήματος 2.2 στους Cheng και 
Tang (2003) ), από τον ορισμό της συνάρτησης γ(«) έχουμε ότι

7 (s) - λιλ2/2 (s) = 7 (s) - λιλ2/2 (s) - 7 (θ) - λιλ2/2 (ri) = (s - ri)M(s),

με

Μ (s) = c2(s + ri)-2AcsTn7i(s)+2Ac/i(r1)-À2(/1(s) + 7i(ri))Tn/i(s)

+λ(2λ + λι + λ2 + 2ô)TTlfi(s) — c(Ài + λ2 + 2λ + 2δ) + λι A2Tri/2(s).

Ακόμη, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η γ2 φ ri είναι επίσης ρίζα της εξίσωσης (2.17), 
έχουμε ότι M(r2) = 0, και συνεπώς

Μ (s) - Μ (s) — M(r2) = (s — r2)[c2 — n(s) j,

όπου η τελευταία εξίσωση προκύπτει χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες (ιυ) — (tom) των 
τελεστών Ττ που δίνονται από την Πρόταση 1.2. Επιπλέον, ο κοινός παρονομαστής των 
μετασχηματισμών Laplace Φ(β) και $i(s) μπορεί να γραφεί ως

7(«) - λιA27(s) = (s - n)(s - r2)[c2 - n(s)]. (2.21)

Τώρα, θεωρούμε τις συναρτήσεις

mi(s) = A(c- \TrJi(s))Tr2wi(s) + A(c#n(0) - Awi(r2))TriTr27i(s) - λ [cri +λ7ι(η) 

— (λ + λι + λ2 + à)jT).17)-2îü2(s), 
m2(s) - ολΦ2ι(0)ΤηΤΓ27ι(δ) + AiA2TriTr2TO2(s)

που επίσης δίνονται στις εξισώσεις (18) και (23), αντίστοιχα, στους Li και Lu (2005). 
Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συνάρτησης TriTr2wi(s) και το γεγονός ότι Φ(0) = 
Φιι(0) + Φ2\{ϋ), τότε εύκολα μπορούμε να δούμε ότι A{s) — mi(s) + m2(s). Επιπλέον, 
ορίζουμε Num(s) να είναι ο αριθμητής της εξίσωσης (2.18). Εφόσον ισχύει ότι &n(s) =

σχέσεις (17) και (22) στους Li και Lu (2005) ) και 

Φ(β) = Φπ(δ) + Φ2ι(s), συνεπώς έχουμε ότι

Num(s) = (s — ri)(s — r2)A(s). (2.22)

Τότε, από τις εξισώσεις (2.21) και (2.22) αποδεικνύεται το πρώτο μέρος της εξίσωσης (2.20). 
ΕπιπροσΟέτως, συμβολίζοντας με Numi(s) τον αριθμητή της εξίσωσης (2.19), και
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χρησιμοποιώντας από το Λήμμα 2.1, το γεγονός ότι $i(s) < οο, τότε ισχύει ότι Numidi) = 
0, για ΐ — 1,2,. Εφαρμόζοντας ίδια μεθοδολογία όπως αυτή της απόδειξης της σχέσης (2.22), 
και χρησιμοποιώντας ξανά τις ιδιότητες των τελεστών Tr, η συνάρτηση Numi (s) γράφεται 
ισοδύναμα ως

Numi(s) = Numi(s) — Numi{r{) = (s — rx)ri(s),

όπου

Ti(s) = c2Φι{0) + \[cs + \fi(ri) - (Χ + Χι +δ)-\zfoin)] Triu?i(s) + A2[cs 

+A/i(ri) - (λ + λι +S)]Triw2(s) + λ2[οΦ(0) - Xu>i(s)]TT1f2(s)

—A[c$i(0) - A2w2(s) - \wi(s)]Trifi(s) - Xcw1(r1) - X2cw2{ri).

Επίσης, από το γεγονός ότι Γχ(7·2) = 0, τότε δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο να δούμε ότι

I\(s) = Γι(β) - Γ!(γ2) = (5 - r2)C(s),

με

C(s) = λ [οΦχ(Ο) - \wi(r2) - A2w2(r2)] TriTr2fi(s) + XcTTlwi(s) + A2cTTlw2(s)
+A Ja + Al + δ - cr2 - λ/ι(η) + A2^(ri)j TTlTT2wi(s) - X2Trifi(s)TT2wi(s) 

+X2 |λ + Αχ + δ - cr2 - A/x(rx)j TTlTr2w2(s) - X2XTrifi(s)Tr2w2(s) 

-λ2[σΦ(0) - Xwi(r2)]TriTT2f2{s) + X2XTrJ2(s)Tr2wi{s),

και έτσι ο αριθμητής Numi(s) γράφεται

Numi(s) — (s — rx)(s — r2)C(s). (2.23)

Τότε, από τις εξισώσεις (2.21) και (2.23) παίρνουμε ότι

Φι(«)= 2Ci°)y (2-24)
er — η (s)

Τέλος, αντικαθιστώντας την τιμή της Φχ(0) (από που δίνεται από την Πρόταση 2.1) στην 
συνάρτηση C (s) μπορούμε να δούμε ότι η C(s) = ί (s) + Α\ (s) είναι αληφής. Έτσι, από 

την παραπάνω εξίσωση μαζί με τις εξισώσεις (2.20) και (2.24), παίρνουμε το δεύτερο μέρος 
της εξίσωσης (2.20). 1
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Λήμμα 2.3. Για δ > Ο, ισχύει ότι

2XcF\(ri) -f- Λ[Λι -f- λ2 + 2Λ + 2δ — 2cr2 — λ/ι(ί-χ) ~ A/i(r2)j
-Fi(π) - Fi(r2)

r-i - ri

-À2Fi(ri)Fi(r2) + λιλ2
F2(ri) — F2(r2) _ 2 (Λχ -+- Λ2)<5 Λ2

r2 rlr2
(2.25)

Απόδειξη. Εφόσον οι ρίζες π, r2 > 0 ικανοποιούν την εξίσωση του Lundberg του Λήμματος 
2.2, έχουμε ότι

1 Γ 2

~ Π (cr-j + ~ (λ + λί + 5)J + λχλ2(ΐ - /2(rj))^ *-ί=1

ΑιΑ2

Γ1
3 = 1,2.

Αφαιρώντας κατά μέλη γα j = 1,2 στην παραπάνω εξίσωση και μετά από κάποιους 
αλγεβρικούς υπολογισμούς συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση είναι (2.25) αληθής. I

Τώρα, από το γεγονός ότι για κάποια ολοκληρώσιμη συνάρτηση h ισχύει ότι Trh(s) = 
(TTh(x))(s) = TsTrh( 0), βλέπουμε ότι οι συναρτήσεις ri (s), A (s) και Α\ (s), που 
δίνονται στην Πρόταση 2.2, είναι οι μετασχηματισμοί Laplace κάποιων συναρτήσεων n, A 
και Αι αντίστοιχα, οι οποίες υπολογίζονται εύκολα με αντιστροφή των προαναφερόμενων 
μετασχηματισμών Laplace ως προς s.

Πρόταση 2.3. Για u > 0, κάτω από την υπόθεση ότι η εξίσωση (2.12) είναι αληθής, 
οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu Φ (u), Φι (u) ικανοποιούν τις ακόλουθες ελαττωματικές 
ανανεωτικές εξισώσεις

Φ(«) 

Φι (u)

TTil + f

1 F
l + iio Φΐ (u — x) ζ (x) dx ■

B (u) + Bi (u)
Γ+1

(2.26)

(2.27)

όπου ζ (y) = (1 + ζ) £n (y) είναι σ.π.π., B (y) = (1 + ξ) ^A (y), Bi (y) = (1 + ξ) ^Αχ (y) 
και ξ τέτοιο ώστε = /0°° n(y)dy = 1 - < 1. Επιπλέον, για δ -ο 0+

τότε ξ —> ξο τέτοιο ώστε = 1 — < ^ δεδομένου ότι το περιθώριο
ασφαλείας θ είναι θετικό.

Απόδειξη. Αντιστρέφοντας το μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης Φ(s), στην εξίσωση 
(2.20) ως προς s έχουμε ότι

1 Γ 1Φ(ιι) — ~2 I $(u ~ x)n(x)dx + -^A(u), u> 0. 
c J o c

(2.28)
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Τώρα, θεωρούμε την σ.κ. Z(u) με ουρά Z(u) = 1 — Z(u) η οποία δίνεται από την σχέση 

Z(u) = . Αντιστρέφοντας ως προς s το μετασχηματισμό Laplace, n(s) της

Πρότασης 2.2 και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι J0°° Trfj (s) ds —
/o°° (TrJi*Tr2f2) (x) dx = ■ 1~^\ έχουμε ότι

για j — 1,2 και

f » τι (x) dx — λ 
ir

2Ac.Fi (ri) + λί λ2 + Aj + 2λ + 2<5 — 2cr2 — A/i(ri) — Α/ι(γ2)

.Fi (ri) - Fi (τ2)

T2-n
X2F\(ri)Fi(r2) + λιλ2 F2(n) - F2(r2)

r2 — r 1

crrir2

H τελευταία εξίσωση είναι απόρροια της εξίσωσης (2.25) του Λήμματος 2.3. Επιπλέον, 
ορίζουμε ξ = [(Αχ + λ2)δ + δ2\ΐ\<?τ\τ2 —(Αι -f λ2)δ + δ2], τέτοιο ώστε 1/(1 + ξ) = 

^/o°°n(y)dy και Z(u) = (! + 0^/Γn(y)dy■ Τότε> Ά συνάρτηση ζ{π) = £Z(u) = (1+ξ) Jjn(ii) είναι μία σ.π.π. και από τον ορισμό της συνάρτησης B(y), η ανανεωτική εξίσωση 

(2.28) μπορεί να εκφραστεί σε όρους των ζ(ιι), B(u) και ξ όπως δίνεται στην εξίσωση (2.26), 
η οποία είναι ελαττωματική.

Επίσης, από την (2.24) και το γεγονός ότι C (s) = A (s) + Α\ (s), έχουμε ότι

Φχ(ε)
Â(s) + Αχ (s) 

c2 — n(s)

Αντιστρέφοντας τον παραπάνω Laplace ως προς s παίρνουμε ότι

Φι(μ) = ί Φι{u — x)n(x)dx

από την οποία, όμοια με την μεθοδολογία που ακολουθήθηκε για την (2.26), παίρνουμε την 
ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση (2.27). Τέλος, για δ —> 0+, δοθέντος ri (λ) < τ2(δ), 
έχουμε ότι τι(δ) —> ri(0) = 0, Γ2(0) > 0, και συνεπώς

,. 1 ί ]· à2 ί Αχ + λ2
Ä 1 + ξ ~ Ä (Ρη(δ)τ2(δ) - ër\ (0) r-2 (0) ' (2.29)

Θέτοντας s — τι(δ) στην εξίσωση (2.17) (εξίσωση του Lundberg), παραγωγίζοντας ως προς 
δ και παίρνοντας δ —> 0+, έχουμε ότι r[ (0) = 1/(c — Ami — χ^+\2τη2) και έτσι μπορούμε 
να εκφράσουμε την ri(0) σε όρους του περιθωρίου ασφαλείας , δηλ. τ[ (0) = 1/(θ(\τπ\ + 

m2)). Αντικαθιστώντας το γ((0) στην εξίσωση (2.29), το αποτέλεσμα για την ποσότητα 

1/(1 +ξο) είνοίΐ προφανές. I
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Η λύση των ελαττωματικών ανανεωτικών εξισώσεων (2.26) και (2.27) δίνεται σε όρους 
μιας σύνθετης γεωμετρικής κατανομής. Έτσι ορίζουμε K(u) — 1 - K(u) να είναι η σ.κ. της 
ακόλουθης σύνθετης γεωμετρικής κατανομής

Κ{η) u > 0,

όπου Ζ*η (u) είναι η n-οστή συνέλιξη της δεξιάς ουράς Z (u) = J^° ξ (χ) dx. Τότε, χρησι­

μοποιώντας το Θεώρημα 1.9 μπορούμε να πάρουμε αναλυτικές λύσεις για τις ελαττωματικές 
ανανεωτικές εξισώσεις που δίνονται στις (2.26) και (2.27).

Πρόταση 2.4. Κάτω από την υπόθεση ότι η εξίσωση (2.12) είναι αληθής, τότε για u > 0, 
οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής Φ(ιι) και Φχ(ΐί) που ικανοποιούν τις 
ελαττωματικός ανανεωτικός εξισώσεις (2.26) και (2.27) αντίστοιχα, έχουν την ακόλουθη μορφή

Φ («) = I [ [1 - K (u - z)] dB (χ) + [1 _ K (u)] , (2.30)
ς Jo ξ

Φι (u) = Φ (u) + i Γ [1 - Κ (u - z)l dB1 (X) + [1 - K (u)] . (2.31)
ς Jo ς

Απόδειξη. Η απόδειξη της εξίσωσης (2.30) για την Φ(ω) είναι άμεση απόρροια της εφαρμογής 
του Θεωρήματος 1.9. Όμοια, για την Φι(μ) εφαρμόζοντας το Θεωρήματος 1.9 έχουμε ότι

φι(u) = 7 Γ I1 - - *)]d[BW + (*)] + Β·0) +/ΐ(0·· [1 - K(u)],
ξ 7 ο ς

από την οποία χρησιμοποιώντας την (2.30) παίρνουμε άμεσα την εξίσωση (2.31). I

Από την Πρόταση 2.4, δεδομένου ότι συναρτήσεις B(u) και Bi(u) μπορούν εύκολα να 
υπολογιστούν για διάφορες μορφές της συνάρτησης ποινής w(x,y), έπεται ότι ο υπολογισμός 
των συναρτήσεων Gerber-Shiu μπορεί να γίνει όταν η δεξιά ουρά K (u) είναι γνωστή. Μία 
από τις περιπτώσεις όπου μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά την κατανομή της K(u) 
με δεξιά ουρά K(u) είναι όταν ο μετασχηματισμός Laplace K (s) έχει την μορφή πηλίκου 
πολυωνύμων. Σημειώνουμε ότι η K (s) έχει μορφή πηλίκου πολυωνύμων αν και μόνο αν 
οι μετασχηματισμοί Laplace των σ.π.π. των μεγεθών των αποζημιώσεων, fi (s) και fi (s), 
είναι πηλίκα πολυωνύμων. Σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών 
κλασμάτων μπορούμε να βρούμε έναν αναλυτικό τύπο για τον υπολογισμό της K (u).

Οι Lin και Willmot (1999) (βλ. εξίσωση (2.14) του Θεωρήματος 2.1), έδειξαν ότι η δεξιά 
ουρά της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής K (u) ικανοποιεί την ακόλουθη ελαττωματική
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ανανεωτική εξίσωση

— 1 Γη_ 1 _K (u) = ------ J K (u — x) ζ (x) dx + ------Z (u), u > 0,

1 + ς io 1 + ς
Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης έχουμε ότι

k(s) n(s)
[c2 - n (s)] ’

(2.32)

όπου η (s) δίνεται από την Πρόταση 2.2 και η (s) είναι ο μετασχηματισμός Laplace της 
συνάρτησης η (χ) = /χ°° η (y) dy. Αντικαθιστώντας τη σχέση (2.21) στην εξίσωση (2.32) 
και κάνοντας χρήση του ορισμού της συνάρτησης ^(s), έπεται ότι

K(s)
η (s) (s-n)(s-r2)

ITÌ=1 [cs + A/! (s) — (λ + Ai + i)j — A1A2/2 (s) (2.33)

Τώρα, εφόσον n (s) = Tsn( 0) = TsTon(0) = (Ton(0) — Tsn(0))/s = (n(0) — n(s))/s 
χρησιμοποιώντας ξανά τη σχέση (2.21) και από τον ορισμό της συνάρτησης 7(s), έχουμε ότι

"(*) = ;
.nLl [cs + ^/l (SJ — (λ + Ίί + i)j - λιλ2/2 (s) 2 r

(s - 77) (s - r2) ° 1 + ξ

και έτσι η εξίσωση (2.33) γράφεται ως

nLi 1[cs + λ/i (s) — (λ + Aj + ó)j - AiA2/2 (s) - (s - ri) (s - r2)

|cs + λ/i (s) - (A + Ai + <5)j - λιλ2/2 (s)j
(2.34)

Από την παραπάνω σχέση είναι φανερό ότι όταν οι μετασχηματισμοί Laplace, /1 (s) και f2 (s) 
είναι πηλίκα πολυωνύμων, τότε και ο μετασχηματισμός Laplace K (s) έχει μορφή πηλίκου 
πολυωνύμων. Έτσι, θεωρούμε την περίπτωση όπου τα μεγέθη των αποζημιώσεων και από 
τις δύο κλάσεις ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Αυτό συνεπάγεται ότι ο 
μετασχηματισμός Laplace των σ.π.π. των αποζημιώσεων έχει την ακόλουθη μορφή

7ι (s) = —με Ρη—1 (0) = ρη (0) και f2 (s) = gnt~-1-^, με qm_i (0) = qm (0)(£.35) Pn (^) Qm (S)

όπου Pn-1 (s), Çm—i (s) είναι πολυώνυμα βαθμού η — 1, m — 1 ή μικρότερου ( deg(pn-i) < 
η — 1, deg(qm-1) < m — 1) αντίστοιχα και p„(s), qm(s) είναι πολυώνυμα βαθμού η, τη 
αντίστοιχα.

Έστω Q2n+m-i (s) = 7 [Πία™ (s + Ri) - ï+çPn (s) flrn (s)] ένα πολυώνυμο βαθμού
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2n -f m — 1 (βλ. απόδειξη Θεωρήματος 2.2 ). Επιπλέον ορίζουμε

n+m Ρη ( Rj) Qm ( Rj)

Ri (Rj -Ri)' pI (0) qm (o) i — 1,2..., 2 n + m,

όπου τα —Äj, με %ì(Ri) >0, * = 1,2..., 2n+m, είναι οι ρίζες της εξίσωσης T2n+m+2 (s) = 0, 

με

2
Da„+m+2 (s) = Qm (s) JJ [(cs -λ- Xi- δ)ρη (s) + ΛΡη-χ (s)] - AlA2Çm_l {s) pi (s). 

i=l
(2.36)

Με βάση τα παραπάνω, όταν τα μεγέθη των αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική 
οικογένεια κατανομών η εξίσωση (2.34) γράφεται ως

K(s)
D2n+m+2(s) - ^|(s - ri)(s - r2)pi(s)qm(s)

sD2n+m+2 (^) (2.37)

Θεώρημα 2.2. Έστω ότι οι μετασχηματισμοί Laplace των σ.π.π. fi(s) και f2(s) είναι όπως 
στην εξίσωση (2.35). Τότε

f (s) = - f-2?+m~l(s) .
π£Γ(*+*)

Επιπλέον, αν —Ri, i — 1,2,... 2n + m είναι διαφορετικές μεταξύ τους, τότε

2 n+m

*(«) = Σ
2n+ra

s + Ri
s > 0, και K (u) — ^ c^e u > 0. (2.38)

Απόδειξη. Υποθέτοντας ότι fi (s) = ρ„_ι (s) /ρ„ (s) και /2 (s) = qm-\ (s) /qm (s), τότε από 
το Λήμμα 2.2, έχουμε ότι

0 = 7(s)-AiA2yb(s) = H

i=l

, \ Pn— 1 (s) ! Λ , λ ,
CS + λ------—---------(λ + λ, + ο)Pu (s)

AlA2Çm_l (S) D2n+m+2 (s)

9m (s) P2 (s) qm (s) · 
(2.39)

Σημειώνουμε ότι η συνάρτηση T2n+m+2(s) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 2 η + τη + 2 με 
μεγιστοβάθμιο όρο το c2 και συνεπώς η εξίσωση T>2„+m+2(s) = 0 έχει 2n + m + 2 ρίζες στο 
μιγαδικό επίπεδο. Από το γεγονός ότι γ(s) — AiAi/2(s) = 0 είναι η εξίσωση του Lundberg 
έπεται, από την (2.39), ότι η εξίσωση .D2n+m+2(s) = 0 έχει δύο ακριβώς ρίζες, r\, r2 με 

θετικά πραγματικά μέρη και 2η A τη ρίζες, Ri, με αρνητικά πραγματικά μέρη. Επομένως η
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εξίσωση i?2n+m+2(s) μπορεί να γραφεί ισοδύναμα ως

2 n+mD2n+m+2 (s) = c2 (s - n) (s - r2) (s + Æ») . (2.40)
»=1

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση Ö2n+m+2 (s) στην εξίσωση (2.37) έπεται ότι 

-J? , \ _ Πΐ=1~ {s + Rj) — ϊ+ξΡη (s) qm (s) _ <?2n+m(s)
*π£Γ(*+^) ~*π£ί*" («+**)’

όπου Çhn+m{s) = (s + ^i)-i+jfPn(s)tfm(5)· Από το γεγονός ότι K (s) < oo, για 5 >
0, καθώς επίσης και από το γεγονός ότι το s — 0 είναι ρίζα του παρονομαστή της συνάρτησης 
K (s), είναι φανερό ότι πρέπει να είναι και ρίζα του αριθμητή, δηλ. ζ>2η+τη(0) = 0 απ' όπου 
παίρνουμε ότι = ^ffoi'^öP · Επιπλε°ν> η συνάρτηση Qin+m-i(s) = jQ2n+m(s) είναι 

ένα πολυώνυμο βαθμού 2n + m — 1, και επομένως χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών 
κλασμάτων έχουμε ότι

K(s) Q2n+m-l (s) _ Oj _ ζ?2η+πι-1 {~Rj)ΠΪΓ (s + Ri)~ “ s + Ri’ °H~ (ßj - fl.)' i = 1,2,..., 2n+m,

απ' όπου αντιστρέφοντας τον παραπάνω μετασχηματισμό Laplace ως προς s παίρνουμε άμεσα 
την εξίσωση (2.38). I

2.3 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύ­
νων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος

Όμοια με τη στρατηγική σταθερού μερίσματος που περιγράφηκε στην Ενότητα 1.4.2, σε αυτή 
την ενότητα μελετάμε τη συνάρτηση των Gerber-Shiu για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων 
όταν υιοθετείται μια στρατηγική σταθερού μερίσματος.

Έτσι, η διαδικασία πλεονάσματος (2.1) τώρα τροποποιείται εισάγοντας την ύπαρξη ενός 
σταθερού μερίσματος επιπέδου b > u. Κάτω από την τροποποίηση έχουμε ότι όταν η 
διαδικασία πλεονάσματος φτάνει στο επίπεδο ό, τα ασφάλιστρα c επιστρέφονται πίσω στους 
ασφαλισμένους υπό την μορφή μερίσματος και η διαδικασία πλεονάσματος παραμένει στο 
επίπεδο b μέχρι την εμφάνιση της επόμενης αποζημίωσης.

Έστω t/j, (έ) να είναι η τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος για αυτή την στρατηγική
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σταθερού μερίσματος με αρχικό απόθεμα Ub (0) = u. Τότε έχουμε ότι

dUb{t) =
cdt — dS(t), 
—dS(t),

Ub(t) < b, 
Ub(t) = b,

(2.41)

όπου οι στοχαστική διαδικασία των συνολικών αποζημιώσεων, {S(i)}“0, δίνεται από την 
σχέση (2.2). Επιπλέον ορίζουμε Tb = inf {t > 0 : Ub (ί) < 0} να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας 
κάτω από την ύπαρξη στρατηγικής σταθερού μερίσματος και για κάποια συνάρτηση ποινής 
w : [0, οο) X (0, οο) —> [0, οο) και δ > 0 ορίζουμε

Φδ (u) = Ε (e~6Tbw (U (Tb-), |£7 (Τί)|) 1(T6<oo)|£/î,(0) = wj , 0 < u < b, (2.42)

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο κινδύνου όπως 
ορίσθηκε στην (2.41), όπου U(Tb—) είναι το πλεόνασμα πριν από την χρεοκοπία και \U(Tb)\ 
το έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία κάτω από την παραπάνω προσαρμογή. Επίσης, για τους 
ίδιους λόγους που εξηγήθηκαν στην Ενότητα 2.2, για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων 
ορίζουμε την «βοηθητική» αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής δοθέντος ότι ένας 
εκθετικός χρόνος, από την δεύτερη κλάση έχει ήδη εμφανισθεί (σε αυτά τα σημεία
η διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται), που δίνεται από τη σχέση

ΦΜ (u) = Ε (e-W-Vw (U (Tb-), IU (Tft)|) 1 (τχ«#η = t,Ub(t) = u), 0 <u<b.

(2.43)
Σημειώνουμε ότι για ò —> οο, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu κάτω από την ύπαρξη μιας 
στρατηγικής σταθερού μερίσματος ανάγονται στις αντίστοιχες συναρτήσεις των Gerber-Shiu 
της Ενότητας 2.2 όπου η διαδικασία πλεονάσματος δεν επηρεάζεται από κάποια στρατηγική 
μερισμάτων, δηλ. lim^oo Φ& (u) = Φ (u) και lim^oo Φ^,,ι (u) = Φι (u).

Στο επόμενο θεώρημα δείχνουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu Φ;, και Φ^ι 
ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων.

Θεώρημα 2.3. Για 0 < u < b, οι αναμενόμενέ; προεξοφλ η με νες συναρτήσεις ποινής Φ& (u) 
και ΦΜ (u) ικανοποιούν το ακόλουϋο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

οΦ; (u) = (λ + λι + δ) $b (u) — λ / Φb (u — χ) fi (X) dx — λιΦ^ (u) — Xwι (u),
JO

οφ; ι (u) = (λ + À2 4- δ) Φ&4 (u) - λ / Φ{,51 (u - χ) fl (x) dx - Xwi (u) (2.44)
Jo

-X2 Φδ (ω - χ) Ì2 (χ) dx - X2W2 (u) ,
Jo

με οριακές συνϋήκες
Φί (δ) = 0, Φ'Μ (6) = 0, (2.45)
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όπου Wj (u), για j = 1,2, δίνονται από την ξξίσωση (2.14).

Απόδαξη. Για Ο < u < b, ορίζουμε τις συναρτήσεις

7»

ΰ

Φδ (u — X) fj (X) dx + Wj (u), 

Φδ,ι (u - χ) h (χ) dx + w\ (u).

3 = 1,2,

Θεωρώντας ένα απειροστό χρονικό διάστημα [0, dt] και χρησιμοποιώντας μεθοδολογία όμοια 
με αυτή των Zhang, Li και Yang (2009), για 0 < u < b έχουμε ότι

Φb(u) = (1 - Xdt)(l — Xidt)e 5dt$b(u + cdt) + λχάί(1 — \dt)e (u + cdt)

+Xdt( 1 — Xidt)e~idt+i(u + cdt) + o(dt).

Τώρα, χρησιμοποιώντας από το ανάπτυγμα του Taylor το γεγονός ότι e~m — 1 — ôdt+o(dt), 

παραγοντοποιώντας ως προς τους όρους τάξης dt, παίρνοντας dt —* 0, καθώς επίσης και 
χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η w\(u) είναι μια συνεχής συνάρτηση ως προς u (και συνεπώς 
7ι(μ) είναι συνεχής συνάρτηση του u απ'όπου έπεται ότι 1ΐπι*_ο Ji (u+cdt) = 7i(limd£_*o(u+ 
cdt))), βρίσκουμε την πρώτη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση από το σύστημα (2.44).

Κατά τον ίδιο τρόπο, για 0 < u < b, έχουμε ότι

Φδ,ι(ΐί) = (1 - Xdt)( 1 - X2dt)e~&dt^bì\(u + cdt) + λ<ίέ(1 - X2dt)e~Sdtd(u + cdt)

+X2dt(l - Xdt)e~Sdtrj2(u + cdt) + o(dt). (2.46)

Χρησιμοποιώντας, ξανά, το ανάπτυγμα του Taylor, παίρνοντας dt —> 0 και παρατηρώντας ότι 
η συνάρτηση Wk(u) για k = 1,2 είναι συνεχής ως προς u (και συνεπώς όμοια με την απόδειξη 
της πρώτης εξίσωσης στην (2.44) έχουμε ότι 72 (u) και θ(υ) είναι συνεχείς συναρτήσεις ως 
προς ν), παίρνουμε τη δεύτερη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση του συστήματος (2.44).

Για u = 6, όμοια με την παραπάνω μεθοδολογία, έχουμε ότι

Φ6(ό) - (1 - (λ + X!)dt)e-Sd^b(b) + λιΛβ_ΛβΦΜ(6) + Χάίβ~δΜΊι(ό) + o(dt)

= Φ6(6) - (λ + λι + S)dt$b(b) + λ1ώΦί)ιι(6) -1- Xdt^\(b) + o(dt).

Διαιρώντας με dt και παίρνοντας dt —> 0 έχουμε ότι

—(λι + λ + 5)Φ&(ό) + λι Φ&,ι (&) + λγι (b) = 0.

Τώρα, εφόσον Φ&(ω) είναι συνεχής συνάρτηση στο σημείο u = 6, θέτοντας u — b στην 
εξίσωση (2.44) και συγκρίνοντας την με την παραπάνω εξίσωση έπεται άμεσα η οριακή
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συνθήκη Φ£(ό) = 0.
Όμοια έχουμε ότι

ΦΜ(&) = (1 - (λ + λ2)ώ)β-ωίΦ6ι1(ό) + Xdte-mû(b) + X2dte-ddt^(b) + o{dt) 

= Φό,ι(&) - (λ + λ2 + 5)dt$b,i(b) + Xdtd(b) + X2dt"f2{b) + o(dt),

απ' όπου έπεται ότι

-(λ + λ2 + ό)ΦΜ(6) + Λι9(b) + Λ272(ό) = 0.

Χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της συνάρτησης Φ^ι (it) στο σημείο u — b, θέτοντας u = b 
στην εξίσωση (2.44), και συγκρίνοντας την προκύπτουσα εξίσωση με την τελευταία εξίσωση 
καταλήγουμε στη δεύτερη οριακή συνθήκη, Φ(, 1(6) =0.1

Παρατήρηση 2.3. (ί) Σημειώνουμε ότι η υπόθεση της συνέχειας των συναρτήσεων Wj (u)
για j = 1,2, στο Θεώρημα 2.3 είναι απαραίτητη και εξασφαλίζει ότι οι οριακές συνθήκες 
Φ^ (b) = 0 και Φ^ χ (6) = 0 είναι αληθείς. Σε διαφορετική περίπτωση, από την απόδειξη 
του Θεωρήματος 2.3 φαίνεται ότι τόσο οι οριακές συνθήκες (2.45) όσο και το σύστημα 
των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.44) δεν ισχύουν.

(ii) Για λι,λ2 —> 0, τότε Φ^ = Φ(,μ, και συνεπώς το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων (2.44) ανάγεται στην εξίσωση (1.37) του Πορίσματος 1.5, που είναι η 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για τη συνάρτηση των Gerber-Shiu για το κλασσικό 
μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος.

(iii) Παίρνοντας Λ —> 0 και εφαρμόζοντας την (δια μεθοδολογία όπως και στο (ii) της 
Παρατήρησης 2.2, τότε το σύστημα (2.44) ανάγεται στην εξίσωση

(\· + ό - c J“) Φί> (u) = λι λ2 J Φ& (u — x) /2 (x) dx + X1X2W0 (u),
για 0 < u < 6, που είναι η ολοκληρο-διαφορική (1.34) του Θεωρήματος 1.12 για η = 2.

Η λύση του μη-ομογενούς συστήματος ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.44) με οριακές 
συνθήκες (2.45), εξαρτάται άμεσα από τη λύση του ακόλουθου ομογενούς ολοκληρο-
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συδ (it) — (λ + λι + δ) υδ (u) + Λ / υδ (u - χ) f\ (χ) dx -f λχΐ^χ (it) = 0,
J ο

cv'& ι (u) - (λ + λ2 + δ) vs, 1 (it) + Λ / vs,i (u - χ) fl (χ) dx (2-47)
Jo

διαφορικού συστήματος, ως προς υδ και υδίι για it > 0,

+Α2 Γ vitJo
u — χ) /2 (χ) dx — 0.

Από τη ΰεωρία των διαφορικών εξισώσεων [βλ. Κεφ. 7 των Boyce και DiPrima (2000)] 
έπεται ότι η γενική λύση του ομογενούς συστήματος (2.47) είναι της μορφής

( νδ(ν) \ _ ( vSill (u) \ / νδιΐ2 {u)\ . n
V υδ,ΐ («) / Τ/1 \ νδι2ΐ (u) ) \ 115,22 (ω) ) ’ (2.48)

όπου (ιΐί,ιχ (u) ,υ^ι (w))T και (vg,i2 (u) ,115,22 (u))T, με Τ να συμβολίζει τον ανάστροφο 
διάνυσμα, είναι δύο γραμμικώς ανεξάρτητα λύσεις και η\, Τ}2 σταθεροί αριθμοί. Χωρίς 
βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε τις αρχικές συνόήκες υ^ω(0) = 4(fc=i) για k,l € 
{1,2}. Τότε, κάτω από αυτές τις αρχικές συνθήκες τα διανύσματα (t^n (u), ΙΛ5,12 (u))T 

και (νδι2ΐ (u), νδ^2 (it)) είναι δύο ανεξάρτητα διανύσματα των λύσεων του ομογενούς 
συστήματος (2.47). Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία όπως οι Lu και Li (2009) (βλ. 
επίσης την μεθοδολογία του Κεφ. ) η γενική λύση του μη ομογενούς συστήματος (2.44) 
δίνεται σε όρους μιας μερικής λύσης του συστήματος (2.44) (αυτή είναι η συνάρτηση των 
Gerber-Shiu στο μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων χωρίς την ύπαρξη μερισμάτων) και ενός 
γραμμικού συνδυασμού των λύσεων του ομογενούς συστήματος (2.47), δηλ.

Φ&(«) = Φ (u) + 771 (b) vs,η (u) + τ?2 (δ) υδ12 (u), 0 < u < b,
(2.49)

Φ&,ι («) = Φι (w) + m (δ) νδ2ΐ (w) + V2 (b) υδι22 (u), 0 < u < b,

όπου Φ (u) και Φι (u) είναι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu της Ενότητας 2.2, ενώ οι 
ποσότητες ι?ι (6) = Φ^(0) — Φ(0), % (δ) = Φ&,ι(0) — Φι(0) μπορούν να υπολογιστούν 
από τις οριακές συνόήκες του Θεωρήματος 2.3. Αναλυτικότερα οι η\ (b) = Φί,(Ο) - Φ(0), 
η2 (b) = Φ{,,ι(0) — Φχ(0) αποτελούν λύσεις του ακόλουθου γραμμικού συστήματος

Φ' (δ) + m (δ) νδ11 (6) + % (Ò) υ^12 (6) = 0, δ0
Φί (δ) + ί?ι (δ) ν'δ 21 (δ) + 772 (δ) ν'δ22 (6) = 0.

Εφόσον οι Φ και Φχ είναι γνωστές από την Ενότητα 2.2, από την εξίσωση 2.49 έπεται 
ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu Φ;, και Φι,& μπορούν να υπολογιστούν όταν οι 
(v<5,il (u) ιυί,2ΐ (w))T και (υ^,χ2 (u) ,1^22 (it))T είναι γνωστές. Οι λύσεις του ομογενούς
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VS (s)

ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.47), βρίσκονται μέσω των μετασχηματισμών Laplace 
και των αρχικών συνθηκών vg,ki (0), για kJ G {1,2}.

Έστω vg (s) = /0°° e~sxvg (x) dx και 05,ι (s) = /0°° é~sxvg,\ (χ) dx οι μετασχηματισμοί 

Laplace των υ$ (u) και ι>5,ι (ιι) αντίστοιχα. Παίρνοντας τους μετασχηματισμού Laplace του 
συστήματος (2.47), και λύνοντας το σύστημα που προκύπτει ως προς vg (s) και vgti (s) έχουμε 
ότι

cvg (0) [cs - (λ2 + λ + δ) + λ/ι (s)j - cAi 1/5,1 (0)

Ίδ (s) - Aj X2Î2 (s)

και CVS, 1 (0) [cs - (Al + λ + ό) + λ/ι (s)l - c\2f2 (s) v6 (0)
05,1 (s) = ----------------------------------------------- ------ ----------------------------.

7ì(s)-AiA2/2(s)

Από τις παραπάνω δύο εξισώσεις μπορούμε να υπολογίσουμε τις λύσεις των vg,ki (s) = 
/ο°° e~sxvs,ki ( x)dx, kJ G {1,2}, αφού από την εξίσωση (2.48) δεν είναι δύσκολο να δούμε 
ότι με βάση τις αρχικές συνθήκες vs,κι (0) = l(k=l) ισχύει ότι vs (0) = 771, 1/5,1 (0) = 172, 
vg (s) = vs (0) 05,n (s) + vs,i (0) 05,12 (s), 05,i (s) = vs (0) 05,2i (s) + vs,i (0) 05,22 (s), και 
έτσι έπεται ότι

05,1/ (s) =
cvs,u (0) [es - (λ2 + A + (5) + λ/i (s)j - c\ivs,2i (0)

7δ (s) - AiA2/2 (s)
1= 1,2, (2.51)

vs,21 (s) =
CVS,21 (0) [es - (Al + A + A) + Af[ (s)] - cA2/2 (s) vs,u (0)

75 (s) - AiA2/2(s)
1,2. (2.52)

Στην παρακάτω πρόταση δίνουμε ακριβείς μορφές για τις λύσεις vg,ki (u), kJ G {1,2}, 
στην περίπτωση που τα μεγέθη των αποζημιώσεων και από τις δύο κλάσεις ανήκουν στην 
κλασματική οικογένεια κατανομών.

Πρόταση 2.5. Έστω ότι οι μετασχηματισμοί Laplace των /i(s) και /2(s) είναι της μορφής 
όπως στην εξίσωση (2.35). Τότε οι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις (1/5,11 (u) ,1/5,12 (w))T 
και (yg,2i (u) ,1/5,22 (11))T δίνονται από τη σχέση

2 2 n+m
Vs,kl (u) = aki ω erjU + 5Ζ bkl (*) e~Ki“> v>0, kJ G {1,2} , (2.53)

7=1

μ*

au U) = pi (rj) q™ (rj)
Î(fe=0 [(crj-Kl-A-*) + A^f1] - Kl (0; rj)

CT2 (ri) Πί=1 m (rj + -^i)
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bid (J·) — Pn ( fit) Qm ( fit)

kk=i) - (cfii + Kl + A + S)] - v*kl (0; —R,)

c*i(-Ri) Π^(Λ,-Λί)
yia j = 1,2, i — 1,2,2n + m, και 

\2 , fc = 1
λι ,k — 2

I vki (0;4)
Ax, A: = 1,Z = 2

^Ssf.fc = 2.' = 1 ’
όπου Γχ, Γ2 και — ϋχ, jue 5?(/?χ) > 0, i = 1,2, ...,2η + m eiVai οι ρίζίς της εξίσωσης 
D2n+m+2 (s) = Ο και t2(s) = (s - ri)(s - r2).

Απόδαξη. Από τις εξισώσεις (2.39) και (2.40), έπεται ότι η εξίσωση (2.51) γράφεται 
ισοδύναμα ως

vs,U (s)
Aiι (g) /(?

^)π·:Γ(«+^)’ (2.54)

όπου

Au (δ) = Pn (s) Qm (s) jcu^u (0)
CS — (λ2 + Λ + ό) + λ

Pn-1 (s)
Pn(s)

— cAi Vs,2l (0)

είναι ένα πολυώνυμο βαΌμού 2n + m+1. Εάν οι ρίζες του παρονομαστή της εξίσωσης (2.54)
είναι διαφορετικές μεταξύ τους, τότε χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων 
η vs,u (s) γράφεται ως

2 / ·\ 2τ2.~l-τη , / .\Λ ι αν UJ , bu \ι)

j=l J i= 1
s + Ri

(2.55)

όπου

au (j) =

bu (i) =

Au (rj) !<?
^(rjmt^irj + RiY 

Au{-Ri)!<?
<?rt-Ri)n£i£ti(fii - K)’

3 = 1,2,

i = 1,2,..., 2n + m.

(2.56)

(2.57)

Αντιστρέφοντας την εξίσωση (2.55) ως προς s παίρνουμε άμεσα ότι

2 2n+m
vu(u) = '^/au(j)eriu + öi/(x)e~·^“, u > 0, Z = 1,2. (2.58)

j=l i=l
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Με ανάλογο τρόπο, η εξίσωση (2.52) γράφεται ως

Vi,SI (δ)
Μι (s) /c2

T2(s)Yti”îm(s+Riy
(2.59)

όπου

Ml (s) = Pn {s) qm (s) { CV0:2l (0) (es — λι — λ — Ó) + λ
Pn—1 (s)
Pn(s)

\ Qm-1 (s, ..
CA 2--------TT~VS,

Qm (s)
>11 (0)}

είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 2n + m +1. Εάν οι ρίζες του παρονομαστή της εξίσωσης (2.59) 
είναι διαφορετικές μεταξύ τους, τότε χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, 
η vs,21 (s) δίνεται από τη σχέση

£<5,2; (s)
2

= Σ3=1

α-21 θ') 2n-\-m

+ Σ1=\

hl {Î)
s + Ri

0-21 (j) =

hi (ï) =

Mi (ri) /e2
^(Γί·)Π£Γ(^ + ^)’

A2!(-Rì)/c?

^(--Ri)n|=i-JtiiRi-Ri)

Αντιστρέφοντας ως προς s παίρνουμε άμεσα ότι

3 = 1,2,

i = 1,2, ...,2η + τη.

2 2η+τη
V21 (u) = Σ α2; 0) erj“ + 62; (i) e_ßi“, η > 0, I = 1,2.

j=l i=l

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Τέλος, αντικαθιστώντας στις εξισώσεις (2.56), (2.57), (2.60), (2.61) τις αρχικές συνθήκες 
ν&Μ (0) = l(fc=;), για kJ € {1,2}, από τις εξισώσεις (2.58) και (2.62) παίρνουμε άμεσα τη 
ζητούμενη σχέση (2.53). I

2.4 Ροπές των σωρευτικών μερισμάτων σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τις ροπές των σωρευτικών μερισμάτων για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων της Ενότητας 2.3. Αρχικά ορίζουμε τις ροπογεννήτριες συναρτήσεις των 
σωρευτικών μερισμάτων για το μοντέλο (2.41) και δείχνουμε ότι ικανοποιούν ένα σύστημα 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες. Χρησιμοποιώντας το
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προαναφερόμενο σύστημα και το ανάπτυγμα του Taylor προσδιορίζουμε ένα ομογενές σύστη­
μα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων που ικανοποιούν οι ροπές των σωρευτικών μερισμάτων 
για τη διαδικασία πλεονάσματος (2.41). Τέλος, η λύση του τελευταίου ομογενούς ολοκληρο- 
διαφορικού συστήματος επιτυγχάνεται χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της Ενότητας 2.3. 

Για 0 < a < b και δ > 0, ορίζουμε

rU r
Du,b — / e stdD (t), 0 < a < 6,

J o

να είναι η παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων που καταβάλλονται μέχρι τη στιγμή της 
χρεοκοπίας Tb, όπου D{t) είναι τα σωρευτικά μερίσματα που καταβάλλονται μέχρι το χρόνο 
έ. Ακόμη, ορίζουμε Μ (u, y, 6) τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της τ.μ. Duj, που δίνεται από 
τη σχέση

Μ (a, y, b) = E [eyD“'b | Ub (0) = a] ,

με y τέτοιο ώστε η M(u,y,b) να συγκλίνει. Επιπλέον, "θεωρούμε τη ροπή m-τάξης, τη G Ν, 
της τ.μ. DUib

Wm (u, ò) = E [D™b\Ub (0) = u],

με Wo (u, b) = 1.
Για τους ίδιους λόγους όπως και στην Ενότητα 2.2, ορίζουμε τη ροπογεννήτρια συνάρτηση 

και τη ροπή m-τάξης, τη G Ν, της τ.μ. Du>b δοθέντος ένας εκθετικός χρόνος, {Xji}i>i, από 
τη δεύτερη κλάση κινδύνων έχει ήδη εμφανισθεί. Έτσι, για m G Ν, έχουμε ότι

Μ1 (a, y, b) = E [eyDu'b\Ln = t, Ub (t), - a] , Wm,x (a, 6) = E [D™b\Lu = t, Ub (t) = a] ,

με Wo,i (a, b) — 1. Σημειώνουμε ότι για το αρχικό απόθεμα a ισχύει πάντα ο περιορισμός 
0 < a < ò (διαφορετικά η διαφορά a — b καταβάλλεται ως μέρισμα).

Τέλος, συμβολίζουμε ^ να είναι οι τελεστές των μερικών παραγώγων ως προς a και 

y αντίστοιχα.

Θεώρημ,α 2.4. Για 0 < a < δ, οι ροπογεννήτρια συναρτήσεις Μ (u, y, b) και Μι (u,y,b) 
ικανοποιούν το ακόλουϋο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

(c^ - - (λ + λχ) )Μ (a, y, 6) + λ J M(u-x,y, b) fi (x) dx
+λχΜχ (a, y, 6) + λ [1 — ίχ (a)] = 0, 

(c - by~ - (A + A2))Mx(a, y,b)+X J Μχ (a - x, y, è) /χ (x) dx
+A2 f M (u — x, y, ô) /2 (x) dx + λ [1 - Γχ (a)] + λ2 [1 - Έ2 (a)] = 0, 

Jo

(2.63)
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με οριακές συνθήκες

d_
du

Μ (u, y, b) \u=b = yM (b, y, 6) d_ 
' du Mi [u, y, b) |u=6 = y Mi {b, y, b). (2.64)

Επίσης
lim Μ (u,y,b) = lim Mi (u,y,b) - 1. 

6—► οο ò—> οο
(2.65)

Απόδαξη. Για 0 < u < 6, θεωρούμε ένα απειροστό χρονικό διάστημα [Ο,ώ], επαρκώς μικρό 
έτσι ώστε το πλεόνασμα να μην φτάνει το σημείο b. Όμοια με τους Albrecher, Mercé 
και Marmol (2005), και χρησιμοποιώντας όμοια διαδικασία όπως και στην απόδειξη του 
θεωρήματος 2.3, έχουμε ότι

ye SdtDu+edt,b 1^(0) _ ^ 

,ye-^Du+cdttb |in = t,Ub(dt) = ti)

ru+cdt

M (u,y,b) — (1 — Xdt)(l — Xidt)E ^

*bAiiii(l — Xdt)E (,

(
ru+cdt , .

J E [eye~ Du+cdt~x’b\Ub(0) = u) fi (x) dx

+ f fl (x) dx j + o (dt)
J u+cdt J

— (l — (Ai + A)dt)M(u + cdt, ye~6dt ,b) + X\dtMi(u + cdt, ye~Sdt ,b)

0
 ru+cdt roo \

M(u + cdt - x,ye~Sdt ,b)fi(x) dx + / fi (x) dx ) + o (dt),
0 J u+cdt /

απ' όπου χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, παραγωντοποιώντας ως προς τους όρους 
τάξης dt, διαιρώντας με dt και παίρνοντας dt —* 0, προκύπτει άμεσα το πρώτο μέρος του μη 
ομογενούς συστήματος (2.63).

Κατά την ίδια λογική ακολουθία, όπως παραπάνω έχουμε,

Μι (u, y, b) = (1 — Xdt)( 1 — \2dt)Mi(u + cdt, ye ^dt, b)

ru+cdt(rU+cdt r OC

/ Mi(u + cdt — x,ye~ôdt,b)fi (x) dx + / fi(x)dx 
JO J u+cdt

/ ru+cdt roO+\2dt(l — Xdt) f / M(u +cdt — x,ye~Sdt,b)f2(x) dx + / f2(x)dx 
0 J u+cdt

+o (dt).

Χρησιμοποιώντας, ξανά, το ανάπτυγμα του Taylor, παραγοντοποιώντας ως προς τους όρους 
τάξης dt και παίρνοντας dt 0 παίρνουμε άμεσα τη δεύτερη εξίσωση του συστήματος (2.63).
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Για u = b, έχουμε ότι

Μ (δ, y, b) = (1 - (λι + λ)Λ)Ε (ey{cdt+e~SdtDi-b)\Ub{0) = u) 

+AidiE (ey{cdt+e~MtDb'b)\Ln - t,Ub(dt) = «)

I
]U*(0) = uj fi (X) dx + J fi (x) dx^ + o (dt)

= (1 - (A + Ai)dt) eycdtM(b, ye~m,b) + AidteycdtMi(b, ye~Mt, b)

(ί+Xdt[ / M(b — x,ye Sdt,b)fi{x)dx+ / /i (x) dx) +o (dt),fi (x) dxj

απ' όπου, χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο όπως παραπάνω, προκύπτει ότι

0 = -5y^-M(b,y,b) + [yc-(X + Xi)\M(b,y,b) + XiMi(b,y,b) 
dy

+λ [ M(b-x,y,b)fi(x)dx + X[l-Fi(b)].
J ο

Συγκρίνοντας την παραπάνω εξίσωση με την εξίσωση (2.63) για u = 6, και χρησιμοποιώντας 
το γεγονός ότι η ροπογεννήτρια Μ (ιι, μ, ό) είναι συνεχής στο σημείο u — b παίρνουμε άμεσα 
την οριακή συνθήκη (2.64) για την Μ (u,y,b).

Κατά όμοιο τρόπο, για την οριακή συνθήκη της ροπεγεννήτριας Mj(u, y, b), έχουμε ότι

Μι (b,y,b) = (1-(λ + λ2)dt)eycdtMi(b,ye-Sdt,b)

-f-λ dt 

+À2 dt

tί:

u:
Mi(b — x,ye Sdt,b)fi (x)dx + [1 — Fi (6)]

M(b — x, ye Sdt, b)f2 (x) dx 4- [1 — F2 (5)] ) + o (dt) ,

απ οπού συνεπάγεται οτι

0 = -Sy
dy Mi (b, y, b) + [yc - (λ2 + A)] Mi (b, y,b) + X f Mi(b- x, y, b) fi (x) dx

J 0

rb+A[1-JF\(6)]+A2 / M(b-x,y,b)h(x)dx + X2[l-F2(b)\.
J 0

Συγκρίνοντας την παραπάνω εξίσωση με την εξίσωση (2.63) για u = ό και χρησιμοποιώντας τη 
συνέχεια της Μι (u, y, 6) στο σημείο u = b, παίρνουμε άμεσα την οριακή συνθήκη (2.64) για 
την Mi(u,y,b). Τέλος, οι οριακές συνθήκες (2.65) είναι αληθείς εξ' ορισμού των M(u,y,b) 
και Μι (u, y, 6). I

Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.4 μπορούμε να βρούμε το σύστημα των
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ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων που ικανοποιούν οι m-τάξης ροπές Wm(u, 6) και Wm^(u, b).

Πρόταση 2.6. Για 0 < u < b και m > 1, οι τη-τάξης ροπές των σωρευτικών μερισμάτων 
Wm (u, Ò) και Wm\ (u, b) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

- (δτη + λ + λι)^ Wm (u, b) + X J Wm (u - x, 6) /ι (χ) dx + λχ Wm>i (u, b) = 0,
d \ r- (àm + À2 + λ) 1 WTO;1 (tt, b) + X J Wmii (u - x, b) f\ (x) dx

+Ä2 [ Wm (u - x, b) f2 (x) dx — 0, 
J o

(2.66)

με οριακές συνθήκες

^Wm (u, ò) |u=6 - mWm_i (6,6), ^Wmfl (u, b) |u=6 - m^.u (6,6). (2.67)

Επίσης ισχύει ότι
lim Wm (u, f>) = lim Wm χ (u, 6) = 0.

b—+ oo b—*oo
(2.68)

Απόδειξη. Από το ανάπτυγμα του Taylor για εκθετικές συναρτήσεις έχουμε ότι

J5L y™· ΤΣ „mΜ (u, μ, 6) = 1 + V y— wm (u, b), Μι (u, y, b) = 1 + V (u, 6). (2.69)
z' m z^ m

Έτσι η εξίσωση (2.63) με τη βοήθεια της εξίσωσης (2.69) γίνεται

° - Σ771=1

+λ

d
c~— — ( Òtti -j- Λ ~}~ Λ 
ou

fff
1 m! io

m=l υ

iTm(Ul6)+Ai V^-rWón,! («,6)
TO^l m

Wrn (u — x, b) fi (x) dx,

απ' όπου εξισώνοντας του συντελεστές του ym παίρνουμε άμεσα την πρώτη εξίσωση του 
συστήματος (2.66).

Επίσης, από τις εξισώσεις (2.69) και (2.64) βρίσκουμε ότι

Ty--wnm! du
^ y''*“l,b) \u=b = Σ (u,b) |„=ö,

απ' όπου εξισώνοντας τους συντελεστές του ym παίρνουμε την πρώτη οριακή συνθήκη της 
εξίσωσης (2.67).
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Κατά όμοιο τρόπο, από τις εξισώσεις (2.69) και (2.63) παίρνουμε ότι

απ' όπου εξισώνοντας τους συντελεστές του ym βρίσκουμε τη δεύτερη εξίσωση του 
συστήματος (2.66). Χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η 
δεύτερη οριακή συνθήκη της εξίσωσης (2.67) για την m-τάξης ροπή WTOii (u, b) είναι αληθής. 
Τέλος, η επαλήθευση των οριακών συνθηκών (2.68) είναι εύκολο να γίνει χρησιμοποιώντας 
τις εξισώσεις (2.65) και (2.69). I

Παρατήρηση 2.4. (ΐ) Παίρνοντας Αχ, —> 0, τότε Wm(u,b) = Wm i (u,b) και το
ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (2.66) ανάγεται στην ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (1.45) 
του Πορίσματος 1.8 που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση της m-τάξης ροπής της 
τ.μ. Dufi για το κλασσικό μοντέλο.

(ii) Παίρνοντας λ —> 0 και εφαρμόζοντας την ίδια μεθοδολογία όπως και στο (ii) της 
Παρατήρησης 2.2, τότε το σύστημα (2.66) ανάγεται στην ολοκληροδιαφορική εξίσωση 
(1.43) του Θεωρήματος 1.15 για η = 2 που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση της 
m-τάξης ροπής της τ.μ. Duj, για το ανανεωτικό μοντέλο με γενικευμένους Erlang(2) 
ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων.

Για τη λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.66), θεωρούμε το ακόλουθο 
ομογενές σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων ως προς και j για u > 0,

cv'~ (u) -

με δ = δτη. Από τη μορφή του παραπάνω ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
παρατηρούμε ότι είναι όμοιας μορφής με το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (2.66) και έτσι από 
τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, έπεται ότι η γενική λύση των Wm (μ, b) και Wmj (u, 6) 
δίνεται από τη σχέση

Wm (u, 6) = ηι,m (b) Vj n (u) + (5) Vg12 {u), 0 < u < 6,
Wm, 1 (u, b) = r/x,m (b) v~i 21 (u) +1?2,m (b) ^22 (u), 0 < u < b,

(2.71)
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όπ°υ [^21 (ν),ν~δΆ (u)]T, [ν~&Λ2 (μ) ,^>22 (ω)]τ με i^fe;(0) = l(fe=i) για Μ € {1,2} είναι 

δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.70) με 
7i,ro (b) = W'm(0, b), rj2,m (b) — Wmti(0, b) σταθερούς όρους οι οποίοι υπολογίζονται με βάση 
τις οριακές συνθήκες (2.67), δηλ. ως λύσεις του ακόλουθου γραμμικού συστήματος

7i,m {b) v~ n (b) + η2,m (b) v'~ u (b) = (b, b),

71,ro (b) v'~2l (b) + 72,m (b) f~22 (b) = (b, b).

Εφόσον το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (2.70) έχει ακριβώς την ίδια μορφή με 
το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (2.47) της Ενότητας 2.3 (με δ — δτη αντί του 
δ), έπεται ότι οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις [uj21 (ω) ,υδ 2ί (u)]T, \ν~δ 12 (u), υ~δ 22 (μ)] Τ 

βρίσκονται με βάση το Θεώρημα 2.5 της Ενότητας 2.3, Όέτοντας δ = δτη αντί του δ.

2.5 Ταυτότητα μερισμάτων-ποινής

Οι Gerber, Lin και Yang (2006) έδειξαν, για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου, ότι 
οι ροπές των σωρευτικών μερισμάτων καθώς και οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu με και χωρίς 
την ύπαρξη μερισμάτων, συνδέονται μεταξύ τους σύμφωνα με μια σχέση την οποία ονόμασαν 
«ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» (dividens-penalty indentity). Σε αυτή την ενότητα δείχνουμε 
μια ανάλογη «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων. Θα 
πρέπει να τονισΟεί ότι η απόδειξη της παραπάνω σχέσης στους Gerber, Lin και Yang (2006) 
βασίζεται στο γεγονός ότι στο κλασσικό μοντέλο η διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται για 
κάΌε χρόνο εμφάνισης των κινδύνων. Όμως, στο μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, λόγω της 
υπόθεσης ότι οι χρόνοι εμφάνισης των κινδύνων από τη δεύτερη κλάση είναι κατανεμημένοι 
σύμφωνα με μια γενικευμένη Erlang, η διαδικασία πλεονάσματος δεν ανανεώνεται για κάθε 
χρόνο εμφάνισης των κινδύνων. Έτσι η μεθοδολογία που χρησιμοποιείται για την απόδειξη 
της «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής», στην παρούσα ενότητα είναι διαφορετική από αυτή των 
Gerber, Lin και Yang (2006).

Για την απόδειξη της «ταυτότητας μερισμάτων-ποινής» στηριζόμαστε στις συναρτήσεις 
Gerber-Shiu, για i,j — 1,2, όπως ορίζονται στις εξισώσεις (2.10) και (2.11) της
Ενότητας 2.2. Επιπλέον, θεωρούμε την τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος (2.41) κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος και ορίζουμε

^ò,ii(u) = E ('e~STbw{U(Tb-), |ί/(Τ6)|)ΐ{Τό<οο^)|ί/6(0) = uj , 0 < u < b, i = 1,2,

να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu δοθέντος ότι το μέγεθος της ζημιάς που προκαλεί την 
χρεοκοπία προέρχεται από τη δεύτερη κλάση i = 1,2. Επίσης, ορίζουμε τη συνάρτηση των
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Gerber-Shiu δοθέντος ότι ένας εκθετικός χρόνος, {Ln}i>i, από τη δεύτερη κλάση έχει ήδη 
εμφανιστεί

Φ^(η) = Ε (e~s^w{U(Tb-), \U(Tb)\)l{Tb<0ûj=i)\Ln = t, Ub(t) = u) , 0 < u < b, i = 1,2.

Σημειώνουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής που ορίζονται από 
τις εξισώσεις (2.42) και (2.43), αναλύονται ως $ft(u) — Φ^n(u) + Φ&,2ΐ(«) και <&6,i(u) = 
*&b,niu) + &b,22Ìu) αντίστοιχα για 0 < u < b.

Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή της Ενότητας 2.3, μπορεί να δειχτεί ότι, 
κάτω από την υπόθεση συνέχειας των συναρτήσεων wt(u) στο σημείο u, για ί = 1,2, οι 
συναρτήσεις Φ&,ίi(u) και Φ^ί2 («) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων, για 0 < u < b,

cibili11) = (A + Ai + δ)Φ^η(ιι) - λ ί Φ&,ϋ(ω - x)f1(x)dx - A^b^u) - Awi(u)l(i=1),
Jo

c^ö(“) = (λ + λ2 + ό)Φ6]ί2(ω) - A / <2>6,ö(u - x)fi{x)dx - λ2 / #&,ji(u - x)/2(x)dx
JO JO

- Awi(u)l(i=1) - A2w2(u)l(i=2),

(2.73)

με οριακές συνθήκες
Φ^.(6)=0, i,j = 1,2, (2.74)

Για κάθε i = 1,2, η λύση του παραπάνω μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος, 
εξαρτάται από τη λύση του αντίστοιχου ομογενούς συστήματος (2.47). Έστω v$(u) — 
{vs,ij(u))i j-2 2> 0 < u < οο, να είναι ένας 2x2 πίνακας, του οποίου οι στήλες του 
αποτελούν λύσεις του συστήματος (2.47) με οριακές συνθήκες τ»^(0) = Ι2, όπου Ι2 είναι 
ο 2 X 2 ταυτοτικός πίνακας. Επίσης, έστω Φ*(ω) = (Φίΐ(κ),«?j2(u))T, Ο < u < οο και 

Φ&μ(η) = (Φΐ,ιιι(υ),Φ6ιι2(ω)) , Ο < u < b, για i = 1,2. Για κάθε i — 1,2, οι συναρτήσεις 
των Gerber-Shiu, Φα(ΐί) και Φι2(ιι), ικανοποιούν το ίδιο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων που δίνεται από τη σχέση (2.73) για Ο < u < οο [βλ. εξισώσεις (2.2)-(2.5) 
στους Zhang, Li και Yang (2009)]. Επιπλέον, χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία όπως οι 
Lu και Li (2009), συνεπάγεται ότι η γενική λύση του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού 
συστήματος (2.73) για i = 1,2, δίνεται, σε μορφή πινάκων, από τη σχέση

Sb]i(u) = Si{u) + vs(u)fji(b), 0 < u < b, i = 1,2, (2.75)

όπου το διάνυσμα rji(ò) = Φ^Ο) — Φ,;(0), για i — 1,2 υπολογίζεται με βάση τις οριακές 
συνθήκες (2.74) και την εξίσωση (2.75). Η εξίσωση (2.74) σε μορφή πινάκων γράφεται ως 
Φ'&ί(ό) — 02, για ί = 1,2, όπου 02 είναι ένα 2x1 διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία. Έτσι το
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διάνυσμα fji{b) μπορεί να υπολογιστεί λύνοντας το γραμμικό σύστημα Φ[(ό)+υ'δ(ό) fji(b) = Ö2, 
για i = 1,2. Έτσι έπεται ότι η εξίσωση (2.75) γίνεται

Sb,i{u) = Si{u) - vs(u) [v's(b)]0 < u < b, i = 1,2. (2.76)

Τώρα, θεωρούμε τους 2x2 πίνακες Φ(μ) = (4>i(u),#2(u)) = (Φΐ3(ΐί))^Γί=12 και #ö(u) = 

{Sbti(u),Sb,2{u)) — (&b,ij(u))Jj=l 2- Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (2.76), έπεται ότι η 

ακόλουθη σχέση είναι αληθής

$i(u) = $(u)-t;5(u)[t4(ò)]~V(&), 0 <u <b. (2.77)

Επιπλέον ορίζουμε

Wji(u,6) = E [DU)i,l(j=i)|t/i,(0) = u] , 0 < u < b, i — 1,2,

να είναι η αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία, 
δοθέντος ότι η χρεοκοπία προκαλείται από μια αποζημίωση από την κλάση i — 1,2. Επίσης, 
ορίζουμε την αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία, 
δοθέντος ότι η χρεοκοπία προκαλείται από μια αποζημίωση από την κλάση i = 1,2 και ότι 
ένας εκθετικός χρόνος {Ι/α}ί>ι από τη δεύτερη κλάση έχει ήδη εμφανισθεί

Wa(u,b) = Ε [DU'bl(j=i)\Ln = t, Ub(t) = ii] , 0 < u < b, i = 1,2.

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες παρούσες αξίες των 
σωρευτικών μερισμάτων W\(u,b) και b) (που ορίσθηκαν στην Ενότητα 2.4) μπορούν
να γραφούν ως Wi(u,b) = Wn(u,b) + W2\(u,b) και i(ti, ò) = Wi2(u, b) + W22{u,6). 
Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης των Θεωρημάτων 2.4 και 2.6 
της Ενότητας 2.4 μπορεί να δειχθεί ότι οι Wn(u,b) και Wi2(u,b) ικανοποιούν το ακόλουθο 
ολοκληρο-διαφορικό σύστημα, για 7 = 1,2 και 0 < u < 6,

cW'ix(u, b) — (λ + λι + ô)Wi\(u, b) + λ ί Wn(u — x,b)fi(x)dx + XiWi2{u,b) = 0,
Jo

2(ω, è) - (Λ + λ2 + S)Wi2(u, b) + Λ f Wi2(u - x, b),fi(x)dx
J 0

+λ2 / Wn(u - x, b)f2(x)dx = 0,
Jo

cW'

(2.78)

με οριακές συνθήκες
d_

du
Wiji^b) u=b i)’

i,j = 1,2. (2.79)
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Έστω Wi(u,b) = (Wi\(u, b), W^u, ό))Τ, για Ο < u < b και i = 1,2. Τότε, όμοια με τη 

μεθοδολογία της Ενότητας 6 των Lu και Li (2009) [βλ. επίσης και την μεθοδολογία του 
Κεφ. ], έπεται ότι η γενική λύση του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικου συστήματος (2.78) για 
i — 1,2 δίνεται από τη σχέση

Wi(ti, ft) = vÄ(u)Wi(0, ft), 0 < u < ft, i = 1,2, (2.80)

όπου το διάνυσμα Wj(0, b) για i = 1,2 υπολογίζεται με βάση τις οριακές συνθήκες (2.79) και 
την εξίσωση (2.80). Η εξίσωση (2.79) σε μορφή πινάκων δίνεται από την σχέση W'(ò, 6) = ez, 
για * = 1,2, όπου e* είναι η i-στη στήλη ενός 2x2 ταυτοτικού πίνακα Ι2· Έτσι, από την 
εξίσωση (2.80) συνεπάγεται ότι

Wj(u, ò) = vg(u) [υ^(6)] 1e,, 0<u<b, i = l,2. (2-81)

Τώρα, θεωρώντας τον 2x2 πίνακα W (u, b) = (Wj(u, b), Wî(u, 6)) = (Wÿ(u, 6))Τ·=1 2 και 

χρησιμοποιώντας την εξίσωση (2.81) έχουμε ότι

W(ti,ò) = «ί(«) [«*(&)] _1(ei>e2) = vs(u) [^(ό)]_1Ι2 = vs(u) [v's(b)](2.82)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2.77) και (2.82), παίρνουμε την «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» 
όπως δίνεται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.5. Για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, όταν οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης 
των κινδύνων από τη δεύτερη κλάση ακολουθούν τη γενικευμενη Erlang(2) κατανομή, η 
ακόλουθη «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» είναι αληθής,

Φ&(μ) = Φ(ω) - W (u, 0)Φ'(6), 0 < u < b, (2.83)

με Wj(u), για j = 1,2, όπως δίνονται από την εξίσωση (2.14), και είναι συνεχείς συναρτήσεις 

ως προς u.

2.6 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύ­
νων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων

Στο κεφάλαιο αυτό θεωρούμε το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, της Ενότητας 2.1, κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων, γενικεύοντας τις Ενότητες 2.2 και 
2.3.

Αρχικά εισάγουμε το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, όταν τα ασφάλιστρα που 
εισπράττονται είναι συνάρτηση του αρχικού απο'θεματικού u. Κάτω από αυτή την υπόθεση
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δείχνουμε πως οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων. Ειδική περίπτωση της παραπάνω επέκτασης αποτελεί το μοντέλο 
με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων. Τότε, από 
τα παραπάνω σύστημα παίρνουμε το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων που 
ικανοποιούν οι συναρτήσεις Gerber-Shiu για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από 
την στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων. Στην συνέχεια μετασχηματίζουμε κατάλληλα το 
παραπάνω σύστημα και δείχνουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής 
ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις οι οποίες λύνονται αναδρομικά.

Έστω {U(t)}t>ο η διαδικασία πλεονάσματος κατά την χρονική στιγμή t, η οποία δίνεται 
από την σχέση

dU{t) = c(U(t))dt - dS(t), t > 0, (2.84)

όπου u = U(0) το αρχικό απόθεμα και c(U(t)) το ασφάλιστρο (ο ρυθμός είσπραξης 
ασφαλίστρου) κατά τον χρόνο ί, με c(x) μία θετική πραγματική συνάρτηση τέτοια ώστε 
Jq[c(x)}~1 dx < οο, για £ > 0 και /“[c(x)]_1cîx = οο. Επιπλέον, η στοχαστική διαδικασία 
των σωρευτικών αποζημιώσεων {S (£)}“0 είναι ακριβώς η ίδια με αυτή της Ενότητας 2.1, 
όπως δίνεται στην σχέση (2.2).

Έστω Τ = inf {t > 0 : U(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας και για δ > 0 ορίζουμε

<f>(u) = E(e-STw(U(T-),\U(T)\)lÌT<oo)\U(0) = uj, u>0, (2.85)

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο (2.84), όπου Τ, 
U(T—), |ί/(Τ)| και w : [Ο,οο) x (Ο,οο) —> [Ο,οο) έχουν την ίδιο ορισμό και ερμηνεία όπως 
στον Ορισμό 1.6.

Επίσης για τους ίδιους λόγους που εξηγήθηκαν στην Ενότητα 2.2, ορίζουμε την αναμενό­
μενη προξοφλημένη συνάρτηση ποινής δοθέντος ότι ένας εκθετικός χρόνος, {Τα}ί=ι,2, από 
την δεύτερη κλάση κινδύνων έχει ήδη εμφανισθεί, και δίνεται από τη σχέση

φχ(η) = Ε (U (Τ-),\U (Τ)|) 1(Τ<οο) |ί7(ί) = u , Lu = ί) . (2.86)

Στο επόμενο θεώρημα δείχνουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu φ(ιι) και φι(ιι) 
ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων.

Θεώρημα 2.6. Για u > 0, edy η συνάρτηση c(u) el'ναι διαφορίσιμη ωρ προς u, roue 
οι συναρτήσζκ; των Gerber-Shiu, φ(υ) και φ\ (u) ικανοποιούν το ακόλουϋο σύστημα των
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ολοκληρο-διαφορικών ζξισώσξων

ο{ν)φ'{υ) — —\χφι(ν) + (λ + λι + δ)φ{υ) — λ / φ(τι — x)fi(x)dx — Αι<;ι(ϊχ),
Jo

ο{ν)φι(υ) = —λ2 / φ(υ, - x)f2{x)dx — \2W2{u) + (Λ + λ2 + δ)φι(υ.) (2.87)
Jo

— λ / φι(ιι — x)f\(x)dx — Xwi(u)
Jo

όπου Wj(x), j — 1,2, δίνονται από την εξίσωση (2.14).

Απόδειξη. Έστω Μ — W\ ATn. Τότε δεσμεύοντας ως προς ενδεχόμενα {Μ = t,M = Tu} 
και {Μ — t,M = Wi} και το αντίστοιχο μέγεθος της ζημιάς, για u > 0 έχουμε ότι

φ{υ)
ΓΟΟ
/ e~stF(M = t,M = Lufa(U(t))dt

Jo
Γ°° « / ruiJ)

+ J e~stF(M = t,M = Wi) ij φ{υ{£) - x)h{x)dx 

+ [ w{U{t),x — U{t))fi{x)dx\dt.
JU(t) )

Εφόσον, P(M = W{) = P(Wi < Ln) = P(M = Ln) = P(Wi > Lu) = και

P{M > t\M = Wi) = P(M > t\M = Tn) = η παραπάνω εξίσωση γράφεται ως

ΓΟΟ ΓΟΟ
φ(η)= / Aie~(A+Al+<5)Vi(^(i))^+ / Ae~<A+Al+l5)i£i {U{t))dt, (2.88)

Jo Jo

όπου ξ](η) = φ{η — x)fj(x)dx + wj(u), j = 1,2. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η 

U(t) είναι μια αύξουσα και διαφορίσιμη συνάρτηση, μπορούμε να κάνουμε αλλαγή μεταβλητής 
s = U{t) στην εξίσωση (2.88). Εφόσον dU(t) = c(U(i))dt και £7(0) = u συνεπάγεται ότι 
ds = c(s)dt και ότι t= f* [c(a:)]_1 dx, και συνεπώς έχουμε ότι

φ(η) = Αι Γ ε-^+λ^ΙΜ]~1άχφ1(3)[φ)Γ1 ds
Ju

+λ fe-^^r^r^s) [c(s)]-lds.

Παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς u βρίσκουμε την πρώτη ολοκλκρο-διαφορική 
εξίσωση του συστήματος (2.87) για την φ{υ).

Έστω Z — W\ Λ Lu- Τότε, δεσμεύοντας ως προς τα ενδεχόμενα {Ζ = έ, Z — L^} και
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{Z — t, Z = Wi} και το αντίστοιχο μέγεθος της ζημιάς, έχουμε ότι για u > 0

ΦιΗ
rU(t)

roo■ / w(U(t),x - U(t))f2{x)dx

J U (t)

J e~StP(Z = t, Z = L12) (J 4>{u- x)h(x)dx

r°° u ( Mt)
+ J e~StŸ(Z = t,Z = Wi)ij φι(η-

rOO+ / w(U(t),x — U(t))fi(x)dx 
JU(t)

x)fi(x)dx

= λ2 f°° e-(X+X2+s]^2(U(t))dt + A f e~{X+X2+s)^{U{t))dt, (2
J o Jo

89)

όπου μ(υ) = JJ1 </>i(u — x)f\{x)dx + w\(u). Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής s — U(t) στην 
εξίσωση (2.89) παίρνουμε ότι

φχ{υ) λ2

+λ

Γ e—(λ+λ2+<5) /“[c(x)l ^(s) [c(s)]-1 ds 
J U

-(λ+λ2+<ΐ)/„“[φ)]"1ώμ(5) [c(s)]-1 ds.L

Παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς u παίρνουμε άμεσα την δεύτερη ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση του συστήματος (2.87) για την φι(υ). I

Τώρα, όμοια με την Ενότητα 1.4.4 [βλ. επίσης Albrecher και Hantinger (2007), Lin και 
Sendova (2007), Yang και Zhang (2007)], -θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων με η-επίπεδα, 0 = 6ο < h < ... < θ„_ι < bn = οο. Υποθέτουμε ότι τα 
ασφάλιστρα εισπράττονται με ρυθμό όταν το πλεόνασμα βρίσκεται μεταξύ δύο διαδοχικών 
επιπέδων χ και fcj, i = 1,... ,η. Κάτω από αυτή την υπόθεση η διαδικασία πλεονάσματος 
(2.84) τροποποιείται σε i/b(t), η οποία δίνεται από τη σχέση

dUt,{i) = Cidi — dS(t), ói-i < Ut,(t) < bi, i = l,...,n, (2.90)

όπου οι σωρευτικές αποζημιώσεις, S(t), δίνονται από τη σχέση (2.2). Επίσης, υποθέτουμε, για 
i = 1,... ,τι, ότι α > Χτηι + [Αι Α2/(Ai + A2)]m2 που συνεπάγεται τη ύπαρξη ενός περιθωρίου 
ασφαλείας θί, τέτοιο ώστε 1/(1 4- θί) = [Ami + AiA2m2/(Ai +A2)]/cj. Επιπλέον, για την 
διαδικασία πλεονάσματος (2.90) ορίζουμε Tb = inf{ΐ > 0 : t/b(i) < 0} να είναι ο χρόνος 
χρεοκοπίας και για 5 > 0

*(«;b) = (e-«Mt/b(Tb-, |t/(Tb)|)l(Tb<oo)|t/b(0) = η) ,
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να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για την διαδικασία πλεονάσματος
(2.90) κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων. Επίσης, για τους 
ίδιους λόγους που αναφέρθηκαν στην Ενότητα 2.2, ορίζουμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη 
συνάρτηση ποινής, δοθέντος ότι ένα εκθετικός χρόνος, Lu, i — 1,2, από την δεύτερη κλάση 
έχει εμφανιστεί, και δίνεται από τη σχέση

Φι(η;b) - (e-Ä(T‘>-t)u,(l/b(Tb-I|^(Tb)|)l(rb<oo)|C/b(i) - u,Ln = t) -

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.6, μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι οι συναρτήσεις 
των Gerber-Shiu, φ(υ,, b) και φ\{η, b), ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων όπως δίνεται από το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 2.7. Για < u < bi και i — 1,2,..., η, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ(μ, b) 
και Φι(ιι, b) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

Cj0'(u;b) = — Ai01(u;b) + (λ + λι + ô)ç!>(u;b) — λ ί φξυ, — x,b)f\(x)dxJo
— Xw\(u),

ru (2.91)

Cj^i^b) = -λ2 / φ(υ, - x;b)f2(x)dx - \2W2(u) + (λ +\2 + δ)φ1('ΐι·^)Jo
fU— λ / φι(η — x-,b)fi(x)dx — Xivi(u),

Jo

με οριακές συνθήκες

Cj+i lim <//(u;b) = Cj lim φ'(ιι;b), Ci+1 lim φ[(ιι;b) = q lim ^(usb), (2.92)
u—fbi+ u—>bi— u—>bi+ u->bi~

όπου uij(u) για j = 1,2 δίνονται από την εξίσωση (2.14).

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας, με βάση την υπόθεση για την στρατηγική πολλαπλών μερισμά­
των, c(u) = Ci όταν ό,_ι < t/b(i) < bi στο Θεώρημα 2.6, παίρνουμε άμεσα το σύστημα των 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.91). Για τις οριακές συνθήκες (2.92), από την μορφή 
των εξισώσεων (2.88) και (2.89), παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις φ(η; b) και Φι(ιι; b), είναι 
συνεχείς ως προς u. Έτσι, κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων, 
οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ{μ·, b) και </»1(u;b) είναι συνεχείς ως προς u, ακόμη και 
στα σημεία όπου u = 6j, i = 1,..., η. Επιπλέον, οι συναρτήσεις φ(u; b) και φι{η·, b) δεν είναι 
διαφορίσιμες στα σημεία bi, αλλά σε στα αυτά υπάρχουν τα πλευρικά όρια της αριστερής και 
δεξιάς παραγώγου, αντίστοιχα. Τότε, από το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων
(2.91) και την συνέχεια των συναρτήσεων φ(η, b) και φi(u, b) στα σημεία bi, έχουμε ότι οι 
οριακές συνθήκες (2.92) είναι αληθείς. I
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Η ύπαρξη της δεξιάς παραγωγού των συναρτήσεων φ(η\ b) και φ1 (u; b) μας επιτρέπει να 
ορίσουμε το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.91) για κάθε u, τέτοιο ώστε να 
οι συναρτήσεις </>(u; b) και Φι(η; b) να είναι παραγωγίσιμες από δεξιά. Έτσι, στο Θεώρημα 2.7 
αντικαθιστούμε τους περιορισμούς του αρχικού κεφαλαίου σε κάθε επίπεδο από ό,_ι < u < bi 
σε bi-1 < u < bi σε i = 1,..., η. Συνεπώς, για τους παραγώγους των συναρτήσεων 0'(u; b) 
και φ'ι(η·, b) στην εξίσωση (2.91) στα σημεία u — bi, i — 1,... ,n — 1, υποθέτουμε ότι είναι 
παράγωγοι από δεξιά.

Παρατήρηση 2.5. (i) Για Αχ, λ2 —» 0, τότε φ(ιι,ό) = Φι(ιι, b) και το ολοκληρο-
διαφορικό σύστημα (2.91) ανάγεται στην ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (1.50) του 
Πορίσματος 1.9 που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο.

(ii) Παίρνοντας λ —► 0 και εφαρμόζοντας την ίδια μεθοδολογία όπως και στο (ii) της 
Παρατήρησης 2.2, τότε το σύστημα (2.91) ανάγεται στην ολοκληροδιαφορική εξίσωση 
(1.48) του Θεωρήματος 1.16 για η = 2 που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση για 
το ανανεωτικό μοντέλο με γενικευμένους Erlang(2) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των 
κινδύνων.

Για την ανάλυση του συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.91), χρειαζό­
μαστε πρώτα τα παρακάτω βοηθητικά αποτελέσματα.

Ανακαλώντας την γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων χωρίς την ύπαρξη κάποιας στρατηγικής μερισμάτων [βλ. Λήμμα 2.2] παίρνουμε το 
παρακάτω αποτέλεσμα για την γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερών μερισμάτων.

Λήμ,μια 2.4. Για δ > 0, η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο (2.90) δίνεται 
από τη σχέση

ii{s) = \l\2h{s), i = 1,2,... ,τι, (2.93)

με li{s) — [<γε + λ/ι(ε) — (λ + λχ + θ)] [<γε + λ/ι(δ) — (λ+ λ2 + θ)]. Για κάθε ί — 1,2,... ,η, 

η εξίσωση (2.93) έχει ακριβώς δύο δετικές ρίζες , ru(ó) και Γ2,(<5), με τχβδ) φ τ2ί(δ).

Συμβολίζοντας την μικρότερη εκ των δύο ριζών με Γχί(<5), τότε έχουμε ότι limä_o Πί(ό) =
0. Στο εξής θα συμβολίζουμε τις ρίζες της εξίσωσης (2.93), Τβ(ι5) ξ rß, j = 1,2, i =
1, ... ,71.

Επίσης, για την ανάλυση του συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.91) 
ορίζουμε τους τελεστές

Si 

^1, i

AÎ2 ,i

ΓΤ2 Τ = Tr2i-Tru 
1Γ/=ι ±Γα rii-r2i >
^e,Trii + λ(λ + À2 + <5 — Cir2i — λ/ι(τΊ,))§ί,

T-{cir2i + A/i(r2i) - λ - λχ - λ2 - <5)§i, 
λι
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για i = 1,2, ...,η, με Tr να είναι ο τελεστής που δίνεται από τον Ορισμό 1.8. Επίσης 
υποθέτουμε ότι TrkiWj(u) < οο, (και συνεπώς SiWj(u) < οο), i = 1,... ,n, k,j — 1,2.

Τώρα, όμοια με την μεθοδολογία των Lin και Sendova (2007), για το κλασσικό 
μοντέλο της θεωρίας κινδύνου [βλ. επίσης Yang και Zhang (2007), για το ανανεωτικό 
μοντέλο της θεωρίας κινδύνου] στο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.91), 
«χαλαρώνουμε» τον περιορισμό ίη_ι < u < bi σε Ιη_ι < u και ορίζουμε Φ,(ιι) και Φι,ί(ω) 
(με Tr^i(bi~i) < οο, Τν-^ίΦι,*(&*—ι) < οο) να ικανοποιούν το παρακάτω σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων, για i = 1,... ,η και u > h-χ,

ru-bi-1
0έΦ/(η) = -λιΦχ,^η) + (λ + λι + <5)Φί(η) - λ / Φ,(ιι - x)fx(x)dx

Jo
Γ— λ / φ(η — x)fi(x)dx — u > bi-χ

Ju-bi-i

Ci&x^u) — -λ2 f Φi(u - x)f2(x)dx - X2 [ 4>{u - x)Î2{x)dx (2-94)
J o Ju-bi-i

\2W2(u) + (λ + \2 + ό)Φΐ,ί(η) - Xwi(u
Lt—Ôj —1

■f Φι,ί(« — x)fx{x)dx — λ rJ u—i>i_l
φχ (u — x)fi(x)dx.

Τότε, η λύση του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.91), με οριακές 
συνθήκες (2.92), εξαρτάται άμεσα από τον υπολογισμό των συναρτήσεων Φ.,(ιι) και Φι^η), 
που αποτελούν λύσεις του συστήματος (2.94), καθώς επίσης και από τη λύση του ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος, για i — 1,..., η

Jru-Oi-1' Vi(u

ο
ru-Ui-1 ru-

Cìv[ i(u) + λ2 / Vi(u - x)h{x)dx + λ /
J 0 J 0

CiVi(u) — (λ + λι + Ô)vi(u) + λ 

rU—b

x)fi(x)dx 4- X\Vi ti(u) = 0,

n-1
Vi:i(u — x)f\{x)dx 

- (λ + λ2 + S)vxti(u) = 0,

(2.95)

Όμοια με τη μεθοδολογία της Ενότητας 2.3 έχουμε ότι η γενική λύση του ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.95) έχει την ακόλουθη μορφή

Ι ΐ'Ι,.ί») ) V I·',.21 iti) / Vi,n(u) A\ Vi,22 (u) J ’ u > bi-ι, (2.96)

όπου [oi,ii(n),Oii2i(«)]T και [νί,ηίν),Vi,22(u)]J είναι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις 

του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.95) και Αγι, λ^2 σταθεροί αριθμοί. 
Ο υπολογισμός των [ηγη(ι/,), u^ißu)]1 και [oìii2(m),Wi,22(u)]T εξαρτάται άμεσα από την
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επιλογή των αρχικών συνθηκών για τις vitki(u), î = 1,... ,n, A:,Z G {1,2}. Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας θεωρούμε τις αρχικές συνθήκες Vitki(,h-1) = * = 1,- · ■ ,η, k,l G {1,2}.
Τότε, είναι εύκολο να δούμε ότι κάτω από αυτές τις αρχικές συνθήκες οι [t'i,ii(u),f»,2i(w)]T 
και [vi^2{u), Vi'22(u)}T είναι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις. Τότε από τη θεωρία των 
διαφορικών εξισώσεων [βλ. επίσης και την μεθοδολογία της Ενότητας 2.3], η γενική λύση 
του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.91), δίνεται από τη σχέση, για 
i = 1,... ,η,

Φ{η\ b) = Φί(ιι) + rn,iVitu(u) + ì?ì,2Uì,i2(u), òx_i < u < òit 
Φι(η· b) = Φχ,ί(τι) + %ινΐι2ι (u) + τ?χ,2(ό)ιη,22 (u), h-ί <u<bi,

(2.97)

όπου Φχ(χχ) και Φχμ(α) είναι όι λύσεις του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(2.94) και η,μ, η,ι2 σταθεροί όροι οι οποίοι υπολογίζονται με βάση τις οριακές συνθήκες της 
εξίσωσης (2.92). Σημειώνουμε ότι οι συναρτήσεις Φχ(α) και Φι,ι(τι) είναι οι αναμενόμενες 
προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων χωρίς την 
ύπαρξη κάποιας μερισματικής στρατηγικής, οι οποίες μελετήθηκαν στην Ενότητα 2.2. Από τα 
παραπάνω είναι φανερό ότι χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τόσο τις συναρτήσεις Φ,(w) και 
Φι,ί(ΐΐ) όσο και τις γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις [wì,ii(u),wì,2i(u)]t και [fi,i2(tt),Ui)22(ii)]T. 

Ξεκινώντας λοιπόν από τον υπολογισμό των Φ^χχ) και Φχ;χ(α) στη συνέχεια θα δείξουμε, 
χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Laplace, ότι οι Φί(ΐί) και Φι,ί(ιι) ικανοποιούν 
κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις οι λύσεις των οποίων προκύπτουν από το 
Θεώρημα 1.9.

Χρησιμοποιώντας την αλλαγή μεταβλητής y = u-όχ-ι και Qi(y) = Qi(u — bi~χ) = Φχ(τι), 
= Qi,i(u ~ h-i) = Φχ,i(u) το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (2.94) 

γίνεται, για y > 0, i — 1,... ,η,

CiQ'iiv) = -AiQi,i(y) + (λ + λχ + ô)Qi(y) - λ [ Qi(y - x)f1(x)dx - Λ (y),
J o

CiQi,i(y) = f Qi{y — a)/2(x)<ix + (λ + λ2 + ó)Q\ìi(y) (2.98)
Jo

- λ / Qi,i(y - x)fi(x)dx - Ahi(y),
Jo

όπου Ai(y) = λ/^1“1 φ{χ)fi{y+bi^i-x)dx+Xwi{y+bi-i) και Αχ,χ(μ) = λ2 /0bi_1 <^(:r)/2(r1- 

bi-i - x)dx + λ2W2ÌV + bi-ι) + λ /0&ΐ_1 φι(χ)/ι(ν + ίη_χ - x)dx + Xwi(y + 6*_χ).

Επιπλέον, για3?(5) > 0, ορίζουμε Qi(s) = /0°° e~syQi(y)dy, = /0°° e~syQiti(y)dy,
A-i(s) = /o°° e~syAi(y)dy1 και Ax^s) = /0°° e~sy A\)i{y)dy να είναι οι μετασχηματισμοί 

Laplace των συναρτήσεων Qi(y), Qi,i(y), Ai(y) και A\^{y), αντίστοιχα, όπου από την μορφή
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των Ai(y) και A\^{y) έχουμε ότι

Λ [bi-1
Ai{s) = λ <f>(x)Tsfi(bi-i - x)dx + ATswi(bi-i),

J ο
Λ fbi—1
^4i,i(s) = λ2 / <j>{x)T3h{bi-x - x)dx + X2TsW2(bi-1)

J o
fbi-1

+λ / 4>i(x)Tsfi{bi_i - x)dx + XTswi(bi-i).
Jo

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο εξισώσεις της σχέσης (2.98) και λύνοντας 
το σύστημα που προκύπτει ως προς Qi{s) και Qi,i(s) έχουμε ότι, για i = 1,... ,η

ρ ί_\ h8 - (λ + λ2 + δ) + \fi(s)][ciQi(0) - Λ(β)] - AifcjQi^O) - Âlti(s)] 
s] — j

£i(s) - λιλ2/2(δ)
Pi , \ [ciS - (A + Al + δ) + A/i(*)][ciÇi,i(0) - M^s)} - A2/2(s)[cî<?î(0) - Λ (s)]
(JΛ î'(5) = ------------------------------------------------------ ^------------------------------------------ -

ii{s) — AxA2/2(s)

(2.99)

Για να ολοκληρώσουμε την λύση των Qi(s) και Qiti(s) της εξίσωσης (2.99), πρέπει να 
υπολογίσουμε τις αρχικές τιμές Qi(0), <3ι,ί(0). Από το γεγονός ότι Tr~4>j(i>i~i) < οο, 
Trji$i,i{bi-i) < οο, έπεται ότι Qi{rß) < οο, Qi,i{rji) < οο, j = 1,2. Έτσι, για 3ft(s) > 0, 
ρίζες της γενικευμένης εξίσωσης του Lundberg, m και Γ-χ, είναι επίσης και ρίζες του αριθμητή 
της Qi(s) στην (2.99), δηλ. ισχύει ότι

[cirji - (Λ + λ2 + δ) + A/Ì(tj»)][cì<3ì(0) - Âi(rji)] - Αχ [ciQiti(0) - Ä^rß)} =0, j = 1,2.

(2.100)

Λύνοντας το παραπάνω γραμμικό σύστημα ως προς Qi(0), Qi,i(0), παίρνουμε ότι για

i = 1,... ,η

, . Tr2iAi{ü) λχδίΑιμ(Ο) — [εχτχχ + (λ + λ2 + δ) + A/x(rii)]SjAi(0)

~cì + α(α-λ 8,/ι(0)) ^ ’ (2101)
. . [ciT2i — (λ + ^2 + δ) + Xfi(r2i)][ciQi(0) — Ai(r%i)] + XiAiti(r2i)

Qhi(0) =---------------------------------------- Γ7 ■ ·

Επιπλέον, από τον ορισμό των τελεστών ΤΓ είναι εύκολο να δούμε ότι για £ = 

οι ακόλουθες σχέσεις είναι αληθείς

ΠUTrjMs) = Xfo1”1 <K*yr> (nU^i) Mb-1 - χ)άχ + λΤ* (nUTra) w1(^-0.

1,2 , fc = 1 
2 ,Jfc = 2 ’
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και

ΠU Trahis) = λ2 J^1 Φ(χ)Τ3 (nU Trß) h(k-i ~ x)dx 

+λ Jo Φ\{χ)Τ3 (au TTji) h(bi-i - x)dx 

+A2T5 (UUTrji) + AT, (ΠUTra) Mh-i)·

Χρησιμοποιώντας της δύο τελευταίες σχέσεις έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Πρόταση 2.7. Για 5R(s) > 0 οι μετασχηματισμοί Laplace, Qi(s) και Qij(s), που δίνονται 
στην εξίσωση (2.101), ικανοποιούν τις ακόλουθες εξισώσεις

Qi(s) Gj(s)
Ci2 -ni(s)’

Qi,i(s) = Qi{s) +
Ghi(s) 

d2 -rii(s)’ (2.102)

ûi(s) = 2\ciTruJi(s) + A ((λι + λ2 + 2A + 2δ) - 2ACjr2i -\J\(ru) - Xfi{r2iŸj S;/i(s) 

-A2Triih(s)Tr2ih(s) - X1X2§ J2(s),

Gj(s) = CiTruAi(s) 4- (λ 4- λ2 + 8 — CiT2i — A/i(rij)j SiAi(s) 4- AiSj-Ai^s) + A\ciQi(0) 

-Âi{r2i)]£>ifi(s) - XTriifi(s)Tr2iÂi(s),

και

Gi,i(s) = ci (TriiÀlti(s) - TriiÂlti(s)) - λ2 (l - f2(ru)) Mi(s) - ATrii/i(s) (τΤ2ίΑφ)

-Tr2iÂiti{s)^ + λ2Triif2(s)Tr2iÂi(s) + (ciQj(O) - Λ(Γ2ί)) + A/i(r2i)

—(A 4- Ai + A2 4- <5))Sj/i(s) — A2Sj/2(s)^ 4- (λ 4- δ — cir2i — A/i(rn)^ (SìXi,ì(s)

-§l4lli,(s)j .

Απόδειξη. Εφόσον οι μετασχηματισμοί Laplace, Qi(s) και Qi,i(s), της εξίσωσης (2.99) έχουν 
την ίδια μορφή με αυτή των μετασχηματισμών Laplace των εξισώσεων (2.18) και (2.19) της 
Ενότητας 2.2, το ζητούμενο αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 2.2. I

Τώρα, προκειμένου να δείξουμε ότι οι Φι(η) και Φιμ(τι) ικανοποιούν κάποιες ε­
λαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις, χρειαζόμαστε να αντιστρέφουμε (ως προς s) τους 
μετασχηματισμούς Laplace Qi(s) και Qi,i(s) της Πρότασης 2.7. Επιπλέον, από την μορφή
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των μετασχηματισμών Laplace στην εξίσωση (2.102) είναι φανερό ότι για να αντιστρέφουμε 
τις συναρτήσεις Qi(s) και Ql:ï(s) αρκεί να βρούμε τους αντίστροφους μετασχηματισμούς 
Laplace των συναρτήσεων Gj(s), Gi,j(s) και rii(s).

Σημειώνουμε ότι για μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση f(x) και για £ όπως ορίσθηκε 
παραπάνω, ισχύει ότι

Ts (nUTr»f) (6-l) = l°°e~Sy (nUTrjj) (y + bi-l)dy,

Επιπλέον, για δύο ολοκληρώσιμες συναρτήσεις fi(x) και /2(χ), ισχύει ότι

J fi(x)Ts (rij=fcTrjifì^ (bi-i)dx = e~sy /i(x) (rij=fc ^4/2) (y+bi-X-x)dxdy.

Τότε, είναι εύκολο να δούμε ότι οι αντίστροφοι μετασχηματισμοί Laplace των παραπάνω 
συναρτήσεων δίνονται από τις σχέσεις

(Ts (nî=Æ/) (òi-i)) = ΠU^Jiy + bi-i), (2-103)

και

ilo fï^Ts (nj=fcTrjih) (bi-i)dx^ = J h(x) Trjtf2) {y+bi-i~x)dx.

(2.104)
Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (2.103) - (2.104), είναι πλέον εύκολο να υπολογίσουμε τον 
αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης Gj(s), όπου αφού πρώτα παραγονοποι- 
ήσουμε ως προς τους όρους φ(ι/; b) και ^i(a;b), δίνεται από τη σχέση

Gi(y)
Ci2

όπου

rh-1
ι 0(x;b)Zi!j(y + òi_i,x)dx +

rfy-1
/ ç!>1(x;b)Z2;i(y + 6i_1,x)dx + ^i(y + ôi_1),

Jo
(2.105)

Zk,i{u’x) = zk,i(u’x) + Xzk’*(bt ^ §j/i(it - bi-ι), k = 1,2,
c - Aòj/j (0)

Zi(u,x) = Zi(u,x) + §./] (a - fy-i),
c - Aòjji(O)

με

zitj(u,x) = -^2 (Mi,ì/i(u - x) + AiA2Sif2{u - x) - A2Tr-2i/1(6i_1 - x)S,/i(it - 6j_i)
Cj V
“λ2 I Tr2i h{u-x- z)Trii h (z)dzj,
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Z2,i(u,x) = ^Y$ifi(u-x),
Ci

Zi(u) = ^2 + Xi§i(\2w2(u) + \wi(u)) - X2Tr2iwi(bi-i)Sifi(u - bi-i)

~χ2 JQ Tr2iwi{u- z)Tnifi{z)dz^j.

Ακόμη, με όμοιο τρόπο, ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης Gi^(s), 
αφού πρώτα παραγονοποιήσουμε ως προς τους όρους &(u; b) και φι («; b), δίνεται από τη 
σχέση

Gu(y)
rh-1 μ- 1/ φ(χ·,\ί)Ηιίί{ΐ)+όί-1,χ)άχ+ <t>i(x-,b)H2ii{y+bi-1,x)dx+Hi(y+bi-i), 

Jo Jo
(2.106)

Λ-1

hjçjyUjX) -j- \Q r fr\\ 1)> ^
C— AòjJi(O)

fi,(u) = + jüa&ferl'-i) γ..ΜΑ(" - AA
i-ASi/,(0)

με

hi,i(u,x) = ^2 ^(-^-Μι,ί - A2Si)/2(îi-a;) + (A2A^(rii)Sj-Mi,i)/i(u-a:)

+ f Ôî_1 [2>2ΐ/ι(^ - X - z) (λ2λTrii/2(z) + A2Tril/!(z))

Jo
-AA2Tr2i/2(u - a: - z)Trii/i(z)] dz - A(M2)i/i(tt - 6*_ι) - A2SJ2(u - bj-i)) 
xTr2ih(bi-i -x)^,

:.<(«,*) = ^2 ~ AA2Si)/i(w -x) - λ2 J Tr2ifi{u-x-z)Trufi{z)dz^J,

hi(u) = ~2 ({jM-i,i - \2Si)w2(u) - \\2(l - f2(rii))SiWi - X(M2,ifi(u-bi-i)

-A2§i/2(u-bi_i))Tr2iw2(bi_1) + λλ2 ί V (-1 )vTr2iWj{u - z)Jo v=ljfr

Trlifv{z)dz].

%

Επομένως αντιστρέφοντας ως προς s τους μετασχηματισμούς Laplace, Q,(s) και Qi,i(s), της
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εξίσωσης (2.102), καταλήγουμε στις ακόλουθες δύο ανανεωτικές εξισώσεις

Qi(y) = [ Qi{y - χί^φ-άχ +
Jo Ci

Gi(y)

Qi,
i(y) = [ Qi,i{y - χ)Τ^φ-άχ +

JO Ci

nj(x) J , G»(y) + Gi,i(y)

(2.107)

(2.108)

όπου Gi(y) και Gi^y) δίνονται από τις εξισώσεις (2.105) και (2.106) αντίστοιχα, ενώ

m(u) = 2XciTrufi(u) + λ^λχ + λ2 + 2λ + 2δ - 2\cìt2ì - Xfi(ru) ~ A/i(r2j)JSifi(u) 

—X2(Triifi *Tr2ifi)(u) + AiÀ2§ì/2(u)·

Τώρα, κάνοντας ξανά αλλαγή μεταβλητής y = u — bi-χ, Qi(y) = Qì(m — 6-ι) = Φ2(«), 
Qlij(y) = Qiti(« — 6j_i) = Φι(<(«), από τις εξισώσεις (2.107), (2.108) βρίσκουμε εύκολα ότι

fu-bi-i
Φ,(ΐί) = / $i{u-x)ni(x)lcidx + Gi{u-bi-i)/ci,

Jo
çu-bi-i

Φι,ί(ιχ) = / ^iti(u-x)ni{x)/ci'1dx + {Gi{u-bi-i)-\-Giti{u~bi-i))/ci1.
Jo

Τέλος, χρησιμοποιώντας την Πρόταση 2.3 της Ενότητας 2.2 έχουμε το παρακάτω Θεώρημα.

Θεώρημα 2.8. Για u > bi-1 και ί = 1,...,η, οι συναρτήσεις Φ,(τι) και Φχ,ί(ω) ικανοποιούν 
τις ακόλουθες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις

Φ i(u)

Φχ,ί(«)

JL ru-bi-l
1 + 6 Jo

1 ru~bi-i
1 + 6 io

Φ*(« - χ)ηi(x)dx + 1 + Bi(u),

Φι,i(u - x)li{x)dx + i (Biti(u) + Bi(u))J- ί S i

(2.109)

(2.110)

όπου 7i(u) = (1 + 6)n*(u)/ej2, eiVai μία σ.π.π., Bj(u) = (1 + Ci)G,(u — 6j_i)/cj2, 
l?i,i(iO = (1 + £i)Gi,i(u - bi-i)/ci2 και & reno ώστς 1/(1 + &) = /0°° 2Tj(x)ci2dx = 

1 — < 1· Επιπλέον για δ —> 0+, rare ξί —> ξιβ τέτοιο ώστε ξ^ο =
1 - 6[λ(λ2 + λι)τηι + A2Aim2]/(c2r2i(0)); δοθέντος ότι το περιθώριο ασφαλείας θτ είναι 

θετικό.

Η λύση των ελαττωματικών ανανεωτικών εξισώσεων (2.10θ)-(2.110) δίνεται σε όρους μιας 
σύνθετης γεωμετρικής κατανομής. Έτσι για i = 1,... ,n ορίζουμε την σύνθετη γεωμετρική 

κατανομή

Ki(x) = 1 - Ki(x) = 1 - χ > 0,
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όπου Γ*”(χ) είναι η δεξιά ουρά της n-στής συνέλιξης της σ.κ. Γί(χ) = 1-Γί(χ) = Jq ηi{y)dy.

Θεώρημα 2.9. Για u > bi-χ και i = I,... ,n, οι συναρτήσεις Φί(ιζ) και Φ\,ί(ιι) που 
ικανοποιούν τις ελαττωματικές ανανεωτικές (2.109) και (2.110) αντίστοιχα, δίνονται από τις 
σχέσεις

ΦίΜ - \ Γ hl~l Bi(u-x)dKi{x) + -^—Bi(u), (2.111)

ξί Jo 1 + ξί

Φι,<(«) - Φι(«) + |·Γ ^ Bu(u-x)dKi{x) + -±—Blii(u). (2.112)
ςϊ Jo 1 + si

Απόδειξη. Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής y — u — bi-1 > 0 στις εξισώσεις (2.109), (2.110) 
κα εφαρμόζοντας το Θεώρημα 1.9 έχουμε ότι

1 [y 1Qi(y) = Τ / + Vi - x)dKi(x) + ———Bi(y + 6j_i),
ς» Jo 1 + si

1 Z'2' 1Qi,i(y) = Qi(y)+Tl B1:i(y + bi-χ - x)dKi(x) + ■ ■ ■ Bi'i(y + bi-i),
Çi Jo 1 + Si

απ' όπου χρησιμοποιώντας, ξανά, την αλλαγή μεταβλητής y — u — bi-\ > 0 παίρνουμε το 
ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Από το θεώρημα 2.9, είναι φανερό ότι εφόσον οι συναρτήσεις Bi(u) και Β\^(υ) μπορούν 
να υπολογιστούν για διάφορες μορφές των συναρτήσεων ποινής w(x,y), έπεται ότι ο 
υπολογισμός των <£>j(w) και Φι,ί(τι) εξαρτάται άμεσα από τον υπολογισμό της σ.κ. Ki(u). Μία 
από τις περιπτώσεις όπου μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά την σ.κ. Α)(υ), είναι όταν ο 
μετασχηματισμός Laplace Ki(s) έχει την μορφή ενός πηλίκου πολυωνύμων. Σημειώνουμε ότι 
η Ki{s) έχει μορφή πηλίκου πολυωνύμων στην περίπτωση όπου οι μετασχηματισμοί Laplace 
του μεγέθους των αποζημιώσεων /i(s) και /2(s) ανήκουν στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών.

Τότε, υποθέτοντας ότι τα μεγέθη των αποζημιώσεων και για τις δύο κλάσεις ανήκουν στην 
κλασματική οικογένεια κατανομών με μετασχηματισμούς Laplace, /i(s) και fzis) όπως στην 
εξίσωση (2.35) και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.2 της Ενότητας 2.2, η σ.κ. της σύνθετης 
γεωμετρικής κατανομής, Kj(u), δίνεται από την την σχέση

2n+m
Ki(x) = l-Ki(x) = l- Σ ajiie-R^, X > 0, (2.113)

3-1

105



όπου

^l,i^2,i · - · R-2n+m,i Pni Rj,i)Qm{Rj,i)
3,1 Rj,i - Rk,i P2n(0)qm(0)

με —Rj'i, j = 1,2,..., 2n + m να είναι οι αρνητικές ρίζες της εξίσωσης

, j = 1,2,... ,2η + τη,

Qm(s) JJ [{as - λ - Afe - S)pn(s) + Apn_i(s)] - AiA2gm_i(s)p^(s) = 0. (2.114)

Έχοντας υπολογίσει την σ.κ. Ki{x), i = 1 ,.,.,η, από τις εξισώσεις (2.109) και (2.110) 
μπορούμε να βρούμε έναν αναλυτικό τύπο υπολογισμού των Φ*(«) και Φ],(ΐί). Επομένως 
από την εξίσωση (2.97), είναι φανερό ότι για τον υπολογισμό των συναρτήσεων των Gerber- 
Shiu, φ(ιι; b) και ψ(η; b), χρειαζόμαστε τον υπολογισμό των γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων 
[vi,n{u),Vit2i{u)]T και [t>i,i2(w),Ui,22(w)]T> που γίνεται ακολούθως.

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής, y = u - 6»_ι και x,-(y) = x*(u - ftj-i) = Vi(u), Xi,i(y) - 
Xi,i(u — bi-i) — viti(u) y > 0, i — 1,..., η, το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (2.95) 
γίνεται

Γa Xi {y) - (λ + Ai + S)xi{y) + λ / Xi {y - x)fi(x)dx + Ax xiti(y) = 0,
J o

fyaXiAy) +A2 / Xi{y-x)f2{x)dx + A
Jo

- (λ + λ2 + ό)χι,ί(μ) =0,

/ Xi,i(y - x)h{x)dx (2.115)

όπου, από την Ενότητα 2.3, η γενική λύση του παραπάνω ομογενούς συστήματος δίνεται από 
τη σχέση

Xi{y) 
xi,» (y) = Vi,!

Xi,u (y)
Xi,2i (y) + yi,2

Xi,i2 (y) 
Xi,22 (y)

y > o. (2.116)

Επιπλέον, ανακαλώντας τις οριακές συνθήκες των [θί,π(Μ),υί,2ι(«)]Τ, [ο*, 12(11),ο«,:22(«)]Τ, 

είναι φανερό ότι χ,·^(0) = l(fc=^), k, ί — 1,2, i = 1,2,... ,η, απ' όπου μπορούμε εύκολα 
να διαπιστώσουμε ότι οι λύσεις [χγηΟ/),Xij2i(y)] , [χ*,ΐ2(y).Χ*,22(ΐ/)] είναι γραμμικά 
ανεξάρτητες.

Λόγω του γεγονότος ότι η μορφή του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(2.115) είναι ακριβώς ίδια με αυτή του ομογενούς ολοκηρο-διαφορικού συτήματος (2.47) 
της Ενότητας 2.3, χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα της Πρότασης 2.5 μπορούμε εύκολα 
να προσδιορίσουμε τις ανεξάρτητες λύσεις [Xi,ii(3/),Xi,2i(y)]T, [Xi,i2(y):Xi,22(y)]T κοί1 

συνεπώς αλλάζοντας την μεταβλητή να πάρουμε ένα αναλυτικό τύπο υπολογισμού των 
[uj,il(it),Oi,2ΐ(u)]T και [uì,i2(m),i’ì,22('u)]T) όπως δίνονται από την παρακάτω πρόταση.
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Πρόταση 2.8. Εάν οι μετασχηματισμοί Laplace, /i(s) και f\(s), των μεγεθών των 
αποζημιώσεων για τις δύο κλάσεις, έχουν μορφή πηλίκου πολυωνύμων όπως στην εξίσωση 
(2.35), τόνε οι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις [υ,',χχ(υ), Vj,2i(w)]T και [vj,i2(w), Wì,22(w)] Τ, 

για i = 1,..., η, δίνονται από τη σχέση

2 2n+m
Vi,kt («) = Σ «Μ U) erii{“-6i-l) + Σ bkt Ü) e-W'-h*-'), u > *_χ, (2.117)J=1 3=1

για k,£ G {1,2}, μς

o-hl (i) = Pn (rji) Qm (rji;
Pxx(rji) j

c»ri,2 (rü) ntr (*■*»+ ------------ ,7 = 1,2,

frfcl! (*) — Pn ( Rji) 4m ( Rj
l(*=0 + Kl + A + δ) A,kl (pi—îi Rji)

c*'r*,2( -Rj») FI](Rfci -Rji)

όπου

Ata —
λ2 , k = 1 
Ax , k = 2

Αχ ,fc = 1,^ = 2
,k = 2,ί — 1

με ru, ru και —Rji, i = 1,2,..., 2n + m, va είναι οι ρίζες της εξίσωσης (2.114) και Tipis) — 
(s - m){s - ru).

Απόδειξη. Από τη μορφή του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.115) και την Πρόταση 2.5 
παίρνουμε άμεσα ότι, για k, ί € {1,2},

2 2π+ττι

Xi,ht (y) = Σ nLkt (j) erjiV + Σ h,kl Ü) e~Riiy, u > όχ_χ,
j=l j=l

απ' όπου αλλάζοντας την μεταβλητή y = u — 6χ_χ και ανακαλώντας ότι Xi{y) — Xi{u — 6χ-χ) = 

Vi{u), Xi,i(y) = Χι,i{u — òj_x) = υχ,χ(ίΐ) παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Έτσι, βρίσκοντας από το Θεώρημα 2.9 και την Πρόταση 2.8 τις ποσότητες τις Φ,(χι), 
Φιμ(υ), [υγχχ(υ), υγ2ΐ(υ)]Τ, [υγΐ2(«),·υγ22(υ)]Τ και αντικαθιστώντας αυτές στην εξίσωση 

(2.97) μπορούμε πλέον να υπολογίσουμε τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής 
<j>(u] b) και ó(u;b).

Επιπλέον, από το Θεώρημα 2.9 παρατηρούμε ότι ο υπολογισμός των Φ,(η) και Φχ)χ(η) 
μεταξύ των επιπέδων [òj-χ,ό,) δίνεται σε όρους των συναρτήσεων Bi(u) και B\p{u), οι 
οποίες από μπορούν να υπολογιστούν από τις εξισώσεις (2.105)-(2.106). Από την μορφή 
των εξισώσεων (2.105)-(2.106) είναι φανερό ότι ο υπολογισμός των Bi{u), Bij(u) και
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συνεπώς ο υπολογισμός των Φi(u) και Φι,ί(ΐχ) βασίζεται στην γνώση των συναρτήσεων 
Gerber-Shiu φ(η; b) και φχ(υ.; b) σε όλα τα προηγούμενα επίπεδα, δήλ. στα διαστήματα 
[0,6ι), [όι, bz),..., [bn~2, bn-1), όπως φαίνεται και από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.9. Για u > ό2_χ και i = 1,... ,η, οι Φ,(ϊζ) και Φι^(ιζ) δίνονται από τις- σχέσεις

rbi-i rbi-i
Φί(ω) = / φίυ-,^τηι^υ,^^ + / φΧ^\\ί)τη2,ί{υ,,ν)(Ιν+ mi(u), (2.118)

J ο J ο
çbi-1 Λ-ι

Φΐ,*(«) = Φ»(«)+ / ^(ÿ;b)^i,i(u,y)dî/+ / <£i(y; b)/i2,i(u,2/)dy + μ*(·
υο υο

(2.119)

1 -μ £ fit-bi-1

mkti{u,y) = 2 / Zkti(u-x,y)dKi(x) + Zkti(u,y), k = 1,2,
ζί υο

m,i(u) 1 + 6 Jru-bi 

0
z?i(ti — x)dKi(x) + Zj(u),

9k,i{u,y) 1 + 6 /■u-Ò2_i
/ Hi(u — x,y)dKi(x) + Hi(u,y), k = 1,2,

Jo
ru-bi-i
I Hi(u — x)dKi{x) + Hi(u).

Jo
μ2(ιι) =

1 + 6 Γ_ί,ί_1

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (2.105)-(2.106) στις εξισώσεις (2.111)-(2.112) και 
χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Foubini για την εναλλαγή ολοκληρωμάτων παίρνουμε άμεσα 
το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Επιπλέον, από τη μορφή των εξισώσεων (2.118) και (2.119) είναι φανερό ότι ο υπολογισμός 
των Φ,(ιι) και Φιμ(ΐί) γίνεται αναδρομικά, στηριζόμενοι στον υπολογισμό των συναρτήσεων 
Gerber-Shiu, φ(υ.; b) και ψ(ιι; b) σε όλα τα προηγούμενα επίπεδα, ξεκινώντας από από το 
επίπεδο foi, δηλ. από τις Φχ(υ) = toi(u) και Φι,ι(ω) = Φι(η) + Pi(u) = mi(u) + Pi{u). 
Επιπλέον από την εξίσωση (2.97) παρατηρούμε ότι για τον υπολογισμό των συναρτήσεων 
Gerber-Shiu φ(υ,\ b) και φ{υς b), (μετά το επίπεδο b{) είναι απαραίτητος ο υπολογισμός των 
συντελεστών, η^ι και η^, όπως φαίνεται και από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.10. Για u > òj-i, και i — 1,2,.,.,η οι συναρτήσεις Φ,(υ,) και Φιμ(ιι), που 
αποτελούν τις λύσεις του μη ομογενούς ολοκληρο-διαψορικού συστήματος (2.94), δίνονται από
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nç σχέσεις

(2.120)
<i>i(u) = Li(u) + Y^l + nk,2Li,kMu)

fc=l '
Φι,ί(η) = $i(u) + Ai(tt) + Y^rìk,iK,k,i(u) + 0k,2Ai,k,2(u)^j > (2.121)

Li(u) — τηι-i
'w+£/:( Lk(y)mi'i(u,y) + {Lk(y) + Afc(y))m2,i(u,y)^dy, 

A i{u) = μ%(ν) + ir. (^Lk(y)ß i,i(u,y) + (Tfc(y) + Afc(y))M2ii(ii,y)^dy,

και yia j = 1,2,

Li,k,j(u) = [ (vk,ij(y)mhi(u,y)+ vk,2j(y)m2,i(u,y)

Jbk-1 \
dy

i-i /-6,

+ Σi/=/c+l
rbk

Lv,k,j{y)miti(u,y) + (LVtkj(y) + A„ikj(y))m.2,i(u,y) )dy,

K,k,j(u) = f (vk,ij(y)ßi,i(u,y) +vk,2j(y)y2,i(u,y)
Jbk. 1 V

dy

-l r6„

+ Σλv=fc+l

Lv,kj(y)ni,i(u’y) + iLv,k,j(y) + AvXj(y))ß2,i(u,y) )dy.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά. Για i — 1 είναι φανερό ότι οι εξισώσεις (2.120)- 
(2.121) είναι αληθείς. Τώρα, υποθέτουμε ότι οι εξισώσεις (2.120)-(2.121) είναι αληθείς για 
1 < i < ΐ/ και θα αποδείξουμε ότι είναι επίσης αληθείς για i = ν + 1.

Από τις εξισώσεις (2.118) και (2.97), έπεται ότι

ΓΟμ rbvΦη-ι(«) = / <t>(y,b)mi,v+i(u,y)dy+ / 4>i(y; b)m2)i,+i(u, y)dy + mHi(u)
J o J o

v fbi v rbi= rn„+i(u) + Y'J (frfatymi^+iiUiy^y + Y^ «Ai (y; b)m2,„+i(u, y)dy 

i= 1 t=l ■'k-i
= m„+i(it) + si: ^i(y) + 7i,iUi,n(y) + ?7i,2fi,i2(y)^ mi]1/+i(u, y)dy
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v rbi " 2 çbi
m^+i(u) + ^ / Φi{y)mιtt/+ι{u,y)dy +'^rh,l'22 / vi}jl(y)mjiV+i(u,y)dy 

i=i Jbi-1 i=1 ί=1 Λί-Ι

y ^ rbi v ^ ^ ^ rbi
+ Σ / $u(y)TO2,n-iK y)dy + j: m,2 Ύ] / Vij2{y)mjil/+i(u,y)dy, (2.122) 

t=l ■'k-1 i=l j=l ^6i_1

+ ^$i,i(y) + Vi,i^i,2i{y) + Vi,2Vi,22(y)Sjrn2,v+i(u,y)dy

Επιπλέον χρησιμοποιώντας την υπόθεση της επαγωγής, για 1 < ί < ν, ισχύει ότι

Φί(κ) = L£(u) + 52(^,iL£,ic,i(u) + Vk,2Le,k,2Ìu)) >

απ οπού παίρνουμε οτι 

rbe" Λβ£ " Ι-Οί22 / $<(y)mi^+i(w,y)d2/ = ζ2 Le(y)Tni,v+i(u,y)
£=1 *'^-ι £=1 Jbi-i

+ΣΣΣ%ά / I*,kj(y)mi.i'+i(U)y)dy

ί=1 fc=l J=1
* Λ

= 2^ / ^(y)"u,«/+i(w,y)
£_ι Λ/«ι

ί/—1 ι/ 2^ Α Γθ£+ Χ^ Σ / Le,k,j(y)mhv+i{u,y)dy.
k=1 £=*:+! j=l •'*’<-1

(2.123)

Με όμοιο τρόπο, για 1 < £ < η, έχουμε ότι

/ $i,«(y)m2,^+i(u.y)% = Σ ί i^tiv) + Li(y))mi,v+i(u,û—l J bi-1 Jbi-x
y)

” ( μ 2 ^ rbi
+ 22 Σ / (^e.kjiy) + Letkj(y))rri2,li+i(u,y)dy.

k=ie=k+ij=i Jbt-ì-
(2.124)

Τώρα, εφόσον ισχύει ότι Y2k=v+\ ' ~ 0> τότε στις εξισώσεις (2.123)-(2.124) είναι φανερό ότι 
μπορούμε να αντικαταστήσουμε στο δεύτερο άθροισμα τα όρια 1<λ<^—1με1<Α;<ζ/.
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Συνεπώς, αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (2.123) και (2.124) στην (2.122) παίρνουμε ότι

$ν+ι(ω) =
τη„+ι(υ) + έ£,( Le{y)mitU+i{u, y) + (Ae(y) -f- Le(y))m2,v+i(y)^dy

v”' ( fbk fbf'
+ zlvk,i( / Wfc,n(i/)mi^+i(u,y) + 2_, / Lejkp{y)TniiU+i(u,y)dy

k=1 ^=fc+l
rA- " ' rbe

4- / Ufc,2i(j/)m2,i/+i(w, 2/) + / (Aw(y) + -i'i,fc,i(3/))TOV+iK2/)dy

Vk,i2{y)mx<v+i{u,y) + i Llikfi{y)mitV+i{u,y)dy
k=l \Jbk-1 £=dfe+l*'ft«-l£=fc+l ‘ 

bef°k v-> f°£■ yk,22(y)m2,v+i{u, y) + 2^ / (Aw(y) + Lt,k,2(y))
dbk-1 i=A:+l ‘^-l

m2tV+i(u,y)dy

— Σ[/-(-χ('Ιΐ) + ^ ^ ( Vk,l(ΐί) + TjkfiLu+X'kfiiy') jj

απ' όπου προκύπτει ότι η εξίσωση (2.120) είναι αληθής για i — ν + 1. Χρησιμοποιώντας 
ακριβώς την ίδια μεθοδολογία μπορούμε να δείξουμε ότι η εξίσωση (2.121) είναι επίσης αληθής 
για i = V + 1. I

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2.120)-(2.121) της Πρότασης 2.10 και την εξίσωση (2.97) 
έπεται ότι οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, φ(η\ b) και ^i(u;b), μπορούν να υπολογιστούν με 
βάση το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 2.10. Για όχ_ι < u < bi και i = 1,2,... ,η, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, 
φ(υ:, b) και φ\ (u; b), υπολογίζονται από τις σχέσεις

0(u; b) =
i—1 2 2

Li(u) + ^ ^ ^ VkjLj'k,j(u) 4" ^htpyjpj(y)> 

fc=l j=1 i=l
(2.125)

i-1 2 2
Φι(η·, b) = Ai(u) + ^^VkjAi^jiu) + ^î7ijt>i>2j(u). (2.126)

fc=ij=i j=i

Τέλος, δείχνουμε τον τρόπο υπολογισμού των σταθερών όρων ηìj για i = 1,2= 
1,2. Αρχικά παρατηρούμε ότι ηημ — ηη<2 = 0. Επιπλέον, ανακλώντας τις οριακές συνθήκες
(2.92) του Θεωρήματος 2.7 και τις αρχικές συνθήκες ) — 1μ=^)> h, ί G {1,2,}, i —
1,2,... ,η, των γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων [ui,n(u),i;ii21(w)] , [vi,l2{u),Vi,22{u)] , οι 

σταθεροί όροι pij μπορούν να υπολογιστούν αναδρομικά ως λύσεις του παρακάτω γραμμικού

111



συστήματος

°τη ί L'm(bm) + j(^"ΐ) + J]] rìm,jv'rn ij{brn) j — Cm+1 ( i„+i(Óm)
' fc=l J=1 J=1 ' '

τη 2 2 -V
+ΣΣ Tlkd^‘m+l,fc,j(^m) + y~^ Thn+l,jvm+l.lj(bm) J i (2.127)

fc=l j'=l J=1 '

( 771—1 2 772—1 2^m(brn) + Tìk,jLm k j(bm) + Lm(bm) + rlk,jA-m.k.i(bm)

fc=l j=l k=l j=l
2 \ / 772 2

+ ^ rìm,jV'm 2j(bm) j = Crn+1 ί L(„+1 (Òm) + ^ ^ 77kj'^'m+l,fcj(^") "*■ ^m+l.kj^m) 

J=1 ' ' fc=l j=l
m2 2

+ y~! VkJ^'m+l.k.ii^m) + ^I/m+l,3um+l,2j(^
k=lj=l j=l

(2.128)

Παράδειγμα 2.1 (Ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας). Έστω 
5 > 0 και w(x,y) = 1. Τότε, οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, <p{u;b) και ^>1(u;b), γίνονται 
E(e~ÄTbl(Tb<oo)|^b(0) = u) = VTb{u; b) και E(e-Ä(Tb“th(Tb<oo)|t/b(i) = u,Lu = i) = 

(fiTbli(w,b), που είναι ο μετασχηματισμός του χρόνου χρεοκοπίας. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι 
τα μεγέθη ζημιών για τις δύο κλάσεις κινδύνων έχουν σ.π.π. /i(x) = ae_ax, a > 0, και 
/2(x) = βέ~^χ, β > 0, X > 0. Ακόμη, θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής μερισμάτων 

τριών επιπέδων 0 = 6ο < όχ < 62 < 63 = οο.
Επιπροσθέτως, θεωρούμε το ακόλουθο σύνολο των παραμέτρων: a = 1, λ = Ι,λχ = 

0.5, λ2 = 2, β — 1.5, δ — 0.03, ci = 15, C2 = 13, C3 — 12, 6χ = 3 και 62 = 6. Αντικαθιστώντας 
τις παραπάνω παραμέτρους στην εξίσωση (2.93), παίρνουμε τη γενικευμένη εξίσωση του 
Lundberg για κάθε επίπεδο, όπως δίνεται από τις σχέσεις

(15s

(12s

s +1

s + 1

0.53) · (15s

0.53) ■ (12s -

s - 2.03) - 1.5
s +1 s+ 1.5

s - 2.03) - 1.5
s + 1 s+ 1.5

s - 2.03) - 1.5
s +1 s+ 1.5

απ' όπου λύνοντας τις παραπάνω εξισώσεις βρίσκουμε

0,

0,

0,

m = 0.00218, γ2ι = 0.17579, -Äu = -0.93081, -Ä21 = -0.94525, -Ä31 = -1.49790, 

ru = 0.00256, r22 = 0.20389, -Λχ2 = -0.91976, -R22 = -0.93857, -Æ32 = -1.49734,

rj3 = 0.00279, r23 = 0.22157,-Έΐ3 - -0.91280,-R23 = -0.93459, -i?32 = -1.49697.
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Επιπλέον αντικαθιστώντας τις ρίζες της γενικευμένης εξίσωση του Lundbergyia κάθε επίπεδο
στην εξίσωση (2.117) της Πρότασης 2.8 έχουμε ότι, για u > 0,

υι,π (u) = 0.8736e0,00218“ + 0.19595e0,17579“ - 0.054533e-0,93081“ - 0.01383e-0,94525“

—0.001211e-1,49790“,

vi,u (u) = O.218468e0,0021&u - 0.214243eo,17579u - 0.010742e-0,93081“ + 0.006539e-0,94525“ 

-0.000022e-149790“,

viti (u) = 0.872604e0,00218“ - 0.767079e0,17579“ - O.H32e-0,93081“ + 0.070725e-0,94525“

—0.063013e-1,49790“,

01,22 (u) = 0.218214e0,00218“ 4- 0.838682e0,17579“ - 0.022306e-0,93081“ - 0.033445e-0,94525“ 

—0.001145e-1,49790“,

και για u > 3

02,u {u) = 0.879333e0,00256“ + 0.105739e0,20389“ - 1.016948e-0,91976“ - 0.252484e-0,93857“ 

-0.134526e-1,49734“,

02,12 (u) = 0.219908e0,00256“ - O.H7179e0,20389" - 0.201443e-0,919761“ + 0.120413e-0,93857“ 

-0.002745e-1,49734“,

02,21 (u) = 0.878136e0,00256“ - 0.412631e0,20389“ - 2.083034e-0,91976“ + 1.286867e-0,93857“ 

-6.189831e-1,49734“,

^2,22 (u) = 0.219609e0,00256“ + 0.457277e0,20389“ - 0.412619e-0,91976“ - 0.613724e-0,93857“ 

+0.126291e-1,49734“,

Ακόμη, αντικαθιστώντας της παραπάνω παραμέτρους στις εξισώσεις της Πρότασης 2.10
έχουμε ότι

Li(u) = 0.060096e-0,93081“ + 0.007318e-0,94525“ + 0.001145e-1,49790“,

Ai(u) + Li(u) = 0.12479e-0,93081“ - 0.03743e-0,94525“ + 0.059755e-1,49790“,

απ' όπου χρησιμοποιώντας τους αναδρομικούς τύπους υπολογισμού της Πρότασης 2.10,
παίρνουμε ότι

L2(u) = 0.06765e-0,91976“ + 0.007864e-0,93857“ + 0.00122e-1,49734“,

Λ2{u) = 0.12071e-0,91976“ - 0.02561e-0,93857“ + 0.056339e-1,49734“,

L3(«) = 0.0705e-0,91280“+0.00818e-0,93459“ + 0.00049e-1,49697“,
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Λ 3(u) = 0.11173e-0'91280“ — 0.0147e-0'93459“ + 0.022188e-1'49697“,

^2,1,1 (u) 

£2,1,2 (w) 

A2,l,l(u)

A2,1,2(w)

0.97682e-0'91976“ + 0.33765e-0'93857“ + 0.14899e-1'49734“,

0.15719e-0'91976“ - 0.22191e-0'93857“ - 0.015282e-1'49734“, 

2.23455e-0'91976“ - 1.91026e-0'93857“ + 6.854349e-1'49734“, 

-0.950203e-091976“ + 2.161659e-0'93857“ -0.69628e-1'49734“,

και

L3Xi(u) = 1.02174e-0'91280“+0.34799e-0'93459“ + 0.15425e-1'49697“,

£3,1,2(14) = 0.154412e-0'91280“ -0.22267e-0'93459“ -0.01699e-1'49697“,

£3, 2)i (u) = —0.31089e-0'91280“ + 0.95295e-0'93459“ + 0.059362e-1'49697“, 
£3,2,2(11) = 4.27725e-0'91280“ - 3.63864e-0'93459“ - 0.16198e-1'496968“,

A3,i,i(u) = 2.09744e-0-91280“ - 1.78902e-0'93459“ + 6.63376e-1'49697“,

Λ3,1,2(11) = —0.89626e-0'91280“ + 2.16707e-0'93459“ -0.68497e-1'49697“,

Λ3,2,ι(ίι) = 37.9558e-0'91280“ -34.8825e-0'93459“ + 657.6117e-1'49697“,

A3,2,2(n) = — 17.2047e-091280“ + 40.31738e-0'93459“ -79.0007e-1'49697“,

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω ποσότητες στις εξισώσεις (2.127) και (2.128), βρίσκουμε το 
ακόλουθο γραμμικό σύστημα εξισώσεων για τον προσδιορισμό των σταθερών όρων 771,1 771,2, 

τ/2,1 και τ/2,2

/ 1.981633 -0.992642 -0.117692 0.038461 \ ^ θι,ι ^ ί 0.000542 \

-1.553575 4.509101 0.4 X 10-9 -0.233077 71,2 0.005633
-0.000498 0.000071 1.067405 -0.997872 72,1 0.000024

^ -0.002958 -0.0006476 -1.84071 4.86628 7 V ^.2 ) ^ 0.000245 }

άπ' όπου βρίσκουμε ότι

7/ι,ι = 0.001096, 7/ι,2 = 0.001632,

7/2)1 = 0.000109, 7/2,2 = 0.0000927.

Τέλος, αντικαθιστώντας τις παραπάνω ποσότητες στις εξισώσεις (2.125) και (2.125) του 

θεωρήματος 2.10, οι μετασχηματισμοί Laplace του χρόνου χρεοκοπίας, φτ(η'> b) και

114



ψτ,ι{η') b) δίνονται από τις σχέσεις

VTb(u; b) =

0.06002e-0'93081“ + 0.007314e-0·94525“ + 0.001147e-1·49790“ 
+0.001314e°00218“ - 0.0001349e°17579“,
0.068851e-°·91976“ + 0.007855e-°·93857“ + 0.001346e-1·49734“ 

+0.0001167e000256“ + 0.7129 x io-6e0·20389“, 0.072235e-°·91280“ + 0.00797e “a93459u + 0.000621e-1·49697“

0 < u < 3,

3 < u < 6, 
u > 6

και

<PTb, i(u;b)

0.12463e-°·93081“ + 0.007314e-°·94525“ + 0.059684e-1·49790“ 
+0.OO13121e000218“ + 0.000528e0 17579“, 0 < u < 3,
-0.02409e-°·91976“ + 0.12134e-°·93857“ + 0.06202e-1·49734“

+0.0001165e0 00256“ - 0.278238 x io-5e0·20389“, 3 < u < 6,0.115128e-°·91280“ - 0.013249e-°·93459“ + 0.0093041e-1·49697“ u > 6

2.7 Γενίκευση του μοντέλου με δύο κλάσεις κινδύνων για γενικευμένους 
Erlangt) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης

Πρόσφατα, οι Zhang, Li και Zhang (2009), γενίκευσαν το μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων υποθέτοντας, για τη διαδικασία πλεονάσματος U(t) της σχέσης (2.2) (Ενότητα 
2.1), ότι η απαριθμήτρια διαδικασία κινδύνου για τη δεύτερη κλάση, (JV^i)}*^, είναι 
μια σύνθετη ανανεωτική διαδικασία, όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων, 

κατανέμονται σύμφωνα με μια γενικευμένη Erlang(i/). Επομένως, είναι φανερό 
ότι η τ.μ. Vi είναι πλέον συνέλιξη από ν ανεξάρτητες εκΰετικές τ.μ. με παραμέτρους 
λι, λ2,..., λ„ (συνήθως διαφορετικές μεταξύ τους). Στην προαναφερόμενη εργασία οι 
συγγραφείς μελέτησαν τη συνάρτηση των Gerber-Shiu κάνοντας χρήση των μετασχηματισμών 
Laplace. Επεκτείνοντας το μοντέλο των Zhang, Li και Zhang (2009) σε αυτή ενότητα 
μελετούμε τη συνάρτηση των Gerber-Shiu για το παραπάνω μοντέλο κάτω από την ύπαρξη 
μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος.

Έστω Φ(η) η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων, όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων κατανέμονται σύμφωνα με 
μια γενικευμένη Erlangt), όπου η μορφή της συνάρτηση των Gerber-Shiu δίνεται όπως στην 
εξίσωση (2.8).

Επίσης, για το παραπάνω μοντέλο θεωρούμε, όμοια με την Ενότητα 2.3, την ύπαρξη μιας 
στρατηγικής σταθερού μερίσματος σε ένα επίπεδο 6. Έστω ί/&(ί) η στοχαστική διαδικασία 
πλεονάσματος για την παραπάνω επέκταση κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής και $b{u) 
η αντίστοιχη συνάρτηση των Gerber-Shiu, η οποία έχει ίδια μορφή με αυτή στην εξίσωση
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(2.42).
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, στη θέση της απαριθμήτριας διαδικασίας της δεύτερης 

κλάσης, lV2(i), ορίζουμε την απαριθμήτρια διαδικασία iV2jj(f) με τον πρώτο ενδιάμεσο χρόνο 
να είναι Vj = Lij + Lij+i + · · · + L\„, που παριστά το χρόνο που απαιτείται μέχρι 
την εμφάνιση της πρώτης αποζημίωσης από τη δεύτερη κλάση, ενώ οι υπόλοιποι ενδιάμεσοι 
χρόνοι, της iV2j-(t), είναι ίδιοι με αυτούς της απαριΌμήτριας διαδικασίας iV2(i). Έστω Uj(t) 
η διαδικασία πλεονάσματος για την παραπάνω προσαρμογή, και Φj(u) για j — Ι,.,.,ι/, με 
Φι(η) = Φ(η), η αντίστοιχη αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη διαδικασία 
πλεονάσματος Uj(t) (για ν = 2, η συνάρτηση Φ2(η) είναι ακριβώς η ίδια με τη συνάρτηση 
Φχ(ω) της Ενότητας 2.2).

Τώρα, χωρίς βλάβη της γενικότητας, εφαρμόζουμε την παραπάνω τεχνική κάτω από την 
ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Έτσι, θεωρούμε ότι ) είναι η διαδικασία 
πλεονάσματος, με βάση την παραπάνω προσαρμογή, κάτω από την στρατηγική σταθερού 
μερίσματος και Φ&j(u), 0 < u < ό, για j = Ι,.,.,υ, να είναι η αντίστοιχη αναμενόμενη 
προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής της διαδικασίας πλεονάσματος Ubj(t), με Φ&,ι(ω) = Φ&(η) 
(για V = 2, η συνάρτηση Φ{,]2(ιι) είναι ακριβώς ίδια με τη συνάρτηση Φb,ι(u) της Ενότητας 
2.3). Για δ = 0 και w(x,y) = 1, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, Φj(u), u> 0, και Φbj{u), 
0 < u < 6, γίνονται οι πιθανότητες χρεοκοπίας, φς(u) και ipb,j(u) αντίστοιχα.

Θεώρημα 2.11. Για 0 < u < b, η συνάρτηση των Gerber-Shiu Φb,j(u) ικανοποιεί το 
ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για j — Ι,.,.,ι/ — 1

οΦ^·(η) = (λ + λ·,·+<ΐ)Φ6,.,·(η)-λ ί Φbj{u-x)f^(x)dx-λjΦb,j+ι(u)-λw^(u), (2.129)
J ο

και για j = ν
ru ruοΦ[ v(u) = (λ + \u + δ)Φ^ν(υ) - λ / Φ^ν(η - x)fi(x)dx -λν Φb,l{u - x)h{x)dx

Jo Jo
—Xwi(u) — À„ui2(u), (2.130)

με οριακές συνθήκες
Φbj(b)=0, j = 1,..., ι/, (2.131)

όπου οι συνεχείς συναρτήσεις Wk{u) για k = 1,2, δίνονται από την εξίσωση (2.14).

Απόδειξη. Βασιζόμενοι στη μεθοδολογία των Albrecher, Mercé και Marmol (2005), [βλ. 
επίσης απόδειξη του Θεωρήματος 1.4] μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η διαδικασία πλεονά­
σματος Ub(t) είναι μια Μαρκοβιανή διαδικασία (external piecewise Markov chain) με v 
καταστάσεις. Κάθε μετάβαση από την κατάσταση ϊ στην κατάσταση i + 1, i = . ,ν — 1,
συντελείται με ρυθμό μετάβασης σύμφωνα με μια εκθετικά κατανεμημένη τ.μ. με παράμετρο
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Xj, i = 1,... ,n — 1, ενώ η μετάβαση από την κατάσταση ν στην κατάσταση 1 συντελείται 
με ρυθμό μετάβασης σύμφωνα με εκθετική τ.μ. με παράμετρο λ„. Θεωρούμε το απειροστό 
χρονικό διάστημα [0, di]. Χρησιμοποιώντας παρόμοια μεθοδολογία με αυτή της Ενότητας 2.2 
καθώς και με την απόδειξη του Θεωρήματος 1.4, για j = 1,..., ν — 1, και 0 < u < b έχουμε 
ότι

$bj(u) = (1 - Adt)(l — Xjdt)e Sdt<&b,j(u + cdt) + Xjdt(l - \dt)e Sdt$b,j+i{u + cdt) 

+Adt( 1 — \jdt)e~âdt'yjti(u + cdt) + o(dt),

όπου
lj,k(u) = / ®bj(u-x)fk(x)dx + wk{u), j = 1,...,ι/, k = 1,2.

Jo
Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, παραγοντοποιώντας ως προς τους όρους τάξης 
dt, παίρνοντας di —> 0 και κάνοντας χρήση της συνέχειας των συναρτήσεων wk(u), για 
k = 1,2 παίρνουμε την εξίσωση (2.129) για j = 1,..., υ — 1. Όμοια, για j = i/xouO<u<b 
έχουμε ότι

Φί,,^ιχ) = (1 — Adt)(l — \^dt)e~Sdt^^„(u + cdt) + A„df( 1 — Xdt)e~Sdt71,2(1* 4- cdt) 

+Adt(l — Xvd.t)e~5dt ην^(υ. + cdt) + o(dt),

απ'όπου χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο όπως παραπάνω καταλήγουμε στην εξίσωση (2.130) 
για j - ν.

Επιπλέον για u = 6 και j = 1,..., ν — 1, έχουμε ότι 

<Μ&) — (1 - (λ + Xj)dt)e ^Φ^·(6) + Xjdte ddt*î>btj+i(b) Xdte ^γγι(ό) + o(dt), 

απ' όπου παίρνουμε ότι

— (λ + Aj + 5)Φ()^(ό) + λ ί Φ(>ρ(ό — x)f\(x)dx + Aj$bj^.\(6) 4- Àwi(b) = 0.
Jo

Συγκρίνοντας την παραπάνω εξίσωση με την εξίσωση (2.129) στο u = b, και χρησιμοποιώντας 
τη συνέχεια της συνάρτησης Φ^ω) στο σημείο u = b, έπεται άμεσα η οριακή συνθήκη (2.131) 
για j = 1,..., ζ/ — 1.

Κατά τον ίδιο τρόπο, για u = b και j = ν έχουμε ότι

— (A 4- Ay 4- <5)Φ b,v(b) + A„7i,2(b) + Xlu,i(b) — 0,

και συνεπώς συγκρίνοντας την παραπάνω εξίσωση με την εξίσωση (2.130) στο σημείο u = b, 
και χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της συνάρτησης $b,v(u) στο σημείο u — ò, βλέπουμε ότι η
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εξίσωση (2.131) είναι αληθής για j = ν. I

Η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.129)-(2.130) εξαρτάται άμεσα από τη 
λύση του ακόλουθου ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος ως προς Vj(u), για j = 
1,..., V — 1 και u > 0,

cv'gj(u) - (λ + λί + à)vstj(u) + λ / vSj(u - x)f1(x)dx + XjVsj+i(u) = 0,
Jo

cv'Sl/(u) - (λ + λ„ + δ)υό>„(ιι) + λ / vs^(u - x)fi(x)dx
Jo

+K / υό,ι(w - x)h{x)dx = 0.
Jo

(2.132)

Από τη μορφή του παραπάνω ομογενούς συστήματος έπεται ότι οι αρχικές συνθήκες 
(ο<5,ι(0),... ,Oä,j/(0)) προσδιορίζουν τη λύση των (oî,i(u), ...,0,5,„(u)) του συστήματος 
(2.132). Έτσι, για προκαθορισμένο i = 1,..., ν, θεωρούμε vsri(u) = (t^,ü(u),..., 
να είναι κάποιες συγκεκριμένες λύσεις του συστήματος (2.132) με αρχικές συνθήκες vsjì{0) = 
l(i=J·) για j = 1,..., ο. Τότε, κάτω από τις συγκεκριμένες αρχικές συνθήκες είναι φανερό ότι 
οι λύσεις {ο^.ί(ΐζ)}^=1 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Συνεπώς, η γενική λύση του ολοκληρο- 
διαφορικού συστήματος (2.132) δίνεται από τη σχέση

vsj(u) = Σ THvsji(u), j = 1,··· ,1/, u > 0, (2.133)

i=1

όπου ηj, για j = 1,... ,1/, είναι κάποιοι σταθεροί όροι.
Επιπλέον, από τους Zhang, Li και Zhang (2009) έχουμε ότι η συνάρτηση για

j = 1,..., ν, είναι μια μερική λύση του μη ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(2.129)-(2.130) για 0 < u < 00. Τότε, χρησιμοποιώντας τη μεθοδολογία της Ενότητας 4 
των Lu και Li (2009) [βλ. επίσης τη μεθοδολογία του Κεφ. 4] έπεται ότι η γενική λύση του 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.129)-(2.130) είναι της ακόλουθης μορφής

®bj(u) = $j{u) + Σ Vi(b)vsji(u), 0 < u < b, (2.134)

i=l

όπου οι σταθεροί όροι rji(b) = Φ&,*(0) — Φ,(0), για ι = Ι,.,.,ν υπολογίζονται από τις οριακές 
συνθήκες (2.131) και την εξίσωση (2.134), δηλ. αποτελούν λύσεις του ακόλουθου γραμμικού 
συστήματος

<&Κό) + Σ>(όΚυ*(ό) = °’ 3 = 1,- (2-135)

ί=1
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Σε μορφή πινάκων οι εξισώσεις (2.134) και (2.135) μπορούν να γραφούν ως

4>(,(u) = Φ(ΐί) + vs(u)fj(b), 0 < u < b, (2.136)

και

$'(b) + Vs(b)fj(b) = Ö, (2.137)

όπου Φ(ιι) = (Φι(ΐί),..., Φ„(ΐί))Τ, Φ b(u) = ($6,i(u),.. -, $6,i/(«))T, ή (b) = (171(6),..., ?7„(6))Τ, 

vg(u) = (ϋ$Λ(υ.),... ,iένας ν χ ν τετραγωνικός πίνακας με (ί, ^-στοιχείο τη 
συνάρτηση και 0 ένα ν χ 1 διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία. Λύνοντας το σύστημα
(2.137), έχουμε ότι fj(b) = — [ν^(6)] 1Φ,(6) και συνεπώς η εξίσωση (2.136) γράφεται ως

Φ6(«) = Φ (τι) - vÄ(u)[v^(6)]_1$'(6), 0 < u < 6. (2.138)

Από την εξίσωση (2.136) είναι φανερό ότι ο υπολογισμός του διανύσματος Φj,(u) εξαρτάται 
άμεσα από τον υπολογισμό του πίνακα vj(u), που γίνεται μέσω των μετασχηματισμών Laplace.
Για αυτό το σκοπό θεωρούμε vg(s), 3î(s) > 0, να είναι ένας i/xn τετραγωνικός πίνακας με 
στοιχεία £\s,ìj(s) = e~sxvgtij(x)dx. Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο 
εξισώσεις του ομογενούς ολοκήρο-διαφορικού συστήματος της σχέσης (2.132), εκφράζοντας 
τις προκύπτουσες εξισώσεις σε μορφή πινάκων και χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες 
νδ(0) = I, όπου I είναι ο ταυτοτικός ν x ν πίνακας, έπεται ότι

v«(s)
cA$(*)

det A^(s)’
(2.139)

όπου A % (s) είναι ο πίνακας που περιέχει όλα τα αλγεβρικά συμπληρώματα (adjoint matrix) 
του πίνακα As(s) και

Ai(s) = Aî,i(s) + Aî>2(î), 

με A^i(s) = diag(cs — δ — λ — Ai,...,cs — δ — λ — λ„) και

(2.140)

A<S,2(s)

( Xfi(s) λι ο ... 0 \
0 Xfi(s) λ2 ... 0

V λ„/2(e) 0 0 xUs)
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Oî Zhang, Li και Zhang (2009) έδειξαν ότι η εξίσωση det A^(s) = 0 ισοδύναμα γράφεται ως

V V

JJ [Ay -{cs-δ- A(1 - £(«)))] = fi(s) JJ Aj, (2.141)

3=1 1=1
που είναι η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο με δύο κλάσεις όταν οι 
ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης από τη δεύτερη κλάση ακολουθούν τη γενικευμένη Erlangt) 
κατανομή. Η λύση της γενικευμένης εξίσωσης του Lundberg δίνεται από το παρακάτω Λήμμα.

Λήμ,μα 2.5. Για δ > 0, η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg (2.141) έχει ακριβώς ν ρίζες, 
Γχ(ό),..., rv{6), του βρίσκονται στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο.

Απόδειξη. Zhang, Li και Zhang (2009), Λήμμα 1. I

Στο εξής θα συμβολίζουμε τις ρίζες rß6) με r,-, ι — Ι,.,.,ι/ και υποθέτουμε ότι είναι 
διαφορετικές μεταξύ τους.

Τότε, χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.5 και υποθέτοντας ότι τα μεγέθη των αποζημιώσεων 
και για τις δύο κλάσεις κινδύνων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών, οι 
λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.132), v^ tj(u) για i,j = l,...,i/} 
βρίσκονται με βάση την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.11. Έστω ότι οι μετασχηματισμοί Laplace fi(s) και f2{s) των μεγεθών των 
αποζημιώσεων έχουν μορφή όπως στην (2.35). Τότε οι vs,ij(u) για i,j = Ι,.,.,ι/, δίνονται 
από τη σχέση

ν ντι+πι
vs,ij{s) = Σ 0ij{k)erkU + Σ bij(i)e~RtU, U > 0, (2.142)

k=1 £=1
όπου

Qm(rk)Pn{rk)(A.*s(rk))..

c"-1 Iir=iA*te - n) + Rj) ’

qmi-Rem-ReiiA^-Rt))^

(-I)^“1 nr=i(Re + n)Πj2ÎJ^(Rj ~ Re)'

με (AJ(s))f. να είναι το (i, ί)-στοιχείο του πίνακα A|(s), και rk με 3?(γα,) > 0 για k = 1,..., ν, 
—Re με St(Re) >0 για ί = 1,..., vn + m, να είναι οι ρίζες της εξίσωσης det A${s) = 0.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή της Πρότασης 2.5, πολλαπλασιάζου­
με τον αριθμητή και τον παρονομαστή της εξίσωσης (2.139) με qm(s)p^(s). Τότε, συνεπάγεται 
ότι

vs,ij{ s)
CQm(s)Pn(s)(A*(s))i:j 

Γ) vn+Tn+vi.s)
(2.143)
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όπου D„n+rn+„(.s) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού vn+m+v με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου 
όρου το που δίνεται από τη σχέση

Dim+m+i/{s) — Qm{s) J [ f (es (λ + λj + 5))pn(s) + λρη_χ(δ) j — Çm_x(s)pn(s) 11 Aj.
3=1V ' 3=1

(2.144)
Εφόσον από το Λήμμα 2.δ η εξίσωση det A$(s) = 0 έχει ακριβώς ν ρίζες στο δεξιό ημικύκλιο 
των μιγαδικών αριθμών, τγ, i = Ι,.,.,υ, τότε η εξίσωση Dun+m^.l,(s) — 0 έχει rj, i = 
Ι,.,.,υ, ρίζες με θετικά πραγματικά μέρη και Rj , j — 1,..., υη + τη, ρίζες με αρνητικά 
πραγματικά μέρη και συνεπώς το πολυώνυμο D„n+m+[/(s) γράφεται ισοδύναμα ως

V irn+mDi/n+m+v(s) = c" JJ(s - rj) JJ (s + Rj). (2.145)

i=l j=1

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2.143) και (2.145) και χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών 
κλασμάτων βρίσκουμε ότι

‘■'Λ >~h°-n+ h s+Ri (2.146)

Αντιστρέφοντας την εξίσωση (2.146) ως προς s βρίσκουμε την εξίσωση (2.142). I

Επομένως, όλες οι ποσότητες της εξίσωσης (2.138) είναι γνωστές. Επιπλέον, η εξίσωση
(2.138) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δείξουμε ότι κάτω από τη στρατηγική σταθερού 
μερίσματος η πιθανότητα χρεοκοπίας είναι σχεδόν βέβαιη. Έστω ψ(ιι) = (ψι(ιι), · · ·, Vv(«))T 
για 0 < u < οο και ißb{u) = (ipbp{u),... ,φ^Λη)Ϋ Ύια Ο < u < b.

Θεώρημα 2.12. Κάτω από τψ ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος, ισχύει ότι

^(ό) = 1, Ο < u < b,

όπου 1 είναι ενα υ x 1 με όλα του τα στοιχεία ίσα με ένα.

Απόδειξη. Για δ = Ο και w{x,y) = 1, η εξίσωση (2.138) ανάγεται στην

^b{u) = ${u) - vo('u)[vó(ò)]_1t/>,(ó), Ο < u < b. (2.147)

Έστω 6j(u) = 1 — ipj(u), Ο < u < οο και Sbj[u) = 1 — ipbj(u), Ο < u < b για j = l,... ,υ 
να είναι οι πιθανότητες επιβίωσης. Επίσης, θεωρούμε δ(υ) = (όχ(η),..., J„(u))T, u > Ο και 
Sb{u) = (âbj(u),... ,δb,v(u))T, Ο < u < b. Εφόσον <5(u) = 1 — ψ(υ.) και ób(u) = 1 - ipb{u),
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τότε η εξίσωση (2.147) γίνεται

ôb(u) = δ(ιι) — v0(ti) [vg(ò)] Ιδ'(ò), Ο < u <b. (2.148)

Επιπλέον είναι εύκολο να δειχτεί [βλ. επίσης και Zhang, Li και Zhang (2009)] ότι οι

Στη συνέχεια μελετούμε τις ροπές των σωρευτικών μερισμάτων για την επέκταση του 
μοντέλου με δύο κλάσεις κινδύνων, όπως ορίσθηκε στην αρχή της παρούσας ενότητας. 
Έστω, Wm(u,b) να είναι η m-τάξης ροπή των προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων 
που καταβάλλονται μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας για τη διαδικασία πλεονάσματος Ub{t). 
Επίσης, κατά αντιστοιχία με την μεθοδολογία για την συνάρτηση Gerber-Shiu, θεωρούμε 
Wmj{u, b),για 0 < u < b και j = 1, ...,ι/, να είναι η m-τάξης ροπή των σωρευτικών 
μερισμάτων μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας για την τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος 
Ubj(t), με Wmti(u,b) — Wm{u,b) (για u = 2, η συνάρτηση Wmp,(u,b) είναι ακριβώς ίδια με 
τη συνάρτηση Wm)i(u, b) της Ενότητας 2.4). Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή 
της Ενότητας 2.4 έχουμε το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 2.13. Για 0 < u < b και τη > 1, οι Wmj{u) ικανοποιούν το ακόλουϋο σύστημα 
ολοκληρο-διαφορικών (ξισώστων για j = 1,..., ν — 1,

- (δπι + λ + λWmJ (u, b) + λ J Wm,j (u - x, b) fi (x) dx + XjWmj+1 (u, b) = 0,

πιθανότητες επιβίωσης 6j(u) για j = 1,..., i/, ικανοποιούν το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα 
(2.132) για δ = 0 και συνεπώς δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι δ(μ) = vg(n)ó(0), για u > 0. 
Έτσι, η εξίσωση (2.148) γίνεται

db(u) = ν0(ιι)δ(0) - ν0(ω) [vg(i»)] 1ν'0(δ)δ(0) = 0, 0 < u < b, (2.149)

όπου 0 είναι ένα u x 1 διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία. I

(2.150)

και για j = ν,

WTO>„ (u, 6) + λ

•U

Wm, 1 (U - X, b) Î2 (x) dx = 0,

(2.151)

μ€ οριακές συνΟήκτς

(2.152)
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Έστω Wm{u,b) = (Wm,x(u, b),..., Wm^,(u, b))T και vj(u) να είναι ο ίδιος πίνακας με 

τον πίνακα vg(u) με δ = δτη στη θέση του δ. Τότε, εφαρμόζοντας όμοια μεθοδολογία όπως και 
παραπάνω, η γενική λύση του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (2.150)-(2.151) 
δίνεται από τη σχέση

Wm(u, b) = yg{u)fjm{b), 0 < u < b, (2.153)

όπου ffm(b) = (ηχ >m(b),... ,η,,,m(b))T = Wm(0,b) είναι ένα i/xl διάνυσμα σταθερών όρων, 

το οποίο υπολογίζεται αναδρομικά με βάση τις οριακές συνθήκες (2.152) και την εξίσωση
(2.153). Συνεπώς,

fjm{b) = m[v~(b)] ~1vji(5)i7m_i(6), m> 1, (2.154)

με <5χ = δ(πι — 1), Vo(b) = I και 170(b) — 1 όπου 1 είναι ένα ν x 1 διάνυσμα με όλα τα στοιχεία 
ίσα με ένα.

Θέτοντας m = 1 και δ — δ, η εξίσωση (2.153) γίνεται Wx(u,5) = vg(u)fji(b), 0 < u < b, 
και συνεπώς από την εξίσωση (2.154) έχουμε ότι

Wi(u,b) = vÄ(u)[v'Ä(6)]_1l, 0 < w < b. (2.155)

Για λχ —> 0 για ί — 1,... α, το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων ανάγεται στο κλασσικό 
μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας. Σε αυτή την περίπτωση στις εξισώσεις (2.138) και (2.155) οι 
πίνακες/διανύσματα απλοποιούνται σε συναρτήσεις και έτσι παίρνουμε εύκολα την «ταυτότητα 
μερισμάτων-ποινής» των Gerber, Lin και Yang (2006).

Όμως, για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων από τη μορφή των πινάκων των εξισώσεων
(2.138) και (2.155) βλέπουμε ότι δεν είναι δυνατόν να εκφράσουμε το διάνυσμα Φ&(ΐί) σε 
όρους του διανύσματος Wx(u,b). Αυτό είναι απόρροια του γεγονότος ότι στην εξίσωση 
(2.155) δεν μπορούμε να λύσουμε ως προς τον πίνακα ν^(ω) [ν^(ό)] \ τον οποίο στη συνέχεια 

πρέπει να αντικαταστήσουμε στην εξίσωση (2.138) προκειμένου να πάρουμε την «ταυτότητα 
μερισμάτων-ποινής».

Παρατήρηση 2.6. Στο μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης 
των κινδύνων από τη δεύτερη κλάση ακολουθούν τη γενικευμένη Erlang(iz) κατανομή 
η «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» δεν είναι αληθής ακόμη και αν ακολουθήσουμε τη 
μεθοδολογία της Ενότητας 2.5. Χρησιμοποιώντας όμοια διαδικασία με αυτήν της Ενότητας 
2.5, έχουμε ότι ο αντίστοιχος u χ 2 πίνακας W(u, 6) ικανοποιεί την εξίσωση W(ω, Ò) = 
vi(«)K(*>)]-1(ei,ea), όπου e* είναι η i-στήλη του ν x υ ταυτοτικού πίνακα. Έτσι, για 
V > 3 δεν είναι δυνατόν να εκφράσουμε τον πίνακα vs(u) [ν^(ό)] 1 σε όρους του πίνακα 

W(u, b) και έτσι δεν είναι δυνατόν να πάρουμε μια όμοια «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» με 
αυτή της Ενότητας 2.5.
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Κεφαλαίο 3

Η ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ 

ΠΛΕΟΝΑΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΕΝΑ ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΕ 

ΔΙΟ ΚΛΑΣΕΙΣ ΚΙΝΔΪΝΩΝ ΚΑΙ ΕΝΑΝ ΟΡΟ 

ΔΙΑΧΥΣΗΣ

Μια άλλη γενίκευση της διαδικασίας πλεονάσματος, η οποία περιγράφεται στα προηγούμενα 
κεφάλαια, μπορεί να γίνει με την εισαγωγή ενός όρου διάχυσης. Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχά­
νεται μια πιο ρεαλιστική μοντελοποίηση ενός χαρτοφυλακίου κινδύνων, όπου ο επιπρόσθετος 
όρος διάχυσης αντικατροπτίζει την τυχόν μεταβλητότητα, τόσο στα ασφάλιστρα, όσο και στο 
ύψος των αποζημιώσεων. Στην πράξη η επιπρόσθετη μεταβλητότητα σε ένα χαρτοφυλάκιο 
κινδύνων μπορεί να προέρχεται από την μείωση ή αύξηση των ασφαλίστρων, από την μεταβολή 
της αξίας του χαρτοφυλακίου μετοχών ή ομολογιών που έχει ο ασφαλιστικός οργανισμός στη 
διάθεση του κ.α.

Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος με έναν όρο διάχυσης εισήχθη στη θεωρία κινδύ­
νου από τους Gerber και Landry (1999) για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου. Στην 
προαναφερόμενη εργασία οι συγγραφείς μελέτησαν την πιθανότητα χρεοκοπίας. Έκτοτε, η 
μελέτη διαφόρων μέτρων κινδύνου ή ακόμη και η μελέτη της συνάρτησης των Gerber-Shiu 
τόσο για το κλασσικό, όσο και για το ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με έναν 
όρο διάχυσης αποτελούν ένα δημοφιλές αντικείμενο έρευνας. Οι αναφορές περιλαμβάνουν 
τους Gerber και Shui (1999), Rolski, Schmidli, Schmidt και Teugels (1999), Wang και Wu 
(2000), Wang (2001), Chiu και Yin (2003), Li και Garrido (2005), Ren (2005), Tsai (2001), 
Tsai και Willmot (2002), Tsai (2003), Song (2008), Song, Meng και Ren (2010). Επιπλέον, 
αρκετοί συγγραφείς συμπεριέλαβαν στο κλασσικό και στο ανανεωτικό μοντέλο με ένα όρο
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διάχυσης και μια στρατηγική σταθερού μερίσματος, κάτω από την οποία μελέτησαν, τόσο 
τη συνάρτηση των Gerber-Shiu, όσο και τις ροπές των προεξοφλημένων μερισμάτων. Οι 
κυριότερες αναφορές περιλαμβάνουν τους Zhang, Zhang και Wu (2002), Gerber και Shiu 
(2004), Li και Bao (2006), Li (2006), Meng, Zhang και Wu (2007), Gao και Yin (2008).

Στο κεφάλαιο αυτό μελετούμε τη διαδικασία πλεονάσματος στο μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων εισάγοντας έναν όρο διάχυσης. Η δομή του κεφαλαίου είναι η ακόλουθη: στην 
Ενότητα 3.1 δίνουμε μια λεπτομερή περιγραφή του μοντέλου με δύο κλάσεις κινδύνων 
και έναν όρο διάχυσης, όταν η πρώτη κλάση κινδύνων είναι μια σύνθετη Poisson και 
η δεύτερη κλάση είναι μια σύνθετη ανανεωτική διαδικασία με γενικευμένους Erlang(n) 
ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Στην Ενότητα 3.2 μελετούμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη 
συνάρτηση ποινής και βρίσκουμε, μέσω μετασχηματισμών Laplace, αναλυτικά αποτελέσματα 
για αυτήν. Στην επόμενη ενότητα (Ενότητα 3.3) μελετούμε τη συνάρτηση των Gerber- 
Shiu για το προαναφερόμενο μοντέλο κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος. Επιπλέον, στην Ενότητα 3.4 μελετούμε τις ροπές των σωρευτικών μερισμάτων 
που καταβάλλονται κάτω από τη προεπιλεχθείσα μερισματική στρατηγική. Χρησιμοποιώντας 
τα προηγούμενα αποτελέσματα, στην Ενότητα 3.5 αποδεικνύουμε πως μια ανάλογη του Κεφ. 2 
«ταυτότητα μερισμάτων-ποινής», ισχύει στην περίπτωση όπου εισάγεται ένας όρος διάχυσης. 
Στην Ενότητα 3.6, εισάγουμε και δίνουμε αποτελέσματα για την πιθανότητα του μεγίστου 
πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία (maximum surplus before ruin). Τέλος, χρησιμοποιώντας 
τα αποτελέσματα για πιθανότητα του μεγίστου πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία, στην 
Ενότητα 3.7 δείχνουμε πως η κατανομή των προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων είναι 
μια μικτή κατανομή.

3.1 Περιγραφή του μοντέλου

Έστω ότι η διαδικασία πλεονάσματος κατά τον χρόνο t δίνεται από τη σχέση

U (t) = u + ct — S (t) + σΒ(ί), t > 0, (31)

όπου u = U(0) το αρχικό απόθεμα, c > 0 το ασφάλιστρο στη μονάδα του χρόνου, {Β(ί)}“0 
μια διαδικασία Wiener (ή κίνηση Brown) με μέσο 0 και διακύμανση σ2 που ορίζεται ως 

ακολούθως.

Ορισμός 3.1. Μια στοχαστική διαδικασία {B(t)}£fL0 ονομάζεται διαδικασία Wiener (ή 
κίνηση Brown) με μέσο 0 και διακύμανση σ2 αν και μόνο αν μια από τις ακόλουθες ισοδύναμες 

εκφράσεις είναι αληθής:

(i) η B(t) έχει ανεξάρτητες και ισόνομες προσαυξήσεις, με Β(0) = 0, και ακολουθεί την 
κανονική κατανομή με παραμέτρους 0 και σ2ί,
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(ii) {B2(t) — σ2ί} είναι martingale (ως προς κάποια διύλιση if),

(iii) για s € R, {exp(si?(i) — a2s2t2/2)} είναι martingale (ως προς κάποια διύλιση if)

Επιπλέον, όμοια με το Κεφ. 2, Ενότητα 2.1, θεωρούμε ότι {S(t)}^L0 είναι στοχαστική 
διαδικασία των σωρευτικών αποζημιώσεων στο χρονικό διάστημα [Ο,ί), η οποία συγκροτείται 
από δύο επιμέρους στοχαστικές διαδικασίες,

Ni(t) N2(t)
S {t) = S!^) + S2{t) = Σ Xi + Σ Yi, t> 0, (3.2)

i=l i=l

όπου (όμοια με την εξίσωση (2.2)) οι 5,(ί), i = 1,2, παριστούν τις συνολικές αποζημιώσεις που 
καταβάλλονται μέχρι το χρόνο t προερχόμενες από την ί-κλάση. Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι 
{^ί}£ι ε'ναι Ηιοί ακολουθία δετικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με σ.κ. Εχ(χ) = Ρ(Α < 
χ), σ.π.π. /χ (χ), μέση τιμή τηχ και μετασχηματισμό Laplace /χ (s) = f£° e~sx f\ (x) dx, που 

παριστάνουν το μέγεθος των αποζημιώσεων από την πρώτη κλάση.
Αντίστοιχα οι {Τί}^χ είναι μια ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με 

σ.κ. F2 (χ) = Ρ(Υ < χ), σ.π.π. /2 (χ), μέση τιμή m2 και μετασχηματισμό Laplace /2 (s) = 
/0°° e_sx/2 (x) dx, που παριστούν το μέγεθος των αποζημιώσεων από τη δεύτερη κλάση.

Ακόμη, υποθέτουμε ότι η απαριθμήτρια διαδικασία {Νχ (ί)}^0 ε'ναι l·11“ ομογενή? 
διαδικασία Poisson με παράμετρο λ και ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων {W)}^, 
που είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. με 
παράμετρο λ.

Επομένως, με όλα τα άλλα να παραμένουν ίδια όπως στην Ενότητα 2.1, σε αυτό το 
κεφάλαιο υποθέτουμε ότι η στοχαστική διαδικασία του αριθμού των αποζημιώσεων, για 
τη δεύτερη κλάση κινδύνων, {Ar2(i)}^.0i είναι μια ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους 
χρόνους άφιξης των κινδύνων {V)}“1, όπου {1ζ}^χ είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και 
ισόνομων τ.μ. που ακολουθούν τη γενικευμένη Erlang(n) κατανομή. Τότε από τον ορισμό 
της γενικευμένης Erlang(n) κατανομής ισχύει ότι

Vi = Vitl + Vw + -- + Vitn, (3.3)

όπου είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετικά κατανεμημένων τ.μ.,
με παράμετρο Xj, j = 1,,η.

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι οι ακολουθίες {-Aì}£i και ί-^}£ι είναι ανεξάρτητες μεταξύ 
τους, καθώς και ανεξάρτητες από τις στοχαστικές διαδικασίες του αριθμού των κινδύνων 
{Νχ (ί)}^0 και {1V2 (ί)}“0· Ακόμη, θεωρούμε ότι η διαδικασία Wiener {B(t)}^0 και η 
στοχαστική διαδικασία των σωρευτικών αποζημιώσεων {S(i)}g.0 είναι ανεξάρτητες μεταξύ 
τους. Τέλος, για την επάρκεια των ασφαλίστρων, υποθέτουμε ότι ισχύει μια συνθήκη, γνωστή
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ως περιθώριο ασφαλείας (security loading), που δίνεται από τη σχέση

c > λτηι + (3.4)

3.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων και έναν όρο διάχυσης

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το 
μοντέλο (3.1)-(3.2). Σημειώνουμε ότι ο τρόπος υπολογισμού της συνάρτησης των Gerber- 
Shiu διαφέρει από αυτόν της Ενότητας 2.2, μιας και δεν είναι δυνατόν να αποδείξουμε ότι η 
συνάρτηση των Gerber-Shiu ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση. Έτσι, σε αυτή 
την ενότητα, ο υπολογισμός της αναμενόμενης προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής γίνεται 
μέσω των μετασχηματισμών Laplace, και την αντιστροφή αυτών όταν τα μεγέθη ζημιών και 
από τις δύο κλάσεις κινδύνων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών.

Έστω Τ = inf{ί > 0 : U(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας και για δ > 0, ορίζουμε

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο (3.1)-(3.2), όπου οι 
τ.μ. T, U(T—), \U{T)\, ο σταθερός όρος δ και η συνάρτηση w : [0, οο) χ (0, οο) —> [0, οο) 
έχουν την ίδια ερμηνεία όπως και στον Ορισμό 1.6.

Σε αυτό το σημείο αξίζει να τονισθεί ότι η δειγματοσυνάρτηση U(t) εκτός από τα 
άλματα προς τα κάτω, που εμφανίζει κατά τις χρονικές στιγμές επέλευσης των ζημιογόνων 
ενδεχομένων, εμφανίζει επίσης (μεταξύ δύο διαδοχικών χρόνων επέλευσης των ζημιογόνων 
ενδεχομένων) απότομες μεταβολές (ταλαντώσεις), προς τα πάνω ή προς τα κάτω, οι οποίες 
οφείλονται στην ύπαρξη της στοχαστικής διαδικασίας {.Β(ί)}“0. Τότε, όπως φαίνεται και 
στο Σχήμα 3.1, η ενδεχόμενη χρεοκοπία μπορεί να προέλΰει είτε από την εμφάνιση μιας 
αποζημίωσης, είτε από τη μεταβλητότητα της διαδικασίας Wiener. Έτσι, για το μοντέλο 
κινδύνου (3.1)-(3.2), όμοια με τους Gerber και Landry (1999), ορίζουμε

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία προέρχεται λόγω 
της μεταβλητότητας της διαδικασίας {Β^)}^, 1*·ε Φά(β) = 1 και

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία προέρχεται από

<t,(u)=E[e-STw(U(T-),\U(T)\)l{T<oo)\U(0)=u], η > 0, (3.5)

Φά(η) = E[e <5Τ1(:τ<οο,{/(Τ)=ο)|ύΓ(0) = u], u > 0, (3.6)

φ%η)=Ε[ε~6τιυ(υ(Τ-),\υ(Τ)\)1{τ<οοΜ(τ)<0ί\υ(0) = η], u> 0, (3.7)
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Σχήμα 3.1: (a) χρεοκοπία λόγω αποζημίωσης , (b)χρεοκοπία λόγω ταλάντωσης της {£(i)}t>o

την εμφάνιση μιας αποζημίωσης, με φ°{0) — 0. Σημειώνουμε ότι η συνάρτηση των Gerber- 
Shiu, φά(ν), είναι ουσιαστικά ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας λόγο των 

ταλαντώσεων της {Β(ί)}£Σ0.
Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, φ(η), της σχέσης (3.5) και οι 

αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής λόγω αποζημίωσης και λόγω διάχυσης, 
φά{ν) και φ°(η), των σχέσεων (3.6) και (3.7) συνδέονται μέσω της σχέσης

φ(η) = w^d(u) + φ°{ν), u > 0. (3.8)

όπου wo — w(0,0) παριστά την ποινή που επιβάλλεται στον ασφαλιστή όταν η χρεοκοπία 
προκαλείται λόγω της διάχυσης.

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι φά(ν) και φ°(υ) ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο- 

διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης. Προκειμένου να αποδείξουμε το προαναφερόμενο 
σύστημα, όμοια με την Ενότητα 2.7 για το ίδιο μοντέλο κινδύνου χωρίς τον όρο διάχυσης, 
χωρίς βλάβη της γενικότητας, στη θέση της απαριθμήτριας διαδικασίας Λ^ί) ορίζουμε την 
απαριθμήτρια διαδικασία N-2j{t). Για τη νέα αυτή απαριθμήτρια διαδικασία θεωρούμε ότι 
ο πρώτος ενδιάμεσος χρόνος άφιξης να είναι της μορφής Vf = Vij + Ειγ+ι + · · · + V\>rl 
και παριστά τον χρόνο που απαιτείται μέχρι την εμφάνιση της πρώτης αποζημίωσης από τη 
δεύτερη κλάση, ενώ οι υπόλοιποι ενδιάμεσοι χρόνοι της είναι ίδιοι με αυτούς της
αρχικής απαριθμήτριας διαδικασίας lV2(i). Με όλα τα άλλα να είναι ίδια όπως στη διαδικασία 
πλεονάσματος (3.1) και με μόνη αλλαγή την αντικατάσταση της Α72(ί) με N2j(t), θεωρούμε 
Uj(t), j = 1,... ,n, να είναι η διαδικασία πλεονάσματος για την προναφερόμενη προσαρμογή 
με 17! (f) - U(t).
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Επιπλέον για j = 1,..., η, θεωρούμε ότι

= Fi - Vi = Viti + Vi,2 + · · ■ + Vu-!,

με sì = ο, να είναι ένα άθροισμα των εκθετικών τ.μ. της εξίσωσης (3.3), και ορίζουμε

φό{η) = E U(T~), \U(T)\)l{T<oo) |S? - t, U(t) = ο] ,

Φ%η) = E [e-s^w(U(T-), \U(T)\)l[T<OOtU(T)<0)\S{ = t, U(t) = u] , (3.9)

και
) = E Je ^1(Γ<οο,ί/(Τ)=0)|·5ί = t,U(t) = uj ,

να είναι οι αντίστοιχες [με τις (3.5), (3.6), (3.7)] αναμενόμενες προεζοφλημένες συναρτήσεις 
ποινής για την τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος Uj(t).

Τότε, είναι προφανές ότι φ\ (u) = Φ(ν), φ\{ν) = φ°(ν) με φ^(0) = 0 για j — 1,..., η και 
ψ'[{υ) = ψά(υ.) με φ*(0) = 1 για j = 1 ,.,.,η. Επίσης, κάτω από την παραπάνω τροποποίηση, 

[αντίστοιχα με τη σχέση (3.8)] ισχύει ότι, για u > 0,

φ^υή-ω^φ^υή + φ^υ), j = 1,... ,τι. (3.10)

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος δεύτερης τάξης 
για τις φ^{υ) και φ^(ν), j — 1,... ,η, δίνουμε τις αναγκαίες συνθήκες κάτω από τις οποίες 

οι προαναφερόμενες συναρτήσεις των Gerber-Shiu, είναι συνεχείς δύο φορές παραγωγίσιμες.

Λήμμα 3.1. Έστω ότι οι σ.π.π. των μεγεθών των αποζημιώσεων, fk{x), και οι Wk{u), για 
k = 1,2, είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες στο [0, οο), με

wk(x) = J w{x,y — x) fk (y) dy — J io (x,y) fk (x + y) dy, k = 1,2. (3.11)
Τότε, για j = 1 ,.,.,η, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ^(μ) και φ^{ν) είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμες ως προς u στο (0, οο).

Απόδειξη. Για a > 0, θεωρούμε ka — inf{s : |jö(s)| = a} να είναι ο χρόνος που απαιτείται 
ώστε η στοχαστική διαδικασία {B(t)}t>ο να φτάσει, για πρώτη φορά, στο στο επίπεδο α. 
Επιπλέον για x G [—a, a], ορίζουμε τις βοηθητικές συναρτήσεις

1 υυ /

%ι·ι)=®ς b5

( (χ + 4λ:α)2
1 exp

21 - exp
(x — 2α + 4 λα)2

2ί
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h(a, ί)
fc= —

— (4/c - 1) exp

ÏÆP ΣΛ(4* + 1)βχρ

2(4k - l)2

a2 (4/c +1)2
21

+ (4/c — 3) exp
a2 (4/c — 3)2

2i

2t
)■

Από τη μορφή των παραπάνω συναρτήσεων είναι εύκολο να δει κανείς ότι η συνάρτηση h(a, t) 
είναι τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμη ως προς έ και α, ενώ η συνάρτηση H(a,t, χ) είναι 
τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμη ως προς a, ί και χ. Επιπλέον, από τους Revuz και Yor 
(1991) [σελ. 105-106], ισχύει ότι

P(5(s) G dx,ka > s) — H(a,s,x)dx, P(ka G ds) = h(a,s)ds.

Έστω Zj = W\ Λ Vij και /cJ = ku/„ A Zj για j = 1 ,.,.,τι. Τότε, όμοια με τη 
μεθοδολογία της απόδειξης του Θεωρήματος 2.1, δεσμεύοντας ως προς τον τυχαίο χρόνο 
Α7 και χρησιμοποιώντας το θεώρημα ολικής πιθανότητας, έχουμε ότι, για j — 1,... ,η — 1

<^(u) = E[e-ifc-/'^(« + cku/a + aB{ku/a))l(ku/a<Z])}

+E[e iVlJ^+1(u + cVij + cB(Vij))l(fc,i/<J>vrij)l(vrxJ<vv,i)] 

+E[e-sw^cj(u + cW1 + aB(W1) - Xl)l(fce/„>IVl)l(viJ>ivl)]

= Ol + ^,2 + O 3·
Τώρα, χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με τους Li και Garrido (2005) [βλ. επίσης 
Θεώρημα 3.1 στους Wang και Wu (2000)], παίρνουμε ότι

-0,1 = ^[e~&kul^cj{u + cku/a+aB{ku/a))\kuJa<Zi)l{B{ku/a)=ui(T)\

+E[e sku/a(j)j(u + cku/a + uB(ku/a))\ku/a<z.)^(B{ku/a)=-u/a)]·

Επιπλέον, από την Πρόταση 2.8.3 των Port και Stone (1978), έχουμε ότι

P(.B(/ca) = a,ka G dt) — P(ß(/ca) = —a,/ca G d,t) = ^h(a,t)d.t,

και επομένως η Ol γράφεται ως 

1 7°°
Οι =2 J e~<'X+Xj+ó')t [</>j{2u + ci) + <^(ct)] /i(u/a, i)di.

Ακόμη, από τον ορισμό της μέσης τιμής, η Ζη2 γίνεται

Γ ΟΟ /*Χΐ/σIj,2 — / P(Zj = s, = Vij)e-Äs / Η(η/σ, s,x)(t><)+i(u +es + CTx)dxds,
»/0 J—u/σ
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και εφόσον P(Zj > t\Zj — Wi)— P(Zj > t\Zj = Vij) = e (x+xi')ti για j = Ι,.,.,η, η 

παραπάνω εξίσωση γράφεται ως

poo fu/aIj,2= / \je~(x+Xj+sïs H(u/c, s,x)cj)j+1(u + cs -f ax)dxds.
JO J—u/σ

Κατά τον ίδιο τρόπο έχουμε ότι

ροο Γη/σIjt3 = / P[Zj = s,Zj = Wi)e~Ss H{u/a, s,x)Çjti{u + cs + ax)dxds
JO J—u/σ

poo pu/σ
= / /\6_(λ+λ7+ι5)5 / H{u/a,s,x)C,ji{u + cs + ax)dxds,

Jo J—u/σ
με

Çj,i(u) = / Φϊ(η - y)fi(y)dy + wì(u), j = 1,...,n, i = 1,2.
Jo

Όμοια, για j = n, βρίσκουμε ότι

<t>niu) = E[e Sku/^n(u + cku/a + aB(ku/ir))l(fc„/<r<Zn)]

+E[e~5il'"φ\{η + cVij + aB{LliTl) - Pi)l(fcu/ff>tl n)l(L1,„<w1)] 

+E[e-sw^cn(u + cWl+aB(Wl)-X1)l{K/a>Wi)l(Lh7i>Wl)]

— In, 1 + In,2 + In, 3,

απ' όπου κατά την ίδια μεθοδολογία όπως και παραπάνω, οι In>ι, J„ 2 και 7η!3 γράφονται ως

7n,l —
1 Γ00_ / (λ+λη+ί)ί
2 7ο

[φ„(2u + et) + $j(ct)] h(u/a, t)dt,

roo ru/a
/n,2 — I λ„β_(λ+λ"+5)ί5 / 77(υ/σ, s, χ)ζιι2(« + es + CTi)dxds.

7ο J—u/σ
ΓΟΟ ru/σ

/n,3 = / Ae~(A+An+Ä)s / H{u/a, s,x)£nii(it + cs + ax)dxds.
Jo J—u/σ

Τώρα, αλλάζοντας μεταβλητή στα ολοκληρώματα /γι, Ijt2 και 7^3, j — Ι,.,.,η, προκειμένου 
να αφαιρέσουμε το u από τις φ?, j = 1,..., η και j = 1,..., η — 1 που ολοκληρώνοται, 
για j — Ι,.,.,η, η ποσότητα 7·,· μ γράφεται ισοδύναμα ως

/ji = - / e_(À+AJ+5)s^(ci)/i(u/a, t)dt
2 Jo

1 Γ°°
Η— / β~^χ+χί+&'>^ζ~υΙ10φ0Λζ)ίι{ν,/σ, (ζ — 2 u)/c)dt, j = Ι,.,.,η,

2 72«
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η ποσότητα Ijt2, για j = 1,..., n — 1 μπορεί να γραφεί ως

/•οο \ . rcs+2uIji2= / —e~(x+X:>+s'>sds <pj+1(z)H(u/a,s,(z - u - cs)/a)dt,
JO ^ J cs

η In,2 γίνεται

λοο /Mi/cT ru+cs+σχ
In,2 = / Xne~('X+Xn+^sds H(u/a,s,x)[ 4>l(z)f2(11 + cs + ax - z)dz

Jo J—u/σ Jo

+W2(u + cs + σχ)] dx, 

και η ποσότητα Ij:3, για j — 1 ,.,.,τι, γίνεται

roo ru/σ pu+cs+σχ
Ijfi — / Λne~^x+Xi+^sds / H(u/a,s,x)[ (f)j(z)fi(u + cs + ax — z)dz

Jo J—u/σ Jo

+w 1 (ti 4- cs + σχ)] dx,

Από τη μορφή των ή,μ, 1^2, και 7^3 για j = 1,έπεται ότι οι προαναφερόμενες 
συναρτήσεις είναι συνεχείς και τουλάχιστον δυο φορές παραγωγίσιμες ως προς u στο (Ο,οο), 
και συνεπώς από το γεγονός ότι φ^{ν) = Tji + 7^2 + Ij,3 για j — 1,... ,n, έχουμε ότι οι 
φξ{ν) είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες στο (Ο,οο).

Για να αποδείξουμε ότι οι φ^{υ), j = 1,, η είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες 
(0, οο) ακολου-θούμε ακριβώς την ίδια διαδικασία όπως και παραπάνω (με Cj,i(u) = Jq '*Μ~ 

y)fi{y)dy) απ' όπου προκύπτει άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Έχοντας δείξει ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ^{υ) και φ^{υ), j — 1 ,.,.,τι, είναι 

συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες, είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε ότι οι αναμενόμενες 
προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής, λόγω αποζημίωσης και λόγω διάχυσης, ικανοποιούν ένα 
σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης.

Θεώρημα 3.1. Κάτω από τις συνθήκες του Λήμματος 3.1, για u > 0, οι φ?(τι) ικανοποιούν 
το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για j = 1,... ,n — 1,

( (j^ d \ /*u(y &ü?+cdü ~ ^x+Xj + y +Xj<i>Cj+i^u)+ λ j0 u ~ x^dx

+Àu;i(u) = 0, (3.12)

και για j = n,

fa2 d2 d_ 
\2 du2 ^Cc7u (λ + Xn + <5) Φη{υ. — x)fi(x)dx
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+λ„ ί Φ1(η — x)f2(x)dx + Xwi(u) + XnW2{u) = 0. (3.13)
J ο

όπου Wk(u) για k — 1,2, δίνονται από την εξίσωση (3.11).

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 2.11, μπορούμε να 'θεωρήσουμε τη 
διαδικασία πλεονάσματος U(t), που δίνεται από τη σχέση (3.1), σαν μια Μαρκοβιανή 
διαδικασία με τι καταστάσεις. Η μετάβαση από την κατάσταση j στην κατάσταση j + 1 
συντελείται με ρυθμό μετάβασης σύμφωνα με μια εκθετική τ.μ. με παράμετρο Xj, για 
j = Ι,.,.,η — 1, ενώ η μετάβαση από την κατάσταση η στην κατάσταση 1 συντελείται 
με ρυθμό μετάβασης σύμφωνα με μια εκθετικά κατανεμημένη τ.μ. με παράμετρο λη. Όταν 
η διαδικασία πλεονάσματος βρίσκεται στην κατάσταση j, θεωρούμε ότι η απαριθμήτρια 
διαδικασία της δεύτερης κλάσης είναι N2j{t). Τποθέτοντας ότι η Μαρκοβιανή διαδικασία 
βρίσκεται στην κατάσταση j = 1,... ,n — 1 και θεωρώντας ένα απειροστό χρονικό διάστημα 
[0, dt] (δηλ. το απειροστό χρονικό διάστημα από το Sj μέχρι το 5] + dt) , έχουμε τέσσερα 

πιθανά ενδεχόμενα:
(1) δεν εμφανίζεται κάποια αποζημίωση και η Μαρκοβιανή διαδικασία δεν αλλάζει κατάσταση,
(2) εμφανίζεται κάποια αποζημίωση και η Μαρκοβιανή διαδικασία δεν αλλάζει κατάσταση,
(3) η Μαρκοβιανή διαδικασία αλλάζει κατάσταση και δεν εμφανίζεται κάποια αποζημίωση,
(4) δύο ή περισσότερα από τα παραπάνω ενδεχόμενα εμφανίζονται ταυτόχρονα.
Τότε, δεσμέυοντας ως προς τα παραπάνω ενδεχόμενα στο [0, di] και χρησιμοποιώντας το 
θεώρημα ολικής πιθανότητας για μέσες τιμές, έχουμε ότι

φξ(ν) - (1 - Xdt)( 1 - Xjdt)e-SdtE[<^(V(di))] + Xjdt( 1 - Xdt)e~SdtEtycj+1{V(dt))\

για j = Ι,.,.,τι — 1, με V{dt) = u + cdt + aB{dt) και o(i)/t —> 0, για ί —> 0. 
Πολλαπλασιάζοντας με esdt και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης και μετά από κάποιες 

αλγεβρικές πράξεις, βρίσκουμε ότι

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας βασικές ιδιότητες της κίνησης Brown [βλ. επίσης Lu και Tsai 
(2007)], το Λήμμα του Itô [βλ. Παράρτημα Α'.4], καθώς επίσης και το γεγονός ότι οι φξ είναι

Ε[φξ(ν(άί))\ - e6*^(u) - (λ + Xj)dtE^{V{dt))] + XjdtE^cj+1(V(dt))]
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συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες (βλ. Λήμμα 3.1), έχουμε ότι

]im E[ffiV(dt))] — e8dt(j)Cj(u) = ]im E[ffiV(df))] - φ^η) - (e** - 1 )<ή(υ)

di—>0 dt di—+0 di

= lim 0j(«) + c(0j)'(«) + T (^);/(M) - 0j(«) ~ ^j(U) + °(dt)
di—*o dt

= + c(</,j),(u) - <tyj(w)·

Διαιρώντας με di και τα δύο μέλη της εξίσωσης (3.14), παίρνοντας di —> 0 και χρησιμοποιώ­
ντας το γεγονός ότι η wi(u) είναι μια συνεχής συνάρτηση ως προς u (απ' όπου έπεται ότι
lirrirft_wi(V(di)) = wi(limdt-+o'V{dt)) = wi(u)) παίρνουμε άμεσα την ολοκληρο-διαφορική
εξίσωση (3.12) για j — 1,... ,n — 1.

Κατά όμοιο τρόπο, για j = π, έχουμε ότι

Æ(u) - (l-Adi)(l-A„di)e-MiE[^(V(di))]

Γ yV(di) Ί+A„di(l - Adi)e-wtE / (V(dt) - x)f2(x)dx + toa(V(dt))

r /-v(di) ί+Adi(l — Xndt)e~SdtE / $j(V(di) — x)fi(x)dx + w\(V(dt))

+o(dt). (3.15)

Χρησιμοποιώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία, όπως αυτή της εξίσωσης (3.12), από την 
εξίσωση (3.15) παίρνουμε άμεσα την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (3.13). I

Χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης 3.1, βρίσκουμε το 
ολοκληρο-διαφορικό σύστημα που ικανοποιούν οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις 
ποινής λόγω διάχυσης, όπως δίνεται στο παρακάτω 'θεώρημα.

Θεώρημα 3.2. Κάτω από τις συνθήκη του Λήμματος 3.1, για u > 0, οι <pd(u) ικανοποιούν 
το ακόλουϋο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών τξισώστων, για j = 1,... ,n — 1,

(y + c!l ~ (Λ + + 5)) Φ^η) + λ^+ι(“) + λ / Φ*(η-χ)Μχ)άχ = 0, (3.16)

και για j = τι,

2 du2
- (λ + An + S)jct>d(u) + X J <l)d(u - x)f\(x)dx

+An / Φί{ν - x)f2{x)dx = 0. (3.17) 
J o
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Η λύση των ολοκληρο-διαφορικών συστημάτων (3.12)-(3.13) και (3.16)-(3.17) εξαρτώνται 
άμεσα από τις ρίζες της γενικευμένης εξίσωσης του Lundberg για το μοντέλο (3.1)-(3.2), την 
οποία βρίσκουμε και λύνουμε ακολούθως.

Προκειμένου να βρούμε την εξίσωση του Lundberg, θεωρούμε ί*, = J2i=i να είναι 0 
χρόνος μέχρι την εμφάνιση της k αποζημίωσης από τη δεύτερη κλάση, με ίο = 0. Ορίζουμε 
Uo — u και για k G Ν, έστω

Uk(u)
k Ni(tk)

U(tk) = U + Ctk-J2Yi~ Σ Xi + aB{tk)

i=1 j=l
k , N! (Vi)

u + ^UVi-Yi- Σ Xj + *{B(ti)-B{ti-i))l,
1=1 ^ 7=1 '

να είναι η διαδικασία πλεονάσματος αμέσως μετά την πραγματοποίηση της k αποζημίωσης 
από τη δεύτερη κλάση. Επιπλέον, θεωρούμε ότι υπάρχει κάποιος αριθμός s, τέτοιος 

ώστε η διαδικασία {e~°tk+sUk}kç.N να είναι martingale [ως προς κάποια διύλιση 3^ = o({Xfc}jfc>i, , N\(k), JV^fc), B(k))]. Τότε, από την ικανή και αναγκαία συνθήκη για

να είναι martingale, έπεται ότι

E[e(«-flVi-.Yi-«££iM)*j+»B(Vi)j =E^(cS-<5)v1-s5:fi1(Vl)^+^('ó)]]E[e-^] = 1.

(3.18)
Εφόσον

Ε[e(“-^)^“»Σ^Γ1 ’ Xj +3σΒ(Vi)j =E^|Ej-e(cs-Æ)Va-SEfii(Vl)^+^(Vi)j|V-l|

= Εν) [e(cs·^Kl “λ(·Λ W-!)ViVi j}

και επιπλέον από την υπόθεση ότι η τ.μ. V) ακολουθεί τη γενικευμένη Erlang(n) κατανομή, 
έπεται ότι η εξίσωση (3.18) γίνεται

cs - δ - λ(ΐ - fi(s)) + ^-s2
h(s), seC. (3.19)

Έστω ηv(s) = Π"=ι 

ως

75,σ(δ) = Ì2(s), ó>0,nGN+ και s G €. (3.20)

^ cs-<5-A(i-/i(s))+%-32

Yj , τότε η εξίσωση (3.19) γράφεται ισοδύναμα

Η εξίσωση (3.20) ονομάζεται γενικευμενη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο που ορίσθηκε
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από τις σχέσεις (3.1) και (3.2).
Αξίζει να σημειωθεί ότι για Λ —> Ο, το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο 

διάχυσης, που ορίζεται από τις σχέσεις (3.1)-(3.2), ανάγεται στο ανανεωτικό μοντέλο με 
γενικευμένους Erlang(n) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων και έναν όρο διάχυσης. 
Έτσι η εξίσωση (3.20) απλοποιείται σε

s e C, (3.21)

που είναι η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το παραπάνω ανανεωτικό μοντέλο. Οι Li 
και Garrido (2005), χρησιμοποιώντας το Όεώρημα του Rouché [βλ Θεώρημα 6.2] απέδειξαν 
ότι, για <5 > 0, η εξίσωση (3.21) έχει ακριβώς η ρίζες που βρίσκονται στο Όετικό μιγαδικό 
ημιεπίπεδο. Στο επόμενο Λήμμα Da δείξουμε, χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή 
των Albrecher και Boxma (2005), ότι η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg (3.20) έχει επίσης 
η ρίζες που βρίσκονται στο Όετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο.

Για αυτό το σκοπό, ορίζουμε το η x η πίνακα

Aj(s) = Aifi(s) + Aji2(s),

όπου A<5,i(s) = diag(^-s2 + cs — <5 — λ — Αχ,..., ^ps2 + cs — δ — λ — λ„), και

(3.22)

Aji2(s) =
I ah(s) λ! 0 ... 0 \

0 λ/i (s) λ2 ... 0
V λη/2(β) 0 0 ... λ/(s) )

Τότε, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η εξίσωση det As(s) = 0 ισοδυναμεί με τη γενικευμένη 
εξίσωση του Lundberg που δίνεται από την σχέση (3.20).

Λήμ.μ.α. 3.2. Για δ > 0, γενικευμένη εξίσωση του Lundberg που δίνεται από τη σχέση (3.20) 
έχει ακριβώς π ρίζες, Τ\(δ,σ),... , τη(δ, σ), που βρίσκονται στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο.

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι η εξίσωση ^ps2 + cs - ό - A - Aj = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 

για 1 < j < η

Slj —
-c - -y/c2 + 2σ2(δ + A + Xj

< 0,
—c + -y/c2 + 2<j2(<5 + A + Xj)

S2j = -------------------- 2~ ---------- > 0,

έπεται ότι η εξίσωση det A^i(s) == 0 έχει ακριβώς η δετικές ρίζες.
Τώρα, για SR(s) > 0 και 0 < u < 1, ορίζουμε τον η x η πίνακα As(s,u) = 

A^i(s) + uAsp(s). Τότε, από το γεγονός ότι Aj(s, 1) = Ag(s), εύκολα συμπεραίνουμε
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ότι η εξίσωση detAa(s, 1) = Ο ισοδυναμεί με τη γενικευμένη εξίσωση του Lundberg που 
δίνεται από τη σχέση (3.20). Επιπλέον, έστω Cs να παριστά ένα κύκλο στο μιγαδικό 
επίπεδο με κέντρο (Ils, 0) και ακτίνα Rs, όπου Rs = max.i<j<n S2j = maxi<_7<7l{(—c + 
y/(? + 2σ2(δ + λ + Xj))/a2}. Στη συνέχεια ΰα αποδείξουμε, για 0 < u < 1, ότι 

detA<s(s, u) φ 0 για s G Cs, χρησιμοποιώντας το θεώρημα των Levy-Desplanques (βλ. 
Θεώρημα 1.24). Προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 1.24, πρέπει πρώτα να 
δείξουμε ότι ο πίνακας Aä(s,u) κυριαρχεί διαγωνίως (diagonally dominant) (βλ. Ορισμό 
1.17).

Για j = 1,..., n— 1,5R(s) > 0 και s G Cs, χρησιμοποιώντας βασικές ιδιότητες των μέτρων 
των μιγαδικών αριθμών έχουμε ότι

^s2 + cs — δ — λ — Xj + uA/i(s)| >

>

>

>

l^s2 + cs — δ — λ — AjI — uA|/l(s)| 

|tt(s - Si,j)(s - S2,j)| - «λ
tIs_sijIIs"'s2j| - uà

(c + \Jc2 + 2σ2(δ + A + \j) ^
n ^ >

f-c+y/d2 + 2a2(6+\ + Xj)\ 
X{ σ2 )

Ó -f- Xj — (1 — ϊζ)Λ ^ δ “f· Xj Xj ^ uXj,

και όμοια για j = n, 5R(s) > 0 και 5 G Cs, ισχύει ότι

l^s2 + cs — ό — λ — An + uA/x(s)| > An > uA„/2(0) > |uA„/2(s)|.

Τότε, ανακαλώντας τον Ορισμό 1.17, ο πίνακας As{s,u) κυριαρχεί διαγωνίως. Τώρα, έστω 
f(u) να παριστά το πλήθος των ριζών της εξίσωσης det Aa(s, u) = 0 εντός του κύκλου 
Cs, που είναι το εσωτερικό τμήμα του κύκλου Cs- Τότε, εφόσον det A.s(s, u) φ 0, από το 
Θεώρημα 1.25, έχουμε ότι

£detA s{s,u)^ 
det As(s,u)

Ανακαλώντας ότι η εξίσωση det Ai (s) = 0 έχει ακριβώς η ρίζες με θετικά πραγματικά μέρη, 
είναι εύκολο να δούμε ότι /(Ο) = η. Τέλος, η f(u) παίρνει ακέραιες τιμές, είναι συνεχής 
στο διάστημα [0,1], και συνεπώς σταθερή. Έτσι, έχουμε ότι /(I) = /(Ο) = η, από όπου 
αποδεικνύεται το ζητούμενο. I

Παρατήρηση 3.1. (i) Στο Λήμμα 3.2, αποδείξαμε την ύπαρξη η ριζών, της εξίσωσης
det As(s, 1) = 0, που βρίσκονται στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο. Πιο συγκεκριμένα, οι
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,r · η ’ ’ » -, > · t ~c+\! c2+2<r2(i+A+Aj)
ρίζες αυτές βρίσκονται εντός του κυκλου που εχει κέντρο (maxi<j<n-----1----------

,0) και ακτίνα maxi <;,■<„
-c+^/ c^+2o'^(5+A+Aj)

(ii) Έστω Uì<y(s) = h(s)-7<5><T(s). Εφόσον 4,σ(0) < 0 και lim,,-.-«, 4](T(s) = +oo, τότε η 
εξίσωση Asi(T(s) = 0 έχει τουλάχιστον μια αρνητική ρίζα, έστω -ϋ(δ,σ) με i?(<5, σ) > 0. 
Η ρίζα αυτή καλείται συντελεστής προσαρμογής για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων 
και έναν όρο διάχυσης, που ορίζεται από τις σχέσεις (3.1)-(3.2).

(iii) Εαν ό —» 0+, τότε —ϋ(δ,σ) —Κ(0,σ) και τ^(δ,σ) —» rj(Ο,σ) για 1 < j < η, όπου
—-β(Ο,σ) και τγ(0, σ) είναι ρίζες της εξίσωσης

70,a(s) - Π 

3=1
1 -

CS - λ(ΐ - /i(s)) 4- Çs2
= /2(s), sec. (3.23)

Έστω ri(ó, σ) — mini<:J<n{rj(ó, σ)}. Παίρνοντας δ —> 0+, τότε ri (Ο,σ) = 0, και έτσι 
η εξίσωση (3.23) έχει ακριβώς τι — 1 ρίζες με θετικά πραγματικά μέρη.

(ίν) Παίρνοντας σ —> 0+, τότε — i?(<5, σ) —> —R(ö, 0) και rj(ö, σ) —+ rj(ó, 0) για 1 < j < τι, 
όπου — R(ö,0) και rj(<5,0) είναι οι ρίζες της εξίσωσης

75,0 (s) = J]
j-\L

δ — A(l — fi{s))
λj

Ms), s e (3.24)

που είναι η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων 
χωρίς την ύπαρξη του όρου διάχυσης [βλ. εξίσωση (2.141) της Ενότητας 2.7]. Επιπλέον, 
παίρνοντας λ —> 0, η εξίσωση (3.24) ανάγεται στην εξίσωση (1.16) του Θεωρήματος 
1.5, που είναι η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg για το ανανεωτικό μοντέλο με 
γενικευμένους Erlang(n) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων.

(ν) Για λόγους ευκολίας στο εξής συμβολίζουμε τις ρίζες r,(ó, σ) με rj για 1 < j < η και 
υποθέτουμε ότι είναι διαφορετικές μεταξύ τους.

Στη συνέχεια 6α χρησιμοποιήσουμε τις ρίζες της εξίσωσης (3.21) και τους μετασχη­
ματισμούς Laplace προκειμένου να βρούμε την αναλυτική λύση των ολοκληρο-διαφορικών 
συστημάτων (3.12)-(3.13) και (3.16)-(3.17) των Θεωρημάτων 3.1 και 3.2.

Για s € C, ορίζουμε ç^(s) = /0°° ε~3ηφ^(η)άη, fi(s) = e~sx fi(x)dx και w,(s) = 
/0°° e~suWi(u)du να είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των συναρτήσεων <f)j{u), fi(x) και 

Wi{u), αντίστοιχα, για j = 1,..., η και i = 1,2.
Επιπλέον, εφόσον φ^{υ) < οο, τότε έχουμε ότι lim„_oo e_s“<^(u) = 0 και limu_,oo e~su 

X = 0 για 3?(s) > 0 και j = 1,... ,n. Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και
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στα δύο μέλη των εξισώσεων (3.12) και (3.13), και ανακαλώντας ότι ψ^(0) = 0, 1 < j < τι, 
βρίσκουμε ότι, για j = 1,..., η — 1, s € C,

(^s2 + cs - (λ + Xj + δ) + A/i(s))^(s) + Aj^+1(s) = ^(ψρ'(Ο) - Aiùi(s),

και για j — n, s G C,

(ts2 + CS - (λ + λ„ + 5) + À/i(s))^(s) + \nh{s)fâ{s) = 0) - ÀWi(s)

-Xnw2(s).

Ισοδύναμα το παραπάνω σύστημα εξισώσεων μπορεί να γραφεί σε μορφή πινάκων, όπως δίνεται 
από τη σχέση

_ 2
As(s)$c(s) = 0) - Σ we(s), 9t(s) > 0, (3.25)

e=i

όπου $c(s) = (^(s),...,^(s))T, {<j>c)'{ 0) = ((^)'(O),..., (Φ£)'(0))Τ, wi(s) = Au5i(s)l„ 

με lra να είναι ένα n-διάστατο διάνυσμα στήλη με όλα τα στοιχεία του ίσα με 1 και W2(s) = 
XnW2(s)en, με ëj να είναι ένα n-διάστατο διάνυσμα στήλη, με μόνο μη μηδενικό στοιχείο το 
1 στην j γραμμή.

Επιπλέον, από την απόδειξη του Λήμματος 3.2, για u = 1, έχουμε ότι ο πίνακας A^(.s) = 
Aj(s, 1) κυριαρχεί διαγωνίως και συνεπώς από το Θεώρημα 1.24 έπεται ότι ο πίνακας As(s) 
είναι αντιστρέψιμος. Τότε, η εξίσωση (3.25) γίνεται

$c(s) = AJ(s)-
wno )-Σΐι^ω

det A s (s)
(3.26)

όπου Ag(s) είναι ο πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων (adjoint matrix) του A s (s).
Κατά όμοιο τρόπο, έστω <^(s) = /0°° β~3ηφ^(η)άυ, ο μετασχηματισμός Laplace των συ­

ναρτήσεων Gerber-Shiu λόγω διάχυσης, για τις οποίες ισχύει ότι lim«_>oo e_s“</>^(n) =
0 και Ιΰη^-,οο e~su^j)'{u) = 0 για 3?(s) > 0 και j = 1,..., η. Παίρνοντας μετασχηματισμούς 
Laplace και στα δύο μέλη των εξισώσεων (3.16)-(3.17) και ανακαλώντας ότι φ^{0) = 1,

1 < j < η, έχουμε ότι, για j = 1,..., n — 1, s € C,
(γτ«2 + cs — (λ + Xj + δ) + λ/j (s))^(s) + Xjφ,j+1(s) — 0) + γρ« + c,

και για j = η, s G C,

(^-s2 + CS — (λ + λ„ + δ) + À/i(s))0ra(s) + ^η/2(5)Ψι (5) = ^-(Φη)'{ 0) + ^Ts + C.
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Όμοια με το σύστημα για τις φ^{ν), το παραπάνω σύστημα εξισώσεων μπορεί να γραφεί σε 
μορφή πινάκων, όπως δίνεται από τη σχέση

A s(s)$d(s) = ^($dy(0) + (<Çs + c)ïn: i = 1,2,

όπου <ì>d(s) = (^f(s),...,^(s))T και {φά)'{ 0) = ((ώι)'(0),..., (<ή£)'(0))Τ. Λύνοντας το 

παραπάνω γραμμικό σύστημα, παίρνουμε ότι

$d{s) = A£(s)
^Y(Q) + (^s + c)în 

det A^(s)
(3.27)

Παρατήρηση 3.2. Από την μορφή της εξίσωσης για το διάνυσμα των μετασχηματισμών 
Laplace, <j>d(s), της σχέσης (3.27), παρατηρούμε ότι είναι ανάλογης μορφής με αυτό για το 

διάνυσμα των μετασχηματισμών Laplace, <£c(s), που δίνεται στη σχέση (3.26). Θέτοντας 
w?i(s) = —(t^s + c)/Λ, και wi(s) = 0, το διάνυσμα wi(s) γίνεται -wi(s) = (^s + c)ï„ 

και επίσης W2(s) = 0„, όπου 0„ είναι το η x 1 διάνυσμα με μηδενικά στοιχεία. Έτσι για τις 
παραπάνω επιλεγμένες μορφές των συναρτήσεων ποινής u>i(s) και «^(s), ο μετασχηματισμός 
Laplace, ικανοποιεί την εξίσωση (3.27). Συνεπώς ο μετασχηματισμός Laplace <pd(s)

μπορεί επίσης να υπολογιστεί μέσω του μετασχηματισμού Laplace 4>c(s).

Για να ολοκληρώσουμε τη λύση των συστημάτων στις εξισώσεις (3.26) και (3.27), 
πρέπει επίσης να προσδιορίσουμε τις αρχικές τιμές (φε)'(0) και {φά)'{0). Για αυτό το 

σκοπό χρειαζόμαστε μία, συχνά χρησιμοποιούμενη στη θεωρία κινδύνου έννοια, τις διαιρετές 
διαφορές που ορίσθηκαν στην Ενότητα 1.5. Ανακαλώντας από τον Ορισμό 1.18, την έννοια 
των διαιρετών διαφορών για πίνακες/διανύσματα και χρησιμοποιώντας το Λήμμα 3.2, είναι 
δυνατόν να υπολογίσουμε τις πρώτες παραγώγους των διανυσμάτων φ°(η) και <pd(u) στο 

σημείο 0, ως εξής. Εφόσον το διάνυσμα φ°($) είναι πεπερασμένο για 3?(s) > 0, από την 
εξίσωση (3.26) έχουμε ότι

2
^Α*δ(η)(φσ)'(0) = ^A^r^w^r-i),

ί-Ι
για i = 1 ,.,.,η.

Αφαιρώντας κατά μέλη τις παραπάνω εξισώσεις για i = 1,2 και χρησιμοποιώντας τις διαιρετές 
διαφορές έχουμε ότι



Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία, αναδρομικά παίρνουμε ότι

ΊΓΑί[η, · · -, rn}(4>c)'(0) = ΣΣ Ai[ri’ · · · > Γ»·]^[Γ*> ■ · · -rnl- (3.28)

Τότε, από την εξίσωση (3.28) και από την Παρατήρηση 3.2, έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα 
για τις αρχικές τιμές των διανυσμάτων (φα)'(0) και (φά)'(0).

Πρόταση 3.1. Οι παράγωγοι πρώτου βαθμού των διανυσμάτων φ°(υ) και φά(η) στο σημείο 

μηδέν δίνονται από τις σχέσεις

{Φα)'{ 0) = · ■ · Tn])-1 ΣΣ ΑίίΓ1, · · · >ri] •••Τη],

' l=\ i=l

(Φά)\θ) = ^21(Αί[Π, - · -, r„])_1 (α|[γι, ... ,rn]ïn(yrn + c) + yAJ[ri,..., rn_i]î„j.

Όμοια, εφαρμόζοντας την ίδια τεχνική των διαιρετών διαφορών επαναλαμβανόμενα στον 
αριθμητή της εξίσωσης (3.26) και χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 3.2, παίρνουμε το 
ακόλουθο αποτέλεσμα για τον μετασχηματισμό Laplace των διανυσμάτων (jf{u) και φά{π).

Πρόταση 3.2. Για 3R(s) > 0, ο μετασχηματισμός Laplace των διανυσμάτων φ€{υ) και <p(u) 
δίνεται από τις ακόλουθες σχέσεις

Φ°{s) det Aä(s)

Γ 2 .
TΑ*δ[ri, · · ·,r„, s](φ°Υ(0) - ]Γ( Α|[η,...,r„_ 

£=1 '

η—1 \
+Α^[γι, ...,r„,s]w*(r„) + Aj[ri> · · ·,Ό']^[ό, · · · Τη,s] J

3=1 '

1, sjw^[r„, sj

(3.29)

$d(s) =
det A s(s) 

+^A|[n,...,rn_i,s]l

Aj[n,... t„, s] (£(&)'(0) + (Çrn + c)în)

(3.30)

με (φ°)'(0) και (φά)'(0) όπως· δίνονται από την Πρόταση 3.1.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι το s = r\ είναι ρίζα του αριθμητή της εξίσωσης 
(3.26), έχουμε ότι

ΑΗ*)[4(^)'(0)-£^)]

e=i
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= AK«) [^{Φ°)'{ 0) - Σ w/(s)] - AJ (η) [^(0C)'( 0) - Σ w e(n)]

= (s-η) TAä[ri> S](^C)'(0) - 5Z(Ai[n,s]w/(s) 4- A^r^w^ri, s]) . (3.31)

Επιπλέον, επειδή οι τιμές s = r2,..., r„_i είναι επίσης ρίζες του αριθμητή της εξίσωσης (3.26), 
έχουμε ότι οι τιμές s = r2,... ,rn_i πρέπει επίσης να είναι και ρίζες της συνάρτησης εντός 
των αγκύλων στην εξίσωση (3.31). Έτσι, εφαρμόζοντας την τεχνική των διαιρετών διαφορών 
επαναλαμβανόμενα ως προς τους αριθμούς r%,... , r„_i με τγ φ rj για i, j = 2,... ,π — 1, 
i Φ j, βρίσκουμε ότι

AM^m-ï^)]
2

î
σ2 AJ [ri, .. · ,rn_i, s](0c)'(O) - Σ ( AJ [η,... ,rn_j, s]w/(s) 

£=1 '

72 — 1

Π(*-- 
2=1 

n—1

+ ^ A|[ri,..., rj]wf [rj,..., rn_i, s
1=1

Ακόμη, από το γεγονός ότι το s = rn είναι επίσης ρίζα του αριθμητή στην εξίσωση (3.26) και 
χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία όπως και παραπάνω, παίρνουμε

αΗα>[τ(^)'(°)-Σ^(5)]*=1
72 — 1

A|[ri,...,r„_i,s] - AJ [η,... ,rn_i,rn] (0C)'(O)= Π(«-

- Σ ( Α5 [ri ’ · · · > Γ«-1 ’ S1 (^(s) “ (rn))
£=1 V

+ (AJ[ri,... ,rn_!,s] - AJ[n,.. - ,r„_i,r„])wf(rn)
71—1

+ Σ AJ[i-i,.. ·, Tj] (w^[rj,..., rn-i, s] - w* [r,·,..., rn_ 1, rn] 

i=i

απ' όπου βρίσκουμε τη ζητούμενη σχέση της εξίσωσης (3.29). Τέλος η απόδειξη της σχέσης 
(3.30) γίνεται χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3.29) και την Παρατήρηση 3.2. I

Από τη μορφή των μετασχηματισμών Laplace των διανυσμάτων φε(η) και <pd(u) των 

σχέσεων (3.29) και (3.30), είναι φανερό ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μεθοδολογία 
της Ενότητας 2.2 αποδεικνύοντας ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, λόγω αποζημίωσης και
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λόγω διάχυσης, ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις. Αυτό οφείλεται 
κυρίως στο γεγονός ότι οι εξισώσεις (3.29) και (3.30) έχουν την μορφή πινάκων και συνεπώς 
είναι ιδιαίτερα δύσκολο να παραγοντοποιήσουμε κατάλληλα τον κοινό παρονομαστή των (3.29) 
και (3.30) προκειμένου να δείξουμε ότι οι φ°{υ) και 4>d{u) ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές 

ανανεωτικές εξισώσεις.
Αντ' αυτού, στην συνέχεια υποθέτοντας μια πολύ γενική μορφή για το ύψος των αποζημιώ­

σεων θα αντιστρέφουμε τους μετασχηματισμούς Laplace (3.29) και (3.30). Σημειώνουμε ότι 
η εύρεση των αντίστροφων μετασχηματισμών Laplace των διανυσμάτων φ°{υ) και φά{τί) 

μπορεί να γίνει σε ορισμένες μόνο περιπτώσεις. Μία από αυτές τις περιπτώσεις είναι 
να υποθέσουμε ότι τα μεγέθη των αποζημιώσεων και από τις δύο κλάσεις ανήκουν στην 
κλασματική οικογένεια κατανομών.

Έτσι, υποθέτουμε ότι οι μετασχηματισμοί Laplace των σ.π.π. /ι και fi (των τ.μ. X και 
Υ) έχουν την ακόλουθη μορφή πηλίκων πολυωνύμων

Λ (s) = Pk~y?\ Pk-1(0) = Pk{0) και h(s) = qm_i(0) = çm(0), (3.32)
Pk\s) àm(s)

όπου pk-i[s), gm_i(s) είναι πολυώνυμα βαθμού k — 1, τη — 1 ή μικρότερου και Pfc(s), qm{s) 
είναι πολυώνυμα βαθμού k, τη, αντίστοιχα, με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου το 1. 

Επιπλέον, οι εξισώσεις Pk(s) = 0 και qm(s) = 0 έχουν μόνο αρνητικές ρίζες (ή μιγαδικές 
ρίζες με αρνητικά πραγματικά μέρη).

Σε αυτή την περίπτωση η ορίζουσα του πίνακα Aj(s), που δίνεται στην εξίσωση (3.22), 
παίρνει την ακόλουθη μορφή

det Afl(s) = (3·33)
Pk(S)Vrn(s)

όπου

η η

Jnk+m+2n{s) = qm{s) JJ ((^^ + CS — λ — Xj — S)pk(s) + Àpfe_i(s)) -Çm_i(s)p£(s) JJ Xj, 

j=1 3=1
είναι ένα πολυώνυμο βαθμού nk + τη + 2η, με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου το 
(σ2/2)η, και συνεπώς η εξίσωση Jnk+m+2n(s) = 0 έχει nk + τη + 2η ρίζες στο μιγαδικό 
επίπεδο. Ακόμη, από το γεγονός ότι η εξίσωση det As (s) = 0 είναι η γενικευμένη εξίσωση 
του Lundberg, από την (3.33) έπεται ότι η εξίσωση Jnk+m+2n(s) — 0 έχει η ρίζες r\,...,rn 
με θετικά πραγματικά μέρη (τις ρίζες του Λήμματος 3.2) και nk + m + n ρίζες Ri με αρνητικά 
πραγματικά μέρη. Στο εξής υποθέτουμε ότι οι ρίζες Ri είναι διαφορετικές μεταξύ τους. 
Από τα παραπάνω έχουμε ότι το πολυώνυμο Jnk+m+2n(s) μπορεί ισοδύναμα να γραφεί ως
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Jnk+m+2n{s) = (*y)n ΠΓ=ι(s ~ ri) Πίϊ’?η+η(5 + Ri), απ' όπου παίρνουμε ότι

η nk+m+n
Pk(s)qm(s)det As(s) = (γτ)η JJ(s — τγ) (s + Rì), ìì(s) > 0. (3.34)

»=1 i=l

Τώρα πολλαπλασιάζοντας, τον αριθμητή και τον παρονομαστή της εξίσωσης (3.29) με 
p^(s)qm(s) και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3.34) συνεπάγεται ότι

0c(s) 1
(τ)" Wttm+n(s + Ri)

PÎt(s)9m(s)^AJ[r1,... ,rn, s](0c)'(O) - ( Pk(s)
L e=i '

xqm(s)A|[n,... s]w*[rn, s] + Pfc(s)qm(s)A|[ri,... ,rn,s]wf(r„)
n—1

+ X]Pfc(s)?m(s)AJ[r1,... .rj-Jw/fo,. · - ,rn, s] 

j=1

Σε αυτό το σημείο σημειώνουμε ότι τα στοιχεία των πινάκων p^(s)qm(s)^A|[ri,... ,rn,s] 

και Pfc(s)qm(s)A^[r!,... ,r„_i,s] είναι πολυώνυμα βαθμών μικρότερων από nk + τη + η, 
ενώ τα στοιχεία του πίνακα Α|[γι,... ,rj] για j — 1 ,.,.,η είναι σταθεροί όροι. Τότε, 
χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, έχουμε ότι

Pfc(s)gm(s)AJ[r1,...,rJ,s]

Π nk+m+n
i=l (s + Ri)

nk+m+n , ,(j)
y- Mi
fe s+R·’

Pkis) q™(s)

nnk+m+n 
2=1 (s + Ri)

nk+m+n

Σ2=1

hi
s + Ri

j = n — l,n,

' 0) ' 'οπού MV" είναι κάποιοι συντελεστές πίνακες και hi είναι κάποιοι συντελεστές αριθμοί που 
δίνονται από τις σχέσεις, για i = 1,..., nk + τη + η,

Μω = Pki-KiìVmi-RJAÌln,...,rj, -Rj)
1 Π £ìZg{Rk-Ri)

h _ Pki~Rj)qm{~Rj)
' UttJgiRk-Ri)

j = n — 1, n, ανδ
(3.35)

Έτσι, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω μερικά κλάσματα ο μετασχηματισμός Laplace <£c(s) 
γράφεται ως

0c(s) =
(*2/2)'

n/ï+m+n

ή Σ
μ:(η)

2 s + ΈΣ
Μ(η-1)

(0C),(O) ~Σ( 8 + ™<[Γ">*·
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(3.36)^ , , V /li „r ,2 r Λ7TÄ:W'(Γ",+Σ 7Tfi;A,[r‘ τΛΜτ>· ■ ■ ■ ·r"’51 )
j=l '

Επιπλέον, θέτοντας wi(s) — — (^-s + c)/A και «^(s) = 0 (συνεπώς wj(s) = — (^s + c)ln 
και wx[r„,s] = — ^ί„) στην εξίσωση (3.36), παίρνουμε τον μετασχηματισμό Laplace της 

προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής λόγω διάχυσης

$d(s) -
(σ2/2)>

nk+m-\-n

■ Σ
ι=1

s + Ri
M|n) (£ (^)'(O) + (^rn + c)î„)+|n_1) Γη (3.37)

Προκειμένου να βρούμε τους αναλυτικές εκφράσεις για τους αντίστροφους μετασχηματισμούς 
Laplace των διανυσμάτων </>c(s) και <f>d(s), χρειάζεται να χρησιμοποιήσουμε τον τελεστή Ττ 
για πίνακες/διανύσματα. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.67) της Πρότασης 1.4, μέσω της 
οποίας οι διαιρετές διαφορές για πίνακες/διανύσματα εκφράζονται σε όρους των τελεστών 
Ττ για πίνακες/διανύσματα, καύώς και το γεγονός ότι TsTrL(0) = /0°° e~sxTTL(x)dx, ο 
αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace του πίνακα Ts (Γ[£=ι Trfc)L(0) δίνεται από τη σχέση

£_1

Έστω φ°(ν) — (^χ(ιι),..., ^(ω))Τ και 4>d(u) — (<^>f (a),..., <^(a))T. Τότε, αντιστρέφο­

ντας τους μετασχηματισμούς Laplace των εξισώσεων (3.36) και (3.37) βρίσκουμε αναλυτικές 
εκφράσεις για τις φ°{η) και <j)d{u), όπως δίνονται στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 3.3. Εάν οι μετασχηματισμοί Laplace fi(s) και fïis), των μεγεθών των 
αποζημιώσεων και για τις δύο κλάσεις, έχουν μορφή πηλίκου πολυωνύμων όπως στην εξίσωση
(3.32), τότε για u > 0, τα διανύσματα των συναρτήσεων Gerber-Shiu λόγω αποζημίωσης και 
λόγω διάχυσης δίνονται από τις σχέσεις

rs(nrrfc)L(°) =(Πγ'*)ε(*)·

nfc+m-fn Γ

μ|" l)Trnwe{u) + hiY^(-l)n JA£[ri,...,rj]ijjTr(iw*(ii) 

i=l 'k=j '

1 nfc+m-f-n p
Φ\ν) = ψW ^ e”Â,e Min)(T(^),(0) + (Tr» + c)ï») + ÎM<,,-1)ïn
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όπου (<pc)'(0), (</>dy(0) δίνονται από την Πρόταση 3.1, Μ^, hi, για i = 1,... ,n, j = n — l,n, 

δίνονται από την εξίσωση (3.35) και * συμβόλιζα τον τελεστή συνέλιξης.

3.3 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κιν­
δύνων και έναν όρο διάχυσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής 
σταθερού μερίσματος

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής λόγω 
αποζημίωσης και λόγω διάχυσης για τη διαδικασία πλεονάσματος (3.1)-(3.2), όταν αυτή 
τροποποιείται εισάγοντας μια στρατηγική σταθερού μερίσματος σε κάποιο επίπεδο b > u. 
Τότε, όταν η διαδικασία πλεονάσματος φτάσει το επίπεδο b, τα ασφάλιστρα c επιστρέφονται 
στους δικαιούχους σε μορφή μερίσματος. Έστω Ub(t) να είναι η τροποποιημένη διαδικασία 
πλεονάσματος για το μοντέλο (3.1)-(3.2) κάτω από την στρατηγική σταθερού μερίσματος, με 
Ub{0) = u > 0. Τότε, η Ub(t) ικανοποιεί τη σχέση

dUb(t) =
cdt — dS(t) + adB(t), 
—dS(t) + adB(t),

Ub{t) < b, 

ub(t) = b,
(3.38)

με {5(ί)}£Σ0 και {B(t)}fl0 δίνονται από τη σχέση (3.2) και τον Ορισμό 3.1 αντίστοιχα. 
Επιπλέον, για τη διαδικασία πλεονάσματος Ub(t), υποθέτουμε ότι η συνθήκη (3.4) είναι 
αληθής.

Έστω Tb = inf{f : Ub(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας κάτω από τη στρατηγική σταθερού 
μερίσματος και για w : [0, οο) x (0, οο) —> (0, οο) και δ > 0 ορίζουμε

0(u,6) =E[e~STbw{U{Tb-),\U{Tb)\)I{Tb < oo)|C/6(0) = u], 0<u<b,

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη διαδικασία πλεονάσματος 
(3.38), όπου οι τ.μ. U(Tb—) και \U(Tb)\ είναι το πλεόνασμα πριν την χρεοκοπία και το 
έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία κάτω από την ύπαρξη της παραπάνω μερισματικής στρατηγικής.

Εφόσον, στο μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης η χρεοκοπία μπορεί 
να προέλθει από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης ή λόγω των διακυμάνσεων της κίνησης Brown 
(βλ. για περισσότερες λεπτομέρειες στην Ενότητα 3.2), για τη διαδικασία πλεονάσματος (3.38) 
ορίζουμε

<t>c{u,b) = Ε[e~STbw(U(Tb-),\U(Tb)\)l(Tb<Oo,ub(Tb)<0)|^fc(O) = «], 0 < u < b, (3.39)

με óc(0, b) — 0, να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία
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προελθεί από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης και

4>d(u, δ) = E [e~STb 1(τ6<οο,(76(τ6)=0) |^fi(O) = u], (3.40)

με (j)d(0,6) — 1, να είναι ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας όταν η χρεοκοπία 

οφείλεται στη μεταβλητότητα του όρου διάχυσης.
Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, φ(ιι, 6), αναλύεται ως

φ{μ, Ò) = WQ<f)d(u, b) + 0c(u, δ), 0 < u < δ, (3-41)

με wo = w(0,0).
Προκειμένου να δείξουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής λόγω 

αποζημίωσης και λόγω διάχυσης ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, 
κατά αντιστοιχία με την Ενότητα 3.2, ορίζουμε την τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος 
Ubj(t), με Ubti(t) = Ub(t), να είναι η διαδικασία πλεονάσματος Uj(t) της Ενότητας 3.2 
κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Για την νέα αυτή διαδικασία 
πλεονάσματος, οι τις αντίστοιχες συναρτήσεις των Gerber-Shiu δίνονται από τις σχέσεις, για 
3 = 1,...,η

6) — Ε [e-5^w(U(Tb-), |tf(T6)|)lpi<00)|s£ = ί, Ub(t) = u] , 0 < u < b,

Φ%η, b) = E [e-W-MU(Tb~), (T6)|)l(Tt<OOil,(rt)<0)|S? = t, Ub(t) = u] , 0 < u < b,

(3.42)

με φ^(0,6) = 0, και

b) — E [e-i(r,’~t)l(7'6<00j[/(7’i()=o) |ìSj = ί, Ub{t) = u] , 0 < u < 6,

με φ4(0,6) = 1.
Τότε, από τον ορισμό της διαδικασίας Ubj{t), είναι φανερό ότι φ\(u, 6) = φ(u,b), 

ΦΊ(ιι,ό) = φ°{η, 6) και Φι(η, 6) = ód(u, 6), ενώ επίσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής 
σταθερού μερίσματος η συνάρτηση των Gerber-Shiu, ςό(ιη 6), αναλύεται ως

φj(u,b) = woφj(u,b) + φ^(η,^, 0 < u < 6, j — l,...,n. (3.43)

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής φ^(η, 6) 
και φ^(η, 6) ικανοποιούν, κάθε μία, ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης 

τάξης με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες. Σημειώνουμε ότι κάτω από τις υποθέσεις του 
Λήμματος 3.1, οι συναρτήσεις öV)(u, 6) και φ^(ιι, 6) είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες
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ως προς u στο (0, ò) για j — 1,... ,η. Η απόδειξη για την παραγωγισιμότητα φξ(η,6) και 
4>dj(u, 6) γίνεται ακολουθώντας όμοια διαδικασία με αυτή της απόδειξης του Λήμματος 3.1, και 
για αυτό το λόγο παραλείπεται.

Πριν, όμως, αναφερθούμε στο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης 
τάξης για τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής λόγω αποζημίωσης και λόγω 
διάχυσης, εξετάζουμε τις οριακές συνθήκες (οι οποίες σχετίζονται άμεσα με τη λύση των 
προαναφερθέντων συστημάτων) που ικανοποιούν οι (φ^)'(η,δ) και (φ^)'(υ,,θ) στο σημείο u — 

b-.

Θεώρημα 3.4. Εάν το αρχικό απόθεμα είναι b, τότε για j = 1,... ,η, ισχύει ότι

(^)'(ό-, 6) = 0 irai ($)'(&-, 6) = 0. (3.44)

Απόδειξη. Έστω ν = c/σ. Για 0 < ε < b, ορίζουμε τον τυχαίο χρόνο τε = inf{s > 0 : 
vs + B (s) = -ε}. Τότε από τους Karat,zas και Shreve (σελ. 197, 1991) ισχύει ότι

P(re 6 dt) — —expΓ— 1 dt, t > 0,

P(re < oo) = exp(—2νε),

E[exp(—ατ£)] -- exp(—νε - ε\/ν2 + 2α), a > 0.

Επιπλέον, ορίζουμε Zj = W\ Λ V\j και θεωρούμε τε Λ Zj, για j = 1,..., η να είναι ο τυχαίος 
χρόνος που προκύπτει συνδυάζοντας τους χρόνους W\, και τε, με W\ οι ενδιάμεσοι χρόνοι 
άφιξης από την πρώτη κλάση, όπως ορίσθηκαν στην Ενότητα 2.1, και Vij οι ενδιάμεσοι χρόνοι 
άφιξης της δεύτερης κλάσης, όπως ορίσθηκαν στην Ενότητα 3.1. Τότε, χρησιμοποιώντας το 
θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε, για j = 1,..., n — 1,

Φ% b,b) = Ε [e_4T*^(üi.j(7e),6)l(T,<^)]

+E[e-iW^cj(Ub,j(Wi),b)lÎT£>Wl)l{Wl<Vl.)]

β~Ηφξ{δ - ae,b)F(Zj > i)P(re e dt)

•OO rb
+ / e~ôtŸ(Zj = t, W\ — t)P(r£ > t)[ I φξ{ό — χ,b)fi(x)dx + wi(6)] dt

roo+ J e~ôtP [Zj — t, Vi j = i)P(re > i)$)+1( b, b)dt.

Από το γεγονός ότι P(Zj — IV] )= λ/(λ + λ.,·), P (Zj = Vij)— Xj/( λ + Xj) και P [Zj > 
t\Zj = 1Vi)= P [Zj > t\Zj = Vij)= 6-(λ+λ3)4, γΐα j = Ι,.,.,η, η παραπάνω εξίσωση
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γίνεται

J
 ΓΟΟ
! ε_(ί+Α+λ3·)ίρ(Τε €

0
+ [J φ^{b — x,b)fi(x)dx + wi(b)] J Xe~^s+x+x^tF{Te > t)dt

ΓΟΟ
+tâ+i(b, b) / Χ^~{6+χ+χ^Ϋ(τε > t)dt.

Jo

Τώρα, για κάΌε α > 0 και ε επαρκώς μικρό, ισχύει ότι

ΓΟΟ ____________
/ β~αίΡ(τε G di) = Ε(ε~αΤε,τε < οο) = exp(—ue — e\/u* + 2a) = 1 + ο(ε), (3.46)

Jo

(3.45)

/•ΟΟ ΓΟΟ
/ e_atP(r£ > i)di = / β_αί[Ρ(τε = oo) + P(t < τε < oo)]dt

Jo Jo
1 ΓΟΟ ΓΟΟ

= — [1 — P(re < oo)ì + / e_Qi / Ρ(τε € ds)efó
a ·/() Jt

= -[1 - Ρ(τε < oo)] + - [P(re < oo) - Ε(β~αΤε,τε < oo)l 
a a

= — il — Ε(ε~αΤε,τε < oo)l = ο(ε), (3.47)
a

όπου η τελευταία εξίσωση είναι απόρροια της εξίσωσης (3.46).
Επομένως, χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.46) και (3.47) για α = d + X + Xj, η εξίσωση 

(3.4ο) γίνεται

φ^{φ, b) = <t>Cj(b — σε, b) + o(e),

απ' όπου διαιρώντας με ε και παίρνοντας ε —> Ο βρίσκουμε ότι (^)'(6— ,b) = Ο, για j = 
1,..., η — 1.

Κατά όμοιο τρόπο, για j = η, έχουμε ότι

Φ°ηΜ Ε[ε-*τ'φ'η(υ„,η(τε),ά)1(Τ'<Ζη)]

+E[e-5W^l(UUWi),b)l{T'>m)l{Wl<Vhn)\

+E[e_ÂVi’’l^(l76ii(Viin),ô)l(Te>vin)l(vy1>v^ln)]1

ΓJo
e διφη(ά — ae,b)V(Zn > ί)Ρ(τε € dt)

f e stF(Zn — i, W\ — ί)Ρ(τε > ί)[ f </>£(& - x,b)fi(x)dx + wi(b)]dt

J o J o
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+ / e StP(Zn = t, Vi,„ = t)P(r£ > t) [ / <^(6 - x,b)f2{x)dx + W2(bj]dt

r oo^(6 - σε, b) / β“(<5+λ+λ’*)4Ρ(τε e Ä)
./o

Χρησιμοποιώντας, ξανά, τις εξισώσεις (3.46) και (3.47), για a = <5 + λ + Λ„, η παραπάνω 
εξίσωση γίνεται

απ' όπου για ε —» 0 βρίσκουμε ότι (</)„)'(b— ,ό) = 0. Τέλος για την απόδειξη της οριακής 
συνθήκης (φ^)'(δ—,b) =0, j = 1 ,.,.,η εφαρμόζουμε ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως 

για την (φξ)'(θ—, ό) — 0, παίρνοντας tüfc(u) = 0, k = 1,2. I

Τώρα, είμαστε έτοιμοι να δείξουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φξ{η, b) και 
φ^(ν., 6) ικανοποιούν, κάθε μία, ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης 

με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες.

Πρόταση 3.3. Κάτω από τις υποθέσεις του Λήμματος 3.1, για 0 < u < b, οι φξ(ιι, b) 
ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για j = 1,..., n — 1,

</&(&,b) = <t>n(b~ σε, b) + ο(ε),

και για j = τι,

ΦΊ(υ, — X, b)f2{x)dx + Xwi(u) + AnW2(u) = 0, (3.49)

δ)] Φη(η> b)+X [ Φη(η-χι b)h (x)dx
Jo

με οριακές συνθήκες

φξ{0,6) = 0 και (φξ)'(b,b)=0, j = 1,..., ri, (3.50)

όπου Wk(u) για k — 1,2, δίνονται από την εξίσωση (3.11).
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Aκόδαξη. Η απόδειξη των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (3.48) και (3.49) γίνεται ακο­
λουθώντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1, και 
για αυτό παραλείπεται. Η οριακές συνθήκες 0,6) = 0 για j = 1,..., η, είναι αληθείς από 
τον ορισμό της φ?. Τέλος, για να δείξουμε ότι (φ^)'(ό, ό) = 0, αρχικά χρησιμοποιούμε το 
γεγονός ότι για u > b, χο ποσό u — b πληρώνεται άμεσα ως μερίσματα στους δικαιούχους, 
και συνεπώς έχουμε ότι φ^{χι,ό) — φ^{δ, b), απ' όπου βρίσκουμε

(tff)'(6+,6) = 0, j = 1,...,π.

Επίσης, από τη μορφή των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (3.48) και (3.49), συμπεραίνουμε 
ότι οι (éÇ)'(u) είναι συνεχείς συναρτήσεις ως προς u = b. Συνδυάζοντας τα παραπάνω μαζί 
με τις οριακές συνθήκες του Θεωρήματος 3.4, παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Κατά όμοιο τρόπο, έχουμε την παρακάτω πρόταση για τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu 
λόγω διάχυσης, φ$(η, b).

Πρόταση 3.4. Κάτω από τις vnodéaeις τον Λήμματος 3.1, για 0 < u < 0, οι φ^(ιι, b) 

ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών (ξισώσίων, για j = 1,..., n — 1,

i^γ-^+c-^-(X+Xj+δ)Sjφ^(u,b)+Xjφj+1(u,b)+X J φ^υ,—χ, b)fi(x)dx = 0, (3.51)

και για ] = η,

σ2_&_ 
2 du2 -^-(Χ + Χη+δ)^φ^(η,ό) + λ J φ*(η- x,b)fx{x)dx

+λη ί Φι(η — χ, b)f2(x)dx = 0, (3.52)
Jo

μ e οριακός συνθήκες

φ^{ 0,6) = 1 και (φ^)'{ ό, 6) = 0, j = Ι,.,.,η.

Οι λύσεις για τις φ^(η,ύ) και φ^(η, b) που ικανοποιούν τα συστήματα των ολοκληρο- 

διαφορικών εξισώσεων των Προτάσεων 3.3 και 3.4, εξαρτώνται άμεσα από τη λύση του 
ακόλουθου ομογενούς συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για u > 0 και
j = 1,... ,71 — 1,

(
2 ^2 ^ \ «y

Yd-2+c-7^-(X+Xj+S)Jvj;ö(u) + XjVj+1;s(u) + X J vj]S(u-x)fi(x)dx = 0, (3.53)

152



και για j = η,

/ (j^ ßft Q \ Cu
i Tôt? + Cdü ~ (λ + λη + 6))VnAU) + X J vnAu ~ x)fl{x)dx

+Λ„ [ Vasili· - x)/2(x)dx = 0. (3.54)
Jo

Υιοθετώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή των Cheung και Landriault (2009), η λύση 
του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.53)-(3.54), προσδιορίζεται με βάση 
τις αρχικές συνθήκες (υι;ί(0),... ,υ„;ί(0)) και (^(0),... ,υή;<?(0)). Έστω ϋ£;δ(η) =
(vlkAu), · ■ ·. ^n,/fc;i(u))T και V&(«) = ivi,kAA, · · ■. vn,k-s(A)T ϊ1« k = 1, · · ·, n, να είναι 

δύο διανύσματα που περιέχουν ως στοιχεία το σύνολο των λύσεων του συστήματος (3.53)- 
(3.54), με αρχικές συνθήκες υ£4(0) = ëk, (υ^)'(Ο) = 0, ν%.δ(0) = 0 και (υ^)'(Ο) = ëfc, 

όπου e*, όμοια με την Ενότητα 3.2, είναι ένα fc-διάστατο διάνυσμα στήλη με μόνο μη μηδενικό 
στοιχείο το 1 στην fc-γραμμή και 0 είναι ένα n-διάστατο διάνυσμα στήλη με όλα τα στοιχεία ίσα 
με το μηδέν. Τότε, είναι εύκολο να δει κανείς ότι, κάτω από τις παραπάνω αρχικές συνθήκες, 
τα διανύσματα vk.j(u) και v^s(u) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Έτσι, με βάση τα παραπάνω, η 
γενική λύση για τις (ui;4(u),..., νη;δ(ιι)), που ικανοποιούν το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό 
σύστημα (3.53)-(3.54), έχει την ακόλουθη μορφή

η η
Vj-Au) = Σ vk(°)vj,k-Au) + Σ v'k(Q)vj,kAu), j = l,...,n.

k=1 k=1

Επομένως, από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων [βλ. εξίσωση (31) στους Cheung και 
Landriault (2009)] η λύση του μη-ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.48)-(3.49) 
με οριακές συνθήκες (3.50) δίνεται από τη σχέση

η
= ^(«) + Σ[^(°·6)

k=1

+ ΣΜ'(Μ - (<l)kY(0)]vj,kAu)’ 0 <u<b.

fc=i

Τώρα, χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες φ^(0,6) = φ°Λ0) = 0, 1 < j < η, η παραπάνω 
εξίσωση γίνεται

φ^η,ό) = φ%η) + ΣΜ'(Ο,ό) - (Φ%Υ(0)}ν^]δ(η).

k=l
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Η τελευταία σχέση μπορεί να εκφρασθεί σε μορφή πινάκων ως

(fc(u, b) = <fic{u) + v£n(u) [(0C)'(O, b) - (0c)'(O)j , 0 < u < b, (3.55)

όπου <£c(u, 6) = (<j)\(u, b),... ,<j>n(u, 6))T, 0 < u < b, <pc(u) = (φ\(η),..., φ„(υ.))Τ, u > 0, 

που δίνεται από το Θεώρημα 3.3 και v®n(u) = (ι^.$(τι))”*=1 ένας η χ η πίνακας.
Επιπλέον, ανακαλώντας τις οριακές συνθήκες της εξίσωσης (3.50) , δηλ. (</>c)'(ò, 6) = Ön, 

από την εξίσωση (3.55) βρίσκουμε άμεσα ότι (φ°)'(0, b) — 0) = — [(ν^Τχ),(ό)]—1 (0^),(6),

και συνεπώς η εξίσωση (3.55) μπορεί να γραφεί ως

^!(u>ò) = ^!(u)-v|tn(«)[(v|,n),(6)]-1(^!),(6), 0 < u < ò. (3.56)

Επίσης, χρησιμοποιώντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως και παραπάνω η γενική λύση 
του συστήματος των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (3.52) και (3.4), για τις αναμενόμενες 
προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής λόγω διάχυσης, δίνεται σε μορφή πινάκων από τη σχέση

Φά{η, b) = <£*(u) - v^n(u)[(v^ny(b)]_1(<ß<i)'(0), 0 < u < b, (3.57)

όπου <j>d(u,b) — [φι(η, b),..., $J(u, b))T, 0 < u < b και <pd(u) — fad(u),... ,^(u))T, 

u > 0, που δίνεται από το Θεώρημα 3.3 της Ενότητας 3.2.
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.10), (3.43), (3.56) και (3.57), προκύπτει ότι η αναμενόμενη 

προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο (3.38) δίνεται σε μορφή πινάκων από τη 
σχέση

Ψ(«,b) = Φ(η) - ν£η(ω)[(ν£η)'(6)Γ V'W, 0 < u < 6, (3.58)

όπου φ(u) — (<f>i(u),... ,(£n(w))T, u > 0, είναι το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber-Shiu 

για το αντίστοιχο μοντέλο χωρίς την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος, που 
αναλύθηκε στην Ενότητα 3.2, και βρίσκεται με βάση τη σχέση (3.8) και το Θεώρημα 3.3.

Από τις εξισώσεις (3.56) και (3.57), είναι φανερό ότι ο υπολογισμός των φ°(μ, b) και 
φά(υ,, b) εξαρτάται άμεσα από τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ^(η) και 0^(μ), στο 

αντίστοιχο μοντέλο κινδύνου χωρίς την ύπαρξη της στρατηγικής σταθερού μερίσματος, 
καθώς επίσης και από τον υπολογισμό των λύσεων του συστήματος (3.51)-(3.52), οι 
οποίες αποτελούν τα στοιχεία του πίνακα vfn(u), και βρίσκονται χρησιμοποιώντας τους 

μετασχηματισμούς Laplace. Στο υπόλοιπο μέρος αυτής της ενότητας δείχνουμε πώς μπορούν 
να υπολογισθούν τα στοιχεία του πίνακα v^n(u) = {vfk.s(u))™ k_v

Για αυτό το σκοπό ορίζουμε, για 3?(s) > 0, vfk.ó(s) = fo° e SUvf,k-/u)du vot είναι 0 
μετασχηματισμός Laplace των λύσεων v?k.g(u), για j,k — 1 ,.,.,η. Εφόσον οι στήλες του 
πίνακα ν^η(ω) αποτελούν λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.51)- 
(3.52), τότε αντικαθιστώντας v?k.g{u) στη θέση του Vj-s(u) και παίρνοντας μετασχηματισμούς
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Laplace και στα δύο μέλη των εξισώσεων (3.53) και (3.54) βρίσκουμε ότι, για j — 1,..., η— 1,

(Çs2 + cs - (λ + λ j + 5) + A/i(s))ôffc;5(s) + Xjvf+1 k.g{s) = 4(vf,k;s)'(Q). (3-59)

και για j = n

(4s2 + es - (λ + λ„ + 5) + A/i(s))ü£m(s) + An^(s)ü£fc;i(s) = Ç(v^k.g)'(0). (3.60)

Ορίζοντας τον η x η πίνακα v^n(s) = (^k;s(s))^k-i και ανακαλώντας τις αρχικές συνθήκες 
(vk.f)'(0) = ek, 1 < k < η, έπεται ότι (vj*n) (0) = Ι„, και συνεπώς το σύστημα (3.59) και

(3.60) μπορεί να εκφρασθεί σε μορφή πινάκων ως

Ai(s)v£„(s) = τ1«· (3·61)

όπου Ι„ είναι ο η x η ταυτοτικός πίνακας. Επιπλέον από το γεγονός ότι ο πίνακας A$(s) 
είναι αντιστρέψιμος [βλ. Ενότητα 3.2], η παραπάνω εξίσωση γίνεται

ΑΚ5)
det A^(s) ’ »(s) > 0. (3.62)

Αντιστρέφοντας ως προς s την εξίσωση (3.62) οδηγούμαστε στον προσδιορισμό των vfn(u). 
Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση όπου τα μεγέθη αποζημιώσεων και από τις δύο κλάσεις 
ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών, δηλ. όταν ο μετασχηματισμός Laplace των 
σ.π.π. fi και f% είναι πηλίκο πολυωνύμων, τότε κάθε στοιχείο του πίνακα A^(s) είναι μια 
συνάρτηση με μορφή πηλίκων πολυωνύμων, όπως επίσης και κάθε στοιχείο του αντίστροφου 
πίνακα A^^s) = A|(s)/det Ag(s). Συνεπώς, σε αυτή την περίπτωση οι λύσεις vfk.g{u) 

μπορούν να υπολογισθούν βρίσκοντας τους αντίστροφους μετασχηματισμούς Laplace των 
Vftk;s(s) με τγ) χρήση της τεχνικής των μερικών κλασμάτων.

Πρόταση 3.5. Εάν οι μετασχηματισμοί Laplace, fi (s) και /2(.s) των μεγεθών των 
αποζημιώσεων και από τις δύο κλάσεις, έχουν τη μορφή πηλίκου πολυωνύμων όπως στην 
εξίσωση (3.32), τότε οι λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.51)-(3.52), 
vfk.s(u) για j,k — 1,..., η, δίνονται από τη σχέση

n nfe+m+n
f,k,s(u) = Σαυ,*(ί)εΓ<“+ Σ bjtk{i)e~RiU, u > 0, 

i=1 i=l

Ft

Pk(ri)qm{ri){ A*s(ri))jtk
(4)71-1 - n) + Rj) i = 1....... n,
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bj,k(i)
Pk( RiÌQmj Rj){A-$( Rj))j,k

(_l)n(^)n-l nn=i(rfc + fl.) Πf=^(Rj - ft) ’ i = 1,... ,nk + m + n,

ότίον (A|(s))j,fc «Vai ro (j. fc) στοιγβό του πίνακα των αλγεβρικών συμπληρωμάτων του A-s{s), 
Ti με 3î(ri) >0 μια z = 1,..., η και —Λ* με ?R(Ri) >0 για i = 1,..., nk + m + η, είναι οι 
ρίζες της γενικευμενης εξίσωσης του Lundberg, det A^(s) = 0.

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας τον αριθμητή και τον παρονομαστή της εξίσωσης (3.62) με 
Pk(s)qm(s) και ανακαλώντας την εξίσωση (3.34), έχουμε ότι

Τ,Β (A Pk(S)<lrn{s)(As(s))j,k
j,k;&\ I '2 ) τ-rn / \ πnk+m+n/ ,ρ\'

ili=l(s-rt)lli=l (S + Ri)

Χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, η παραπάνω εξίσωση μπορεί να γραφεί 

ως
Γ'"' ttj.fcW nfc+m-}-n

4i(s)=E“+ Σ
bj,k(i) 
s + Ri

i=l * i=1
απ' όπου αντιστρέφοντας ως προς s, παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα.

3.4 Ροπές των σωρευτικών μερισμάτων σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις 
κινδύνων και έναν όρο διάχυσης

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τις ροπές των σωρευτικών μερισμάτων για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος. Αρχικά ορίζουμε τις ροπογεννήτριες συναρτήσεις των σωρευτικών μερισμάτων 
για το μοντέλο (3.38) και δείχνουμε ότι ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων δεύτερης τάξης. Χρησιμοποιώντας το προαναφερόμενο σύστημα και το ανάπτυγμα 
του Taylor προσδιορίζουμε ένα ομογενές σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης 
τάξης που ικανοποιούν οι ροπές των σωρευτικών μερισμάτων της διαδικασίας πλεονάσματος 
(3.38). Για τη λύση του ομογενούς αυτού συστήματος στηριζόμαστε στη μεθοδολογία και 
στα αποτελέσματα της Ενότητας 3.3.

Για δ > 0 να παριστά την ένταση ανατοκισμού, ορίζουμε

Du,b — [ e~òtdD (ί), 0 < u < b, (3.63)
Jo

να παριστά την παρούσα αξία των μερισμάτων που καταβάλλονται στους δικαιούχους μέχρι 
τη στιγμή της χρεοκοπίας %, όπου D(t) είναι τα σωρευτικά μερίσματα που καταβάλλονται
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μέχρι το χρόνο ί.
Επιπλέον ορίζουμε

M{u, y, b) = E [eyD”’b | Ub{0) = u],

να είναι η ροπογεννήτρια συνάρτησητης τ.μ. Dub- 
Επίσης, έστω

Mj(u,y, b) = E[eyDu'i’|5j = t, Ub(t) = u], j = 1,... ,n,

με M\{u,y,b) = M(u, y, b), η ροπογεννήτρια συνάρτηση των σωρευτικών μερισμάτων μέχρι 
τη στιγμή της χρεοκοπίας για τη «βοηθητική» διαδικασία πλεονάσματος Ubj(t), για j —
1,..., η, της Ενότητας 3.3.

Αρχικά δίνουμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες οι ροπογεννήτριες συναρτήσεις 
Mj(u,y,b) είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες. Επειδή η απόδειξη του παρακάτω 
Λήμματος είναι όμοια με αυτή του Λήμματος 3.1 [βλ. επίσης και στο παράρτημα του Li (2006)], 
για αυτό και παραλείπεται.

Λήμμα 3.3. Έστω ότι οι σ.π.π. των μεγεθών των αποζημιώσεων και από τις δύο κλήσεις, fi(x) 
και $2(χ), είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες στο (0,οο]. Τότε, για j = Ι,.,.,η, οι 
ροπογεννήτριες συναρτήσεις Mj(u,y,b) είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς 
u και y στο (0, b).

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι οι ροπογεννήτριες συναρτήσεις των σωρευτικών μερισμάτων 
μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων 
δεύτερη τάξης, όπως δίνεται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.5. Για 0 < u < b, οι Mj(u,y,b) ικανοποιούν το ακόλουϋο σύστημα των 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για j — 1,..., n — 1,

σ2 d2 3 
2 du2

+ CJu ~ + + 0jMj+i(u,y,6)

+A^y Mj(u — x,y,b)fi(x)dx + /; fi(x)dx^ = 0(3.64)

και για J = n,

^--π-2+ε-π--------------(λ + λ„) )Mn{u,y,b) + λί / Mj(u - x,y,b)fi(x)dx
2 du? du dy

+ / /l(*)rf*)+An(y M\(u - X, y, b)f2{x)dx + J /2(χ)άχ^ = 0,
(3.65)
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)ΐ€ οριακές συνϋήκΐς

Mj(0,y,b)=0 και
du

Mj(u,y,b)\u=h yMj(u,y,b)\u_b, j = 1,... ,n. (3.66)

Απόδειξη. Για Ο < u < b, ιΐεωρούμε ένα απειροστό χρονικό διάστημα [0,dt], στο οποίο η 
διαδικασία πλεονάσματος είναι κάτω από το επίπεδο (οριζόντιο κατώφλι) b. Χρησιμοποιώντας 
όμοια λογική ακολουθία, όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1, για j = 1,..., n — 1 και 
0 < u < b, έχουμε ότι

Mj{u,y,b) = (l-Xdt)(l-Xjdt)E{E[eve SdtD^k\SÌ=t,Ub(t)=u}}

'->W.»\S{+1 = t,Ub{i) = u}}+Xjdt{l - Adi)E{E[eye
rV(dt)

sdtDx

f ΓΛ+Xdt(l — Xjdt)Ej /

rJv(

~sdtDv
= t,ub(t) - u]fi{x)dx

+ / fi(x)dx\ + o(dt) 
h(dt) J

= (1 - (λ + Aj)di)E[Afj(V(dt),ye~Sdt, 6)] + XjdtE[Mj+i (V(dt), ye~sdt, b)}
rV(dt)

+\dtE
fvyat) roo/ Mj(V(dt) — x,ye~Sdt,b)fi(x)dx + / fi(x)dx

J 0 Jv(dt)
+ o(dt),

όπου V(dt) = u + cdt + aB(dt).
Τώρα, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor για δισδιάστατες συναρτήσεις,1 το 

αποτέλεσμα του Λήμματος 3.3 για τη διαφορισιμότητα των Mj(u,y,b) και βασικές ιδιότητες 
της κίνησης Brown έχουμε ότι E(Mj(V(dt),ye~Sdt,ό) = Mj(u,y,b) + [c-^Mj(u,y,b) — 
δν·§^ΜΜ^νΜ + ^ Jj^Mj(u,y,b))dt + o(dt). Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην 

παραπάνω εξίσωση, διαιρώντας με dt και παίρνοντας dt —> 0 βρίσκουμε άμεσα την εξίσωση 
(3.64).

Όμοια για j — τι, έχουμε ότι

Mn(u,y,b) = (l-Xndt){l-Xdt)E{E[eye SdtDv(dt),»\s? = t,Ub{t)=u}}

a
v(dt) E[eye fi?v(dt)_x,6|$n = ti Ub(t) = ujfìfàdx

'Έστω μια συνάρτηση f(x,y) : R x R —► R η οποία είναι n φορές παραγωγίσιμη ως προς χ και y στα 
σημεία h και fc, αντίστοιχα. Τότε, από το ανάπτυγμα του Taylor έχουμε ότι

f(x + h,y + k) f{x, y) + h-^f(x, y) + k^J(x, y)
dy

dx2 f{x’y) + 2hkÙyf{X'V) + fc2|^/(Xl ÿ))
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+Xndt( 1 — Xdt) E

+

u Et
/ f2{x)dx 1 + o(dt) 

JV(dt) )

eye Sdt£>v(dt)-x,b I5I _ t,Ub(t) — U]f2(x)dx

= (1 - (Λ + Xn)dt)E[Mn(V{dt)iye-sdt,6)]
rV(dt)

-\-\dt1&

-\-\ndŒj

+o(dt).

rv\az) r oo/ Mn(y(dt)-x,ye~Sdt,b)fi(x)dx+ / fi(x)d:
Jo Jv{dt)

rV(dt) roc
/ M\(y(dt) — x,ye~Sdt,b)f2(x)dx+ / f2{x)dx

Jo Jvtdt)

Χρησιμοποιώντας, ξανά, το ανάπτυγμα του Taylor για δισδιάστατες συναρτήσεις, διαιρώντας 
με dt και παίρνοντας dt —> 0, βρίσκουμε την εξίσωση (3.65).

Η πρώτη οριακή συν'θήκη της εξίσωσης (3.66) είναι προφανής, διότι εάν UJ0) = 0, τότε 
η χρεοκοπία είναι άμεση και συνεπώς δεν καταβάλλονται μερίσματα. Για να αποδείξουμε τη 
δεύτερη οριακή συνθήκη της εξίσωσης (3.66), θεωρούμε ένα ε > 0 και MJu,y,b) να είναι η 
ροπογεννήτρια συνάρτηση των σωρευτικών μερισμάτων μέχρι τη χρεοκοπία για την ακόλουθη 
διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος σε 
ένα επίπεδο 6,

JVi(t) N2{t)

Ub,e(t) — U + (c+ C£)t — Xi ~ £Ne(t) — Yi, 0 <U <6,
2=1 2=1

όπου N£(t) είναι μια στοχαστική διαδικασία Poisson με παράμετρο λε > 0, ανεξάρτητη από 
τις διαδικασίες SJt), i — 1,2, και c£ τέτοιο ώστε c + c£ > λτηχ + εΧε + rri2/ X)j=i Xj- 
Επιπλέον θεωρούμε τη διαδικασία N2j{t), που ορίστηκε στην Ενότητα 3.2, και ορίζουμε 
Mj,e(u,y,b), 1 < j < τι, με M\<e(u,y,b) — M£(u,y,b), να είναι η ροπογεννήτρια 
συνάρτηση των σωρευτικών μερισμάτων μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας για τη διαδικασία 
πλεονάσματος Ubj,e(t) (όπου όμοια με την Ενότητα 3.3 η μόνη διαφορά μεταξύ των 
διαδικασιών πλεονάσματος Ubl£(t) και Ubtjt£(t) είναι να αντικαταστήσουμε τη διαδικασία Λ^ί) 
με την διαδικασία N2j{t)). Επιπροσθέτως, από το γεγονός ότι Xz+eNJt) είναι επίσης
μια σύνθετη διαδικασία Poisson [βλ. Rolski, Schmidli, Schmidt και Teugels (1999), Κεφ. 5] 
έπεται ότι η διαδικασία πλεονάσματος Ub>£(t) ισοδυναμεί με τη διαδικασία πλεονάσματος για 
το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων χωρίς την ύπαρξη του όρου διάχυσης, που αναλύθηκε 
διεξοδικά στην Ενότητα 2.7. Έτσι (κατά αναλογία του Θεωρήματος 2.4) έχουμε ότι για 
τη διαδικασία πλεονάσματος Ubji£(t) ισχύει ότι (d/du)MjjE(u,y,b)\u-b = yM^Ju, y, ò)|u=(,.
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Τώρα, επιλέγουμε ε, λε και εε τέτοια ώστε E[cet — £ÌVs(i)] = 0 και Var[eiVe(i)] = σ2ί, απ' 
όπου συνεπάγεται ότι λε = σ2/ε2 = σ2/ε. Στη συνέχεια υπολογίζουμε τη ροπογεννήτρια

συνάρτηση της μετατοπισμένης διαδικασίας Poisson cst-eN£(t), η οποία δίνεται από τη σχέση

InE^**-*^*») = zcet + λεί(β“2£ - . σ2ί(ζε + e ζε - 1)

Για ε —+ 0+, τότε Ε(βζ(°εί~εΝε^) —> απ' όπου έπεται ότι {οεί — εΝε(ί)}ί>ο

συγκλίνει ασθενώς στην {ß(i)}t>o και συνεπώς η διαδικασία πλεονάσματος Ubjt£(t) συγκλίνει 
ασθενώς στη διαδικασία πλεονάσματος Ubj(t) για 1 < j < η. Από τα παραπάνω 
συμπεραίνουμε ότι lime_0+ Mjt£(u,y,b) — Mj(u,y,b) και \ìui£^,q+(d/du)Μjt£(u,y, b)\u-b = 
(d/du)Mj(u, y, 6)|«=(, = yMj(u,y, b)\u=b, yictj = 1,... ,n. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. 

I

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω θεώρημα μπορούμε, εύκολα, να υπολογίσουμε το σύστημα 
των ολοκληρο-διαψορικών εξισώσεων που ικανοποιούν οι ροπές των σωρευτικών μερισμάτων 
για το μοντέλο (3.38). Για αυτό το σκοπό ορίζουμε την m-τάξης ροπή της τ.μ. Du^, που 
δίνεται από τη σχέση

με Wjfl(u,b) — 1, να είναι η m-τάξης ροπή των προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων 
για την τροποποιημένη διαδικασία πλεονάσματος Ubj(t), για j = 1,... ,n, με b) =
Wm(u,b).

Σημειώνουμε ότι κάτω από τις υποθέσεις του Λήμματος 3.3, οι συναρτήσεις WjiTn(u,b) 
είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς u στο (0,6). Επιπλέον, χρησιμοποιώντας 
το ανάπτυγμα του Taylor ισχύει ότι

Τότε, από την εξίσωση (3.4) και το Θεώρημα 3.5, παίρνουμε την ακόλουθη πρόταση για τις 
m-τάξεως ροπές των προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων Wj>rn{u,b).

Πρόταση 3.6. Κάτω από τις υποθέσεις του Λήμματος 3.3, για 0 < u < b, οι WjtTn(u,b),

Wm(u, b) = E[D™b\Ub{0) = u], m G N,0 < u < b,

με Wq(îî, b) = 1. Επίσης ορίζουμε

Wjtm(u, b) = E[D™b\si = t, Ub(t) = u], 0<u<b,
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τη > 1, ικανοποιούν το ακόλουθο ομογενές σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, 
για j = 1,..., η — 1,

(τ £kt? + C Ju ~ (δπ1 + λ + λ^) + *jWj'+l,m(u, b)

+Λ ί Wj<m(u — X,b)f\(x)dx = Ο, (3.67) 
io

και για j = η,

cp· δΡ d Λ fu
Ύόΰ? +Cdû ~(δπι + λ + χη) )Wn,m(u,b) + \ J Wj^m{u — X, b)fi(x)dx

+λ„ [ W\trn(u — X, b)f2(x)dx = Ο, (3.68) 
io

με οριακές συνθήκες

Wjtm(0,b) = Ο και = mWi>m_i(u,ò)|u=6, j = 1,... ,η. (3.69)

Η λύση του παραπάνω ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος εξαρτάται άμεσα από 
το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (3.53)-(3.54) [της Ενότητας 3.3] με 5m = δπι στη 
θέση του δ. Έτσι, χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με τους Cheung και Landriault 
(2009), η γενική λύση του ομογενούς ολοκλκηρο-διαφορικού συστήματος (3.67) και (3.68) 
έχει τη μορφή

Wjtm(u, δ) = Σ Wjtm{ 0, b)vfMSJu) + £ W'jm(0, b)v?k;SJu), ()<u<b.

k=l k=1

Χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες της Πρότασης 3.6, Wjim(0,ò) = 0, 1 < j < η, η 
παραπάνω εξίσωση γίνεται

π
Wjtm{u, b) = Σ W' m(0, b)vfk.Sm(u), 1 < j < η, 0 < u < 6,

k=1

ή ισοδύναμα σε μορφή πινάκων

Wm(u,b) = vfju)-^Wm(u,6)|u=0, 0 < u < b, (3.70)

Επιπλέον, γράφοντας τις οριακές συνθήκες της Πρότασης 3.6 σε μορφή πινάκων, έχουμε ότι 

Wm(0,b) = Ön και ^-Wm(u,ò)|u==() = mWm_i(u,ö)|u=6, (3.71)
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οπού Wm(u, b) - (W\iJn(u, b),..., WniTn(u, 6))T και n(u) που αντιστοιχεί στον πίνακα 

vfn{u) της Ενότητας 3.3 με την ένταση ανατοκισμού δ αν αντικατασταΦεί με 6m = δτη. 

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω οριακές συνθήκες, από τις εξισώσεις (3.70) και (3.71) έχουμε 
ότι

£w„(u,6)|„0 = = m[(v£,,J'(l-)]“1W„_1(«,b)|„i,

και συνεπώς η εξίσωση (3.70) γίνεται

Wm(u,ò) = mvfm|n(U)[(vfmin),(6)]-1Wm_1(6,6); τη > 1, 0 < u < b. (3.72)

ή ισοδύναμα

Wm(u, ò) = m! ^ JJ vffc„(ìi)[(vffc „)'(ò)] ^ ïn, m > 1, 0 < u < b, (3.73)

με 6k = 6k, για 1 < k < m και Wo(ti, &) = ln.

3.5 Ταυτότητα μερισμάτων-ποινής σε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύ­
νων και έναν όρο διάχυσης

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τη σχέση που συνδέει την πρώτη ροπή των σωρευτικών 
μερισμάτων με τις συναρτήσεις Gerber-Shiu για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και 
έναν όρο διάχυσης. Η διαδικασία που χρησιμοποιούμε για την απόδειξη της «ταυτότητας 
μερισμάτων-ποινής» είναι όμοια με αυτή της Ενότητας 2.5 και συνοψίζεται στα εξής βήματα: 
αρχικά, για το μοντέλο με δυο κλάσεις κίνδυνων και έναν όρο διάχυσης, ορίζουμε τις 
συναρτήσεις Gerber-Shiu όταν η χρεοκοπία οφείλεται στην εμφάνιση μιας αποζημίωσης, η 
οποία προέρχεται από την κλάση i,i = 1,2. Βασιζόμενοι στα αποτελέσματα της Ενότητας 3.2 
δείχνουμε πως μπορούν να υπολογιστούν οι προαναφερόμενες συναρτήσεις. Στη συνέχεια, 
με βάση τα αποτελέσματα της Ενότητας 3.3, βρίσκουμε τις αναμενόμενες προεξοφλημένες 
συναρτήσεις ποινής λόγω αποζημίωσης, όταν η χρεοκοπία οφείλεται σε μία αποζημίωση από 
την πρώτη ή δεύτερη κλάση, για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης 
κάτω από την υπόθεση μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Τέλος, υπολογίζοντας 
ένα ακριβή τύπο για την παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων, όταν η χρεοκοπία 
προέρχεται από μία αποζημίωση από την πρώτη ή δεύτερη κλάση, και συνδυάζοντας αυτόν με 
τα αντίστοιχα αποτελέσματα για τις συναρτήσεις Gerber-Shiu οδηγούμαστε στη ζητούμενη 
«ταυτότητα μερισμάτων-ποινής».

Έστω J μια δίτιμη τ.μ. (cause-of-ruin due to a claim r.v.) που συμβολίζει την κλάση από
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την οποία προέρχεται ο κίνδυνος (αποζημίωση) ύψους τέτοιο ώστε να προκαλέσει χρεοκοπία, 
δηλ J = ί, εάν η χρεοκοπία προκαλείται από μία αποζημίωση από την κλάση i, i = 1,2.

Για δ > 0, w(x,y) : [0, οο) x (0, οο) —» (0, οο), ορίζουμε

Φ?(«) = E(e-^(f/(T-),|t/(T)|)l(T<OOiJ=w{T)<0)|t/(0)-U), u>0,(3.74)

για i — 1,2, να είναι η συνάρτηση των Gerber-Shiu για το μοντέλο (3.1)-(3.2) όταν η 
χρεοκοπία προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση i, με 4ψ(0) = 0, 
i — 1,2. Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής της Ενότητας 3.2 (βλ. 
εξίσωση (3.7)) μπορεί να αναλυθεί ως φ°(υ) — Φι(ιι) + Φ2(ιχ), u > 0.

Επίσης, όμοια με την Ενότητα 3.2, θεωρούμε τη συνάρτηση Gerber-Shiu για τη διαδικασία 
πλεονάσματος Uj(t) (όπου η μόνη διαφορά μεταξύ των διαδικασιών πλεονάσματος U(t) και 
Uj(t) είναι να αντικαταστήσουμε τη διαδικασία JV2(t) με τη διαδικασία iV2j(t)),

*£<(«) = Ε(β-«τ~Μυ(Τ-), |t/(T)|)l(T<oo,J=iit/(r)<0)|5i = t,U{t) = «),«> 0,

με Φ^ί(0) = 0 για j = 1,..., n, i = 1,2 και προφανώς Φ^(ιι) = Φ£(τι), i = 1,2. Είναι φανερό 
ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής της σχέσης (3.9) μπορεί να αναλυθεί ως 

= Φ£ι(ω) + Φ£2(ιι), j = 1, · · ·, η, u > 0.
Χρησιμοποιώντας την ίδια ακριβώς μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης του Θεωρήματος

3.1, μπορούμε να δείξουμε ότι, κάτω από τις υποθέσεις του Λήμματος 3.1, οι συναρτήσεις των 
Gerber-Shiu, Φ^(ω), u > 0, ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων, για j = 1,..., η — 1, i = 1,2

(γ^2 + - (Λ + λί + + Aj$j+l,i(u)

+Λ ί Φ^(μ — x)fi(x)dx + Atüi(u)l(i=n = 0, (3.75)
Vo

και για j = π, i = 1,2,

(y ^2 + _ + λ" + *)) Φη,*(Μ) + XJ0 - x)Mx)dx

+λ„ f <rht{u - x)f2(x)dx + Auii(u)l(î=1) + A„iu2(ti)l(i=;2) = 0. (3.76)
V o

Έστω Φ?(ti) = (Φ^ ^u),... ,Φ^(-α))Τ για i — 1,2. Χρησιμοποιώντας την ίδια ακριβώς 

μεθοδολογία όπως αυτή για την απόδειξη της Πρότασης 3.1 και του Θεωρήματος 3.3, 
μπορούμε να δείξουμε ότι το διάνυσμα των αρχικών τιμών (Φ?)'(0) και ο μετασχηματισμός 

Laplace ,Φ£($), του διανύσματος Φf(u) μπορούν απ' ευθείας να βρεθούν από την Πρόταση
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3.1 και την Πρόταση 3.2, αντίστοιχα, αντικαθιστώντας τα διανύσματα φ°{υ) με 4>?(it) και 

w((s) με w^(s)l(£=i) για i — 1,2, ί = 1,2, αντίστοιχα. Επιπλέον, όταν τα μεγέθη των 
αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών, δηλ. fi και /2 έχουν μορφή 
πηλίκου πολυωνύμων όπως στην εξίσωση (3.32), τότε το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber- 
Shiu, Φ?(ω), μπορεί να υπολογιστεί από το Θεώρημα 3.3 αντικαθιστώντας το διάνυσμα (f>c(u) 
με Φ£(ιι) και το διάνυσμα w^(s) με Wf(s)l(i=i) για i — 1,2, I = 1,2.

Το επόμενο βήμα είναι να εισάγουμε και να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις Gerber-Shiu 
όταν η χρεοκοπία προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την πρώτη ή δεύτερη 
κλάση στο το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης κάτω από την 
ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Έτσι για την διαδικασία πλεονάσματος (3.38) 
ορίζουμε (αντίστοιχα με την εξίσωση (3.74))

*?(«, à) = E[e-5T"w(U(Tb-), mTbmn<oc,J=i,U(Tb)<0)i^(0) = u], 0 < u < b,

για i = 1,2, να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία 
προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση ί, με Φ?(0,ό) = 0, i = 1,2. 
Τότε, είναι φανερό ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής της εξίσωσης (3.39), 
μπορεί να αναλυθεί ως <pc(u,b) = ΦΧ(ΐί, 6) + Φ§(ιχ, ό), 0 < u < b.

Επίσης, όμοια με την Ενότητα 3.3, θεωρούμε τη συνάρτηση Gerber-Shiu για τη διαδικασία 
πλεονάσματος Ubj(t) (όπου η μόνη διαφορά μεταξύ των διαδικασιών πλεονάσματος Ub(t) και 
Ub,j{t) είναι να αντικαταστήσουμε τη διαδικασία Ν^{ί) με τη διαδικασία

Φ6) = Ε[e-s^w(U(Tb~), \U(Tb)\)l{Tb<aoj=i,u(Tb)<o)\S{ = t, Ub(t) = u], 0 < u < 6,

με Φ^;ί(0, b) = 0 για j = 1,..., η, i = 1,2. Σημειώνουμε ότι οι συναρτήσεις Gerber-Shiu της 
εξίσωσης (3.42) μπορούν να αναλυθούν ως <^(u, b) = Φ^ x(it, 6) + Φ^ 2(w, b) για j = 1,..., η, 
i = 1,2.

Τώρα, χρησιμοποιώντας την ίδια ακριβώς μεθοδολογία όπως αυτή της απόδειξης του 
Θεωρήματος 3.4 και της Πρότασης 3.3, κάτω από τις υποθέσεις του Λήμματος 3.1, μπορούμε 
να δείξουμε ότι, για 0 < u < b, οι Φ^'^(u, b) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων, για j = 1,..., η — 1, i = 1,2

(τ I? +ciu -(λ+λ'·+{>) **<“■ k>+<>)
+λ / $jti(u — x, b)fi(x)dx + Xwi(u

Jo )l(i=i) = 0, (3.77)
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και για j = η, i — 1,2

(τέ +Ch - (Λ + λ" + δ)) Φ”’ί(η’ 6) + λ £ φη,»·(^ - f>)/l(x)dx 

+Λη / Φΐ>4(« - X, b)f2{x)dx + Àiüi(u)l(i=1) 4- Anu>2(-u)l(!=2) = 0. (3.78)

με οριακές συνθήκες

Φ'μ(Ο,ό) =0, και (Φ^)'(ΜΗΟ j = 1,... ,η, i — 1,2. (3.79)

Για κάθε ζ — 1,2, η λύση του παραπάνω μή ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
εξαρτάται άμεσα από το (ίδιο) ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (3.53) και (3.54), το 
οποίο αναλύθηκε διεξοδικά στην Ενότητα 3.3.

Έστω éftu.fc) = ($chi(u,b),... ,Φ^(«,6))Τ και v£n = (u£M(u))"fc=1, vgn = 

(vfk-s(u))j k=i να ε'ναι δύο η X η πίνακες όπου οι στήλες τους αποτελούν τις (γραμμικά 

ανεξάρτητες) λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.53) και (3.54). 
Τότε, χρησιμοποιώντας τη μεθοδολογία της Ενότητας 3.3, η γενική λύση του μη-ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.77)-(3.78) δίνεται, σε μορφή πινάκων, από τη σχέση

*i(«> b) = Φ?(«) + [φ?(0, b) - Φ'(0)] + ν£» [(Φ?)'(0, b) - (Φ')'(0)] ,

για 0 < u < b, i = 1,2.
Επιπλέον, γράφοντας σε μορφή πινάκων την πρώτη οριακή συνθήκη στην εξίσωση (3.79), 

έχουμε Φ£(0,b) = 0η. Επίσης, από τον ορισμό των συναρτήσεων Gerber-Shiu έχουμε ότι 
Φ?(0) = 0„, για i = 1,2, και συνεπώς η παραπάνω εξίσωση γίνεται

*i(«. b) = Φ?(«) + [(Φ')'(0,6) - (Φ?)'(0)] , (3.80)

για 0 < u < 6, i = 1,2.
Για να προσδιορίσουμε το άγνωστο διάνυσμα — (φ£) (0), i = 1,2 θα κάνουμε

χρήση της δεύτερης οριακής συνθήκης στην εξίσωση (3.79), (Φ£) (6,6) = 0„ ιν (3.80), από 
την οποία παίρνουμε ότι

(Φ')'(ό) + (vgn)'(b) [(Φί)'(0,6) - (Φ')'(0)] = 0„. (3.81)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.80) και (3.81), έχουμε ότι

Φ^,6) = Φ^)-νί5»[(νίβη)'(6)]-1(Φ?),(5), 0 <u<b, i — 1,2. (3.82)
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Ακόμη, προκειμένου να δείξουμε την «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής», χρειαζόμαστε να 
υπολογίσουμε την αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων, όταν η χρεοκοπία 
οφείλεται στην εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την πρώτη ή δεύτερη κλάση. Για αυτό το 
λόγο ορίζουμε

Vi(u, ò) = E[DUii,l(j=i)|(7b(0) = u], 0 < u < b, i = 1,2,

με Vi(0, b) — 0, να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη παρούσα αξία των σωρευτικών 
μερισμάτων, όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση 

i, i — 1,2. Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων 
Wi(w,ò), που ορίσθηκε στην Ενότητα 3.4, αναλύεται ως Wi(u,b) = V\(u,b) + (u,b),
0 <u <b.

Επίσης ορίζουμε

Vjj(u, b) - E[Z?Ui6l(J=i)|5Ì = t,Ub(t) = u], 0 < u < b, i = 1,2,

για j = 1,..., n, va είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη παρούσα αξία των σωρευτικών 
μερισμάτων, όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση 
i για τη διαδικασία πλεονάσματος Ubtj(t), που ορίσθηκε στην Ενότητα 3.4, με Vij(u,b) — 
Vi(u,b) για i = 1,2. Χρησιμοποιώντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία με την Ενότητα 3.4, 
μπορούμε να δείξουμε, κάτω από τις συνθήκες του Λήμματος 3.3, ότι για 0 < u < ό, οι 
Vjj(u, b) ικανοποιούν το ακόλουθο ομογενές σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων 
για j = 1,... ,n — 1, i = 1,2

2 du2
+ - (λ + \j + Vj'i(u) + XjVj+iti(u)(u) + X J Vjti{u)(u - x)f\(x)dx = 0,(3.83)

και για j = n, i = 1,2

{σ1 d2 d \ Γ(.Y du2 + Cdü _ (λ + Y + VnÄu) + λ J vn,i(u - x)fi(x)dx

+An [ Vhi(u - x)f2(x)dx = 0, (3.84) 
J o

με οριακές συνθήκες

viÀ0,*) = 0, -^Vj,i(u,b)\u=b= l(i=i), j' = l,...,n, i = l,2. (3.85)

Έστω Vi(u, 6) = (Vi^u, 6),..., Vnti(u, 6))T, για i — 1,2. Τότε, εφαρμόζοντας την ίδια 

διαδικασία με αυτή της Ενότητας 3.4, προκύπτει ότι η γενική λύση του ομογενούς ολοκληρο-
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διαφορικού συστήματος (3.83)-(3.84), για κάθε % = 1,2, δίνεται σε μορφή πινάκων από τη 
σχέση

Vi(u, b) = v^(u)Vi(0, b) + v£»V'(0, b), 0 <u<b. (3.86)

Εκφράζοντας σε μορφή πινάκων την πρώτη οριακή συνθήκη της σχέσης (3.85), δηλ. 
Vj(0, b) = 0n, i — 1,2, η εξίσωση (3.86) απλοποιείται σε

Vi(u, b) = v£n(u)V'(0,6), 0 < u < b, i = 1,2, (3.87)

όπου το άγνωστο διάνυσμα V((0, b), i = 1,2, υπολογίζεται με βάση την εξίσωση (3.87) 
και τη δεύτερη οριακή συνθήκη της σχέσης (3.85), η οποία σε μορφή πινάκων γράφεται ως 
Vi(6,6) — ëi, i= 1,2. Τότε, από την εξίσωση (3.87) παίρνουμε ότι

(v^)'(6)V'(0,6)=ëi, i = 1,2,

και συνεπώς η εξίσωση (3.87) γίνεται

Vi(u,6) = v^n(u)[(v^n)'(ó)]_1ej, 0 < u < b, i = 1,2. (3.88)

Τώρα, θεωρώντας τον n x 2 πίνακα Vn(u,6) = (Vi(u,ò), V2(u,i>)), και χρησιμοποιώντας 
την εξίσωση (3.88) παίρνουμε ότι

V„(u,6) = v^„(u)[(v^n)/(ô)]“1(ëi,ë2), 0 <u<b. (3.89)

Επίσης, για να δείξουμε την «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής», θεωρούμε τους ακόλουθους nx2 
πίνακες Φ£(ιι) = (4>f(ti),Φί^τι),)> u — 0 κοα Φ£(ΐί,ό) = (ΦΪ^,ί^,Φί^ΐΑ, £>),), 0 < u < ò. 

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3.82), μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί ότι η ακόλουθη σχέση 
είναι αληθής

b) = *cn{u) - ν£»[(<)»] -1 {*cn)\b), 0 < u < b. (3.90)

Επόμενο βήμα είναι να λύσουμε την εξίσωση (3.89) ως προς v^n(u) [(vfn )'(&)] 1 και να 

αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα στην παραπάνω εξίσωση προκειμένου να πάρουμε την 
«ταυτότητα μερισμάτων-ποινή». Όμως παρατηρώντας τη μορφή της εξίσωσης (3.89), είναι 
φανερό ότι για η > 3 δεν είναι δυνατόν να εκφράσουμε τον πίνακα v^n(u) [(ν^η)'(6)] 1 σε 

όρους του πίνακα Vn(ti, 6) και αυτό επειδή ο η x 2 πίνακας (βχ, β2) δεν είναι αντιστρέψιμος 

για η > 3.
Έτσι, θεωρώντας ότι η = 2, έχουμε ότι (βχ,ί^) = Ι2 με Ι2 να είναι ο 2 x 2 ταυτοτικός 

πίνακας και συνεπώς οι εξισώσεις (3.89) και (3.90) παίρνουν μια μορφή 2x2 τετραγωνικών

167



πινάκων, δηλ. για η = 2 γράφονται ως

V2{u,b) = v£2(u)[(v£2)'(&)] \ 0 < w < ό,

και
*§(«» b) = Φ2(η) - v^(u) [(ν^)'(6)]_1 (Φ§)'(*>), 0 < u < b.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω δύο εξισώσεις παίρνουμε το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.6. Κάτω από τις υποθέσεις των Λημμάτων 3.1 και 3.3, για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης, όταν η δεύτερη κλάση έχει ενδιάμεσους χρόνους 
άφιξης που κατανέμονται σύμφωνα με μια γενικευμένη Erlang(2) κατανομή, η ακόλουθη, σε 
μορφή πινάκων, «ταυτότητα μερισμάτων-ποινή» είναι αληθής

Φ|(«, 6) = Φ§(u) - V2(u, b) (Φ§)'(6), 0 < u < b. (3.91)

Από το παραπάνω θεώρημα είναι φανερό ότι η «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» ισχύει για 
τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu όπου η χρεοκοπία οφείλεται στην εμφάνιση μιας αποζημί­
ωσης και όχι στην μεταβλητότητα που παρουσιάζει ο όρος διάχυσης της κίνησης Brown. 
Έτσι, στη συνέχεια δείχνουμε μια «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» για τις αναμενόμενες 
προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής όπου η χρεοκοπία οφείλεται είτε στην εμφάνιση μιας 
αποζημίωσης, είτε στη μεταβλητότητα της κίνησης Brown.

Για αυτό το σκοπό, ορίζουμε

Φj,i(u) = Wo<j)j(u) + Φ^(ω), u > 0, j = 1,..., n, i = 1,2, 

και
Φη2·(·α, ό) = wob) + Φξ/u, b), 0 < u < b, j = 1,..., n, i = 1,2,

να είναι οι συναρτήσεις Gerber-Shiu όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας 
αποζημίωσης από την κλάση i ή όταν η χρεοκοπία προέρχεται λόγω της μεταβλητότητας του 
όρου διάχυσης, σε ένα περιβάλλον χωρίς την ύπαρξη στρατηγικής σταθερού μερίσματος (δηλ. 
για τη διαδικασία πλεονάσματος Uj(t)) και σε ένα περιβάλλον με την ύπαρξη μιας στρατηγικής 
σταθερού μερίσματος (δηλ για τη διαδικασία πλεονάσματος αντίστοιχα. Σε μορφή
διανυσμάτων οι παραπάνω σχέσεις εκφράζονται ως

Φ,(ιι) = wo(j>d(u) + Φi(u), u> 0, i = 1,2, (3.92)

και
Φi(u, b) = woφά{η, b) + Φi(u, b), 0 < u < b, i = 1,2. (3.93)
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Τώρα, από τις εξισώσεις (3.82), (3.57) και (3.92), η εξίσωση (3.93) μπορεί ισοδύναμα να 
γραφεί ως

êi(u, δ) = w0cj>d(u, b) + Φ?(«) - vfn(u) [(v£n)'(ô)]_1 (Φï)'(b)

= w0 {<t>d(u) - v^(M)[(v^n)'(6)]_1(^d)'(6)}

+#Î(u) - v^n(ti)[(v|n)'(6)]_1 (#?)'(&)

= wo4>d{u) + Φ<(«) - v^(u)[(v^n)'(6)]_1 |w0(4>d)\b) + (Φί)'(δ)}

= §i(u) - v^n(u)[(v^n),(6)]_1 {w0($dy(b) + (Φ?)'(δ)} , (3.94)

για 0 < u < 6, i = 1,2.
Επιπλέον, παραγωγίζοντας την εξίσωση (3.92) ως προς u και θέτοντας u = 6, έχουμε ότι 

Φ(·(ό) = w0($d)\b) + (Φ?)'(δ), i = 1,2, (3.95)

και συνεπώς η εξίσωση (3.94) γίνεται

$i(u,b) = 4i(u) - v^n(u)[(v|n),(6)]_1Î'(6), 0 < u < b, i = 1,2. (3.96)

Τώρα, θεωρούμε τους n x 2 τετραγωνικούς πίνακες Φ„(ιι) = (4>i(it),#2(1/)), μ > 0 και 
Φ„(«,6) = (Φι(τι,6),Φ2(ω,6)), 0 < u < b. Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3.96), μπορεί 

εύκολα να διαπιστωθεί ότι η ακόλουθη σχέση είναι αληθής

Φ„(ή,0) = Φ„(ι/) - v^„(u)[(v^n)'(6)]“^;(ò), 0 < u < b. (3.97)

Έτσι, κατά την ίδια μεθοδολογία όπως και παραπάνω, συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.89) και 
(3.97) παίρνουμε την ακόλουθη «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» σε μορφή πινάκων για η = 2.

Θεώρημα 3.7. Κάτω από τις υποθέσεις των Λήμματων 3.1 και 3.3, για το μοντέλο με δύο 
κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης, όταν η δεύτερη κλάση έχει ενδιάμεσους χρόνους 
άφιξης που κατανέμονται σύμφωνα με μια γενικευμένη Erlang(2) κατανομή, η ακόλουθη 
«ταυτότητα μερισμάτων-ποινή» είναι αληθής

Φ2(υ, b) — Φ2(«) — V2(u, b)Φ^ίθ), 0 < u < b. (3.98)

Παρατήρηση 3.3. Από το γεγονός ότι Φ2(ϋ) = wo&d(u) + Φ^), u > 0 και 
Φ2(υ,δ) = wo&d(u,b) + Φ^υ,δ), 0 < u < δ, με Φ^«) = (^d(u),^d(u)) και $d(u,δ) =
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(φά(η, b), φά{u, b)), έπεται ότι για wq — Ο, η «ταυτότητα μερισμάτων-ποινής» (3.98) ανάγεται 

στην εξίσωση (3.91). Επομένως, το Θεώρημα 3.7 αποτελεί γενίκευση του Θεωρήματος 3.6.

3.6 Η πιθανότητα του μέγιστου πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία

Η συνάρτηση των Gerber-Shiu είναι ένα πολύ ισχυρό εργαλείο που μας παρέχει σημαντικές 
πληροφορίες σχετικά με τη διαδικασία πλεονάσματος, όμως δεν είναι το μοναδικό. Ένα 
άλλο μέτρο κινδύνου μέσω του οποίου μπορούμε να κατανοήσουμε καλύτερα τη συμπεριφορά 
της διαδικασίας πλεονάσματος είναι το μέγιστο πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία (maximum 
surplus before ruin). Ως πιθανότητα του μέγιστου πλεονάσματος ορίζεται η πιθανότητα του 
ενδεχομένου να συμβεί η χρεοκοπία, χωρίς όμως πρώτα η διαδικασία πλεονάσματος να έχει 
φτάσει ένα συγκεκριμένο επίπεδο b. Η μελέτη αυτής της ποσότητας τόσο στο κλασσικό όσο 
και στο ανανεωτικό μοντέλο (χωρίς την ύπαρξη ενός όρου διάχυσης) περιλαμβάνεται στους 
Bühlmann (1970), Dickson και Gray (1984), Dickson (1998), Dickson και Waters (2004), 
Li και Dickson (2006).

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την πιθανότητα του μέγιστου πλεονάσματος στο μοντέλο 
με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης που δίνεται από τις σχέσεις (3.1)-(3.1) της 
Ενότητας 3.2.

Έτσι για 0 < u < b, ορίζουμε

ξ(ιι,6)=Ρ( sup U{t) <b,T< oo|t/(0) =u),
0<t<T

να είναι η πιθανότητα να συμβεί χρεοκοπία ξεκινώντας από αρχικό απόθεμα u χωρίς όμως 
πρώτα η διαδικασία πλεονάσματος να έχει φτάσει στο επίπεδο 6. Εναλλακτικά, η πιθανότητα 
ξ(ω, b) ισοδυναμεί με την πιθανότητα χρεοκοπίας κάτω από την ύπαρξη ενός απορροφητικού 
κατωφλιού (absorbing barrier) στο επίπεδο b. Από τον παραπάνω ορισμό για την ξ(υ, 6), 
είναι φανερό ότι για b < u, έχουμε ότι ξ(ω, b) — 0.

Επίσης για 0 < u < b και j = 1,... ,n, ορίζουμε

£j(u,6) = P( sup U(s) < b,T < oo\S{ = t,U(t) = u) 
o <s<T

να είναι η πιθανότητα του μέγιστου πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία που αντιστοιχεί 
στη διαδικασία πλεονάσματος Uj(t) της Ενότητας 3.2 (όπου η μόνη διαφορά μεταξύ των 
διαδικασιών πλεονάσματος U(t) και Uj(έ) είναι να αντικαταστήσουμε τη διαδικασία JVa(t) με 
τη διαδικασία N2j(t)). Τότε, είναι φανερό ότι ισχύει ξι(u,b) = ξ(?ι,b). Στην ακόλουθη 
πρόταση θα δείξουμε ότι οι ξj(u,b), j — 1 ,.,.,η, ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων.
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Πρόταση 3.7. Κάτω από τις υποθέσεις ταυ Λήμματος 3.1, για Ο < u < b, η πιθανότητα 
του μεγίστου πλεονάσματος, £j(u,b), ικανοποιεί το ακόλουθο σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων , για j = 1,..., n — 1,

(yJ^2+cJ^-(A + \j)j Çj (u, b) + Xj^+i(u, b) + X(^Jo O (u ~xMfl (x)dx + Fi (u)^ = O,

(3.99)

και για j = n,

(Τ^ + °lL - (λ + XS^£n(.U,b) + λ(/ £ri{u - X,b)fi(x)dx + Fiiuì'j

+λ„ ξι(ιι - X, b)f2{x)dx + F2(u)^ — O, (3.100)

με οριακές συνθήκες

ξj(0,b) — 1 και £j(b, ò) = Ο, j = l,...,n. (3.101)

Απόδειξη. Για Ο < u < b, j = 1,... ,n, θεωρούμε

ξξ(ιι, b) = P( sup U{s) < b,T < oo ,U{T) < 0|S? = t,U{t) = u),
O<3<T

rf(u,6) = F(supU{s)<b,T<oo,U{T) = 0\S{=t,U{t) = u),
O <s<T

να είναι οι σ .κ. του μέγιστου πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία που αντιστοιχούν στη διαδικασία 
πλεονάσματος Uj(t), όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση αποζημίωσης ή από τη 
μεταβλητότητα του όρου διάχυσης, αντίστοιχα. Τότε, ισχύει ότι

îj(u,b) = Ç,j(u,b) + Ç,f(u,b), j — 1,... ,n, (3.102)

με ξ|(0,6) = 0, ζ^(Ο,δ) — 1 για j — 1 ...,n. Πρώτα δείχνουμε ότι οι σ.κ.του μέγιστου 
πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας 
αποζημίωσης, ξξ(η, b), ικανοποιεί ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων.

Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς μεθοδολογία, όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος
3.1, θεωρούμε ένα απειροστό διάστημα [0, dt], και για j = 1,..., n — 1 έχουμε ότι

ξξ(ιι,6) = (1 - \dt){ 1 - Xjdt)Efâ{V{dt), b)) + Xjdt{ 1 - Xdt)E($+1{V{dt),b))

OfV{dt) /· oo \
Çj{V{dt)—x, b)fi(x)dx+ / f\(x)dx I + o(dt),

o Jv{dt) J

με V(dt) = u + cdt + aB{dt).
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Τώρα, χρησιμοποιώντας βασικές ιδιότητες της κίνησης Brown, διαιρώντας με dt και τα 
δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης και παίρνοντας dt —> 0, για j = 1,..., π — 1, έχουμε ότι

ΊΓ &ΰ? +° du ~ ^ +λ? )) ^U’ ^ + (“’&)+ λ

Όμοια για j = η, έχουμε ότι

b)fi(x)dx + Fi(u)J =0.

(3.103)

£Μ) = (l-\dt)(l-\ndt)E(£(y(dt),b))

OrV^dt) roo
£ί (V(dt) — x,b)f2(x)dx + / f2{x)dx

0 Jv(dt)

OrV(dt) roo
&(V(dt) - x,b)fi(x)dx + + / h{x)d:

0 Jvtdt)+o(dt),

απ' όπου, με την ίδια τεχνική όπως παραπάνω, παίρνουμε ότι

(τÜ? + - (λ + XrSj(,n(u,b) +X(^Jo £n(u ~ X,b)fi(x)dx + F

+λ„ (^J ξι(η - X, b)f2{x)dx + F2(tx) j = 0.

(3.104)

Επίσης, εφαρμόζοντας την ίδια μεθοδολογία, δεν είναι δύσκολο να δείξουμε ότι οι ξ$(η, b) 

ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων, για j = 1,..., η — 1

(Τέ + CÄ “ (λ + (“> *) + + λ J Çj(u~x,b)fi(x)dx = 0, (3.105)

κα για j = n,

(y|^+ - (λ + λη)^£*(«, 6) + λ J ξ*(υ-χ, b)fi(x)dx

+An f (,i(u - x,b)f2(x)dx — Q. (3.106)
Jo

Τέλος, συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.102), (3.103) και (3.105), παίρνουμε άμεσα το 
ζητούμενο αποτέλεσμα για j = 1,... ,η — 1, ενώ συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.102), (3.104) 
και (3.106), παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα για j = η. Οι οριακές συνθήκες 
ξj(0,6) = 1 και ξj(b, 6) = 0, είναι προφανείς. I

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι για δ — 0, w(x, y) = 1, τότε οι συναρτήσεις
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των Gerber-Shiu, φ]{ν), φ^{ν) και </ή((ιι), της Ενότητας 3.2 ανάγονται στις πιθανότητες 
χρεοκοπίας ipj(u), ψ^{η) και ψ^(η) αντίστοιχα, με rpj(u) = 4>j(u) + φ4(υ), j = 1 ...,n 

, οι οποίες αφορούν στη διαδικασία πλεονάσματος Uj(t). Ανοικοιλώντας τα Θεωρήματα 3.1 
και 3.2, παρατηρούμε ότι οι πιθανότητες χρεοκοπίας ιpj(u), j = Ι,.,.,η ικανοποιούν το 
ίδιο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων όπως στις σχέσεις (3.99) και (3.100), 
για u > 0. Συνεπώς, οι πιθανότητες χρεοκοπίας ipj{u), j — Ι,.,.,η αποτελούν κάποιες 
μερικές λύσεις του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.99)-(3.100). Στηριζόμενοι σε αυτό, 
και χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή των Ενοτήτων 3.3 και 3.4, έχουμε ότι η 
γενική λύση για τις Çj(u,b), j — 1,..., η, δίνεται από την ακόλουθη σχέση, σε μορφή πινάκων

£(u,b) = i£(u) + v^n(u)(£'(0,ò)-ι£'(0)), 0 < u < 6, (3.107)

όπου ξ(ΐί,6) = (ξι(ω, 6),... , ξ„(ω, ό))Τ, 0 < u < b, ψ(υ,) = (ψι(ιι),... ,ψη(υ,))Ύ, u> 0 και 

v0n(u) ειναι 0 πίνακας v^n(-u) (που ορίσθηκε στην Ενότητα 3.4) για δ — 0, δηλ. ν^η(η) = 
vfn(u)|ä=o· Επιπλέον, χρησιμοποιώντας τη δεύτερη οριακή συνθήκη της σχέσης (3.101) και 
την παραπάνω εξίσωση, παίρνουμε ότι ξ '(0,6) — ι//(0) = — [vjfn(6)] 11/1(0) και συνεπώς η 

εξίσωση (3.107) γίνεται

Ì(u,b) = φ{ν) - v^n(«)[v^n(6)]_V(b), 0 < u < b. (3.108)

Στη συνέχεια ορίζουμε -η, = inf{£ > 0 : U(t) > òj C/(0) = u} να είναι ο χρόνος που 

απαιτείται μέχρι η διαδικασία πλεονάσματος να φτάσει ή να ξεπεράσει το προκαθορισμένο 
επίπεδο 6. Επίσης θεωρούμε

χ(ΐί, ό) = Ρ(η, < Tb\Ub(0) = u), 0 < u < b,

με χ(0, b) = 0, να είναι η πιθανότητα του ενδεχομένου η διαδικασία πλεονάσματος να φτάσει 
στο επίπεδο 6, χωρίς πρώτα να πέσει κάτω του επιπέδου 0, δηλ. χωρίς πρώτα να έχει προηγηθεί 
η χρεοκοπία. Η πιθανότητα χ(η, 6), είναι ένα ακόμη μέτρο κινδύνου που μας δίνει επιπρόσθετες 
πληροφορίες σχετικά με τη συμπεριφορά της διαδικασίας πλεονάσματος. Όπως θα δούμε στην 
επόμενη ενότητα ο υπολογισμός της πιθανότητας χ(ΐί, ό) είναι απαραίτητος προκειμένου να 
υπολογίσουμε την ακριβή κατανομή των προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων.

Ακόμη θεωρούμε

Xj(u, 6) = Ρ(Tb < Tb|Si = t, Ub(t) = u), 0 < u < 6,

με Xj(0,6) = 0, να είναι η πιθανότητα του ενδεχομένου η διαδικασία πλεονάσματος Ubj(t) 
(που ορίσθηκε στην Ενότητα 3.3) να φτάσει ή να ξεπεράσει το επίπεδο b χωρίς να πρώτα να 
έχει προηγηθεί η χρεοκοπία. Εφόσον, τα ενδεχόμενα των πιθανοτήτων ξ3(ΐί, 6) και Xj(u, ò)

173



είναι συμπληρωματικά, είναι φανερό ότι Xj(u,b) = 1 — Çj(u,b), j = 1 ,.,.,η. Επομένως 
αντικαθιστώντας στην Πρόταση 3.7 τις £j(u, ό) με 1 — Xj(u, b), για j = 1 ,.,.,η, παίρνουμε 
άμεσα το ακόλουθο αποτέλεσμα για τις πιθανότητες Çj(u, b).

Πρόταση 3.8. Κάτω από τις υποθέσης τον Λήμματος 3.1, για 0 < u < b, οι Xj(u,b) 

ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών (ξισώσΐων, για j — 1,..., n — 1,

(y!? + C!r ^λ+Xj(u'bï + AjX/+i(u>bï + Xf0 xi(u~x'b)h(x)dx = (3.109)

και για j = n,

(
g.2 q2 q \ ru

+c—- (λ +Àn)Jxn(u,ô)+ Λ J Xn(u-x,b)fi{x)dx

+An u — X, b)f2(x)dx — 0,(3.110)

pe οριακές συνθήκες
Xj(b, b) = 1, j — 1,... ,n. (3.111)

Για τη λύση του παραπάνω ολοκληρο-διαφορικού συστήματος, παρατηρούμε ότι η μορφή 
των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων της Πρότασης 3.8 είναι όμοια με τη μορφή των 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων του συστήματος (3.67)-(3.68) για δ = 0. Συνεπώς, 
συμπεραίνουμε ότι η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (3.109)-(3.110) δίνεται, σε 
μορφή πινάκων, από τη σχέση

χ(ιι,6) = vgn(u)x (0,6), 0 < u < 6,

όπου x(u,b) = (xi{u,b),... ,xn(u,b))T. Επιπλέον οι οριακές συνθήκες (3.111) γράφονται σε μορφή πινάκων ως χ(6, b) — 1„. Χρησιμοποιώντας ότι χ(δ, 6) — 1„ και την παραπάνω 
εξίσωση βρίσκουμε ότι ^(0, b) = [v^n(6)] 1ïn και συνεπώς

X(u,b) = ^„(ujjv^jò)]“1!^, 0 < u < b. (3.112)

Σε αυτό το σημείο, σημειώνουμε ότι για το ανανεωτικό μοντέλο με ενδιάμεσους χρόνους 
γενικευμένους Erlang(n) και ένα όρο διάχυσης, οι πιθανότητες ξ(ιι, b) και χ(ιι, ό) δεν έχουν 
μελετηθεί. Έτσι, το υπόλοιπο αυτής της ενότητας θα αφιερωθεί στο να δώσουμε αντίστοιχα 
αποτελέσματα για τις προαναφερθήσες πιθανότητες για το ανανεωτικό μοντέλο.

Για λ —> 0 το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης ανάγεται 
στο ανανεωτικό μοντέλο με έναν όρο διάχυσης, όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι εμφάνισης 
των αποζημιώσεων ακολουθούν τη γενικευμένη Erlang(n) κατανομή και το μέγεθος των 
αποζημιώσεων έχει σ.π.π. f(x) = /2(x) και σ.κ. F(x) = 1 — F(x) = i^x). Σε αυτή
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την περίπτωση από τις Προτάσεις 3.7 και 3.8 για λ —» 0, μπορούμε εύκολα να βρούμε τις 
ολοκληρο-διαφορικές εξισώσεις που ικανοποιούν οι ξ(ιι, ό) = ξι{u,b) και x(u,b) = xi(u,b) 
για το ανανεωτικό μοντέλο, όπως δίνονται στο ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 3.1. Έστω λ^ = Π^=ι Λ)· ^το ανανεωτικό μοντέλο, με γενικευμένους Erlang (η) 

ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων ισχύει ότι:
(ΐ) για 0 < u < b, η πιθανότητα του μεγίστου πλεονάσματος, ξ(ιι, b), ικανοποιεί την ακόλουθη 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

Π (λ; - 6)= aW [ 6)/(*)ώ+Α'η1^)> (3·113)
με οριακές συνθήκες ξ(0, b) = 1 και ξ(δ, b) = 0.
(ii) για 0 < u < b, η πιθανότητα χ(υ,, 6) ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

Jo X(u - χ’ b)f{x)dx,

με οριακές συνθήκες χ(0, b) = 0 και χ(ό, 6) = 1.

Παρατήρηση 3.4. (ϊ) Οι λύσεις των συναρτήσεων ξ(«,6) και χ(ιι, ό) που ικανοποιούν
τις ολοκληρο-διαφορικές εξισώσεις του Πορίσματος 1.6, μπορούν να βρεθούν από 
τα αποτελέσματα για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο διάχυσης. 
Πράγματι, η ξ(τι,ό) (χ(η, 6)) είναι ίση με το πρώτο στοιχείο του διανύσματος στο 
αριστερό μέλος της εξίσωσης (3.108) ((3.112)) για λ —> 0.

(ϋ) Για σ —» 0+, λι = ·■· ,λ„ = λ, η εξίσωση (3.113) ανάγεται στην εξίσωση (2.6) 
των Li και Dickson (2006) για το ανανεωτικό μοντέλο, με γενικευμένους Erlang(n) 
ενδιάμεσους χρόνους άφιξης χωρίς τον όρο διάχυσης.

Επιπλέον, για Xj —» 0, j = 1,... , η, το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων και έναν όρο 
διάχυσης ανάγεται στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας με έναν όρο διάχυσης [βλ. Gerber 
και Landry (1999)], όπου τα μεγέθη των αποζημιώσεων έχουν σ.π.π. f(x) = fi(x) και 
σ.κ. F(x) = 1 — F(x) = Fi(x). Σε αυτή την περίπτωση τα διανύσματα χ(ιι, b), £(u,b) 
και i/j(u) γίνονται μονοδιάστατα με μοναδικά στοιχεία τις συναρτήσεις x(u,b), ξ(ιι, b) και 
ψ(ιι) αντίστοιχα. Τότε, συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.108)-(3.112) και χρησιμοποιώντας το 
γεγονός ότι χ(ιι,ό) = 1 — ξ(ιι, b), παίρνουμε το ακόλουθο ενδιαφέρον αποτέλεσμα.

Πόρισμα 3.2. Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας με έναν όρο διάχυσης, ισχύει 
ότι

ξ(ζί,δ) =
■ψ{ι±) - ip(b) 

1 - φ(ό)
X{u,b) = 1 — ψ(υ.)1 - ψ(ό) ’ 0 < u < b.
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Σημειώνουμε ότι το παραπάνω αποτέλεσμα γενικεύει το αντίστοιχο αποτέλεσμα των 
Dickson και Gray (1984), για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας χωρίς τον όρο 
διάχυσης.

3.7 Η κατανομή των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία

Σε αυτή την ενότητα, χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα των Ενοτήτων 3.5 και 3.6 βρίσκουμε 
την κατανομή των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία. Αναλυτικότερα, θεωρώντας 
ότι η διαδικασία πλεονάσματος δίνεται από τη σχέση (3.38), 6α δείξουμε ότι η κατανομή των 
μερισμάτων που καταβάλλονται στους δικαιούχους μέχρι τη στιγμή της χρεοκοπίας είναι μια 
μίξη μιας εκφυλισμένης κατανομής στο σημείο 0 και μιας phase-type κατανομής με διαφορετικά 
βάρη. Αρχικά δίνουμε τον ορισμό της phase-type κατανομής.

Ορισμός 3.2 (Phase-type distribution). Έστω (J(i)}“0 μια διαδικασία Markov 
συνεχούς χρόνου με ν +1, ν > 1, καταστάσεις. Επιπλέον θεωρούμε ότι όλες οι καταστάσεις 
είναι μεταβατικές (transient states) και ότι η ν +1 κατάσταση είναι απορροφητική κατάσταση 
(absorbing state), ενώ η (J(i)}g.0 έχει αρχική κατανομή που δίνεται από το διάνυσμα 
(α, α„+ι) και πίνακα τάσης S. Τότε, λέμε ότι η τ.μ. X, που εκφράζει το χρόνο που απαιτείται 
μέχρι η διαδικασία να μεταβεί στην απορροφητική κατάσταση, είναι μια phase-type κατανομή 
με παραμέτρους (α, S, aT), όπου aT = —SÏn, με ϊη να είναι ένα n-διάστατο διάνυσμα στήλη 

με όλα του τα στοιχεία ίσα με 1, για την οποία ισχύουν τα εξής:

(i) F(x) = Ρ(Χ < χ) = 1 — «eSxîn, X > 0,

(ii) f(x) — F'(x) = «eSxaT, x > 0,

(iii) f(s) = J0°° esxdF(x) = «(si — S) 1aT, με $R(.s) > 0 και I τον v x ν ταυτοτικός 

πίνακας,

(iv) E(Xn) = /0°° xdF(x) = (—l)nn!aS-nï„.

Επιστρέφοντας στον υπολογισμό της κατανομής των σωρευτικών μερισμάτων, παίρνοντας 
δ — 0, η τ.μ. Du^, που ορίσθηκε στην εξίσωση (3.63), ανάγεται στα συνολικά μερίσματα μέχρι 
τη στιγμή της χρεοκοπίας, D(Tb), και η κατανομή τους δίνεται από το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.8. Για 0 < u < b, η κατανομή της τ.μ. D(Tb), e (ναι μια μίξη μιας (κφυλισμένης 
κατανομής στο σημαο μηδέν μ€ βάρη 1 — x(u, b) και μιας phase-type κατανομής (Öi,Q,t) 

μ€ βάρη x(u, b), όπου «ι = Zi(u, b)/x{u, b) με Ζ\(u, b) να είναι η πρώτη γραμμή του πίνακα
ν®η(ω)[νμη(6)]_1> Q = -(ν^)'(^)[νμη(ί,)]_1 Και * = “QÏn·
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Απόδειξη. Για ό = Ο και Ο < u < b, από την εξίσωση (3.73) έχουμε ότι

και συνεπώς η εξίσωση (3.72), για 0 < u < 6, γίνεται

Wm(u,6)|i=0 = rn!v^n(u)[(v^n)'(ò)]^1{v^Tl(ò)[(v^n),(ò)]_1}m“1lri

= m-v^n(u) [van(ò)] _1 { vM(b) [(νμ J»] _1 }mîn,

= m\z(u, b) [P(6, b)]mln,

με z(u,ò) = v£n(u)[v£n(&)]-1 και P(u,&) = v£n(u) [(v£„)'(ò)]_1 είναι δύο n x n τετρα­

γωνικοί πίνακες. Επιπλέον για δ — 0, η ροπογεννήτρια συνάρτηση Mj(u,y,b), που ορίσθηκε 
στην Ενότητα 3.4 και αφορά στη διαδικασία πλεονάσματος Ubij(t), j = 1 ,,.,,η, ανάγεται στη 
ροπεγεννήτρια της τ.μ. D(Tb). Έστω Μ(ω, y, b) = (M\(u, y, b),..., Mn(u, y, ό))Τ. Τότε, 

για 0 < u < b, έχουμε ότι

M(u,y,ò)|5=0 =
00 r °0 V

Ïn + Σ TrWm(u,ò)|5=0 = I„ + z(«,6) £ ym[P(ò,ó)]m lnm=l *· m=l J

{I„ + z(u,ô)[(I„ — yP(b, f>))_1

{In - *(«, b) + z(u, b) [(I„ - yP(&,6))_1] }l„

ïn - X(U, ò) + z(u, &) {[P(6,6)]-1 - yln}-1 [P(b, b)\_1în,

με ïn τον η x η ταυτοτικό πίνακα. Επομένως από την τελευταία εξίσωση έχουμε ότι, για 
y = 1 - · ■, η,

Mj(u, y, &)|Ä=0 = E[eyD(Tb) |S{ = t, Ub(t) = u]

= 1 - Xj(u, b) + Xi(n, {[P(6, b)] -1 - yl}"1 [P(6,6)]

Αντιστρέφοντας την παραπάνω ροπογεννήτρια ως προς y έχουμε ότι η κατανομή της τ.μ. 
D(Tb) που αντιστοιχεί στη διαδικασία πλεονάσματος Ubj(t), είναι μια μίξη μιας εκφυλισμένης 
κατανομής στο 0 με βάρος 1 — Xj(u,b) και μιας συνεχούς κατανομής με βάρος Xj(u, b) και

hj(x) = âje^t, x > 0,

όπου Q = — [Ρ(ό, &)] 1 και t — —Ql„. Τέλος, εφόσον Ub(t) = Uby\(t), για j = 1 παίρνουμε 

το ζητούμενο αποτέλεσμα για την κατανομή της D(Tb). I

Παρατήρηση 3.5. (ϊ) Από τη μορφή της σ.π.π. hj(x) είναι φανερό ότι η hj είναι μια
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phase-type πυκνότητα με παραμέτρους (cEj,Q), έχοντας μετασχηματισμό Laplace 
hj(s) = äj(sl„—Q) 1t και συνεπώς —Óij(sIn+Q) 1t είναι η αντίστοιχη ροπογενήτρια 

συνάρτηση.

(ii) Για δ = 0, η = 2, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι ο πίνακας Ρ(ιι, 6) ανάγεται στον 
πίνακα V2(u, 6) που ορίσθηκε στην Ενότητα 3.5.

(iii) Για Xj —> 0, από την εξίσωση (3.72) έπεται ότι ο πίνακας P(ò, b) ανάγεται στη συνάρτηση 
Wx (b, 6)I,s=o, καθώς επίσης και το διάνυσμα Ζι(ΐί,δ) αντιστοιχεί στη συνάρτηση x(u,b). 
Επομένως, για το κλασσικό μοντέλο με έναν όρο διάχυσης, έχουμε ότι η κατανομή 
των σωρευτικών μερισμάτων είναι μια μίξη μιας εκφυλισμένης κατανομής στο 0 και μιας 
εκθετικής κατανομής με μέση τιμή Wi(ò, δ)|ί=ο [βλ. επίσης Li (2006)].
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Κεφαλαίο 4

Η ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ 

ΠΛΕΟΝΑΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΕΝΑ ΓΕΝΙΚΟ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΕ ΔΙΟ ΚΛΑΣΕΙΣ ΚΙΝΔΤΝΩΝ 

ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΤΗΝ ΤΠΑΡΞΗ ΜΙΑΣ 

ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΗΣ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΜΕΡΙΣΜΑΤΩΝ

Την τελευταία δεκαετία ένα μεγάλο μέρος στην αναλογιστική βιβλιογραφία έχει αφιερωθεί 
στην μελέτη των κατανομών phase-type και τις εφαρμογές αυτών στη ■θεωρία κινδύνου. Οι 
κατανομές phase-type [βλ. Ορισμό 3.2] εισήχθησαν από τον Neuts (1981), και είναι μια 
ευρεία οικογένεια κατανομών, που περιλαμβάνουν ως ειδικές περιπτώσεις , μεταξύ άλλων, την 
εκθετική κατανομή, την κατανομή Erlang, την γενικευμένη Erlang κατανομή, την κατανομή 
Coxian, καθώς και τις μίξεις αυτών. Έτσι, πολλοί συγγραφείς χρησιμοποίησαν τις κατανομές 
phase-type προκειμένου να μοντελοποιήσουν τόσο τους ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των 
κινδύνων, όσο και τα μεγέθη των αποζημιώσεων.

Το μοντέλο το οποίο προκύπτει από την υπόθεση ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης 
των κινδύνων κατανέμονται σύμφωνα με μια phase-type κατανομή, ονομάζεται Ανανεωτικό 
μοντέλο με phase-type ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Για το προαναφερόμενο μοντέλο 
κινδύνου πολλοί συγγραφείς μελέτησαν διάφορα μέτρα κινδύνου, όπως την πιθανότητα 
χρεοκοπίας, το έλλειμμα κατά την χρεοκοπία, το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία καθώς και 
τις από κοινού κατανομές αυτών. Πρόσφατα, η μελέτη της συνάρτησης των Gerber-Shiu για 
το ανανεωτικό μοντέλο με phase-type ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων αποτέλεσε 
ένα πολύ δημοφιλές αντικείμενο έρευνας. Οι κυριότερες αναφορές στις οποίες κανείς μπορεί να
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βρει μια εκτεταμένη μελέτη των παραπάνω μέτρων κινδύνου ή και της συνάρτησης των Gerber- 
Shiu για το ανανεωτικό μοντέλο με phase-type ενδιάμεσους χρόνους άφιξης περιλαμβάνουν 
τους Rolski, Schmidli, Schmidt και Teugels (1999), Asmussen (2000), Dickson και Hipp 
(2000), Avram και Usâbel (2004), Drekic, Dickson, Standord και Willmot (2004), Schmidli 
(2005), Bladt (2005), Ren (2007), Li (2008), Ko (2007), Pitts και Politis (2007), Song, 
Meng και Ren (2010) και πολλούς άλλους,

Πρόσφατα, οι Ji και Zhang (2010), θεώρησαν ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, όπου 
οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων και για τις δύο κλάσεις κατανέμονται σύμφωνα με 
μια phase-type κατανομή. Σημειώνουμε ότι αυτό το μοντέλο κινδύνου περιλαμβάνει ως ειδικές 
περιπτώσεις τόσο το μοντέλο των Κεφαλαίων 2 και 3 (χωρίς τον όρο διάχυσης), όσο και το 
ανανεωτικό μοντέλο με phase-type ενδιάμεσους χρόνους άφιξης. Στη συγκεκριμένη εργασία 
οι συγγραφείς μελέτησαν την συνάρτηση των Gerber-Shiu, δίνοντας αναλυτικά αποτελέσματα 
για αυτή την συνάρτηση μέσω μετασχηματισμών Laplace.

Στο παρόν κεφάλαιο θεωρούμε ένα μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων, όπου όμοια με τους 
Ji και Zhang (2010), οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων και για τις δύο κλάσεις 
κατανέμονται σύμφωνα με μια phase-type κατανομή και μελετούμε την συνάρτηση των 
Gerber-Shiu και την αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων κάτω από την 
υπόθεση μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων. Όπως τονίσθηκε και στα προηγούμενα 
κεφάλαια η στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων δίνει την δυνατότητα στον ασφαλιστή να 
καθορίσει ένα βέλτιστο επίπεδο ασφαλίστρων καθώς και ένα ποσοστό των ασφαλίστρων που 
επιστρέφεται στους δικαιούχους της ασφάλισης με τη μορφή μερίσματος, μέχρι την στιγμή της 
χρεοκοπίας. Πρακτικά με αυτό τον τρόπο ο ασφαλιστής διατηρεί την ικανότητα να προσφέρει 
«εκπτώσεις» στα ασφάλιστρα για όσο χρόνο τα μεγέθη των αποζημιώσεων δεν είναι τέτοιου 
μεγέθους ώστε να προκαλέσουν χρεοκοπία (bonus-malus system).

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η μεθοδολογία που χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της 
συνάρτησης Gerber-Shiu και της πρώτης ροπής σωρευτικών μερισμάτων είναι διαφορετική από 
αυτή των Ji και Zhang (2010). Πιο συγκεκριμένα, αντί να υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό 
Laplace της συνάρτησης των Gerber-Shiu και στην συνέχεια να αντιστρέφουμε αυτόν, στο 
συγκεκριμένο κεφάλαιο βρίσκουμε την γενική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
που ικανοποιούν οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής. Επίσης δείχνουμε 
πως αυτή η γενική λύση μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για τον υπολογισμό της αναμενόμενης 
παρούσας αξίας των σωρευτικών μερισμάτων.

Η δομή του συγκεκριμένου κεφαλαίου έχει ως εξής: στην Ενότητα 4.1 δίνουμε μια 
λεπτομερή περιγραφή του μοντέλου, τις υποθέσεις και τον συμβολισμό που θα χρησι­
μοποιήσουμε. Στην Ενότητα 4.2 δείχνουμε πως οι συναρτήσεις ποινής ικανοποιούν ένα 
σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων και δίνουμε την γενική λύση αυτού όταν μεγέθη 
αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Χρησιμοποιώντας την
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γενική αυτή λύση, στην Φποενότητα 4.2.1 βρίσκουμε ένα αναδρομικό τρόπο υπολογισμού των 
αναμενόμενων προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής. Επιπλέον, στην Ενότητα 4.3 δείχνουμε 
πως οι αναμενόμενες παρούσες αξίες των σωρευτικών μερισμάτων ικανοποιούν ένα σύστημα 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Η λύση τους συστήματος για τις αναμενόμενες παρούσες 
αξίες των σωρευτικών μερισμάτων βρίσκετε μέσω της γενικής λύσης του συστήματος των 
συναρτήσεων Gerber-Shiu. Στην Τποενότητα 4.3.1 βρίσκουμε ένα αναδρομικό τρόπο 
υπολογισμού των αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων. Τέλος, στην 
Ενότητα 4.4 βρίσκουμε ένα αναδρομικό τρόπο υπολογισμού για τα παραπάνω μέτρα κινδύνου 
με βάση το επίπεδο που βρίσκεται η διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την ύπαρξη μιας 
στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων (layer-based aproach).

4.1 Περιγραφή του μοντέλου

Σε αυτό το κεφάλαιο 'θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων με ν 
επίπεδα 0 < b\ < ■ ■ ■ < bv < οο. Υποθέτουμε ότι όταν η διαδικασία πλεονάσματος βρίσκεται 
μεταξύ δύο διαδοχικών επιπέδων bk~1 και bk, k = 1,... ,ν + \, με δο =0 και 6„+ι = οο, ο 
ασφαλιστής πληρώνει μερίσματα με ρυθμό dk και συνεπώς το ο ρυθμός είσπραξης ασφαλίστρων 
είνα Cfc = c — dk, k — 1,..., ν + 1, με c = ci > · · · > cv > cv+\ > 0.

Έστω b= (&ι,..., ò„} και {Ub(t)}t>ο η διαδικασία πλεονάσματος στον χρόνο t κάτω από 
την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερών μερισμάτων, με αρχικό κεφάλαιο ίή,(Ο) = u. Τότε, η 
διαδικασία πλεονάσματος Ub{t) ικανοποιεί την εξίσωση, για k = l,...,u+l

dUb{t) - ckdt - dS(t), bk-i < Ub{t) < bk, (4.1)

όπου {S (t)}t>ο είναι η στοχαστική διαδικασία των συνολικών αποζημιώσεων, η οποία 
γεννάται από την ύπαρξη δύο επιμέρους διαδικασιών,

Ni (0 W2(t)
S(t) = S1(t) + S2(t) = Σ Xi + ΣΙ Yj, έ > 0, (4.2)

ί=1 ί=1

όπου οι Si(t), ι — 1,2, ποριστούν τις συνολικές αποζημιώσεις που καταβάλλονται μέχρι το 
χρόνο ί προερχόμενες από την ι-κλάση.

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι οι {Χ,}“1 είναι μια ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και 
ισόνομων τ.μ. με σ.κ. F\{x) = Ρ(Χ < χ), σ.π.π. }\ (χ), μέση τιμή πΐ\ και μετασχηματισμό 
Laplace fi (s) = /0°° e~sxf\ (x) dx, που παριστάνουν το μέγεθος των αποζημιώσεων από την 
πρώτη κλάση. Αντίστοιχα οι {Ei}“j είναι μια ακολουθία θετικών ανεξάρτητων και ισόνομων 
τ.μ. με σ.κ. F2 (χ) = Ρ(Υ < χ), σ.π.π. f2{x), μέση τιμή τη2 και μετασχηματισμό Laplace 
h (s) — fo° e~sxJ2 (x) dx, που παριστούν το μέγεθος των αποζημιώσεων από τη δεύτερη
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κλάση.
Ακόμη, υποθέτουμε ότι η {Νχ (ί)}^0 ειναι μια απαριθμήτρια διαδικασία που παριστά 

τον αριθμό των κινδύνων από την πρώτη κλάση στο διάστημα [0, έ). Θεωρούμε ότι η 
{Νχ (ί)}“0 είναι μια ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων 
{Ιή},>ι, που είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. με σ.κ. F(x) = P(V < χ). 
Όμοια, ο αριθμός των κινδύνων από τη δεύτερη κλάση στο διάστημα [0, έ) περιγράφεται από 
την απαριθμήτρια διαδικασία {Λ^ Υια τΤ1ν οποία θεωρούμε ότι είναι μια ανανεωτική
στοχαστική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων {Lj}j>i, που είναι μια 
ακολουθία ισόνομων και ανεξάρτητων τ.μ. με σ.κ. G(x) = P(L < χ).

Ακόμη, υποθέτουμε ότι οι {Νχ (έ)}“0, {-^2 (ί)}^0, {^}ί>ι χαι {-^ί}ί>ι ειναι στοχαστικά 
ανεξάρτητες μεταξύ τους.

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε ότι η κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των από 
την πρώτη κλάση, F, είναι μια phase-type κατανομή με παραμέτρους (α, Α, αΤ), όπου A = 
(ay)”.=1 είναι ένας nxη πίνακας με αα < 0, > 0 για i φ j, £}"=1 <Hj < 0 για ϊ = 1,...,η,
a — (αι,...,α„) με α, > 0, Σ"=1αί = 1 και 5 = (αι,...,α„) με ατ = -Aen, όπου ÿr 

συμβολίζει τον ανάστροφο ενός διανυσματος y και eg συμβολίζει ένα Αδιάστατο ,£ Ε Ν+, 
διάνυσμα γραμμή με όλα τα στοιχεία του ίσα με 1. Τότε, από το Θεώρημα 1.5 [Κεφαλαίου 
νΐΙΙ]στον Asmussen (2000) [βλ. επίσης τον Ορισμό 3.2] έχουμε ότι

F(t) — 1 — deAten, t > 0.

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι από τη μορφή της κατανομής F έπεται ότι η Vi 
αντιστοιχεί στον χρόνο που απαιτείται, σε μια αλυσίδα Markov συνεχούς χρόνου {/^}ί>θι 

» = 1,2,..., με καταστάσεις {Εχ,... , Fn}u{Fo}, για τη μετάβαση από την κατάσταση {F,-} 
στην απορροφητική κατάσταση {Fo}.

Όμοια, υποθέτουμε ότι η κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των κινδύνων από 
τη δεύτερη κλάση, Q είναι μια phase-type κατανομή με παραμέτρους (ftΒ,Ρβ, όπου Β = 
(óij)™=1 είναι ένας τη χ. τη πίνακας, β = (βχ,.. .,ßm) με Σϊ=χ ft = 1 και δ = (fo,... ,bm) 
με ό1^ = —Bem. Τότε, έχουμε ότι

Q(t) = 1 - ßeBtem, t > 0,

και συνεπώς η Ε αντιστοιχεί στον χρόνο που απαιτείται, σε μια αλυσίδα Markov συνεχούς 
χρόνου {JtW}t>o, i = 1,2,..., με καταστάσεις {Fi,... ,Fn} U {Fo}, για τη μετάβαση από 

την κατάσταση {Fi} στην απορροφητική κατάσταση {Fo}.
Τώρα έστω {(/(t), J(t))}t>o μια δισδιάστατη στοχαστική διαδικασία η οποία ορίζεται με
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βάση της στοχαστικές διαδικασίες {/^}ί>ο και {Jt^}t>0 ως

Ι(ί) = 41}, 0 < έ < Vi, I{t) = l[%i, Vi<t< V1+V2,..., 

J(t) = Jt(1), 0 <t<Lu J(t) = L1<t<L1+L2,...1.

Τότε, από τους Ji και Zhang (2010) έχουμε ότι η διαδικασία {(/(t), J(t))}t>o είναι μια δισδιά- 
στατη διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου με καταστάσεις {(Ei, Fi),..., (Εη, F\), {Ε\, F2), 
..., (Εη, F2),..., (Ei,Fm),..., (Εη, Fm)}, πίνακα τάσης K = Im®A+B®In+Im®(aTa)+ 
(Jo1 β) <8> I« και αρχική κατανομή η — β ® α, όπου 1^ είναι ο ί x ί ταυτοτικός πίνακας και ® 

είναι το γινόμενο Kronecker που ορίζεται ακολούθως.

Ορισμ,ός 4.1 (Kronecker product or tensor product). Έστω = (α· j* ) και A<a> 

δύο πίνακες διαστάσεων m x n και k x ί αντίστοιχα, m, n, k ί G N. Τότε το γινόμενο 
Kronecker ορίζεται ως πράξη του γινομένου τέτοιο ώστε

Α«®Α<2>

^ α^Α^2) α^Α^2) ... α^Α^ ^ 

V amlA(2) amiA(2) · ■ ■ «™«α(2) )

4.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγι­
κής πολλαπλών μερισμάτων

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το 
μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων, όπως 
ορίσθηκε στις σχέσεις (4.1)-(4.2). Όμοια με την Ενότητα 2.6, κάτω από την ύπαρξη της 
προαναφερόμεης στρατηγικής η συνάρτηση των Gerber-Shiu ορίζεται με βάση το διάστημα 
μεταξύ δύο διαδοχικών επιπέδων στο οποίο ανήκει το αρχικό απόθεμα, δηλ. όταν το αρχικό 
απόθεμα είναι μεταξύ του bk-i και bk, για k = 1,..., ν + 1.

Έστω Τι = inf{i > 0 : Ub(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας. Τότε, για το μοντέλο κινδύνου 
(4.1)-(4.2), η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής που αντιστοιχεί στο διάστημα 
μεταξύ των bk-1 και bk, k = 1,..., ν + 1, ορίζεται ως

4>k{u,b) = Ε (e-ST»w{Ub(Tb-), |ü-t(T6)()l(rt<oo)|ü-6(0) = n) , bk-i <u<bk, (4.3)

όπου ό > 0 είναι η ένταση ανατοκισμού, Ub(Tb—) είναι το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, 
\Ub(Tb)\ είναι το έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία, w(x,y) : [0, οο) x (0, οο) —> [0, οο) και lpj 
συμβολίζει την δείκτρια συνάρτηση.
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<i>k,e(u’b) = E (e~6Tbw{Ub(Tb-), |ì/ò(T6)|)1(t,(><0o>j=€)|^fe(0) = uj , bk-ί < u < bk,l = 1,2,

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το διάστημα μεταξύ των 
επιπέδων bk-\ και bk, k = 1,... ,ν + 1, όταν η χρεοκοπία προκαλείται από την εμφάνιση 
μιας αποζημίωσης που προέρχεται από την κλάση ί — 1,2. Επιπλέον θεωρούμε ότι J είναι 
μια δίτιμη τ.μ. που παριστά την κλάση από την οποία προέρχεται η αποζημίωση που προκαλεί 
χρεοκοπία, δηλ. J = ί εάν η χρεοκοπία προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από 
την κλάση ί — 1,2. Τότε, η συνάρτηση των Gerber-Shiu της εξίσωσης (4.3) αναλύεται ως 

b) — <t>k,i(u, b) + 2(u, 6), για bk-\ < u < bk και k = 1,..., v + 1.
Έστω Pÿ = P(-|(/(0), J(0)) — (Ei,Fj)) και Eÿ να είναι η μέση τιμή ως προς το μέτρο 

πιθανότητας Pÿ, 1 < i < η, 1 < j < τη. Τότε, για 1 < i < n, 1 < j < τη, ορίζουμε

ΦίίΧΙ^Μ = Eij (e~STbw(Ub(Tb-), |C/6(T6)|)lm<oo,J=<)|t76(0) = u) ,òfe_i < u < bk,£ = 1,2,

va είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής που αντιστοιχεί στο διάστημα μεταξύ 
των επιπέδων bk-\ και bk, k = 1,..., ν + 1, όταν η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση 
μιας αποζημίωσης από την κλάση £ = 1,2, δοθέντος ότι το αρχικό απόθεμα είναι u και ότι 
η διαδικασία {(/(ί), J(i))}t>ο ξεκινάει από την κατάσταση (Ei,Fj). Τότε, με βάση τους 

παραπάνω ορισμούς έχουμε ότι

Φΐε/(ιι, 6) = b), bk-i < u < bk, k= 1, ...,i/+l, £=1,2,

με 4>k/{u, b) — (0n,m(u’ &)>■··> 0ni,*,<(“’ b), φ\2χι{υ,, b),..., φη2,k,e{u, b),..., 0im,fc,i(u, b),
■ · · 10nm,A:,«(u> ύ))Τ. Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες 

συναρτήσεις ποινής, 0ÿ,fc^(u, 6), 1 < i < η, 1 < j < m, £ — 1,2 ικανοποιούν ένα σύστημα 
ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Τότε με βάση το παραπάνω σύστημα δίνουμε την ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber-Shiu, 4>k/{u, b).

Θεώρημα 4.1. Για k = 1,..., ν -f 1 και £ = 1,2, το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber- 
Shiu, <f>kte(u,b), ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

Φ[ t(u, b) = - (δ - Β ® In - Im ® Α) φκι{η, b) - - Γ bk~' ((Fß) ® I„/2(x)
’ Ck ck J ο V

+1 m ® (aTa)/i(x)j <j>k,e(u - x, b)dx - Cktt(u), bk-i <u<bk, (4.4)

Επίσης, όμοια με τους Ji και Zhang (2010), ορίζουμε, για k = 1,..., ν + 1,
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μ e οριακές συνθήκες

ck<j>'k,i{bk~, b) = Cfc+I0fe+Ijf(òfc+, 6) και <j>k,t(bk~, b) = <j>k+i,e{bk+, b), k = l,...,u,

(4.5)

και

— 1 ^L~\ Λΐί—Òi_l . V
Oc/(u) = “ Σ y ® In/2(a:) + Im ® (aTa)/i(a;)J ^(u - x, b)dx

T 1 y- 1+(ë^ ® a1 )—iui(u)l(£=1) + (b1 ® en)—w2(u) 1^=2)>
ck Ck

μ?

/OO w(u, x — u)fj(x)dx, j = 1,2.

Απόδαξη. Αρχικά θεωρούμε το απειροστό χρονικό διάστημα [0, di]. Τότε, για u Ε [ίμ,-ι,ό*,) 
και δεσμεύοντας ως προς την αλλαγή κατάστασης της αλυσίδας {/(t), J(t)}t>0, σε συνδυασμό 
με την εμφάνιση ή μη εμφάνιση μιας αποζημίωσης στο [0, di], έχουμε για l<i<n,l<j< 
m, ί — 1,2 ότι

*δΛΦϋΜ(*>b) ^1 Η- "f· bjj)dt^j(fiij’k/i'ü ~t~ ckdt, b)

m+(1 “l- CLadt^ ^ ^ bjVl άίίφϊι/·^“I- ckdt, ò)

n+(1 + bjj dt j Σ Ou.,2dt(!)L^2A;^ T Ckdt, Ò)
1^2 = 1,

™ . ru+Ckdt-bk_!

+(1 + aadt)bjdt ) y ßv, [ J <hy,k,e(u + cfcdi - x, b)f2(x)dx

k~\ ru+ckdt~bt_! 

i=l ■'u+ckdt-bi
ri^ , rT(1 + bjjdt)aidt ( /

._1 «A)
1^2 — 1

^ fU+Cfcdi —6i_ 1+Σ/
Z=1 ^ ti+Cfccii—6/

+o(di).

u+ckdt-bk^i

<t>ii/i,L,e(u + Ckdt — X, b) f2(x)dx + ιυ2(ω + Cfcdt)l(f_2)^ 

<Pv2j,k,e(u + ckdt - X, b)fi(x)dx 

+ Ckdt - x,b)fi(x)dx + wi(u + ckdt)l(<=i)j

Διαιρώντας και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με dt, παίρνοντας dt —> 0 και 
χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι Wj(u) είναι μία συνεχής συνάρτηση ως προς u (και συνεπώς
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lirn^^o Wj(u + Ckdtt) = Wj ( (u + Ckdt)) ) για j = 1,2, έχουμε ότι

τη η
b') θ) — ^ llk,l{'U, b) ^ ] ®iινΦνζί,Ιί,ί^,ύ)

«α=1 

•u—bk-1
1^2 = 1

'·· - r
-bj y^ßvA / Φχνi,fe,Ku - Z b)f2(x)dxui=l

(Zj ru-bi-1

+ 2^ / 4>im,l,du ~ x,b)f2{x)dx + ζ«2(υ)1(*=2))
Z=1 •/“-6i

^ ru-bk-i

-di Y ( / <l>v2j,k,e(.u - x, b)fi (x)dx,2=1 XJ°

zJ / Φ^,ιΑη -x>b)h (xidx + wi (u) l(i=i) ) ·

Γράφοντας την παραπάνω εξίσωση σε μορφή πινάκων/διανυσμάτων και χρησιμοποιώντας το 
γινόμενο Kronecker, μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις παίρνουμε άμεσα την ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση (4.4). Για την απόδειξη των οριακών συνθηκών (4.5), πρώτα παρατηρούμε 
από την μορφή της εξίσωσης (4.4) ότι το διάνυσμα <pk/{u,b) είναι μια συνεχής συνάρτηση 
ως προς u. Έτσι το διάνυσμα <£&,<(«, 6) είναι μια συνεχής συνάρτηση σε κάθε επίπεδο bk, 
k = 1,...,ν + 1, δηλ. ισχύει ότι <j>k,e(bk—,u) = φ^i,i(5fc+,w), k = Ι,.,.,ι/, ί — 1,2. 

Τότε συνδυάζοντας την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.4) και την συνθήκη συνέχειας για 
το διάνυσμα 0fc,^(u, θ) στα σημεία u = bk, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η δεύτερη οριακή 
συνθήκη της σχέσης (4.5) είναι αληθής. I

Παρατήρηση 4.1. (ϊ) Σημειώνουμε ότι από την μορφή της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης

(4.4) και τις οριακές συνθήκες (4.5) έπεται ότι η <pk,e(u, b) δεν είναι παραγωγίσιμη στα 
σημεία bk, αλλά σε αυτά τα σημεία υπάρχουν οι δεξιές και αριστερές παράγωγοι της 
συνάρτησης (j>k,e(u, b). Η ύπαρξη της δεξιάς παραγώγου της συνάρτησης <pk,e(u’b), μας 

επιτρέπει να ορίσουμε την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.4) για κάθε u, τέτοιο ώστε 
η συνάρτηση <f/k p(u} b) να είναι παραγωγίσιμη από δεξιά. Συνεπώς στην εξίσωση (4.4) 
οι περιορισμοί για το αρχικό κεφάλαιο, bk < u < bk-1, μπορούν να αντικατασταθούν με 
bk <u < bk-ι-

(ii) Για V = 1, ci = c, και b\ = oo, η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.4) ανάγεται στην 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (2.3) (για ί — 1) και (2.4) (για ί — 2) των Ji και Zhang 
(2010), που είναι η ολοκληρο-διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί η (j)kte(u,b) για το 

αντίστοιχο μοντέλο κινδύνου, χωρίς την ύπαρξη μιας στρατηγικής μερισμάτων.
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Όμοια με τη μεθοδολογία της Ενότητας 2.6 [βλ. επίσης και στους Lin και Sendova 
(2007), Yang και Zhang (2007)], η Χύση της μη-ομογενής ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.4) 
εξαρτάται άμεσα από τη λύση της αντίστοιχης μη-ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης 
για u > bk-i-

Έτσι, στη μη-ομογενή ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.4), «χαλαρώνουμε» τους περιορι­
σμούς για το αρχικό κεφάλαιο από bk-1 < u < bk σε u > bk-i, και θεωρούμε ότι το διάνυσμα

<PkAU) = · ■ · > ¥’nl,fc^(w),¥’l2,M(u)> · · · > Vn2,fe^(«)i · · · , <Plm,kAu)’ · · ■ > Vnm,kAu))
αποτελεί λύση της ακόλουθης μη-ομογενούς ολοκηρο-διαφορικής εξίσωσης, για k = 1,..., ν -I- 1,
* = 1,2,

$m(u) = — (<5-B<g>I„-Im® A)^m(u)-— [ ((ΪΑβ)®Ιηΐ2{χ)
Ck ck Jo \
+Ιm ® (αΤα)/ι(ζ)) <?*/(« - z)dz - CkAu), u > kfc-i- (4-6)

Όπως, ύα δούμε στη συνέχεια η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.6) είναι 
απαραίτητη για τον υπολογισμό της λύσης της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.4).

Επιπλέον, αλλάζοντας την μεταβλητή y = u — bk-i και ορίζοντας hijjAv) = Vij,u(u — 
h-i), hfe/(y) = VkAu - 6fe-i) και SkAv) = CkAu - bk-i) για k = 1,..., V + 1, * = 1,2, η 
μη-ομογενής ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.6) γίνεται

hfc^(y) = — (ί- B®In -Im<g> A)hkAy) - — [ ß) ®^nÎ2{x)
ck ck J 0 '
+Im ® (aTa)/i(x)^hfc,£(y - x)dx - Zfe,<(y), y > 0. (4.7)

Προκειμένου να βρούμε τη συνάρτηση hkAv) που αποτελεί λύση της παραπάνω ολοκληρο- 
διαφορικής εξίσωσης, θεωρούμε την αντίστοιχη της (4.7) ομογενή ολκληρο-διαφορική εξίσωση

h'kAv) = — (Ó - B ® Ι„ - Im ® A) hk,((y) - - Γ ((Fβ) ® ι„/2(*)
Ck Ck Jo \

+lm<8) (äJa)fi(x)jhk,e(y - x)dx, y> 0. (4.8)

Η λύσης της παραπάνω ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης βρίσκεται με τη βοήθεια των 
μετασχηματισμών Laplace. Για αυτό στο σκοπό ΰεωρούμε hfc^(s) = J0°° e~syhk/Xy)dy1 για 
fc=l,...,i/ + l,*=l,2 και 3ï(s) > 0, να είναι ο μετασχηματισμός Laplace του διανύσματος 
hfc^(y). Έτσι, παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (4.8), 

και παραγοντοποιώντας ως προς τη συνάρτηση hkAs) βρίσκουμε ότι, για k = l,...,v + l 
και 3ï(s) > 0

L kAs)^kAs) = hfe,i(0), (4.9)
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όπου

LM(s) — (cfcS ó)Inm T B ® In + Im ® A + (6 /3) ® In/iîi^) T Im ® (u^"<a)/i(s).

Η εξίσωση det Lj.^s(s) — 0 καλείται χαρακτηριστική εξίσωση (characteristic equation) για το 
μοντέλου κινδύνου που ορίζεται από τις σχέσεις (4.1)-(4.2). Όπως θα δούμε στη η λύση της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης, det Lfc^s) = 0, που δίνεται από την ακόλουθη πρόταση, παίζει 
ένα πολύ σημαντικό ρόλο στον υπολογισμό της λύσης της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης
(4.6).

Πρόταση 4.1. (i) Για δ > 0, η χαρακτηριστική εξίσωση detLjt^(s) = 0, εχει ακριβώς
ηπι ρίζες στο μψαοικό επίπεδο με θετικά πραγματικά μέρη.

(η) Για δ = 0, η χαρακτηριστική εξίσωση det hkß(s) = 0 εχει ακριβώς μια ρίζα στο σημείο 
0 και nm — 1 ρίζες στο μιγαδικό επίπεδο με θετικά πραγματικά μέρη.

Απόδειξη. Για την περίπτωση όπου δ > 0, παραπέμπουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.1 
των Ji και Zhang (2010).

Για να αποδείξουμε το (U) ακολουθούμε όμοια μεθοδολογία με αυτή των Adan και 
Kulkami (2003), δείχνοντας ότι η εξίσωση detLfcjo(s) = 0 έχει ακριβώς ητη ρίζες στο 
μιγαδικό επίπεδο, εκ των οποίων μία από αυτές είναι το 0 ενώ οι υπόλοιπες βρίσκονται στον 
■θετικό ημιάξονα των μιγαδικών αριθμών.

Έστω Λ = diag(an,...,α„„) και Γ — diag(òn,..., bmm). Τότε για δ — 0, ο πίνακας 
Lfco(s) γράφεται ισοδύναμα ως

Ljfci0(s) - CfcsInm + Im<g>A + r®In+(Β-Γ) ®In + Im«i (Α-Λ)
+(όΤ/3) ® lnh(s) + Im<8 (aTa)/1(s).

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι για κάποιο εο > 0, οι μετασχηματισμοί Laplace, fi (s) και /2(s), 
είναι αναλυτικές συναρτήσεις (analytic fonctions) για κάθε s με 9?(s) > —εο· Ακόμη, 
θεωρούμε Ce να είναι ένας κύκλος στο μιγαδικό επίπεδο με το κέντρο του να βρίσκεται στα 
σημεία maxi <*<„,!<,·<,„ ((α^Ι + \bjj\)/ck και ακτίνα ε + maxi<j<nii<j<m ()«ü) + \bjj\)/ck με 

0 < ε < εο·
Επίσης, για 0 < u < 1, ορίζουμε

Lfcj0(s,îi) = CfcS - Inm + Im ® A + Γ ® In + u{(B - Γ) ® Ι„ + Im <8) (A - Λ) 

+{^β) ® Inh{s) + Im ® (aTa)/i(s)}.

Με βάση τον ορισμό για τον πίνακα Lfc o(s,ii) είναι προφανές ότι Lfci()(s, 1) = Lfc:o(s).
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Αρχικά θα δείξουμε ότι για επαρκώς μικρό ε

detLfcto(s, u) Φ 0 για 0 < u < 1, s € Ce.

Προκειμένου να δείξουμε το παραπάνω, στη συνέχεια da αποδείξουμε ότι για 0 < u < 1, 
s € C£ με 3î(s) > 0, ο πίνακας Lfc o(s, u) κυριαρχεί διαγωνίως (diagonally dominant). Τότε, 
από το θεώρημα των Levy-Desplanques [βλ. Θεώρημα 1.24] έχουμε ότι detLfc^s, u) φ 0. 
Πράγματι, 'θεωρώντας την {(k — l)n + ξ)-γραμμή του πίνακα Lk,o(s,u), για 1 < k < τη, 
1 < I < η, και ανακλώντας τον Ορισμό 1.17, ισχύει ότι

|cfcs + au + òfefc + uaeaefi(s) + ubkßkf2(s) \

> |cfcs - \au\ - |ófefc|| - uaeaefi{0) - ubkßkf2(0)

>ε+ \au\ + Ibkk\ - uaiath(0) - ubkßkf2(0)

> \au\ + \bkk\ - uaeaefi{0) - ubkßkf2(0)
n m>(α*+ Y aei)u+(bk+ Y hj'ju - uaeaefi(Q) - ubkßkf2{0)

i=l ,ϊφΐ j=\Jÿék
τι τη τι τη

= u Σ aei+u Ύ hj+uae Σ ctifßO) + ubk ^ /9^·/2(0) 

ί—\,ίφΙ i=l ,ίφϋ j=lj^zk
η τη

= " [au + a£ai/1(0)'j +u ^ (bkj + bkßjM0)^ 
i=l ,χφΐ j=l

n τη
>u Ύ \aa + 0£<*t/i(s)| + U Ύ \bkj +bkßjf2(s)\. (4.10)

ί—Χ^φί jz=\,j^ik

Επομένως, για 0 < u < 1, s G Ce με 5R(s) > 0, η ορίζουσα Lfc;o(s,u) είναι μη μηδενική.
Για να αποδείξουμε ότι η ορίζουσα u) είναι μη μηδενική για s £ C£ με üft(s) < 0,

πρώτα ανακαλούμε από τη θεωρία της γραμμικής άλγεβρας ότι μία ορίζουσα ενός πίνακα είναι 
μη μηδενική αν και μόνον αν το 0 δεν αποτελεί μέρος των ιδιοτιμών του προαναφερόμενου 
πίνακα. Έτσι, στη συνέχεια προχωρούμε εξετάζοντας τις ιδιοτιμές του πίνακα hkß(s, u) για 
s και u κοντά στο σύνολο τιμών (s,u) = (0,1). Για (s,u) κοντά στο (0,1) ο πίνακας 
Lfc,o(5,n) είναι προσεγγιστικά ίδιος (pertubation) με τον πίνακα Lfc 0(0,1). Επιπλέον, δεν 
είναι δύσκολο να δούμε ότι τα μη-διαγώνια στοιχεία της ((k — l)n + έ)-γραμμής (στήλης), 
I < k < τη, I < £ < η, του πίνακα L*. 0(0,1) είναι: 0, a(ja/aj,bklbkßi (Ο, a^ajO.^, bikbtßk) 
για 1 < j < η, j χέ ί και 1 < i < m, j φ k. Επομένως, από την μορφή των παραπάνω μη- 
διαγωνίων στοιχείων της του πίνακα Lfcio(0,1), έπεται ότι ο πίνακας έχει τουλάχιστον ένα μη- 
μηδενικό στοιχείο σε κάθε γραμμή και στήλη του, απ' όπου συνεπάγεται [βλ. Brookes (2005), 
Ενότητα Special Matrices] ότι ο Lfcto(0,1) είναι ένας αναλλοίωτος (irreducible) πίνακας.
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Συνεπώς, ο πίνακας Lfc o(0,1) έχει μια ακριβώς ιδιοτιμή στο σημείο μηδέν, με αντίστοιχο 
ιδιοδιάνυσμα enm. Τότε, για (s, u) κοντά στο (0,1) υπάρχουν οι διαφορίσιμες συναρτήσεις 

και x(s,u) τέτοιες ώστε

Lfc,o(s, u)x(s,u) = ß(s,u)x(s, u), enmx(s,u) — 1, (4-11)

με μ(0,1) = 0 και x(0,1) = enm.
Παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς s, "θέτοντας s = 

πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της προκύπτουσας εξίσωσης με η 
ότι

+ TLfc,o(0, 1) J~x(0,1) = J^/x(0, 1),

με

tL*:,o(0, 1) = ® In + Im ® A + (Ρ β) g In + Im g (αΤά?)) = tK = 0nm, (4.13)

όπου η τελευταία εξίσωση έπεται από το γεγονός ότι ο Κ είναι ο πίνακας τάσης της 
δισδιάστατης Μαρκοβιανής αλυσίδας συνεχούς χρόνου {/(ί), J(i)}t>Q με αρχική κατανομή 
το διάνυσμα -γ, και συνεπώς -γΚ = 0ηπι. Επίσης το 0nm είναι ένα 1 x nm διάνυσμα στήλη με 
όλα του τα στοιχεία ίσα με μηδέν.

Ακόμη, χρησιμοποιώντας την θεμελιώδη ταυτότητα για το γινόμενο Kronecker [βλ. 
εξίσωση (Α.26) στον Asraussen (2000)]

(ΑχΒι) gì (Α2Β2) = (Aj g Α2) · (Bi g B2),

όπου Ai, Α2, Βι και B2 κάποιοι πίνακες, η ποσότητα 1 )enm της εξίσωσης (4.12)
γράφεται ως

7 l)ëkm = icpnm ~ {{β ® <*) - (lm g (aTa))mi + (/? g α) · ((Ρ β) <g In)m2}enm

— ck - {(β - Im) g (α · (äTa))mi + (β ■ (Pß)) g (a ■ I„)m2}enm 

= Cfc 0nmenm — (4-14)

όπου για την τελευταία εξίσωση χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι ααΤ = βΡ = Ο1. Τότε, από

Άπό το γεγονός ότι η Vi είναι μια phase-type κατανομή με παραμέτρους (α, Α,αΤ), έπεται ότι η 
τ.μ. Vi αντιστοιχεί στον χρόνο που απαιτείται, σε μια αλυσίδα Markov συνεχούς χρόνου με καταστάσεις 
(i?i,..., Εη} U {£ο}, για τη μετάβαση από την κατάσταση {Εβ στην απορροφητική κατάσταση {JSo}· Η 
προαναφερόμενη Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου έχει αρχική κατανομή π = (α, 0) και πίνακα τάσης

Q = (-fj-V) · Επιπλέον ttQ = 0 =► (0,0) = (α, 0) g I °Q—j = (<*Α,ααΤ).

= 0, u = 1 xou 
= β g a έχουμε

(4.12)
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J~MO> 1) = cjfc > 0. (4.15)

Όμοια, παραγωγίζοντας την εξίσωση (4.11) ως προς u, θέτοντας (s,u) = (0,1) και 
πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της προκύπτουσας εξίσωσης με η — β ® α έχουμε 
ότι

7^LM(0, l)e„m + 7L*,o(0, 1) jU(0,1) - £μ(0,1), (4.16)

με

7^-Lfc,o(0, l)e^m = (β® α) ■ {Im ® (Α - Λ) + (Β - Γ) <g>I„ +Im <8 (αΤα)

+{bTβ) ®ln}enm

= {{β ■ Im) <8> (α · (Α — Λ)) + (/? · (Β — Γ)) ® (5 · Ιη)

+ (/?-Im) ® (α· (ατα)) + (ββ^β)) ® (α- I„)}e„TO 

= {-β® (αΛ) — (/3Γ) ®a}enm.

Επίσης, από τη μορφή του διανύσματος αΑ = (αχαπ,...,«nO-rm), όπου > 0 και au < 0 
για κάθε i = 1 ,.,.,η (σημειώνουμε επειδή )Γ)”=1 ai = 1, τότε τουλάχιστον μία από τις 
αρχικές πιθανότητες α* είναι αυστηρά θετική), έχουμε ότι <3Λ < 0ητη· Επομένως, το — β ® 
(αΛ) είναι ένα διάνυσμα στήλη διαστάσεων nm X 1 με όλα του τα στοιχεία να είναι θετικά. 
Χρησιμοποιώντας την ίδια λογική ακολουθία έχουμε ότι το — (βΤ) ® α είναι ένα διάνυσμα 

διαστάσεων nm x Ιμε όλα του τα στοιχεία αυστηρώς θετικά. Επομένως, από τα παραπάνω 
είναι προφανές ότι

7τ^^-Ά:,θ(0) l)e7im ^ 0.

Ακόμη, χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση και την εξίσωση (4.13), για την εξίσωση (4.16) 
ισχύει ότι

^~μ(0) 1) > 0. (4.17)

Τώρα, για (s,u) κοντά στο (0,1), από το ανάπτυγμα του Taylor έχουμε ότι

M(s,u) « μ(0,1) + 3~μ{0,1) + (ω - 1).

Τότε, από τις εξισώσεις (4.15), (4.17) και την παραπάνω εξίσωση συμπεραίνουμε ότι μ(ΐ, u) φ 
0 για s G C£ με 5R(s) < 0, για ε επαρκώς μικρό και u κοντά στο 1, δηλ. για 1 — ε < u < 1.

Επιπλέον, ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία όπως και στην απόδειξη της εξίσωσης 
(4.10), δεν είναι δύσκολο να αποδειχθεί ότι για 0 < u < 1 - ε, ο πίνακας Lfc^s, u) κυριαρχεί

τις εξισώσεις (4.13)-(4.14), η εξίσωση (4.12) γίνεται
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διαγωνίως για s G Ce με K(s) < Ο, και ε τέτοιο ώστε

η τη η τη

Με αυτό ολοκληρώνεται η απόδειξη για το ότι det Lkß(s!u) Φ 0 φορ 0 < u < 1, s G C£.
Τώρα, έστω /(it) να παριστά το πλή'θος τη εξίσωσης det L^o(s, u) = 0 εντός του κύκλου 

Cf, που είναι το εσωτερικό τμήμα του κύκλου Ce. Τότε, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η 
ορίζουσα Lkß(s,u) είναι μη μηδενική, από το θεώρημα 1.25 έχουμε ότι

Επομένως, από τα παραπάνω έχουμε ότι η f(u) είναι μια συνεχής συνάρτηση στο [0,1], 
η οποία παίρνει ακέραιες τιμές και συνεπώς είναι σταθερή. Ακόμη από το γεγονός ότι η 
εξίσωση det Lk,o(s> 0) = det(c*,slram + Im Λ + Γ <g> I„) — 0 έχει ακριβώς ητη ρίζες, έπεται 
ότι /(Ο) = nm, απ' όπου επίσης έχουμε ότι /(I) = ητη. Παίρνοντας ε —> 0, συμπεραίνουμε 
ότι η εξίσωση det L^ oC^, 1) = detL^ois) = 0 έχει ακριβώς ητη ρίζες εντός του κύκλου Co- 

Τέλος, για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη μένει να δείξουμε ότι η τιμή s = 0 είναι μία 
ρίζα της εξίσωσης det Lj^o(s, 1) = 0 με μονή πολλαπλότητα. Το ότι η τιμή s = 0 είναι ρίζα 
της εξίσωσης det Lj^ois, 1) — 0, είναι απόρροια του γεγονότος ότι τα διαγώνια στοιχεία του 
πίνακα det Lfc;o(0,1) είναι γραμμικοί συνδυασμοί των μή-διαγώνιων στοιχείων που βρίσκονται 
στην ίδια γραμμή. Πράγματι, θεωρώντας την ((fc — l)n + έ)-γραμμή του πίνακα L/t^O, 1), 

για l<k< τη, 1<£< η, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι το διαγώνιο στοιχείο της 
προεπιλεγμένης γραμμής, α# + bkk + α,^ογ + bkßk, μπορεί να γραφεί ως

και συνεπώς έχουμε ότι detLfco(0,1) = 0.
Τέλος, για να δείξουμε ότι το s = 0 είναι μια απλή ρίζα, θεωρούμε D = diag(dj,..., <ΙηΊη) 

να είναι ο πίνακας που συγκροτείται από τις ιδιοτιμές του πίνακα Lfc,o(0,1), με di = 0 και 
di φ 0, ι = 2,..., ητη. Επίσης, ορίζουμε X; και ΧΓ να είναι οι αντίστοιχοι πίνακες των 
αριστερών και δεξιών ιδιοδιανυσμάτων, με Χ;ΧΓ = Ιητη. Τότε, έχομε ότι

απ' όπου χρησιμοποιώντας ότι Χ;ΧΓ = lnm, οι δύο παραπάνω εξισώσεις δίνουν ότι

ι—Ι,ίφέ

Lm(0, l)Xr = XrD και Χ;Ι,Μ(0,1) = DX,.

Efc,o(0,1) = XrDX|.
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Επιπλέον για (s,u) κοντά στο (0,1) θεωρούμε ότι υπάρχουν οι πίνακες D, X/(s) και Xr(s), 
με τα στοιχεία τους να είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις, τέτοιοι ώστε

με D(0) = D, Xr(0) = ΧΓ και Χι(0) = X;. Τότε, από τη μορφή του πίνακα Lfc^s, 1) 
εύκολα βλέπουμε ότι

Παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς s, θέτοντας s = 0 και χρησιμοποιώντας το 
γεγονός detD(O) = 0, έχουμε ότι

όπου gj detD(O) — ^ det D(s)|s=o· Επιπλέον, ανακαλώντας ότι di( 0) = dk, % = , ητη,
με di(0) = 0, di φ 0 για ϊ — 2,... ,ηπι και £^(0) = Jjm(0, 1) > 0 (όπου η τελευταία ανίσωση 

είναι αληθής από την εξίσωση (4.15)), τότε για την μερική παράγωγο της συνάρτησης det D(s) 
έχουμε ότι ^ detD(O) = ^(0)^2 ■ ■ · dnm φ 0. Συνεπώς

απ' όπου συμπεραίνουμε ότι s — 0 είναι ρίζα της εξίσωσης det Lfc;o(s, 1) = 0 με πολλαπλότητα 
ένα. I

Παρατήρηση 4.2. Στο εξής ΐ)α συμβολίζουμε τις ηττι ρίζες της εξίσωσης det L^^(.s) = 0 με 
ri,k(ó) = Tifi, i = 1,... ,ηπι και υποθέτουμε ότι οι ri,*,... ,rnm^ είναι διαφορετικές μεταξύ 

τους.

Επιστρέφοντας στο αρχικό ζητούμενο, ο υπολογισμός της λύσης της ολοκληρο-διαφορικής 
εξίσωσης (4.6) γίνεται με βάση τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης Lfc^(s) = 0, που 
δίνονται από το Λήμμα 4.1, καΰώς και με τη βοήθεια του παρακάτω Θεωρήματος.

Θεώρημα 4.2. Έστω x(i) ένα η χ 1 διάνυσμα πραγ}ΐατικών παραγωγίσιμων συναρτήσεων, 
που ικανοποιεί τις ακόλουθες ολοκληρο-διαφορικές εξισώσεις

Lfei0(s, 1) = Xr(s)D(s)X;(s),

detLfcj0(s,l) = detXr(s)detD(s) detXi(s).

4 detLfc 0(0,1) = detXr(0) ■ 4 detD(0) ■ detXj(O),
05 ’ OS

~ det Lfc>0(0,1) = det D(0) φ 0,

(4.18)

και
(4.19)
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όπου Ρ ένας η χ η πίνακας με τα στοιχεία του σταθερούς όρους, Μ(ί) ένας η χ η πίνακας 
συνεχών συναρτήσεων στο [Ο, οο) και η(ί) ένα η χ 1 διάννσμα συνεχών συναρτήσεων στο 
[0, οο).

Επιπλέον, έστω Ζ(ί) ένας η χ η πίνακας οι στήλες του οποίου αποτελούν λύσεις της 
ομογενής ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.19), με Ζ(0) = I, όπου I ο n x η ταυτοτικός 
πίνακας.

Τότε, για t > 0, η λύση της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.18) δίνεται από τη σχέση 

χ(ί) = Ζ(ί)χ(έ) + ί Ί(t — s)n(s)ds.

Jo

Απόδειξη. Βλ. Burton (2005), θεώρημα 2.3.1. I

Επίσης, από την απόδειξη της Πρότασης 4.1, έχουμε ότι ο πίνακας Ljt^(s) κυριαρχεί 
διαγωνίως και συνεπώς από το Θεώρημα 1.24 έπεται ότι ο L^s) είναι αντιστρέψιμος πίνακας. 
Επομένως, χρησιμοποιώντας το παραπάνω και αντιστρέφοντας την εξίσωση (4.9) ως προς s 
έχουμε ότι

£*/(») = vk(y)hk,e{0) με vfc(y) = £_1^[LM(s)]_iy (4.20)

όπου IL“1 συμβολίζει τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace.
Τώρα, θεωρούμε τον τιπι x nm πίνακα vk(y) = (υ*j,k(y))"JL1 του οποίου οι στήλες 

αποτελούν λύσεις της εξίσωσης (4.8), με ν&(0) = Inm (όπου για την τελευταία ισότητα αρκεί 
να Φέσουμε y = 0 στην εξίσωση (4.20)). Τότε, από το Θεώρημα4.2, η λύση της μη-ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.7) δίνεται από τη σχέση

hk,e(y) = vfc(2/)hfc,f(0) - ί vk(x)zkit(y - x)dx, y > 0. (4.21)
Jo

Αλλάζοντας τη μεταβλητή y = u — bk-1, βρίσκουμε τη λύση του μη-ομογενούς εξίσωσης (4.6) 
όπως δίνεται στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.2. Για k = 1,..., ν + 1, ί = 1,2, θεωρούμε ότι vk(y) — (vijtk(y))™™=1, 2/ > 0, 
ένα πίνακα διαστάσεων nm x nm, του οποίου οι στήλες είναι αποτελούν λύσεις της ομογενούς 
ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.8), με vk(0) = Inm. Τότε, η γενική λύση της μη- 
ομογενούς ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης (4.6) δίνεται από τη σχέση

çu-bk-1 _
<PkÀu) = vk{u - bk-i)ipkt{bk-i) - / Vfc(a:)CM(u ~ x)dxi u > h-i- (4-22)

J 0

με Ckj(u) όπως δίνεται από το Θεώρημα 4.1.
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Για να ολοκληρώσουμε την λύση για την ipkl{u), που δίνεται από την εξίσωση (4.22) 
της Πρότασης 4.2, είναι προφανές ότι χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τόσο τις αρχικές τιμές 
ipke(bk-i) για k = 1,... ,ν + 1, £ = 1,2, όσο και τον πίνακα ν*(μ). Το υπόλοιπο μέρος 
αυτής της Ενότητας αφιερώνεται στο να δείξουμε πώς υπολογίζονται οι δύο προαναφερόμενες 
ζητούμενες ποσότητες.

Πρώτα ξεκινάμε με τον υπολογισμό του πίνακα Vfc(y), ο οποίος γίνεται χρησιμοποιώντας 
τους μετασχηματισμούς Laplace.

Έστω v*.(.s) = ένας nm x nm πίνακας του οποίου τα στοιχεία Vij^(s) =
Γ-- SVvìj,k{y)dy είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των Vij^(y). Επιπλέον από το γεγονός 
ότι οι στήλες του πίνακα vk(y) αποτελούν λύσεις της εξίσωσης (4.8), έπεται ότι ο πίνακας 
Vfc(s) ικανοποιεί την εξίσωση (4.9), και συνεπώς χρησιμοποιώντας ότι ν/;(0) = lnm, δεν είναι 
δύσκολο να δούμε ότι η ακόλουθη σχέση είναι αληθής

vtW = c4LM(»)]-' = ^|, (4.23)

όπου Æ(s) είναι ο πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων (adjoint matrix) του πίνακα 
L^ä(s). Ο μετασχηματισμός Laplace, v*,(s), της παραπάνω εξίσωσης αντιστρέφεται 
σε ορισμένες μόνο περιπτώσεις. Έτσι θεωρούμε την περίπτωση όπου τα μεγέθη των 
αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Σε αυτή την περίπτωση 
οι μετασχηματισμοί Laplaœ^cav σ .π.π. fi και /2 έχουν την μορφή πηλίκων πολυωνύμων όπως 
δίνεται στην παρακάτω σχέση

fi(s) = IhizM, pki_1(0)=pki{0), * = 1,2, (4.24)
Pki(s)

όπου Pki^i (s) είναι πολυώνυμα βαθμού (ή μικρότερου) και pki(s) είναι πολυώνυμα βαθμού 
fcj, με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου ισο με 1. Επιπλέον η εξίσωση Pkt{s) — 0 
για i = 1,2, έχει μόνο ρίζες με αρνητικά πραηματικά μέρη. Όπως τονίσθηκε και στα 
προηγούμενα κεφάλαια η κλασματική οικογένεια κατανομών είναι μια πολύ ευρεία κλάση, 
η οποία περιλαμβάνει, μεταξύ άλλων ως ειδικές περιπτώσεις, την εκθετική κατανομή, την 
γενικευμένη Erlang κατανομή, την κατανομή Coxian, την phase-type κατανομή, καθώς και 
τις μίξεις αυτών.

Επομένως, όταν τα μεγέθη των αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών, τότε τα στοιχεία του πίνακα vk(y) = μπορούν να βρεθούν μέσω
της παρακάτω πρότασης.

Πρόταση 4.3. Εάν οι μετασχηματισμοί Laplace, fi(s), i = 1,2, των μεγεθών των 
αποζημιώσεων και από τις δύο κλάσεις έχουν τη μορφή πηλίκου πολυωνύμων όπως στην 
εξίσωση (4.24), τότε τα στοιχεία του πίνακα vk(y) — (uij.fciy))"”^ υπολογίζονται με βάση
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τη σχέση

nm (ki+k2)nm

Vij,k(y) = Σ ävMtiVei'ky + Σ Ai,*(^)e-^-fcy, y > ο, 
«1=1 «2=1

με

^ijtk(ß l) 

ßij,k{h)

(Πμ Ph (r^.t))n,'‘ (LÌ.^IVì, λ)),.,
<r~‘ ιΕλ«, <>·,,* - r,„») n5ïl+-fa>"m(ri„l+%λ)

(Π£-ι Pfa(--Rfa>))”" (l·;. .*)),.,■___
(—i)„™cr-‘ Π'“7(Γ)„ + R'2 k) πϊ3Γ(4ί - Äfcjb)(/c1+=fc2)nm /

όπου (L£ Ä(s)).^ «Vai το (i, ή)-στοχείο του πίνακα L£ S(s) και rgltk μ( > 0 για
ί — 1 ,...,nm, καθώς και —Re2,k μe ^(Re2,k) > 0 για — 1,...,(fci + k2)nm είναι οι 
ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης det L^^(s) = 0 για μεγέθη αποζημιώσεων όπως στην 
εξίσωση (4.24).

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας τον αριθμητή και τον παρονομαστή της εξίσωσης (4.23) με 
01« Ρφ))™ τότε το (ί,^-στοιχείο του πίνακα v*(s) = (%ifc(s))"”^1 δίνεται από τη 

σχέση

Vij,k{s)
(ϊΙΙιΡφ)Γ(ΗΜ^

(nLiPfeiW)nmdetLM(S)· (4.25)

Σημειώνουμε ότι ο αριθμητής της παραπάνω εξίσωσης είναι ένα πολυώνυμο βαθμού (k\ + k2 + 
l)nm με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου το cnm. Ανακαλώντας από την Πρόταση 4.1 
ότι η εξίσωση detL^^s) = 0 έχει ρίζες τα i = 1,... ,nm ρίζες με ^(τγ*) > 0 καθώς 
επίσης και ότι η εξίσωση ps^s) = 0 έχει μόνο ρίζες με αρνητικά πραγματικά μέρη, έστω τις 
—Rjtk, 3 — 1> · · · ; fej, ι = 1,2, με %t(Rjtk) > 0, τότε έπεται ότι ο παρονομαστής της εξίσωσης 
(4.25) μπορεί, ισοδύναμα, να γραφεί ως

(ΕΚ (s))nm det Lkts(s)
i= 1

nm (ki+k2)nm
= cnmH(s-ri}k) J] (s-RJA)· 

i=1 j=1

Αντικαθιστώντας το παραπάνω στην εξίσωση (4.25) και χρησιμοποιώντας την τεχνική των 
μερικών κλασμάτων, έχουμε ότι

nm

Vij,k{s) = Ε«1=1

aij,k(t ί) 

s — rh,k
+

(ki+k2)nm

Σ
«2=1

ßjj,k(l 2) 

s + Ri2,k ’
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απ' όπου αντιστρέφοντας ως προς s παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Έχοντας υπολογίσει τον πίνακα Vfc(y) για να ολοκληρώσουμε την λύση για την (pk^{u), 
[βλ. εξίσωση (4.22) της Πρότασης 4.2] χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τόσο τις αρχικές 
τιμές (pki{bk~1) για k — 1,..., ν +1, ί — 1,2. Ο υπολογισμός των προαναφερόμενων 
αρχικών τιμών γίνεται ακολουθώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή στον Badescu (2008), 
χρησιμοποιώντας τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης detL^^s) = 0, που δίνονται από 
την Πρόταση 4.1 και τους τελεστές ΤΓ για πίνακες/διανύσματα. Έτσι, όμοια με τον Ορισμό 
1.8, ορίζουμε τον τελεστή Ττ για πίνακες/διανύσματα ακολούθως.

Έστω Ρ(χ) ένας πίνακας/διάνυσμα του οποίου τα στοιχεία είναι ολοκληρώσιμες συναρ­
τήσεις ως προς χ. Τότε ο τελεστής TrP(a:) ως προς κάποιο μιγαδικό αριθμό r ορίζεται 

ως
/•ΟΟTrP(x)= / e"r(“-x)P (u)du, 3?(r)>0.

Τώρα, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης (4.6) με e“s(u“ifc-1) και στη συνέχεια 

ολοκληρώνοντας ως προς u από u = bk-1 έως u = οο παίρνουμε ότι, για k = 1,..., ν + 1, 
1= 1,2

—^>k,s(s)Tsipk,lih-l) = ι) - TsCk,t(bk-i)· (4.26)
Ck

Επιπλέον από την απόδειξη της Πρότασης 4.1 έχουμε ότι η εξίσωση detLk,é(s) — 0 έχει 
ακριβώς nm ρίζες, τις η,Α: · · · Trim,*:· Έτσι για κάθε s — rijfc, ο πίνακας Lfe]Æ(ri;fc), ϊ — 
1,..., nm, έχει ίδια ιδιοτιμή στο σημείο 0. Συνεπώς, για κάθε i\k ορίζουμε q^k να είναι το 
αντίστοιχο αριστερό ιδιοδιάνυσμα (διαστάσεων 1 X nm) του πίνακα Lfc s{ri,k) ως προς την 
ιδιοτιμή στο σημείο 0, τέτοιο ώστε qilki‘k,s{ri,k) = 0„m, V i = 1,... ,nm. Αντικαθιστώντας 
s = Ti,k στην εξίσωση (4.26) και πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της προκύπτουσας 
εξίσωσης με q^k, παίρνουμε το ακόλουθο σύστημα των nm εξισώσεων, για k = 1,..., ι/ + 1, 
£ = 1,2

Qi,k(^Pk,l(.bk-l) ΤΓί kÇk,l{bk-lŸj — ~Qi,kIJk,5[ri,k)Tri^^Pkßi^k-l) — Onm-

Έστω Q*, = (qi,k, ■ ■ ■ ,<îmn,k)T ένας τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων nm χ nm, που 

συμβολίζει τον πίνακα των ιδιοδιανυσμάτων. Τότε, οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν, 
ισοδύναμα, να γραφούν σε μορφή πινάκων ως

nmQk*Pk,t(Pk—l) — ^ ' dîag^Tri kCk,i{bk-l)·* ■ ■ ■ ) ^rnm fc Cfc,i(6fc-1)^ Qfclj,

i=l

όπου li αντιστοιχεί την i-στήλη του nm x nm ταυτοτικού πίνακα. Τέλος, από την υπόθεση 
ότι τα rείναι διαφορετικά μεταξύ τους, έχουμε ότι τα διανύσματα ÿi,fc, - -., qnm,k είναι
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γραμμικώς ανεξάρτητα και συνεπώς [βλ. Badescu (2008)] ο πίνακας Q*, είναι αντιστρέψιμος. 
Έτσι το διάνυσμα των αρχικών τιμών, ipk ((bk-1), για k = 1,..., ν + 1, ί — 1,2 δίνεται από 
τη σχέση

ηττιVk,i(bk-i) = yt Qk , Trk nmCk,t(bk-i)l Qfei»· (4-27)

i=l

Από την Πρόταση 4.3 και την παραπάνω εξίσωση είναι φανερό ότι γνωρίζουμε όλες της 
ποσότητες που χρειάζονται για τον υπολογισμό του διανύσματος <pk ^(ω), που δίνεται από την 
Πρόταση 4.2. Ο προσδιορισμός του διανύσματος ipke(u) είναι απαραίτητος προκειμένου να 
υπολογίσουμε το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber-Shiu, <j)k,l(u, b). Ο τρόπος υπολογισμού 

των 4>k,e{u, b) είναι το αντικείμενο της επόμενης υποενότητας.

4.2.1 Αναδρομικός υπολογισμός της συνάρτησης των Gerber-Shiu

Σε αυτή την υποενότητα, δείχνουμε πως το αποτέλεσμα της Πρότασης 4.2 μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί προκειμένου να βρούμε έναν αναδρομικό τύπο υπολογισμού για το διάνυσμα 
των συναρτήσεων Gerber-Shiu, <j>k/(u, b).

Ανακαλώντας το Θεώρημα 4.1 και «χαλαρώνοντας» στην εξίσωση (4.4) τους περιορισμούς 
για το αρχικό κεφάλαιο από bk~χ < u < bk σε u > bk-χ, έπεται ότι το διάνυσμα 
των συναρτήσεων των Gerber-Shiu, 4>k^(u, b), ικανοποιεί την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση 
τη σχέσης (4.6) και επομένως η λύση του μπορεί να βρεθεί μέσω της Πρότασης 4.2. 
Χρησιμοποιώντας πρώτα το αποτέλεσμα της Πρότασης 4.2 με <f>k,t{v·, b) στη θέση του 
διανύσματος cpkl(u) και στη συνέχεια επαναφέροντας τον αρχικό περιορισμό για το αρχικό 
κεφάλαιο, δηλ. αλλάζοντας τον περιορισμό u > bk-i σε bk-i < u < bk, έχουμε ότι, για 

k = 1,..., V 4-1
_ _ /■«—fajt-l
4>k,t{uM = Vfc(tt - 6jfe-i)«?fc,«(òfc_i,6) - / Vk(x)Ck,i(u - x)dx> bk-1 <u<bk-

J 0
(4.28)

Σημειώνουμε, ότι στην εξίσωση (4.28) η περίπτωση u = 6*_ι ισχύει λόγω της συνέχειας 
της συνάρτησης (j>ki((u,b) ως προς u [βλ. την πρώτη οριακή συνθήκη της σχέσης (4.5)]. 
Τώρα, συγκρίνοντας τις εξισώσεις (4.22) και (4.28), παρατηρούμε ότι ο τελευταίος όρος του 
δεξιού μέλους και στις δυο εξισώσεις είναι κοινός. Έτσι, αλλάζοντας στην εξίσωση (4.22) 
τον περιορισμό για το αρχικό κεφάλαιο από u > bk-1 σε bk-1 < u < bk, παρατηρούμε ότι 
στις εξισώσεις (4.22) και (4.28) ο όρος /0u_6fc_1 vk(x)£kj(u - x)dx είναι ακριβώς ο ίδιος και 

με ακριβώς τους ίδιους περιορισμούς για το αρχικό κεφάλαιο. Επομένως, αφαιρώντας κατά
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μέλη τις δύο προαναφερόμενες εξισώσεις παίρνουμε για k = 1,..., υ + 1 και ί — 1,2 ότι 

4>kAuib) = vk(u-bk-i)<j>kAbk-i,b) + V>kAuï~'vk{u-h-i)<Pk,e(bk-i)

= <PkAU) +vk{u-bk-l)(ikAbk-l,b) - VkA^-i))

= &kAu) + ν*(ω ~ bk-i)VkAb)> h-1 <u<bk, (4.29)

όπου fJkAb) = 4>kAbk-ι,ύ) ~ Ψη e(bk-l) είναι ένα άγνωστο διάνυσμα, διότι το <fikAbk-l>b) 
είναι ένα άγνωστο διάνυσμα, το οποίο θα προσδιορίσουμε με βάση τις οριακές συνθήκες του 
Θεωρήματος 4.1.

Χρησιμοποιώντας την πρώτη οριακή συνθήκη (συνθήκη συνέχειας) της σχέσης (4.5) και 
την εξίσωση (4.29) έχουμε για k = 1,..., ν και ί — 1,2 ότι

Vfe(6fc - bk-i)VkAb) + VkAbk) = vfe+1(0)%+M(ò) + <Pk+iAbk)·

Επιπλέον, ανακαλώντας Πρόταση 4.2 ότι ν^+1(0) = Inm, τότε η παραπάνω εξίσωση μας δίνει 
ένα αναδρομικό τρόπο υπολογισμού του διανύσματος fjk+iAb)i που δίνεται από τη σχέση

Vk+iAb) = VkAbk) ~ <Pk+iAbl*ì + _ bk-i)VkAb)> k = i,..., v,

όπου τα διανυσματα ÎPk+ie(bk) κοί1 iPkÀbk) υπολογίζονται με βάση την εξίσωση (4.27). 
Ακόμη, για k = υ + 1 και ί = 1,2, η συνάρτηση 0„+i,f(u>i>) ικανοποιεί την εξίσωση (4.28) 
για u > b„. Επομένως για k = ν + 1 και ί = 1,2 οι εξισώσει (4.22) και (4.28) είναι ακριβώς 
οι ίδιες και συνεπώς

4>v+iAu’b) ~ Φν+ιΑη) u>b„,£ = 1,2.

Έτσι από την παραπάνω εξίσωση και από την εξίσωση (4.29) για k = ν +1 παίρνουμε άμεσα 
ότι fjv+lAb) = Onm-

Τέλος, συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 4.3. Για k = l,...,i/ + l,£=l,2, το διάνυσμα των αναμενόμενων προεξοφλη- 
μενων συναρτήσεων ποινής, (jjkj(u, b), δίνεται από τη σχέση

4>kAu.b) = VkAu) + vfc(u - bk-i)Vk,i{b), fejk-1 < U < ftfc, (4.30)

όπου τα διανυσματα ipkAu) Kal VkAb) υπολογίζονται αναδρομικά από τις σχάσεις

ru-bk_ ί
Φ\kAu) = ν*(ω ~ bk-l)<PkAbk-l) - / Vk(x)CkAu - x)dxi u > h-1

Jo
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και

\ iìk+iAb)-‘PkAbk)~V,k+iAbA+'vk(bk-bk-i)VkAb)’ k = l,...,v,
( Vv+l/ib) = Onm

αντίστοιχα.

Παρατήρηση 4.3. (i) Σημειώνουμε ότι η εξίσωση (4.30) μας παρέχει μία αλγοριθμική
προσέγγιση για τον υπολογισμό του διανύσματος 4>k,e{u, b) με αρχικό σημείο εκκίνησης 
το διάνυσμα των συναρτήσεων Gerber-Shiu χωρίς την ύπαρξη κάποιας μερισματικής 
στρατηγικής, το οποίο μπορεί να υπολογιστεί από την Πρόταση 4.2. Τότε, το διάνυσμα 
φ1 £ δίνεται από τη σχέση

<PiA‘u)=yi(u)ViAQ)-[ Vi(x)CiAu - x)dx, u > 0,
Jo

όπου το διάνυσμα φ1 ^(0) υπολογίζετε με βάση την εξίσωση (4.27) για k = 1.

(ii) Από τον αναδρομικό τρόπο υπολογισμού του Θεωρήματος 4.3, έχουμε ότι τα διανύσματα 
fJkAb) Υια k = 2,..., V — 1, i = 1,2, βρίσκονται, για κάθε επίπεδο των bi, σε όρους του 
διανύσματος ήι^(6), όπου το ffiAb) υπολογίζεται στο τελευταίο επίπεδο, δηλ. λύνοντας 
το σύστημα των εξισώσεων ηί/+ι^(6) = 0ηπι.

4.3 Η αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την αναμενόμενη προεζοφλημένη αξία των σωρευτικών 
μερισμάτων για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής 
πολλαπλών μερισμάτων, όπως ορίσθηκε στις σχέσεις (4.1)-(4.2). Η μεθοδολογία που 
χρησιμοποιούμε σε αυτή την ενότητα βασίζεται στα αποτελέσματα της Ενότητας 4.2.

Αρχικά ορίζουμε
Α,,ί>= / be~StdD(t),

Jo
να είναι η παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων μέχρι το χρόνο χρεοκοπίας, με D[t) να 
είναι τα συνολικά μερίσματα που καταβάλλονται στους δικαιούχους της ασφάλισης μέχρι το 
χρόνο t.

Τότε, για το μοντέλο με δύο κλάσεις κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων που ορίσθηκε στις σχέσεις (4.1)-(4.2), η αναμενόμενη παρούσα αξία των 
συνολικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία μεταξύ δύο διαδοχικών επιπέδων στο οποίο ανήκει 
το αρχικό απόθεμα, δηλ. όταν το αρχικό απόθεμα είναι μεταξύ του bk-i και bk, για
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k = 1,..., v + 1, ορίζεται ως

Vk{u,b) = E(-DU]b|t/f,(0) = u), bk-ι <u<bk- (4.31)

Επίσης για k — 1,..., v + 1, ορίζουμε

b) = E(DUibl(j=f)|l7b(0) = u), bk-i <u< bk,Î = 1,2,

να είναι η αναμενόμενη παρούσα αξία των συνολικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία που 
αντιστοιχεί μεταξύ των επιπέδων bk-1 και bk, για k = 1,... ,ν + 1, όταν η χρεοκοπία 
προκαλείται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση ί = 1,2. Επομένως, η 
αναμενόμενη παρούσα αξία των συνολικών μερισμάτων που ορίσθηκε στην εξίσωση (4.31) 
αναλύεται ως Vk(u, b) = Vk,\{u, b) + Vfc,2(u, b).

Επιπλέον, γιαΐ < i < η, 1 < j < m, οορίζουμε
Vij,k,e{u,b) — Eij— u), 6fc_i < u < bk,i= 1,2,

va είναι η αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία, όταν 
η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση ί = 1,2, 
δο'θέντος ότι το αρχικό απόθεμα είναι u και ότι η διαδικασία {(7(f), J(f))}t>o ξεκινάει από 
την κατάσταση (Ei,Fj). Συνεπώς, έχουμε ότι

Vkie(u,b) = jVkie(u,b), bk-i < u < bk, 7 = 1,2,

όπου Vk,e{u, b) = (Vlhk/{u, b),..., Vnl ik/{u, b), VUik,t{u, b),..., Vn2,k,i{u, b),..., V) b), 
..., Vnm'k,e(u, b)) . Στη συνέχεια ΰα δείξουμε ότι οι συναρτήσεις των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων Vij^e(u, b), 1 < i < η, 1 < j < τη,
ί = 1,2, ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Τότε με βάση το 
παραπάνω σύστημα δίνουμε την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί το διάνυσμα 
των συναρτήσεων των αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων V*, ^(ΐτ, b).

Θεώρημ,α 4.4. Για fc = l,...,i/ + l και ί = 1,2, το διάνυσμα των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων V*./>(u, 6) ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση
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μ€ οριακές συνθήκες

Vkj(bk-,b) = Vk+u(bk+,b), k = 1,...,ι/, (4.33)

ckV'k,e(bk—,b) = Cfc+iVfc+l f(6/i;+, 6) + (c — c/j+i)V*;+i^(6fc+, ò), k = 1,..., ^4.34)

-•1 1 ^ ] ru—bi-i . ^
£m(u) = —(c-Cfe)enm+—V] / ((òTy0)®In/2(i)+Im(8)(aTa)/i(x))Vj/(u-x,6)<ia;

Cfc Cfc fcl ■/«-&< V y

Απόδαξη. Ακολουθώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή του Θεωρήματος 4.1, -θεωρούμε το 
απειροστό χρονικό διάστημα [0,di]. Τότε, για u G [òfc_i, 6fc) και δεσμεύοντας ως προς 
την αλλαγή κατάστασης της αλυσίδας {/(ί), J(i)}t>0, σε συνδυασμό με την εμφάνιση ή 
μη εμφάνιση μιας αποζημίωσης στο [0, di], έχουμε για 1 < i < n, 1 < j < τη, ί — 1,2, ότι

Vijtk,e(u, b) — (c- ck)dt + (l + (au + bjj)dtj Vihk/u + ckdt, b)e Sdt

m
+(1 + dadi) ^ bjvi dtVwuk((u + c*, di, b)e~6dt

1/1=1,1/1 
n

+(1 + bjjdt) aiU2dtV,^j^((u + ckdt, b)e~sdt
ν2—\,ν2φί

™ / /^4+c*<â-6*-i
+(1 + (Hidt)bjdt V /3 ( / Vivukf{u + Ckdt-x,b)f2{x)dx

,1=i V/°

ru+ckdt-bi_i
+ Σ ^1,1,eiu + ckdt - X,b)Î2{x)dx\e~Sdt

l=l ju+ckdt—bi '
t ru+Ck<a~bk-1+(i + bjjdt)aidt ^ ^ Ofj/2 ( / ^(u + Cfcdi — X, 6) /i (x)dx

1^2 = 1 ^

ru+ckdt-bl-l .
+ V / + ckdt - x,b)fi(x)dx\e~sdt

Z=1 du+Ckdt—bi '

+o(dt).

Διαιρώντας και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με dt, παίρνοντας di —> 0 παίρνουμε 
άμεσα ότι

m η
= jb) — ^ ^ bj^Vi^’kjiu, b) — ^ ^ Qi^Viszjykßi'U'ib)

ι/ι=1 ι/2=1
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, rn-bk-x
bj zimini Vùn,kAu - b)f2{x)dx

*1=1 Jo
/■«—6j_i .

+ Z2 Vi^iAu - x,b)f2{x)dxJ
1=1 *'u_6l

/ fu~bk~'1
-ai 2J (y vv2j,kAu - x> *0/i

^ ( ru—bi-x .
2J / vv2Ì,lAu - x,b)fi(x)dx) + (c - Cfc).
1=1 2u_6l y

Γράφοντας την παραπάνω εξίσωση σε μορφή πινάκων/διανυσμάτων και χρησιμοποιώντας το 
γινόμενο Kronecker, μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις παίρνουμε άμεσα την ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση (4.32). Για την απόδειξη των οριακών συνθηκών (4.34), πρώτα 
παρατηρούμε από την μορφή της εξίσωσης (4.32) ότι το διάνυσμα V*.^(u, b) είναι μια συνεχής 
συνάρτηση ως προς u. Έτσι το διάνυσμα Vkte(u,b) είναι μια συνεχής συνάρτηση σε κάθε 
επίπεδο bkl k = 1,... ,ι/ + 1, δηλ. ισχύει ότι Vfc,«(ófc—,u) = 'Vk+iAbk+,u)i k — 1,... ,ν, 
ί = 1,2 Για να δείξουμε την οριακή συνθήκη της εξίσωσης (4.34), αρκεί να συνδυάσουμε την 
ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.32) και την συνθήκη συνέχειας για το διάνυσμα \kAu^ 6) 
στα σημεία u — bk- I

Παρατήρηση 4.4. Όμοια με την Παρατήρηση 4.1, θεωρούμε ότι η παράγωγος V'fc ((u,b) 
στην εξίσωση (4.32) είναι δεξιά παράγωγος της συνάρτησης 'VkAu’b)· Επομένως στην 
εξίσωση (4.4) ο περιορισμός για το αρχικό κεφάλαιο bk < u < bk-i μπορεί να αντικατασταθεί 
με bk < u < bk-i-

Τώρα, χρησιμοποιώντας όμοια ίδια μεθοδολογία με την Ενότητα 4.2, αρχικά δείχνουμε 
πως μπορεί να υπολογισθεί η λύση της ομογενής ολοκλκηρο-διαφορικής εξίσωσης (4.32) μέχρι 
το επίπεδο 6ι, την οποία στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε προκειμένου να κατασκευάσουμε 
έναν αναδρομικό τρόπο υπολογισμού για το διάνυσμα V/^u, b)·

Αλλάζοντας, στην εξίσωση (4.32), τους περιορισμούς για το αρχικό κεφάλαιο από 
6fc_i < u < bk σε u > bk-1, το διάνυσμα VkAu>b) ικανοποιεί την μη-ομογενή ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση (4.6), με τη διαφορά ότι ο μη-ομογενής όρος, Cfc/(u), αντικαθίσταται με 
τον όρο £kAu)· Επομένως, εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα της Πρότασης 4.2, με ÇkAu) στΤ) 
θέση του CkAu) κοα επαναφέροντας του αρχικούς περιορισμούς για το αρχικό κεφάλαιο, δηλ. 
αλλάζοντας το u > bk-1 σε ò*,_χ < u < bk, η γενική λύση για το διάνυσμα V^u, ό) , για
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k = 1,..., V + 1, δίνεται από τη σχέση

-, ru-bk-i
V^(u, ö) = v*(u - ófc-i)Vjt/(6jt-i,ó) - / v*.(x)^(u - x)dx, bk-\ < u < bk.

Jo
(4.35)

Σημειώνουμε ότι από την συνθήκη συνέχειας της σχέσης (4.34), έπεται ότι η εξίσωση (4.35) 
είναι αληθής και για την περίπτωση όπου u = bk-

Επίσης, τονίζουμε ότι για fc = 1 ο δεύτερος όρος στο δεξιό μέλος της εξίσωσης (4.32) 
είναι μηδέν, διότι £k,e(u) — 0 για c = ci και k = 1. Σε αυτή την περίπτωση το διάνυσμα 
των αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων μεταξύ των επιπέδων 0 και 6ι, 
Vi x(u,b), ικανοποιεί την ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (4.32) με £k,e(u) = 0. Επιπλέον, 
εφόσον για fc = 1 έχουμε ότι £k,e{u) = 0, από την εξίσωση (4.35), η γενική λύση για το 
διάνυσμα Vi,e(u,b) δίνεται από τη σχέση

Vite(u,b) = vì(u)Vix(0,6), 0 < u < blte = 1,2. (4.36)

Τώρα, θεωρούμε το μοντέλο με δύο κλάσεις και phase-type ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των 
κινδύνων (όπως περιγραφηκε στην Ενότητα 4.1) με τη διαφορά ότι η στρατηγική πολλαπλών 
μερισμάτων αντικαθίσταται από μία στρατηγική σταθερού μερίσματος σε κάποιο επίπεδο όχ. 
Κάτω από την υπόθεση ύπαρξης μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος, όταν διαδικασία 
πλεονάσματος φτάσει στο επίπεδο 6χ, τα ασφάλιστρα επιστρέφονται στους δικαιούχους της 
ασφάλισης με την μορφή μερισμάτων και η διαδικασία πλεονάσματος παραμένει στο επίπεδο 
b\ μέχρι την εμφάνιση της επόμενης αποζημίωσης. Το υπόλοιπο μέρος αυτής της ενότητας 
αφιερώνεται στον υπολογισμό των αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων 
κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Ο λόγος για τον οποίο 
εισάγουμε εδώ το προαναφερόμενο μοντέλο κάτω από τη στρατηγική σταθερού μερίσματος 
είναι διότι (όπως θα δούμε στην επόμενη υποενότητα) ο υπολογισμός των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων κάτω από την στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων 
εξρτόνται άμεσα από τον υπολογισμό της αντίστοιχης ποσότητας στο αντίστοιχο μοντέλο με 
την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος.

Έτσι για 1 < i < η, 1 < j < τη, ορίζουμε

Wijx(u,b\) = Eiji-Du.òiltJr-fll^òiiO) = u), 0 < u < bi,£ = 1,2,

να είναι η αναμενόμενη παρούσα αξία των σωρευτικών μερισμάτων πριν τη χρεοκοπία, όταν 
η χρεοκοπία προέρχεται από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση ί = 1,2, 
δοθέντος ότι το αρχικό απόθεμα είναι u και ότι η διαδικασία {(/(t), J(i))}t>ο ξεκινάει 
από την κατάσταση (Ei,Fj), στο μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την ύπαρξη 
μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος. Όμοια όπως και παραπάνω θεωρούμε το διάνυσμα
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We(u, b\) = (Wiw(tt, bl),..., WnU(u, bl), Wm(u, tu),..., WnV(u, bi),..., Ww(tt, bi),
■ ■ ■, Wnrrliz(u, &ι))Τ· Χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία με αυτή του Θεωρήματος 4.4, 

δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι το διάνυσμα We{u,bi) ικανοποιεί την ακόλουθη ολοκληρο- 
διαφορική εξίσωση

Wi(iiA) = —(Ä-B®In-Im®A)W/(ti,fc1)-— Γ 6l((^)<gln/2(x)
Cfc Ck J ο \

+Im <S> (äT5)/i(i)^ W^(u — x,bi)dx, 0 < u < bi, (4-37)

με οριακές συνθήκες W^(òi,6ι) = ë^m. Τότε, εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.2 (με τον μη- 
ομογενή όρο να είναι μηδέν) η γενική λύση του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος 
(4.37) δίνεται από τη σχέση

Wf(u,6i) = vi(u)Wf(0, όχ), 0 < u < bi,£ = 1,2,

από την οποία χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες W)(6i, bi) = ënrn βρίσκουμε εύκολα 
ότι

We(u,bi) = Vi^fv^&i)]-1^, 0 < u < bi, I = 1,2. (4.38)

Τότε, από τις εξισώσεις (4.36) και (4.38) έχουμε ότι

Vi,f(tt, b) = Wf(u,bi) + vi(u)9itt(b), 0 < u < bi,£ = 1,2, (4.39)

όπου θιj(b) — Vi^(0, b) — [v^(fei)] 1enm. Όπως θα δούμε παρακάτω η παραπάνω σχέση 

μεταξύ των Vi^(u, ò) και Wg(u, b), στο διάστημα [0, fei), χρησιμοποιείται ως σημείο εκκίνησης 
στην αλγοριθμική προσέγγιση για την υπολογισμό του διανύσματος Yk/(u,b), η οποία 
αναλύεται διεξοδικά στην επόμενη υποενότητα.

4.3.1 Αναδρομικός υπολογισμός αναμενόμενης παρούσας αξίας των σω- 
ρευτικών μερισμάτων

Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με την Ενότητα 4.2, σε αυτή την υποενότητα βρίσκουμε 
ένα αναδρομικό τρόπο υπολογισμού του διανύσματος V*.^(ii, ò), k = 2,..., u + 1, £ = 1,2.

Έστω ότι το διάνυσμα Wj-^(u, b) = (Wn^e(u, 6),..., Wni,kye(u, b), Wi2,kf(u, b),..., 
Wn2,k,e{u,b),... ,Wim<kii(u,b),... ,WnTn'kj(u,bi))T, για k — 2,..., v + 1, £ = 1,2, ικανο­

ποιεί την ακόλουθη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση

W^M) ~ — {à - Β ® In - Im ® A) Wk e{u,b) - — f ({Fβ) <S>Inf2{x)

Cfc Cfc J0 \
+Im ® (aTa)/i(x)^ Wfc^u - x,b)dx - £k,i{u), u > bk-i· (4.40)
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Από την παραπάνω ολοκληρο-διαφορική εξίσωση παρατηρούμε ότι είναι ακριβώς της ίδιας 
μορφής με αυτή της ολοκληρο-διαφορικής εξίσωσης που δίνεται από τη σχέση (4.6), με τη 
μόνη διαφορά να είναι ότι ο μη-ομογενής όρος είναι Ìk,e(u) αντ' Τια Ck,e(u)· Συνεπώς μπορούμε 
να εφαρμόσουμε την Πρόταση 4.2 προκειμένου να βρούμε το διάνυσμα Wfc/(u, 6). Επομένως 
εφαρμόζοντας την Πρόταση 4.2 με ξ*^(υ) στη θέση του Ck/(u), έχουμε για k = 2,..., ν + 1, 
I = 1,2

_ _ r*-bk-i _
Ww(u, b) = \k(u - ófc-i)Wfc;f(ófe_i, b) - / vfc(x)£M(ii - x)dx, u > 6fc_i, (4.41)

J o

όπου ο πίνακας v*(u) βρίσκεται με βάση την Πρόταση 4.3, ενώ το διάνυσμα ~SN kj(bk-i,b) 
προσδιορίζεται χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία με αυτήν που χρησιμοποιήθηκε στην 
Ενότητα 4.2 [βλ. σχέση (4.27)] ως

ητηWfc^(6fc_i,6) = YéQfc 1diag(rr)t-16c,<(òfc-i),... ,Trknm£k,e(bk-i))Qk&i·

*=1

Τώρα, αλλάζοντας τους περιορισμούς για το αρχικό κεφάλαιο στην εξίσωση (4.41) σε 
frfc-i < u < bk και συγκρίνοντας την εξίσωση (4.41) με την εξίσωση (4.35), έχουμε για 
k = 2,...,ι/ + 1, 1= 1,2

Vfc/(u,ò) = Wfc^(u,ò) + vfc(u - bk-i)ek,e(b), bk-i <u<bk,

όπου το άγνωστο διάνυσμα 9k p{b) — Vk,e(bk-i, b) — ^Vk,e(bk-i,b) προσδιορίζεται με βάση 

τις οριακές συνθήκες (4.34).
Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα για την Vk f(u, b), έχουμε το ακόλουθο 

■θεώρημα.

Θεώρημα 4.5. Για k = 1,..., υ + 1, I = 1,2, το διάνυσμα των αναμενόμενων προεξοφλη- 
μενων σωρευτικών μερισμάτων, 'Vkjt(u, b), δίνεται από τη σχέση

VW(«,6)
We(u, bi) + 'V\{u)ëi^{b), 0 < u < bi,

Wjt^u, ò) + vfc(u - bk-i)ek,t(b), bk-ι < u < bkl k - 2,..., v + 1,
(4.42)

όπου W^(u, &ι) και Wk,t(u,b) υπολογίζονται από τις σχέσεις

( We(u,bi) = vi(u)[vi(òi)]-14m, 0<ιΚόχ,
< Wk)e(u, b) = vk(u - bk-i)Wkit(bk-i, b) - J^~bk~l vk(x)Ìk,e(u - x)dx, u > bk-i, 
[ k = 2,...,i/ + l,
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(νώ τα σταΟψά διανύσματα öi,i(t>i) και 6k,e{b) βρίσκονται αναδρομικά από τις σχέσης

ί 01/(6) = VM(0,ò)-[v/1(ò1)] 1 &nm
I Ök+i,e(b) — Vfc^(6fc_ i, 6) - 'Wk/(h-i, b) + vjt(6fc - bk-i)6k,e(b), k = 2,...,v,

\ ^ι/+1 ,ί(δ) = Οητη-

Παρατήρηση 4.5. (i) Σημειώνουμε ότι η εξίσωση (4.42) μας παρέχει μία αλγοριθμική
προσέγγιση για τον υπολογισμό του διανύσματος Vfc^(u, ò), με σημείο εκκίνησης 
το διάνυσμα των αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων κάτω την 
στρατηγική σταθερού μερίσματος, W^(w,òi).

(ii) Από τον αναδρομικό τρόπο υπολογισμού του Θεωρήματος 4.5, έχουμε ότι τα διανύσματα 
Qk,e(b) για k. = 2,...,ι/ — 1, ί = 1,2, βρίσκονται σε κάθε επίπεδο Τη, σε όρους του 
διανύσματος θ\/(&), όπου το θι/(δ) υπολογίζεται στο τελευταίο επίπεδο, δηλ. λύνοντας 
το σύστημα των εξισώσεων ίή/+ι,e(b) = 0nm ως προς

4.4 Αναδρομικός τρόπος υπολογισμού ανά επίπεδο της στρατηγικής 
πολλαπλών μερισμάτων

Όπως, ήδη, αναφέρθηκε στις Ενότητες 4.2 και 4.3 [βλ. Παρατηρήσεις 4.3 και 4.5], οι 
αναδρομικοί μέθοδοι υπολογισμού των συναρτήσεων Gerber-Shiu και των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων στηρίζονται σε αναδρομικές σχέσεις ανάμεσα στα 
διάφορα επίπεδα της στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων οι οποίες λύνονται στο τελευταίο 
επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής. Το γεγονός αυτό αποτελεί ένα υπολογιστικό 
μειονέκτημα κυρίως όταν ο αριθμός των επιπέδων της μερισματικής στρατηγικής είναι μεγάλος.

Σε αυτή την ενότητα ακολουθώντας παρόμοια μεθοδολογία με αυτή των Albrecher 
και Hartinger (2007) (για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας), θα δείξουμε 
πως μπορούν να υπολογισθούν οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu και τα αναμενόμενα 
προεξοφλημένα σωρευτικά μερίσματα με βάση μια αναδρομική μέθοδο με την οποία η ακριβής 
λύση, για κάθε ένα από τα προαναφερόμενα μέτρα κινδύνου, στο Αι-επίπεδο βρίσκεται με βάση 
την ακριβή λύση του (k — 1)-επιπέδου (layer-based approach).

4.4.1 Ο χρόνος εξόδου από το επίπεδο b

Αρχικά προκειμένου να βρούμε αναδρομικούς μεθόδους υπολογισμού για τις συναρτήσεις των 
Gerber-Shiu και τα αναμενόμενα προεξοφλημένα σωρευτικά μερίσματα με βάση το επίπεδο 
της μερισματικής στρατηγικής στο οποίο ανήκει η διαδικασία πλεονάσματος, χρειαζόμαστε 
να εισάγουμε, όμοια με τους Albrecher και Hartinger (2007), τους ακόλουθους χρόνους
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διακοπής (stopping times). Για a < b, για το μοντέλο με δύο κλάσεις κινδύνων κάτω από την 
ύπαρξη μιας μερισματικής στρατηγικής ^-επιπέδων, όπως ορίσθηκε στις σχέσεις (4.1)-(4.2), 
θεωρούμε τους χρόνους διακοπής r£(u,a,b) = inf{f > 0, Ub(t) £ [a, &)|ί/&(0) = u},

( T£(u,a,b) για Ub(r^(u,a,b)) — b,
^ co για Ub{r^(u,a, 6))<a ’

{oo για a,6)) = 6,

T%(u,a,b) για £/(,(τ£(ιι, a,6)) < a

Σημειώνουμε ότι ο χρόνος διακοπής r^"(u, a, 6) παριστά τον χρόνο που απαιτείται μέχρι 

η διαδικασία πλεονάσματος να ξεπεράσει (για πρώτη φορά) το (άνω) επίπεδο 6 (το οποίο 
μπορεί να συμβεί εισπράττοντας τα ασφάλιστρα χωρίς την εμφάνιση κάποιας αποζημίωσης), 
ενώ τ“ (u, a, ό) παριστά τον χρόνο που απαιτείται μέχρι η διαδικασία πλεονάσματος να 
πέσει (για πρώτη φορά) κάτω του επιπέδου a (το οποίο μπορεί να συμβεί με την εμφάνιση 
μιας αποζημίωσης από την πρώτη ή δεύτερη κλάση). Επίσης, σημειώνουμε ότι ο χρόνος 
χρεοκοπίας, Tb, που ορίσθηκε στην Ενότητα 4.2, μπορεί πλέον να εκφρασθεί σε όρους των 
παραπάνω χρόνων διακοπής ως Tfc(u) = τζ{η, Ο,οο).

Ακόμη, για 1 < i, u < η, 1 < j,l < m, ορίζουμε

Bij,ve,k(u> b) — (e Sr>‘ ^’0’6)l[/(r+(u,0,t))=i/,J(T+(u,0,6))=£l) I

va είναι ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου διακοπής r^(w,0,6), δοθέντος του αρχικού 

αποθεματικού u και δοθέντος ότι η διαδικασία πλεονάσματος φτάνει ή ξεπερνάει για πρώτη 
φορά το επίπεδο b όταν η δισδιάστατη διαδικασία Markov {I(t), ο βρίσκεται στην
κατάσταση (Eu,Ei), έχοντας ξεκινήσει από την κατάσταση (Ei,Ej), δεδομένου ότι η 
χρεοκοπία δεν έχει εμφανισθεί. Επιπλέον, ορίζουμε Bjt(u,b) = (By^u,6))”*=1, όπου οι 
υποπίνακες (block matrices) Β^ ^(ω, b) ορίζονται ως Β^·^(ω, 6) = {Bni^2j}k(u, ò))” . ^

Σημειώνουμε ότι από την μορφή του πίνακα Β*,(η,6) είναι φανερό ότι ο Β*,(ιι, 6) είναι 
ένας τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων nm x ηπι. Επιπλέον, όμοια με τους Albrecher 
και Hartinger (2007), σημειώνουμε ότι ο συμβολισμός Β^_ι(ω, ό) αντιστοιχεί στον πίνακα 
Bfc(u, ό) με το κατώφλι b^-i να μετατοπίζεται στο άπειρο.

Ακόμη, θεωρούμε ότι παριστά την διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την
ύπαρξη μιας στρατηγικής ενός επιπέδου με ρυθμό ασφαλίστρων c*, και ρυθμό μερισμάτων dk- 
Στο εξής θα θεωρούμε ότι ο υποδείκτης {■}(!,*;) θα αναφέρεται στην αντίστοιχη ποσότητα 
στην διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής ενός επιπέδου με ρυθμό 
ασφαλίστρου Cfc. Για παράδειγμα ο χρόνος διακοπής T(itk)(u) παριστά το χρόνο χρεοκοπίας 
της διαδικασίας πλεονάσματος 1/(1,*) (t).

Με βάση τα παραπάνω ο πίνακας B^(u, 6) υπολογίζεται με βάση το ακόλουθο Λήμμα.
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Λήμμα 4.1. Για k € Ν+ και δ > Ο έχουμε ότι:

(i)

Bk(u,b) = Inm, για u>b,

Βk(u,b) = 0„m, για u< Ο,

όπου Onm είναι ένας τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων nm χ ητη με όλα τα στοιχεία του 
ίσα με μηδέν και Inm είναι ο nm χ nm ταυτοτικός πίνακας.

(it) Για Ο < u < bk-i

Bk(u,b)
Bk-i(u,b) για b<bk-1,

bk-i)Bk(bk~i,b) για ò > òfc_i

(in) Για bk-i < u <b

Bfc(u, b) = bk-i, 6-6fc_i)+Gfc(w-6fe_i)—B(ljfc)(u-Ì)*:_1, ò-6fc_i)G/j(ò—6fe_i),

όπου Gk(u) = (Gij,fc(u))™=1 είναι ένας τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων nm χ nm, 
και Gij'k(u) είναι υποπίνακες (block matrices) της μορφής Gij k{u) = (Gì^j. ’jMu))ïui2=1 

με στοχεία, για 1 < i, ν < n, 1 < j, £ < m

η m
GijM,k(u) = *ν(Σ Σ - |ì/(1,*)(t(U)(U))|,ò)

fci=l &2=1
X ^[l(T(i,fc)(u))=fci]^[J(T(i>fc)(«))=fea]) ·

Απόδειξη, (i) Όταν u > b, τότε η διαδικασία πλεονάσματος έχει φτάσει ή υπερβεί ήδη το 
επίπεδο b και συνεπώς τ(ξ(u, 0, b) = 0. Επιπλέον, όταν u < 0, η εμφάνιση της χρεοκοπίας 
έχει προηγηΟεί και συνεπώς τ^(ιι, 0, ò) — co. Από τις δύο αυτές παρατηρήσεις έπεται ότι το 
(i) είναι αληθές.

(U) Για 0 < u < 6fe_i πρώτα παρατηρούμε ότι η διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την 
ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων με fc-επίπεδα συμπίπτει με την διαδικασία 
πλεονάσματος κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων με (k — 1)- 
επίπεδα πριν την πρώτη έξοδο από το διάστημα [0,bk-i). Τότε έχουμε ότι t£(u,0,6) = 
Tk-i(u,0,b) και συνεπώς Bljuik{u,b) = Bl]Ufik-i(u,b) για 0 < b < bk-\ απ' όπου σε 
μορφή πινάκων παίρνουμε την πρώτη σχέση του (η). Για b > bk-1, το ενδεχόμενο ότι η 
διαδικασία πλεονάσματος κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων
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φτάνει ή ξεπερνά το επίπεδο ό είναι ισοδύναμο με το ενδεχόμενο η διαδικασία πλεονάσματος 
να ξεπεράσει το επίπεδο bk-i και να συνεχίσει μέχρι να φτάσει στο επίπεδο b με ένα νέο πλέον 
αρχικό κεφάλαιο bk-i. Συνεπώς,

Bij,ve,k(u,b) — Eij(e ^ ^ ’ ’ k 1')+k('k u ’ ^l[/(r+(a,0,6))=i/,J(r^(u,0,6))=i])

= Σ èEÿ(e <5T'!-lM’i>*:"l)l[/(T*+_1M,6fe_1))=fci,J(rfc+_1(«,016fc_1))=fc2]) 

fej=l fe2=l
xE(e &Tk (fc*-1’0’6h[J(T+(6fc_1o)6))=:V)j(T+(6fc_1>o,6))=f]|(-r(Tfel1(u)0i0fc-1))>

Σ Σ Bü ,kikz,k—1 (w, bk—l)Bkik2,v(,k{Pk—li b).
fcl=l &2=1

Ισοδύναμα σε μορφή πινάκων η παραπάνω σχέση γράφεται ως

6) = Bfc_i(u, &fc-i)Bfe(6fc_x, ό), 6 > òfc_i.

(mj Για 6fe-i < ω < bk υπάρχουν δύο διαφορετικά «μονοπάτια» [βλ. Σχήμα ΑΊ και 
Α'2 του Παραρτήματος] μέσω των οποίων η διαδικασία πλεονάσματος μπορεί να φτάσει το 
επίπεδο ò: (a) η διαδικασία πλεονάσματος φτάνει στο σημείο ò απ' ευΰείας χωρίς πρώτα να 
πέσει κάτω από το σημείο και (b) η διαδικασία πλεονάσματος πέφτει πρώτα κάτω από 
το επίπεδο bk-1 χωρίς να προκαλείται χρεοκοπία και στη συνέχεια αυξάνεται μέχρι να φτάσει 
στο επίπεδο 6, με ένα νέο αρχικό κεφάλαιο. Έτσι, έχουμε ότι

Bij,vl„k{u,b) — Eij^e k ( ’ * l’ ,6*-ι,6))=Μ'(τ£(μ,ιbk_lt,b))=v,J(T£(u,bk-i,b))=£\)

+Eÿ ^e-â[rfc-(«,6't-1,6)+r+(C/e,(rJ- («,6*.!,6)),0,6)] 

xl[üb(T^(ti,bfe_i,6))<ô,Jr(T^(u,ôfc_i,6))=i/,J(T^(u,b)c_i,6))=£l)

= Mitk(u) + M2,fc(u), bk~ 1 <u<b. (4-43)

Τώρα, όμοια με τους AIbrecher και Hartinger (2007), σκοπός μας είναι να αντικαταστήσουμε 
τον χρόνο διακοπής {τζ) στην εξίσωση (4.43) με τον χρόνο διακοπής r(ifc)(T(ïfc))· Αυτό
μπορεί να γίνει παρατηρώντας ότι το διάγραμμα που αντιστοιχεί στο ενδεχόμενο (a) [βλ. 
Σχήμα ΑΊ του Παραρτήματος] είναι ισοδύναμο με το αυτό της διαδικασίας πλεονάσματος 
,[/(!,*.)(ί), κάτω από την ύπαρξη μιας μερισματικής στρατηγικής ενός επιπέδου, στην οποία 
η διαδικασία U(ik){t) ξεκινά από την αρχική κατάσταση (Ei,Fj) και με αρχικό κεφάλαιο 
u — bk-1 και φτάνει (πρώτα) στο επίπεδο b—bk-i κατά τον χρόνο T^fcj(it — òjfc-ι,Ο,ό — bk-ι)
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στην κατάσταση {Ev,Fg) [βλ. Σχήμα Α'2 του Παραρτήματος], Συνεπώς έχουμε ότι,

Mhk(u) = Eÿ(e ίτ<ι.^)5τ+ (u—6fc_i ,0,6fc_i)
i^iW“

= BijM,(hk)(u - h-i,b - bk-i). (4.44)

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι το διάγραμμα που αντιστοιχεί στο ενδεχόμενο (b) [βλ. Σχήμα Α'3- 
Α'6 του Παραρτήματος] είναι ισοδύναμο με αυτό της διαδικασίας πλεονάσματος U^k^(t) κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής ενός επιπέδου, στην οποία η διαδικασία Unk)(t) ξεκινάει από 
την αρχική κατάσταση (Ei,Fj) και με αρχικό κεφάλαιο u - bk~ι, στη συνέχεια η εμφάνιση 
μιας αποζημίωσης (από την πρώτη ή δεύτερη κλάση) προκαλεί χρεοκοπία και η διαδικασία 
πλεονάσματος συνεχίζει με ένα νέο αρχικό κεφάλαιο για να φτάσει το επίπεδο b — bk-1 

στην κατάσταση (Ev,Fe). Σημειώνουμε ότι κατά τη στιγμή της χρεοκοπίας το έλλειμμα, 
για την διαδικασία πλεονάσματος U(i>k)(t), είναι |^(i,fc)(r(iifc)(u — δ*_χ))|. Αυτό, όμως, είναι 

ισοδύναμο με την περίπτωση όπου η διαδικασία πλεονάσματος Ub(t) πέφτει κάτω από το 
επίπεδο bk-i και στη συνέχεια αυξάνεται με νέο αρχικό κεφάλαιο το bk-\ — \U^tk)(r^i^(u — 
òfc_l))|. Από τα παραπάνω έχουμε ότι

η τη
μ2,k(u) = Εσ{ X X e_ÌT(1’''c)(u~bk~l)Bkik2,ve,k(bk-i - |^(i,fc)(7(i,fc)(u - &fc-i))|)

ki=l &2—1

η m n m

-E{X X X
ki=l k2=l ks=l k^=l

Bklk2,^,k{bk-1 - |ü(l,A:)(7'(U)(“ - Ófc-l))|,Ì>)1[/(T(lifc)(6-6fc_1))=fc1,j(T(lifc)(6-6lt.1))=A2]j

(/(r(lfc)(w _ fefc-1, o, 6 — 6fc_i)), J{I{T+k)(u - ófc-i,0, ò - òfc-i))) = (fc3, fc4)}

n m
^fc—i) ^ ^ 't -®jj,fc3fc4,(i,fc)(^1 bk—i,b ófc—\)Gkìkì,vÌ,k{b —ι),

fc;; 1 k \ - I
(4.45)

όπου με τον τελευταίο όρο (correction term) αφαιρούμε όλες εκείνες τις μεταβάσεις όπου η 
διαδικασία πλεονάσματος U^k){t) φτάνει το επίπεδο b — bk-\ πριν τη χρεοκοπία. Ισοδύναμα 
οι όροι αυτοί μπορούν να εκφραστούν μέσω του ενδεχομένου ότι η διαδικασία πλεονάσματος 
Ub(t) φτάνει το επίπεδο b πριν πέσει κάτω του επιπέδου bk-1, και έχουν ήδη υπολογιστεί στην 
εξίσωση (4.44).
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Τότε, από τις εξισώσεις (4.43)-(4.45) έχουμε ότι

Mitk{u) + M2,fc(u) — -Β^>ί,(i,k)(u - h-i,b - bk-1) + Gij^e,k(u - ófc-i)
n m

- Σ Σ Bijteki,(i,k)(u - bk-1, b - bk-i)Gk3kA,vi,k{b - bk-1).

k%=l &4=1

Ισοδύναμα η παραπάνω σχέση γράφεται σε μορφή πινάκων ως

Β k(u,b) = B(ljfe)(u-òfc_1,ò-òi;_i) + Gfe(u-ófc_i)-B(lifc)(w-òfc_1,ò-6fe_1)Gfe(ó-òfc_i).

Η παραπάνω σχέση ολοκληρώνει την απόδειξη. I

Τέλος, εκτός από το Λήμμα 4.1 για τον υπολογισμό του αναδρομικού αλγορίθμου με 
βάση τα επίπεδα της μερισματικής στρατηγικής για τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu και των 
αναμενόμενων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε και 
την ποσότητα Β^(0,6) (ο λόγος υπολογισμού του πίνακα Β*(0,b) θα φανεί καθαρά στις 
επόμενες υποενότητες όπου βρίσκουμε τον ζητούμενο αλγόριθμο). Επομένως, το υπόλοιπο 
μέρος αυτής της υποενότητας αφιερώνεται στον να δείξουμε πως υπολογίζεται ο πίνακας 
Bfc(0, b).

Για αυτό τον σκοπό θεωρούμε την τ.μ.

Hij,v(,(hk)(u) = e-iT(1’fc)(,,)l[j(ni ,fc)(u))=^J=(r(1 .it, («))=<] I (^(0)1 A0)) = ti,j), (4.46)

και τον αντίστοιχο πίνακα = (Η^^^ιι))™^, όπου οι υποπίνακες Ηίί·χ1^)(ω)
είναι της μορφής Hÿ (l fc)(u) = {Biii,i2j,(l,k)(u)) ^12=χ· Τότε, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι 
οι συναρτήσεις GijM^k{u) που ορίσθηκαν στο Λήμμα 4.1 γράφονται ισοδύναμα ως

η τηGijMM{u) - Ε{ ]Γ Σ Hió ,k1k2,(i,k){U)Bkik2M,k{bk-l ~ | ^(l.Jfc) (^(l.ifc) («)) | > b) }

k\ =1 &2=1
= E j (H(i,fc)(«)Bfe(6fc_i - |tf(ijfc)(T(liJfc)(w))|,&)^

ή ισοδύναμα σε μορφή πινάκων ως

Gfc(tt) = E{H(lifc)(u)Bfc(6fc_1 - |i/(i,fc)(r(1,fc)(u))|,ò)}. (4.47)

Επιπλέον, ορίζουμε τη συνάρτηση

η τηBij,ve,(i,k)(u) = Eÿ(]T] e~5T{1,k)^Bkik2,uÎ,k-l(bk-l - |f/(l,fc)('7'(l,fc)(«))| A-l)

kl =1 ^2=1
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xl[-f(ni,fc)(u))=fci'-/=(T(i,fc)(“))=fc2] j ’

και τον αντίστοιχο πίνακα Ρ*(ω) = (Pÿ1/b(u))™_1, όπου οι υποπίνακες Py^u) είναι της 
μορφής Pij,fc(u) = (Piii,i?j,k(u))il Ì2=1· Τότε, χρησιμοποιώντας την ίδια λογική ακολουθία 
όπως και στην εξίσωση (4.47) έχουμε ότι

Pfc(w) =EjH(lifc)(u)B*;_i(bk-i - |ü’(i,fe)(r(iifc)(u))|,6fc_i)|. (4.48)

Τώρα, στηριζόμενοι στους παραπάνω ορισμούς και χρησιμοποιώντας ανάλογη μεθοδολογία με 
αυτήν των Albrecher και Hartinger (2007) μπορούμε να υπολογίσουμε τον ζητούμενο πίνακα 
Bfc(0,6) ως εξής: θέτοντας u = 0 στο (η) του Λήμματος 4.1 για b > bk-1 παίρνουμε ότι

Bfc(0, b) — Bfc_i(0,6fc_i)Bfe(6fc_i, b), b > 6fc_i,

ή ισοδύναμα
Bfc(6fc_i,6) - B^1(0A_1)Bfc(0,ò), b > b/i—i· (4.49)

Επιπλέον, αντικαθιστώντας την εξίσωση (η) του Λήμματος 4.1 για b > bk-1 στην εξίσωση 
(4.47) και χρησιμοποιώντας την εξισώσεις (4.48) και (4.49) έχουμε ότι

Gfc(u) = E|H(ljfc)(u)Bfc_1(6fc_i - |i/(1)fc)(r(1 ^(w))|,6fe_i)Bfc(6fe_i,6)|

(4=8) Pfc(w)Bfe(6fe_i,6) (4=9) Pfc(u)B^;1(0,òfe_1)Bfc(0,ò). (4.50)

Τέλος, θέτοντας u — bk-1 στην εξίσωση (ni) του Λήμματος 4.1 και χρησιμοποιώντας την 
εξίσωση (4.50) έχουμε ότι

Bfc(6*_i,6) = B(ljfc)(0,6 - òfe_i) + Gfc(0) — B(iifc)(0,6 —òfc_i)Gfc(6 - òfc_i)

= B(iife)(0, b - òjfc_i) + P^OJBj^O, 6fc_i)Bfc(0, b)

~B(ljfc)(0, b - bfe_i)P*:(5 - 5fc_i)B^i(0, b*:-i)Bfc(0, b),

απ' όπου μπορούμε να λύσουμε ως προς τον πίνακα Bfc(0,6).

4.4.2 Αναδρομικός υπολογισμός των αναμενόμενων προεξοφλημένων με­
ρισμάτων ανά επίπεδο της στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων

Σε αυτή την υποενότητα δείχνουμε πως μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα αποτελέσματα 
της Τποενότητας 4.4.1 προκειμένου να υπολογισθούν οι αναμενόμενες παρούσες αξίες των 
σωρευτικών μερισμάτων Vk,e(u, b) στο fc-επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής.

Για 0 < u < bk-1 δεσμεύοντας ως προς τα ενδεχόμενα η διαδικασία πλεονάσματος να
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φτάσει το επίπεδο bk-1 ή να προκληθεί χρεοκοπία από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από 
την κλάση 1 = 1,2, έχουμε ότι

Vij,k/{ui b) OrobC«)
ο 'Ei,· [ / e dtdD(t)ï(j-i^ 

rr£(w,0,(>k-l)= Eÿ (jP{U’U'bk-i> e-StdD(t) 1(J=0) + Eÿ) e“5tdD(i)l(J=i))

— h,e,i + h,e,2, (4-51)

όπου ο δεύτερος όρος της παραπάνω εξίσωσης είναι μη-μηδενικός μόνο στην περίπτωση 
όπου r£(u,0,bk-i) = (u,0, bk-i). Αυτό σημαίνει ότι η διαδικασία φτάνει ή ξεπερνάει το
επίπεδο bk-i στην κατάσταση (Ekl, Fk2) και στη συνέχεια οι καταβολές των μερισμάτων είναι 
yki.k2,kÄbk-li*»). Συνεπώς (χρησιμοποιώντας το γεγονός t^(u,0,&*_i) = T^_y(u,0,f>fe-l)) 
έχουμε ότι

h/,2 - Ÿl X^Eÿ(e órk(u’°’b* 1Hj/(.T+^joibfc_1))=fcl!j(T+(„joiifc^1))=fc2]) Vklk2,k,e(h-i,b)

fcl=l /c2 = l n m
= Σ Σ Eÿ(e <5Tfc-l(“,0’6A!-l)l[J(T+_i(u,oi6fc_1))=fciij(T+_i(U)o)6i;_1))=fc2])H1fe2,fc,<(&fc-1>6)

(4.52)

k\=l /c2—1 
n m

Γ •5ÿ)fe1fc2ijt_i(w, 6fe_i)Vfc1fc2ifc)f(6fe_i,ô).

fcl=l fc2 = l
Ακόμη, ο όρος Ik,t,\ αντιστοιχεί στα μερίσματα όταν η διαδικασία φτάσει στο επίπεδο 6^_ι πριν 
τη χρεοκοπία. Τώρα, όμοια με τη μεθοδολογία της προηγούμενης υποενότητας, το επόμενο 
βήμα είναι να αντικαταστήσουμε τον χρόνο διακοπής r^(u,0,bk-i) = r^_1(u, 0, bk-i) με 
τον χρόνο διακοπής τ*,_ι(ω), και στη συνέχεια να αφαιρέσουμε όλα τα μερίσματα τα οποία 
καταβάλλονται μετά από το παραπάνω ενδεχόμενο (δηλ. για όλες τις μεταβάσεις κατά τις 
οποίες η διαδικασία πλεονάσματος ξεπερνάει το επίπεδο bk-i). Τότε, έχουμε ότι

h,i,i
nÎLjÎK, 0, {>*;_!) estdD{t)1^

O/'Tfc—l(w) ^ 471e-«iD(t)i(J_) - £ Σ e'iT‘-‘<”’OA-i)W-,(».o*-.))=W

υ kl=l k2=1

Xl[-4(^_1(«,0,6fe_1))=fc2]J
OrTh-i{i>k-i)1 e-ftrfD(t)l(J=<))(/(r+_1(u,0,6*_i)), J(r+_ ^«,ΟΑ-ι))) = (fc1;fc2)
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— Vij,k—Ü) ^ ^ ^ij,kik2,k—1(^) bk—l)Vkik2,k—l^lij^k—1> fy· (4.53)

ki=l A;2—1

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.51)-(4.53) παίρνουμε άμεσα ότι 

Vij'k/iV1·) b) = ^/ij,k—l,£(ui b)
η τη

+ Σ Σ ^ijMk2,k-l(U7h-l){ykik2lkA^k-l,b) - Vk^k-lA^k-h &)) ι

h ι=1 ^2=1

ή ισοδύναμα σε μορφή πινάκων έχουμε

VM(u,6) = Vfc_M(u,&) + Bfc_1(tt,6*_1)(vw(6fc_ljò) - Vk-U(h-i,b))· (4-54)

Επιπλέον, 'θέτοντας u = 0 στην παραπάνω εξίσωση και λύνοντας ως προς τον όρο 
Vk,Abk-l,b) -Vk-iAbk-i,b) παίρνουμε ότι

VM(ò*_i,6) - V*_1>£(6fc_i,ò) = Β-^(0,òfc_!)(vM(0,b) - Vfc_u(0,6)),

απ' όπου αντικαθιστώντας την ποσότητα 'Vk,e{bk-i,b) — Ÿk-iAbk-iA) της παραπάνω 
εξίσωσης, στην εξίσωση (4.54) έχουμε για u < bk-1 ότι

Vfc,£(u,ò) = Vfc_1^('u,6)+Bfe_i(u,òfc_i)B^1(0,6fc_i)^Vfc/(0,ò)-Vfc_lif(0,6)j, u < bk-1-

(4.55)
Για u > i>fe_i, χρησιμοποιούμε όμοια μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης του Λήμματος

4.1, προκειμένου να συνδέσουμε τις αντίστοιχες ποσότητες στο μοντέλο με Α;-επίπεδα με 
το μοντέλο με ένα επίπεδο με παράμετρο c*,. Έτσι, δεσμεύοντας ως προς τα ενδεχόμενα η 
διαδικασία πλεονάσματος να μην πέσει κάτω του επιπέδου bk-i ή να πέσει κάτω του επιπέδου 
bk-1, έχουμε ότι

η τη
vij,kAu’ b) = Vij,(i,k)Au - bk-1) + Eÿ ( Σ Σ e_'5r(1’'c)(“_i,fe_l)l[i(’-(i,i=)(“-h»:-i))=feil

/ci=l Ατ2=1
XliJ(ni.k)(u-bk-i))=k2]Vkik2,kAbk-l - |C/(l,fc)(T(l,fc)(u - 6fc-l))|, 6)),

απ' όπου χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις H^ ui ^ k){u) που ορίσθηκαν στη σχέση (4.46), 
έχουμε ότι

η τη
Vij,kAu’ b) — Vij,(i,k)Au - bk-i) + ε(Σ Σ HijMk2,(i,k)(u - bk-1)

k\=l ^2=1
xVklk2,kAbk-i - |ï^(i,fc)0"(i,fc)(u — 6fc_i))|,6)^.
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Γράφοντας την παραπάνω εξίσωση σε μορφή πινάκων και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.55), 
καθώς επίσης και τον πίνακα Pk(u) που ορίσθηκε στη σχέση (4.48), παίρνουμε άμεσα ότι

ν^(κ,6) = V(i,k),e{u - bk-1)
+ε(Η(ιtk){u - bk-i)Vkj{bk-i - |î/(i,fe)(r(iifc)(u - 6fe_i))|,ò)j

= V(i,k)Au ~ bk-i)
+E^H(ljfe)(u - bk-i)Vk-iAbk-i ~ |^(i,fc)(r(i,fc)(u _ bk-i))\,bj)

+E^H(lifc)(u - 6fc_i)Bfe_1(òfc_1 - |i7(ilfc)(r(ljfc)(« - 5fc-i))|,5fc-i)B^1(0,6fc_1) 

x[VM(0,6)-V*_M(0,6)])

— V(i,k)Au~bk-1)

+E^H(lifc)(u - bk-i)Vk-i,eibk-i ~ |£7(ι,*)(τ·(ι,*)(ω - &fc-i))|,i>)) 

+Pfc(ti-0Jfe_1)B^1(0)6fc_1)(vM(0,6)-Vfc_lif(0,6)), «>6^. (4.56)

Τώρα, αντικαθιστώντας u = bk-i στις εξισώσεις (4.55) και (4.56), χρησιμοποιώντας τη 
συνέχεια της συνάρτησης ~Vkj(u, ό) στα σημεία u = bk-1, λύνοντας την προκύπτουσα εξίσωση 
ως προς B^j(0,òfe_i)^Vfc,f(0,6) - Vfe_M(0,ò)j, και χρησιμοποιώντας το (ί) του Λήμματος

4.1, έχουμε ότι

Β^(0, bfc-0 (vM(0,6) - Vfc_lif(0, ò)) = [lnm - Pfc(0)]_1 {V(1,fc))i(0)

-Vk-iAh-i,b) +E(H(1>fc)(0)Vfc_M(òfe_1 - \U{ltk)(r{l>k)(u - 6fe_x))|, ft)) }.

(4.57)

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.4. Για k = 2,..., ν + 1, ί — 1,2, το διάνυσμα των αναμενόμενων προεξοφλη- 
μενων σωρευτικών μερισμάτων, Vkg(u,b), δίνεται από τη σχέση

Vfe_M(«, 6) + Β*_!(«, 6fc_1)B^1(0, bk-!) (VM(0, b) - Vk-U(0,6)),

για u<bk-i,
V(i,k)Au - bk-l)
+e(H(1>a.)(w - bk-i)V k-l,e{bk-l - |l/(1)fc)(r(lifc)(u - 6fc_i))|,ô)j 

+Pk(u - 6fc_1)B^1(0, bk-x)(vkA0, b) - Ϋ*-ν(0, b)),

για u> bk-i,

όπου ο κοινός όροςΏ^ξ^Ο, 6*,_ι)Ι Vfc^O, b) — Vfc_i,<(0,6)j δίνεται από την εξίσωση (4.57).

vmM) =
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Παρατήρηση 4.6. Σημειώνουμε ότι από την Πρόταση 4.4 έχουμε ότι για κάθε τιμή του 
αρχικού κεφαλαίου μ, ότι το διάνυσμα b) υπολογίζεται σε όρους του διανύσματος
V*-i, e(u, b). Δηλ. μπορούμε να υπολογίσουμε αναδρομικά τη λύση των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων, ανεξάρτητα, σε κάθε επίπεδο της μερισματικής 
στρατηγικής σε αντίθεση με τη μεθοδολογία της Ενότητας 4.3 όπου χρειάζεται να κάνουμε 
ενδιάμεσους υπολογισμούς μέχρι το τελευταίο επίπεδο όπου οι ακριβείς τύποι των αναμενόμε­
νων προεξοφλημένων σωρευτικών μερισμάτων βρίσκονται με βάση την λύση ενός γραμμικού 
συστήματος εξισώσεων (βλ. Παρατήρηση 4.5).

4.4.3 Αναδρομικός υπολογισμός των συναρτήσεων Gerber-Shiu ανά επί­
πεδο της στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων

Σε αυτή την υποενότητα δείχνουμε πως μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα αποτελέσματα 
της Τποενότητας 4.4.1 προκειμένου να υπολογισθούν οι αναμενόμενες προεξοφλημένες 
συναρτήσεις ποινής 6) στο fc-επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής.

Για 0 < u < bk-1, χρησιμοποιώντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως στην Τποενότητα
4.4.2 [βλ. εξισώσεις (4.51), (4.52) και (4.53)] έχουμε ότι

η τη0îj,À:,i(W) b) = (ftij'k— 1,^(τΐ, Ò) + ^ ^ Bjj,kik2,k—l{uibk—l)(4>kik2,k,i{bk—hb)

fcl=l &2=1

~Φκ ifc2,fc-u(&fc-i ) 6) ) >

ή ισοδύναμα σε μορφή πινάκων

<ì>k,e(u,b) = 0fc-i,f(u,6) +Bk-1(u,bk-l)(^>k/(bk-i,b) - i/(bfe_i,b)). (4.58)

Θέτοντας u — 0 στην παραπάνω εξίσωση και λύνοντας την προκύπτουσα εξίσωση ως προς 
<fikAbk-i,b) - (j>k-iAbk-i,b), παίρνουμε άμεσα ότι

$k/{bk-i,b) - <j>k-iAbk-i,b) = bfc_i)^0fe>£(O,b) - 0fe-i,f(0, b)^,

απ' όπου αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση (4.58) έχουμε ότι

4>k/{u> b) = <Pk-i/(u, b)+Bk-1(u, òfe_i)BjT^O, bk-i)(^kA0, b)~4>k-i,*(0, b) ), u < bk-k.

(4.59)
Για u > bfc_i, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις ανάλογα με το αν η χρεοκοπία (που προκαλείται 

από την εμφάνιση μιας αποζημίωσης από την κλάση ί = 1,2) εμφανίζεται από το επίπεδο k 
ή αν η διαδικασία πλεονάσματος πρώτα μειώνεται φτάνοντας κάποιο χαμηλότερο επίπεδο και
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από εκεί εμφανίζεται η χρεοκοπία, θεωρώντας τις δύο παραπάνω περιπτώσεις έχουμε ότι

teM) = %(Σ Σ e~ÔT(lMu~bk~1

kl —I &2—1
X^[-i(7'(l,Jt)(“""6fc-l))=fcl>Jr(T(l.fc)(U~6fc-l))=fc2>tr(l.*:)(T(l.A:)('u~6ifc-l))^6*;-l]) 

η τη
+Ejj (ΣΣ e-ir(1,fc)(„-6fc.1)u;(6fc_1 + |t7(1>fc)(r(life)(U - 6*_!))|,

*1=1 *2=1

bk-1 - \U(X,fc)(r(1;fc)(« - ôfe-i))|)l[/(T(1 fc)(„_6fc_1))=*1,^(1,fc)(«-6fe_1))=fc2]

X^[^(l,fc)(T(l,*) 

n m
— Ε(Σ Σ Hij,kik2,{hk)(u - &*-ΐ)0*ι*2,*,#*-1 - |%*)(r(1,*)(u - &*-l))|,6) 

*1=1 *2=1

X4[ü(l,k)('r(l,lfc)(“-6fc-l))<6k-l]) 
n m

+Ε(Σ Σ Hij,kik2,(l,k)(U - bk-l)w(h-l + |^(1,*)(-Γ(ι^)(ω ~ h-l))\,
*1= 1 *2=1

h-1 - |^(l,fe)(T(i,fc)(u - &fc-l))|)l[C/(1 fc)(ni fc)(„_6fc_1))>6fc_1,J=^]) ,

ή ισοδύναμα σε μορφή πινάκων

<Ì>kAu’b) = e(h(1|A.)(u - i>*-i)<?fc,f(i>fc-i - |^(ι,*)(·Γ(ΐ,*)(ΐί - &*-ι))|,&)

X^[^(l,fc)(T(l,fé)(“-6fc-l))<6fc-l])

+Ε(Η(ΐ^)(ω - + \U(i,k)(r(i,k)(u ~ h-i))|>

bk-l - |tf(l,fc)(7-(l,k)(u - i'*-l))|)1[J=^]1[f/(i,t)(T(1,fc)(u-6^i))>&^i])·

Τώρα, χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.59) για την περίπτωση όπου u < bk-1 η παραπάνω 
εξίσωση γίνεται

<j>k,eiu’b) — — 6*-ι)Φ*-ι/(ύ*-ι — |^(ι,*)(Τ(ΐ,*)(« - bk~i))\,b)
XHU(l,k)iT(l,k)(u~bk-l))<bk-l])

+E(H(i,fe)(u - bk-i)Bk-i(bk-i - |t/(i,*)(T(xife)(M - 6*—1))|, fefc—i)

X 1[tf(i,*)(7‘(i,*)(u~bk-i))<bk-i]) B*-l (°> bk-1) (iM°> t>) - <£*-m(0, ft))

+E(H(i>fc)(u - bk-l)ënmw{bk-l + |t/(l,fc)(T(1)fc)(u - 6*-i))|,

h-i - !tf(i,fc)(T(i,*)(u - bfe-1))J) 1 [j=o 1 p/(1,fc)(ni,*)(«-ifc-x))>*jb-1]) * (4·60)

218



Σημειώνουμε ότι η δείκτρια συνάρτηση l[f/(1,it)(r(1,fc)(u-bfc_1))>6A;_1] που εμφανίζεται στον 
δεύτερο όρο της παραπάνω εξίσωσης μπορεί να παραληφθεί διότι από το (i) του Λήμματος
4.1 εάν η παραπάνω συνθήκη δεν ικανοποιείται ο προαναφερόμενος όρος είναι μηδέν. 

Επιπλέον, θεωρώντας το διάνυσμα

Äfc^(u) = E|H(lifc)(u)^fe_1>f(òfc_i - It/(i,fc)(t(i,fc)(-u)) 1, b)l[l/(1>jfc)(rn.jt}

+enmw(bk-1 + |£/(1,jt)(T(ljfc)(tt))|,6fc-i - |^(i,jt)(T(1,fc)(«))|)
Xl[J=^l[i/(1,fc)(r(1,*)(«))>6fc_1j]},

και ανακαλώντας τον πίνακα Pk{u) που ορίσθηκε στην εξίσωση (4.48), τότε η εξίσωση (4.60) 
γράφεται ως

<i>k,t(u, b) = (it—6fc_i)+Pfe(w—òfc_i)B^;1(0, bk-ι) (ß>k/(0, b)—(j>k-u(0,ö)), u > bk-i-

(4.61)
Τώρα, αντικαθιστώντας u = bk-\ στις εξισώσεις (4.59) και (4.61), χρησιμοποιώντας την 
συνέχεια του διανύσματος 6) στα σημεία u = bk~i, λύνοντας την προκύπτουσα
εξίσωση ως προς B^j(0, bk-i) ^4,ί(0ι b) — 4-M(0, b) ), και χρησιμοποιώντας το (i) του 

Λήμματος 4.1, έχουμε ότι

Β*!ι(0, δ*_0 (<Μ0,6) - 4-1,/(Ο, δ)) = [inm - Pfc(O)]_1 (Äfe/(0) - 4-M(frfe-i, fr)) ■

(4.62)
Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.5. Για k = 1,..., ν + 1, I = 1,2, το διάνυσμα των αναμενόμενων προεξοφλη- 
μενων συναρτήσεων ποινής, <pk,e(u,b), δίνεται από τη σχέση

<Pk/(u, b)

<Ì>k-i,e(u,b) + Bfc_1(u,òfe_1)B^1(0,òfe_i)^4,f(0J fr) - $k-i,e(Q,b)j),

για u< bk-1,
Äfc,^(u - δ*_0 + P*(u - 6fe-i)B-I1(0,òfe_i)(4/(0, b) - 4-i/(0,6))

yia u>bk-i,

όπου ο κοινός όρος Bj.j^O, ίη-_ι) (^k,e{0, b) — 4-ΐ,<(0,δ)) δίνεται από τη σχέση (4.62).

Παρατήρηση 4.7. Όμοια με την Παρατήρηση 4.6, σημειώνουμε ότι η Πρόταση 4.5 έχουμε 
ότι για κάθε τιμή του αρχικού κεφαλαίου it, ότι το διάνυσμα (j)kj.{u,b) υπολογίζεται σε 
όρους του διανύσματος b). Δηλ. μπορούμε να υπολογίσουμε αναδρομικά τη λύση
των συναρτήσεων Gerber-Shiu, ανεξάρτητα, σε κάθε επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής 
σε αντίθεση με τη μεθοδολογία της Ενότητας 4.2 όπου χρειάζεται να κάνουμε ενδιάμεσους
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υπολογισμούς μέχρι το τελευταίο επίπεδο όπου οι ακριβείς τύποι των συναρτήσεων Gerber- 
Shiu βρίσκονται με βάση την λύση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων (βλ. Παρατήρηση 

4.3.
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Κεφαλαίο 5

Η ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ 

ΠΛΕΟΝΑΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΕΝΑ

Markov-modulated Erlang

ΜΟΝΤΕΛΟ ΚΙΝΔΤΝΟΪ

Το μοντέλο κινδύνου Markov-modulated Poisson αποτέλεσε, τα τελευταία χρόνια, αντι­
κείμενο μελέτης για πολλούς συγγραφείς. Κύριο χαρακτηριστικό του προαναφερόμενου 
μοντέλου είναι η μεταβλητότητα (εξάρτηση) τόσο του αριθμού των αποζημιώσεων (που 
εμφανίζονται σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson), όσο και των μεγεθών των ζημιών, τα 
οποία μεταβάλλονται σύμφωνα με μια (προεπιλεγμένη) Μαρκοβιανή διαδικασία. Για τα 
κυριότερα αποτελέσματα και για την πλήρη βιβλιογραφία σχετικά με το μοντέλο Markov- 
modulated Poisson παραπέμπουμε στην Ενότητα 1.5 της Εισαγωγής. Αξίζει να σημειωθεί 
ότι χαρακτηριστικό παράδειγμα του προαναφερόμενου μοντέλου είναι τα φυσικά φαινόμενα El 
Nino, La Nina και Kobe, ενώ στην αναλογιστική βιβλιογραφία μπορεί κανείς να βρει πλήθος 
άλλων παραδειγμάτων σε όρους οικονομικο-πολιτικών συνθηκών, γεωγραφικών μεταβολών ή 
ακόμη και γενετικών καταστάσεων.

Σε αυτό το κεφάλαιο γενικεύουμε το μοντέλο Markov-modulated Poisson. Έτσι, ενώ σε 
κάθε κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας, στο προαναφερόμενο μοντέλο, υποθέτουμε ότι 
ο αριθμός των αποζημιώσεων, σε κάθε κατάσταση της Μαρκοβιανής διαδικασίας, εμφανίζεται 
σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson, στη γενίκευση που ακολουθεί υποθέτουμε ότι σε κάθε 
κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας ο αριθμός των ζημιών μοντελοποιείται σύμφωνα με 
μια ανανεωτική διαδικασία, όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων ακολουθούν την 
Erlang κατανομή. Το μοντέλο που οποίο προκύπτει από αυτή τη γενίκευση θα το ονομάζουμε
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Markov-modulated Erlang και συνδέεται στενά με το Εκ/G/l σύστημα της θεωρίας ουρών.
Η δομή του κεφαλαίου αυτού συνοψίζεται ως εξής: Στην Ενότητα 5.1 δίνουμε μια λεπτο­

μερή περιγραφή, τις υποδέσεις του μοντέλου και τον συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε. 
Στην Ενότητα 5.2, εισάγουμε τις συναρτήσεις Gerber-Shiu για το Markov-modulated Erlang 
μοντέλο και δείχνουμε πως ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Η 
λύση του προαναφερόμενου συστήματος βρίσκεται με βάση τη λύση χαρακτηριστικής εξίσωσης 
για το μοντέλο μας και με τη βοήθεια των μετασχηματισμών Laplace. Τέλος, στην ίδια 
ενότητα δίνουμε αναλυτικά αποτελέσματα στην περίπτωση όπου τα μεγέθη των αποζημιώσεων 
ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Στην Ενότητα 5.3 εισάγουμε το Markov- 
modulated Erlang μοντέλο κινδύνου κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος. Στην ίδια ενότητα δείχνουμε πώς οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, για το μοντέλο 
κάτω από της μερισματικής στρατηγικής, ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες. Με βάση αυτές τις οριακές συνθήκες 
βρίσκουμε αναλυτικές λύσεις για τις συναρτήσεις Gerber-Shiu κάτω από την παραπάνω 
τροποποίηση. Τέλος, στην Ενότητα 5.4, προκειμένου να δείξουμε την εφαρμοσιμότητα του 
μοντέλου μας, θεωρούμε ως ειδική περίπτωση ένα Markov-modulated Erlang μοντέλο με δύο 
μόνο καταστάσεις. Στην ίδια ενότητα αναλυτικές εκφράσεις και αριθμητικά αποτελέσματα 
δίνονται για τις συναρτήσεις Gerber-Shiu σε ένα περιβάλλον χωρίς την ύπαρξη μερισματικής 
στρατηγικής, καθώς και κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος.

5.1 Περιγραφή του μοντέλου

Έστω (Ω,Τ,Ρ) ένας χώρος πιθανότητας. Πάνω σ' αυτόν τον χώρο πιθανότητας θεωρούμε 
ότι > 0} είναι μια ομογενής, αναλλοίωτη (irreducible) και επαναληπτική (recurrent)
διαδικασία Markov με μετρήσιμο χώρο καταστάσεων Ε = {l,...,m} [βλ. Ορισμούς 1.14 
και 1.15]. Επιπλέον, θεωρούμε ότι η διαδικασία {«/(£), έ > 0} έχει πίνακα τάσης (generator 
matrix) Λ = (a,ij)™-J=l με au = -ai = aü> *>j £ E. Ακόμη, ορίζουμε π =
(îti, ..., 7Tm) να είναι η (μοναδική) στάσιμη κατανομή της αλυσίδας {J(t),t > 0}, η οποία 
ικανοποιεί τις εξισώσεις 7?Λ = 0 και tre = 1, όπου e είναι ένα τη x 1 διάνυσμα με όλα τα 
στοιχεία του ίσα με 1 και 0 είναι ένα lxm διάνυσμα με όλα τα στοιχεία του ίσα με 0.

Όταν η Μαρκοβιανή διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i G Ε, δηλ. J(t) — i για 
κάθε t > 0, τότε υποθέτουμε ότι τα μεγέθη των αποζημιώσεων έχουν σ.κ. Τ)(χ), σ.π.π. 
fi(x), μέσο μί{< οο) και μετασχηματισμό Laplace fi(s) = /0°° e~sxfi(x)dx. Για τα μεγέθη 

των αποζημιώσεων σε διαφορετικές καταστάσεις της διαδικασίας J(£) υποθέτουμε ότι είναι 
ανεξάρτητα μεταξύ τους.

Τώρα, προκειμένου να μοντελοποιήσουμε τη διαδικασία πλεονάσματος, Η(ί), για το 
Markov-modulated Erlang μοντέλο κινδύνου αρχικά θεωρούμε τη ανεξάρτητες διαδικασίες
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πλεονάσματος, {ί7^(ί)}ί>ο, i € Ε, οι οποίες ορίζονται ακολούθως. Όταν η Μαρκοβιανή 

διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i € Ε, δηλ. J(s) = i για κάθε 0 < s < t, κάθε μια από 
τις διαδικασίες πλεονάσματος i € Ε, παριστά μια (Sparre Andersen) διαδικασία
πλεονάσματος με μηδενικό κεφάλαιο, η οποία ορίζεται ως

W)
U®(t) = ct- Σ Xk^ ΐ>0, ieE, (5.1)

fe=l

όπου c > 0 παριστά το το ρυθμό είσπραξης του ασφαλίστρου στη μονάδα του χρόνου, 
{ΑΓ^}*>1 μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων μη-αρνητικών τ.μ., που παριστάνουν 

τα μεγέθη των αποζημιώσεων και {Ni(t)}t>ο μια απαριθμήτρια διαδικασία, που παριστά 
τον αριθμό των αποζημιώσεων στο χρονικό διάστημα [Ο,ί]. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η
απαριθμήτρια διαδικασία του αριθμού των αποζημιώσεων Ni(t) — min{fc : H------ h
n(i> > ί} είναι μία ανανεωτική διαδικασία με ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων vj?\ 

για k £ N.
Τότε, η αρχική διαδικασία πλεονάσματος {t/(i)}t>o για το Markov-modulated Erlang 

μοντέλο ορίζεται ως

m ΛU(t) = u + Σ I l{J{sì=iìdUU(s),
i=1 Jo

m .t τη .t
- U + cJ: l{J{s)=i)ds 1( J(s)=i)dSi(s)i (5·2)

i=1 i=1

με Si(t) = Y^=i να ε'να[ οι σωρευτιΧ£ς αποζημιώσεις στο διάστημα [Ο,ί], u > 0 είναι 

το αρχικό απόθεμα και 1^ η δείκτρια συνάρτηση του ενδεχομένου Α.
Στο εξής, θεωρούμε ότι για ieE οι {k^}fc>i κατανέμονται σύμφωνα με μια 

Erlang(ni, λί) κατανομή, και συνεπώς κάθε μία τ.μ. είναι συνέλιξη η, ανεξάρτητων
εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. T^k με παράμετρο λ,, για Ti = 1,2,... ,m, i G Ε και k e N, 
δηλ. vjp = T^\. Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση όπου rii = 1 για κάθε i € Ε,

τότε η είναι μία εκθετικά κατανεμημένη τ.μ. με παράμετρο Ai και συνεπώς η διαδικασία 
πλεονάσματος (5.2) ανάγεται στη διαδικασία πλεονάσματος του μοντέλου Markov-modulated 
Poisson. Επίσης, σημειώνουμε ότι όταν η\ = η<ι = · · · = mm = Κ το μοντέλο Markov- 
modulated Erlang σχετίζεται άμεσα με το σύστημα Εχ/G/l της θεωρίας ουρών [βλ. Zhu 
και Prabhu (1991)].

Τέλος, για την επάρκεια των ασφαλίστρων υποθέτουμε ότι ισχύει μια συνθήκη για το 
ρυθμό είσπραξης των ασφαλίστρων, γνωστή και ως περιθώριο ασφαλείας. Για τη διαδικασία
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πλεονάσματος της εξίσωσης (5.2) η προαναφερόμενη συνθήκη δίνεται από τη σχέση

(5.3)

5.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu για το Markov-modulated Erlang 
μοντέλο κινδύνου

Σε αυτή την ενότητα ορίζουμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το 
μοντέλο Markov-modulated Erlang και δείχνουμε πώς μπορεί να υπολογιστεί. Σημειώνουμε 
ότι ο τρόπος υπολογισμού των συναρτήσεων Gerber-Shiu γίνεται, όπως θα δούμε και 
παρακάτω, μέσω των μετασχηματισμών Laplace και την αντιστροφή αυτών όταν τα μεγέθη 
των αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών.

Έστω T = inf{f > 0 : U(t) < 0} να είναι ο χρόνος χρεοκοπίας και w : [0, οο) x (0, οο) —> 
[0, οο) να είναι η συνάρτηση ποινής. Για δ > 0, ορίζουμε

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το μοντέλο (5.1)-(5.2), δοθέντος 
του αρχικού κεφαλαίου u, με U(T—) το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, |ί/(Τ)| το έλλειμμα 
κατά τη χρεοκοπία και δ να παριστά την ένταση ανατοκισμού.

Επιπλέον, θεωρούμε το μέτρο πιθανότητας Pj = Ρ(·| J(0) = i) και Ε* να είναι η μέση τιμή 

ως προς το μέτρο πιθανότητας Ρ*. Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής 
δοθέντος του αρχικού αποθεματικού u και δοθέντος ότι η Μαρκοβιανή διαδικασία βρίσκεται 
στην κατάσταση i G Ε, δίνεται από τη σχέση

(ïi(u)=Ei(e-/iTw(U(T-),\U(T)\)l{T<oo))\U(0) = u), u>0,ieE. (5.4)

M«) = Ei (e~STiv(U(T-), |C/(r)|)l(r<00,J(T)=i) |t/(0) = «) , u > Q,i,j € E, (5.5)

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία προκαλείται από 
την εμφάνιση μιας αποζημίωσης στην κατάσταση j G Ε, δοθέντος του αρχικού κεφαλαίου u 
και την αρχική κατάσταση i G Ε.

Βασιζόμενοι στους παραπάνω ορισμούς των συναρτήσεων Gerber-Shiu, είναι φανερό ότι

φ{η) = E(e-ÄTu;([/(r-),|t/(T)|)l(T<oo)|C/(0) = u), u> 0,

Επίσης, όμοια με τους Li και Lu (2008), για δ > 0, ορίζουμε

771
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Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής 4>ìj (u) 
ικανοποιούν ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Γι' αυτό το σκοπό εισάγουμε τη 
βοηθητική διαδικασία πλεονάσματος Ζ7„,.(ί) για Vi = 1,2,... ,n,, i £ Ε, η οποία ορίζεται ως 
εξής. Έστω V^k = T^k για i £ Ε, Ui = 1,2,... ,τι*, k £ Ν και NiiVi(t) = min{fc :

H------ t > t} να είναι μία τροποποιημένη απαριθμήτρια διαδικασία της iV,(i).
Επιπλέον, με βάση την απαριθμήτρια διαδικασία NitVi(t) θεωρούμε τη βοηθητική διαδικασία 
πλεονάσματος U$ (ί) οφ t/W (t) με μηδενικό αρχικό κεφάλαιο, η οποία δίνεται από τη σχέση: 
Uv}{t) — et — E£r(t) vi = 1) 2,... ,rij, i £ Ε. Με βάση τις παραπάνω διαδικασίες η 

αρχική βοηθητική διαδικασία πλεονάσματος UVi (ί) ορίζεται ως

rt 171 rt
U*{t) = u+ l(J{s)=i)dU$(s)+ Σ l(J{s)=r)dU^\s). (5.6)

r=l,r#i "'°

Επιπλέον, για την παραπάνω βοηθητική διαδικασία πλεονάσματος θεωρούμε [όμοια με 
τις εξισώσεις (5.4) και (5.5)] τις αντίστοιχες βοηθητικές αναμενόμενες προεξοφλημένες 
συναρτήσεις ποινής (j>i,Vi(u) και φί^,νί{u), για ι/χ = 1,2,...,rij, i,j £ Ε. Τότε, με όλα 
τα άλλα να παραμένουν ίδια όπως στη διαδικασία πλεονάσματος της σχέσης (5.2), η μόνη 
αλλαγή είναι να αντικαταστήσουμε την απαριθμήτρια διαδικασία ΑΓΐ(ί) με την απαρί'θμήτρια 
διαδικασία NiiVi{t), απ' όπου έπεται η αντικατάσταση της διαδικασίας t/W(t) με τη διαδικασία 
UÏ)f (t). Κάτω από τις παραπάνω τροποποιήσεις έχουμε ότι V^k — Vk \ Λ/ήι(ί) = jV,(i), 

Uy\t) = t/W(i), Ui(t) = U(t) και συνεπώς </>ηχ(ω) = φί(η), φί^,ι(η) = <foj(u), i,j £ Ε.

Όταν η Μαρκοβιανή διαδικασία βρίσκεται στην κατάσταση i £ Ε, δηλ. J(t) = i, i £ Ε, 
τότε στην παραπάνω διαδικασία κάθε ενδιάμεσος χρόνος Vk , i £ Ε, k £ Ν, που κατανέμεται 
σύμφωνα με μια Erlang(n,, λ,) κατανομή μπορεί να γραφεί ως άθροισμα η, ανεξάρτητων 
εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. με παράμετρο λχ, όπου κάθε μία προκαλεί την εμφάνιση μίας 
υπο-ζημιάς (sub-claim) μεγέθους 0, ενώ η η, εκθετική τ.μ. προκαλεί την εμφάνιση μιας 
αποζημίωσης με σ.κ. F,. Έτσι, όταν J(i) — i, i £ Ε, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η 
παραπάνω διαδικασία πλεονάσματος «ρυθμίζεται» από μία (εξωτερική) Μαρκοβιανή διαδικασία 
(regulated by an external piecewise deterministic Markov chain) με καταστάσεις 1,2,..., n,. 
Όταν η Μαρκοβιανή διαδικασία ξεκινάει από την κατάσταση 1, στο χρόνο 0, κάθε εμφάνιση 
μιας υπο-ζημιάς προκαλεί μια μετάβαση από την κατάσταση ιγ στην κατάσταση z/j + 1 με 
ρυθμό μετάβασης (transition rate) ο οποίος αντιστοιχεί σε μια εκθετική τ.μ. με παράμετρο 
λ,, για Vi — 1,2,..., τι* — 1, ενώ στο χρόνο εμφάνισης της (πραγματικής) ζημιάς προκαλείται 
μια μετάβαση από την κατάσταση rii στην κατάσταση 1, με ρυθμό μετάβασης που αντιστοιχεί 
σε μια εκθετική τ.μ. με παράμετρο λj. Συνεπώς, όποτε η Μαρκοβιανή διαδικασία βρίσκεται 
στην κατάσταση ι/j, η απαριθμήτρια διαδικασία για το μοντέλο μας είναι NijVi(t).

Με βάση την παραπάνω παρατήρηση είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε το σύστημα 
των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων που ικανοποιούν οι αναμενόμενες προεξοφλημένες
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συναρτήσεις ποινής ^j(w), i,j £ E.

Θεώρημα 5.1. Για u > 0, Kaii,j £ E, οι αναμενόμενες προεξοφλημενες συναρτήσεις ποινής 
<fiij(u) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

777. 77>2 1

Σ aik Σ
k=ltkjki ίχ =0

—\ili I <j>ij(u — x)fi{x)dx — \iniWi{u)l(iz=j\ = 0, (5.7)Jo

PCX) POO
Wi(u)= w(u,y-u)fi{y)dy= I w{u,y)fi{u + y)dy. (5.8)

Ju Jo

Απόδειξη. Αρχικά αποδεικνύουμε το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων που 
ικανοποιούν οι βοηθητικές συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φί^,ΑΆ για Vi — 1,2,..., τη, i,j £ 
Ε. Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι <i>ij(u) = <i>i,j,i{u), i,j £ Ε μπορούμε 
εύκολα να πάρουμε το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα για τις αναμενόμενες προεξοφλημένες 
συναρτήσεις ποινής φ^(η), i,j £ Ε.

θεωρώντας το απειροστό χρονικό διάστημα [0, dt] και χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολο­
γία με τους Yang και Ng (2006), για ι/i — 1,... ,η* — 1, έχουμε ότι

φϊ J,vì(u) — (1 — Xidt)(l — aidt)e~idt 4>ij'Vi{u + cdt) + Xidt( 1 — aidt)e~&dt <j>ijtVi+i(n + cdt)
m

+(1 — \idt)e~5dt ^ a-ikdt4>kj,\{u + cdt) + o(dt), 

όπου οι παραπάνω τέσσερις όροοι αντιστοιχούν στα ενδεχόμενα

(%) στο απειροστό διάστημα [0,dt] δεν εμφανίζεται κάποια υπο-ζημιά (μεγέθους 0) και η 
Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν μεταβαίνει σε κάποια άλλη κατάσταση,
(U) στο απειροστό διάστημα [0. dt] εμφανίζεται κάποια υπο-ζημιά (μεγέθους 0), αλλά η 
Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν μεταβαίνει σε κάποια κατάσταση,
(in) στο απειροστό διάστημα [0, dt] δεν εμφανίζεται κάποια υπο-ζημιά (μεγέθους 0), αλλά η 
Μαρκοβιανή αλυσίδα μεταβαίνει σε κάποια κατάσταση,
(iv) όλα τα άλλα ενδεχόμενα με συνολική πιθανότητα o(dt).

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, συγκεντρώνοντας μαζί όλους τους 
όρους τάξης dt και διαιρώντας με dt έχουμε ότι

Xi + Oj + δ — cdu J
ΦίΑη) - χ,Πί U 1 ^ 4- (Η + δ - 4) ófc,j(ti)
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Pi,jAu + «ft) ~ Φ^Λη)
cdt

- (Ai + ai + ô)4>ijAu + cdt) + Ai^ijjl/+i(u + cdt)

^ , , ,. oidi) η
+ 2_^ Oik<t>k,j(u + cdt) Η—— 0.

k=l,kÿ^i

Παίρνοντας di —> 0 βρίσκουμε ότι

τη
Φϊ^,ι^ί(^0 4" 4" ^ ^ 0'ik4*hJ,l(u) = i,j £ Ε. (ο.9)

k=l,k^i

Όμοια για Vi — rii έχουμε

("Ιι_(λί+Ωί+ί))

Φί,ϊ,ΠίΑ) = {I - Xidt)(l - Ciidt)e m(ßijtni(u +cdt)

a
u+cdt

i(w + cdt — x)fi(x)dx

+ / w(u + cdt, X — u — cdt)fi(x)dxl(i=fì )
J u+cdt /

m+(1 — A idt)e~sdt aikdt<t>ktj,i(u + °^) + o{dt).
k=l,k^i

Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, συγκεντρώνοντας μαζί όλους τους όρους τάξης 
dt και διαιρώντας με dt, η παραπάνω εξίσωση γράφεται ως

4>i,j,n,{u + cdt) - 4hj,th[u)
cdt

(Aj + ûj + δ)φ^πί(η + cdt)
rU+cdt rOO

+AZ- I Φϊ,ί{η + cdt — x)fi(x)dx + A, I w(u + cdt, x — u — cdt)fi(x)dxl(i=j 
J 0 J u+cdt

. , , , oidi)
4- ^ Q'ik4>k,j('U' 4- cdt) H---—— = 0,

k=\,kjln

απ' όπου παίρνοντας dt —» 0 έχουμε ότι

d \ ru m
'g—(Ai+Oi+d) J</>ij,ni(w)+Ai / 0ij,x(u-i)/i(x)di+Aiti;i(u)l(i=J-)+ ^ a^k,j,i(u) 

U ' k=l,k=jti
(5.10)
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Τώρα, από την εξίσωση (5.9) έχουμε

j. ί..\ ~CÂ + (Ai + «ί + δ)
<Pij,Vi + l(U) — --------------- -χ ---------------- Φί0,»ί (u) ^ ^ )ι Vi — 1,

k=l,k^i *
(5.11)

απ' όπου με συνεχείς αντικαταστάσεις για ι/j = 1, ι/» = 2,..., και χρησιμοποιώντας την 
εξίσωση (5.10) παίρνουμε ότι

j. ( \ (~CÛ + Ai + Oj + ó)n‘ 1 
Φί,ΐ,ηί iu) — λ·η*-1 *

m Tlj—2 . „
«Μ- Σ ρ^Σ^-“-2(-'£

fc=l,fc^i A‘ (i=0 '

V‘
+Aj + cij + ó I 0fcj(u).

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω εξίσωση μαζί με την εξίσωση (5.10) έχουμε ότι 

+ Ai + (Η + δ

Ain*_1

771 ^ / ο \ ^

&j(u) " Σ Τη^Γ Σ λίηΐ_£_2 ( ~c^ + Aj + ai + δ j
Λί e=o v 7

+V <At, ,(u) - A*· / &j(u - x)fi(x)dx - XiWi(u)l/i==j\ = 0,
J o

απ' όπου πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με λ/4* 1 παίρνουμε 

άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Παρατήρηση 5.1. (i) Για rij = 1 για κά'όε i £ Ε, είναι εύκολο να δούμε ότι το σύστημα
των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων του Θεωρήματος 5.1 ανάγεται στην εξίσωση (1.63) 
του Θεωρήματος 1.22 που είναι το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων για 
το Markov-modulated Poisson μοντέλο κινδύνου.

(ii) Για τη — 1, το μοντέλο Markov-modulated Erlang ανάγεται στο ανανεωτικό μοντέλο 
της θεωρίας χρεοκοπίας με Erlangt, Aj) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων. 
Εφόσον για m = 1 ισχύει ότι φ(η) — φ\{ν) = φι,ι{ν), είναι εύκολο να δούμε πως το 
σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (5.7) ανάγεται στην εξίσωση (1.14) του 
Πορίσματος 1.1.

Η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.7) γίνεται με την βοήύεια των μετασχη­
ματισμών Laplace. Έτσι, για 5R(s) > 0 και i,j € Ε θεωρούμε <t>i,j{s) = /0°° e~su x </>ij(u)du, 

fi(s) = /0°° e~sxfi(x)dx, και Wi(s) — /0°° e~suWi(u)du να είναι οι μετασχηματισμοί Laplace 

των συναρτήσεων φ^(υ), fi(x) και uij(u), αντίστοιχα.
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Επιπλέον, για i G Ε ορίζουμε τις ακόλουθες βοηθητικές συναρτήσεις τις οποίες θα 
χρησιμοποιήσουμε ακολούθως

7<5,i(s) — Aj + ai + δ — cs, και

bi,k„ = l<v<keN.

Ακόμη, θεωρώντας ότι h^k\u) παριστά την παραγωγό fc-τάξης της συνάρτησης h(u), 

με μετασχηματισμό Laplace h(s), είναι ευρέως γνωστό ότι ο μετασχηματισμός Laplace της 
hSk\u) δίνεται από τη σχέση skh(s) — sfc-n-i^(n) (q)

Τώρα, παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace στην εξίσωση (5.7) και χρησιμοποιώντας 
από το ανάπτυγμα του Newton ότι (α — b)n = )Γ)"=0 (”)(—1)η_Ι/α'/6η~1', ο μετασχηματισμός 
Laplace του πρώτου όρου της εξίσωσης (5.7) είναι

Τϊχ / ΤΙχ ι/χ 1 VΕ(~ι)η^C;)7^(o)cn—■ (- e ^i-I'1-1“fci4<)(°)
y.-O ^ ki= 0 '

Tlj — 1 Tli—fcj — 1

7?l(s)?i,i(s)- E E bi’ni>"*sTli~Vi~1~ki} (0), i € E.
ki=0 n=0

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace του δεύτερου όρου της εξίσωσης
(5.7) δίνεται από τη σχέση

Tli—2 τι, -1 e-ii-i
E Ajni 1 1(Xi + ai + ô-csY^kj(s)- E Ε λ<Λ< * 1 E " 1 ‘‘fîtji0)·
<=o ìi=o e=h+i v=o

Συνεπώς, παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (5.7), και 
χρησιμοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσματα, βρίσκουμε, για i,j £ Ε, ότι

/ N τη Τίχ—Ι

(τ- ^inifi(s)jfaj(s) - Ε «ifc Ε λίηί-*-17sii(s)4>k,j(s)

»ϊχ-l rii-ki-1 m Hi-2 Tli-1

= Ε E Ε α^Ε Ε
ki=0 ι/χ=0 fc=l,fc^i ii—ki+1
e-ki-i

X Ε ^.^“^^(O) + (5.12)
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Τώρα, για κάθε ΐ € Ε, θεωρούμε τις βοηθητικές συναρτήσεις

*£,ί0) = Σ Af1 *
ii=0

rii-ki-i
9i;ni—ki—l(s) — ^ ^ >Vis,li Ul *■· 1, ki — 0,1,... ,Πί — 1, και

rij-i (i- Ai—1
hi;ni — A, — 2 (s) = ^ ] Aj * _£i_1 Σι Acj = 0,1,... ,rii - 1.

<i=Ai+l m=o

Τότε, η εξίσωση (5.12) γράφεται ισοδύναμα ως

(ί$00 - >^fi(s))$ij(s) - m
Vô,i(s) ^ ^

\ J A=l,A#i
ni-ι 771 72 i —2

= Σ ft,ni-A,-i(e)0i5)(°) - Σ aifc 5^ /li;ni-Ai-2(s)4¥(0) + AiniWi(s)l{i=i).
Aì=0 Äi=0

(5.13)

Σημειώνουμε ότι προς αποφυγή οποιασδήποτε παρανόησης στην εξίσωση (5.13), θεωρούμε 
ότι J2a ' = 0 για κάθε b < α. Συνεπώς, ισχύει ότι <?t;ni-Aj-i(s) = 0 για n,· — — 1 < 0
καθώς επίσης και hi;ni-ki-2(s) = 0 για rii — ki — 2 < 0, i G E.

Επιπλέον, προκειμένου να εκφράσουμε την εξίσωση (5.13) σε μορφή πινάκων, θεωρούμε 
τους ακόλουθους πιχπι πίνακες:

Bs(s) = {bs-ijis))™ με 5æ;»j(â) = ( * { i,j e E,

ra(s) = diag(7Äil(s)ni,...,7i;m(s)nm),

Aa(s) = Ts{s)-Bs(s)
( - ^his) -ant's, i(s) ··· -aim"Ä,i(s) ^

-Ù21^,2(s) 7Stl(s) - XTMs) ■■■ -a2ml'S,2(s)

V -Oml^,m(s) -am2l'S,m(s) ··· 7^00 ~ ΚΓfm(s) / 
ω(ω) = diag(wi(u),... ,wm(;u)), με wj(w) = X^w^u), ieE,

u)(s) = diag(wi(s),... ,wm(s)), με uì»(s) — X£*wì(s), ieE, και

0(«) = (*j(«))“-=1. 000 = (0i,i(s))™=r 0(A)(0) = (0,-j (0)1(α<7ϊ*-ι))™·=17 A: € N.

Σημειώνουμε ότι η εξίσωση det A<j(s) = 0 καλείται χαρακτηριστική εξίσωση για το μοντέλο
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(5.2), και η μελέτη της γίνεται αργότερα σε αυτήν την Ενότητα.
Επίσης, για k £ Ν, θεωρούμε Afc(s) να παριστά τον ακόλουθο τη y. τη πίνακα,

Afe(s)

^ 9l\n\— fc—1(^)

-a2l/l2;n2-fc-2(«)
— <*12^1;«!— k-2(s) 

92,n,2—k—1(^)

alm^l;ni —fc—2(5) ^ 

02m^2;n2—fc—2(^)

V fc—2(5) 0m2^m;nTn—fe—2(s) ffminm-fe-lis) /

Τότε, με βάση τα παραπάνω μπορεί εύκολα να επαληθευτεί ότι η εξίσωση (5.13) γράφεται 
σε μορφή πινάκων ως

Aö{s)4>{s) = ^ Afc(s)^(fc)(0) +Ó)(s), (5.14)

όπου η = maxi<j<m{ni}.

Παρατήρηση 5.2. Σημειώνουμε ότι από τον ορισμό του πίνακα φ^)(0), έπεται ότι 0(g)(0) — 
0(0) = (^(0))-.=1. Επίσης για πχ = · · · = nm = ri, τότε φ^(0) = (0jj(O))™.=1 για

k < η — 1.

Η λύση της εξίσωσης (5.14), προκειμένου να βρούμε τον πίνακα των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής, 0(s), γίνεται με βάση τις ρίζες της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης det A ,5 (.s) = 0. Επομένως, ακολούθως θα μελετήσουμε την εξίσωση det A^(s) = 
0, βρίσκοντας τον αριθμό των ριζών στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο. Οι ρίζες αυτές 
παίζουν σημαντικό ρόλο τόσο στον προσδιορισμό του πίνακα των αρχικών τιμών φ^(0), 
k = 0,l,...,n — 1, καθώς επίσης και και στην εύρεση ενός αναλυτικού τύπου για τον 
πίνακα των συναρτήσεων Gerber-Shiu, φ(η). Γι' αυτούς τους λόγους στη συνέχεια θα 
εξετάσουμε τη λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης για δ > 0 και <5 = 0 ξεχωριστά. Η 
σπουδαιότητα της περίπτωσης δ = 0 είναι λόγο του ότι για <5 = 0 (και για ειδικές μορφές 
της συνάρτησης ποινής) προκύπτουν διάφορα σημαντικά μέτρα κινδύνου όπως η πιθανότητα 
χρεοκοπίας, η προεξοφλημένη από κοινού κατανομή του πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία και 
του ελλείμματος κατά τη χρεοκοπία κ.α.

Θεώρημα 5.2. Έστω η = χ ηχ. Τότε, για δ > 0, η χαρακτηριστική εξίσωση 
det A^(s) = 0 εγει ακριβώς η ρίζες, έστω τχ(<5), Γ2(<5),... ,rn(<5), στο θετικό ημιεπίπεδο των 

μιγαδικών αριθμών, δηλ. με 9?(τγ(<5)) > 0, i — 1,... ,n.

Απόδειξη. Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος γίνεται χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδο­
λογία με τους Albrecher και Boxma (2005) [βλ. επίσης τη μεθοδολογία της απόδειξης της 
Πρότασης 4.1]. Έστω Cs να παριστά τον κύκλο του μιγαδικού επιπέδου με κέντρο στα σημεία 
((<5 + maxigi;(Aj + αχ))/c,Ο) και ακτίνα Ms = (δ + maχχ<=.Ε(λχ -1- a,))/c. Επίσης, έστω
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να είναι μια περιοχή του παραπάνω κύκλου όπου {s : Sfì(s) > 0, |s — Ms\ > Ms}. Ακόμη, για 
0 < u < 1 ορίζουμε As{s,u) = Tì(s) — uBs(s).

Αρχικά δείχνουμε, γι 0 < u < 1, ότι

det As(s, u) φ 0, για sGC^. (5.15)

Για το παραπάνω αρκεί να δείξουμε ότι ο πίνακας As(s,u) κυριαρχεί διαγωνίως (diagonally 
dominant) για 0 < u < 1, και αυτό διότι από το Θεώρημα των Levy-Desplanques [βλ. 
Θεώρημα 1.24] έχουμε ότι κάδε πίνακας που κυριαρχεί διαγωνίως είναι αντιστρέψιμος και 
συνεπώς η εξίσωση (5.15) είναι αληθής. Ανακαλώντας τον Ορισμό 1.17, ένας πίνακας A = 
{aijYij=i κυριαρχεί διαγωνίως αν και μόνον αν \au\ > J2j^i\aij\ Ύια κάύε ι. Επομένως 

στην περίπτωση του πίνακα As(s, u) αρκεί να δείξουμε, για 0 < u < 1, s G και i G E, ότι

m
Ilsjis) ~ ^î(s)\ > Σ \uaikVs,i{s)\ = ua,i\vs,i{s)\. 

k=iMfr

Πράγματι, για s G και 0 < u < 1, ισχύει ότι

|75,»(«)|-λί = Ics - (Ai + ai +ά)| - Xi — c s - Ms + Ms
Ai + ai + δ

-Ai

Ai + ai + <5> c{\s-Ms\-\Ms

> c ^Ms - (Ms - —— \ί = <Μ + δ>αί> uai,

και επειδή για 3î(s) > 0, ισχύει ότι j/i(s)| < /i(5R(s)) < /,·(0) = 1, τότε για 0 < u < 1 

έχουμε ότι

|7$ (s) - «A^/iWl > |τί^(«)| - μΑ^|Λ(«)| > (l7<5,i(s)|)nt - λ?*

= (|7«(e)| - A») J2 (|7«5,i(s)|)f< Aï*4-44-1
£i= 0

> (|7i,i(s)| - Ai) |i/Ä,i(s)| > wai|i/Âii(s)|.

Τώρα, έστω fs(u) να συμβολίζει τον αρί'όμό των ριζών της εξίσωσης det As(s,u) στο Cf. 

Σημειώνουμε ότι η συνάρτηση detA^(s, u) είναι αναλυτική εντός του κύκλου Q. Συνεπώς 
ανακαλώντας το Θεώρημα 1.25 έχουμε ότι 1

fs(u) =
1 Γ ^detAs(s,u)^ 

2πί JCs detAä(s,w)
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Επιπλέον, παρατηρώντας ότι η fs(u) είναι μια συνεχής συνάρτηση στο [0,1], που παίρνει 
ακέραιες τιμές, έχουμε ότι η fs(0) = f$( 1). Εφόσον η εξίσωση 7™i(s) = 0 έχει μια ρίζα
Λi+ai+δ με πολλαπλότητα rii, έπεται ότι η εξίσωση det r^(s) = 0 έχει ακριβώς ni +Π2-f------ l·

nm ρίζες, και συνεπώς fs{0) — τι. Επίσης λόγω των παραπάνω έχουμε ότι f$( 1) = η, με το 
οποίο ολοκληρώνεται η απόδειξη. I

Στη συνέχεια'θα μελετήσουμε τη λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης det Ao(s) = 0 στην 
περίπτωση όπου δ = 0. Γι' αυτό το σκοπό όμοια με την μεθοδολογία όμοια με των Adan και 
Kulkarni (2003) [βλ. επίσης απόδειξη της Πρότασης 4.1] θεωρούμε ότι για κάποιο εο > 0 ο 
μετασχηματισμός Laplace του μεγέθους των αποζημιώσεων στην κατάσταση i Ε E, fi{s), 
είναι αναλυτική συνάρτηση ως προς s με 5R(.s) > -εο·

Έστω Ce να παριστά έναν κύκλο στο μιγαδικό επίπεδο με κέντρο στα σημεία (maxj6f;(aj + 
λi)/c, 0) και ακτίνα Με — (ε + maxi6£(ai + \))/c με 0 < ε < εο· Αρχικά, θα δείξουμε ότι 
η εξίσωση det Ao(s) = 0 έχει ακριβώς η = Σ"=ι ηί ρίζες εντός του κύκλου CE για κάθε ε 
(επαρκώς μικρό). Γι' αυτό το σκοπό χρειαζόμαστε τα ακόλουθα δύο Λήμματα.

Λήμμ,α 5.1. Έστω

πι τη Tlj—l
N{m) = Σ Π + aj)e[ßkAlk - cnk(\k + ak)nk~1

k=1 j=l,j^k £=0 
nk~ 1

+cak Σ + öfc)i_1]· (5.16)

e-o

Tore, κάτω από τη συνϋήκη του περιθωρίου ασφαλείας της εξίσωσης (5.3), ισχύει ότι Ν(πί) < 
0.

Απόδειξη. Παραγωγίζοντας ως προς y την ακόλουθη ταυτότητα

Ι/—1
(χ + y)v - χν - y π"”*-1 (æ + y)1, (5.17)

ι=ο
έχουμε ότι

V—1 V—1

v{x+y)v~l -y'ŝ2iÎxv~i~l{x + yY~l = s)Tyxv~t~1{x + yY. (5.18)
t=i e=o

Τώρα, αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση ν — nk, x = Xk και y — ak, και 
χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα που προκύπτει από την προαναφερόμενη αντικατάσταση,
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η συνάρτηση N(m) γράφεται γράφεται ισοδύναμα ως

τη τη ~ - / ujt-i X

N(m) = -Σ Π i2^ni~i~1(Xi+a^{cEXkk~i~1(Xk + ak)i-ßkX:k)
k=ij=i,jjtk e=o ' i=o '

τη m Tlj — 1 m Tlj — 1

= Σ Π Σ 1 1(Aj + üjY — c Σ ^jni t l(Xj+aj)e.
k=1 j-ij^k e=o j=1 e=o

nk-l

Επιπλέον, από τη συνθήκη του περιθωρίου ασφαλείας της εξίσωσης (5.3) έχουμε ότι c > 
ΣΖ=ι Kkßk^k/rik, και συνεπώς

m m nj 1 , nk-l .

iV(m) < Σ nkßkXk Π Σ λΛ'"ί_1(λί + “ύ)Ί Σ .fe=l J=1 j/ί: £=0 ' nfc i=0 '
(5.19)

Παραγωγίζοντας, ξανά, την ταυτότητα (5.17) ως προς x και χρησιμοποιώντας την εξίσωση 
(5.18), ισχύει ότι

I/—1 Ι/-2

y y 1 l(x + yY = uxL' 1 + yy^(u — £ — 1)χν e 2(x + y)e.
(=0 f,—0

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση ν = nk, x = Xk και y — α^, έχουμε ότι

I 1 Tik 2

- - Σ λΪΓί_1(λ* + <*)* = --y(nk-i- 1 )λ?-*-2(λ* + α*)* < 0. (5.20) « nfc ^

Από την παραπάνω ανίσωση και την εξίσωση (5.19) είναι φανερό ότι N(rn) < 0. I

Λήμ,μ,α 5.2. Για 0 < u < 1 και μικρό ε > 0, ισχύει ότι

det Ao(s,tt) Φ 0, s G Ce, (5.21)

όπου Aq(s,u) = Γο($) — iiBo(s).

Απόδειξη. Από την υπόθεση ότι 5ï(s) > — εο για κάθε s προκύπτει ότι και για κάποιο εο > 0, 
9?(s) > 0 ή 3ï(s) < 0. Ακολούθως, θα εξετάσουμε τις δύο προαναφερόμενες περιπτώσεις 
ξεχωριστά.
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Για s € με 5R(s) > Ο, ισχύει ότι |s — (Με - |)| = Με, απ' όπου έπεται ότι

|7ο,i(s)| - λ, = |c5 - (Λ,· + Oi)\-\i=c

> c (|s - (μ, - î) I - |Μ, -

ε + Xi + ai

£ + λ » + di

ε + Xi + ai -X i

= C Με- M — Aj=e + aj>Oj> uai, i £ E.

Συνεπώς, ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.2, 
έχουμε ότι

τη
|7$(S) - uA^Ms)! > 52 |uaifciyo,i(s)| = Udii i/o,i(s)(, (5.22)

k—X^k^i
για 0 < u < 1 και s E Ce με 9?(s) > 0. Έτσι, ο πίνακας Ao(s, u) κυριαρχεί διαγωνίως, και 
συνεπώς η ορίζουσα det Ao(s,u) είναι μη-μηδενική για 0 < u < 1, s Ε Οε με 3?(s) > 0.

Τώρα, ΰα δείξουμε ότι det Ao(s, u) φ 0 για 0 < u < 1 και s Ε Ce με 9R(s) < 0. Εφόσον 
detAo(s,u) Φ 0 αν και μόνο αν το 0 δεν είναι ιδιοτιμή του πίνακα Ao(s,u) [βλ. απόδειξη 
Λήμματος 6.1 στους Adan και Kulkarni (2003)], συνεχίζουμε μελετώντας τις ιδιοτιμές του 
πίνακα Ao(s, u) για s κοντά στην τιμή s = 0. Για (s, u) κοντά στο (0,1), ο πίνακας Ao(s, u) 
είναι προσεγγιστικά ο ίδιος (perturbation) με τον πίνακα Αο(0,1). Χρησιμοποιώντας την 
εξίσωση (5.17), μπορούμε εύκολα να δούμε ότι το (i, ^-στοιχείο του πίνακα Αο(0,1) είναι ίσο 
με —aij A^î_f,_1(Aj + aì)^, i,j E E, και συνεπώς Ao(0, l)e = 0T. Έτσι ο πίνακας

Ao(0,1) έχει μία ακριβώς ιδιοτιμή στο σημείο 0 με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το e. Συνεπώς, 
για τιμές του (s,u) κοντά στο (0,1), ·θεωρούμε ότι υπάρχουν μια διαφορίσιμη συνάρτηση 
μ(β,ιι) και ένα mxl διάνυσμα x(s,u) = (xi (s,u),... ,xm(s,u))T, με τα στοιχεία του να 

είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις, τέτοια ώστε

Ao(s,u)x(s,tt) = p(s,u)x(s, u), xT(s, u)e = 1, (5.23)

με μ(0,1) = 0 και x(0,1) = e.
Παραγωγίζοντας την εξίσωση (5.23) ως προς s και θέτοντας s — 0 και u = 1, παίρνουμε 

ότι
J^AQ(0,l)ë+ Ao(0,l)J^x(0,1) = |^μ(0,1)β. (5.24)

Επιπλέον, έστω θ = (0χ,..., 0TO) ένα lxm διάνυσμα με στοιχεία

ΣΖι -i ΠΓ=1,^ Σ2ο_1 ^ i Ε Ε.
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Τότε, μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί ότι

θβ
ΘΑο(Ο,Ι)

Ö^A0(0,l)e

0, (διότι 7?Λ = 0), και 
N(m)

ΣΕ* ^ Π7-1^ E;Ìo ^^(λ, + α*)*
(5.25)

Έτσι, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης (5.24) με θ έχουμε ότι

e'lAo(o'i)ë=l"(o'1)'

Κατά όμοιο τρόπο, παραγωγίζοντας την εξίσωση (5.23) ως προς u και Όέτοντας s = 0 και 
u = 1, έχουμε ότι

£ Α„(0, l)g + Αο(0,1)|;*(0,1) = £μ(0,1)8.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με θ παίρνουμε άμεσα ότι

θ-^-Αο(0, l)e = 4~μ(0,1).

du du

Ακόμη, για (s, u) κοντά στο (0,1), χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor και τα 
παραπάνω αποτελέσματα για τις παραγωγούς ^μ(0,1), |^μ(0,1), βρίσκουμε ότι

μ(ε, it) μ(°. 1) + ^μ(0,1) + (« - 1)

sd~ Αο(0, l)ë + (u — 1)Θ^-Α0(0, l)ë. 
ds du

(5.26)

Τότε, από το Λήμμα 5.1 και την εξίσωση (5.25) έπεται ότι é>JjAo(0, l)e < 0. Επίσης, εφόσον 
^Αο(Ο,Ι) = —Βο(0), έχουμε επίσης ότι 0^Ao(O,l)e < 0.

Επιπλέον, από την εξίσωση (5.26) μπορούμε να συμπεράνουμε ότι μ(ε, u) φ 0 για s € CE 
με 3?(s) < 0 για ε > 0 επαρκώς μικρό και u κοντά στο 1, δηλ. για 1 — ε < u < 1.

Τέλος, για 0 < u < 1 — ε (δηλ. για u κοντά στο 0), όμοια με τους Adan και Kulkarni 
(2003), Όα δείξουμε ότι ο πίνακας Αο(s,u) κυριαρχεί διαγωνίως για s G Ce με R(s) < 0, 
δο·θέντος ότι ε είναι επαρκώς μικρό, τέτοιο ώστε

1 + f > (1 — ε)Λ(-ε), Vi € Ε. (5.27)

Πράγματι, για s G Ce με 9?(s) < 0, έχουμε ότι —ε < 3î(s) < 0 (διότι 0 < ε < εο και
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5R(s) > -εο), και συνεπώς |/;(s)| < /i(ï?(s)) < fi(-e). Τότε, Vi e E,

17oni(s) - uXi^Ms)I > |7(μ(*)Γ - «λί"ί|Λ(β)| > KiWl"4 - (1 -
= (l70,i(5)| - λί(1 - ei^îï^i-E)) Σ - g)2^

ί=ο
x/î (-e)|7o,i(s)|f

> fe + Aj + cij-Aiftl-?)£(-«■:)) 1 Λ ^ - e))To,i(s)

A A £=o
> + Ai + ai - Xi ((1 - ε)ϊί{-εγ) 1 ^ w|î/0,i(s)|£,

όπου για την δεύτερη ανίσωση χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι fi i (—ε) > 1 για ε > 0. 
Ακόμη, από το γεγονός ότι 1 + > (1 — ε)/ί(-ε) έπεται ότι ισχύει (ε + Χβηχ >

ή '-**· / λ \ 1/îljXi fl - ε)/ί(-ε), και συνεπώς ε + λ* > λ* ( (1 - ε)/ί(-ε) )
Συνεπώς, η τελευταία εξίσωση γράφεται ισοδύναμα ως

\%} (s) - uXinifi(s)\ > aiu\v0j{s)\ = \uaiki>0j(s)\, Vi e E,
k=l,k^i

απ' όπου’αποδεικνύεται το det Aq(0, 1)(s,u) φ 0 για s e (7ε με D?(s) <0. I

Θεώρημα 5.3. Έστω η = ^Ζ”=1 η,. Τότε, για δ = 0, η χαρακτηριστική εξίσωση 
det Ao(s) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο σημείο 0 με πολλαπλότητα ένα και τι — 1 ρίζες 
που βρίσκονται στο θετικό ημιεπίπεδο των μτγαδικών αριθμών.

Απόδειξη. Ακολουθώντας την ίδια ακριβώς μεθοδολογία με την απόδειξη του Θεωρήματος
5.2, 'θεωρούμε ότι fo(u) παριστά τον αριθμό των ριζών της εξίσωσης det Aq(s, u) εντός (ή 
στην περιφέρεια) του κύκλου Cf+, όπου Cf είναι το εσωτερικό τμήμα του κύκλου Ct. Τότε 
με βάση το Θεώρημα 1.25 έχουμε ότι

fo{u) =
J^det A0(s,m)^ 
detAo(s,u)

Σημειώνουμε ότι η /o(«) είναι μια συνεχής συνάρτηση στο [0,1], που παίρνει ακέραιες τιμές 
και συνεπώς είναι σταθερή. Επιπλέον από το γεγονός ότι η εξίσωση 7o](s) = 0 έχει μία 
ρίζα στο Αί±«ί με πολλαπλότητα η*, V i G Ε, έπεται ότι η εξίσωση detro(s) = 0 έχει
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ni + τΐ2 + ■■■+τι™ ρίζες. Συνεπώς /ο(0) = η καθώς επίσης και /ο(1) = η. Παίρνοντας 
ε —» 0, τότε η εξίσωση det Ao(s, u) έχει η ρίζες εντός του κύκλου Co.

Ακόμη, η τιμή s — 0 ικανοποιεί την εξίσωση det Ao(s) = det Ao(s, 1) = 0, και αυτό διότι

m Tij — 1

det Αο(0) — det Αο(0,1) — (det Λ) ΠΣ Xjnm-e-i(X. + α.γ _ 0
j=i e=o

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη του θεωρήματος μένει να δείξουμε ότι το s = 0 
που είναι ρίζα της εξίσωσης detAo(s) = 0 έχει πολλαπλότητα ένα. Γι' αυτό αρκεί να 
δείξουμε ότι det Ao(s)|s=o φ 0. Προκειμένου να αποδείξουμε το παραπάνω θεωρούμε 
D = diag(di,, dm) να είναι ένας τετραγωνικός πίνακας με μόνα μη-μηδενικά στοιχεία 
αυτά της κυρίας διαγώνιου που είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα Αο(0,1) με di = 0 [διότι το 
0 είναι μια απλή ιδιοτιμή του πίνακα Αο(0,1) = 0]. Επιπλέον, θεωρούμε Χχ, και Χβ να 
ποριστούν τους πίνακες των αριστερών και δεξιών ιδιοδιανυσμάτων του πίνακα Αο(0,1), με 
X#Xi = I; όπου I είναι ο τη χ τη ταυτοτικός πίνακας. Τότε, ισχύει ότι

Αο(0, l)Xfl = XrD και XLA0(0,1) = DXL,

απ' όπου (και από τις δύο παραπάνω εξισώσεις) παίρνουμε

Α0(0,1) = XfiDXx,.

Τότε, για u κοντά στο 1, υπάρχουν οι τη x m πίνακες D(s) = diag(di(s),..., Xr(s)

και Xi (s) (όπου τα στοιχεία τους είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις) τέτοιοι ώστε

A0(M) = XÄ(s)D(s)Xi(s),

με D(0) = D, Xjj(O) = X# και Xi(0) = Xi- Από την παραπάνω σχέση βρίσκουμε εύκολα 
ότι

detAo(s, 1) =detAo(s) = (detXß(s)) (detD(s)) (detXx(s)). 

Παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση ως προς s έχουμε ότι

^ det A0(s) = ^ det Xr(s)^ (det D(s)) (det Xi(s)) + (det Xr(s)) det D(s) j

x (detXi(s)) + (detXfi(s)) (detD(s)) ^detXL(s)J . (5.28)

Επιπλέον, από το γεγονός ότι dj(0) = d,, V i e E έχουμε ότι di(0) — 0, απ' όπου 
εύκολα βλέπουμε ότι ^ detD(s)|s=:o = dj(0)d2(0) · · · dTO(0) = d[(0)d2 ■ ■ ■ dm. Ακόμη
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Jj det D(s)|s==o είναι διάφορο του μηδενός, διότι di Φ 0, V 2 < ζ < m και

Οd'AQ) = —μ(0,1) (βλ. εξίσωση (5.23)) 
os

= θ—Αο(0, l)ë φ 0 (από την εξίσωση (5.25) και το Λήμμα 5.1). (5.29) 
os

Τώρα, θέτοντας s = 0 στην εξίσωση (5.28) παίρνουμε ότι

det Ao(s)|s=0 = ^detD(s)|s=0 φ0.

Τέλος, προκειμένου να ολοκληρώσουμε την απόδειξη αναιρούμε την αρχική υπόθεση ότι 
για εο > 0 οι μετασχηματισμοί Laplace, fi(s), i € Ε, είναι αναλυτικές συναρτήσεις για 
s με ï?(s) > —ε. Αυτό γίνεται εφαρμόζοντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία με αυτή του 
Παραρτήματος των Adan και Kulkarni (2003). I

Παρατήρηση 5.3. (i) Έστω n* = 1, i G Ε. Τότε η χαρακτηριστική εξίσωση det As{s) =
0 ανάγεται στη χαρακτηριστική εξίσωση του μοντέλου Markov-modulated Poisson, και 
συνεπώς το Θεώρημα 5.2 ανάγεται στο Λήμμα 1.2 της Ενότητας 1.5. Παρόλο που για 
<5 > 0, η προαναφερόμενη εξίσωση έχει μελετηθεί εκτενώς [βλ. π.χ. Zhanh (2008)], για 
δ = 0 η λύση της εξίσωσης det Ao(s) = 0 δεν υπάρχει στην αναλογιστική βιβλιογραφία. 
Έτσι για ni — 1, i G Ε, το Θεώρημα 5.3 μας παρέχει την ακριβή λύση της εξίσωσης 
det A0(s) = 0, απ' όπου έπεται ότι στο μοντέλο Markov-modulated Poisson για <5 — 0 

η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ακριβώς μία ρίζα στο σημείο 0 και τη — 1 ρίζες με θετικά 
πραγματικά μέρη.

(ii) Στη συνέχεια Οα συμβολίζουμε τις η ρίζες της εξίσωσης detA^(s) = 0 με τφδ) = 
ri, i = 1,... ,n. Επιπλέον, στο εξής ύα υποθέτουμε ότι οι ρίζες Γχ, Γ2,..., τη είναι 
διαφορετικές μεταξύ τους.

Τώρα, επιστρέφοντας στον υπολογισμό του μετασχηματισμού Laplace των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής, Da χρησιμοποιήσουμε τις ρίζες της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης det A^(s) = 0 προκειμένου να υπολογίσουμε, τόσο τον πίνακα των αρχικών τιμών 
d>(fc)(0), k = 0,1,... ,n — 1, όσο και τον πίνακα των συναρτήσεων Gerber-Shiu,

Χρησιμοποιώντας, από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.2, το γεγονός ότι ο Ag(s) είναι 
αντιστρέψιμος πίνακας, και την εξίσωση (5.14) έχουμε το ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.1. Για 5R(s) > 0, ο πίνακας των μετασχηματισμός Laplace των συναρτήσεων
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Gerber-Shiu, <ß(s), δίνεται από την εξίσωση

φ{β) iAi(s)i1 ( Σ Λ^)Φ(^(ο)+q(s)
'fc=0

AKg) Σ"μ> Afc(a)0(fc)(O) + A;(a)<3(3 

detAs{s)
(5.30)

όπου A|(s) είναι ο πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων (adjoint matrix) του πίνακα 
A s(s).

Παρατήρηση 5.4. Για rii — 1 για κάθε ϊ € Ε, το άθροισμα στην εξίσωση (5.30) γίνεται 
ένας μόνος όρος, με Δο($) = — diag(c,... ,c), ενώ στη συνέχεια πολλαπλασιάζοντας τον 
αριθμητή και τον παρονομαστή της προαναφερόμενης εξίσωσης με —l/c, παίρνουμε άμεσα 
την εξίσωση (1.66) του Θεωρήματος 1.23, που είναι ο μετασχηματισμός Laplace του πίνακα 
των συναρτήσεων Gerber-Shiu για το μοντέλο Markov-modulated Poisson.

Τώρα, από την εξίσωση (5.30) είναι φανερό ότι ο προσδιορισμός μιας αναλυτικής έκφρασης 
για τις συναρτήσεις φί^(ιι), i,j G Ε, συνδέεται στενά με τις ρίζες της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης det A^(s) — 0.

Επιπλέον, για να ολοκληρώσουμε τη λύση του συστήματος ως προς τον πίνακα φ{ε), 
στην εξίσωση (5.30) χρειάζεται να υπολογίσουμε τον πίνακα των αρχικών φ^){0)· Για 
να υπολογίσουμε τον πίνακα φ^){0) θα χρησιμοποιήσουμε τις ρίζες της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης det A^(s) = 0 με θετικά πραγματικά μέρη καθώς επίσης και τη θεωρία των διαιρετών 
διαφορών για πίνακες. Έτσι, ανακαλώντας τον ορισμό των διαιρετών διαφορών [βλ. Ορισμό 
1.18] η (n—1) διαιρετή διαφορά του πίνακα L(s) ως προς τους αριθμούς ρι,ρ2,... ,ρη, ορίζεται 

ως
Π

L[pi,P2,...,A»] = Σ 
3=1

Mpì)

Π*»1,— pi)
Επίσης, για λόγους συμβολισμού ορίζουμε τη διαιρετή διαφορά του γινομένου των πινάκων 
Α| και L(s) ως προς τους αριθμούς ρι,Ρϊ, ■ ■■ ,Ρη, να είναι

η
(AéL)[pi,P2,...,Pn] =Y^A*s[pi,...,pi]L[pi,...,pn]. (5.31)

ϊ=1

Τότε, ο πίνακας των αρχικών τιμών ςό^(0), k — 0,... ,η — 1, υπολογίζεται με βάση την 

ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.2. Έστω η = ΣΓ=ιη* Και ™ — maxi<i<n{rii}. Τότε, ο πίνακας των αρχικών
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τιμών, φ^)(0), k = 0,... ,η — 1, ικανοποιβίτο ακόλουΰο σύστημα των γραμμικών (ξισώσΐων

τι-1
^(AJAfc)[ri,r2,...,rn_j]^(fc)(0) + (Ap) [π, r2,..., rn.j] = 0, (5.32)

fc=0

για j = 0,1,... ,η — 1, όπου fj, i = 1,... ,η είναι ot pi£eç xrjç χαρακτηριστικής εξίσωσης 
detAs(s) — 0 με ϋετικά πραγματικά μέρη.

Απόδειξη. Εφόσον <p(s) < οο για 3R(.s) > 0, και από το γεγονός ότι οι τγ, i € Ε, αποτελούν 
λύσεις του παρονομαστή της εξίσωσης (5.30), έπεται ότι ο αριθμητής της εξίσωσης (5.30) 
είναι επίσης μηδέν για s = ri,r2,... ,r„, δηλ. ισχύει ότι

n-1

Σ Aj(j-ì)Aa-(η)φ^{0) + A|(ri)ù(ri) =0, i = 1,... ,η.fc=o

Αντικαθιστώντας ί = 1,2 στην παραπάνω εξίσωση και αφαιρώντας κατά μέλη τις προκύπτου- 
σες από την προηγούμενη αντικατάσταση εξισώσεις, έχουμε ότι

Σ (AUri)Ak(ri) - AJ(r2)Afc(r2) )0(fc)(O) + AJ(ri)w(rx) - A*8(r2)Û>(r2) = 0,

απ' όπου χρησιμοποιώντας τη θεωρία των διαιρετών διαφορών, η παραπάνω εξίσωση γράφεται 

ως

Σ ( (Γι)Δ^ [Γ1 > Γ2] +Αί [Γ1 > Γ2] Afc(r2) j 4>{k) (0)+Α*δ(η)ω [ri, r2] +Α^ [η, r2] ω(τ2)
k=0 ' '

— 0,

ή ισοδύναμα
n-1
X(A*Afe)[n,r2]0(fc)(O) + (Α*ω)[Γ!,^] =0.

k—0

Εφαρμόζοντας επαναλαμβανόμενα τις διαιρετές διαφορές για i = 1,... ,η στον αριθμητή της 
εξίσωσης (5.30), παίρνουμε το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

Παρατήρηση 5.5. (ί) Σημειώνουμε ότι από την Πρόταση 5.2 έχουμε ένα σύστημα από
n γραμμικές εξισώσεις με n αγνώστους, η λύση των οποίων μας δίνει τα στοιχεία του 
πίνακα φ^)(0), k = 0,1,... n — 1.
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(ϋ) Για rii = 1 για κάθε i G E, η εξίσωση (5.32) γίνεται

(Α|Δ0) [η, γ2) ..., rm] 0(0) + (Α*δω) [rl5 r2,..., rm] = Ο,

όπου Δο(s) — —diag(c,..., c), απ' όπου προκύπτει ότι οι διαιρετές διαφορές του 
πίνακα Δο(«) είναι μηδέν. Επιπλέον, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της 
παραπάνω εξίσωσης με — l/c, και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ο A s (s) είναι ένας 
αντιστρέψιμος πίνακας, παίρνουμε άμεσα την εξίσωση (1.68) της Πρότασης 1.5, που 
η εξίσωση του πίνακα των αρχικών τιμών για το Markov-modulated Poisson μοντέλο 
κινδύνου.

Τώρα, από την εξίσωση (5.31), έχουμε ότι η n-οστή διαιρετή διαφορά του γινομένου των 
πινάκων Α| και L(s) ως προς τους αριθμούς pi, p2, ■ ■ ., ρη, s είναι

η(AÎL) [Ρι>Ρ2< ...,p»,s\ = Α*δ [ρι,Ρ2, · · s]L(s) + ]Γ Α|[ρι,... ,Pi]L[pi,... ,ρ„, s].

2=1
(5.33)

Χρησιμοποιώντας, ξανά, τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης detAj(s) = 0 με θετικά 
πραγματικά μέρη και τη θεωρία των διαιρετών διαφορών βρίσκουμε για τον πίνακα των 
μετασχηματισμών Laplace των αναμενόμενων προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής μια 
ισοδύναμη μορφή της σχέσης (5.30) με βάση την οποία στη συνέχεια θα είναι δυνατόν να 
βρούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace του πίνακα <ß(s).

Πρόταση 5.3. Έστω η = ηί και ™ — maxi<i<„{ni}. Tore για 5ì(s) > 0, ο 
μετασχηματισμός Laplace τον πίνακα φ(α) δίνεται από τη σχέση

Φ(s) = ^det A^s)^ {Σ Α*h’ · · · »s] Ak(s)<t>(k)(0)

Π—1 n
+ΣΣ A6 [n, ■ · ■, n] Ak [ri,..., rn, s] 0(fc)(0)

fc=0 i=1
n λ

+Aä[n,...,rn,s]iD(s) + ^A|[ri,...,ri]iD[ri,...,rn,s] >. (5.34)
i=l '

όπου 7ί,Γ2,. .. ,rn είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης det Ag(s) = 0 με 5ß(r i) > 0, 

i = 1,... ,n.

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι 0(s) < οο για κάθε s με 5R(s) > 0 καθώς επίσης και από το 
γεγονός ότι το s = ri είναι ρίζα του παρονομαστή της εξίσωσης (5.30), έπεται ότι το s = τγ 
είναι επίσης ρίζα του αριθμητή της εξίσωσης (5.30). Συνεπώς, ο αριθμητής της εξίσωσης

242



(5.30) γράφεται ως

AKS) Σ A^(s)^(k)(0) + AJ(e)tS(s)
k=0

η-1 η-ι

= AKS) Σ Afc(s)^(fc)(°) + AS(*)«(*) - AS(n) Σ Afc(ri)^(fc)(o)
fc=0 fc=0

-AS(n)w(ri)
n-\ , x

= Σ ( Aä(S)A*(S) ~ Aó(rl)Afc(n) ) Φ(*)(0) + AKSMS) - Ai(rl)w(ri)/c—0 ^ '

n-\ , x
= Σ(ΑΣ(*)Δ*(5) - Aj(n)A*(s) + Aj(n)A*(e) - α;(π)δ*(γι) )^(fc)(0)

fc=0 ' '

+a|(s)w(æ) - Ag(ri)uj(s) + AJ(ri)£>(s) - AJ(n)£(ri)
= (s -ri){^(Ai[ri’s]Afc(s) + Ai(ri)ÄA:[r'1’s])^w(0)

** fc=o ' '

+Aäh,s] Cj(s) + A|(ri)tD[ri,s]|

= (s - n ) IΣ (Ai Afc) tri ’ S1 ^(*) (°) + (AP) [r 1 »s] }.
όπου για την τελευταία ισότητα κάνουμε χρήση της εξίσωσης (5.33). Επιπλέον, παρατη­
ρώντας ότι οι τιμές s = Γ2,Γ3,... ,rn είναι επίσης ρίζες του παρονομαστή της εξίσωσης
(5.30) και εφαρμόζοντας επαναλαμβανόμενα τις διαιρετές διαφορές ως προς τους αριθμούς 
r2>r3i - · -, Γτι-ι> βρίσκουμε ότι

η-1
Aa(s) Σ Afe(s)^(fe)(0) + A^Ms)

k=0

η sTl—1
= Π> - Ì Σ (ΑίΔ*) [n, · · ·, rn, s] (t>[k)(0) + (AJw) [n,..., r„, s]

i=l *■ fc=0

n j-n-1 n—1 n
= (s - Γί) I Σ AJ [ri> · · · > rn, s] Ak(s)<p{k)(0) + Σ Σ A| [n, · - ·, ri]

i=l ^ k=0 k—0 i=l

n
xAk[n, ...,r„,s]<£(fc)(0) + AJ[ri,...,r„,s]tD(s) + Σ Ai [ri> · ■ · >r,-]fa>[r,·, ...,rn,s]

t=l

όπου για την τελευταία ισότητα κάνουμε χρήση της εξίσωσης (5.33).

Συνδυάζοντας την παραπάνω σχέση και την εξίσωση (5.30) έπεται άμεσα το ζητούμενο
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αποτέλεσμα. I

Ο υπολογισμός του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace του πίνακα μπορεί να 
υπολογιστεί αναλυτικά σε ορισμένες μόνο περιπτώσεις. Μία από αυτές τις περιπτώσεις, για 
την ακρίβεια η πιο γενική περίπτωση, είναι η υπόθεση ότι τα μεγέθη των αποζημιώσεων 
ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Αυτό σημαίνει ότι ο μετασχηματισμός 
Laplace των σ.π.π. των μεγεθών των αποζημιώσεων, fi, i G Ε, έχει τη μορφή πηλίκου 
πολυωνύμων όπως στην παρακάτω σχέση

fi(s) = —-7-^·, με Pfei-i(O) = Pki(0), h G N+, i G E, (5.35)
Pki{S)

όπου Pfci(s), V i G E, ένα πολυώνυμο βαθμού fc;, με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου το 
1 και pki-iis) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ίσου ή μικρότερου του fcj — 1. Επιπλέον η εξίσωση 
Pki(s) = 0 έχει μόνο αρνητικές ρίζες ή μιγαδικές ρίζες με μόνο αρνητικά πραγματικά μέρη. 
Όπως έχει τονισθεί και στα προηγούμενα κεφάλαια η οικογένεια των πηλίκων κατανομών 
είναι μια ευρεία κλάση κατανομών η οποία περιλαμβάνει, ως ειδικές περιπτώσεις, την εκθετική 
κατανομή, την Erlang κατανομή, την γενικευμένη Erlang κατανομή, την κατανομή Coxian, 
τις phase-type καθώς και τις μίξεις αυτών.

Τώρα, προκειμένου να φέρουμε τον μετασχηματισμό Laplace, 0(s), σε μια κατάλληλη 
μορφή προκειμένου στη συνέχεια να τον αντιστρέφουμε, πολλαπλασιάζουμε τον αριθμητή και 
τον παρονομαστή της εξίσωσης (5.34) με rit=iPfci(s)· Τότε, έχουμε ότι

i<s) = drt Hw ΠΕιΊμ φ] Α; [r‘....r- Λί(5) Π »■ Μ*ω(°>

71—1 η τη

+ΣΣ A g [ri,..., r,] Afe [η,..., rn, s] J|pfci(s)0(fc)(O)
fc=0 i=l i=1

m n m
+AJ [n,..., r„, s] JJ pki (s)u>(s) + Σ Π ^Pk* ^ Αί [rl > · · ·.Γ«] ω [n, ■ ■ ■, r„, s] |. 

i=l i=l i=l
(5.36)

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι ο παρονομαστής της εξίσωσης (5.36), det Ag(s) ΓΠ1ιΡ£, (s)> ειναι 
ένα πολυώνυμο βαθμού η + Km, όπου Km = fci, με συντελεστή του μεγιστοβάθμιου 
όρου το cn. Επιπλέον, από τον ορισμό της κατανομής των πηλίκων πολυωνύμων και το 
Θεώρημα 5.2, η εξίσωση det A$(s) n^=iPfei(s) = 0 έχει ακριβώς η + Krn ρίζες στο μιγαδικό 
επίπεδο, η εκ των οποίων είναι οι ρίζες του Θεωρήματος 5.2, r*, με 3ί(π*) > 0, i = 1,2,..., η, 
ενώ οι υπόλοιπες ρίζες είναι οι —Ri, i = 1,2,... ,Km, όπου όλες οι Ri έχουν θετικά
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πραγματικά μέρη. Συνεπώς, η συνάρτηση det As(s) n^iPfci(s) γράφεται ισοδύναμα ως

τη
det Aj(s) J|pfci(s) 

i=l

= cn Π (s - η) 

i=l

Km
Π (-+*)■ (5.37)

Στο εξής, θα "θεωρούμε ότι οι ρίζες Ri είναι διαφορετικές μεταξύ τους. Αντικαθιστώντας την 
παραπάνω σχέση στην εξίσωση (5.36) και απλοποιώντας τον κοινό όρο — ri) τόσο
στον αριθμητή όσο και στον παρονομαστή, έχουμε την ακόλουθη σχέση για τον πίνακα </>(s),

$(s) = ΣΑίΐΓ1"":’:1Δι,(1ΠΓ-ιί’>ι(8)^)(°)

fc=0 

η-1

^UÜTis + Ri)

1 -I A*, [τγ,... ,rn, s] Πίΐι Pki(s) , ,n,
+ 2^2^Αδ[η,···,η\—k—-*-7------ ζ------ «Μ0)

fc=o *=1 (* + **)

, As [η, · · ·, rn, δ] ΓΚΙιΡφ) Λ, ,
' isc” nSru+ft)

+ Σ Π1·"(8> Α;[γ,... γ,]0[γ.....èic»n &(*+«<) (5.38)

Επιπροσθέτως, από τον ορισμό των διαιρετών διαφορών δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι τα 

στοιχεία των ακόλουθων πινάκων Α| [ri,... ,rn, s] Πί2=ι Pfei(s)^fe(s) και Afc(s) Π Τ=ιΡΦ) 
είναι πολυώνυμα βαθμού μικρότερου από Km. Επίσης, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι όλα 
τα στοιχεία του πίνακα AJ [π.,...,τγ], V i = 1,...,η είναι σταθεροί αριθμοί. Τότε, σε κάθε 
πηλίκο της εξίσωσης (5.38) μπορούμε να εφαρμόσουμε την τεχνική των μερικών κλασμάτων, 
απ' όπου έχουμε ότι

A|[ri,...,rn,s]Afc(g) üjliPfc^s)
Π Kf(s + Ri)

Afc fc, ■··,?-„, s] n™iPk(s)

Π &(« + *<)

A|[r!,...,rn,g] niliPfci(g)
Π K?(* + Ri)

Σ s + Re'

Σ
nm

s -f- R£

Am
Σ z,

s + R/>

και
ΓίΖιΡΦ)

i\ììt(s+Rì)
Λm

1+Σ de
S +

όπου Mfc^, και Z<, fe = 0,l,...,n — 1, l = l,...,Km, είναι κάποιοι συντελεστές
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πίνακες διαστάσεων m χ m, και δίνονται από τις σχέσεις

=
A*K • ·· ,rn,—Re]Ak(-Re) Π^=ι Pfci(-^)

N kJt =
Afc[rj, ..., rn, -Ä<] Πίΐι PkA-Re)

UÜl^t(Rv-Re)

Z/ =
Ajh>

■■■Τη, Πίΐΐ Pkii-Re)
ΠΪΤ,^(^-Λε)

ενώ ο συντελεστής de δίνεται από τη σχέση

4 Π£ι Pkii-Rt)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

Έτσι, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω μερικά κλάσματα, η εξίσωση (5.38) μπορεί να γραφεί 

ως

1 71—1 Km ί, κ 71—1 η Km -ιντ

«■) - ?ΣΣ^«(....
fe=0 J?=l * fc=0 2—1 t=l

4|^»+?(i+|^)lAî[n’.....
ω rj,...,rn,s

Km /Tl—l
^ -1IL />» -*■ σ y

Σ ( Σ ΤΓΪζ(Μι·'+ Σ ΑΐΚ · · · .n]N«)«m(0) + ^OW
e=i xfc=ο

S + iîf

) +HA5[rl,--->r»]£[ri,...,rn,s;
i=l (5.43)

Τέλος, η αντιστροφή του μετασχηματισμού Laplace του πίνακα των συναρτήσεων Gerber- 
Shiu, φ(β), γίνεται με τη βοήθεια των τελεστών Ττ για πίνακες/διανύσματα. Ανακαλώντας 
την Πρόταση 1.4, ο τελεστής Ττ ενός πίνακα/διανύσματος L(x), του οποίου τα στοιχεία είναι 
ολοκληρώσιμες συναρτήσεις, ορίζεται ως

rocTrL(x) = / e-^-^L(z)dx, x > 0, »(r) > 0.
Jx

Επιπλέον, οι πολλαπλοί τελεστές Ττ βρίσκονται αναδρομικά ως

TriTr2L{x) = ΤΓ2ΤΓ1 L(x) = TriLty~ r2 ^ η e C, x > 0.
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Τότε, από την Πρόταση 1.4 έχουμε την ακόλουθη σχέση η οποία συνδέει τους τελεστές ΤΓ 
ενός πίνακα/διανύσματος L(x) με τις αντίστοιχες διαιρετές διαφορές του πίνακα/διανύσματος 
L{x)

^rib^L(O) = (—l)n-1£[r1,... ,r„].

Ακόμη, από τον ορισμό του τελεστή ΤΓ δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι TsTrL(0) = 
f^° e~sxTrL(x)dx είναι ο μετασχηματισμός Laplace του πίνακα/διανύσματος TrL(i), απ' 

όπου συμπεραίνουμε ότι η ακόλουθη σχέση για τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace του 
πίνακα Ts ^Π£=ι Trjt^L(0) είναι αληθής

\fc=l ' ’

απ' όπου επίσης παίρνουμε ότι

^_1( Π[τ·χ, · ·· ,T-n,s] )=(-ir-i+1(f[Trt)L(x).

Τώρα, χρησιμοποιώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις μπορούμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο 
μετασχηματισμό Laplace του πίνακα φ(β) στην εξίσωση (5.43), ο οποίος δίνεται από το 
ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.4. Έστω π = £Τ=ι ni, n — maxi<i<n{ri;} και Km — Όταν
οι μετασχηματισμοί Laplace των μεγεθών των αποζημιώσεων fi(s), i G Ε, έχουν μορφή 
όπως και στην εξίσωση (5.35), τότε ο πίνακας των συναρτήσεων Gerber-Shiu, φ(υ) =

δίν(ται απ° ττι σχ*στι

φ(ιι) =
-. A"m ρΤΪ.—1 τι

E Ε +E Κ · ■ ■ ■ r*lNv) φμ( ο)cn

+e RlU* (zeu>{u)-deJ2(-l)n [r1,...,ri] fjQTrfcE(u' i=l \=i '

- Jî El-1)"“1 AJ h,.. ■, Γί] (n Trk) «(«), Ίί>0, (5

i=l 'k=i '
44)

όπου με * συμβολίζουμε τον τελεστή συνέλιξης μεταξύ πραγματικών συναρτήσεων, ω(υ) = 
diagli1 wi(u),... ,X^mwm(u)) και οι συντελεστές πίνακες Μ^γ, Ν/^ Ζρ δίνονται από τις 

εξισώσεις (5.39)-(5.41), ενώ ο συντελεστής dp δίνεται από την εξίσωση (5.42).
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5.3 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu για το Markov-modulated Erlang 
μοντέλο κινδύνου κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής για 
το Markov-modulated Erlang μοντέλο κινδύνου, που ορίζεται από τη σχέση (5.2), κάτω 
από την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος σε ένα επίπεδο b > u. Κάτω από 
την προαναφερόμενη τροποποίηση όταν η διαδικασία πλεονάσματος φτάνει στο επίπεδο b, τα 
ασφάλιστρα c επιστρέφονται ως μερίσματα στους δικαιούχους της ασφάλισης και η διαδικασία 
πλεονάσματος παραμένει στο επίπεδο b μέχρι την εμφάνιση της επόμενης αποζημίωσης.

Έστω Ub(t) η διαδικασία πλεονάσματος του Markov-modulated Erlang μοντέλου κινδύ­
νου κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής σταθερού μερίσματος, με αρχικό αποθεματικό 
Ub(0) = u > 0. Προκειμένου να δώσουμε την ακριβή μορφή της διαδικασίας πλεονάσματος 
{i4(<)}t>o, θεωρούμε τη βοηθητική διαδικασία του μεγίστου πλεονάσματος (running maxi­
mum) της {C/(t)}t>o στον χρόνο ί, η οποία ορίζεται ως

M(t) = max U(t), t > 0,
0 <s<t

με U(t) να είναι η διαδικασία πλεονάσματος του για το Markov-modulated Erlang μοντέλο 
κινδύνου χωρίς την ύπαρξη της μερισματικής στρατηγικής που ορίστηκε στη σχέση (5.2). 
Τότε, κάτω από τη στρατηγική σταθερού μερίσματος, τα συνολικά (μη-προεξοφλημένα) 
σωρευτικά μερίσματα μέχρι τον χρόνο t δίνονται από τη σχέση

m = (Μ(ί) - b)+ 0, M(t) < 6,
M(t) - ò, Μ (t) > b.

Χρησιμοποιώντας τα συνολικά μερίσματα, {£)(ί)}(>ο, η διαδικασία πλεονάσματος κάτω από 
την ύπαρξη μας στρατηγικής σταθερού μερίσματος δίνεται από τη σχέση

Ub(t) = U(t)-M(t), t> 0. (5.45)

Επιπλέον, όμοια με την προηγούμενη ενότητα, ορίζουμε 7j = inf{t > 0 : Ub{t) < 0} να είναι 
χρόνος χρεοκοπίας και για δ > 0 ορίζουμε

0Μ) = E(e-i7Mi/(T6-), |tf(T6)|)l(ïi<oo)|ü*(0) - u), 0 < u < b,

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη διαδικασία πλεονάσματος 
κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής σταθερού μερίσματος, όπου Ub{Tb~) είναι το 
πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, \Ub{Tb)\ είναι το έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία, 7],— το αριστερό
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όριο του Tb, w : [0, οο) χ (0, οο) —> [0, οο) η συνάρτησης ποινής και δ η ένταση ανατοκισμού.
Επίσης, για το μέτρο πιθανότητας Pi = Ρ(·| J(0) = i) και για Ei να είναι η μέση τιμή ως 

προς το μέτρο πιθανότητας Pj, ορίζουμε

<Pi(u, b) = Ei (e~&Tt>w{U{Tb-), |«7(T6)|)l(Tò<oo))|C/b(0) = u) , 0 < u < b.

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη διαδικασία πλεονάσματος 
(5.4ό), δοθέντος του αρχικού κεφαλαίου 0 < u < b, i G E.

Τέλος, όμοια με την Ενότητα 5.2, ορίζουμε

&) = Ei (e-57Mi/(T6-),\U(Tb)\n{T„<oo,J(.Tb)=j)\Ub(0) = u) , 0 < u < b, (5.46)

να είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής όταν η χρεοκοπία προκαλείται από 
την εμφάνιση μιας αποζημίωσης στην κατάσταση j, δοθέντος του αρχικού αποθεματικού 
0 < u < b και της αρχικής κατάστασης i G E.

Τότε σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς ισχύει ότι

φξιι, 6) = πίφί(υ., b) και φϊ(η, 6) — Φίρ{υ, 6), 0 < u < b, i,j € E.
2=1 j—1

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, φίρ(υ, b), ικανοποιούν ένα 
σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες.

Θεώρημ.α 5.5. Για 0 < u < b, οι αναμενόμενες προεξοφλημένη συναρτήσεις ποινής, 
<Óij(u, b), i,j G E, ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

( d\ni ™ ni~l { d\l
ί λ,· + ο, + δ - e— \ Φί^{ιι, 6) - Σ aik Σ λini~e~1 ( Ai + ai + δ - c— j φ^(η, b) 
' k=l,kjti e=o ' u'

—Xj11 ί — x,b)fi(x)dx — XiniWi(u)l(i=jj = 0, (5-47)
J 0

με οριακές συνθήκες

^r0ij(«,i>)|u=6 = O, U = €E, (5.48)

όπου Wj(u), για j — 1,2 δίνονται από την εξίσωση (5.8).

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης του Θεωρήματος
5.1 παρατηρούμε ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων, που ακολουθούν την 
Erlang(nj, Ai) κατανομή, μπορούν ισοδύναμα να γραφούν ως άθροισμα rii ανεξάρτητων
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εκθετικών κατανομών με παραμέτρους λ*. Κάθε μια από τις η* — 1 προαναφερόμενες 
κατανομές προκαλεί την εμφάνιση μιας αποζημίωσης μεγέθους 0, ενώ στο χρόνο εμφάνισης 
της rii εκθετικής κατανομής, εμφανίζεται μια αποζημίωση με σ.κ. του μεγέθους της F*.

Έστω <l>ij,Vi(u, b), για Vi = 1,..., n* — 1, με 6) — <foj(u, b), να είναι η βοηθητική
αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη (βοηθητική) διαδικασία πλεονάσματος 
(5.6), τροποποιημένη όμως κάτω από την ύπαρξη της προαναφερόμενης στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος.

Επιπλέον, θεωρώντας το απειροστό χρονικό διάστημα [0, di] και χρησιμοποιώντας την 
ίδια λογική ακολουθία όπως και στην απόδειξης του Θεωρήματος 5.1, για 0 < u < b και 
ν% = 1,..., Ui — 1 έχουμε ότι

(w, b) — (1 - Xldt)(l - a.idt)e Sdt<l>i,j,Vi{u + cdt, b)

+Xidt(l — aidt)e~Sdt<t>ijiUi+i(u + cdt, b)

m+dt( 1 - Xidt)e~idt ^2 aik<J>k,j,i{u + cdt, b) + o{dt).

Τότε, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, συγκεντρώνοντας μαζί όλους τους όρους 
τάξης o(dt) και διαιρώντας με dt, έχουμε ότι

c<t>ij,vx{u + cdt, b)—^ ■ (u + cdt, b) + λ^^.+ι(u + cdt, b)
cdt

, . , o(dt)
+ + cdt,6) 4—dt~~^

k=l,k^i

Παίρνοντας dt —> 0 βρίσκουμε άμεσα ότι

(d \ 771 ^
e—---- (Ai + ai + <5)]ÿiJ>i(u,6) + Ai^J>i+i(u,ô)+ &) = 0. (5.49)

ÖU ' k=l,k^i

Κατά όμοιο τρόπο για 0 < u < b και ι/» = rii, έχουμε

au+cdt <pij(u + cdt - X, b)fi{x)dx

+Wi(u + cdi)l(i=:j)^ + Ajdi(l — aldt)e~sdthij(u + cdt, b)

m+(1 - Xidt)c~Sdtdt Σ ^ikΦkìjìxi^, editi 5) “f” .
k=ì,kjii

Ξρησιμοποιώντας, ξανά, το ανάπτυγμα του Taylor, συγκεντρώνοντας μαζί όλους τους όρους
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τάξης o(dt) και διαιρώντας με dt, έχουμε ότι

Jo
τη

+ Σ aik<t>k,j,i{u,b) = °. (5.50)

fc=l,fc^l

Τώρα, από την εξίσωση (5.49), έχουμε ότι

Vi = 1,... ,Π{ — 1,

(5.51)
απ' όπου παίρνουμε

Ψι.],τιζ { 5)

(5.52)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (5.52) στην εξίσωση (5.50), μετά από κάποιες αλγεβρικές 
πράξεις βρίσκουμε το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων της σχέσης (5.47).

Για να δείξουμε ότι οι οριακές συνθήκες της εξίσωσης (5.48) είναι αληθείς, θεωρούμε ότι 
το u = b και εφαρμόζουμε την ίδια ακριβώς μεθοδολογία όπως αυτή για την απόδειξη του 
ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.47). Έτσι, για u = b και vî = Ι,.,.,η* — 1, i e E, 
έχουμε ότι

απ' όπου χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του Taylor, και συγκεντρώνοντας μαζί τους όρους 
τάξης dt και παίρνοντας dt —> 0 , βρίσκουμε την εξίσωση

τητη
+dte sdt aik4>k,j{b,b) + o(dt), i,j e E,

k=l,k^i

m

k=l,k^i
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Επιπλέον αντικαθιστώντας u = b στην εξίσωση (5.49) έχουμε ότι

(d \ m- (\ + di + δ) J (b, b) + λίφίJ>i+1 (b, b) + ^ aik<i>k,j,i (b, b) =0, i,j £ E.
U ' k=l,kfr

(5.54)
Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η συναρτήσεις των Gerber-Shiu, (f>ijiVi(u,b), είναι συνεχείς 
στο σημείο u — b και συγκρίνοντας τις εξισώσεις (5.53) και (5.54) βρίσκουμε ότι

du*i,j,vi(u,b) = ο, Vi = l,... ,m — i,i,j e E. (5.55)

Ακόμη, για Vi — rii, χρησιμοποιώντας την ίδια λογική ακολουθία όπως παραπάνω, βρίσκουμε 
ότι για i,j Ε Ε

rb
-(Λi+aj4-ó)4,j,ni(ó,i>)+Ai / <j>hjil(b-x,b)fi(x)dx+XiWi(b)l(i=j')+ ^ aik<l>kj{b,b) = 0.

•'° fc=l,fc^i

(5.56)
Επιπλέον, αντικαθιστώντας u = b στην εξίσωση (5.50) παίρνουμε άμεσα ότι

- (Ai + ßi + ό) j <kj,m(b, b) + Ai J 4>ijti(b - X, b)fi(x)dx + Xtwi(b)l(l=jj
m

+ Σ - °’ *>J e E- (5-57)
k=l,k-fii

Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η συναρτήσεις των Gerber-Shiu, Φί,ί,η^ν·, b), είναι συνεχείς 
στο σημείο u = b και συγκρίνοντας τις εξισώσεις (5.56) και (5.57), παίρνουμε άμεσα ότι η 
εξίσωση (5.55) είναι επίσης αληθής για = rii, i € Ε. Για vi = 1, η εξίσωση (5.55) δίνει 
ακριβώς την οριακή συνθήκη της σχέσης (5.48) για = 1. Τώρα, προκειμένου να δείξουμε ότι 
για ίχ = 2,..., m οι οριακές συνθήκες της σχέσης (5.48) είναι αληθείς, αρκεί να εκφράσουμε 
την εξίσωση (5.55), για ι^ = 2,...,τι*, σε όρους των συναρτήσεων φ^^i(u,b) — ^>ìj(u,6). 
Αυτό γίνεται εύκολα μέσω της εξίσωσης (5.51). I

Παρατήρηση 5.6. (i) Για ηχ = 1 για κάθε i Ε Ε, είναι εύκολο να δούμε ότι το σύστημα
των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων του Θεωρήματος 5.5 ανάγεται στην εξίσωση (1.76) 
του Θεωρήματος 1.28 που είναι το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων για το 
Markov-modulated Poisson μοντέλο κινδύνου κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής 
σταθερού μερίσματος.

(ii) Για τη — 1, το μοντέλο Markov-modulated Erlang ανάγεται στο ανανεωτικό μοντέλο 
τηε θεωρίας χρεοκοπίας με Erlang(ni, Αχ) ενδιάμεσους χρόνους άφιξης των κινδύνων.
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Εφόσον για τη = 1 ισχύει ότι φ(η, b) = φι{ιι, b) = φι,ι(η, b), είναι εύκολο να δούμε πως 
το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων (5.47) ανοίγεται στην εξίσωση (1.36) 
του Πορίσματος 1.5.

Η λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.47) του Θεωρήματος 5.5, για τις 
συναρτήσεις Gerber-Shra, <foj(u, £>), βρίσκεται με βάση το αντίστοιχο ομογενές ολοκληρο- 
διαφορικό σύστημα εξισώσεων. Έτσι, για u > 0, θεωρούμε το ομογενές ολοκληρο-διαφορικό 
σύστημα, ως προς υ,(ιι), i £ Ε,

( d\ni m ni_1 ( d\l
ÌAi + Oi + ó-c—J Vi(u) - Σ dik Σ (λ» + ai + <5 - c— J vk{u)
' u' fc=i,fc#i e=o ' u'

—Ajn* f Vi{u — x)fi(x)dx = 0. (5.58)

J o

Τότε, η λύση του μη-ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.47), εκφράζεται σαν ένα 
άθροισμα μιας μερικής λύσης του συστήματος (5.47) (αυτή είναι η συνάρτηση των Gerber- 
Shiu σε ένα περιβάλλον χωρίς την ύπαρξη της μερισματικής στρατηγικής, που αναλύθηκε 
διεξοδικά στην προηγούμενη ενότητα) συν ένα γραμμικό συνδυασμό από τις γραμμικά 
ανεξάρτητες λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58). Με βάση τη 
θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, από τη μορφή του παραπάνω (ομογενούς) συστήματος, 
οι αρχικές συνθήκες τη·(0),υ((0),..., ν'™"1 ^(0), Vi £ E , προσδιορίζουν (μονοσήμαντα) τις 

λύσεις v(u) = (vi(u),V2{u),... ,vm(u)) . Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι 

no < ηι < η2 < · ■ · < nm, με no = 0, και για την προαναφερόμενη διάταξη θεωρούμε τα 
ακόλουθα m x 1 διανύσματα, για i £ Ε

Vj,Pi{u) = (vij-pi{u),V2Jj,pi(u),. . . ,Vm,j]Pi{u))T, Pi = Tli-i, Ui-i + l, . . . , Tlj-l, j =

να είναι οι λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58), με αρχικές τιμές

*©°) = 0
Ο1,

pi = ni_i,nj_i + 1,... ,η* — 1, j = i,... ,m,i £ E, 
διαφορετικά,

(5.59)
όπου ëj είναι ένα m-διάστατο διάνυσμα στήλη με μόνο μη-μηδενικό στοιχείο το 1 στη j- 
γραμμή.

Τότε, η λύση του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58) είναι της ακόλουθης 
μορφής

τη Π|—1 τη
vi(u) = Σ Σ Σ 4P<)(°K*;p«(u)> u > 0, i S E.

1=1 Pe=ne-i k=Ì
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Ισοδύναμοί η παραπάνω σχέση γράφεται σε μορφή πινάκων ως

τη τΐι—1 τη
0(“)=Σ Σ ΣνίΡ0(°)ϋ*Μ(ν)> «>ο,

i—1 Pe—ni-i k=l

όπου {vklPl(u), pe = ri£_i,n{_i + 1,... ,ri£ — 1, k = ί,... ,m, ί G i?}, είναι στο σύνολο 
(nfe - rifc-i) (m — (fc - 1)) = n = X)£Lx n* γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις το ομογενούς 

ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58) και = ^^·υ*;(ιι)|«=ο, ft = +

1,..., ni — 1, & = ... ,ττι, ί G Ε.
Συνεπώς, από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, έπεται ότι η λύση του μη-ομογενούς 

ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.47), για τις συναρτήσεις Gerber-Shiu, 4hj(u, b), δίνεται 
από τη σχέση

τη 72£—1 πι
4>iAu’b) - ΦίΛη) + Σ Σ Σ VkJwi(b)vj,k;Pt{u), ο < u < b,i,j G ί?, (5.60)

£=1 Pe^ne-i k=t

όπου Vk,j;pt{b) είναι κάποιοι σταθεροί αριθμοί οι οποίοι υπολογίζονται με βάση τις οριακές 
συνθήκες του Θεωρήματος 5.5. Επιπλέον, αναπτύσσοντας το άθροισμα στο δεξιό μέλος 
της εξίσωσης (5.60) ως προς ί και χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες των λύσεων του 
ομογενούς συστήματος, που δίνονται από τη σχέση (5.59), δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι 
Vk,j-,Pe(b) = φίΡ^{0,ό)-φ[ρΦ{0), pi = nt-i,ne-i+l,... ,ne-l, k = ί,... ,m / G E, j G E. 

Χρησιμοποιώντας τις οριακές συνθήκες (5.48) του Θεωρήματος 5.5, οι ποσότητες Pk,j-,pi(b) 
προσδιορίζονται λύνοντας το παρακάτω γραμμικό σύστημα εξισώσεων

τη ri£—1 τη
+ Σ Σ '^2Tìkj;pi(b)(vi,k-,pt)(e')(b) =°, ei = l,...,nilij e Ε. (5.61)

ί=\ Ρί=ηι_ι k=i

Σε μορφή πινάκων η εξίσωση (5.60) γράφεται ως

τη — 1 τη
Φ(ΐΐ, b) = φ(η) + Σ Σ Σ^ρΜ^ρΜ 0 < u < b, (5.62)

ί=1 pt=nt-i k—t

με φ(η,6) = (&j(it,6))™=1, και fjk,Pe(b) = (nk,v,pe(bhVk,2-,pt(b)>· ■ ■ ,%,m;pe(ò)).

Συμπερασματικά, από την εξίσωση (5.62), είναι φανερό ότι ο υπολογισμός των συ­
ναρτήσεων Gerber-Shiu, <foj(u, 6), i,j G Ε, εξαρτάται άμεσα από τις συναρτήσεις των 
Gerber-Shiu στο αντίστοιχο μοντέλο κινδύνου χωρίς την ύπαρξη της στρατηγικής σταθερού 
μερίσματος, φί^(υ), i,j G Ε, οι οποίες μελετήθηκαν εκτενώς στην Ενότητα 5.2, καθώς 
επίσης και από τις λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58), ft,fc;P£(u), 
Pi = n£_i,n^_i +1 ,...,rii — 1, k = m ,ί G E, i G Ε. Επομένως το υπόλοιπο
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μέρος αυτής της ενότητας αφιερώνεται στον υπολογισμό των γραμμικώς ανεξάρτητα λύσεων 
ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58), οι οποίες βρίσκονται με τη βοήθεια των 
μετασχηματισμών Laplace.

Έστω Vij;Pt{s) = /0°° e~sxVij-pe(x)dx να είναι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτη­
σης i>ij-]Pe(u), για ρ( = τΐ£_1; + 1,..., ne — 1, j = l,..., m ,£ G E, i G E. Παίρνοντας
μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (5.58), αφού αντικαταστήσουμε 
την συνάρτηση Vj(u), με την συνάρτηση Vij-Pt(u) βρίσκουμε ότι

ΤΙχ—1 τη 71^—2
= Σ gam-*-i(3)K^)(fci)(o) - Σ °»Σ hni-kt-zWvkj^Ho).

ki=0 k—\,k^i ki=0

Επιπλέον, ορίζουμε \Pi(u) = (yXxPi{u)l(Pi<ni-i), · ■ ·, t>miW(u)l(/,.<nT7i_i)) για pi = nPi_i, 
nPi_i + 1,..., nPi — 1, i G E, να είναι ένας τη y. τη πίνακας όπου οι (μη-μηδενικές) στήλες 
του αποτελούν αποτελούν μερικές του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58). 
Επίσης, θεωρούμε vPi(s) = e~sxvp%(x)dx να είναι ο μετασχηματισμός Laplace του πίνακα 
vPi(u) (όπου τα στοιχεία του πίνακα vPi(u) είναι ολοκληρώσιμες συναρτήσεις). Τότε, με βάση 
τα παραπάνω, η εξίσωση (5.63) γράφεται σε μορφή πινάκων ως

η—1
Aä(s)vPi(s) = ΣΔ*:(3)(νΡί)('*:)(0)> 5R(s) > Οι Pi = Tli-l,Tli_i +l,...,Tli - 1,1 G E,

k=0
(5.63)

με (vA)(fc)(0) = (0)l(pi>A<„i—i)» · ■ - ; ^m,pi (0)l(pi,fc<nm—!)), όπου =

^ E, και A^(s), Δfc(s) είναι οι πίνακες της Ενότητας 5.2.
Τώρα, χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (5.59), η εξίσωση (5.63) απλοποιείται σε

A,s(s)vpi(s) = Api(s)GPi, pi = ni_i,nj_i 4-1,... ,m — 1, * G E, (5.64)

όπου GPi = (eil(ft<ni_i),... ,eml(Pi<nm_i)) ένας πίνακας διαστάσεων mxm. Σημειώνουμε 
ότι για ρζ = 0, GPi ανάγεται στον ταυτοτικό τη χ τη πίνακα, I.

Επιπροσθέτως, ανακλώντας από το Θεώρημα 5.2 το γεγονός ότι ο A^(s) είναι ένας 
αντιστρέψιμος πίνακας, συνεπάγεται ότι η εξίσωση (5.64) γράφεται ισοδύναμα ως

vPt(s) = ■ A =«t-i>ttt-1 + l,---,Tii-I,*'€ E. (5.65)

Αντιστρέφοντας το μετασχηματισμό Laplace της εξίσωσης (5.65), μπορούμε να υπολογίσουμε 
τα στοιχεία του πίνακα vPi(u). Σημειώνουμε ότι ο παραπάνω μετασχηματισμός Laplace
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αντιστρέφεται σε ορισμένες μόνο περιπτώσεις. Μία από αυτές τις περιπτώσεις (η πιο γενική) 
είναι να υποδέσουμε ότι τα μεγέδη των αποζημιώσεων ανήκουν στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών. Έτσι υποδέτοντας ότι οι σ.π.π. των μεγεδών των αποζημιώσεων, fi, για i Ε Ε, 
έχουν μετασχηματισμό Laplace όπως και στην εξίσωση (5.35), τότε κάδε στοιχείο του πίνακα 
A^(s), και συνεπώς και κάδε στοιχείο του αντίστροφου πίνακα A^'1(s), είναι της μορφής 

πηλίκων πολυωνύμων. Συνεπώς, οι μερικές λύσεις Vij-Pl(ix) μπορούν να υπολογισδούν , όταν 
τα μεγέδη των ζημιών ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών, αντιστρέφοντας 
το μετασχηματισμό Laplace της εξίσωσης (5.65) χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών 
κλασμάτων.

Πρόταση 5.4. Έστω η = £)”=1 π* και Km = &j. Εάν οι μετασχηματισμοί Laplace,
fi(s), i E Ε, των μεγεδών αποζημιώσεων έχουν τη μορφή πηλίκου πολυωνύμων όπως και στην 
εξίσωση (5.35), τότε οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού 

συστήματος (5.58), Vij;pt(u) για p( = nPl-i,npi-i + 1,..., ηρι — 1, j = ί,..., πι ,ί Ε Ε, 
ι Ε Ε, δίνονται από τη σχέση

Μ*

Κ„.
ι(u) = ΣaiôiPi(k)erkU + Σ6λά«(l)e~RlU, « > 0,

/=ι
(5.66)

aij',Pe(k) Πί=ι Pkj(rk){A*s(rk) AP[(rk)G Pt)jj

C" Tlj=l,jjik(rk ~ rj) nj=mi(rk + Rj)

k = 1,..., n,

Ri){Ks( Ri)APf( Ri )Gpe)jj

cn(-l)n UU(r3 + Ri) ’
1 = 1,..., Km,

όπου (Afi(s)APe(s)Gpe)ij είναι το (i, j)-στοιχείο του πίνακα Ag(s)APe(s)GPe, καϋώς και rk, 
με SR(rfc) > 0 για k = 1,,.., τι και —Rk, Fe K(-Rfc) >0 για k = 1,..., Km, είναι οι ρίζες της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης det A^(s) = 0.

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας τον αριδμητή και τον παρονομαστή της εξίσωσης (5.65) με 
ΥΙΖι Pki(s) κοα χρησιμοποιώντας την εξίσωση (5.37) έχουμε ότι

vi,i;pe(s)
IìkLi Pki(s)(A%(s)APe(s)GPi)ij

c" ΠΓ=ι (s - a) Π &(s + Ri)
Τώρα, χρησιμοποιώντας την τεχνική των μερικών κλασμάτων, η παραπάνω εξίσωση γράφεται

ως
«(*) XV 771

+Σ
1=1

bjj-.pii 0 

s + Ri
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απ' όπου αντιστρέφοντας ως προς s παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. I

5.4 Ένα Markov-modulated Erlang μοντέλο κινδύνου με δύο καταστά-

Σε αυτή την ενότητα δίνουμε αναλυτικές εκφράσεις για τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu όταν 
το εξωτερικό περιβάλλον είναι μια Μαρκοβιανή διαδικασία με δύο καταστάσεις. Για αυτό τον 
λόγο υποθέτουμε για τη Μαρκοβιανή διαδικασία > 0} που ορίσθηκε στην Ενότητα
5.2 ότι έχει χώρο καταστάσεων το σύνολο {1,2}, δηλ. τη = 2. Σε αυτή την περίπτωση η 
{J(t),t > 0} έχει πίνακα τάσης που δίνεται από τη σχέση

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι ni = 1 και U2 = 2, το οποίο σημαίνει ότι στην κατάσταση 1 οι 
ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων κατανέμονται σύμφωνα με μία εκθετική κατανομή με 
παράμετρο λχ, ενώ στην κατάσταση 2 οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των κινδύνων κατανέμονται 
σύμφωνα με μια Erlang(2, λΐ) κατανομή. Επίσης, θεωρούμε ότι στην κατάσταση 1 τα μεγέθη 
των αποζημιώσεων έχουν σ.π.π. /i(x) = ae~ax, ενώ στην κατάσταση 2 τα μεγέθη των 
αποζημιώσεων έχουν σ.π.π. χ) = ße~f3x, με α,β > 0 και χ > 0. Τότε, με βάση της

παραπάνω υποθέσεις ο πίνακας A^(s) έχει την ακόλουθη μορφή

με 74,i(s) = Xi + ai + δ — cs. Επιπλέον, από το Θεώρημα 5.2, η χαρακτηριστική εξίσωση 
detA^(s) = 0, έχει ακριβώς τρεις 3 ρίζες, η = π(ά) με 3ì(ri) > 0 για i = 1,2,3, ενώ ο 
πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων του πίνακα A^(s) δίνεται από τη σχέση

Επιπλέον, εφόσον fi(x) = ae αχ και = ße @χ, οι πίνακες Δο(λ) και Ai(s), έχουν
την ακόλουθη μορφή

σεις

Λ =
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Ακόμη, στηριζόμενοι στην Πρόταση 5.2 οι πίνακες των αρχικών τιμών 0(0) = {φί^{0))4 ·=1

και 0(ΐ) (0) = 

εξισώσεων

0 0 

02,ι(Ο) 02,2 (0)
υπολογίζονται λύνοντας το ακόλουθο γραμμικό σύστημα

(Α^Δο)[γ1,γ2]0(Ο) + (AJA1)[ri,r2]0(i)(O) + (A|ó))[ri,r2] =0, 

(Α|Δο)[γ1,γ2,γ3]0(Ο) + (Α|Δ1)[γ1,γ2,γ3]0(ι)(Ο) + (AJw)[ri,r2,r3] = 0,

απ’οπου μετά από κάποιες απλές αλγεβρικές πράξεις παίρνομε το ακόλουθο σύστημα 
εξισώσεων

c (c(7ä,2(r2) + 7ä,l(rl)) + nC(^+ró) ^1>1^ + “ι^^,ιί0) + Αι(76,2(γι)2

-^)wi[ri,r2] - λι (c(7i,2(ra) +7w(n)) - n^(|+ri')) ™i(r2) = °· 
(c(7i,2(r2) +7i,2(ri)) - + ^ 02,2(0) + aiA22u;2[ri,r2] = 0,

ù2Cnrifc)^1’l(0) + (c2(7Ä-l(ri) “ S+n) “ “ 2c(À2 + 02 + *)) (c - nlS+n)})

*02, 1(0) - <?(<> - nÆ^))^.i(0) + aM^ + 7Ä,2(n))wi[n,r2] - Aia2cu;i(r2) = 0,
02,2(0)λια</>ι,2(0) .û2CnÄ + c*(T«.i(»l) - - (c2^ - 2c(A2 + a2 + i)) (c -

_C2(C ~ rîrife)^2'2(0) + ^(^(π) - ^)w2[ri,r2] - A22(c - - 0,

~C “ Ujffß+r,)) + λι (^,22(ri) - -ρ+ίϊ) ™i[ri,r2,r3] - (c(75)2(r2)

+7â,2(ri)) - ntSVÎ))Al"l[r2-7'31 + λι(°2 " = °’

-c(c2 - n3_^+r.)) 02,1 (0) + aiA22i;2[n,r2,r3] = 0.

(5.67)
Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας την εξίσωση (5.44) του θεωρήματος 5.4 δίνουμε μια αναλυτική 
έκφραση για τον πίνακα των συναρτήσεων Gerber-Shiu, φ(η) = (u»i,i=1,2·

Πρόταση 5.5. Για τη = 2, η\ — και π2 = 2, εάν τα μεγέθη των αποζημιώσεων f\ 
και /2 είναι εκθετικά κατανεμημένα με παραμέτρους a και β αντίστοιχα, τότε ο πίνακας των 
αναμενόμενων προεξοφλ,ημένων συναρτήσεων ποινής, φ(ν,), δίνεται από τη σχέση

φη = 4E^kßiü(Hi(-^)</,(0)+H2(_w«(0)) +e_Äi"*H3(-Ä<)
^ e=i ' '
+ ^gH4(u), u > 0, (5.68)
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όπου φ(ν) = (<kd(u))iij=i^ και ^(-Re) = {hk,ij(-Re))iJ=v για k = 1,2,3, 2x2 πίνακες 

με στοιχεία

hi,u(-Rt) 

hi,21 {—Re) 

hl,22{-R() 

h2,n{-Re)

— A2 2cß
Πΐ=ι(/3 + n)(ß - Re)

X\a2CCe

hl,12{-Rt) = Ol

Π?=ι(« + *ϊ)(α - Re)'
— Aja (c2R( + 2c(A2 + 02"^ Ó)) λ\(ΡΟί

Πί=ι(α + r»)(<* - Re) nLi(Q + rî)’

h2,n{-Re) = h2,2i( Re) = 0, h2,22{-Re)
Ai (?a

TllM+ ri)(a-Rey

h3,u(-Re)

hz,i2{-Re)

h3,2i{~Re)

h3,22Ì~Re)

XiX^ßwi (u)

Π h(ß + n)(ß-Re)
hi,12(11), 

hi,2l(u),
X1X22 aw2(u)

nL(°+*)(<*-&)

+ ^4,11 (“)

+ hi22(11)

με h^ij(u), i,j = 1,2 va είναι τα στοιχεία του 2x2 πίνακα Η^υ) που δίνονται από τις 
σχέσεις

hi,n(u) = -Ai ^75,22(η) -

X22ß

X2Zß TnTr2TT3Wi(u) - Al
ß + n

Tr2Tr3Wi(u) - Al ( C

c(7i,2(r2) + 7a,2(ri))

X2Zß Tr3U>l(u),

hi,12(11) 

hi,21(11)

hi,22(11)

IlLitf + rOJ-- ^ Λ' UU(ß + n
= ~a,iX22TriTr2Tr3w2(u),

— -Aia2 (λ2 + 7ä>2(ri)) TriTT2Tr3vJi(u) - a2cXiTr2TT3wi(u),

= -λ22 (ls,i(ri) - ΤΤιΤΤ2ΤΤ3ui2(u) - X22 (c - Λΐα--------

V r1+ay \ lli=i(a + r,·,

xTr2Tr3w2(u) +
Πί=ΐ(α + ri

:TT3w2(u),

ενώ oi 2 X 2 πίνακες των αρχικών τιμών 0(0) και 0(ι)(Ο) υπολογίζονται λύνοντας γραμμικό 
σύστημα των εξισώσεων (5.67).

Στη συνέχεια θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής σταθερού μερίσματος σε ένα επίπεδο 
b, η οποία αναλύθηκε διεξοδικά στην Ενότητα 5.3. Τότε, σύμφωνα με την εξίσωση (5.62) ο 
πίνακας των αναμενόμενων προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής, φ(ιι, b), για το Markov-
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modulateci Erlang μοντέλο κινδύνου με δύο καταστάσεις, δίνεται από τη σχέση

φ(η,6) = φ(ύ) + vito(u)f}ifi(b) + v2ß(u)fj2ß(b) + v2,i(u)fj2,i{b), 0 < u < b, (5.69)

όπου τα διανύσματα ϋι,ο(ω) = (ui,i;o(u)>^2,i:o(u))T, v2,o(u) = (t>i,2;o(u),^2,2;o(u))T 
και v2ji(u) = (gii2;i(u), υ2ι2;ι(ιζ))Τ είναι οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του ομογενούς 

ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (5.58) για m = 2, ni = 1 και η2 — 2, ενώ τα 
διανύσματα ί}ι,ο(6) = (rçi,i;o(6),T?i.2;o(&)), *72,0{b) = (%,ΐ;θ(6),ΐ72,2;θ(6)), και 172,1(6) = 
(ι?2,ΐ;ΐ(6),772,2; 1 (6)) μπορούν να βρεθούν ως λύσεις του συστήματος (5.61). Επιπλέον, 
χρησιμοποιώντας την Πρόταση 5.4, οι προαναφερόμενες γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του 
συστήματος (5.58), βρίσκονται με βάση την εξίσωση (5.66), όπου οι συντελεστές aij-pi(k) 
και b^j-pl(Î) υπολογίζονται, όταν fi(x) — ae~ax και f2(x) = ße~ßx, ο, β > 0, χ > 0, από 

τις σχέσεις

(η + a) (rie + ß)(A}(rk)APe(rk)GPi)id

bi,j;Pt{l) —

c3 U3j=uMrk - rij=i(rfc + Ri)

(a - Rt)(ß - ϋ,)(Α;(-^)ΔΛ(-Λ,)0Λ

k = 1,2,3, p\ = 0, p2 = 1) 1,2

(5.7

^Π?=ι(^ + γ,)Π,2=^(Λ/-^) l = 1,2, Pi =0, P2 =1, i = 1,2,

με

\*( ΊΛ l If1 _ I aiÜ2C ~ (7^(S) ~ M) ai (c2^ - 2c76,2(0))

Ä S 0 S 0 ^ <*2C (74.1(e) - - λ2 - 74.2(a)) (74.1(a) - £§) (c?s - 2cjst2(0)) ) ’

και

Αϊ(β)Δι(*)<3ι
0 a\(?
0 (τί,.ω-ès)«2

Τέλος, προκειμένου να γίνουν τα αποτελέσματα των Ενοτήτων 5.2 και 5.3 περισσότερο 
κατανοητά, στη συνέχεια δίνουμε, σύντομα, κάποια αριθμητικά παραδείγματα. Γι' αυτό το 
σκοπό θεωρούμε το σύνολο των παραμέτρων: α = 1, β = 2, λι = 0.3, λ2 = 0.7, c = 
5, αι = |, α2 = I και δ — 0.02. Τότε, η Μαρκοβιανή διαδικασία {J(t),t > 0} έχει πίνακα 

τάσης
( -1/3 1/3 \
V 2/3 -2/3 y ’

και αρχική κατανομή ττ = (|,|). Επιπλέον για τις παραπάνω προεπιλεγμένες παραμέτρους 

τα μεγέθη των ζημιών, για κάθε μία από τις δύο καταστάσεις της Μαρκοβιανής διαδικασίας, 
έχουν μετασχηματισμούς Laplace που δίνονται από τις σχέσεις /i(s) = f2(s) =

s > 0.2
s-f-2
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Παράδειγμα 5.1. [Ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας] Έστω w(s,t) — 
1. Τότε, οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, φί^(η), i,j — 1,2, της εξίσωσης (5.5), ανάγονται 
σε Ef(e_l5'rl(7’<oo),j,(7’)=j)l^(0) — u)> που είναι οι μετασχηματισμοί Laplace του χρόνου 

χρεοκοπίας Τ στο σημείο δ, τους οποίους θα συμβολίζουμε με ipij(u). Επιπλέον για το 
σύνολο των παραμέτρων που ορίσθηκε προηγουμένως, ο πίνακας Ag(s) δίνεται από τη σχέση

Aä(s) =
0.65333 -5s- 0.3 _ 1

s+1 3
-1.39111 + fs (1.38666 - 5s)2 - 2|§

Βασιζόμενοι στον παραπάνω πίνακα, η χαρακτηριστική εξίσωση det A^(s) = 0, έχει ακριβώς 
τρεις πραγματικές δετικές ρίζες τγ = 0.00420, r2 = 0.21372, r3 = 0.40351 και δύο αρνητικές 
πραγματικές ρίζες —Ri = 0.94372, — R2 = 1.99238.

Έστω <p(u) = SP(i)(0) = [ψ'ίά{0)l(i<ni-i))ij=1)2 να είναι οι πίνακες των
αρχικών τιμών του μετασχηματισμού Laplace του χρόνου χρεοκοπίας. Αρχικά χρειαζόμαστε 
να υπολογίσουμε τους πίνακες φ(0) και <Ρ(ΐ)(0). Εφόσον για w(s,t) = 1, wì(u) — Fi(u), 
Wi(s) = TsFi(0), i € E, TTkwi(u) = TTkw2(u) = k = 1,2,3, λύνοντας το
γραμμικό σύστημα (5.67) βρίσκουμε ότι

<ρ(0)
0.05628 0.000123
0.006974 0.003813

και ¥>(ΐ)(0) 0 0 

-0.006529 -0.00759

Τέλος, αντικαθιστώντας w(x,y) — 1 στην εξίσωση (5.68) της Πρότασης 5.5, ο πίνακας των 
μετασχηματισμών Laplace του χρόνου χρεοκοπίας βρίσκουμε ότι είναι της μορφής

/ \ = / 0.05628 0.66067 x ΙΟ“5 λ ^0,94372η+ ί -0.15481 χ ΙΟ"5 0.00012 λ
1 0.00702 0.82391 χ IO“5 ) ^ -0.000051 0.00381 ) 6

φορ u > 0.
Τώρα, "θεωρούμε την προαναφερόμενη στρατηγική σταθερού μερίσματος σε ένα επίπεδο 

b>u. Για w(x,y) = 1, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, b), i,j = 1,2, της εξίσωσης
(5.46), ανάγονται σε ΙΕ^(e—l(T'6<oo),>r(Ti,)=j)I^ί>(0) = u), που είναι οι μετασχηματισμοί 
Laplace του χρόνου χρεοκοπίας Τ& στο σημείο δ, κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής 
σταθερού μερίσματος, τους οποίους "θα συμβολίζουμε με pij(u,b). Επιπλέον θεωρούμε 
<p(u, 6) = b))ij_1 2 να είναι ο πίνακας των προαναφερόμενων συναρτήσεων. Με βάση
την εξίσωση (5.69), αρχικά χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τα διανύσματα üi,o(u), v2to(u) 
και v2ti(u). Θεωρώντας το επίπεδο 6 = 4, αντικαθιστώντας το προεπιλεγμένο σύνολο των
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παραμέτρων στην εξίσωση (5.70) και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (5.66), βρίσκουμε ότι

ί 0.58665 \ eo.oo420u + ( 0-59672 \ ^0.2ΐ372ιι + ( -0.12795 λ ^0.40351«
\ 0.58710 ) \ -1.1859 ) \ 0.60570 )

_ ί 0.05542 \ e_o.94372u _ / 0.62926 Χ 10 6 \ ^_ι.99238μ 
y 0.00691 J \ -0.00002062 J

ί 0.46646 λ eo.oo420u + ( -0.60148 \ eo.2i372u + ( 0.13897 \ eo.4035iu 

\ 0.46681 ) \ 1.19533 ) \ -0.65786 /

_ / 0.003831 \ e_o.94372u _ ί 0.00011609 λ 1.99238«

y 0.000478 ) y 0.0038022 )

_ ( 0 84739 \ eo.oo420u + ί 1·7641 \ ^0.21372« + ί -0.91936 \ eo.4035i«

y 0.84803 ) y -3.5059 J y 4.3521 J

+ ( 0.0025569 \ e_0.94372„+ ( 0.00004557 \ e_L99238u 
y 0.0003192 J y 0.0014928 J

Ακόμη, αντικαθιστώντας τον πίνακα φ(η), που υπολογίσαμε παραπάνω, και τα διανύσματα 

Vi,o(u), V2,o(u), V2,i(u) στην εξίσωση (5.61), λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων που 
προκύπτει από τις παραπάνω αντικαταστάσεις, έχουμε ότι

ϊ7ι,ο(4) = ( 0.15820 0.0001636 ) , η2,ο(4) = ( 0.16414 -0.0000831 ) ,

ή2,ι(4) = ( 0.0027950 0.07128 x 10"5 ) .

Τέλος, χρησιμοποιώντας την εξίσωση (5.69), βρίσκουμε για 6 = 4 ότι

vi,o(u)

V2fi{u)

V2,i (ω)

¥>(Μ) ί 0.16701 0.00004983 λ ^ο.00420« ί 0.0006093 0.00016296 \ ^o.2i372îi1 0.16713

0.00004987 ) 1
-0.0012109

—0.00032384 ) 6/ -0.21631 x IO“5 -0.000040587 \ 0 403Sla 
y 0.00001024 0.00019166 J 6

/ 0.046892 -0.21247 x IO“5 \ _0.94372u ( -0.0000205 0.000116 \
+ y 0.005853 -0.26520 x IO“6 )6 + \ -0.0006739 0.003812 J

xe-1.99238u

για 0 < u < 4.

Παράδειγμα 5.2 (Η πιθανότητα χρεοκοπίας). Έστω w(s,t) = 1 και ó = 0. Τότε, 
οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φ^{υ), i,j = 1,2, που ορίσθηκαν στην εξίσωση (5.5), 
ανάγονται στις πιθανότητες χρεοκοπίας Ε,(ΐ('Γ<οο)ί^-Γ)=:ι·)|{7(0) = u) = Ρ»(Τ’ < οο, J(T) —
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j\U(0) = it), τις οποίες θα συμβολίζουμε με ipij(u). Για δ = 0, και για το ίδιο σύνολο των 
παραμέτρων όπως και στο Παράδειγμα 5.1, ο πίνακας Aq(s) δίνεται από τη σχέση

Α„Μ= ( °633333 — 58“S “S )

' 1 I -1.377778 + f s (1.366666667 - 5s)2 - )

Συνεπώς, η χαρακτηριστική εξίσωση detAo(s) = 0 έχει τις ακόλουθες ρίζες ιγ = 0, Γ2 = 
0.20955, Γ3 = 0.39963, —R\ — 0.94349, —R2 — 1.99235. Επιπλέον, οι πίνακες των αρχικών 
τιμών ^(0) = (^j(0))ij=12 και ι)(0) = (^(0)1(ι<„,-ΐ))^=1ι2 αποτελούν λύσεις του 
συστήματος (5.67), απ' όπου παίρνουμε ότι

Φ(0) =
ί 0.056506 0.00012368 \1 και V»(i)(0) = j 0

° )1 0.0070304 0.0038263 J , -0.0065793 -0.0076225 /

Έχοντας υπολογίσει τους πίνακες -0(0) και "0(1) (0), τότε από την εξίσωση (5.68) της 
Πρότασης, βρίσκουμε για u > 0 ότι

. ,u) = ( 0-05651 0.6663 x 10~5 λ e_0.94349„+ ( -0.15687 χ ΙΟ"5 0.000117 \
1 ^ 0.007082 0.8351 χ 10~6 ) \ -0.00005128 0.003825 ) 6

Τώρα, -θεωρούμε την ύπαρξη της προαναφερόμενης στρατηγικής σταθερού μερίσματος στο 
επίπεδο 6. Τότε, για w(x, y) = 1 και <5 = 0, οι συναρτήσεις Gerber-Shiu, 0ij(u, b), i,j = 1,2, 
που ορίσθηκαν στην εξίσωση (5.46), γίνονται Ei(l(Tb<oo),j(T6)=j)!^6(0) — u) = Fi (Tb < 
00, J(Tb) = j\Ub(0) — u), που είναι οι πιθανότητες χρεοκοπίας κάτω από την ύπαρξη 

της στρατηγικής σταθερού μερίσματος, τις οποίες θα συμβολίζουμε με ipitj(u,b). Ακόμη 
έστω ψ(η,δ) = (-^(u,6))iJ=12· Με βάση την εξίσωση (5.69), αρχικά χρειαζόμαστε να 
υπολογίσουμε τα διανύσματα ϋΐβ(υ,), V2to(u) και V2,i(u), όπου για 6 = 4, από την εξίσωση 
(5.66), βρίσκουμε ότι

vi,o(u)

V2,o(u)

ί 0.58727 A + / 0.59626 \ eo.20955« + ί -0.12764 \ ^0.39963,
\ 0.58724 ) ^ -1.1849 ) \ 0.60469 )

_ ί 0.055888 A e_o.94349u _ ί 0.63621 Χ 10 6 \ e_i.g9235u 
\ 0.007004 ) ^ 0.000020806 )

ί 0.46304 \ + ( -0.59396 λ ^0.20955, + ί 0.13491 \ ^0.39963« \ 0.4630401 ) ^ 1.1804 J -0.63912 )
_ ( 0.0038700 \ e—0.94349, _ ( 0.00011677 λ 

y 0.00048499 J ^ 0.0038174 )
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V2,l(u) = ί -0.84705 \ 
y -.847026 )

1.7619 \ eo.20955u _|_ f -0-91749 A ^0.39963« 

-3.5014 J \ 4.3466 )

f 0.0025970 A —0.94349« / 0.000045989

y 0.00032546 J 6 +\ 0.0015035

g—1.99235«

Αντικαθιστώντας τον πίνακα ψ{ιι), που υπολογίσαμε παραπάνω και τα διανύσματα £1^0(11), 
V2ß(u), v2ìi{u) στην εξίσωση (5.61) και λύνοντας το σύστημα που προκύπτει, έχουμε ότι

τ?ι,ο(4) = ( 0.93711 0.00017835 ) , »72,ο(4) = ( 0.98252 -0.000093865 ) ,

?72,ι(4) = ( 0.014101 0.88560 x 10~5 ) .

Τέλος, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσματα και την εξίσωση (5.69), για 0 < u < 4 

βρίσκουμε ότι

ip(u, 4)
/ 0.99334 0.000053776

\ 0.9933405 0.000053776

/ 0.000026885 0.00017770 \ 0.20955«

^ -0.000053430 -0.00035314 ) 6

ί -0.25918 x ΙΟ”5 -0.000043553 \ 0 39963„ 
\ 0.000012279 0.00020633 ) 6

+
0.00036854 -0.29182 x ΙΟ-5
0.000046185 -0.36570 χ ΙΟ“6

g—0.94349«

+
-0.00011624 0.00011703 

-0.0038002 0.0038259
g—1.99235«
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Κεφαλαίο 6

Η ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ 

ΠΛΕΟΝΑΣΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΟ ΚΛΑΣΣΙΚΟ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΕ ΑΠΑΙΤΗΣΕΙΣ ΠΟΪ 

ΕΜΦΑΝΙΖΟΥΝ ΧΡΟΝΙΚΗ ΥΣΤΕΡΗΣΗ ΚΑΙ ΜΕ 

ΕΝΑΝ ΟΡΟ ΔΙΑΧΥΣΗΣ

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάμε μια επέκταση του κλασσικού μοντέλου με απαιτήσεις που 
εμφανίζουν χρονική υστέρηση, το οποίο ορίσθηκε στην Ενότητα 1.6, εισάγοντας έναν 
όρο διάχυσης. Όπως τονίσθηκε στο Κεφ. 3, με την εισαγωγή αυτού του έξτρα όρου 
διάχυσης στη διαδικασία πλεονάσματος, επιτυγχάνουμε μια πιο ρεαλιστική μοντελοποίηση 
ενός χαρτοφυλακίου κινδύνων, και αυτό διότι ο όρος διάχυσης αντικατοπτρίζει την τυχόν 
μεταβλητότητα του στα ασφάλιστρα, το ύψος των αποζημιώσεων και σε άλλα οικονομικά 
μεγέθη που εμπλέκονται στην τιμολόγηση των ασφαλιστηρίων συμβολαίων.

Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος με έναν όρο διάχυσης μελετήθηκε από πολλούς 
τόσο για το κλασσικό, όσο και για το ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας. Για τη 
βιβλιογραφία όσον αφορά στη διαδικασία πλεονάσματος με έναν όρο διάχυσης παραπέμπουμε 
στην εισαγωγή του Κεφ. 3.

Επιπλέον, τονίζουμε ότι ενώ στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας, σε κάθε 
εμφάνιση μιας αποζημίωσης, η διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται, στο κλασσικό μοντέλο 
με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση, σε κάθε εμφάνιση μιας αποζημίωσης, η 
διαδικασία πλεονάσματος ενδέχεται να μην ανανεώνεται. Αυτό οφείλεται στην υπόθεση ότι 
σε κάθε χρονική περίοδο εμφανίζονται δύο είδη ζημιών: οι κύριες ζημιές (main claims)
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και οι δευτερεύουσες ζημιές (sub-claims), όπου ο χρόνος εμφάνισης των δευτερευουσών 
ζημιών μπορεί να εμφανίζει χρονική υστέρηση σε σχέση με το χρόνο εμφάνισης των κύριων 
ζημιών. Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με χρονική υστέρηση η μελέτη διαφόρων 
μέτρων κινδύνου, όπως η πιθανότητα χρεοκοπίας, η κατανομή του πλεονάσματος πριν τη 
χρεοκοπία κ.α., περιλαμβάνονται στους Yuen , Guo και Ng (2005), Stabile και Torrisi 
(2008). Πρόσφατα οι Xie και Zou (2011) μελέτησαν για το συγκεκριμένο μοντέλο την 
συνάρτηση των Gerber-Shiu αποδεικνύοντας ότι η συνάρτηση Gerber-Shiu ικανοποιεί μια 
ανανεωτική ελλειμματική εξίσωση.

Τέλος, αξίζει να σημειωθεί ότι μία από τις πρακτικές εφαρμογές του συγκεκριμένου 
μοντέλου είναι η μοντελοποίηση χαρτοφυλακίων με ζημιές τύπου IBNR (Incurred But Not 
Reported). Στα ασφαλιστικά χαρτοφυλάκια, στην πράξη, συχνά υπολογίζονται τα λεγάμενα 
’εξισορροπητικά αποθέματα’ τα οποία αφορούν σε ζημιές για τις οποίες ο αναλογιστής πιστεύει 
ότι έχουν εμφανισθεί αλλά δεν έχουν δηλωθεί ακόμη στην εταιρία. Αυτού του είδους οι ζημιές 
ονομάζονται ζημιές τύπου IBNR. Ο υπολογισμός επαρκών αποθεματικών για χαρτοφυλάκια 
με τέτοιου είδους ζημιές είναι ένα σημαντικό θέμα για έναν ασφαλιστικό οργανισμό.

Η δομή του συγκεκριμένου κεφαλαίου συνοψίζεται ως εξής: Στην Ενότητα 6.1 δίνουμε 
μια λεπτομερή περιγραφή της στοχαστικής διαδικασίας πλεονάσματος για το κλασσικό 
μοντέλο με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση και με έναν όρο διάχυσης, καθώς 
επίσης τις υποθέσεις και τον συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε. Στην Ενότητα 6.2, 
εισάγουμε τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu και αποδεικνύουμε ότι ικανοποιούν κάποιες 
ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις. Στην ίδια ενότητα, δείχνουμε τον τρόπο με τον 
οποίο οι προαναφερόμενες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις λύνονται, απ' όπου παίρνουμε 
αναλυτικά αποτελέσματα για τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής. Επιπλέ­
ον, στηριζόμενοι στα παραπάνω αποτελέσματα, δίνουμε αριθμητικά αποτελέσματα για την 
πιθανότητα χρεοκοπίας. Στην Ενότητα 6.3 εισάγουμε το προαναφερόμενο μοντέλο κάτω από 
την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων και δείχνουμε ότι οι συναρτήσεις των 
Gerber-Shiu (κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων) ικανοποιούν 
ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων με συγκεκριμένες οριακές συνθήκες. Η 
λύση του προαναφερόμενου ολοκληρο-διαφορικού συστήματος βρίσκεται θεωρώντας ένα 
σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Volterra δευτέρου είδους, το οποίο λύνεται 
με βάση τα αποτελέσματα της Ενότητας 6.2. Στην ίδια ενότητα, χρησιμοποιώντας τη 
λύση του προαναφερόμενου ολοκληρωτικού συστήματος τύπου Volterra δίνουμε αναλυτικά 
αποτελέσματα για τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu. Τέλος, προκειμένου να δείξουμε 
πως η παραπάνω μέθοδος εφαρμόζεται πρακτικά, δίνουμε αριθμητικά αποτελέσματα για την 
πιθανότητα χρεοκοπίας.
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6.1 Περιγραφή του μοντέλου

Έστω ότι η διαδικασία πλεονάσματος κατά το χρόνο έ, δίνεται από τη σχέση

U(t) — u + et — S(t) + aB(t), u>0, (6.1)

όπου u είναι το αρχικό απόθεμα, e είναι τα ασφάλιστρα στη μονάδα του χρόνου, (S(f)}g0 

είναι η διαδικασία των σωρευτικών αποζημιώσεων και (ß(i)}g0 είναι μια διαδικασία Wiener 
(ή κίνηση Brown) με μέσο 0 και διακύμανση σ2, σύμφωνα με τον Ορισμό 3.1. Σε αυτό 
το κεφάλαιο υποθέτουμε ότι η διαδικασία S(t) είναι μια σύνθετη διαδικασία Poisson από 
την οποία κατά τους χρόνους επέλευσης των ζημιογόνων ενδεχομένων εμφανίζονται δύο είδη 
αποζημιώσεων (ζημιών): οι κύριες και οι δευτερεύουσες. Έστω {Ν(έ)}£ξ0 η στοχαστική 
διαδικασία του αριθμού των ζημιών για την οποία υποθέτουμε ότι είναι μια διαδικασία Poisson 
με παράμετρο λ > 0 και ενδιάμεσους χρόνους {Τ)}“0, με Το — 0, οι οποίοι (βλ. Θεώρημα 
1.3) κατανέμονται εκθετικά με παράμετρο λ. Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι {Χ*}“! και {Υ}^ 
είναι δύο ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνομων θετικών τ.μ. που περιγράφουν τα μεγέθη των 
κύριων ζημιών και των δευτερευόντων ζημιών, αντίστοιχα. Θεωρούμε οτι η τ.μ. Χχ έχει σ.κ. 
F\(x) = Ρ(Χ < χ), σ.π.π. /i(ar), μέσο Ε(Χ) = μχ, ενώ η τ.μ. Υ έχει σ.κ. Q[x) = Ρ(Υ < y), 
σ.π.π. q(x) και μέση τιμή Ε(Υ) — μς.

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι κατά την εμφάνιση του ενδιάμεσου χρόνου άφιξης, Τμ της 
διαδικασίας Poisson μία κύρια ζημιά, Xi, εμφανίζεται η οποία επιφέρει την εμφάνιση και μιας 
δευτερεύουσας ζημιάς Yj. Η δευτερεύουσα ζημιά Y μπορεί να εμφανισθεί ταυτοχρόνως με την 
κύρια ζημιά Xi, με πιθανότητα θ, ή να εμφανισθεί με χρονική υστέρηση κατά τον χρόνο Τχ+χ 

με πιθανότητα 1 — 0. Όταν η εμφάνιση της δευτερεύουσας ζημιάς Y δεν είναι ταυτόχρονη 
με την εμφάνιση της ζημιάς Xj, αλλά καθυστερεί μέχρι το χρόνο Τ+ι, υποθέτουμε ότι η 
δευτερεύουσα ζημιά Y είναι ανεξάρτητη από την κύρια ζημιά Χ»+ι· Σημειώνουμε ότι όταν 
εμφανίζεται ταυτόχρονα μια κύρια και μια δευτερεύουσα ζημιά, τότε το μέγεθος της συνολικής 
ζημιάς που προκύπτει έχει σ.κ. την συνέλιξη των σ.κ. F και Q την οποία συμβολίζουμε με 
F3(x) = (Fi *Q)(x), και σ.π.π. f2(x). Επίσης όταν εμφανίζονται μαζί μια κύρια ζημιά και μια 
δευτερεύουσα, ενώ ταυτόχρονα έχουμε και την εμφάνιση μιας άλλης δευτερεύουσας ζημιάς (η 
οποία έχει καθυστερήσει να εμφανισθεί κατά τον προηγούμενο χρόνο άφιξης της διαδικασίας 
Poisson) τότε θα συμβολίζουμε την σ.κ. αυτής της ζημιάς με Ρ3(χ) — (Ρχ * Q * Q)(x), και 
την σ.π.π. με f3{x).

Επομένως, με βάση τα παραπάνω, η συνολική διαδικασία των σωρευτικών αποζημιώσεων 
δίνεται από τη σχέση

m
S(t) = J^Xi + F(i), ί>0, (6.2)

2=1

όπου {JV(i)}~0) (Xifêi όπως ορίσθηκαν παραπάνω και (Τ(ί)})Τ0 μια στοχαστική διαδικα­
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σία που εκφράζει το άθροισμα όλων των υπο-ζημιών Yj που εμφανίζονται πριν από το χρόνο 
t. Ακόμη, θεωρούμε ότι οι διαδικασίες {5(i)}g0 και {-Β(ί)}^0 είναι αμοιβαίως ανεξάρτητες 
μεταξύ τους.

Τέλος για την επάρκεια των ασφαλίστρων ισχύει η ακόλουθη συνθήκη, γνωστή ως 

περιθώριο ασφαλείας
c > λ(μι + μ9). (6.3)

6.2 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu στο κλασσικό μοντέλο με χρονική 
υστέρηση και έναν όρο διάχυσης

Στην ενότητα αυτή μελετούμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το 
κλασσικό μοντέλο με χρονική υστέρηση και έναν όρο διάχυσης, όπως ορίσθηκε από τις 
σχέσεις (6.1)-(6.2). Αρχικά θα δείξουμε ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής 
ικανοποιεί ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης, μέσω του οποίου 
και με τη βοήθεια των μετασχηματισμών Laplace θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση των Gerber- 
Shiu ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση, η λύση της οποίας προκύπτει με βάση 
το Θεώρημα 1.9.

Έστω T = inf{i > 0 : U(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας και για δ > 0, ορίζουμε την 
αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το κλασσικό μοντέλο με χρονική υστέρηση 
και έναν όρο διάχυσης ως

φ{η) = E(e~STw(U(T-), |t/(T)|)l(r<oo) |C7(0) =u), u > 0,

με φ(0) = 1, λόγω της μεταβλητότητας που παρουσιάζει η διαδικασία V(t) η οποία οφείλεται 
στην ύπαρξη της διαδικασίας Wiener. Επίσης, -θεωρούμε πως δ είναι η ένταση ανατοκισμού, 
ί/(Τ—) το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, \U(Τ)| το έλλειμμα κατά τη χρεοκοπία,, Τ— το 
αριστερό όριο του T, w: [0, οο) x (0, οο) —> [0, οο) παριστά τη συνάρτηση ποινής και 1(.) 
μια δείκτρια συνάρτηση. Όπως είναι ευρέως γνωστό [βλ. Ορισμό 1.6] η αναμενόμενη 
προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής περιέχει (ως ειδικές περιπτώσεις) πολλά μέτρα κινδύνου 
που σχετίζονται με το χρόνο χρεοκοπίας.

Προκειμένου να δείξουμε ότι η συνάρτηση Gerber-Shiu ικανοποιεί ένα ολοκληρο­
διαφορικό σύστημα εξισώσεων δεύτερης τάξης, ας δούμε πρώτα τη συμπεριφορά της 
διαδικασίας πλεονάσματος {ί/(ί)}*Σ0 κατά την εμφάνιση του πρώτου ενδιάμεσου χρόνου 
άφιξης της διαδικασίας Poisson. Κατά το χρόνο 7\ έχουμε τα ακόλου-θα δύο ενδεχόμενα: 
(α) εμφάνιση μιας κύριας ζημιάς Χ\ και μιας δευτερεύουσας ζημιάς Υ\ κατά την ίδια χρονική 
περίοδο, με πιθανότητα θ, και η διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται και (β) κατά τη χρονική 
στιγμή Τι εμφανίζεται μια κύρια ζημιά Αχ, ενώ η δευτερεύουσα ζημιά Υχ καθυστερεί την
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εμφάνισή της για μια χρονική περίοδο, δηλ. εμφανίζεται τη χρονική στιγμή με πιθανότητα 
1 — 6, και η διαδικασία πλεονάσματος δεν ανανεώνεται. Έτσι όσον αφορά στο ενδεχόμενο (β) 
■θεωρούμε μια νέα διαδικασία πλεονάσματος στην οποία αντί της ταυτόχρονης εμφάνισης μιας 
κύριας και μιας δευτερεύουσας ζημιάς, υποθέτουμε ότι εμφανίζονται ταυτόχρονα μια κύρια 
ζημιά και δύο δευτερεύουσες ζημιές. Τότε, η νέα διαδικασία πλεονάσματος ανανεώνεται, 
ενώ θεωρούμε ότι σε αυτή τη διαδικασία πλεονάσματος αντιστοιχεί μια νέα, βοηθητική, 
αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής την οποία συμβολίζουμε με φι(ν,). Πριν 
προχωρήσουμε στην απόδειξη του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος δεύτερης τάξης για τις 
αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής, δίνουμε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες 
κάτω από τις οποίες οι φ{υ) και φι(η) είναι συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς 

u.

Λήμμα 6.1. Έστω ότι οι συναρτήσεις fi(x), q(x) και wk(u), k = 1,2,3, ei'ναι συνεχείς και 
δύο φορές παραγωγίσιμες στο [Ο,οο), με

ΓΟΟ /»ΟΟ

vJk{x) = ] w(x,y - x) fk{y)dy = J w (x,y) fk{x + y) dy, k = 1,2,3. (6.4)

Τότ€, οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής, φ(υ) και φι(ν) eivai συνεχείς και 
δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς u στο (0, οο).

Απόδειξη. Για a > 0, θεωρούμε τον τυχαίο χρόνο ka — inf{s : \B(s)\ = α} που παριστά το 
χρόνο που απαιτείται μέχρι η στοχαστική διαδικασία {Β(ί)}“0 να φτάσει για πρώτη φορά 
στο επίπεδο α. Επιπλέον, για x G [—α, α], ορίζουμε τις βοηθητικές συναρτήσεις

Η(α, t,x) —
\/2πί .

( (x + ika)2
1 exp

21 — exp
(χ — 2 α + 4 ka)1

21

Ηα·ι) = ((« + D-ρ

α2(4Α: — I)2
k=—οο

-(4 k - 1) exp

α2(4 k +1)2

21
+ (4 k — 3) exp

a2(4fc — 3)2

21

21

Από τη μορφή των παραπάνω συναρτήσεων είναι εύκολο να δούμε ότι η συνάρτηση h(a,t) 
τουλάχιστον δυο φορές παραγωγίσιμη ως προς α και ί, ενώ η συνάρτηση Η(α,ί,χ) είναι 
τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμη ως προς α, t και χ. Ακόμη, από τους Revuz και Yor 
(1991) [σελ. 105-106], ισχύει ότι

P {B(s) e dx, ka > s) = H (a, s, x)dx, P {ka G ds) — h(a, s)ds.
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Επιπλέον, θεωρούμε τον τυχαίο χρόνο ku/a Λ Τχ. Τότε, συγκρίνοντας τους χρόνους ku/„ και 
Τχ, και λαμβάνοντας υπόψη τη συμπεριφορά της διαδικασίας πλεονάσματος {U(ί)}£70 (που 
περιγράφηκε αναλυτικά παραπάνω) έχουμε ότι

φ(η) = Ε [ε~δ^φ(η + cku/<T + aB{ku/<T))l(K/a<Tl))

+ΘΕ[β~*τ'φ{υ, + cTx + σΒ(Τχ) - Χχ - Υι)^,.^)]

+(1 - 0)Ε\é~STlφι {u + cT1 + σΒ(Τχ) - 

= Jl(u) + J2(u) + Js(u).

Τώρα, χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή της απόδειξης του Θεωρήματος 3.1 των 
Wang και Wu (2000), έχουμε ότι

J\[u) E[e u^aΦ{ν·-\-cku/a-\-crB(ku/a)')]-(kjii<r<Ti)]-(B{ku/c,)=ku/a)\

+Ε [ε~δ^σφ(η + cku/a + <rB(ku/<T))l(ku/a<Tl)l(B{kv/<r)=-ku/a)]

— \ [ [</>(2n + et) + </>(ci)]/ι,t\dt,
2 Jq \σ J

[00 [u/σ . . r [U+cs+σχ
Ji{u) = 6J Xe~(x+^s J H\^—,s,xj^J φ(υ. + es + σχ — y)dF2{y)

+W2(u + es + ax)j dxds, 

και

/•oo [u/σ . . [U+cs+σχ
J3(u) = (1 — Θ) J \e~(x+s^sds J Hy—,s,xjdx^J φι{ιι+esσχ — y)dF\(y)

+W\ (u + es + σχ) j .

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής στα ολοκληρώματα Ji(u), Mu) και Mu) προκειμένου 

να απαλείψουμε το u από τις συναρτήσεις φ, και φχ στα παραπάνω ολοκληρώματα και 
ανακαλώντας ότι φ(υ) = Ji{u) + Mu) + Mu)> Ά αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση 

ποινής φ(η) γράφεται ως

φ(η) = ί £°6-(χ+δΜ(ά)Η(^^^ί + ^ JJ°e-(x+Wz-2u^(z)hQ,Ì-^)dz,

roc ru/σ /u \ Γ Τ+θ J Xe~(x+Sïs J Ηs,xJ\Z(u + cs + σχ) + W2(u + es + ax)^dxds

reo ru/σ . . -,

+(1 — θ) J Xe~(x+Ó)s J H{^—,s,xJ^Zi(u +cs + σχ) + wi(u +cs + σχ)^άχάβ,

με Z(u) = /“ ψ(ζ)/2(η - z)dz και Zi(u) = /“ ψχ(ζ)/χ(ιι - z)dz.
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Από τη μορφή της παραπάνω εξίσωσης για τη φ(ν), προκύπτει ότι η προαναφερόμενη 
συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστημα [Ο,οο). Επιπλέον, ανακαλώντας ότι οι συναρτήσεις h 
και Η είναι τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμες καθώς επίσης και ότι, από την υπόθεση, 
οι συναρτήσεις /ι, /2, ινχ, wi είναι δύο φορές παραγωγίσιμες, έπεται ότι οι συναρτήσεις Ζ(ν) 
και Ζ\(υ) είναι επίσης συνεχείς και δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς u. Τότε, με βάση τα 
παραπάνω έχουμε ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής φ, είναι συνεχής και 
δύο φορές παραγωγίσιμη στο (Ο,οο).

Τέλος, για την απόδειξη της παραγωγισιμότητας της «βοηθητικής» αναμενόμενης προε- 
ξοφλημένης συνάρτησης ποινής φι(υ,) στο (Ο,οο) εφαρμόζουμε την ίδια ακριβώς μεθοδολογία 
όπως και στην απόδειξη της φ(ν). Ως εκ τούτου η απόδειξη για την φ\(υ) παραλείπεται. I

Έχοντας δείξει ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu είναι συνεχείς και δύο φορές 
παραγωγίσιμες στο (Ο,οο), είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε ότι οι φ{υ) και φ\(ν) ικανοποιούν 
ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης, όπως δίνεται από το παρακάτω

Θεώρημα 6.1. Για u > 0, οι αναμενόμενες προεξοφλημενες συναρτήσεις ποινής, φ{υ) και 
φ\(υ), ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων

όπου Wk(u) δίνεται από την εξίσωση (6.4).

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε το σύστημα των οκληρο-διαφορικών εξισώσεων της σχέσης 
(6.5), πρώτα παρατηρούμε ότι η διαδικασία πλεονάσματος που δίνεται από τις σχέσεις 
(6.1)-(6.2), μπορεί να θεωρηθεί σαν μια Μαρκοβιανή διαδικασία συνεχούς χρόνου με δύο 
καταστάσεις. Έτσι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι όταν η διαδικασία βρίσκεται 
στην κατάσταση 1, τότε εμφανίζονται ταυτόχρονα μία κύρια ζημιά μεγέθους Xi και μια 
δευτερεύουσα ζημιά μεγέθους Yi, ενώ στην κατάσταση 2 εμφανίζεται μόνο μια κύρια ζημιά 
μεγέθους Χ{. Η μετάβαση από την κατάσταση 1 στην κατάσταση 2 συντελείται με ρυθμό 
μετάβασης σύμφωνα με μια εκθετική τ.μ. με παράμετρο λ(1 — θ), ενώ η μετάβαση από την 
κατάσταση 2 στην κατάσταση 1 συντελείται σύμφωνα με μια εκθετική τ.μ. με παράμετρο λθ.

θεώρημα.

.2

(6.5)

'ο
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Υποθέτοντας ότι η Μαρκοβιανή διαδικασία ξεκινάει από την κατάσταση 1, θεωρώντας το 
απειροστό χρονικό διάστημα [0, di] και δεσμεύοντας ως προς το μέγεθος των εμφανισθέντων 
ζημιών και τις μετάβασεις της Μαρκοβιανής διαδικασίας στο [0, dt], έχουμε ότι

εδΜφ(η) = (l-À0di)(l-À(l-0)di)E[0(V(di))]
rV(dt)

+X0dt( 1 - λ(1 - θ)άήε[ / φ{ν{άί) - x)F2(x) + w2(V(dt))\

r fVm I
+λ(1 - e)dt( 1 - A0di)E[y Φι(ν(άή - a:)-Fi(ar) + Wl(V(dt))j + o(dt),

όπου V(t) — u + et + aB(t), t> 0.
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με e~Sdt και μετά από 

κάποιες αλγεβρικές πράξεις, βρίσκουμε ότι

φ{υ) = (1 - (λ + <5)di)E[0(V(dt))] + ΧθάίΕ [jf ( } <f>(V(dt) - x)F2(x) + u*(V(di))] 

+λ(1 - d)diE[ji ( } φι{Υ{άί) - x)Fl{x) + w1(V(di))j + o{dt).

Τώρα, χρησιμοποιώντας από το Λήμμα του Itô [βλ. Παράρτημα Α'.4] το γεγονός ότι 
E[d>(y(di)] = φ(ιή + [c0'(u)+ ^-φ"(ιι)] dt + o(dt), διαιρώντας με dt και παίρνοντας dt —* 0, 

βρίσκουμε άμεσα την πρώτη ολοκληρο-διαφορικη εξίσωση δεύτερης τάξης της σχέσης (6.5).
Ακολουθώντας όμοια μεθοδολογία όπως παραπάνω, δηλ. υποθέτοντας ότι η Μαρκοβιανή 

διαδικασία ξεκινάει από την κατάσταση 2, θεωρώντας το απειροστό χρονικό διάστημα [0, dt] 
και δεσμεύοντας ως προς το μέγεθος των εμφανισθέντων ζημιών και τις μετάβασεις της 
Μαρκοβιανής διαδικασίας στο [0, di], έχουμε ότι

0ι(u) = (ΐ — (λ + <S)dt)E[d>i(y(dt))] XOdtE^J } φ(ν(άί) - x)F3(x) + «*(ν\Λ))]

rV{dt)
+λ(1 — d)diE Yj φ\(ν (dt) — x)F2(x) + w2(V (dt))] +o(dt).

Χρησιμοποιώντας, ξανά, το ανάπτυγμα του Taylor, διαιρώντας με di και παίρνοντας dt —> 0, 
βρίσκουμε άμεσα τη δεύτερη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης της σχέσης (6.5).

Τώρα, χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς Laplace, τους τελεστές Ττ (βλ. Ορισμό 
1.8), τις ιδιότητες αυτών όπως δίνονται στην Πρόταση 1.2 και το σύστημα των ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων της σχέσης (6.5) θα δείξουμε ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, 
0(ω) και φ\(υ), ικανοποιούν κάποιες ελαττωματικές ανανεωτικές εξισώσεις. Γι' αυτό το σκοπό 
χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε, πρώτα τους μετασχηματισμούς Laplace των φ(υ) και φι(η).
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Για, 3ï(s) > Ο, θεωρούμε ότι 0(s) = J0°° i/>i(s) = J0°°e~su(j)i{u)du και
wk(s) — /q°° e~suwk(u)du, k = 1,2,3, είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των συναρτήσεων 
φ(μ), <^>ι(ω) και wk{u) αντίστοιχα. Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο 
εξισώσεις της σχέσης (6.5) και λύνοντας το σύστημα που προκύπτει ως προς φ και <fo, 
βρίσκουμε εύκολα ότι

?(*)

<£i(s)

5(f)
(fs2 + cs - λ - ά)2 + A/2(s)(f s2 + cs - λ - <5) ’ 

___________________Bi(s)
(fs2 + cs — λ - ό)2 + A/2(s)(f s2 + cs - λ — ό)

(6.6)

όπου

2 2 
-B(s) = (yS2+cs-A-0 + A(l-ö)72(s))(y(s + ^(0)) + c-i;(s))

2
-A(l-ö)/1(s)(y(s + 0i(O)) + c-uT(s)),

2 2
5i(s) = (ys2 + cs-A-0 + A6>72(s))(y(s + </>i(0))+c-'ür(s))

2
-Aö7(s) (y (s + Φ'{0)) + c - w(s)),

με ûi(s) = A(0ul2(s) + (1 — 0)iùi(s)) και uT(s) = X(ßws(s) + (1 — 0)wî2(s)).
Για να ολοκληρώσουμε τις λύσεις του συστήματος των φ και φ\ στην εξίσωση (6.6) 

χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε τις αρχικές τιμές φ'{0) και φ\ (0). Οι προαναφερόμενες αρχικές 
τιμές υπολογίζονται με τη βοήθεια των ριζών της εξίσωσης (fs2+cs-A—ó)2+A/2(s)(fs2+ 

cs — A — δ) =0, που είναι η χαρακτηριστική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο με χρονική 
υστέρηση και έναν όρο διάχυσης. Για να βρούμε τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
βρίσκονται χρησιμοποιώντας το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 6.2 (Rouché’s theorem). Έστω f(x) και g(x) δύο ολόμορψες συναρτήσεις 
επάνω στο σύνολο Â Ç C. Εάν |/(χ)| > |<?(α;)| για κάϋε χ G Α, τότε οι συναρτήσεις f(x) και 
fix) + g(x) έχουν τον ίδιο αριϋμό ριζών στο A Ç C.

Απόδειξη. Reade (2002), Θεώρημα 3, σελ. 78. I

Λήμμα 6.2. Για δ > 0, η χαρακτηριστική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο με χρονική 
υστέρηση και έναν όρο διάχυσης δίνεται από τη σχέση

t{s) = 0, (6.7)
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όπου £(s) — s2 + cs — λ — δ)2 + A/2(s)(TyS2 + cs — λ — J). Tore, για δ > Ο, η εξίσωση

(6.7) έχει ακριβώς δύο ρίζες, η(ί) και r2(<5), οι οποίες βρίσκονται στο θετικό η μιεπίπεδο των 
μιγαδικών αριθμών. Επιπλέον, για δ = Ο, η εξίσωση (6.7) έχει ακριβώς μία ρίζα στο σημείο Ο, 
r2(0) = Ο, καθώς επίσης και ακριβώς μία ρίζα, Γχ(Ο), η οποία βρίσκεται στο θετικό ημιεπίπεδο 
των μτγαδικών αριθμών.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι η εξίσωση (6.7) γράφεται ισοδύναμα ως £(s) — (.\{s)£2(s) = 
0, με /ι(β) = γγ-s2 + cs — λ — δ και £2(s) = γτ«2 + es — Λ — δ + A/2(s). Επιπλέον, 

είναι εύκολο να δούμε ότι η εξίσωση l\ (s) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες, εκ των οποίων η 
μία είναι αρνητική, έστω βι(δ) = ~-~-V/?_^2.<T.. < ο, ενώ η δεύτερη είναι θετική, έστω

Γχ(<5) = ~c+V'c2+2o'.(l*+^) > ο. Επίσης, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η συνάρτηση £2(s) 

είναι μία κυρτή συνάρτηση του s, συνεχής ως προς s, η οποία παίρνει τις τιμές —<5 στο σημείο 
s = 0 και τείνει στο οο για s —> οο [βλ. επίσης Gerber και Landry (1998)]. Επομένως, η 
εξίσωση £2{s) = 0 έχει μία ακριβώς θετική ρίζα, έστω ν2(δ). Για <5 = 0 είναι εύκολο να δούμε 
ότι γ2(0) — 0.

Για να αποδείξουμε ότι η εξίσωση i2(s) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο -θετικό ημιεπίπεδο 
των μιγαδικών αριθμών, θεωρούμε ότι το s είναι εντός (ή επάνω) του ημικυκλίου στο μιγαδικό 
επίπεδο, τέτοιο ώστε |s| = r > 0. Για 3?(s) > 0 έχουμε ότι

|4(s)| = y Is - Pi(ó)||s - n(i)| > γ/c2 + 2σ2(<5 + λ)) (c+ γ/ο2 + 2σ2(δ + λ))

>A = A/2(0)>|A/2(s)|,

ενώ για 3?(s) = 0, ακολουθώντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία όπως και παραπάνω, έχουμε 
ότι |^i(s)| > λ > |λ/2(«)|. Επομένως, από το θεώρημα του Rouché [βλ. Θεώρημα 6.2], 
έπεται ότι, στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο, ο αριθμός των ριζών της εξίσωσης £i(s) — 0 είναι 
ίσος με τον αριθμό των ριζών της εξίσωσης £\(s) + λf2(s) = i2{s) = 0. Εφόσον, η εξίσωση 
ί\ (s) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα με θετικό πραγματικό μέρος, τότε το ίδιο πρέπει να ισχύει 
για την εξίσωση £2{s) = 0. Με αυτό ολοκληρώνεται η απόδειξη του Λήμματος. I

Στο εξής, θα συμβολίζουμε τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης τγ(<5) με τγ, ί = 1,2.
Τώρα, επιστρέφοντας στον υπολογισμό των αρχικών τιμών φ'{0) και φ\(0), εφόσον η 

φ(ε) είναι πεπερασμένη συνάρτηση για 3ì(s) > 0, και από το γεγονός ότι ο παρονομαστής 
της εξίσωσης (6.6) είναι μηδέν για s = τγ, ί = 1,2, έπεται ότι και ο αριθμητής της εξίσωσης 
(6.6) πρέπει να είναι μηδέν για s = r,, i = 1,2, δηλ.

2 2

(y r? + cri - λ - δ + A(1 - θ)β2(η)) (y (τγ + φ'{0)) + c - wfa)) =0, V i = 1,2.
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Λύνοντας το παραπάνω σύστημα εξισώσεων ως προς φ(0) και φι (0) έχουμε ότι

m =
[y{n){bj - £w(ri)) - A(1 - e)fi{rj)(bi

y(r2)/i(ri) - y(ri)/i(r2)

Φ\{0) = y{r2)
h - ^w(r2) + φ'{0) 

A(l-Ö)7i(r2)
(&2 - Τ2ώ*(Γ2))·

(6.8)

(6.9)

με y(s) — ^s2 + cs - λ — <5 + λ(1 - 0)/2(s) και bi = τγ + |§ για z = 1,2. Στη 

συνέχεια 6α δείξουμε ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής φ(υ) ικανοποιεί μια 
ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση και 6α δώσουμε τη λύση αυτής. Σημειώνουμε ότι σε αυτό 
το σημείο παραλείπουμε τον υπολογισμό της «βοη6ητικής» συνάρτησης των Gerber-Shiu, 
φι (li), και αυτό διότι όλα τα μέτρα κινδύνου για το μοντέλο κινδύνου των σχέσεων (6.1)- 
(6.2) μπορούν αναλυτικά να μελετη6ούν μέσω της συνάρτησης φ{ιι). Παρόλα αυτά, στην 
επόμενη ενότητα, όπου εισάγεται μια στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων, για το κλασσικό 
μοντέλο με χρονική υστέρηση και έναν όρο διάχυσης, λόγω της φύσης του προβλήματος, 
χρειαζόμαστε αναλυτικούς τύπους υπολογισμού τόσο για τη φ, όσο και για την φ\. Επομένως 
ένας αναλυτικός τύπος υπολογισμού της «βοη6ητικής» συνάρτησης φι δίνεται στην επόμενη 
ενότητα.

Για να αποδείξουμε ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, φ, ικανοποιεί 
μια ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση χρειαζόμαστε να χρησιμοποιήσουμε τις ρίζες της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης, f.(s) = 0, που δίνονται από το Λήμμα 6.2, κα6ώς επίσης και τους 
τελεστές Tr. Ανακαλώντας τον Ορισμό 1.8, ο τελεστής ΤΓ για μία ολοκληρώσιμη πραγματική 
συνάρτηση / δίνεται από τη σχέση

ΓΟΟ
Trf(x) = / e~T{-y-x) f(y)dy, χ>0, K(r) > 0.

Jx

Για τις ιδιότητες του τελεστή Tr παραπέμπουμε στην Πρόταση 1.2 της Εισαγωγής.

Πρόταση 6.1. Για 9î(s) > 0, ο μετασχηματισμός Laplace, </>(s), της αναμενόμενης 
προεξοφλημενης συνάρτησης ποινής ικανοποιεί την παρακάτω σχέση

<j>(s) = 4>(s)g{s) + h(s), (6.10)

όπου

ATr2/2(s
£(* + &2)’
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~ Tr2w(s) 1 A(1 - θ) Λ___________ Trkrj{s)
t(s + to) s + 62 (σ2/2)2 έί (* + to) Π?=υ·^(^ - rj)(rk + bj) ’

TrkV(s) = ^bk{TTkh{s) - TrJ2(s)) - -{Ms) - Ms)) + (TrkÂ2(s) - TrkÂl(s))

2
+y (tfi(0)TrJiOO - φ'(0)TTJ2(s)),

και yli(s) = fi(s)w*(s), A2(s) = f2(s)w(s), eνώ bk = rk + J§, για k = 1,2.

Απόδαξη. Αρχικά ξεκινάμε μελετώντας τον παρονομαστή του μετασχηματισμού Laplace, 
<ß(s), που δίνεται από την εξίσωση (6.6). Από την απόδειξη του Λήμματος 6.2, έχουμε 
ότι ο παρονομαστής του μετασχηματισμού Laplace της εξίσωσης (6.6), £(s), γράφεται ως 
£(s) — £i(s)Ì2(s) όπου £i(s), i = 1,2, είναι οι συναρτήσεις της απόδειξης του Λήμματος
6.2. Επίσης, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ^ι(Γχ) = 0 και £2(τ2) = 0 [βλ. απόδειξη του 
Λήμματος 6.2] έχουμε ότι η συνάρτηση £(s) γράφεται ισοδύναμα ως

£(s) = (£i(s)-£1(n))(£2(s)-£2(r2)) = JI(s-ri)(s+òi)(l- ffiv'Ä)’ ί6*11)
w J Τ=ί 52(s + b2)J

όπου για την τελευταία εξίσωση κάνουμε χρήση της ιδιότητας (ίυ) της Πρότασης 1.2 για τους 
τελεστές ΤΓ.

Επιπλέον, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι ο αριθμητής του μετασχηματισμού Laplace της 
συνάρτησης Gerber-Shiu, <ß(s), στην εξίσωση (6.6), μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις 
γράφεται ως

B(s) = hi{s) — h2(s),

όπου οι συναρτήσεις hi(s) και h2(s) δίνονται από τις σχέσεις

hi(s) = Acs-X-δ^)γφ'(0),

2 2h2{s) — + cs — λ - (iî(s) - — c) + λ(1 - 0)h3(s),

με h3(s) = {$8 + c)(/1(s) - f2(s)) + Â2(s) - ^(s) + £(#(O)A(e) - /2(s)0'(O)). 

Σημειώνουμε ότι εφόσον <^(s) < 00, τότε από το Λήμμα 6.2 και την εξίσωση (6.6) έχουμε ότι 
B[rk) = 0, απ' όπου έπεται ότι h\(rk) = h2(rk) για k =1,2.

Επιπροσθέτους, ορίζοντας τις μεταβλητές χ = ^-s2 + cs, και xk = + crk, A: = 1,2, η
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συνάρτηση

7(x) = {χ-λ-δ)γφ'( 0),

είναι ένα πολυώνυμο πρώτου βαθμού. Ακόμη, εφόσον j(xk) = hi(rk) για k — 1,2, με 
βάση τα παραπάνω έχουμε επίσης ότι γ(xk) = Λι(nt) — h2{rk) για A = 1,2. Συνεπώς, 
χρησιμοποιώντας το θεώρημα παρεμβολής του Lagrange παίρνουμε άμεσα ότι

7(*) = Σ Π ^-7(*ο=Σ π
k=lj=lj^k ^ k=l j=lj^k ^

h2(rk)·

Αλλάζοντας την μεταβλητή χ πίσω στην μεταβλητή s, από την παραπάνω εξίσωση έχουμε ότι

*» = t
- έ π

2
fc=i

2 2

(612)

όπου για την τελευταία εξίσωση κάνουμε χρήση της ιδιότητας (ίυ) της Πρότασης 1.2 για 
τους τελεστές ΤΓ. Το επόμενο βήμα είναι να υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό Laplace 
Trkh2{s). Γι' αυτό το σκοπό ορίζουμε τον πρώτο όρο τη συνάρτησης h2(s) ως n(s), δηλ. 
n(s) — (*Çs2 + cs — λ — ό) (w(s) — γ-s — c). Τότε, ο τελεστής Trk του μετασχηματισμού 

Laplace n(s) βρίσκεται από τη σχέση

TTkn{s) =
n(s) - n(rk)

rk
= {γτΐ+ατ^λ-δ^ (TrfcUÌ(s)+y) ~{s+bk)y (w(s)+C+ysj .

(6.13)
Επιπλέον, για να ολοκληρώσουμε τον υπολογισμό της συνάρτησης TTkh2{s), χρειαζόμαστε, 
επίσης, τον υπολογισμό της ποσότητας Trkh,3{s). Χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία, 
όπως αυτή για την απόδειξη της σχέσης (6.13), δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι

ΤτΜ*) = Trkv{s)-

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (6.13) και (6.14), η εξίσωση (6.12) γράφεται ως

(6.14)

ê(s) = JJ(s - 7i)(s + bi
Λγ fër2+crk-\-S) Trkw(s) + γ

έί rij=ijyfc(rfc - rj)(rk + 6,-) s + h
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1-£(«(·)+»+y») έ

+A(i - θ) χ;

tz1 ïïj=l,jïk(rk - rj)(rk + hj) 

Trkrj(s)/(s + bk) I
tz[ nj=ij/fc(r'fc - rj)(rk + b3)

(6.15)

Τώρα, αρχικά παρατηρούμε ότι το άθροισμα, που εμφανίζεται στον μεσαίο όρο της παραπάνω 
εξίσωσης, είναι μηδέν, ενώ το άθροισμα στον πρώτο όρο της παραπάνω εξίσωσης γράφεται 
ισοδύναμα ως

^ (τrk + - Λ - ό) Trkw(s) + Ç _ zLr\ + CT2 - A - <5 Tr2w(s) + ^

Zi ïij=ij/k(rk - rj)(rk + b/) s + bk (Γ2 - Τι)(Γ2 + 5l) S + b2

T (Γ2 + rl + (^r2^(s) +

(^2 + 5l)(s + 02) 

o2\2TT2w{s) + ^( σ\ΐτ2ι 
V 2 ) 2Ì-2-(s + 62)

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω εξίσωση, η εξίσωση (6.15) γράφεται ισοδύναμα ως

®(ό=(τ)2Π(“-γ<)(*+«['αΓ!1ι2 +TT2w{s) + λ(1 - θ) Σ
Trkrj(s)/{s + bk)

f (s + h) (<t2/2)2 ^ U2j=i,tfk(rk - rj){rk + bj)-‘
(6.16)

Τέλος, συνδυάζοντας τις εξισώσεις (6.6), (6.11) και (6.16) παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο 
αποτέλεσμα. I

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα της Πρότασης 6.1 είμαστε έτοιμοι να αποδείξουμε ότι η 
αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής φ(η) ικανοποιεί μια ελαττωματική ανανεωτική 
εξίσωση, όπως δίνεται στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημ,α 6.3. Για u > 0, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, <j)(u), 
ικανοποιεί την παρακάτω ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση

φ{υ) = - ---■ ί φ{η - x)dG(x) + h(u), 
1 + ς Jo

(6.17)

όπου G(x) — (1 + ξ) g{y)dy είναι μία σ.π.π. (proper density function) με g (y) = ^τβ (m2*
TTJ2){y), όπου mk(y) = e~bkV, k = 1,2, ξ είναι τέτοιο ώστε ^ = /0°° g(y)dy = 1 -

. 2Λδ±——- < 1
(Ϋ) ΠΪ-ιγΑ
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L/ \ 1 ^ \f \ , —bvu , λ(1-0)^ (mk*TTkg){u)
«V2 (”12

Tr^(ti) = y&fc(TpJi(ti) - TTkf2{u)) - — {Mu) - h(u)) + {TrkA2(u) - TTkAx{u))
2

+y WO)Trfc/i(ti) - ώ'(0)Trt/2(«)),

όπου Ai(u) = (/i * w*) («) και A2(u) = (/2 * w) (u). Επιπλέον, eàv J —> 0+, τότε το ξ —» ξο 
aval τέτοιο ώστε = 1 — λ—c~^ÌBìAh). . δοϋέντος ότι η εξίσωση (6.3) α'ναι αληθής.

'ri0 π(0)(%-η(0)+ο)ε

Απόδαξη. Αντιστρέφοντας ως προς s την εξίσωση (6.10), εύκολα παίρνουμε ότι

φ(η) = ί φ{η — x)g{x)dx + h{u). (6.18)
Jo

Τώρα, θεωρούμε την σ.κ. G{x) — Τότε, από την εξίσωση (6.11) και τον ορισμό
των ξ και g{s) έχουμε ότι

> _ f°°g(x)dx. m . 1 - lim +—Α, Al ± òM(il

1 + £ s~*° (t) nLi(s~ ri]{s + bi)

= 1-
λό + δ2

< 1,

απ' όπου έπεται ότι η G{x) είναι μια σ.κ. καθώς επίσης και ότι η ανανεωτική εξίσωση (6.18) 
μπορεί να εκφραστεί σε όρους των συναρτήσεων G και ξ όπως δίνεται στην ελαττωματική 
ανανεωτική εξίσωση (6.17).

Τέλος, θέτοντας s = τ2{δ) στην εξίσωση (6.7), παραγωγίζοντας ως προς δ και στη 
συνέχεια θέτοντας δ = 0 βρίσκουμε ότι

»2(0) =
1

c - λ(μι + μ,) >0,

όπου η τελευταία ανίσωση είναι αληθής από την εξίσωση (6.3). Έτσι, για <5 = 0, 
χρησιμοποιώντας ότι r2(0) = 0, καθώς επίσης και τους κανόνες του L’ Hospital έχουμε 
ότι

1 , ,. λδ + δ2
----- — = 1 — lim —γ—ö—--------------------------1 + ξο ^0+(τ) Π?=ι^)Μ<5) + |§)

! _ Λ ° ~ Λ(/*1 + Μφ) 1 
n(0)(^ri(0) + c)c
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I

Παρατήρηση 6.1. Για 0 = 1, τότε, σε κάθε περίοδο, οι κύριες ζημιές και οι δευτερεύουσες 
ζημιές εμφανίζονται ταυτόχρονα. Συνεπώς, το μοντέλο κινδύνου των σχέσεων (6.1)-(6.2) 
ανάγεται στο κλασσικό μοντέλο με έναν όρο διάχυσης με μεγέθη των αποζημιώσεων της 
μορφής {Xj + Yi}?^, τα οποία έχουν σ.κ. ^(χ). Επομένως για θ = 1 η εξίσωση (6.17) 
ανάγεται στην εξίσωση

Φ(ν) = 7~Τ7 [ u ~ x)dGix) + -γΰ;{m2 * TT2w2) (u) + e-62“, u > 0,
i+wo σ j i

που είναι η ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο με έναν όρο διάχυσης, 
βλ. σχέσεις (2.10) στους Tsai και Willmot (2002) καθώς και εξίσωση (17) στους Gerber και 
Landry (1998).

Η λύση της ελαττωματικής ανανεωτικής εξίσωσης (6.17) δίνεται σε όρους μιας σύνθετης 
γεωμετρικής κατανομής. Έτσι, ορίζουμε K(u) = 1 — K{u) να είναι η σ.κ. της ακόλουθης 
σύνθετης γεωμετρικής κατανομής

Κ{η) = -
C 00h£,(rre u > 0,

όπου G*”(it) η n-οστή συνέλιξη της δεξιάς ουράς της G(u) = 1 — G(u). Τότε, χρησι­

μοποιώντας το Θεώρημα 1.9 μπορούμε να πάρουμε την αναλυτική λύση της ελαττωματικής 
ανανεωτικής εξίσωσης που δίνεται από τη σχέση (6.17).

Πρόταση 6.2. Για u > 0, η amficvóficvq 1ψοζξοφλ,ημένη συνάρτηση ποινής, φ{ιί), που 
ικανοποιεί την ελαττωματική ανανεωτική εξίσωση (6.17), έχει την ακόλουθη μορφή

φ{ν) = —ί h(u — x)dK(x) + h(u). (6.19)
ς Jo

Από την Πρόταση 6.2, δεδομένου ότι οι συνάρτηση k(u) μπορεί εύκολα να υπολογισθεί για 
διάφορες μορφές της συνάρτησης ποινής w(x,y), έπεται ότι ο υπολογισμός της συνάρτησης 
των Gerber-Shiu μπορεί να γίνει όταν η σ.κ. K(u) = 1 — K(u) είναι γνωστή. Μία από τις 
περιπτώσεις όπου μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά την κατανομή της Κ(ν) με δεξιά 
ουρά K(u) είναι όταν ο μετασχηματισμός Laplace K (s) έχει τη μορφή πηλίκου πολυωνύμων. 
Σημειώνουμε ότι η K (s) έχει μορφή πηλίκου πολυωνύμων αν και μόνο αν ο μετασχηματισμός 
Laplace K(s) είναι πηλίκο πολυωνύμων. Σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιώντας την τεχνική 
των μερικών κλασμάτων μπορούμε να βρούμε έναν αναλυτικό τύπο για τον υπολογισμό της 
K(u).
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Οι Lin και Willmot (1999) [βλ. εξίσωση (2.14) του Θεωρήματος 2.1], έδειξαν ότι η δεξιά 
ουρά της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής K (u) ικανοποιεί την ακόλουθη ελαττωματική 
ανανεωτική εξίσωση

Κ{u) = —ί— Γ K(u-x)dG(x) + -^—G{u), u> 0,

με G(u) — 1 — G(u). Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και στα δύο μέλη της παραπάνω 
εξίσωσης έχουμε ότι

K(s)
9 (s)

1 - ?(s) ’

με g(s) να δίνεται από την Πρόταση 6.1 και g(s) να είναι ο μετασχηματισμός Laplace της 
συνάρτησης g(x) = g{y)dy. Τότε, χρησιμοποιώντας την εξίσωση (6.11) καθώς επίσης 
και από τον ορισμό της συνάρτησης g(s), βρίσκουμε ότι

K(s)
g(sHir)2nLi(s-r»)(5 + òi)

Φ)
(6.20)

Επιπλέον, εφόσον g(s) = Tsg(0) = TsTog(fl) = (ϊδρ(0)-Tsp(0))/s, χρησιμοποιώντας, ξανά, 
την εξίσωση (6.11) και τον ορισμό της συνάρτησης g(s), έχουμε ότι

g(s) = -
(*)

:) Ili=i(s ~ ri)(s + δ»'

Αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση (6.20), βρίσκουμε εύκολα ότι

K(s)
Φ) - (τ)2 Π?=Φ - ri)(s + bi)

si{s)
(6.21)

με (.(s) = (Çs2 + es — λ — ά)2 + A/2(s)(^s2 + es — λ — J). Από τη μορφή της συνάρτησης 

με φ) και την εξίσωση (6.21) είναι φανερό ότι όταν ο μετασχηματισμός Laplace /φ) είναι 
πηλίκο πολυωνύμων, τότε και ο μετασχηματισμός Laplace K(s) έχει επίσης μορφή πηλίκου 
πολυωνύμων. Γι' αυτό το λόγο θεωρούμε την περίπτωση όπου τα μεγέθη των κυρίων και των 
δευτερεύουσων ζημιών ανήκουν στην κλασματική οικογένεια κατανομών. Συνεπώς, θεωρούμε 
ότι ο μετασχηματισμός Laplace του μεγέθους των κύριων και των δευτερεύουσων ζημιών έχει 
την ακόλουθη μορφή

/Φ) =
Pl.fci-Φ)
Pl,ki(s)

Pi,*ι-ι(0) = Ρι,*Ι(0), και φ) =
P2,fc2-i(s)
Ρ2,*φ)

Ρ2,*2-ι(0) = Ρ2,φ0),

όπου, για i = 1,2, ρ^-φ) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού fc, — 1 ή μικρότερου και Ρί,*φ)
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είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ki με συντελεστή του μεγιστοβάΰμιου όρου ίσο με 1. Επιπλέον, 
η εξίσωση p^kiis) = 0 έχει μόνο πραγματικές αρνητικές ρίζες ή μιγαδικές ρίζες με αρνητικά 
πραγματικά μέρη. Τότε, από τον ορισμό του μετασχηματισμού Laplace fa (s) έχουμε ότι

h(s) = fi{s)q(s) = Pk~^\ Pfc-i(O) = pfc(0), k — ki + k2, (6.22)
Pk{s)

με pk-i(s) και Pk(s) δύο πολυώνυμα βαύών k - 1 ή μικρότερου και k, αντίστοιχα. Όπως έχει 
τονισθεί και σε προηγούμενα κεφάλαια η κλάση των πηλίκων κατανομών είναι μια ευρεία κλάση 
κατανομών, η οποία περιέχει ως ειδικές περιπτώσεις την εκθετική κατανομή, την κατανομή 
Erlang, την κατανομή Coxian, τις phase-type καύώς και τις μίξεις αυτών.

Θεώρημα 6.4. Για u > 0, edv ο μετασχηματισμός Laplace /2(s) έχει τη μορφή πηλίκου 
πολυωνύμων όπως και στην εξίσωση (6.22), τότε

fc+i
K(u) = 1 — K(u) — Rìu Ri··· Rk+1 Pk{-Ri){b2 - Ri)-

RiYljtìj^i(Rj - RiY"" >*(0)^’
(6.23)

όπου —Ri με 'R(Ri) > 0, i = l,...,k + 1, dvai οι ρίζες της εξίσωσης Jk+2(s) — 0 με 
Jk+2(s) = (Çs2 +cs - λ - ó)pfc(s) + Xpk~i{s).

Απόδειξη. Τποόέτοντας ότι ο μετασχηματισμός Laplace f2{s) έχει μορφή πηλίκου πολυωνύ­
μων όπως και στην εξίσωση (6.22), τότε από τον ορισμό της συνάρτησης i(s) έχουμε ότι

0 = £(s) = (y s2 + cs - λό) + Xf2(s)(-^-s2 Acs- λό) = /i(,)-Jfeffi,

όπου η συνάρτηση ^i(s) δίνεται στην απόδειξη του Λήμματος 6.2 και Jk+2(5) είναι η συνάρτηση 
£2(s) για /2(s) όπως στην εξίσωση (6.22). Επίσης, από την απόδειξη του Λήμματος 6.2, η 
εξίσωση £i(s) — 0 έχει μία μοναδική δετική ρίζα, την η, και μία ακριβώς αρνητική ρίζα, 
την —(π + |§) = —bi. Επομένως, εφόσον η ^i(.s) είναι ένα πολυώνυμο δεύτερης τάξης με 
συντελεστή του μεγιστοβάύμιου όρου το σ2/2, και συνεπώς μπορεί να γραφεί ως

2

h (s) = y(s-n)(s + 6i).

Επιπλέον, από την απόδειξη του Λήμματος 6.2 και τον ορισμό των πηλίκων κατανομών για 
τον μετασχηματισμό Laplace /2(s). έπεται ότι η εξίσωση Jk+2(s) — 0 έχει μία ακριβώς ρίζα, 
Γ2, με δετικά πραγματικά μέρη και k + 1 ρίζες, R, με αρνητικά πραγματικά μέρη. Συνεπώς
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η συνάρτηση Jk+2(s) γράφεται ισοδύναμα ως

Λ+ιΟ) = ~r{s - r2) JJ(s + Rj)
3=1

Συνδυάζοντας τις παραπάνω δύο εξισώσεις έχουμε ότι

τ2ν2.2 fe+!

j=l j=1

1 2 2 2 fe+1 

£(s) = ^y(y) Π(ί_Γ<)(β + 6ι)Π(β + ^ (6.24)

Επιπλέον, αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση (6.21) και χρησιμοποιώντας 
την τεχνική των μερικών κλασμάτων παίρνουμε άμεσα ότι

ï+|P/c(s)(s + 62)]

n*zî(s+Rj) Σj s + Rj

Σημειώνουμε ότι εφόσον K (s) < 00 για 5ft(s) > 0, θέτοντας s = 0 στην παραπάνω εξίσωση 
έπεται ότι ο όρος εντός των αγκυλών πρέπει να είναι μηδέν, απ' όπου παίρνουμε ότι =

pt(fl)b-2 ' ^έλος, αντιστρέφοντας τον παραπάνω μετασχηματισμό Laplace ως προς s βρίσκουμε 
άμεσα το αποτέλεσμα της εξίσωσης (6.23). I

6.2.1 Αριθμητικά αποτελέσματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας για 
εκθετικά μεγέθη ζημιών

Σε αυτή την υπο-ενότητα, προκειμένου να δείξουμε την πρακτική εφαρμογή των αποτελεσμά­
των της Ενότητας 6.2, δίνουμε αριθμητικά αποτελέσματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας στην 
περίπτωση όπου τα μεγέθη τόσο των κύριων όσο και των δευτερεύουσων ζημιών κατανέμονται 
εκθετικά με παραμέτρους ο.\ και α2, αντίστοιχα. Συνεπώς, έχουμε ότι ί\(χ) = 1 — e~Ql1 

και Q(x) = 1 — e~a2X, α\,α2 > 0, χ > 0, απ' όπου εύκολα παίρνουμε ότι /i(s) = και 
q(s) = Επιπλέον, υποθέτοντας ότι αι φ α2, τότε βρίσκουμε ότι

aie α2Χ — a2e αιΧ

Επίσης, για Fi(x) — 1 — e αιΧ και Q(x) = 1 — e “2Ι, τότε η χαρακτηριστική εξίσωση, που 
δίνεται από τη σχέση (6.7), ανάγεται σε

^~-s2 + cs - λ - ό) (s + ai)(s + 0:2) + λαιθ2(^-s2 + cs - λ - ój =0, (6.25)
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απ' όπου, χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6.2, έπεται ότι έχει δύο ακριβώς θετικές ρίζες ri, Γ2, 
και τέσσερις αρνητικές ρίζες -Ri, i = 1,2,3,4.

Έστω w(x, y) — 1 και ό = 0. Τότε, η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, 
φ(ιι), ανάγεται σε E(Ì7’<oo|i7(0) = u) = ip(u) που είναι η πιθανότητα χρεοκοπίας για το 

κλασσικό μοντέλο με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση και έναν όρο διάχυσης, 
και δίνεται από τις σχέσεις (6.1)-(6.2). Επιπλέον, για w(x,y) = 1, είναι εύκολο να δούμε ότι 
Wk{u), που δίνεται από την εξίσωση (6.4), ανάγεται σε Fk(u) για k = 1,2,3 και συνεπώς 
™i(s) = ΪΤΪΓ- Μ») = (sZÎ)?s+a2) και Ms) = 2ai&a°)li(£)?)2, ™ όπου παίρνουμε ότι

w(s) — 

w*(s) —

Α(

λ(

ά(αι + 02 + s) 1 - θ \ 
(s + ûi)(s + Q2) s + aiJ 

Θ(2αια2 + aïs + (s + a?)2) 
(s + ai)(s + 02)2 +

(1 - 0)(ai + «2 + s)\ 
(5 + c*i)(s + a2) '

Τώρα, θεωρούμε το ακόλουθο σύνολο των παραμέτρων: c — 2.5, σ = 1, αχ = 1, 
02 = 2, δ = Ο, θ — 0.5 και λ = 1. Για τις προαναφερόμενες τιμές των παραμέτρων οι 
ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (6.25) είναι ri = 0.37228, Γ2 = 0, —Ri = —0.31867, 

—i?2 = —2.3579, —i?3 — —5.32340 και —Ri = -5.37228. Επιπλέον, αντικαθιστώντας 
τις συναρτήσεις w(s), w*(s) και το σύνολο των παραμέτρων στις εξισώσεις (6.8) και (6.9), 
βρίσκουμε ότι ι//(0) = —2.17029 και ψ[(0) — —1.82971.

Στη συνέχεια υπολογίζουμε τη σ.κ. της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής, K(u). Εφόσον 
η εξίσωση J4(s) = (5s2 + 2.5s- l)(s+ l)(s + 2) + 2 = 0 έχει ακριβώς τρεις αρνητικές ρίζες, 
τις προαναφερόμενες —Ri, —R2 και —Rs, από την εξίσωση (6.23) έπεται ότι, για u > 0

K(u) = 1 - 0.65955e-0·31867" + 0.03602e-2·3579" + 0.02353e-5'32340“.

Επιπλέον, υπολογίζοντας τις συνελίξεις (fi * w*)(u), (/2 * w)(u) και αντικαθιστώντας το 
παραπάνω σύνολο των παραμέτρων, έχουμε ότι Λι(ω) = (—3e" + ‘òueu + 3 + u)e~2u και 
A2(u) — (4 — 4e" + u + 3ue")e-2". Τότε, η συνάρτηση h(u) του Θεωρήματος 6.3, έχει την 

ακόλουθη μορφή

h(u) = 0.28548e-5" - 0.24290e-2" + 0.89538e-" + 0.06205e-5'37228".

Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις K(u) και h(u) στην εξίσωση (6.19) της Πρότασης 6.2, 
βρίσκουμε ότι η πιθανότητα χρεοκοπίας είναι της μορφής

φ(η) = 0.65310e-0·31867“ - 0.03141e-2·3579" - 0.07912e-5'32340“ + 0.45743e-5·37228", u > 0. 

Τέλος, αξίζει va σημειωθεί ότι για w(x,y) = 1 και δ = 0, από την εξίσωση (6.19) της
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Σχήμα 6.1: Η πιθανότητα χρεοκοπίας για διάφορες τιμές του θ

Πρότασης 6.2 και από τη μορφή της συνάρτησης h(u), που δίνεται στο Θεώρημα 6.3, η 
πιθανότητα χρεοκοπίας ψ(υ.) εξαρτάται άμεσα από τις τιμές της παραμέτρου θ, δηλ. από την 
πιθανότητα ταυτόχρονης εμφάνισης μιας κύριας και μιας δευτερεύουσας ζημιάς. Παίρνοντας 
το ίδιο σύνολο των παραμέτρων όπως παραπάνω, αλλά με διαφορετικές τιμές του θ, όπως 
βλέπουμε από το διάγραμμα 6.1, η πιθανότητα χρεοκοπίας ψ(ιι) μειώνεται καθώς η πιθανότητα 
θ αυξάνεται.

6.3 Η συνάρτηση των Gerber-Shiu στο κλασσικό μοντέλο με χρονική 
υστέρηση και έναν όρο διάχυσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατη­
γικής πολλαπλών μερισμάτων

Σε αυτή την ενότητα μελετούμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για 
το κλασσικό μοντέλο με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση και έναν όρο 
διάχυσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων. Όπως έχει 
τονισθεί και σε προηγούμενες ενότητες, η ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων 
δίνει τη δυνατότητα στον ασφαλιστή να καθορίσει ένα βέλτιστο επίπεδο ασφαλίστρων, 
προσφέροντας, σε κάθε επίπεδο, στους δικαιούχους της ασφάλισης μερίσματα (επιστροφές 
επί των ασφαλίστρων) και για όσο δεν εμφανίζονται σημαντικές ζημιές.

Έτσι, θεωρούμε ότι η διαδικασία πλεονάσματος που δίνεται στις σχέσεις (6.1)-(6.2) 
τροποποιείται εισάγοντας μία στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων με n-επίπεδα, 0 = βο < 
/?!<···< βη < βη+ι = οο. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι όταν η διαδικασία πλεονάσματος 
βρίσκεται μεταξύ των δύο διαδοχικών επιπέδων /3*_ι και /%, i = 1,... ,η + 1, ο ασφαλιστής 
πληρώνει μερίσματα στους δικαιούχους με ρυθμό di και συνεπώς ο αντίστοιχος ρυθμός
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είσπραξης του ασφαλίστρου είναι Cj = c—di, i = 1,... ,η + 1, με c = c\ > ■ · ■ > Cn > Cn+χ > 
0. Έστω β — {βο,βχ, . . . ,βη,βη+χ} και {Uß(t)}t>ο να είναι η διαδικασία πλεονάσματος 
για το κλασσικό μοντέλο με απαιτήσεις που εμφανίζουν χρονική υστέρηση και έναν όρο 
διάχυσης κάτω από την ύπαρξη μιας στρατηγικής πολλαπλών μερισμάτων, στο χρόνο t με 
αρχικό κεφάλαιο Uß(0) = u. Τότε, η στοχαστική διαδικασία {Uß(t)}t>ο ικανοποιεί την 
ακόλουθη διαφορική εξίσωση, για i — 1,..., η +1

dUß(t) = adt — dS(t) + aidB(t), ßi-ι < Ub(t) < ßi, (6.26)

όπου {B(t)}ßL0 είναι η στοχαστική διαδικασία Wiener και {5(έ)}£Ϊ0 η στοχαστική διαδικασία 
των σωρευτικών αποζημιώσεων, οι οποίες έχουν τους ίδιους ορισμούς και ερμηνεία όπως στην 
Ενότητα 6.1, με μόνη διαφορά ότι η παράμετρος διασποράς της κίνησης Brown είναι πλέον 
fTt, όταν η διαδικασία πλεονάσματος βρίσκεται μεταξύ των διαδοχικών επιπέδων βχ-χ και ßi, 
i — 1,... ,η + 1.

Επίσης, έστω Τβ — inf{i > 0 : Uß(t) < 0} ο χρόνος χρεοκοπίας και για δ > 0 
ορίζουμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για τη διαδικασία πλεονάσματος 
της σχέσης (6.26) ως

Φ(*,β) = Ε(e-^w(Uß(Tß-), \Ub(Tß)\)l{Tß<oo)\Uß(0) = u), u > 0, (6.27)

με φ(Ο,β) = 1 λόγο της μεταβλητότητας που παρουσιάζει η διαδικασία πλεονάσματος Uß(t). 
Επιπλέον η παράμετρος δ και η συνάρτηση w(x, y) έχουν τους ίδιους ορισμούς και ερμηνεία 
όπως στην Ενότητα 6.2, Uß(Tß-) είναι το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία, [Uß(Tß)\ το έλλειμμα 
κατά τη χρεοκοπία, και Τβ— το αριστερό όριο του χρόνου χρεοκοπίας Τβ.

Για του ίδιους λόγους που εξηγήθηκαν στην Ενότητα 6.2, θεωρούμε, επίσης, τη 
«βοηθητική» αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής φ\{ιι,β), u > 0. Σημειώνουμε 
ότι χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με το Λήμμα 6.1, σε κάθε επίπεδο, έχουμε 
ότι οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, ψ(υ,,β) και φχ(ιι,β) είναι συνεχείς και δύο φορές 
παραγωγίσιμες ως προς u στο (0, οο).

Κατά την ίδια μεθοδολογία όπως και σε προηγούμενες ενότητες [βλ. για παράδειγμα 
στην Ενότητα 1.4.4], κάτω από τη στρατηγική των πολλαπλών μερισμάτων, οι συναρτήσεις 
των Gerber-Shiu εξαρτώνται άμεσα από τα επίπεδα της μερισματικής στρατηγικής στα οποία 
ανήκει το αρχικό κεφάλαιο u. Έτσι, όταν το αρχικό κεφάλαιο είναι μεταξύ των επιπέδων /ή_ι 
και ßi, για i — 1,..., η +1, η αντίστοιχη αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής της 

εξίσωσης (6.27) θα συμβολίζεται με φβυ) για ßi-1 < u < ßi, i = 1,... ,η + 1. Όμοια όταν το αρχικό κεφάλαιο είναι μεταξύ των επιπέδων ßi-χ και ßi, για i — 1,... ,η + 1, η αντίστοιχη 
«βοηθητική» αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής θα συμβολίζεται με φχβυ) για 
ßi-1 < u < ßi, i = 1,..., η +1. Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειώσουμε ότι, όπως θα
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δούμε και από το παρακάτω 'θεώρημα, οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu, φί(υ,) και φι^(η) δεν 
είναι διαφορίσιμες στα σημεία (επίπεδα) βχ, αλλά σε αυτά τα σημεία υπάρχουν οι αντίστοιχες 
δεξιές και αριστερές παράγωγοι. Στο παρακάτω θεώρημα δείχνουμε, ότι σε κάθε επίπεδο της 
μερισματικής στρατηγικής οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu φι{υ) και φμί{ν) ικανοποιούν ένα 
σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης.

Θεώρημα 6.5. Για /%_ι < u < ßi, i=l,...,n+l, οι αναμενόμενες προεξοφλημενες 
συναρτήσεις ποινής φί(ιι) και <ήχ>i(u) ικανοποιούν το ακόλουθο σύστημα των ολοκληρο- 
διαφορικών εξισώσεων

~γΦΪ(u) + θίΦ'ί(η) - (λ + δ)φί(υ.) = -λθ ( J φι{η - x)dF2{x) + ξ2
- λ(1 - θ) (y - x)dF\(χ) + ξι,i(u)^,

-φ'ΐ,Μ + Ci<AÌ,i(u) - (λ + δ)φμί(υ) = -λθ (jT φί(υ, - x)dF3(x) + &,»(«))

- Λ(1 -e)(^J ßi,i(u - x)dF2(x) + ζ2,ί(ιι)),
(6.28)

με οριακές συνθήκες

Φ( Ο,β) = φι(0) = 1, φι(0,β) = φμ ι(0) =, 1

Φί-ι(βϊ-ι-) = Φϊ(βί-1+), Φι,ί-ι{βί-\—) — Φ\,ί{β%-ι+)ί ΐ = 2,... ,n + 1,
2 2

-y^i-iCA-i-) + c*-i$-i(ft-i-) = γφ"(βί-ι+) + αφ[(βϊ-ι+), i = 2,... ,η + 1,
2 2

^ι,ί—lift—ι ) + <Η-ιΦί-ι{βί-ι—) = γΦμΐ(βί-1+) + Ci<^x,i(ft—1+), i = 2,..., η + 1, 

lim φ{υ.,β) — lim ^n+1(xi) = 0, lim φβυ,,β) = lim φχη+ιΜ = 0,
U—»OO Μ—,ΟΟ U—,ΟΟ U—+00 ’

όπου

Çj,i(u)

Cj,i(u)

b_i ru-ßk-i= Vf
A—l Ju-ßk

Σ Γ*
fe=l

0fc(u — x)dFj(x) + Wj(u),

<^i,fc(w — x)dFj{x) + roj(u),

j = 2,3,

J = 1,2,

με Wj(u), j = 1,2,3, όπως δίνονται στην εξίσωση (6.4).

287



Απόδαξη. Για ßi-ι < u < ßi, i = 1,... ,n +1, το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων της σχέσης (6.28) αποδεικνύεται εφαρμόζοντας ακριβώς την ίδια μεθοδολογία 
όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.1, και λαμβάνοντας υπόψη ότι fg φ(υ. — 
X, b)d,Fj(x) = Srßi~^i(u - x)dFj(x) + Efc=\ Mu ~ x)dFj(x) για j = 2,3,
και /" (j)x{u-x,b)dFj{x) = ßi{u-x)dFj{x) + YX=\ /“Γ^_ι Φιtk(u-x)dFj{x) για

3 = 1,2.

Για να αποδείξουμε τις οριακές συνθήκες του 'θεωρήματος, πρώτα παρατηρούμε ότι 
εξ' ορισμού των συναρτήσεων Gerber-Shiu έχουμε ότι φι(0) = ψι,ι(Ο) = 1, λόγω της 
μεταβλητότητας που παρουσιάζει η διαδικασία πλεονάσματος Ub(t). Επομένως, το επόμενο 
βήμα είναι να βρούμε τις τιμές των συναρτήσεων φί(ν), φι^{υ) στο σημείο u = 0 για τα 
επίπεδα 6χ, i = 2,... ,n +1. Επιπλέον, από τη μορφή του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος
(6.28) έπεται ότι οι συναρτήσεις φί και φ\^ είναι συνεχείς (ακόμη και στα σημεία ßi, όπου 
μπορεί να τα αντιληφθεί κανείς ως σημεία ασυνέχειας). Χρησιμοποιώντας τη συνέχεια των 
φί και ψι,ί, έχουμε για i = 1,..., η,

lim φ(η,13) = lim φ(η,β), lim φχ(μ,β) = lim φ\(μ,β).
u—*ßi— u—*ßi+ u—*ßi— u—*/3i+

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε άμεσα το δεύτερο σύνολο των οριακών συνθηκών, 
απ' όπου φαίνεται ότι η συνέχεια των φί, φχ^ στα σημεία u — ßi. Στο σημείο αυτό πρέπει να 
σημειώσουμε ότι, παρόλο που οι συναρτήσεις φί, φχ^ είναι συνεχείς στα σημεία u = ßi, το 
ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (6.28) ορίζεται για ßi-1 < u < ßi και όχι για /%_ι < u < ßi, 
i = l,...,n + l, και αυτό διότι όπως θα δούμε παρακάτω οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu 
φί και φχ^ί δεν είναι διαφορίσιμες στα σημεία bi, αλλά σε αυτά τα σημεία υπάρχει η δεξιά και 
η αριστερή παράγωγος των φί και φχ^. Πράγματι παίρνοντας το πλευρικά όρια u —» ßi-1—, 
i = 2,... ,n+ 1 και στις δύο εξισώσεις της σχέσης (6.28) και χρησιμοποιώντας τη συνέχεια 
των φί, φχ,ί στα σημεία ßi βρίσκουμε εύκολα ότι

2^ψφ"- x(ßi-l-) + (Ä-1-)

2
-Ί^Φ'ί,ί-ΐ(Α-Ι-) + £ί-ιψ'ί-ι(βί-ι-.

2
-γφ'ί{βί-1+) +Οίφ'ί(βί-1+),

2
= -^ΦΪ,άβί-1+) + Οίφ'χί(βί-1+).

Τέλος, από τον ορισμό των συναρτήσεων Gerber-Shiu, όταν το αρχικό κεφάλαιο τείνει στο 
άπειρο, τότε οι αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής φ(ιι,β) και φχ(η,β) είναι 
μηδέν. Αυτό εξηγεί και τις δύο τελευταίες δύο οριακές συνθήκες του θεωρήματος. I

Παρατήρηση 6.2. Η συνήθης διαδικασία (η οποία εφαρμόσθηκε και σε προηγούμενες 
ενότητες όπου θεωρούσαμε την ύπαρξη κάποιας μερισματικής στρατηγικής [βλ. π.χ. Ενότητα 
2.6]) προκειμένου να βρούμε τη γενική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (6.28)
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είναι να βρούμε μια μερική λύση του προαναφερδέντος μη-ομογενούς συστήματος (αυτή είναι 
οι συναρτήσεις των Gerber-Shiu χωρίς την ύπαρξη μερισμάτων) καδώς και να υπολογίσουμε 
τις δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις του αντίστοιχου ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού 
συστήματος της εξίσωσης (6.28). Στο συγκεκριμένο όμως μοντέλο, όπως μπορούμε να δούμε 
από την Ενότητα Α'.3 του Παραρτήματος, το προαναφερόμενο ομογενές ολοκληρο-διαφορικό 
σύστημα (λαμβάνονας υπόψη το Λήμμα 6.2) δεν έχει δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις. 
Επομένως, προκειμένου να βρούμε τη γενική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος
(6.28), στη συνέχεια δα μετασχηματίσουμε το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα (6.28) σε ένα 
σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Volterra δευτέρου είδους, το οποίο δα λύσουμε 
χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της Ενότητας 6.2. Αυτό είναι και το αντικείμενο της 
επόμενης υπο-ενότητας.

6.3.1 Ένα σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Volterra δευτέρου 
είδους

Σε αυτή την υπο-ενότητα δεωρούμε ένα σύστημα ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων δεύτερης 
τάξης, όμοιας μορφής με αυτού της εξίσωσης (6.28), και βρίσκουμε τη λύση αυτού. Με αυτό 
επιτυγχάνουμε, όπως δα δούμε αναλυτικά στην επόμενη υπο-ενότητα, να βρούμε αναλυτικές 
εκφράσεις για τη λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (6.28) του Θεωρήματος 6.5.

Για u > β, δεωρούμε ότι οι συναρτήσεις Φ(ϊι) και Φι(υ,) ικανοποιούν το ακόλουδο μη- 
ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα

2
—Φ"(ιι) + οΦ'(η) — (λ + ά)Φ(ω) = —λ

-λ(ι

2
^-Φ"(«) + οΦχ(it) - (λ + ά)Φι(ζι) = —λ

-λ(1.-0)(^ Φ1(υ.-χ)άΡ2(χ)+ζ2(υ,γ),

όπου ξί(η), για ι = 2,3, και Çi{u) για ί = 1,2, είναι κάποιες πραγματικές συναρτήσεις οι 
οποίες παριστούν τους μη-ομογενείς όρους του παραπάνω συστήματος. Σημειώνουμε, ότι η 
μορφή του παραπάνω συστήματος σχετίζεται άμεσα με τη μορφή του μη-ομογενούς ολοκληρο- 
διαφορικού συστήματος του Θεωρήματος 6.5, με τη διαφορά τον υπο-δείκτη ι, καδώς και τους 
περιορισμούς για το αρχικό κεφάλαιο.

Αλλάζοντας μεταβλητή u- β = χ και δεωρώντας τις συναρτήσεις Α(χ) = Φ(ιι), Λχ(α;) = 

Φι(«)> ζ],β{χ) = £i(x + ß) Τια 3 = 2:3 και Cj,ß[x) = Cj{x + β) για j = 1,2, το μη-ομογενές

( J Φ(ιι-x)dF2(x) + ξ·2{ιιγ)
$i(u-x)dFi(x) + Çi(uŸ),

( J Φ(« - x)dF3{x) + £3(u))

(6.29)
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ολοκληρο-διαφορικό σύστημα της εξίσωσης (6.29) γίνεται, για χ > 0,

2
y Λ"(χ) + cA'(x) - (λ 4- ί)Λ(χ) = - λβ

Λχ(χ - y)dF1(y) + ζιίβ(χ)),
2 χ J0 (6·30)

γΑ"{χ) + cA[{x) - (λ + 5)Λι(χ) = “ λ0(^ Α(χ - y)dFz{y) + ξ3ιβ(χ))

- Α(1 - θ) (J Λχ(χ - y)dF2(y) + (2,ß(x)'j ■

Επόμενο βήμα είναι να μετασχηματίσουμε το μη-ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα της 
σχέσης (6.30) σε ένα ολοκληρωτικό σύστημα τύπου Volterra δευτέρου είδους (Volterra inte­
gral equation system of second kind), το οποίο στη συνέχεια 6α λύσουμε χρησιμοποιώντας 
τους μετασχηματισμούς Laplace και τα αποτελέσματα της Ενότητας 6.2. Πριν προχωρήσουμε 
στην ανάλυση του μη-ομογενοός ολοκληρο-διαφορικού συστήματος της σχέσης (6.30) 
χρειαζόμαστε το παρακάτω Λήμμα.

Λήμμ,α 6.3. Για χ > 0, οι παρακάτω αντίστροφοι μετασχηματισμοί Laplace είναι αληθείς:

Οο ~ y^dF^ + ^ix))

(s-rl)rii=l(s + ^

IIi=i(s - r*)(s + h)

TieriX , ^2 (~l)f n+16?e I — 2 „ — n 1
îr(n) + l^i=1 (n—r2)(rj +fei) » K Z, Tl U, 1,

nx + ôie_6ix), n — l,k — l,1
bi+Ti

= Σ

(ner

1
(rl “ γ2)τγ(ri)

(r?(-l)i+1eriX + (—l)i+n_2ô”e~6<a:), n = 2,3,

με 1r(s) = rif=1(s + bk) και bk = rk +|§ για k = 1,2.

Επίσης για δύο πραγματικές ολοκληρώσιμες συναρτήσεις m\(x) και 1112(1) ισχύει Su

L-1m1(s)m2(s) = re-o(x-y)(TTll*TO2)(y)<iyj α e R. 

s + α Jo

Τώρα, είμαστε έτοιμοι να δείξουμε πως προκύπτει η λύση του μη-ομογενούς ολοκληρο- 
διαφορικού συστήματος (6.30).

Θεώρημ,α 6.6. Για x > 0, η γενική λύση του μη-ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού 
συστήματος (6.30) είναι τη μορφής

Λ(χ) — Λ(0) + χΛ'(0) + f (x-t)l(t)dt και Λχ (χ) = Λι (0) + χΛχ (0) + f {χ - t)l\{t)dt, 
Jo Jo

(6.31)
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μ*

Κχ) — ~τ^ ί ν(χ-t)dK(t)+ν(χ), h(x) = 1 - ί vi(x-t)dK(t) + vi(x), (6.32)
ς Jo ζ Jo

ξ και K(u) = 1 — K(u) όπως δίνονται από το Θεωρήματα 6.3 και 6.4, αντίστοιχα. Επιπλέον

ν(χ) = (σ2/2)
γψ{γΗι (*> Α(0), Λ'(0)) - λ jf Η2(χ, y, Λ(0), Λ'(0))TrJ2(y)dy

+y λ jf[W3(*, y, Λ(0), Λ'(0))/2(y) + (1 - 0)tf3(*, y, Ai(0), Ai(0)) fx(y)]dy

+A J H4(x,y)[e(f2*WA)(y) + (1 - e)(fi*wB)(y)]dy - γ·ωΑ(χ)
Th [^X-V) * e-b^x-y))wA(y)dyσ'

2 n + 6i

ui(z)
+Λ J H*,(x,y)(Tr2 f2 * wa){y)dyj,

(x, Λχ(0), Ai(0» - λ jf H2(x, y, Λχ(0), Ai(0)) Tr2/2(y)dy 

+ Ç\£[(l- Θ)Η3 (x, y, Λχ(0), Ai (0)) /2(y) + (x, V, A(0), A'(0)) /3(y)] dy

+A [ Hi(x, y) [(1 - 0)(/2 * iüß)(y) + 0(/3 * wA)(y)] dy - ?-wB(x)

-γ · γγγ[ J (*r'iX-y) ~ bÎe~bl^x~y))wB{y)dy

+λJ H5{x,y)(Tr2f2*wB)(y)dyy

pTIX _ p-bix r ρΤ\χ I u p—bix
H1(x,Zi,Z2) = (λ + 5)22--— qy----- H-------~-+- —------ [(λ + δ)Zi - CZ2],

, % eri(æ-y) 2 (,_iye-i>i(a:-v)
H2(x,y,zi,z2) = [ri(A + δ)ζχ + (A + J - cri)z2] - _

(n - r2)(n +bi)

[6χ(λ + δ)ζ\ — (ch + A + d)z2],

2 r nprJx-y) „-&;(x-y) π
ìì3(w,«) =
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tf4(*,y) = Σ,ΤΤΤΖ(-1 y
in - Γ2)π(η)

[-7feri(*“»)+^e-4,(x“y)]J

r2en(z-ÿ) 2 e-6i(i-y)

- -w-g(V’S(n+w

/ie 7r(s) = rii=i(s + bk)’ wa(x) = λ(0ξ2,/3(χ) + (1 - ö)Cl,/3(x)) καί Wß(l) = λ(0ξ3]^(χ) + 
(1-0)C2,/?(*))·

Ακόδαξη. Έστω Ζ(χ) και Ζχ(χ) δύο ολοκληρώσιμες συναρτήσεις τέτοιες ώστε Ζ(χ) = Λ"(χ) 
και Ζχ(χ) = Λ"(χ). Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες βρίσκουμε εύκολα ότι

Λ(χ) = Λ(0) + f A'(t)dt = Λ(0) + Λ'(0)χ 4- ί (x — t)l{t)dt,
J ο Jo

Λχ(χ) = Λχ(0) + ί A'x(t)dt = Λχ(0) 4- Λ'χ(0)χ + f (χ — t)li(t)dt,
Jo Jo

και συνεπώς η εξίσωση (6.31) επαληθεύεται. Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εξισώσεις και 
στις δύο εξισώσεις της σχέσης (6.30) έχουμε ότι

0-2 ΓΧ
—1(χ) + [c - (λ + £)χ]Λ (0) — (λ 4* £)Λ(0) 4- / [c — (λ 4- δ)(χ — s)]l(s)ds
* Jo

= -λθ Γ[(χ - μ)Λ'(Ο) + A(0)]dF2(y) - λθ Γ Γ * (χ - y - s)l(s)dsdF2(y)
Jo Jo Jo

fX[(x-y)A.[(0) + A1(0)]dF1(y)-X(l-e) Γ Γ \x-y-s)

Jo Jo Jo
xli(s)dsdFi{y) - λθξ2,β(χ) - X(1 - 0)Ci,/?(«),

~li(x) + [c - (λ + 5)x]Aj(0) - (λ 4- ό)Αχ(Ο) + [ [c - (λ + δ)(χ - s)]Zi(s)<is

= -λθί [(χ - y)A'(0) + A(Ö)]dF3{y) - λθ [ ί (x - y - s)l(s)dsdF3(y)
Jo Jo Jo

-λ(1-θ) fX[(x-y)A,l(0)AA1(0)]dF2(y)-X(l-e) Γ Γ \x-y-s)
Jo Jo Jo

xl\(s)dsdF2(y) - λθξ3,β(χ) - λ(1 - 0)C2,/î(s).

Επιπλέον, αλλάζοντας την σειρά ολοκλήρωσης, έχουμε ότι f^~y dsdy — Jq(Jq~S dy)ds, 
απ' όπου, μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις, οι δύο παραπάνω εξισώσεις γράφονται
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ισοδύναμα ως ένα σύστημα ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Volterra δεύτερου είδους

με

JpX ρχ
' κ(χ — s)l(s)ds -f / 
ο Jo

ρχ ρχ
Ιχ(χ) — / κ,χ(χ — s)li(s)ds +

Jo Jo

φ(χ — s)li(s)ds = 7(χ)ι 

ψχ{χ — s)l(s)ds = 7i(a:))
(6.33)

κ(χ) = [c ~ (λ + S)x + λθ J (x - s)dF2(s)J, 

κχ(χ) = --Jrfì [c - (λ + δ)χ + Ή1 - θ) J (χ - s)dF2(s)], 

και

ψ(χ) = λ%β] Jq (x-y)dF2(y), ψχ(χ) = jf (χ - y)dF3{y),

l(x) = -Jrß [((λ + δ)χ - σ)Λ'(Ο) + (λ + ά)Λ(Ο) - Α0 ^ ((χ - y)A'(O) + A(0))dF2(y)

—λ(1 - θ) J*((x - ν)Α'χ(0) + Aj(0))dFx{y) - «*(*)] ,

7i(*) = ^2 [((λ ■+ S)x - c)Ai(O) + (λ + ί)Αι(Ο) - λβ jf ((* - y)A'(O) + A(0))dF3(y)

-λ(1-0) J ((x — y)A/1(0) + Ai(0))dF2(y) — wß(x)j.

Τώρα, προκειμένου να βρούμε την ακριβή λύση του συστήματος των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων της σχέσης (6.33), για 5ß(s) > 0, ορίζουμε l(s), Ιχ(s), k{s), /?i(s), 7(5) 7i(s)j 
tp(s) και ipi(s) είναι οι μετασχηματισμοί Laplace των συναρτήσεων 1(χ), Ιχ(χ), κ(χ), κγ(χ), 
j(x), 7i(rr)j ψ(χ) κοίι Ψ\{χ), αντίστοιχα. Έτσι παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace και 

στις δύο εξισώσεις της σχέσης (6.33) και λύνοντας το σύστημα που προκύπτει ως προς l(s) 

και lx(s) έχουμε ότι

γ, V = (1-Ki(a))7(a) ~y(a)7i(a)
(1-k(s))(1-«i(s)) -^(s)^i(s)’

T ( \ = C1 ~^(5))7i(g) -£i(s)7(s)
1 S (1 - k(s)) (1 - ki(s)) - $(s)fix(s) ’

όπου από τους ορισμούς των συναρτήσεων κ, κχ, ψ, ψχ, 7, 7ι και μετά από κάποιες αλγεβρικές
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πράξεις είναι εύκολο να δούμε ότι

1 ~r.\ + cs ~ λ - ό 4- XOfcis) 1 _ '_Λ ^-s2 + cs - λ - δ + λ(1 - 0)/2(s)
1 — k[s) ~2 - , 1 — — — ■

21 (-2 2 S

M-ìOzpm, M-ìm,

και

7(5) =^-2 [β(λ + 5 - Aö/2(s))A(0) - (cs - λ - δ + A0/2(s))Λ'(0) - λ(1 - β)«/ι(β)Λι(0)
2 S

- λ(1 - ö)/i(s)Ai(0) - s2ûiA(s)j,

7i(s) Νλ + δ - A(1 - Ö)/2(s))A1(0) - (cs - λ - J + λ(1 - ö)/2(s))A,1(0) - A0s/3(s)
2 S

X A(0) - X6h(s)A'(0) - s2wb(s)].

Τότε, με βάση τους παραπάνω μετασχηματισμούς Laplace, έχουμε ότι ο κοινός παρονομαστής 
των δύο εξισώσεων της σχέσης (6.34) γράφεται ισοδύναμα ως

(1 - k(s)) (1 - Ki(s)) - £(s)£i(s) = Φ)

όπου η συνάρτηση £(s) δίνετοει από το Λήμμα 6.2. Συνεπώς, και οι δύο εξισώσεις της σχέσης 
(6.34) γράφονται ως

με

C(s) γ Ci{a)
eis)· ”” k{s)= eis)' (6.35)

[y)2«4 [(1 - ki(s))7(s) - vWriW] - (6.36)

;y)254[(l· - k(s))ji(s) - Vi(s)7(s)] · (6.37)

Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε τους αριθμητές των l(s) και Ζχ(s), δηλ. τις συναρτήσεις C(s) 
και Ci(s), ξεχωριστά όπως γίνεται ακολούθως.

Αρχικά μελετούμε τον αριθμητή της συνάρτησης /(s). Αντικαθιστώντας, από τις 
παραπάνω σχέσεις, τους μετασχηματισμού Laplace κ, η, ψ και 7ι στην εξίσωση (6.36) και 
ανακαλώντας από την απόδειξη του Λήμματος 6.2 ότι Z2(s) — <γ+cs ~Χ-δ + X /2(s), τότε
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η συνάρτηση C(s) μπορεί να εκφραστεί ισοδύναμα ως

C(s) = A(0){s(£2(s)-X9f2(s))(X + 5-X9f2(s)) + sX29(l-9)f3(s)h(s)}

—Λ'(0){ (£2(s) - X9f2(s)) (cs — X — δ + X9f2(s)) - Χ2Θ(1 - 9)f3(s)h(s)}

-Λι(0){β(*2(β) - λ0/2(«))λ(1 - 0)Λ(δ) + s(X + δ - λ(1 - 0)/2(*))λ(1 - 0)/i(s)} 

-Ai(0){(/2(*) - λβ/2(ί))λ(1 - - (cs - X - δ + λ(1 - ö)/2(s))A(1 - Ö)/i(s)}

~(i2(s) - AÖ^(s))s2u;a(s) + A(1 - 9)fi(s)s2wB(s).

Επιπλέον, κάνοντας περαιτέρω αλγεβρικές πράξεις στους όρους εντός αγκυλών, στην 
παραπάνω εξίσωση, βρίσκουμε ότι η συνάρτηση C(s) παίρνει την ακόλουθη μορφή

Ακόμη, έχοντας από το Λήμμα 6.2 ότι το s — r2 επαληθεύει την εξίσωση £2(s) = 0 και 
χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία όπως αυτή στην απόδειξη της Πρότασης 6.1, βρίσκουμε 
ότι

2 2 
C(s) = A(0)s{(A + ó)^2(s) - A0/2(s)s(ys + c)} - A'(0){(cs - A - ó)£2(s) + A0/2(s)yS2}

-Λι(0)λ(1 -ά)52/ι(ί)(γ +c) — Λ'1(0)λ(1 - θ)/ι(δ)γ32 + Xs29f2(s)wA(s) 

-s2£2(s)wA(s) + A(1 - 9)fi(s)s2wB(s).

απ' όπου η συνάρτηση C(s) ισοδύναμα εκφράζεται ως

c(s) = (y) “ rNs + (6.38)

με

_J_/a(0) Γ Tg(A + J) _ (A + 5)XsTr2f2(s) _ 72QQs2(^s + c)
(σ2/2)2^ H(e-ri)(« + 6i) (e-n)n?=1(* + fti) nti(s-n)(s + M
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(6.39)+λ(1 - θ)
s2fi(s)wB(s) -I

Ili=i(s - r*)(s + bi) >

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (6.11), (6.38) και (6.35), και χρησιμοποιώντας τον ορισμό της 
συνάρτησης g(s), δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace l(s) ικανοποιεί 
την ακόλουθη εξίσωση

î(s) = î(s)g(s) + v(s). (6.40)

Το επόμενο βήμα είναι να αντιστρέφουμε ως προς s την παραπάνω εξίσωση. Για αυτό το σκοπό 
παρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace v(s), που δίνεται από την εξίσωση (6.39), είναι 
ένα άθροισμα πηλίκων πολυωνύμων, όπου οι βαθμοί των πολυωνύμων των αριθμητών, σε κάθε 
ένα από προαναφερόμενα πηλίκα, είναι μικρότεροι ή ίσοι με τους βαθμούς των αντίστοιχων 
πολυωνύμων που βρίσκονται στους παρονομαστές. Έτσι, χρησιμοποιώντας την τεχνική 
των μερικών κλασμάτων καθώς και τα αποτελέσματα του Λήμματος 6.3, μετά από κάποιες 
αλγεβρικές πράξεις, μπορούμε να επαληθεύσουμε ότι η ό αντίστροφος μετασχηματισμός 
Laplace της συνάρτησης v(s), είναι η συνάρτηση ν(χ) που δίνεται στην στην εκφώνηση του 
θεωρήματος.

Συνεπώς, με βάση τα παραπάνω, αντιστρέφοντας ως προς s την εξίσωση (6.40), βρίσκουμε 
ότι η συνάρτηση 1(χ) ικανοποιεί την ακόλουθη ανανεωτική εξίσωση

1(χ) — ί l(x — t)g(t)dt + υ(χ),
Jo

η οποία με βάση το Θεώρημα 6.3 γράφεται ισοδύναμα ως μία ελαττωματική ανανεωτική 
εξίσωση

1(χ) — --j· - J l(x - t)dG(t) + υ(χ),
Τέλος, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.9 βρίσκουμε άμεσα ότι η συνάρτηση 1(χ) ικανοποιεί 
την πρώτη εξίσωση της σχέσης (6.32).

Για να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση Ιχ(χ) ικανοποιεί τη δεύτερη εξίσωση της σχέσης
(6.32), εφαρμόζουμε την ίδια ακριβώς μεθοδολογία, όπως παραπάνω, στον αριθμητή Ci (s) 
της εξίσωσης (6.35). Λόγο ότι η διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια η απόδειξη παραλείπεται. I

6.3.2 Αναλυτικά αποτελέσματα για τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu 

μεταξύ των επιπέδων β^ι και β2

Σε αυτή την υπο-ενότητα κάνοντας χρήση των αποτελεσμάτων τη υπο-ενότητας 6.3.1 
βρίσκουμε την αναλυτική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος του Θεωρήματος 
6.5, προσδιορίζοντας την ακριβή μορφή των συναρτήσεων Gerber-Shiu. Αυτό γίνεται 
μετασχηματίζοντας, για κάθε επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής, το σύστημα των
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ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων της σχέσης (6.28) σε μια ισοδύναμη μορφή όμοια με αυτή 
του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος (6.29) απ' όπου πλέον μπορούμε να υπολογίσουμε 
αναδρομικά τις αναμενόμενες προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής φί{υ) και φ\^{u).

Θεώρημ,α 6.7. Για βχ-χ < u < ßi, i = 1,... ,π +1, οι αναμενόμενη προεξοφλημένες 
συναρτήσεις ποινής φι(υ.) και ßi,i{u) υπολογίζονται από τις σχέσεις:

φί(ν) = Φί(ΐί) = Λi(u - ßi-1), και Φι,βνί) = Φχ,ί(ω) = Αχ^υ. - ßi-x), (6.41)

όπου Aj(it) και Αχβ(η) ορίζονται στην εξίσωση (6.31) με τη βοήϋεια των εξισώσεων (6.32) 
και (6.23), όπου το β αντικαθιστάτε από το ßi-\ και οι συναρτήσεις ξχρ{ν·), j = 2,3, και 
(j ß(u), j = 1,2, του Θεωρήματος 6.6 αντικαθιστάτε από τα ßk(u+ßi-X ~

x)dFj(x)+ Wj(u + ßi-χ), j = 2,3 και Efc=\ lu+ßZl-b^1 ßi,k(u + ßi-i ~ x)dFj(x) +Wj(u + 

ßi-1), j = 1,2, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Για 0 = ßo < u < βχ, το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων της 
σχέσης (6.28) είναι ακριβώς της ίδιας μορφής με το σύστημα των ολοκληρο-διαφορικών 
εξισώσεων της σχέσης (6.29) με β = βο = 0. Επομένως, αλλάζοντας τους περιορισμούς 
του αρχικού κεφαλαίου από 0 = ßo < u < βχ σε u > 0, και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 
6.6, η γενική λύση του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος της σχέσης (6.28) έχει την μορφή 
φχ{υ) = Φχ(«) = Λχ(ΐί) και φχ,χ(ν) = Φι,ι(«) = Λχ!χ(χί) για u > 0. Αλλάζοντας ξανά τους 
περιορισμούς του αρχικού κεφαλαίου από u > 0 σε 0 = ßo < u < βχ παίρνουμε άμεσα την 
εξίσωση (6.41) για το διάστημα [0, βχ).

Για τα υπόλοιπα επίπεδα της μερισματικής στρατηγικής βρίσκουμε τις συναρτήσεις των 
Gerber-Shiu αναδρομικά. Έτσι, εφαρμόζοντας την ίδια μεθοδολογία, όπως και παραπάνω, 

βρίσκουμε τις συναρτήσεις των Gerber-Shiu φχ- και φχ^ για k = 1,...,i — 1. Για 
ßi-X < u < ßi, από τη μορφή του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος της σχέσης (6.28) 
έχουμε ότι οι φβυ) και φΐβ(υ,), ανάμεσα στα επίπεδα ßi-χ και ßi εξαρτώνται από από τις 
συναρτήσεις των Gerber-Shiu φί και φχ^ για όλα τα επίπεδα που είναι μικρότερα του ßi-χ. 
Εφόσον το ολοκληρο-διαφορικό σύστημα της σχέσης (6.28) είναι αντίστοιχης μορφής με αυτής 
του ολοκληρο-διαφορικού συστήματος της σχέσης (6.29), αλλάζοντας τους περιορισμού του 
αρχικού κεφαλαίου από ßi-χ < u < ßi σε u > ßi-χ, έπεται ότι η λύση για τις φχ και φχβ είναι 
τη μορφής όπως δίνεται στην εξίσωση (6.41). Αλλάζοντας, ξανά τους περιορισμούς για το 
αρχικό κεφάλαιο από u > ßi-χ σε ßi-χ <u<ßi παίρνουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα. 
I

Παρατήρηση 6.3. (i) Από τα Θεωρήματα 6.6 και 6.7 είναι φανερό ότι η λύσεις των

αναμενόμενων προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής φχ(ιι) και φΐβ(η) εξαρτώνται
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από τον υπολογισμό των σταθερών όρων Λ2(0), Λχι2(0), Λ'(0) και f(0), για 
i — 1,, η + 1, οι οποίοι υπολογίζονται με βάση τις οριακές συνθήκες του Θεωρήματος 
6.5. Έτσι, γνωρίζοντας από τα Θεωρήματα 6.6 και 6.7 την μορφή των φι και φχ^, 
μπορούμε, μέσω των οριακών συνθηκών του Θεωρήματος 6.5, να πάρουμε ένα σύστημα 
4η + 4 εξισώσεων η λύση του οποίου μας δίνει τις αρχικές τιμές Aj(0), A1j2-(0), Λ·(0) 
και Λ'1έ(0), για i = 1,... ,η + 1.

(ii) Επίσης, σημειώνουμε ότι από τα θεωρήματα 6.6 και 6.7 η λύση των αναμενόμενων 
προεξοφλημένων συναρτήσεων ποινής φι(η) και φχ^{υ) εξαρτώνται άμεσα από τον 
υπολογισμό της σ.κ.της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής της Ενότητας 6.2 μεταξύ των 
διαδοχικών επιπέδων της μερισματικής στρατηγικής. Αναλυτικότερα, από το θεώρημα
6.4 έπεται ότι η σ.κ. της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής K,{u), μεταξύ των επιπέδων 
ßi-l και ßi για i — 1,... ,n + 1, όταν τα μεγέθη των αποζημιώσεων τόσο από τις κύριες 
ζημιές όσο και από τις δευτερεύουσες ζημιές ανήκουν στην κλασματική οικογένεια 
κατανομών, δίνεται από τη σχέση

για i — 1,..., η + 1, όπου —Rj,i με 3i(Rj,i) > 0, j = 1,..., k + 1, είναι οι ρίζες της

i = 1,... ,η + 1.

6.3.3 Αριθμητικά αποτελέσματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας για 
εκθετικά μεγέθη ζημιών κάτω από την ύπαρξη μιας μερισματικής 

στρατηγικής τριών επιπέδων

Σε αυτή την υπο-ενότητα, προκειμένου να δούμε την πρακτική εφαρμογή των αποτελεσμάτων 
της Ενότητας 6.3, δίνουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα για την πιθανότητας χρεοκοπίας. 
Γι' αυτό το σκοπό θεωρούμε ότι δ = 0 και w(x,y) — 1. Τότε, οι αναμενόμενες 
προεξοφλημένες συναρτήσεις ποινής, κάτω από την ύπαρξη της στρατηγικής πολλαπλών 
μερισμάτων, φ(η,β) και φι(η, β) ανάγονται στις πιθανότητες χρεοκοπίας φ(ιι, β) και 
ip\{u, β), αντίστοιχα. Επίσης, θεωρούμε την ύπαρξη μιας στρατηγικής δύο επιπέδων βι και /%, 
δηλ. β = {βι,βζ}· Επιπλέον, υποθέτουμε ότι τα μεγέθη των κυρίων και των δευτερεύουσων 
ζημιών κατανέμονται εκθετικά με παραμέτρους αγ και «2, «ι φ α^, αντίστοιχα. Συνεπώς 
έχουμε ότι Fi(x) — 1 — e~aix και Q(x) = 1 — e-Q2X, αι,θ2 > 0, χ > 0, απ' όπου εύκολα

Με βάση τα παραπάνω η χαρακτηριστική εξίσωση, για κάθε επίπεδο της μερισματικής

Pfc(0)Ö2,i’

(6.42)

1

παίρνουμε ότι fi(s)
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στρατηγικής δίνεται από τη σχέση

^^-32 + CjS — (s + ai)(s + 0:2) 4- Xaia2^^-s2 + CiS - λ - ô'j = 0, i = 1,2,3,

η οποία, σύμφωνα με το Λήμμα 6.2, τις ακόλουθες ρίζες: r^j, με ^(ri^) > 0, — 0,
και -Rjj, με SR(-Rj,i) > 0, j = 1,2,3,4, i = 1,2,3. Θεωρώντας το ακόλουθο σύνολο των 
παραμέτρων: c\ = 3.3, C2 = 3.1, C3 = 2.5, σ\ = 1.5, σ2 = 1.3, σ3 = 1, αχ = 1, β2 = 2, λ = 1, 
θ = 0.5, βι — 2, και β2 = 3, τότε βρίσκουμε ότι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης, για 
κάθε επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής, είναι οι:

Π,ι = 0.27689, -Ri, 1 = -0.42181,-R2,1 = -2.66667, -Ä3,1 = -2.84485, -Ä4,1 - -3.21023, 

r2,2 = 0.29832, -Ria = -0.40881, -R2i2 = -2.39987, -#3,2 = -3.85996, -#4,2 = -3.96696, 

rlj3 = 0.37227, -R1>3 = -0.31866, -Æ2,3 = -2.35793, -R3,3 = -5.32340, -#4,3 = -5.37227.

Επιπλέον, η εξίσωση J4;,(s) = (^-s2 + qs — λ)(s + αχ)(δ + a2) + λαχα^ = 0 έχει, σε κάθε 

επίπεδο της μερισματικής στρατηγικής, ακριβώς τρεις αρνητικές ρίζες, τις προαναφερόμενες 
-Rjti, i,j = 1,2,3. Χρησιμοποιώντας τις ρίζες τις προαναφερόμενης εξίσωσης και την 
εξίσωση (6.42) βρίσκουμε ότι η σ.κ. της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής, για κάθε επίπεδο 
της μερισματικής στρατηγικής, δίνεται από τις σχέσεις

Κι{ν) = 1 - 0.54482e-·42181" + 0.15151e-2·66667“ - 0.061242e-2-84485",

K2(u) = 1 - 0.56342e-'40881" + 0.05254e-2'39987" + 0.027005e-3'85996",

K3{u) = 1 - 0.65955e-·31866" + 0.03602e-2 35793" + 0.023527e-5'32340",

καθώς και ότι ξχ = 1.1999, ξ2 = 1.066667, ξ3 = 0.66666.
Τώρα, προκειμένου να υπολογίσουμε τις πιθανότητες χρεοκοπίας ψ(ιι,β) και ψι(υ,β3), 

συνδυάζουμε τα αποτελέσματα των Θεωρημάτων 6.7 και 6.6. Αρχικά από το Θεώρημα 6.7, 
έχουμε ότι για % = 1,2,3

WA,iix) =

Wß,i(X)

, Π rx+bi-i-bk~i _
/ <l>k{x + bi-i - y)dF2(y) + Ε2(χ + 6χ_χ)

V k=1 A+6i_i-6fc

1^4 fX+bi-i-bk-1 _
+(i - θ) zi / ΦιΜχ + bi-1 - y)dFi(y) + Fi(x + bi-1

χ.=χ Jx+bi-i—bk
, Ìz4 rx+bi-i~bk-i _λ{θζ2 + hi~i ~ y)dF^y) + Fz(x+bi-1)
V f.—l jx+bi-1-bk

fz+bi-i-bk-i _

+(! ~Θ)Σ ΦιΜχ + bi-1 - y)dFi{y) + f2{x + foi_xfe=l Jx+bi-1-bk

>)·

>)·
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Σχήμα 6.2: Η πιθανότητα χρεοκοπίας, ψ(η,β), για διάφορες τιμές του θ

και συνεπώς αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις και το παραπάνω σύνολο των 
παραμέτρων στα αποτελέσματα του Θεωρήματος 6.7 είναι εύκολο να υπολογίσουμε, με τη 
χρήση ενός κατάλληλου υπολογιστικού προγράμματος [στη συγκεκριμένη περίπτωση με τη 
χρήση του Maple] τις συναρτήσεις υχ(χ) και νχ^χ), για ι — 1,2,3. Τότε από τις εξισώσεις 
(6.31) και (6.32) και με τη βοήθεια των οριακών συνθηκών του Θεωρήματος 6.7 βρίσκουμε 
ότι

ψ(υ.,β)

' 0.90654 + 0.07002e-0·42181“ + 0.007144e-2·66667“

—0.0001349e-3'21023“ + 0.001348e-2·84485“ 
+0.002347 X 10-8e°·27689",
0.0003486 + 0.068751e-°·40881“ + 0.007755e-2·39987“ 
+0.0001166e-3·96696“ + 0.001906e-3·85996“
+0.7129 X 10_8e°·29832“,
0.00040 + 0.072235e-0·31866“ + 0.00797e-2·35793“
+0.000621e-5·32340“ + 0.006214e-5·37227“

0 < u < 2,

2 < u < 3,

3 < u < oo

Τέλος, αξίζει να σημειώσουμε ότι από το διάγραμμα 6.2, παρατηρούμε ότι η πιθανότητα 
χρεοκοπίας, κάτω από την ύπαρξη της προεπιλεγμένης μερισματικής στρατηγικής, ψ(η,β), 
μειώνεται καθώς η πιθανότητα της ταυτόχρονης εμφάνισης των κυρίως και των δευτερευόντων 
ζημιών, θ, αυξάνεται.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

AM Βασική θεωρία των martingales

Σε αυτή την παράγραφο παραθέτουμε μέρος από τη βασική θεωρία των martingales. 
Θεωρούμε ότι η τριπλέτα (Ω,Τ,Ρ) ένας χώρος πιθανότητας.

Ορισμ-ός AM (filtration). Έστω μια στοχαστική διαδικασία {Α(ί)}(Σ0. Τότε η ακολουθία 
(3γ}£ΐ0, ονομάζεται διύλιση (filtration) της διαδικασίας {Χ(ί.)};Σ0 και ορίζεται ως μια 
αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών της {Α(ί)}^Σ0 μέχρι το χρόνο ί, τέτοιο ώστε

% Ç Τι Ç · ■ · Ç T : Τί = n{A(s); s < ί}. (AM)

Διαισθητικά η 3γ είναι το σύνολο που περιέχει όλη την πληροφορία (ιστορία) της στοχαστικής 
διαδικασίας {Χ(ί)}£Σ0 μέχρι τον χρόνο ί.

Ορισμός Α'.2 (adapted process). Μια στοχαστική διαδικασία {Α(ί)}^Σ0 ονομάζεται 
προσαρμοσόμενη (adapted) αν και μόνον αν για κάθε t > 0 η {X(t)}j*l0 είναι 3γ-μετρήσιμη.

Ορισμός Α'.3 (martingale). Μια στοχαστική διαδικασία {X(i)}^0 ονομάζεται martin­
gale αν ισχύουν τα παρακάτω:

(ί) Ε(|Χ(ί)|) < οο,Vt> 0,

(ii) η X(t) είναι Τ, προσαρμοσόμενη, Vi > 0,

{ni) E(X(i)|Ts) = X(s), Vi > s.

Πόρισμα AM. Έστω ότι η στοχαστική διαδικασία {Α(ί)}^Σ0 &ναι martingale. Tore ισχύα 
ότι

E(X{t)) = Ε(Χ(0)), V t > 0. (Α'.2)
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Ορισμός Α'.4 (stopping time). Μια τ.μ. Τ : Ω —> [0, οο] ονομάζεται χρόνος διακοπής 
(stopping time) αν για κάθε t > 0 ισχύει ότι

{T < t} € yt. (Α'.3)

Διαισθητικά η (Α'.3) ερμηνεύεται ως εξής: αν γνωρίζουμε όλη την «πληροφορία» μέχρι την 
χρονική στίγμη t, τότε μπορούμε να δούμε αν ισχύει ότι Τ < ί ή όχι. Επιπλέον, σημειώνουμε 
ότι αν Τ είναι ένας χρόνος διακοπής, τότε η τ.μ. Τ At είναι επίσης ένας χρόνος διακοπής.

Το ερώτημα, πλέον, που γεννάται είναι ότι αν η {X(f)}g0 είναι martingale και Τ ένας 
χρόνος διακοπής, τότε αν ισχύει ότι Ε(Χ(Τ)) = Ε(Χ(0)). Η απάντηση στο συγκεκριμένο 

ερώτημα δίνεται μέσα από το Optional Stopping Theorem.

Θεώρημα AM (Optional Stopping Theorem). Έστω ότι η στοχαστική διαδικασία 
{X(t)}£î0 (imi éva martingale και T émç χρόνος διακοπής. Av éva από τα παρακάτω αναι 
αληθές

(i) Τ < c < οο όπου c κάποιος σταϋψός αριθμός,

(μ) IΧ{Τ Λ n)| < Y V π > 0 μ( Ε(Υ) < οο, Τ < οο,

(ii) IΧ(Τ Λ η) — Χ(Τ Λ (η — 1))| < c V σταθτρό αριθμό και Τ < οο,

τότ( ισχύα ότι
Ε(Χ(Τ)) =Ε(Λ·(0)).

Απόδαξη. Williams (1991) σελ. 100-101. ■

Α\2 Διαγράμματα των χρόνων διακοπής της Ενότητας 4.4.1
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Σχήμα AM: Διάγραμμα 1 της δειγματοσυνάρτησης Ub(t) μέχρι να φτάσει το επίπεδο 6

u0(t)

TjtO.O.b)

Σχήμα Α'.2: Διάγραμμα 2 της δειγματοσυνάρτησης Uh(t) μέχρι να φτάσει το επίπεδο b
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Σχήμα Α'.3: Διάγραμμα 1 της δειγματοσυνάρτησης Uitk(t) μέχρι να φτάσει το επίπεδο b—bk-1

Σχήμα Α'.4: Διάγραμμα 2 της δειγματοσυνάρτησης U\tk{t) μέχρι να φτάσει το επίπεδο b—bk-i

b-b*..

TaJî(u ~ τ£ Du-τ ί)|.*0, b>
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Σχήμα Α'.5: Διάγραμμα 3 της δειγματοσυνάρτησης Ui ^(i) μέχρι να φτάσει το επίπεδο b—bk-1

Α'.3 Ένα ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα δεύτερης τάξης με μη- 
γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις

Σε αυτή την Ενότητα του Παραρτήματος δείχνουμε ότι το αντίστοιχο ομογενές ολοκληρο- 
διαφορικό σύστημα του του συστήματος (6.28) του Θεωρήματος 6.5 στην Ενότητα 6.3, δεν 
έχει λύσεις οι οποίες να είναι γραμμικά ανεξάρτητες μεταξύ τους.

Για u > 0, θεωρούμε το ακόλουθο ομογενές ολοκληρο-διαφορικό σύστημα δεύτερης τάξης 
ως προς v(u) και ^ι(ω),

(u) + cu (u) — (λ + δ)ν{ν) = — Χθ f v(u — x)dF2{x) - λ(1 — θ) ίJ ο Jo

(u) -f- cu1 (u) — (λ + ó)z/i(u) = — Χθ ί v(u — x)dFj,{x) — λ(1 — θ) ίJ ο J ο

v\(u — x)dFi(x),

U

v\(u — x)dF2(x).

Επιπλέον για 3ì(s) > 0, έστω P(s) = e~suv(u)du και i?i(s) = /0°° e~suv\(u)du να είναι οι 
μετασχηματισμοί Laplace των i/(u) και (u) αντίστοιχα. Παίρνοντας και στα δύο μέλη του 
παραπάνω ομογενούς ολοκληρο-διαφορικού συστήματος μετασχηματισμούς Laplace άμεσα 
βρίσκουμε ότι

2 2
(ys2 + cs - λ<5 + X0f2(sŸ)v(s) + λ(1 - 0)/i(s)i?i(s) = y (si/(0) + ι/(0)) + cv{0),

2 2
(ys2 Acs - λδ + λ(1 - e)f2{sŸjvi(s) + Xef3(s)V(s) = γ (si/i(0) + ^(O)) + οί(0).
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Η παραπάνω εξίσωση γράφεται, ισοδύναμα, σε μορφή πινάκων ως

As(s)V(s) = %- (sP(0) + ι?'(0)) + cP(0), (Α'·4)

όπου Ρ(0) = (ι/(0),ί/χ(0)) , P(s) = (P(s),Pi(s)) , και

Α , s ( tÇ-s2 +CS-X6 + X9f2(s) λ(1 - 0)/ì(s)
S{S ~~ 1 Λ0/3(s) ^s2 + cs - Χδ + λ(1 - e)h(s)

Σημειώνουμε ότι η εξίσωση det A^(s) = 0 είναι ισοδύναμη με την χαρακτηριστική εξίσωση 
i(s) — 0 του Λήμματος 6.2 και συνεπώς έχουμε ότι detA^r*) = 0, για ι = 1,2. Επίσης, 
χρησιμοποιώντας όμοια μεθοδολογία με αυτή των Κεφ. 3,4 δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι 
ο πίνακας Α^ κυριαρχεί διαγωνίως (diagonally dominant) και συνεπώς από το θεώρημα των 
Levy- Desplanques [βλ. Θεώρημα 1.24] ισχύει ότι ο As είναι ένας αντιστρέψιμος πίνακας. 
Έστω A|(s) να είναι ο πίνακας των αλγεβρικών συμπληρωμάτων (adjoint) του πίνακα Ag, ο 
οποίος δίνεται από τη σχέση

A*(s) / %s2 + cs-X5 + λ(1 - 0)h(s) -λ(1 - e)h(s) \
6[S V -λό/3(β) ^s2 + cs - Χδ + Xeh(s) )'

Συνεπώς, με βάση τα παραπάνω από την εξίσωση (Α'.4), έχουμε ότι

det Aj(s)P(s) = Aj(s)(y (sP(0) + ^(0)) + cP(0)j. (A'.5)

Τώρα, ανακαλούμε την θεωρία των διαιρετών διαφορών γα πίνακες/διανύσματα. Έτσι 
ανακαλώντας τον ορισμό των διαιρετών διαφορών (βλ. Ορισμό 1.18] η πρώτη και δεύτερη 
διαιρετή διαφορά του πίνακα/διανύσματος L(s) ως προς τους αριθμούς Γχ,Γ2 (διαφορετικού 
μεταξύ τους) ορίζεται αναδρομικά ως

L[ri,s]
L(s)-L(n)

s — ri
L[ri,r2,s] L[ri,s] -L[ri,r2] 

s - r2

Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι V(s) < 00 καθώς επίσης και ότι det Α^(ri) = 0, 
τότε έχουμε ότι το s = ri είναι επίσης ρίζα του δεξιού μέλους της εξίσωσης (Α'.5), δηλ. 
A|(ri)(^(riP(0) + Ρ7(0)) +cP(0)) = 0, απ' όπου μπορούμε να εκφράσουμε το δεξιό μέλος 

της εξίσωσης (Α'.5) ως

2 2det As(s)û(s) = (s-η) [γ (AJ (s)+rx AJ βγ, s] ) P(0) + y AJ [ri, s] if (0)+cA|[ri, s]P(0)j. 

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας την ίδια λογική ακολουθία όπως και παραπάνω, χρησιμοποιώντας
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το γεγονός ότι το s = r2 είναι ρίζα του δεξιού μέλους της παραπάνω εξίσωσης, έχομε ότι

2 2 2detAi(s)£(s) = (s-n)(s-r2) [α^π, r2, s] ( (y n+c)i7(0)+y i/'(0)) +y AJ[r2, s]i7(0)j.

(Α'.δ)
Επιπλέον, από το γεγονός ότι Α|(τγ) (%- (τγί?(0) +i?,(0)) + α?(0)) = 0, V ί = 1,2, μπορούμε 

εύκολα να δούμε ότι

A5h,r2]((yri + c)i?(0) + yiT'(Q)) + yA|(r2)i7(0) = Ö, (A'.7)

όπου 0 είναι ένα διάνυσμα στήλη με δύο στοιχεία ίσα με το μηδέν. Ακόμη, από τον ορισμό του 
πίνακα A|(.s) δεν είναι δύσκολο να βρούμε την πρώτη διαιρετή διαφορά ως προς τους αριθμούς 
ri,r2, και στη συνέχεια να υπολογίσουμε την ορίζουσα τη προαναφερόμενης ποσότητας, η 
οποία δίνεται από τη σχέση

2 2detAJ[ri,r2] = (y) (ri+62)2+A^[r1,r2]y (ri+ò2)+A20(l-6O^ri,r2]2/i(T-i)/i(r2) > 0.

Ακόμη, εφόσον det A)j[ri,r2] φ 0, τότε υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας του AJ[ri,r2], δηλ. 
ο πίνακας (AJ[ri,r2])_1. Πολλαπλασιάζοντας και και τα δύο μέλη της εξίσωσης (Α'.7) με 
(Α|[γι,γ2])_1 βρίσκουμε ότι

(yn + + y^(°) = -y(A«lri,r2])-1A;(ra)*'(o).

Τέλος, αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση (Α'.6), έχουμε ότι

2 2detAi(s)P(s) = (s-r1)(s-r2)j^-A|[ri,r2,s]y(A|[ri,r2])_1AJ(r2)i7(0)+yAi[r2,s]i7(0)j,

απ' όπου, εφόσον ο μετασχηματισμός Laplace P(s) εξαρτάται μόνο από τις αρχικές τιμές *7(0), 
συμπεραίνουμε ότι το αρχικό ολοκληρο-διαφορικό σύστημα δεν έχει δύο γραμμικά ανεξάρτητες 
λύσεις.

Α\4 Στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις - το Λήμμα του Itô

Στη θεωρία πιθανοτήτων οι στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις χαρακτηρίζονται από το 
γεγονός ότι περιέχουν ολοκληρώματα κατά Riemann καθώς και ολοκληρώματα κατά Itô.

Η γενική μορφή μιας στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης δίνεται από τη σχέση

X(t) = X( 0)+ f a{s,X{s))ds+ f a(s,X(s))dB{s), 
Jo Jo

0 <t<T, (Α'.δ)
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όπου α(ί, χ) και σ(ί, χ) είναι δύο ντετερμινιστικές συναρτήσεις και {X(t)}t>o μια στοχαστική 
διαδικασία επάνω σε ένα χώρο πιθανότητας (Ω, ®t,P), όπου είναι διύλιση η οποία
γεννάται από την διαδικασία Wiener (κίνηση Brown) ο [βλ. Ορισμό 3.1].

Από την μορφή της της εξίσωσης (Α'.8) είναι φανερό ότι το πρώτο ολοκλήρωμα είναι ένα 
ολοκλήρωμα Riemann, ενώ το δεύτερο ολοκλήρωμα είναι ένα ολοκλήρωμα Ito.

Στο εξής da λέμε ότι η στοχαστική διαδικασία {A(i)}t>o αποτελεί τη λύση της 
στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης (Α'.8) με αρχική τιμή την A (Ο)1.

Ισοδύναμα η στοχαστική διαφορική εξίσωση (Α'.8) γράφεται σε μορφή διαφορικών ως

dX(t) = a(t, X(t))dt + σ(ί, X(t))dB{t), (A'.9)

με αρχική τιμή την Α(0).

Παρατήρηση AM. Αρχικά παρατηρούμε ότι η εξίσωση (Α'.9) είναι όμοιας μορφής με τη 
συνήθη διαφορική εξίσωση dx — f(t, x)dt. Παρά όμως την ομοιότητα υπάρχει μια θεμελιώδης 
διαφορά μεταξύ μιας συνήθης διαφορικής εξίσωσης και μιας στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης, 
η οποία εξηγείται ακολούθως.

Από τη -θεωρία των διαφορικών εξισώσεων η συνήθης διαφορική εξίσωση dx — f(t, x)dt 
μπορεί να γραφεί ως ^ = f(t,x), και συνεπώς τα διαφορικά dx και dt είναι πραγματικές 

συναρτήσεις. Με άλλα λόγια μια συνήθη διαφορική εξίσωση εμπεριέχει μία συνάρτηση και τις 
παραγώγους της συνάρτησης αυτής. Επομένως, η λύση μιας συνή-θης διαφορικής εξίσωσης 
είναι μια παραγωγίσιμη συνάρτηση.

Στην περίπτωση των στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων [βλ. Karatzas και Shreve 
(1991)] η κίνηση Brown δεν είναι πουθενά παραγωγίσιμη. Έτσι, παρόλο που η ποσότητα dB(t) 
«φαίνεται» να εκφράζει το διαφορικό της στοχαστικής διαδικασίας {B(t)}t>ο δεν μπορεί να 
έχει την ίδια μεταχείριση όπως στην κλασσική θεωρία των διαφορικών εξισώσεων. Επιπλέον το 
ολοκλήρωμα του Itô Jg a(s, X(s))dB(s) ως συνάρτηση του ί δεν είναι πουθενά παραγωγίσιμη, 
συνεπώς και η στοχαστική διαδικασία {X(t)}t>Q δεν είναι πουθενά παραγωγίσιμη.

Ο τρόπος λύσης της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης (Α'.9) δίνεται με βάση το Λήμμα 
του Itô.

Λήμμα AM (One dimensional Itô’s Lemma). Έστω {Α(ί)}4>ο μια στοχαστική 
διαδικασία η οποία ικανοποιεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση (Α'.8) και g{t,x) μια

'συχνά στη βιβλιογραφία η στοχαστική διαδικασία {A(i)}t>o καλείται σαν μια διαδικασία Itô (Itô 
process), παρόλο που μία διαδικασία Itô αποτελεί γενίκευση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης (Α'.8). Πιο 
συγκεκριμένα αν η (A(i)}t>o είναι μια διαδικασία Itô, τότε η {X(t)}t>o ικανοποιεί την ακόλουθη εξίσωση

X(t) = Χ(0) + [ a(s)ds + ί a(s)dB(s), 0 < t < T,
Jo J ο

όπου οι {a(t)}t>o και (<r(f)}t>o είναι δύο στοχαστικές διαδικασίες ως τη διύλιση ®(
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ντετερμινιστική συνάρτηση η οποία είναι παραγωγίσιμη (continuously differentiable) ojç 
προς t και δύο φοράς παραγωγίσιμη (twice continuously differentiable) ως προς χ. Tore, η 
στοχαστική διαδικασία {g(t,X(t))}t>ο αποτελεί λύση της ακόλουϋης στοχαστικής διαφορικής 
εξίσωσης

fdg(t,X) , „dg(t,X) , 1 J2/J. 
dg(t,X) — ^ — \-a(t,X) — l· -σ (t,X)

ή ισοδύναμα [εφόσον dX — a(t, X)dt + σ(ί, X)dB]

(dg(t, X) 12 r)d*g(t,X) 
dg(t,X)-(—^ + -o (t,X)—^r-

d2g(t,X)\
■■ dx2 )dt + a(t,X)

> ox

OX
(AMO)

(AMI)

Απόδειξη. Karatzas και Shreve (1991). I
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