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ΠΕΡΙΛΗΧΗ 
 

Οη δείθηεο καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο είλαη ζπλπθαζκέλνη κε ηελ καθξνβηφηεηα 

θαη ηελ ζλεζηκφηεηα αληίζηνηρα. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία παξνπζηάδνληαη δηάθνξα 

εξγαιεία κέηξεζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο θαη καθξνδσίαο φπσο είλαη ε LifeMetrics θαη 

αλαιχνληαη ηα ζηνηρεία απφ ηα νπνία απνηειείηαη.  

΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά νη κεζνδνινγίεο ησλ Lee-Carter, Renshaw 

Haberman, Currie, Cairns Blake & Dowd ζχκθσλα κε ηηο νπνίεο κπνξεί λα 

δηαρεηξηζηεί θαιχηεξα ν θίλδπλνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ καθξνδσία θαη απφ ηε 

ζλεζηκφηεηα. Έπεηηα εθαξκφδνληαη απηά ηα κνληέια ζε ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα 

πιεζπζκνχ ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηψλ γηα ηελ ηηκνιφγεζε αζθαιηζηηθψλ πξντφλησλ 

θαη κε ηα απνηειέζκαηα πνπ εμάγνληαη, αλαιχεηαη ε επηξξνή ηνπ θάζε κνληέινπ ζηα 

πξντφληα απηά. 
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ABSTRACT 
 

Longevity and mortality indices are interwoven with longevity and mortality, 

respectively. In the present thesis, various tools for measuring mortality and longevity 

such as LifeMetrics are presented. The theoretical basis of LifeMetrics is also analysed. 

Afterwards the analytical methodologies of Lee-Carter, Renshaw Haberman, Currie, 

Cairns Blake & Dowd are presented, by which, the arising risk from the longevity and 

mortality can be better managed. Then these models are applied to specific data in the 

United States population for pricing insurance products. From the extracted results, the 

way each model affects these products is presented. 
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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 
 

Γηα ηελ εθπφλεζε ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο ζπλέβαιε κε ην δηθφ ηεο ηξφπν ε 

νηθνγέλεηά κνπ θαζψο ε ζηήξημή ηεο ήηαλ πνιχηηκε. Θα ήζεια επίζεο λα επραξηζηήζσ 

ηνλ επηβιέπσλ θαζεγεηή κνπ Αλαπιεξσηή θαζεγεηή Υαηδεθσλζηαληηλίδε Δπζηάζην 

γηα ηε κεγάιε βνήζεηα πνπ κνπ παξείρε θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα εθπφλεζεο ηεο 

δηπισκαηηθήο κνπ. Σέινο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ Αλαπιεξσηή θαζεγεηή 

Νεθηάξην Μηιηηάδε θαη ηνλ Αλαπιεξσηή θαζεγεηή Αληδνπιάθν Γεκήηξην, γηα ηε 

ζπκκεηνρή ηνπο ζηελ ηξηκειή επηηξνπή αμηνιφγεζεο ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο.
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙ΢ΑΓΨΓΗ 
 

H καθξνδσία είλαη έλα ζέκα πνπ έρεη ιάβεη κεγάιε βαξχηεηα ηα ηειεπηαία ρξφληα. 

Απνηειεί έλαλ απμαλφκελν θίλδπλν γηα ηα ζπληαμηνδνηηθά πξνγξάκκαηα πνπ πξέπεη λα 

πιεξνχλ ηειηθά ην θφζηνο ηεο αχμεζεο ηνπ πξνζδφθηκνπ δσήο. Οη πηλάθεο 

ζλεζηκφηεηαο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπληαμηνδνηηθψλ 

ππνρξεψζεσλ. Η ζεκαληηθή αχμεζε ηεο αμίαο ησλ ππνρξεψζεσλ έρεη σο απνηέιεζκα 

κηα ζεκαληηθή δηεχξπλζε ησλ ειιεηκκάησλ ησλ ζπληαμηνδνηηθψλ πξνγξακκάησλ. 

Πνιιέο αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο δσήο ζε παγθφζκην επίπεδν αλεζπρνχλ ζρεηηθά κε ηελ 

έθζεζή ηνπο ζε γεγνλφηα πνπ αθνξνχλ ηε ζλεζηκφηεηα. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ 

έθδνζε ησλ δηαθφξσλ νκνιφγσλ κεηαθέξνληαο ηνλ θίλδπλν ζλεζηκφηεηαο ζηνπο 

επελδπηέο . 

Γεληθά ε καθξνδσία θαη ν θίλδπλνο ζλεζηκφηεηαο κέρξη πνιχ πξφζθαηα, είραλ 

αγλνεζεί ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηα ζπληαμηνδνηηθά πξνγξάκκαηα θαη ηνλ 

ρξεκαηννηθνλνκηθφ ηνκέα. Μφλν νη αλαινγηζηέο, νη δεκνγξάθνη θαη νη αζθαιηζηηθέο 

εηαηξείεο δελ έδεημαλ θαλέλα ελδηαθέξνλ γηα ηε κέηξεζε θαη ηε δηαρείξηζε ηνπ 

θηλδχλνπ απηνχ. Απηφ γηλφηαλ γηαηί ν θίλδπλνο ζλεζηκφηεηαο απνηεινχζε έλαλ κε 

ρξεκαηννηθνλνκηθφ θίλδπλν θαη έηζη ήηαλ αδηάθνξνο γηα φζνπο αζρνινχληαλ κε ηα 

ρξεκαηννηθνλνκηθά. Ο θίλδπλνο πνπ κειεηάκε κεηξηέηαη θαη αλαιχεηαη δηαθνξεηηθά 

απφ ηνπο ρξεκαηννηθνλνκηθνχο θηλδχλνπο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ν θίλδπλνο 

καθξνδσίαο ππάξρεη ζηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο θαη ζε νξγαληζκνχο ηνπ δεκφζηνπ 

ηνκέα πνπ είλαη ρνξεγνί παξνρψλ ζε εξγαδνκέλνπο. Γπζηπρψο, απηνί νη ρνξεγνί είλαη 

αλεπαξθψο εμνπιηζκέλνη γηα ηε δηαρείξηζε ηνπ θηλδχλνπ απηνχ. Απηφο ν θίλδπλνο πνπ 

γηα ηνπο πεξηζζφηεξνπο είλαη άγλσζηνο έρεη επεξεάζεη αξλεηηθά ηνπο κεηφρνπο θαη ηελ 

αμία ησλ θνξνινγνπκέλσλ  

LifeMetrics είλαη έλα εξγαιείν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε κέηξεζε θαη ηε 

δηαρείξηζε ηεο καθξνδσίαο θαη ηνπ θηλδχλνπ ζλεζηκφηεηαο. Δίλαη ζρεδηαζκέλν γηα 

ζπληαμηνδνηηθά πξνγξάκκαηα, ηηο αζθαιηζηέο θαη αληαζθαιηζηηθέο εηαηξίεο, θαζψο θαη 

γηα ηνπο επελδπηέο . LifeMetrics επηηξέπεη ζηνλ θίλδπλν λα κεηξεζεί κε ηππνπνηεκέλν 

ηξφπν θαη λα κεηαθεξζεί αιινχ. Παξέρεη επίζεο έλα κέζν γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο 
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απνηειεζκαηηθφηεηαο ηεο καθξνδσίαο – ζλεζηκφηεηαο, ζηξαηεγηθέο αληηζηάζκηζεο ηνπ 

θηλδχλνπ θαη ην κέγεζνο ηνπ πηζαλνχ θηλδχλνπ. 

Σν LifeMetrics εξγαιείν πεξηιακβάλεη ηξεηο ζπληζηψζεο : 

• lifeMetrics δείθηε: ηα ζηνηρεία γηα ηελ αμηνιφγεζε ησλ ζεκεξηλψλ θαη ησλ ηζηνξηθψλ 

επηπέδσλ ζλεζηκφηεηαο θαη καθξνδσίαο. 

• lifeMetrics πιαίζην: έλα ζχλνιν εξγαιείσλ, κεζφδσλ θαη αιγνξίζκσλ γηα ηε κέηξεζε 

θαη ηε δηαρείξηζε ηεο καθξνδσίαο θαη ηνπ θηλδχλνπ ζλεζηκφηεηαο  

• lifeMetrics ινγηζκηθφ: ινγηζκηθφ γηα ηελ πξφβιεςε ησλ κειινληηθψλ πνζνζηψλ 

ζλεζηκφηεηαο. 

 

Οπζηαζηηθά έρεη ζρεδηαζηεί γηα λα απμήζεη ην πξνθίι δηαρείξηζεο θηλδχλσλ 

καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο, λα απμήζεη ηε δηαθάλεηαο γχξσ απφ ηνλ θίλδπλν απηφ 

θαη λα παξέρεη πξαθηηθά εξγαιεία θαη κεζφδνπο γηα ηε κέηξεζε θαη ηε δηαρείξηζή ηνπ. 

Πην ζπγθεθξηκέλα: 

• λα βνεζήζεη ηα ζπληαμηνδνηηθά ηακεία θαη ηνπο ρνξεγνχο ηνπο γηα κηα πην 

απνηειεζκαηηθή δηαρείξηζε ηνπ θηλδχλνπ καθξνβηφηεηαο 

• λα εθπαηδεχζεη ηνπο επελδπηέο γηα ηελ πξνψζεζε θαη ηελ αλάπηπμε κηαο 

ξεπζηήο αγνξάο γηα ηε καθξνδσία - ζλεζηκφηεηα πνπ ζπλδέεηαη κε 

πεξηνπζηαθά ζηνηρεία 

• λα παξέρεη ελαιιαθηηθέο ιχζεηο κεηαθνξάο ηνπ θηλδχλνπ γηα ηνπο 

αζθαιηζηέο θαη αληαζθαιηζηέο. 

 

Θα κπνξνχζε λα πεη θαλείο φηη ην εξγαιείν LifeMetrics έρεη κηα ζεηξά απφ 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ ην δηαθνξνπνηνχλ. Μεξηθά απφ απηά είλαη: 

• νη δηεζλείο δείθηεο: δεκνζηεχνληαη φια ηα ζηνηρεία ηνπ δείθηε γηα δηάθνξεο ρψξεο κε 

βάζε ηελ εζληθά δεδνκέλα ηνπ θάζε πιεζπζκνχ.  

• ε δηαθάλεηα: φιεο νη κεζνδνινγίεο, νη αιγφξηζκνη θαη νη ππνινγηζκνί απνθαιχπηνληαη 

πιήξσο θαη αλνηθηά. 

• ε ηππνπνίεζε: LifeMetrics έρεη ζρεδηαζηεί γηα λα δηεπθνιχλεη ηε δηάξζξσζε ησλ 

ηίηισλ καθξνδσίαο θαη ηα παξάγσγα ρξεκαηννηθνλνκηθά πξντφληα. 

• ε δηαρείξηζε ηνπ θηλδχλνπ: εξγαιεία γηα λα βνεζήζνπλ ζηελ αλάπηπμε πξνβιέςεσλ 

ηεο κειινληηθήο καθξνδσίαο, λα αλαιχζνπλ ηνλ αληίθηππν ζηα ραξηνθπιάθηα θαη λα 

ζρεδηάζνπλ ιχζεηο δηαρείξηζεο ησλ θηλδχλσλ. 



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   4 

Παξά ην γεγνλφο φηη νη φξνη «θίλδπλνο καθξνβηφηεηαο» θαη «θίλδπλνο 

ζλεζηκφηεηαο» ζπρλά ρξεζηκνπνηνχληαη αδηαθξίησο, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη 

αληίζεηεο πιεπξέο ηνπ ίδηνπ λνκίζκαηνο. Η καθξνδσία ζρεηίδεηαη κε ην κήθνο ηεο 

δσήο, ελψ ε ζλεζηκφηεηα ζρεηίδεηαη κε ηα πνζνζηά ηνπ ζαλάηνπ. Έηζη ν θίλδπλνο 

καθξνδσίαο πεξηγξάθεη ηνλ θίλδπλν φηη έλα άηνκν ή κηα νκάδα αηφκσλ, ζα δήζνπλ 

πεξηζζφηεξν απφ ην αλακελφκελν, ελψ ν θίλδπλνο ζλεζηκφηεηαο γεληθά 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πεξηγξάςεη ηνλ θίλδπλν φηη έλα άηνκν, ή κηα νκάδα αηφκσλ, ζα 

δήζνπλ, ζπλνιηθά ιηγφηεξν απφ φηη αλακελφηαλ. (δειαδή, ε ζλεζηκφηεηα ηνπο ζα είλαη 

πςειφηεξε απφ ην αλακελφκελν) . 

Η ζλεζηκφηεηα κπνξεί λα αλαιπζεί απφ δχν πξννπηηθέο: ηε ζηαηηζηηθή ή ηε 

βηνινγηθή. Η ζηαηηζηηθή πξνζέγγηζε εμεηάδεη ηη έρεη ζπκβεί ζην παξειζφλ θαη ην 

πξνεθηείλεη ζην κέιινλ. Η βηνινγηθή πξνζέγγηζε ιακβάλεη ππφςε ηελ πγεία, ηελ 

ηαηξηθή θαηάζηαζε, ην πεξηβάιινλ θαη ηνλ ηξφπν δσήο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ κειεηάηαη 

θάζε θνξά θαη ε πηζαλή επίπησζε ησλ ηαηξηθψλ δηαζέζηκσλ ζεξαπεηψλ. Η θαηαλφεζε 

ηεο ζλεζηκφηεηαο ζπλδέεηαη αλαπφζπαζηα κε ηελ δηαρείξηζε ησλ ζπληαμηνδνηηθψλ 

ηακείσλ θαη ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξεηψλ. Μέζα ζε έλαλ πιεζπζκφ κπνξεί θαλείο λα 

αλαιχζεη κεκνλσκέλα ηελ πηζαλφηεηα ελφο αηφκνπ λα δήζεη ή λα πεζάλεη θαηά ηε 

δηάξθεηα κηαο ζπγθεθξηκέλεο πεξηφδνπ. Δπεηδή έλα άηνκν κπνξεί κφλν είηε λα είλαη 

δσληαλφ ή λα είλαη λεθξφ , ε πηζαλφηεηα επηβίσζεο θαηά ην επφκελν έηνο ζα είλαη ίζε 

κε: (1 - πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο). Σα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο γεληθά απμάλνπλ κε ηελ 

ειηθία. Γηα βηνινγηθνχο ιφγνπο, έλα λεαξφ άηνκν είλαη πην πηζαλφ λα επηβηψζεη ην 

επφκελν έηνο, ζε ζχγθξηζε κε έλα κεγαιχηεξεο ειηθίαο πξφζσπν. Χζηφζν, ε ζρέζε 

κεηαμχ ηεο ειηθίαο θαη ηνπ πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο δελ είλαη πάληα κνλφηνλε. Γηα 

παξάδεηγκα, ηα βξέθε έρνπλ πςειφηεξα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο απφ φηη ηα λεαξά 

παηδηά, φπσο θαη απηνί πνπ είλαη είθνζη εηψλ κπνξνχλ λα έρνπλ πςειφηεξα πνζνζηά 

ζλεζηκφηεηαο απφ εθείλνπο είλαη ηξηάληα εηψλ ιφγσ ηνπ κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ 

ζαλαηεθφξσλ αηπρεκάησλ πνπ ζπλεζίδεηαη λα βηψλνπλ νη λένη ελήιηθεο. ΢χκθσλα κε 

ηζηνξηθά δεδνκέλα κεγάισλ πεξηφδσλ ζε πνιιέο αλεπηπγκέλεο ρψξεο ην πνζνζηφ 

ζλεζηκφηεηαο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ειηθία γεληθά έρεη κεησζεί κε ην ρξφλν. Γειαδή, 

έλαο πνπ είλαη εμήληα εηψλ ζήκεξα είλαη πνιχ πην πηζαλφ λα επηβηψζεη άιινλ έλα 

ρξφλν ζε ζχγθξηζε κε έλαλ πνπ ήηαλ εμήληα εηψλ ην 1950. Απηή ε βειηίσζε ηεο 

ζλεζηκφηεηαο νθείιεηαη θπξίσο ζηελ θαιχηεξε δηαηξνθή, ζηνλ πγηεηλφ ηξφπν δσήο θαη 

ζηηο πξνφδνπο ηεο ηαηξηθήο. Χζηφζν, ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ ρξφλνπ θαη ηνπ ξπζκνχ 

ζλεζηκφηεηαο δελ είλαη γξακκηθή. ΢ην κέιινλ, είλαη απνιχησο πηζαλφ φηη ε 
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ζλεζηκφηεηα κπνξεί λα ζηακαηήζεη λα βειηηψλεηαη ιφγσ λέσλ αζζελεηψλ, ιφγσ 

αχμεζεο ηεο παρπζαξθίαο θαη άιισλ ηαηξηθψλ πεξηνξηζκψλ. Άιινη παξάγνληεο πνπ 

επεξεάδνπλ ηε ζλεζηκφηεηα είλαη ην θχιν, ε θνηλσληθν - νηθνλνκηθή νκάδα, ε 

γεσγξαθία, ν ηξφπνο δσήο θαη ην έηνο γέλλεζεο.  

Γηα ηε κειέηε ηεο ζλεζηκφηεηαο ζα αλαθεξζνχκε αλαιπηηθά ζε δηαθνξεηηθέο 

κεζνδνινγίεο. Πξφθεηηαη γηα ηα κνληέια ησλ Lee – Carter, Renshaw – Haberman, 

Currie θαη ησλ Cairns, Blake & Dowd. 

Kαηφπηλ ζα γίλεη ε ρξήζε ηνπο ζε αζθαιίζεηο θαη ζε ξάληεο θαη ζα δηεμαρζνχλ 

δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα κέζσ ηεο R γηα ην θαζέλα κνληέιν μερσξηζηά.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΚΑΣΑ΢ΚΕΤΗ΢ ΣΟΤ LIFE METRICS 
 

2.1 Ειςαγωγικό ϋννοια 
 

LifeMetrics είλαη έλα εξγαιείν ζχκθσλα κε ην νπνίν κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε θαη 

λα δηαρεηξηζηνχκε ηνλ θίλδπλν ηεο καθξνδσίαο θαη ηεο ζλεζηκφηεηαο. Μπνξεί λα 

εθαξκνζηεί ζε κηα πνηθηιία ραξηνθπιαθίσλ κε ηα επηθξαηέζηεξα λα είλαη απηά ησλ 

ζπληαμηνδνηηθψλ παξνρψλ θαη ησλ αζθαιηζηηθψλ πξντφλησλ δσήο. 

H LifeMetrics κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί απνηειεζκαηηθά ζηελ αληηζηάζκηζε ησλ 

θηλδχλσλ ζλεζηκφηεηαο θαη καθξνδσίαο θαη απνηειείηαη απφ ηξία ζηνηρεία: 

 

 ηνλ δείθηε lifeMetrics, πνπ είλαη ρξήζηκνο γηα ηελ αμηνιφγεζε ζεκεξηλψλ θαη 

ηζηνξηθψλ επηπέδσλ ζλεζηκφηεηαο θαη καθξνδσίαο. 

 ην lifeMetrics πιαίζην, πξφθεηηαη γηα έλα ζχλνιν εξγαιείσλ, κεζφδσλ θαη 

αιγνξίζκσλ γηα ηε κέηξεζε θαη δηαρείξηζε ηνπ θηλδχλνπ ηεο καθξνδσίαο θαη 

ζλεζηκφηεηαο. 

 ην lifeMetrics ινγηζκηθφ, ην νπνίν είλαη ρξήζηκν γηα ηελ πξφβιεςε ηεο 

κειινληηθήο ζλεζηκφηεηαο. 

Απηά ηα ζηνηρεία έρνπλ κεγάιε ρξεζηκφηεηα θαζψο επηηξέπνπλ ζηνλ θίλδπλν λα 

κεηξηέηαη κε ηππνπνηεκέλν ηξφπν αθφκα θαη απφ δηαθνξεηηθέο πεγέο θηλδχλνπ. 

Παξάιιεια παξέρνπλ έλα κέζν γηα ηελ αμηνιφγεζε ησλ κεζφδσλ αληηζηάζκηζεο ηνπ 

θηλδχλνπ ηεο καθξνδσίαο, άιισλ ζηξαηεγηθψλ κεηαθνξάο θηλδχλνπ θαη ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ ππνιεηπφκελνπ θηλδχλνπ (Coughlan et al, 2007). 

 

Δείθηεο LifeMetrics 

Ο δείθηεο LifeMetrics δηαθξίλεηαη γηα ηελ δηαθάλεηά ηνπ θαη ηελ αληηθεηκεληθφηεηά 

ηνπ φζνλ αθνξά ηε κέηξεζε ηεο ηξέρνπζαο θαη ηζηνξηθήο καθξνδσίαο θαη 

ζλεζηκφηεηαο. Απνηειείηαη απφ δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο γηα δηαθνξεηηθέο ρψξεο θαη 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα πξνβιέςεηο ηεο κειινληηθήο καθξνδσίαο θαη 
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ζλεζηκφηεηαο, θαζψο θαη γηα ηελ ηηκνιφγεζε ησλ παξαγψγσλ θαη νκνιφγσλ 

καθξνδσίαο. 

Έλαο ηέηνηνο δείθηεο είλαη απαξαίηεηνο γηα ηελ απνηειεζκαηηθή δηαρείξηζε ηνπ 

θηλδχλνπ καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο θαη γηα ηελ αλάπηπμε πεξαηηέξσ ξεπζηφηεηαο 

ζηελ αγνξά παξαγψγσλ θαη νκνιφγσλ καθξνδσίαο. Ο δείθηεο LifeMetrics βαζίδεηαη 

ζε δεκνζηνπνηεκέλα ζηνηρεία ζλεζηκφηεηαο γηα εζληθνχο πιεζπζκνχο ηα νπνία είλαη 

θαηαλεκεκέλα αλά ρψξα, ειηθία θαη θχιν. Αξρηθά πεξηιακβάλεη δεδνκέλα απφ Αγγιία 

- Οπαιία θαη απφ ΗΠΑ. 

H χπαξμε δηαθάλεηαο φζνλ αθνξά ηελ θαηαζθεπή ηνπ δείθηε, είλαη εκθαλήο απφ ην 

φηη νη πεγέο δεδνκέλσλ, νη κεζνδνινγίεο θαη νη αιγφξηζκνη πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ δείθηε γλσζηνπνηνχληαη πιήξσο. Όπσο γηα θάζε Γείθηε έηζη θαη 

γηα ηνλ LifeMetrics ρξήζηκε είλαη ε πξνζέγγηζε κε ππνδείθηεο. Δδψ εληάζζεηαη ε 

έλλνηα ηεο «δηακέξηζεο» ηνπ δείθηε. Πξφθεηηαη γηα έλαλ αξηζκφ ππνδεηθηψλ πνπ 

απμάλεη ην βαζκφ εθαξκνγήο ζε κηα επξεία πνηθηιία εθζέζεσλ ζηνλ θίλδπλν θαη 

θαηαζηάζεσλ. Σα δνκηθά ζηνηρεία πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηνλ Πίλαθα 

ζπκπεξηιακβάλνπλ δεδνκέλα γηα ηε ζλεζηκφηεηα αλά ρψξα, θχιν θαη ειηθία. 

Σα δεδνκέλα πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο - καθξνδσίαο ησλ 

ζεκεξηλψλ θαη ησλ ηζηνξηθψλ πιεξνθνξηψλ αλά ρψξα, ειηθία θαη θχιν εμαξηψληαη 

απφ: 

 ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ ή αιιηψο ηελ έθζεζε ζηνλ θίλδπλν 

 ηνλ αξηζκφ ησλ ζαλάησλ πνπ ζπκβαίλνπλ εληφο ηνπ ελ ιφγσ πιεζπζκνχ ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή. 

Γηα ηνλ LifeMetrics ηα δεδνκέλα απηά είλαη δηαζέζηκα απφ αξκφδηεο θπβεξλεηηθέο 

ππεξεζίεο. Σα δεδνκέλα απφ ηδησηηθέο πεγέο φπσο ηα αηνκηθά ζπληαμηνδνηηθά 

πξνγξάκκαηα δελ είλαη δηαζέζηκα ζηνλ LifeMetrics. 

Σα δεκνζηεπκέλα ζηνηρεία ζαλ κέξνο ηνπ Πίλαθα πεξηιακβάλνπλ ηξεηο δηαθνξεηηθέο 

κεηξήζεηο: 

 θεληξηθή ζλεζηκφηεηα (𝑚𝑥 ) 

 εθηίκεζε αξρηθνχ πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο (𝑞𝑥 ) 

 πξνζδφθηκν δσήο (𝑒𝑥 ) 

 

Απηέο νη κεηξήζεηο γίλνληαη θάζε ρξφλν, φηαλ θπζηθά ππάξρνπλ δηαζέζηκα ζηνηρεία 
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ηνπ LifeMetrics θαη απνηεινχλ έλα ζηηγκηφηππν ηεο ηξέρνπζαο θαηάζηαζεο ηεο 

καθξνδσίαο θαη ηεο ζλεζηκφηεηαο έρνληαο ελζσκαηψζεη ηηο ηάζεηο θαη ηε 

κεηαβιεηφηεηα ησλ ηζηνξηθψλ αιιαγψλ (Coughlan et al, 2007). 

 

LifeMetrics πιαίζην 

Κχξηνο ζηφρνο ηνπ Life Metrics πιαηζίνπ είλαη ε πινπνίεζε ησλ πξνγξακκάησλ 

κέηξεζεο θαη δηαρείξηζεο ησλ θηλδχλσλ καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο. Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί φηη είλαη εθαξκνζκέλν κε ζηνηρεία ζλεζηκφηεηαο πνπ πξνέξρνληαη απφ 

άιιεο πεγέο φπσο ηα αηνκηθά ζπληαμηνδνηηθά πξνγξάκκαηα. 

Σν πιαίζην απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν εξγαιείσλ θαη κεζνδνινγηψλ γηα ηε κέηξεζε 

ηεο ζλεζηκφηεηαο –καθξνδσίαο, φπσο: 

 ζπληάμεηο θαζνξηζκέλσλ παξνρψλ  

 αζθαιίζεηο δσήο (ζπκπεξηιακβάλνληαο θιεξνδνηήκαηα, κεξηθήο δηάξθεηαο 

δσήο ή θαη δηα βίνπ πξνγξάκκαηα) 

 πξφζνδνη (ζπκπεξηιακβάλνληαο θαη ηηο άκεζεο, αλαβαιιφκελεο, κεηαβιεηέο 

πξνζφδνπο). 

Η δηαρείξηζε ηεο ζλεζηκφηεηαο - καθξνδσίαο είλαη πην απνηειεζκαηηθή ζηηο κέξεο 

καο απ’ φηη ζην παξειζφλ γηαηί ν ηππνπνηεκέλνο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν κεηξηέηαη απηή 

θαζηζηά ζηνπο ρξήζηεο εχθνιν ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ θηλδχλνπ κεηαμχ ησλ δηάθνξσλ 

πξντφλησλ, επηρεηξήζεσλ θαη πιεζπζκψλ (Coughlan et al, 2007) 

΢ηελ εθαξκνγή ηνπ ην πιαίζην LifeMetrics βειηηζηνπνηεί ηε δηαρείξηζε ηνπ θηλδχλνπ 

ζλεζηκφηεηαο θαη βνεζά ζηε ιήςε θαιχηεξσλ απνθάζεσλ ζε ζέκαηα φπσο: 

 ε αληηζηάζκηζε ηνπ θηλδχλνπ 

 ε κεηαθνξά ηνπ θηλδχλνπ 

 ε αχμεζε ηεο έθζεζεο ζηνλ θίλδπλν. 

Σν πιαίζην LifeMetrics βνεζάεη ηνπο δηαρεηξηζηέο θηλδχλνπ λα αληηκεησπίζνπλ 

ζέκαηα φπσο: 

 ε ζπλέρεηα ή ε ιήμε ηνπ ζπληαμηνδνηηθνχ πξνγξάκκαηνο γηα ηα ελεξγά κέιε 

 εμαγνξά (εμσηεξηθή αλάζεζε) ηνπ ζρεδίνπ 

 δηαρείξηζε ησλ θηλδχλσλ 

 ρξεκαηνδφηεζε 

 επηπηψζεηο ησλ απνθάζεσλ επί ηνπ ζπληαμηνδνηηθνχ πιάλνπ ζηελ αμία ηνπ 

κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ 
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 επηπηψζεηο ησλ απνθάζεσλ επί ηνπ ζπληαμηνδνηηθνχ πιάλνπ ζρεηηθά κε ηελ 

αμία ηεο παξνρήο ησλ δηθαηνχρσλ. 

 

Σν πιαίζην είλαη εμίζνπ ζεκαληηθφ θαη γηα ηνπο αζθαιηζηέο θαζψο ηνπο παξέρεη 

βνήζεηα γηα ηελ αληηκεηψπηζε ζεκάησλ πνπ αθνξνχλ: 

 ηε λέα επηρεηξεκαηηθή αλάπηπμε 

 ηελ αλάπηπμε ζηξαηεγηθψλ γηα ηηο ππάξρνπζεο επηρεηξήζεηο 

 ηε δηαρείξηζε θηλδχλσλ 

 ηελ θαηαλνκή θεθαιαίσλ. 

 

Γελ ζα πξέπεη λα παξαιείςνπκε φηη ην πιαίζην βνεζάεη θαη ηνπο επελδπηέο ζηελ 

αμηνιφγεζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηεο πξνζδνθψκελεο απφδνζεο θαη ηνπ θηλδχλνπ ηεο 

καθξνδσίαο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν νη επελδπηέο θαηαθέξλνπλ λα αμηνινγνχλ ηφζν ζε 

επίπεδν ραξηνθπιαθίνπ φζν θαη ζε κεκνλσκέλε βάζε ηηο επελδπηηθέο απνθάζεηο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε: 

1) ηελ αχμεζε ηεο έθζεζεο πνπ επηηπγράλεηαη κε ζηξαηεγηθέο αγνξάο 

2) ηε κείσζε ηεο έθζεζεο πνπ επηηπγράλεηαη κε ζηξαηεγηθέο πψιεζεο 

3) ηε δηαηήξεζε ηεο έθζεζεο ρσξίο λα γίλνληαη αγνξέο θαη πσιήζεηο. 

 

Οπζηαζηηθά δίλεη ηε δπλαηφηεηα ζηνπο επελδπηέο λα εζηηάζνπλ ζε ζπγθεθξηκέλεο 

ειηθηαθέο θαη θνηλσληθννηθνλνκηθέο νκάδεο ψζηε λα πξνζδηνξίζνπλ επελδπηηθέο 

επθαηξίεο. 

 

Πξνζέγγηζε πιαηζίνπ LifeMetrics 

Σν πιαίζην LifeMetrics κπνξεί λα πεξηγξαθεί θαη πην ζπλνπηηθά ζαλ κηα 

πξνζέγγηζε πέληε βεκάησλ δηαρείξηζεο ησλ θηλδχλσλ. 

Σν πξψην βήκα αθνξά ηελ θαηαλφεζε ηεο θχζεο ηεο ππνθείκελεο έθζεζεο ζηνλ 

θίλδπλν ηεο καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο. 

Σν δεχηεξν βήκα αθνξά ηελ απνηειεζκαηηθή ρξήζε ησλ πεγψλ ησλ δεδνκέλσλ πνπ 

αθνξνχλ ηε καθξνδσία θαη ηε ζλεζηκφηεηα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πιεζπζκνχ πνπ 

βξίζθεηαη ζε έθζεζε. Σα κεηνλεθηήκαηα πνπ έρνπλ παξαηεξεζεί ζε δεδνκέλα πνπ 

έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί, αθνξνχλ: 
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1. ηελ αθξίβεηα 

2. ηελ επηθαηξφηεηα 

3. ηε δηαζέζηκε ηζηνξία  

4. ηηο κεζνδνινγίεο γηα ηε ζπιινγή  

5. ηηο θχξηεο πεγέο ησλ ζθαικάησλ 

6. ηε δηφξζσζε ησλ άγλσζησλ θαη ειιηπή ζηνηρείσλ. 

 

΢πρλά ν αλαιπηήο ζπκβηβάδεηαη κε ηα ππάξρνληα δεδνκέλα γηαηί ε εχξεζε άιισλ 

δεδνκέλσλ δελ είλαη εθηθηή (Coughlan et al, 2007). 

Γηα παξάδεηγκα ηα δεδνκέλα γηα έλα ζπληαμηνδνηηθφ πξφγξακκα κπνξεί λα είλαη ηα 

θαηάιιεια γηα ηνπο δηθαηνχρνπο ηνπ πξνγξάκκαηνο αιιά λα κελ ππάξρεη κεγάιε 

ηζηνξηθή δηαζεζηκφηεηα θαζψο θαη ε αλάινγε αμηνπηζηία απηψλ. Γηα ηελ απνθπγή 

απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο ζπληζηάηαη ν ζπλδπαζκφο ησλ δεδνκέλσλ γηαηί έηζη 

αληηκεησπίδνληαη θαηάιιεια νη ειιείςεηο ηνπ θάζε μερσξηζηνχ δείγκαηνο. 

Οπζηαζηηθή αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ δεδνκέλσλ ζλεζηκφηεηαο κπνξεί λα 

γίλεη κε: 

 ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ ζνξχβνπ πνπ ππάξρεη ζε νιφθιεξε ηελ θακπχιε 

ζλεζηκφηεηαο ζε κηα ρξνληθή ζηηγκή 

 ηελ εθηίκεζε ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο ζηηο πςειέο ειηθίεο. 

 

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε έρνπκε ζαλ απνηέιεζκα κηα θακπχιε ζλεζηκφηεηαο φπνπ 

ζηνλ έλα άμνλα πξνβάιινληαη ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο θαη ζηνλ άιιν ε ειηθία ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή. ΢ηε δεχηεξε πεξίπησζε ππάξρεη δπζθνιία ζηε κέηξεζε 

ηεο ζλεζηκφηεηαο κε αθξίβεηα ζηηο πςειέο ειηθίεο. Σα κηθξά πνζνζηά ησλ αλζξψπσλ 

πνπ είλαη ελ δσή ζηηο κεγάιεο ειηθίεο νδεγνχλ ζε κεγάια ζηαηηζηηθά ζθάικαηα. Αλ 

γηα παξάδεηγκα ππάξρεη κφλν έλα άηνκν πνπ είλαη ελ δσή θαη είλαη ειηθίαο 110 εηψλ 

ηφηε ην παξαηεξνχκελν πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο είλαη 100% ή 0%. Με απηά ηα 

απνηειέζκαηα θαηαλννχκε φηη ην παξαηεξνχκελα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο δελ 

αληηπξνζσπεχνπλ ηα πξαγκαηηθά πνζνζηά. 

Σν ηξίην βήκα ζην πιαίζην LifeMetrics γηα ηε δηαρείξηζε θηλδχλσλ είλαη νη 

πξνβιέςεηο κειινληηθήο καθξνδσίαο - ζλεζηκφηεηαο κε ζθνπφ λα κπνξέζνπλ λα 

απνηηκεζνχλ νη εθζέζεηο θαη λα ππνινγηζηνχλ νη θίλδπλνη. Απηφ γίλεηαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηεο θαιχηεξεο εθηίκεζεο ιακβάλνληαο ππ’ φςηλ ηηο 
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αλακελφκελεο βειηηψζεηο ζλεζηκφηεηαο θαζψο θαη ελφο κε επλντθνχ ζελαξίνπ πνπ έρεη 

δπζκελείο επηπηψζεηο γηα ηελ έθζεζε ζηνλ θίλδπλν. 

Δπίζεο νη αλαινγηζηέο κπνξνχλ λα αλαπηχμνπλ ζηνραζηηθά κνληέια γηα κειινληηθέο 

πξνβιέςεηο καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο. Με ηε ρξήζε απηψλ ησλ κνληέισλ κπνξνχλ 

λα πξνζνκνηψλνπλ ηελ πξνβνιή ελφο κεγάινπ αξηζκνχ πηζαλψλ ζελαξίσλ φζνλ αθνξά 

ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο γχξσ απφ έλα θεληξηθφ αλακελφκελν ζελάξην. Απαξαίηεηε 

πξνυπφζεζε πάλσ ζε απηφ είλαη ε πξαγκαηνπνίεζε αθξαίσλ ζελαξίσλ ηα νπνία πξέπεη 

λα ιάβνπλ ππφςε ηνπο δεκνγξαθηθνχο παξάγνληεο θαη λα αμηνινγήζνπλ ηελ 

αμηνπηζηία ησλ πξνβιέςεσλ γηα ην απνηέιεζκα ηνπ κε επλντθνχ ζελαξίνπ (Coughlan 

et al, 2007). 

Σν ηέηαξην βήκα ζην πιαίζην LifeMetrics πεξηιακβάλεη ηελ πνζνηηθνπνίεζε ησλ 

επηπηψζεσλ ηεο καθξνδσίαο θαη ησλ θηλδχλσλ ζλεζηκφηεηαο πάλσ ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε έθζεζε. Δηδηθφηεξα γηα έλα πξφγξακκα ζπληαμηνδφηεζεο θαζνξηζκέλσλ 

παξνρψλ απηφ ην βήκα κεηαθξάδεηαη ζαλ αμηνιφγεζε ηεο επαηζζεζίαο ηεο αμίαο ησλ 

ζπληαμηνδνηηθψλ ππνρξεψζεσλ ζχκθσλα κε ηηο αιιαγέο ηεο καθξνδσίαο. Έηζη 

πξνζδηνξίδνληαο πνζνηηθά ην χςνο ηνπ θηλδχλνπ καθξνβηφηεηαο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ 

κέηξα γηα ηελ αληηκεηψπηζή ηνπ. 

Σν πέκπην βήκα ζην πιαίζην LifeMetrics πεξηιακβάλεη ηελ αμηνιφγεζε 

ελαιιαθηηθψλ ηξφπσλ δξάζεο γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ θηλδχλνπ ηεο καθξνδσίαο-

ζλεζηκφηεηαο πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ έθζεζε. 

Η απφθαζε γηα ηελ αληηζηάζκηζε ηνπ θηλδχλνπ καθξνβηφηεηαο αθαηξεί φιν ή 

κεξηθφ κέξνο ηνπ θηλδχλνπ αιιά ζαθψο έρεη θάπνην θφζηνο. Αλ δελ γίλεη θάπνηα 

ελέξγεηα ηφηε απνθεχγεηαη ην θφζηνο ηεο αληηζηάζκηζεο αιιά ηαπηφρξνλα ππάξρεη κηα 

κεγάιε δπλεηηθά έθζεζε ζηνλ θίλδπλν πνπ κπνξεί λα επηθέξεη θαηαζηξνθηθέο 

ζπλέπεηεο (Coughlan et al, 2007). 

Απηνί νη ελαπνκέλνληεο θίλδπλνη πεξηιακβάλνπλ ηνλ βαζηθφ θίλδπλν πιεζπζκνχ 

θαη ηελ αληηζηάζκηζε θηλδχλνπ. 

Σα ζηνηρεία πνπ πεξηγξάθνπλ ην πιαίζην LifeMetrics φπσο δηάθνξα εξγαιεία, κέζνδνη 

θαη αιγφξηζκνη είλαη απαξαίηεηα πξνθεηκέλνπ νη αλαινγηζηέο λα κπνξέζνπλ λα: 

 θαηαλνήζνπλ ηελ αλαινγηζηηθή θαη δεκνγξαθηθή βηβιηνγξαθία ζρεηηθά κε 

ηε καθξνδσία θαη ηε κνληεινπνίεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο. 

 λα αλαπηχμνπλ θαη λα βαζκνλνκήζνπλ ηηο πξνβιέςεηο ησλ κειινληηθψλ 

πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο 
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 αμηνινγήζνπλ ηελ επαηζζεζία ησλ εθζέζεσλ πάλσ ζηνλ θίλδπλν ηεο 

καθξνβηφηεηαο - ζλεζηκφηεηαο θαη λα πνζνηηθνπνηήζνπλ ηνλ θίλδπλν 

 ζπγθξίλνπλ ελαιιαθηηθέο ζηξαηεγηθέο 

 ειαρηζηνπνηήζνπλ ηνλ βαζηθφ θίλδπλν πιεζπζκνχ θαη άιινπο 

ππνιεηπφκελνπο θηλδχλνπο 

 αμηνινγήζνπλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο αληηζηάζκηζεο. 

 

LifeMetrics ινγηζκηθό 

Η κεζνδνινγία απηή κπνξεί λα θαιχςεη θαη πην πνιχπινθεο πεξηπηψζεηο 

δηαρείξηζεο θηλδχλνπ καθξνδσίαο - ζλεζηκφηεηαο. Μεξηθέο απφ απηέο είλαη: 

 θαηαλφεζε ησλ ειιείςεσλ δεδνκέλσλ 

 αλάιπζε βαζηθνχ θηλδχλνπ 

 αλάιπζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ πιεζπζκνχ θαη ησλ δεκνγξαθηθψλ ζηνηρείσλ 

 αμηνιφγεζε εμάξηεζεο ηεο έθζεζεο κε ηα πνζνζηά πηζαλφηεηαο 

 αλάπηπμε πξφβιεςεο 

 πξνζνκνίσζε ησλ πηζαλψλ ζελαξίσλ γηα ηε κειινληηθή ζλεζηκφηεηα 

 αμηνιφγεζε επαηζζεζίαο γηα ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο 

 ην κέγεζνο ηεο έθζεζεο ζηνλ θίλδπλν 

 πνζνηηθνπνίεζε ησλ θηλδχλσλ 

 ζχγθξηζε δηαθνξεηηθψλ ηξφπσλ δξάζεο 

 αμηνιφγεζε ηνπ ππνιεηπφκελνπ θηλδχλνπ 

 

Σα ζηνραζηηθά κνληέια πνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ κεηαμχ άιισλ είλαη ηα 

αθφινπζα: 

1. Lee - Carter (1992) 

2. Cairns, Blake θαη Dowd (2006) 

3. Currie (2006) 

4. Renshaw - Haberman (2006) 

5. Γηάθνξεο επεθηάζεηο ησλ παξαπάλσ. 

Γεληθά ε LifeMetrics είλαη κηα πεξηεθηηθή πιαηθφξκα πνπ πεξηιακβάλεη δηάθνξα 

εξγαιεία ηα νπνία εθαξκφδνληαη ζε δηαθνξεηηθέο θαηαζηάζεηο. Σν πιαίζην LifeMetrics 

θαίλεηαη ζπλνπηηθά απφ ην αθφινπζν δηάγξακκα: 
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Γηάγξακκα 1: To πιαίζην Life Metrics 

 

1.Πξνζδηνξηζκφο ηεο 

θχζεο ηεο έθζεζεο 

ζηνλ θίλδπλν 

2.Πξνέιεπζε ησλ 

δεδνκέλσλ 

3.Πξφβιεςε 

κειινληηθήο 

καθξνδσίαο θαη 

ζλεζηκφηεηαο 

4.Πνζνηηθνπνίεζε ηνπ 

θηλδχλνπ 

5.Απφθαζε γηα ηελ 

πνξεία δξάζεο 
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2.2 Βαςικϋσ ϋννοιεσ για τα δεδομϋνα μακροζωύασ - θνηςιμότητασ 
 

Σα δεδνκέλα καθξνδσίαο θαη ζλεζηκφηεηαο είλαη δεκνγξαθηθά δεδνκέλα πνπ 

αθνξνχλ ηηο ζηαηηζηηθέο ζαλάησλ γηα έλαλ ζπγθεθξηκέλν πιεζπζκφ. Σν κέγεζνο ηνπ 

πιεζπζκνχ πνηθίιεη θαη κπνξεί λα θηάζεη θαη ην κέγεζνο ελφο εζληθνχ πιεζπζκνχ. Σν 

κέγεζνο εμαξηάηαη απφ ην ζέκα πνπ εμεηάδεηαη θάζε θνξά. 

΢πλήζσο ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο δελ ιακβάλνπλ ππφςε ηνπο ηα θνηλσληθν - 

νηθνλνκηθά ραξαθηεξηζηηθά, θαζψο θαη απηά ηνπ ηξφπνπ δσήο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

πιεζπζκνχ πνπ κειεηάηαη (Coughlan et al, 2007). 

Γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο είλαη απαξαίηεηα δχν είδε δεκνγξαθηθψλ 

πιεξνθνξηψλ: 

 ην ζπλνιηθφ κέγεζνο ηνπ ελ ιφγσ πιεζπζκνχ ζε δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο 

ζηηγκέο 

 ν αξηζκφο ησλ ζαλάησλ πνπ ζπκβαίλνπλ εληφο ηνπ ελ ιφγσ πιεζπζκνχ ζε 

δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο ζηηγκέο. 

΢ηηο αλαπηπγκέλεο ρψξεο νη ζάλαηνη θαηαγξάθνληαη κε αθξίβεηα γηαηί απνηειεί 

λνκηθή ππνρξέσζε. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο φκσο ρψξεο ηα δεδνκέλα εζληθνχ πιεζπζκνχ 

παξέρνληαη κφλν απφ ηηο απνγξαθέο πνπ γίλνληαη θάζε δέθα ρξφληα. Απηφ φκσο δίλεη 

κφλν κηα αθξηβή εηθφλα ηνπ πιεζπζκνχ εθείλε ηε ζηηγκή. Σν κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ 

πξέπεη λα ζπλππνινγίδεηαη απφ δηαθνξεηηθά δεκνγξαθηθά δεδνκέλα φπσο: 

 ηα πην πξφζθαηα ζηνηρεία απνγξαθήο 

 ηα δεδνκέλα γέλλεζεο 

 ηα δεδνκέλα ζαλάηνπ 

 ηε κεηαλάζηεπζε 

Γηα ηελ θαιχηεξε κειέηε ηνπ πιεζπζκνχ ζπλίζηαηαη ε ππνδηαίξεζε ηνπ πιεζπζκνχ ζε 

νκάδεο φπνπ ηα άηνκα ηεο θαζεκηάο έρνπλ θνηλά ραξαθηεξηζηηθά κεηαμχ ηνπο 

(Coughlan et al, 2007). Σέηνηα ραξαθηεξηζηηθά είλαη: 

 ε ειηθία  

 ην θχιν 

 ε νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε 

 ν ηξφπνο δσήο 

 ε απαζρφιεζε 

 ε πγεία 
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 ε γεσγξαθηθή ζέζε (πνπ κπνξεί λα δίλεηαη γηα παξάδεηγκα απφ ηνλ 

ηαρπδξνκηθφ θψδηθα). 

Αλ ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο αλαιχνληαη κε βάζε φια απηά ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηαπηφρξνλα ηφηε ηα δεκνγξαθηθά ζηνηρεία είλαη πιήξσο θαηαλνεηά. Απηφ φκσο δελ 

ζπκβαίλεη γηα ηνπο εζληθνχο πιεζπζκνχο γηα δχν ιφγνπο. Πξψηνλ είλαη δχζθνιν λα 

ζπιιέγνληαη ζην επηζπκεηφ επίπεδν ιεπηνκέξεηαο απφ ηελ αξκφδηα θπβεξλεηηθή 

ππεξεζία θαη δεχηεξνλ αθφκα θαη αλ γηλφηαλ λα ζπιιερζνχλ ηφηε δελ ζα παξέκελε 

πξνζηαηεπκέλε ε ηδησηηθή δσή ησλ αηφκσλ γηαηί ζα κπνξνχζαλ λα εληνπηζηνχλ πνιχ 

εχθνια. 

Μηα ελδηαθέξνπζα δεκνγξαθηθή έλλνηα είλαη ε γέλλεζε. Κιάζε γέλλεζεο ή γελεά 

νξίδεηαη κία νκάδα θπζηθψλ πξνζψπσλ πνπ έρνπλ γελλεζεί ηελ ίδηα ρξνληθή πεξίνδν. 

΢αλ ρξνληθή πεξίνδνο νξίδεηαη ζπλήζσο ην εκεξνινγηαθφ έηνο. Αμίδεη λα αλαθεξζεί 

ζαλ παξάδεηγκα φηη ζηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο γηα ηελ Αγγιία θαη Οπαιία είρε 

παξαηεξεζεί γηα κία θιάζε γέλλεζεο ηνπ 1930 φηη είρε πςειφηεξν πνζνζηφ 

ζλεζηκφηεηαο απφ κηα θιάζε ηνπ 1920 θαη απφ άιιε κία ηνπ 1940. Η καθξνβηφηεηα 

ηεο θιάζεο ηνπ 1930 απνηειεί ζεκαληηθφ παξάγνληα γηα ηελ πξφβιεςε ηεο βειηίσζεο 

ηεο ζλεζηκφηεηαο. 

Μηα άιιε έλλνηα είλαη ε ειηθία ΄΄ηειεπηαία γελέζιηα΄΄, ε νπνία αθνξά ηελ αθξηβή 

ειηθία ελφο αηφκνπ (ή κηαο νκάδαο) ζε αθέξαην αξηζκφ εηψλ. Μηα νκάδα κε ειηθία θαη 

ηειεπηαία γελέζιηα 𝑥 πεξηιακβάλεη άηνκα πνπ ε αθξηβήο ειηθία ηνπο είλαη 𝑥+ 
364

365
. Γηα 

παξάδεηγκα θάπνηνο πνπ έρεη γελλεζεί ηελ 1 Ιαλνπαξίνπ 1956 ζα έρεη ειηθία 

΄΄ηειεπηαία γελέζιηα΄΄ 58 απφ ηελ 1 Ιαλνπαξίνπ 2014 κέρξη ηελ 31 Γεθεκβξίνπ 2014. 

Μηα επηπιένλ ζεκαληηθή έλλνηα είλαη ε έθζεζε ζηνλ θίλδπλν. Χο έθζεζε ζηνλ 

θίλδπλν νξίδεηαη ν κέζνο φξνο ελφο πιεζπζκνχ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή. 

Απηή ε έλλνηα είλαη ρξήζηκε γηαηί ηα άηνκα κπνξνχλ λα εληαρζνχλ ή λα αθήζνπλ έλαλ 

πιεζπζκφ θαηά ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο. Έλα άηνκν πνπ αθήλεη ηνλ πιεζπζκφ ηελ 1 

Ινπιίνπ ηφηε κπνξνχκε λα πνχκε φηη έρεη εθηεζεί θαηά 0,5 αλζξσπνέηε ζηνλ θίλδπλν, 

ελψ έλα άηνκν πνπ πεζαίλεη 1 Απξηιίνπ έρεη εθηεζεί θαηά 0,25 αλζξσπνέηε ζηνλ 

θίλδπλν. Απηφ κπνξεί λα ζπκβεί ζε εζληθνχο πιεζπζκνχο φπνπ άηνκα ζπλερψο 

γελληνχληαη θαη πεζαίλνπλ, θαη ζε αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο φπνπ άηνκα αγνξάδνπλ έλα 

αζθαιηζηηθφ πξντφλ θαη θάπνηα ζηηγκή απηφ παχεη λα ηζρχεη (είηε ιφγσ ζαλάηνπ είηε 

ιφγσ ιήμεο ηνπ ζπκβνιαίνπ). Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα θάπνην ζπληαμηνδνηηθφ 



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   16 

πξφγξακκα (Coughlan et al, 2007). Η έθζεζε ζηνλ θίλδπλν απεηθνλίδεηαη απφ ην 

επφκελν δηάγξακκα πνπ απνηειείηαη απφ ηηο γξακκέο δσήο: 

 

 

Γηάγξακκα 2: Γξακκέο δσήο γηα έλαλ πιεζπζκφ 

 

2.2.1 Μϋτρηςη θνηςιμότητασ 
 

Όζνλ αθνξά ηε κέηξεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο, απηή γίλεηαη κέζσ δχν πηζαλνηήησλ. 

Δίλαη ην αξρηθφ πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο (𝑞𝑥) θαη ε πηζαλφηεηα επηβίσζεο  (𝑝𝑥)  .΢ηελ 

πξψηε πεξίπησζε πξφθεηηαη γηα ηελ πηζαλφηεηα πνπ έρεη έλα άηνκν ειηθίαο 𝑥 λα 

πεζάλεη ζην επφκελν έηνο. Η δεχηεξε πεξίπησζε είλαη ε πηζαλφηεηα έλα άηνκν 

ειηθίαο  𝑥  λα επηβηψζεη κέζα ζηνλ επφκελν ρξφλν. Η κία πηζαλφηεηα είλαη 

ζπκπιεξσκαηηθή ηεο άιιεο. 

΢ηελ πξάμε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζλεζηκφηεηαο είλαη ρξήζηκνο: 

 ν αξηζκφο ησλ ζαλάησλ ζηε δηάξθεηα ηνπ έηνπο ησλ αηφκσλ πνπ  είραλ ειηθία 

𝑥 ηειεπηαία γελέζιηα 

 ν αξηζκφο ησλ δσληαλψλ ζηα κέζα ηνπ έηνπο ειηθίαο 𝑥 ζηα ηειεπηαία ηνπο 

γελέζιηα. 

Υσξίδνληάο ηα απηά κπνξνχκε λα βξνχκε ηελ θεληξηθή ζλεζηκφηεηα (𝑚𝑥) ε νπνία 

αληαλαθιά ζαλάηνπο αλά κνλάδα έθζεζεο ζε έλα έηνο. Μηα πξνζέγγηζε γίλεηαη θαη 

κέζσ ηεο 𝑞𝑥 .  

Έλαο άιινο ηξφπνο κέηξεζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο είλαη κέζσ ηεο δχλακεο ηεο 

ζλεζηκφηεηαο  (𝜇)  πνπ απνηειεί ην ζηηγκηαίν πνζνζηφ ζαλάησλ   𝜇𝑥+𝑡  γηα δσέο 

ειηθίαο 𝑥 + 𝑡   ηε ρξνληθή ζηηγκή  𝑡. 
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Σα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο, πνιιέο θνξέο ιέγνληαη θαη αλεπεμέξγαζηεο ηηκέο γηαηί 

βαζίδνληαη ζε αδηφξζσηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο. Ο ρξφλνο θαη ε ειηθία είλαη 

παξάγνληεο πνπ κπνξνχλ λα επεξεάζνπλ απηέο ηηο ηηκέο. Πξνθεηκέλνπ λα απμεζεί ε 

ζηαηηζηηθή αθξίβεηα ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη πεξηζζφηεξνο ρξφλνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ δεκνζηεπκέλσλ πνζνζηψλ. Οη πεξηζζφηεξνη πίλαθεο ζλεζηκφηεηαο 

πεξηέρνπλ δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο πνπ έρνπλ εμνκαιπλζεί έηζη ψζηε λα κελ πεξηέρνπλ 

ηνλ ζηαηηζηηθφ ζφξπβν. Απφ ηελ άιιε πιεπξά φκσο ηα αλεπεμέξγαζηα δεδνκέλα γηα 

κηα ειηθία  𝑥  ζα απνηεινχζαλ κηα θαιή εθηίκεζε γηα ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα 

ζλεζηκφηεηαο αλ δελ ππήξραλ πιεξνθνξίεο γηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο θνληηλψλ 

ειηθηψλ (Coughlan et al, 2007). 

Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κέζσ κηαο δηαδηθαζίαο πνπ νλνκάδεηαη εμνκάιπλζε. Απηή ε 

δηαδηθαζία είλαη ρξήζηκε γηαηί ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο κπνξνχλ λα πεξηέρνπλ 

κεκνλσκέλα ραξαθηεξηζηηθά πνπ δελ κπνξνχλ λα εμεγεζνχλ ινγηθά, φπσο άιιεο πεγέο 

ζηαηηζηηθνχ ζνξχβνπ. 

Έλα άιιν κέηξν ζλεζηκφηεηαο απνηειεί ην πξνζδφθηκν δσήο πνπ είλαη ν κέζνο φξνο 

ηεο κειινληηθήο δσήο ελφο αηφκνπ ζε κηα δεδνκέλε ειηθία. Σν πξνζδφθηκν δσήο γηα 

έλα άηνκν ειηθίαο  𝑥  κπνξεί λα πεξηγξαθηεί κέζσ ηνπ επφκελνπ καζεκαηηθνχ ηχπνπ: 

𝑒𝑥 =  𝑝𝑥
𝑡

∞

𝑡=1

 

κε ηελ ππφζεζε φηη ηα 120 είλαη ε απφιπηε ειηθία θαη   𝑝𝑥 
𝑡   είλαη ε πηζαλφηεηα έλα 

άηνκν ειηθίαο  𝒙  λα δήζεη  𝑡  επηπιένλ ρξφληα. 

Με ηελ αλαθνξά ηνπ πξνζδφθηκνπ δσήο εληάζζνληαη νη έλλνηεο ηνπ πξνζδφθηκνπ 

επηβίσζεο  

            𝑝𝑥
𝑡 =  1 − 𝑞𝑥+𝑖

𝑡−1

𝜄=0

    

θαη ηεο κέζεο ειηθίαο  ζαλάηνπ   (𝑥 + 𝑒𝑥)  

2.2.2 Πύνακεσ θνηςιμότητασ 

 
Έλα ζχλνιν πιεξνθνξηψλ πνπ ζρεηίδνληαη κε πηζαλφηεηεο ζλεζηκφηεηαο - επηβίσζεο 

δεκηνπξγνχλ έλαλ Πίλαθα ζλεζηκφηεηαο - επηβίσζεο ν νπνίνο είλαη ρξήζηκνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο αμίαο ησλ ππνρξεψζεσλ πνπ εμαξηψληαη άκεζα απφ ηε ζλεηφηεηα. 

Τπάξρνπλ δηάθνξνη ηέηνηνη πίλαθεο κε δηαθνξεηηθφ βαζκφ πνιππινθφηεηαο. 
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Ο πην βαζηθφο είλαη ν Πίλαθαο πεξηφδνπ δσήο, πνπ πεξηέρεη κηα ιίζηα απφ ειηθίεο 

φπνπ γηα θάζε ειηθία ππάξρεη θαη ε αληίζηνηρε πηζαλφηεηα ζαλάηνπ κέζα ζην επφκελν 

έηνο. Οπζηαζηηθά πξφθεηηαη γηα έλα ζηηγκηφηππν ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο γηα έλα 

ζπγθεθξηκέλν εκεξνινγηαθφ έηνο. Έλαο ηέηνηνο Πίλαθαο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεί θαη 

άιινπο δεκνγξαθηθνχο παξάγνληεο εθηφο απφ ηελ ειηθία, φπσο γηα παξάδεηγκα ην 

θχιν. Δπίζεο εθηφο απφ ηελ πηζαλφηεηα ζαλάηνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη 

άιιεο κεηαβιεηέο φπσο ε πηζαλφηεηα επηβίσζεο θαηά ηελ επφκελε ρξνληά  (𝑝𝑥). Αμίδεη 

λα ζεκεησζεί φηη νη πίλαθεο δσήο ππνινγίδνληαη πξψηα απφ ηα ηζηνξηθά δεκνγξαθηθά 

δεδνκέλα θαη χζηεξα ππφθεηληαη ηε δηαδηθαζία ηεο εμνκάιπλζεο ψζηε λα επηηεπρζεί 

κηα δηαηζζεηηθή εμέιημε ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο θαηά ειηθία. Απηνί νη πίλαθεο 

δσήο αθνξνχλ ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο πεξηφδνπο θαη αληηθαζηζηψληαη απφ 

θαηλνχξηνπο φηαλ γίλνληαη δηαζέζηκα λέα δεδνκέλα. 

Οη πίλαθεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη απφ ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο νλνκάδνληαη πίλαθεο 

επηινγήο - ηειηθνί πίλαθεο. ΢ηελ πξάμε ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία ζα επηιέμεη ηα 

πγηέζηεξα άηνκα απφ έλαλ πιεζπζκφ. Με ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ φκσο ε γλψζε ηνπ 

αζθαιηζηή γηα ηελ πγεία ησλ «πγηή» αηφκσλ κεηψλεηαη κε απνηέιεζκα ε ζλεζηκφηεηα 

απηψλ ησλ αηφκσλ λα παξακέλεη ζε ρακειφηεξα επίπεδα ζπγθξηηηθά κε άηνκα ίδηαο 

ειηθίαο πνπ πξσηναζθαιίδνληαη.  

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ θαη θάπνηνη άιινη πίλαθεο πνπ νλνκάδνληαη πίλαθεο 

γελεψλ. Απηνί ζε ζρέζε κε ηνπο πξνεγνχκελνπο  πίλαθεο πνπ αλαθέξακε έρνπλ ην 

πιενλέθηεκα φηη δελ αγλννχλ ηελ πεξίπησζε φπνπ ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο κπνξνχλ 

κειινληηθά λα αιιάμνπλ (ζπλήζσο βειηηψλνληαη ζηηο πεξηζζφηεξεο ειηθίεο) (Coughlan 

et al, 2007). 

Γηα κηα αζθαιηζηηθή εηαηξεία απηφ ζεκαίλεη φηη αλ δελ ρξεζηκνπνηήζεη πίλαθεο 

«γελεψλ» ηφηε κπνξεί λα ππεξεθηηκήζεη ζεκαληηθά ηελ αμία ελφο αζθαιηζηεξίνπ 

ζπκβνιαίνπ. Η πηζαλφηεηα  𝑞𝑥,𝑦𝑦𝑦   εθθξάδεη ην πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο ελφο αηφκνπ 

ειηθίαο  𝑥  θαηά ην εκεξνινγηαθφ έηνο  𝑦𝑦𝑦.  Οη πίλαθεο γελεψλ κπνξνχλ λα 

νξγαλσζνχλ θαη θαηά νκάδα (cohort) κε ηε δηαθνξά φηη ην εκεξνινγηαθφ έηνο 

αληηθαζηζηάηαη απφ ην έηνο γέλλεζεο. Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο πνπ ε απνρψξεζε απφ 

έλαλ πιεζπζκφ δελ ζεκαίλεη θαη’ αλάγθε θαη ζάλαηνο. Έλαο πιεζπζκφο κπνξεί λα 

δηαρσξηζηεί κε βάζε θάπνηνπο παξάγνληεο φπσο ε νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε ηεο πγείαο 

ή αθφκα θαη ιφγσ απφζπξζεο απφ ην ζπληαμηνδνηηθφ πξφγξακκα. ΢πλήζσο απηνί νη 
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πίλαθεο πνιιαπιήο απνρψξεζεο είλαη πην πνιχπινθνη. Αμηνζεκείσηε είλαη ε κειέηε 

ηεο καθξνδσίαο - ζλεζηκφηεηαο. 

2.2.3 Πλεονεκτόματα και μειονεκτόματα πηγών δεδομϋνων 
θνηςιμότητασ 

 

Τπάξρνπλ ηξεηο δηαθνξεηηθέο πηζαλέο πεγέο δεδνκέλσλ ζλεζηκφηεηαο: 

1. ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο ησλ αηνκηθψλ ζπληαμηνδνηηθψλ πξνγξακκάησλ θαη 

ησλ αζθαιίζεσλ δσήο ηνπο 

2. ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο ζην ζχλνιν ησλ αζθαιηζκέλσλ 

3. ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο πνπ ζπιιέγνληαη απφ ηηο θπβεξλήζεηο ζε εζληθνχο 

πιεζπζκνχο. 

Γηα ηελ θάζε πεγή ππάξρνπλ ζεηηθά αιιά θαη αξλεηηθά ζηνηρεία. 

Γηα ηελ πξψηε πεξίπησζε ζηα πιενλεθηήκαηα ζπγθαηαιέγνληαη ηα δεδνκέλα θαιήο 

πνηφηεηαο πνπ παξέρνπλ ηελ θαιχηεξε πεγή πιεξνθνξηψλ γηα ηελ πξφβιεςε ηεο 

κειινληηθήο ζλεζηκφηεηαο. Σα κεηνλεθηήκαηα σζηφζν δελ παξαιείπνληαη. Έλα απφ 

απηά είλαη φηη ηα δεδνκέλα δελ κπνξνχλ λα δεκνζηνπνηεζνχλ. Δπίζεο δελ κπνξνχλ λα 

κεηξεζνχλ κε αθξίβεηα  θαη απηφ νθείιεηαη ζην φηη ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 

κηθξφ θαη απηφ νδεγεί ζε κεγάια ζηαηηζηηθά ζθάικαηα. Γελ ζα κπνξνχζε λα 

παξαιείςεη θάπνηνο θαη ηελ θαζπζηεξεκέλε ηήξεζε αξρείσλ ε νπνία νδεγεί ζε 

θαζπζηεξήζεηο ζηελ θαηαγξαθή ησλ ζαλάησλ κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγνχληαη 

αλαθξίβεηεο ζηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο (Coughlan et al,2007). 

Γηα ηε δεχηεξε πεξίπησζε ζπιιέγνληαη ρσξηζηά ηα δεδνκέλα ζρεηηθά κε ηα 

ζπκβφιαηα αζθαιίζεσλ δσήο. Γεκνζηεχνληαη ρσξίο λα αλαθέξνληαη νη εηαηξείεο πνπ 

παίξλνπλ κέξνο ζηελ έξεπλα κε απνηέιεζκα λα κελ ππάξρεη εκπηζηεπηηθφηεηα, αιιά 

ην κεγαιχηεξν κεηνλέθηεκα είλαη φηη νη πιεζπζκνί αιιάδνπλ απφ ρξφλν ζε ρξφλν θαη 

απφ έξεπλα ζε έξεπλα κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγείηαη αλεπηζχκεηνο ζηαηηζηηθφο 

ζφξπβνο. 

΢ηελ ηξίηε πεξίπησζε ηα δεδνκέλα ζλεζηκφηεηαο δεκνζηεχνληαη θαη έρνπλ κηθξά 

ζηαηηζηηθά ζθάικαηα ιφγσ ηνπ κεγάινπ εχξνπο ηνπ πιεζπζκνχ. Δπηπιένλ έρνπλ 

ζπλέπεηα θαη κεγάιε ηζηνξία θαζψο θαη ηηο πην θαηάιιειεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηε 

ζλεζηκφηεηα. Σα εζληθά δεδνκέλα δεκνζηεχνληαη απφ θπβεξλεηηθέο ππεξεζίεο. Όζνλ 

αθνξά ηα κεηνλεθηήκαηα, ηα εζληθά δεδνκέλα δελ κπνξνχλ λα αλαιπζνχλ ιεπηνκεξψο 

κε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πιεζπζκνχ φπσο ε θνηλσληθή ηάμε, ε πγεία, ν 

ηξφπνο δσήο θαη ε γεσγξαθία. Η αλαθξίβεηα είλαη έλα αθφκε ζηνηρείν πνπ 
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ραξαθηεξίδεη ηα εζληθά δεδνκέλα. Τπάξρεη αλαθξίβεηα, πνπ αθνξά ηε ζπιινγή 

δεδνκέλσλ παξά ηε λνκηθή αλαθνξά ησλ ζαλάησλ αιιά θαη ηελ έθζεζε ζηνλ θίλδπλν 

θαη ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ ιφγσ κεηαλάζηεπζεο. Σειεπηαίν κεηνλέθηεκα είλαη φηη 

ε εκπεηξία γηα ηε ζλεζηκφηεηα ηνπ εζληθνχ πιεζπζκνχ δελ αληηπξνζσπεχεη κε 

αθξίβεηα ηε ζλεζηκφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ πνπ κειεηάηαη θάζε θνξά κε απνηέιεζκα λα 

νδεγεί ζηελ έλλνηα ηνπ βαζηθνχ θηλδχλνπ πιεζπζκνχ.  

2.2.4 Ανϊλυςη των δεδομϋνων Αγγλύασ-Ουαλύασ 
 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ ηα δεδνκέλα εζληθήο ζλεζηκφηεηαο γηα ηελ Αγγιία-

Οπαιία πνπ γίλνληαη γλσζηά απφ ην Office for National Statistics (ΟΝS) κε ηζηνξηθά 

δεδνκέλα εκεξήζησλ θαη φρη κεληαίσλ αξηζκψλ ζαλάησλ απφ ην 1970-2004. Η 

θαηαγξαθή ζαλάησλ αθνξά ζαλάηνπο πνπ ζπλέβεζαλ ζηε ρψξα φπνπ ζα γίλεη ε 

θαηαγξαθή. Γειαδή έλαο ηνπξίζηαο πνπ πεζαίλεη ζηελ Αγγιία πξνζκεηξείηαη θαλνληθά 

ζηα δεδνκέλα ηεο Αγγιίαο ελψ έλαο Άγγινο πνπ πεζαίλεη ζην εμσηεξηθφ δελ ζα 

ππνινγηζζεί. Δπίζεο ε εγγξαθή δεδνκέλσλ πεξηιακβάλεη ζαλάηνπο πνπ έρνπλ 

θαηαγξαθεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν έηνο. Έλαο ζάλαηνο γηα λα κπνξέζεη λα θαηαγξαθεί 

δελ αξθεί λα έρεη ζπκβεί κφλν εθείλν ην έηνο αιιά λα έρεη πξνιάβεη λα αλαθεξζεί. 

Γπλεηηθνχ ελδηαθέξνληνο είλαη θαη ηα δεδνκέλα ζαλάησλ απφ δηαθνξεηηθέο 

θνηλσληθννηθνλνκηθέο νκάδεο (Coughlan et al, 2007). Έρνπλ παξαηεξεζεί 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζλεζηκφηεηαο γηα δηαθνξεηηθέο νκάδεο. Απηέο κπνξνχλ λα 

ηαμηλνκεζνχλ ζε: 

 επαγγεικαηηθέο 

 δηνηθεηηθέο θαη ηερληθέο 

 εμεηδηθεπκέλεο κε ρεηξψλαθηεο 

 εμεηδηθεπκέλεο ρεηξψλαθηεο 

 κεξηθψο εμεηδηθεπκέλεο 

 αλεηδίθεπηεο. 

Να ζεκεησζεί φηη νη ζχδπγνη πνπ δελ απαζρνινχληαη εληάζζνληαη ζηελ νκάδα ησλ 

εηαίξσλ ηνπο. Πνιιέο θνξέο θαη εηδηθά ζηηο κεγάιεο ειηθίεο ππάξρνπλ αλαθξίβεηεο 

ζηελ αλαθνξά ζαλάησλ. Γηα παξάδεηγκα αλ είλαη γλσζηή ε ειηθία ζαλάηνπ θαη φρη ε 

εκεξνκελία γέλλεζεο, ηφηε ε ηειεπηαία ζεσξείηαη φηη γίλεηαη ζηα κέζα ηνπ έηνπο. Σν 

θέληξν ONS είλαη αξκφδην γηα ηηο εθηηκήζεηο πιεζπζκψλ, κέζα απφ ηηο νπνίεο 

παξάγεηαη ε θεληξηθή ζλεζηκφηεηα. ΢πλήζσο νη εθηηκήζεηο παξάγνληαη κεηά απφ θάζε 
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απνγξαθή απφ ηελ νπνία ιακβάλνληαη θαη πιεξνθνξίεο φπσο ε απαζρφιεζε, 

πξνζφληα, ειηθία, θχιν, νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε θαη πνιιά άιια. ΢ηελ ηζηνζειίδα 

ηνπ θέληξνπ ONS κπνξεί λα βξεη θαλείο πιεζπζκηαθά δεδνκέλα γηα ηελ Αγγιία 

ζχκθσλα κε ηελ ειηθία θαη ην θχιν. Οη εθηηκήζεηο ηνπ πιεζπζκνχ δηαθξίλνληαη ζε 

inter-cencal θαη post-cencal. ΢ηελ πξψηε θαηεγνξία αλήθνπλ νη εθηηκήζεηο, πνπ 

παξάγνληαη θάζε δεθαεηία κεηά ην ηέινο θάζε απνγξαθήο , ζην έηνο ηεο απνγξαθήο. ΢ε 

αληίζεζε κε ηελ δεχηεξε θαηεγνξία πνπ παξάγνληαη θάζε έηνο κεηαμχ ησλ εηψλ 

απνγξαθήο. Οη inter-cencal εθηηκήζεηο είλαη δηαζέζηκεο θάζε δέθα ρξφληα θαη 

δηαθξίλνληαη γηα ηελ αθξίβεηα ηνπο. 

Μέζα φκσο απφ θάζε απνγξαθή ππάξρνπλ πάληα αλαθξίβεηεο γηαηί ππάξρνπλ 

άλζξσπνη πνπ δελ ζπκκεηέρνπλ ελψ ζα έπξεπε, θαη ε παξερφκελε πιεξνθνξία κπνξεί 

λα είλαη αλαθξηβήο (αλαθνξά πςειψλ ειηθηψλ). Σν 1991 ζηελ Αγγιία , ε πξφβιεςε 

ηνπ πιεζπζκνχ δηέθεξε θαηά πνιχ κε ηελ εθηίκεζε ηεο απνγξαθήο ηνπ 2001 θαη απηφ 

νθεηιφηαλ πεξηζζφηεξν ζε ππεξεθηηκήζεηο ηνπ πιεζπζκνχ, ζηε κεηαλάζηεπζε θαη ζε 

άιινπο απξνζδηφξηζηνπο ιφγνπο. Με ην πέξαζκα ησλ ρξφλσλ νη εθηηκήζεηο πιεζπζκνχ 

άξρηζαλ λα βαζίδνληαη ζηηο εηήζηεο γελλήζεηο, ζηνπο ζαλάηνπο θαη ζηε κεηαλάζηεπζε 

(Coughlan et al, 2007). Πάληα ππήξρε ην πξφβιεκα ηεο κεηαλάζηεπζεο θαη απηφ γηαηί 

ην Ηλσκέλν Βαζίιεην έρεη έλα ζηαζεξφ ξεχκα κεηαλαζηψλ κηθξήο δηάξθεηαο νη νπνίνη 

δελ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηελ έξεπλα γηαηί ε παξακνλή ηνπο πξννξηδφηαλ λα είλαη 

κηθξφηεξε ησλ δψδεθα κελψλ θαζψο θαη επνρηαθνχο κεηαλάζηεο. Πξφβιεκα 

παξνπζηάδνπλ θαη νη κεηαλάζηεο πνπ αξρηθά είλαη βξαρππξφζεζκα επηζθέπηεο αιιά 

ηειηθά απνθαζίδνπλ λα κείλνπλ πεξηζζφηεξν απφ έλα ρξφλν. Αληίζεηα ππάξρνπλ θαη 

απηνί πνπ κεηαληψλνπλ θαη γπξλάλε ζηελ παηξίδα ηνπο. 

Δθηφο απφ ηηο εθηηκήζεηο ηνπ πιεζπζκνχ θπξίαξρν ξφιν γηα ην ONS έρνπλ νη πξνβνιέο 

ηνπ πιεζπζκνχ κεξηθά ρξφληα κπξνζηά (ζπλήζσο δέθα γηα λα ζπκβαδίδεη κε απηά ηεο 

απνγξαθήο). Απηέο νη πξνβνιέο βαζίδνληαη ζε ηάζεηο ηνπ παξειζφληνο φζνλ αθνξά ηε 

κεηαλάζηεπζε θαη ηε γνληκφηεηα. Οη πίλαθεο δσήο ηνπ Ηλσκέλνπ Βαζηιείνπ 

ρσξίδνληαη ζε δεθαεηείο θαη ζε εηήζηνπο. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε νη πίλαθεο βαζίδνληαη 

ζηηο δεθαεηείο απνγξαθέο ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε νη πίλαθεο βαζίδνληαη ζε 

ηξηεηείο κέζνπο φξνπο ζαλάησλ. Σα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα απηνχο ηνπο 

πίλαθεο είλαη ρσξηζκέλα ζχκθσλα κε ην θχιν θαη ηελ ειηθία  ηνπ αγγιηθνχ 

πιεζπζκνχ. 

Δπεηδή ζηηο κεγάιεο ειηθίεο ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο δελ είλαη αμηφπηζηα γηα ην ιφγν 

φηη ππάξρνπλ πνιινί ζάλαηνη πνπ δελ αλαθέξνληαη, ηφηε ην θέληξν ONS νκαδνπνηεί 
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φιεο ηηο ειηθίεο πάλσ απφ 90 θαη ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν ησλ «ρακέλσλ γελεψλ» γηα 

αθξηβέζηεξα απνηειέζκαηα ζλεζηκφηεηαο. 

΢χκθσλα κε ηηο πξνβνιέο πνπ γίλνληαη ππάξρνπλ δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα ζρεηηθά 

κε ηε βειηίσζε ηεο ζλεζηκφηεηαο ζην κέιινλ. Η κεηαβιεηή βειηίσζεο ησλ πνζνζηψλ 

ζλεζηκφηεηαο ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ ηεζη αληνρήο θαη πεξηιακβάλεη: 

 

 0% κεηά απφ 25 ρξφληα (ρακειή πεξίπησζε βειηίσζεο), 

 2% κεηά απφ 25 ρξφληα(πςειή βειηίσζε). 

 

Η Government Actuary’s Department (GAD), δειαδή ην ηκήκα αλαινγηζηηθήο 

θπβέξλεζεο, ππνζέηεη εθζεηηθή ζχγθιηζε γηα ηα καθξνπξφζεζκα πνζνζηά βειηίσζεο 

πξηλ ηα 25 έηε (Coughlan et al, 2007).  

2.2.5 Οριςμόσ του δεύκτη Life Metrics 
 

O δείθηεο LifeMetrics είλαη βαζηζκέλνο ζηα δηαζέζηκα ζηνηρεία ζλεζηκφηεηαο πνπ 

είλαη δεκνζηνπνηεκέλα γηα ηνπο εζληθνχο πιεζπζκνχο ηα νπνία είλαη θαηαλεκεκέλα 

ζχκθσλα κε ηε ρψξα, ηελ ειηθία θαη ην θχιν. Θα αθνινπζήζνπλ αλαθνξέο πνπ 

αθνξνχλ δεδνκέλα ηεο Αγγιίαο-Οπαιίαο. Γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ δείθηε 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ κέζνδνη πνπ λα είλαη ηφζν αληηθεηκεληθνί έηζη ψζηε λα κελ 

επεξεάδεηαη ε δηαθάλεηα ησλ δεδνκέλσλ. 

Γηα ηε κέηξεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο ν LifeMetrics ρξεζηκνπνηεί ζηνηρεία γηα ηε κέηξεζε 

ηεο καθξνδσίαο-ζλεζηκφηεηαο κε θχξηεο ζπληζηψζεο λα είλαη: 

 ε θεληξηθή ζλεζηκφηεηα  (𝒎𝒙) 

 αξρηθφ πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο  (𝒒𝒙)   

 πξνζδφθηκν δσήο  (𝒆𝒙) 

Μηα γεληθή κνξθή ησλ δεδνκέλσλ κπνξεί λα είλαη ε αθφινπζε: 

Γεδνκέλα (πιεζπζκφο, θχιν, ειηθηαθή νκάδα, πεξίνδνο). 

Aο δνχκε αλαιπηηθφηεξα ηηο ηξεηο ζπληζηψζεο.  

Η θεληξηθή ζλεζηκφηεηα απνηειεί ην βαζηθφηεξν κέηξν ζλεζηκφηεηαο γηα έλα 

ζχλνιν δεδνκέλσλ θαη νξίδεηαη σο ην πειίθν ηνπ αξηζκνχ ησλ ζαλάησλ ζε κηα 

δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ειηθία πξνο ηνλ εθηηκεκέλν πιεζπζκφ 

γηα απηή ηελ ειηθία ζηα κέζα ηνπ έηνπο. Γειαδή:  

𝑚𝑥 =
𝐷𝑥,𝑡

𝐸𝑥,𝑡
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΢ηνλ LifeMetrics ε θεληξηθή ζλεζηκφηεηα αθνξά ειηθίεο απφ 20 κέρξη 89 γηα ηελ 

Αγγιία. 

Σν αξρηθφ πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο είλαη θαη απηφ ζεκαληηθφ, γηαηί νη πίλαθεο 

ζλεζηκφηεηαο φπσο είλαη γλσζηφ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα εθηηκήζεηο ζην κέιινλ, γηα 

αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηηο ηακεηαθέο ξνέο θαη ηελ ηηκνιφγεζε ησλ ζπληάμεσλ πνπ 

ζπλδένληαη κε ηε καθξνδσία θαη εμαξηψληαη απφ ηελ εθηίκεζε ηνπ αξρηθνχ πνζνζηνχ 

ζλεζηκφηεηαο. 

΢ην δείθηε LifeMetrics είλαη δεκνζηεπκέλα εθηηκεκέλα αξρηθά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο 

γηα ειηθίεο απφ 20 κέρξη 90 ρσξίο απνθιεηζκνχο, δειαδή έρεη εθαξκνζηεί κηα 

κεζνδνινγία εμνκάιπλζεο γηα ηελ εμάιεηςε ηνπ ζνξχβνπ απφ ηα αλεπεμέξγαζηα 

δεδνκέλα γηα ηελ θεληξηθή ζλεζηκφηεηα ψζηε λα δεκηνπξγεζεί έλα ζηαζεξφ 

ζχλνιν  𝑞𝑥   θαη αληηπξνζσπεπηηθφ ζρεηηθά κε ηα πξαγκαηηθά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα έρεη ρξεζηκνπνηεζεί κηα θπβηθή θακπχιε εθηίκεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ 

ε νπνία εθαξκφδεηαη θαη ζηνλ αιγφξηζκν ηεο θεληξηθήο ζλεζηκφηεηαο. Οη θπβηθέο 

θακπχιεο έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί απφ ην GAD γηα ηνπο ηειεπηαίνπο δεθαεηείο 

Αγγιηθνχο πίλαθεο επηβίσζεο κε βάζε ηα εζληθά ζηνηρεία ζλεζηκφηεηαο (Coughlan et 

al 2007). 

Γίλεηαη κηα γξακκηθή πξνέθηαζε ηεο θπβηθήο θακπχιεο απφ ηελ ειηθία ησλ 89 ζε απηή 

ησλ 90. Γειαδή γίλεηαη κηα αιγεβξηθή πξνζέγγηζε ζηα νκαινπνηεκέλα   𝑚𝑥    γηα λα 

δεκηνπξγεζεί ε ηειηθή νκαινπνηεκέλε   𝑞𝑥   . Με απηφλ ηνλ ηξφπν δεκηνπξγήζεθαλ ηα 

αξρηθά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο απφ ηα πνζνζηά θεληξηθήο ζλεζηκφηεηαο κε ηνλ 

αθφινπζν ηχπν: 

  

𝑞𝑥 =
𝑚𝑥

1 +
1
2𝑚𝑥

 

 

Η ηξίηε ζπληζηψζα ηνπ LifeMetrics πνπ είλαη ην πξνζδφθηκν δσήο, απνηειεί κηα 

έλδεημε ηεο κέζεο ειηθίαο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ειηθία θαη γηα ζπγθεθξηκέλν Πίλαθα 

ζλεζηκφηεηαο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ πίλαθεο δηαθνξεηηθψλ 

πεξηφδσλ θαη λα γίλεη θαηαλνεηφ πψο νη δηάθνξεο αιιαγέο ζηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο 

κπνξνχλ λα επεξεάζνπλ ην πξνζδφθηκν επηβίσζεο. ΢ηνλ δείθηε LifeMetrics έρεη 

δεκνζηεπηεί ην πξνζδφθηκν δσήο γηα ηηο ειηθίεο απφ 20 κέρξη 80 ζχκθσλα κε ηα 

εθηηκεκέλα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο  𝑞𝑥   κέρξη ηελ ειηθία ησλ 90. Μεηά ηελ ειηθία ησλ 
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90 δελ ππάξρεη θάπνηα δεκνζίεπζε ιφγσ ηεο αβεβαηφηεηαο ζηηο εθηηκήζεηο ηνπο. Γηα 

απηφ ηαηξηάδεη έλα κνλφ θπβηθφ πνιπψλπκν γηα ειηθίεο απφ 90 κέρξη 119 θαζψο θαη 

κηα ππφζεζε ελφο πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο 100% γηα ηελ ειηθία ησλ 120. 

2.2.6 Ιςτορικϊ ςτοιχεύα Αγγλύασ 
 

Όζνλ αθνξά ηα ηζηνξηθά ζηνηρεία ηεο Αγγιίαο ηα νπνία πξνέξρνληαη απφ ηε 

ζηαηηζηηθή ππεξεζία ONS αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη ηα ζηνηρεία είλαη δηαζέζηκα απφ 

εγγξαθή. Σα δεδνκέλα απφ εγγξαθή γηα δεδνκέλν έηνο ζπλήζσο δεκνζηεχνληαη ηνλ 

Οθηψβξην ηνπ επφκελνπ έηνπο. Σα ηζηνξηθά ζηνηρεία ζαλάησλ ελφο έηνπο 

πεξηιακβάλνπλ πεξηζηαηηθά  αλαθαηαζθεπαζκέλα απφ ηα δεδνκέλα εγγξαθήο κέρξη θαη 

ηνπ επφκελνπ έηνπο. Γηα παξάδεηγκα γηα λα εθηηκήζεη θάπνηνο ηνλ αξηζκφ ζαλάησλ πνπ 

ζεκεηψζεθαλ ην 2003 κπνξεί λα εμεηάζεη ηα ζηνηρεία πνπ δεκνζηεχνληαη ηνλ 

Οθηψβξην ηνπ 2004. Γειαδή ε πιεηνςεθία ησλ ζαλάησλ εληάζζεηαη ζηελ εγγξαθή ηνπ 

2003 θαη δεκνζηεχεηαη ην 2004. Χζηφζν επηπιένλ ζάλαηνη εληάζζνληαη ζην αξρείν 

εγγξαθήο ηνπ 2004 πνπ δεκνζηεχεηαη ην 2005, θαη επηπιένλ πεξηιακβάλεη ζαλάηνπο 

πνπ δελ είραλ θαηαγξαθεί ζην αξρείν εγγξαθήο 2003 (Coughlan et al, 2007). Καηά ηνλ 

ίδην ηξφπν ην αξρείν εγγξαθήο ηνπ 2005 ζα πεξηέρεη αθφκε πεξηζζφηεξνπο ζαλάηνπο 

πνπ ζεκεηψζεθαλ ην 2003.  

Έηζη αζξνίδνληαο ηνπο ζαλάηνπο πνπ εκθαλίζηεθαλ ην 2003 αιιά έρνπλ εγγξαθεί θαηά 

ηα έηε 2003, 2004, 2005 ιακβάλνπκε κηα θαιχηεξε κέηξεζε ησλ ζαλάησλ απφ φηη αλ 

παίξλακε απηέο πνπ είραλ δεκνζηεπζεί ην 2004. 

Η αλάπηπμε θαη ε ελεκέξσζε ηνπ LifeMetrics γίλεηαη απφ ηελ JPMorgan θαη είλαη 

ππεχζπλε γηα ελδερφκελε αλαζεψξεζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα ή ηεο κεζνδνινγίαο 

πνπ αθνινπζείηαη θαζψο θαη νπνηαδήπνηε θαζνδήγεζε ζρεηηθά κε ηνπο δείθηεο πνπ 

κπνξεί λα θξίλεηαη απαξαίηεηε ζην κέιινλ. 

Γηα ηελ παξαγσγή ηνπ δείθηε αμίδεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ 

θαη ν αξηζκφο ησλ ζαλάησλ πνπ ζπκβαίλεη ζην ζπγθεθξηκέλν πιεζπζκφ δεκνζηεχνληαη 

κε ρξνληθή πζηέξεζε, θαη γηα απηφ ην ιφγν ην έηνο έθδνζεο ηνπ LifeMetrics ζα πξέπεη 

λα βαζίδεηαη ζε δεδνκέλα πνπ αλαθέξνληαη ζε ζπγθεθξηκέλν πξνεγνχκελν έηνο πνπ ζα 

είλαη ε πεξίνδνο αλαθνξάο. Γηα ηελ Αγγιία –Οπαιία ε θαζπζηέξεζε απηή θπκαίλεηαη 

ζηνπο 10 κε 12 κήλεο. 
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2.2.7 Καμπύλη θνηςιμότητασ 
 

Μηα ρξήζηκε έλλνηα γηα ηελ αλάιπζε ηζηνξηθψλ ζηνηρείσλ ζλεζηκφηεηαο απνηειεί ε 

θακπχιε ζλεζηκφηεηαο. Πξφθεηηαη γηα κηα απεηθφληζε ηνπ πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο 

ζπλαξηήζεη ηεο ειηθίαο δίλνληαο κηα εηθφλα ηεο ζλεζηκφηεηαο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε 

ρξνληθή ζηηγκή. ΢πλεζίδεηαη λα ρξεζηκνπνηείηαη ινγαξηζκηθή θιίκαθα ψζηε λα ππάξρεη 

θαιχηεξε ζχγθξηζε γηα φιεο ηηο ειηθίεο. Γεληθά έρεη παξαηεξεζεί φηη ηα πνζνζηά 

ζλεζηκφηεηαο παξνπζηάδνπλ θάπνηα κεηαβιεηφηεηα θαζψο θαη απηνζπζρέηηζε. 

Η κεηαβιεηφηεηα νξίδεηαη σο ε ηππηθή απφθιηζε ησλ αιιαγψλ ζλεζηκφηεηαο γηα θάζε 

έηνο. Η απηνζπζρέηηζε αθνξά ηηο απφηνκεο αιιαγέο απφ βειηίσζε ηεο ζλεζηκφηεηαο 

ζε επηδείλσζε.  

2.2.8 Φϊρτεσ θερμότητασ 
 

Έλαο εληππσζηαθφο ηξφπνο απεηθφληζεο ηεο βειηίσζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο είλαη νη 

ράξηεο ζεξκφηεηαο. Απηνί απεηθνλίδνληαη κε δηάθνξα ρξψκαηα κε ην θαζέλα λα έρεη ηε 

δηθή ηνπ εξκελεία. Πην ζπγθεθξηκέλα ην κπιε ρξψκα δείρλεη ηελ αχμεζε ηεο 

ζλεζηκφηεηαο ελψ ην θίηξηλν θαη ην θφθθηλν δείρλεη ηε κείσζή ηεο γηα δηάθνξεο 

ειηθίεο θαη γηα δηάθνξα ρξφληα (Coughlan et al, 2007). Η έλλνηα ηεο επίδξαζεο νκάδαο 

εληάζζεηαη ζηνπο ράξηεο ζεξκφηεηαο κε ηε κνξθή δηαγσλίσλ θαη δείρλεη φηη νκάδεο 

δηαθνξεηηθήο ειηθίαο παξνπζίαζαλ δηαθνξεηηθά πνζνζηά βειηίσζεο γηα κηα 

ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή πεξίνδν.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3 

ΜΟΝΣΕΛΑ ΢ΣΟΦΑ΢ΣΙΚΗ΢ ΘΝΗ΢ΙΜΟΣΗΣΑ΢ 

 

3.1 Μεθοδολογύα Lee – Carter 

3.1.1 Ειςαγωγό 
 

Έρεη παξαηεξεζεί φηη απφ ην 1900 έσο ην 1988 ην πξνζδφθηκν δσήο ζηηο Ηλσκέλεο 

Πνιηηείεο απμήζεθε απφ 47-75 έηε. Αλ ήηαλ λα ζπλερίζεη λα απμάλεηαη κε ηελ ίδηα 

γξακκηθή ηαρχηεηα, ην πξνζδφθηκν δσήο ζα έθζαλε ηα 100 ρξφληα ην 2065. Η αχμεζε 

ζα είλαη εππξφζδεθηε ζηνπο πεξηζζφηεξνπο απφ εκάο, αιιά ζα έξζεη σο κηα δπζάξεζηε 

έθπιεμε γηα ηελ Τπεξεζία Κνηλσληθήο Αζθάιηζεο, ε νπνία ζρεδηάδεη ην πην 

κεηξηνπαζέο πξνζδφθηκν δσήο 80,5 ρξφληα πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην Γξαθείν ηνπ 

Αλαινγηζηή. Τπάξρνπλ πνιινί ηξφπνη γηα ηελ πξφβιεςε ηεο ζλεζηκφηεηαο (Olshansky  

1988). Η κέζνδνο πνπ πξνηείλεηαη ζε απηφ ην άξζξν δελ ζρεηίδεηαη κε ηελ ηαηξηθή, ηε 

ζπκπεξηθνξά ή ηηο θνηλσληθέο επηξξνέο γηα ηελ αιιαγή ηεο ζλεζηκφηεηαο. Καηαθέξλεη 

θαη ζπλδπάδεη έλα δεκνγξαθηθφ  κνληέιν ρξεζηκνπνηψληαο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο. Δλψ 

πνιιέο κέζνδνη ππνζέηνπλ έλα αλψηαην φξην γηα ηελ αλζξψπηλε δηάξθεηα δσήο ε 

κέζνδφο καο επηηξέπεη ζε ζπγθεθξηκέλα ειηθηαθά πνζνζηά ζαλάηνπ λα κεηψλνληαη 

εθζεηηθά ρσξίο φξην. Πηζηεχνπκε φηη ε κέζνδφο καο έρεη ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα ζε 

ζρέζε κε άιιεο κεζφδνπο πξνβνιήο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ησλ ρξνλνινγηθψλ ζεηξψλ κπνξνχκε λα θάλνπκε 

πξφβιεςε ηνπ δείθηε ζλεζηκφηεηαο θαη λα δεκηνπξγήζνπκε αληίζηνηρνπο πίλαθεο κε 

ηηκέο δσήο ζε δηαζηήκαηα πεληαεηίαο (Lee and Carter 1992). Δηήζηα ειηθηαθά πνζνζηά 

ζαλάηνπ γηα ην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ ησλ ΗΠΑ είλαη δηαζέζηκα γηα ηα έηε 1933-

1987. Δλψ ηα δεδνκέλα ζε γεληθέο γξακκέο είλαη δηαζέζηκα απφ ηε θπιή θαη ην θχιν, 

εδψ έρνπκε πεξηνξίζεη ηελ αλάιπζή καο γηα ζπγθεθξηκέλεο ειηθίεο ζλεζηκφηεηαο ηνπ 

ζπλνιηθνχ πιεζπζκνχ. Πνζνζηά ζαλάηνπ είλαη δηαζέζηκα γηα βξέθε θαη πεληαεηήο 

ειηθηαθέο νκάδεο έσο ηελ ειηθία ησλ 85, θαη γηα ηηο ειηθίεο ησλ 85 εηψλ θαη άλσ. 

Τπάξρεη ιφγνο λα είκαζηε επηθπιαθηηθνί ζρεηηθά κε ηε κέηξεζε ηεο ζλεζηκφηεηαο ζηηο 

κεγαιχηεξεο ειηθίεο. Με ην 46% ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ήδε επηβηψλεη κέρξη ηελ ειηθία 

ησλ 80, θαζψο θαη κε ηα κειινληηθά θέξδε ζηε δσή λα ζπγθεληξψλεηαη ζηηο 

κεγαιχηεξεο ειηθίεο, είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ λα αζρνιεζεί θαλείο πξνζεθηηθά κε ηηο 

κεγαιχηεξεο ειηθηαθέο νκάδεο. 
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 Θα επηδηψμνπκε λα αλαπηχμνπκε έλα θεηδσιφ κνληέιν φζνλ αθνξά ηνλ ηξφπν 

δηεμαγσγήο ησλ αιιαγψλ ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ (Keyfitz, 

1981). Φπζηθά, πξέπεη λα δερηνχκε επζχο εμαξρήο φηη θαλέλα κνληέιν δελ κπνξεί (ή 

πξέπεη) λα αληηθαηνπηξίδεη φιεο ηηο ειηθηαθέο κε ην ρξφλν αιιαγέο, κεξηθέο απφ ηηο 

νπνίεο είλαη εμαηξεηηθά αθαλφληζηεο θαη πξνθχπηεη απφ ζπγθεθξηκέλεο ηζηνξηθέο 

ζπλζήθεο. Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηφ απηφ, ε επηδεκία γξίπεο ηνπ 1918 αχμεζε ην 

πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο 34% πην ςειά απφ ηελ ηάζε ζπλνιηθά. Όκσο, ελψ γηα άηνκα 

ειηθίαο 55 εηψλ θαη άλσ δελ ππήξμε αχμεζε, γηα ηα άηνκα ειηθίαο 25 έσο 34 εηψλ ην 

πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο απμήζεθε θαηά 150% παξαπάλσ απφ ηελ ηάζε. Πνζνζηά 

ζαλάηνπ ζηηο λεαξέο ειηθίεο, επίζεο, απμήζεθαλ ζεκαληηθά. (Grove and Hetzel, 1968). 

Μηα ηέηνηα απφθιηζε απφ καθξνρξφληεο ηάζεηο πξέπεη λα παξακείλεη εθηφο ηνπ 

κνληέινπ. Απηφ ζα πξέπεη λα ζεσξεζεί σο κηα αλσκαιία πνπ απαηηεί εηδηθή κειέηε, 

παξά λα απνξξνθεζεί ζην γεληθφ κνληέιν καο. Δπίζεο, αλαμηνπηζηία ησλ πνζνζηψλ 

ππάξρεη θαη γηα ηελ ειηθηαθή νκάδα ησλ 85+. Τπάξρεη έλα κνληέιν κε αξθεηά δίθαηεο 

αιιαγέο, κε ελδερφκελν κεηαθίλεζεο ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ ζε φιεο ηηο ειηθίεο. 

Λακβάλνληαο ππφςε έλα ηέηνην θαηάιιειν κνληέιν, νη πξνβιέςεηο κηαο 

παξακέηξνπ ζα κπνξνχζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα παξάγνπλ πξνβιέςεηο γηα ην 

επίπεδν θαη ηελ ειηθία θαηαλνκήο ηεο ζλεζηκφηεηαο γηα ηηο επφκελεο δεθαεηίεο. 

Τπάξρνπλ αξθεηέο γλσζηέο ππνςήθηεο παξάκεηξνη γηα ην κνληέιν. Έλα ηέηνην κνληέιν 

είλαη απηφ κε ηε “βήηα” παξάκεηξν (Lee and Carter, 1992). Θα κπνξνχζακε λα 

θάλνπκε κηα αλάιπζε ησλ θπξίσλ κεξψλ ηνπ Πίλαθα ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ, φπσο 

Bozik θαη Bell (1989) έθαλαλ γηα ηελ πξφβιεςε ηεο γνληκφηεηαο. Με ηνλ ηξφπν ηνπ 

Lederman (1969), ζα κπνξνχζακε λα θαηαζθεπάζνπκε ην κνληέιν δχν παξακέηξσλ 

ηνπ Πίλαθα δσήο ρξεζηκνπνηψληαο αλάιπζε θπξίσλ κεξψλ θαη ζα κπνξνχζακε λα 

θαζνξίζνπκε κία παξάκεηξν θαη λα πξνβιέςνπκε ηελ άιιε. Θα κπνξνχζακε λα 

ηαηξηάμνπκε έλα κνληέιν ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ φπσο νη Wilmoth (1990) θαη 

Wilmoth, Vallin θαη Caselli (1989) έθαλαλ, ζπκπεξηιακβάλνληαο πξφζζεηεο ειηθίεο 

θαη απνηειέζκαηα πεξηφδνπ θαη ζηε ζπλέρεηα έλαλ θαηάιιειν αξηζκφ απφ ηελ 

αιιειεπίδξαζεο ηεο ειηθίαο κε ηελ πεξίνδν , αλ θαη ηφηε ζα έπξεπε ζηε ζπλέρεηα λα 

πξνβιέςνπκε πνιιέο παξακέηξνπο. Η κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε εδψ έρεη 

πεξηζζφηεξα θνηλά κε ηε κέζνδν ησλ θπξίσλ κεξψλ, κε ηε κέζνδν Wilmoth., θαζψο 

θαη κε ηε κέζνδν θαηαζθεπήο ηνπ κνληέινπ ησλ πηλάθσλ δσήο ησλ Ηλσκέλσλ Δζλψλ 

(Heligman, 1984). 
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3.1.2 Περιγραφό του μοντϋλου 
 

Έζησ 𝑚(𝑥, 𝑡) είλαη ε ζπλάξηεζε ηνπ θεληξηθνχ πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο γηα ειηθία 

x θαηά ην έηνο t. Θα ηαηξηάμνπκε  απηφλ ηνλ Πίλαθα ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ κε ην 

κνληέιν  

 

𝑚 𝑥, 𝑡 = 𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑥𝑘𝑡+𝜀𝑥,𝑡   (1) 

 

γηα θαηάιιεια επηιεγκέλεο ειηθίεο θαη ζπγθεθξηκέλεο ζηαζεξέο, {𝑎𝑥} θαη {𝑏𝑥}, θαη ν 

ρξφλνο λα κεηαβάιιεηαη κε ηνλ δείθηε  𝑘𝑡   . Δπεηδή ην  𝑘  είλαη έλαο δείθηεο ηνπ 

επηπέδνπ ζλεζηκφηεηαο, κεξηθέο θνξέο ζα γξάθνπκε  𝑚 𝑥, 𝑘  κε ηελ νπνία ζα 

ελλννχκε  𝑒𝑎𝑥+𝑘𝑏𝑥   . Σν  𝑏𝑥   εθθξάδεη πνηα πνζνζηά κεηψλνληαη κε ηαρείο ξπζκνχο θαη 

πνηα πνζνζηά κεηψλνληαη ζηγά-ζηγά κε ηηο αιιαγέο ζην  𝑘 (
𝑑𝑙𝑛 (𝑚𝑥,𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥

𝑑𝑘

𝑑𝑡
)  . Καη 

'αξρήλ  𝑏𝑥    ζα κπνξνχζε λα είλαη αξλεηηθφ γηα νξηζκέλεο ειηθίεο, ππνδεηθλχνληαο φηη 

ε ζλεζηκφηεηα ζε απηέο ηηο ειηθίεο ηείλεη λα απμεζεί φηαλ ζε άιιεο ειαηηψλεηαη. 

Όηαλ  𝑘   είλαη γξακκηθφ ζην ρξφλν, ηφηε ε ζλεζηκφηεηα ζε θάζε ειηθία αιιάδεη ζην 

δηθφ ηεο ζηαζεξφ εθζεηηθφ ξπζκφ. Όηαλ ην  𝑘  πεγαίλεη ζην αξλεηηθφ άπεηξν, θάζε 

ζπγθεθξηκέλν πνζνζηφ ειηθίαο πεγαίλεη ζην 0. Αξλεηηθά πνζνζηά ζαλάηνπ δελ 

κπνξνχλ λα ζπκβνχλ ζε απηφ ην κνληέιν, ην νπνίν είλαη έλα πιενλέθηεκα φηαλ 

θάλνπκε πξνβιέςεηο (Lee and Carter, 1992). 

Ο φξνο ζθάικαηνο  𝜀𝑥,𝑡   κε κέζε ηηκή  0  θαη δηαθχκαλζε  𝜎𝜀
2  αληηθαηνπηξίδεη 

ζπγθεθξηκέλεο ειηθίεο κε ηζηνξηθέο επηξξνέο πνπ δελ ζπιιακβάλνληαη απφ ην κνληέιν, 

φπσο ζπδεηήζεθε λσξίηεξα. 

Πίλαθεο δσήο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ κηα παξάκεηξν κπνξνχλ λα πεξηγξαθνχλ απφ δχν 

παξαηεξνχκελνπο πίλαθεο δσήο ρξεζηκνπνηψληαο απηφ ην κνληέιν θαη παξαηεξψληαο 

ηα πνζνζηά ζαλάηνπ ζπλαξηήζεη ηνπ  𝑘  θαη φρη ηνπ ρξφλνπ. Δπηιέγνπκε κηα ηηκή γηα 

ην  𝑘  . Έηζη ζέηνπκε  𝑘 = 0  γηα ηνλ πξψην Πίλαθα δσήο θαη  𝑘 = 1  γηα ηνλ δεχηεξν. 

Σφηε: 

 

𝑎𝑥 = ln 𝑚 𝑥, 0  , 

 

𝑏𝑥 = ln⁡(𝑚 𝑥, 0 − ln⁡(𝑚 𝑥, 1 ) 
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Όπσο  𝑘  πνηθίιιεη, κηα νηθνγέλεηα ησλ πηλάθσλ δσήο ζα παξαρζνχλ θαη ζα 

πεξηιακβάλεη θαη απηνχο ηνπο δχν πνπ απνηεινχλ ηε βάζε ηεο. 

Γηα  𝑘   κεηαμχ  0  θαη  1,  ην κνληέιν γεσκεηξηθά παξεκβάιιεηαη κεηαμχ ησλ δχν 

πηλάθσλ δσήο. Γηα  𝑘  κηθξφηεξν απφ  0  ή κεγαιχηεξν ηνπ  1  , πξνεθηείλεηαη απφ ηνπο 

δχν πίλαθεο. 

Απηή ε κέζνδνο κπνξεί λα είλαη ρξήζηκε γηα νξηζκέλεο ρψξεο ηνπ ηξίηνπ θφζκνπ κε 

ιίγα δεδνκέλα. Αιιά φηαλ πεξηζζφηεξνη απφ δχν πίλαθεο δσήο είλαη δηαζέζηκνη, απηή ε 

δηαδηθαζία είλαη αλεπαξθήο θαη είλαη πξνηηκφηεξν λα εθηηκεζνχλ ηα 

ρξνλνδηαγξάκκαηα ησλ  𝑎   θαη  𝑏  , καδί κε ην  𝑘 𝑡  λα ειαρηζηνπνηεί ηα ηεηξάγσλα ησλ 

απνθιίζεσλ απφ έλαλ δνζκέλν Πίλαθα κε ζπγθεθξηκέλα πνζνζηά ειηθηψλ . 

Γηα θάζε ηηκή ηνπ  𝑘  , ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν νξίδεη έλα ζχλνιν πνζνζηψλ 

θεληξηθήο ζλεζηκφηεηαο πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξαγάγεη έλαλ Πίλαθα 

δσήο. Αιιά ε δηαδηθαζία κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη αληίζηξνθα, γηα 

ζπγθεθξηκέλνπο πίλαθεο δσήο, πνπ ζα παξάγνπλ έλαλ παξαηεξνχκελν αξηζκφ 

ζαλάησλ,  𝐷 𝑡  , γηα κηα δεδνκέλε  θαηαλνκή ειηθηψλ ηνπ πιεζπζκνχ,  𝑁 𝑥, 𝑡  . Ο 

ζηφρνο είλαη λα βξνχκε  𝑘 𝑡  ηέηνηα ψζηε:  

 

                     𝐷 𝑡 =  (𝑁(𝑥, 𝑡)𝑒𝑎𝑥+𝑘 𝑡 𝑏𝑥 )          

 

Απηή ε έθθξαζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα δχν ζθνπνχο. 

Πξψηνλ, νη εθηηκήζεηο ησλ αξρηθψλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

ησλ  𝑘 𝑡  ,  𝑎𝑥   θαη  𝑏𝑥   δελ παξάγνπλ ηαηξηαζηνχο πίλαθεο δσήο πνπ λα ππαηλίζζνπλ 

ηνλ παξαηεξνχκελν αθξηβή αξηζκφ ησλ ζαλάησλ ησλ θαηαλνκψλ ησλ πξαγκαηηθψλ 

ειηθηψλ ηνπ πιεζπζκνχ. Δάλ είλαη επηζπκεηφ, ε απφθιηζε κπνξεί λα αθαηξεζεί 

θξαηψληαο ηα  𝑎𝑥   θαη  𝑏𝑥   ζαλ εθηηκήζεηο, αιιά ππνινγίδνληαο κηα λέα ζεηξά 

ησλ  𝑘 𝑡  φπσο παξαπάλσ. 

Γεχηεξνλ, κπνξεί λα ππάξρνπλ πεξίνδνη γηα ηηο νπνίεο νη θαηαλνκέο ειηθηψλ ηνπ 

πιεζπζκνχ θαη ησλ ζπλνιηθψλ ζαλάησλ λα είλαη γλσζηά, αιιά εηδηθά πνζνζηά 

ειηθηψλ ζαλάησλ λα κελ είλαη δηαζέζηκα. 

Σν κνληέιν εμαθνινπζεί λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ρξεζηκνπνηψληαο απηή ηε 

δηαδηθαζία (Lee and Carter, 1992). Απηφ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκν γηα πξνβιέςεηο, φπσο 

γηα παξάδεηγκα ζηηο Ηλσκέλεο Πνιηηείεο, ππάξρεη κηα ρξνληθή πζηέξεζε αξθεηψλ 

εηψλ κεηαμχ ηεο δεκνζίεπζεο ηνπ ζπλφινπ ησλ ζαλάησλ θαη ηεο δεκνζίεπζεο εηδηθψλ 
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πνζνζηψλ ζαλάηνπ. Με ηε κέζνδν απηή, ην έηνο βάζεο γηα ηελ πξφβιεςε πάληα κπνξεί 

λα ιεθζεί λα είλαη ην ηειεπηαίν έηνο γηα ην νπνίν ην ζχλνιν ησλ ζαλάησλ είλαη 

δηαζέζηκν. 

Η κέζνδνο απηή δηαθέξεη απφ ηελ πξφβιεςε γηα θάζε ειηθία μερσξηζηά γηαηί αλ 

θάζε πνζνζηφ πξνβιεπφηαλ αλεμάξηεηα, ηφηε ζα έπξεπε λα 

ππνινγίζνπκε   
𝑛(𝑛−1)

2
   δηαθνξεηηθέο ζπλδπαθπκάλζεηο ζθαικάησλ, φπνπ n είλαη ν 

αξηζκφο ησλ ειηθηαθψλ νκάδσλ. Απηέο είλαη απαξαίηεηεο γηα λα βξνχκε ηα δηαζηήκαηα 

εκπηζηνζχλεο γηα ην πξνζδφθηκν δσήο. Οη πξνδηαγξαθέο καο θηηάρλνπλ φιεο ηηο 

ζπλαξηήζεηο ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ κε ηελ ίδηα κεηαβαιιφκελε παξάκεηξν ρξφλνπ. 

Οη δηαθπκάλζεηο θαη ζπλδηαθπκάλζεηο ηνπο αθνινπζνχληαη απφ ην autoregressive 

integrated moving average (ARIMA), ην κνληέιν ηεο ρξνληθά κεηαβαιιφκελεο 

παξακέηξνπ. Δπηπιένλ, γηα θαιχηεξα απνηειέζκαηα, θάζε πνζνζηφ ζα κπνξνχζε λα 

κνληεινπνηεζεί αλεμάξηεηα κέζα απφ κηα δηαθνξεηηθή δηαδηθαζία ARIMA, 

απαηηψληαο ηελ εθηίκεζε πνιιψλ παξακέηξσλ. Μφλν ην θάζε πνζνζηφ είλαη θαιά 

κνληεινπνηεκέλν απφ ηνλ ηπραίν πεξίπαην κε κεηαηφπηζε ηφηε ν αξηζκφο ησλ 

παξακέηξσλ ζα είλαη παξφκνηνο κε ηνλ αξηζκφ ηεο κεζφδνπ καο (Good 1969; Wilmoth 

et al, 1989). Απηφ είηε είλαη αιήζεηα είηε φρη ην 𝑘 δηακνξθψλεηαη απφ έλα ηπραίν 

πεξίπαην. Με επηκέξνπο πξνβιέςεηο, ηα πνζνζηά ζην άκεζν κέιινλ κπνξεί θαη λα 

είλαη δχζθνιν λα ζπλδπάδνληαη κε απνηέιεζκα λα ζρεκαηίδνπλ εληειψο αβάζηκα 

πξνθίι ειηθίαο. Υξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδφ καο, ηα κεκνλσκέλα ειηθηαθά-εηδηθά 

πνζνζηά είλαη πεξηνξηζκέλα λα αλήθνπλ ζε έλαλ Πίλαθα δσήο πνπ λα ηαηξηάδεη κε ηα 

ηζηνξηθά δεδνκέλα. Απηή ε ζπλνρή επηηπγράλεηαη κε ηελ πξφβιεςε ηεο εληαίαο 

παξακέηξνπ  𝑘  , ην νπνίν είλαη έλα είδνο ζπκβηβαζκνχ κεηαμχ ησλ ηάζεσλ ζε φια ηα 

επηκέξνπο ειηθηαθά πνζνζηά. Απηφ νδεγεί ζε δηαθνξεηηθέο πξνβιέςεηο ησλ επηκέξνπο 

πνζνζηψλ απφ φ,ηη ζα κπνξνχζε λα επηηεπρζεί κε ηελ κνληεινπνίεζε απηψλ 

μερσξηζηά.  

3.1.3 Εκτύμηςη μοντϋλου 
 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ην κνληέιν γηα δεδνκέλν Πίλαθα κε 

πνζνζηά  𝑚𝑥,𝑡   επηδηψθνπκε ηε ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ζηελ  εμίζσζε (1). Απηφ 

ην κνληέιν είλαη πξνθαλψο ππνηηκεκέλν, ην νπνίν κπνξεί λα ζεσξεζεί σο εμήο. Αο 

ππνζέζνπκε φηη ηα δηαλχζκαηα  𝑎  , 𝑏  , 𝑘   είλαη κία ιχζε. ΢ηε ζπλέρεηα, γηα 

νπνηνδήπνηε  𝑐  ,ηα   𝑎 − 𝑏𝑐, 𝑏, 𝑘 + 𝑐  ,επίζεο, πξέπεη λα είλαη κηα ιχζε. Δίλαη επίζεο 
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ζαθέο φηη, αλ  𝑎  , 𝑏  , 𝑘   είλαη κηα ιχζε, ηφηε,  𝑏𝑐 ,   
𝑘

𝑐
  είλαη επίζεο κηα ιχζε. Γη’ απηφ 

ην  𝑘  πξνζδηνξίδεηαη κφλν κε έλα γξακκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ, ην  𝑏  θαζνξίδεηαη κφλν 

κε κηα πνιιαπιαζηαζηηθή ζηαζεξά, θαη ην  𝑎  πξνζδηνξίδεηαη κφλν κε κηα πξφζζεηε 

ζηαζεξά. ΢ε φ,ηη αθνινπζεί, έρνπκε θαλνληθνπνηήζεη ηα  𝑏𝑥   λα αζξνίδνπλ ζηε κνλάδα 

θαη ην  𝑘  λα αζξνίδεη ζην 0, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη φηη ηα  𝑎𝑥   είλαη απιά νη κέζνη φξνη 

γηα ην  ln 𝑚𝑥,𝑡    . Σν κνληέιν κπνξεί λα κελ ηαηξηάδεη κε ζπλήζεηο κεζφδνπο 

παιηλδξφκεζεο, επεηδή δελ ππάξρνπλ παιηλδξνκεηέο. ΢ηε δεμηά πιεπξά ηεο εμίζσζεο 

έρνπκε κφλν παξακέηξνπο πνπ κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ θαη ηνλ άγλσζην δείθηε  𝑘 𝑡 . 

Η Singular Value Decomposition  (SVD) κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

βξεζεί κηα ιχζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, φηαλ εθαξκφδεηαη ζηνλ Πίλαθα ησλ 

πνζνζηψλ κε ινγάξηζκνπο εθφζνλ νη κέζνη φξνη ησλ πνζνζηψλ ησλ ειηθηψλ  έρνπλ 

αθαηξεζεί. Σα πξψηα δεμηά θαη αξηζηεξά δηαλχζκαηα κεηά ηελ εμνκάιπλζε πνπ 

πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ, παξέρνπλ κηα κνλαδηθή ιχζε.  

Σα πνζνζηά ζαλάηνπ πνπ πξνθχπηνπλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν γεληθά δελ ζα νδεγήζνπλ 

ζηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο ησλ ζαλάησλ φηαλ εθαξκφδεηαη ζε ζπγθεθξηκέλεο 

ειηθηαθέο θαηαλνκέο ηνπ πιεζπζκνχ (Lee and Carter, 1992). Δπηπιένλ, ην  𝑘  εθηηκάηαη 

γηα λα ειαρηζηνπνηεζνχλ ηα ιάζε ζηα αξρεία θαηαγξαθήο ησλ πνζνζηψλ ζαλάηνπ. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (1) εθηηκάκε μαλά ην  𝑘 𝑡  ζε έλα δεχηεξν ζηάδην, 

ιακβάλνληαο ηηο εθηηκήζεηο ησλ  𝑎𝑥   θαη  𝑏𝑥   απφ ην πξψην βήκα. Με απηφλ ηνλ ηξφπν 

ζα βξνχκε κηα λέα εθηίκεζε ησλ  𝑘  ηέηνηα ψζηε γηα θάζε έηνο, κε δεδνκέλε ηελ 

πξαγκαηηθή ειηθηαθή θαηαλνκή ηνπ πιεζπζκνχ, ν ζεσξεηηθφο αξηζκφο ησλ ζαλάησλ 

πνπ ζπλεπάγεηαη ζα ηζνχηαη κε ηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ ησλ ζαλάησλ. Απηέο νη ηηκέο 

ησλ  𝑘 𝑡  πνπ βξέζεθαλ απφ κηα επαλαιεπηηθή έξεπλα δηαθέξνπλ θάπσο απφ ηηο 

εθηηκήζεηο ηνπ SVD (κε ηα ζηνηρεία κηαο ρψξαο γηα ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή πεξίνδν). 

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη θαηά ηελ ηνπνζέηεζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ 

ινγαξηζκεκέλσλ πνζνζηψλ, ηα ρακειά πνζνζηά ζαλάησλ ησλ λέσλ ιάκβαλαλ ηελ ίδηα 

βαξχηεηα κε ηα πςειά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο ησλ ειηθησκέλσλ, ζπκβάιινληαο πνιχ 

ιηγφηεξν ζηνπο ζπλνιηθνχο ζαλάηνπο. Δπηπιένλ, δηαθνξέο ζηηο ειηθίεο ησλ νκάδσλ ηνπ 

πιεζπζκνχ δίλεη δηαθνξεηηθά βάξε θαηά ην δεχηεξν ζηάδην ηεο εθηίκεζεο ηνπ  𝑘  . 
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3.1.4 Πρόβλεψη του δεύκτη θνηςιμότητασ k 
 

Έρνληαο αλαπηχμεη θαη δεκηνπξγήζεη ην κνληέιν, κπνξνχκε ηψξα λα 

πξνρσξήζνπκε ζην πξφβιεκα ηεο πξφβιεςεο (Lee and Carter, 1992). Σν πξψην βήκα 

είλαη λα βξνχκε ην θαηάιιειν ARIMA κνληέιν ησλ ρξνλνινγηθψλ ζεηξψλ γηα ην 

δείθηε ζλεζηκφηεηαο  𝑘 𝑡  . Μεηά ηε δηελέξγεηα ησλ ηππνπνηεκέλσλ δηαδηθαζηψλ 

αλαγλψξηζεο ηνπ κνληέινπ δηαπηζηψζακε φηη έλαο ηπραίνο πεξίπαηνο πεξηγξάθεη 

ην  𝑘  θαιά. Σίζεηαη ινηπφλ ην εξψηεκα πψο λα αληηκεησπίζεη θαλείο ηελ επηδεκία 

γξίπεο ηνπ 1918. Μηα πηζαλφηεηα είλαη λα ην δνχκε σο έλα ηδηαίηεξα αζπλήζηζην 

γεγνλφο πνπ ε θαηαρψξηζή ηνπ ζηε ζεηξά ζα επεξεάζεη δπζαλάινγα ηα απνηειέζκαηα. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, κπνξνχκε λα θηηάμνπκε έλα κνληέιν παξέκβαζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηεί κηα εηθνληθή κεηαβιεηή γηα ην 1918, αθαηξψληαο έηζη απνηειεζκαηηθά 

ηελ επηξξνή ηεο. Η άιιε πηζαλφηεηα  είλαη λα δνχκε ηελ επηδεκία ζαλ έλα γεγνλφο πνπ 

δχζθνια ζα κπνξνχζε λα ζπκβεί πάιη ζην κέιινλ. Δπηπρψο, απηφ πνπ επεξεάδεηαη απφ 

απηή ηελ απφθαζε είλαη ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηεο πξφβιεςεο ηεο ζλεζηκφηεηαο, 

θαη φρη ε ίδηα ε πξφβιεςε. Έρνπκε εθιεγεί λα  αληηκεησπίζνπκε ηελ επηδεκία, ζαλ κηα 

αλσκαιία θαη ρξεζηκνπνηνχκε ην κνληέιν παξέκβαζεο. Αλ δελ πεξηιάβνπκε κηα 

δείθηξηα ζηελ γξίπε ηνπ 1918, νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ θαη νη πξνβιέςεηο, ζα 

είλαη νπζηαζηηθά ακεηάβιεηεο, αιιά ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην  𝑘  ην 2065 

(ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο αβεβαηφηεηαο γηα ην drift) ζα είλαη κεγαιχηεξν .Η 

δηαδηθαζία ηεο πξφβιεςεο γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο κνληέια ζε πξνεγνχκελα ζχλνια 

δεδνκέλσλ θαη θάλνληαο πξφβιεςε ζηα κεηέπεηηα ζχλνια ησλ νπνίσλ ηα απνηέιεζκα 

είλαη γλσζηά. Πξέπεη λα έρνπκε θαηά λνπ, σζηφζν, φηη θαλέλα πνζφ αλάιπζεο ηνπ 

παξειζφληνο δελ κπνξεί λα καο δηαβεβαηψζεη φηη δξακαηηθέο δηαξζξσηηθέο αιιαγέο 

δελ ζα ζπκβνχλ ζην κέιινλ. Δπίζεο ε εθηίκεζε ηνπ φξνπ drift δειαδή κεηαηφπηζε 

είλαη θεληξηθήο ζεκαζίαο γηα ηηο πξνβιέςεηο. 

3.2 Μεθοδολογύα Cairns, Βlake and Dowd 

3.2.1 Eιςαγωγό 
 

΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα εμεηάζνπκε ηελ ηηκνιφγεζε ηνπ θηλδχλνπ πνπ ζπλδέεηαη 

κε ηηο ζπλνιηθέο βειηηψζεηο ζλεζηκφηεηαο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ δειαδή ηνλ 

ιεγφκελν θίλδπλν καθξνδσίαο. 

Δηζάγνπκε έλα ζηνραζηηθφ κνληέιν κε δχν παξάγνληεο γηα ηελ αλάπηπμε απηήο ηεο 

θακπχιεο κέζα ζην ρξφλν. Ο πξψηνο παξάγνληαο επεξεάδεη ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο 



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   33 

κε ηνλ ίδην ηξφπν, ζε φιεο ηηο ειηθίεο , ελψ ν δεχηεξνο παξάγνληαο επεξεάδεη ηε 

ζλεζηκφηεηα ζε πςειφηεξεο ειηθίεο πνιχ πεξηζζφηεξν απφ φ, ηη ζε ρακειφηεξεο 

ειηθίεο. ΢ηε ζπλέρεηα εμεηάδνπκε ηελ ηηκνιφγεζε ησλ νκνιφγσλ καθξνδσίαο κε 

δηαθνξεηηθνχο φξνπο κέρξη ηελ αλαθεξφκελε ιήμε ζε δηαθνξεηηθέο νκάδεο. Θεσξνχκε 

φηη θίλδπλνο καθξνβηφηεηαο ζε ζρεηηθά ζχληνκν ρξνληθφ δηάζηεκα είλαη πνιχ 

ρακειφο, αιιά ζε νξίδνληεο πνπ ππεξβαίλνπλ ηα δέθα ρξφληα αξρίδεη λα αλεβαίλεη 

πνιχ γξήγνξα. 

Έλα βαζηθφ ζηνηρείν ην νπνίν ζα αλαιχζνπκε παξαθάησ είλαη ε πξφηαζε θαη ε 

αλάπηπμε κηαο κεζφδνπ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ θηλδχλνπ ηεο αγνξάο (πξνζαξκνζκέλε 

ηηκή ηνπ νκνιφγνπ καθξνδσίαο). Η πξνηεηλφκελε πξνζαξκνγή δελ αθνξά κφλν ηε 

ζηνραζηηθή ζλεζηκφηεηα, αιιά θάλεη θαη κηα πξφβιεςε γηα ηελ παξάκεηξν ηνπ 

θηλδχλνπ (Cairns et al, 2006). Δπίζεο ζα δηεξεπλήζνπκε πψο ηα κειινληηθά ζέκαηα ζα 

κπνξνχζαλ λα ηηκνινγεζνχλ ψζηε λα εμαζθαιίδεηαη ε απνπζία θεξδνζθνπίαο ρσξίο 

θίλδπλν κεηαμχ ησλ νκνιφγσλ κε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά. 

Η ζλεζηκφηεηα απνηειεί κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. Η καθξνδσία δελ έρεη κφλν 

βειηησζεί, αιιά βειηηψλεηαη, ζε θάπνην βαζκφ, κε απξφβιεπην ηξφπν. Απηέο νη κε 

αλακελφκελεο βειηηψζεηο έρνπλ απνδεηρζεί φηη είλαη κεγαιχηεξεο ζεκαζίαο ζε 

κεγαιχηεξεο ειηθίεο, θαη έρνπλ πξνθαιέζεη ζηα αζθαιηζηηθά ηακεία θαη ζηνπο 

ρνξεγνχο ησλ ζπληαμηνδνηηθψλ πξνγξακκάησλ λα ππνζηνχλ απψιεηεο ζηηο πξνζφδνπο 

δσήο. Σν πξφβιεκα είλαη φηη νη ζπληαμηνχρνη δνπλ πνιχ πεξηζζφηεξν απφ φ, ηη 

αλακελφηαλ, αο πνχκε, είθνζη ρξφληα πξηλ. Χο απνηέιεζκα ηα αζθαιηζηηθά ηακεία 

πιεξψλνπλ γηα πνιχ κεγαιχηεξν ρξνληθφ δηάζηεκα απφ φ, ηη είρε πξνβιεθζεί, θαη ηα 

πεξηζψξηα θέξδνπο ηνπο κεηψλνληαη. Κνηηάδνληαο κπξνζηά, νη αιιαγέο ζηνλ ηξφπν 

δσήο, νη πξφνδνη ηεο ηαηξηθήο, θαη νη λέεο αλαθαιχςεηο ζηνλ ηνκέα ηεο γελεηηθήο είλαη 

πηζαλφ λα θαηαζηήζνπλ ηηο κειινληηθέο βειηηψζεηο κε ην πξνζδφθηκν δσήο ηδηαίηεξα 

απξφβιεπηεο, θαζψο θαη απηφ, κε ηε ζεηξά ηνπ, ζα νδεγήζεη ζε κηθξφηεξα πεξηζψξηα 

θέξδνπο. 

Τπάξρνπλ δηάθνξνη ηχπνη ηνπ θηλδχλνπ ηεο ζλεζηκφηεηαο φπνπ νη πάξνρνη 

πξνζφδσλ θαη φζνη έρνπλ θάλεη  αζθάιεηα δσήο εθηίζεληαη (Cairns et al, 2006). Γηα 

ιφγνπο ζαθήλεηαο, ζε απηφ ην άξζξν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο παξαθάησ ζπκβάζεηο: 

 

 ν φξνο θίλδπλνο ζλεζηκφηεηαο ζα πξέπεη λα ιεθζεί γηα λα θαιχπηεη φιεο ηηο κνξθέο 

ηεο αβεβαηφηεηαο ζηα κειινληηθά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο, φπσο νη απμήζεηο θαη νη 

κεηψζεηο ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο. 
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 ν θίλδπλνο ηεο καθξνδσίαο ζα πξέπεη λα εξκελεχεηαη σο αβεβαηφηεηα ζηελ 

καθξνπξφζεζκε ηάζε ηεο ζλεζηκφηεηαο. Ο θίλδπλνο ηεο καθξνδσίαο ζπλήζσο 

ζεσξείηαη ν θίλδπλνο φπνπ ηα πνζνζηά επηβίσζεο είλαη πςειφηεξα απφ φηη 

αλακελφηαλ, αλ θαη ζπλεζίδεηαη λα απνδίδεηαη γεληθά σο αβεβαηφηεηα. 

 Ο βξαρππξφζεζκα θαηαζηξνθηθφο θίλδπλνο ζλεζηκφηεηαο ζα πξέπεη λα εξκελεπζεί σο 

ν θίλδπλνο φπνπ ζε κηθξέο ρξνληθέο πεξηφδνπο, ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο είλαη πνιχ 

πςειφηεξα (ή ρακειφηεξα) απφ φ, ηη ζα έπξεπε θαλνληθά λα είλαη. Παξαδείγκαηα 

ηέηνησλ « θαηαζηξνθψλ » απνηεινχλ ε παλδεκία γξίπεο ην 1918 θαη ην ηζνπλάκη ηνλ 

Γεθέκβξην ηνπ 2004. 

Η ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο ησλ θεθαιαηαγνξψλ γηα ηελ ηηηινπνίεζε θαη ην εκπφξην 

ζπγθεθξηκέλσλ αζθαιηζηηθψλ θηλδχλσλ είλαη ζρεηηθά θαηλνχξηα. Σν Γεθέκβξην ηνπ 

2003 ν Swiss Re αζρνιήζεθε κε ην πξψην νκφινγν θαη ζπλέδεζε ηηο πιεξσκέο κε ηνλ 

θίλδπλν ζλεζηκφηεηαο θαη ζπγθεθξηκέλα κε ηνλ θαηαζηξνθηθφ θίλδπλν ζλεζηκφηεηαο. 

Μηα παξφκνηα ζχλδεζε κε ηελ θεθαιαηαγνξά, ην νκφινγν καθξνδσίαο παξέρεηαη ζηα 

αζθαιηζηηθά ηακεία θαη ηα ζπληαμηνδνηηθά πξνγξάκκαηα γηα λα αληηζηαζκίζεη ηνπο πην 

καθξνπξφζεζκνπο θηλδχλνπο καθξνδσίαο πνπ αληηκεησπίδνπλ. Σα νκφινγα 

καθξνδσίαο είλαη νκφινγα πξνζφδσλ ησλ νπνίσλ ηα θνππφληα δελ έρνπλ θαζνξηζηεί κε 

ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ , αιιά ζπκβαδίδνπλ κε έλαλ δεδνκέλν Πίλαθα επηδψλησλ. Γηα 

παξάδεηγκα, ν δείθηεο επηδψλησλ βαζηδφηαλ ζηνλ πιεζπζκφ ησλ 65 - εηψλ δσληαλψλ 

θαηά ηελ εκεξνκελία έθδνζεο ηνπ νκνιφγνπ. Κάζε ρξφλν, νη πιεξσκέο ησλ 

θνππνληψλ (ηνθνκεξηδίσλ) ιακβάλνληαλ απφ ηα  

αζθαιηζηηθά ηακεία ή νη ζπληάμεηο κεηψλνληαλ ζχκθσλα κε ην πνζνζηφ ηνπ 

πιεζπζκνχ πνπ είραλ πεζάλεη εθείλε ηε ρξνληά. Δάλ, κεηά ην πξψην έηνο, ην 1,5 % ηνπ 

πιεζπζκνχ πνπ είλαη ηψξα 66 εηψλ έρνπλ πεζάλεη, ηφηε ην θνππφλη πνπ θαηαβάιιεηαη 

ζην ηέινο ηνπ πξψηνπ έηνπο ζα κεησζεί ζην 98,5 % ηνπ νλνκαζηηθνχ ηνθνκεξηδίνπ . 

΢θνπφο καο είλαη λα επηθεληξσζνχκε ζηελ καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε γηα ηελ 

ηηκνιφγεζε ησλ ηίηισλ ζλεζηκφηεηαο. Θα επηιέμνπκε λα αλαπηχμνπκε έλα κνληέιν ζε 

δηαθξηηφ ρξφλν. Πξνηείλνπκε έλα ζηνραζηηθφ κνληέιν ζλεζηκφηεηαο (Cairns et al, 

2006). Θα δείμνπκε πψο ην βαζκνλνκεκέλν κνληέιν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

ηηκνιφγεζε πνπ ζπλδέεηαη κε ηα ρξεκαηννηθνλνκηθά πξντφληα ζλεζηκφηεηαο. Σν 

κνληέιν πεξηιακβάλεη δχν ζηνραζηηθνχο παξάγνληεο. Ο πξψηνο αθνξά ηε ζλεζηκφηεηα 

ζε φιεο ηηο ειηθίεο κε έλαλ ίζν ηξφπν, ελψ ν δεχηεξνο έρεη επίδξαζε ζηε ζλεζηκφηεηα 
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πνπ είλαη αλάινγε κε ηελ ειηθία. Καη νη δχν απηνί παξάγνληεο απαηηνχληαη γηα λα 

επηηεπρζεί κηα ηθαλνπνηεηηθή εκπεηξηθή εθαξκνγή πάλσ ζηε δνκή ηεο ζλεζηκφηεηαο, 

δειαδή λα δηακνξθψζνπκε επαξθψο ηζηνξηθέο ηάζεηο ηεο ζλεζηκφηεηαο ζε 

δηαθνξεηηθέο ειηθίεο. Σν πξνθχπησλ κνληέιν καο επηηξέπεη λα πξνζνκνηψλνπκε  

πνζνζηά επηβίσζεο απφ δηάθνξεο νκάδεο, έηζη καο επηηξέπεη λα κνληεινπνηήζνπκε ηνλ 

θίλδπλν ηεο καθξνδσίαο, θαζψο θαη άιινπο δείθηεο πνπ δηέπνπλ ελαιιαθηηθνχο ηίηινπο 

ζλεζηκφηεηαο. 

Γηα λα ηηκνινγήζνπκε έλαλ ηίηιν ζλεζηκφηεηαο πηνζεηνχκε ηελ ζηαζκηζκέλε ή 

«risk neutral» πξνζέγγηζε γηα ηελ ηηκνιφγεζε. Θα παξνπζηάζνπκε δχν ελαιιαθηηθά 

ζχλνια ησλ απνηειεζκάησλ ηεο πξνζνκνίσζεο. Αθελφο, ηα απνηειέζκαηα πνπ δελ 

ιακβάλνπλ ππφςε ηελ αβεβαηφηεηα ησλ παξακέηξσλ, θαη αθεηέξνπ ηα απνηειέζκαηα 

πνπ ιακβάλνπλ ππφςε ηελ ελ ιφγσ αβεβαηφηεηα (Cairns, 2000). Η ηηκή ηνπ θηλδχλνπ 

καθξνβηφηεηαο αζρνιείηαη κε ηελ πξηκνδφηεζε φπνπ έλα αζθαιηζηηθφ ηακείν ή 

ζπληαμηνδνηηθφ πξφγξακκα ζα κπνξνχζε λα είλαη πξνεηνηκαζκέλν λα πιεξψζεη γηα λα 

γιηηψζεη ηνλ θίλδπλν θαη ρξεζηκνπνηεί απηφ γηα λα δείμεη πψο ην νκφινγν ζα κπνξνχζε 

λα ηηκνινγεζεί ζε έλα πιαίζην πξνζαξκνζκέλνπ θηλδχλνπ. ΢πγθεθξηκέλα, 

επηθεληξσλφκαζηε ζηελ αγνξαία ηηκή ηνπ θηλδχλνπ. Σν αζθάιηζηξν θηλδχλνπ δείρλεη 

πψο ηα πξνεγνχκελα απνηειέζκαηα ζα κπνξνχζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ 

ηηκνιφγεζε λέσλ νκνιφγσλ καθξνδσίαο κε δηαθνξεηηθνχο φξνπο κέρξη ηε ιήμε θαη 

κέζα απφ δηάθνξεο πιεζπζκηαθέο νκάδεο.  

3.2.2 Περιγραφό του μοντϋλου 
 

Αμηνζεκείσηνο είλαη ν ηχπνο ησλ κειινληηθψλ πηζαλνηήησλ επηβίσζεο (Cairns et al, 

2006) : 

 

  𝑝 𝑡, 𝑇0,𝑇1, 𝑥   = ε πηζαλφηεηα πνπ κεηξάηαη ζε ρξφλν  𝑡   ελφο αηφκνπ ειηθίαο  𝑥  ζην 

ρξφλν  0  πνπ είλαη αθφκα δσληαλφο ζην ρξφλν   𝑇0  θαη επηβηψλεη κέρξη ηε ζηηγκή 

  𝑇1 > 𝑇0  . 

 

Αο είλαη  𝐼 𝑢  ε πνζφηεηα πνπ αληηπξνζσπεχεη ηε δηαδηθαζία ηνπ δείθηε πνπ είλαη ίζε 

κε 1 ηε ζηηγκή  𝑢  , αλ θάπνηνο ειηθίαο  𝑥  είλαη αθφκα δσληαλφο ζην ρξφλν  𝑢  θαη 0 

δηαθνξεηηθά. Δπηπιένλ , αο είλαη  𝑀𝑢   απηφ πνπ παξάγεηαη απφ ηελ αλάπηπμε ηεο 

θακπχιεο ζλεζηκφηεηαο κέρξη ην ρξφλν   𝑢  . Σφηε: 
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𝑝 𝑡, 𝑇0,𝑇1, 𝑥 = Pr⁡(𝐼 𝑇1 =
1

𝐼(𝑇0)
 

 

΢εκεηψλνπκε φηη  𝑝 𝑡, 𝑇0, 𝑇1, 𝑥  =  𝑝 𝑇1, 𝑇0, 𝑥  γηα φια ηα  𝑡 ≥ 𝑇1  , δεδνκέλνπ φηη ε 

πεξίνδνο παξαηήξεζεο   𝛵0, 𝛵1   είλαη παξειζφλ θαη δελ ππφθεηηαη ζε θακία πεξαηηέξσ 

αβεβαηφηεηα. 

 Γηα ιφγνπο απιφηεηαο ζηελ παξνχζα έθζεζε, ζα νξίζνπκε: 

 

  𝑝  𝑡, 𝑥 = 𝑝 𝑡 + 1, 𝑡, 𝑡 + 1, 𝑥   

 

λα είλαη ε πξαγκαηηθή πηζαλφηεηα επηβίσζεο γηα ηνλ πιεζπζκφ ειηθίαο  𝑥  ηε ρξνληθή 

ζηηγκή 0 . 

Δπηπιένλ, νξίδνπκε ην πξαγκαηνπνηεζέλ  πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο: 

 

                                                          𝑞  𝑡, 𝑥 = 1 − 𝑝 (𝑡, 𝑥) . 

 

Έρνπκε πηνζεηήζεη ην αθφινπζν κνληέιν γηα ηελ θακπχιε ζλεζηκφηεηαο: 

 

                            𝑞  𝑡, 𝑥 = 1 − 𝑝 𝑡 + 1, 𝑡, 𝑡 + 1, 𝑥 =
𝑒𝐴1 𝑡+1 +𝐴2 𝑡+1 (𝑥+𝑡)

1+𝑒𝐴1 𝑡+1 +𝐴2 𝑡+1 (𝑥+𝑡)  (2) 

 

΢ε απηή ηελ εμίζσζε,   𝐴1 𝑢  θαη  𝐴2 𝑢    είλαη ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο γηα ηηο νπνίεο 

έρεη γίλεη ε ππφζεζε λα είλαη κεηξήζηκεο ζε  𝑢  ρξφλν . 

Γηα λα θάλνπκε πξνβιέςεηο γηα ηε κειινληηθή θαηαλνκή ησλ 

𝐴1 𝑢   ,  𝐴2 𝑢  ζα κνληεινπνηήζνπκε ην  𝐴  𝑡   ζαλ έλαλ ηπραίν πεξίπαην δχν 

δηαζηάζεσλ κε κεηαηφπηζε. ΢πγθεθξηκέλα: 

 

                                              𝐴 (𝑡 +  1)  =  𝛢 (𝑡)  +  𝜇 +  𝐶𝑍 (𝑡 +  1),  (3) 

 

φπνπ κ είλαη έλα ζηαζεξφ δηάλπζκα, ην C είλαη έλαο ζηαζεξφο άλσ ηξηγσληθφο Πίλαθαο 

θαη  𝛧  𝑡   είλαη κηα δηζδηάζηαηε ηππηθή θαλνληθή ηπραία κεηαβιεηή.. Η αξλεηηθή ηηκή 

γηα ην  𝜇1   ππνδεηθλχεη γεληθά, ηε βειηίσζε ηεο ζλεζηκφηεηαο θαη ε ζεηηθή ηηκή γηα 

ην  𝜇2 ζεκαίλεη φηη ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο ζηηο κεγαιχηεξεο ειηθίεο βειηηψλνληαη 

κε βξαδχηεξν ξπζκφ.  
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Δπηπιένλ ζε νπνηνδήπνηε δεδνκέλν έηνο ζην κέιινλ, ζα πξέπεη λα δνχκε πνζνζηά 

ζλεζηκφηεηαο γηα νκάδεο ειηθησκέλσλ λα είλαη πςειφηεξα απφ εθείλα γηα κηθξφηεξεο 

νκάδεο, δειαδή  γηα ηα ζηαζεξά  𝑡 , 𝑞  𝑡, 𝑥   ζα πξέπεη λα είλαη κηα απμαλφκελε 

ζπλάξηεζε ηνπ  𝑥  . Απηφ απαηηεί ηελ  𝐴2 𝑡   λα παξακέλεη ζεηηθή. ΢ηε ζπλέρεηα ζα 

επηθεληξσζνχκε ζηε δπλακηθή ηνπ δείθηε επηδψλησλ  𝑆  𝑡  . Απηφο έρεη γίλεη ζε ζρέζε 

κε ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο δηαρξνληθά απφ κηα ζπγθεθξηκέλε νκάδα θαη είλαη ινγηθφ 

λα δνχκε ηηο δπλακηθέο νκάδαο ζην πιαίζην ησλ δχν παξαγφλησλ ηνπ κνληέινπ καο 

(Cairns et al, 2006). 

3.2.3 Ο ρόλοσ τησ δυναμικόσ ομϊδασ 
 

Θα εμεηάζνπκε ηε δπλακηθή ηεο   𝑞  𝑡, 𝑥  γηα κηα νκάδα ειηθίαο 𝑥 ηε ρξνληθή ζηηγκή 

0. Γη’ απηφ ζεσξνχκε: 

 

𝑙𝑜𝑔𝑞  𝑡 + 1, 𝑥 

𝑝  𝑡 + 1, 𝑥 
= 𝐴1 𝑡 + 1 + 𝐴2 𝑡 + 1  𝑥 + 𝑡 + 1 = 

                                                               =  1, 𝑥 + 𝑡 + 1 ′ 𝐴 𝑡 + 𝜇 + 𝐶𝑍 𝑡 + 1    =  

                                                               =  
𝑙𝑜𝑔 𝑞 (𝑡,𝑥)

𝑝  𝑡,𝑥 
 +(𝜇1 + 𝜇2 𝑥 + 𝑡 + 1 + 𝛢2(𝑡)) + 

+(1, 𝑥 + 𝑡 +  1)′𝐶𝑍(𝑇 + 1) . 

 

Πξνζνκνίωζε ηνπ δείθηε 𝑆   𝑡  

Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ θαηαλνκή γηα ην  𝑆   𝑡  θαηαθεχγνπκε ζηελ Monte 

Carlo πξνζνκνίσζε θαη παίξλνπκε ηα πξνζνκνησκέλα  𝑞   𝑡 , 𝑥   𝜅𝛼𝜄   𝑆   𝑡   απφ 

πξνζνκνηψζεηο ηεο ππνθείκελεο δηαδηθαζίαο  𝛢   𝑡   . 

Απνηειέζκαηα ρσξίο λα ζπλππνινγίζνπκε ηελ αβεβαηφηεηα παξακέηξνπ 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, πξνζνκνηψλνπκε 𝜏𝜊  𝛢   𝑡  ζχκθσλα κε ηελ εμίζσζε (3) θαη 

αθφινπζα θάλνπκε ρξήζε εθηηκήζεσλ γηα ην 𝜇 θαη 𝑉 πνπ είλαη ν Πίλαθαο 

ζπλδηαθχκαλζεο. 

Απνηειέζκαηα κε αβεβαηφηεηα παξακέηξνπ 

Θεσξνχκε ηελ επίδξαζεο ηεο αβεβαηφηεηαο ησλ παξακέηξσλ. Δίλαη ζαθέο φηη έρνπκε 

κηα πεξηνξηζκέλε πνζφηεηα ησλ δεδνκέλσλ θαη έηζη νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ 

πξέπεη λα ππφθεηληαη ζε θάπνην βαζκφ αβεβαηφηεηαο (Cairns 2000). Δκείο ζα 

αλαιχζνπκε απηφ ρξεζηκνπνηψληαο ηηο κεζφδνπο Bayesian. Τπελζπκίδνπκε φηη έρνπκε 

θάλεη ηελ ππφζεζε φηη ε δηαδηθαζία  𝐴   𝑡  ππφθεηηαη ζε πνιπκεηαβιεηά θαλνληθά ζνθ 
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κε κέζε ηηκή 𝜇 θαη Πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο  𝑉 . Δπεηδή δελ γλσξίδνπκε ηηο ηηκέο 

ησλ  𝜇  θαη  𝑉  ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα κε πιεξνθνξηαθή πξνεγνχκελε θαηαλνκή. 

Μία πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή ζηελ νπνία ηφζν  𝜇  θαη   𝑉  είλαη άγλσζηα 

είλαη νη Jeffreys: 

 

𝑝   𝜇 , 𝜈  ∝  𝑉 −
3
2 

 

Γηα θάζε πξνζνκνίσζε ηνπ δείγκαηνο  𝛢   𝑡   , πξνζνκνηψλνπκε πξψηα ηα  𝜇  θαη   𝑉 , 

απφ ηελ Normal- Inverse - Wishart θαηαλνκή θαη ρξεζηκνπνηνχκε απηέο ηηο ηηκέο γηα ην 

ζχλνιν ηεο ζπγθεθξηκέλεο δηαδξνκήο ηνπ δείγκαηνο (Cairns et al, 2006). 

3.2.4 Σιμολόγηςη αςφαλύςτρου κινδύνου 
 

΢ε απηφ ην ζεκείν ζα εμεηάζνπκε ηελ ηηκή πνπ έλα αζθαιηζηηθφ ηακείν ζα 

κπνξνχζε λα πιεξψζεη γηα λα εμαιείςεη ηελ έθζεζή ηνπ ζηνλ θίλδπλν ηεο καθξνδσίαο. 

Πξνηείλνπκε λα θαζνξίζνπκε ηηο δπλακηθέο βάζεη ελφο ζηαζκηζκέλνπ θηλδχλνπ  𝑄  κε 

ηηκνινγηαθφ κέηξν πνπ ηζνδπλακεί κε  𝑃 . Σν κέηξν  𝑄  επίζεο ζπρλά αλαθέξεηαη σο 

θίλδπλν – νπδέηεξν κέηξν ή ηζνδχλακα - martingale κέηξν .Τπελζπκίδνπκε φηη 

δνπιέςακε λσξίηεξα κε ηηο αθφινπζεο δπλακηθέο ππφ ην  𝑃 : 

 

𝐴 ( 𝑡 +  1)  =  𝛢 ( 𝑡)  +  𝜇 +  𝐶𝑍 (𝑡 +  1 ) , 

 

φπνπ   𝛧 (𝑡 +  1 )   είλαη έλα πξφηππν 2-δηαζηάζεσλ θαλνληθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

ππφ ην  𝛲 . ΢χκθσλα κε ην κέηξν πξνζαξκνζκέλνπ θηλδχλνπ  𝑄  𝜆  έρνπκε φηη: 

 

𝐴 (𝑡 +  1)  =  𝐴 (𝑡)  +  𝜇 +  𝐶 ( 𝑍  (𝑡 +  1)  −  𝜆) 

 

=  𝛢 (𝑡)  + 𝜇  +  𝐶𝑍  (𝑡 +  1), 

 

φπνπ 𝜇 = 𝜇 − 𝐶𝜆 . 

 

΢ε απηή ηελ εμίζσζε ην  𝑍   𝑡 +  1  είλαη έλα πξφηππν δχν δηαζηάζεσλ θαλνληθήο 

ηπραίαο κεηαβιεηήο ππφ ην  𝑄  . Ο παξάγνληαο  𝜆 =  (𝜆1, 𝜆2)   αληηπξνζσπεχεη ηηο 

ηηκέο αγνξάο ηνπ θηλδχλνπ καθξνβηφηεηαο πνπ ζπλδένληαη κε ηηο 
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δηαδηθαζίεο  𝛧1 𝑡   θαη  𝑍2 𝑡  αληίζηνηρα (Cairns et al 2006). ΢χκθσλα κε ηελ 

επηιεγείζα δηάζπαζε 

ηνπ Πίλαθα   𝐶   (άλσ ηξηγσληθφο), ην  𝜆1  ζπλδέεηαη κε κεηαηνπίζεηο ζην επίπεδν 

ζλεζηκφηεηαο θαη ζπγθεθξηκέλα 

𝑙𝑜𝑔 
𝑞

𝑝
  , ελψ ε  𝜆2  ζρεηίδεηαη κε κηα θιίζε ζην  𝑙𝑜𝑔 

𝑞

𝑝
  . Τπνζέηνπκε φηη   𝜆  είλαη 

ζηαζεξφ ελψ ν ρξφλνο εμαξηάηαη. 

Γηα ην  𝑄  𝜆  αμίδεη θαλείο λα αλαθέξεη ηα αθφινπζα: 

 

 Πιήξε κνληέια ηεο αγνξάο, φπσο ην Black-Scholes σο κνληέιν απνηίκεζεο, καο 

δείρλνπλ ζαλ κνλαδηθή επηινγή ην κέηξν  𝑄  . Αληίζεηα, εδψ έρνπκε κηα αηειή αγνξά, 

θαη κηα ζεηξά απφ δπλαηφηεηεο γηα ην  𝑄  𝜆  . 

 Αλ ππάξρεη θάπνηα κνξθή ηεο αγνξάο ηεο ζλεζηκφηεηαο πνπ ζπλδέεηαη κε αζθαιηζηηθά 

ζπκβφιαηα, ηφηε ε επηινγή ηνπ  𝑄  𝜆  πξέπεη λα είλαη ζπλεπήο κε απηέο ηηο 

πεξηνξηζκέλεο πιεξνθνξίεο ηεο αγνξάο έηζη ψζηε νη ζεσξεηηθέο ηηκέο ζχκθσλα 

κε   𝑄  𝜆    λα ηαηξηάδνπλ κε ηηο παξαηεξνχκελεο ηηκέο ηεο αγνξάο. 

 Πέξα απφ απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο, ε επηινγή ηεο  𝑄   𝜆    γίλεηαη ππφζεζε κνληέισλ. 

Έηζη, εδψ έρνπκε δηαηππψζεη ηελ άπνςε φηη ε ηηκή αγνξάο ηνπ θηλδχλνπ,  𝜆  , κπνξεί 

λα είλαη ζηαζεξή κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. 

 Οη παξαδνρέο πνπ ελζσκαηψλνληαη ζην  𝑄   𝜆   ζρεκαηίδνπλ κηα ειέγμηκε ππφζεζε.  

 Η αλάπηπμε ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ είλαη αλεμάξηεηε 

απφ ηε δπλακηθή ησλ επηηνθίσλ κε ην ρξφλν. 

 

Σν spread γηα νπνηνδήπνηε νκφινγν ζα ζπκβνιίδεηαη κε  𝛿  ζε επφκελεο εμηζψζεηο. 

Απηφ ην spread νθείιεηαη ζηελ ηηκή αγνξάο ηνπ θηλδχλνπ καθξνδσίαο. 

Με  𝑆  0, 𝑇   ζα ζπκβνιίδνπκε ηνλ Πίλαθα επηδψλησλ πνπ είλαη βαζηζκέλνο ζηηο πην 

πξφζθαηεο πξνβνιέο ηεο GAD ζην ρξφλν 0. Δίλαη: 

 

                                                                𝑆 (0, 𝑇)=𝐸𝑝[
𝑆 𝑇 

𝑀0
] . 
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Η ζρέζε  𝑃   0 , 𝑇   αθνξά έλα zero-coupon νκφινγν πνπ πιεξψλεη 1 ζην ρξφλν T. 

Tφηε ε αξρηθή ηηκή γηα ην νκφινγν ζα δίλεηαη απφ ηνλ αθφινπζν ηχπν: 

 

      𝑉 0 =  𝑃 0, 𝑇 𝑒𝛿𝑇
25

𝑇=1

𝑆  0, 𝑇                             (4) 

 

θαη ε ηηκνιφγεζε ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ θηλδχλνπ καο ζα είλαη: 

 

                                 𝑉𝜆 0 =  𝑃(0, 𝑇)𝐸𝑄𝜆

25
𝛵=1  

𝑆(𝑇)

𝑀0
    . 

 

Γεληθά ην  𝛿  κπνξεί λα εξκελεπζεί σο έλα αζθάιηζηξν θηλδχλνπ αλά ρξφλν θαη απηφ 

ην αζθάιηζηξν θηλδχλνπ ζα εμαξηεζεί απφ ηε δηάξθεηα ηνπ νκνιφγνπ θαη ηελ αξρηθή 

ειηθία ηεο νκάδαο πνπ αζθαιίζηεθαλ (Cairns et al, 2006). ΢ηελ αλάιπζε απηή, 

επηθεληξσλφκαζηε ζηελ εηζαγσγή κηαο ηηκήο αγνξάο ηνπ θηλδχλνπ γηα ην κέζν  𝜇 . 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ έρνπκε αβεβαηφηεηα παξακέηξσλ ππνζέηνπκε φηη  𝜇 = 𝜇   . Με 

αβεβαηφηεηα ζηελ παξάκεηξν, ην βαζηθφ κνληέιν  πξνζνκνηψλεη πξψηα ηνλ  𝑉  , ζηε 

ζπλέρεηα, ππνινγίδεη ηνλ άλσ ηξηγσληθφ Πίλαθα   𝐶  πνπ ηθαλνπνηεί ηελ  𝑉 = 𝐶𝐶′  , θαη 

ζηε ζπλέρεηα πξνζνκνηψλεη 

 

                                                     𝜇 = 𝜇 + 𝑛−
1

2𝐶𝑍𝜇   

 

φπνπ:  𝛧𝜇    είλαη έλα πξφηππν δηκεηαβιεηήο θαλνληθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο. 

Γηα άιιε κηα θνξά ζα πξέπεη λα εληνπίζνπκε πηζαλά ηζνδχλακα κέηξα. Πξνηείλνπκε 

εδψ έλα παξφκνην πεξηνξηζκφ φηη, θάησ απφ ην ηζνδχλακν κέηξν,  𝛧𝜇    εμαθνινπζεί λα 

είλαη δηκεηαβιεηή θαλνληθή κε κνλαδηαίεο δηαθπκάλζεηο, αιιά κε κεηαηνπηζκέλν κέζν. 

Έηζη πξνζνκνηψλνπκε ηψξα ην  𝜇  κε αλαθνξά ζε δχν επηπιένλ ηηκέο ηεο αγνξάο ηνπ 

θηλδχλνπ  𝜆3  θαη  𝜆4 : 

 

𝜇 = 𝜇 + 𝑛−
1
2𝐶 𝛧 𝜇 − 𝜆𝜇 = 𝜇 + 𝑛−

1
2𝐶𝑍 𝜇  

 

φπνπ:                              𝜆𝜇  = ( 𝜆3 , 𝜆4)    θαη    𝜇 = 𝜇 − 𝑛−
1

2𝐶𝜆𝜇 . 
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3.2.5 Εφαρμογό αςφαλύςτρων κινδύνου 
 

Όηαλ ζέινπκε λα αλαθεξζνχκε ζε έλα 25 - εηέο νκφινγν αθνινπζψληαο ηελ 

ειηθηαθή νκάδα ησλ 65( ζα αλαθεξφκαζηε ζε απηφ σο 

  𝑇 =  25 , 𝑥 =  65   νκφινγν. Σν εξψηεκα ηψξα είλαη ηη αζθάιηζηξα θηλδχλνπ είλαη 

θαηάιιεια γηα ηα νκφινγα κε δηαθνξεηηθνχο φξνπο κέρξη ηε ιήμε ή αλ απηφ  

αθνινπζεί ηηο κεγαιχηεξεο ή κηθξφηεξεο νκάδεο (Cairns et al, 2006). Δίλαη ζεκαληηθφ 

λα εμεηάζνπκε ην δήηεκα απηφ γηα λα δηαζθαιίζνπκε φηη ηα πηζαλά κειινληηθά 

νκφινγα ηηκνινγνχληαη κε ζπλεπή ηξφπν . 

Απηή ε εξψηεζε κπνξεί λα απαληεζεί ζρεηηθά εχθνια. Σν θιεηδί είλαη φηη νη ηηκέο 

αγνξάο ησλ θηλδχλσλ  𝜆1  θαη  𝜆2   πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ ηηκνιφγεζε ηνπ 

  ( 𝛵 , 𝑥 )  νκνιφγνπ πξέπεη λα είλαη νη ίδηεο κε εθείλεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ 

ηηκνιφγεζε ελφο (25, 65) γηα παξάδεηγκα νκνιφγνπ. Έηζη, γηα θάζε 

κία    𝑇 , 𝑥    ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ νκνιφγνπ κε πξνζδνθίεο ππφ ην   𝑄   𝜆   θαη 

ζηε ζπλέρεηα πξνεμνθινχκε ηα ΔΙΒ πνζνζηά. ΢ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ 

νκνιφγνπ κε ηηο πξνζδνθίεο ππφ ην   𝑃, αιιά ζηε ζπλέρεηα πξνεμφθινχκε ηηο ΔΙΒ ηηκέο 

κείνλ ην αζθάιηζηξν θηλδχλνπ δ φπσο ζηελ εμίζσζε (4). ΢ηε ζπλέρεηα, πξέπεη λα 

βξνχκε ηελ ηηκή ηνπ 𝛿 πνπ εμηζψλεη ηηο δχν ηηκέο ππφ ηα  𝑃  θαη  𝑄   𝜆   . 

Τπελζπκίδνπκε φηη ην κνλαδηθφ νκφινγν καθξνδσίαο πνπ έρεη πξνηαζεί κέρξη ζηηγκήο, 

δελ καο επηηξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε ην  𝜆  . Αλη'απηνχ, γηα θάζε άιιν πξνηεηλφκελν 

νκφινγν   𝑇 , 𝑥  , ην αζθάιηζηξν θηλδχλνπ  𝛿   𝑇 , 𝑥 , 𝜆    ζα εμαξηάηαη απφ ην   𝜆 

(Cairns et al, 2006). 

Θα κπνξνχζακε επίζεο λα δηεξεπλήζνπκε ηελ επίδξαζε ηεο κεηαβνιήο ησλ επηηνθίσλ. 

΢πγθεθξηκέλα, αλ πάξνπκε κηα ηηκή γηα ην  𝜆  θαη αιιάμνπκε ην ΔΙΒ επηηφθην ηφηε 

κπνξνχκε λα δνχκε ηνλ αληίθηππν ζην αζθάιηζηξν θηλδχλνπ. 

Πξόζεκν αγνξάο ηνπ θηλδύλνπ 

Γηα έλα νκφινγν καθξνδσίαο ρξεζηκνπνηνχκε ηηο πιεξνθνξίεο πνπ πεξηέρνληαη 

ζηελ ηηκή πξνζθνξάο γηα λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ ηηκή αγνξάο ηνπ 

θηλδχλνπ. Όηαλ έλα νκφινγν έρεη αξλεηηθφ αζθάιηζηξν θηλδχλνπ ηφηε νη θάηνρνη ηνπ 

νκνιφγνπ θαινχληαη λα πιεξψζνπλ έλα αζθάιηζηξν, πξνθεηκέλνπ λα κεηψζνπλ ηελ 

έθζεζή ηνπο ζηνλ θίλδπλν καθξνδσίαο. Σψξα κπνξνχκε λα ζθεθηνχκε έλα νκφινγν 

πνπ επηηξέπεη ζηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο λα αληηζηαζκίζνπλ ηελ έθζεζή ηνπο ζε 

βξαρππξφζεζκνπο θαηαζηξνθηθνχο θηλδχλνπο ζλεζηκφηεηαο ζηε δηάξθεηα αζθάιηζεο 

ησλ ραξηνθπιαθίσλ ηνπο φπσο είλαη ην Swiss Re νκφινγν ζλεζηκφηεηαο. Μεξηθνί 
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ππνζηεξίδνπλ φηη νη αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο ζα είλαη έηνηκεο λα θαηαβάινπλ 

αζθάιηζηξα γηα λα κεηψζνπλ ηελ έθζεζή ηνπο ζηνλ θίλδπλν ησλ πςειψλ πνζνζηψλ 

ζλεζηκφηεηαο. Σν πξφβιεκα είλαη ηη πξφζεκν πξέπεη λα παίξλνπλ νη ηηκέο αγνξάο ηνπ 

θηλδχλνπ ζην εθάζηνηε κνληέιν καο θάζε θνξά (Cairns et al, 2006). Τπάξρνπλ 

δηάθνξεο απφςεηο ζρεηηθά κε απηφ ην ζέκα: 

 

I. Οη εκθαλείο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ ηεκαξθηψλ ηηκψλ αγνξάο ηνπ 

θηλδχλνπ ππνδειψλνπλ ηελ χπαξμε επθαηξηψλ θεξδνζθνπίαο ρσξίο 

θίλδπλν. Χζηφζν, ππάξρνπλ φξηα ζρεηηθά κε ην πφζε θεξδνζθνπία 

κπνξεί ξεαιηζηηθά λα εθπνλεζεί, δηφηη νη δπλακηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ 

εκπιέθνληαη δελ είλαη αλέμνδεο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο.  

II. Πάξνρνη πξνζφδνπ θαίλεηαη λα επηθεληξψλνληαη ζηνλ θίλδπλν πνπ 

ζπλδέεηαη κε ηε καθξνπξφζεζκε ηάζε ζλεζηκφηεηαο. ΢ε αληίζεζε , νη 

αζθαιηζηέο θαη αληαζθαιηζηέο δσήο θαίλεηαη λα είλαη πεξηζζφηεξν 

επηθεληξσκέλνη ζηνπο βξαρππξφζεζκνπο θαηαζηξνθηθνχο θηλδχλνπο 

ζλεζηκφηεηαο. 

Γηα λα κνληεινπνηήζνπκε απηφ ην είδνο ηνπ θηλδχλνπ, ζα ήηαλ ζθφπηκν λα 

πξνζηεζεί ζην κνληέιν καο κηα πξφζζεηε πεγή θηλδχλνπ ν νπνίνο ζα έρεη ηελ ίδηα ηηκή 

αγνξάο θηλδχλνπ. Χζηφζν κηα αληηζηάζκηζε ηνπ θηλδχλνπ ζα κπνξνχζε λα επηηχρεη 

κφλν ζε παγθφζκην επίπεδν εθφζνλ ε ζπλνιηθή έθζεζε ηφζν γηα ηνπο βξαρππξφζεζκα 

θαηαζηξνθηθνχο θηλδχλνπο ζλεζηκφηεηαο φζν θαη γηα ηνλ θίλδπλν καθξνβηφηεηαο είλαη 

θνληά ζην κεδέλ. Αλ απηά ηα θαζαξά αλνίγκαηα είλαη ζεηηθά, ηφηε εμαθνινπζεί λα 

ππάξρεη κηα επθαηξία γηα ηηο ρξεκαηνπηζησηηθέο αγνξέο λα ρξεψζνπλ ηηο αζθαιηζηηθέο 

εηαηξείεο θαη ηνπο παξφρνπο πξνζφδνπ έλα αζθάιηζηξν γηα ηελ αληηζηάζκηζε ησλ 

θηλδχλσλ ηνπο. ΢πκπεξαζκαηηθά ην κνληέιν πνπ αλαιχζεθε κέρξη ηψξα ζα κπνξνχζε 

λα ζεσξεζεί σο κηα εηδηθή πεξίπησζε ελφο κνληέινπ δχν – παξαγφλησλ φπσο είλαη θαη 

ησλ Lee Carter. 

Παξά ηε ζρεηηθή απιφηεηα ηνπ κνληέινπ, ρξεζηκνπνηήζακε δχν ζηνραζηηθνχο 

παξάγνληεο αληί γηα έλαλ. Απηφ έγηλε γηα λα πάξνπκε θαιχηεξν απνηέιεζκα εθφζνλ 

ζέινπκε λα εμεηάζνπκε θαη κηα ζεηξά απφ νκφινγα κε δηαθνξεηηθέο εκεξνκελίεο 

ιήμεο θαη απφ δηάθνξεο πιεζπζκηαθέο νκάδεο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε εληάζζεηαη θαη 

ε έλλνηα ηεο επίδξαζεο νκάδαο (Cairns et al, 2006). Γειαδή, γηα κηα θαζνξηζκέλε 

ειηθία  𝑥, ε βειηίσζε ζηε ζλεζηκφηεηα απφ ην έλα εκεξνινγηαθφ έηνο ζην επφκελν 
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εμαξηάηαη ζε απνθαζηζηηθφ βαζκφ απφ ην έηνο γέλλεζεο πνπ είλαη   𝑡 –  𝑥  . 

΢πκπεξαζκαηηθά ην κνληέιν απηφ καο επηηξέπεη λα πξνζνκνηψλνπκε ηελ θαηαλνκή 

ηνπ Πίλαθα επηδψλησλ ζε δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο πεξηφδνπο ζην πιαίζην θάησ απφ 

πξαγκαηηθέο κεηξήζεηο θαζψο θαη θάησ απφ κεηξήζεηο κε πηζαλνχο πξνζαξκνζκέλνπο 

θηλδχλνπο. Μαο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα ηηκνινγήζνπκε ηνλ θίλδπλν καθξνβηφηεηαο κε 

νκφινγα καθξνδσίαο, κε δεδνκέλν ηνλ γλσζηφ θίλδπλν καθξνβηφηεηαο πνπ πεξηέρεηαη 

ζην πξψην νκφινγν καθξνδσίαο ηνπ θφζκνπ , δειαδή ην ΔΣΔ 25 - εηέο νκφινγν πνπ 

ζρεδηάζηεθε απφ ηελ BNP Paribas κε κηα αλαθνξά νκάδαο ησλ 65 –εηψλ –απφ άληξεο 

ηεο Αγγιίαο θαη Οπαιίαο. Θα κπνξνχζε λα πεη θαλείο  φηη ηα αζθάιηζηξα απμάλνληαη 

ηφζν κε ηε δηάξθεηα φζν θαη κε ηελ αξρηθή ειηθία ηεο αλαθεξφκελεο νκάδαο θαη φηη ε 

αξρηθή ειηθία ηεο νκάδαο αλαθνξάο είλαη πην ζεκαληηθή γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηνπ 

αζθαιίζηξνπ παξά απφ ηε ιήμε ηνπ νκνιφγνπ. Απηφ κπνξεί λα γίλεη άκεζα θαηαλνεηφ 

απφ ην φηη έλα 20εηέο νκφινγν κε αλαθνξάο ειηθίαο ηεο νκάδαο 70 εηψλ έρεη 

αζθάιηζηξν αμίαο 26,1 βαζηθέο κνλάδεο, ελψ ην αζθάιηζηξν γηα έλα 30 –εηέο νκφινγν 

κε κηα αλαθνξά ειηθίαο ηεο νκάδαο 60 εηψλ έρεη αμία 15,0 βαζηθέο κνλάδεο. 

3.3 Μεθοδολογύα Currie 

3.3.1 Ειςαγωγό 
 

Η κνληεινπνίεζε θαη ε πξνβνιή ηεο επίπησζεο ηεο λφζνπ θαζψο θαη ηα πνζνζηά 

ζλεζηκφηεηαο είλαη έλα πξφβιεκα ζεκειηψδεο ζεκαζίαο γηα ηελ επηδεκηνινγία, ηελ 

αζθάιηζε θαη ηηο ζπληάμεηο. Η αλζξψπηλε ζλεζηκφηεηα έρεη βειηησζεί ζεκαληηθά θαηά 

ηνλ ηειεπηαίν αηψλα, αιιά ην φθεινο απηφ έθεξε καδί ηνπ επηπιένλ άγρνο ζηνλ ηνκέα 

ηεο πγεηνλνκηθήο πεξίζαιςεο θαη ηεο παξνρήο ζπληάμεσλ. Γηα ηελ αζθάιηζε θαη ηε 

βηνκεραλία ησλ ζπληάμεσλ, ε ηηκνιφγεζε θαη ε θξάηεζε ησλ πξνζφδσλ εμαξηάηαη απφ 

ηξία πξάγκαηα: απνδφζεηο ηνπ ρξεκαηηζηεξίνπ, ηα επηηφθηα θαη ηα κειινληηθά 

πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο. ΢ε απηφ ην άξζξν, ζεσξνχκε έλαλ απφ απηνχο ηνπο ηξεηο 

παξάγνληεο: ηελ πξφβιεςε ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο. Οη απαηηήζεηο ηεο 

αζθαιηζηηθήο βηνκεραλίαο γηα ηηο πξνβιέςεηο ησλ κειινληηθψλ πνζνζηψλ 

ζλεζηκφηεηαο είλαη ππεξβνιηθέο, επεηδή απαηηνχληαη  πξνβιέςεηο έσο 50 ρξφληα γηα 

ηελ ηηκνιφγεζε θαη ην απφζεκα. Η αλζξψπηλε ζλεζηκφηεηα εμαξηάηαη απφ ηνλ 

αληίθηππν ησλ άγλσζησλ κειινληηθψλ πξνφδσλ ηεο ηαηξηθήο, ηηο λέεο κνιπζκαηηθέο 

αζζέλεηεο, αθφκε θαη ηηο θαηαζηξνθέο, ηφζν θπζηθέο φζν θαη ηερλεηέο. Δκείο δελ ζα 

αζρνιεζνχκε κε απηνχο ηνπο παξάγνληεο αιιά ζα πξνζπαζήζνπκε λα πξνβιέςνπκε ηε 
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κειινληηθή ζλεζηκφηεηα απφ πξνβνιή ηάζεσλ ηνπ παξειζφληνο. Τπάξρνπλ δηάθνξεο 

πξνζεγγίζεηο γηα ην πξφβιεκα. Μία απφ ηηο παιαηφηεξεο κεζφδνπο βαζίδεηαη ζηελ 

πξφβιεςε ησλ παξακέηξσλ ζε θάπνην παξακεηξηθφ κνληέιν. Γηα παξάδεηγκα, ην Age-

Period-Cohort (APC) κνληέιν είλαη κηα θαζηεξσκέλε κέζνδνο εμνκάιπλζεο γηα 

πίλαθεο ζλεζηκφηεηαο. Oη APC  θαη Lee - Carter πξνζεγγίζεηο θάλνπλ ηζρπξέο 

παξαδνρέο ζρεηηθά κε ηελ ζπλαξηεζηαθή κνξθή ηεο ζλεζηκφηεηαο.  

3.3.2 Περιγραφό του μοντϋλου 
 

Τπάξρνπλ δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο δχν δηαζηάζεσλ. Οη De Boor (2001) θαη Dierckx 

(1993) θαηαζθεχαζαλ κηα δηζδηάζηαηε βάζε παιηλδξφκεζεο φπσο θαη ην πξντφλ ηνπ 

Kronecker πνπ ήηαλ νη B-splines. Η δηθή καο πξνζέγγηζε είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

θακπχιεο δχν δηαζηάζεσλ παιηλδξφκεζεο, εηδηθφηεξα ηηο B-splines κε ηηο θπξψζεηο, 

ζπλήζσο γλσζηέο σο P-splines. Απηή ε πξνζέγγηζε ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνπο Eilers 

θαη Marx (Eilers and Marx 1996) νη νπνίνη ρξεζηκνπνίεζαλ B-splines σο βάζε γηα 

κνλνδηάζηαηε παιηλδξφκεζε θαη επεθηείλνπκε απηφ ην έξγν κε ηε ρξήζε B-splines γηα 

λα θαηαζθεπάζνπκε κηα βάζε γηα δηκεηαβιεηή παιηλδξφκεζε. Απηή ε θαηαζθεπή δίλεη 

κηα βάζε ζε δχν δηαζηάζεηο. Η πξνζέγγηζε παιηλδξφκεζεο νδεγεί ζε έλα γεληθεπκέλν 

γξακκηθφ κνληέιν (GLM), ην νπνίν είλαη εθνδηαζκέλν κε πηζαλφηεηα. Έλα ζεκαληηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη φηη θάλνληαο πξφβιεςε είλαη κηα θπζηθή 

ζπλέπεηα ηεο δηαδηθαζίαο εμνκάιπλζεο(smoothing). Θεσξνχκε φηη νη κειινληηθέο 

αμίεο είλαη νη ηηκέο πνπ ιείπνπλ θαη ε πνηλή ζηε ζπλέρεηα επηηξέπεη ηελ εθηίκεζε ησλ 

κειινληηθψλ ηηκψλ ηαπηφρξνλα κε ηελ ηνπνζέηεζε ηεο επηθαλεηαθήο ζλεζηκφηεηαο. 

Η επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο ηεο πνηλήο, ε νπνία κπνξεί λα είλαη δεπηεξεχνπζαο 

ζεκαζίαο ζηελ εμνκάιπλζε ησλ δεδνκέλσλ, είλαη ηψξα θξίζηκε, δηφηη ε ζπλάξηεζε 

πνηλήο είλαη απηή πνπ θαζνξίδεη ηε κνξθή ηεο πξφβιεςεο.  

Η ζλεζηκφηεηα ησλ αζθαιηζκέλσλ δσψλ δηαθέξεη απφ εθείλε ηνπ γεληθνχ πιεζπζκνχ 

θαη αθφκε δηαθέξεη ζε δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο επηρεηξήζεσλ. Η Continuous Mortality 

Investigation Bureau (CMIB) είλαη έλα θεληξηθφ φξγαλν πνπ ρξεκαηνδνηείηαη απφ ηε 

βηνκεραλία αζθαιίζεσλ θαη ζπληάμεσλ ηνπ Ηλσκέλνπ Βαζίιεηνπ ζην νπνίν νη 

αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο ππνβάιινπλ αηηήζεηο κε δεδνκέλα γηα αληηπαξαβνιή θαη 

αλάιπζε, ν θχξηνο ζηφρνο ησλ νπνίσλ είλαη ε πξφβιεςε ζπγθεθξηκέλσλ ειηθηαθψλ 

πηλάθσλ ζλεζηκφηεηαο γηα δηάθνξεο θαηεγνξίεο ησλ αζθαιηζκέλσλ (Currie et al, 

2006). Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε δχν απφ ηα ζχλνια δεδνκέλσλ CMIB, έλα γηα ηνπο 

αζθαιηζκέλνπο άληξεο θαη έλα γηα ηνπο άλδξεο ζπληαμηνχρνπο. Όζνλ αθνξά ηνπο 
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αζθαιηζκέλνπο άληξεο γηα θάζε εκεξνινγηαθφ έηνο θαη θάζε ειηθίαο ζα έρνπκε ηνλ 

αξηζκφ απηψλ πνπ πέζαλαλ θαη ηνλ αξηζκφ απηψλ πνπ έδεζαλ (ηνπ αλνίγκαηνο). 

Οη απαηηήζεηο(deaths) θαη ε έθζεζε(exposure) είλαη δηαηεηαγκέλα ζε 

πίλαθεο   𝛶  θαη  𝛦  αληίζηνηρα, ησλ νπνίσλ νη ζεηξέο αλαπξνζαξκφδνληαη αλάινγα κε 

ηελ ειηθία θαη ησλ νπνίσλ νη ζηήιεο αλαπξνζαξκφδνληαη αλά έηνο. Μηα πηζαλή 

δπζθνιία κε ηα δεδνκέλα, πνπ γίλεηαη ζπλήζσο, είλαη φηη νη απαηηήζεηο(claims ) δελ 

αληηζηνηρνχλ επαθξηβψο ζην ζάλαην, επεηδή κία αηνκηθή δσή κπνξεί λα θαηέρεη 

πεξηζζφηεξα απφ έλα αζθαιηζηηθά ζπκβφιαηα θαη σο εθ ηνχηνπ λα καο δψζεη ζαλ 

απνηέιεζκα πεξηζζφηεξεο απφ κία αμηψζεηο(ζαλάηνπο). Απηφ ην πξφβιεκα είλαη 

γλσζηφ σο ΄΄δηπινχλ΄΄ ζηελ νξνινγία ηεο αζθάιηζεο θαη νδεγεί ζην ζηαηηζηηθφ 

θαηλφκελν ηεο ππεξβνιηθήο κεηαβιεηφηεηαο. Δίλαη βνιηθφ λα θαζνξίζνπκε 
Y

R
E

  ηνλ 

Πίλαθα ησλ πξψησλ θηλδχλσλ. Σν πξφβιεκα είλαη λα πξνβάινπκε  ηηο ηηκέο ησλ 

ππνθείκελσλ θηλδχλσλ κειινληηθά. Σν ζχλνιν δεδνκέλσλ πνπ αθνξά ηνπο 

ζπληαμηνχρνπο είλαη κεγαιχηεξν απφ ηελ πξνεγνχκελε νκάδα, γηαηί εθηφο απφ ηα 

δεδνκέλα  𝛶  θαη  𝛦  έρνπκε αληηζηνηρίζεη δεδνκέλα  𝑍  θαη  𝐹  επί ησλ πνζψλ. Γηα ηελ 

αθξίβεηα, νη απαηηήζεηο(ζάλαηνη) ζε  𝑌  απμάλνπλ ηα ζπλνιηθά πνζά ηνπ  𝑍  θαη ηα 

αλνίγκαηα ηνπ  𝐸  απμάλνπλ ην ζπλνιηθφ πνζφ ηνπ θίλδπλνπ  𝐹 . Δκείο νξίδνπκε ηνλ 

Πίλαθα ησλ πξψησλ θηλδχλσλ πνπ είλαη βαζηζκέλα ζηηο δσέο, θαη  𝑅𝐴 =
𝑍

𝐹
  , ε 

αληίζηνηρε πνζφηεηα κε βάζε ηα πνζά. Οη κεηαβιεηέο  𝐿  θαη  𝛢  δείρλνπλ δσέο θαη 

πνζά, αληίζηνηρα. Δίλαη ζαθέο φηη, εάλ φια ηα αζθαιηζηηθά ζπκβφιαηα είλαη γηα ην ίδην 

πνζφ ηφηε  𝑅𝐿 = 𝑅𝐴   . ΢ηελ πξάμε, απηφ απέρεη πνιχ απφ ηελ ππφζεζε, θαη είλαη γεληθά 

δηαπηζησκέλν φηη  𝑅𝐴 < 𝑅𝐿   .Η κέζνδνο ηεο P-splines έρεη πιένλ θαζηεξσζεί σο ε 

κέζνδνο εμνκάιπλζεο γηα ην γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν Generalised Linear Model 

(GLM). H κέζνδνο P-splines αθνξά ηε ρξήζε ησλ B-splines σο βάζε γηα ηελ 

παιηλδξφκεζε θαη ηελ ηξνπνπνίεζε ηεο πηζαλφηεηαο θαηαγξαθήο κε δηαθνξεηηθή 

πνηλή γηα ηελ παιηλδξφκεζε ησλ ζπληειεζηψλ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη ρξήζηκν 

λα ζθεθηνχκε ηε κέζνδν Penalised Generalised Linear Model (PGLM). O ιφγνο είλαη ε 

δεκηνπξγία θαη ν ππνινγηζκφο ηνπ κνληέινπ. ΢ε έλα PGLM, νξίδνπκε έλαλ Πίλαθα 

παιηλδξφκεζεο, κηα θαηαλνκή ζθάικαηνο, κηα ζπλάξηεζε ζχλδεζκν (GLM) θαη έλαλ 

Πίλαθα θπξψζεσλ. Τπνινγηζηηθά ε κέζνδνο καο επεθηείλεη ηνλ αιγφξηζκν 

βαζκνιφγεζεο GLM, αιιά δηαηεξεί ηελ κνξθή επαλαιεπηηθψλ ζηαζκηζκέλσλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ :Iterative Weighted Least Squares (IWLS). Oη Eilers θαη Marx 
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έδεημαλ πψο λα εμνκαιχλνπκε ηα δεδνκέλα Poisson ζε κία δηάζηαζε. Δπεθηείλνπκε ηε 

κέζνδφ ηνπο ζε δχν δηαζηάζεηο θαηαζθεπάδνληαο πίλαθεο κε παιηλδξφκεζε θαη κε 

θπξψζεηο θαηάιιειεο γηα δηζδηάζηαην κνληέιν (Currie et al, 2006). 

3.3.3 Μονοδιϊςτατη αντιμετώπιςη του προβλόματοσ 
 

Σψξα ζα πεξηγξάςνπκε ην βαζηθφ κνλνδηάζηαην κνληέιν θαη ηελ επηινγή ησλ 

δηάθνξσλ παξακέηξσλ ζηελ εμνκάιπλζε κε P-splines. 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δεδνκέλα   𝑦𝑖 , 𝑒𝑖 , 𝑥𝑖  = 1,. . .,𝑛  , ζε έλα ζχλνιν πνπ φια 

ηα άηνκα είλαη ειηθίαο 65 εηψλ, αο πνχκε, φπνπ 𝑦𝑖  είλαη ν αξηζκφο ησλ ζαλάησλ θαηά 

ην έηνο  𝑥𝑖   θαη  𝑒𝑖   είλαη απηνί πνπ εθηίζεληαη ζε θίλδπλν θάζε θνξά. Αο είλαη  

  𝑦′ =(𝑦1, … , 𝑦𝑛) , 𝑒′= (𝑒1, … , 𝑒𝑛 ), θαη νχησ θαζεμήο. Τπνζέηνπκε φηη ν αξηζκφο ησλ 

ζαλάησλ  𝑦𝑖    είλαη κηαο θαηαλνκήο Poisson κε κέζε ηηκή  𝜇𝜄 = 𝑒𝑖𝜃𝜄   . Παίξλνπκε   𝜃 𝑖 =

𝑦𝑖

𝑒𝑖
  . Δπηδηψθνπκε κηα νκαιή εθηίκεζε ηεο  𝜃 =  𝜃𝑖  . Μηα θιαζζηθή πξνζέγγηζε ζα 

ήηαλ λα ζπλδπάζνπκε έλα GLM κε ηεηξαγσληθφ φξν παιηλδξφκεζεο πνπ είλαη: 

  𝑙𝑜𝑔 𝜇 =  𝑙𝑜𝑔𝑒 +  𝑙𝑜𝑔𝜃 =  𝑙𝑜𝑔𝑒 + 𝑋 𝑎  , 

φπνπ  𝑙𝑜𝑔𝑒  είλαη κηα αληηζηάζκηζε ηνπ φξνπ παιηλδξφκεζεο. 

 Απηφ ην απιφ κνληέιν ρξεζηκνπνηεί   1 , 𝑥 , 𝑥2     σο βαζηθέο ζπλαξηήζεηο. Μία πην 

επέιηθηε βάζε παξέρεηαη απφ έλα ζχλνιν θπβηθψλ ζθελψλ Β splines {𝐵1(𝑥), … , 

𝐵𝑘(𝑥)}  . Όηαλ απηέο απεηθνλίδνληαη ζε δηάγξακκα ηφηε νη 

παξάκεηξνη   𝑎𝑘   απεηθνλίδνληαη ζηελ κέγηζηε ηηκή ησλ αληίζηνηρψλ ηνπο B-splines θαη 

νη ελδερφκελεο αθξαίεο ηηκέο παξαιείπνληαη επεηδή ζηξεβιψλνπλ ην κέγεζνο ηνπ 

δηαγξάκκαηνο. Οη Eilers θαη ν Μarx (1996) παξαηήξεζαλ φηη  undersmoothing  ήηαλ 

έλα απνηέιεζκα ηεο αθαλφληζηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ  𝑎𝑘    θαη πξφηεηλαλ λα θπξψζνπλ 

απηή ηε ζπκπεξηθνξά κε ηελ ηνπνζέηεζε ελφο δηαθνξεηηθνχ πέλαιηη ζηα 

γεηηνληθά   𝑎𝑘    κε ηελ  

 

                                    (𝛼1−2𝑎2 + 𝑎3)  2 + ⋯+ (𝑎𝑘−2 − 2𝛼𝑘−1 + 𝑎𝑘)2=𝑎′𝐷′𝐷𝑎  

  

φπνπ:  𝐷  είλαη έλαο δηαθνξεηηθφο Πίλαθαο ηεο ηάμεσο ηνπ 2. Απηφ θαζνξίδεη κηα 

ηεηξαγσληθή πνηλή, αιιά γξακκηθέο θαη θπβηθέο ζπλαξηήζεηο πέλαιηη είλαη επίζεο 

δπλαηέο. Η ζπλάξηεζε  ηεο πνηλήο ελζσκαηψλεηαη ζηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο, γηα λα 

δψζεη ηελ πηζαλφηεηα ηεο πνηλήο: 
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   𝑙𝑝 = 𝑙 𝑎; 𝑦 −
1

2
𝑎′𝜆𝐷𝐷′𝑎        (5)  

 

φπνπ  𝑙 𝑎; 𝑦    είλαη ε ζπλήζεο ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα έλα GLM,   𝜆𝐷’𝐷 = 𝑃 

είλαη ν Πίλαθαο ηεο πνηλήο θαη  𝜆  είλαη ε παξάκεηξνο ηεο εμνκάιπλζεο (Currie et al, 

2006). Μεγηζηνπνηψληαο  ηελ εμίζσζε (5) δίλεη ηηο εμηζψζεηο πηζαλφηεηαο γηα ηηο 

πνηλέο:  

 

𝐵′(𝑦 −  𝜇)  =  𝑃𝑎   (6) 

 

ην νπνίν κπνξεί λα επηιπζεί κε ηελ έθδνζε ηεο πνηλήο ηνπ αιγφξηζκνπ βαζκνιφγεζεο 

 

(𝐵′ 𝑊 𝛣 +  𝑃) 𝛼  =  𝐵′ 𝑊 𝐵𝑎  +  𝛣′(𝑦 − 𝜇 )   (7) 

 

φπνπ:  𝛣 είλαη ν Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο,  

 𝛲  είλαη ε Πίλαθαο πέλαιηη, 

  𝛼   ,  𝜇    θαη   𝑊   , είλαη ε δηαγψληνο ηνπ Πίλαθα ησλ βαξψλ πνπ δειψλνπλ 

ηξέρνπζεο εθηηκήζεηο, 

 𝑎   δειψλεη ηελ θαηλνχξηα εθηίκεζε ηνπ  𝑎. 

 

Παξαηεξνχκε φηη νη εμηζψζεηο (6) θαη (7) είλαη νη ηππηθέο εμηζψζεηο πηζαλφηεηαο 

θαη βαζκνιφγεζεο αιγφξηζκνπ, αληίζηνηρα, γηα έλα GLM  πνπ πξνζαξκφζηεθε γηα ηελ 

ηεηξαγσληθφ φξν ζηελ εμίζσζε (5). ΢ηελ πεξίπησζε ησλ ιαζψλ ζηελ Poisson, έρνπκε 

  𝑊 = diag   𝜇   . Ο αιγφξηζκνο (7) κπνξεί επίζεο λα γξαθηεί σο:  

 

(𝐵′ 𝑊 𝐵 +  𝑃) 𝛼  =  𝐵’ 𝑊  𝑧    (8) 

 

φπνπ:   𝑧 = 𝜂 + 𝑊 −1(𝑦 − 𝜇 )  

ε νπνία ηνλίδεη ηε ζρέζε κεηαμχ απηνχ ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ηνπ ηππηθνχ αιγνξίζκνπ 

IWLS γηα έλα GLM. Όπσο πξνθχπηεη απφ ηελ εμίζσζε (8), ην θαπέιν-Πίλαθαο δίλεηαη 

απφ ηελ: 

 

                                𝐻 = 𝐵(𝐵′𝑊 𝐵 + 𝑃)−1𝐵′𝑊                                      (9)  
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θαη ην ίρλνο ηνπ θαπέινπ-Πίλαθα, 𝑡𝑟 (𝐻), είλαη έλα κέηξν ηεο απνηειεζκαηηθήο 

δηάζηαζεο ή ησλ βαζκψλ ειεπζεξίαο ηνπ κνληέινπ (Hastie and Tibshirani, 1990). Η 

πξνζεγγηζηηθή δηαθχκαλζε ηνπ 𝐵𝑎  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

𝑉𝑎𝑟(𝐵𝑎 ) ≈ 𝐵(𝐵′𝑊 𝐵 + 𝑃)−1𝐵′   (10) 

 

Ο ρξήζηεο ησλ Ρ-splines έρεη κηα ζεηξά απφ επηινγέο πνπ κπνξεί λα θάλεη. Κάπνηεο 

απφ απηέο είλαη ν αξηζκφο ησλ θφκβσλ, ν βαζκφο ηνπ P-spline, ν βαζκφο ηεο πνηλήο θαη 

ε παξάκεηξνο εμνκάιπλζεο. Οη παξάκεηξνη ηνπ αξηζκνχ ησλ θφκβσλ θαινχληαη P-

spline παξάκεηξνη θαη δειψλνληαη απφ  𝑛𝑑𝑥  ,  𝑏𝑑𝑒𝑔  θαη  𝑝𝑜𝑟𝑑  . Θα δνχκε φηη φηαλ 

θάλνπκε πξφβιεςε  κε P-splines, νη ηηκέο απφ ηελ πξφβιεςε εμαξηψληαη θξίζηκα απφ 

ην βαζκφ ηεο πνηλήο. Η επηινγή ησλ άιισλ Ρ-spline παξακέηξσλ 𝑁𝑑𝑥   και   𝑏𝑑𝑒𝑔𝑥 ,  

κπνξεί λα είλαη ιηγφηεξν θξίζηκεο, δηφηη δηαθνξεηηθέο επηινγέο νδεγνχλ ζπρλά ζε 

παξφκνηεο ζπλαξηήζεηο εμνκάιπλζεο (Currie et al, 2006). Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

πιεξνθνξίεο ηνπ θξηηήξην ηεο Bayesian (BIC) γηα λα επηιέμνπκε ηελ παξάκεηξν ηεο 

εμνκάιπλζεο, φπνπ: 

   𝐵𝐼𝐶 = 2𝐷𝑒𝑣 + 𝑙𝑜𝑔𝑛𝑇𝑟   

κε  𝐷𝑒𝑣  λα είλαη κηα απνθιίλνπζα ζην GLM, 

 𝑇𝑟 =  𝑡𝑟  𝐻   ε απνηειεζκαηηθή δηάζηαζε ηνπ ζρεδηαζκέλνπ κνληέινπ, φπσο ζηελ 

εμίζσζε (9), θαη ην  𝑛  λα είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ. 

Άιιεο δπλαηφηεηεο είλαη ην θξηηήξην πιεξνθνξηψλ Akaike information criterion (AIC) 

ή γεληθεπκέλε δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο (GCV), αιιά ππάξρνπλ απνδείμεηο φηη 

AIC θαη GCV ηείλνπλ λα αιινηψζνπλ ηα δεδνκέλα. Σν BIC βάδεη πνηλή ζηελ 

πνιππινθφηεηα ηνπ κνληέινπ βαξχηεξα απφ ην AIC φηαλ ην 𝑛 είλαη κεγάιν. Μηα 

ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα εθθξάζεη θαλείο ην PGLM σο έλα γεληθεπκέλν 

γξακκηθφ κεηθηφ κνληέιν (GLMM) θαη απηφ νδεγεί επίζεο ζε κηα εθηίκεζε ηεο 

παξακέηξνπ εμνκάιπλζεο. 
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3.3.4 Πλεονεκτόματα μεθόδου 
 

Η κέζνδνο Ρ-splines έρεη κηα ζεηξά απφ ειθπζηηθά ραξαθηεξηζηηθά. 

Πξψηνλ, ε κέζνδνο είλαη έλα παξάδεηγκα ελφο εμνκαιπληή ρακειήο ηάμεο, δηφηη ν 

βαζκφο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ (7) είλαη ζα είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ Β-

ζθελψλ ζηε βάζε, θαη γεληθά πνιχ κηθξφηεξνο απφ ηνλ αξηζκφ Ν ησλ ζεκείσλ 

δεδνκέλσλ (εμνκαιχλνληαο ζθήλεο ρξεζηκνπνηνχκε πίλαθεο ηάμεο 𝑛 ). 

Γεχηεξνλ, ν αιγφξηζκνο ηεο εμίζσζεο (7) είλαη ππνινγηζηηθά απνδνηηθφο, επεηδή 

είλαη νπζηαζηηθά ν ίδηνο αιγφξηζκνο κε ηνλ IWLS  πνπ ρξεζηκνπνίεζε γηα λα 

δεκηνπξγήζεη έλα GLM. 

Σξίηνλ, ε κνξθή ηεο παιηλδξφκεζεο γηα ην κέζν   𝑙𝑜𝑔𝜇 =  𝑙𝑜𝑔 𝑒 +  𝐵𝑎   θηηάρλεη 

κνληέιν παιηλδξφκεζεο θάλνληάο ην απιφ. 

Έλα απφ ηα θχξηα θίλεηξα πίζσ απφ ηε ρξήζε ησλ Β-splines σο βάζε ηεο 

παιηλδξφκεζεο είλαη φηη δελ πάζρεη απφ ηελ έιιεηςε ζηαζεξφηεηαο πνπ κπνξεί λα 

ηαιαλίδεη έλα ζπλεζηζκέλν πνιπψλπκν παιηλδξφκεζεο (Currie et al, 2006). Η 

νπζηαζηηθή δηαθνξά είλαη φηη νη Β-splines έρνπλ ηνπηθά κε κεδεληθή ππνζηήξημε ζε 

αληίζεζε κε ηελ πνιπσλπκηθή βάζε γηα ηελ ηππηθή παιηλδξφκεζε. Θα επηδηψμνπκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε κηα βάζε γηα δηζδηάζηαην κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε ηνπηθή 

ππνζηήξημε αλάινγε κε ηνλ ηξφπν πνπ νη Β-ζθήλεο παξέρνπλ ηε βάζε γηα 

κνλνδηάζηαηε παιηλδξφκεζε. 

3.3.5 Διςδιϊςτατη αντιμετώπιςη του προβλόματοσ 
 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε έλα δηζδηάζηαην πξφβιεκα παιηλδξφκεζεο κε ηηο 

κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο   𝑥1  θαη  𝑥2  φπνπ ηα δεδνκέλα  𝛶  είλαη δηαζέζηκα ζε 

έλα  𝑚 × 𝑛  δίθηπν. Oη ζεηξέο ηνπ   𝛶  αληηπξνζσπεχνληαη απφ  𝑥1  θαη νη ζηήιεο 

απφ  𝑥2  (γηα παξάδεηγκα ειηθία θαη ρξφλνο αληίζηνηρα). Γηα ην ζθνπφ ηεο 

παιηλδξφκεζεο κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ηα δεδνκέλα δηαηάζζνληαη ζε ζεηξά ησλ 

ζηειψλ, δειαδή,  𝑦 =  𝑣𝑒𝑐  𝑌  . Έζησ έλα απιφ πνιπσλπκηθφ κνληέιν κε γξακκηθή 

πξφβιεςε πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε:  

 

1 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥2
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥2

2 

 

θαη έζησ  𝑋   είλαη ν Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο γηα ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν. 



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   50 

Σψξα εμεηάδνπκε δχν κνλνδηάζηαηα κνληέια, έλα ζε  𝑥1  γηα κηα 

ζηήιε  𝑦𝑐   ησλ  𝛶  θαη έλα ζε  𝑥2  γηα κηα ζεηξά  𝑌𝑟   ηνπ  𝑌  . Έζησ  𝑋1   είλαη ν Πίλαθαο 

παιηλδξφκεζεο πνπ αληηζηνηρεί ζην κνληέιν κε γξακκηθή πξφβιεςε  1 + 𝑥1  θαη, κε 

παξφκνην ηξφπν, αο είλαη  𝑋2  ν Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο πνπ αληηζηνηρεί ζην κνληέιν 

κε γξακκηθή πξφβιεςε  1 + 𝑥2 + 𝑥2
2  . Παξαηεξνχκε φηη ην κνληέιν ηχπνπ:  

 

1 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥2
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥2

2 

 

παξαγνληνπνηείηαη ζε   1 + 𝑥2 + 𝑥2
2  1 + 𝑥1   θαη πξνθχπηεη φηη: 

 

                           𝑋 = 𝑋2 × 𝑋1               (11) 

 

φπσο κπνξεί εχθνια λα επαιεζεπηεί. Δδψ ην  ×  δειψλεη ην πξντφλ Kronecker δχν 

πηλάθσλ (Currie et al 2006). Αλαθεξφκαζηε ζε έλα κνληέιν γηα κηα ζηήιε ή γξακκή 

ηνπ Τ σο έλα νξηαθφ κνληέιν. Έηζη ε εμίζσζε (11) αλαθέξεη φηη ν Πίλαθαο 

παιηλδξφκεζεο γηα κηα πνιπσλπκηθή παιηλδξφκεζε ζηα  𝑥1  θαη  𝑥2  , ησλ νπνίσλ ην 

κνληέιν κπνξεί λα γξαθηεί σο ην πξντφλ δχν νξηαθψλ κνληέισλ, κπνξεί λα γξαθηεί σο 

ην γηλφκελν Kronecker ησλ πηλάθσλ παιηλδξφκεζεο ησλ νξηαθψλ κνληέισλ. ΢ηελ 

ηαθηηθή ηεο παιηλδξφκεζεο δχν δηαζηάζεσλ ρξεζηκνπνηνχκε αθξηβψο απηή ηελ ηδέα 

γηα λα παξάμνπκε έλα δηζδηάζηαην Πίλαθα παιηλδξφκεζεο κε ηνπηθή ππνζηήξημε. Αο 

είλαη  𝐵𝑎 = 𝐵 𝑥𝑎  ,      𝑛𝑎 × 𝑐𝑎      είλαη έλαο Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο ησλ Β-ζθελψλ 

πνπ είλαη βαζηζκέλνο ζηελ επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή γηα ηελ ειηθία  𝑥𝑎   θαη, νκνίσο, 

αθήλνπκε  𝐵𝑦 = 𝐵 𝑥𝑦   λα είλαη έλαο Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο B-splines  βαζηζκέλνο 

ζηελ επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή γηα ην  𝑥𝑦    έηνο. Ο Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο γηα ην δχν 

δηαζηάζεσλ κνληέιν καο είλαη ην γηλφκελν Kronecker: 

 

                            𝐵 = 𝐵𝑦 × 𝐵𝑎             (12) 

 

Ο Πίλαθαο παιηλδξφκεζεο  𝐵 = 𝐵𝑦 × 𝐵𝑎   πνπ νξίδεηαη ζηελ εμίζσζε (12) έρεη έλα 

ζπζρεηηζκέλν δηάλπζκα ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο κήθνπο  𝑐𝑎𝑐𝑦   . 
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3.3.6 ΢υνϊρτηςη ποινόσ 
 

 Δκείο δηεπζεηνχκε ηα ζηνηρεία ηνπ  𝛼  ζε έλαλ   𝑐𝑎 × 𝑐𝑦   Πίνακα  𝛢  , φπνπ  𝑎 =

 𝑣𝑒𝑐  𝛢  θαη νη ζηήιεο θαη νη ζεηξέο ηνπ  𝛢  δίλνληαη απφ: 

 

𝛢 =  𝛼1, … , 𝛼𝑐𝑦   ,    𝐴′ = (𝑎′
1, … , 𝑎′𝑐𝑎 )        (13) 

 

Όπσο πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ γηλνκέλνπ Kronecker ε γξακκηθή πξφβιεςε πνπ 

αληηζηνηρεί ζηε 𝑗-νζηή ζηήιε ηνπ  𝛶   κπνξεί λα γξαθηεί: 

     𝑏𝑗𝑘
𝑦

𝑐𝑦

𝑘=1

𝐵𝑎𝑎𝑘       

φπνπ:   𝐵𝑦 =  𝑏𝑖𝑗
𝑦
  . Με άιια ιφγηα, νη γξακκηθoί ηειεζηέο πξφβιεςεο ηνπ  𝛶 κπνξνχλ 

λα γξαθνχλ σο γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ εμνκαιχλζεσλ  𝑐𝑦  κε ηελ ειηθία. Απηφ 

ππνδειψλεη φηη ζα πξέπεη λα εθαξκφζνπκε κηα πνηλή ζε θάζε κία απφ ηηο 

ζηήιεο  𝑐𝑦   ηνπ 𝛢  δίλνληάο καο ηελ αξηζηεξή πιεπξά:  

 

 𝑎′𝑗
𝑐𝑦
𝑗=1

𝐷′𝑎𝐷𝑎𝑎𝑗 = 𝛼 ′  𝛪𝑐𝑦 × 𝐷′
𝑎𝐷𝑎 𝑎     (14) 

 

πνπ είλαη κηα θαηάιιειε πνηλή, φπνπ:  𝐷𝑎  

είλαη έλαο δηαθνξεηηθφο Πίλαθαο πνπ ελεξγεί ζηηο ζηήιεο ηνπ  𝛢. 

Η δεμηά πιεπξά πξνθχπηεη ακέζσο απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ γηλνκέλνπ Kronecker θαη είλαη 

κηα βνιηθή κνξθή απφ ηελ άπνςε ηνπ αξρηθνχ δηαλχζκαηνο παιηλδξφκεζεο  𝑎  . Με 

παξφκνην ηξφπν, εμεηάδνληαο ηε γξακκηθή πξφβιεςε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ  𝑖 γξακκή 

ηνπ  𝛶  , κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη ε αληίζηνηρε πνηλή γηα ηηο ζεηξέο 𝛢 κπνξεί λα 

γξαθηεί: 

 

               𝑎′𝑖
𝑟𝑐𝑎

𝑖=1 𝐷′𝑦𝐷𝑦𝑎𝑖
𝑟 = 𝑎′ 𝐷′

𝑦𝐷𝑦 × 𝐼𝑐𝑎  𝑎     (15) 

 

φπνπ:  𝐷𝑦    είλαη έλαο δηαθνξεηηθφο Πίλαθαο πνπ ελεξγεί γηα ηηο ζεηξέο ηνπ  𝛢  . Οη 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο  𝑎  ππνινγίδνληαη κε ηε κέγηζηε πηζαλνθάλεηα (5) ηεο 

πνηλήο φπνπ ν Β είλαη δεδνκέλνο απφ ηελ εμίζσζε (12) θαη ν 𝛲 Πίλαθαο πνηλήο δίλεηαη 

απφ ηελ: 
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               𝑃 = 𝜆𝑎𝐼𝑐𝑦 × 𝐷′
𝑎𝐷𝑎 + 𝜆𝑦𝐷

′
𝑦𝐷𝑦 × 𝐼𝑐𝑎                     (16) 

φπνπ:  𝜆𝑎   θαη  𝜆𝑦  είλαη νη παξάκεηξνη εμνκάιπλζεο γηα ηελ ειηθία θαη ην ρξφλν, 

αληίζηνηρα. 

3.3.7 Διαδικαςύα πρόβλεψησ  
 

Αληηκεησπίδνπκε ηελ πξφβιεςε ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ σο έλα πξφβιεκα πνπ 

ιείπνπλ ηηκέο θαη εθηηκνχκε ηηο πξνζαξκνζκέλεο  θαη ηηο πξνβιέςηκεο ηηκέο 

ηαπηφρξνλα (Currie et al, 2006). ΢ε κία δηάζηαζε έρνπκε 

δεδνκέλα  𝑦1  θαη  𝑒1  γηα  𝑛1   ρξφληα γηα θάπνηα ειηθία. Αο είλαη 𝐵1 ν B-spline Πίλαθαο 

παιηλδξφκεζεο ζε έλα P-spline κνληέιν ζλεζηκφηεηαο. Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα 

πξνβιέςνπκε  𝑛2  ρξφληα ζην κέιινλ. Δπεθηείλνπκε ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε γηα ηνλ ππνινγηζκφ 𝐵1  θαη ππνινγίδνπκε ηνλ Πίλαθα 

παιηλδξφκεζεο  𝐵  γηα ρξφληα  𝑛1+𝑛2  . Σφηε, ην 𝛣 έρεη ηελ παξαθάησ θφξκα: 

 

B= 
𝐵1 0
𝐵2 𝐵3

      (17) 

 

Αο είλαη  𝑦2  θαη  𝑒2  απζαίξεηεο κειινληηθέο ηηκέο θαη αο αθήζνπκε     𝑦 ′ =

 𝑦 ′
1

, 𝑦 ′
2
   θαη  𝑒 ′ =  𝑒 ′

1, 𝑒 ′
2    λα είλαη ηα παξαηεξνχκελα δεδνκέλα θαη ηα δεδνκέλα 

πνπ ιείπνπλ αληίζηνηρα. Δθηηκνχκε ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο  𝛼  κε ηελ 

εμίζσζε (5) πνπ ππνινγίζηεθε πάλσ απφ ηα παξαηεξνχκελα δεδνκέλα, δειαδή: 

 

                       𝑙𝑝 = 𝑙 𝑎; 𝑦1 −
1

2
𝑎′𝑃𝑎     (18) 

 

 Αλ νξίζνπκε έλαλ ζηαζκηζκέλν Πίλαθα  𝑉 =blockdiag  𝐼, 0  , 

φπνπ:   𝐼  είλαη ν Πίλαθαο ηαπηφηεηαο ηνπ κεγέζνπο  𝑛1  θαη 

  0  είλαη έλαο ηεηξαγσληθφο Πίλαθαο ησλ  0  κεγέζνπο   𝑛2   ,  

ηφηε ε θφξκα (17) ηνπ Πίλαθα παιηλδξφκεζεο  𝐵  επηηξέπεη ζηνλ αιγφξηζκν 

βαζκνιφγεζεο ησλ πέλαιηη (7) λα γξαθηεί: 

 

 𝐵′𝑉𝑊 𝐵 + 𝑃 𝑎 = 𝐵′𝑉𝑊 𝐵𝑎 + 𝐵′𝑉 𝑦 − 𝜇                     (19) 
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πνπ είλαη κηα βνιηθή κνξθή γηα ηνλ ππνινγηζκφ, επεηδή πξνζαξκνγή θαη πξφβιεςε 

κπνξεί λα γίλεη ηαπηφρξνλα. 

Η κνξθή ηεο πηζαλφηεηαο ηεο πνηλήο (18) ηνλίδεη φηη είλαη ε ζπλάξηεζε πνηλήο πνπ 

επηηξέπεη ηελ δηαδηθαζία πξφβιεςεο λα ιάβεη ρψξα θαη φηη ε κνξθή ηεο πνηλήο 

θαζνξίδεη ηε κνξθή ηεο  πξφβιεςεο. Η πνηλή γηα ηνπο ζπληειεζηέο  𝑎  βεβαηψλεη ηελ 

νκαιφηεηα ησλ ζπληειεζηψλ, θαη ηα νκαιά απνηειέζκαηα ησλ πξνβιέςηκσλ ηηκψλ. Η 

κέζνδνο δνπιεχεη κε ηελ πξνέθηαζε ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο, θαη νη 

πξνεθηάζεηο είλαη ζηαζεξέο, γξακκηθέο ή ηεηξαγσληθέο αλάινγα κε ηε ζεηξά ηεο πνηλήο 

(Currie et al, 2006). 

 Σψξα, θάπνηεο ηδηφηεηεο ηεο δηαδηθαζίαο πξφβιεςεο ζε κία δηάζηαζε είλαη φηη νη 

αθφινπζεο πνζφηεηεο δελ αιιάδνπλ αλ ζα ζπκπεξηιάβνπκε ή απνθιείζνπκε ηηο ηηκέο 

πνπ ιείπνπλ. Δπίζεο νη εθηηκήζεηο ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο θαη νη 

πξνζαξκνζκέλεο ηηκέο εληφο ηεο πεξηνρήο ηνπ ζπλφινπ, ην ίρλνο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ 

κνληέινπ θαη ε βέιηηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ εμνκάιπλζεο ζα πξέπεη λα 

πξνβιεθζνχλ. Έηζη, εθηίκεζε θαη πξφβιεςε κπνξνχλ λα γίλνπλ ζε δχν δηαδηθαζίεο, 

πνπ είλαη ε πξνζαξκνγή ζην ζχλνιν θαη ζηε ζπλέρεηα ε πξφβιεςε ησλ ηηκψλ πνπ 

ιείπνπλ θάλνληαο ρξήζε ηεο εμίζσζεο (19). 

 ΢ε δχν δηαζηάζεηο, ε ζπλάξηεζε πέλαιηη επηηξέπεη θαη πάιη ηελ πξφβιεςε λα ιάβεη 

ρψξα, θαη ε πξνζαξκνγή θαζψο θαη ε πξφβιεςε κπνξνχλ λα γίλνπλ κε ηελ εμίζσζε 

(19). Χζηφζν, ε πξφβιεςε ησλ ζπληειεζηψλ είλαη πεξίπνπ ζηαζεξή, γξακκηθή ή 

ηεηξαγσληθή ζηελ θαηεχζπλζε ηνπ έηνπο (φπσο θαζνξίδεηαη απφ ηε ζεηξά ηνπ πέλαιηη), 

δηφηη ε ειηθία πέλαιηη ηείλεη λα δηαηεξεί ηελ ειηθηαθή δνκή ζε φιεο ηηο ειηθίεο. Έηζη, ε 

επηινγή ηνπ 𝑝𝑜𝑟𝑑 έρεη ζεκαληηθέο επηπηψζεηο γηα ηελ παξέθηαζε. Γεληθά θχξηνο 

ζθνπφο καο είλαη ε πξνέθηαζε ησλ πηλάθσλ ζλεζηκφηεηαο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ 

παξαηεξήζεη θαλείο ζηα δεδνκέλα ηνπ ππεξβνιηθή κεηαβιεηφηεηα ηφηε απηή δελ 

κπνξεί λα αγλνεζεί, θαη γη’ απηφ ην ιφγν ζπλεζίδνπκε λα θηηάρλνπκε έλα ζπλδπαζηηθφ 

κνληέιν γηα ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά ηνπ ινγαξηζκεκέλνπ θηλδχλνπ. 

 

3.4 Μεθοδολογύα Renshaw-Haberman 

3.4.1 Ειςαγωγό 
 

Η πξνβνιή ησλ ηάζεσλ ηεο ζλεζηκφηεηαο είλαη έλα ζεκαληηθφ ζέκα γηα ηελ 

θνηλσληθή αζθάιεηα, ηελ πγεηνλνκηθή πεξίζαιςε, ηε ζπληαμηνδφηεζε θαη ηελ 
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ηηκνιφγεζε ησλ ραξηνθπιαθίσλ πξνζφδνπ. Η Lee - Carter κεζνδνινγία έρεη 

απνδεηρζεί φηη είλαη κηα απνηειεζκαηηθή κέζνδνο πξφβιεςεο δεκνγξαθηθψλ 

κεηαβιεηψλ ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο ζλεζηκφηεηαο (Lee and Carter., 1992) , πνπ 

απνθηνχλ κεγάιε απνδνρή, γηα παξάδεηγκα , ρξεζηκνπνηείηαη σο ζεκείν αλαθνξάο απφ 

ηηο ΗΠΑ γηα ηελ απνγξαθή . 

Οη ζπληειεζηέο κείσζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο ζεσξνχληαη έλα ζεκαληηθφ κέζν γηα ηε 

ζχιιεςε θαη ηελ πξνβνιή ησλ ηζηνξηθψλ ηάζεσλ ζλεζηκφηεηαο (Renshaw and 

Haberman, 2003). Απηνί νη ζπληειεζηέο είλαη θεληξηθήο ζεκαζίαο γηα ηελ πξνέθηαζε 

ησλ ηάζεσλ ηεο ζλεζηκφηεηαο κε ηελ Lee – Carter κεζνδνινγία (Lee, 2000). 

Μπνξνχκε επίζεο λα ππελζπκίζνπκε φηη ην κνληέιν Lee – Carter ειηθίαο - πεξηφδνπ 

δελ θάλεη θαιή πξνζαξκνγή ζηα εκπεηξηθά δεδνκέλα. ΢ηφρνο ηεο κειέηεο είλαη λα 

δηεξεπλεζεί ε ζθνπηκφηεηα ηεο επέθηαζεο ηεο κεζνδνινγίαο γηα ηε κνληεινπνίεζε θαη 

ηελ πξνβνιή ησλ απνηειεζκάησλ ηεο νκάδαο- ειηθίαο - πεξηφδνπ. Γειαδή ε 

ελζσκάησζε ησλ απνηειεζκάησλ νκάδαο ζηε κεζνδνινγία Lee - Carter. Ξεθηλάκε κε 

ηελ παξνπζίαζε ηεο πξνζέγγηζεο Lee - Carter ζε έλα επξχηεξν πεξηβάιινλ. 

Λακβάλνπκε ππφςε ηνλ θεληξηθφ ξφιν πνπ δηαδξακαηίδνπλ νη παξάγνληεο κείσζεο ηεο 

ζλεζηκφηεηαο ζηε δεκηνπξγία πξνβιέςεσλ ζλεζηκφηεηαο ζε αληίζεζε κε ηε δχλακε 

ηεο ζλεζηκφηεηαο. Έηζη, ελψ ε παξακεηξηθή δνκή επεθηάζεθε, ε δνκή ζθάικαηνο 

έγηλε θαζνξίδνληαο ηηο ηδηφηεηεο ηνπ κνληέινπ ζε δεχηεξν ρξφλν. Απηφ επηηξέπεη κηα 

ζεηξά απφ επηινγέο γηα ηελ επηινγή ηεο θαηαλνκήο ζθάικαηνο ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ 

Poisson (θαη κε δηαζπνξά θαη ρσξίο δηαζπνξά), θαζψο θαη Gaussian, φπσο 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ αξρηθή πξνζέγγηζε Lee- Carter. Η παξέθηαζε γίλεηαη κε ηε 

ρξήζε ηεο πξνζέγγηζεο πνπ πξνηείλεηαη απφ ηνπο Lee θαη Carter ηεο παξακεηξηθήο 

πξφβιεςεο ρξνλνινγηθψλ ζεηξψλ.  

 

3.4.2 Περιγραφό του μοντϋλου 
 

Έζησ ε ηπραία κεηαβιεηή  𝐷𝑥𝑡   δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ ζαλάησλ ζε έλαλ πιεζπζκφ 

ζε ειηθία  𝑥 ηε ρξνληθή ζηηγκή 𝑡 . Μηα ζεηξά δεδνκέλσλ (𝑑𝑥𝑡 , 𝑒𝑥𝑡 ) είλαη δηαζέζηκε γηα 

αλάιπζε, φπνπ  𝑑𝑥𝑡   είλαη ν πξαγκαηηθφο αξηζκφο ησλ ζαλάησλ θαη  𝑒𝑥𝑡   είλαη ε 

αληηζηνίρηζε έθζεζε ζηνλ θίλδπλν ζλεζηκφηεηαο (Renshaw and Haberman, 2006). Η 

δχλακε ηεο ζλεζηκφηεηαο θαη ηα εκπεηξηθά πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο ζεκεηψλνληαη 

κε  𝜇𝑥𝑡   θαη  𝑚 𝑥𝑡   (=
𝑑𝑥𝑡

𝑒𝑥𝑡
),αληίζηνηρα. Η ηαμηλφκεζε είλαη απφ αλεμάξηεηα εκεξνινγηαθά 
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έηε   𝑡 ∈  𝑡1, 𝑡𝑛  (εύρος n), θαη απφ ηελ ειηθία  𝑥 ∈  𝑥1, 𝑥𝑘  , είηε απφ νκαδνπνίεζε 

ζε  𝑘 θαηεγνξίεο, είηε απφ κεκνλσκέλα έηε (εχξνο 𝑘), φπνπ ζε απηή ηελ πεξίπησζε ην 

έηνο απφ ηε γέλλεζε ή ην έηνο νκάδαο  

  𝑧 = 𝑡 − 𝑥 ∈  𝑡1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛 − 𝑥1     (εχξνο 𝑛 +  𝑘 –  1)   έρεη νξηζηεί. Τπνζέηνπκε φηη 

απηφ ζπκβαίλεη παληνχ. Απφ ηελ άπνςε ηεο δχλακεο ηεο ζλεζηκφηεηαο (ζε αληίζεζε 

κε ην θεληξηθφ πνζνζηφ ζλεζηκφηεηαο), ε δνκή ηνπ Lee- Carter ( LC) κνληέινπ πνπ 

είλαη: 

 

𝜇𝑥𝑡 = exp⁡(𝑎𝑥 + 𝛽𝑥𝜅𝑡) 

 

 ππφθεηηαη ζηνπο ζπλήζεηο πεξηνξηζκνχο: 

 

 𝜅𝑡

𝑡𝑛

𝑡=𝑡1

= 0  

                                                                                                    (20)  

 

θαη                                                         𝛽𝑥𝑥 =   0      

 

Η δνκή ηνπ κνληέινπ LC κεηψλεη ηε δηάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κέζσ ελφο εληαίνπ 

Πίλαθα ηνπ ρξφλνπ , ν νπνίνο επεξεάδεη ηελ ηζρχ ηεο ζλεζηκφηεηαο ζην ρξφλν  𝑡  ζε 

φιεο ηηο ειηθίεο ηαπηφρξνλα. Ο πξψηνο πεξηνξηζκφο ζην πιαίζην (20) έρεη σο 

απνηέιεζκα ην θεληξάξηζκα ησλ  𝜅𝑡   αμηψλ ζηα έηε   𝑡 ∈  𝑡1, 𝑡𝑛 . Η δνκή έρεη 

ζρεδηαζηεί γηα λα ζπιιάβεη ηηο επηπηψζεηο ηεο ειηθίαο - πεξηφδνπ κε  𝛼𝑥   φξνπο πνπ 

ελζσκαηψλνπλ ηηο θχξηεο επηπηψζεηο ηεο ειηθίαο, θαηά κέζν φξν κε ηελ πάξνδν ηνπ 

ρξφλνπ, θαζψο θαη ηε δηγξακκηθφηεηα κε φξνπο  𝛽𝑥𝜅𝑡   πνπ ελζσκαηψλεη ζπγθεθξηκέλεο 

ηάζεηο ηεο ειηθίαο - πεξηφδνπ (ζε ζρέζε κε ηηο θχξηεο επηπηψζεηο ειηθίαο). Γξάθνπκε: 

 

 𝜇𝑥𝑡  =  𝑒𝑥𝑝 ( 𝑎𝑥  +  𝑙𝑜𝑔 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡) ) 

 

ζε γεληθέο γξακκέο, φπνπ ζπγθεθξηκέλα ν παξάγνληαο κείσζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο  𝐹 

 

LC : 𝑙𝑜𝑔 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡 )  =  𝛽𝑥𝜅𝑡  
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νξίδεηαη βάζεη ηνπ κνληέινπ ησλ LC. Έρνπκε πξνζαξκφζεη ηνπο πεξηνξηζκνχο (20) , 

έηζη ψζηε λα ηζρχεη: 

 

𝑙𝑜𝑔 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡𝑛  )  =  0 , ∀ 𝑥 

 

θάλνληαο παξέθηαζε ζηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο. Δκείο ηψξα ζα γεληθεχζνπκε ηε δνκή 

ηνπ ππνδείγκαηνο, ψζηε λα πεξηιακβάλεη ηελ ειηθία – πεξίνδν- νκάδα 

κνληεινπνηψληαο ηνλ παξάγνληα κείσζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο: 

 

M : 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡 )  =  𝑒𝑥𝑝 ( 𝛽𝑥
(0)

𝜄𝑡−𝑥 + 𝛽𝑥
(1)

𝜅𝑡) 

 

κε έλα επηπιένλ δηγξακκηθφ δεπγάξη φξσλ  𝛽𝑥
(0)

𝜄𝑡−𝑥   πνπ αλαπαξηζηάλεη κηα επηπιένλ 

επίδξαζε ηεο νκάδαο. Άιιεο παξφκνηεο δνκέο ηεο ειηθίαο –πεξηφδνπ- νκάδαο είλαη: 

 

                                                                   𝐻0: 𝛽𝑥
 0 = 1, 𝛽𝑥

(1)
= 1 

 

𝛨1: 𝛽𝑥
 0 = 1 

 

𝐻2: 𝛽𝑥
(1)

= 1 

 

γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη: 

𝐻0 ⊂ 𝐻1  θαη  𝐻2 ⊂ 𝛭 

 

είλαη επίζεο δπλεηηθνχ ελδηαθέξνληνο φηαλ ε εθαξκνγή ζηελ πξνζαξκνγή ηεο ειηθίαο 

ζηηο επηδξάζεηο ηεο πεξηφδνπ ή ζηηο επηδξάζεηο ηεο νκάδαο ή θαη ζηα δχν δελ έρεη 

βξεζεί λα είλαη ζεκαληηθή (Renshaw and Haberman, 2006). Πξνθαλψο, ε ππνδνκή ηνπ 

LC είλαη: 

 

LC: 𝛽𝑥
 0 = 0           𝛽𝑥

 1 ≡ 𝛽𝑥  

 

θαη ζα έρνπκε επίζεο ηελ επθαηξία λα αλαθεξζνχκε ζηελ ππνδνκή ειηθίαο - νκάδαο 

(δειαδή ρσξίο απνηέιεζκα πεξηφδνπ): 
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AC: 𝛽𝑥
 1 = 0        ( 𝛽𝑥

 0 ≡ 𝛽𝑥) 

 

Μνληεινπνηψληαο απηέο ηηο δνκέο, έρνπκε ρσξίζεη ηε δχλακε ηεο ζλεζηκφηεηαο 

 

                                                     𝜇𝑥𝑡  =  𝑒𝑥𝑝 ( 𝑎𝑥) 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡)        (21) 

 

ζην πξντφλ ελφο ζηαηηθνχ Πίλαθα δσήο πνπ ελζσκαηψλεη ηα απνηειέζκαηα ηεο θχξηαο 

ειηθίαο  𝑎𝑥   θαη έλαλ δπλακηθφ παξακεηξηθφ παξάγνληα κείσζεο ηεο 

ζλεζηκφηεηαο  𝐹  ελζσκαηψλνληαο ηελ ζπγθεθξηκέλε ειηθία πεξίνδν ( 𝜅𝑡) θαη ηα 

απνηειέζκαηα ηεο νκάδαο  (𝜄𝑡−𝑥). 

3.4.3 Δομό και προςαρμογό του μοντϋλου 
 

Αθήλνληαο θαηά κέξνο ηε κέζνδν ηεο εληαίαο απνζχλζεζεο αμίαο Single Value 

Decomposition (SVD), ε νπνία είλαη θαιά ηεθκεξησκέλε, είλαη θαηαηνπηζηηθή γηα ηελ 

έξεπλα άιισλ κεζφδσλ πξνζαξκνγήο κε πηζαλφηεηα, επηιέγνπκε ην κνληέιν κε ηελ 

Poisson κε ηε κεηαβιεηή λα είλαη ίζε κε ηνλ αξηζκφ ησλ ζαλάησλ. (Η απεπζείαο 

κνληεινπνίεζε ηνπ αξηζκνχ είλαη πνιχ ρξήζηκε γηα πξαθηηθέο εθαξκνγέο φπνπ, γηα 

παξάδεηγκα, κπνξεί λα ρξεηαζηεί γηα ηελ πξνζνκνίσζε ησλ κειινληηθψλ ηακεηαθψλ 

ξνψλ κηαο πξνζφδνπ ή κηαο ζχληαμεο ελφο ραξηνθπιαθίνπ). Δπηηξέπνπκε επίζεο ηελ 

ππεξβνιηθή κεηαβιεηφηεηα θαη ηελ θαηαλνκή ησλ πξνεγνχκελσλ βαξψλ, ε νπνία είλαη 

ζεκαληηθή φηαλ ππάξρνπλ θειηά κε θελά δεδνκέλα. Απηφ έρεη γίλεη θαζνξίδνληαο ηε 

κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά ηνπ  𝑌𝑥𝑡 ,  φπνπ: 

 

                                                          𝑌𝑥𝑡=𝐷𝑥𝑡  

 

                                        𝐸(𝑌𝑥𝑡 ) =𝑒𝑥𝑡  𝜇𝑥𝑡  =𝑒𝑥𝑡exp(𝑎𝑥 )𝐹(𝑥, 𝑡) , 

                                                                                                       (22) 

 

                                              𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑥𝑡 )= 𝜑𝛦(𝑌𝑥𝑡 )(=𝜑
𝑉(𝐸(𝑌𝑥𝑡 )

𝜔𝑥𝑡
)    
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κε παξάκεηξν  𝜑  , δηαθχκαλζε ζπλάξηεζεο  𝑉   𝐸   𝑌𝑥𝑡    =  𝐸   𝑌𝑥𝑡     θαη 

πξνεγνχκελα βάξε  𝜔𝑥𝑡 = 1  (0 εάλ ην θειί δεδνκέλσλ είλαη θελφ). Σφηε, ε κε 

γξακκηθή  𝜂𝑥𝑡   πξφβιεςε νξίδεηαη σο: 

 

                       ( 𝑙𝑜𝑔 𝐸 ( 𝑌𝑥𝑡  )  = ) 𝜂𝑥𝑡  =  𝑙𝑜𝑔 𝑒𝑥𝑡  + 𝑎𝑥+ 𝑙𝑜𝑔 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡) . 

 

Χο κηα πηζαλή ελαιιαθηηθή δνκή ηνπ ζθάικαηνο είλαη επίζεο ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί 

φηη ε αξρηθή δνκή ζθάικαηνο ηνπ LC Gaussian είλαη θάλνληαο ηελ αληηθαηάζηαζε 

ζηελ (22) κε: 

                                                           𝑌𝑥𝑡 = log⁡(
𝐷𝑥𝑡

𝑒𝑥𝑡
)   

 

                                        𝐸   𝑌𝑥𝑡   = 𝑎𝑥 + 𝑙𝑜𝑔 𝐹 ( 𝑥 , 𝑡)  (23) 

 

                                                   𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑥𝑡 )=
𝜑

𝜔𝑥𝑡
 

 

πνπ πεξηιακβάλεη κηα παξάκεηξν  𝜑 ( =  𝜎 2)   , δηαθχκαλζε ζπλάξηεζεο 

𝑉   𝐸   𝑌𝑥𝑡    = 1 θαη πξνεγνχκελα βάξε  𝜔𝑥𝑡 = 1. Η κε γξακκηθή πξφγλσζε δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν: 

 

                                               𝐸   𝑌𝑥𝑡   = 𝜂𝑥𝑡 = 𝑎𝑥+ 𝛽𝑥𝜅𝑡  

 

Γεδνκέλεο ηεο κε γξακκηθήο θχζεο ησλ πξνγλσζηηθψλ παξακέηξσλ  (𝜂𝑥𝑡  ) ζα 

εζηηάζνπκε ζε δχν ελαιιαθηηθά κνληέια πξνζαξκνγήο (Renshaw and Haberman, 

2006). Η πξψηε κέζνδνο βαζίδεηαη , ζε κηα αδεκνζίεπηε ηερληθή ηνπ Wilmoth (1993), 

θαη ε δεχηεξε κέζνδνο βαζίδεηαη ζε κηα κέζνδν αλάιπζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο 

ελζσκαηψλνληαο ηελ αιιειεπίδξαζε ηεο ειηθίαο θαη ηνπ έηνπο κε εθαξκνγέο ζηηο 

ηαηξηθέο ζηαηηζηηθέο απφ ηνπο  James θαη Segal (1982), πνπ πξνεγήζεθαλ απφ ηνπο Lee 

θαη Carter (1992). Ακέζσο παξαθάησ ζα παξνπζηάζνπκε ηηο κεζφδνπο Α θαη Β ζην 

πιαίζην ηνπ κνληέινπ ησλ Lee θαη Carter (Renshaw and Haberman, 2006). 
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3.4.3.1  Μοντέλο LC 
 

Μέζνδνο Α 

 

Πξνζαξκφδνληαο ηε κέζνδν ηνπ Wilmoth (Wilmoth 1993), ηνπ Brouhns θαη άιισλ 

(Brouhns et αl, 2002) , ιακβάλνληαη νη εθηηκήζεηο κέγηζηεο πηζαλφηεηαο ζχκθσλα κε 

ηε δνκή ζθάικαηνο Lee- Carter Gaussian (22) ρξεζηκνπνηψληαο κηα επαλαιεπηηθή 

δηαδηθαζία, ε νπνία κπνξεί λα εθθξαζηεί εθ λένπ σο εμήο: 

Οξίδνπκε αξρηθέο ηηκέο 𝑎 𝑥 , 𝛽 𝑥 ,𝜅 𝑡   

 

Τπνινγίδνπκε  𝑦 𝑥𝑡  

ελεκεξψλνπκε  𝑎 𝑥   

ππνινγίδνπκε   𝑦 𝑥𝑡  

ελεκεξψλνπκε  𝜅 𝑡   ,  

πξνζαξκφδνπκε γηα παξάδεηγκα. 

 

 𝜅𝑡

𝑡𝑛

𝑡=𝑡1

= 0   

 

ελεκεξψλνπκε   𝛽 𝑥    

 ππνινγίδνπκε  𝑦 𝑥𝑡  

ππνινγίδνπκε      𝐷(𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡 ). 

Δπαλαιακβάλνπκε ηηο αλαλεψζεηο ηνπ θχθινπ θαη ζηακαηάκε φηαλ  𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡    

ζπγθιίλεη. 

Όπνπ: 

𝑦𝑥𝑡 , = 𝑙𝑜𝑔𝑚 𝑥𝑡   

 

𝑦 𝑥𝑡 = 𝑎 𝑥+𝛽 𝑥𝜅 𝑡  

 

𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡  =  𝑑𝑒𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑥,𝑡

=  2𝜔𝑥𝑡

𝑥,𝑡

 
𝑦𝑥𝑡 − 𝑢

𝑉 𝑢 
𝑑𝑢 =  𝜔𝑥𝑡

𝑥,𝑡

𝑦𝑥𝑡

𝑦 𝑥𝑡

(𝑦𝑥𝑡 − 𝑦 𝑥𝑡 )2 

κε βάξε: 
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                                              𝜔𝑥𝑡 =  
1  , 𝑒𝑥𝑡 > 0
0  , 𝑒𝑥𝑡 = 0

                                                  (24) 

 

Η ελεκέξσζε κηαο ηππηθήο παξακέηξνπ ζ πξνέξρεηαη απφ ηνλ αθφινπζν ηχπν: 

ελεκεξσκέλν ( 𝜃 ) = 𝑢 ( 𝜃 ) =𝜃 −
𝜗𝐷

𝜗𝜃
𝜗2𝐷

𝜃𝜃2

 

 

φπνπ  𝐷  είλαη ε απνθιίλνπζα ζπκπεξηθνξά ηνπ ζεκεξηλνχ κνληέινπ. Απνηειεζκαηηθέο 

ηηκέο εθθίλεζεο, ζχκθσλα κε ηνπο Lee- Carter πεξηνξηζκνχο ( 20) είλαη: 

 

                                                            𝜅 𝑡 = 0 ,       𝛽 𝑥 = 1
𝜅          

 

φπνπ ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ εθηίκεζε SVD παίξλνπκε: 

 

                                   𝑎 𝑥 = log 𝑚 𝑥𝑡

1
𝑛 

𝑡𝑛

𝑡=𝑡1

                                                (25) 

 

έηζη ψζηε   𝑎 𝑥   έρεη εθηηκεζεί απφ ην ινγάξηζκν ηνπ γεσκεηξηθνχ κέζνπ ησλ 

εκπεηξηθψλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο. Σν κνληέιν έρεη   𝜈 =    𝑘 − 1   𝑛 − 2    

βαζκνχο ειεπζεξίαο (Renshaw and Haberman, 2006). Απηή ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

ηνπνζέηεζεο παξάγεη εθηηκήζεηο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θάησ απφ ην δνκή ηνπ 

ζθάικαηνο Poisson ζέηνληαο: 

𝑦𝑥𝑡 = 𝑑𝑥𝑡  

 

𝑦 𝑥𝑡 = 𝑑 𝑥𝑡 = 𝑒𝑥𝑡exp⁡(𝑎 𝑥 + 𝛽 𝑥𝜅 𝑡) 

 

𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡  =  𝑑𝑒𝑣 𝑥, 𝑡 

𝑥,𝑡

 

=  2𝜔𝑥𝑡

𝑥,𝑡

 
𝑦𝑥𝑡 − 𝑢

𝑉 𝑢 
𝑑𝑢 =

𝑦𝑥𝑡

𝑦 𝑥𝑡

 2𝜔𝑥𝑡

𝑥,𝑡

 𝑦𝑥𝑡 log  
𝑦𝑥𝑡
𝑦 𝑥𝑡

 − ( 𝑦𝑥𝑡 − 𝑦 𝑥𝑡 )  

 

ην νπνίν απνδίδεη ηελ επαλαιεπηηθή κέζνδν γηα ηελ εθηίκεζε ινγαξηζκηθψλ- 

γξακκηθψλ κνληέισλ κε δηγξακκηθνχο φξνπο Goodman (1979). 
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Μέζνδνο Β 

΢χκθσλα κε ηνπο James and Segal (1982), ρξεζηκνπνηνχκε ηελ επαλαιεπηηθή 

δηαδηθαζία νξίδνληαο ζαλ αξρηθή ηηκή ηελ 𝛽 𝑥 : 

 

γηα δεδνκέλν  𝛽 𝑥   

ελεκέξσζε   𝑎 𝑥   , 𝜅 𝑡  

γηα δεδνκέλν  𝜅 𝑡    

ελεκέξσζε  𝑎 𝑥  ,  𝛽 𝑥  

ππνινγηζκφο   𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡  . 

Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ελεκέξσζε ηνπ θχθινπ θαη ζηακαηάκε 

φηαλ   𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡     ζπγθιίλεη. 

Με δεδνκέλα  𝛽 𝑥   ή  𝜅 𝑡  ,ε ελεκέξσζε γίλεηαη επηιέγνληαο ην επηζπκεηφ γεληθεπκέλν 

γξακκηθφ κνληέιν θαη ηνπνζεηψληαο ηελ πξφβιεςε, ε νπνία είλαη γξακκηθή ζηηο 

αληίζηνηρεο ππφινηπεο παξακέηξνπο (Renshaw and Haberman, 2006). Έηζη ,γηα ηελ 

Poisson είλαη: 

 

𝑦𝑥𝑡 = 𝑑𝑥𝑡  

 

κε   log 𝑒𝑥𝑡    λα έρνπλ δεισζεί ψζηε λα παξάγνπλ ηα ίδηα απνηειέζκαηα φπσο ε 

επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ηεο ηνπνζέηεζεο ηεο κεζφδνπ ηνπ Brouhns θαη άιισλ 

(Brouhns et αl, 2002). Οη αληίζηνηρεο πξνβιέςεηο έρνπλ δεισζεί απφ ηελ πξφζβαζε 

ζηνπο πίλαθεο ηνπ κνληέινπ (πίλαθεο ζρεδηαζκνχ), πνπ είλαη  δηαζέζηκν ζηελ GLIM 

(Francis et al, 1993). Πην ζπγθεθξηκέλα γηα ηνλ θαζνξηζκφ απηψλ ησλ πηλάθσλ, 

ζέηνπκε ηνπο πεξηνξηζκνχο 

 

𝜅𝑡1=0   

 

 𝛽𝑥
𝑥

= 1 

 

επηζηξέθνληαο πίζσ ζηνπο Lee - Carter πεξηνξηζκνχο (20) κε ηε ζχγθιηζε λα 

επηηπγράλεηαη κηα θνξά. 
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3.4.3.2  Μοντϋλο M (H0, H1, H2) 
 

Δίλαη γλσζηφ φηη ε κνληεινπνίεζε ειηθίαο - πεξηφδνπ - νκάδαο είλαη πξνβιεκαηηθή, 

δεδνκέλνπ φηη νη ηξεηο παξάγνληεο πεξηνξίδνληαη απφ ηε ζρέζε: 

νκάδα=πεξίνδνο−ειηθία  

Πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιίζνπκε έλα κνλαδηθφ ζχλνιν εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ, 

θαηαθεχγνπκε ζε κηα ζηξαηεγηθή ηνπνζέηεζεο δχν ζηαδίσλ ζηελ νπνία πξψηα 

εθηηκάηαη ην  𝛼𝑥   , ηππηθά φπσο θαη ζηελ αξρηθή πξνζέγγηζε Lee- Carter SVD. ΢ηε 

ζπλέρεηα, νη ππφινηπεο παξάκεηξνη, εθείλεο ηνπ   𝐹, κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ κέζσ ηεο 

θαηάιιειεο πξνζαξκνγήο ηεο κεζφδνπ Β έρνληαο ιάβεη ππφςε φηη   𝑦𝑥𝑡 = 𝑑𝑥𝑡    θαζψο 

θαη ηηο αληηζηαζκίζεηο    log 𝑒𝑥𝑡 + 𝑎 𝑥  ,θαη ηελ πξνζαξκνγή ησλ κεηξψλ ζρεδηαζκνχ, ζε 

ζπλδπαζκφ κε ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

 

 𝛽𝑥
 0 = 1   ,

𝑥

       𝛽𝑥
 1 = 1  

𝑥

 

 

Οη εκθαλείο απινπνηήζεηο ζηηο κήηξεο ζρεδηαζκνχ πνπ απαηηνχληαη, ζπλδένληαη κε ηα 

ππφ κνληέια  𝐻1 θαη  𝐻2 , ελψ ην επαλαιεπηηθφ ζηνηρείν ζηελ δηαδηθαζία πξνζαξκνγήο 

είλαη πεξηηηφ θαηά ηελ ηνπνζέηεζε   𝐻0  . ΢εκεηψλνπκε φηη ην M κνληέιν έρεη: 

𝜈 =  𝑘   𝑛 − 3 − 2  𝛮 − 2   βαζκνχο ειεπζεξίαο. 

Απνηειεζκαηηθέο ηηκέο έλαξμεο είλαη: 

 

      𝛽 0 = 𝛽𝑥
 1 =

1

𝑘
  

 

Η πξνζαξκνγή είλαη επίζεο δπλαηή θαη κε ηε Μέζνδν Α, αθνχ πξψηα έρεη εθηηκεζεί ην 

  𝛼𝑥  , ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο εθηεηακέλνπο νξηζκνχο   𝑦 𝑥𝑡    θαη ηελ πξνζαξκνγή ηνπ 

επαλαιεπηηθνχ θχθινπ (Renshaw and Haberman, 2006). Απνηειεζκαηηθέο αξρηθέο 

ηηκέο είλαη θαη νη  

 

𝛽𝑥
 0 = 𝛽𝑥

 1 = 1 

 

θαη πξνζαξκφδνληαο ηελ 𝛨0 γηα ηελ παξαγσγή αξρηθψλ ηηκψλ γηα  𝜄𝑧   θαη  𝜅𝑡   
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3.4.3.3  Μοντέλο AC  
 

Σν κνληέιν αλαγλσξίδεηαη εχθνια κέζσ ησλ πεξηνξηζκψλ παξακέηξνπ: 

 

𝜄𝑡1−𝑥𝑘 = 0,       𝛽𝑥
𝑥

= 1 

Η δεκηνπξγία ηνπ κνληέινπ είλαη δπλαηή απφ ηελ αλαδηαηχπσζε ησλ φξσλ  𝑎𝑥  ,

𝛽𝑥   θαη 𝜄𝑡−𝑥   . Έηζη ,  𝜄𝑡−𝑥    αληί γηα  𝜅𝑡   ελεκεξψλεηαη ζηνλ ππξήλα ηνπ επαλαιεπηηθνχ 

θχθινπ. Η πξνζαξκνγή είλαη επίζεο δπλαηή ρξεζηκνπνηψληαο ηε Μέζνδν Β 

αληηθαζηζηψληαο  𝜅𝑡   κε  𝜄𝑡−𝑥   . θαη ηξνπνπνηψληαο ηνπο πίλαθεο ζρεδηαζκνχ αλαιφγσο 

(Renshaw and Haberman, 2006). Μηα πηζαλή ζηξαηεγηθή γηα ηε δεκηνπξγία ηηκψλ 

εθθίλεζεο είλαη λα ζέζνπκε  𝛽 𝑥   θαη επηπιένλ λα ηαηξηάμνπκε ηα θχξηα απνηειέζκαηα 

ηεο δνκήο 

   𝑎𝑥 + 𝜄𝑡−𝑥    , ζχκθσλα κε ηηο παξαδνρέο κεζφδνπ Α. ΢ε απηφ ην κνληέιν 

ππάξρνπλ  𝜈 =    𝑘 − 1    𝑛 − 3   βαζκνί ειεπζεξίαο. 

Οη πξνβνιέο ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο: 

 

𝑚 𝑥,𝑡𝑛+𝑠 = 𝑚 𝑥,𝑡𝑛𝐹
  𝑥, 𝑡𝑛 + 𝑠 ,     𝑠 > 0                              (26) 

 

ππνινγίδνληαη ζχκθσλα κε ηα ηειεπηαία δηαζέζηκα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο   𝑚 𝑥,𝑡𝑛   . 

Δδψ , 

 

𝐹  𝑥, 𝑡𝑛 + 𝑠 = exp⁡( 𝛽 𝑥
 0  𝑖 𝑡𝑛−𝑥+𝑠 − 𝜄 𝑡𝑛−𝑥 + 𝛽 𝑥

 1  𝜅 𝑡𝑛+𝑠 − 𝜅 𝑡𝑛    ,     𝑠 > 0 

 

γηα ηo νπνίν είλαη: 

 

  lim
𝑠→0

𝐹  𝑥, 𝑡𝑛 + 𝑠 = 1 

 

βαζίδεηαη ζηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ   𝛽 𝑥
(𝑖)

,   𝜄  𝑧 ,   𝜅 𝑡
(𝑖)

 

θαη ζηηο πξνβιέςεηο ησλ ρξνλνινγηθψλ ζεηξψλ: 

 

 𝜄  𝑧 ∶   𝑧𝜖 𝑡1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛 − 𝑥1  ⟼  𝑖𝑡𝑛−𝑥1+𝑠  ∶    𝑠 > 0  
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 𝜅 𝑡  ∶   𝑡 ∈  𝑡1, 𝑡𝑛   ⟼  𝜅 𝑡𝑛+𝑠  ∶ 𝑠 > 0  

 

φπνπ : 

 

𝑖 𝑡𝑛−𝑥+𝑠 =  
𝜄 𝑡𝑛−𝑥+𝑠     ,0 < 𝑠 ≤ 𝑥 − 𝑥1

𝑖𝑡𝑛−𝑥+𝑠   , 𝑠 > 𝑥 − 𝑥1        
  

 

Οη πξνβιέςεηο ρξνλνινγηθψλ ζεηξψλ ζπλήζσο γίλνληαη ρξεζηκνπνηψληαο 

κνλνδηάζηαηε δηαδηθαζία ARIMA. Ο ηπραίνο πεξίπαηνο κε κεηαηφπηζε (δειαδή 

ARIMA (0,1,0) δηαδηθαζία) θαηέρεη εμέρνπζα ζέζε ζηηο δεκνζηεπκέλεο εθαξκνγέο ηνπ 

LC. Δάλ δελ ππάξρεη πξφβιεςε ζχκθσλα κε ηα ηειεπηαία δηαζέζηκα πνζνζηά 

ζλεζηκφηεηαο, φπσο έγηλε ζηνπο Lee θαη Carter (1992), ηα πνζνζηά ζλεζηκφηεηαο κε 

παξέθηαζε αθαηξνχληαη πνιιαπιαζηαζηηθά σο εμήο: 

 

         𝑚 𝑥,𝑡𝑛+𝑠 = exp 𝑎 𝑥 + 𝛽 𝑥
 0 𝜄  𝑡𝑛−𝑥 + 𝛽 𝑥

 1 𝜅 𝑡𝑛  𝐹
  𝑥, 𝑡𝑛 + 𝑠 ,     𝑠 > 0                      

 

ην νπνίν έρεη ηελ ίδηα ζπλαξηεζηαθή κνξθή, φπσο ε (21), θαη κπνξεί λα ζπγθξηζεί 

άκεζα κε ηελ (26). 

Πξνζδηνξίδνληαο θαηαλνκέο ζε δεχηεξν ρξφλν θαηά ηνλ θαζνξηζκφ ηεο δνκήο ηνπ 

ζθάικαηνο ηνπ κνληέινπ , ε επηινγή ηεο θαηαλνκήο δελ πεξηνξίδεηαη ζηηο Poisson θαη 

Gaussian θαηαλνκέο, θαη κπνξεί λα επεθηαζεί κε ηελ επηινγή δηαθνξεηηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ δηαθχκαλζεο (Renshaw and Haberman, 2006). Δκπεηξηθά ζηνηρεία 

δείρλνπλ φηη γηα πξαθηηθνχο ιφγνπο, νη εθηηκήζεηο ηεο πηζαλφηεηαο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ην LC ρξεζηκνπνηψληαο ηηο δηεξγαζίεο 

επαλαιεπηηθήο ηνπνζέηεζεο θάησ απφ ηε δνκή ζθάικαηνο Gaussian (23), είλαη νη ίδηεο 

κε εθείλεο πνπ ιακβάλνληαη ζχκθσλα κε ηνπνζέηεζε ηνπ SVD. Χζηφζν ζε αληίζεζε 

κε ηελ κνληεινπνίεζε SVD, ε επηινγή ησλ βαξψλ (24) ζεκαίλεη φηη κπνξεί λα 

πξνρσξήζεη ε εθηίκεζε, κε ηελ παξνπζία ησλ θελψλ θπςειψλ δεδνκέλσλ, ζχκθσλα 

κε ηηο Gaussian, Poisson θαη νπνηαδήπνηε άιιε κνξθή ζθάικαηνο. Ο Wilmot (1993) 

ρξεζηκνπνηεί βάξε   𝜔𝑥𝑡 = 𝑑𝑥𝑡    ζε ζπλδπαζκφ κε ηo ζθάικα ηεο Gaussian. Οη 

εκπεηξηθέο κειέηεο δείρλνπλ φηη απηφ έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα θέξεη ηηο εθηηκήζεηο ησλ 

παξακέηξσλ πην θνληά κε ηηο εθηηκήζεηο ηεο Poisson. ΢πγθξίλνληαο κηα ζεηξά απφ 

απνηειέζκαηα πνπ επηηεχρζεθαλ κέζα θαη απφ ηηο δχν πξνζεγγίζεηο κνληεινπνίεζεο 



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   65 

φπνπ ηα κνληέια είραλ ίδηεο δνκέο, δηαπηζηψζεθε φηη απαηηείηαη ν ίδηνο αξηζκφο ησλ 

επαλαιήςεσλ πξνθεηκέλνπ λα πξνθιεζεί ζχγθιηζε. Η ζχγθιηζε είλαη αξγή, φηαλ 

πξνζαξκφδνπκε ην M κνληέιν. Οη δηαγλσζηηθνί έιεγρνη γηα ην πξνζαξκνζκέλν 

κνληέιν πνπ δηεμήρζεζαλ γηα ηελ απφθιηζε ησλ ηππνπνηεκέλσλ θαηαινίπσλ είλαη: 

 

𝑟𝑥𝑡 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑦𝑥𝑡 − 𝑦 𝑥𝑡   
𝑑𝑒𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜑 
  , 𝜑 =

 𝐷 𝑦𝑥𝑡 , 𝑦 𝑥𝑡  

𝑣
 

 

Η απνθιεηζηηθή ρξήζε ηνπ πνζνζηνχ ηεο ζπλνιηθήο ρξνληθήο δηαθχκαλζεο, φπσο 

κεηξάηαη απφ ηελ αλαινγία ηεο αμίαο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηηκψλ ππφ ην SVD, δελ 

απνηειεί ηθαλνπνηεηηθφ δηαγλσζηηθφ δείθηε. Οη παξάκεηξνη   𝛼𝑥    εθηηκνχληαη 

ηαπηφρξνλα κε ηηο παξακέηξνπο ηνπ  𝐹  θαη ζηα δχν κνληέια LC, AC. Mηα δηαδηθαζία 

εθηίκεζεο δχν ζηαδίσλ είλαη απαξαίηεηε, ζηελ νπνία ην  𝛼𝑥   ππνινγίδεηαη μερσξηζηά 

ζρεηηθά κε ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝐹 , θαηά ηελ πξνζαξκνγή ηνπ M. Απηή ε πξνζέγγηζε δχν 

ζηαδίσλ κπνξεί επίζεο λα εθαξκνζηεί θαηά ηελ ηνπνζέηεζε ησλ LC θαη AC κνληέισλ. 

Γηα ην LC κνληέιν, εκπεηξηθέο κειέηεο δείρλνπλ φηη δελ έρεη κεγάιε αμία, εμαηηίαο ηεο 

θχζεο ηεο εθηίκεζεο ηνπ  𝛼𝑥   (25) . 

3.5 Bayesian Information Criterion (BIC) 
 

Η επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ κνληέινπ θάζε θνξά κπνξεί λα γίλεη ρξεζηκνπνηψληαο ην 

θξηηήξην πιεξνθνξίαο Bayesian Information Criterion (BIC) ην νπνίν απνηειεί κηα απφ 

ηηο αμηφπηζηεο, δεκνθηιείο εθαξκφζηκεο ζηξαηεγηθέο επηινγήο κνληέινπ. Με ηνλ φξν 

θξηηήξην πιεξνθνξίαο ελλννχκε έλαλ κεραληζκφ πνπ ρξεζηκνπνηεί ηα δεδνκέλα ελφο 

πξνβιήκαηνο δίλνληαο ζε θάζε ππνςήθην κνληέιν κηα ηηκή πνπ ην ραξαθηεξίδεη.  

Η γεληθή κνξθή ηνπ ΒΙC θξηηεξίνπ πιεξνθνξίαο έρεη ηνλ αθφινπζν ηχπν: 

 

−2𝑙𝑛𝑝  
𝑥

𝑀
 ≈ 𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙𝑛𝐿 + 𝑘(ln 𝑛 + ln 2𝜋 ) 

φπνπ :  

x: ηα παξαηεξνχκελα δεδνκέλα 

n: ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

 𝑝  
𝑥

𝑀
 := 𝑝  

𝑥

𝜃
 𝑝  

𝜃

𝑥
 𝑑𝜃

𝜃
 

𝐿 = 𝑝(
𝑥

𝜃 
, 𝑀) :ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ κνληέινπ M. 
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ζ: νη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ M 

k: ν αξηζκφο ησλ παιηλδξνκεηψλ 

 

 

Όκσο γηα κεγάιν n ν ηχπνο πξνζεγγηζηηθά κπνξεί λα πάξεη ηε κνξθή: 

 

𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙𝑛𝐿 + 𝑘𝑙𝑛(𝑛) 

Με ηελ ππφζεζε φηη ηα ζθάικαηα ηνπ κνληέινπ αθνινπζνχλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 

ηφηε ν ηχπνο παίξλεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑛𝑙𝑛(𝜎 𝑒
2)+kln(n) 

φπνπ 𝜎 𝑒
2 είλαη ε δηαζπνξά ησλ ζθαικάησλ θαη ηζνχηαη κε: 

𝜎 𝑒
2 =

1

𝑛
  𝑥𝑖 − 𝑥 𝑖 

2

𝑛

𝑖=1
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4 

ΦΡΗ΢Η ΚΑΙ ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΨΝ ΜΟΝΣΕΛΨΝ 
 

4.1 Ειςαγωγικϊ ΢τοιχεύα 
 

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο αζθαιίζεηο θαη ηηο ξάληεο 

ππνινγίδνληαο ηηο ηηκέο ηνπο ζχκθσλα κε ηηο δηαθνξεηηθέο κεζνδνινγίεο πνπ 

αλαθέξζεθαλ ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Όζνλ αθνξά ηα αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα δσήο, γεληθά πξνζδηνξίδνληαη ζχκθσλα 

κε ηελ δηάξθεηα επηβίσζεο ηνπ αηφκνπ πνπ αζθαιίδεηαη θάζε θνξά πνπ εθθξάδεηαη κε 

ηε κεηαβιεηή 𝐾 𝑥 . Έηζη, ε παξνχζα αμία 𝑍 ηεο αζθαιηζηηθήο παξνρήο είλαη 

ππνινγηζκέλε ηε ζηηγκή ζχλαςεο ηνπ ζπκβνιαίνπ θαη είλαη ζπλάξηεζε ηεο 𝛫(𝑥) θαη 

γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο απαηηείηαη έλα επηηφθην 𝑖 ην νπνίν ζα είλαη ζηαζεξφ θαζφιε 

ηε δηάξθεηα ηεο αζθάιηζεο. Η κέζε ηηκή ηεο 𝑍 νλνκάδεηαη αλαινγηζηηθή παξνχζα αμία 

ησλ αζθαιηζηηθψλ παξνρψλ θαη εξκελεχεηαη σο ην πνζφ πνπ πξέπεη λα θαηαβάιεη ν 

αζθαιηζκέλνο ηε ρξνληθή ζηηγκή ζχλαςεο ηνπ ζπκβνιαίνπ γηα λα ιάβεη ν δηθαηνχρνο 

ηελ παξνρή πνπ πξνβιέπεη ην ζπκβφιαην έηζη ψζηε λα κελ ππνζηεί νηθνλνκηθή 

απψιεηα νχηε ν αζθαιηζκέλνο νχηε ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία. ΢ε φια ηα ζπκβφιαηα κε 

𝑥 ζα ζπκβνιίδεηαη ε ειηθία ηνπ αζθαιηζκέλνπ ηε ζηηγκή πνπ ζπλάπηεη ην ζπκβφιαην. 

Παξαθάησ παξαζέηνπκε δηάθνξεο πεξηπηψζεηο αζθαιίζεσλ δσήο. 

 Ιζόβηα αζθάιηζε(𝛢𝑥 ) 

 Πξόζθαηξε αζθάιηζε 𝑛εηώλ(𝐴𝑥: 𝑛 
1  ) 

 Μέιινπζα αζθάιηζε 𝑛εηώλ ή θαζαξήο πξνηθνδόηηζεο (𝐴𝑥: 𝑛 
      1 ) 

 Απμάλνπζα εηεζίωο πξόζθαηξε αζθάιηζε 𝑛 εηώλ  ( 𝐼𝐴 𝑥: 𝑛 
1 ) 

 Φζίλνπζα εηεζίωο πξόζθαηξε αζθάιηζε  𝑛 εηώλ( 𝐷𝐴 𝑥: 𝑛 
1  ) 

 Ιζόβηα πξνθαηαβιεηέα ξάληα δωήο  (𝑎 𝑥 ) 

 

 

 Ιζόβηα ιεμηπξόζεζκε ξάληα δωήο  (𝛼𝑥 ) 

 Πξόζθαηξε n-εηώλ άκεζε πξνθαηαβιεηέα ξάληα δωήο (𝛼  𝑥 :𝑛 ) 

 Πξόζθαηξε n–εηώλ άκεζε ιεμηπξόζεζκε ξάληα δωήο (𝛼 𝑥:𝑛 ) 

 Ιζόβηα κέιινπζα n-εηώλ πξνθαηαβιεηέα ξάληα δωήο  ( 𝑎 𝑥𝑛| ) 
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 Ιζόβηα κέιινπζα  n-εηώλ ιεμηπξόζεζκε ξάληα δωήο ( 𝑎𝑥𝑛| ) 

 Ιζόβηα αζθάιηζε ζαλάηνπ  (𝑃𝑥) 

 

Αλαιπηηθφηεξα: 

Ιζόβια αζθάλιζη(𝜜𝒙) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν αζθαιηζηήο θαηαβάιιεη 1 λνκηζκαηηθή κνλάδα ζην ηέινο ηνπ 

έηνπο ζαλάηνπ ηνπ αζθαιηζκέλνπ ειηθίαο x. 

Σν εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη: 

 

𝛢𝑥 = 𝐸 𝑍 =  𝜐𝑘+1 𝑝𝑥𝑞𝑥+𝑘𝑘 =
𝑀𝑥

𝐷𝑥

∞

𝑘=0

 

φπνπ  𝜐=𝑒−𝛿   κε ην 𝛿 λα είλαη ε έληαζε ηνπ επηηνθίνπ. 

Ππόζκαιπη αζθάλιζη 𝒏 εηών(𝑨𝒙: 𝒏 
𝟏  ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν αζθαιηζηήο θαηαβάιιεη 1 λνκηζκαηηθή κνλάδα ζην ηέινο ηνπ 

έηνπο ζαλάηνπ ηνπ αζθαιηζκέλνπ φηαλ ν ζάλαηνο ζπκβεί θαηά ηα πξψηα 𝑛 έηε 

αζθάιηζεο. Γειαδή αλ ν αζθαιηζκέλνο πεζάλεη ην ρξνληθφ δηάζηεκα [𝑥, 𝑥 + 𝑛). Σφηε 

ε παξνχζα αμία ηεο πιεξσκήο είλαη : 

 

𝑍 =  
𝜐𝐾+1   , 𝐾 = 0,1, … , 𝑛 − 1
0          , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1,…

  

 

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε ζρέζε: 

 

𝐴𝑥: 𝑛 
1 = 𝐸 𝑍 =  𝜐𝜅+1

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝐾 𝑘 =  𝜐𝑘+1

𝑛−1

𝑘=0

𝑝𝑥𝑘 𝑞𝑥+𝑘   =
𝑀𝑥 −𝑀𝑥+𝑛

𝐷𝑥
 

 

΢ηελ R ε πξφζθαηξε αζθάιηζε 𝑛 εηψλ ζπκβνιίδεηαη κε Axn. 

 

Μέλλοςζα αζθάλιζη 𝒏 εηών ή καθαπήρ πποικοδόηιζηρ (𝑨𝒙: 𝒏 
      𝟏 ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν αζθαιηζηήο θαηαβάιιεη 1 λνκηζκαηηθή κνλάδα ζηε ιήμε ηεο 

αζθάιηζεο αλ θαη κφλν αλ ν αζθαιηζκέλνο είλαη ελ δσή εθείλε ηε ζηηγκή. Γειαδή αλ ν 

αζθαιηζκέλνο είλαη ελ δσή ην ρξνληθφ δηάζηεκα [𝑥, 𝑥 + 𝑛). Σφηε ε παξνχζα αμία ηεο 

πιεξσκήο είλαη : 
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𝛧 =  
0      , 𝛫 = 0,1, … , 𝑛 − 1
𝜐𝑛    , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1, …

  

 

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη : 

 

𝐴𝑥: 𝑛 
      1 = 𝐸𝑥 =𝑛 𝐸 𝑍 = 𝜐𝑛  𝑓𝐾 𝑘 = 𝜐𝑛

∞

𝑘=𝑛

𝑝𝑥𝑛   . 

 

΢ηελ R ε κέιινπζα αζθάιηζε 𝑛 εηψλ ζπκβνιίδεηαη κε AExn. 

 

Αςξάνοςζα εηηζίωρ ππόζκαιπη αζθάλιζη 𝒏 εηών  ( 𝑰𝑨 𝒙: 𝒏 
𝟏 ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν αζθαιηζηήο θαηαβάιιεη 𝛫 + 1 λνκηζκαηηθέο κνλάδεο ζην 

ηέινο ηνπ έηνπο ζαλάηνπ ηνπ αζθαιηδφκελνπ αλ θαη κφλν αλ ν ζάλαηνο ζπκβεί εληφο 

ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο [𝑥, 𝑥 + 𝑛). Σφηε ε παξνχζα αμία ηεο πιεξσκήο ζα είλαη: 

𝑍 =  
 𝐾 + 1 𝜐𝛫+1     , 𝛫 = 0,1, … , 𝑛 − 1
0                              , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1,…

  

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη: 

 𝐼𝐴 𝑥: 𝑛 
1 = 𝐸 𝑍 =  (𝑘 + 1

𝑛−1

𝑘=0

)𝜐𝑘+1 𝑝𝑥𝑞𝑥+𝑘𝑘   . 

΢ηελ R ε αχμνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε αζθάιηζε𝑛 εηψλ ζπκβνιίδεηαη κε IAxn. 

 

Φθίνοςζα εηηζίωρ ππόζκαιπη αζθάλιζη 𝒏 εηών( 𝑫𝑨 𝒙: 𝒏 
𝟏  ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν αζθαιηζηήο θαηαβάιιεη 𝑛 − 𝐾 λνκηζκαηηθέο κνλάδεο ζην 

ηέινο ηνπ έηνπο ζαλάηνπ ηνπ αζθαιηζκέλνπ αλ θαη κφλν αλ ν ζάλαηνο ζπκβεί εληφο 

ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο [𝑥, 𝑥 + 𝑛). Σφηε ε παξνχζα αμία ηεο πιεξσκήο ζα είλαη: 

 

𝑍 =  
 𝑛 − 𝐾 𝜐𝛫+1     , 𝛫 = 0,1, … , 𝑛 − 1
0                              , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1,…

  

 

θαη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη: 

 

 𝐷𝐴 𝑥: 𝑛 
1 = 𝐸 𝑍 =  (𝑛 − 𝑘

𝑛−1

𝑘=0

)𝜐𝑘+1 𝑝𝑥𝑞𝑥+𝑘𝑘    . 
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΢ηελ R ε θζίλνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε αζθάιηζε 𝑛 εηψλ ζπκβνιίδεηαη κε DAxn. 

 

Άμηεο αλαθνξάο είλαη θαη νη ξάληεο δσήο. Μηα ξάληα δσήο είλαη κηα ζεηξά πιεξσκψλ 

πνπ θαηαβάιινληαη ζην δηθαηνχρν (ειηθίαο 𝑥) ζε ζηαζεξά ρξνληθά δηαζηήκαηα γηα φζν 

ρξνληθφ δηάζηεκα ην άηνκν ειηθίαο 𝑥 βξίζθεηαη ελ δσή. Όπσο θαη ζηηο αζθάιεηεο δσήο 

έηζη θαη εδψ ε παξνχζα αμία 𝛧εμαξηάηαη απφ ηελ 𝐾 = 𝐾(𝑥). H κέζε ηηκή ηεο 𝑍 

νλνκάδεηαη εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ηεο ξάληαο θαη είλαη ην πνζφ πνπ πξέπεη λα 

θαηαβάιιεη ην άηνκν ειηθίαο 𝑥 ηε ρξνληθή ζηηγκή ζχλαςεο ηνπ ζπκβνιαίνπ, έηζη ψζηε 

λα κελ ππνζηεί νηθνλνκηθή απψιεηα νχηε ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία νχηε ην άηνκν 

ειηθίαο . 

 

Ιζόβια πποκαηαβληηέα πάνηα ζωήρ (𝒂 𝒙) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ε αζθαιηζηηθή εηαηξεία θαηαβάιιεη 1 λνκηζκαηηθή κνλάδα 

ζηελ αξρή θάζε έηνπο γηα φζν δηάζηεκα ην άηνκν ειηθίαο 𝑥είλαη ελ δσή. Η παξνχζα 

αμία ηεο ξάληαο είλαη : 

 

𝛧 = 1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝐾 =
1−𝜐𝛫+1

1−𝜐
=𝛼  𝛫+1     , 𝛫 = 0,1,2, … 

 

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη: 

 

𝑎 𝑥 = 𝐸 𝑍 =  𝑎  𝑘+1 𝑃 𝐾 = 𝑘 =  𝑎  𝑘+1 𝑝𝑥𝑘 𝑞𝑥+𝑘

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

 

φκσο 

 

𝐸 𝑍 =   1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝐾 𝑃 𝐾 = 𝑘 =  𝜐𝑘
∞

𝑘=0

𝑃(𝐾 ≥ 𝑘)

∞

𝑘=0

 

 

θαη επνκέλσο ζα είλαη: 
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𝛼 𝑥 = 𝐸 𝑌 =  𝜐𝑘
∞

𝑘=0

𝑝𝑥𝑘 =
𝑁𝑥

𝐷𝑥
 

 

΢ηελ R ε ηζφβηα πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο ζπκβνιίδεηαη κε 

axn.Πιεθηξνινγήζηε ηελ εμίζσζε εδψ. 

 

Ιζόβια ληξιππόθεζμη πάνηα ζωήρ (𝜶𝒙) 

Όκνηα κε ηελ ηζφβηα πξνθαηαβιεηέα κε ηε δηαθνξά φηη ην πνζφ ηεο 1 λνκηζκαηηθήο 

κνλάδαο θαηαβάιιεηαη ζην ηέινο θάζε έηνπο γηα φζν δηάζηεκα ην άηνκν ειηθία x είλαη 

ελ δσή. 

Σν εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν αληίζηνηρα ζα είλαη: 

 

𝛼𝑥 =  𝜐𝑘
∞

𝑘=1

𝑝𝑥𝑘  =
𝛮𝑥+1

𝐷𝑥
 

 

Ππόζκαιπη n-εηών άμεζη πποκαηαβληηέα πάνηα ζωήρ (𝜶  𝒙:𝒏 ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε θαηαβάιιεηαη ην πνζφ ηεο 1 λνκηζκαηηθήο κνλάδαο ζηελ αξρή 

θάζε έηνπο γηα έλα δηάζηεκα n-εηψλ εθφζνλ ην άηνκν ειηθίαο x είλαη ελ δσή. 

Η παξνχζα αμία ηεο ξάληαο είλαη: 

 

𝛶 =  
1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝛫 = 𝛼  𝛫+1    , 𝛫 = 0,… , 𝑛 − 1

1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝑛−1 = 𝑎  𝑛      , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1,…
  

 

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη : 

 

𝛼  𝑥:𝑛 = 𝐸 𝑌 =   1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝛫 𝑃 𝐾 = 𝑘 +

𝑛−1

𝑘=0

 1 + 𝜐 + 𝜐2 + ⋯+ 𝜐𝑛−1 𝑃(𝐾

≥ 𝑛) 

Καη επνκέλσο ζα είλαη: 

 

𝛼  𝑥 :𝑛 =  𝜐𝑘 𝑝𝑥𝑘
𝑛−1
𝑘=0  =

𝑁𝑥−𝑁𝑥+𝑛

𝐷𝑥
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Ππόζκαιπη n–εηών άμεζη ληξιππόθεζμη πάνηα ζωήρ (𝜶 𝒙:𝒏 ) 

Όκνηα κε ηελ πξφζθαηξε n-εηψλ άκεζε πξνθαηαβιεηέα κε ηε δηαθνξά φηη ην πνζφ ηεο 

1 λνκηζκαηηθήο κνλάδαο θαηαβάιιεηαη ζην ηέινο θάζε έηνπο. 

Σν εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν αληίζηνηρα ζα είλαη: 

 

𝛼 𝑥:𝑛 =  𝜐𝑘
𝑛−1

𝑘=1

𝑝𝑥𝑘 =
𝑁𝑥+1 − 𝑁𝑥+𝑛+1

𝐷𝑥
 

 

Ιζόβια μέλλοςζα n-εηών πποκαηαβληηέα πάνηα ζωήρ  ( 𝒂 𝒙𝒏| ) 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε θαηαβάιιεηαη ην πνζφ ηεο 1 λνκηζκαηηθήο κνλάδαο ζηελ αξρή 

θάζε έηνπο μεθηλψληαο απφ ην έηνο n γηα φζν δηάζηεκα ην άηνκν ειηθίαο x βξίζθεηαη 

ελ δσή. 

Η παξνχζα αμία ηεο ξάληαο είλαη: 

 

𝛶 =  
0                                                      , 𝛫 = 0,1, … 𝑛 − 1

𝜐𝑛 + 𝜐𝑛+1 + ⋯+ 𝜐𝐾  = 𝑎  𝐾+1−𝑛  , 𝐾 = 𝑛, 𝑛 + 1,…
  

Έηζη ην εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν ζα είλαη: 

 

𝑎 𝑥 = 𝐸 𝑌 =   𝜐𝑛 + 𝜐𝑛+1 + ⋯𝜐𝑘 𝑃 𝐾 = 𝑘 =  𝜐𝑘𝑃 𝐾 ≥ 𝑘 

∞

𝑘=𝑛

∞

𝑘=𝑛

𝑛|  

Καη επνκέλσο ζα είλαη: 

 

𝑎 𝑥𝑛| =  𝜐𝑘 𝑝𝑥 =
𝑁𝑥+𝑛

𝐷𝑥
𝑘

∞

𝑘=𝑛

 

 

Ιζόβια μέλλοςζα  n-εηών ληξιππόθεζμη πάνηα ζωήρ ( 𝒂𝒙𝒏| ) 

Όκνηα κε ηελ ηζφβηα κέιινπζα πξνθαηαβιεηέα ξάληα κε ηε δηαθνξά φηη ην πνζφ ηεο 1 

λνκηζκαηηθήο κνλάδαο θαηαβάιιεηαη ζην ηέινο θάζε έηνπο. 

Σν εληαίν θαζαξφ αζθάιηζηξν αληίζηνηρα ζα είλαη: 

 

𝑎𝑥 =𝑛|  𝜐𝑘 𝑝𝑥 =
𝑁𝑥+𝑛+1

𝐷𝑥
𝑘

∞

𝑘=𝑛+1
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Ιζόβια αζθάλιζη θανάηος  (𝑷𝒙) 

Σν εηήζην αζθάιηζηξν θαηαβάιιεηαη ζηελ αξρή θάζε έηνπο ηζνβίσο εθφζνλ ν 

αζθαιηζκέλνο είλαη ελ δσή, έηζη ψζηε ζε πεξίπησζε ζαλάηνπ ηνπ αζθαιηζκέλνπ νη 

θιεξνλφκνη λα ιάβνπλ 1 λνκηζκαηηθή κνλάδα.  

Σν εηήζην αζθάιηζηξν είλαη: 𝑃𝑥 =
𝑀𝑥

𝑁𝑥
 . 

4.2 Επιλογό μοντϋλου 
 

Η επηινγή ηεο κεζφδνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θάζε θνξά γηα ηελ θαιχηεξε 

πξνζαξκνγή ησλ πνζνζηψλ ζλεζηκφηεηαο εμαξηάηαη απφ ηα δεδνκέλα θαη ηελ 

αμηνπηζηία ηνπο θαη ην ζθνπφ γηα ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη έλα κνληέιν. Γεληθά δελ 

κπνξεί λα πεη θαλείο φηη θάπνην είλαη θαιχηεξν απφ ηα ππφινηπα. Αμίδεη λα ζεκεησζεί 

φηη πνιιέο απφ ηηο κεζφδνπο έρνπλ κεηνλεθηήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, θαη φπσο 

ζεκεηψλεηαη απφ Brouhns et al (2002), κνλνκεηαβιεηή παξέθηαζε ησλ παξακέηξσλ 

ελφο κνληέινπ ζλεζηκφηεηαο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ιάζνο ζπκπεξάζκαηα, ελψ έλα 

πνιππαξαγνληηθφ κνληέιν ρξνλνζεηξψλ, κπνξεί λα δεκηνπξγήζεη ππνινγηζηηθή 

πνιππινθφηεηα. 

H κεζνδνινγία πνπ πξνηείλεηαη απφ ηνπο Lee & Carter (1992) παξαθάκπηεη απηά ηα 

πξνβιήκαηα ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα ηελ εθηίκεζε 

ησλ παξακέηξσλ. Tα ζθάικαηα είλαη νκνζθεδαζηηθά, πξάγκα ην νπνίν είλαη 

ξεαιηζηηθφ γηαηί ν ινγάξηζκνο ηνπ παξαηεξνχκελνπ πνζνζηνχ ζλεζηκφηεηαο έρεη 

κεγαιχηεξε κεηαβιεηφηεηα ζε κεγαιχηεξεο ειηθίεο. 

Δπίζεο, πξέπεη λα έρνπκε θαηά λνπ φηη , αλεμάξηεηα απφ ηε κέζνδν ηεο πξνβνιήο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη, αξθεηά πξνβιήκαηα πξνθχπηνπλ, ηδίσο, ιφγσ ηεο αλαθξίβεηαο ησλ 

δηαζέζηκσλ δεδνκέλσλ θαη ηεο κεηαβιεηφηεηαο ιφγσ ησλ κηθξψλ αλνηγκάησλ ζε 

θίλδπλν . 

Έλαο ζεκαληηθφο παξάγνληαο ζηελ επηινγή ηνπ κνληέινπ είλαη αλ ην κνληέιν ζα 

πξέπεη λα ζπκπεξηιάβεη ηηο καθξνπξφζεζκεο ηάζεηο ή ελδερφκελα ζνθ. Γηα παξάδεηγκα 

, εάλ θάπνηνο ιάβεη ππφςε ηνπ ηηο επηπηψζεηο κηαο πηζαλήο παλδεκίαο, ηφηε ζα ήηαλ 

θαηάιιειν έλα κνληέιν  πνπ ζα κπνξνχζε λα ελζσκαηψζεη ην "ζνθ" κε δπζκελείο 

επηπηψζεηο ζηε ζλεζηκφηεηα. Καζψο ππάξρνπλ πεξηνξηζκέλα ηζηνξηθά ζηνηρεία γηα ηα 

ζνθ ζα πξέπεη γεληθά λα ελζσκαησζεί θαη ε γλψκε θάπνησλ εκπεηξνγλσκφλσλ (Van 

Broekhoven, 2002) . 
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Δπηπιένλ, κνληειηζηέο ζα πξέπεη λα επαλεμεηάζνπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ηεο απιφηεηαο 

θαη ηεο αθξίβεηαο .Οη Cairns et al (2007) παξέρνπλ κηα ιίζηα κε ηα πνηνηηθά θξηηήξηα 

πνπ ζα πξέπεη λα ζεσξεζνχλ θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο επηινγήο ηνπ κνληέινπ. 

4.3 Εφαρμογό των μοντϋλων 
 

Υξεζηκνπνηψληαο δεδνκέλα πιεζπζκνχ ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηψλ απφ ην 1968 

κέρξη ην 2003 πνπ αθνξνχζαλ άηνκα ειηθίαο απφ 60 κέρξη 89 εηψλ γηα θάζε κνληέιν 

μερσξηζηά κέζσ ηεο R πξνέθπςαλ  ηέζζεξηο δηαθνξεηηθνί αλαινγηζηηθνί πίλαθεο κε ην 

ίδην επηηφθην ζε φινπο, ίζν κε 3 %. Απηνί νη πίλαθεο ζλεζηκφηεηαο ππάξρνπλ 

αλαιπηηθά γηα ην θάζε κνληέιν ζην Παξάξηεκα (Πίλαθεο Θλεζηκφηεηαο). 

Μέζσ απηψλ ησλ πηλάθσλ ππνινγίζηεθαλ γηα θάζε κνληέιν ηηο ηηκέο πνπ παίξλεη 

θάζε θνξά κηα ηζφβηα αζθάιηζε ζαλάηνπ  (𝑃𝑥), κηα ηζφβηα κέιινπζα n-εηψλ 

ιεμηπξφζεζκε ξάληα δσήο ( 𝑎𝑥𝑛| ), κηα ηζφβηα κέιινπζα n-εηψλ πξνθαηαβιεηέα ξάληα 

δσήο ( 𝑎 𝑥𝑛| ), κηα πξφζθαηξε n–εηψλ άκεζε ιεμηπξφζεζκε ξάληα δσήο (𝛼 𝑥 :𝑛 ), κηα 

πξφζθαηξε n-εηψλ άκεζε πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο (𝛼  𝑥 :𝑛 ), κηα ηζφβηα ιεμηπξφζεζκε 

ξάληα δσήο (𝛼𝑥 ), κηα ηζφβηα πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο (𝑎 𝑥 ), κηα πξφζθαηξε 

αζθάιηζε 𝑛 εηψλ(𝐴𝑥: 𝑛 
1  ), θα κηα ηζφβηα αζθάιηζε(𝛢𝑥 ). 

Γηα λα γίλεη ζαθέο πψο ην θάζε κνληέιν κπνξεί λα επεξεάζεη κηα ξάληα ή κηα 

αζθάιηζε δσήο θαη θαη’ επέθηαζε έλα αζθάιηζηξν, ζπγθξίλακε ηα απνηειέζκαηα ηεο 

ίδηαο ξάληαο θάζε θνξά ρξεζηκνπνηψληαο ηα ηέζζεξα δηαθνξεηηθά κνληέια γηα ειηθίεο 

αηφκσλ απφ 60 εψο 72 εηψλ. 

Υαξαθηεξηζηηθά είλαη ηα αθφινπζα απνηειέζκαηα: 
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Πίνακαρ 1: Σηκέο ηεο  𝑎 𝑥: 𝑛   γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 

 

 

 

 

Γπάθημα 1: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝑎 𝑥: 𝑛  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πξφζθαηξε n-εηψλ άκεζε πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο παξαηεξνχκε φηη νη ηηκέο 

ηεο έρνπλ θάπνηα απφθιηζε απφ ηελ ειηθία ησλ 60 εηψλ σο 65 εηψλ. Πην ζπγθεθξηκέλα 

ζηελ ειηθία ησλ 60 εηψλ ηελ πςειφηεξε ηηκή έρεη ην κνληέιν ησλ Cairns Blake & 

Dowd (9,4718) θαη ηε ρακειφηεξε ην κνληέιν ησλ Renshaw – Haberman (9,1185).  

Αληίζεηα απφ ηα 66 έηε σο ηα 72 παξαηεξνχκε φηη νη θακπχιεο ζρεδφλ ηαπηίδνληαη θαη 

ηαπηφρξνλα αθνινπζνχλ κηα θζίλνπζα πνξεία θαζψο απμάλεηαη ε ειηθία θαη ε 

απφθιηζε ηεο κεγαιχηεξεο κε ηε κηθξφηεξε ηηκή γίλεηαη νινέλα θαη πην κηθξή κέρξη 
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πνπ θάπνηα ζηηγκή αληηζηξέθνληαη νη ξφινη κε απνηέιεζκα ην κνληέιν ησλ  Renshaw-

Haberman λα έρεη ηελ πςειφηεξε ηηκή (8,1879) θαη απηφ ησλ Cairns, Blake & Dowd 

ηε ρακειφηεξε (8,1508). 

 

Πίνακαρ 2: Σηκέο ηεο 𝛼𝑥: 𝑛  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 

 

 

 

Γπάθημα 2: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝛼𝑥: 𝑛  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πξφζθαηξε n-εηψλ άκεζε ιεμηπξφζεζκε ξάληα δσήο παξαηεξνχκε νη ηηκέο ηεο 

ξάληαο λα έρνπλ κηα ζρεηηθά κηθξή απφθιηζε κέρξη απφ ηελ ειηθία ησλ 60 σο 65 εηψλ 

κε ηελ πςειφηεξε λα είλαη απηή ηνπ κνληέινπ ησλ Cairns Blake & Dowd θαη ηε 

κηθξφηεξε ηνπ κνληέινπ ησλ Renshaw – Haberman. Kαζψο ε ειηθία απμάλεηαη σο ηα 
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72 έηε νη θακπχιεο ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ κε απνηέιεζκα νη ηηκέο ησλ κνληέισλ λα 

είλαη πνιχ θνληά ε κία κε ηελ άιιε θαη ζην ηειεπηαίν έηνο ησλ 72 εηψλ ε ηηκή ηνπ 

κνληέινπ ησλ Renshaw – Haberman γίλεηαη ε πςειφηεξε (7,5317) ελψ ε ηηκή ηνπ 

κνληέινπ ησλ Cairns Blake & Dowd ε ρακειφηεξε (7,4909). Δπίζεο ε πνξεία ησλ 

θακππιψλ είλαη θζίλνπζα θαζψο απμάλεηαη ε ειηθία. 

 

Πίνακαρ 3: Σηκέο ηηκψλ ηεο 𝑎 𝑥𝑛/  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 

 

 

 

Γπάθημα 3: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝑎 𝑥𝑛/  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 
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΢ηελ ηζφβηα κέιινπζα n-εηψλ πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο παξαηεξνχκε κηα κηθξή 

απφθιηζε ησλ ηηκψλ ηεο ξάληαο ζχκθσλα κε ηα ηέζζεξα κνληέια πνπ κειεηάκε γηα ηηο 

ειηθίεο απφ 60 σο 63 εηψλ. Η πςειφηεξε ηηκή παξαηεξείηαη ζην κνληέιν ησλ Cairns 

Blake & Dowd θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ ησλ Renshaw – Haberman. Απφ θεη θαη 

κεηά νη ηηκέο ζρεδφλ ηαπηίδνληαη θαζψο απμάλεηαη ε ειηθία, θαη ζηελ ειηθία ησλ 72 

ρξφλσλ ηειηθά ε πςειφηεξε ηηκή αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Renshaw – Haberman 

(1,4692) θαη ε ρακειφηεξε αλήθεη ζε απηφ ησλ ησλ Cairns Blake & Dowd (1,4615). 

Γεληθφηεξα νη θακπχιεο ζε φιεο ηηο ειηθίεο αθνινπζνχλ θζίλνπζα πνξεία. 

 

Πίνακαρ 4: Σηκέο ηεο 𝛼𝑥  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 

 

 

 

Γπάθημα 4: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝛼𝑥  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

8.0000

9.0000

10.0000

11.0000

12.0000

13.0000

14.0000

60616263646566676869707172

τι
μ

έσ
 ι

ς
ό

β
ια

σ 
λη

ξι
π

ρ
ό

θ
ες

μ
η

σ 
ρ

ά
ντ

α
σ

ηλικία x

Lee-Carter

Renshaw-Haberman

Currie

Cairns,Blake&Dowd



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   79 

΢ηελ ηζφβηα ιεμηπξφζεζκε ξάληα δσήο παξαηεξνχκε φηη νη πςειφηεξεο ηηκέο είλαη 

απηέο ηνπ κνληέινπ ησλ ησλ Cairns Blake & Dowd γηα ηηο ειηθίεο απφ 60 σο 63 εηψλ 

θαη νη ρακειφηεξεο ηνπ κνληέινπ ησλ Renshaw – Haberman. Απφ ηελ ειηθία ησλ 64 

εηψλ θαη κεηά νη θακπχιεο ζρεδφλ ηαπηίδνληαη θαη ζηελ ειηθία ησλ 72 εηψλ ε 

πςειφηεξε ηηκή είλαη απηή ηνπ κνληέινπ ησλ Renshaw – Haberman (8,6570) θαη ε 

κηθξφηεξε ηνπ κνληέινπ ησλ Cairns Blake & Dowd (8,6123). Η πνξεία ησλ θακππιψλ 

απφ ηα 60 σο ηα 72 έηε αθνινπζνχλ θζίλνπζα πνξεία. 

 

Πίνακαρ 5: Σηκέο ηεο 𝛼 𝑥  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 

 

 

 

Γπάθημα 5: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝛼 𝑥κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 
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΢ηελ ηζφβηα πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο παξαηεξνχκε φηη νη ηηκέο ηεο έρνπλ θάπνηα 

απφθιηζε απφ ηελ ειηθία ησλ 60 εηψλ σο 63 εηψλ. Πην ζπγθεθξηκέλα ζηελ ειηθία ησλ 

60 εηψλ ηελ πςειφηεξε ηηκή έρεη ην κνληέιν ησλ Cairns Blake & Dowd (14,7822) θαη 

ηε ρακειφηεξε ην κνληέιν ησλ Renshaw – Haberman (14,1750). Αληίζεηα απφ ηα 64 

έηε σο ηα 72 παξαηεξνχκε φηη νη θακπχιεο ζρεδφλ ηαπηίδνληαη θαη ηαπηφρξνλα 

αθνινπζνχλ κηα θζίλνπζα πνξεία θαζψο απμάλεηαη ε ειηθία θαη ε απφθιηζε ηεο 

κεγαιχηεξεο κε ηε κηθξφηεξε ηηκή γίλεηαη νινέλα θαη πην κηθξή κέρξη πνπ θάπνηα 

ζηηγκή αληηζηξέθνληαη νη ξφινη κε απνηέιεζκα ην κνληέιν ησλ Renshaw-Haberman λα 

έρεη ηελ πςειφηεξε ηηκή (9,6570) θαη απηφ ησλ Cairns, Blake & Dowd ηε ρακειφηεξε 

(9,6123). 

 

Πίνακαρ 6: Σηκέο ηεο 𝛢𝑥  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 
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Γπάθημα 6: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝛢𝑥  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ηζφβηαο αζθάιηζεο παξαηεξνχκε φηη νη πςειφηεξεο ηηκέο γηα ηα 

έηε απφ 60 κέρξη 63 αλήθνπλ ζην κνληέιν ησλ Renshaw – Haberman θαη νη 

ρακειφηεξεο ζε απηφ ησλ Cairns Blake & Dowd. Απφ ηελ ειηθία ησλ 64 κέρξη 72 εηψλ 

νη ηηκέο είλαη παξαπιήζηεο θαζψο νη θακπχιεο ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ έρνληαο 

γεληθφηεξα κηα αλνδηθή πνξεία. ΢ηελ ειηθία ησλ 72 εηψλ θαηαιήγνπκε λα έρνπκε ηελ 

πςειφηεξε ηηκή ζην κνληέιν ησλ Cairns Blake & Dowd (0,7200) θαη ηε ρακειφηεξε 

ζε απηφ ησλ ησλ Renshaw – Haberman (0,7187). 

 

Πίνακαρ 7: Σηκέο ηεο 𝑃𝑥  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 
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Γπάθημα 7: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο  𝑃𝑥  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ηζφβηαο αζθάιηζεο ζαλάηνπ παξαηεξνχκε φηη νη πςειφηεξεο ηηκέο 

γηα ηα έηε απφ 60 κέρξη 63 αλήθνπλ ζην κνληέιν ησλ  Renshaw – Haberman θαη νη 

ρακειφηεξεο ζε απηφ ησλ Cairns Blake & Dowd. Απφ ηελ ειηθία ησλ 64 κέρξη 72 εηψλ 

νη ηηκέο είλαη πνιχ θνληά κεηαμχ ηνπο θαζψο νη θακπχιεο ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ 

έρνληαο γεληθφηεξα κηα αλνδηθή πνξεία. ΢ηελ ειηθία ησλ 72 εηψλ θαηαιήγνπκε λα 

έρνπκε ηελ πςειφηεξε ηηκή ζην κνληέιν ησλ Cairns Blake & Dowd (0,0749) θαη ηε 

ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ ησλ Renshaw – Haberman (0,0744). 

 

Πίνακαρ 8: Σηκέο ηεο 𝛢𝑥: 𝑛 
1  γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 
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Γπάθημα 8: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝛢𝑥: 𝑛 
1  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο πξφζθαηξεο αζθάιηζεο 𝑛 εηψλ παξαηεξνχκε φηη νη πςειφηεξεο 

ηηκέο γηα ηα έηε απφ 60 κέρξη 67 αλήθνπλ ζην κνληέιν ησλ  Renshaw – Haberman θαη 

νη ρακειφηεξεο ζε απηφ ησλ Cairns Blake & Dowd. Απφ ηελ ειηθία ησλ 68 κέρξη 72 

εηψλ νη ηηκέο είλαη παξαπιήζηεο θαζψο νη θακπχιεο ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ έρνληαο 

γεληθφηεξα κηα αλνδηθή πνξεία. ΢ηελ ειηθία ησλ 72 εηψλ θαηαιήγνπκε λα έρνπκε ηελ 

πςειφηεξε ηηκή ζην κνληέιν ησλ Currie (0,0332) θαη ηε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ ησλ 

Renshaw – Haberman θαη Lee - Carter(0,0323). 

Πίνακαρ 9 : Πίλαθαο ηηκψλ ηεο 𝑎𝑥𝑛/   γηα 12 ρξφληα ζχκθσλα κε ην θάζε κνληέιν. 
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Γπάθημα 9: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ ηεο  𝑎𝑥𝑛/  κε ηελ ειηθία γηα ην θάζε κνληέιν. 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ιεμηπξφζεζκεο ξάληαο δσήο παξαηεξνχκε φηη νη πςειφηεξεο ηηκέο 

γηα ηα έηε απφ 60 κέρξη 63 αλήθνπλ ζηα κνληέια ησλ ησλ Cairns Blake & Dowd θαη 

ησλ Lee – Carter θαη νη ρακειφηεξεο ζε απηφ ησλ Renshaw – Haberman. Απφ ηελ 

ειηθία ησλ 64 κέρξη 72 εηψλ νη ηηκέο είλαη πνιχ θνληά κεηαμχ ηνπο θαζψο νη θακπχιεο 

ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ έρνληαο γεληθφηεξα κηα θαζνδηθή πνξεία. ΢ηελ ειηθία ησλ 72 

εηψλ θαηαιήγνπκε λα έρνπκε ηελ πςειφηεξε ηηκή ζην κνληέιν ησλ Renshaw – 

Haberman (1,1253) θαη ηε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ Lee - Carter (1,1127). 

 

΢ηε ζπλέρεηα, έρνληαο ζηαζεξή ηελ ειηθία ίζε κε 60 έηε κε ην ίδην επηηφθην, θαη 

αιιάδνληαο ηα ρξφληα ζχλαςεο ησλ ζπκβνιαίσλ εμάγακε απφ ηελ R ηα αθφινπζα 

απνηειέζκαηα γηα ηελ ηζφβηα πξνθαηαβιεηέα ξάληα δσήο (𝑎 𝑥 ), ηε θζίλνπζα εηεζίσο 

πξφζθαηξε αζθάιηζε 𝑛εηψλ ( 𝐷𝐴 𝑥: 𝑛 
1 ), ηελ απμάλνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε αζθάιηζε 

𝑛 εηψλ ( 𝐼𝐴 𝑥: 𝑛 
1 ), ηε κέιινπζα αζθάιηζε 𝑛εηψλ ή θαζαξήο πξνηθνδφηηζεο (𝐴𝑥: 𝑛 

      1), θαη 

ηελ πξφζθαηξε αζθάιηζε 𝑛 εηψλ(𝐴𝑥: 𝑛 
1 ). 

΢πγθξίλνληαο ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ νδεγνχκαζηε ζε αλάινγα ζπκπεξάζκαηα 

πνπ θάλακε θαη πξνεγνπκέλσο ηφζν γηα ηηο ξάληεο φζν θαη γηα ηηο αζθαιίζεηο. 
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Πίνακαρ 10: Γηαθνξεηηθέο ηηκέο αζθαιίζεσλ θαη ξαληψλ αλάινγα ην κνληέιν γηα 10 

ρξφληα. 

 

΢ηνλ Πίλαθα 10 παξαηεξνχκε ε πςειφηεξε ηηκή λα αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Renshaw-

Haberman θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ Cairns Blake & Dowd γηα ηηο αζθαιίζεηο 

ελψ ην αληίζεην ζπκβαίλεη γηα ηε ξάληα. 

Πίνακαρ 11: Γηαθνξεηηθέο ηηκέο αζθαιίζεσλ θαη ξαληψλ αλάινγα ην κνληέιν γηα 15      

ρξφληα. 

 

΢ηνλ Πίλαθα 11 παξαηεξψληαο ηηο ηηκέο ζπκπεξαίλνπκε φηη ε πςειφηεξε ηηκή λα 

αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Renshaw-Haberman θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ Cairns 

Blake & Dowd γηα ηηο αζθαιίζεηο κε εμαίξεζε ηελ αχμνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε 

αζθάιηζε n-εηψλ. Γηα ηε ξάληα ε πςειφηεξε ηηκή αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Cairns, 

Blake & Dowd (11,0267) θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ  Renshaw-Haberman 

(10,5931). 

 

Πίνακαρ 12: Γηαθνξεηηθέο ηηκέο αζθαιίζεσλ θαη ξαληψλ αλάινγα ην κνληέιν γηα 20 

ρξφληα. 

 

΢ηνλ Πίλαθα 12 παξαηεξνχκε φηη ε πςειφηεξε ηηκή αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Renshaw-

Haberman θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ Lee-Carter γηα ηηο αζθαιίζεηο, κε εμαίξεζε 

ηελ αχμνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε αζθάιηζε n-εηψλ. Γηα ηε ξάληα ε πςειφηεξε ηηκή 
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αλήθεη ζην κνληέιν ησλ Cairns, Blake & Dowd (12,9617) θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ 

ησλ Renshaw-Haberman (12,4349). 

 

Πίνακαρ 13: Γηαθνξεηηθέο ηηκέο αζθαιίζεσλ θαη ξαληψλ αλάινγα ην κνληέιν γηα 25 

ρξφληα. 

 

Απφ ηνλ Πίλαθα 13 παξαηεξνχκε φηη ε πςειφηεξε ηηκή αλήθεη ζην κνληέιν ησλ 

Renshaw-Haberman θαη ε ρακειφηεξε ζε απηφ ησλ Lee-Carter γηα ηηο αζθαιίζεηο, κε 

εμαίξεζε ηελ αχμνπζα εηεζίσο πξφζθαηξε αζθάιηζε n-εηψλ. Γηα ηε ξάληα ηελ 

πςειφηεξε ηηκή έρεη θαη πάιη ην κνληέιν ησλ Cairns, Blake & Dowd (14,1627) θαη ηε 

ρακειφηεξε απηφ ησλ Renshaw-Haberman(13,5858). 

Οη πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ πεξηιακβάλνπλ ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ησλ 

κνληέισλ πνπ εμάγακε απφ ηελ R γηα θαζέλα κνληέιν μερσξηζηά. 

 

Πίνακαρ 14: Σηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝛽1 θαη 𝛽2 γηα ην κνληέιν ησλ Lee-Carter. 

 

O ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη: npar=94 

 θαη ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ BIC είλαη:  ΒΙC=-12590.04 

 

-4.0512 -3.9770 -3.8683 -3.8036 -3.7320 -3.6374 -3.5680

3.4837 -3.3912 -3.3190 -3.2207 -3.1542 -3.0565 -2.9735

-2.8979 -2.8170 -2.7390 -2.6635 -2.5944 -2.5068 -2.3882

-2.3290 -2.2432 -2.1640 -2.0823 -1.9873 -1.9036 -1.8271

-1.7396 -1.6986

0.0486 0.0447 0.0454 0.0455 0.0450 0.0460

0.0424 0.0431 0.0408 0.0401 0.0423 0.0381

0.0415 0.0371 0.0375 0.0377 0.0353 0.0334

0.0322 0.0321 0.0322 0.0242 0.0237 0.0221

0.0205 0.0164 0.0146 0.0142 0.0152 0.0081

 LEE-CARTER

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b1

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b2



Παλεπηζηήκην Πεηξαηά – Σκήκα ΢ηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο Δπηζηήκεο 

ΠΜΣ – Αλαινγηζηηθή Επηζηήκε θαη Δηνηθεηηθή Κηλδύλνπ 

Ννχιεο Γεκήηξηνο – Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   87 

Πίνακαρ 15: Σηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝛽1 θαη 𝛽2 θαη 𝛽3γηα ην κνληέιν ησλ Renshaw-

Haberman. 

 

 

 

O ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη: npar=187 

 θαη ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ BIC είλαη:  ΒΙC=-10383.25 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-3.7908 -3.7437 -3.6571 -3.6042 -3.5534 -3.4739 -3.4406

-3.3692 -3.2965 -3.2425 -3.1694 -3.1202 -3.0401 -2.9760

-2.9191 -2.8567 -2.7957 -2.7311 -2.6970 -2.6241 -2.4884

-2.4409 -2.3717 -2.2961 -2.2128 -2.1534 -2.0342 -2.0104

-1.9829 -1.8689

0.0152 0.0257 0.0189 0.0262 0.0274 0.0309

0.0213 0.0301 0.0380 0.0395 0.0091 0.0310

0.0269 0.0327 0.0315 0.0293 0.0326 0.0235

0.0647 0.0556 0.0046 0.0330 0.0362 0.0307

0.0246 0.0546 0.0280 0.0531 0.0721 0.0528

0.0360 0.0352 0.0350 0.0367 0.0369 0.0384

0.0347 0.0369 0.0369 0.0375 0.0342 0.0351

0.0373 0.0356 0.0363 0.0367 0.0358 0.0328

0.0407 0.0391 0.0289 0.0284 0.0292 0.0271

0.0245 0.0282 0.0207 0.0275 0.0346 0.0231

RENSHAW-HABERMAN

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b1

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b2

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b3
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Πίνακαρ 16: Σηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝛽1 θαη 𝛽2 θαη 𝛽3 γηα ην κνληέιν ησλ Currie. 

 

O ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη: npar=128 

 θαη ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ BIC  είλαη:  ΒΙC=-12296.35 

 

Πίνακαρ 17: Σηκέο ησλ παξακέηξσλ 𝛽2 θαη 𝛽3 θαη θαη 𝛽4 γηα ην κνληέιν ησλ Cairns 

Blake & Dowd 

 

 

O ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη: npar=72 

 θαη ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ BIC είλαη:   ΒΙC=-16369.99  

-4.0032 -3.9397 -3.8355 -3.7757 -3.7097 -3.6197 -3.5562

-3.4759 -3.3871 -3.3173 -3.2214 -3.1575 -3.0623 -2.9805

-2.9066 -2.8268 -2.7490 -2.6730 -2.6022 -2.5141 -2.3952

-2.3291 -2.2414 -2.1590 -2.0727 -1.9644 -1.8743 -1.7952

-1.7090 -1.6440

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333 0.0333

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b3

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b2

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b1

                 CURRIE

-14.5 -13.5 -12.5 -11.5 -10.5 -9.5 -8.5 -7.5 -6.5 -5.5 -4.5 -3.5

-2.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5

9.5 10.5 11.5 12.5 13.5 14.5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

135.3333 107.3333 81.3333 57.3333 35.3333 15.3333

-2.6667 -18.6667 -32.6667 -44.6667 -54.6667 -62.6667

-68.6667 -72.6667 -74.6667 -74.6667 -72.6667 -68.6667

-62.6667 -54.6667 -44.6667 -32.6667 -18.6667 -2.6667

15.3333 35.3333 57.3333 81.3333 107.3333 135.3333

CAIRNS BLAKE AND DOWD

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b2

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b3

ΠΑΡΑΜΕΣΡΟ΢ b4
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5  

΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ – ΠΡΟΣΑ΢ΕΙ΢ 
 

Υξεζηκνπνηψληαο ηα πξνεγνχκελα κνληέια θαη θάλνληαο ζχγθξηζε ζηηο ηηκέο πνπ 

εμάγακε κπνξνχκε λα βγάινπκε ηα ζπκπεξάζκαηά καο ζρεηηθά κε ηελ επηινγή ηνπ 

κνληέινπ. Γεληθά δελ ππάξρεη θάπνην κνληέιν πνπ λα ζεσξείηαη θαιχηεξν απφ ην 

άιιν. Πην κνληέιν είλαη απηφ πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη θάπνηνο εμαξηάηαη απφ ηα 

δεδνκέλα πνπ πξφθεηηαη λα ρξεζηκνπνηήζεη. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία ζχκθσλα κε ηα 

απνηειέζκαηά καο είδακε πψο ην θάζε κνληέιν κπνξεί λα επεξεάζεη ηηο ηηκέο ησλ 

αζθαιίζεσλ θαη ησλ ξαληψλ. Eπίζεο κπνξεί θάπνηνο λα ζπγθξίλεη ηηο δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηεί ην θάζε κνληέιν θαζψο θαη ην ζπλνιηθφ 

αξηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ θάζε κνληέινπ. ΢ηελ πεξίπησζή καο γηα ηελ επηινγή ηνπ 

θαηαιιειφηεξνπ κνληέινπ ιακβάλνπκε ππφςε ηα απνηειέζκαηα ηνπ θξηηεξίνπ BIC 

θαη επηιέγνπκε ην κνληέιν ησλ Renshaw - Haberman. 

Θα είρε ελδηαθέξνλ λα δηεξεπλεζεί πνηα ζα είλαη ηα απνηειέζκαηα αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε δεδνκέλα πεξηζζφηεξσλ εηψλ θάλνληαο εθαξκνγή θαη ζε 

 δηαθνξεηηθά παξάγσγα ρξεκαηννηθνλνκηθά πξντφληα.
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Πίνακαρ I: Πίλαθαο ζλεζηκφηεηαο πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν ησλ Lee - Carter 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α/α x lx Dx Nx Cx Mx Rx

1 60 100000 100000.000 1475346.177 1140.777 57028.752 1019133.501

2 61 98825 95946.602 1375346.177 1215.006 55887.975 962104.749

3 62 97536 91937.035 1279399.575 1290.350 54672.969 906216.774

4 63 96126 87968.907 1187462.541 1314.961 53382.620 851543.804

5 64 94646 84091.745 1099493.634 1355.158 52067.659 798161.185

6 65 93075 80287.313 1015401.888 1410.323 50712.500 746093.526

7 66 91391 76538.524 935114.576 1482.266 49302.177 695381.026

8 67 89568 72826.980 858576.052 1523.560 47819.911 646078.849

9 68 87638 69182.246 785749.072 1615.606 46296.351 598258.938

10 69 85530 65551.623 716566.825 1652.633 44680.745 551962.587

11 70 83309 61989.720 651015.202 1692.633 43028.112 507281.842

12 71 80966 58491.561 589025.482 1761.866 41335.479 464253.730

13 72 78454 55026.057 530533.921 1777.283 39573.613 422918.251

14 73 75844 51646.073 475507.864 1872.286 37796.330 383344.638

15 74 73012 48269.533 423861.791 1879.372 35924.044 345548.308

16 75 70084 44984.253 375592.257 1891.935 34044.672 309624.264

17 76 67048 41782.097 330608.005 1933.633 32152.738 275579.591

18 77 63852 38631.510 288825.908 1953.087 30219.105 243426.854

19 78 60527 35553.233 250194.398 1940.683 28266.018 213207.749

20 79 57124 32577.019 214641.164 1936.204 26325.335 184941.731

21 80 53627 29691.970 182064.145 1978.181 24389.130 158616.396

22 81 49947 26848.974 152372.175 2012.939 22410.949 134227.266

23 82 46090 24054.025 125523.202 1965.964 20398.010 111816.317

24 83 42210 21387.459 101469.176 1908.703 18432.046 91418.307

25 84 38330 18855.820 80081.718 1841.169 16523.343 72986.261

26 85 34475 16465.452 61225.898 1813.510 14682.173 56462.918

27 86 30564 14172.366 44760.446 1712.519 12868.663 41780.745

28 87 26760 12047.059 30588.080 1568.668 11156.144 28912.081

29 88 23171 10127.505 18541.021 1419.014 9587.476 17755.937

30 89 19827 8413.515 8413.515 8168.461 8168.461 8168.461
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Πίνακαρ II: Πίλαθαο ζλεζηκφηεηαο πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν ησλ  

Renshaw –  Haberman 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     α/α x lx Dx Nx Cx Mx Rx

1 60 100000 100000 1417499 2220.388 58713.63 981873.6

2 61 97713 94866.99 1317499 2244.321 56493.24 923160

3 62 95332 89859.55 1222632 2290.6 54248.92 866666.7

4 63 92829 84951.69 1132772 2308.289 51958.32 812417.8

5 64 90231 80169.08 1047820 1295.638 49650.03 760459.5

6 65 88729 76538.42 967651.4 1344.162 48354.39 710809.5

7 66 87124 72964.98 891113 1431.854 47010.23 662455.1

8 67 85363 69407.93 818148 1474.616 45578.38 615444.8

9 68 83495 65911.72 748740.1 1532.067 44103.76 569866.5

10 69 81496 62459.9 682828.3 1603.522 42571.69 525762.7

11 70 79341 59037.16 620368.4 1636.284 40968.17 483191

12 71 77076 55681.34 561331.3 1698.742 39331.89 442222.8

13 72 74654 52360.81 505649.9 1689.44 37633.15 402890.9

14 73 72173 49146.3 453289.1 1764.523 35943.71 365257.8

15 74 69504 45950.33 404142.8 1781.809 34179.18 329314.1

16 75 66728 42830.16 358192.5 1797.213 32397.37 295134.9

17 76 63844 39785.47 315362.3 1857.4 30600.16 262737.5

18 77 60774 36769.27 275576.9 1883.775 28742.76 232137.4

19 78 57567 33814.55 238807.6 1840.883 26858.99 203394.6

20 79 54339 30988.77 204993 1839.865 25018.1 176535.6

21 80 51016 28246.32 174004.3 1894.324 23178.24 151517.5

22 81 47492 25529.29 145757.9 1886.119 21283.91 128339.3

23 82 43878 22899.6 120228.7 1829.664 19397.79 107055.4

24 83 40267 20402.96 97329.05 1806.381 17568.13 87657.59

25 84 36595 18002.32 76926.09 1722.723 15761.75 70089.46

26 85 32988 15755.25 58923.78 1690.631 14039.03 54327.71

27 86 29342 13605.73 43168.53 1613.027 12348.4 40288.69

28 87 25759 11596.42 29562.8 1469.015 10735.37 27940.29

29 88 22398 9789.645 17966.38 1327.78 9266.353 17204.93

30 89 19269 8176.73 8176.73 7938.573 7938.573 7938.573
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Πίνακαρ III: Πίλαθαο ζλεζηκφηεηαο πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν ησλ Currie et al 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     α/α x lx Dx Nx Cx Mx Rx

1 60 100000 100000 1459153 1417.476 57500.398 1008792.125

2 61 98540 95669.9 1359153 1445 56082.922 951291.727

3 62 97007 91438.4 1263483.09 1531.947 54637.923 895208.804

4 63 95333 87243.2 1172044.69 1550.41 53105.976 840570.881

5 64 93588 83151.73 1084801.49 1352.571 51555.566 787464.906

6 65 92020 79377.26 1001649.77 1418.698 50202.995 735909.34

7 66 90326 75646.6 922272.51 1479.827 48784.297 685706.344

8 67 88506 71963.48 846625.9 1541.716 47304.47 636922.048

9 68 86553 68325.74 774662.43 1585.716 45762.754 589617.577

10 69 84484 64749.95 706336.69 1672.723 44177.038 543854.823

11 70 82236 61191.31 641586.74 1735.978 42504.315 499677.785

12 71 79833 57673.06 580395.43 1761.866 40768.336 457173.47

13 72 77321 54231.39 522722.37 1803.159 39006.47 416405.134

14 73 74673 50848.68 468490.98 1837.908 37203.311 377398.663

15 74 71893 47529.74 417642.3 1876.162 35365.404 340195.352

16 75 68970 44269.22 370112.56 1906.891 33489.241 304829.949

17 76 65910 41072.93 325843.34 1946.943 31582.35 271340.708

18 77 62692 37929.69 284770.41 1957.786 29635.407 239758.357

19 78 59359 34867.16 246840.71 1924.145 27677.621 210122.95

20 79 55985 31927.46 211973.56 1929.006 25753.476 182445.329

21 80 52501 29068.53 180046.1 1971.193 23824.47 156691.853

22 81 48834 26250.68 150977.56 1887.163 21853.277 132867.383

23 82 45218 23598.94 124726.88 1849.425 19966.113 111014.107

24 83 41568 21062.16 101127.95 1829.993 18116.688 91047.993

25 84 37848 18618.71 80065.79 1731.798 16286.695 72931.305

26 85 34222 16344.62 61447.08 1714.279 14554.897 56644.61

27 86 30525 14154.28 45102.46 1617.529 12840.618 42089.713

28 87 26932 12124.49 30948.18 1510.974 11223.088 29249.095

29 88 23475 10260.38 18823.69 1398.221 9712.114 18026.007

30 89 20180 8563.31 8563.31 8313.893 8313.893 8313.893
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Πίνακαρ IV: Πίλαθαο ζλεζηκφηεηαο πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν ησλ  

Cairns, Blake & Dowd 

 

   α/α x lx Dx Nx Cx Mx Rx

1 60 100000 100000 1478218 1090.291 56945.1 1021154

2 61 98877 95997.09 1378218 1149.024 55854.81 964209.1

3 62 97658 92052.03 1282221 1209.817 54705.79 908354.3

4 63 96336 88161.09 1190169 1270.536 53495.97 853648.5

5 64 94906 84322.75 1102008 1334.456 52225.43 800152.5

6 65 93359 80532.29 1017685 1397.761 50890.98 747927.1

7 66 91690 76788.93 937152.9 1461.939 49493.22 697036.1

8 67 89892 73090.42 860363.9 1525.928 48031.28 647542.9

9 68 87959 69435.65 787273.5 1590.315 46505.35 599511.6

10 69 85884 65822.94 717837.9 1652.633 44915.04 553006.2

11 70 83663 62253.13 652014.9 1712.861 43262.4 508091.2

12 71 81292 58727.07 589761.8 1770.984 41549.54 464828.8

13 72 78767 55245.59 531034.7 1824.95 39778.56 423279.3

14 73 76087 51811.55 475789.2 1874.93 37953.61 383500.7

15 74 73251 48427.54 423977.6 1917.883 36078.68 345547.1

16 75 70263 45099.15 375550.1 1955.498 34160.79 309468.4

17 76 67125 41830.08 330450.9 1984.454 32205.3 275307.6

18 77 63845 38627.28 288620.8 2004.19 30220.84 243102.3

19 78 60433 35498.02 249993.6 2013.11 28216.65 212881.5

20 79 56903 32450.99 214495.6 2010.95 26203.54 184664.8

21 80 53271 29494.86 182044.6 1995.92 24192.59 158461.3

22 81 49558 26639.87 152549.7 1968.057 22196.67 134268.7

23 82 45787 23895.89 125909.8 1924.922 20228.62 112072

24 83 41988 21274.97 102013.9 1868.856 18303.69 91843.41

25 84 38189 18786.46 80738.97 1797.23 16434.84 73539.72

26 85 34426 16442.05 61952.52 1711.961 14637.61 57104.88

27 86 30734 14251.19 45510.47 1614.378 12925.65 42467.27

28 87 27148 12221.73 31259.27 1503.981 11311.27 29541.63

29 88 23707 10361.78 19037.54 1384.218 9807.287 18230.36

30 89 20445 8675.761 8675.761 8423.069 8423.069 8423.069




