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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 Eisagwg  sth Mètrhsh KindÔnou

H mètrhsh tou kindÔnou thc agor�c eÐnai èna mètro thc abebaiìthtac gia thn mellon-

tik  axÐa enìc qartofulakÐou, dhlad  èna mètro thc abebaiìthtac thc mellontik c

apìdoshc tou qartofulakÐou, dhlad  tou kèrdouc kai thc zhmÐac tou. O jemeli¸dhc

skopìc tou mètrou autoÔ eÐnai na sunoyÐsei to endeqìmeno na up�rqei apìklish apì

ton stìqo pou èqei oriojethjeÐ   thn anamenìmenh tim  pou perimènoume. Gia ton

kajorismì thc diaspor�c enìc qartofulakÐou apodìsewn, prèpei na gnwrÐzoume thn

dunatìthta pou èqoun oi apodìseic twn periousiak¸n stoiqeÐwn pou to apartÐzoun

na diafèroun metaxÔ touc kaj¸c epÐshc kai to kat� pìso h metabol  thc tim c enìc

periousiakoÔ stoiqeÐou mporeÐ na ephre�sei thn tim  enìc �llou. H metablhtìthta

kai h susqètish mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia ton upologismì tou kindÔnou enìc

qartofulakÐou, all� eÐnai epark  mìno ìtan to periousiakì stoiqeÐo   oi apodìseic

tou èqoun polumetablht  kanonik  katanom . 'Otan oi apodìseic den èqoun polu-

3



metablht  kanonik  katanom  (  polumetablht  katanom  Student’s t), tìte eÐnai

akat�llhlh h qr sh thc metablhtìthtac kai thc susqètishc gia na apeikonÐsoun thn

abebaiìthta sthn mellontik  axÐa tou qartofulakÐou (Studer, G. and L’othi, H.-J.

(1997)).

Akolouj¸ntac ta b mata twn meg�lwn diejn¸n trapez¸n kai thc nomojesÐac kat�

th di�rkeia thc dekaetÐac tou 1990, sqedìn ìla ta oikonomik� idrÔmata qrhsimopoioÔn

thn AxÐa se KÐnduno (Value at Risk   VaR) wc mètro mètrhshc tou kindÔnou. Aut 

h sqedìn pagkìsmia qr sh thc AxÐac se KÐnduno wc mètro kindÔnou èqei prokalèsei

pollèc suzht seic. PolloÐ epist monec sthn akadhmaðk  koinìthta diafwnoÔn ìson

afor� autì to ergaleÐo mètrhshc tou kindÔnou diìti den eÐnai sunepèc mètro kindÔnou,

gegonìc pou ta kajist� antÐjeto wc proc thn arq  thc diaforopoÐhshc tou kindÔnou

kai sunep¸c thc jemelÐwshc thc montèrnac jewrÐac qartofulakÐwn. Epiprosjètwc,

up�rqei èna sten� susqetismèno mètro kindÔnou, h upì sunj kh AxÐa se KÐnduno

(CVaR ). EÐnai aplì na ektimhjeÐ h upo sunj kh AxÐa se KÐnduno efìson èqei upo-

logisteÐ h AxÐa se KÐnduno, gi' autì èqei protajeÐ h qr sh thc upo sunj kh AxÐac

se KÐnduno antÐ thc AxÐac se KÐnduno (Szegf, G. (2004)).

Ta qarakthristik� pou kajistoÔn thn AxÐa se KÐnduno èna apotelesmatikì mètro

kindÔnou eÐnai ta ex c:

• AntapokrÐnetai sto posì pou mporeÐ na qajeÐ me k�poia epilegmènh pijanìthta.

• Metr� ton kÐnduno twn paragìntwn pou emperièqoun ton kÐnduno kaj¸c epÐshc

kai thc euaisjhsÐa aut¸n.

• MporeÐ na sugkrijeÐ an�mesa se diaforetikèc agorèc kai se diaforetikoÔc baj-

moÔc ekjèsewn se kÐnduno.
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• EÐnai èna mètro to opoÐo efarmìzetai se ìlec tic drasthriìthtec kai se ìlouc

touc tÔpouc kindÔnwn pagkosmÐwc.

• MporeÐ na metrhjeÐ se opoiod pote epÐpedo, apì mia atomik  sunallag    gia

olìklhro to qartoful�kio. EpÐshc mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia ìlh thn epi-

qeÐrhsh, kalÔptontac ìlouc touc kindÔnouc thc etairÐac sunolik�.

• 'Otan upologÐzetai, gia na brejeÐ h sunolik  AxÐa se KÐnduno gia polÔ meg�la

qartoful�kia,   analÔetai gia na apomon¸sei stoiqeÐa kindÔnwn pou antistoi-

qoÔn se diaforetikoÔc tÔpouc kindÔnwn, lamb�nei upìyh tic exart seic metaxÔ

twn stoiqeÐwn tou energhtikoÔ   tou qartofulakÐou.

H AxÐa se KÐnduno eÐnai èna posotikì mètro tou KindÔnou thc Agor�c (Market

Risk), to opoÐo prospajeÐ antikeimenik� na sundu�sei thn euaisjhsÐa enìc qarto-

fulakÐou se metabolèc thc Agor�c kai thc pijanìthtac pou èqei k�je metabol  na

sumbeÐ. EÐnai mia prosèggish tou kindÔnou, h opoÐa sumperilamb�nei to sÔnolo twn

paragìntwn pou mporeÐ na prokalèsoun zhmièc kai katal gei se èna kai mìno noÔ-

mero pou antiproswpeÔei thn sunolik  endeqìmenh zhmi� se dusmeneÐc sunj kec thc

agor�c. Ta parap�nw kajistoÔn thn AxÐa se KÐnduno wc èna exairetik� eÔqrhsto

ergaleÐo, èna bolikì shmeÐo anafor�c kai gi' autì eÐnai eurèwc diadedomènh h qr sh

tou wc mètro kindÔnou. H AxÐa se KÐnduno anafèretai se sugkekrimènh qronik  pe-

rÐodo T kai orÐzetai wc to kat¸tero epÐpedo zhmi�c h opoÐa anamènetai na prokÔyei

k�tw apì apìtomec diakum�nseic thc agor�c kat� th di�rkeia thc qronik c aut c pe-

riìdou. An upojèsoume ìti mia tètoia kat�stash bÐaiwn metabol¸n twn tim¸n èqei

1% pijanìthta na sumbeÐ, tìte h hmer sia AxÐa se KÐnduno eÐnai h el�qisth zhmi� h

opoÐa èqei 1% pijanìthta na prokÔyei kat� th di�rkeia miac hmèrac (kat� th di�rkeia
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miac sunedrÐashc thc agor�c). Mia isodÔnamh diatÔpwsh eÐnai: Me 99% pijanìthta

h hmer sia zhmi� ja eÐnai mikrìterh apì thn AxÐa se KÐnduno.

Sqhmatik�, h AxÐa se KÐnduno antistoiqeÐ sto shmeÐo thc katanom c tou kèr-

douc/zhmÐac, gia to opoÐo isqÔei:

Pr(P/L ≤ V aR) ≤ α⇔ Pr(P/L ≥ V aR) = 1− a

ìpou to P/L eÐnai h suntomografÐa gia to Profit/Loss pou jewreÐtai tuqaÐa metablht .

H AxÐa se KÐnduno èqei dÔo basikèc paramètrouc:

• To epÐpedo shmantikìthtac a, to opoÐo sun jwc kajorÐzetai na eÐnai 5%   1%.

• Ton orÐzonta kindÔnou, ìpou sumbolÐzetai me h kai eÐnai mia qronik  perÐodoc,

pou paradosiak� metr�tai se erg�simec hmèrec kai ìqi se hmerologiakèc hmèrec.

PolÔ suqn� to epÐpedo shmantikìthtac a, oriojeteÐtai apì exwterikoÔc par�gon-

tec, ìpwc eÐnai h nomojesÐa pou epib�letai stic Tr�pezec. SÔmfwna me tic odhgÐec

thc BasileÐac II (Basle Committee on Banking Supervision, 2005, International Con-

vergence of Capital Measurement and Capital Standards, A Revised Framework),

oi tr�pezec oi opoÐec qrhsimopoioÔn eswterik� montèla AxÐac se KÐnduno gia thn

axiolìghsh tou kindÔnou thc agor�c kai thc kefalaiak c ep�rkeiac, ja prèpei na

upologÐzoun thn axÐa se kÐnduno se epÐpedo shmantikìthtac a = 1% , dhlad  me èna

99% di�sthma empistosÔnhc. 'Enac organismìc axiolìghshc thc pistolhptik c ika-

nìthtac miac etairÐac, ja prosarmìsei to epÐpedo shmantikìthtac a kai to di�sthma

empistosÔnhc (1-a) gia ton upologismì thc axÐac se kÐnduno, an�loga me to mègejoc

thc etairÐac (gia par�deigma 0.03% epÐpedo shmantikìthtac   99.97% di�sthma empi-
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stosÔnhc). An up�rqei èlleiyh kat�llhlhc nomojesÐac to epÐpedo shmantikìthtac  

to di�sthma empistosÔnhc thc axÐac se kÐnduno, ja exarthjeÐ apo thn sumperifor�

twn kindÔnwn an� qr sth. 'Oso pio sunthrhtikìc eÐnai o qr sthc (Tr�peza - Asfa-

listik  EtairÐa), tìso pio qamhlì ja eÐnai to epÐpedo shmantikìthtac a, �ra tìso pio

yhlì to di�sthma empistosÔnhc pou ja efarmosteÐ.

O orÐzontac kindÔnou eÐnai h perÐodoc ìpou metr�me th pijan  ap¸leia. Oi kÐn-

dunoi axiologoÔntai se diaforetikèc qronikèc periìdouc, an�loga me thn reustìthta

touc. Wstìso, gia na axiologhjeÐ h kefalaiak  ep�rkeia apo touc nomojètec kai touc

organismoÔc axiolìghshc pistolhptik c ikanìthtac, prèpei na up�rqei ènac kai mìno

qronikìc orÐzontac kindÔnou, ìpwc gia par�deigma ènac qrìnoc   ènac m nac, gia na

axiolog soun ìlouc touc kindÔnouc sto sÔnolì touc. Gia par�deigma, k�tw apo th

nomojesÐa pou èqei epiblhjeÐ apo thn Epitrop  thc BasileÐac II (Basle Committee

on Banking Supervision, 2005, International Convergence of Capital Measurement

and Capital Standards, A Revised Framework), o qronikìc orÐzontac kindÔnou thc

axÐac se kÐnduno eÐnai autìc twn dèka hmer¸n. Kat� thn apousÐa eswterik¸n   exw-

terik¸n periorism¸n (p.q. nomojesÐac) o qronikìc orÐzontac kindÔnou thc axÐac se

kÐnduno ja prèpei na anafèretai sth qronik  perÐodo kat� thn opoÐa anamènoume na

eÐmaste ektejeimènoi ston kÐnduno. Mia èkjesh se kÐnduno enìc periousiakoÔ stoi-

qeÐou pou emperièqei reustìthta, mporeÐ na antistajmisteÐ pl rwc pio gr gora apo

thn èkjesh se kÐnduno enìc periousiakoÔ stoiqeÐou pou den èqei meg�lh reustìthta.

EpÐshc, o qrìnoc pou qrei�zetai gia na apomakrunjeÐ ènac kÐndunoc, exart�tai apo

to mègejoc thc èkjeshc se kÐnduno kaj¸c kai th reustìthta thc agor�c. Orismènec

apo tic piì reustèc topojet seic brÐskontai se kÔria diejn  nomÐsmata kai mporoÔn

na antistajmistoÔn exairetik� gr gora, sun jwc mèsa se lÐgec ¸rec, akìmh kai se
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periìdouc krÐshc. Apì thn �llh pleur�, oi idiwtikèc topojet seic den èqoun uyhl 

reustìthta, pr�gma pou shmaÐnei pwc den up�rqei prosfor� se mÐa agor�, opìte o

mìnoc trìpoc gia na pwlhjeÐ to proðìn eÐnai na tejeÐ se idiwtikèc diapragmateÔseic

me �llh tr�peza.

'Otan oi sunallassìmenoi reust¸n topojet sewn energoÔn upì twn orÐwn thc A-

xÐac se KÐnduno (gia par�deigma 1% AxÐa se KÐnduno   5% AxÐa se KÐnduno), apaitoÔn

se pragmatikì qrìno ektim seic gia thn AxÐa se KÐnduno twn periousiak¸n stoiqeÐ-

wn tou qartofulakÐou touc, ètsi ¸ste na mporèsoun na axiolog soun thn epÐdrash

opoiond pote proteinìmenwn sunallag¸n sto trèqon epÐpedo thc AxÐac se KÐnduno.

'Oso pio èntonoc eÐnai o kÐndunoc, tìso mikrìterh eÐnai h qronik  perÐodoc kat� thn

opoÐa prèpei na axiologhjeÐ o kÐndunoc, �ra tìso mikrìteroc eÐnai o orÐzontac kindÔ-

nou gia to montèlo pou ektim� thn AxÐa se KÐnduno. Oi kÐndunoi reustìthtac teÐnoun

na exelÐssontai ragdaÐa kai ja eÐnai dÔskolo na parousiastoÔn oi dunamikèc aut¸n

twn kindÔnwn makroprìjesma. EpÐshc, oi agorèc teÐnoun na q�noun reustìthta kat�

th di�rkeia periìdwn me meg�lh metablhtìthta. Wc ek toÔtou, o orÐzontac kindÔ-

nou ja prèpei na megal¸nei kaj¸c metr�tai h AxÐa se KÐnduno se sunj kec meg�lhc

metablhtìthtac.

O ektimht c kindÔnou suqn� axiologeÐ mìno touc kindÔnouc pou proèrqontai a-

pì agorèc pou emperièqoun reustìthta, arqik� toul�qiston gia hmer sio orÐzonta

kindÔnou. 'Epeita autì ja epektajeÐ se dèka hmer¸n orÐzonta kindÔnou, ìtan qrhsi-

mopoieÐtai eswterikì montèlo ektÐmhshc thc AxÐac se KÐnduno gia na axiologhjeÐ to

El�qisto Kef�laio KindÔnou pou apaiteÐtai apo ton nìmo, kai se megalÔtero orÐzonta

(p.q. 1 ètoc) gia eswterik  katanom  twn kefalaÐwn.

To di�sthma empistosÔnhc exart�tai epÐshc apo thn efarmog  tou montèlou mè-
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trhshc thc AxÐac se KÐnduno. Pio sugkekrimèna:

• H AxÐa se KÐnduno mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na axiologhjeÐ h pijanìthta na

eÐnai aferèggua mia epiqeÐrhsh-etairÐa,   na ajet sei tic upoqre¸seic thc. Autì

exart�tai apo thn kefalaiopoÐhsh thc etairÐac kai ton kÐnduno pou enèqoun oi

topojet seic thc se èna sugkekrimèno qronikì orÐzonta, gia par�deigma èxi

mhn¸n   enìc qrìnou. Oi organismoÐ elègqou pistolhptik c ikanìthtac (ìpwc

eÐnai oi SP, Moody’s ) antameÐboun me uyhlì suntelest  mìno tic etairÐec ekeÐnec

pou parousi�zoun mia polÔ mikr  pijanìthta ajèthshc, ìpwc p.q. 0.03% gia

ton epìmeno qrìno, kai tic axiologoÔn me bajmì AA (Basel Committee on

Banking Supervision (2006) International convergence of capital measurement

and capital standards: A revised framework). 'Ara, oi etairÐec pou stoqeÔoun

gia na petÔqoun axiolìghsh AA, prèpei na parèqoun èna di�sthma empistosÔnhc

99.97% gia ton epìmeno qrìno.

• Oi Epoptikèc arqèc pou epijewroÔn thn apaitoÔmenh kefalaiak  ep�rkeia twn

trapez¸n, sun jwc epitrèpoun na axiologeÐtai to kef�laio autì qrhsimopoi¸n-

tac èna eswterikì montèlo AxÐac se KÐnduno, me thn proôpìjesh ìti èqoun

egkrÐnei to montèlo autì kai ìti sugkekrimènec posotikèc apait seic èqoun e-

xasfalisteÐ. Se aut  thn perÐptwsh èna 99% di�sthma empistosÔnhc prèpei na

efarmosteÐ sto montèlo AxÐac se KÐnduno, gia na axiologhjoÔn pijanèc zhmièc

k�tw apo èna qronikì orÐzonta dÔo ebdom�dwn.

• 'Otan oriojetoÔntai ta ìria sunallag¸n b�sh tou montèlou thc AxÐac se KÐn-

duno, oi ektimhtèc kindÔnou mporoÔn na p�roun qamhlìtero di�sthma empisto-

sÔnhc kai mikrìtero orÐzonta kindÔnou. Gia par�deigma, o ektimht c mporeÐ na
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epitrèyei stouc sunallassìmenouc na leitourgoÔn k�tw apo epÐpedo shmanti-

kìthtac a=0.05 kai AxÐa se KÐnduno mÐac hmèrac. Se aut  th perÐptwsh eÐnai

kata 95% sÐgouroc ìti oi sunallassìmenoi den ja uperboÔn thn AxÐa se KÐn-

duno mÐac hmèrac, en¸ oi anoiqtèc topojet seic touc mènoun qwrÐc ektÐmhsh.

Parakolouj¸ntac touc sunallassìmenouc kai tic zhmièc touc pou uperbaÐnoun

autì to ìrio thc AxÐac se KÐnduno, mporeÐ na dojeÐ perissìterh prosoq  stouc

sunallassìmenouc pou uperbaÐnoun to ìrio autì suqn�.

Sto shmeÐo autì ja prèpei na k�noume mia eisagwg  twn montèlwn pou upologÐ-

zoun thn AxÐa se KÐnduno. Up�rqoun basik� treÐc tÔpoi montèlwn AxÐac se KÐnduno,

ìpou eÐnai oi ex c:

1. To montèlo thc AxÐac se KÐnduno me apodìseic pou akoloujoÔn thn kanonik 

katanom , sto opoÐo upojètoume ìti h katanom  twn apodìsewn akoloujeÐ thn

polumetablht  kanonik  katanom  kai ta periousiak� stoiqeÐa tou qartofula-

kÐou èqoun grammik  sqèsh.

2. To montèlo istorik c prosomoÐwshc, to opoÐo qrhsimopoieÐ istorik� dedomèna

gia na ektim sei thn AxÐa se KÐnduno, all� probaÐnei se el�qistec upojèseic

sqetik� me to par�gonta kindÔnou thc katanom c twn apodìsewn.

3. To montèlo prosomoÐwshc me th mèjodo tou Monte Carlo thc AxÐac se KÐndu-

no, to opoÐo sth piì basik  tou morf , pragmatopoieÐ parìmoiec upojèseic me

ekeÐnec tou grammikoÔ montèlou AxÐac se KÐnduno me apodìseic pou akoloujoÔn

thn kanonik  katanom .
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EÐnai eÔkolo na upologisteÐ h AxÐa se KÐnduno ìtan èqoume prokajorÐsei thn

katanom  twn apodìsewn, all� gia na kataskeu�soume thn katanom  aut  qrei�ze-

tai shmantik  prosp�jeia. Oi diaforèc metaxÔ twn tri¸n aut¸n montèlwn AxÐac se

KÐnduno brÐskontai sto trìpo me ton opoÐo kataskeu�zoume thn katanom  twn apo-

dìsewn. EpÐshc, kai oi treÐc parap�nw proseggÐseic mporoÔn na anaptuqjoÔn kai

na genikeutoÔn, ìpwc ja exhghjeÐ parak�tw. To plaÐsio tou montèlou Monte Carlo

eÐnai pio euèlikto apì ta �lla dÔo kai mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ me meg�lh poikilÐa,

b�sh twn paragìntwn kindÔnou thc katanom c twn apodìsewn.

Gia na sunoyÐsoume ta kÔria pleonekt mata k�je prosèggishc, èqoume ìti:

1. To grammikì montèlo AxÐac se KÐnduno me apodìseic pou akoloujoÔn thn ka-

nonik  katanom  parousi�zei eukolÐa sth qr sh tou.

2. H istorik  prosomoÐwsh thc AxÐac se KÐnduno den k�nei kamÐa upìjesh gia thn

katanom  twn apodìsewn.

3. To montèlo Monte Carlo eÐnai pio euèlikto, kai mporeÐ na efarmosteÐ se opoio-

d pote tÔpo qartofulakÐou, ìpwc eÐnai ta qartoful�kia ìpou ta periousiak�

stoiqeÐa pou to apartÐzoun den parousi�zoun grammik  sqèsh.

Epiprosjètwc, gia na sunoyÐsoume touc kÔriouc periorismoÔc thc k�je mejìdou,

èqoume ta ex c:

• To grammikì montèlo AxÐac se KÐnduno me apodìseic pou akoloujoÔn thn kano-

nik  katanom  periorÐzetai se grammik� qartoful�kia kai mporeÐ na genikeuteÐ

gia thn Student’s t katanom    miac mÐxhc metaxÔ kanonik c kai Student’s t

katanom c.
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• H istorik  prosomoÐwsh thc AxÐac se KÐnduno upojètei ìti ìlh h mellontik 

pijan  diakÔmansh twn apodìsewn èqei katagr�fei empeirik� sto pareljìn.

Autì epib�llei polÔ austhrèc, suqn� ektìc pragmatikìthtac, apait seic gia ta

dedomèna.

• To montèlo Monte Carlo eÐnai upologistik� pio èntono kai sÔmfwna me tic

mejìdouc pou qrhsimopoieÐtai mporeÐ na elaqistopoi sei ta sf�lmata pou pro-

kÔptoun.

1.2 H Trapezik  KrÐsh tou 2008

Prin arqÐsoume na perigr�foume thn shmantikìthta eÔreshc enìc kat�llhlou erga-

leÐou mètrhshc KindÔnwn, ja  tan qr simo na perigr�youme me lÐga lìgia thn krÐsh

pou upèsth o Trapezikìc tomèac to 2008. 'Opwc eÐnai fusikì, up�rqei èna ènausma

gia ìlec tic oikonomikèc krÐseic, kai gia aut  th perÐptwsh h pr¸th rwgm  emfanÐsth-

ke me thn krÐsh twn enupìjhkwn daneÐwn sthn Trapezik  Agor� thc Amerik c. Kat�

th di�rkeia twn et¸n 2004 - 2006 ìlec oi qrhmatisthriakèc agorèc an� thn uf lio

parousÐasan an�ptuxh kaj¸c to kìstoc twn pist¸sewn èftase to qamhlìtero shmeÐo

ìlwn twn epoq¸n. Oi nèoi trìpoi titlopoÐhshc daneÐwn s mainan ìti h pistolhptik 

ikanìthta tou antisumballìmenou den lamb�nontan upìyh kai èpaize mikrì rìlo sthn

prom jeia tou pwlht . Oi Eurwpaðkèc Tr�pezec kai oi ependutèc se q¸rec pou su-

nèbainan ta parap�nw, parèmenan se qamhl� epÐpeda reustìthtac ìla aut� ta qrìnia

me apotèlesma na anagkastoÔn na agor�soun upoqre¸seic exasfalismènou qrèouc (

Collateralized debt obligations : CDO) kai parìmoia nèa proðìnta. Oi kÔrioi pwlh-
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tèc ekeÐnhc thc periìdou  tan oi pènte megalÔterec ependutikèc Tr�pezec : Goldman

Sachs, Morgan Stanley, Merrill Lynch, Lehman Brothers kai h Bear Stearns . Akìma

kai oi Tr�pezec lianik c p¸lhshc �rqisan na basÐzontai sto na titlopoioÔn ta d�neia

touc kai na epilègoun braquqrìnia epèndush mèsw thc Diatrapezik c Agor�c antÐ na

basÐzontai stic katajèseic.

H pl rhc èktash thc shmerin c oikonomik c krÐshc xekÐnhse arqik� na xedipl¸-

netai stic arqèc tou Septèmbrh tou 2008, ìpou ptwqeÔsan oi treÐc apì tic pènte

megalÔterec ependutikèc Tr�pezec thc Amerik c kaj¸c epÐshc kai o Amerikanikìc

asfalistikìc gÐgantac AIG o opoÐoc, san touc ter�stiouc qrhmatopistwtikoÔc omÐ-

louc eterogen¸n drasthriot twn Fannie Mae kai Freddie Mac lÐgouc m nec nwrÐtera,

dies¸jhsan apì kubèrnhsh twn HPA. H kerdoskopik  anoiqt  p¸lhsh stic dÔo ku-

riìterec ependutikèc tr�pezec, Goldman Sachs kai Morgan Stanley, exapl¸jhke kai

stic tr�pezec lianik c p¸lhshc diafìrwn qwr¸n oi opoÐec eÐqan energ  summeto-

q  se kefalaiagorèc met� thn kat�rghsh thc sumfwnÐac Glass - Steagall to 1999,

h opoÐa ìrize   thn agor� upoqre¸sewn exasfalismènou qrèouc   th qrhsimopoÐh-

sh diapragm�teushc gia ton Ðdio logariasmì parag¸gwn gia na auxhjoÔn ta kèrdh

(Carol Alexander, Market Risk Analysis vol.4 - VaR models, page 33). Autì eÐqe

wc apotèlesma oi treic megalÔterec tr�pezec thc IslandÐac na ajet soun tic upoqre-

¸seic touc kai k�poiec �llec apotamieutikèc se �llec q¸rec na q�soun ta kef�lai�

touc. Tìte h metablhtìthta twn apojem�twn tou trapezikoÔ tomèa epekt�jhke kai

sthn enèrgeia, sta basik� proðìnta kai sqetik� apojèmata, kai metetr�ph se fìbouc

sqetik� me th meiwmènh z thsh gia petrèlaio kai pr¸tec Ôlec me thn ènarxh miac

pagkìsmiac Ôfeshc.

Telik� oi kubern seic antèdrasan aux�nontac thn prostasÐa twn katajèsewn,
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mei¸nontac ta epitìkia daneismoÔ kai par�gontac epiplèon reustìthta. San teleutaÐ-

a lÔsh, prot�jhkan sqèdia gia merik  ejnikopoÐhsh trapez¸n, ta opoÐa perilamb�noun

an¸tata ìria stic apodoqèc twn dioikhtik¸n steleq¸n kai twn empìrwn, kaj¸c epÐshc

kai apagoreÔseic stic anoiqtèc pwl seic gia epiteuqjeÐ h anakop  thc katolÐsjhshc

twn tim¸n twn metoq¸n. Oi rujmistikèc arqèc agnìhsan touc antÐ - monopwliakoÔc

nìmouc kaj¸c oi problhmatikèc tr�pezec eÐqan jigeÐ apì tic meg�lec tr�pezec liani-

k c p¸lhshc me meg�lh reustìthta. O trapezikìc tomèac èqei plèon metaferjeÐ se

oligopwliakì antagwnismì, me merik� ter�stia sugkrot mata epiqeir sewn ìpwc h

JP Morgan pou kuriarqoÔse sthn agor�. Dojèntoc thc adianìhthc apeil c ìti ja

katarreÔsei to pagkìsmio trapezikì sÔsthma kat� thn opoÐa o genikìc plhjusmìc

ja q�sei tic oikonomÐec tou, oi perissìterec kubern seic èqoun t¸ra jèsei an¸tata

ìria asf�lishc katajèsewn (Basle Committee on Banking Supervision, 2005, Inter-

national Convergence of Capital Measurement and Capital Standards, A Revised

Framework).

To er¸thma pou genn�tai aut  th stigm  eÐnai to ex c: Ti gÐnetai me thn oikonomik 

diaqeÐrish tou kindÔnou kai thc diaqeÐrishc tou kindÔnou agor�c, kai pio sugkekrimèna,

poiec metarrujmÐseic eÐnai anagkaÐec na pragmatopoihjoÔn t¸ra? Prèpei na gÐnei mia

jemeli¸dhc di�krish metaxÔ twn diaqeirist¸n kindÔnou kai twn analut¸n kindÔnou.

'Enac kalìc diaqeirist c kindÔnou ja prèpei na eÐnai èmpeiroc sthn l yh apof�sewn

upì sunj kec abebaiìthtac, kai gi' autì to lìgo qrei�zetai na eÐnai kal� enhmerwmènoc

gia tic basikèc oikonomikèc arqèc stic opoÐec sthrÐzetai h diamìrfwsh twn tim¸n stic

kefalaiagorèc. EpÐshc, oi diaqeiristèc kindÔnou, ìpwc ìloi oi diaqeiristèc, ja prèpei

na logodot soun gia tic pr�xeic touc. Dustuq¸c, to antÐjeto sumbaÐnei sun jwc. Se

perÐptwsh pou mia tr�peza antimetwpÐzei probl mata lìgw kak c diaqeÐrishc, tìte
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ta an¸tera stelèqh kai dieujuntèc mporoÔn na apoqwr soun gia na entaqjoÔn se

�llh epiqeÐrhsh - etairÐa, suqn� me egguhmèna mpìnouc pou ft�noun uyhl� epÐpeda

apodoq¸n.

Oi analutèc kindÔnou qrhsimopoioÔn majhmatik� montèla gia na metr soun ton

kÐnduno, kai gia na timolog soun mh reust� proðìnta qrhsimopoioÔn thn timologia-

k  jewrÐa pou apokleÐei thn Ôparxh kerdoskopÐac qwrÐc kÐnduno. Oi upojèseic pou

gÐnontai gia na efarmostoÔn aut� ta montèla qrei�zontai suneq  parakoloÔjhsh

kai epanexètash ètsi ¸ste na brejoÔn akìmh kalÔtera montèla ektÐmhshc. Me pe-

rissìterh empistosÔnh loipìn sta montèla mètrhshc kindÔnou, tìte ja mporèsei na

katapolemhjeÐ kat�llhla h epìmenh oikonomik  krÐsh, ìtan kai an aut  emfanisteÐ.

EÐnai xek�jaro ìti to kleidÐ gia thn exèlixh apotelesmatik¸n montèlwn kindÔnou gia

ta oikonomik� idrÔmata, eÐnai h kalÔterh ekpaÐdeush se jèmata posotik c an�lushc

kindÔnou.

K�je oikonomik  krÐsh èqei katastrofikèc epidr�seic sthn pagkìsmia oikonomÐa

kai oi epidr�seic autèc me th sunèqei� touc èqoun dusmenèc epidr�seic sta noikokuri�.

MporoÔme na upojèsoume kai na isquristoÔme par�llhla ìti autèc oi krÐseic mporoÔn

na apofeuqjoÔn, all� mìno ìtan oi oikonomikoÐ analutèc kai oi ektimhtèc kindÔnou

apokt soun tic kat�llhlec gn¸seic kai tic ikanìthtec pou pragmatik� qrei�zontai gia

na ask soun kat�llhla sto ep�ggelm� touc. H prìsfath krÐsh èdeixe ìti up�rqei

mia �mesh an�gkh gia na anaptuqjeÐ kai na all�xei olìklhrh oikonomik  biomhqanÐa

kai pio sugkekrimèna to ep�ggelma tou ektimht  kindÔnou.

MÐa polÔ shmantik  allag  eÐnai na arqÐsei h kat�llhlh ekpaÐdeush twn ekti-

mht¸n se jèmata kindÔnou, ¸ste na katano soun pragmatik� touc kindÔnouc stouc

opoÐouc upìkeintai oi tr�pezec   oi oikonomikoÐ organismoÐ pou erg�zontai, ìso auto
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bèbaia eÐnai dunatì. O kÐndunoc apoteleÐ mÐa majhmatik  ènnoia diìti eÐnai èna mètro

abebaiìthtac kai gi autì to lìgo oi ektimhtèc kindÔnou   toul�qiston, oi aploÐ a-

nalutèc, prèpei na katanooÔn majhmatik� pr¸ta gia na mporèsoun sth sunèqeia na

katano soun ton kÐnduno. Up�rqoun dÔo pagkìsmioi oikonomikoÐ organismoÐ diaqei-

rhst¸n kindÔnou, o Professional Risk Managers’ International Association (PRMIA)

kai o Global Association of Risk Professionals (GARP) ìpou parèqoun ekpaÐdeush

se jèmata diaqeÐrhshc kai ektÐmhshc tou kindÔnou.

1.3 Sunoptik  ParousÐash thc ergasÐac

H ergasÐa aut  èqei thn akìloujh dom . Sto Kef�laio 2 perigr�foume sunoptik�

thn palindrìmhsh sto pososthmìrio ìpwc aut  èqei eisaqjeÐ apì touc Koenker kai

Basset (1978). Sto Kef�laio 3 ja perigr�youme ta 4 kÔria montèla CAViaR pou

eÐnai ta Adaptive, Symmetric Absolute Value, Asymmetric Slope kai to Indirect

GARCH(1,1). Sto Kef�laio 4 ja perigr�youme sunoptik� �lla montèla mètrhshc

thc AxÐac se kÐnduno kai tèloc, sto Kef�laio 5 ja qrhsimopoi soume pragmatikèc

timèc tri¸n meg�lwn deikt¸n, ìpwc eÐnai oi Dow Jones, FTSE kai o DAX kaj¸c

epÐshc kai orismènec apì tic metoqèc tou Dow Jones gia na upologÐsoume thn AxÐa

se KÐnduno gia duo diaforetik� epÐpeda shmantikìthtac (1% kai to 5%).
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Kef�laio 2

Palindrìmhsh sto Pososthmìrio

2.1 Perigraf  thc Palindrìmhshc me th bo -

jeia twn PososthmorÐwn

H palindrìmhsh sto pososthmìrio, sÔmfwna me thn ergasÐa twn Koenker kai Bas-

sett (1978), mporeÐ na jewrhjeÐ wc h fusik  exèlixh thc klassik c ektÐmhshc twn

elaqÐstwn tetrag¸nwn thc pollapl c palindrìmhshc, sthn ektÐmhsh enìc sunìlou

montèlwn me desmeumènec sunart seic pososthmorÐwn. Meg�lh shmasÐa dÐnetai sthn

ektÐmhsh thc palindrìmhshc thc diamèsou h opoÐa elaqistopoieÐ to �jroisma twn apì-

lutwn kataloÐpwn. Oi loipèc desmeumènec sunart seic pososthmorÐwn upologÐzontai

elaqistopoi¸ntac èna mh summetrikì stajmismèno �jroisma twn apìlutwn kataloÐ-

pwn. To sÔnolo twn sunart sewn ektÐmhshc twn pososthmorÐwn, parèqei mia olo-

klhrwmènh �poyh gia thn epÐdrash twn anex�rthtwn metablht¸n sta mètra jèshc,

bajmÐdoc kai morf c thc katanom c thc exarthmènhc metablht c (gia perissìtera

17



parapèmpoume sthn ergasÐa twn R.Koenker and K.F.Halloch (2000) ).

Sthn an�lush thc palindrìmhshc me th mèjodo twn elaqÐstwn tetrag¸nwn, h

sun�rthsh tou desmeumènou mèsou, dhlad  h sun�rthsh pou perigr�fei kat� pìso o

upì sunj kh mèsoc twn y metab�lletai me to di�nusma twn anex�rthtwn metablht¸n

x , mac parèqei (perÐpou) ìti qrei�zetai na gnwrÐzoume gia th sqèsh metaxÔ tou

y kai tou x. MÐa shmantik  upìjesh sthn an�lush aut  eÐnai ìti to sf�lma thc

mètrhshc èqei akrib¸c thn Ðdia katanom  gia opoiad pote tim  thc metablht c x.

Anaferìmaste sto montèlo autì, wc èna montèlo kajar c metabol c thc mèshc tim c,

afoÔ upojètei ìti to x epidr� mìno sthn mèsh tim  thc desmeumènhc katanom c tou y ,

kai ìqi thc bajmÐdoc tou   thc morf c katanom c tou. An autì pragmatik� sumbaÐnei,

tìte ja eÐmaste pl rwc ikanopoihmènoi me èna montèlo ektÐmhshc thc sun�rthshc tou

desmeumènou mèsou, sumplhrwmènou Ðswc me ènan ektimht  thc desmeumènhc diaspor�c

tou y gÔrw apo to mèso.

Sthn efarmosmènh statistik  èqei epikrat sei h �poyh ìti to montèlo grammik c

palindrìmhshc sqetÐzetai me tic ektim seic twn mejìdwn twn elaqÐstwn tetrag¸nwn.

Oi Mosteller kai Tukey to 1977 eÐqan qarakthristik� peÐ ìti, autì pou par�gei h

kampÔlh palindrìmhshc eÐnai mia kal  perÐlhyh twn mèswn thc katanom c pou anti-

stoiqoÔn sta stoiqeÐa thc anex�rththc metablht c x . Ja mporoÔsame na proqwr -

soume parak�tw, kai na upologÐsoume pollèc diaforetikèc kampÔlec palindrìmhshc

pou antistoiqoÔn sta di�fora posostiaÐa shmeÐa thc katanom c kai �ra na p�roume

mia pio leptomer  eikìna twn dedomènwn mac. Sun jwc autì den gÐnetai kai gi' autì

h palindrìmhsh suqn� dÐnei mia atel c eikìna twn dedomènwn. 'Opwc o mèsoc dÐnei mia

atel c eikìna miac katanom c, ètsi kai h kampÔlh palindrìmhshc dÐnei antÐstoiqa mia

atel c eikìna gia èna sÔnolo katanom¸n.

18



Sto shmeÐo autì, ja exhg soume en suntomÐa pwc ta sunhjismèna pososthmìria,

kai kat� sunèpeia ta pososthmìria thc palindrìmhshc, mporoÔn na kajoristoÔn wc h

lÔsh thc apl c elaqistopoÐhshc tou stajmismènou ajroÐsmatoc twn apìlutwn kata-

loÐpwn. 'Estw loipìn, ìti ènac majht c p�rei bajmì pou an kei sto t-pososthmìrio

miac tupopoihmènhc exètashc an apodìsei kalÔtera apo to posostì t tou deÐgmatoc

twn majht¸n pou èqoun epileqjeÐ, kai qeirìtera apì to posostì (1-t). 'Ara, oi misoÐ

majhtèc apodÐdoun kalÔtera apo ton di�meso majht  kai oi �lloi misoÐ qeirìtera.

OmoÐwc, ta tetarthmìria qwrÐzoun ton plhjusmì se tèssera tm mata me Ðsa posost�

se sqèsh me ton plhjusmì tou k�je tm matoc. H palindrìmhsh sto pososthmì-

rio prospajeÐ kai y�qnei trìpouc gia na epekteÐnei autèc tic idèec gia thn ektÐmhsh

twn desmeumènwn sunart sewn - montèlwn twn pososthmorÐwn, kat� ta opoÐa ta po-

sosthmìria twn desmeumènwn katanom¸n thc metablht c apìkrishc ekfr�zontac wc

sunart seic twn parathrhjèntwn anex�rthtwn metablht¸n. Gia na epiteuqjeÐ ìlo

autì, ja prèpei na brejeÐ ènac nèoc trìpoc gia na kajoristoÔn ta pososthmìria.

Ta pososthmìria kai oi t�xeic touc, sun jwc upologÐzontai apì th di�taxh   thn

taxinìmhsh twn tim¸n tou plhjusmoÔ   tou deÐgmatoc pou exet�zetai. MporoÔn ìmwc

na kajoristoÔn kai apì th lÔsh enìc prob matoc beltistopoÐhshc. 'Opwc mporoÔme

na kajorÐsoume ton deigmatikì mèso wc th lÔsh tou probl matoc elaqistopoÐhshc

tou ajroÐsmatoc twn tetrag¸nwn twn kataloÐpwn, ètsi mporoÔme na kajorÐsoume th

di�meso wc th lÔsh tou probl matoc thc elaqistopoÐhshc twn apìlutwn kataloÐpwn.

Ti sumbaÐnei me ta �lla pososthmìria? EpekteÐnontac thn parap�nw logik  mporoÔ-

me na doÔme ìti gia ta upìloipa pososthmìria ja prèpei na elaqistopoi soume thn

sun�rthsh:
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minξ∈<

n∑
i=1

ρτ (yi − ξ)

ìpou orÐzoume thn sun�rthsh ρτ (u) = u(τ − I(u < 0)), gia k�poio pososthmìrio τ ∈

(0, 1).

'Eqontac epitÔqei ston orismì twn mh desmeumènwn pososthmorÐwn wc èna prì-

blhma beltistopoÐhshc, eÐnai eÔkolo na orÐsoume ta desmeumèna pososthmìria me

an�logo trìpo. H palindrìmhsh ìpwc efarmìzetai me thn mèjodo twn elaqÐstwn te-

trag¸nwn, mac deÐqnei ton trìpo pou prèpei na qrhsimopoi soume. 'Estw loipìn ìti

èqoume tuqaÐo deÐgma y1, y2, ..., yn, tìte lÔnoume thn:

minµ∈<

n∑
i=1

(yi − µ)2

kai paÐrnoume ton deigmatikì mèso, ènan ektimht  tou mh desmeumènou plhjusmiakoÔ

mèsou E(Y). An t¸ra antikatast soume th metablht  m me mÐa parametrik  sun�rthsh

m(x,b) kai lÔsoume

minβ∈<p
n∑
i=1

(yi − µ(xi, β))2

lamb�noume mÐa ektÐmhsh gia th desmeumènh anamenìmenh sun�rthsh E(Y |x) .

Sthn palindrìmhsh sto pososthmìrio ergazìmaste me ton Ðdio akrib¸c trìpo. Gia

na l�boume mia ektÐmhsh thc desmeumènhc sun�rthshc thc diamèsou, apl� antikaji-

stoÔme th metablht  x pou brÐsketai sth pr¸th sqèsh pou katagr�yame parap�nw,

20



me thn parametrik  sun�rthsh ξ(xi, β), kai jètoume to t na eÐnai Ðso me 1/2.

Idèec san kai aut  eÐqan protajeÐ sta mèsa tou 18ou ai¸na apì ton Boscovich kai

en suneqeÐa ereun jhkan apì touc Laplace kai Edgeworth , metaxÔ �llwn. Gia na

l�boume ektim seic twn �llwn stajmismènwn sunart sewn pososthmorÐwn, apl� an-

tikajistoÔme tic apìlutec timèc me th sun�rthsh ρτ (.) kai sth sqèsh tou probl matoc

elaqistopoÐhshc lÔnoume

minβ∈<p
∑

ρτ

(
yi − ξ(xi, β)

)

To sugkekrimèno prìblhma elaqistopoÐhshc, ìtan to ξ(x, β̂(τ)) diatupwjeÐ wc

mÐa grammik  sun�rthsh twn paramètrwn, mporeÐ na lujeÐ polÔ apotelesmatik� mèsw

mejìdwn grammikoÔ programmatismoÔ.

Ja doÔme tic basikèc idèec thc palindrìmhshc sto pososthmìrio, me thn efarmog 

enìc empeirikoÔ paradeÐgmatoc, qrhsimopoi¸ntac thn an�lush tou Engel (to 1987) pou

afor� th sqèsh metaxÔ twn exìdwn enìc noikokurioÔ gia trìfima kai tou eisod matoc

tou noikokurioÔ. Sto gr�fhma pou faÐnetai sto Sq ma 2.1, apeikonÐzontai ta dedomè-

na apì 235 noikokuri¸n thc Eur¸phc, atìmwn pou an koun sthn ergatik  t�xh. Sto

gr�fhma, apeikonÐzontai oi ektim¸menec grammèc thc palindrìmhshc pososthmorÐwn

pou antistoiqoÔn sta pososthmìria τ ∈ (0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95). H gramm 

thc diamèsou gia t=0.5 upodeiknÔetai apo th diakekommènh gramm  kai h gramm  thc

ektÐmhshc twn elaqÐstwn tetrag¸nwn upodeiknÔetai apo th gramm  me tic telÐtsec.

To gr�fhma apokalÔptei kajar� thn t�sh thc diaspor�c twn esìdwn tou noiko-

kurioÔ gia faghtì na aux�nei kaj¸c to eisìdhma tou noikokurioÔ aux�nei. EpÐshc,

h apìstash twn gramm¸n twn palindrom sewn pososthmorÐwn apokalÔptei ìti h de-
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Sq ma 2.1: Gr�fhma diaspor�c kai h prosarmog  thc palindrìmhshc sto pososthmìrio twn
dedomènwn tou Engel gia thn katan�lwsh faghtoÔ me b�sh to eisìdhma enìc noikokurioÔ. To
deÐgma proèrqetai apo 235 noikokuri�. Sto gr�fhma apeikonÐzontai me gkrÐ qr¸ma oi grammèc
thc palindrìmhshc sto pososthmìrio (0.05, 0.1, 0.25, 0.75, 0.90, 0.95), h prosarmog  thc
palidrìmhshc sto pososthmìrio sth di�meso faÐnetai me skoÔra mplè gramm  kai tèloc, h
ektÐmhsh twn elaqÐstwn tetrag¸nwn faÐnetai me thn diakekommènh kìkkinh gramm .22



smeumènh katanom  twn exìdwn gia faghtì eÐnai lox  proc ta arister�: h stenìterh

apìstash twn an¸terwn pososthmorÐwn upodeiknÔei uyhl  puknìthta aut¸n kai de-

xi� our�, en¸ h pio plati� apìstash twn qamhl¸n pososthmorÐwn upodeiknÔei qamhl 

puknìthta aut¸n kai makri� arister  our�.

H prosarmog  tou desmeumènou mèsou kai thc diamèsou eÐnai arket� diaforetik 

s' autì to par�deigma, gegonìc pou mporeÐ na exhghjeÐ merik¸c apo thn asummetrÐa

thc desmeumènhc puknìthtac kai merik¸c apì thn èntonh epÐdrash pou ask jhke apì

thn prosarmog  thc mejìdou elaqÐstwn tetrag¸nwn apì ta duo akraÐa shmeÐa me

uyhlì eisìdhma kai qamhl� èxoda gia faghtì. Sumperasmatik� loipìn, mporoÔme na

poÔme ìti h prosarmog  twn elaqÐstwn tetrag¸nwn parèqei mÐa ftwq  ektÐmhsh tou

desmeumènou mèsou gia ta piì ftwq� noikokuri� tou deÐgmatoc.

'Eqei parathrhjeÐ peristasiak� to esfalmèno egqeÐrhma na epiteuqjeÐ palindrìmh-

sh an�logh thc palindrìmhshc sto pososthmìrio ìtan sumptÔxoume thn exarthmènh

metablht  se uposÔnola sÔmfwna me thn katanom  touc, kai efarmìsoume èpeita th

mèjodo elaqÐstwn tetrag¸nwn se aut� ta uposÔnola. EÐnai profanèc, ìti aut  h

morf  metatrop c thc exarthmènhc metablht c ja par�gei ftwq� apotelèsmata sto

par�deigma pou anafèrame parap�nw. Genik�, tètoiec strathgikèc eÐnai katadika-

smènec na apotÔqoun gia p�ra polloÔc lìgouc, ìpwc autoÐ analÔjhkan leptomer¸c

apo ton Hackman (1979) . EÐnai sunep¸c �xio na anaferjeÐ ìti akìma kai gia ta

akraÐa pososthmìria, ìlec oi parathr seic tou deÐgmatoc paÐzoun shmantikì rìlo

sth diadikasÐa efarmog c thc palindrìmhshc me th bo jeia twn pososthmorÐwn. K�-

je palindrìmhsh pou apeikonÐzetai sto Sq ma 2.1 kajorÐzetai mìno apo èna zeÔgoc

apo tic parathr seic tou deÐgmatoc, all� ìlec oi n parathr seic qrei�zontai gia na

kajoristeÐ poiì zeÔgoc parathr sewn ja epilegeÐ. Me p paramètrouc pou anamènetai
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na ektimhjoÔn, tìte p shmeÐa kajorÐzoun thn prosarmog .

AntÐjeta, sumptÔssontac (  tmhmatopoi¸ntac) to deÐgma se uposÔnola pou ka-

jorÐzontai sÔmfwna me tic epexhghmatikèc metablhtèc pou to apartÐzoun, tìte aut 

h enèrgeia apoteleÐ mia axiìpisth epilog . Pr�gmati, tètoiou eÐdouc efarmogèc mpo-

reÐ k�poioc na sunant sei stic mh parametrikèc efarmogèc thc palindrìmhshc sta

pososthmìria. Stic piì akraÐec peript¸seic, èqoume p keli� pou antistoiqoÔn se

diaforetikèc rujmÐseic tou dianÔsmatoc thc anex�rththc metablht c x , pr�gma pou

shmaÐnei pwc h palindrìmhsh sto pososthmìrio apl� upologÐzei ta monometablht� po-

sosthmìria gia k�je èna apo aut� ta keli�. Se mesaÐec peript¸seic, mporeÐ na eÐnai

kalÔtero na prob�lloume tic ektim seic twn keli¸n aut¸n p�nw se èna pio grammikì

montèlo (paradeÐgmata tètoiwn peript¸sewn aposqìlhsan touc Chamberlain(1994)

kai Knight, Basset, Tam (2000)).

Mia �llh prosèggish mporei na jewrhjeÐ h ex c: antÐ na ektimhjoÔn grammik� ta

montèla pososthmorÐwn, ja mporoÔse na ektimhjeÐ mia oikogèneia dÐtimwn montèlwn

apìkrishc gia thn pijanìthta ìti h exarthmènh metablht  na uperbeÐ k�poia pro-

kajorismèna ìria. Aut  h prosèggish antikajist� thn upìjesh thc grammikìthtac

twn paramètrwn twn desmeumènwn sunart sewn pososthmorÐwn me thn upìjesh ìti

k�poioc metasqhmatismìc twn diafìrwn pijanot twn pou uperbaÐnoun k�poia pro-

kajorismèna ìria, ìpwc gia par�deigma o lagarijmikìc metasqhmatismìc, mporeÐ na

ekfrasteÐ san grammik  sun�rthsh stic parathrhjeÐsec metablhtèc.
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2.2 Pososthmìria, T�xeic kai BeltistopoÐhsh

Se aut  thn enìthta ja perigrafoÔn k�poia basik� stoiqeÐa pou aforoÔn kai sumb�-

loun sthn efarmog  thc palindrìmhshc sta pososthmìria. Piì sugkekrimèna, èstw

tuqaÐa metablht  X me sun�rthsh katanom c :

F (x) = P (X ≤ x)

ìpou gia k�je 0 < τ < 1

Qy(τ) = F−1(τ) = inf
(
x : F (x) ≥ τ

)

kaleÐtai to t-ostì pososthmìrio thc X . H di�mesoc F−1(1/2) paÐzei kentrikì rìlo

sth peraitèrw an�lush. Ta pososthmìria mporoÔn na prokÔyoun apì th lÔsh enìc

probl matoc beltistopoÐhshc.

'Estw ìti h ap¸leia perigr�fetai apo th sun�rthsh:

ρτ (u) = u(τ − I(u < 0))

gia k�poio τ ∈ (0, 1) , tìte zhteÐtai to u pou elaqistopoieÐ th zhmi�. Aut  eÐnai mia

klassik  �skhsh (blèpe p.q. Ferguson (1967)). Oi Fox kai Rubin (1964), oi opoÐoi

melèthsan thn orjìthta thc ektÐmhshc tou pososthmorÐou upì aut  th sun�rthsh

zhmi�c. Y�qnoume loipìn na elaqistopoi soume th

Eρτ (X − x̂) = (τ − 1)

∫ x̂

−∞
(x− x̂)dF (x) + τ

∫ ∞
x̂

(x− x̂)dF (x)
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ParagwgÐzontac wc proc x̂ , èqoume ìti

(τ − 1)

∫ x̂

−∞
dF (x)− τ

∫ ∞
x̂

dF (x) = 0⇒ F (x̂)− τ = 0⇒ F (x̂) = τ

AfoÔ h F eÐnai monìtonh, opoiod pote stoiqeÐo tou {x : F (x) = τ} elaqistopoieÐ thn

anamenìmenh ap¸leia. 'Otan èqoume monadik  lÔsh, tìte x̂ = F−1(τ), diaforetik�

èqoume èna di�sthma t-pososthmorÐwn apì ta opoÐa to mikrìtero stoiqeÐo prèpei na

epileqjeÐ gia na thr soun thn upìjesh ìti h empeirik  sun�rthsh twn pososthmorÐwn

eÐnai suneq c apo arister�.

'Otan h sun�rthsh katanom c F antikajist�tai apì thn empeirik  sun�rthsh ka-

tanom c

Fn(x) = n−1

n∑
i=1

I(Xi ≤ x)

epilègoume to x̂ gia thn elaqistopoÐhsh thc anamenìmenhc zhmi�c:

∫
ρτ (x− x̂)dFn(x) = n−1

n∑
i=1

ρτ (xi − x̂)

kai ètsi ja par�goume to t-ostì deigmatikì pososthmìrio.

Gia na katal�boume pwc leitourgeÐ h parap�nw diadikasÐa arkeÐ na d¸soume èna

aplì par�deigma. 'Estw ìti èqoume thn diakrit  tuqaÐa metablht  Y pou paÐrnei

tic timèc 1,2,...,9 me thn Ðdia pijanìthta kai jèloume na broÔme thn di�meso thc Y .

Upojètoume epÐshc, τ = 0.5 kai u=3 . SÔmfwna loipìn me ton parap�nw tÔpo, ja

èqoume ìti h anamenìmenh ap¸leia upologÐzetai apì
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u 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Apotèlesma 36 29 24 21 20 21 24 29 36

τ − 1

9

∑
yi<u

(yi − u) +
τ

9

∑
yi≥u

(yi − u)

Pragmatopoi¸ntac tic pr�xeic katal goume sto apotèlesma (epeid  to t/9 eÐnai mia

stajer�, mporeÐ na paralhfjeÐ apì thn parap�nw anamenìmenh sun�rthsh ap¸leiac)

2∑
i=1

−(i− 3) +
9∑
i=3

(i− 3) = [(2 + 1) + (0 + 1 + 2 + ...+ 6)] = 24

An aux soume t¸ra to u kat� mÐa mon�da, to apotèlesma thc parap�nw exÐswshc

ja meiwjeÐ kat� 3 mon�dec. Sth perÐptwsh ìmwc pou aux soume to u kat� dÔo

mon�dec, dhlad  gia u = 5 , to apotèlesma pou ja p�roume eÐnai
∑4

i=1−(i − 5) +∑4
i=0(i − 5) = 20. AfoÔ upologÐsoume thn exÐswsh gia ìlec tic diakritèc timèc thc

tuqaÐac metablht c Y katal goume sto sumpèrasma ìti to u = 5 eÐnai h di�mesoc. O

parap�nw pÐnakac parousi�zei gia k�je tim  thc u to apotèlesma thc exÐswshc.

Me ton trìpo autì ekfr�same to prìblhma thc eÔreshc tou deigmatikoÔ poso-

sthmorÐou, pou faÐnetai ìti eÐnai sundedemèno me thn ènnoia thc diat�xhc twn pa-

rathr sewn tou deÐgmatoc wc th lÔsh enìc aploÔ probl matoc beltistopoÐhshc  

pio sugkekrimèna elaqistopoÐhshc. Sthn pragmatikìthta èqoume antikatast sei thn

diadikasÐa taxinìmhshc mèsw thc diadikasÐac thc beltistopoÐhshc.

To prìblhma thc eÔreshc tou t-ostoÔ pososthmorÐou, mporeÐ na grafeÐ ¸c ex c:
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minξ∈<

n∑
i=1

ρτ (yi − ξ)

kai mporeÐ na anadiatupwjeÐ ¸c èna prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ eis�gwntac

2n bohjhtikèc metablhtèc {ui, υi : i = 1, 2, ..., n} oi opoÐec antiproswpeÔoun to jetikì

kai arnhtikì mèroc twn kataloÐpwn. Autì par�gei èna nèo prìblhma:

min(ξ,u,υ)∈<∗<2n
+

[
τ1
′

nu+ (1− τ)1
′

nν|1
′

nξ + u− ν = y
]

ìpou 1n apoteleÐ èna n-di�stato di�nusma pou èqei pantoÔ mon�dec.

H beltistopoÐhsh epitugq�netai sto shmeÐo (ξ̂) , an h sun�rthsh

R(ξ) =
n∑
i=1

ρτ (yi − ξ)

eÐnai mÐa aÔxousa sun�rthsh kaj¸c kineÐtai eÐte apo arister� eÐte apo dexi� tou ξ̂.

Autì apaiteÐ tìso h arister  ìso kai h dexi� par�gwgoc, na eÐnai kai oi dÔo m 

arnhtikèc sto shmeÐo ξ̂. 'Ara,

R
′
(ξ,+1) = limh→0(R(ξ + h)−R(ξ))/h =

n∑
i=1

(
I(yi < ξ + h)− τ

)

kai

R
′
(ξ,−1) = limh→0(R(ξ − h)−R(ξ))/h =

n∑
i=1

(
τ − I(yi < ξ − h)

)
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prèpei kai oi dÔo na eÐnai mh arnhtikèc, kai �ra to nt an kei sto di�sthma (N−, N+),

ìpou to N+ eÐnai o arijmìc twn yi pou eÐnai mikrìteroc   Ðsoc tou x kai o N− eÐnai

o arijmìc twn yi pou eÐnai austhr� mikrìteroc tou x. 'Opou nt den eÐnai akèraioc,

up�rqei mÐa monadik  tim  tou x h opoÐa ikanopoieÐ aut  th sunj kh. ApokleÐontac

desmoÔc sta stoiqeÐa tou yi , h tim  pou anafèrame prohgoumènwc antistoiqeÐ se mia

monadik  diatetagmènh statistik . 'Otan up�rqoun desmoÐ, to x eÐnai akìmh monadikì,

all� mporoÔn na eÐnai poll� yi Ðsa me to x. An to nt eÐnai akèraioc arijmìc, tìte to

ξ̂τ brÐsketai metaxÔ duo geitonik¸n diatetagmènwn statistik¸n. EÐnai monadikì mìno

ìtan oi diatetagmènec statistikèc en¸nontai me mÐa monadik  tim . Sun jwc mporoÔme

na aporrÐyoume thn parousÐa tètoiwn desm¸n me pijanìthta mhdèn.

2.3 Palindrìmhsh sto Pososthmìrio

Ta pososthmìria ekfr�zontai loipìn wc h lÔsh enìc probl matoc beltistopoÐhshc

kai sunep¸c me antÐstoiqo trìpo mporoÔme na proboÔme sthn ektÐmhsh montèlou

sunart sewn me desmeumèna pososthmìria. H mèjodoc twn elaqÐstwn tetrag¸nwn

prosfèrei èna prìtupo gia thn exèlixh aut . GnwrÐzontac loipìn ìti o deigmatikìc

mèsoc lÔnei to prìblhma

minµ∈<

n∑
i=1

(yi − µ)2 (2.1)

tìte, an jèloume na ekfr�soume ton desmeumèno mèso tou y dojèntoc tou x wc

µ(x) = xTβ , tìte to b mporeÐ na ektimhjeÐ lÔnontac thn
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minβ∈<p
n∑
i=1

(yi − xTβ)2 (2.2)

OmoÐwc, dedomènou ìti to t-ostì pososthmìrio α̂(τ) lÔnei thn

minα∈<

n∑
i=1

ρτ (yi − α) (2.3)

odhgoÔmaste sto na kajorÐsoume th sun�rthsh tou t-ostoÔ desmeumènou pososth-

morÐou wc thn Qy(τ |x) = xTβ(τ) kai ston kajorismì tou β̂(τ) mèsw thc

minβ∈<p
n∑
i=1

ρτ (yi − xTβ) (2.4)

akolouj¸ntac thn ergasÐa twn Koenker kai Basset (1978).

To prìblhma thc palindrìmhshc sto pososthmìrio pou ekfr�zei h parap�nw exÐ-

swsh mporeÐ na anadiatupwjeÐ wc èna prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ,

min(β,u,υ)∈<p∗<2n
+

[
τ1Tnu+ (1− τ)1Tnν|Xβ + u− ν = y

]

ìpou to Q upodhl¸nei mia nxp m tra.

Se autì to shmeÐo mporoÔme na epexhg soume pwc leitourgoÔn ta pososthmìria

thc palindrìmhshc qrhsimopoi¸ntac to par�deigma kai ta dedomèna tou Boscovich

pou melèthse thn elleiptikìthta thc ghc sta mèsa tou 18ou ai¸na. Sto Sq ma

2.2 faÐnontai oi lÔseic twn palindrom sewn sto pososthmìrio gi' aut� ta dedomèna.

LÔnontac thn exÐswsh 2.4. gia opoiod pote t tou diast matoc (0, 0.21) dÐnei wc

monadik  lÔsh th gramm  pou pern� apo tic pìleic KÐto kai R¸mh. Gia t=0.21, h
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lÔsh parousi�zei èna �lma, kai gia ìlo to di�sthma (0.21, 0.48) èqoume thn lÔsh pou

qarakthrÐzetai apo thn gramm  pou pern� apì tic pìleic KÐto kai ParÐsi. H diadikasÐa

aut  suneqÐzetai mèqri na ft�soume sto t=0.78, ìpou h lÔsh thc gramm c pou pern�

apì thn pìlh thc LapwnÐac kai to Akrwt ri thc Kal c ElpÐdac epikrateÐ mèqri t=1.

Se antÐjesh me ta sunhjismèna deigmatik� pososthmìria ta opoÐa isapèqoun sto

di�sthma [0,1] me thn k�je xeqwrist  diatetagmènh statistik  na katalamb�nei èna

di�sthma m kouc akrib¸c 1/n, ta m kh twn diasthm�twn twn lÔsewn thc palindrì-

mhshc sto pososthmìrio gia τ ∈ (0, 1) exart¸ntai apì tic timèc thn exarthmènhc

metablht c. Ta zeÔgh twn shmeÐwn qrhsimopoioÔntai gia na ektimhjoÔn oi grammikèc

sunart seic twn desmeumènwn pososthmorÐwn.

MporeÐ kaneÐc na isquristeÐ ìti oi ektimhtèc thc palindrìmhshc sto pososthmìrio

prèpei na agnooÔn tic plhroforÐec tou deÐgmatoc afoÔ ekeÐnec mporoÔn na kajori-

stoÔn apo èna mikrì uposÔnolo twn parathr sewn. H �poyh aut  parablèpei to

profanèc gegonìc ìti ìlec oi parathr seic summetèqoun sthn ektÐmhsh, sthn opoÐa

ìmwc epilègontai k�poiec basikèc parathr seic oi opoÐec askoÔn perissìterh barÔ-

thta sto apotèlesma.

ParathroÔme ìti h palindrìmhsh sto pososthmìrio èqei diathr sei mia shmantik 

ptuq  twn sunhjismènwn deigmatik¸n pososthmorÐwn h opoÐa eÐnai h ex c: mporoÔme

na metab�lloume to diatetagmèno deÐgma ep�nw (  k�tw) kata tètoio trìpo ¸ste h

jèsh thc di�mesou na parameÐnei amet�blhth. OmoÐwc, gia par�deigma, na jèlame na

all�xoume th jèsh thc LapwnÐac proc ta ep�nw, autì den ja ephrèaze tic lÔseic pou

parousi�zontai sto Sq ma 2.2 gia opoiod pote t sto di�sthma (0, 0.48).

Perissìtera gia thn palindrìmhsh sto pososthmìrio mporeÐ kaneÐc na melet sei

thn douleÐa twn Koenker,R., Kevin F. Hallock kai G. Bassett anaforèc twn opoÐwn
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Sq ma 2.2: Pososthmìria palindrìmhshc gia to par�deigma tou Boscovich . Mìno
tèssera apì ta dèka zeÔgh shmeÐwn parousi�zoun lÔseic gia thn palindrìmhsh sto
pososthmìrio. Ta upodiast mata apo (0,1) gia ta opoÐa k�je èna apì ta zeÔgh lÔnei
thn exÐswsh 2.4 parousi�zontai sto sq ma autì.
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up�rqoun sthn bibliografÐa thc ergasÐac aut c.
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Kef�laio 3

An�lush tou montèlou CAViaR

3.1 Eisagwg  Montèlou

H shmantikìthta enìc apotelesmatikoÔ montèlou ektÐmhshc kindÔnou potè den  tan

pio meg�lh. Oi prìsfatec oikonomikèc katastrofèc èqoun tonÐsei tic apait seic gia

akrib  mètra kindÔnou gia tic oikonomikèc ontìthtec. Kaj¸c h fÔsh twn kindÔnwn

èqei all�xei kat� kairoÔc, oi mèjodoi mètrhshc touc prèpei na prosarmostoÔn sta

shmerin� dedomèna. H qr sh twn posotik¸n mètrwn kindÔnou èqei gÐnei èna shmantikì

ergaleÐo thc dioÐkhshc twn epiqeir sewn. Aut� ta mètra qrhsimopoioÔntai gia ependu-

tikèc apof�seic, apof�seic epÐbleyhc, parakoloÔjhshc kai metafor� tou kefalaÐou

pou emperièqei k�poio kinduno. Sto suneq¸c exelissìmeno oikonomikì kìsmo, ta a-

potelesmatik� mètra kindÔnou prèpei na eÐnai p�ra polÔ euaÐsjhta ¸ste na bg�zoun

antikeimenikèc problèyeic kai prèpei na eÐnai eÔkolo na efarmostoÔn akìmh kai se

dÔskolec sunj kec agor�c.

H AxÐa se KÐnduno èqei gÐnei èna sunhjismèno mètro tou kindÔnou thc agor�c kai
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efarmìzetai apo oikonomik� idrÔmata. H axÐa se kÐnduno eÐnai mÐa ektÐmhsh tou pìso

mporeÐ na q�sei èna qartoful�kio mèsa se mÐa qronik  perÐodo, gia èna dedomèno

epÐpedo shmantikìthtac (a=0.05   0.01). H meg�lh qr sh pou èqei epitÔqei autì

to montèlo ofeÐletai kurÐwc sto ìti h axÐa se kÐnduno mei¸nei ton kÐnduno (agor�c)

pou sqetÐzetai me opoiod pote qartoful�kio sto posì thc zhmi�c. To sÔnolo poll¸n

polÔplokwn �sqhmwn apotelesm�twn se mia tim , fusik� antiproswpeÔei ènan kÐnduno

metaxÔ twn anagk¸n twn di�forwn qrhst¸n tou montèlou.

Parìlh thn aplìthta tou, h mètrhsh thc axÐac se kÐnduno eÐnai èna apaithtikì sta-

tistikì prìblhma kai kamÐa apo tic mejodologÐec pou èqoun anaptuqjeÐ mèqri t¸ra

den dÐnei ikanopoihtik� apotelèsmata. Apì th stigm  pou h axÐa se kÐnduno eÐnai apl�

èna sugkekrimèno pososthmìrio twn mellontik¸n tim¸n tou qartofulakÐou, basismè-

no se twrinèc plhroforÐec, kai apì th stigm  pou h katanom  twn apodìsewn tou

qartofulakÐou all�zei tupik� sto qrìno, to prìblhma eÐnai sto na brejeÐ èna ikano-

poihtikì montèlo gia ton metaballìmeno qrìno twn upì sunj kh pososthmorÐwn. To

prìblhma eÐnai na problefjeÐ h tim  gia k�je perÐodo h opoÐa ja uperbaÐnei me pija-

nìthta (1-j) sto sugkekrimèno qartoful�kio, ìpou to θ ∈ (0, 1) kai antiproswpeÔei

to epÐpedo shmantikìthtac pou sqetÐzetai me thn axÐa se kÐnduno. 'Estw (yt)
T
t=1 ìti

apoteleÐ mia qronoseir� apodìsewn enìc qartofulakÐou kai T eÐnai to mègejoc tou

deÐgmatoc. Jèloume na broÔme thn axÐa se kÐnduno th qronik  stigm  t ètsi ¸ste:

Pr(yt < V aRt|Ft) = θ, p.q. V aRt = −5%, ìpou Ft eÐnai h plhroforÐa pou eÐnai

diajèsimh sto tèloc tou qrìnou t . Opoiad pote logik  mejodologÐa ja prèpei na

lÔnei ta akìlouja trÐa jèmata:

• na parèqei ènan majhmatikì tÔpo upologismoÔ thc axÐac se kÐnduno th qronik 

stigm  t wc mia sun�rthsh metablht¸n pou gnwrÐzoume th qronik  stigm  t-1
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kai èna sÔnolo paramètrwn pou prèpei na upologistoÔn,

• na parèqei mia diadikasÐa gia na ektim sei to sÔnolo twn agn¸stwn paramètrwn,

kai

• na parèqei ènan èlegqo gia thn poiìthta thc ektÐmhshc.

Se aut  th diplwmatik  apeujunìmaste kai sta trÐa parap�nw jèmata kai qrh-

simopoioÔme to montèlo CAViaR: Conditional Autoregressive VaR dhlad  thn Upì

Sunj kh AutopalÐndromh AxÐa se KÐnduno, h opoÐa prot�jhke apo touc Engle kai

Manganeli (1999), qrhsimopoi¸ntac thn Palindrìmhsh sto Pososthmìrio, ìpwc aut 

prot�jhke apo touc Koenker kai Basset (1978). EpÐshc, qrhsimopoioÔme èna nèo èleg-

qo, to Dynamic Quantile (DQ) test,to opoÐo mporeÐ na ermhneuteÐ wc èna sunolikìc

èlegqoc kal c prosarmog c gia thn ektim¸menh CAViaR diadikasÐa (Chernozhukov

(1999)).

3.2 Montèla AxÐac se KÐnduno

H AxÐa se KÐnduno   Dunhtik  Zhmi�, ìpwc anafèrame prohgoumènwc, anaptÔqjhke

stic arqèc thc dekaetÐac tou 1990 sthn oikonomik  biomhqanÐa gia na parèqei sthn

dioÐkhsh ènan arijmì (ektÐmhsh), ìpou eÔkola kai gr gora ja mporoÔse na perilam-

b�nei plhroforÐa sqetik� me ton kÐnduno tou qartofulakÐou. S mera eÐnai mèroc

thc ergaleioj khc tou k�je dioikht  kindÔnou. Pr�gmati, h AxÐa se KÐnduno mpo-

reÐ na bohj sei thn dioÐkhsh na ektim sei to kìstoc thc oikonomik c jèshc thc se

ìrouc kindÔnou, epitrèpont�c touc na diaqeiristoÔn ton kÐnduno me ènan pio apotele-

smatikì trìpo. EpÐshc, h epitrop  thc BasileÐac gia sthn epÐbleyh twn trapez¸n
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(1996) qrhsimopoieÐ thn AxÐa se KÐnduno gia na apait sei apo ta oikonomik� idrÔ-

mata, ìpwc eÐnai oi tr�pezec kai oi etairÐec ependÔsewn, na diakratoÔn kat�llhla

epÐpeda kefalaÐou gia na kalÔyoun touc kindÔnouc pou proèrqontai apo thn agor�,

pou prokÔptoun apo thn leitourgÐa touc. Wstìso, an o upokeÐmenoc kÐndunoc den èqei

ektimhjeÐ swst�, autèc oi apait seic mporoÔn na odhg soun ta oikonomik� idrÔmata

sthn uperektÐmhsh (  upotim sh) tou kindÔnou thc agor�c, kai gi' autì prèpei na

diakratoÔn uperbolik� uyhl� (  qamhl�) epÐpeda kefalaÐwn. Ta apotelèsmata miac

tètoiac anapotelesmatik c diaqeÐrishc tou kefalaÐou mporeÐ en tèlei na odhg sei tic

etairÐec se drasthriìthtec me ligìtero apagoreutikèc oikonomikèc rujmÐseic.

Ta  dh up�rqonta montèla upologismoÔ thc AxÐac se KÐnduno diafèroun se poll�

shmeÐa. Parìla aut�, ìla akoloujoÔn mia koin  dom , pou mporeÐ na grafeÐ en

suntomÐa qrhsimopoi¸ntac ta parak�twn trÐa shmeÐa:

• To qartoful�kio prosarmìzetai me b�sh tic timèc twn qreogr�fwn ìpwc autèc

apotim¸ntai sthn agor�.

• Ektim�tai h katanom  twn apodìsewn tou qartofulakÐou.

• Ektim�tai h AxÐa se KÐnduno tou qartofulakÐou.

Oi basikèc diaforèc twn montèlwn mètrhshc AxÐac se KÐnduno sqetÐzontai me to

deÔtero shmeÐo. Oi mejodologÐec thc AxÐac se KÐnduno mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn

arqik� se dÔo meg�lec kathgorÐec:

1. Montèla paragìntwn ìpwc ekeÐna twn RiskMetrics (1996).

2. Montèla qartofulakÐwn ìpwc ekeÐna thc Istorik c ProsomoÐwshc.
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H AxÐa se KÐnduno upojètoume ìti eÐnai an�logh me thn upologismènh tupik  apì-

klish tou qartofulakÐou, ìpou suqn� upojètoume ìti ta stoiqeÐa pou to apartÐzoun

akoloujoÔn thn kanonik  katanom . Ta montèla qartofulakÐou kataskeu�zoun isto-

rikèc apodìseic oi opoÐec mimoÔntai tic palièc apodìseic tou sugkekrimènou qartofu-

lakÐou. Apì autèc tic istorikèc apodìseic, h trèqousa AxÐa se KÐnduno upologÐzetai

gia k�je qronik  stigm  basismènh se èna statistikì montèlo. 'Ara, allagèc tou

kindÔnou enìc sugkekrimènou qartofulakÐou sqetÐzontai me thn istorik  empeirÐa pou

mporeÐ na apokomisteÐ apo thn poreÐa thc axÐac tou Ðdiou tou qartofulakÐou. Parì-

lo pou mporeÐ na up�rqoun probl mata sthn kataskeu  twn istorik¸n apodìsewn,

mia shmantik  er¸thsh gia to montèlo eÐnai p¸c ja problèyoume ta pososthmìria.

Pollèc diaforetikèc proseggÐseic èqoun efarmosteÐ. MerikoÐ pr¸ta upolìgisan thn

metablhtìthta tou qartofulakÐou mèsw montèlwn GARCH   Ekjetik c Exom�lun-

shc (Exponential Smoothing) kai met� upolìgisan thn AxÐa se KÐnduno apì aut�,

upojètontac suqn� kanonikìthta. Mia deÔterh mèjodoc qrhsimopoieÐ thn Istorik 

ProsomoÐwsh upì thn upìjesh ìti opoiad pote apìdosh se mia sugkekrimènh perÐo-

do èqei thn Ðdia pijanìthta na sumbeÐ. 'Alloi, qrhsimopoÐhsan thn mejodologÐa thc

JewrÐac AkraÐwn Tim¸n sthn ektÐmhsh thc AxÐac se KÐnduno.

H prosèggish thc metablhtìthtac upojètei ìti oi uperbolik� arnhtikèc apodì-

seic akoloujoÔn thn Ðdia diadikasÐa ìpwc kai oi �llec apodìseic, kai ìti h katanom 

touc pou qwrÐzetai mèsw tupik¸n apoklÐsewn, ja eÐnai anex�rthth kai isìnomh, an

ìqi kanonik . H mèjodoc twn kuliìmenwn pososthmorÐwn upojètei ìti, gia dedomèno

qronikì di�sthma, p.q. ènoc qrìnou, ìlec oi apodìseic èqoun thn Ðdia pijanìthta

na sumboÔn, all� mia apìdosh se qronikì di�sthma progenèstero tou enìc ètouc

èqei mhdenik  pijanìthta na sumbeÐ. EÐnai eÔkolo na deiqjeÐ ìti h AxÐa se KÐnduno
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enìc qartofulakÐou ja pèsei dramatik� akrib¸c èna qrìno met� apo mÐa �sqhmh h-

mèra kat� thn opoÐa shmei¸jhke exairetik� mikr  apìdosh, p.q -10%   -8%. EpÐshc,

aut  h mejodologÐa uponoeÐ ìti h katanom  twn apodìsewn den metab�lletai sto

qrìno, toul�qiston sthn perÐodo enìc ètouc, diìti alli¸c ja qreiazìtan na lhfjeÐ

upìyh sto montèlo kuliìmenwn pososthmorÐwn perÐodoc megalÔterh tou ètouc. Mia

shmantik  parallag  thc Istorik c ProsomoÐwshc eÐnai h ubridik  prosèggish pou

parousi�sthke apo touc Boudoukh, Richarson kai Whitelaw (1998) pou sundu�zei

metablhtìthta kai istorik  prosomoÐwsh, efarmìzontac ekjetik� meioÔmena b�rh se

pareljontikèc apodìseic tou qartofulakÐou. Wstìso, tìso h epilog  twn paramè-

trwn ìso kai thc diadikasÐac upologismoÔ thc AxÐac se KÐnduno faÐnetai na basÐzetai

se empeirik  tekmhrÐwsh par� se statistik  jewrÐa.

Efarmogèc ektÐmhshc thc AxÐac se KÐnduno me th jewrÐa twn AkraÐwn Tim¸n è-

qoun protajeÐ prìsfata (p.q. Danielson kai de Vries (2000). H prosp�jeia ed¸ eÐnai

na paraqjoÔn apotelèsmata qrhsimopoi¸ntac thn statistik  jewrÐa akraÐwn tim¸n,

kai dÐnetai èmfash sthn asumptwtik  morf  thc our�c thc katanom c, kai ìqi sth mo-

ntelopoÐhsh ìlhc thc katanom c twn apodìsewn. Up�rqoun dÔo prob mata se aut n

thn prosèggish. Pr¸ton, ìti leitourgeÐ gia qamhl� pososthmìria. 'Opwc apedeÐqjei

apo touc Danielson kai de Vries (2000) , h prosèggish mporeÐ na eÐnai polÔ ftwq  se

epÐpeda shmantikìthtac (ìpwc eÐnai to 5%), diìti den eÐnai arket� akraÐa. DeÔteron,

kai pio shmantikì, aut� ta montèla upojètoun isìnomec kai anex�rthtec tuqaÐec me-

tablhtèc, gegonìc to opoÐo den eÐnai sunepèc me ta qarakthristik� twn perissotèrwn

dedomènwn twn qreogr�fwn, kai sunep¸c, o kÐndunoc tou qartofulakÐou mporeÐ na

mhn diafèrei me b�sh to sÔnolo thc plhroforÐac pou exet�zetai k�je for�. Prì-

sfata, oi McNeil kai Frey (2000) prìteinan thn prosarmog  enìc montèlou GARCH
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sta dedomèna twn apodìsewn kai sth sunèqeia thn efarmog  thc JewrÐac AkraÐwn

Tim¸n gia ta tupopoihmèna kat�loipa, ta opoÐa upojètoume ìti eÐnai isìnomec kai

anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc.

3.3 Montèlo CAViaR

Se autì to shmeÐo ja anafèroume mia �llh prosèggish gia thn ektÐmhsh twn poso-

sthmorÐwn. AntÐ na montelopoi soume olìklhrh thn katanom , ja montelopoi soume

kat' eujeÐan to pososthmìrio. To gegonìc ìti parathreÐtai omadopoÐhsh sth metablh-

tìthta twn apodìsewn twn qreogr�fwn mporeÐ na metafrasteÐ ìti pijanìn na up�rqei

autosusqètish kai sta qarathristik� thc katanom c touc. Sunep¸c, h AxÐa se KÐn-

duno, h opoÐa eÐnai sten� sundedemènh me thn tupik  apìklish thc katanom c, prèpei

na parousi�sei mia parìmoia sumperifor�. 'Enac fusikìc trìpoc na montelopoi sou-

me autì to qarakthristikì eÐnai na qrhsimopoi soume k�poion tÔpo autosusqètishc.

ProteÐnetai sunep¸c, h Upì Sunj kh AutopalÐndromh AxÐa se KÐnduno (Conditional

Autoregressive Value at Risk).

'Estw ìti parathroÔme èna di�nusma apodìsewn qartofulakÐou yt, t = 1, · · · , T .

'Estw j h pijanìthta pou sqetÐzetai me thn AxÐa se KÐnduno, kai xt èna di�nusma thn

qronik  stigm  t exwgen¸n metablht¸n kai βθ èna p− di�stato di�nusma agn¸stwn

paramètrwn. Tèloc, èstw ìti to ft(β) ≡ f(xt−1, βθ) upodhl¸nei th qronik  stigm  t

to j-pososthmìrio thc katanom c twn apodìsewn tou qartofulakÐou pou parousi�-

sthkan th qronik  stigm  t-1 . H genik  perigraf  enìc CAViaR montèlou eÐnai h

akìloujh:
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ft(β) = γ0 +

q∑
i=1

γift−i(β) +

p∑
i=1

αil(xt−i, φ)

ìpou b'=(a',g',f') kai l eÐnai mÐa sun�rthsh peperasmènou arijmoÔ uster sewn twn

parathrhjèntwn tim¸n. Oi ìroi autosusqètishc γift−i(β), i=1,2,...,q exasfalÐzoun

ìti to pososthmìrio metab�lletai omal� ston qrìno. O rìloc tou l(xt−i, φ) eÐnai na

sundèsei to ft(β) me tic exwgeneÐc metablhtèc pou an koun sto sÔnolo thc plhrofo-

rÐac pou èqoume. 'Ara, autìc o ìroc èqei ton Ðdio rìlo ìpwc èqei h kampÔlh epÐdrashc

thc nèac plhroforÐac (News Impact Curve) gia ta montèla GARCH pou eis qjhsan

apo touc Engle kai Ng (1993). Mia fusik  epilog  gia to xt−1 eÐnai oi apodìseic me

par�gonta ustèrhshc. Pr�gmati, perimènoume h AxÐa se KÐnduno na aux�nei kaj¸c to

yt−1 gÐnetai polÔ arnhtikì, kaj¸c mÐa �sqhmh hmèra aux�nei thn pijanìthta na prag-

matopoihjeÐ �sqhmh hmèra thn amèswc epìmenh. EpÐshc, oi polÔ kalèc mèrec mporoÔn

na aux soun thn AxÐa se KÐnduno, kaj¸c aux�nei h metablhtìthta. Sunep¸c h AxÐa

se KÐnduno exart�tai summetrik� apì thn |yt−1|.

Parak�tw ja parousi�soume merik� paradeÐgmata twn diadikasi¸n CAViaR me ta

opoÐa ja asqolhjoÔme. Apì ed¸ kai sto ex c ja gr�foume (x)+ = max(x, 0),

(x)− = −min(x, 0)

ADAPTIV E : V aRt = V aRt−1 + β1

(
[1 + exp(G× [yt−1 − V aRt−1])]−1 − θ

)

ìpou to G eÐnai k�poioc jetikìc peperasmènoc arijmìc. Kaj¸c to G → ∞, o te-

leutaÐoc ìroc sugklÐnei sqedìn bèbaia sto β1(I(yt−1 ≤ V aRt−1 − θ), ìpou I(.) h
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deÐktria sun�rthsh. To parap�nw montèlo enswmat¸nei ton akìloujo kanìna: ìpo-

te uperboÔme thn AxÐa se KÐnduno ja prèpei �mesa na aux soume to G, �lla ìtan den

thn uperboÔme, ja prèpei na mei¸soume G polÔ elafr�. Aut  h strathgik  faner�

ja mei¸sei th pijanìthta thc akoloujÐac twn parabi�sewn kai epÐshc ja kajist�

apÐjano na sumboÔn parabi�seic. Parìla aut�, exart�tai lÐgo apo tic apodìseic twn

qreogr�fwn oi opoÐec sqetÐzontai me thn AxÐa se KÐnduno. Aux�nei thn AxÐa se KÐn-

duno ìmoia, anex�rthta an oi apodìseic uperbaÐnoun thn AxÐa se KÐnduno se mikrì  

meg�lo bajmì. Autì to montèlo èqei suntelest  mon�dac sthn ustèrhsh thc AxÐac

se KÐnduno.

K�poia �lla enallaktik� montèla eÐnai:

SYMMETRIC ABSOLUTE V ALUE : V aRt = β1 + β2V aRt−1 + β3|yt−1|

ASYMMETRIC SLOPE : V aRt = β1 + β2V aRt−1 + β3(yt−1)+ + β4(yt−1)−

INDIRECT GARCH(1, 1) : V aRt = (β1 + β2V aR
2
t−1 + β3y

2
t−1)1/2

To pr¸to kai to trÐto montèlo antidroÔn summetrik� se pareljontikèc apodìseic

en¸ to deÔtero montèlo epitrèpei thn antÐdrash stic jetikèc kai arnhtikèc apodìseic

na eÐnai diaforetik . Kai ta trÐa montèla epanèrqontai sto mèso kat� thn ènnoia

ìti o suntelest c thc ustèrhshc thc AxÐac se KÐnduno prèpei na eÐnai mikrìtero thc

mon�doc.

To èmmeso (Indirect) GARCH montèlo ja apodojeÐ swst� an ta exetazìmena

dedomèna perigr�fontai apo èna GARCH(1,1) montèlo me kat�loipa anex�rthta kai

ìmoia katanemhmèna. O trìpoc orismoÔ tou pr¸tou kai tou deÔterou montèlou ja
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eÐnai sunep c an oristoÔn apo mia diadikasÐa GARCH kata thn opoÐa h tupik  a-

pìklish, kai ìqi h diakÔmansh, montelopoieÐtai summetrik�   asÔmmetra me isìnoma

kai anex�rthta kat�loipa. Autì to montèlo èqei eisaqjeÐ kai upologisteÐ apì touc

Taylor kai Scwert (1988) kai analujeÐ apo ton Engle (2002). Oi trìpoi orismoÔ twn

montèlwn CAViaR eÐnai parìla aut� pio genikoÐ apo ekeÐnh twn montèlwn GARCH.

Pollèc morfèc katanom¸n gia tic opoÐec den isqÔei h upìjesh twn ìmoia katane-

mhmènwn kai anex�rthtwn kataloÐpwn mporoÔn na montelopoihjoÔn kat� autìn ton

trìpo. Sthn pragmatikìthta, aut� ta montèla mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn se peri-

pt¸seic me stajer  metablhtìthta, all� metaballìmenh katanom  twn kataloÐpwn  

se peript¸seic ìpou kai oi katanomèc all� kai oi metablhtìthtec twn kataloÐpwn na

metab�llontai.

3.4 Par�metroi Montèlou CAViaR

Oi par�metroi twn montèlwn CAViaR ektimoÔntai apo th palindrom sh sto pososth-

mìrio, ìpwc autèc eis qjhkan apo touc Koenker kai Basset (1978). Oi suggrafeÐc

autoÐ èdeixan dhlad , pwc na epekteÐnoun thn ènnoia enìc deigmatikoÔ pososthmorÐ-

ou se èna montèlo grammik c palindrìmhshc. JewreÐste èna deÐgma parathr sewn

y1, y2, · · · , yT to opoÐo genikeÔetai apo to montèlo:

yt = x
′

tβ
0 + εθt, Quantθ(εθt|xt) = 0 (3.1)

ìpou to xt eÐnai èna p -di�stato di�nusma paragìntwn kai to Quantθ(εθt|xt) eÐnai

to desmeumèno pososthmìrio twn εθt dojèntoc xt. 'Estw ft(β) ≡ xtβ. Tìte sto

j-pososthmìrio h palindrìmhsh orÐzetai apì ta β̂ gia ta opoÐa:
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minθ
1

T

(
θ − I(yt < V aRt)

)(
yt − V aRt

)
(3.2)

Ta pososthmìria palindrìmhshc sumperilamb�noun mia eidik  perÐptwsh tou mo-

ntèlou El�qisthc Apìluthc Apìklishc (Least Absolute Deviation, LAD). EÐnai eu-

rèwc gnwstì ìti oi LAD ektimhtèc eÐnai perissìtero eustajeÐc apo touc ektimhtèc

thc mejìdou ElaqÐstwn Tetrag¸nwn (OLS) ìtan ta kat�loipa èqoun katanom  me

bari� our�. Oi Koenker kai Basset (1978) gia par�deigma, qrhsimopoÐhsan èna aplì

peÐrama Monte Carlo kai èdeixan pwc h diakÔmansh thc diamèsou sugkrinìmenh me th

diakÔmansh tou mèsou, eÐnai elafr¸c uyhlìterh sthn perÐptwsh thc kanonik c kata-

nom c, all� eÐnai qamhlìterh gia opoiad pote �llh katanom  ektìc thc kanonik c.

H an�lush twn grammik¸n montèlwn palindrìmhshc sto pososthmìrio èqoun e-

pektajeÐ se peript¸seic me eteroskedastikìthta (Koenker kai Basset (1982)) kai

mh statik� exarthmèna kat�loipa (Portnoy (1991)), montèla qronoseir¸n (Bloom-

field kai Steiger (1983)) kai logokrimèna montèla palindrìmhshc (Powel (1986) kai

Buchinsky kai Hahn (1998)). GenikeÔseic gia thn perÐptwsh twn autosusqetizìme-

nwn pososthmorÐwn èqoun protajeÐ apo touc Koenker kai Zao (1996) kai Koul kai

Saleh (1995). Autèc oi proseggÐseic diafèroun apì thn prosèggish pou proupojètei

ìlec tic metablhtèc na eÐnai parathr simec kai ta montèla na eÐnai grammik�. Sthn

perÐptwsh thc mh grammikìthtac, èqei protajeÐ mia asumptwtik  jewrÐa gia ta montè-

la me seiriak  anexarthsÐa (all� ìqi ìmoia katanom ) apo touc Oberhofer (1982),

Dupacova (1987), Powel (1991) kai Jureckona, Prochazka (1993). Up�rqei sqetik�

lÐgh bibliografÐa h opoÐa jewreÐ mh grammikèc palindrom seic sto pososthmìrio sto

plaÐsio twn qronoseir¸n. H pio shmantik  suneisfor� eÐnai ekeÐnh tou White (1994)
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o opoÐoc apoduknÔei thn sunèpeia twn mh grammik¸n palindrom sewn sta pososthmì-

ria, kai gia thn perÐptwsh thc isonomÐac all� kai stic peript¸seic st�simhc ex�rthshc

metablht¸n, kaj¸c epÐshc kai apo ton Weiss (1991), o opoÐoc èdeixe sunèpeia, asum-

ptwtik  kanonikìthta kai asumptwtik  isodunamÐa twn elègqwn twn LM kai Wald

gia touc ektimhtèc tou LAD gia mh grammik� montèla. Tèloc, o Mukherjee (1999)

epekteÐnei thn idèa thc palindrìmhshc kai autosusqètishc sta pososthmìria sta mh

grammik� montèla qronoseir¸n me thn proôpìjesh ìti ta kat�loipa eÐnai isìnoma kai

anex�rthta.

JewreÐste to montèlo

yt = f(yt−1, xt−1, ..., y1, x1; β0) + εtθ ≡ ft(β
0) + εtθ, t = 1, ..., T (3.3)

me Quantθ(εtθ|Ωt) = 0 , ìpou to f1(β0) eÐnai k�poia dedomènh arqik  sunj kh, to xt

eÐnai èna di�nusma exwgen¸n metablht¸n, to β0 ∈ Rp eÐnai to di�nusma twn �gnwstwn

paramètrwn pou qrei�zetai na ektimhjoÔn kai

Ωt = (yt−1, xt−1, ..., y1, x1; β0) eÐnai h diajèsimh plhroforÐa th qronik  stigm  t. 'Estw

β̂ na eÐnai to di�nusma twn paramètrwn to opoÐo elaqistopoieÐ thn sqèsh (3.2).

Oi Engle kai Manganelli (1999) genikeÔontac tic ergasÐec twn Weiss (1991) kai

Powel (1984,1986,1991) deÐqnoun ìti oi ektimhtèc èqoun tic idiìthtec thc kanonikì-

thtac, thc sunèpeiac kaj¸c epÐshc èdeixan kai ton trìpo upologismoÔ tou pÐnaka

diakum�nsewn-sundiakum�nsewn. Katagr�foume loipìn ta parak�tw trÐa Jewr ma-

ta:

Je¸rhma 1 (Sunèpeia) - Sto montèlo (3.3), k�tw apo tic sunj kec S0-S7

tou Parart matoc A, tìte β̂
p→ β0, ìpou β̂ eÐnai h lÔsh thc (3.2)
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Je¸rhma 2 (Asumptwtik  Kanonikìthta) - Sto montèlo (3.3), k�tw

apo tic sunj kec AU1-AU4 tou Parart matoc A kai tic sunj kec tou Jewr matoc 1,

èqoume ìti
√

T
θ(1−θ)A

−1/2
T DT (β̂−β0)

d→ N(0, 1), ìpouAT = E
⌊
T−1∇′f(β0)∇f(β0)

⌋
,

DT = E
⌊
T−1∇′f(β0)H∇f(β0)

⌋
ìpou o H eÐnai diag¸nioc pÐnakac me ht(0|Ωt) .

Je¸rhma 3 (EktÐmhsh pÐnaka DiakÔmanshc - SundiakÔmanshc) -

K�tw apo tic sunj kec twn SD1-SD2 tou Parart matoc A kai twn sunjhk¸n pou

isqÔoun sta Jewr mata 1 kai 2, tìte èqoume Â
p→ AT kai D̂

p→ DT , ìpou

ÂT = T−1∇′f(β̂)∇f(β̂) kai D̂T = (2T ĉT )−1
∑T

t=1 I
(∣∣∣yt − ft(β̂)

∣∣∣ ≺ ĉT

)
∇′ft(β̂)∇ft(β̂)

3.5 'Elegqoc twn Montèlwn PososthmorÐwn

Upì thn upìjesh thc eust�jeiac tou montèlou (3.3) tìte h pijanìthta Pr (yt < −V aRt)

= θ, ∀t. Autì isodunameÐ me thn apaÐthsh ìti h akoloujÐa twn deÐktriwn sunart -

sewn {I (yt < V aRt))}Tt=1 eÐnai anex�rthth kai isìnomh. Wc ek toÔtou, mia idiìthta

pou opoiad pote ektÐmhsh thc AxÐac se KÐnduno prèpei na ikanopoieÐ, eÐnai sto na

parèqei èna fÐltro gia ton metasqhmatismì miac, pijan¸c, autosusqetismènhc kai e-

teroskedastik c qronoseir�c, se mia anex�rthth akoloujÐa deÐktriwn sunart sewn.

'Enac fusikìc trìpoc gia na exetasteÐ h egkurìthta tou montèlou prìbleyhc, eÐnai na

exetasteÐ kata pìso h akoloujÐa {I (yt < V aRt))}Tt=1 ≡ {It}
T
t=1 eÐnai anex�rthth kai

isìnomh, ìpwc autì ègine gia par�deigma apo touc Granger, White, Kamstra (1989)

kai Christoffersen (1998). Parìlo pou autoÐ oi èlegqoi mporoÔn na entopÐsoun thn

parousÐa autosusqètishc sthn akoloujÐa twn deÐkrtiwn sunart sewn {It}Tt=1 , au-

tì eÐnai mìno ènac anagkaÐoc, all� ìqi epark c ìroc gia na axiologhjeÐ h apìdosh

enìc montèlou pososthmorÐwn. Pr�gmati den eÐnai dÔskolo na paraqjeÐ mia akolou-
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jÐa sun�rthshc {It}Tt=1 apo mÐa dedomènh akoloujÐa {yt}Tt=1. ArkeÐ na kajoristeÐ h

akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n {zt}Tt=1, tètoiwn ¸ste :

zt =

 1 me pijanìthta θ

−1 me pijanìthta (1− θ)
(3.4)

'Epeita, orÐzontac ¸c V aRt = Kzt gia K meg�lo, tìte ja èqoume ta apotelèsmata

pou epijumoÔme. ParathroÔme wstìso, ìti ìtan emfanisteÐ to zt gia pr¸th for�,

h pijanìthta na uperbeÐ to pososthmìrio eÐnai gnwst  kai eÐnai   sqedìn mhdèn  

èna. 'Ara, oi mh desmeumènec pijanìthtec eÐnai gnwstèc kai mh susqetismènec, all�

oi desmeumènec pijanìthtec me b�sh to pososthmìrio den eÐnai. Autì to par�deigma

eÐnai mÐa akraÐa perÐptwsh lanjasmènhc mètrhshc twn pososthmorÐwn. Opoiosd pote

jìruboc eis�getai mèsa sthn ektÐmhsh gia ta pososthmìria, ja all�xei th desmeumènh

pijanìthta miac parabÐashc dojèntoc thc Ðdiac thc ektÐmhshc.

Gia autì to lìgo, kanènac apo autoÔc touc elègqouc den èqoun isqÔ apènanti sth

diafor� pou prokÔptei an�mesa stic desmeumènec kai stic mh desmeumènec pijanìthtec

kai kanènac den mporeÐ na epektajeÐ gia na exet�sei �llec epexhghmatikèc metablhtèc.

Oi Engle kai Manganelli (1999) prìteinan ènan nèo èlegqo o opoÐoc mporeÐ eÔkola

na genikeuteÐ gia na enswmat¸sei mia poikilÐa enallaktik¸n. Kat' arq n orÐzoume

Hitt(β
0) ≡ I (yt < −V aRt))− θ

H sun�rthsh Hitt(β0) upojètei tim  (1-j) k�je for� pou to yt eÐnai mikrìtero apo to

pososthmìrio, kai -j diaforetik�. KatalabaÐnoume sunep¸c ìti h anamenìmenh tim 

tou Hitt(β0) eÐnai mhdèn. EpÐshc, apo ton orismì thc sun�rthshc pososthmorÐwn,
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h stajmismènh anamenìmenh tim  tou Hitt(β0), dojèntoc opoiasd pote plhroforÐac

kata th qronik  stigm  t-1 , prèpei epÐshc na isoÔtai me mhdèn. Eidikìtera, toHitt(β0)

prèpei na mhn sqetÐzetai me tic dikèc tou timèc pou paÐrnei sto pareljìn (lagged

values) kaj¸c kai me to V aRt kai prèpei na èqei anamenìmenh tim  sto mhdèn. An

to Hitt(β
0) ikanopoieÐ autec tic upojèseic, tìte eÐnai sÐgouro ìti den ja up�rxei

kamÐa autosusqètish stic parabi�seic kai den ja up�rxei kanèna upologÐsimo l�joc

ìpwc sumbaÐnei sth sqèsh (3.4). An eÐnai epijumhtì na exetasteÐ kat� pìso aut 

eÐnai h swst  analogÐa parabi�sewn gia k�je ètoc, tìte autì mporeÐ na metrhjeÐ

exet�zontac thn susqètish thc sun�rthshcHitt(β0) mazÐ me et siec yeutometablhtèc.

An up�rqoun endeÐxeic ìti �llec sunart seic mporoÔn na prosjèsoun plhroforÐa

(ìpwc aut  pou katagr�fetai se pareljontik� dedomèna), gia par�deigma h sun�rthsh

pou ektim� th metablhtìthta enìc GARCH montèlou, tìte kai autèc mporoÔn na

enswmatwjoÔn sto pareljontikì montèlo.

Ac orÐsoume loipìn me T ton arijmì twn parathr sewn enìc deÐgmatoc kai N

ton arijmì twn parathr sewn ektìc tou deÐgmatoc. EpÐshc, ac k�noume saf  thn

ex�rthsh metaxÔ twn sqetik¸n metablht¸n me ton arijmì twn parathr sewn qrh-

simopoi¸ntac touc kat�llhlouc deÐktec. 'Enac fusikìc trìpoc gia na dhmiourgh-

jeÐ ènac èlegqoc eÐnai na exetasteÐ kat� pìso h statistik  sun�rthsh elègqou

X
′
N(β̂T )HitN(β̂T ) eÐnai statistik� shmantik  kai shmantik� diaforetik  tou mhdenìc,

ìpou Xn(β̂), n = T + 1, ..., T + N , eÐnai akoloujÐa twn Xn(β̂) (pou pijan¸c exar-

t¸ntai apo to β̂), kai HitN(β̂) =
[
HitT+1(β̂), ..., HitT+N(β̂)

]′
. Tìte h statistik 

sun�rthsh tou Dynamic Quantile (DQ) elègqou ja dÐnetai apì:
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DQ0 ≡
Hit

′
N(β̂T )XN(β̂T )

[
X
′
N(β̂T )XN(β̂T )

]−1

X
′
N(β̂T )HitN(β̂T )

θ(1− θ)
d→ χ2

q

kaj¸c to T → ∞ kai N → ∞ dojèntoc ìti X
′
N(β̂T )XN(β̂T ) eÐnai mh idi�zwn. To

ìrio gia to T → ∞ apaiteÐtai gia na diasfalisteÐ ìti β̂T
p→ β0. Tìte mia apl 

efarmog  enìc kat�llhlou KentrikoÔ OriakoÔ Jewr matoc ja par�gei to epijumhtì

apotèlesma. En¸ autì to mètro apodotikìthtac mporeÐ na apodeiqjeÐ arket� qr simo,

ìtan efarmosteÐ gia ta entìc tou deÐgmatoc dedomèna, h katanom  tou ephre�zetai apo

to gegonìc ìti to HitT (β̂T ) eÐnai mia sun�rthsh twn ektimoÔmenwn paramètrwn.

'EstwMT =
(
X
′
T (β0)− E

⌊
T−1X

′
T (β0)HT∇fT (β0)

⌋
D−1
T ∇

′
fT (β0)

)
, ìpou H èqei

kajoristeÐ sto Je¸rhma 2. To Je¸rhma 4 parèqei th swst  katanom  gia to DQ

èlegqo tou deÐgmatoc.

Je¸rhma 4 : (Dynamic Quantile Test ) - K�tw apo tic proôpojèseic twn

DP2-DP4 tou Parart matoc A kai twn sunjhk¸n twn Jewrhm�twn 1 kai 2, tìte

èqoume: T−1/2X
′
T (β̂)HitT (β̂)

d∼ N
(
0, θ(1− θ)E

(
T−1MtM

′
T

))
. An upojèsoume ìti

isqÔei kai h proôpìjesh DP1, tìte

DQ1 ≡
T−1Hit′T (β̂)XT (β̂)E(T−1MTM

′
T )
−1
X′T (β̂)HitT (β̂)

θ(1−θ)
d∼ χ2

q. EpÐshc, k�tw apo tic sunj -

kec tou Jewr matoc 3, èqoume T−1M̂TM̂
′
T

p→ E (T−1MTM
′
T ) ìpou

M̂T = X ′T (β̂)−
{

(2T ĉT )−1
∑T

t=1 I
(∣∣∣yt − ft(β̂)

∣∣∣ ≺ ĉT

)
X ′t(β̂)∇ft(β̂)

}
D̂−1
T ∇

′
ft(β̂).

H apìdeixh brÐsketai sto Par�rthma B. EpÐshc ja prèpei na parathr soume ìti

an to XT (β) perièqei m < q uster seic tou Hitt−i(β), i = 1, 2, ...,m tìte ta XT (β),

HitT (β), HT kai ∇fT (β) den mporoÔn na prosarmostoÔn, kaj¸c to XT (β) perièqei

mìno (T-m) stoiqeÐa. Ed¸ siwphr� upojètoume, qwrÐc ap¸leia thc genikìthtac,
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ìti oi pÐnakec (m trec) dhmiourgoÔntai ètsi ¸ste na mporoÔn na prosarmostoÔn sta

dedomèna, diagr�fontac tic pr¸tec m-seirèc tou ∇fT (β) kai HitT (β) kai tic pr¸tec

m-seirèc kai st lec tou pÐnaka HT .

Shmei¸ste ìti an epilexoume XT (β̂) = ∇fT (β) tìte to MT = 0, ìpou 0 eÐnai mÐa

(p,p) mhdenik  m tra. Autì eÐnai sunep c me to gegonìc T−1/2∇′fT (β̂)HitT (β̂) =

op(1) apo tic sunj kec pr¸thc t�xhc tou plaisÐou palindrìmhshc sta pososthmìria.

O DQ èlegqoc gia tic parathr seic entìc tou deÐgmatoc, eÐnai ènac prosdioristi-

kìc èlegqoc gia th sugkekrimènh diadikasÐa pou akoloujoÔn ta montèla CAViaR kai

mporeÐ na gÐnei polÔ qr simoc gia skopoÔc epilog c montèlwn. H pio apl  morf 

tou DQ elègqou gia parathr seic ektìc tou deÐgmatoc, antÐjeta, mporeÐ na qrhsi-

mopoihjeÐ apo touc nomojètec gia na exet�soun kat� pìso oi ektim seic thc AxÐac

se KÐnduno upob�llontai   efarmìzontai apo ta oikonomik� idrÔmata, kai kat� pìso

ikanopoioÔn merikèc basikèc apait seic pou prèpei na èqoun ìloi oi kaloÐ ektimhtèc

pososthmorÐwn, ìpwc eÐnai autì thc amerolhyÐac, anexarthsÐa twn parabi�sewn kai

anexarthsÐa twn ektim sewn twn pososthmorÐwn. Ta wraiìtera qarakthristik� tou

DQ elègqou gia parathr seic ektìc tou deÐgmatoc eÐnai h aplìtht� tou kai to ge-

gonìc ìti den exart�tai apo th diadikasÐa ektÐmhshc, gia thn efarmog  tou, h opoÐa

eÐnai: o ektimht c (eÐte eÐnai o nomojèthc   o dioikht c kindÔnou) qrei�zetai mìno mia

akoloujÐa thc AxÐac se KÐnduno kai tic antÐstoiqec timèc tou qartofulakÐou.
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Kef�laio 4

Enallaktik� Montèla

upologismoÔ thc AxÐac se

KÐnduno

4.1 Eisagwg 

Anex�rthta apo tic di�forec kritikèc pou èqoun askhjeÐ sthn axÐa se kÐnduno, oi no-

mojetikèc apait seic esti�zontai kurÐwc sthn ektÐmhsh thc AxÐac se KÐnduno. O sko-

pìc tou kefalaÐou autoÔ eÐnai, pèra apì thn parousÐash twn montèlwn CAViaR,na

parousi�sei kai k�poiec enallaktikèc proseggÐseic tou upologismoÔ thc AxÐac se

KÐnduno. H ergasÐa twn Bao,Lee kai Saltoglu (2003, 2004) afor� thn prìbleyh thc

AxÐac se KÐnduno me th qrhsimopoÐhsh diaforetik¸n dedomènwn, montèlwn kai kata-

nom¸n zhmi¸n. H melèth tou Pritsker (1997) pou afor� genikeumèna autopalÐndroma

upì sunj kh montèla eteroskedastikìthtac GARCH kai Mixed Normal GARCH
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(MN-GARCH),montèla pou qrhsimopoioÔn thn JewrÐa twn AkraÐwn Tim¸n (Extreme

Value Theory: EVT), kaj¸c epÐshc kai mia poikilÐa mh parametrik¸n ektimht¸n thc

our�c thc katanom c.

Mia emporik  tr�peza kai o rujmistikìc thc forèa (p.q. nomojèthc), endiafèretai

gia ton upologismì thc sunolik c AxÐac se KÐnduno se diaforetikèc drasthriìth-

tec. To er¸thma pou prokÔptei eÐnai kat� pìso ja prèpei pr¸ta na xekin soume me

ton upologismì tou sunolikoÔ kèrdouc kai zhmÐac apo ta dedomèna, qrhsimopoi¸ntac

èna monometablhtì montèlo prìbleyhc. Mia enallaktik  prosèggish odhgeÐ sthn

kataskeu  polumetablhtoÔ montèlou AxÐac se KÐnduno gia to qartoful�kio. Kat'

arq n, autì to montèlo èqei to protèrhma sto ìti eÐnai euaÐsjhto wc proc thn epilog 

tou senarÐou an�lushc gia thn dom  tou kindÔnou pou up�rqei se èna qartoful�kio.

Wstìso, ìpwc èdeixan oi Berkowitz kai O’Brien (2002) se mia prìsfath èreuna qrh-

simopoi¸ntac pragmatik� dedomèna emporik¸n trapez¸n, ta montèla AxÐac se KÐnduno

kai ta dedomèna kerd¸n kai zhmi¸n, parèqoun mia ptwq  ektÐmhsh gia ton kÐnduno. Pa-

r� to gegonìc ìti meg�lec tr�pezec kai �lla oikonomik� idrÔmata ja apait soun en

tèlh mia axiìpisth polumetablht  prosèggish gia k�poiec drasthriìthtec, up�rqoun

peript¸seic ìpou mia monometablht  prosèggish eÐnai arket  (gia par�deigma ìtan h

prosoq  epigkentr¸netai sth prìbleyh thc sunolik c AxÐac se KÐnduno). Sto par�-

deigma touc, oi Berkowitz kai O’Brien (2002) upèdeixan ìti ta perÐploka montèla den

 tan dunatìn na uperker�soun se apìdosh èna aplì monometablhtì ARMA-GARCH

montèlo. Epiprosjètwc, to GARCH montèlo apedeÐqjei ìti parèqei ligìtero sun-

thrhtik� apotelèsmata gia tic problèyeic thc AxÐac se KÐnduno kai sunep¸c den ja

 tan swstì na efarmosteÐ. Ta monometablht� montèla eÐnai loipìn èna qr simo sum-

pl rwma pio sÔnjetwn montèlwn kai mporeÐ na eparkoÔn gia th prìbleyh thc AxÐac
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se KÐnduno enìc qartofulakÐou. Sumperasmatik�, ja periorÐsoume th prosoq  mac

sta monometablht� montèla.

Gia thn efarmog  monometablht¸n montèlwn ston upologismì thc AxÐac se KÐn-

duno, prèpei na brejeÐ mia akrib c ektÐmhsh pososthmorÐwn pou sqetÐzetai me thn

arister  our� thc katanom c twn apodìsewn se mia sugkekrimènh mellontik  hme-

romhnÐa. Oi  dh up�rqousec proseggÐseic gia na pragmatopoihjeÐ aut  h ektÐmhsh,

mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn wc akoloÔjwc : h Istorik  ProsomoÐwsh qrhsimo-

poieÐ pososthmìria ìpou basÐzontai sta diajèsima pareljontik� dedomèna, ta pl rwc

parametrik� montèla perigr�foun olìklhrh thn katanom  twn apodìsewn, sumperi-

lambanomènhc thc dunamik c thc metablhtìthtac, h JewrÐa AkraÐwn Tim¸n melet�

parametrik� montèla pou aforoÔn tic ourèc twn katanom¸n twn apodìsewn kai tè-

loc, h Palindrìmhsh sto Pososthmìrio montelopoieÐ ap' eujeÐac èna sugkekrimèno

pososthmìrio kai ìqi olìklhrh thn katanom  twn apodìsewn.

Sth sunèqeia, ja parèqoume mia perigraf  twn montèlwn twn enallaktik¸n pro-

seggÐsewn pou anafèrame pio p�nw.

4.2 Istorik  ProsomoÐwsh

O pio aplìc trìpoc upologismoÔ thc AxÐac se KÐnduno eÐnai na qrhsimopoi soume

thn deigmatik  ektÐmhsh tou pososthmorÐou pou basÐzetai sta istorik� dedomèna,

h opoÐa anafèretai wc Istorik  ProsomoÐwsh. Up�rqoun pollèc parallagèc thc

mejìdou aut c, me poll� pleonekt mata kai meionekt mata. Se aut  thn ergasÐa,

ja perigr�youme ton epikratèstero trìpo, ton opoÐo kaloÔme Istorik  ProsomoÐwsh

(HS : Historical Simulation ) kai ton pio apotelesmatikì trìpo, o opoÐoc eÐnai h
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Filtrarismènh Istorik  ProsomoÐwsh (FHS : Filtered Historical Simulation ) .

Gia thn Istorik  ProsomoÐwsh h ektÐmhsh thc AxÐac se KÐnduno th qronik  stigm 

t+1 dÐnetai apo to empeirikì l-pososthmìrio, Q̂(.) enìc kuliìmenou parajÔrou me w

- parathr seic mèqri th qronik  stigm  t , dhlad 

ˆV aRt+1 = −Q̂λ(rt, rt−1, ..., rt−w+1)

Gia par�deigma, gia èna deÐgma megèjouc, ac poÔme w=1000 parathr seic, h ektÐmh-

sh thc AxÐac se KÐnduno me 5% pijanìthta, eÐnai apl� to arnhtikì thc penthkost c

deigmatik c diatetagmènhc statistik c. ParathroÔme ìti, parìlo pou agnooÔme to

gegonìc ìti ta dedomèna den eÐnai anex�rthta kai ìmoia katanemhmèna, oi problèyeic

pou uperbaÐnoun tic akraÐec apodìseic pou parathroÔntai kat� th di�rkeia twn pa-

reljontik¸n w - parathr sewn, den eÐnai dunatìn na paraqjoÔn me aut  th mèjodo.

EpÐshc, oi ektim seic thc AxÐac se KÐnduno mporoÔn na parousi�soun �lmata, ìtan

meg�lec arnhtikèc apodìseic emfanistoÔn   brÐskontai èxw apo ton qronikì orÐzonta

pou èqoume dialèxei.

4.3 Pl rwc Parametrikì Montèlo Jèshc kai

BajmÐdoc

Ta pl rwc parametrik� montèla sthn kl�sh thc jèshc kai bajmÐdoc basÐzontai sthn

paradoq  ìti oi apodìseic an koun se mia oikogèneia jèshc kai bajmÐdoc katanom¸n

pijanìthtac, thc morf c:
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rt = µt + εt = µt + σtzt,

ìpou h µt kai h σt eÐnai par�metroi jèshc kai bajmÐdoc, kai zt ∼ fz(.) anex�rthtec kai

isìnomec tuqaÐec metablhtèc, ìpou fz eÐnai mia sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac

h opoÐa mporeÐ na èqei epiplèon par�metrouc pou kajorÐzoun th morf  thc (ìpwc

eÐnai oi bajmoÐ eleujerÐac sthn katanom  Student’s t - katanom ). Ta ARCH kai

GARCH montèla, upojètoun ìti to zt akoloujeÐ thn kanonik  katanom , all� aut 

h paradoq  gr gora apodeÐqjhke anepark c. H antikat�stash thc paradoq c aut c,

me ekeÐnh pou lèei ìti h zt ja akoloujeÐ k�poia katanom  me bari� our� kai assumetrÐa

apodeÐqjhke ìti eÐnai ikanopoihtik .

H prìbleyh thc AxÐac se KÐnduno   Dunhtik c Zhmi�c se h - mellontikèc periì-

douc, mporeÐ na basisteÐ p�nw sthn plhrofìrhsh pou up�rqei th qronik  stigm  t kai

upologÐzetai apì th sqèsh: ˆV aRt+h = −
(
µ̂t+h + σ̂t+hQλ(z)

)
, ìpou Qλ(z) eÐnai to

l - pososthmìrio pou eis�getai apì thn fz . Oi proseggÐseic thc AxÐac se KÐnduno

diafèroun an�loga me tic timèc pou ja p�roun : h par�metroc jèshc µt+h, bajmÐdoc

σt+h kai h puknìthta fz .

Sta upì sunj kh omoskedastik� parametrik� montèla o metaballìmenoc sto qrì-

no desmeumènoc mèsoc, pijanìn mporeÐ na lhfjeÐ apì mia ARMA (p,q) diadikasÐa

(AutopalÐndromh KinhtoÔ Mèsou), kai perigr�fetai apì th sqèsh:

µt = α0 +

p∑
i=1

αirt−i +

q∑
j=1

βjεt−j
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me σt ≡ σ, t = 1, 2, ..., T . AntÐjeta, sta upo sunj kh eteroskedastik� parametrik�

montèla, h par�metroc σ2 eÐnai sun�rthsh twn pareljontik¸n tim¸n thc qronoseir�c

pou exet�zetai. H pio gnwst  montelopoÐhsh pragmatopoieÐtai qrhsimopoi¸ntac èna

GARCH (r,s) montèlo, to opoÐo gr�fetai wc:

σ2
t = c0 +

r∑
i=1

ciε
2
t−i +

s∑
j=1

djσ
2
t−j

pou eis qjh apì ton Bollerslev (1986) .

Sthn empeirik  an�lush pou akoloujeÐ, gia thn katanom  thc fz upojètoume ìti

mporeÐ na akoloujeÐ treic diaforetikèc katanomèc : thn kanonik , thn Student’s t me

ν ∈ R+ bajmoÔc eleujerÐac kai thn genikeumènh asÔmmetrh Student’s t katanom  me

puknìthta:

f(z; d, ν, θ) = C
(

1 +
(−zθ)d

ν

)− ν+1
d

I(z < 0) + C
(

1 +
( z
θ
)d

ν

)− ν+1
d

I(z ≥ 0)

ìpou d, ν, θ ∈ R+ kai I(.) h deÐktria sun�rthsh, C =
[
(θ + θ−1)d−1ν1/dB(d−1, ν)

]−1

kai to B(.,.) upodhl¸nei thn sun�rthsh Beta(α, β). H rop  r t�xewc gia 0 ≤ r < νd

gia th genikeumènh assÔmetrh Student’s t katanom  eÐnai :

(−1)rθ−(r+1) + θ(r+1)

θ−1 + θ

B
(

(r + 1)/d, ν − r/d
)

B(1/d, ν)
νr/d

apì thn opoÐa h diakÔmansh, h loxìthta kai h kÔrtwsh mporoÔn na upologistoÔn an

up�rqoun. H sun�rthsh katanom c thc Student’s t katanom c (pou qrei�zetai gia

ton upologismì thc AxÐac se KÐnduno) , dÐnetai apì thn sqèsh :
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F (z) =


IL(ν,1/d)

1+θ2
an z ≤ 0

IU (1/d,ν)
1+θ2

+ (1 + θ2)−1 an z > 0

ìpou L = ν/
[
ν + (−zθ)d

]
, U = (z/θ)d/

[
ν + (z/θ)d

]
kai :

Ix(a, b) =
Bx(a, b)

B(a, b)
=

1

B(a, b)

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt, (a, b > 0)

Ta montèla tÔpou GARCH se sunduasmì me th Student’s t katanom , suqn�

parousi�zoun exairetik� apotelèsmata problèyewn. Endeiktik�, anafèroume tic er-

gasÐec twn Mittnik kai Paolella (2000),Giot kai Laurent (2004) kai ta apotelèsmata

aut¸n.

4.4 Pl rwc Parametrikì Montèlo Dunamik c

Anatrofodìthshc

'Ena enallaktikì parametrikì montèlo ekeÐnwn pou anafèrame sthn prohgoÔmenh pa-

r�grafo, eÐnai na sundu�soume th dom  enìc montèlou GARCH me mÐa mÐxh kanonik¸n

katanom¸n (metaxÔ dÔo kai tess�rwn paramètrwn), me tètoio trìpo ¸ste na epitrè-

petai h dunamik  anatrofodìthsh an�mesa sta stoiqeÐa thc kanonik c katanom c.

PolloÐ suggrafeÐc èqoun apodeÐxei ìti h mÐxh kanonik¸n katanom¸n prosarmìzei thn

katanom  twn apodìsewn twn qreogr�fwn arket� kal� (blèpe gia par�deigma Hass,

Mittnik kai Paolella (2004a, 2004b) ). To montèlo autì èqei ap qhsh kai qrhsimo-
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poieÐtai apì thn pleioyhfÐa twn analut¸n kai dioikht¸n kindÔnou diìti èqei apodeiqjeÐ

ìti apodÐdei axiìpistec problèyeic ìson afor� thn AxÐa se KÐnduno.

Pio sugkekrimèna, h qronoseir� εt mporeÐ na genikeuteÐ apì èna memigmèno kanoni-

kì GARCH(r,s) montèlo n - sunist¸swn (dhlad  MixN - GARCH ) , an h katanom 

tou εt akoloujeÐ mia mÐxh n - kanonik¸n katanom¸n me mhdenikì mèso, dhlad  :

εt|Ft−1 →MN(ω, µ, σ2
t )

ìpou ω = (ω1, ..., ωn), µ = (µ1, ..., µn), σ2
t = (σ2

1t, ..., σ
2
nt) kai h puknìthta thc mÐxhc

kanonik¸n katanom¸n dÐnetai apì th sqèsh :

fMN(y;ω, µ, σ2
t ) =

n∑
j=1

ωjφ(y;µj, σ
2
jt)

ìpou f eÐnai h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc kanonik c katanom c, ωj ∈

(0, 1) me
∑n

j=1 ωj = 1 kai gia na diasfalÐsoume ton mhdenikì mèso, µn = −
∑n−1

j=1 (ωj/ωn)µj

. Gia th diakÔmansh tou montèlou, thn σ2
t , mporoÔme na poÔme ìti upologÐzetai apì

thn dom  enìc montèlou GARCH . Pio sugkekrimèna,

σ2
t = γ0 +

r∑
i=1

γiε
2
t−i +

s∑
j=1

Ψiσ
2
t−j

ìpou γi = (γi1, γi2, ..., γin), i = 0, 1, ..., r eÐnai nx1 dianÔsmata, kai Ψj, j = 1, 2, ..., s

eÐnai nxn pÐnakec. QrhsimopoioÔme ton periorismì ìti o Ψj na eÐnai diag¸nioc, gego-

nìc pou upedeÐqjh apì touc Hass, Mittnik kai Paolella (2004,a) kai sunteleÐ sthn

kataskeu  enìc montèlou perissìtero eÔqrhstou kai me megalÔterh ikanìthta prì-
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bleyhc.

Perissìtera gia to parap�nw montèlo, se genikeÔseic tou kai sthn efarmog 

tou se pragmatik� dedomèna, sac parapèmpoume sthn ergasÐa twn Keith Kuester,

Stefan Mittnik kai Marc S. Paolella (VaR Prediction: A Comparison of Alternative

Strategies).

4.5 JewrÐa AkraÐwn Tim¸n

HJewrÐa AkraÐwn Tim¸n epikentr¸netai sthn our� thc katanom c twn apodìsewn thc

qronoseir�c pou exet�zetai. Mia periektik  episkìphsh tou sugkekrimènou montèlou,

dìjhke apì touc Embrechts, Kluppelberg kai Mikosch (1997) kai tou Christoffersen

(2002). SÔmfwna me touc suggrafeÐc autoÔc, dÐnetai èmfash sth dexi� our� thc

katanom c, pr�gma pou shmaÐnei ìti an h arister  our� thc katanom c parousi�zei

endiafèron, tìte h an�lush thc JewrÐac AkraÐwn Tim¸n ja prèpei na efarmosteÐ

sthn apìluth tim  twn arnhtik¸n apodìsewn. 'Estw Xt, t = 1, 2, ..., T eÐnai mÐa seir�

anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n kai MT = max(X1, X2, ..., XT ) . An

up�rqei stajer� cT > 0 kai dT ∈ R tìte:

MT − dT
cT

d→ H

ìpou h H mia mh-ekfulismènh sun�rthsh katanom c, tìte gia 1 + ξx > 0, èqoume

Hξ(x) =

 exp
[
−(1 + ξx)−

1
ξ

]
an ξ 6= 0

exp
[
−exp(−x)

]
an ξ = 0
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kai ìpou h Hξ kaleÐtai generalized extreme value (GEV) distribution .

H par�metroc x eÐnai polÔ shmantik  diìti ephre�zei thn sumperifor� thc our�c

thc F(x). Gia ξ = 0 oi ourèc fjÐnoun me ekjetikì rujmì (ìpwc sthn perÐptwsh thc

kanonik c katanom c), gia ξ < 0 èqoun peperasmèno dexiì �kro sthn our� touc kai

gia ξ > 0 prokÔptoun katanomèc me bari� dexi� our� ìpwc h Pareto katanom .

'Estw t¸ra ìti h sun�rthsh katanom c tou uperb�llontoc posoÔ, dhlad  tou

Y = X − u, thc anex�rththc kai isìnomhc tuqaÐac metablht c Q, ètsi ¸ste:

Fu(y) = Pr
(
X − u ≤ y|X > u

)
, y ≥ 0

Gia tic uperb�seic enìc katwflÐou, ìpwc apedeÐqjei kai apo ton Pickands (1975) ,

mporeÐ na efarmosteÐ h genikeumènh Pareto katanom  (generalized Pareto distribution

- GPD), ìpou

Gξ,β(y) =

 1−
(

1 + ξy
β

)− 1
ξ

, an ξ 6= 0

1− e−
y
β , an ξ = 0

me y ≥ 0 an ξ ≥ 0 kai 0 ≤ y ≤ −β/ξ gia ξ < 0, ìpou b h par�metroc bajmÐdoc.

Sthn trèqousa bibliografÐa up�rqoun dÔo basikèc mèjodoi. H pr¸th upojètei

dedomèna me barièc ourèc kai qrhsimopoieÐ ènan ektimht  gia thn our� thc katanom c

(blèpe gia par�deigma Danielsson, de Vries (2000)). H deÔterh, epikentr¸netai sth

melèth twn koruf¸n pou parousi�zei to gr�fhma thc katanom c twn exetazìmenwn

dedomènwn se sqèsh me to kat¸fli pou èqei oriojethjeÐ (peaks over thresholds -

POT), qwrÐc na upojètei dedomèna me barièc ourèc. Gia dedomèno kat¸fli u = Xk+1,T ,

to opoÐo dÐnetai apì thn (k + 1) parat rhsh tou deÐgmatoc pou eÐnai diatetagmèno me
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fjÐnousa di�taxh, orÐzoume:

Fu(y) = P (X − u ≤ y|X > u) =
F (u+ y) + F (u)

1− F (u)
, y ≥ 0

to opoÐo mporeÐ na grafeÐ kai ¸c:

F̄ (u+ y) = F̄ (u)F̄ (y)

ìpou to F̄ (u) mporeÐ na upologisteÐ apì thn sun�rthsh F̄T (u) = k/T me to FT (u)

na eÐnai h empeirik  sun�rthsh katanom c thc tuqaÐac metablht c Q. Gia polÔ uyhlì

kat¸fli:

F̄u(y) ≈ 1−Gξ,β(u)(y)

tètoio ¸ste oi ektim seic twn ξ̂, β̂, 1−Gξ̂,β̂(y) na parèqoun mia ektÐmhsh gia to F̄u(y).

Sunep¸c, h our� thc katanom c gia to X > u upologÐzetai apì thn sun�rthsh:

̂̄F (x) =
k

T

(
1 + ξ̂

x− u
β̂

)−1/ξ̂

Thn parap�nw exÐswsh, an thn antistrèyoume, mporoÔme na dhmiourg soume mia ektÐ-

mhsh tou pososthmorÐou, dhlad :

x̂p,k = Xk+1,T +
β̂

ξ̂

((1− p
k/T

)−ξ̂
−1
)

ìpou u = Xk+1,T . Epilègontac to kat¸fli u na eÐnai arket� uyhlì, tìte autì ja
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mac odhg sei se polÔ lÐgec uperb�seic kai �ra se uyhl  diakÔmansh gia ton ektimht ,

en¸ oi qamhlèc timèc tou u prokaloÔn merolhyÐa.

Parìlo pou h JewrÐa AkraÐwn Tim¸n eÐnai mia apì tic upoy fiec mejìdouc gia

na montelopoi soun thn AxÐa se KÐnduno, h upìjes  thc gia anexarthsÐa kai iso-

nomÐa twn tuqaÐwn metablht¸n, eÐnai akat�llhlh gia tic perissìterec apodìseic twn

periousiak¸n stoiqeÐwn enìc qartofulakÐou. Gi' autì ton lìgo h JewrÐa AkraÐwn

Tim¸n mporeÐ na efarmosteÐ se kat�llhla filtrarismèna dedomèna. Oi suggrafeÐc

Diebold, Schuermann kai Stroughair (1998) prìteinan thn prosarmog  ènoc qronik�

metaballìmenou montèlou sta dedomèna kai èpeita kataskeÔasan kai ektÐmhsan thn

our� twn filtrarismènwn kai tupopoihmènwn kataloÐpwn, zt = (rt − µt)/σt , qrhsi-

mopoi¸ntac èna montèlo thc JewrÐac AkraÐwn Tim¸n. Me autì ton trìpo par�getai

mia ektÐmhsh gia to tupopoihmèno pososthmìrio Qλ(z) kai �ra gia ton upologismì

thc AxÐac se KÐnduno èqoume:

V aRt = −(µt + σtQλ(z))

Me ènan swstì prosdiorismì thc dunamik c twn paramètrwn jèshc kai klÐmakac tou

montèlou kai thn efarmog  sunep¸n ektimht¸n twn paramètrwn, ta kat�loipa tou

filtrarismènou montèlou ja eÐnai anex�rthta kai isìnoma, sÔmfwna me tic upojèseic

twn montèlwn thc JewrÐac AkraÐwn Tim¸n.
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4.6 'Allec proseggÐseic

Up�rqoun kai �lla montèla pou mporoÔn na ektim soun thn AxÐa se KÐnduno ta opoÐa

eÐnai ta ex c:

1. Ta makr�c mn mhc -fractionally integrated GARCH models - FIGARCH ta

opoÐa ìson afor� thn probleptik  touc ikanìthta, parousi�zoun mikt� apote-

lèsmata. O Vilasuso (2002) èdeixe ìti to montèlo FIGARCH parousi�zei polÔ

kalÔterec problèyeic se sqèsh me ta GARCH kai IGARCH montèla ìtan aut�

qrhsimopoioÔntai se timèc sunall�gmatoc.

2. Ta Markov-switching GARCH montèla. 'Oson afor� thn probleptik  touc

ikanìthta, apodÐdoun omoÐwc me ta MixN-GARCH montèla.

3. Oi Markov-switching multifractal processes . Aut  h eidik  kathgorÐa mo-

ntèlwn apodÐdei polÔ kalèc ektim seic kai efarmìzetai gia mesoprìjesmec kai

makroprìjesmec problèyeic.

TreÐc akìmh kathgorÐec montèlwn axÐzei na shmeiwjoÔn gia th dunatìthta prì-

bleyhc thc metablhtìthtac pou èqoun, kai eÐnai ta ex c:

1. Montèla Tekmart c Metablhtìthtac (Implied volatility models). Ta montèla

aut� parèqoun polÔ antagwnistikèc kai antiproswpeutikèc problèyeic gia thn

metablhtìthta.

2. Montèla Stoqastik c Metablhtìthtac (Stochastic volatility models).

3. Polumetablht� GARCH montèla (Multivariate GARCH models - MGARCH)
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Gia ta montèla pou anafèrame se autì to kef�laio mporeÐ kaneÐc na melet sei

thn ergasÐa twn Keith Kuester, Stefan Mittnik kai Marc S. Paoella h opoÐa eÐnai h

Value-at-Risk Prediction: A Comparison of Alternative Strategies .
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Kef�laio 5

Empeirik� Apotelèsmata

5.1 Efarmog  twn montèlwn se pragmatik�

dedomèna

Gia na mporèsoume na melet soume thn qrhsimìthta twn montèlwn CAViaR ja prèpei

na kaskeu�soume th qronoseir� twn apodìsewn tou qartofulakÐou pou melet�me me

kat�llhlo trìpo kai na epilèxoume thn sunarthsiak  morf  pou ja èqei to pososth-

mìrio. P rame èna deÐgma perÐpou 5000 hmer siwn tim¸n twn deikt¸n, (lème perÐpou

diìti parìlo pou to ètoc èqei 250 erg�simec hmèrec, o k�je deÐkthc, gia thn qroni-

k  perÐodo pou melet same, parousÐase diaforetik� sÔnola hmer siwn kleisim�twn),

DAX, Dow Jones kai FTSE kai upologÐsame tic hmer siec apodìseic wc ex c: lo-

garijmÐsame pr¸ta tic timèc kleisÐmatoc tou deÐkth, èpeita upologÐsame thn diafor�

thc k�je logarijmik c apìdoshc me thn amèswc prohgoÔmen  thc kai tèloc, to apo-

tèlesma to pollaplasi�same me to ekatì. To eÔroc tou deÐgmatoc eÐnai apo tic 3
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DekembrÐou tou 1990 èwc tic 30 SeptembrÐou tou 2010. Qrhsimopoi same to 85% twn

parathr sewn tou ek�stote deÐgmatoc gia na ektim soume ta montèla kai to upìloipo

15% gia ton èlegqo me th qr sh twn ektìc tou deÐgmatoc dedomèna (out of sample

test ). UpologÐsame thn 1% kai 5% hmer sia AxÐa se KÐnduno qrhsimopoi¸ntac ta 4

montèla CAViaR pou anafèrame sto trÐto kef�laio thc ergasÐac mac. Oi ektim seic

thc AxÐac se KÐnduno gia 5% gia touc treÐc parap�nw deÐktec faÐnontai stouc PÐnakec

5.1 kai 5.2. Pio sugkekrimèna, ston pÐnaka autìn katagr�fontai oi timèc twn ekti-

moÔmenwn paramètrwn, ta antÐstoiqa tupik� sf�lmata kai ta (monìpleura) p-values

, h tim  thc sun�rthshc elaqistopoÐhshc thc palindrìmhshc sto pososthmìrio (RQ

), th sqetik  suqnìthta ìpou h AxÐa se KÐnduno uperbaÐnei to posostì pou èqoume

upojèsei (dhlad  tic parabi�seic (Hits)) kai tèloc, ta p-values tou DQ elègqou (gia

tic timèc entìc kai ektìc tou deÐgmatoc). Gia na upologÐsoume thn AxÐa se KÐnduno

me ta montèla CAViaR , orÐzoume to f1(β) na eÐnai to empeirikì j - pososthmìrio

twn pr¸twn 300 parathr sewn. Ta stoiqeÐa pou qrhsimopoi jhkan gia ton èlegqo

DQ gia ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc  tan mÐa stajer�, h prìbleyh thc AxÐac

se KÐnduno, kai oi pr¸tec 4 uster seic twn parabi�sewn. Gia ton èlegqo DQ gia

ta dedomèna entìc tou deÐgmatoc, den sumperil�bame thn stajer� kai thn prìbleyh

thc AxÐac se KÐnduno, diìti gia merik� montèla parousi�sthke suggrammikìthta me

ton pÐnaka twn parag¸gwn. Ta tupik� sf�lmata kai o pÐnakac diakÔmanshc - sun-

diakÔmanshc gia ton DQ èlegqo gia ta dedomèna entìc tou deÐgmatoc, upologÐsthke

me tètoio trìpo ìpwc ekeÐnoc perigr�fhke sta Jewr mata 3 kai 4. H fìrmoula upo-

logismoÔ twn D̂T kai M̂T pro lje qrhsimopoi¸ntac thn ektÐmhsh k-nearest neighbor

me k=40 gia 1% AxÐa se KÐnduno kai k=60 gia 5% AxÐa se KÐnduno.

'Oson afor� th sun�rthsh beltistopoÐhshc gia ta parap�nw montèla, qrhsimo-

66



poi jhke o Nelder - Mead Simplex Algorithmkai h mèjodoc quasi - Newton . Ta

montèla upologÐsthkan qrhsimopoi¸ntac thn parak�tw diadikasÐa. Dhmiourg same

n - dianÔsmata qrhsimopoi¸ntac thn omoiìmorfh genn tria tuqaÐwn arijm¸n, metaxÔ

tou 0 kai tou 1. UpologÐsame me thn sun�rthsh palindrìmhshc sto pososthmìrio

(RQ ) gia k�je èna apì aut� ta dianÔsmata kai epilèxame ta m - dianÔsmata pou

par gagan to pio qamhlì RQ krit rio wc arqikèc timèc thc diadikasÐac beltistopoÐ-

hshc. Gia k�je mia apo autèc tic arqikèc timèc, trèxame pr¸ta ton algìrijmo Nelder

- Mead . 'Epeita, topojet same touc bèltistouc par�gontec ston algìrijmo quasi -

Newton kai oi nèoi bèltistoi par�metroi epilèqjhkan wc nèec arqikèc upojèseic gia

ton algìrijmo Nelder - Mead . Epanal�bame thn diadikasÐa mèqric ìtou ikanopoihjeÐ

to krit rio sÔgklishc. Tèloc, epilèxame to di�nusma pou par gage to qamhlìtero

RQ krit rio.

Sta sq mata apì 5.1, 5.3 kai 5.5 emfanÐzontai ta graf mata twn montèlwn CAViaR

me thn kampÔlh News Impact gia to 1% AxÐac se KÐnduno twn deikt¸n. Shmei¸ste

to kat� pìso diafèroun ta montèla Adaptive kai Asymmetric Slope me ta �lla dÔ-

o kaj¸c melet�me thn kampÔlh News Impact . Pio sugkekrimèna, gia ta Indirect

GARCH kai Absolute Value montèla, oi pareljontikèc apodìseic (eÐte arnhtikèc eÐ-

te jetikèc) èqoun summetrik  epÐdrash sthn AxÐa se KÐnduno. Sthn perÐptwsh tou

Adaptive montèlou, antÐjeta, exet�zoume to kat� pìso oi pareljontikèc timèc twn

apodìsewn uperbaÐnoun thn ektÐmhsh thc AxÐac se KÐnduno   ìqi. Tèloc, h koft 

diafor� metaxÔ thc epÐdrashc twn jetik¸n apodìsewn kai arnhtik¸n apodìsewn sto

montèlo Asymmetric Slope deÐqnei ìti mporeÐ na up�rqoun sqetikèc asummetrÐec sth

sumperifor� tou 1% pososthmorÐou tou qartofulakÐou.

Epikentr¸nontac t¸ra thn prosoq  mac ston PÐnaka 5.1, to pr¸to pr�gma pou
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parathroÔme eÐnai ìti suntelest c tou autosusqetizìmenou ìrou β2 eÐnai p�nta sta-

tistik� shmantikìc (me p-value=0 ). To gegonìc autì epibebai¸nei ìti to fainìmeno

thc omadopoÐhshc thc metablhtìthtac eÐnai sqetikì me tic ourèc twn katanom¸n. 'Ena

deÔtero endiafèron shmeÐo eÐnai h akrÐbeia pou èqoun ìla ta montèla, ìson afor� ta

posost� twn parabi�sewn entìc tou deÐgmatoc (epeid  eÐnai polÔ kont� sto posostì

thc AxÐac se KÐnduno pou èqoume oriojet sei, 1%   5%). To gegonìc autì eÐnai

eÔlogo kaj¸c h antikeimenik  sun�rthsh thc palindrìmhshc sto pososthmìrio èqei

kajoristeÐ ètsi ¸ste na epitÔqei autì to apotèlesma. Ta apotelèsmata gia posostì

1% thc AxÐac se KÐnduno èdeixan ìti ta montèla Symmetric Absolute Value, Asym-

metric Slope kai Indirect GARCH epitugq�noun sto na perigr�youn thn exèlixh thc

arister c our�c twn tri¸n deikt¸n pou exet�zoume. To sumpèrasma autì pro lje

apo to gegonìc ìti ta apotelèsmata twn elègqwn DQ gia ta dedomèna entìc tou

deÐgmatoc (me b�sh ta p-values ) uperbaÐnoun to 1% epÐpedo shmantikìthtac, en¸ oi

deÐktec DJ kai FTSE antèqoun kai gia 5% epÐpedo shmantikìthtac kai gia ta tèsse-

ra montèla CAViaR . H apìdosh tou Adaptive montèlou eÐnai kat¸terh sta ektìc

tou deÐgmatoc dedomèna, parìlo pou ta posost� twn parabi�sewn brÐskontai sqetik�

kont� sto 1% (me exaÐresh ton deÐkth FTSE pou gia epÐpedo shmantikìthtac 1%

epibi¸nei tou DQ test gia ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc).

Sthn perÐptwsh tou posostoÔ 5% thc AxÐac se KÐnduno èqoume entel¸c diafo-

retik� apotelèsmata. 'Ola ta montèla parousi�zoun ikanopoihtik� apotelèsmata gia

tic parabi�seic entìc tou deÐgmatoc giatÐ oi timèc touc proseggÐzoun to posostì

tou 5%. AntÐjeta, gia tic parabi�seic twn dedomènwn ektìc tou deÐgmatoc, mìno to

montèlo Adaptive kat�fere na parousi�sei pososta kont� sto 5% gia ìlouc touc

exetazìmenouc deÐktec (shmei¸noume ìti kai ta montèla Indirect GARCH, Symmet-
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ric Absolute Value parousi�zoun ikanopoihtik� apotelèsmata gia ton deÐkth FTSE

me timèc kont� sto posostì 5%). Shmei¸same epÐshc, ìti to Adaptive montèlo den

aporrÐptetai apo touc elègqouc DQ se epÐpeda shmantikìthtac 1% kai 5% (sumpèra-

sma pou aporrèei apo ta antÐstoiqa p-values twn elègqwn). To montèlo Asymmetric

Slope kai gia touc treic exetazìmenouc deÐktec, mporoÔme na poÔme ìti parèqei polÔ

ikanopoihtik� apotelèsmata gia ta dedomèna entìc tou deÐgmatoc, all� parèqei mia

polÔ ftwq  ektÐmhsh gia ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc (me duskolÐa epibi¸nei o

deÐkthc FTSE se epÐpedo shmantikìthtac 1%). H ptwq  apìdosh twn dedomènwn e-

ktìc tou deÐgmatoc gia ta montèla SAV, AS kai Indirect GARCH kai gia touc deÐktec

DAX kai Dow Jones (se epÐpedo shmantikìthtac a=5%) , mporeÐ na dikaiologhjeÐ

apì to gegonìc ìti to teleutaÐo mèroc tou deÐgmatoc (dhlad  gia to 15% twn pa-

rathr sewn pou jèsame na eÐnai ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc), qarakthrÐzetai

apì mÐa xafnik  ¸jhsh thc metablhtìthtac proc mia sugkekrimènh kateÔjunsh kai

sumpÐptei met� bÐac me ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc. Tèloc, eÐnai polÔ endiafèron

na shmei¸soume ìti sto montèlo AS o suntelest c tou arnhtikoÔ mèrouc twn sterh-

mènwn apodìsewn gia 1% AxÐa se KÐnduno gia ton deÐkth FTSE den eÐnai statistik�

shmantikìc, en¸ o suntelest c tou jetikoÔ mèrouc twn sterhmènwn apodìsewn eÐnai

statistik� shmantikìc. Diaforetik� apotelèsmata èqoume gia ton Ðdio deÐkth kai to

Ðdio montèlo gia 5% AxÐa se KÐnduno. Ed¸ kai oi duo suntelestèc eÐnai statistik�

shmantikoÐ me p-values na proseggÐzoun   na eÐnai mhdèn. Autì upodeiknÔei thn pa-

rousÐa shmantik¸n asÔmmetrwn epidr�sewn thc AxÐac se KÐnduno twn pareljontik¸n

apodìsewn.

To gegonìc ìti oi DQ elègqoi epilègoun diaforetik� montèla gia diaforetik�

epÐpeda shmantikìthtac, upodeiknÔei ìti h diadikasÐa pou dièpei thn sumperifor� thc
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our�c thc katanom c mporeÐ na all�xei kaj¸c metakinoÔmaste èxw apo thn our� thc

katanom c. Sugkekrimèna, autì èrqetai se antÐjesh me tic upojèseic twn montèlwn

GARCH kai twn RiskMetrics , afoÔ autèc oi proseggÐseic upojètoun ìti h our�

èqei thn Ðdia sumperifor� gia ìlec tic apodìseic. En¸ ta montèla GARCH mporeÐ na

eÐnai qr sima gia na perigr�youn thn exèlixh thc metablhtìthtac, ta apotelèsmata

thc èreunac mac, mac èdeixan ìti mporeÐ na parèqoun mh ikanopoihtik� apotelèsmata

ektÐmhshc ìtan efarmìzontai sthn our� twn apodìsewn.

Sto shmeÐo autì, eÐnai polÔ shmantikì na anafèroume ìti gia thn efarmof 

twn montèlwn CAViaR kai gia thn exagwg  twn sumperasm�twn mac, qrhsimopoi-

 same to majhmatikì-statistikì pakèto MATLAB kai touc k¸dikec pou qrhsimo-

poÐhsan oi Simone Manganelli kai Robert Engle gia thn ekpìnhsh thc ergasÐac

touc me jèma (CAViaR: Conditional Autoregressive Value at Risk by Regression

Quantiles, 2004 ). MporeÐ kaneÐc na anatrèxei sthn istoselÐda tou Manganelli

(www.simonemanganelli.org) kai na breÐ analutik� ta b mata pou akolouj jhkan

gia thn dik  touc èreuna.

PÐnakac 5.1: Apotelèsmata twn deikt¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
1% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE

Beta 1 0,277 0,127 0,068 0,148 0,210 0,023 0,400 0,130 0,059 0,865 0,377 1,088

Standard Errors 0,047 0,023 0,009 0,034 0,074 0,007 0,118 0,064 0,025 0,065 0,141 0,093

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002 0,000 0,000 0,021 0,011 0,000 0,004 0,000

Beta 2 0,856 0,915 0,947 0,890 0,799 0,948 0,874 0,919 0,921

Standard Errors 0,035 0,013 0,006 0,026 0,080 0,013 0,011 0,013 0,009

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,316 0,231 0,137 0,093 0,090 0,164 0,577 0,334 0,321

Standard Errors 0,089 0,039 0,010 0,078 0,158 0,035 0,276 0,295 0,132

P-values 0,000 0,000 0,000 0,117 0,283 0,000 0,018 0,129 0,007

Beta 4 0,304 0,693 0,060

Standard Errors 0,057 0,306 0,043

P-values 0,000 0,012 0,080

RQ 166,86 136,28 109,07 164,19 129,53 105,76 168,24 135,72 107,43 190,49 144,50 129,11

Hits in-sample(%) 1,001 0,989 1,010 1,001 1,012 0,987 1,001 1,012 1,010 0,869 0,965 0,893

Hits out-of-sample(%) 2,128 2,000 1,729 2,128 3,467 1,729 1,329 2,667 1,463 1,197 1,733 1,064

DQ in-sample(p-values) 0,017 0,104 0,138 0,171 0,825 0,782 0,105 0,139 0,750 0,025 0,542 0,736

DQ out-of-sample(p-values) 0,004 0,024 0,117 0,017 0,000 0,002 0,919 0,000 0,753 0,000 0,000 0,039
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PÐnakac 5.2: Apotelèsmata twn deikt¸n gia 5% AxÐa se KÐnduno
5% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE DAX DJ FTSE

Beta 1 0,085 0,062 0,069 0,034 0,039 0,021 0,032 0,038 0,020 0,542 0,306 0,406

Standard Errors 0,011 0,011 0,006 0,007 0,014 0,005 0,019 0,011 0,006 0,074 0,037 0,047

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,003 0,000 0,052 0,001 0,001 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,915 0,929 0,920 0,927 0,923 0,937 0,911 0,920 0,901

Standard Errors 0,016 0,015 0,006 0,011 0,037 0,007 0,007 0,006 0,003

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,165 0,121 0,168 0,034 0,008 0,167 0,232 0,147 0,247

Standard Errors 0,027 0,017 0,009 0,039 0,034 0,010 0,381 0,122 0,053

P-values 0,000 0,000 0,000 0,193 0,403 0,000 0,271 0,114 0,000

Beta 4 0,207 0,204 0,036

Standard Errors 0,022 0,103 0,014

P-values 0,000 0,024 0,005

RQ 597,86 440,09 397,65 582,12 430,84 390,38 598,68 441,58 395,71 609,85 441,63 436,23

Hits in-sample(%) 5,002 4,967 4,980 5,026 4,991 4,980 4,979 5,061 4,956 4,767 4,614 4,416

Hits out-of-sample(%) 7,579 9,067 5,718 7,713 8,800 6,649 6,649 8,933 5,452 4,920 5,200 4,654

DQ in-sample(p-values) 0,008 0,025 0,602 0,049 0,434 0,060 0,006 0,004 0,489 0,822 0,107 0,714

DQ out-of-sample(p-values) 0,002 0,000 0,437 0,003 0,000 0,013 0,024 0,000 0,262 0,231 0,464 0,163

5.2 An�lush metoq¸n tou deÐkth Dow Jones

AfoÔ analÔsame sth prohgoÔmenh par�grafo treÐc apo touc megalÔterouc qrhma-

tisthriakoÔc deÐktec pagkosmÐwc, sto shmeÐo autì ja proqwr soume sthn an�lush

d¸deka metoq¸n pou an koun ston deÐkth Dow Jones. P rame loipìn, ìpwc kai proh-

goumènwc, èna deÐgma apo 4998 hmer siec timèc kleisÐmatoc twn metoq¸n Bank of

America, American Express Company, JP Morgan, Walt Disney, Boeing Co, John-

son and Johnson, Caterpillar, CSCO, Chevron Co, General Electric, Home Depot.

Inc kai Hewlett-Packard Co kai upologÐsame thn diafor� thc k�je logarijmik c apì-

doshc me thn amèswc prohgoÔmen  thc kai tèloc, to apotèlesma to pollaplasi�same

me to ekatì. To eÔroc tou deÐgmatoc  tan kai ed¸ apì tic 3 DekembrÐou tou 1990

mèqri tic 30 SeptembrÐou tou 2010. Qrhsimopoi same p�li to 85% twn parathr sewn

tou ek�stote deÐgmatoc gia na ektim soume ta montèla kai to upìloipo 15% gia ton

èlegqo twn dedomènwn ektìc tou deÐgmatoc. Apì touc pÐnakec pou akoloujoÔn, ka-

j¸c kai ta graf mata, ja ex�goume qr sima sumper�smata gia thn k�je metoq . Se

pr¸to st�dio ja analÔsoume tic pr¸tec treÐc metoqèc, Bank of America, American
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Express Company, JP Morgan, apì tic d¸deka pou èqoume epilèxei kai èpeita, ja

k�noume mia anafor� kai gia tic upìloipec.

Sta Sq mata 5.7, 5.8 parathroÔme to gr�fhma thc KampÔlhc Nèac EpÐdrash twn

montèlwn CAViaR gia th metoq  JP Morgan kai tic ektim seic gia 5% AxÐa se KÐnduno

thc metoq c thc Bank of America , antÐstoiqa. ParathroÔme ìti ta montèla Adaptive

kai Asymmetric Slope diafèroun apì ta �lla duo ìtan prìkeitai gia thn KampÔlh

Nèac EpÐdrashc. Gia ta montèla Indirect GARCH kai Symmetric Absolute Value oi

apodìseic tou pareljìntoc (eÐte jetikèc eÐte arnhtikèc) èqoun summetrik  epÐdrash

p�nw sthn AxÐa se KÐnduno. H èntonh asummetrÐa pou faÐnetai sto gr�fhma thc

KampÔlhc Nèac EpÐdrashc tou montèlou Asymmetric Slope ofeÐletai sto gegonìc

ìti oi jetikèc apodìseic mporeÐ na èqoun megalÔterh epÐdrash p�nw sthn ektÐmhsh

thc AxÐac se KÐnduno se sqèsh me tic arnhtikèc. 'Oson afor� ta graf mata pou

parousi�zoun thn AxÐa se KÐnduno gia epÐpedo 5% thc metoq c thc Bank of America

, prèpei na shmei¸soume ìti emfanÐstikan èntonec akÐdec gia diaforetikèc qronikèc

periìdouc me pio shmantik  ekeÐnh thc trapezik c krÐshc tou 2008.

Epikentr¸nontac t¸ra thn prosoq  mac ston PÐnaka 5.3 parathroÔme ìti o sunte-

lest c tou autopalÐndromou ìrou β2 eÐnai p�nta statistik� shmantikìc. 'Ena deÔtero

shmantikì stoiqeÐo, eÐnai ìti ìla ta montèla parousÐasan akrÐbeia ìson afor� tic

parabi�seic (Hits ) kai gia ta dÔo epÐpeda AxÐac se KÐnduno pou èqoume orÐsei gia ta

dedomèna entìc tou deÐgmatoc. Ta apotelèsmata gia thn AxÐa se KÐnduno se epÐpe-

do 1% deÐqnoun ìti gia ta montèla Symmetric Absolute Value , Asymmetric Slope

oi timèc twn metoq¸n JP Morgan kai American Express Co kat�feran na antèxoun

ta DQ test tìso gia ta entìc ìso kai gia ta ektìc tou deÐgmatoc dedomèna. Sto

montèlo Indirect GARCH mìno h metoq  thc Bank of America �ntexe ta DQ test
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tìso gia ta entìc ìso kai gia ta ektìc tou deÐgmatoc dedomèna, en¸ oi �llec dÔo

metoqèc anèxan to test mìno gia ta entìc tou deÐgmatoc dedomèna. Ta apotelèsmata

tou montèlou Adaptive eÐnai kat¸tera apì ta �lla trÐa montèla kaj¸c kamÐa metoq 

den �ntexe to DQ test gia ta dedomèna ektìc tou deÐgmatoc, parìlo pou oi metoqèc

twn dÔo trapez¸n �ntexan gia ta entìc tou deÐgmatoc dedomèna.

Gia epÐpedo 5% AxÐac se KÐnduno parousi�sthke mia diaforetik  eikìna. Pio

sugkekrimèna, se ìla ta montèla CAViaR eÐqame ikanopoihtik� apotelèsmata gia

ta dedomèna entìc tou deÐgmatoc, me exaÐresh thn metoq  thc Bank of America pou

apètuqe to DQ test gia ta montèla Asymmetric Slope kai Adaptive . EpÐshc, ìla

ta montèla parousi�zoun sqetik  akrÐbeia gia tic parabi�seic entìc tou deÐgmatoc me

to Adaptive montèlo na ustereÐ lig�ki me timèc kont� sto 5%.

PÐnakac 5.3: Apotelèsmata metoq¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
1% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

BoA AEC JPM BoA AEC JPM BoA AEC JPM BoA AEC JPM

Beta 1 0,063 0,285 0,117 0,019 0,139 0,014 0,494 1,839 0,328 0,879 0,782 1,678

Standard Errors 0,012 0,085 0,036 0,008 0,057 0,021 0,258 1,919 0,201 0,098 0,135 0,004

P-values 0,000 0,000 0,001 0,008 0,007 0,254 0,028 0,169 0,051 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,960 0,906 0,938 0,967 0,926 0,967 0,852 0,858 0,921

Standard Errors 0,009 0,024 0,035 0,012 0,020 0,019 0,021 0,078 0,012

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,122 0,193 0,188 0,125 0,188 0,155 0,723 0,497 0,397

Standard Errors 0,029 0,037 0,113 0,048 0,028 0,087 0,214 0,798 0,044

P-values 0,000 0,000 0,048 0,004 0,000 0,037 0,000 0,267 0,000

Beta 4 0,055 0,133 0,054

Standard Errors 0,038 0,066 0,038

P-values 0,073 0,023 0,078

RQ 203,13 250,92 275,78 203,54 249,43 275,76 217,98 259,48 284,79 224,51 277,48 309,98

Hits in-sample(%) 1,012 1,012 1,012 1,012 1,012 1,012 1,060 1,060 1,012 0,848 0,895 0,918

Hits out-of-sample(%) 2,133 1,467 1,467 2,400 1,467 1,467 1,733 1,467 2,000 3,067 2,133 1,600

DQ in-sample(p-values) 0,005 0,776 0,805 0,000 0,781 0,799 0,292 0,807 0,853 0,527 0,001 0,731

DQ out-of-sample(p-values) 0,008 0,084 0,087 0,001 0,067 0,096 0,267 0,002 0,005 0,000 0,001 0,000

Parak�tw ja parousiastoÔn oi pÐnakec me ta apotelèsmata twn metr sewn kaj¸c

epÐshc kai oi grafikèc parast�seic orismènwn metoq¸n. Gia lìgouc eukolÐac sthn

parousÐash, oi pÐnakec apoteloÔntai apì treÐc metoqèc. Ta sumper�smata twn apo-

telesm�twn gia k�je pÐnaka eÐnai an�loga me ta sumper�smata pou dìjhkan gia touc

treÐc deÐktec kai tic treÐc metoqèc pou analÔsame.
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Sq ma 5.12: Graf mata twn montèlwn CAViaR gia 5% AxÐa se KÐnduno th metoq 
thc Walt Disney
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PÐnakac 5.4: Apotelèsmata metoq¸n gia 5% AxÐa se KÐnduno
5% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

BoA AEC JPM BoA AEC JPM BoA AEC JPM BoA AEC JPM

Beta 1 0,037 0,118 0,084 0,011 0,069 0,023 0,263 0,278 0,222 0,327 0,374 0,434

Standard Errors 0,008 0,021 0,012 0,010 0,034 0,010 0,175 0,098 0,135 0,063 0,056 0,067

P-values 0,000 0,000 0,000 0,117 0,022 0,008 0,066 0,002 0,050 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,958 0,917 0,923 0,960 0,922 0,927 0,821 0,873 0,871

Standard Errors 0,012 0,025 0,021 0,012 0,024 0,012 0,031 0,018 0,026

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,090 0,144 0,155 0,110 0,168 0,164 0,386 0,274 0,298

Standard Errors 0,026 0,052 0,051 0,033 0,040 0,029 0,785 0,213 0,364

P-values 0,000 0,003 0,001 0,000 0,000 0,000 0,312 0,099 0,206

Beta 4 0,041 0,076 0,118

Standard Errors 0,014 0,039 0,026

P-values 0,001 0,026 0,000

RQ 762,79 902,96 945,93 761,31 897,30 946,01 801,51 933,15 972,63 788,96 931,95 996,73

Hits in-sample(%) 5,062 4,992 5,015 5,086 5,015 4,992 5,204 5,180 5,133 4,709 4,803 4,803

Hits out-of-sample(%) 5,867 6,133 5,200 5,467 6,400 4,933 6,667 6,800 5,600 6,533 5,333 5,200

DQ in-sample(p-values) 0,056 0,833 0,998 0,008 0,923 0,772 0,899 0,416 0,954 0,042 0,408 0,065

DQ out-of-sample(p-values) 0,921 0,270 0,946 0,481 0,050 0,935 0,023 0,037 0,878 0,000 0,188 0,027

PÐnakac 5.5: Apotelèsmata metoq¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
1% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

WD BCo J&J WD BCo J&J WD BCo J&J WD BCo J&J

Beta 1 0,232 1,671 0,117 0,108 1,494 0,014 2,095 3,236 0,328 0,790 0,868 1,678

Standard Errors 0,079 0,555 0,036 0,070 0,267 0,021 1,439 2,221 0,201 0,178 0,131 0,004

P-values 0,002 0,001 0,001 0,062 0,000 0,254 0,073 0,073 0,051 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,894 0,564 0,938 0,893 0,544 0,967 0,826 0,765 0,921

Standard Errors 0,038 0,125 0,035 0,034 0,050 0,019 0,064 0,105 0,012

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,291 0,535 0,188 0,304 0,525 0,155 0,547 0,691 0,397

Standard Errors 0,105 0,095 0,113 0,107 0,058 0,087 0,238 1,242 0,044

P-values 0,003 0,000 0,048 0,002 0,000 0,037 0,011 0,289 0,000

Beta 4 0,281 0,595 0,054

Standard Errors 0,075 0,078 0,038

P-values 0,000 0,000 0,078

RQ 271,51 254,22 275,78 271,07 252,26 275,76 291,34 255,34 284,79 288,38 262,96 309,98

Hits in-sample(%) 0,989 1,012 1,012 1,036 1,012 1,012 1,036 1,012 1,012 0,965 0,848 0,918

Hits out-of-sample(%) 1,467 1,867 1,467 1,200 1,867 1,467 1,733 1,733 2,000 1,333 1,467 1,600

DQ in-sample(p-values) 0,791 0,803 0,805 0,800 0,794 0,799 0,836 0,810 0,853 0,804 0,714 0,731

DQ out-of-sample(p-values) 0,804 0,060 0,087 0,976 0,074 0,096 0,004 0,034 0,005 0,686 0,000 0,000

PÐnakac 5.6: Apotelèsmata metoq¸n gia 5% AxÐa se KÐnduno
5% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

WD BCo J&J WD BCo J&J WD BCo J&J WD BCo J&J

Beta 1 0,022 0,067 0,084 0,015 0,035 0,023 3,232 0,214 0,222 0,266 0,300 0,434

Standard Errors 0,007 0,015 0,012 0,009 0,012 0,010 2,686 0,079 0,135 0,069 0,049 0,067

P-values 0,001 0,000 0,000 0,053 0,002 0,008 0,114 0,003 0,050 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,982 0,950 0,923 0,980 0,951 0,927 0,458 0,922 0,871

Standard Errors 0,009 0,012 0,021 0,008 0,011 0,012 0,327 0,012 0,026

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,081 0,000 0,000

Beta 3 0,031 0,087 0,155 0,047 0,104 0,164 0,438 0,127 0,298

Standard Errors 0,017 0,017 0,051 0,017 0,022 0,029 0,284 0,076 0,364

P-values 0,036 0,000 0,001 0,003 0,000 0,000 0,061 0,048 0,206

Beta 4 0,014 0,053 0,118

Standard Errors 0,010 0,020 0,026

P-values 0,068 0,004 0,000

RQ 888,86 848,43 945,93 885,97 846,83 946,01 939,16 867,81 972,63 908,52 877,39 996,73

Hits in-sample(%) 5,015 5,015 5,015 5,015 4,992 4,992 5,086 5,062 5,133 4,780 4,850 4,803

Hits out-of-sample(%) 6,133 4,933 5,200 5,867 5,067 4,933 7,600 6,267 5,600 5,600 5,733 5,200

DQ in-sample(p-values) 0,879 0,962 0,998 0,914 0,744 0,772 0,660 0,975 0,954 0,559 0,672 0,065

DQ out-of-sample(p-values) 0,253 0,354 0,946 0,424 0,077 0,935 0,001 0,132 0,878 0,054 0,016 0,027
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PÐnakac 5.7: Apotelèsmata metoq¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
1% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

CAT CSC CHE CAT CSC CHE CAT CSC CHE CAT CSC CHE

Beta 1 0,617 0,247 0,067 0,170 0,309 0,268 10,581 3,349 1,412 0,783 0,959 0,385

Standard Errors 0,321 0,103 0,025 0,123 0,122 0,268 20,822 1,347 2,090 0,119 0,178 0,109

P-values 0,027 0,008 0,004 0,085 0,006 0,159 0,306 0,006 0,250 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,827 0,902 0,966 0,940 0,889 0,878 0,452 0,812 0,797

Standard Errors 0,080 0,026 0,015 0,037 0,040 0,114 0,859 0,027 0,181

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,299 0,000 0,000

Beta 3 0,256 0,255 0,083 0,145 0,316 0,295 0,885 0,689 0,552

Standard Errors 0,117 0,069 0,029 0,078 0,095 0,228 0,387 0,471 1,127

P-values 0,014 0,000 0,002 0,032 0,000 0,097 0,011 0,072 0,312

Beta 4 0,037 0,087 -0,005

Standard Errors 0,076 0,075 0,057

P-values 0,315 0,122 0,468

RQ 270,19 385,27 181,21 270,10 372,81 177,75 273,45 405,40 189,37 280,43 430,39 180,07

Hits in-sample(%) 1,012 1,012 1,012 0,989 0,989 0,989 1,012 1,036 1,012 0,895 0,895 0,965

Hits out-of-sample(%) 2,133 1,067 1,733 2,533 0,667 1,200 3,200 0,667 1,600 1,467 0,933 1,733

DQ in-sample(p-values) 0,033 0,829 0,795 0,136 0,746 0,712 0,161 0,763 0,842 0,724 0,084 0,727

DQ out-of-sample(p-values) 0,000 0,998 0,005 0,000 0,987 0,000 0,000 0,909 0,001 0,114 0,853 0,000

PÐnakac 5.8: Apotelèsmata metoq¸n gia 5% AxÐa se KÐnduno
5% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

CAT CSC CHE CAT CSC CHE CAT CSC CHE CAT CSC CHE

Beta 1 0,013 0,067 0,123 0,001 0,050 0,188 4,344 0,013 1,498 0,176 0,346 0,116

Standard Errors 0,004 0,013 0,054 0,003 0,011 0,131 0,452 0,007 2,951 0,036 0,060 0,080

P-values 0,002 0,000 0,012 0,325 0,000 0,076 0,000 0,033 0,306 0,000 0,000 0,074

Beta 2 0,988 0,962 0,919 0,994 0,963 0,860 0,400 0,995 0,629

Standard Errors 0,003 0,005 0,036 0,003 0,005 0,079 0,034 0,001 0,622

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,156

Beta 3 0,023 0,055 0,094 0,018 0,065 0,203 0,479 0,006 0,194

Standard Errors 0,004 0,007 0,040 0,004 0,007 0,052 0,114 0,489 0,223

P-values 0,000 0,000 0,009 0,000 0,000 0,000 0,000 0,495 0,192

Beta 4 0,004 0,032 0,050

Standard Errors 0,013 0,011 0,062

P-values 0,371 0,002 0,207

RQ 919,88 1294,30 651,03 918,77 1289,96 649,46 944,25 1342,79 667,77 930,18 1342,79 654,55

Hits in-sample(%) 4,992 4,992 5,015 4,968 5,015 5,015 5,039 4,992 5,039 4,850 4,780 4,968

Hits out-of-sample(%) 5,600 4,000 5,333 6,000 3,867 5,333 9,067 9,200 7,733 6,533 5,467 5,200

DQ in-sample(p-values) 0,055 0,142 0,669 0,004 0,617 0,293 0,624 0,212 0,211 0,060 0,107 0,990

DQ out-of-sample(p-values) 0,557 0,426 0,082 0,078 0,284 0,003 0,000 0,000 0,000 0,040 0,629 0,014

PÐnakac 5.9: Apotelèsmata metoq¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
1% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

GE HD HP GE HD HP GE HD HP GE HD HP

Beta 1 0,336 0,066 0,023 0,071 0,009 0,013 1,067 1,179 -0,016 1,340 1,309 0,958

Standard Errors 0,058 0,018 0,015 0,047 0,007 0,016 1,080 0,563 0,022 0,046 0,033 0,087

P-values 0,000 0,000 0,061 0,067 0,103 0,210 0,162 0,018 0,244 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,822 0,965 0,989 0,903 0,989 0,990 0,769 0,866 0,998

Standard Errors 0,035 0,014 0,008 0,033 0,004 0,007 0,092 0,020 0,001

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,452 0,106 0,033 0,357 0,087 0,039 0,904 0,538 0,012

Standard Errors 0,074 0,041 0,022 0,078 0,016 0,025 0,603 0,796 0,310

P-values 0,000 0,005 0,065 0,000 0,000 0,057 0,067 0,249 0,485

Beta 4 0,139 -0,027 0,014

Standard Errors 0,065 0,008 0,026

P-values 0,017 0,000 0,302

RQ 194,69 254,41 366,42 191,45 248,09 365,61 207,01 274,63 377,77 217,11 281,09 387,35

Hits in-sample(%) 0,989 0,989 1,012 0,989 1,060 1,036 1,012 1,036 1,012 0,871 0,965 0,918

Hits out-of-sample(%) 2,000 1,200 1,200 1,733 1,200 1,200 2,400 1,200 3,600 1,333 1,200 1,067

DQ in-sample(p-values) 0,856 0,879 0,786 0,110 0,812 0,798 0,896 0,861 0,816 0,662 0,842 0,861

DQ out-of-sample(p-values) 0,037 0,042 0,100 0,000 0,005 0,074 0,003 0,598 0,0000 0,067 0,072 0,050
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Sq ma 5.1: KampÔlh Nèac EpÐdrashc twn montèlwn CAViaR gia ton deÐkth DAX
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PÐnakac 5.10: Apotelèsmata metoq¸n gia 1% AxÐa se KÐnduno
5% Value at Risk Symmetric Absolute Value Asymmetric Slope Indirect GARCH Adaptive

GE HD HP GE HD HP GE HD HP GE HD HP

Beta 1 0,055 0,042 0,020 0,063 0,019 0,009 1,286 0,019 0,021 0,298 0,225 0,314

Standard Errors 0,008 0,011 0,005 0,022 0,006 0,006 0,904 0,006 0,008 0,054 0,046 0,055

P-values 0,000 0,000 0,000 0,002 0,001 0,073 0,078 0,000 0,003 0,000 0,000 0,000

Beta 2 0,955 0,967 0,983 0,917 0,978 0,984 0,593 0,993 0,992

Standard Errors 0,017 0,008 0,004 0,033 0,005 0,004 0,167 0,001 0,001

P-values 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Beta 3 0,078 0,057 0,032 0,173 0,070 0,036 0,553 0,008 0,011

Standard Errors 0,035 0,012 0,007 0,093 0,013 0,006 0,402 0,320 0,125

P-values 0,012 0,000 0,000 0,032 0,000 0,000 0,084 0,491 0,466

Beta 4 0,076 -0,004 0,019

Standard Errors 0,036 0,010 0,011

P-values 0,019 0,356 0,049

RQ 713,59 923,96 1140,11 709,01 914,49 1139,83 750,18 948,15 1173,50 724,99 950,77 1159,23

Hits in-sample(%) 5,039 5,015 5,086 5,039 5,039 5,086 5,133 5,015 5,133 4,921 4,874 4,992

Hits out-of-sample(%) 6,133 5,467 4,267 6,267 5,467 4,267 7,333 8,133 5,867 5,467 4,933 4,800

DQ in-sample(p-values) 0,736 0,240 0,573 0,919 0,405 0,799 0,810 0,895 0,327 0,958 0,219 0,368

DQ out-of-sample(p-values) 0,175 0,383 0,143 0,037 0,200 0,062 0,002 0,000 0,014 0,333 0,398 0,118

86



Kef�laio 6

Parart mata

6.1 Par�rthma A - Upojèseic

Upojèseic Sunèpeiac

S0. 'Estw ìti (Ω, F, P ) eÐnai ènac pl rhc q¸roc pijanìthtac kai
(
εtθ, xt

)
,

t = 1, 2, ... eÐnai tuqaÐec metablhtèc se autìn to q¸ro

S1. H sun�rthsh ft(β) : <κt × B −→ < eÐnai tètoia ¸ste gia k�je β ∈ B,

èna uposÔnolo tou <p , ft(β) eÐnai metr simh dojèntoc thc plhroforÐac pou up�rqei

ston q¸ro Ωt kai h ft(β) eÐnai suneq c sto B, gia t = 1, 2, ... gia dedomènh epilog 

epexhghmatik¸n metablht¸n yt−1, xt−1, ..., y1, x1.

S2. Oi ìroi twn kataloÐpwn εtθ dhmiourgoÔn mia stajer  diadikasÐa h opoÐa apo-

teleÐ proôpìjesh gia ìlec tic plhroforÐec tou pareljìntoc, me suneq  desmeumènh

puknìthta ht(ε|Ωt) kai apo koinoÔ suneq  puknnìthta hε,Ωt (ε, y, x).

S3. Up�rqei h > 0 tètoio ¸ste gia ìla ta ht(0|Ωt) ≥ h

S4. |ft(β)| < K(Ωt) gia k�je β ∈ B kai gia ìla ta t , ìpou K(Ωt) eÐnai mia
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pijan  stoqastik  sun�rthsh metablht¸n pou an koun sto sÔnolo thc plhroforÐac

pou lamb�noume, tètoia ¸ste E
(
|K(Ωt)|r

)
≤ K0 <∞, r > 1 gia k�poia stajer� K0.

S5. E
(
|εtθ|

)
<∞ gia ìla ta t .

S6.
(

[θ− I(yt < ft(β))][yt− ft(β)]
)
, upakoÔei ton Nìmo twn Meg�lwn Arijm¸n.

S7. Gia k�je δ > 0, up�rqei èna τ > 0, tètoio ¸ste an ‖β − β0‖ ≥ δ kai

limT→∞infT
−1
∑
P
(
|ft(β)− ft(β0)| > τ

)
> 0 .

Asumptwtikèc Upojèseic Kanonikìthtac

AU1. H ft(β) eÐnai diaforÐsimh sto B kai gia ìla ta b kai g se ènan q¸ro u0 twn

β0 , tètoion ¸ste ‖β − γ‖ ≤ d gia d polÔ mikrì kai gia ìla ta t , isqÔei:

1. ‖∇ft(β)‖ ≤ F (Ωt) ìpou to F (Ωt) eÐnai k�poia pijan  stoqastik  sun�rth-

sh metablht¸n pou an koun sto sÔnolo thc plhroforÐac pou lamb�noume kai

E
(
|F (Ωt)|3

)
≤ F0 < 0 gia mÐa stajer� F0.

2. H ∇ft(β) ikanopoieÐ thn sunj kh tou Lipschitz h opoÐa eÐnai h

‖∇ft(β)− ft(γ)‖ ≤M ‖β − γ‖ ìpou M <∞.

AU2. 'Estw ìti,

1. ht(ε|Ωt) ≤ N <∞ gia k�je t

2. ht(ε|Ωt) ikanopoieÐ thn upìjesh tou Lipschitz h opoÐa eÐnai h

|ht(λ1|Ωt)− ht(λ2|Ωt)| ≤ L|λ1 − λ2| ìpou L <∞ gia k�je t .

AU3. Up�rqei δ > 0 , tètoio ¸ste opoiod pote β ∈ B kai T epark¸c meg�lo,

tìte

det
(
T−1

T∑
t=1

E[∇′ft(β)∇ft(β)]
)
> δ

88



AU4. To
(

[θ − I(yt < ft(β))]∇′ft(β)
)
ikanopoieÐ to Kentrikì Oriakì Je¸rhma.

Upojèseic EktÐmhshc tou PÐnaka DiakÔmanshc - SundiakÔman-

shc

SD1. ĉT/cT
p→ 1 , ìpou h mh stoqastik  akoloujÐa cT ikanopoieÐ cT = o(1) kai

c−1
T = o(T 1/2) .

SD2. E
(
|F (Ωt)|4

)
≤ F1 < ∞ , gia ìla ta t kai gia k�poia stajer� F1 , ìpou

F (Ωt) èqei kajoristeÐ sthn upìjesh AU1.

Upojèseic gia ton èlegqo Dynamic Quantile

DP1. To limT→∞E
(
T−1MTM

′
T

)
sugklÐnei se ènan mh monadiaÐo pÐnaka, ìpou

MT =
(
X ′(β0)− E

(
T−1X ′(β0)H∇f(β0)

)
D−1
T ∇

′f(β0)
)
.

DP2. To X(β) eÐnai diaforetikì stoiqeÐo apo to ∇f(β) , isqÔei

‖Xt(β)‖ ≤ W (Ωt) , ìpou W (Ωt) eÐnai mia pijan  stoqastik  sun�rthsh metablht¸n

pou an koun sto sÔnolo thc plhroforÐac pou diajètoume, E
(
|W (Ωt)[F (Ωt)]|2

)
<∞

kai F (Ωt) èqei oristeÐ sthn upìjesh AU1.

DP3. To Xt(β) ikanopoieÐ thn upìjesh tou Lipschitz h opoÐa eÐnai h

‖Xt(β)−Xt(γ)‖ ≤ S ‖β − γ‖ ìpou S <∞ .

DP4. H sqèsh
(⌊
X ′t(β)− bT−1X ′t(β)ht(0|Ωt)∇ft(β)cD−1

T ∇′ft(β)
⌋
Hitt(β)

)
ikanopoieÐ to Kentrikì Oriakì Je¸rhma.
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6.2 Par�rthma B - ApodeÐxeic

Apìdeixh Jewr matoc 4. Prosarmìsame thn ex�rthsh twn β̂T , XT (β) kai

Hitt(β̂) sto mègejoc tou deÐgmatoc T. Kat� prosèggish h mh suneq c sun�rthsh

Hitt(β̂) me Hit⊕t (β̂) =
[
1 + exp

(
ε̂t/ĉT

)]−1

−θ ≡ I∗(ε̂t)− θ, ìpou ε̂t ≡ yt − ft(β̂) kai

ĉT orÐsthkan apì thn upìjesh SD1. 'Epeita

∇βHit
⊕
t (β̂) = 1

ĉT
exp
(
ε̂t/ĉT

)[
1+exp

(
ε̂t/ĉT

)]−2

∇ft(β̂) ≡ kc(β̂)∇ft(β̂) . Shmei¸netai

ìti o ìroc kc eÐnai h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc Logistik c katanom c me

mèso mhdèn kai par�metro ĉT . Ston pÐnaka ∇βHit
⊕
t (β̂) = K(β̂)∇ft(β̂) shmei¸noume

ìti o K(β̂) eÐnai diag¸nioc pÐnakac me eÐsodo kc(ε̂t) . Xanagr�fontac t¸ra ton èlegqo

DQ se ìrouc thc prohgoÔmenhc prosèggishc kai efarmìzontac to Je¸rhma Mèshc

Tim c, gr�foume ìti :

T−1/2X ′(β̂)Hit⊕(β̂) = T−1/2X ′(β̂)
[
Hit⊕(β0) +K(β̂)∇f(β)D−1

T DT (β̂ − β0)
]

ìpou to DT èqei kajoristeÐ kai ermhneuteÐ sto Je¸rhma 2, kai to b kumaÐnetai metaxÔ

twn β̂ kai β0 . LÔnontac thn parap�nw sqèsh, mporeÐ na deiqjeÐ ìti

T−1/2DT (β̂ − β0) = T−1/2∇′f(β0)Hit(β0) + op(1)

Efarmìzontac thn parap�nw sqèsh sthn upìjesh S1, èqoume:

T−1/2X ′(β̂)Hit⊕(β̂) = T−1/2X ′(β̂)
[
Hit⊕(β0)−T−1K(β̂)∇f(β)D−1

T ∇′f(β0)Hit(β0)
]
+op(1)

= T 1/2
[
T−1

(
X ′(β0)− T−1X ′(β0)H∇f(β0)D−1

T ∇′f(β0)
)
Hit(β0) +

+ T−1
(
X ′(β̂)Hit⊕(β0)−X ′(β0)Hit⊕(β0)

)
+

+T−1
[(
T−1X ′(β̂)K(β̂)∇f(β)

)
−
(
T−1X ′(β0)K(β̂)∇f(β0)

)]
D−1
T ∇′f(β0)Hit(β0) +
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+ T−1
(
X ′(β0)Hit⊕(β0)−X ′(β0)Hit(β0)

)
+

+T−1
[(
T−1X ′(β0)K(β̂)∇f(β0)

)
−
(
T−1X ′(β0)H∇f(β0)

)]
D−1
T ∇′f(β0)Hit(β0)

]
+op(1)

AfoÔ oi ìroi stic teleutaÐec tèsseric grammèc eÐnai ìloi op(1) , h efarmog  enìc ka-

t�llhlou kentrikoÔ oriakoÔ jewr matoc dÐnei to epijumhtì apotèlesma. Se aut 

thn perÐptwsh apodeiknÔetai ìti oi teleutaÐoi dÔo ìroi eÐnai op(1), kaj¸c oi upìloi-

poi mporoÔn eÔkola na elegqjoÔn qrhsimopoi¸ntac tic upojèseic pou anafèrame sto

Par�rthma A, kai pio sugkekrimèna tic AU1, DP2 kai DP3.

Gia na apodeÐxoume ìtiHit⊕(β0)
p→ Hit(β0), afoÔ isqÔei I∗

(
|εtθ|

)
= 1−I∗

(
−|εtθ|

)
,

èqoume gia k�je t :

∣∣∣Hit⊕(β0)−Hit(β0)
∣∣∣= ∣∣∣I∗(|εtθ|)[I(εtθ ≥ 0)− I(εtθ < 0)

]∣∣∣=
= I∗

(
|εtθ|

)[
I
(
|εtθ| ≥ T−d

)
+I
(
|εtθ| < T−d

)]
≡ C +D

ìpou to d eÐnai ènac jetikìc arijmìc, tètoioc ¸ste (ĉTT
d)−1 →∞ . Gia D mporoÔme

na shmei¸soume ìti Pr
(
I(|εtθ| < T−d) = 1

)
= Op(T

−d) = op(1) . Gia C mporoÔme na

shmei¸soume ìti to I∗
(
|εtθ|

)
fjÐnei sto |εtθ| . 'Ara

C ≡ I∗(|εtθ|)I
(
|εtθ| ≥ T−d

)
≤ I∗(T−d) =

[
1 + exp

(
(ĉTT

d)−1
)]−1

→ 0

Se autì to shmeÐo prèpei na deÐxoume ìti T−1X ′(β0)K(β̂)∇f(β0)
p→ T−1X ′(β0)H∇f(β0)

. DeÐqnoume pr¸ta ìti K(β̂)
p→ K(β0) . Efarmìzontac t¸ra to Je¸rhma Mè-

shc Tim c ston k�je èna ìro tou diagwnÐou pÐnaka K(β̂) , paÐrnoume kc(ε̂t) =

kc(εtθ)+ ϑ
ϑβ
kc

(
εtθ−δt(: β)

)
(β̂−β0) ìpou δ(: β) ≡ ft(: β)−ft(β0) kai to •b kumaÐnetai

metaxÔ twn β̂ kai β0 . AfoÔ isqÔei
∣∣∣ ϑϑβkc(εtθ − δt(: β)

)∣∣∣< ∞ kai (β̂ − β0) = op(1)
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tìte èqoume kc(ε̂t) = kc(εtθ) + op(1) . To mìno pou paramènei t¸ra na deiqjeÐ eÐ-

nai ìti
(
T−1X ′(β0)K(β0)∇f(β0)) −

(
T−1X ′(β0)H∇f(β0)

)
= op(1) . MporoÔme na

gr�youme kai :

T−1

T∑
t=1

[
kc(εtθ)− E

(
kc(εtθ)|Ωt

)]
X ′t(β

0)∇ft(β0)+

+T−1

T∑
t=1

[
E
(
kc(εtθ)|Ωt

)
−h(0|Ωt)

]
X ′t(β

0)∇ft(β0)

Pr¸ta deÐqnoume ìti h anamenìmenh tim  tou kc(εtθ) dojèntoc Ωt eÐnai Ðso me h(0|Ωt).

'Estw k(u) ≡ eu
[
1 + eu

]−2

, tìte

E
[
kc(εtθ)|Ωt

]
=

∫ ∞
−∞

k(u)ht(uĉt|Ωt)du

= ht(0|Ωt) + 1/2h′′t (0|Ωt)ĉ
2
T

∫ ∞
−∞

k(u)u2du+ o(ĉ2
T )

= ht(0|Ωt) + o(ĉ2
T )

ìpou sthn pr¸th isìthta pragmatopoi same allag  metablht¸n, sthn deÔterh isì-

thta efarmìsame thn epèkatash tou Taylor sto ht(uĉT |Ωt) gÔro apo to mhdèn, kai

qrhsimopoi same to gegonìc ìti to k(u) eÐnai sun�rthsh puknìthtac me pr¸th rop 

Ðsh me to mhdèn kai peperasmènh deÔterh rop . Wc ek toÔtou, oi teleutaÐoi ìroi thc

sqèshc (A2) eÐnai mhdèn. O pr¸toc ìroc anamènoume na eÐnai mhdenikìc. An epÐshc, h

diakÔmansh tou sugklÐnei sto mhdèn, tìte sÔmfwna me thn anisìthta tou Chebychev
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èqoume:

E
[
T−1

T∑
t=1

[
kc(εtθ)− E

(
kc(εtθ)|Ωt

)]
X ′t(β

0)∇ft(β0)
]2

= E
[
T−2

T∑
t=1

[
kc(εtθ)− E

(
kc(εtθ)|Ωt

)]2[
X ′t(β

0)∇ft(β0)
]2]

≤ (T ĉT )−2

T∑
t=1

E
[
J
[
X ′t(β

0)∇ft(β0)
]2]

T−1ĉ−2
T Op(1) = op(1)

ìpou h pr¸th isìthta isqÔei diìti ìla ta ginìmena eÐnai mhdèn sÔmfwna me ton Nìmo

twn Epanalambanìmenwn Prosdoki¸n, o ìroc J sthn pr¸th anisìthta eÐnai k�poioc

peperasmènoc alhjinìc arijmìc, kai ìi upìloipoi ìroi akoloujoÔn tic sunj kec DP2

kai SD1 pou orÐsame sto Par�rthma A. Tèloc, h apìdeixh tou teleutaÐou mèrouc tou

Jewr matoc autoÔ eÐnai an�logh me thn apìdeixh tou Jewr matoc 3.
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