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Åõ÷áñéó�ßåòÊá�′ áñ÷Üò èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù éäéáß�åñá �ïí åðéâëÝðïí�á �çò ðáñïýóáòäéðëùìá�éêÞò åñãáóßáò Áíáðëçñù�Þ Êáèçãç�Þ �åþñãéï Çëéüðïõëï ãéá �çí áìÝñéó�çóõìðáñÜó�áóÞ �ïõ êáé �çí ðïëý�éìç âïÞèåéá ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå êá�Ü �ç äéÜñêåéáåêðüíçóçò �çò åñãáóßáò. Åðßóçò èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù êáé �á Üëëá äýï ìÝëç �çòÔñéìåëïýò Åîå�áó�éêÞò Åðé�ñïðÞò, Êáèçãç�Þ ÌÜñêï Êïý�ñá êáé Åðßêïõñï Êáèçãç�ÞÄçìÞ�ñéï Ó�Ýããï ãéá �çí åðßâëåøÞ �ïõò. Áêüìç èá Þèåëá íá åêöñÜóù �éò åõ÷áñéó�ßåòìïõ ðñïò üëïõò �ïõò äéäÜóêïí�åò ó�ï �.Ì.Ó. ó�çí ÅöáñìïóìÝíç Ó�á�éó�éêÞ �ïõ�áíåðéó�çìßïõ �åéñáéþò, áëëÜ êáé ó�ïõò óõìöïé�ç�Ýò ìïõ ãéá �ç åðïéêïäïìç�éêÞóõíåñãáóßá ìáò êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ùí ìå�áð�õ÷éáêþí ìïõ óðïõäþí.ÔÝëïò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù éäéáß�åñá �ïí êýñéï �åþñãéï �é�óÝëç, ãéá�çí ïéêïíïìéêÞ âïÞèåéá ìÝóù �çò áðáó÷üëçóÞò ìïõ ó�ï ðñüãñáììá åîå�Üóåùí Äéá-ìåóïëáâïýí�ùí êáé åéäéêþí êá�çãïñéþí êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ùí ìå�áð�õ÷éáêþí ìïõóðïõäþí, óõìâÜëëïí�áò Ý�óé êáèïñéó�éêÜ ó�çí åðé�õ÷Þ ïëïêëÞñùóÞ �ïõò.





�åñßëçøçÇ ðáñïýóá äéðëùìá�éêÞ åñãáóßá áðï�åëåß ìßá áíáóêüðçóç �çò âéâëéïãñáößáòãéá �ç ìç ðáñáìå�ñéêÞ êáé çìéðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç ìßáò Üãíùó�çò óõíÜñ�çóçò êá-�áíïìÞò âÜóåé äåäïìÝíùí �á ïðïßá ðñïÝñ÷ïí�áé áðü ìåñïëçð�éêÝò åêäï÷Ýò �çò. Ó�ïðñþ�ï ìÝñïò ìåëå�Ü�áé ç ìç ðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç ìéáò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò ü�áí�á äåäïìÝíá ðñïÝñ÷ïí�áé áðü ó�áèìéóìÝíåò åêäï÷Ýò �çò ìå ãíùó�Ýò áí�ßó�ïé÷åò óõ-íáñ�Þóåéò ó�Üèìéóçò êáé ðáñïõóéÜæïí�áé áëãüñéèìïé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ìç ðá-ñáìå�ñéêïý åê�éìç�Þ ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò åí ëüãù êá�áíïìÞò. Ó�ï äåý�åñïìÝñïò èåùñåß�áé ç ðåñßð�ùóç ðïõ ïé êá�áíïìÝò áðü �éò ïðïßåò ðñïÝñ÷ïí�áé �á äå-äïìÝíá éêáíïðïéïýí �ï ëåãüìåíï ìïí�Ýëïõ ëüãïõ ðõêíï�Þ�ùí êáé åîå�Üæå�áé ç çìé-ðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí óõíáñ�Þóåùí êá�áíïìÞò êáé ðáñïõóéÜæïí�áéÝëåã÷ïé õðïèÝóåùí ó÷å�éêÜ ìå �çí éóü�ç�á áõ�þí �ùí êá�áíïìþí.





AbstratThe present thesis onsists of a review of the literature on nonparametri andsemi-parameteri estimation of an unknown distribution funtion based on severalbiased samples. In the �rst part the nonparametri estimation of a distributionfuntion is studied when the data arise from weighted versions of it with knownweighting funtions and algorithms for the alulation of its nonparametri max-imum likelihood estimators are presented. In the seond part the ase where theunderlying distributions satisfy the so-alled density ratio model is onsidered andthe semi-parametri estimation of the orresponding distribution funtions is inves-tigated as well as tests of hypotheses about the equality of these distributions arepresented.
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ÊåöÜëáéï 1ÅéóáãùãÞ
1.1 Ç Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞòÓå ðïëëÜ ðñáê�éêÜ ðñïâëÞìá�á, ãéá äéÜöïñïõò ëüãïõò, ïé ðéèáíü�ç�åò �ùí á�üìùí(áí�éêåéìÝíùí) ðïõ ëáìâÜíïí�áé ùò äåßãìá áðü �ïí ðëçèõóìü, ìðïñåß íá äéáöÝñïõíáðü Ü�ïìï óå Ü�ïìï êáé íá åîáñ�þí�áé áðü �ï ðñïò ìåëÝ�ç öáéíüìåíï. Áõ�ü Ý÷åé ùòáðï�Ýëåóìá íá ðñïêáëåß�áé áõ�ü ðïõ áíáöÝñå�áé ùò ìåñïëçøßá (bias) �ïõ äåßãìá�ïò.Áí äåí ëÜâåé êÜðïéïò õð' üøéí �ïõ áõ�Þ �ç äåéãìá�ïëçð�éêÞ ìåñïëçøßá ìðïñåß íáðñïêëçèïýí óïâáñÜ ðñïâëÞìá�á êáé íá ïäçãçèåß óå ðáñáðëáíç�éêÜ óõìðåñÜóìá�á.¸ó�ù ëïéðüí ü�é ìáò åíäéáöÝñåé ç ìåëÝ�ç �çò êá�áíïìÞò åíüò ÷áñáê�çñéó�é-êïý Õ áðü �ïí ðëçèõóìü. �éá íá ãßíåé óõìðåñáóìá�ïëïãßá, ëáìâÜíïõìå Ýíá äåßãìá
(Õ1; Õ2; : : : ; Yn) áðü �ïí ðëçèõóìü, �Ý�ïéï þó�å �á Õi íá åßíáé áíåîÜñ�ç�á êáé éóü-íïìá êá�áíåìçìÝíá. Áí êÜ�ù áðü �ïí ìç÷áíéóìü �çò äåéãìá�ïëçøßáò, êÜèå Ü�ïìïÝ÷åé ðéèáíü�ç�á íá åðéëåãåß áíåîÜñ�ç�ç áðü �çí áí�ßó�ïé÷ç �éìÞ Õ , �ü�å ç êá�áíïìÞ�ùí Õi åßíáé ßäéá ìå áõ�Þ �çò Õ . Óå áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç üðïõ ç ðéèáíü�ç�á åîáñ�Ü�áéáðü �çí �éìÞ Õ , ç êá�áíïìÞ �ùí Õi èá äéáöÝñåé áðü �çò Õ . �éá íá ãßíåé äéÜêñéóçìå�áîý �çò êá�áíïìÞò �ïõ Õ êáé �çò êá�áíïìÞò �ïõ Õi ðïõ ðáñá�çñïýìå, ç êá�áíïìÞÕ èá áíáöÝñå�áé ùò \âáóéêÞ êá�áíïìÞ".¸ó�ù f(y) ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò âáóéêÞò êá�áíïìÞò. Õðï-19



1.1 Ç Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞòèÝ�ïõìå ü�é Ýíá Ü�ïìï ìå ÷áñáê�çñéó�éêü Y = y ðáñá�çñåß�áé ìå ðéèáíü�ç�á áíÜëïãç�ïõ w(y) ≥ 0: Ôü�å �á ðáñá�çñïýìåíá Õi Ý÷ïõí êá�áíïìÞ ìå óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞòðïõ äßíå�áé áðü �ïí �ýðï fw(y) = ∫ x
−∞w(y) dF (y)ìw ;üðïõ ìw = E[w(Õ )] =

∫ w(y) dF (y):Ç êá�áíïìÞ �ùí Õi èá áíáöÝñå�áé ùò ó�áèìéóìÝíç êá�áíïìÞ (weighted distribu-tion). Ç óõíÜñ�çóç w(y) èá áíáöÝñå�áé ùò ç óõíÜñ�çóç ó�Üèìéóçò Þ óõíÜñ�çóçâÜñïõò (weight funtion). ÁíÜëïãá ìå �ï ðñüâëçìá, ç óõíÜñ�çóç âÜñïõò ðáßñíåéêáé äéáöïñå�éêÞ ìïñöÞ. �áñáêÜ�ù ðáñïõóéÜæïí�áé ïé ðéï óõíçèéóìÝíåò (äåò Liang,
2005):

• w(y) = yá, á > 0

• w(y) = y(y − 1) · · · (y − r) üðïõ r áêÝñáéïò
• w(y) = eá+ây
• w(y) = á + ây
• w(y) = 1− (1− â)y, 0 < â < 1

• w(y) = á + âyã + äy
• w(y) = G(y) = P(Z ≤ y) ãéá êÜðïéá �.ì. Æ
• w(y) = r(y) üðïõ r åßíáé ç óõíÜñ�çóç åðéâßùóçò �çò âáóéêÞò êá�áíïìÞò.Áí r(y) = 1 ü�áí y ∈ T êáé r(y) = 0 ü�áí y =∈ T , �ü�å äçìéïõñãïýí�áé ïé ðåñéêåêïì-ìÝíåò êá�áíïìÝò ìå �éìÝò ó�ï óýíïëï Ô:Óõ÷íÜ, ïé ðáñÜìå�ñïé ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïí�áé óå êÜèå óõíÜñ�çóç âÜñïõò äåíåîáñ�þí�áé áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ êáé åßíáé óõíÞèùò Üãíùó�åò. Ó�çí åéäéêÞ ðåñß-ð�ùóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéçèåß ç óõíÜñ�çóç âÜñïõò w(y) = yá ìå á = 1, �ü�å ç êá�áíïìÞïíïìÜæå�áé ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò (length biased distribution).20



ÅéóáãùãÞÁêïëïýèùò ðáñïõóéÜæïí�áé êÜðïéá ðáñáäåßãìá�á êáé åöáñìïãÝò ó�áèìéóìÝíùíêá�áíïìþí ðïõ âñßóêïí�áé äéÜóðáñ�á ó�çí âéâëéïãñáößá.�áñÜäåéãìá 1. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ìáò åíäéáöÝñåé ç ìåëÝ�ç �çò êá�áíïìÞò �ïõ áñéè-ìïý �ùí ðáéäéþí ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéá óðÜíéá áóèÝíåéá óå ïéêïãÝíåéåò ðïõ Ý÷ïõí �çí�Üóç íá ãåííïýí �Ý�ïéá ðáéäéÜ. Äåí åßíáé �ü�å åýêïëï íá âñåèïýí �Ý�ïéåò ïéêïãÝ-íåéåò ìå ÷ñÞóç �çò áðëÞò �õ÷áßáò äåéãìá�ïëçøßáò. Ìßá ðéï âïëéêÞ äåéãìá�ïëçð�éêÞìÝèïäïò åßíáé íá âñåèåß áñ÷éêÜ Ýíá ðáéäß ìå áõ�Þ �çí áóèÝíåéá (áðü åðéóêÝøåéò óåíïóïêïìåßá ãéá ðáñÜäåéãìá) êáé êá�üðéí íá ìå�ñçèåß ï áñéèìüò �ùí áäåñöþí �ïõ ìå�çí ßäéá áóèÝíåéá. Áò èåùñÞóïõìå ü�é ç ðéèáíü�ç�á íá åßíáé èå�éêü �ï �åó� ùò ðñïò�çí áóèÝíåéá ãéá Ýíá ðáéäß åßíáé ßóç ìå â. ¸ó�ù åðßóçò ü�é êÜèå ðáéäß ðáñïõóéÜæåé�çí áóèÝíåéá áíåîÜñ�ç�á áðü êÜèå Üëëï ðáéäß. Ôü�å ìßá ïéêïãÝíåéá ìå y ðáéäéÜ Ý÷åéðéèáíü�ç�á íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áóèåíÝò ðáéäß ßóç ìå w(y) = 1 − (1 − â)y: ¢ñáï áñéèìüò �ùí áäåñöþí ðïõ Ý÷ïõí �çí áóèÝíåéá äïèÝí�ïò �ïõ áñéèìïý �ùí áäåñöþí,áêïëïõèåß ìßá ó�áèìéóìÝíç äéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå óõíÜñ�çóç âÜñïõò w(y):�áñÜäåéãìá 2. �éá �çí ìåëÝ�ç �çò ðõêíü�ç�áò �ïõ ðëçèõóìïý �ùí áãñßùí æþùí,ìßá ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé åõñÝùò åßíáé áõ�Þ ðïõ ïíïìÜæå�áé �å�ñáãùíéêÞäåéãìá�ïëçøßá (quadrat sampling, äåò Bukland, Anderson, Burnham, and Laake,
1993). ¼�áí Ýíáò åðéó�Þìïíáò èÝëåé íá ìÜèåé ðüóá æþá õðÜñ÷ïõí óå Ýíáí âéü�ïðï,äåí åßíáé åöéê�ü íá �á ìå�ñÞóåé üëá! Áí�' áõ�ïý åßíáé áíáãêáóìÝíïò íá ìå�ñÞóåéÝíá ìéêñü�åñï õðïóýíïëï, áí�éðñïóùðåõ�éêü �ïõ ðëçèõóìïý. Ç äåéãìá�ïëçøßá öõ-�þí áëëÜ êáé æþùí ðïõ äåí êéíïýí�áé ðïëý (üðùò �á óáëéãêÜñéá) ìðïñåß íá ãßíåé÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá äåéãìá�ïëçð�éêü �å�ñÜãùíï (quadrat). Ôï ìÝãåèïò áõ�ïý�ïõ �å�ñáãþíïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ï ìÝãåèïò �ùí ïñãáíéóìþí ðïõ ìåëå�ïýí�áé. �éáðáñÜäåéãìá, ãéá íá ìå�ñçèïýí �á öõ�Ü ðïõ ìåãáëþíïõí óå Ýíá ó÷ïëéêü ÷þñï, èáìðïñïýóå êáíåßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé Ýíá �å�ñÜãùíï ìå ðëåõñÜ 0:5 Þ 1 ìÝ�ñï. Åßíáéóçìáí�éêü åðßóçò ç äåéãìá�ïëçøßá óå ìßá ðåñéï÷Þ íá ãßíå�áé �õ÷áßá ïý�ùò þó�å íááðïöåõ÷èåß ç ìåñïëçøßá. ¸íáò �ñüðïò ãéá íá ðÜñåé êÜðïéïò êáëü äåßãìá åßíáé íá�ïðïèå�Þóåé �á �å�ñÜãùíá ó�éò óõí�å�áãìÝíåò åíüò áñéèìçìÝíïõ ðëÝãìá�ïò.21



1.1 Ç Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞò¸�óé ëïéðüí ç äåéãìá�ïëçøßá îåêéíÜ åðéëÝãïí�áò �õ÷áßá �ïí áñéèìü �ùí �å�ñá-ãþíùí ó�áèåñïý åìâáäïý. Áêïëïýèùò ÷ñçóéìïðïéþí�áò óõ÷íÜ åíáÝñéåò ìÝèïäïõò,ðñïêýð�åé ï áñéèìüò �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé (æþá, öõ�Ü ê.�.ë.) êáé �áïðïßá åìöáíßæïí�áé óå ïìÜäåò. Áí êÜèå áí�éêåßìåíï Ý÷åé ðéèáíü�ç�á â íá ðáñá�ç-ñçèåß, �ü�å ìßá ïìÜäá áðü y áíåîÜñ�ç�á áí�éêåßìåíá èá ðáñá�çñçèåß ìå ðéèáíü�ç�áw(y) = 1− (1− â)y: Áò õðïèÝóïõìå åðßóçò ü�é ç ðñáãìá�éêÞ êá�áíïìÞ �ïõ áñéèìïý�ùí áí�éêåéìÝíùí óå ìßá ïìÜäá Ý÷åé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò f(y): Ôü�å ï ðáñá�çñïý-ìåíïò áñéèìüò �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�çí ïìÜäá áêïëïõèåß �çí ó�áèìéóìÝíç êá�áíïìÞìå óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò w(y)f(y)= ∫ w(y)f(y)dy:�áñÜäåéãìá 3. ¸íá Üëëï ó÷Ýäéï äåéãìá�ïëçøßáò, åßíáé �ï ëåãüìåíï line-transetsampling (äåò Safranyik and Linton, 2002). Áõ�ü Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß êõñßùò ãéá�çí åê�ßìçóç �ïõ áñéèìïý �ùí öõ�þí Þ æþùí åíüò óõãêåêñéìÝíïõ åßäïõò óå ìßá ðå-ñéï÷Þ. Ç ìÝèïäïò âáóßæå�áé ó�çí êá�Üñ�éóç ìßáò âÜóçò óå üëç �çí ðåñéï÷Þ ðïõðñÝðåé íá åñåõíçèåß êáé åí óõíå÷åßá íá ÷áñá÷èåß ìßá ãñáììÞ (line) óå Ýíá �õ÷áßáåðéëåãìÝíï óçìåßï �çò âÜóçò. Ï åñåõíç�Þò ðåñðá�Ü êá�Ü ìÞêïò áõ�Þò �çò ãñáììÞò,êá�áãñÜöåé �á áí�éêåßìåíá ðïõ �ïí åíäéáöÝñïõí êáé �á áí�ßó�ïé÷á ÷áñáê�çñéó�éêÜáõ�þí. Ìå �çí äéáäéêáóßá áõ�Þ äçìéïõñãåß �ï äåßãìá. Íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é óõ-íÞèùò �á ìåìïíùìÝíá áí�éêåßìåíá ÷ùñßæïí�áé óå ïìÜäåò ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí�áéùò äåéãìá�ïëçð�éêÝò ìïíÜäåò. ¸�óé ëïéðüí ïé åê�éìÞóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí ãéá êÜ-ðïéï ÷áñáê�çñéó�éêü �ùí ïìÜäùí ìðïñïýí íá ðñïóáñìïó�ïýí êáé íá åñìçíåýóïõí �ïáí�ßó�ïé÷ï ÷áñáê�çñéó�éêï �ïõ ðëçèõóìïý. Åßíáé üìùò ðñïöáíÝò ü�é üóï ðéï êïí�Üó�ïí ðáñá�çñç�Þ (äçëáäÞ ó�çí ãñáììÞ) åßíáé ç ïìÜäá êáé üóï ìåãáëý�åñï ìÝãåèïòÝ÷åé, �üóï ðéï ðéèáíü åßíáé íá ðáñá�çñçèåß. Áí�ßèå�á, üóï ðéï ìáêñéÜ åßíáé áðü �ïíðáñá�çñç�Þ êáé üóï ìéêñü�åñï ìÝãåèïò Ý÷åé, �üóï ìåéþíå�áé êáé ç ðéèáíü�ç�á íáðáñá�çñçèåß. Ìå Üëëá ëüãéá, ç ðéèáíü�ç�á íá ðáñá�çñçèåß ìßá ïìÜäá åßíáé áíÜëïãç�ïõ ìåãÝèïõò �çò. ¸�óé ïäçãïýìáó�å óå ìßá ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò êá�áíïìÞ.�áñÜäåéãìá 4. Áò õðïèÝóïõìå ü�é åê�åëïýìå Ýíá ðåßñáìá üðïõ âáóéêüò ó�ü÷ïòåßíáé íá åê�éìçèåß ï ÷ñüíïò ðïõ áðáé�åß�áé ìÝ÷ñé íá óõìâåß Ýíá ãåãïíüò. Áðáñáß�ç�ç22



ÅéóáãùãÞðñïûðüèåóç ãéá �çí äéåîáãùãÞ �ïõ ðåéñÜìá�ïò åßíáé ç óõíå÷Þò ðáñï÷Þ çëåê�ñéêÞòåíÝñãåéáò. Áí ç çëåê�ñéêÞ åíÝñãåéá äéáêïðåß ðñéí ðáñá�çñçèåß �ï ãåãïíüò, �ü�å �ïðåßñáìá èá ðñÝðåé íá ó�áìá�Þóåé. ÊÜðïéá ðáñáäåßãìá�á åßíáé �á áêüëïõèá:
• Ìáò åíäéáöÝñåé íá åê�éìÞóïõìå �ïí ÷ñüíï ðïõ áðáé�åß�áé þó�å íá �åñìá�ßóåéêÜðïéïò Ýíá çëåê�ñïíéêü ðáé÷íßäé. Åßíáé óáöÝò ü�é áí äéáêïðåß �ï ñåýìá ðñéí�åñìá�ßóåé �ï ðáé÷íßäé, �ü�å äåí ìðïñïýìå íá îÝñïõìå ðïéüò èá åßíáé ï ÷ñüíïò�åñìá�éóìïý. Ôï åñþ�çìá åðïìÝíùò åßíáé, ðïéÜ åßíáé ç êá�áíïìÞ ðïõ ðñïêýð�åéìüíï áðü �éò ðáñá�çñÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí êá�áãñáöåß?
• Ìáò åíäéáöÝñåé ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðïõ áðáé�åß�áé þó�å n áâãÜ ðïõ �ïðïèå�ïýí�áéóå ìßá åêêïëáð�éêÞ ìç÷áíÞ íá áíïßîïõí êáé íá ðñïêýøåé �ï áí�ßó�ïé÷ï åßäïòæþïõ. ¼ìùò ç åêêüëáøç �ùí áâãþí áðáé�åß Üñéó�åò óõíèÞêåò èåñìïêñáóßáòêáé õãñáóßáò ïé ïðïßåò ñõèìßæïí�áé áðü �çí ìç÷áíÞ. Óå ðåñßð�ùóç ðïõ äéáêïðåß�ï ñåýìá ïé óõíèÞêåò áëëÜæïõí.¸ó�ù f(x) ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò ×ðïõ äçëþíåé �ïí ÷ñüíï ðïõ áðáé�åß�áé þóðïõ íá óõìâåß Ýíá ãåãïíüò. ¸ó�ù åðßóçòg(t) ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò Ô ðïõ äçëþíåé�ïí ÷ñüíï ðïõ èá ó�áìá�Þóåé ç ðáñï÷Þ çëåê�ñéêÞò åíÝñãåéáò. Èåùñïýìå ü�é ïé �.ì.× êáé Ô åßíáé áíåîÜñ�ç�åò. Ìßá ðáñá�Þñçóç èá óõìðåñéëçöèåß ó�ï äåßãìá áí êáéìüíïí áí ãéá �ï æåõãÜñé (x; t) éó÷ýåé x ≤ t: Ç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ �ùí �õ÷áßùíìå�áâëç�þí (X; T ) äïèÝí�ïò X ≤ T Ý÷åé ðõêíü�ç�áf(x)g(t)P[X ≤ T ] ; x ≤ t:Ôü�å ç êá�áãåãñáììÝíç (reorded) �éìÞ �çò × èá Ý÷åé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèá-íü�ç�áò f (r)(x) = ∫ ∞x f(x)g(t)P[X ≤ T ]dt = f(x)[1−G(x)]P[X ≤ T ] ;üðïõ ç G(t) åßíáé ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò �çò Ô. Åðßóçò éó÷ýåéP[X ≤ T ] = ∫ ∞

0

f(x)[1−G(x)]dx:23



1.1 Ç Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞòÅßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç f (r) åßíáé ìßá ó�áèìéóìÝíç åêäï÷Þ �çò f .�áñ' üë' áõ�Ü õðÜñ÷ïõí ðåñéð�þóåéò üðïõ åßíáé óçìáí�éêü íá êá�áãñáöåß ï÷ñüíïò áêüìá êáé ü�áí × > Ô (ð.÷. áíÜëõóç åðéâßùóçò). ÓõãêåêñéìÝíá, ç �õ-÷áßá ìå�áâëç�Þ Z = min (X; T ) ðáñá�çñåß�áé óå êÜèå ðåßñáìá. �éá �çí óõíÜñ�çóçêá�áíïìÞò �çò Æ éó÷ýåé ÇZ(z) = P[Z ≤ z]
= 1− P[Z > z]
= 1− P[min (X; T ) > z]
= 1− P[X > z; T > z]
= 1− P[X > z]P[T > z]
= 1− [1− F (z)][1 −G(z)]:¢ñá ëïéðüí ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò Æ åßíáéhZ(z) = dHZ(z)dz

=
ddz{1− [1− F (z)][1 −G(z)]}

=
ddz{1− [1−G(z)− F (z) + F (z)G(z)]}

= [1− F (z)]g(z) + [1−G(z)]f(z):¸ó�ù F (z) êáé G(z) ïé óõíáñ�Þóåéò åðéâßùóçò �ùí × êáé Ô áí�ßó�ïé÷á. Ôü�åðáñá�çñïýìå ü�é ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ìðïñåß íá ãñáöåß êáé ùò åîÞò:hZ(z) = F (z)g(z) +G(z)f(z)
=

∫ ∞

0

F (z)g(z)dz F (z)g(z)∫∞
0
F (z)g(z)dz +

∫ ∞

0

G(z)f(z)dz G(z)f(z)∫∞
0
G(z)f(z)dz ;�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò Z ìðïñåß íá ãñáöåßùò ìåßîç äýï ó�áèìéóìÝíùí êá�áíïìþí.�áñÜäåéãìá 5. �çãáßíïõìå ìßá �õ÷áßá ìÝñá óå Ýíá åó�éá�üñéï ðïõ �ñþíå öïé�ç�Ýòêáé êÜíïõìå óå üëïõò �çí åñþ�çóç \�üóá Ü�ïìá (ìáæß ìå åóÝíá) êÜèïí�áé ó�ï �ñáðÝæé24



ÅéóáãùãÞóïõ?" ¸ó�ù ü�é �á áðï�åëÝóìá�á �çò Ýñåõíáò åßíáé �á áêüëïõèá (äåò Arratia andGoldstein, 2009):20% Åßðáí ü�é Ýöáãáí ìüíïé �ïõò30% Åßðáí ü�é Ýöáãáí ìå áêüìá Ýíá Ü�ïìï30% Åßðáí ü�é Ýöáãáí ìå áêüìá äýï Ü�ïìá êáé20% Åßðáí ü�é Ýöáãáí ìå áêüìá �ñßá Ü�ïìáÁðü �á äåäïìÝíá áõ�Ü ìðïñåß, ëáíèáóìÝíá, íá åîÜãïõìå �ï óõìðÝñáóìá ü�é20% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí ìüíï Ýíá Ü�ïìï30% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí äýï Ü�ïìá30% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí �ñßá Ü�ïìá êáé20% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí �Ýóóåñá Ü�ïìá.Ï ðéï áðëüò �ñüðïò íá óêåö�ïýìå �çí êá�Üó�áóç áõ�Þ åßíáé íá öáí�áó�ïýìååêá�ü ìáèç�Ýò ðïõ ðÞãáí ãéá öáãç�ü êáé áðï�Ýëåóáí �ï äåßãìá ìáò. Óýìöùíá ìå�á ðáñáðÜíù ðïóïó�Ü èá Ýðñåðå íá åß÷áìå �á áêüëïõèá áðï�åëÝóìá�á:20 Ü�ïìá Ýöáãáí ìüíá �ïõò30 Ü�ïìá Ýöáãáí áíÜ äýï30 Ü�ïìá Ýöáãáí áíÜ �ñßá êáé20 Ü�ïìá Ýöáãáí �ÝóóåñáÁò õðïëïãßóïõìå �ïí óõíïëéêü áñéèìü �ñáðåæéþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí. Óõãêåêñé-ìÝíá èá ðÜñïõìå �á åîÞò:20 �ñáðÝæéá ãéá �á Ü�ïìá ðïõ Ýöáãáí ìüíá �ïõò15 �ñáðÝæéá ãéá �á Ü�ïìá ðïõ Ýöáãáí äýï ìáæß25



1.1 Ç Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞò10 �ñáðÝæéá ãéá �á Ü�ïìá ðïõ Ýöáãáí �ñßá ìáæß5 �ñáðÝæéá ãéá �á Ü�ïìá ðïõ Ýöáãáí óå �å�ñÜäåòÅðïìÝíùò áõ�ü ðïõ ðñïêýð�åé �åëéêÜ åßíáé ü�é ãéá íá êáèßóïõí �á åêá�ü Ü�ïìá ÷ñåéÜ-ó�çêáí óõíïëéêÜ 20+15+10+5 = 50 �ñáðÝæéá. Ôü�å ëïéðüí ðñïêýð�ïõí �á áêüëïõèáðïóïó�Ü:
20
50

= 40% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí ìüíï Ýíá Ü�ïìï
15
50

= 30% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí äýï Ü�ïìá
15
50

= 20% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí �ñßá Ü�ïìá
5
50

= 10% �ùí �ñáðåæéþí åß÷áí �ñßá Ü�ïìá.¼ðùò öáßíå�áé �á ðïóïó�Ü åßíáé äéáöïñå�éêÜ. Ç ðéèáíïèåùñç�éêÞ ðëåõñÜ �ïõðáñáäåßãìá�ïò îåêéíÜåé èåùñþí�áò Ýíá ðåßñáìá üðïõ Ýíá êá�åéëçììÝíï �ñáðÝæé åðé-ëÝãå�áé �õ÷áßá êáé êá�áãñÜöå�áé ï áñéèìüò × �ùí á�üìùí ðïõ êÜèïí�áé åêåß. Ôü�ååßíáé óáöÝò ü�é P[X = 1] = 0:4 êáé ïý�ù êáèåîÞò. ¸íá äéáöïñå�éêü ðåßñáìá, ðïõó÷å�ßæå�áé ìå �ï ðñþ�ï áëëÜ äåí óõã÷Ýå�áé ìå áõ�ü, èá Þ�áí íá åðéëÝîïõìå ÝíáÜ�ïìï áðü �ïí ðëçèõóìü ó�çí �ý÷ç, êáé íá êá�áãñáöåß ï áñéèìüò ×∗ �ùí á�üìùíðïõ êÜèïí�áé ó�ï �ñáðÝæé �ïõ. Ôü�å èá éó÷ýåé ü�é P[X∗ = 1] = 0:2 êáé ïý�ù êáèåîÞò.�áñáêÜ�ù äßíå�áé ï ðßíáêáò ìå �éò äýï óõíáñ�Þóåéò ðéèáíü�ç�áò:k P[X = k] P[X∗ = k]1 0:4 0:22 0:3 0:33 0:2 0:34 0:1 0:2
Ïé êá�áíïìÝò �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí × êáé ×∗ üìùò Ý÷ïõí êÜðïéá ó÷Ýóç. Ó�ïðåßñáìá ìå �çí �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ × , êÜèå �ñáðÝæé Ý÷åé �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á íá åðéëåãåß,26



ÅéóáãùãÞåíþ ó�çí äåý�åñç áõ�ü äåí éó÷ýåé. ÓõãêåêñéìÝíá, ç ðéèáíü�ç�á íá åðéëåãåß Ýíá�ñáðÝæé åßíáé áíÜëïãç �ïõ áñéèìïý �ùí á�üìùí ðïõ êÜèéóáí åêåß. ¸�óé ëïéðüí çðéèáíü�ç�á P[X∗ = k] åßíáé áíÜëïãç �ïõ kP[X = k]. ÅðïìÝíùòP[X∗ = k] = kP[X = k];üðïõ  åßíáé ìßá ó�áèåñÜ. ÅðåéäÞ üìùò
1 =

∑k P[X∗ = k]
=
∑k kP[X = k]

= ∑k kP[X = k]
=  E[X]:ÅðïìÝíùò, áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç èá ðÜñïõìå  = 1=E[X]: ÔåëéêÜ èá ðñïêýøåé ü�éïé êá�áíïìÝò �ùí äýï �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí Ý÷ïõí ìßá ó÷Ýóç �çò ìïñöÞòP[X∗ = k] = kP[X = k]E[X]

:�ñïöáíþò ëïéðüí ç ×∗ åßíáé ç ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò åêäï÷Þ �çò × .1.2 ÂéâëéïãñáöéêÞ áíáóêüðçóçÇ Ýííïéá �çò ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞò ìðïñåß íá áíá÷èåß ó�ïí Fisher (1934), ï ïðïßïòìåëÝ�çóå �á áðï�åëÝóìá�á �ùí ìåèüäùí ãéá �çí åê�ßìçóç �ùí óõ÷íï�Þ�ùí åìöÜíéóçòìßáò óðÜíéáò áóèÝíåéáò. �áñ' üë' áõ�Ü ç áñ÷éêÞ éäÝá �çò ìåñïëçð�éêÞò äåéãìá�ïëç-øßáò ëüãù ìåãÝèïõò åìöáíßó�çêå ó�ïí Cox (1962). Ç Ýííïéá üìùò �ùí ó�áèìéóìÝíùíêá�áíïìþí äéáìïñöþèçêå êáé áíáð�ý÷èçêå áðü �ïí Rao (1965). Ï Rao óõãêåêñé-ìÝíá ðñïóäéüñéóå �éò áêüëïõèåò �ñåéò âáóéêÝò ðçãÝò ðïõ ïäçãïýí óå ó�áèìéóìÝíåòêá�áíïìÝò:Ìç ðáñá�çñçóéìü�ç�á �ùí ãåãïíü�ùí. ÏñéóìÝíá åßäç ãåãïíü�ùí ßóùò êáé íáìçí ìðïñïýí íá åîáêñéâùèïýí áí êáé âñßóêïí�áé ó�çí öýóç. ¸íá �õðéêü ðá-ñÜäåéãìá åßíáé ç Ýñåõíá ó�á ðáéäéÜ ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéá óðÜíéá áóèÝíåéá. Áí27



1.2 ÂéâëéïãñáöéêÞ áíáóêüðçóçìßá ïéêïãÝíåéá êáé ìå �ïõò äýï ãïíåßò å�åñïæõãþ�åò ùò ðñïò �ï ãïíßäéï �çòáóèÝíåéáò äåí Ý÷åé ðáéäéÜ ìå �çí áóèÝíåéá áõ�Þ, �ü�å äåí õðÜñ÷åé ðåñßð�ùóç íáåí�ïðéó�ïýí ïé ãïíåßò áõ�ïß. Ç ìïíáäéêÞ ðåñßð�ùóç íá åí�ïðéó�ïýí åßíáé áí�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá �ïõò ðáéäß Ý÷åé ãåííçèåß ìå �çí áóèÝíåéá áõ�Þ. Ç ðñáãìá�éêÞóõ÷íü�ç�á �ïõ ãåãïíü�ïò Á = {0 áóèåíÞ ðáéäéÜ} åßíáé ìç åîáêñéâþóéìç. Ùòåê �ïý�ïõ, ç ðáñá�çñïýìåíç êá�áíïìÞ åßíáé ç áñ÷éêÞ êá�áíïìÞ ðåñéêåêïììÝíçó�ï 1 ðïõ åßíáé ìßá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ó�áèìéóìÝíçò êá�áíïìÞò.ÌåñéêÞ êá�áó�ñïöÞ �ùí ðáñá�çñÞóåùí. ÏRao ðáñá�Þñçóå ü�é ðáñá�çñÞóåéò ðïõðáñÜãïí�áé áðü �çí öýóç (üðùò ï áñéèìüò �ùí áâãþí, ï áñéèìüò �ùí á�õ÷çìÜ-�ùí ê.�.ë.) ßóùò íá êá�áó�ñáöïýí ìåñéêþò Þ íá åîáêñéâùèïýí ìåñéêþò. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ, ç ðáñá�çñïýìåíç êá�áíïìÞ åßíáé ìßá äéáó�ñåâëùìÝíç åêäï÷Þ�çò áñ÷éêÞò êá�áíïìÞò. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ï ìç÷áíéóìüò ðïõ åðéöÝñåé �çìåñéêÞ êá�áó�ñïöÞ åßíáé ãíùó�üò, ç êá�áíïìÞ áíÜëïãá ìå �éò ðáñá�çñïýìåíåò�éìÝò, åßíáé ìßá ó�áèìéóìÝíç åêäï÷Þ �çò áñ÷éêÞò êá�áíïìÞò.Äåéãìá�ïëçøßá ìå Üíéóåò ðéèáíü�ç�åò åðéëïãÞò. Óå ðïëëÝò ðñáê�éêÝò êá�áó�Ü-óåéò ìßá áðëÞ �õ÷áßá äåéãìá�ïëçøßá äåí åßíáé åöéê�Þ. Ç äåéãìá�ïëçøßá ðñáã-ìá�ïðïéåß�áé õðü ïñéóìÝíç ðñïóÝããéóç. �éá ðáñÜäåéãìá, �á øÜñéá óõëëÝãïí�áéìÝóù åíüò äé÷�õïý, �á öõ�Ü ðáñá�çñïýí�áé ðåñðá�þí�áò êá�Ü ìÞêïò êÜðïéáòãñáììÞò åíþ �á ðïõëéÜ ðáñá�çñïýí�áé âÜóåé �ùí Þ÷ùí ðïõ êÜíïõí. Ç óõãêå-êñéìÝíç äåéãìá�ïëçð�éêÞ ðñïóÝããéóç ïäçãåß óå ó�Üèìéóç, ç ïðïßá ìå�áâÜëëåé�çí áñ÷éêÞ êá�áíïìÞ.Êõñßùò ï Cox (äåò Cox, 1969) áó÷ïëÞèçêå ìå �çí åê�ßìçóç �ïõ ìÝóïõ �çò áñ÷éêÞòêá�áíïìÞò âáóéæüìåíç óå ó�áèìéóìÝíåò ëüãù ìåãÝèïõò ðáñá�çñÞóåéò. �éá ðåñéó-óü�åñç óáöÞíåéá, Ýó�ù Õ �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå áí�ßó�ïé÷ç óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áòðõêíü�ç�áò f(y) êáé óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F (y): ¸ó�ù åðßóçò ü�é ç áí�ßó�ïé÷çó�áèìéóìÝíç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ åßíáé ç ÕW ìå óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò ðõêíü�ç�áò28



ÅéóáãùãÞfW (y) êáé óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò FW (y): Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ w(y) = y éó÷ýåé ü�éE[(Y W )r] =∫ ∞

−∞
yrfW (y)dy

=

∫ ∞

−∞
yr yf(y)ì dy

=
1ì ∫ ∞

−∞
yr+1f(y)dy

=
ìr+1ì ;üðïõ ìr åßíáé ç r ñïðÞ �çò Õ . Ôü�å ðñïêýð�åé Üìåóá ü�éE[ 1Y W ] = 1ì : (1.1)Áí�ßó�ïé÷á ðñïêýð�åé åðßóçò ü�é E[( 1Y W )2] = ì−1ì : (1.2)ÓõíäõÜæïí�áò �éò (1.1) êáé (1.2) ðñïêýð�åéVar[ 1Y W ] =E[( 1Y W )2]− [E( 1Y W )]2

=
ì−1ì − 1ì2

=
1ì2
(ìì−1 − 1): (1.3)Áðü �çí (1.1) êá�áëáâáßíïõìå ü�é Ýíáò áìåñüëçð�ïò åê�éìç�Þò ãéá �ï 1=ì åßíáé ï
1n∑i 1Y Wi :ÂÜóåé áõ�ïý, ï Cox ðñü�åéíå ùò åê�éìç�Þ ãéá �çí ìÝóç �éìÞ ì �çò Õ �ïíì̂ =

n∑i 1=Y Wi :Áðü �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá, ï åê�éìç�Þò Ý÷åé áóõìð�ù�éêÞ êáíïíéêÞ êá�á-íïìÞ1 ìå ìÝóï ì êáé äéáóðïñÜ ìì−1 − 1=n. ¼ìùò ï åê�éìç�Þò �ïõ ì åßíáé ó�çí1Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á üðùò èá öáíåß óå åðüìåíá êåöÜëáéá, ç áóõìð�ù�éêÞ êá�áíïìÞ ðñïêýð�åéãéá �ïí åê�éìç�Þ ðïëëáðëáóéáóìÝíï ìå êÜðïéåò ó�áèåñÝò29



1.2 ÂéâëéïãñáöéêÞ áíáóêüðçóçðñáãìá�éêü�ç�á ìåñïëçð�éêüò. ¸�óé ëïéðüí, ï Sen (äåò Sen, 1987) ðñü�åéíå �çí÷ñÞóç jakknife ãéá �çí ìåßùóç �çò ìåñïëçøßáò �ïõ ì̂.Ï Cox (1969) áó÷ïëÞèçêå åðßóçò ìå �çí åê�ßìçóç �çò F (y). Áõ�ü åßíáé êÜ�é�ï ïðïßï èá áíáëõèåß êáé ó�çí ðáñïýóá äéðëùìá�éêÞ. Åðßóçò ìåëå�Þèçêáí êÜðïéåòéäéáß�åñåò éäéü�ç�åò ó�áèìéóìÝíùí êá�áíïìþí. Ïé Patil and Rao (1978) ìåëÝ�çóáí�ç ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí ìÝóùí �çò áñ÷éêÞò êá�áíïìÞò êáé äéáöïñå�éêþí ó�áèìéóìÝíùíêá�áíïìþí. Ïé Bayarri and Degroot (1987; 1989) êáé ïé Patil and Taillie (1989)ìåëÝ�çóáí �çí ðëçñïöïñßá Fisher ó�éò ó�áèìéóìÝíåò êá�áíïìÝò êáé �éò áí�ßó�ïé÷åòó÷Ýóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí ìå �çí áñ÷éêÞ êá�áíïìÞ.�áñ' üë' áõ�Ü, ó�çí ðáñïýóá äéðëùìá�éêÞ âáóéêü áí�éêåßìåíï ìåëÝ�çò åßíáéç ìç ðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç �çò âáóéêÞò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò F , âÜóåé �õ÷áßùíäåéãìÜ�ùí áðü ìßá Þ ðåñéóóü�åñåò ìåñïëçð�éêÝò êá�áíïìÝò. Ìå �ï áí�éêåßìåíï áõ�üáó÷ïëÞèçêå åê�åíþò ï Vardi, ï ïðïßïò ðñü�åéíå ìåèüäïõò åê�ßìçóçò �çò F âÜóåéåðáíáëçð�éêþí áëãïñßèìùí êáé ìåëÝ�çóå �éò èåùñç�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí åê�éìç�þí ðïõðñïêýð�ïõí.Áñ÷éêÜ, èá ìåëå�çèåß ç ðåñßð�ùóç �ùí äýï äåéãìÜ�ùí, êáé åí óõíå÷åßá èá ðá-ñïõóéáó�åß ï áëãüñéèìïò åê�ßìçóçò �çò F . ÔÝëïò èá ìåëå�çèåß Ýíá çìéðáñáìå�ñéêüìïí�Ýëï õðü �ï ïðïßï ïé ðõêíü�ç�åò ðéèáíü�ç�áò f0 êáé f1 �çò âáóéêÞò êáé �çò ìåñï-ëçð�éêÞò êá�áíïìÞò, áí�ßó�ïé÷á, Ý÷ïõí ìßá ó÷Ýóç �çò ìïñöÞò f1(x) = eá+âh(x)f0(x)ãéá êÜðïéá óõíÜñ�çóç h(x):Åßíáé óçìáí�éêü íá áíáöåñèåß (áí êáé äåí èá ìåëå�çèåß ó�çí ðáñïýóá äéðëùìá�éêÞ)ü�é åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé êáé ç ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå äéäéÜó�á�åò êá�áíïìÝò (äåòPatil, Rao and Ratnaparkhi, 2010). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ×;Õ Ýíá æåýãïò ìç áñíç-�éêþí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò f(x; y)êáé Ýó�ù åðßóçò w(x; y) ìßá ìç áñíç�éêÞ óõíÜñ�çóç. Ôü�å ç áí�ßó�ïé÷ç ó�áèìéóìÝíçåêäï÷Þ �çò f(x; y) äßíå�áé áðü �ïí �ýðïfw(x; y) = w(x; y)f(x; y)E[w(X; Y )]
;30



ÅéóáãùãÞõðü �çí ðñïõðüèåóç ü�é ç E[w(X; Y )] åßíáé ðåðåñáóìÝíç.Áðü �çí ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé óáöÝò ü�é ðñïêýð�ïõí êáé �á áêüëïõèá:fw(x) = E[w(x; Y |X = x)]f(x; y)E[w(X; Y )]êáé fw(y|x) = w(x; y)f(y|X = x)E[w(x; Y |X = x)] :�ñïöáíþò, ïé äýï ðáñáðÜíù óõíáñ�Þóåéò åßíáé ó�áèìéóìÝíåò åêäï÷Ýò �çò ðåñéèùñéá-êÞò êáé �çò äåóìåõìÝíçò êá�áíïìÞò �çò Õ äïèåßóçò �çò × .�ëçñïöïñéáêÜ, ðáñïõóéÜæïí�áé ðáñáêÜ�ù êÜðïéåò áðü �éò âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò âÜ-ñïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�çí äéäéÜó�á�ç ðåñßð�ùóç:
• w(x; y) = xáyâ, á ≥ 0; â ≥ 0

• w(x; y) = max (x; y)
• w(x; y) = min (x; y)
• w(x; y) = xá + yâ, á ≥ 0; â ≥ 01.3 Ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ùò ìç ðáñáìå-�ñéêüò ÅÌ�Ïñéóìüò 1. ¸ó�ù ×1; :::; ×n ∈ ℜ. Ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò �ùí×1; : : : ; ×näßíå�áé áðü �ïí �ýðï Fn(x) = 1n n∑i=1

I(−∞;x](Xi);ãéá −∞ < x < ∞.Ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò åßíáé ìßá äéáêñé�Þ êá�áíïìÞ ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåéðéèáíü�ç�á 1=n óå êÜèå ìßá áðü �éò n ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò. Óå ðåñßð�ùóç ðïõ êÜðïéáðáñá�Þñçóç Ý÷åé ðïëëáðëü�ç�á t, ç ðéèáíü�ç�á ðïõ áí�éó�ïé÷ßæå�áé óå áõ�Þí åßíáé t=n.31



1.3 Ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ùò ìç ðáñáìå�ñéêüò ÅÌ�Ïñéóìüò 2. ¸ó�ù ×1; : : : ; ×n �õ÷áßï äåßãìá áðü �çí êá�áíïìÞ ìå ó.ê. F . Ç ìçðáñáìå�ñéêÞ (åìðåéñéêÞ) óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò �çò F åßíáéL(F ) =

n∏i=1

P(X = xi) = n∏i=1

{F (Xi)− F (Xi−)};üðïõ F (x−) = P[X < x].Ìßá Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ïñéóìïý åßíáé ü�é L(F ) = 0 áí ç F åßíáé óõíå÷Þòêá�áíïìÞ. �éá íá Ý÷ïõìå èå�éêÞ ìç ðáñáìå�ñéêÞ ðéèáíïöÜíåéá èá ðñÝðåé ç êá�áíïìÞF íá áí�éó�ïé÷ßæåé èå�éêÞ ðéèáíü�ç�á óå êÜèå ìßá áðü �éò ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò. Ó�ïðáñáêÜ�ù èåþñçìá èá äåé÷èåß ü�é ç ìç ðáñáìå�ñéêÞ ðéèáíïöÜíåéá ìåãéó�ïðïéåß�áé ó�çíåìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò. Áõ�ü ó�çí ïõóßá óçìáßíåé ü�é ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóçêá�áíïìÞò åßíáé ï ìç ðáñáìå�ñéêüò åê�éìç�Þò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá �çíF (Ì�ÅÌ�).Èåþñçìá 1 (Owen, 2001). ¸ó�ù ×1; : : : ; ×n �õ÷áßï äåßãìá áðü êÜðïéá êá�áíïìÞ.¸ó�ù åðßóçò Fn ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò êáé F ïðïéáäÞðï�å Üëëç óõíÜñ-�çóç êá�áíïìÞò. Áí F 6= Fn, �ü�åL(F ) < L(Fn):Áðüäåéîç. ¸ó�ù t1 < · · · < tm ïé äéá�å�áãìÝíåò ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò �ùí×1; : : : ; ×nêáé nj ≥ 1 �ï ðëÞèïò �ùí ×i ðïõ ðáßñíïõí �çí �éìÞ tj. Ôü�å nj =
∑ni=1 I{tj}(Xi).¸ó�ù åðßóçò pj = F (tj) − F (tj−) êáé p̂j = nj=n. ÅðåéäÞ áí pj = 0 ãéá êÜðïéïj = 1; 2; : : : ; m �ü�å L(F ) = 0 ≤ L(Fn), èåùñïýìå ü�é pj > 0, ∀j, êáé ü�é ãéá �ïõëÜ-÷éó�ïí Ýíá j éó÷ýåé ü�é pj 6= p̂j. �íùñßæïõìå üìùò ü�é ∀x > 0 éó÷ýåé log(x) ≤ x− 1ìå �çí éóü�ç�á íá éó÷ýåé áí êáé ìüíïí áí x = 1. ¸�óé ëïéðüí

log

( L (F )L (Fn)) =
m∑i=1

nj log(pĵpj) = n m∑i=1

p̂j log(pĵpj) < n m∑i=1

p̂j (pĵpj − 1

)

= n{ m∑i=1

pj − m∑i=1

p̂j} ≤ 0: 32



ÅéóáãùãÞÅðïìÝíùò L(F ) < L(Fn):

33





ÊåöÜëáéï 2Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãùìåãÝèïõò
Ó�ï êïììÜ�é áõ�ü �çò áíÜëõóÞò ìáò èá âñïýìå �ïí ìç ðáñáìå�ñéêü åê�éìç�Þ ìåãßó�çòðéèáíïöÜíåéáò ìßáò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò F ü�áí Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞ ìáò äýïäåßãìá�á: ¸íá äåßãìá ìåãÝèïõò m áðü �çí êá�áíïìÞ F êáé Üëëï Ýíá ìåãÝèïõò náðü ìßá ó�áèìéóìÝíç åêäï÷Þ �çò. �éï óõãêåêñéìÝíá èá èåùñÞóïõìå �çí ðåñßð�ùóçGÕ (x) = ∫ x0 u dF (u)=ì üðïõ ì =

∫∞
0
u dF (u).2.1 ÅéóáãùãéêÝò ÝííïéåòÏñéóìüò 3. ¸ó�ù X �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F . Èåùñïýìå �çí�õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Õ ìå óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞòGY (x) = ∫ x

−∞ w(y) dFX(y)∫∞
−∞ w(y) dFX(y) ; w(y) ≥ 0:Ôü�å ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Y ïíïìÜæå�áé ó�áèìéóìÝíç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå ó�Üèìç(âÜñïò) w(x). Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò õðÜñ÷åé,äßíå�áé áðü �ïí �ýðï gY (x) = w(x)fX(x)∫∞
−∞w(x)fX(x) ; w(x) ≥ 0:35



2.2 Åê�ßìçóçÁí �á ìÞêç êÜðïéùí áí�éêåéìÝíùí êá�áíÝìïí�áé óýìöùíá ìå �çí áèñïéó�éêÞ óõ-íÜñ�çóç êá�áíïìÞò F , êáé áí åðßóçò ç ðéèáíü�ç�á íá óõëëÝîïõìå êÜðïéï áí�éêåßìåíïåßíáé áíÜëïãç �ïõ ìÞêïõò �ïõ, �ü�å �á ìÞêç �ùí áí�éêåéìÝíùí áõ�þí êá�áíÝìïí�áéóýìöùíá ìå �çí óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ðïõ äßíå�áé áðü �ïí áêüëïõèï �ýðï (äåò Vardi,
1982): GY (y) ≡ G (y) = 1ì ∫ y

0

xdF (x); y ≥ 0: (2.1)Åäþ ì =
∫∞
0
xdF (x) êáé õðïèÝ�ïõìå ðùò ì < ∞. Êá�áíïìÝò üðùò ç G ïíïìÜæïí�áéìåñïëçð�éêÝò ëüãù ìåãÝèïõò êá�áíïìÝò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå �çí åýñåóç �ïõ ìç ðáñáìå�ñéêïý åê�éìç�Þìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò (Ì�ÅÌ�) ãéá �çí áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F ìå÷ñÞóç åíüò �õ÷áßïõ äåßãìá�ïò ðïõ ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí F êáé åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ �õ-÷áßïõ äåßãìá�ïò ðïõ ðñïÝñ÷å�áé áðü �ç ó�áèìéóìÝíç åêäï÷Þ �çò G.2.2 Åê�ßìçóç¸ó�ù ëïéðüí ü�é X = (×1; : : : ; Xm) Ýíá �õ÷áßï äåßãìá áðü �çí F ìå F (0) = 0 êáéì =

∫∞
0
xdF (x) < ∞ åíþ Y = Õ1; : : : ; Õn Ýíá áíåîÜñ�ç�ï �õ÷áßï äåßãìá áðü �çíG ìå ìïñöÞ üðùò ç (2.1). �áßñíïõìå üëåò �éò ðáñá�çñÞóåéò ðïõ äéáèÝ�ïõìå, äçëáäÞ�çí Ýíùóç1 X ⋃Y êáé �éò äéá�Üóóïõìå áðü �çí ìéêñü�åñç ó�çí ìåãáëý�åñç. ¸ó�ùt1 < · · · < th, h ≤ n+m êáèþò õðÜñ÷åé �ï åíäå÷üìåíï íá õðÜñ÷ïõí ðáñá�çñÞóåéò ìåßäéá �éìÞ. Èåùñïýìå åðßóçò ü�é ç ðïëëáðëü�ç�á �ïõ ti ó�á × êáé �á Õ åßíáé áí�ßó�ïé÷áîi êáé çi. Åßíáé óáöÝò ü�é áí ç F åßíáé óõíå÷Þò êá�áíïìÞ �ü�å ìå ðéèáíü�ç�á Ýíá èáéó÷ýåé ü�é h = n+m êáé åðßóçò îi + çi = 1.Ç ðéèáíïöÜíåéá �çò F äßíå�áé áðü �çí ó÷ÝóçL(F ) =

h∏i=1

{dF (ti)}îi { tidF (ti)∫∞
0
udF (u)}çi : (2.2)1¼ðùò ãíùñßæïõìå ç Ýíùóç äýï óõíüëùí äéáãñÜöåé �á åðáíáëáìâáíüìåíá ó�ïé÷åßá êÜ�é �ïïðïßï åäþ äåí ðñÝðåé íá ãßíåé. ÅðïìÝíùò åäþ ìå �çí Ýíùóç áíáöåñüìáó�å ó�ï óýíïëï üëùí �ùíäåäïìÝíùí. 36



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòÓ�ü÷ïò ìáò åßíáé óáöþò íá âñïýìå �çí óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ç ïðïßá ìåãéó�ïðïéåß�çí (2.2). ¼ìùò ãéá �çí ìåãéó�ïðïßçóç áõ�Þ áñêåß íá ðåñéïñéó�ïýìå ó�çí åýñåóçìßáò äéáêñé�Þò êá�áíïìÞò ç ïðïßá èá Ý÷åé èå�éêá Üëìá�á óå êÜèå Ýíá áðü �á óç-ìåßá t1; :::; th êáé ìüíï åêåß. (Ç ðåñßð�ùóç åßíáé áíÜëïãç ìå áõ�Þí �çò Åíü�ç�áò1.3.) ÓõãêåêñéìÝíá, ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.2) éóïäõíáìåß ìå �çí ìåãéó�ïðïßçóç �çòóõíÜñ�çóçò L(p1; :::; ph) = h∏i=1

pîii ( tipi∑hj=1 tjpj)çi ; (2.3)üðïõ∑hj=1 pj = 1, pj > 0 ãéá j = 1; 2; : : : ; h êáé pj = dF (tj) åßíáé ç ìÜæá ðéèáíü�ç�áò�ïõ tj. Åßíáé óáöÝò ü�é ï ðáñïíïìáó�Þò ó�ï ãéíüìåíï �çò ó÷Ýóçò (2.3) åìöáíßæå�áéùò Üèñïéóìá áí�ß ãéá ïëïêëÞñùìá êáèþò ìéëÜìå ðëÝïí ãéá ìßá äéáêñé�Þ êá�áíïìÞ.Áí óõìâïëßóïõìå ìå p̂ = (p̂1; :::; p̂h) �çí ëýóç ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ìåãéó�ïðïßçóç�çò (2.3), �ü�å ï ìç ðáñáìå�ñéêüò åê�éìç�Þò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá �çí F èáäßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóç F̂ (x) = h∑j=1

p̂jÉ(−∞;x](tj) (2.4)êáé �ü�å éêáíïðïéåß�áé L(F̂ ) ≥ L(F1) ãéá ïðïéáäÞðï�å Üëëç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞòF1.Èåþñçìá 2. H ìïíáäéêÞ ëýóç ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.3) äßíå�áéáðü �ïí �ýðï p̂k = (îk + çk) ì̂ntk +mì̂ ; k = 1; : : : ; h; (2.5)üðïõ ì̂ åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç �çò åîßóùóçòh∑k=1

(îk + çk) tkntk +ma = 1 (2.6)ùò ðñïò á.Áðüäåéîç. Ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.3) èá ãßíåé õðü �ïí ðåñéïñéóìü ∑hi=1 pi = 1: Ï37



2.2 Åê�ßìçóçëïãÜñéèìïò �çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáél(p1; :::; ph) = log[L(p1; :::; ph)]
= log

[ h∏i=1

pîii ( tipi∑hj=1 tjpj)çi]
=

h∑i=1

îi log(pi) + h∑i=1

çi log (tipi)− h∑i=1

çi log ( h∑j=1

tjpj):
ÅéóÜãïí�áò Ýíáí ðïëëáðëáóéáó�Þ Lagrange ïñßæïõìå �çí óõíÜñ�çóç
g(p1; : : : ; ph) = h∑i=1

îi log(pi) + h∑i=1

çi log (tipi)− h∑i=1

çi log ( h∑j=1

tjpj)− ë( h∑i=1

pi − 1):
�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò pk êáé åîéóþíïí�áò ìå �ï ìçäÝí ðñïêýð�åéîk + çkpk − tk∑hj=1 tjpj h∑i=1

çi − ë = 0: (2.7)
�ïëëáðëáóéÜæïí�áò �çí (2.7) ìå pk êáé áèñïßæïí�áò ùò ðñïò k èá ðñïêýøåéh∑k=1

(îk + çk)− h∑i=1

çi − ë = 0;
�ï ïðïßï óõíåðÜãå�áé ü�é ë =

∑hk=1 îk:ÅðïìÝíùò áðü �çí (2.7) èá Ý÷ïõìå 38



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòîk + çkpk − tk∑hj=1 tjpj h∑i=1

çi − h∑k=1

îk = 0 ⇒îk + çkpk =

h∑k=1

îk + tk∑hj=1 tjpj h∑i=1

çi ⇒îk + çkpk =
(
∑hj=1 tjpj)∑hk=1 îk + tk∑hi=1 çi∑hj=1 tjpj ⇒îk + çkpk =
(
∑hj=1 tjpj)m + tkn∑hj=1 tjpj ⇒pk = ∑hj=1 tjpj(îk + çk)m∑hj=1 tjpj + ntk ⇒pk = ì(îk + çk)mì + ntk ;üðïõ ì =

∑hj=1 tjpj. ÅðïìÝíùò ãéá �ïí åê�éìç�Þ �ïõ pk èá éó÷ýåép̂k = ì̂(îk + çk)mì̂ + ntk ; (2.8)üðïõ ì̂ =
∑hj=1 tjp̂j. �ïëëáðëáóéÜæïí�áò �çí (2.8) ìå tk êáé áèñïßæïí�áò ùò ðñïò kèá ðÜñïõìå h∑k=1

p̂ktk = h∑k=1

tkì̂(îk + çk)mì̂ + ntk = ì̂ h∑k=1

tk(îk + çk)mì̂ + ntk ⇔h∑k=1

(îk + çk)tkntk +mì̂ = 1:
Ï ðáñáðÜíù åê�éìç�Þò Ý÷åé íüçìá áêüìá êáé ü�áí êÜðïéï áðü �á äýï äåßãìá�áäåí õðÜñ÷åé. ÓõãêåêñéìÝíá:

• ¼�áí n = 0, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé �ï äåßãìá Õ , �ü�å åßíáé óáöÝò ü�é ï åê�éìç�Þòì̂ åßíáé ï ìÝóïò �ïõ äåßãìá�ïò X êáé åðïìÝíùò ç åê�ßìçóç ãéá �çí óõíÜñ�çóçêá�áíïìÞò åßíáé ç åìðåéñéêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò âáóéæüìåíç ó�ï äåßãìá X.39



2.3 Áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ Ì�ÅÌ�
• Áí�ßó�ïé÷á áí m = 0, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé �ï äåßãìá X êáé åßíáé äéáèÝóéìï ìüíï�ï ó�áèìéóìÝíï äåßãìá Õ , �ü�å ðñïöáíþò îk = 0. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç (2.5)èá ãßíåé p̂k = çkì̂ntk :Áèñïßæïí�áò ëïéðüí ùò ðñïò k èá Ý÷ïõìå:h∑k=1

p̂k = h∑k=1

çkì̂ntk =
ì̂n n∑k=1

1yk :¼ìùò ∑nk=1 p̂k = 1. ÅðïìÝíùò,
1 =

ì̂n n∑k=1

1yk ⇒ì̂ =
n∑nk=1

1yk :Ìå áõ�ü ëïéðüí êá�áëáâáßíïõìå ü�é ï åê�éìç�Þò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ èá åßíáéï áñìïíéêüò ìÝóïò �ïõ äåßãìá�ïò Y . Ï åê�éìç�Þò áõ�üò åßíáé åêåßíïò ðïõðñï�Üèçêå áðü �ïí Cox (1969).Êá�' áí�éó�ïé÷ßá ìå �çí (2.4) o Ì�ÅÌ� �çò G åßíáé ïĜ(x) = h∑i=1

ĝiÉ(−∞;x](ti);üðïõ ĝi = tip̂iì̂ =
(îi + çi)tinti +mì̂ :2.3 Áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ Ì�ÅÌ�2.3.1 Óýãêëéóç êá�Ü ðéèáíü�ç�á¸÷ïõìå áðïäåßîåé ü�é ü�áí Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò äýï äåßãìá�á, �ü�å ï Ì�ÅÌ�ì̂ �ïõ ì éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç (2.6). Èá áðïäåßîïõìå áñ÷éêÜ �ï áêüëïõèï:40



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòÈåþñçìá 3. (Gill, Vardi and Wellner, 1988)ì̂ ó:â:→ ì:Áðüäåéîç. �éá êÜèå a éó÷ýåéh∑k=1

(îk + çk) tkntk +ma − 1

=

m∑i=1

xinxi +ma +

n∑i=1

yinyi +ma − 1

=
m∑i=1

xinxi +ma +
1n n∑i=1

nyinyi +ma − 1n n∑i=1

nyi +manyi +ma
=

m∑i=1

xinxi +ma − man n∑i=1

1nyi +ma
= m[ 1m m∑i=1

xinxi +ma − an n∑i=1

1nyi +ma]
=

mm + n[ 1m m∑i=1

xi
(1− ë)xi + ëa − an n∑i=1

1

(1− ë) yi + ëa];üðïõ ë = m=(m+ n) = m=N êáé N = m + n. Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðñïÝêõøåðïëëáðëáóéÜæïí�áò êáé �á äýï ìÝëç ìå �çí ðïóü�ç�á m+ n:¸ó�ù �þñá âÍ ç ëýóç �çò åîßóùóçòĥN (a) = 1m m∑i=1

xi
(1− ë)xi + ëa − an n∑é=1

1

(1− ë) yi + ëa = 0 (2.9)ùò ðñïò a. Ôï âN óõìðßð�åé ìå �ï ì̂ �çò (2.6).¸ó�ù åðßóçò h (a) = E( X
(1− ë)X + ëa)− aE( 1

(1− ë) Y + ëa) : (2.10)Åßíáé óáöÝò ü�éh (a) = ∫ x
(1− ë)x+ ëaf (x) dx− a ∫ 1

(1− ë)x + ëa (xf (x)ì ) dx41



2.3 Áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ Ì�ÅÌ�êáé áõ�ü åßíáé ßóï ìå ìçäÝí áí êáé ìüíï áí á = ì: Åðßóçò, óýìöùíá ìå �ïí Éó÷õñüÍüìï �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí, ü�áí Í → ∞ �ü�å ĥN (a) ó:â:→ h(a): ¼ìùò ðáñÜëëçëáéó÷ýåé ü�éddaĥN (a) = − ëm m∑i=1

( xi
[(1− ë)xi + ëa]2)− 1− ën n∑i=1

( yi
[(1− ë) yi + ëa]2) < 0; ∀a:Áíáð�ýóóïí�áò êá�Ü Taylor ùò ðñïò ì̂ ãýñù áðü �ï ì èá ðÜñïõìåĥN (ì̂) = ĥN (ì) + (ì̂ − ì) ddaĥN (a∗) (2.11)ãéá êÜðïéï a∗ áíÜìåóá ó�á ì̂ êáé ì. ¼ìùò åî ïñéóìïý ĥN (ì̂) = 0 êáé åðïìÝíùòĥN (ì) + (ì̂ − ì) ddaĥN (a∗) = 0:�áñÜëëçëá éó÷ýåé ü�é ĥN (ì) ó:â:→ h (ì) = 0 êáèþò åðßóçò ü�é ç ðïóü�ç�á dda ĥN (a∗)äåí ìðïñåß íá ãßíåé ìçäÝí. ¢ñá ëïéðüí ü�áí Í ↑ ∞ áðáñáé�Þ�ùò ðñÝðåé íá éó÷ýåé ü�éì̂ ó:â:→ ì:2.3.2 Áóõìð�ù�éêÞ êá�áíïìÞ �ïõ ì̂Óå áõ�Þí �çí åíü�ç�á èá âñïýìå �çí áóõìð�ù�éêÞ êá�áíïìÞ �ïõ Ì�ÅÌ� �ïõ ì.¸ó�ù K (x) = ∫ x

0

yëì + (1− ë) yf (y) dy;åíþ K = limx→∞
K (x) = ∫ ∞

0

yëì + (1− ë) yf (y) dy:Èá áðïäåé÷èåß �ï áêüëïõèï èåþñçìá:
42



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòÈåþñçìá 4. (Vardi, 1982) �éá �ïí Ì�ÅÌ� �ïõ ì éó÷ýåé
√N ( ì̂ì − 1

) d→ N(0; 1−KKë (1− ë))Áðüäåéîç. Îåêéíþí�áò áðü �çí (2.9), óå óõíäõáóìü ìå �çí (2.10) êáé ðáßñíïí�áò �ááèñïßóìá�á, ðñïêýð�åé ü�é
√m[ 1m m∑i=1

( xi
(1− ë) xi + ëa)−E( X

(1− ë)X + ëa)] d→ N(0;Var( X
(1− ë)X + ëa))

√n[ 1n n∑i=1

( 1

(1− ë) yi + ëa)− E( 1

(1− ë)Y + ëa)] d→ N(0;Var( 1

(1− ë)Y + ëa))ËáìâÜíïí�áò õð' üøéí ü�é m=N = ë êáé n=N = 1 − ë, áðü �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéòðñïêýð�åé éóïäýíáìá ü�é
√N { 1m m∑i=1

( xi
(1− ë) xi + ëa)− E( X

(1− ë)X + ëa)} d→ N(0; 1ëVar( X
(1− ë)X + ëa))

√N { 1n n∑j=1

(
1

(1− ë) yi + ëa)− E( 1

(1− ë)Y + ëa)} d→ N(0; 1

1− ëVar( 1

(1− ë) Y + ëa))¸ó�ù �þñá W =
1m m∑i=1

( xi
(1− ë)xi + ëa)− án n∑i=1

(
1

(1− ë) yi + ëa)ìå E (W ) = E( X
(1− ë)X + ëa)− áE( 1

(1− ë)Y + ëa) :Åöáñìüæïí�áò �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá óå óõíäõáóìü ìå �çí áíåîáñ�çóßá �ùí× êáé Õ ðáßñíïõìå
√N {W − E (W )} d→ N(0; 1ëVar( X

(1− ë)X + ëa)+ á2

1− ëVar( 1

(1− ë)Y + ëa)) :
43



2.3 Áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ Ì�ÅÌ�Åéäéêü�åñá, ãéá á = ì,
√N {W − E (W )} d→ N(0; 1ëVar( X

(1− ë)X + ëì)+
ì2

1− ëVar( 1

(1− ë) Y + ëì)) :Ó�ç óõíÝ÷åéá èá õðïëïãéó�åß ç äéáêýìáíóçV 2 =
1ëVar( X

(1− ë)X + ëa)︸ ︷︷ ︸V 2

1

+
ì2

1− ëVar( 1

(1− ë) Y + ëa)︸ ︷︷ ︸V 2

2

:Áõ�ü èá ãßíåé õðïëïãßæïí�áò êÜèå Ýíá áðü �á äýï ìÝñç ÷ùñéó�Ü. ¸�óé ëïéðüí éó÷ýåéV 2
1 =

1ëVar [ X
(1− ë)× + ëì]

=
1ë(E [ X2

[(1− ë)× + ëì]2]− E2

[ X
(1− ë)× + ëì])

=
1ë(∫ ∞

0

x2
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx−

[∫ ∞

0

x
(1− ë)x + ëìf(x)dx]2)

=
1ë(∫ ∞

0

x2
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx−K2

); (2.12)åíþV 2
2 =

ì2

1− ëVar [ 1

(1− ë)Y + ëì]
=

ì2

1− ë(E [ 1

[(1− ë)Õ + ëì]2]− E2

[
1

(1− ë)Õ + ëì])
=

ì2

1− ë(∫ ∞

0

1

[(1− ë) y + ëì]2g(y)dy− [∫ ∞

0

1

(1− ë) y + ëìg(y)dy]2)
=

ì2

1− ë(∫ ∞

0

y
[(1− ë) y + ëì]2 f(y)ì dy − [∫ ∞

0

y
(1− ë) y + ëì f(y)ì dy]2)

=
ì2

1− ë( 1ì ∫ ∞

0

x
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx− 1ì2

[∫ ∞

0

x
(1− ë)x+ ëìf(x)dx]2)

=
ì

1− ë(∫ ∞

0

x
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx)− 1

1− ëK2: (2.13)44



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòÓõíäõÜæïí�áò �éò (2.12) êáé (2.13) èá ðñïêýøåéV 2 =

∫ ∞

0

1

[(1− ë)x + ëì]2(x2ë +
xì

1− ë)f(x)dx− K2ë − K2

1− ë
=

∫ ∞

0

1

[(1− ë)x + ëì]2((1− ë) x2 + ëìxë (1− ë) )f(x)dx− K2ë (1− ë)
=

∫ ∞

0

1

[(1− ë)x + ëì]2(x [(1− ë) x+ ëì]ë (1− ë) )f(x)dx− K2ë (1− ë)
=

1ë (1− ë) ∫ ∞

0

x
(1− ë)x + ëìf(x)dx− K2ë (1− ë)

=
Kë (1− ë) − K2ë − K2

1− ë
=

Kë (1− ë) − K2ë (1− ë)
=
K (1−K)ë (1− ë) :¼ìùò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ÁóèåíÞ Íüìï �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí (ÁÍÌÁ) åðåéäÞá∗ p→ ì, Ý÷ïõìå:ddá∗ ĥN (á∗) = − ëm m∑i=1

xi
[(1− ë)xi + ëá∗]2

− 1− ën n∑i=1

yi
[(1− ë) yi + ëá∗]2p→ −ëE( ×

[(1− ë)× + ëì]2)− (1− ë)E( Y
[(1− ë) Y + ëì]2)

= −ë ∫ ∞

0

x
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx− (1− ë)∫ ∞

0

y
[(1− ë) y + ëì]2 g(y)dy

= −ë ∫ ∞

0

x
[(1− ë)x + ëì]2f(x)dx− (1− ë)∫ ∞

0

x2
[(1− ë)x+ ëì]2 f(x)ì dx

=

∫ ∞

0

1

[(1− ë)x + ëì]2(− ëx− (1− ë) x2ì )f(x)dx
=

∫ ∞

0

1

[(1− ë)x + ëì]2(− x [ëì + (1− ë)x]ì )f(x)dx
= −1ì ∫ ∞

0

x
(1− ë) x+ ëá f(x)dx

= −Êì : 45



2.3 Áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ Ì�ÅÌ�¢ñá ëïéðüí ddá ĥN (á∗)
p→ −Kì :×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ó÷Ýóç (2.11) èá ðñïêýøåé ü�é

0 = ĥN (ì) + (âÍ − ì) ddaĥN (a∗) ⇔
(á̂Í − ì) = ĥN (ì)

− ddá ĥN (á∗)
⇔

√N (á̂Í − ì) = √NĥN (ì)
− ddá ĥN (á∗)

:Åöáñìüæïí�áò �ï èåþñçìá Slutsky êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðáßñ-íïõìå
√N (á̂Í − ì) d→ N(0; (1−K)ì2Êë (1− ë)):ÔÝëïò, ìå åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ äÝë�á ðñïêýð�åé ü�é
√N( á̂Íì − 1

) d→ N(0; 1−KÊë (1− ë)):
Íá ðáñá�çñÞóïõìå åäþ ü�é éó÷ýåé �ï áêüëïõèï. ¸ó�ù ìi ç i ñïðÞ �çò F êáéáò õðïèÝóïõìå ü�é ïé ñïðÝò ì−1 êáé ì2 õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé ðåðåñáóìÝíåò. Ôü�å éó÷ýåéü�é

limë→ë0 ì2 (1−Ê)Êë (1− ë) =

{ì2 (ìì−1 − 1) ; ë0 = 0ì2 − ì2 = Var (X) ; ë0 = 1Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á áõ�Þ ç ó÷Ýóç äåß÷íåé �ç äéáêýìáíóç �çò áóõìð�ù�éêÞò êá-�áíïìÞò �ïõ åê�éìç�Þ ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ �á äåäïìÝíá áðï�åëïýí�áé áðü Ýíá ìüíïäåßãìá, åß�å áõ�ü åßíáé áðü �çí ó�áèìéóìÝíç êá�áíïìÞ åß�å áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ.ÂëÝðïõìå ü�é êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç áóõìð�ù�éêÞ êá�áíïìÞ åßíáé ç êáíïíéêÞ êá-�áíïìÞ. 46



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò2.4 Ç ðåñßð�ùóç ðåñéóóü�åñùí áðü äýï äåéãìÜ�ùí¸ó�ù �þñá Yi ≡ (Yi1; : : : ; Yini), i = 1; : : : ; s, áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á �á ïðïßáðñïÝñ÷ïí�áé áðü �éò óõíáñ�Þóåéò êá�áíïìÞòFi(t) = Wi(F )−1

∫ t
−∞

wi(u)dF (u); i = 1; 2; : : : ; s;üðïõ F åßíáé ìßá Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò êáéWi(F ) =

∫ ∞

−∞
wi(u)dF (u); i = 1; 2; : : : ; s;åíþ s ≥ 2. ÕðïèÝ�ïõìå åðßóçò ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò wi åßíáé ãíùó�Ýò êáé ìç áñíç�éêÝòåíþ �áõ�ü÷ñïíá éêáíïðïéåß�áé ç óõíèÞêç 0 < Wi(F ) < ∞ ∀i = 1; 2; : : : ; s: ÔïðñüâëçìÜ ìáò åßíáé ç åýñåóç �ïõ Ì�ÅÌ� �çò F (äåò Vardi, 1985) ÷ñçóéìïðïéþí�áò�á äåßãìá�á Y1; : : : ;Ys.2.4.1 Ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò êáé �á äåäïìÝíá¸ó�ù t1 < t2 < · · · < th üëá �á äåäïìÝíá ìáò, äçëáäÞ áðü �çí Ýíùóç Y1 ∪ ::: ∪ Ys�ïðïèå�çìÝíá óå áýîïõóá óåéñÜ. Åäþ åßíáé h ≤ ∑si=1 ni ëüãù ðéèáíþí ßäéùí �éìþí(ties). ¸ó�ù åðßóçò çij ç ðïëëáðëü�ç�á �ïõ tj ó�ï Yi, üðïõ j = 1; 2; : : : ; h êáéi = 1; : : : ; s. ÔÝëïò ç óõíïëéêÞ ðïëëáðëü�ç�á �ïõ tj êáé �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò

Yi äßíå�áé áðü �ïõò �ýðïõòrj = s∑i=1

çij êáé ni = h∑j=1

çij:Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, ç åìðåéñéêÞ ðéèáíïöÜíåéá äßíå�áé áðü �çí ó÷ÝóçL(F ) =

h∏j=1

s∏i=1

(wi(tj)dF (tj)Wi(F )

)çij :¼ðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí äýï äåéãìÜ�ùí, ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò L èá ãßíåé øÜ-÷íïí�áò �çí êëÜóç �ùí äéáêñé�þí êá�áíïìþí ïé ïðïßåò Ý÷ïõí èå�éêÜ Üëìá�á óå êÜèå47



2.5 Ìßá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóçÝíá áðü �á óçìåßá t1; : : : ; th. Èåùñïýìå äçëáäÞ ü�é pj = dF (tj) ∀j êáé åðïìÝíùò èáðñÝðåé íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �çíL(p) = h∏j=1

s∏i=1

( wijpjWi(p))çij ; (2.14)õðü �ç óõíèÞêç
∑j pj = 1; pj > 0:Ó�ç (2.14) Ý÷ïõìå èÝóåé ãéá áðëü�ç�á wij ≡ wi(tj) åíþ p ≡ (p1; : : : ; ph) Ý�óé þó�åíá éó÷ýåé Wi(p) =∑j wijpj; i = 1; : : : ; s: (2.15)Áí ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.14) åðé�õã÷Üíå�áé ó�ï p̂, �ü�å ï Ì�ÅÌ� �çò F åßíáéF̂ (x) = h∑j=1

p̂jI(−∞;x](tj):2.5 Ìßá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóçÁðü �çí Èåùñßá ìÝ�ñïõ ãíùñßæïõìå �á áêüëïõèá (äåò Shao, 2003):¸ó�ù (Ù;F ; í) Ýíáò ÷þñïò ìå ìÝ�ñï êáé f ìßá ìç áñíç�éêÞ óõíÜñ�çóç Borel.Ôü�å �ï ë (Á) = ∫A fdí; Á ∈ F (2.16)åßíáé Ýíá ìÝ�ñï ó�ï (Ù;F). �ñïöáíþò, éó÷ýåéí (Á) = 0 ⇒ ë (Á) = 0: (2.17)�åíéêÜ ü�áí ç (2.17) éó÷ýåé ãéá äýï ìÝ�ñá ë êáé í, �ü�å ëÝìå ü�é �ï ë åßíáé áðïëý�ùòóõíå÷Ýò ùò ðñïò �ï í êáé ãñÜöïõìå ë ≪ í:Èåþñçìá 5. (Radon-Nikodym) ¸ó�ù í êáé ë äýï ìÝ�ñá ó�ïí (Ù;F) üðïõ í åßíáéÝíá ó-ðåðåñáóìÝíï ìÝ�ñï. Áí ë ≪ í; �ü�å õðÜñ÷åé ìßá ìç áñíç�éêÞ óõíÜñ�çóç Âorelf ó�ïí Ù �Ý�ïéá þó�å íá éó÷ýåé ç (2.16). H óõíÜñ�çóç f ïíïìÜæå�áé ðáñÜãùãïòRadon-Nikodym �ïõ ë ùò ðñïò �ï í êáé óõìâïëßæå�áé ìå dë=dí.48



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò2.5.1 Åê�ßìçóç �çò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞòËÞììá 1. (Davidov and Iliopoulos, 2008) Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞìáò s äåßãìá�á, ìå �ï i äåßãìá íá ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí êá�áíïìÞ ìå óõíÜñ�çóç êá�á-íïìÞò Fi(x) = ∫ x
−∞

wi(u)Wi dF (u); (2.18)üðïõ Wi = ∫ ∞

−∞
wi(u)dF (u):Ôü�å:1. �éá s = 1 êáé w1 èå�éêÞ óõíÜñ�çóç óå üëï �ï ó�Þñéãìá �çò F , Ý÷ïõìåF (x) = ∫ x

−∞ (w1(u))−1dF1(u)∫∞
−∞ (w1(u))−1dF1(u) : (2.19)2. ¸ó�ù s > 1 êáé F ∗(x) =∑si=1 ëiFi(x) Ýíáò ïðïéïóäÞðï�å êõñ�üò óõíäõáóìüò�ùí Fi ìå ëi > 0. Áí �ï óýíïëï ∪si=1{wi(x) > 0} óõìðßð�åé ìå �ï ó�Þñéãìá �çòF , �ü�å F (x) = ∫ x

−∞ (
∑si=1 ëiwi(u)=Wi)−1 dF ∗(u)

∫∞
−∞ (

∑si=1 ëiwi(u)=Wi)−1 dF ∗(u) : (2.20)Áðüäåéîç. 1. ¼�áí s = 1, ç (2.18) èá ðÜñåé �çí ìïñöÞF1(x) = ∫ x
−∞

w1(u)W1
dF (u):Ç ðáñÜãùãïò Radon-Niodym �çò F1 ùò ðñïò �çí F åßíáé w1(x)=W1. Åðï-ìÝíùò, ü�áí w1(x) > 0, ç ðáñÜãùãïò Radon-Niodym �çò F ùò ðñïò �çí F1åßíáé ç W1=w1(x). ¢ñá, ìå âÜóç áõ�ü èá ðÜñïõìå ü�éF (x) = ∫ x

−∞
1w1(u)dF1(u)
1W1

:49



2.5 Ìßá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóç¼ìùò Ý÷ïõìå ü�é
∫ ∞

−∞

1w1(x)dF1(x) = ∫ ∞

−∞

1w1(x)w1(x)W1
dF (x) = 1W1

:ÅðïìÝíùò ìå áí�éêá�Üó�áóç ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóç (2.19).2. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ s > 1 èá Ý÷ïõìåF ∗(x) = s∑i=1

ëiFi(x) = ∫ x
−∞

( s∑i=1

ëiwi(u)Wi ) dF (u):Ïñßæïí�áò w(x) = s∑i=1

ëiwi(x)Wiêáé èåùñþí�áò ü�é �ï óýíïëï ∪si=1{wi(x) > 0} óõìðßð�åé ìå �ï ó�Þñéãìá �çòF , åöáñìüæïõìå �çí (2.19) ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ s = 1 êáé Ý�óé èá ðÜñïõìå�çí (2.20).Âáóéæüìåíïé ó�çí (2.19) ìðïñïýìå íá âñïýìå ìßá åýêïëç äéáäéêáóßá åê�ßìçóçòó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ s = 1. ÓõãêåêñéìÝíá áí Õ1; : : : ; Õn åßíáé Ýíá �õ÷áßï äåßãìá áðü�çí Fi, �ü�å ï åê�éìç�Þò
1n n∑i=1

I(−∞;x](Yi)åê�éìÜ �çí óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò Fi. Ôü�å ëïéðüí Ýíáò Üìåóïò åê�éìç�Þò ãéá �çí Fåßíáé ï F̂ (x) = ∑ni=1 (w(yi))−1I(−∞;x](yi)∑ni=1 (w(yi))−1
:Ï åê�éìç�Þò áõ�üò åßíáé ï åê�éìç�Þò �ïõ Cox. ÖõóéêÜ ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìåáñêå�Ü äåßãìá�á �á ðñÜãìá�á åßíáé ðéï ðåñßðëïêá. Mðïñïýìå íá åê�éìÞóïõìå �çíF ∗ óõíäõÜæïí�áò �éò áí�ßó�ïé÷åò åìðåéñéêÝò óõíáñ�Þóåéò êá�áíïìÞò êáé èÝ�ïí�áòëi = ni=n üðïõ n =

∑si=1 ni. �áñ' üë' áõ�Ü, óå áí�ßèåóç ìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõs = 1, ç F ìðïñåß íá åê�éìçèåß áí êáé ìüíïí áí �ï ãñÜöçìÜ �çò åßíáé óõíäåäåìÝíï.Ó�çí ïõóßá áõ�ü óçìáßíåé ü�é ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ s õðÜñ÷åé Ýíá 1 ≤ j ≤ s �Ý�ïéï þó�åíá éó÷ýåé PF [wi(x) > 0; wj(x) > 0] > 0. (Äåò êáé Åíü�ç�á 2.6.)50



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò2.5.2 ¸íáò ìå�áó÷çìá�éóìüò �çò ðéèáíïöÜíåéáò¸ó�ù Y1; : : : ;Ys áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á üðùò ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á. Óõì-âïëßæïõìå ìå zj; j = 1; 2; : : : ; n, üðïõ n =
∑sj=1 nj �ï óýíïëï üëùí �ùí ðáñá�çñÞ-óåùí. Ôü�å ç åìðåéñéêÞ ðéèáíïöÜíåéá äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóçs∏i=1

∏zj∈Yi dFi(zj) = s∏i=1

∏zj∈Yi dF (zj)wi(zj)∫∞
−∞wi(u)dF (u) :¼ìùò ï Ì�ÅÌ� �çò F åßíáé ìßá äéáêñé�Þ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ìå Üëìá�á ó�éò ðá-ñá�çñçèåßóåò �éìÝò. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �ï ∫∞

−∞wi(u)dF (u)ìå �ï ∑nj=1 pjwij üðïõ pj = dF (zj) êáé wij = wi(zj). ¢ìåóá ðñïêýð�åé ü�é ç åìðåé-ñéêÞ ðéèáíïöÜíåéá åßíáé áíÜëïãç �ïõn∏j=1

pj s∏i=1

1(∑nj=1 pjwij)ni : (2.21)Ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �çí (2.21) ùò ðñïò p ∈ P üðïõ
P =

{p : pÔ1n = 1; p > 0
} :Ìå 1n ∈ ℜn óõìâïëßæå�áé �ï äéÜíõóìá ìå üëåò �éò óõí�å�áãìÝíåò ßóåò ìå �çí ìïíÜäáåíþ p > 0 óçìáßíåé ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ äéáíýóìá�ïò p åßíáé èå�éêÜ.Ç (2.21) ìðïñåß íá ãñáö�åßn∏j=1

pj s∏i=1

1(∑nj=1 pjwij)ni = exp


log





n∏j=1

pj s∏i=1

1(∑nj=1 pjwij)ni
= exp

{ n∑j=1

log(pj)− s∑i=1

ni log [ n∑j=1

pjwij]}
= exp

{ n∑j=1

èj − s∑i=1

niÙi(è)} ; (2.22)üðïõ èj = log(pj) êáé Ùi(è) = log
[∑nj=1wij exp(èj)].Ìå âÜóç �çí (2.22) ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é Ý÷ïõìå ìßá åêèå�éêÞ ïéêïãÝíåéá êá�áíïìþíìå êáíïíéêÞ ðáñÜìå�ñï �çí è êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.21)éóïäõíáìåß ìå ìåãéó�ïðïßçóç �çò (2.22). 51



2.5 Ìßá åíáëëáê�éêÞ ðñïóÝããéóçËÞììá 2. Ï ëïãÜñéèìïò �çò (2.22) åßíáé ìßá êïßëç óõíÜñ�çóç áëëÜ ü÷é áõó�çñÜêïßëç.Áðüäåéîç. Ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóçl(è) = n∑j=1

èj − s∑i=1

niÙi(è): (2.23)¸ó�ù Çi = ∇2èÙi(è) êáé ãTi = (wi1 exp(è1); : : : ; win exp(èn)) :Ôï óýìâïëï ∇è åßíáé ï äéáíõóìá�éêüò äéáöïñéêüò �åëåó�Þò ìéáò óõíÜñ�çóçò. Ôü�åÝ÷ïõìå �á áêüëïõèá: �Ùi(è)�èì =
wiì exp(èì)∑nj=1wij exp(èj) ;�2Ùi(è)�è2ì =

wiì exp(èì)∑nj=1wij exp(èj)− (wiì exp(èì))2(∑nj=1wij exp(èj))2
=
ãiìWi − ã2iìW 2i (2.24)êáé �2Ùi(è)�èì�èí = −wiì exp(èì)wií exp(èí)(∑nj=1wij exp(èj))2 = −ãiìãiíW 2i : (2.25)ÓõíäõÜæïí�áò �éò (2.24) êáé (2.25) èá ðÜñïõìå
∇2èÙi(è) = ãiìWi − ã2iìW 2i ; ì = í

−ãiìãiíW 2i ; ì 6= í:Áðü áõ�ü ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ü�é
∇2èÙi(è) = 1Widiag {ãi} − 1W 2i ãiãTi ;üðïõ diag {ãi} åßíáé ï äéáãþíéïò ðßíáêáò ìå êýñéá äéáãþíéï �á ó�ïé÷åßá �ïõ ãi:52



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò�éá êÜèå x ∈ ℜn Ý÷ïõìå ëïéðüí ü�éxTHix = xT ( 1Widiag {ãi} − 1W 2i ãiãTi )x
=

1WixTdiag {ãi}x− 1W 2i xTãiãTi x
=

1Wi n∑j=1

ãijx2j − 1W 2i ( n∑j=1

ãijxj)2
=

1W 2i (Wi n∑j=1

ãijx2j − [ n∑j=1

ãijxj]2)
=

1W 2i ( n∑j=1

ãij n∑j=1

ãijx2j − [ n∑j=1

ãijxj]2) : (2.26)Áðü �çí (2.26) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áíéóü�ç�á Cauhy-Shwarz âëÝðïõìå ü�é ï Çiåßíáé Ýíáò èå�éêÜ çìéïñéóìÝíïò ðßíáêáò. Óõíåðþò ïé Ùi(è) åßíáé êõñ�Ýò ãéá êÜèå
1 ≤ i ≤ s ðïõ óçìáßíåé ü�é ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé êoßëç óõíÜñ�çóç ùòðñïò è. �áñ' üë' áõ�Ü áí x = 1 �ü�å ç (2.26) éóïý�áé ìå ìçäÝí, êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåéü�é ï ðßíáêáò Çi åßíáé ìåí èå�éêÜ çìéïñéóìÝíïò áëëÜ ü÷é èå�éêÜ ïñéóìÝíïò. Áõ�üóçìáßíåé ðùò ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò äåí åßíáé áõó�çñÜ êïßëç óõíÜñ�çóç.2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ��éá êáèáñÜ ëüãïõò åõêïëßáò èåùñïýìå áñ÷éêÜ �çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞìáò s = 2 äåßãìá�á, Y1 êáé Y2. Ôü�å ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò ó�ç (2.23)ãñÜöå�áé ùò åîÞò:l(p) = n∑j=1

log(pj)− 2∑i=1

ni log( n∑j=1

pjwij)
=

n∑j=1

log(pj)− n1 log

( n∑j=1

pjw1j)− n2 log

( n∑j=1

pjw2j) : (2.27)¸ó�ù �þñá p = (p1;p2) ìå p1;p2 �á õðïäéáíýóìá�á �ùí ðéèáíï�Þ�ùí �á ïðïßáó÷å�ßæïí�áé ìå �ï Y1 êáé Y2 áí�ßó�ïé÷á. ¸ó�ù åðßóçò w1 = (w11;w12) üðïõ w1153



2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ�åßíáé �á âÜñç ãéá �ï äåßãìá Y1 êáé w12 åßíáé �á âÜñç ãéá �ï äåßãìá Y2 õðïëïãéóìÝíáüìùò ìå �çí óõíÜñ�çóç w1(x). Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ïñßæïõìå �ï w2 = (w21;w22).Ôü�å o ëïãÜñéèìïò �çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò éóïý�áé ìå �ï Üèñïéóìá l1(p)+l2(p)üðïõ l1(p) = n1∑j=1

log(p1j)− n1 log

( n1∑j=1

p1jw11j + n2∑j=1

p2jw12j) (2.28)êáé l2(p) = n2∑j=1

log(p2j)− n2 log

( n1∑j=1

p1jw21j + n2∑j=1

p2jw22j) : (2.29)Áí �þñá w12 = 0, �ü�å l1(p) = l1(p1), åíþ ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò éóïý�áé ìån1∑j=1

log(p1j)− n1 log

( n1∑j=1

p1jw11j) : (2.30)Èåþñçìá 6. Èåùñïýìå �éò áêüëïõèåò éóü�ç�åò:l1(p) = l1(p1) êáé l2(p) = l2(p2)1. Áí êáé ïé äýï ðáñáðÜíù éóü�ç�åò éêáíïðïéïýí�áé �ü�å ï Ì�ÅÌ� �çò F õðÜñ÷åéáëëÜ äåí åßíáé ìïíáäéêüò.2. Áí ìüíï ìßá åê �ùí äýï éêáíïðïéåß�áé �ü�å ï Ì�ÅÌ� �çò F äåí õðÜñ÷åé.3. Áí êáììßá äåí éêáíïðïéåß�áé �ü�å ï Ì�ÅÌ� �çò F õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìïíáäéêüò.Áðüäåéîç. Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ðïõ êáé ïé äýï ðáñáðÜíù éóü�ç�åò éêáíïðïéïý-í�áé �ü�å l(p) = l1(p1) + l2(p2). Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ëïéðüí èá Ý÷ïõìå ü�é �ï
max {l(p) : p ∈ P} èá éóïý�áé ìå

maxá∈(0;1) {max {l1(p1) : p1 ∈ P1;á}+max {l2(p2) : p2 ∈ P2;1−á}} ; (2.31)üðïõ P1;á =
{p1 : pT1 1n1

= á; p1 > 0
} åíþ P2;1−á =

{p2 : pT2 1n2
= 1− á; p2 > 0

}.�éá êÜèå á ∈ (0; 1) êáé ìå ÷ñÞóç �ùí ðïëëáðëáóéáó�þí Lagrange èá ðÜñïõìå �ááêüëïõèá: 54



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò
p̂1j = áw11j ( n1∑j=1

1w11j)−1 ; j = 1; : : : ; n1 (2.32)p̂2j = 1− áw22j ( n1∑j=1

1w22j)−1 ; j = 1; : : : ; n2: (2.33)(�éá �çí áðüäåéîç áõ�þí äåò ó�çí Åíü�ç�á 2.6.1.)Áðü �éò (2.32) êáé (2.33) ðáßñíïõìå ü�é
max {l1(p1) : p1 ∈ P1;á} = −

n1∑j=1

log(w11j)− n1 log(n1)

max {l2(p2) : p2 ∈ P1;á} = −
n2∑j=1

log(w22j)− n2 log(n2):¢ñá �ï max {l1(p1) + l2(p2) : p1 ∈ P1;á êáé p2 ∈ P2;1−á} åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ á,êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ï åê�éìç�Þò äåí åßíáé ìïíáäéêüò.¸ó�ù �þñá l1(p) 6= l1(p1) áëëÜ l2(p) = l2(p2). Ôü�å �ï max {l(p) : p ∈ P}èá éóïý�áé ìå
max {l1(p) + l2(p2) : p1 ∈ P1;á êáé p2 ∈ P2;1−á} :¼ìùò üðùò åßäáìå �ï max {l2(p2) : p2 ∈ P2;1−á} åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áðü �ï á. Åðßóçò�ï l1(p) äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóç (2.28), ç ïðïßá åßíáé ìßá öèßíïõóá óõíÜñ�çóç ùò ðñïòïðïéïäÞðï�å äéÜíõóìá p2. ¸�óé ç (2.28) áõîÜíåé êáèþò �ï p2 → 0 Þ áí�ßó�ïé÷á ü�áí�ï á → 1. Áõ�ü ëïéðüí óçìáßíåé ü�é ç ìåãéó�ïðïßçóç èá ãßíåé óå Üêñï �ïõ óõíüëïõ

P, äçëáäÞ åê�üò ðáñáìå�ñéêïý ÷þñïõ, êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ï Ì�ÅÌ� äåíõðÜñ÷åé.ÔÝëïò Ýó�ù ü�é êáììßá óõíèÞêç äåí éêáíïðïéåß�áé, äçëáäÞ éó÷ýåé l1(p) 6= l1(p1)êáé l2(p) 6= l2(p2). Ç ðéèáíïöÜíåéá ðïõ äßíå�áé áðü �çí (2.21), Ýó�ù L(p), �åßíåé ó�ïìçäÝí áí êÜðïéï áðü �á pj → 0. ÅðïìÝíùò L(p) = 0 ∀p ∈ P\P üðïõ P åßíáé �ïðåñßâëçìá �ïõ P. ¼ìùò ç L(p) åßíáé óõíå÷Þò ó�ï P êáé Üñá èá Ý÷åé Ýíá ìÝãéó�ï55



2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ�ó�ï óýíïëï áõ�ü. ¼ìùò áöïý L(p) > 0 ∀p ∈ P, �ï ìÝãéó�ï èá åßíáé ó�ï P êáé ü÷éó�ï P\P êáé áõ�ü óçìáßíåé ü�é ï Ì�ÅÌ� õðÜñ÷åé. Èá áðïäåßîïõìå �þñá ü�é �ïìÝãéó�ï áõ�ü åßíáé êáé ìïíáäéêü.¸ó�ù p êáé p′ äýï ìÝãéó�á êáé åðßóçò è êáé è′ ïé ëïãÜñéèìïé áõ�þí. Ôü�å �áè êáé è′ ìåãéó�ïðïéïýí �çí (2.23). Óýìöùíá ìå �ï ËÞììá 2 üìùò, ç (2.23) åßíáéêïßëç, êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ãéá êÜèå 0 ≤ ë ≤ 1 ç ðïóü�ç�á ëè+ (1− ë)è′ åßíáéåðßóçò Ýíá ìÝãéó�ï ãéá �çí (2.23) áëëÜ êáé ãéá �çí (2.27). ¢ñá ëïéðüí ðñïêýð�åé ü�éç l (ëè+ (1− ë) è′) åßíáé ó�áèåñÜ ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ë ∈ [0; 1] êáé åðïìÝíùò:dkdëk (l (ëè+ (1− ë) è′)) = 0; ∀k ∈ N êáé ë ∈ [0; 1]ÓõãêåêñéìÝíá ãéá k = 2 êáé ë = 1 èá ðÜñïõìån1Ä1 + n2Ä2 = 0; (2.34)üðïõÄi = {∑nj=1wij(èj − è′j)2eèj}∑nj=1wijeèj − {∑nj=1wij(èj − è′j)eèj}2

(∑nj=1wijeèj)2 : (2.35)Åöáñìüæïí�áò �çí áíéóü�ç�á Cauhy-Shwarz ó�çí (2.35) èá ðÜñïõìå ü�éÄ1; Ä2 ≥ 0�ï ïðïßï �áõ�ü÷ñïíá ìå �çí (2.34) èá ìáò äþóåé ü�é Ä1 = Ä2 = 0. Ç éóü�ç�á ó�çíáíéóü�ç�á Cauhy-Shwarz üìùò éó÷ýåé ìüíï ü�áí èj − è′j =  Þ éóïäýíáìá ü�áípj = exp()p′j ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ  ∈ ℜ. Áèñïßæïí�áò ùò ðñïò j Ý÷ïõìåpj = exp()p′j ⇔
∑j pj =∑j exp()p′j ⇔
1 = exp() ⇔ = 0;êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é pj = p′j, ∀j. ¢ñá ï Ì�ÅÌ� åßíáé ìïíáäéêüò.56



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò�áñá�Þñçóç: Áðü �ï Èåþñçìá 6 ìðïñïýìå íá äïýìå ü�é:1. Áí wT
1w2 = 0, �ü�å ï Ì�ÅÌ� äåí åßíáé ìïíáäéêüò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�ÞöõóéêÜ éó÷ýåé ü�é w12 = 0 êáé w21 = 0.2. Áí áêñéâþò Ýíá åê �ùí w12, w21 åßíáé ìçäåíéêÜ �ü�å ï Ì�ÅÌ� äåí õðÜñ÷åé.3. Áí êáé �ï w12 áëëÜ êáé �ï w21 åßíáé ìç ìçäåíéêÜ �ü�å ï Ì�ÅÌ� åßíáé ìïíá-äéêüò.2.6.1 Áðüäåéîç �ùí ó÷Ýóåùí (2.32, 2.33)Ôï áðï�Ýëåóìá �çò ó÷Ýóçò (2.32) âáóßæå�áé ó�çí ìåãéó�ïðïßçóç �çò ðéèáíïöÜíåéáò(2.30) õðü �ç óõíèÞêç ∑n1j=1 p1j = á. ×ñçóéìïðïéþí�áò ðïëëáðëáóéáó�Ýò Lagrangeïñßæïõìå �çí óõíÜñ�çóçg (p1j) = l1 (p1)− ë( n1∑j=1

p1j − á)
=

n1∑j=1

log(p1j)− n1 log

{ n1∑j=1

p1jw11j}− ë( n1∑j=1

p1j − á) :�áñáãùãßæïõìå ùò ðñïò p1j êáé ðáßñíïõìå�g (p1j)�p1j =
1p1j − n1

w11j∑n1j=1 p1jw11j − ë = 0

⇒ 1− n1
w11jp1j∑n1j=1 p1jw11j − ëp1j = 0

⇒
n1∑j=1

1−
n1∑j=1

n1
w11jp1j∑n1j=1 p1jw11j − n1∑j=1

ëp1j = 0

⇒ n1 −
n1∑n1j=1 p1jw11j n1∑j=1

p1jw11j − ë = 0

⇒ n1 − n1 − ë = 0

⇒ ë = 0: 57



2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ�¢ñá ëïéðüí
1p1j − n1

w11j∑n1j=1 p1jw11j = 0 ⇒
n1∑j=1

p1jw11j = n1p̂1jw11j; (2.36)üðïõ áðü áõ�Þí ðñïêýð�åé ü�é p̂1j = ∑n1j=1 p1jw11jn1w11j : (2.37)Áèñïßæïí�áò ùò ðñïò j �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç èá ðÜñïõìåá =
n∑j=1

p̂1j = n∑j=1

∑n1j=1 p1jw11jn1w11j ⇒ á =

∑n1j=1 p1jw11jn1

n1∑j=1

1w11j :×ñçóéìïðïéþí�áò üìùò �çí (2.36) ðáßñíïõìåá =
n1p̂1jw11jn1

n1∑j=1

1w11j ⇒ á = p̂1jw11j n1∑j=1

1w11j ;áðü üðïõ ðñïêýð�åé ü�é p̂1j = áw11j ( n1∑j=1

1w11j)−1 :�áñüìïéá áðïäåéêíýå�áé êáé ç (2.33).2.6.2 �áñáäåßãìá�á�áñÜäåéãìá 1. (Ìç ýðáñîç Ì�ÅÌ�) ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞ ìáò s = 2äåßãìá�á, y1 = {13; 15} êáé y2 = {5; 8} ãéá �á ïðïßá îÝñïõìå ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò âÜñçäßíïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéòw1(z) = I[10;20](z) êáé w2(z) = 1:Ó�çí ïõóßá áõ�ü óçìáßíåé ü�é åìåßò Ý÷ïõìå Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n1 = 2 áðü �çíðåñéêåêïììÝíç êá�áíïìÞ F ó�ï äéÜó�çìá [10; 20] êáé ïé ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò åßíáéïé 13; 15 êáé åðßóçò Ý÷ïõìå Üëëï Ýíá äåßãìá ðÜëé ìåãÝèïõò n2 = 2 áëëÜ ðñïÝñ÷å�áé58



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõòáðü �çí êá�áíïìÞ F êáé Ý÷åé �éò �éìÝò 5; 8. Ìå âÜóç áõ�Ýò �éò �éìÝò ìðïñïýìå íáäïýìå åýêïëá ü�é ç ðéèáíïöÜíåéá èá äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:L(p) = p1p2 p3p4
(p3 + p4)2 ;üðïõ p = (p1; p2; p3; p4). Íá ðáñá�çñÞóïõìå áðëÜ ü�é ç ó÷Ýóç áõ�Þ ðñïÝêõøå óýì-öùíá ìå �çí (2.15) üðïõ W1(p) = W2(p) = 1 êáé W3(p) = W4(p) = p3 + p4. ÇðáñáðÜíù üìùò óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò äåí ìåãéó�ïðïéåß�áé, êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåéü�é ï Ì�ÅÌ� äåí õðÜñ÷åé. �éá íá �ï äïýìå áõ�ü ðáßñíïõìå áñ÷éêÜ �ïí ëïãÜñéèìï�çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò, èÝ�ïí�áò p4 = 1− p1 − p2 − p3:L(p) = p1p2 p3(1− p1 − p2 − p3)

(p3 + [1− p1 − p2 − p3)]2 = p1p2p3(1− p1 − p2 − p3)
(1− p1 − p2)2 ⇔l(p) = log(p1) + log(p2) + log(p3) + log(1− p1 − p2 − p3)− 2 log(1− p1 − p2):�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò p3 èá ðÜñïõìå�l(p)�p3 =

1p3 − 1

1− p1 − p2 − p3 = 0 ⇔

1− p1 − p2 − p3 − p3 = 0 ⇔p3 = 1− p1 − p2
2

:�áñáãùãßæïí�áò üìùò ùò ðñïò p1 êáé áí�éêáèéó�þí�áò �ï p3 ðñïêýð�åé�l(p)�p1 =
1p1 − 1

1− p1 − p2 − p3 +
2

1− p1 − p2
=

1p1 − 1

1− p1 − p2 − 1−p1−p2
2

+
2

1− p1 − p2
=

1p1 − 2

1− p1 − p2 +
2

1− p1 − p2
=

1p1 6= 0:¢ñá ï Ì�ÅÌ� äåí õðÜñ÷åé.�áñÜäåéãìá 2. (Ìç ìïíáäéêü�ç�á Ì�ÅÌ�) Èåùñïýìå �á äåäïìÝíá �ïõ �áñáäåßã-ìá�ïò 1 ìå ìüíç äéáöïñÜ �ï âÜñïò ðïõ Ý÷åé �ï äåý�åñï äåßãìá. ¸ó�ù ü�éw2(z) = I[3;9](z):59



2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ�Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ êáèÝíá áðü �á Wi(p) åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �ï äåßãìá i. Óõãêå-êñéìÝíá åäþ èá éó÷ýåé ü�é W1(p) = W2(p) = p1 + p2 êáé W3(p) = W4(p) = p3 + p4.ÅðïìÝíùò ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé çL(p) = p1p2
(p1 + p2)2 p3p4

(p3 + p4)2 :¼ìùò áí èÝóïõìå p1 + p2 = á êáé p3 + p4 = 1− á �ü�åL(p) = p1(á − p1)á2

p3(1− á − p3)
(1− á)2 :Ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ üìùò ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá ïðïéïäÞðï�å p̂ �çò ìïñöÞòp̂ =

(á
2
; á
2
; 1− á

2
; 1− á

2

) ;üðïõ á ∈ (0; 1): ÓõãêåêñéìÝíá ìå áí�éêá�Üó�áóç ðñïêýð�åé ü�éL(p) = á
2
á
2á2

1−á
2

1−á
2

(1− á)2 =
1

16
;ðïõ óçìáßíåé ü�é �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ á. ¢ñá ëïéðüí ï Ì�ÅÌ� äåíåßíáé ìïíáäéêüò.�áñÜäåéãìá 3 (Ìïíáäéêü�ç�á Ì�ÅÌ�). Áí ó�ï �áñÜäåéãìá 1 áëëÜîïõìå �çíðñþ�ç �éìÞ �ïõ äåý�åñïõ äåßãìá�ïò áðü 5 óå 12, �ü�å ç ðéèáíïöÜíåéá äåí èá Ý÷åé �ïíßäéï �ýðï üðùò ðñïçãïõìÝíùò áëëÜ èá äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóç:L(p) = p1p2 p3p4

(p2 + p3 + p4)2 :Ôþñá Ý÷ïõìå W1(p) = W2(p) = p2 + p3 + p4 êáé W3(p) = W4(p) = 1. ÈÝ�ïí�áòp1 = 1− p2 − p3 − p4 ðñïêýð�åéL(p) = p1p2 p3p4
(p2 + p3 + p4)2 = (1− p2 − p3 − p4)p2 p3p4

(p2 + p3 + p4)2 ⇔l(p) = log(1− p2 − p3 − p4) + log(p2) + log(p3) + log(p4)− 2 log(p2 + p3 + p4):60



Åê�ßìçóç õðü ìåñïëçøßá ëüãù ìåãÝèïõò�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò p2 èá ðÜñïõìå�l(p)�p2 = − 1

1 − p2 − p3 − p4 +
1p2 − 2p2 + p3 + p4 = 0 ⇔

1p2 =
2p2 + p3 + p4 +

1

1− p2 − p3 − p4 ⇔

1p2 =
2(1− p2 − p3 − p4) + p2 + p3 + p4
(p2 + p3 + p4)(1− p2 − p3 − p4) ⇔

1p2 =
2− p2 − p3 − p4

(p2 + p3 + p4)(1− p2 − p3 − p4) ⇔p2 = (p2 + p3 + p4)(1− p2 − p3 − p4)
2− p2 − p3 − p4 :�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò p3 êáé p4 áí�ßó�ïé÷á âëÝðïõìå ü�é p2 = p3 = p4. ¢ñá ìåáí�éêá�Üó�áóç ó�çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ðñïêýð�åép2 = (p2 + p3 + p4)(1− p2 − p3 − p4)

2− p2 − p3 − p4 ⇔p2 = (p2 + p2 + p2)(1− p2 − p2 − p2)
2− p2 − p2 − p2 ⇔p2 = (3p2)(1− 3p2)

2− 3p2 ⇔

2− 3p2 = 3(1− 3p2) ⇔p2 = 1

6
:¸�óé ëïéðüí ç ëýóç åßíáé ç (p̂1; p̂2; p̂3; p̂4) = (1=2; 1=6; 1=6; 1=6): Ó�çí ðñáãìá�éêü-�ç�á áõ�ü ðïõ óõíÝâç åäþ êáé ðÞñáìå �ïí ìïíáäéêü Ì�ÅÌ� åßíáé ü�é óõíäõÜóáìå�á äýï äåßãìá�á ìéá êáé áõ�Ü åðéêáëýð�ïí�áé.2.6.3 H ðåñßð�ùóç ðïëëþí äåéãìÜ�ùí¼ëåò ïé óõíèÞêåò ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöçêáí ó�ï Èåþñçìá 6 ìðïñïýí íá ãåíéêåõ�ïýíêáé ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò ðåñéóóü�åñá áðü äýï äåßãìá�á.�éá �ïí ëüãï áõ�ü èåùñïýìå êá�Üëëçëï õðïóýíïëï J áðü �á {1; 2; : : : ; s}. Ôü�å ïëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò èá ðÜñåé �çí ìïñöÞ l(p) = lJ(p) + lJC(p) üðïõ61



2.6 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ�
lJ(p) = log




∏i∈J ∏zj∈Yi dFi(zj)åßíáé �ï êïììÜ�é �ïõ ëïãáñßèìïõ �çò ðéèáíïöÜíåéáò ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï

∪i∈JYi. Áí�ßó�ïé÷á ïñßæå�áé êáé ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò lJC(p). Ïñßæïõìå�þñá �ï äéÜíõóìá p = {pJ ;pJC} �ï ïðïßï åßíáé ìßá äéáßñåóç �ïõ äéáíýóìá�ïò p üðïõ�ï pJ åßíáé �ï õðïäéÜíõóìá ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �çí Ýíùóç ∪i∈JYi. Ìå �ïí ßäéï �ñüðïïñßæå�áé �ï õðïäéÜíõóìá pJC . ¢ñá ó�çí ïõóßá Ý÷ïõìå áíÜëïãá ðñÜãìá�á üðùò êáéó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï s = 2. ÓõãêåêñéìÝíá:1. Áí ãéá êÜðïéï J Ý÷ïõìå ü�é lJ (p) = lJ (pJ) êáé lJC (p) = lJC (pJC) �ü�å ïÌ�ÅÌ� õðÜñ÷åé áëëÜ äåí åßíáé ìïíáäéêüò.2. Áí ìüíï ìßá åê �ùí äýï ðáñáðÜíù éóï�Þ�ùí éó÷ýåé �ü�å ï Ì�ÅÌ� äåí õðÜñ÷åé.3. ÔÝëïò áí ãéá êÜèå J Ý÷ïõìå ü�é lJ (p) 6= lJ (pJ) �ü�å ï Ì�ÅÌ� õðÜñ÷åé êáéåßíáé ìïíáäéêüò.
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ÊåöÜëáéï 3�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáéðáñáäåßãìá�á
Ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá ðáñïõóéáó�ïýí áëãüñéèìïé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ Ì�ÅÌ�ìå âÜóç s ≥ 2 áíåîÜñ�ç�á ó�áèìéóìÝíá �õ÷áßá äåßãìá�á. Èá ãßíïõí óõãêñßóåéò÷ñçóéìïðïéþí�áò ðñïóïìïéùìÝíá äåßãìá�á êáé êá�Ü äåý�åñïí èá åê�éìçèïýí ïé óõ-íáñ�Þóåéò êá�áíïìÞò áðü �éò ïðïßåò ðñïÝñ÷ïí�áé áõ�Ü.3.1 Ï åðáíáëçð�éêüò áëãüñéèìïò �ïõ VardiÓõíïøßæïí�áò �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ ðñïçãïýìåíïõ êåöáëáßïõ, åßíáé öáíåñü ü�é ü�áíäéáèÝ�ïõìå s �ï ðëÞèïò ó�áèìéóìÝíá äåßãìá�á ìåãÝèïõò ni áðü êá�áíïìÞ Fi, �ü�åãéá �çí ðéèáíïöÜíåéá L (F ) éó÷ýåéL (F ) ∝

n∏j=1

pj s∏i=1

1(∑nj=1 pjwij)ni ;üðïõ n =
∑si=1 ni êáé p = dF (ti) ∈ P = {p : pT1n = 1; p > 0}. Ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ ï Ì�ÅÌ� õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìïíáäéêüò, ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò ðéèáíïöÜíåéáò èáãßíåé ùò ðñïò p ãéá p̂j = ( s∑i=1

niwiĵWi)−1 ; j = 1; 2; : : : ; n; (3.1)63



3.1 Ï åðáíáëçð�éêüò áëãüñéèìïò �ïõ Vardiüðïõ Ŵi = ∑nj=1 p̂jwij ãéá i = 1; 2; : : : ; s. ÖõóéêÜ üìùò ïé �éìÝò �ïõ äéáíýóìá�ïòW = (W1; : : : ;Ws) äåí åßíáé ãíùó�Ýò ìå áðï�Ýëåóìá ìçí åßíáé åöéê�Þ ç åê�ßìçóç �ùíðéèáíï�Þ�ùí áðü �çí (3.1). ÓõíäõÜæïí�áò üìùò �ç ó÷Ýóç áõ�Þ, ìå �çí ðñïûðüèåóçŴi =
∑nj=1 p̂jwij, èá ðÜñïõìå Ýíá óýó�çìá áðü s ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ìå sáãíþó�ïõò n∑j=1

s∑i=1

niwiĵWi n1w1j...nKwsj =



Ŵ1...̂Ws (3.2)Ëýíïí�áò �éò åîßóùóåéò (3.2) êáé áí�éêáèéó�þí�áò �éò �éìÝò �ïõ Ŵ ó�çí (3.1), ö�Ü-íïõìå ó�çí åê�ßìçóç �ïõ Ì�ÅÌ�, üðùò áñ÷éêÜ ðñï�Üèçêå áðü �ïí Vardi (1982; 1985):Ï Vardi ÷ñçóéìïðïéåß ìßá åëáöñþò äéáöïñå�éêÞ ðáñáìå�ñïðïßçóç. Áñ÷éêÜ èÝ�åéqj = pjwsj êáé ìåãéó�ïðïéåß �çí ðéèáíïöÜíåéá ü�áí Ws =

∑nj=1 pjwsj = 1. Åðé-óçò ïñßæïí�áò Vi = Wi=Ws ãéá i = 1; 2; : : : ; s − 1, ëýíå�áé �ï óýó�çìá. ÖõóéêÜç ëýóç �çò (3.2) äåí åßíáé Üìåóç êáèþò Ý÷ïõìå óýó�çìá ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí.�éá �ï ëüãï áõ�ü, ï Vardi ðñü�åéíå �çí åðßëõóç �ùí s − 1 åîéóþóåùí ìå áñéèìç�é-êÝò ìåèüäïõò. ÓõãêåêñéìÝíá, äßíïí�áé êÜðïéåò áñ÷éêÝò �éìÝò ó�ï äéÜíõóìá V, Ýó�ù(V (0)
1 ; : : : ; V (0)s−1

) áõ�Ýò êáé Ý�óé ëýíå�áé ç ðñþ�ç åîßóùóç ùò ðñïò V1 êñá�þí�áò üëåò�éò Üëëåò �éìÝò ó�áèåñÝò. Ç ëýóç V (1)
1 áí�éêáèéó�Ü �çí �éìÞ V (0)

1 êáé ëýíå�áé ç äåý�åñçåîßóùóç ùò ðñïò V2. Áí�ßó�ïé÷á ç ëýóç V (1)
2 áí�éêáèéó�Ü �çí �éìÞ V (0)

2 êñá�þí�áòüëá �á Üëëá ó�áèåñÜ êáé áõ�Þ ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé ãéá s − 1 âÞìá�á üðïõ êáé�ï �åëéêü äéáíõóìá èá Ý÷åé ãßíåé (V (1)
1 ; : : : ; V (1)s−1

) êáé Ýíáò êýêëïò èá Ý÷åé ïëïêëç-ñùèåß. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ åðáíáëáìâÜíå�áé ìÝ÷ñé �ï äéÜíõóìá V íá éêáíïðïéåß ÝíáðñïêáèïñéóìÝíï êñé�Þñéï óýãêëéóçò. Ï Vardi ðñü�åéíå �çí ÷ñÞóç �çò ìåèüäïõ �çòäé÷ï�üìçóçò áëëÜ êáé Üëëåò áñéèìç�éêÝò ìÝèïäïé ìðïñïýí íá äþóïõí ëýóç.
64



�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�á3.2 Ï åðáíáëçð�éêüò áëãüñéèìïò �ùí Davidov and Il-iopoulosÈåùñïýìå �çí áêüëïõèç åðáíáëçð�éêÞ äéáäéêáóßá:Äßíïõìå êÜðïéåò áñ÷éêÝò �éìÝò ó�ï äéÜíõóìá W Ýó�ù W (0) =
(W (0)

1 ; : : : ;W(0)s ).Ôü�å õðïëïãßæïí�áé ïé ðéèáíü�ç�åò óýìöùíá ìå �çí (3.1) ùò åîÞò:p̂r(m)j =

( s∑i=1

niwiĵWi)−1 ; j = 1; 2; : : : ; n;åíþ ïé åê�éìçèåßóåò ðéèáíü�ç�åò èá äßíïí�áé üðùò öáßíïí�áé ðáñáêÜ�ù:p̂(m)j =
p̂r(m)j∑nj=1 p̂r(m)j ; j = 1; 2; : : : ; n:Ó�ï åðüìåíï âÞìá åê�éìþí�áé åê íÝïõ ïé ðïóü�ç�åòŴ (m+1)i =

n∑j=1

p̂(m)j wij; i = 1; 2; : : : ; s:Ï áëãüñéèìïò ó�áìá�Üåé ü�áí ïé ðéèáíü�ç�åò óõãêëßíïõí ó�ï óçìåßï ðïõ ìåãéó�ïðïéåß�çí ðéèáíïöÜíåéá êáé áõ�ü èá èåùñçèåß ü�é Ý÷åé ãßíåé ü�áí äåí èá õðÜñ÷åé ïõóéáó�éêÞìå�áâïëÞ áðü �ï Ýíá âÞìá ó�ï åðüìåíï. ÓõãêåêñéìÝíá ç åê�ßìçóç ãéá �éò ðéèáíü�ç�åòèá åßíáé ç p̂ = p̂(m) ü�áí
∥∥p̂(m) − p̂(m−1)

∥∥ ≤ å Þ ∥∥∥Ŵ (m) − Ŵ (m−1)
∥∥∥ ≤ å;üðïõ �ï å åßíáé ðñïêáèïñéóìÝíï êáé áñêå�Ü ìéêñü. ÖõóéêÜ å > 0 åíþ ìå ‖ · ‖ óõì-âïëßæå�áé êÜðïéá ðñïêáèïñéóìÝíç íüñìá ó�ïí ℜn. Ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò äåí÷ñåéÜæå�áé �çí åðßëõóç êÜðïéáò åîßóùóçò þó�å íá äþóåé áðï�Ýëåóìá, êÜ�é �ï ïðïßï�ïí êÜíåé áñêå�Ü ðéï ãñÞãïñï óå ó÷Ýóç ìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ ðñü�åéíå ï Vardi.ÓõãêåêñéìÝíá ïé Davidov and Iliopoulos (2010) ìÝóù ðñïóïìïéþóåùí Ýäåéîáí ü�é ïáðáé�ïýìåíïò ÷ñüíïò ìÝ÷ñé �çí óýãêëéóç åßíáé Ýùò êáé 95% ìéêñü�åñïò áðü áõ�üí�ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Vardi. 65



3.3 �áñáäåßãìá�áÈåþñçìá 7. Áí ï Ì�ÅÌ� õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìïíáäéêüò �ü�å ãéá ïðïéáäÞðï�å áñ÷éêÞ�éìÞ �ïõ äéáíýóìá�ïòW (0) > 0, ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò èá óõãêëßíåé ó�ïí Ì�ÅÌ�.Áðüäåéîç. Ó�çí (2.26) áðïäåß÷èçêå ü�é ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò ðïõ äßíå�áéáðü �çí ó÷Ýóç l(è) = n∑j=1

èj − s∑i=1

niÙi(è)åßíáé ìßá êïßëç óõíÜñ�çóç. Èåùñïýìå �þñá ü�é èÝëïõìå íá âñïýìå �ï
max

{l(è) : n∑j=1

exp (èj) = 1 ; Ù1 = Ù̂(m)
1 ; : : : ; Ùs = Ù̂(m)s } ;üðïõ Ù̂(m)i åßíáé ç �éìÞ �ïõ Ùi ó�çí m-ïó�Þ åðáíÜëçøç. Áõ�ü åßíáé Ýíá êõñ�ü ðñüâëçìáâåë�éó�ïðïßçóçò �ï ïðïßï ëýíå�áé ìïíáäéêÜ ó�á óçìåßá è̂(m)j = log

(p̂(m)j ). Áí ëïéðüíáñ÷éêÜ ïñéó�åß êÜðïéï W (0) > 0 êáé èåùñÞóïõìå è̂(1); è̂(2); : : : �çí áêïëïõèßá ç ïðïßáäçìéïõñãåß�áé áðü �ïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï, �ü�å èá éó÷ýåél(è̂(m)
) ≤ l(è̂(m+1)

) ≤ l(è̂)ãéá üëá �á m ∈ N, üðïõ è̂ åßíáé ç ìïíáäéêÞ �éìÞ ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí ðéèáíïöÜíåéá.Ùò åê �ïý�ïõ ç áêïëïõèßá l(è̂(m)
) åßíáé ìïíü�ïíç áëëÜ êáé öñáãìÝíç êáé óõãêëßíåé óåêÜðïéá ðïóü�ç�á D ≤ l(è̂). Ëüãù üìùò �çò êïéëü�ç�áò �çò l ðñïêýð�åé ü�é D = l(è̂).ÔåëéêÜ ëüãù �çò óõíÝ÷åéáò �çò l êáé �çò ìïíáäéêü�ç�áò �ïõ ìåãßó�ïõ óõíåðÜãå�áéü�é limm↑∞ (è̂(m)

) = è̂.3.3 �áñáäåßãìá�áÓ�çí åíü�ç�á áõ�Þ èá áîéïëïãçèåß ç áðïäï�éêü�ç�á �ïõ Ì�ÅÌ� óå ó÷Ýóç ìå �ïíÅÌ�. Ìå �ïí üñï áðïäï�éêü�ç�á áíáöåñüìáó�å ó�ïí ëüãï äýï ÌÝóùí Ôå�ñáãùíé-êþí ÓöáëìÜ�ùí (ÌÔÓ). Áñ÷éêÜ èá ðñïóïìïéùèïýí �õ÷áßá äåßãìá�á áðü óõãêåêñé-ìÝíá ðáñáìå�ñéêÜ ìïí�Ýëá êáé èá åê�éìçèåß ç ðñþ�ç êáé ç äåý�åñç ñïðÞ. Èá ãßíïõí66



�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�áåê�éìÞóåéò Monte-Carlo âÜóåé �ïõ Ì�ÅÌ� êáé �ïõ ÅÌ� êáé èá õðïëïãéó�åß ç áðï-äï�éêü�ç�á �ïõ åíüò óå ó÷Ýóç ìå �ïí Üëëï. Óå êÜèå ðåñßð�ùóç èá ðáñïõóéáó�åß Ýíáòðßíáêáò ìå �éò ðñáãìá�éêÝò �éìÝò �ùí ñïðþí, �éò åê�éìçèåßóåò ñïðÝò êáèþò êáé �éò�éìÝò �çò áðïäï�éêü�ç�áò. Íá ðáñá�çñçèåß ü�é ç åê�ßìçóç �ùí ñïðþí ó�çí ðåñßð�ùóç�ïõ Ì�ÅÌ� èá ãßíåé óýìöùíá ìå �ïõò áêüëïõèïõò �ýðïõò1. Ê[× ] =
∑ tip̂i2. Ê[×2] =
∑ t2i p̂iüðïõ ti åßíáé ïé ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò êáé p̂i ïé áí�ßó�ïé÷åò ðéèáíü�ç�åò üðùò ðñïêý-ð�ïõí áðü �ïí áëãüñéèìï.�ñéí áðü áõ�Ü üìùò èá ðáñïõóéáó�åß Ýíá ðáñÜäåéãìá �ï ïðïßï õðÜñ÷åé ó�ï Üñèñï �ïõVardi (1985) êáé ìåëå�þí�áé �Ýóóåñá áíåîÜñ�ç�á äåßãìá�á, êÜèå Ýíá ìå îå÷ùñéó�ÞóõíÜñ�çóç âÜñïõò.�áñÜäåéãìá 1. ¸ó�ù ü�é ìáò åíäéáöÝñåé ç ìåëÝ�ç åíüò ìç åëåã÷üìåíïõ öõóéêïýöáéíïìÝíïõ. �éá �ïí ëüãï áõ�ü �Ýóóåñåéò åñåõíç�Ýò áíåîÜñ�ç�á ï Ýíáò áðü �ïí Üëëïêá�áãñÜöïõí ìå�ñÞóåéò þó�å íá åê�éìçèåß ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F �ïõ öáéíïìÝíïõáõ�ïý. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá êÜèå åñåõíç�Þ éó÷ýïõí �á áêüëïõèá:

• Ï ðñþ�ïò åñåõíç�Þò, åî' áé�ßáò ðåñéïñéóìÝíùí ðåéñáìá�éêþí óõíèçêþí, ìðïñåßíá ðáñá�çñÞóåé �ï öáéíüìåíï ìüíï ó�ï åýñïò 10 Ýùò 20. ¸îù áðü �á üñéááõ�Ü, áêüìá êáé íá óõìâåß �ï öáéíüìåíï, èá ðåñÜóåé áðáñá�Þñç�ï.
• Ï äåý�åñïò åñåõíç�Þò Ý÷åé åëáöñþò êáëý�åñï åîïðëéóìü áðü �ïí ðñþ�ï. �éá�ïí ëüãï áõ�üí ó�ï åýñïò 10 Ýùò 20 ðáñá�çñåß ðëÞñùò �ï öáéíüìåíï åíþ Ýîùáðü �á üñéá áõ�Ü Ý÷åé ðéèáíü�ç�á 50% íá �ï ðáñá�çñÞóåé.
• Ï �ñß�ïò åñåõíç�Þò Ý÷åé ó�çí äéÜèåóÞ �ïõ �ïí ðéï óýã÷ñïíï åîïðëéóìü ìå áðï-�Ýëåóìá íá ìðïñåß íá ðáñá�çñÞóåé �ï öáéíüìåíï óå üëï �ïõ �ï åýñïò.67



3.3 �áñáäåßãìá�á
• ÔÝëïò ï �Ý�áñ�ïò åñåõíç�Þò ìðïñåß íá ðáñá�çñÞóåé �ï öáéíüìåíï áíÜëïãá ìå�çí �éìÞ �ïõ, äçëáäÞ áíÜëïãá ìå �ï ðüóï ìåãÜëç Þ ìéêñÞ �éìÞ ðáßñíåé, áëëÜ óåüëï �ïõ �ï åýñïò.Ôá äåäïìÝíá öáßíïí�áé ó�ïí áêüëïõèï ðßíáêá:Åñåõíç�Þò �áñá�çñÞóåéò

1 13, 15, 16, 18
2 9, 11, 17, 18
3 8, 11, 13, 16, 16, 17, 22
4 15, 19, 22, 22, 25

Ôï åñþ�çìá ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé ðþò ìðïñïýí íá óõíäõáó�ïýí ïé �éìÝò �ùí äåéãìÜ�ùíáõ�þí þó�å íá ðñïêýøåé ç åê�ßìçóç �çò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò. Åßíáé ðñïöáíÝò áðü�çí áíÜëõóç ðïõ Ýãéíå ðáñáðÜíù ü�é êÜèå Ýíáò áðü �ïõò åñåõíç�Ýò ðáñá�çñçñåß �ïöáéíüìåíï áëëÜ ïé ðáñá�çñÞóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí äåí åßíáé áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ.ÊÜèå ìßá áðü �éò êá�áíïìÝò åßíáé ìßá ìåñïëçð�éêÞ åêäï÷Þ �çò ç ïðïßá Ý÷åé äéáöïñå�éêÞóõíÜñ�çóç âÜñïõò. ÓõãêåêñéìÝíá, óýìöùíá ìå �ïí �ñüðï ðïõ êÜèå åðéó�Þìïíáòðáñá�çñåß �ï öáéíüìåíï ïé óõíáñ�Þóåéò âÜñïõò åßíáé ïé áêüëïõèåò:w1(x) = I[10;20](x) w2(x) = 1 + I[10;20](x)
2w3(x) = 1 w4(x) = xüðïõ IÁ(x) = {1; x ∈ A

0; x =∈ A:Ìå ÷ñÞóç �ùí ðáñáðÜíù óõíáñ�Þóåùí êáé �ùí äåéãìÜ�ùí ðïõ ðáñá�çñÞèçêáí ðñï-êýð�åé ï �ßíáêáò 3.1. Íá ðáñá�çñÞóïõìå áðëÜ ü�é ãéá íá åê�éìçèïýí ïé ðáñáðÜíùðïóü�ç�åò ÷ñåéÜó�çêáí 9 åðáíáëÞøåéò �ïõ áëãïñßèìïõ åíþ ç åê�ßìçóç �ïõ äéáíýóìá-�ïò W åßíáé Ŵ = (0:5951107; 0:7975553; 1; 15:95222):68



�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�á�ßíáêáò 3.1: Ì�ÅÌ�ÔéìÝò �éèáíü�ç�åò8 0.08329 0.081111 0.090213 0.087715 0.085316 0.126317 0.083118 0.08219 0.040522 0.182925 0.0577
�áñÜäåéãìá 2. ¸ó�ù ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ × ç ïðïßá áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�á-íïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï è êáé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðïõ äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:f (x|è) = 1è e−x=è; x > 0:Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ü�é ç ó�áèìéóìÝíç åêäï÷Þ �çò X ìå âÜñïò w (x) = xk áêï-ëïõèåß �çí êá�áíïìÞ ãÜììá ìå ðáñáìÝ�ñïõò (k + 1; è) ∀k ∈ N.Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå �ñßá áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á ìåãÝèïõò n1; n2 êáén3 �á ïðïßá ðñïÝñ÷ïí�áé áí�ßó�ïé÷á áðü �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï è,�çí êá�áíïìÞ ãÜììá ìå ðáñáìÝ�ñïõò (2; è) êáé �çí êá�áíïìÞ ãÜììá ìå ðáñáìÝ�ñïõò
(3; è). �ñïöáíþò ïé äýï �åëåõ�áßåò êá�áíïìÝò áðï�åëïýí ó�áèìéóìÝíåò åêäï÷Ýò �çòðñþ�çò ìå âÜñç w1 (x) = x êáé w2 (x) = x2 áí�ßó�ïé÷á. ¸ó�ù ü�é �á �.ä. åßíáé�á X1; ×2; :::; ×n1

, Y1; Y2; :::; Yn2
, Z1; Z2; :::; Zn3

. ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí áðü êïéíïýêá�áíïìÞ �ùí �ñéþí äåéãìÜ�ùí èá õðïëïãéó�åß áñ÷éêÜ ï Åê�éìç�Þò Ìåãßó�çò �éèá-íïöÜíåéáò ãéá �çí Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñï è.
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3.3 �áñáäåßãìá�áÉó÷ýåé ëïéðüí ü�é:f(x;y; z|è) = n1∏i=1

fX(xi) n2∏j=1

fY (yj) n3∏s=1

fZ(zs)
=

n1∏i=1

1è exi=è n2∏j=1

yje−yj=èè2� (2)

n3∏s=1

z2se−zs=èè3� (3)

∝ è−n1e− 1è ∑n1i=1
xiè−2n2e− 1è ∑n2j=1

yjè−3n3e− 1è ∑n3s=1
zs:�éá ðáñá�çñçèÝí�á äåßãìá�á ×;Õ ; Æ , ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáéL (è) ∝ è−(n1+2n2+3n3)e− 1è (∑n1i=1

xi+∑n2j=1
yj+∑n3s=1

zs);åíþ ãéá �ïí ëïãÜñéèìï éó÷ýåé ü�él (è) ∝ −n1 log (è)− 1è n1∑i=1

(xi)− 2n2 log (è)− 1è n2∑j=1

(yj)− 3n3 log (è)− 1è n3∑s=1

(zs):�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò è éó÷ýåédl(è)dè = −n1è +
1è2 n1∑i=1

(xi)− 2n2è +
1è2 n2∑j=1

(yj)− 3n3è +
1è2 n3∑s=1

(zs):Åîéóþíïí�áò ìå �ï ìçäÝí êáé ëýíïí�áò ùò ðñïò è ðñïêýð�åé
−n1 +

1è n1∑i=1

xi − 2n2 +
1è n2∑j=1

yj − 3n3 +
1è n3∑s=1

zs = 0 ⇒

− (n1 + 2n2 + 3n3) +
1è [ n1∑i=1

xi + n2∑j=1

yj + n3∑s=1

zs] = 0 ⇒

1è [ n1∑i=1

xi + n2∑j=1

yj + n3∑s=1

zs] = (n1 + 2n2 + 3n3) ⇒è̂ =

∑n1i=1 xi +∑n2j=1 yj +∑n3s=1 zsn1 + 2n2 + 3n3

:
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�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�á�ñïóïìïéþíïõìå �ñßá áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü �éò êá�áíïìÝò ãÜììáG(i; è), i = 1; 2; 3, ìå ÷ñÞóç �ïõ R. �éá b = 500 åðáíáëÞøåéò åê�éìþí�áé ïé äýï ðñþ�åòñïðÝò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò äýï äéáöïñå�éêïýò åê�éìç�Ýò, ìå ÷ñÞóç �çò ìåèüäïõMonte Carlo. Åðßóçò õðïëïãßæå�áé ç áðïäï�éêü�ç�á �ïõ åíüò åê�éìç�Þ óå ó÷Ýóçìå �ïí Üëëï. Ôá áðï�åëÝóìá�á �çò ðñïóïìïßùóçò öáßíïí�áé ó�ïõò ðßíáêåò ðïõáêïëïõèïýí. �ßíáêáò 3.2: n1 = n2 = n3 = 10 ìå è = 3�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 3 2.98 3.0640 0.38E[X2] 18 17.91 18.48 0.65
ÊáëÜ áðï�åëÝóìá�á üìùò ðñïêýð�ïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå äåäïìÝíáìüíï áðü �éò ó�áèìéóìÝíåò êá�áíïìÝò êáé ü÷é áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ. Óõãêåêñé-ìÝíá áðü �éò ðñïóïìïéþóåéò ðñïÝêõøå ï �ßíáêáò 3.3�ßíáêáò 3.3: n1 = 0; n2 = n3 = 30 ìå è = 3�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 3 2.95 3.24 0.73E[X2] 18 18.1 18.42 0.87

�áñÜäåéãìá 3. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéáó�åß Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõ ç âáóéêÞ êá�á-íïìÞ Ý÷åé óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò ðïõ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïf (x|è) = − èxx log (1− è)ìå x = 1; 2; 3; : : : êáé è ∈ (0; 1). �ñüêåé�áé ãéá �çí ëïãáñéèìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ìÝóç�éìÞE [X] =

∞∑x=1

xf (x|è) = ∞∑x=1

x(− èxx log (1− è)) = − 1

log (1− è) ∞∑x=1

èx = áè
1− è ;71



3.3 �áñáäåßãìá�áüðïõ á = −1= log(1− è). Ç äåý�åñç ñïðÞ �çò åßíáéE [X2
]
=

∞∑x=1

x2f (x|è) = ∞∑x=1

x2(− èxx log (1− è)) = á ∞∑x=1

xèx = áè
(1− è)2 :Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, ç áí�ßó�ïé÷ç ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò êá�áíïìÞ Ý÷åé óõ-íÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò g (x|è) = (1− è) èx−1, x = 1; 2; 3 : : :Áõ�Þ åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò ìßáò ãåùìå�ñéêÞò êá�áíïìÞò ìå ðéèáíü�ç�á åðé-�õ÷ßáò 1− è:¸ó�ù ëïéðüí ü�é Ý÷ïõìå äýï äåßãìá�á, Ýíá áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ (ëïãáñéèìéêÞ)êáé Ýíá áðü �çí ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò åêäï÷Þ �çò (ãåùìå�ñéêÞ). Ôü�å åßíáéåöéê�ü íá åê�éìçèåß ç Üãíùó�ç ðïóü�ç�á è ìåãéó�ïðïéþí�áò �çí óõíÜñ�çóç ðéèá-íïöÜíåéáò Þ áí�ßó�ïé÷á �ïí ëïãÜñéèìü �çò. ÓõãêåêñéìÝíá áí èåùñÞóïõìå ü�é �ïáñ÷éêü äåßãìá × Ý÷åé ìÝãåèïò n1 êáé �ï ó�áèìéóìÝíï äåßãìá Õ Ý÷åé ìÝãåèïò n2, �ü�åç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé çL(è) = n1∏i=1

áèxixi n2∏j=1

(1− è)èyj−1, è ∈ È = (0; 1):Áðü �çí ó÷Ýóç áõ�Þ ðñïêýð�åé åýêïëá ü�él(è) = + n1 log á +
( n1∑i=1

xi + n2∑j=1

yj − n2

)
log è + n2 log(1− è); (3.3)üðïõ  ìßá ðïóü�ç�á ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �çí Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñï è.�ñïóïìïéþíïí�áò äýï áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü ëïãáñéèìéêÞ êáé ãåùìå�ñéêÞêá�áíïìÞ, åê�éìþí�áé ïé äýï ðñþ�åò ñïðÝò ìå ÷ñÞóç �çò ìåèüäïõ Monte Carlo ãéáb = 500 åðáíáëÞøåéò. Ï ÅÌ� õðïëïãßæå�áé ìå �çí ìÝèïäï Newton-Raphson ìåãé-ó�ïðïéþí�áò �çí (3.3) åíþ ï Ì�ÅÌ� õðïëïãßæå�áé âÜóåé �ïõ åðáíáëçð�éêïý áëãï-ñßèìïõ �ùí Davidov and Iliopoulos. Åðßóçò õðïëïãßæå�áé êáé ç áðïäï�éêü�ç�á �ïõåíüò åê�éìç�Þ óå ó÷Ýóç ìå �ïí Üëëï. Ôá áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïóïìïéþóåùí ãéáäéÜöïñá ìåãÝèç äåéãìÜ�ùí ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïõò ðßíáêåò ðïõ áêïëïõèïýí.72



�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�á�ßíáêáò 3.4: n1 = n2 = 20 ìå è = 0:4�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 1.31 1.30 1.32 0.88E[X2] 2.18 2.17 2.19 0.91
�ßíáêáò 3.5: n1 = n2 = 10 ìå è = 0:4�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 1.31 1.30 1.32 0.86E[X2] 2.18 2.21 2.22 0.91
�ßíáêáò 3.6: n1 = 0; n2 = 30 ìå è = 0:4�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 1.31 1.30 1.31 0.74E[X2] 2.18 2.18 2.19 0.93

�áñÜäåéãìá 4. ÔÝëïò èá ðáñïõóéáó�åß Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõ ç âáóéêÞ êá�áíïìÞáêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ âÞ�á ìå ðáñáìå�ñïõò á > 0, â > 0. Ôü�å ç ìåñïëç-ð�éêÞ êá�áíïìÞ ìå âÜñïò w (x) = xk áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ âÞ�á ìå ðáñáìÝ�ñïõò
(k + á; â) ∀k ∈ N. Êáé åäþ èá åê�éìçèïýí ïé äýï ðñþ�åò ñïðÝò. ¸ó�ù äýï äåßãìá�áüðïõ �ï Ýíá ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí êá�áíïìÞ âÞ�á(2; 3) êáé �ï äåý�åñï áðü �çí áí�ß-ó�ïé÷ç ìåñïëçð�éêÞ ëüãù ìåãÝèïõò åêäï÷Þ �çò âÞ�á(2 + 1; 3). Íá óçìåéùèåß ü�é áíèåùñÞóïõìå ü�é �ï ðñþ�ï äåßãìá Ý÷åé ìÝãåèïò n1 åíþ �ï äåý�åñï Ý÷åé ìÝãåèïò n2 êáéóõìâïëßóïõìå �éò Üãíùó�åò ðáñáìÝ�ñïõò ìå á êáé â, �ü�å ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáòåßíáéL(á; â) = n1∏i=1

Γ(á + â)
Γ(á)Γ(â)xá−1i (1− xi)â−1

n2∏j=1

Γ(á + â + 1)

Γ(á + 1)Γ(â)yáj (1− yj)â−1; (3.4)73



3.3 �áñáäåßãìá�áåíþ ï ëïãÜñéèìüò �çòl(á; â) =  + n1 log
( Γ(á + â)
Γ(á)Γ(â))+ (á − 1)

n1∑i=1

log(xi) + n2 log
(Γ(á + â + 1)

Γ(á + 1)Γ(â))
+á n2∑j=1

log(yi) + (â − 1)

n1+n2∑k=1

log(1− zk);üðïõ zk óõìâïëßæïõìå �ï áðü êïéíïý äåßãìá åíþ  åßíáé ìßá ðïóü�ç�á ðïõ äåí åîáñ-�Ü�áé áðü �á á; â.�ñïóïìïéþíïí�áò äýï áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü êá�áíïìÝò âÞ�á(2,3) êáéâÞ�á(3,3) åê�éìþí�áé ïé äýï ðñþ�åò ñïðÝò ìå ÷ñÞóç �çò ìåèüäïõ Monte Carlo ãéáb = 500 åðáíáëÞøåéò. ¼ðùò êáé ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ï ÅÌ� ðñïêýð�åéìåãéó�ïðïéþí�áò �çí óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò (3.4) ìå �çí ìÝèïäï Newton-Raphsonåíþ ï Ì�ÅÌ� õðïëïãßæå�áé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí åðáíáëçð�éêü áëãüñéèìï �ùíDavidov and Iliopoulos. ÔÝëïò åê�éìÜ�áé ç áðïäï�éêü�ç�á �ïõ åíüò åê�éìç�Þ óåó÷Ýóç ìå �ïí Üëëï. Ôá áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïóïìïéþóåùí ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïõòðßíáêåò ðïõ áêïëïõèïýí.�ßíáêáò 3.7: n1 = 20; n2 = 20 ìå á = 2; â = 3�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 0.4 0.39 0.39 0.94E[X2] 0.2 0.198 0.199 0.95
�ßíáêáò 3.8: n1 = 10; n2 = 10 ìå á = 2; â = 3�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 0.4 0.41 0.40 0.97E[X2] 0.2 0.21 0.21 0.98

74



�áñïõóßáóç áëãïñßèìïõ êáé ðáñáäåßãìá�áÔÝëïò ðáñïõóéÜæïí�áé �á áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïóïìïéþóåùí ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ �á ìïíáäéêÜ äåäïìÝíá ðïõ äéáèÝ�ïõìå ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �çí ìåñïëçð�éêÞ êá�á-íïìÞ. �ßíáêáò 3.9: n1 = 0; n2 = 20 ìå á = 2; â = 3�ñáãìá�éêÝò �éìÝò ÅÌ� Ì�ÅÌ� áðïäï�éêü�ç�áE[X] 0.4 0.41 0.42 0.95E[X2] 0.2 0.21 0.21 0.98
ÂÜóåé �ùí ðáñáðÜíù ðáñáäåéãìÜ�ùí äéáðéó�þíïõìå ü�é ï Ì�ÅÌ� ìðïñåß íá äþ-óåé áñêå�Ü êáëÝò åê�éìÞóåéò óå óýãêñéóç ìå �ïí ÅÌ�. Óáöþò ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõãíùñßæïõìå �éò êá�áíïìÝò áðü �éò ïðïßåò ðñïÝñ÷ïí�áé �á äåßãìá�á, ï ÅÌ� åßíáé êá-ëý�åñïò. ÅðåéäÞ óõ÷íÜ üìùò äåí îÝñïõìå ðïéÝò åßíáé ïé êá�áíïìÝò áõ�Ýò, ìðïñïýìåíá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí Ì�ÅÌ� ãíùñßæïí�áò ü�é ç áðþëåéá áðïäï�éêü�ç�áò äåí åßíáéãåíéêÜ ðïëý ìåãÜëç.
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ÊåöÜëáéï 4ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï
4.1 ÅéóáãùãÞÓ�çí áíÜëõóç ðïõ Ýãéíå ìÝ÷ñé �þñá õðïèÝ�áìå ü�é ç óõíÜñ�çóç âÜñïõò w åßíáé ãíù-ó�Þ. �åíéêÜ üìùò êÜ�é �Ý�ïéï åßíáé ðïëý óðÜíéï. Ùò åê �ïý�ïõ, ó�á ðëáßóéá �çòìïí�åëïðïßçóçò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é åßíáé ãíùó�Þ ç óõíáñ�çóéáêÞ ìïñöÞ�çò w êáé íá åéóáãÜãïõìå óå áõ�Þí Üãíùó�åò ðáñáìÝ�ñïõò (äåò Davidov, Fokianosand Iliopoulos, 2009). Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, ç ðïóü�ç�á wi(zj) èá áí�éêá�áó�áèåßìå wi(zj; öi) üðïõ öi ∈ ℜdi:¸ó�ù ëïéðüí s+1 �ï ðëÞèïò áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á ðïõ ðñïÝñ÷ïí�áé áðüêÜðïéåò Üãíùó�åò êá�áíïìÝò ìå ðõêíü�ç�åò f0; f1; : : : ; fs, äçëáäÞY01; : : : ; Y0n0

∼ f0(y)...Ys1; : : : ; Ysns ∼ fs(y):Ï âáóéêüò Ýëåã÷ïò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé ãéá �çí õðüèåóçf0 = · · · = fs:Ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ fj(y) åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò �çò êáíïíéêÞò êá�áíïìÞòìå ìÝóï ìj êáé äéáêýìáíóç ó2, Í(ìj; ó2), ï Ýëåã÷ïò �çò éóü�ç�áò �ùí êá�áíïìþí77



4.1 ÅéóáãùãÞáíÜãå�áé ó�ïí Ýëåã÷ï �çò éóü�ç�áò �ùí ìÝóùí �éìþí üðùò ãßíå�áé ó�çí áíÜëõóçäéáêýìáíóçò êá�Ü Ýíáí ðáñÜãïí�á. Èåùñþí�áò �ï ðñþ�ï åðßðåäï ùò \åðßðåäï áíá-öïñÜò" èá Ý÷ïõìåfj(y)f0(y) = 1ó√2ð exp (− (y−ìj)2
2ó2

)

1ó√2ð exp (− (y−ì0)2
2ó2

)

= exp
(
− y2

2ó2
+
yìjó2

− ì2j
2ó2

+
y2
2ó2

− yì0ó2
+

ì2
0

2ó2

)

= exp
[ì2

0 − ì2j
2ó2

+
ìj − ì0ó2

y] , j = 1; 2 : : : s:ÈÝ�ïí�áò ó�çí óõíÝ÷åéá áj = ì2
0 − ì2j
2ó2

, âj = ìj − ì0ó2
(4.1)âëÝðïõìå ü�é ï ðáñáðÜíù ëüãïò Ý÷åé �çí ìïñöÞfj(y)f0(y) = exp (áj + âjy): (4.2)ÅðïìÝíùò ï Ýëåã÷ïò �çò õðüèåóçòÇ0 : ì0 = ì1 = : : : = ìsÝíáí�é �çò åíáëëáê�éêÞò ìi 6= ìj , ãéá êÜðïéá i; j ∈ {0; 1; : : : ; s} åßíáé éóïäýíáìïò ìå�ïí Ýëåã÷ï Ç0 : â1 = â2 = : : : = âs = 0;êá�Ü âi 6= 0 ãéá êÜðïéï i ∈ {1; : : : ; s}. Åßíáé óáöÝò ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ éó÷ýåéü�é âj = 0; �ü�å áðü �çí (4.1) óõíåðÜãå�áé ü�é êáé áj = 0, j = 1; 2 : : : ; s:ÖõóéêÜ üìùò ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç �á �õ÷áßá äåßãìá�á äåí áêïëïõèïýí êáíï-íéêÞ êá�áíïìÞ. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, áãíïþí�áò �çí õðüèåóç �çò êáíïíéêü�ç�áò�ùí äåäïìÝíùí, èá ìðïñïýóáìå íá éó÷õñéó�ïýìå ü�é éó÷ýåé ìßá ðáñüìïéá ó÷Ýóç áí�ß-ó�ïé÷ç �çò (4.2), ç ïðïßá Ý÷åé �çí ìïñöÞfj(y)f0(y) = exp {áj + âjh(y)}, j = 1; 2 : : : s; (4.3)78



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëïüðïõ h ìßá áõèáßñå�ç áëëÜ ãíùó�Þ óõíÜñ�çóç.Ç ó÷Ýóç (4.3) óõíäÝå�áé ìå �çí ðïëëáðëÞ ëïãéó�éêÞ ðáëéíäñüìçóç. ¸ó�ù êá�ç-ãïñéêÞ �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ J �Ý�ïéá þó�å P(J = j) = ðj åíþ éó÷ýåé ∑sj=0 ðj = 1:¸ó�ù åðßóçò ü�é P(Y = y|J = j) = fj(y) üðïõ j = 0; 1; : : : ; s. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá Bayes ðáñá�çñïýìå ü�éP(J = j|Y = y) = exp
(á∗j + âjh (y))

1 +
∑s−1k=0 exp (á∗k + âkh (y)) :Ôü�å,fj(y)f0(y) = P(Y = y|J = j)P(Y = y|J = 0)

=
P [J = j|Y = y]P [Y = y] =P [J = j]P(J = 0|Y = y)P(Y = y)=P(J = 0)

=
ð0ðj ( exp

(á∗j + âjh (y))
1 +

∑s−1k=0 exp (á∗k + âkh (s)))/( exp (á∗
0 + â0h (y))

1 +
∑s−1k=0 exp (á∗k + âkh (y)))

=
ð0ðj exp (á∗j + âjh (y))

exp (á∗
0 + â0h (y))

= exp
( á∗j − á∗

0 + log

(ð0ðj)︸ ︷︷ ︸áj + (âj − â0)h (y)):ÅðåéäÞ üìùò éó÷ýåé á∗
0 = â0 = 0, èá Ý÷ïõìåfj (y)f0 (y) = exp

(á∗j + log

(ð0ðj)+ âjh (y)); j = 1; : : : ; s:Íá ðáñá�çñçèåß ü�é ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß þó�å íá ãßíïõíïé åê�éìÞóåéò ãéá �éò �éìÝò �ùí áãíþó�ùí ðáñáìÝ�ñùí áj êáé âj ìå ÷ñÞóç �ïõ áëãï-ñßèìïõ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ó�çí ëïãéó�éêÞ ðáëéíäñüìçóç. ¼ðùò öáßíå�áé êáéáðü �ïí �ýðï áõ�üí äåí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ ó�éò �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí âj óå ó÷Ýóç ìå�ç ëïãéó�éêÞ ðáëéíäñüìçóç åíþ ãéá �éò ðáñáìÝ�ñïõò áj ðñïó�ßèå�áé ï üñïò log(ð0=ðj);üðïõ ð0 ç êá�çãïñßá áíáöïñÜò. Ó�çí ðåñßð�ùóç üðïõ h (y) 6= y, �ü�å áñêåß íá ìå�á-ó÷çìá�éó�ïýí üëá �á äåäïìÝíá, íá áðïê�Þóïõí �çí ìïñöÞ �çò óõíÜñ�çóçò h (y) êáéìÝóù ëïãéó�éêÞò ðáëéíäñüìçóçò íá åê�éìçèïýí ïé Üãíùó�åò ðáñÜìå�ñïé.79



4.2 Åê�ßìçóç ðáñáìÝ�ñùíÅßíáé åýêïëï íá âñåèåß ç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ìå�áîý �ïõò �éò Üãíùó�åò ðáñáìÝ-�ñïõò áj êáé âj: ÓõãêåêñéìÝíá, óýìöùíá ìå �çí (4.3),fj (y) = exp
(áj + âjh(y))f0 (y) :Ïëïêëçñþíïí�áò óå üëï �ï ðåäßï ðïõ ïñßæïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò Ýó�ù A (Þ áí�ßó�ïé÷ááèñïßæïí�áò) ðñïêýð�ïõí �á áêüëïõèá

1 =

∫

A
exp

(áj + âjh(y))f0 (y) dy
= eáj ∫

A
exp

(âjh(y))f0 (y)dy
= eájÌh(âj);üðïõÌh åßíáé ç ñïðïãåííÞ�ñéá �çò h(Y ) ü�áí Õ ∼ f0. Áðü �çí ó÷Ýóç áõ�Þ ðñïêýð�åé�åëéêÜ áj = − log [Ìh(âj)] ;ãéá âj �Ý�ïéá þó�å ç Ìh íá åßíáé ðåðåñáóìÝíç.ÓõíäõÜæïí�áò üëá �á äåäïìÝíá áðü �á s+ 1 �õ÷áßá äåßãìá�á, åíäéáöÝñïí Ý÷åéç ìåëÝ�ç �ùí ðáñáêÜ�ù ðñïâëçìÜ�ùí:1. Ìç ðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç �çò F0(y), ç ïðïßá åßíáé ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ðïõóõíäÝå�áé ìå �çí f0(x):2. ¸ëåã÷ïé õðïèÝóåùí ãéá �á â, ð.÷. Ç0 : â1 = · · · = âs = 0:3. Åê�ßìçóç �ùí ðáñáìÝ�ñùí á = (á1; : : : ; ás)′ êáé â = (â1; : : : ; âs)′ êáé áóõìð�ù-�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí åê�éìç�þí.4.2 Åê�ßìçóç ðáñáìÝ�ñùíÇ åê�ßìçóç �çò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò üðùò åðßóçò êáé �ùí áãíþó�ùí ðáñáìÝ�ñùíèá ãßíåé üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç óõíÜñ�çóç âÜñïõò Þ�áí ãíùó�Þ. Óå ü,�é80



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëïáêïëïõèåß èá óõìâïëßæå�áé ìå yij ç j ðáñá�Þñçóç áðü �ï i äåßãìá ãéá i = 0; 1; : : : ; sêáé j = 1; : : : ; ni. Åðßóçò, ìå y1; : : : ; yn, n =
∑si=0 ni, èá óõìâïëßæïí�áé �á äåäïìÝíááðü �çí Ýíùóç �ùí s+1 äåéãìÜ�ùí. ¸ó�ù pi = dF0(yi), i = 1; : : : ; n, ïé ðéèáíü�ç�åòðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ðáñá�çñçèÝí�á óçìåßá. Ôü�å ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáéL (á; â;p) = n∏i=1

pi n1∏j=1

exp
(á1 + â1h (y1j) ) : : : ns∏j=1

exp
(ás + âsh (ysj) )

=
n∏i=1

pi s∏k=1

nk∏j=1

exp
(ák + âkh (ykj) ): (4.4)Ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò ðáñáðÜíù ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò á; â;p èá ãßíåé õðü �ïõò ðå-ñéïñéóìïýò n∑i=1

pi = 1; (4.5)n∑i=1

pi (w1 (yi)− 1) = 0; : : : ; n∑i=1

pi (ws (yi)− 1) = 0; (4.6)üðïõ wj (y) = exp (áj + âjh (y)); j = 1; 2; : : : ; s:¸ó�ù l(á; â;p) ≡ logL (á; â;p). ×ñçóéìïðïéþí�áò ðïëëáðëáóéáó�Ýò Lagrangeïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç:g (á; â; ë;p) = l(á; â;p)− ë0( n∑i=1

pi − 1

)
−

s∑k=1

ëk n∑i=1

pi (wk (yi)− 1):�áñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò pj ðñïêýð�åé ü�édg (á; â; ë;p)dpj =
1pj − ë0 − s∑k=1

ëk (wk (yj)− 1) = 0 (4.7)Þ, éóïäýíáìá,
1− pjë0 − pj s∑k=1

ëk (wk (yj)− 1) = 0:Áèñïßæïí�áò ãéá üëá �á j Ý÷ïõìå ü�én∑j=1

1−
n∑j=1

pjë0 − n∑j=1

pj s∑k=1

ëk (wk (yj)− 1) = 0 ⇒81



4.2 Åê�ßìçóç ðáñáìÝ�ñùín− ë0 − s∑k=1

ëk n∑j=1

pj (wk (yj)− 1) = 0:Áðü �çí �åëåõ�áßá åîßóùóç ëáìâÜíïí�áò õð' üøéí �çí (4.6), ðñïêýð�åé ü�éë0 = n:Åí óõíå÷åßá èåùñïýìå ü�é üëá �á ëj åßíáé óõíáñ�Þóåéò �ïõ n êáé óõãêåêñéìÝíá ü�éÝ÷ïõí �çí ìïñöÞ ëj = íjn, j = 1; 2; : : : ; s: Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ áðü �çí ó÷Ýóç (4.7)ðñïêýð�åé Ýýêïëá ü�épj = 1ë0 +∑sk=1 ëk (wk (yj)− 1)
=

1n+
∑sk=1 ník (wk (yj)− 1)

=
1n 1

1 +
∑sk=1 ík (wk (yj)− 1)

: (4.8)Ìå áí�éêá�Üó�áóç �çò (4.8) ó�çí (4.6) ðñïêýð�åé:
1n n∑i=1

wj (yi)− 1

1 +
∑sk=1 ík (wk (yi)− 1)

= 0; j = 1; 2; : : : ; s: (4.9)Åðüìåíï âÞìá åßíáé íá áí�éêá�áó�áèåß ó�çí óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò ç ðïóü�ç�á pj.¸�óé ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò èá ãßíåé ìßá óõíÜñ�çóç �ùí á êáé â. ÅðïìÝíùò èáìåãéó�ïðïéçèåß êáé èá âñåèïýí ïé åê�éìç�Ýò ãéá �éò Üãíùó�åò áõ�Ýò ðïóü�ç�åò. Ìå�çí áí�éêá�Üó�áóç áõ�Þ ðñïêýð�åé ü�é ï ëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò èá ðÜñåé �çìïñöÞl(á; â) ≡ logL (á; â) = − n∑i=1

log

(
1 +

s∑k=1

ík (wk (yi)− 1)

)
+

s∑k=1

nk∑j=1

(ák + âkh (ykj));üðïõ  åßíáé ìßá ðïóü�ç�á áíåîÜñ�ç�ç �ùí á êáé â.Âñßóêïí�áò �þñá �éò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò áj êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ó÷Ýóç(4.9) ðñïêýð�åé ü�é íj = njn ; j = 1; 2; : : : ; s:82



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�ÝëïÌå áí�éêá�Üó�áóç �åëéêÜ ó�çí (4.8) èá ðñïêýøåé ü�é:pj = 1n 1

1 +
∑sk=1 ík (wk (yj)− 1)

=
1n nn+

∑sk=1 nk (wk (yj)− 1)

=
1n+

∑sk=1

(nkwk (yj)− nk)
=

1n−
s∑k=1

nk
︸ ︷︷ ︸n0

+
∑sk=1 nk (wk (yj))

=
1n0 +

∑sk=1 nkwk (yj) ;áðü üðïõ ðáßñíïõìå �åëéêÜ ü�é:pj = 1n0

1

1 +
∑sk=1 rkwk (yj) ; j = 1; 2; : : : ; n;üðïõ rk = nk=n0, k = 1; 2; : : : ; s:Áí�éêáèéó�þí�áò �á íj ó�ïí ëïãÜñéèìï �çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò ðáßñíïõìål(á; â) = − n∑i=1

log
(
1 +

s∑k=1

rkwk(yi))+
s∑k=1

nk∑j=1

(ák + âkh (ykj)):Áðü �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðáñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò áj êáé âj áí�ßó�ïé÷á, êá�áëÞ-ãïõìå ó�éò åîéóþóåéò-óêüñ áðï �éò ïðïßåò èá âñåèïýí ïé åê�éìÞóåéò ìåãßó�çò ðéèá-íïöÜíåéáò ãéá �éò ðáñáìÝ�ñïõò á êáé â. Ïé åîéóþóåéò áõ�Ýò äßíïí�áé ðáñáêÜ�ù ãéáj = 1; 2; : : : ; s: �l(á; â)�áj = −
n∑i=1

rjwj (yi)
1 +

∑sk=1 rkwk (yi) + nj = 0�l(á; â)�âj = −
n∑i=1

rjh (yi)wj (yi)
1 +

∑sk=1 rkwk (yi) + nj∑i=1

h (yji) = 083



4.2 Åê�ßìçóç ðáñáìÝ�ñùíÅðïìÝíùò èá éó÷ýåép̂j = 1n0

1

1 +
∑sk=1 rk exp [á̂k + â̂kh (yj)]

=

{ s∑k=0

nk exp[á̂k + â̂kh(yj)]}−1 ; j = 1; 2 : : : ; n; (4.10)åíþ ï çìéðáñáìå�ñéêüò åê�éìç�Þò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá �çí óõíÜñ�çóç êá�á-íïìÞò F0 äßíå�áé áðü �çí ó÷Ýóç:F̂0(x) = 1n0

n∑i=1

I(−∞;x](yi)
1 +

∑sk=1 rk exp (á̂k + â̂kh(yi)) :Íá ðáñá�çñÞóïõìå ó�ï óçìåßï áõ�ü ü�é ïé åê�éìç�Ýò ãéá �éò õðüëïéðåò óõíáñ�Þóåéòêá�áíïìÞò äßíïí�áé áðü �çí ó÷ÝóçF̂j(x) = 1n0

n∑i=1

I(−∞;x](yi) exp (á̂j + â̂jh(yi))
1 +

∑sk=1 rk exp (á̂k + â̂kh(yi)) ; j = 1; : : : ; s: (4.11)�áñá�ÞñçóçÈÝ�ïí�áò zj = h(yj), íá ðáñá�çñçèåß ü�é ï åê�éìç�Þò õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìïíáäéêüò áíêáé ìüíïí áí ï ðßíáêáò (
1 1 : : : 1z1 z2 : : : zn )åßíáé ðëÞñïõò �Üîçò, åíþ �áõ�ü÷ñïíá

(
minj∈Yizj;maxj∈Yi zj)⋂(

minj∈ ∪k 6=iYkzj; maxj∈ ∪k 6=iYkzj) 6= ∅:Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç áðëÜ óçìáßíåé ü�é äåí åðé�ñÝðå�áé êÜðïéïäåßãìá íá îå÷ùñßæåé áðü �á õðüëïéðá. Ôá äåßãìá�á ìå�áîý �ïõò äçëáäÞ åðéêáëý-ð�ïí�áé. Åßíáé ðáñüìïéï ìå áõ�ü ðïõ ãéíü�áí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç óõíÜñ�çóçâÜñïõò Þ�áí ãíùó�Þ. Íá õðåíèõìßóïõìå ü�é ïé åê�éìç�Ýò �ùí ðáñáìÝ�ñùí á; â åê�é-ìþí�áé ìå �ïõò ßäéïõò áëãïñßèìïõò ðïõ ðñïêýð�ïõí êáé ïé åê�éìç�Ýò ü�áí Ý÷ïõìåðïëëáðëÞ ëïãéó�éêÞ ðáëéíäñüìçóç, êáèþò ïé äýï åîéóþóåéò ðéèáíïöÜíåéáò ïõóéáó�éêÜ�áõ�ßæïí�áé. 84



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï4.3 Áóõìð�ù�éêÜ áðï�åëÝóìá�á4.3.1 Ç ðåñßð�ùóç �ùí äýï äåéãìÜ�ùíÓ�çí åíü�ç�á áõ�Þ èá ìåëå�çèåß ç ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå äýï äåßãìá�á. Ôï ðñþ�ï ðïõðñïÝñ÷å�áé áðü �çí âáóéêÞ êá�áíïìÞ êáé Ý÷åé ìÝãåèïò n0 åíþ �ï äåý�åñï ðñïÝñ÷å�áéáðü �çí ó�áèìéóìÝíç êá�áíïìÞ êáé Ý÷åé ìÝãåèïò n1. �éá ëüãïõò áðëü�ç�áò ó�ïõòóõìâïëéóìïýò èá ãñÜöïõìå á; â áí�ß ãéá á1; â1. Óýìöùíá ìå �éò (4.4) êáé (4.10), ïëïãÜñéèìïò �çò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáél(á; â) = n1á + n1z1â −
n∑k=1

log(n0 + n1eá+âzk);üðïõ z1 =∑n1j=1 h(y1j)=n1. ÅðïìÝíùò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ùò ðñïò á êáé â åßíáé�l(á; â)�á = n1

(
1−

n∑k=1

eá+âzkn0 + n1eá+âzk )�l(á; â)�â = n1

(z1 − n∑k=1

zkeá+âzkn0 + n1eá+âzk ):¸ó�ù r = n1=n0. Ôü�å éó÷ýåén0n =
1

1 + r êáé n1n =
r

1 + r :Èá èåùñÞóïõìå ãéá åõêïëßá ü�é êáèþò n1; n0 → ∞ ï ëüãïò �ïõò r ðáñáìÝíåé ó�á-èåñüò. Íá óçìåéùèåß üìùò ü�é �á áêüëïõèá áðï�åëÝóìá�á éó÷ýïõí áêüìç êáé áín1=n0 → r ∈ (0; 1).Èá ìåëå�çèåß áñ÷éêÜ ç ðñþ�ç ðáñÜãùãïò. Áí óõìâïëßóïõìå ìå z0i �éò ðáñá�ç-ñÞóåéò �ïõ ðñþ�ïõ äåßãìá�ïò êáé ìå z1i �éò ðáñá�çñÞóåéò �ïõ äåý�åñïõ äåßãìá�ïò èá85



4.3 Áóõìð�ù�éêÜ áðï�åëÝóìá�áðÜñïõìå �á áêüëïõèá:
1n �l(á; â)�á =

n1n − n1n n0∑i=1

eá+âz0in0 + n1eá+âz0i − n1n n1∑i=1

eá+âz1in0 + n1eá+âz1i
=
n1n − n1n 1n0

n0∑i=1

eá+âz0i
1 + n1n0

eá+âz0i − n1n 1n0

n1∑i=1

eá+âz1i
1 + n1n0

eá+âz1i
=

r
1 + r − r

1 + r 1n0

n0∑i=1

eá+âz0i
1 + reá+âz0i − r

1 + rr 1n1

n1∑i=1

eá+âz1i
1 + reá+âz1i

=
r

1 + r − r
1 + r( 1n0

n0∑i=1

eá+âz0i
1 + reá+âz0i

︸ ︷︷ ︸U0

)
− r2

1 + r( 1n1

n1∑i=1

eá+âz1i
1 + reá+âz1i

︸ ︷︷ ︸U1

):Ç ó÷Ýóç áõ�Þ ìáò äßíåé �åëéêÜ:
1n �l(á; â)�á =

r
1 + r(1− U 0 − rU 1

)Áí�ßó�ïé÷á, ãéá �çí ðáñÜãùãï ùò ðñïò â èá ðñïêýøïõí �á åîÞò:
1n �l(á; â)�â =

n1n z1 − n1n n0∑i=1

z0ieá+âz0in0 + n1eá+âz0i − n1n n1∑i=1

z1ieá+âz1in0 + n1eá+âz1i
=

r
1 + rz1 − r

1 + r( 1n0

n0∑i=1

z0ieá+âz0i
1 + reá+âz0i

︸ ︷︷ ︸V 0

)
− r2

1 + r( 1n1

n1∑i=1

z1ieá+âz1i
1 + reá+âz1i

︸ ︷︷ ︸V 1

):Ç ó÷Ýóç áõ�Þ ìáò äßíåé �åëéêÜ:
1n �l(á; â)�â =

r
1 + r(Æ1 − V 0 − rV 1

):Óýìöùíá üìùò ìå �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá éó÷ýåé
√n{1n( �l(á;â)�á�l(á;â)�â )

− ì} d→ N(0;V);üðïõ ì êá�Üëëçëï äéÜíõóìá ìÝóùí �éìþí êáé V êá�Üëëçëïò ðßíáêáò äéáóðïñþí-óõíäéáóðïñþí. 86



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï¸ó�ù Sn (á; â) = 1n∇l(á; â). Áíáð�ýóóïí�áò êá�Ü Taylor ùò ðñïò (á̂; â̂) ãýñùáðü �ï (á; â) èá ðñïêýøåé ü�éSn(á̂; â̂) = Sn (á; â) +Hn (á∗; â∗)( á̂ − áâ̂ − â ) (4.12)ãéá êÜðïéï (á∗; â∗) áíÜìåóá ó�á (á̂; â̂) êáé (á; â) åíþ ï Hn åßíáé ï ðßíáêáò �ùíäåý�åñùí ðáñáãþãùí (Åóóéáíüò). ËáìâÜíïí�áò õð' üøéí ü�é Sn(á̂; â̂) = 0, ç (4.12)èá ãßíåé
√n( á̂ − áâ̂ − â ) = H−1n (á∗; â∗)√nSn (á; â) ⇔

√n( á̂ − áâ̂ − â ) = H−1n (á∗; â∗)H (á; â)H−1 (á; â)√nSn (á; â) :¼ìùò H−1n (á∗; â∗)Hn (á; â) p→ É2;üðïõ É2 åßíáé ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáò �Üîçò 2, áöïýHn (á∗; â∗) = 1n∇2l(á∗; â∗) p→ H (á; â) :Åðßóçò éó÷ýåé ü�éH−1 (á; â)√nSn (á; â) d→ N(0;H−1 (á; â)V(á; â)H−1 (á; â)):ÔåëéêÜ ðñïêýð�åé
√n( á̂ − áâ̂ − â ) d→ N(0;H−1 (á; â)V(á; â)H−1 (á; â)): (4.13)87



4.3 Áóõìð�ù�éêÜ áðï�åëÝóìá�á4.3.2 Õðïëïãéóìüò �ïõ ðßíáêá HÓ�çí åíü�ç�á áõ�Þ èá õðïëïãéó�ïýí �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêáH. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå
1n �2l(á; â)�á2

= −n1n n∑k=1

eá+âzk (n0 + n1eá+âzk)− n1eá+âzkeá+âzk
(n0 + n1eá+âzk)2

= −n1n0n n∑k=1

eá+âzk
(n0 + n1eá+âzk)2

= − n1nn0

n∑k=1

eá+âzk
(1 + reá+âzk)2

= − rn n∑k=1

eá+âzk
(1 + reá+âzk)2

= −r( 1

1 + r 1n0

n0∑i=1

eá+âz0i
(1 + reá+âz0i)2 +

r
1 + r 1n1

n1∑i=1

eá+âz1i
(1 + reá+âz1i)2)p→ −r( 1

1 + rE [ eá+âz0
(1 + reá+âz0)2]+ r

1 + rE [ eá+âz1
(1 + reá+âz1)2])

= − r
1 + r(∫ ∞

0

eá+âh(x)
(1 + reá+âh(x))2f0(x)dx + r ∫ ∞

0

eá+âh(x)
(1 + reá+âh(x))2 eá+âh(x)f0(x)dx)

= − r
1 + r ∫ ∞

0

eá+âh(x) + reá+âh(x)eá+âh(x)
(1 + reá+âh(x))2 f0(x)dx

= − r
1 + r ∫ ∞

0

eá+âh(x)
1 + reá+âh(x) f0(x)dx:Óõíïøßæïí�áò,
1n �2l(á; â)�á2

p→ − r
1 + r ∫ ∞

0

eá+âh(x)
1 + reá+âh(x) f0(x)dx:Ìå áí�ßó�ïé÷ï �ñüðï áðïäåéêíýå�áé åðßóçò ü�é

1n �2l(á; â)�â2 p→ − r
1 + r ∫ ∞

0

h2(x)eá+âh(x)
1 + reá+âh(x) f0(x)dxêáé

1n �2l(á; â)�á�â p→ − r
1 + r ∫ ∞

0

h(x)eá+âh(x)
1 + reá+âh(x) f0(x)dx:88



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï4.3.3 Ç ðåñßð�ùóç �ùí ðïëëþí äåéãìÜ�ùíÊá�' áí�éó�ïé÷ßá ìå �á äýï äåßãìá�á, éó÷ýïõí áíÜëïãá óõìðåñÜóìá�á êáé ó�çí ðåñß-ð�ùóç ðïõ �ï ðëÞèïò �ùí äåéãìÜ�ùí åßíáé s > 2: Áí wj(x) = exp(áj + âjh(x)), �ü�åêáèþò �ï n → ∞ éó÷ýåé:
−1n∇2l(á; â) → Süðïõ S åßíáé Ýíáò 2s × 2s ðßíáêáò ìå åéóüäïõò ó�éò èÝóåéò j; j ′ ðïõ éêáíïðïéïýí �éòáêüëïõèåò ó÷Ýóåéò:

1n �2l(á; â)�á2j p→ − rj
1 +

∑sk=1 rk ∫ ∞

0

[
1 +

∑sk 6=j rkwj(x)]wj(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x) f0(x)dx
1n �2l(á; â)�â2j p→ − rj

1 +
∑sk=1 rk ∫ ∞

0

[
1 +

∑sk 6=j rkwj(x)] h2(x)wj(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x) f0(x)dx
1n �2l(á; â)�áj�âj p→ − rj

1 +
∑sk=1 rk ∫ ∞

0

[
1 +

∑sk 6=j rkwj(x)] h(x)wj(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x) f0(x)dx
1n �2l(á; â)�áj�á′j p→ rjr′j

1 +
∑sk=1 rk ∫ ∞

0

wj(x)wj′(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x)f0(x)dx
1n �2l(á; â)�âj�â ′j p→ rjr′j

1 +
∑sk=1 rk ∫ ∞

0

h2(x)wj(x)wj′(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x)f0(x)dx
1n �2l(á; â)�áj�â ′j p→ rjr′j

1 +
∑sk=1 rk ∫ ∞

0

h(x)wj(x)wj′(x)
1 +

∑sk=1 rkwj(x)f0(x)dx¼ðùò êáé ó�çí Åíü�ç�á 4.3.1, �åëéêÜ áðïäåéêíýå�áé ü�é
√n( á̂− áâ̂− â ) d→ N(0;Ó);89



4.4 ¸ëåã÷ïò ãéá �çí éóü�ç�á �ùí êá�áíïìþíüðïõ Ó = S−1VS−1 ìå V = Cov[ 1√n∇l(á; â)].Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå äýï äåßãìá�á, ïé Qin and Zhang (1997) Ýäùóáí ìßááðëïýó�åñç ìïñöÞ ãéá �ïí ðßíáêá Ó. Èåþñçóáí áñ÷éêÜAk = ∫ hk(x) exp (á + âh(x))
1 + r exp (á + âh(x)) f0(x)dx; ãéá k = 0; 1; 2;üðïõ r ≡ r1. Åðßóçò èåþñçóáí �ïí ðßíáêáA =

( A0 A1A1 A2

) :¸ðåé�á áðü ðñÜîåéò ðñïêýð�åé ü�éÓ = S−1VS−1 =
1 + rr [Á−1 −

(
1 + r 0
0 0

)]:4.4 ¸ëåã÷ïò ãéá �çí éóü�ç�á �ùí êá�áíïìþí¸íá áðü �á êõñéü�åñá ðñïâëÞìá�á ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ðáñá�çñïýìå äåßãìá�á áðüäýï Þ ðåñéóóü�åñåò êá�áíïìÝò åßíáé ï Ýëåã÷ïò �çò õðüèåóçò éóü�ç�áò �ùí êá�áíï-ìþí áõ�þí. ¼ðùò áíáöÝñèçêå ó�çí Åíü�ç�á 4.1, ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò ï Ýëåã÷ïòìå�áöñÜæå�áé óå Ýëåã÷ï �çò õðüèåóçòÇ0 : â1 = · · · = âs = 0:Ï Ýëåã÷ïò ìðïñåß íá âáóéó�åß ó�ïõò åê�éìç�Ýò â̂1; : : : ; â̂s �ùí â1; : : : ; âs. Áðü �çí(4.13) ðñïêýð�åé ü�é õðü �çí H0

√n â̂→ Ns(0;Ó0):¸ðåé�á áðü áñêå�Ýò ðñÜîåéò ìðïñåß íá äåé÷èåß ü�éÓ0 =
1Varf0 [h(Y )]

M−1;90



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëïüðïõ Ì åßíáé ï ðßíáêáò ìå ij ó�ïé÷åßïMij = ri{äij(1 +∑sk=1 rk)− rj}
(
1 +

∑sk=1 rk)2 ;üðïõ �ï äij åßíáé �ï äÝë�á �ïõ Kroneker. Ç H0 áðïññßð�å�áé ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �çòó�á�éó�éêÞò óõíÜñ�çóçò T = n â̂T Ó̂−1

0 â̂;üðïõ Ó̂0 åßíáé Ýíáò óõíåðÞò åê�éìç�Þò �ïõ Ó0. Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, �ï ìüíï ðïõ÷ñåéÜæå�áé íá åê�éìçèåß åßíáé ç Varf0[h(Y )] ìéá ðïõ ï ðßíáêáò M äåí åîáñ�Ü�áé áðü�éò ðáñáìÝ�ñïõò. Ç äéáóðïñÜ áõ�Þ ìðïñåß íá åê�éìçèåß åß�å áðü üëá �á äåäïìÝíá (ìéáðïõ õðü �çí H0 ðñïÝñ÷ïí�áé üëá áðü �çí F0) åß�å ìüíï áðü �ï äåßãìá ðïõ ãíùñßæïõìåü�é ðñïÝñ÷å�áé áðü �ç âáóéêÞ êá�áíïìÞ.Õðü �çí H0 ç T Ý÷åé áóõìð�ù�éêÞ êá�áíïìÞ ÷2s . ÅðïìÝíùò ç H0 áðïññßð�å�áéóå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò á áí T > ÷2s;á üðïõ ÷2s;á åßíáé �ï á-Üíù ðïóïó�éáßï óçìåßï�çò êá�áíïìÞò ÷2s .4.5 �áñáäåßãìá�áÓ�çí åíü�ç�á áõ�Þ èá ðáñïõóéáó�ïýí êÜðïéá áðï�åëÝóìá�á üðùò ðñïêýð�ïõí âÜóåéðñïóïìïéùìÝíùí äåéãìÜ�ùí. Èåùñïýìå ëïéðüí ü�é ç êá�áíïìÞ áíáöïñÜò åßíáé ç f0åíþ fi åßíáé üëåò ïé õðüëïéðåò êá�áíïìÝò.4.5.1 Ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞÓ�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí �ñßá äåßãìá�á �á ïðïßá ðñïÝñ÷ïí�áé áðü�çí ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï (0; 1). ÅðïìÝíùò f0(x) = f1(x) = f2(x) = 1 ãéáx ∈ (0; 1): ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï ìïí�Ýëï (4.3) (ìå h(y) = y) èá åê�éìçèïýí ïé Üãíù-ó�åò ðáñÜìå�ñïé. ÂÜóåé áõ�ïý �ïõ ìïí�Ýëïõ éó÷ýåé á1 = á2 = â1 = â2 = 0: �éá íá91



4.5 �áñáäåßãìá�áåê�éìçèïýí ïé ðáñÜìå�ñïé áõ�Ýò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ðñïóïìïéùìÝíá äåßãìá�á. Óõ-ãêåêñéìÝíá, ðñïóïìïéþíïõìå �ñßá áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü �çí ïìïéüìïñöçêá�áíïìÞ ó�ï (0; 1) êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ìÝèïäï Monte Carlo ãéá 500 åðáíá-ëÞøåéò, åê�éìþí�áé ïé Üãíùó�åò ðáñÜìå�ñïé. Åðßóçò åê�éìþí�áé êáé �á áí�ßó�ïé÷á�õðéêÜ óöÜëìá�á. Áõ�ü ðïõ Ý÷åé óçìáóßá êõñßùò åßíáé ïé �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí â,êáèþò â1 = â2 = 0 óçìáßíåé ü�é ïé �ñåéò êá�áíïìÝò äåí äéáöÝñïõí. Ó�ïí �ßíáêá 4.1ðáñïõóéÜæïí�áé �á áðï�åëÝóìá�á �çò ðñïóïìïßùóçò ãéá äéáöïñå�éêÜ ìåãÝèç äåéãìÜ-�ùí.�ßíáêáò 4.1: Ôñßá äåßãìá�á áðü �çí ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï (0; 1) (h(y) = y)ÌåãÝèç äåéãìÜ�ùí �áñÜìå�ñïé Åê�éìÞóåéòn0 n1 n2 á1 á2 â1 â2 á̂1 á̂2 â̂1 â̂2200 200 200 0 0 0 0 0.003 -0.004 -0.006 0.009(0.181) (0.183) (0.363) (0.366)100 100 100 0 0 0 0 -0.019 0.039 -0.003 0.005(0.244) (0.486) (0.24) (0.495)
Áðü �ïí ðáñáðÜíù ðßíáêá åßíáé óáöÝò ü�é ïé �éìÝò �ùí â̂ åßíáé ó�á�éó�éêÜ ìç óçìá-í�éêÝò, êÜ�é �ï ïðïßï ìáò ïäçãåß ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ïé êá�áíïìÝò åßíáé ßäéåò. Áõ�üåßíáé êÜ�é áíáìåíüìåíï.4.5.2 ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞÈåùñïýìå êá�' áñ÷Üò ü�é ç âáóéêÞ êá�áíïìÞ åßíáé êáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ìÝóç �éìÞ0 êáé �õðéêÞ áðüêëéóç 1 åíþ ïé äýï Üëëåò êá�áíïìÝò Ý÷ïõí �çí ßäéá äéáêýìáíóç áëëÜäéáöïñå�éêÝò ìÝóåò �éìÝò (2 êáé 3 áí�ßó�ïé÷á). ¼ðùò êáé ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜ-äåéãìá, ç åê�ßìçóç �ùí ðáñáìÝ�ñùí �ïõ ìïí�Ýëïõ (4.3) (ìå h(y) = y) èá ãßíåé ìå�çí ìÝèïäï Monte Carlo ãéá 500 åðáíáëÞøåéò. ÓõãêåêñéìÝíá ðñïóïìïéþíïí�áé �ñßááíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü �éò êá�áíïìÝò Í(0; 1), Í(2; 1) êáé Í(3; 1) êáé åê�é-ìþí�áé ïé ðáñÜìå�ñïé á êáé â êáèþò êáé �á �õðéêÜ �ïõò óöÜëìá�á. Ôá áðï�åëÝóìá�á92



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï�çò ðñïóïìïßùóçò óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïí �ßíáêá 4.2. Íá óç-ìåéùèåß ü�é ïé åê�éìÞóåéò áõ�Ýò åßíáé ðïëý êïí�Ü ìå �éò ðñáãìá�éêÝò, åíþ óýìöùíáìå �éò �éìÝò �ùí �õðéêþí áðïêëßóåùí áðïññßð�å�áé ç õðüèåóç âi = 0, äçëáäÞ ü�é ïéðëçèõóìïß åßíáé ßäéïé. Íá ðáñá�çñçèåß ó�ï óçìåßï áõ�ü ü�é ç áëëáãÞ �ùí ìåãåèþí�ùí äåéãìÜ�ùí äåí åðçñåÜæåé ðïëý �éò åê�éìÞóåéò �ùí ðáñáìÝ�ñùí.�ßíáêáò 4.2: f0(y) ∼ N(0; 1), f1(y) ∼ N(2; 1) êáé f2(y) ∼ N(3; 1) (h(y) = y)ÌåãÝèç äåéãìÜ�ùí �áñÜìå�ñïé Åê�éìÞóåéòn0 n1 n2 á1 á2 â1 â2 á̂1 á̂2 â̂1 â̂2200 200 200 −4:5 −2 3 2 −4:561 −2:052 3.052 2.048(0.387) (0.23) (0.236) (0.197)200 300 100 −4:5 −2 3 2 −4:548 −2:014 3.021 2.01(0.424) (0.193) (0.229) (0.176)
4.5.3 Åêèå�éêÞ êá�áíïìÞÓ�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü õðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞ ìáò äýï äåßãìá�á �á ïðïßáðñïÝñ÷ïí�áé áðü åêèå�éêÝò êá�áíïìÝò ìå äéáöïñå�éêÞ ðáñÜìå�ñï. ¸ó�ù ü�é �ï ðñþ�ïäåßãìá ðñïÝñ÷å�áé áðü åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï 1 åíþ �ï äåý�åñï äåßãìá áðüåêèå�éêÞ ìå ðáñÜìå�ñï 2. Ôü�å åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é ïé ðñáãìá�éêÝò �é-ìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí êá�Ü �çí åöáñìïãÞ �ïõ ìïí�Ýëïõ (4.3) (ìå h(y) = y) åßíáéá1 = log(2) = 0:693 êáé â1 = −1. �éá �çí åê�ßìçóç �ùí ðáñáìÝ�ñùí áõ�þí ðñïóï-ìïéþíïõìå äýï áíåîÜñ�ç�á �õ÷áßá äåßãìá�á áðü åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò1 êáé 2 êáé åöáñìüæïõìå �çí ìÝèïäï Monte Carlo ãéá 500 åðáíáëÞøåéò. Ôá áðï�å-ëÝóìá�á �çò ðñïóïìïßùóçò ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïí �ßíáêá 4.3. Óýìöùíá ìå �éò åê�é-ìÞóåéò �ùí ðáñáìÝ�ñùí êáé �ùí �õðéêþí óöáëìÜ�ùí áðïññßð�å�áé ç õðüèåóç â1 = 0,êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ïé äýï ðëçèõóìïß äåí åßíáé ßäéïé.
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4.5 �áñáäåßãìá�á�ßíáêáò 4.3: f0(y) ∼ Å(1) êáé f1(y) ∼ Å(2) (h(y) = y)ÌåãÝèç äåéãìÜ�ùí �áñÜìå�ñïé Åê�éìÞóåéòn0 n1 á1 â1 á̂1 â̂1200 200 0.693 −1 0.697 −1:014(0.119) (0.185)300 200 0.693 −1 0.692 −1:003(0.101) (0.164)4.5.4 �áñÜäåéãìá ìå ðñáãìá�éêÜ äåäïìÝíáÓ�ï áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá, èá ðáñïõóéáó�åß ç ÷ñçóéìü�ç�á �ïõ ìåñïëçð�éêïý ìïí�Ýëïõfj(y) = exp (áj + âjh(y))f0(y); j = 1; 2; 3; 4 (4.14)÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá ãíùó�ü óýíïëï äåäïìÝíùí, ü�áí h(y) = log(y). �ñüêåé�áé ãéáìå�ñÞóåéò óå êñáíßá áðü Áéãõð�ßïõò Üíäñåò óå ðÝí�å äéáöïñå�éêÝò ÷ñïíéêÝò ðåñéüäïõòðïõ åê�åßíïí�áé áðü �ï 4000 ð.×. Ýùò �ï 150 ì.×. Óå êÜèå ìßá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäïìåëå�Þèçêáí ïé áêüëïõèåò 4 ìå�áâëç�ÝòMB ìÝãéó�ï ðëÜ�ïò êñáíßïõ (Maximal Breadth of Skull)BH Basibregmati Height of SkullBL ìÞêïò �ïõ êñáíßïõ (Basialveolar Length of Skull)NH ñéíéêü ýøïò êñáíßïõ (Nasal Height of Skull)Óêïðüò åßíáé íá äéáðéó�ùèåß áí õðÜñ÷åé êÜðïéá áëëáãÞ ó�ï ìÝãåèïò �ïõ êñáíßïõ óåäéáöïñå�éêÝò ÷ñïíéêÝò ðåñéüäïõò. Áí êáé ç áíÜëõóç áõ�þí �ùí äåäïìÝíùí èåùñåß�áéÝíá ðñüâëçìá ðïëõìå�áâëç�Þò áíÜëõóçò, åìåßò èá åðéêåí�ñùèïýìå óå äýï ìüíï ìå-�áâëç�Ýò, äçëáäÞ �ï ìÝãéó�ï ðëÜ�ïò êáé �ï ñéíéêü ýøïò �ïõ êñáíßïõ. Ó�ï ó÷Þìá ðïõáêïëïõèåß ðáñïõóéÜæïí�áé �á èçêïãñÜììá�á áõ�þí �ùí äýï ìå�áâëç�þí.Áðü áõ�Ü öáßíå�áé íá õðÜñ÷åé êÜðïéá áýîçóç êáé �ùí äýï ìåãåèþí êáèþò ðåñ-íÜåé ï ÷ñüíïò. Ùó�üóï, ãéá �çí äåý�åñç ìå�áâëç�Þ �ï ìÝãåèïò �çò áýîçóçò öáßíå�áéëéãü�åñï óçìáí�éêü. Áõ�Ü �á ãåãïíü�á ðñÝðåé íá åðéâåâáéùèïýí êáé ìå �çí ÷ñÞóç94



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï�ßíáêáò 4.4: ÈçêïãñÜììá�á �ùí ìå�áâëç�þí ÌÂ êáé ÍÇ
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�ïõ ìåñïëçð�éêïý ìïí�Ýëïõ. �éá �çí åöáñìïãÞ �ïõ ìïí�Ýëïõ (4.14) èåùñïýìå ü�éç f0(·) åßíáé ç ðõêíü�ç�á ðéèáíü�ç�áò �çò êá�áíïìÞò ãéá �ï Ý�ïò 4000 ð.×. Áí�ß-ó�ïé÷á óõìâïëßæïí�áé ìå fj(·); j = 1; 2; 3; 4 ïé ðõêíü�ç�åò ðéèáíü�ç�áò ãéá �á Ý�ç
3300 ð.×.; 1850 ð.×.; 200 ð.×. êáé 150 ì.×.. Ïé ðáñÜìå�ñïé ðïõ Ý÷ïõí �ï ðéï óçìá-í�éêü ñüëï åßíáé ïé â = (â1; â2; â3; â4)Ô :ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá �çí ìå�áâëç�Þ MB, ïé åê�éìçèåßóåò �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí âåßíáé â̂ = (6:3702; 20:4540; 27:3862; 31:5796)Ô êÜ�é �ï ïðïßï äåß÷íåé �çí áýîçóç ó�ïìÝãéó�ï ðëÜ�ïò êñáíßïõ ìå �ï ðÝñáóìá �ùí ÷ñüíùí. Áí�ßó�ïé÷á ãéá �çí ìå�áâëç�ÞNH, Ý÷ïõìå â̂ = (−1:6021;−0:0589; 7:4395; 3:9992)Ô. Áðü �éò �éìÝò áõ�Ýò öáßíå�áéíá õðÜñ÷åé ìßá áýîçóç ó�éò �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí áëëÜ ç �åëåõ�áßá ðáñÜìå�ñïò äåíáõîÜíå�áé áëëÜ ìåéþíå�áé.Áõ�ü ðïõ Ý÷åé óçìáóßá üìùò åßíáé ç äéáöïñÜ �ùí êá�áíïìþí. �éá �ï ëüãï áõ�üèá ãßíåé ï Ýëåã÷ïò �çò õðüèåóçòH0 : â1 = â2 = â3 = â4 = 0:95



4.6 H åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(y)Óýìöùíá ìå �çí Åíü�ç�á 4.4 ðñïêýð�åé ü�é ïé �éìÝò �çò ó�á�éó�éêÞò óõíÜñ�çóçòT åßíáé 33:9 êáé 4:97 ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò MB êáé NH áí�ßó�ïé÷á åíþ ïé �éìÝò påßíáé 10−6 êáé 0:29. ÂÜóåé �ùí �éìþí p ïäçãïýìáó�å ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç õðüèåóçâ1 = â2 = â3 = â4 = 0 áðïññßð�å�áé óå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò 5% ãéá �çí ìå�áâëç�ÞMB, êÜ�é �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ïé êá�áíïìÝò äéáöÝñïõí. Áí�ßèå�á, ó�çí ðåñßð�ùóç�çò ìå�áâëç�Þò NH, äåí ìðïñïýìå íá áðïññßøïõìå �çí õðüèåóç â1 = â2 = â3 = â4 = 0óå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò 5%.4.6 H åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(y)Óå üëá �á ðáñáäåßãìá�á ðïõ ìåëå�Þèçêáí ó�çí Åíü�ç�á 4.5, äåí áíáöåñèÞêáìå êáèü-ëïõ ó�çí åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(y). �ñÝðåé íá �ïíéó�åß ü�é, ãåíéêÜ, ç óõíÜñ�çóçáõ�Þ åßíáé Üãíùó�ç êáé åðéëÝãå�áé áõèáßñå�á áðü åìÜò. Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ðáßæåéðïëý óçìáí�éêü ñüëï ó�çí áíÜëõóç êáé êáêÞ åðéëïãÞ �çò ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå�åëåßùò ëáíèáóìÝíá óõìðåñÜóìá�á. Áò äïýìå �ï ðáñáêÜ�ù ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 1. Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ó�çí äéÜèåóÞ ìáò äýï äåßãìá�á �á ïðïßáðñïÝñ÷ïí�áé áðü êáíïíéêÝò êá�áíïìÝò. ÓõãêåêñéìÝíá Ýó�ù f0(y) ∼ N(0; ó2
0), åíþf1(y) ∼ N(0; ó2

1). Ôü�åf1(y)f0(y) =
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= exp{á1 + â1y2};üðïõ á1 = log(ó0=ó1) êáé â1 = (1=ó2

0 − 1=ó2
1)=2. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é h(y) = y2.�éá ó0 = 4 êáé ó1 = 2, èá ðñïóïìïéþóïõìå äýï äåßãìá�á, Ýíá áðü �çí âáóéêÞêá�áíïìÞ êáé Ýíá áðü �çí ìåñïëçð�éêÞ åêäï÷Þ �çò êáé ìå �çí ìÝèïäï Monte Carlo96



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëïãéá 500 åðáíáëÞøåéò èá åê�éìÞóïõìå �éò ðáñáìÝ�ñïõò á1 êáé â1. Ôá áðï�åëÝóìá�á�çò ðñïóïìïßùóçò ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ïí áêüëïõèï ðßíáêá:�ßíáêáò 4.5: f0(y) ∼ N(0; 4) êáé f1(y) ∼ N(0; 2); (h(y) = y2)ÌåãÝèç äåéãìÜ�ùí �áñÜìå�ñïé Åê�éìÞóåéòn0 n1 á1 â1 á̂1 â̂1300 200 0.693 -0.094 0.694 -0.095(0.089) (0.013)
¸íá 95% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï â1 åßíáé �ï (−0:122;−0:069) �ïïðïßï äåí óõìðåñéëáìâÜíåé �çí �éìÞ 0 êáé áõ�ü ìáò ïäçãåß ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ïéäýï êá�áíïìÝò äéáöÝñïõí.Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é ÷ñçóéìïðïéåß�áé ëáíèáóìÝíç óõíÜñ�çóç h, ð.÷. çh(y) = y. Ìå áõ�Þí �çí h, åöáñìüæïí�áò �çí ßäéá ìÝèïäï, ïé åê�éìÞóåéò �ùí ðá-ñáìÝ�ñùí öáßíïí�áé ó�ïí �ßíáêá 4.6.�ßíáêáò 4.6: f0(y) ∼ N(0; 4) êáé f1(y) ∼ N(0; 2); (h(y) = y)ÌåãÝèç äåéãìÜ�ùí �áñÜìå�ñïé Åê�éìÞóåéòn0 n1 á1 â1 á̂1 â̂1300 200 0.693 −0:094 0.0037 −0:0002(0.007) (0.036)
Ìå âÜóç �ïí ðßíáêá, Ýíá 95% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï â1 åßíáé�ï (−0:071; 0:069) �ï ïðïßï óõìðåñéëáìâÜíåé �çí �éìÞ 0, êáé áõ�ü ìáò ïäçãåß ó�ïóõìðÝñáóìá ü�é ïé äýï ðëçèõóìïß äåí äéáöÝñïõí óå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò 5%.¢ñá ç ëáíèáóìÝíç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h åðçñÝáóå �çí áðüöáóç ìáò ãéá �ï áíäéáöÝñïõí Þ ü÷é ïé äýï êá�áíïìÝò. 97



4.6 H åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(y)Áõ�ü åðïìÝíùò ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ï íá ãßíåé, åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñï-óáñìïãÞò þó�å íá áðïöáóéó�åß êá�Ü ðüóï ç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h åßíáé êáëÞ.¸íáò �Ý�ïéïò Ýëåã÷ïò ðñï�Üèçêå áðü �ïí Zhang (2002) êáé âáóßæå�áé ó�ç ìÝèïäïbootstrap.¸ó�ù Fini(x) = 1ni ni∑j=1

I(−∞;x](yij); i = 0; 1; : : : ; s; (4.15)ïé åìðåéñéêÝò óõíáñ�Þóåéò êá�áíïìÞò ðïõ âáóßæïí�áé ó�á s + 1 äåßãìá�á. ¸ó�ùåðßóçò Äin(x) = n1=2{F̂i(x)− Fini(x)}; Äin = supx |Äin(x)|; (4.16)üðïõ F̂i åßíáé ç çìéðáñáìå�ñéêÞ åê�ßìçóç �çò Fi âÜóåé �ïõ ìïí�Ýëïõ (4.3). Ïñßæïõìå�çí ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Än =
1s+ 1

s∑i=0

riÄin; (4.17)üðïõ ri = ni=n0; i = 0; : : : ; s. Ó�ç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïõìå �ç ìÝèïäï bootstrap ó�áäåäïìÝíá ìáò. �éá �çí ðñïóïìïßùóç åíüò äåßãìá�ïò bootstrap áðü �çí Fi ÷ñçóéìï-ðïéåß�áé ç åê�ßìçóÞ �çò, F̂i, ó�çí (4.11). Ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíå�áé B öïñÝò.Ùò bootstrap �éìÞ p ïñßæå�áé ç ðïóü�ç�á
1B B∑b=1

I(Än > Ä(b)n );üðïõ Ä(1)n ; : : : ; Ä(B)n åßíáé ïé �éìÝò �ïõ Än áðü �á äåßãìá�á bootstrap. Ìå �çí ìå-èïäïëïãßá áõ�Þ èá áðïöáóéó�åß áí �ï ìïí�Ýëï ðñïóáñìüæå�áé ó�á äåäïìÝíá ãéá �çíóõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç h.�áñÜäåéãìá 1. (óõíÝ÷åéá)Ó�ï ðáñÜäåéãìá 1 öÜíçêå ðüóï åðçñåÜæåé ç óõíÜñ�çóç h �çí áðüöáóÞ ìáòó÷å�éêÜ ìå �ï áí ïé êá�áíïìÝò äéáöÝñïõí ìå�áîý �ïõò. �éá �ï ëüãï áõ�ü èá ÷ñçóé-ìïðïéçèåß ï Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò �ïõ Zhang þó�å íá áðïöáóéó�åß êá�Ü ðüóïç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò áõ�Þò åßíáé êáëÞ. ¸�óé èá ãßíïõí �á áêüëïõèá âÞìá�á:98



ÅéóáãùãÞ ðáñáìÝ�ñùí ó�ï ìïí�Ýëï1. �áñáãùãÞ äýï �õ÷áßùí äåßãìá�ùí ìåãÝèïõò n0 = 300 êáé n1 = 200 áðü �çíâáóéêÞ êáé ìåñïëçð�éêÞ êá�áíïìÞ áí�ßó�ïé÷á.2. ÂÜóåé áõ�þí �ùí äåéãìÜ�ùí åê�éìþí�áé ïé �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí á1 êáé â1 ìßáöïñÜ ìå h(x) = x2 êáé Üëëç ìßá ìå h(x) = x:3. �ñáãìá�ïðïéåß�áé ï Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò êáé õðïëïãßæïí�áé äýï �éìÝòp, êÜèå ìßá ãéá äéáöïñå�éêÞ óõíÜñ�çóç h.4. ÅðáíáëáìâÜíïí�áé �á âÞìá�á 1 Ýùò 3 ðïëëÝò öïñÝò êáé õðïëïãßæå�áé �ï ðïóï-ó�ü �ùí �éìþí p �ïõ âÞìá�ïò 3 ðïõ îåðÝñáóáí �çí �éìÞ á, Ýó�ù 10%.Ôá áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïóïìïéþóåùí Ýäùóáí ðïóïó�Ü 0:34 êáé 0:04, óýìöùíá ìå�á ïðïßá öáßíå�áé îåêÜèáñá ü�é ç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(x) = x2 åßíáé êáëÞ åíþáí�ßèå�á ç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(x) = x äåí åßíáé êáëÞ.4.6.1 �áñÜäåéãìá ìå ðñáãìá�éêÜ äåäïìÝíá (óõíÝ÷åéá)ÊÜíïí�áò �ïí Ýëåã÷ï êáëÞò ðñïóáñìïãÞò ðñïêýð�åé ï áêüëïõèïò ðßíáêáò�ßíáêáò 4.7: ¸ëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞòÄn �éìÞ pÌÝãéó�ï ðëÜ�ïò êñáíßïõ 1:0269 0:44Ñéíéêü ýøïò êñáíßïõ 0:8693 0:72
Íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò ïé �éìÝò p åßíáé ðïëý ìåãÜëåòêáé áõ�ü õðïäåéêíýåé ü�é �ï ìïí�Ýëï (4.14) åßíáé êá�Üëëçëï ãéá �çí áíÜëõóç �ùí äýïìå�áâëç�þí á�ïìéêÜ.ÔÝëïò äéíïí�áé äýï ó÷Þìá�á üðïõ ðáñïõóéÜæå�áé ç êá�áíïìÞ �çò ðïóü�ç�áò Änüðùò ðñïÝêõøå áðü �çí äéáäéêáóßá �ïõ åëÝã÷ïõ êáëÞò ðñïóáñìïãÞò.99



4.6 H åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò h(y)
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