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Περίληυη 

 

    Η εξγαζία απηή απνηειεί κηα έξεπλα ηεο θύξηαο νηθνλνκεηξηθήο 

εξγαζίαο ησλ long memory δηαδηθαζηώλ, ηεο fractional integration, θαζώο 

θαη ηεο εθαξκνγήο ηνπο ζε νηθνλνκηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο. 

Αλαπηύζζεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ long memory δηαδηθαζηώλ ζηνλ κέζν, 

κνληεινπνηώληαο κε ARFIMA δηαδηθαζία θαη ησλ long memory 

δηαδηθαζηώλ ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ ζεηξώλ, κνληεινπνηώληαο κε 

FIGARCH δηαδηθαζία. ΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη αλαθνξά ζε δηάθνξνπο 

εθηηκεηέο ηεο long memory fractional integration παξακέηξνπ “d” θαη 

εθαξκόδεηαη ν wols εθηηκεηήο ηνπ Jensen (1999) ζε δηάθνξεο νηθνλνκηθέο  

θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο, θαηαιήγνληαο ζε ρξήζηκα 

ζπκπεξάζκαηα. 

  
 
 

Δσταριζηίες 

 

΢ε απηό ην ζεκείν ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ όινπο ηνπο θαζεγεηέο κνπ 

ζην κεηαπηπρηαθό πξόγξακκα ζπνπδώλ ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Πεηξαηώο, 

αιιά ηδηαίηεξα ηελ Dr. Υξίζηνπ Υξηζηίλα γηα ηελ πνιύηηκε βνήζεηα θαη 

ζπκπαξάζηαζε θαηά ηελ εθπόλεζε απηήο ηεο δηαηξηβήο.  

  



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
2 

 

Περιεχόμενα 
 

 

ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ ....................................................................................................... 3 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - ΑΝΑ΢ΚΟΠΗ΢Η ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ΢ ..................................... 5 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 - FRACTIONAL INTEGRATION KAI ΢ΣΑ΢ΙΜΟΣΗΣΑ ..... 27 

Ενόηηηα 2.1 - Χρηζιμόηηηα ηης fractional integration παραμέηροσ .......... 27 

Ενόηηηα 2.2 - Σηαζιμόηηηα και μη ζηαζιμόηηηα ηύποσ “Unit Root” ........... 29 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – LONG MEMORY IN MEAN .............................................. 33 

Ενόηηηα 3.1 - ARFIMA διαδικαζία ........................................................... 33 

Ενόηηηα 3.2 - Τρόποι εκηίμηζη ηοσ long memory in mean ...................... 39 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 – LONG MEMORY IN VOLATILITY ................................... 44 

Ενόηηηα 4.1 - FIGARCH διαδικαζία ........................................................ 44 

Ενόηηηα 4.2 - Τρόποι εκηίμηζης ηοσ long memory in volatility ................ 48 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 – ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ................................................ 49 

Eνόηηηα 5.1 - Μέθοδος εκηίμηζης ηης fractional integration παραμέηροσ 49 

Ενόηηηα 5.2 - Αποηελέζμαηα εκηίμηζης ................................................... 54 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6  - ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ ............................................................ 57 

 

ΠΑΡΑΠΟΜΠΕ΢ ............................................................................................. 59 

 

 
 
 
 
 
 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
3 

 

ΔΙ΢ΑΓΩΓΗ 
. 

    Η δηαδηθαζία long memory έρεη κεγάιε πξαθηηθή εθαξκνγή ζε πνιιέο 

επηζηήκεο, όπσο πδξνινγία (“Hurst effect”), γεσθπζηθή θαη 

κεηεσξνινγία. Δπίζεο δεδνκέλνπ όηη νη πεξηζζόηεξεο νηθνλνκηθέο θαη 

ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο ραξαθηεξίδνληαη από αβεβαηόηεηα έρεη 

εθαξκνγή θαη ζε ηέηνηνπ είδνπο κεηαβιεηέο. Η long memory δηαδηθαζία 

(long memory dependence) θαίλεηαη λα είλαη ηόζν δηαδεδνκέλε ζηηο 

νηθνλνκηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο, όπσο ζηε 

θύζε. Η ύπαξμε long memory ζε ηέηνηεο ζεηξέο κπνξνύκε απιντθά λα 

πνύκε όηη νη ρξεκαηννηθνλνκηθέο αγνξέο δελ αληηδξνύλ ακέζσο ζηελ 

πιεξνθνξία πνπ δηαρέεηαη ζρεηηθά κε απηέο, αιιά ζηαδηαθά κεηά ηελ 

πάξνδν θάπνηαο ρξνληθήο πεξηόδνπ. Δπίζεο ε ύπαξμε long memory ζε 

νηθνλνκηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο είλαη θξίζηκεο 

ζεκαζίαο ζηελ απνηίκεζε παξαγώγσλ πξντόλησλ, ζηε δηαρείξηζε 

ραξηνθπιαθίσλ θαη ζηελ αληηζηάζκηζε θηλδύλσλ δεδνκέλνπ όηη πνιιέο 

ηερληθέο αληηζηάζκηζεο θηλδύλνπ βαζίδνληαη ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ 

ζεηξώλ. 

     ΢ηελ έλλνηα  “Fractional Integration”,όηαλ ην d δελ είλαη αθέξαηνο 

αξηζκόο, πξώηνη αλαθέξζεθαλ νη Hurst (1951) θαη Mandelbrot & Wallis 

(1968) αιιά όρη ζηελ νηθνλνκηθή ή ρξεκαηννηθνλνκηθή βηβιηνγξαθία. Η 

νηθνλνκηθή θαη ρξεκαηννηθνλνκηθή βηβιηνγξαθία ζηε  “ Fractional 

Integration” βαζίδεηαη ζηελ ηδέα όηη πνιιέο νηθνλνκηθέο θαη 

ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο δελ είλαη νύηε Ι(0) νύηε Ι(1),νινθιήξσζε 

(Integration). ΢πρλά ζπκβνιίδεηαη κε  “d” ν νπνίνο κπνξεί λα κελ είλαη 

αθέξαηνο 0 ή 1 θαη ελίνηε 2, αιιά θιαζκαηηθόο. Όηαλ ην d δελ είλαη 

αθέξαην ,έζησ Xt κία ζεηξά, ιέγεηαη όηη είλαη θιαζκαηηθά νινθιεξσκέλε   

“fractionally integrated” θαη ηα κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζε ηέηνηεο 

πεξηπηώζεηο είλαη ηα fractionally integrated κνληέια όπσο είλαη ην 

ARFIMA (AR  Fractionally IMA) θαη  FIGARCH (Fractionally IGARCH). 

Απηή ε έλλνηα ηεο θιαζκαηηθήο νινθιήξσζεο ζηε ρξεκαηννηθνλνκηθή θαη 

νηθνλνκηθή βηβιηνγξαθία θαίλεηαη όηη πξνηάζεθε αλεμάξηεηα από ηνπο 

Hosking(1981) θαη Granger and Joyeux (1980), ελώ ν Beran (1992), 
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Baillie (1996) θαη Robinson (1994) αλέπηπμαλ ιεπηνκεξήο έξεπλεο γηα 

ηέηνηα κνληέια. 

     Η ρξεζηκόηεηα ησλ “fractionally integrated” κνληέισλ έγθεηηαη ζηελ 

επειημία ηνπο όζνλ αθνξά ηελ εθαξκνγή ηνπο ζε ζεηξέο νη νπνίεο 

επηζηξέθνπλ ζε ηζνξξνπία πάξα πνιύ αξγά θαη ζε άιιεο πεξηπηώζεηο 

όπνπ έλα αθέξαην d  είλαη αξθεηά πεξηνξηζηηθό. Δπίζεο , παίξλνληαο 

πξώηεο δηαθνξέο γηα λα θάλσ ζηάζηκε ηε ζεηξά, ίζσο ε ζεηξά απηή ράζεη 

ηε “ δύλακε” κε ηελ αξρηθή πεηώληαο έμσ πνιιέο πιεξνθνξίεο , ην νπνίν 

δε ζα ζπλέβαηλε κε έλα κε αθέξαην d. ΢ε απηό ην ζέκα έρνπλ αλαθεξζεί 

κε ηηο κειέηεο ηνπο νη  Sowell (1990), Diebold and Rudebusch (1991) θαη 

Hassler and Wolteus (1994). 

    ΢ηε ζπλέρεηα ζα θάλνπκε κία αλαζθόπεζε ζηε βηβιηνγξαθία ηνπ Long 

Memory,ζα αλαθέξνπκε ην ARFIMA  θαη FIGARCH  κνληέια πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θπξηόηεηα ζηελ κνληεινπνίεζε ηεο Long Memory 

ζε ρξνλνινγηθέο ζεηξέο, ηηο κεηαβιεηέο πνπ έρνπλ ειεγρζεί, ζε πνηα 

θξάηε, κε πνηα κνληέια θαη ηέινο ζα αθνινπζήζεη ην εκπεηξηθό θνκκάηη 

ηεο εξγαζίαο κε ηελ επηινγή ζπγθεθξηκέλσλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ θαη 

εθηηκεηή. 

    Τπάξρνπλ πνιινί νξηζκνί ηνπ Long memory. Έζησ Xt κηα δηαδηθαζία 

δηαθξηηήο ρξνλνινγηθήο ζεηξάο, κε ζπληειεζηή απηνζπζρέηηζεο pj   ζην  j 

lag, ηόηε ζύκθσλα κε ηνλ Mc Leod  θαη Hipel  (1978), κηα δηαδηθαζία  έρεη 

long memory αλ ε πνζόηεηα: 

 

                              limn→∞  |pj|n
j=n    είλαη άπεηξε,                                    (1) 

 

ή f(w) είλαη άπεηξε ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο. 

    Μηα ζηάζηκε θαη αληηζηξέςηκε ARMA δηαδηθαζία έρεη απηνζπζρεηίζεηο 

νη νπνίεο είλαη γεσκεηξηθά απεξηόξηζηεο,  γηα παξάδεηγκα  pK ≤ Cm−K  , 

γηα κεγάια θ, όπνπ 0<m<1 θαη είλαη ηζνδύλακε κε κηα short memory 

process. 

      Οη factional integrated δηαδηθαζίεο είλαη long memory δηαδηθαζίεο 

δίλνληαο ηνλ παξαπάλσ νξηζκό (1). 
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    Γεληθά, κηα δηαδηθαζία Xt ιέγεηαη όηη είλαη integrated of order d, or I(d) 

αλ:  

 

                                       (I − L)d   Yt = Ut ,                                                (2) 

 

όπνπ L ν lag operator, -0.5<d<0.5 θαη όπνπ Ut είλαη κηα ζηάζηκε 

δηαδηθαζία κε πεξηνξηζκέλε θαi ζεηηθή ηηκή θάζκαηνο. Μηα ζεκαληηθή 

θιάζε δηαδηθαζηώλ είλαη όηαλ ε Ut είλαη I(0) θαη είλαη ζηάζηκεο 

ζπλδηαθύκαλζεο. 

    Γηα 0<d<0.5 ε δηαδηθαζία είλαη long memory όζνλ αθνξά ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε (1), νη απηνζπζρεηίζεηο είλαη όιεο ζεηηθέο θαη θζίλεη ζε 

ππεξβνιηθό βαζκό. 

    Γηα -0.5<d<0, ην άζξνηζκα ησλ  απόιπησλ ηηκώλ ησλ απηνζπζρεηίζεσλ 

ηεο δηαδηθαζίαο ηείλεη λα είλαη ζηαζεξό, έηζη έρεη short memory ζύκθσλα 

κε ηε ζρέζε (1). ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε κία ARFIMA (0, d, 0) δηαδηθαζία 

έρεη “intermediate memory” θαη όιεο νη απηνζπζρεηίζεηο ηεο, εθηόο από ην 

κεδεληθό lag, είλαη αξλεηηθέο θαη κεηώλνληαη ππεξβνιηθά ζην κεδέλ. 

    Δλαιιαθηηθά, ε memory κηαο δηαδηθαζίαο yt  κπνξεί λα απνδνζεί απ‟ ηε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ αζξνίζκαηνο: 

 

                                         𝐓 =  𝐘𝐭
𝐓
𝐭=𝟏      ,                                              (3) 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 - ΑΝΑ΢ΚΟΠΗ΢Η ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ΢ 
 

Lo (1991) 

 

     Ο Lo ην 1991 ακθηζβήηεζε ηηο εξγαζίεο ησλ Mandelbort(1971) θαη 

Greene θαη Fielitz( (1977) νη νπνίνη κειέηεζαλ ηηο απνδόζεηο ησλ 

ακεξηθαληθώλ κεηνρώλ θαη βξήθαλ όηη ππάξρεη long memory. Γηα ηελ 

κειέηε ηνπο απηή ρξεζηκνπνίεζαλ ην R/S test ή Normalized Rescaled 

range test: 
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Qt = RΣ/ζΣ(q) 

ζ2
Σ(q) = Co + 2  Wj q Gj9

J=1  , 

 

 όπνπ Gj = jth   –ηάμεο απηνζπζρέηηζε ηνπ Yt , Wj(q) είλαη ην Barlett 

window weight of Wj q = 1 j/(q + 1)  , for q < 1. 

      Ο Lo κειέηεζε πάιη ηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ όζνλ αθνξά ην long 

memory θαη έδεημε όηη ην παξαπάλσ ζηαηηζηηθό R/S test πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ νη Mandelbort θαη Greene θαη Fielitz είλαη αδύλακν λα 

μερσξίζεη ηε short κε ηε long memory. Αληί γηα απηό ην R/S ν Lo 

ρξεζηκνπνίεζε έλα εμειηγκέλν R/S κε ην νπνίν έιεγμε ην long memory 

ησλ απνδόζεσλ ησλ ακεξηθαληθώλ κεηνρώλ. Σν δείγκα ηεο έξεπλάο ηνπ 

απνηεινύληαλ από κεληαίεο θαη εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο ηνπ CRSP θαη 

ηζόηηκνπο κε απηόλ δείθηεο. Σα εκεξήζηα δεδνκέλα ήηαλ δηαζέζηκα από 

ηνλ Ινύιην ηνπ 1962 έσο ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1987(6409 παξαηεξήζεηο) θαη 

ηα κεληαία ζηνηρεία από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 1926 έσο ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 

1987(744 παξαηεξήζεηο). Ο Lo έδεημε όηη δελ ππάξρεη κεγάιε έλδεημε γηα 

ύπαξμε long memory ζηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ ηνπ Ακεξηθάληθνπ 

ρξεκαηηζηεξίνπ θαη ππνζηεξίδεη όηη ην long memory είλαη έλα 

ραξαθηεξηζηηθό πνπ παξαηεξείηαη πην ζπρλά καθξννηθνλνκηθέο 

κεηαβιεηέο.       ΢ηε ζπλέρεηα νη Willinger , Taqqu θαη Teverovsky(1999) 

θξηηίθαξαλ ηνλ Lo γηα ηελ παξαπάλσ εξγαζία ηνπ θαη έδεημαλ κε 

αξηζκεηηθέο πξνζεκεηώζεηο όηη ην ηξνπνπνηεκέλν R/S ηνπ Lo θαη νη 

απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ πνπ κειέηεζε ν Lo δελ παξνπζηάδνπλ long 

memory. Βιέπνπκε , ινηπόλ , ηηο «κάρεο» πνπ γίλνληαη κε ηηο κειέηεο 

ζρεηηθά κε ην αλ νη απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ ραξαθηεξίδνληαη  από long 

memory. Αλ θαη γηα ηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ νη απόςεηο δηίζηαληαη ζηε 

βηβιηνγξαθία είλαη επξέσο απνδεθηό όηη ε κεηαβιεηόηεηα ησλ 

απνδόζεσλ ησλ κεηνρώλ είλαη long memory δηαδηθαζία. 
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Cheung (1993) 

  

    Ο Cheung εμεηάδεη ηηο ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο αλ ραξαθηεξίδνληαη 

από long memory. Υξεζηκνπνηεί ην Geweke-Porter-Hufak (GPH) test γηα 

λα αληρλεύζεη ηελ ύπαξμε long memory ζηηο ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο 

θαη ρξεζηκνπνηεί ην (autoregressive fractionally integrated moving 

average (ARFIMA) κνληέιν, ηνλίδνληαο βέβαηα ηελ αδπλακία ηνπ 

κνληέινπ απηνύ λα κνληεινπνηήζεη ηε κεηαβιεηόηεηα ηνπ ρξόλνπ ζηηο 

ζεηξέο. Μειεηά ηελ ηζνηηκία ηνπ Γνιαξίνπ Ακεξηθήο USD κε ηελ ΢ηεξιίλα 

ηνπ Ηλσκέλνπ Βαζηιείνπ, ην Μάξθν ηεο Γεξκαλίαο , ην θξάγθν ηεο 

Διβεηίαο, ην θξάλθν ηεο Γαιιίαο θαη ην Γηελ ηεο Ιαπσλίαο. Οη 

παξαηεξήζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί είλαη εβδνκαδηαίεο από ηνλ Ιαλνπάξην 

ηνπ 1974 έσο ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1989. Σα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλάο ηνπ 

ζπλεπάγνληαη ηελ ύπαξμε long memory ζηηο ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο, 

ην νπνίν νθείιεηαη (θαη‟ εθηίκεζε ηνπ ζπγγξαθέα) ζηελ εμάξηεζή ηνπο κε 

ηηο ηηκέο ηνπ θάζε θξάηνπο θαη ζην όηη νη καθξννηθνλνκηθνί παξάγνληεο 

(εμαγσγέο, νηθνλνκία γεληθόηεξα θ.α.) ίζσο είλαη fractionally integrated. 

 

Baillie Bollerster & Mikkelsen (1996) 

  

    Αλέπηπμαλ κηα λέα θιάζε κνληέισλ , ηηο fractionally integrated 

generalized autoregressive condition heteroscedasticity δηαδηθαζίεο 

(FIGARCH). To κνληέιν απηό ζα ην αλαθέξνπκε αλαιπηηθά παξαθάησ. Οη 

Baillie Bollerster & Mikkelsen(1996) εθάξκνζαλ ην κνληέιν απηό γηα λα 

εθηηκήζνπλ ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ long memory ζηελ κεηαβιεηόηεηα ηεο 

ηζνηηκίαο Γεξκαληθνύ Μάξθνπ – Γνιαξίνπ Ακεξηθήο. Σν δείγκα ηνπο 

απνηεινύληαλ από εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο από ηνλ Μάξηην ηνπ 1979 

έσο ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1992 (3454 παξαηεξήζεηο). Καηαιήγνπλ όηη ε 

κεηαβιεηόηεηα ηεο ζπλαιιαγκαηηθήο ηζνηηκίαο ραξαθηεξίδεηαη από long 

memory , ε νπνία κνληεινπνηείηαη θαιύηεξα κε ην κνληέιν απηό ζε ζρέζε 

κε ην IGARCH θαη ARFIMA εθηηκώληαο ηελ επηξξνή ελόο ζνθ ζηελ 

πξόβιεςε ηεο ππό όξνπο δηαθύκαλζε. Απηή ε παξακεηξνπνίεζε 

επηβάιιεη κηα ξεαιηζηηθή κηθξή κείσζε έηζη ώζηε ην απνηέιεζκα ελόο ζνθ 

ζηε κεηαβιεηόηεηα ηειηθά λα εμαθαλίδεηαη. Σειηθά πξνηείλνπλ όηη έλαο 
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πηζαλόο ιόγνο πνπ θξύβεηαη πίζσ από ηα long memory ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο κεηαβιεηόηεηαο ησλ ηηκώλ ησλ κεηνρώλ, είλαη όηη εμαξηόληαη από 

πνιιέο μερσξηζηέο απηνζπζρεηνύκελεο κεηαβιεηέο. 

 

Richard Baillie (1996)  

  

    Πξνηείλεη κηα δηαθνξεηηθή νπηηθή γσλία ησλ long memory δηαδηθαζηώλ , 

ε νπνία βαζίδεηαη ζε κηα ζεηξά εκπεηξηθώλ επξεκάησλ αξθεηώλ 

εξεπλεηώλ. ΢ύκθσλα κε ηνλ Baillie θάπνηνο εξεπλεηήο κπνξεί λα 

αλαγλσξίζεη ηελ ύπαξμε long memory από ηελ ύπαξμε ησλ 

παξαηεξνύκελσλ απηνζπζρεηίζεσλ. Σν κέγεζνο ησλ απηνζπζρεηίζεσλ 

είλαη αλάινγν κε απηό ησλ ζηάζηκσλ δηαδηθαζηώλ αιιά νη 

απηνζπζρεηίζεηο απηέο κεηώλνληαη κε πην αξγό ξπζκό ζε ζρέζε κε κηα 

ARMA δηαδηθαζία. Όζνλ αθνξά ηνπο εθηηκεηέο, ζηε ζπγθεθξηκέλε έξεπλα, 

έρνπλ ηελ επειημία λα επηθεληξσζνύλ ζηελ παξάκεηξν πνπ καο 

ελδηαθέξεη θαη λα αγλνήζνπκε ηα short memory απνηειέζκαηα. Πνιιέο 

όκσο πξόζθαηεο έξεπλεο έρνπλ θξηηηθάξεη έληνλα απηνύο ηνπο εθηηκεηέο. 

Ο ζπγγξαθέαο ηνλίδεη όηη πξόζθαηα ην πεξηζζόηεξν ελδηαθέξνλ ησλ 

εξεπλεηώλ έρεη πεξηνξηζηεί ζε κνλνπαξαγνληηθέο δηαδηθαζίεο, ην 

πξαγκαηηθό πιενλέθηεκα ησλ fractional κνληέισλ ίζσο ζα έρνπλ λα 

θάλνπλ κε ηελ παξνπζίαζε ησλ ζρέζεσλ κεηαμύ κεηαβιεηώλ θαη ησλ 

ηεζη ησλ κνξθώλ ηεο fractional cointegration. Σν πόζν ζεκαληηθό είλαη 

απηό κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί από ην θαηά πόζν ηέηνηα ζπκπεξηθνξά 

έρεη βξεζεί ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα. Μεξηθέο εθαξκνγέο ζην asset 

pricing πξόζθαηα πξόηεηλαλ απηή ηελ πηζαλόηεηα , αιιά έρεη γίλεη 

ειάρηζηε εκπεηξηθή εξγαζία πάλσ ζ‟ απηό ην ζέκα. Σέινο ν ζπγγξαθέαο 

αλαθέξεη όηη πξόζθαηα αξθεηνί εξεπλεηέο έρνπλ ηνλίζεη ηελ ύπαξμε long 

memory ζηηο απόιπηεο ηηκέο ησλ απνδόζεσλ θαη ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ 

απνδόζεσλ ησλ πεξηνπζηαθώλ ζηνηρείσλ ηα νπνία έρνπλ πςειή 

ζπρλόηεηα. Απηό νδήγεζε ζηε δεκηνπξγία ησλ FIGARCH δηαδηθαζηώλ. Η 

ηειεπηαία εθαξκνζκέλε εξγαζία από απηή ηε ζθνπηά είλαη ηδηαίηεξα 

ελζαξξπληηθή κε ηε long memory volatility process λα εκθαλίδεηαη ζαθώο 

αλώηεξε από νπνηδήπνηε άιιε παξακεηξνπνίεζε. Σν κέιινλ ηνπ long 

memory ζηελ ππό όξνπο δηαθύκαλζε ζρεδόλ ηαπηίδεηαη κε ηε long 
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memory ζην κέζν ησλ επηηνθίσλ , ζηα forward premia θαη ίζσο έρνπλ 

ζεκαληηθή ζπλεηζθνξά ζην “pricing of risk “. 

 

Tim Bollerslev , Hans Ole Mikkelsen (1966) 

 

    ΢πδεηνύληαη λέαο θιάζεο Fractionally Integrated GARCH θαη EGARCH 

κνληέια γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό ηεο κεηαβιεηόηεηαο ησλ 

ρξεκαηννηθνλνκηθώλ αγνξώλ. Υξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο Monte Carlo 

γηα λα εμεγεζεί ε αμηνπηζηία ησλ εθηηκεηώλ κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ,ηεο 

επηινγήο θαηάιιεισλ θξηηεξίσλ ηνπ κνληέινπ , θαη ησλ δηαγλσζηηθώλ 

ηεζη γηα ηα θαηάινηπα. Νέα εκπεηξηθά επξήκαηα πξνηείλνπλ όηη ε εκθαλήο  

long-run εμάξηεζε ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ US stock market πεξηγξάθεηαη 

θαιύηεξα από κηα mean-reverting fractionally integrated δηαδηθαζία , έηζη 

ώζηε έλα ζνθ ζηελ εθηίκεζε ηεο ππό όξνπο δηαθύκαλζεο λα εμαθαλίδεηαη 

κε ππεξβνιηθά αξγό ξπζκό. 

 

 

Andersen and Bollerlev (1997) 

 

    Μειέηεζαλ ηελ ύπαξμε long memory ζηε ζπλαιιαγκαηηθή ηζνηηκία θαη 

πην ζπγθεθξηκέλα ζηε κεηαβιεηόηεηα ηεο spot ζπλαιιαγκαηηθήο ηζνηηκίαο 

Μάξθνπ Γεξκαλίαο - Γνιαξίνπ Ακεξηθήο ρξεζηκνπνηώληαο δπν 

ζπρλνηήησλ εθηηκεηέο. Υξεζηκνπνίεζαλ δείγκα ην νπνίν απνηεινύληαλ 

από απνδόζεηο αλά πέληε ιεπηά γηα έλα ρξόλν ( πεξίπνπ 74.880 

παξαηεξήζεηο). Αλαιύνληαο ην θάζκα ηεο ζπρλόηεηαο , βξέζεθε όηη ζηα 

κηθξνύ κεγέζνπο εκεξήζηεο ζπρλόηεηεο , ππάξρεη ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ 

long memνry ζηε κεηαβιεηόηεηα εθηίκεζαλ ηελ παξάκεηξν d 

ρξεζηκνπνηώληαο δπν εθηηκεηέο ηνπ GPH εθηηκεηή θαη απηνύ ηνπ 

Robinson ( 1994). Δπίζεο δείμαλε όηη ην ελδηάκεζν d* πνπ θηηάρηεθε απ‟ 

ην εθηηκώκελν d , είλαη ηθαλό λα θηιηξάξεη ηηο long-run εμαξηήζεηο. 

Δπνκέλσο έλα εηδηθά θαηαζθεπαζκέλν θίιηξν ζηε ζπρλόηεηα ζρεδόλ 

εμαθαλίδεη ηελ ηζρπξή επίδξαζε ηεο κεηαβιεηήο ζε εκεξήζηεο 

παξαηεξήζεηο θαη κπνξνύκε λα κεηώλνπκε αξθεηά ηηο απηνζπζρεηίζεηο 

θαη λα απνδείμνπκε ηελ ύπαξμε long memory ζηελ κεηαβιεηόηεηα ησλ 
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ζπλαιιαγκαηηθώλ ηζνηηκηώλ. ΢ηελ θαηάιεμε ηεο έξεπλαο ηνπο αλαθέξνπλ 

όηη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ long memory ζε κηα ρξνλνινγηθή ζεηξά 

απνηεινύλ έλα ραξαθηεξηζηηθό δηαδηθαζηώλ νη νπνίεο παξάγνπλ 

απνδόζεηο παξά έλα ραξαθηεξηζηηθό πεξηζηαζηαθήο δηαζξσηηθήο 

αιιαγήο. 

 

Teyssiere (1998) 

 

    Υξεζηκνπνηεί ελαιιαθηηθά πνιππαξαγνληηθά long memory κνληέια θαη 

εμεηάδεη ηε long term εμάξηεζε θαη ηε δπλακηθή ηεο κεηαβιεηόηεηαο ζηηο 

ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο ν Teyssere ρξεζηκνπνηεί ην FIGARCH κε 

ζηαζεξή απηνζπζρέηηζε θαη ην ARCH κνληέιν, σο έλα ρσξίο 

πεξηνξηζκνύο πνιππαξαγνληηθό long memory κνληέιν. Ο ιόγνο ηεο 

δηαθνξνπνίεζεο ηνπ ARCH κνληέινπ έγθεηηαη , θαηά ηνλ ζπγγξαθέα, ζε 

έλα πνιππαξαγνληηθό κνληέιν, δειαδή όηη πνιιέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο 

θαίλεηαη λα κνηξάδνληαη έλα ζπλεζηζκέλν βαζκό long memory ζηηο ππό 

όξνπο δηαθπκάλζεηο ηνπο. Η παξακεηξνπνίεζε ηνπ FIGARCH έγηλε κε ηε 

ινγηθή όηη νη ππό όξνπο ζπζρεηίζεηο είλαη αλάινγεο κε ηηο ελδηάκεζεο ππό 

όξνπο ηνπηθέο απνθιίζεηο. Σα δεδνκέλα ηνπ απνηεινύηαλ από ηξεηο 

ζεηξέο – ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο USD/DM , USD/GBP θαη USD/JPY γηα 

θάζε 30 ιεπηά. ΢πλνιηθόο αξηζκόο παξαηεξήζεσλ 12528.Πξώηα 

ρξεζηκνπνίεζε κνλνπαξαγνληηθά long memory κνληέια γηα λα εμεηάζεη 

ηελ ύπαξμε long memory ζε θάζε ζεηξά ρσξηζηά. ΢ηε ζπλέρεηα 

ρξεζηκνπνίεζε έλα FIGARCH κνληέιν κε ηξεηο παξάγνληεο γηα λα 

εμεηάζεη ηνλ θνηλό βαζκό long memory ζηελ ππό όξνπο δηαθύκαλζε. 

Δπίζεο ηόληζε όηη γηα λα είλαη ζσζηή ε κνληεινπνίεζε ζα πξέπεη λα 

ιεθζεί ππόςε , κε θάπνηνλ ηξόπν , ζην κνληέιν, ε επνρηθόηεηα ησλ 

ζεηξώλ θαη κεηά ε εθηίκεζε ηνπ long memory. Απ‟ ηελ εθηίκεζε ησλ δπν 

παξαπάλσ ελαιιαθηηθώλ πνιππαξαγνληηθώλ κνληέισλ θαίλεηαη λα 

ππεξηεξεί ην ρσξίο πεξηνξηζκνύο FIGARCH. Οη ηξεηο ζεηξέο εκθαλίδνπλ 

ηνλ ίδην βαζκό long memory.Σέινο ν ζπγγξαθέαο αλαθέξεη όηη ην 

FIGARCH κνληέιν είλαη αλεπαξθήο λα εθηηκήζεη ηνλ επνρηθό παξάγνληα 

ηεο κεηαβιεηόηεηαο θαη απηό θαίλεηαη απ‟ ηε ζεκαληηθόηεηα ησλ 

ζπζρεηίζεσλ ζηα ηεηξαγσληθά ζθάικαηα θαη ησλ δπν FIGARCH 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
11 

 

κνληέισλ. Πηζαλόηαηα, κία ιύζε ζ‟ απηό ην πξόβιεκα είλαη ε ρξήζε 

δηαθνξεηηθώλ θιηκάθσλ ρξόλνπ. 

 

Bollerlev & Mikkelsen (1999) 

 

    Μειεηνύλ ηε δπλακηθή ηεο κεηαβιεηόηεηαο ηεο αγνξάο κεηνρώλ. Η 

κειέηε απηή ζπκπιεξώλεη ηελ βηβιηνγξαθία ζρεηηθά κε ηελ ύπαξμε long-

term εμάξηεζεο ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ αγνξώλ κεηνρώλ θαη έκκεζα 

αλαθέξεη ην βαζκό ην d (fractional integration) ζηε ζπλνιηθή αγνξά. 

Υξεζηκνπνηεί έλα πάλει δεδνκέλσλ κε ηηκέο ρξεκαηννηθνλνκηθώλ 

δηθαησκάησλ (options) κε ππνθείκελν ηίηιν ηε ηηκή ηνπ δείθηε S&P 500. 

Σα δεδνκέλα απνηεινύληαη από ηηο εκεξήζηεο ηηκέο θιεηζίκαηνο γηα όια 

ηα CBOE (Chicago Board of Options Exchange) πνπ δηαπξαγκαηεύνληαη 

ηα S&P 500 long term ζπκβόιαηα (leaps) γηα 141 εβδνκάδεο , από ηνλ 

Ιαλνπάξην 1991 έσο ηνλ ΢επηέκβξην ηνπ 1993. Ξεθίλεζαλ ηε κειέηε ηνπο 

κε κηα αλαζθόπεζε ησλ ζεσξεηηθώλ ηηκώλ ησλ δηθαησκάησλ 

αλαθέξνληαο ηνλ αληίθηππν ηεο κεηαβιεηόηεηαο ησλ πξνβιέςεσλ ζηε 

δεκηνπξγηθή θόξκνπια γηα ηε ζεσξεηηθή ηηκή ησλ δηθαησκάησλ. Δπίζεο 

ρξεζηκνπνηνύλ σο Benchmark κνληέιν ην Black and Scholes (1973) γηα 

ηελ ηηκνιόγεζε ησλ δηθαησκάησλ , ην νπνίν ππνζέηεη ζηαζεξή 

δηαθύκαλζε θαη ζπλερνύο ρξόλνπ δηαδηθαζία ηπραίνπ πεξηπάηνπ (random 

walk) γηα ηελ ηηκή ηνπ ππνθεηκέλνπ ηίηινπ. Γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

ζεσξεηηθώλ ηηκώλ ησλ leaps ρξεζηκνπνηνύλ πξνζνκνίσζε  Monte 

Carlo.Τπνινγίδνπλ ηηο ηηκέο ησλ leaps κε δύν ζπρλνηήησλ δεδνκέλα, 

εκεξήζηα θαη εβδνκαδηαία θαη ηα ζπγθξίλνπλ κε ηα εκπεηξηθά ηνπο 

επξήκαηα . Δπίζεο ζπγθξίλνπλ ηηο παξαηεξνύκελεο ηηκέο ησλ leaps κε ηηο 

ζεσξεηηθέο ηηο νπνίεο ππνινγίδνπλ κε EGARCH, IEGARCH, FIGARCH  

θαη FIEGARCH κνληέια. Τπνινγίδνπλ ην Bias , ηα Μέζα Απόιπηα 

΢θάικαηα (Mean Absolute Errors) θαη ηα κέζα Σεηξαγσληθά ΢θάικαηα 

από δηάθνξα κνληέια ζπγθξίλνληαο ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ησλ leaps κε ηε 

ζεσξεηηθή ηηκή νπδέηεξνπ θηλδύλνπ ελόο ARCH.Δλ θαηαθιείδη, ε 

απνηίκεζε ησλ leaps δείρλεη όηη ην FIEGARCH κνληέιν δεκηνπξγεί ηηο πην 

αθξηβείο ηηκέο θαη γηα ηηο δύν ζπρλόηεηεο δεδνκέλσλ(εκεξήζηα θαη 

εβδνκαδηαία).Όια ηα απνηειέζκαηα ζπγθιίλνπλ ζηελ ύπαξμε  long 
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memory  ζηε κεηαβιεηόηεηα ηεο αγνξάο κεηνρώλ ζηηο Ηλσκέλεο 

Πνιηηείεο Ακεξηθήο.  

 

Baillie Ceceu and Han (2000) 

 

    Μειεηνύλ κε FIGARCH κνληέιν ηε long memory ζηε κεηαβιεηόηεηα 

ησλ spot απνδόζεσλ ηεο ζπλαιιαγκαηηθήο ηζνηηκίαο Deutschemark/ US 

dollar  κε δύν δηαθνξεηηθέο ζπρλόηεηεο δεδνκέλσλ. Σν πξώην ζεη 

παξαηεξήζεσλ απνηειείηαη από εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο από ην Μάξηην 

ηνπ 1979 έσο ην Γεθέκβξην ηνπ 1998 (4.989 παξαηεξήζεηο) θαη απνηειεί 

ηε ρακειή ζπρλόηεηα. Σν  δεύηεξν ζεη απνηειείηαη από παξαηεξήζεηο κε 

πςειόηεξε ζπρλόηεηα, παξαηεξήζεηο 30 ιεπηώλ από 1ε Ιαλνπαξίνπ 

1996 έσο ηελ 1ε  Ιαλνπαξίνπ 1997 (12.576 παξαηεξήζεηο).Σα 

απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο δείρλνπλ ζρεδόλ ηελ ίδηα εθηηκεζείζα long 

memory  ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ απνδόζεσλ θαη γηα ηηο δύν δηαθνξεηηθέο 

ζπρλόηεηεο παξαηεξήζεσλ. Απηό απνδεηθλύεη όηη ηα απνηειέζκαηα 

πξνέξρνληαη από κία ζπλεζηζκέλε δηαδηθαζία παξαγσγήο απνδόζεσλ 

θαη ππνζηεξίδεη ην γεγνλόο όηη ην long memory  είλαη έλαο εζσηεξηθόο 

παξάγνληαο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη δελ πξνθαιείηαη από εμσγελή ζνθ ή 

άιιεο αιιαγέο. Δπίζεο ζπγθξίλεηαη ην FIGARCH κνληέιν κε ην GARCH 

κέζσ ηνπ θιαζηθνύ Wald  ηεζη. Σν Wald  ηεζη θαη άιια παξόκνηά ηνπ 

επηβεβαηώλνπλ ηελ ππεξνρή θαη δύλακε ησλ long memory γηα ηε 

κεηαβιεηόηεηα κνληέισλ. ΢πρλά όκσο ε ελδνεκεξήζηα πεξηνδηθόηεηα 

επεξεάδεη θαηά πνιύ ηηο απηνζπζρεηίζεηο ζηηο ηεηξαγσληθέο θαη απόιπηεο 

απνδόζεηο. Απηό ην  θαηλόκελν παξαηεξείηαη  ζπρλά ζην άλνηγκα ησλ 

επξσπατθώλ αγνξώλ, ηεο Αζίαο θαη ηεο Βόξεηαο Ακεξηθήο, όπνπ ππάξρεη 

κεγάινο βαζκόο επίδξαζεο θαη αιιειεμάξηεζεο κεηαμύ απηώλ. Απηή ε 

επνρηθόηεηα ησλ ζεηξώλ θηιηξάξεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε Flexible 

Fouvier Form κέζνδν, όπνπ εθηηκάηαη ε ελδνεκεξήζηα επνρηθόηεηα θαη 

ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ππνινγηζηνύλ  νη θηιηξαξηζκέλεο 

απνδόζεηο. ΢ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύληαη δύν ηεζη γηα λα δνύκε αλ 

ππάξρνπλ αθόκε κε γξακκηθέο εμαξηήζεηο ζηα θαηάινηπα ησλ  FIGARCH 

ΜΑ (1) κνληέισλ. Σν πξώην βαζίδεηαη ζηα νινθιεξώκαηα ζπζρέηηζεο θαη 

ζην κέγεζνο ηεο ζπζρέηηζεο θαη παξαηεξνύληαη ζπλήζσο ζηε θπζηθή, 
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αιιά απαηηνύλ έλα αξθεηά κεγάιν δείγκα παξαηεξήζεσλ γηα λα είλαη 

αμηόπηζηα. Σν άιιν θαιείηαη BDS  ηεζη πνπ ρξεζηκεύεη ζηελ εύξεζε θαη 

δηάθξηζε ζεηξώλ νη νπνίεο είλαη integrated θαη ζεηξέο νη νπνίεο είλαη 

ζηνραζηηθέο ή ληεηεξκηληζηηθέο. Καη κε ηα δύν ηεζη δε θαίλεηαη λα 

παξακέλεη ε κε γξακκηθόηεηα ζηα θαηάινηπα ησλ κνληέισλ. Η θαηάιεμε 

ηεο έξεπλαο είλαη όηη ην FIGARCH κνληέιν θαίλεηαη όηη είλαη επηηπρεκέλν 

ζηνλ ππνινγηζκό ηεο δπλακηθήο ησλ απνδόζεσλ ησλ ζεηξώλ νη νπνίεο 

κειεηνύληαη αλεμάξηεηα απ‟ ηελ ζπρλόηεηα ησλ δεδνκέλσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζηηο εθηηκήζεηο.  

 

Brunetti & Gilbert  (2000) 

 

      Δθηηκνύλ έλα δηδηάζηαην FIGARCH κνληέιν θαη θάλνπλ ηεζη γηα 

fractional cointegration. Παξνπζηάδνπλ αλαιπηηθά ηε κεζνδνινγία γηα ηε 

δεκηνπξγία ελόο cointegration ηεζη ζε πνιπδηάζηαην FIGARCH κνληέιν 

θαη παξνπζηάδνπλ ιεπηνκεξώο ηελ cointegration ζεσξία. Αξρηθά εθηηκνύλ 

ηα fractional d1 , d2 κε ηε βνήζεηα κνλνπαξαγνληηθώλ κνληέισλ ,όπσο 

ARFIMA  κνληέια ζηηο ηεηξαγσληθέο απνδόζεηο, είηε FIGARCH κνληέια. 

Αλ νη δύν δηαδηθαζίεο είλαη fractional, ηόηε θάλνπλ ηεζη ζηε κεδεληθή 

ππόζεζε H0: d1=d2, κε FIGARCH κνληέιν (restricted 

diagonal,unrestricted diagonal). 

    Αλ d1 = d2 , θάλνπλ ηεζη γηα fractional cointegration ρξεζηκνπνηώληαο 

ην ARFIMA κε ηηο ηεηξαγσληθέο θαη απόιπηεο απνδόζεηο. 

     Αλ ππάξρεη fractional cointegration, εθηηκνύκε ηνλ κεραληζκό 

δηόξζσζεο ζθάικαηνο ( error correction term) ηνπ δηδηάζηαηνπ  

FIGARCH κνληέινπ (κνλαδηθόο cointegrating vector). 

    ΢ην εκπεηξηθό θνκκάηη νη κειεηεηέο ρξεζηκνπνηνύλ δεδνκέλα από ηηο 

αγνξέο ΝΤΜΔΥ θαη ΙΡΔ  αξγνύ πεηξειαίνπ, νη νπνίεο είλαη ζηελά 

ζπλδεδεκέλεο. Σα δεδνκέλα απνηεινύληαη από κεληαίεο παξαηεξήζεηο 

από ηνλ Ινύλην ηνπ 1988 έσο ην Μάξηην ηνπ 1999.Δξεπλάηαη αλ ε 

κεηαβιεηόηεηα ησλ δύν αγνξώλ είλαη fractionally integrated θαη αλ 

ππάξρεη θάπνηνο θνηλόο παξάγνληαο fractional cointegration .Σα 

απνηειέζκαηα δείρλνπλ όηη ππάξρεη long memory ζηηο κεηαβιεηόηεηεο 
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ησλ δηαδηθαζηώλ (volatility processes). Δπίζεο ρξεζηκνπνηείηαη ην 

Causality in Variance  ηεζη ζηα ηεηξάγσλα ησλ ζθαικάησλ ηα νπνία 

πξνθύπηνπλ από ηελ εθηίκεζε κνλνπαξαγνληηθώλ  FIGARCH κνληέισλ. 

Γε θαίλεηαη λα ππάξρεη volatility spillovers αλάκεζα ζηηο δύν ζεηξέο. 

    Σα απνηειέζκαηα ησλ άιισλ ηεζη δείρλνπλ ην κεγάιν βαζκό ηεο 

κεηαβιεηόηεηαο θαη ηελ ύπαξμε ελόο θνηλνύ βαζκνύ fractional 

cointegration (d1 = d2). Απηό ζεκαίλεη όηη ν γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ 

δύν δηαδηθαζηώλ ίζσο είλαη ιηγόηεξν «επίκνλνο» απ‟ ηηο κεηαβιεηόηεηεο 

αθόκε θαη αλ παξακέλεη fractional. 

     Σέινο νη δύν ζεηξέο κε δηαθνξεηηθή κεηαβιεηόηεηα είλαη  fractionally 

cointegrated  κε ηνλ ΝΤΜΔΥ,  ε νπνία θαίλεηαη λα είλαη ε θύξηα αγνξά, 

όπσο απ‟ ηελ ζεκαληηθόηεηα ησλ παξακέηξσλ  πνπ εθηηκήζεθαλ κε ην 

δηδηάζηαην FIGARCH κνληέιν. Από ηελ εθηίκεζε ησλ κνλνδηάζηαησλ 

ARFIMA  FIGARCH κνληέισλ δελ ππάξρνπλ ζεκάδηα δηπινύ long 

memory ζηηο ζεηξέο. 

 

Szilard and Laszlo (2001)    

    

     Αλαπηύζζνπλ έλα πνιπδηάζηαην δηαγώλην FIGARCH κνληέιν ζην 

νπνίν ππνζέηνπλ όηη ππάξρεη θνηλόο παξάγνληαο fractional integration, 

ππνζηεξίδνληαο όηη απηή ε παξακεηξνπνίεζε είλαη ε πην ινγηθή  απ‟ ηηο 

άιιεο πξνεθηάζεηο ησλ πνιπδηάζηαησλ κνληέισλ θαη είλαη ε πην 

ηαηξηαζηή παξαιιαγή ησλ πνιπδηάζηαησλ κνληέισλ γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

ύπαξμεο long memory θαη fractional δηαθνξνπνίεζεο ζε ηέηνηνπ είδνπο 

εξγαζίεο. Γηα λα απνθύγνπλ νξηζκέλεο δπζθνιίεο εθάξκνζαλ ζαλ 

θιίκαθα ηνλ παξάγνληα θιαζκαηηθήο δηαθνξνπνίεζεο (1 − L)d  

,επηβάιινληαο έλαλ θνηλό ηξόπν θαηαζθεπήο ζηνπο long memory 

παξάγνληεο. Δπίζεο ηεζηάξνπλ ηνλ QMLE  εθηηκεηή απηήο ηεο 

παξακεηξνπνίεζεο κε πξνζνκνίσζε  Monte Carlo θαη ηα απνηειέζκαηα 

είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά γηα ηνλ εθηηκεηή απηόλ. 

    Σα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηνύλ είλαη εκεξήζηεο spot  

ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο German Mark, British pound θαη Japanese jen  

έλαληη ηνπ  Us dollar από ηνλ Ινύιην ηνπ 1981 έσο ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 2001 
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γηα λα κνληεινπνηήζνπλ ηελ εκεξήζηα κεηαβιεηόηεηα ησλ 

ζπλαιιαγκαηηθώλ ηζνηηκηώλ. 

      Αξρηθά εθηηκώληαη νη ρσξίο πεξηνξηζκνύο πξνδηαγξαθέο ηνπ 

ηξηζδηάζηαηνπ δηαγώληνπ  FIGARCH θαη ππάξρνπλ έμη long memory 

εθηηκεηέο. ΢ηε ζπλέρεηα εθηηκώληαη νη πξνδηαγξαθέο κε πεξηνξηζκνύο  θαη 

ζπγθξίλνληαη κε ηηο άιιεο. 

      Σειηθά ε εθηίκεζε ηεο θιηκαθσηήο long memory παξακέηξνπ είλαη 

πνιύ θνληά ζηηο εθηηκήζεηο πξνεγνύκελσλ εκπεηξηθώλ κειεηώλ. Σα 

κεηνλεθηήκαηα απηήο ηεο κεζόδνπ είλαη όηη κπνξεί λα εθαξκνζηεί κόλν 

όηαλ είλαη ινγηθό λα ππνζέζνπκε έλα θνηλό long memory παξάγνληα θαη 

ππάξρεη πεξηνξηζκόο ζηε δηαγώλην, ν νπνίνο δελ καο επηηξέπεη ηε 

κνληεινπνίεζε ηεο κεηαβιεηόηεηαο όηαλ έρσ volatility spillovers ζε δύν 

ζεηξέο. Παξόια απηά έρεη κεγάιε ζεσξεηηθή θαη εκπεηξηθή ζεκαζία θαη 

κπνξεί λα απνηειέζεη ην έλαπζκα γηα πεξαηηέξσ έξεπλα ζηελ 

πνιπδηάζηαηε κνληεινπνίεζε  ηνπ long memory in volatility. 

 

Vilasuso (2002) 

 

    Μειεηά ηελ αθξίβεηα ησλ πξνβιέςεσλ ελαιιαθηηθώλ conditional 

volatility κνληέισλ. Υξεζηκνπνηεί   GARCH, IEGARCH θαη  FIGARCH 

κνληέια. Tν δείγκα απνηειείηαη από εκεξήζηα ζηνηρεία ζπλαιιαγκαηηθώλ 

ηζνηηκηώλ: French franc, German mark, Italian lira, Japanese jen, British 

pound,κε ην  US dollar, από ην Μάξηην ηνπ 1979 έσο ην Γεθέκβξην ηνπ 

1997. Απ‟ ηελ αξρηθή εθηίκεζε ησλ κνληέισλ δηαθπκάλζεσλ θαίλεηαη όηη 

ην FIGARCH  ππεξέρεη, αληαλαθιώληαο θαιύηεξα ηε δπλακηθή ηεο 

κεηαβιεηόηεηαο ησλ ζπλαιιαγκαηηθώλ ηζνηηκηώλ. ΢ηε ζπλέρεηα, ν 

κειεηεηήο, ρξεζηκνπνηεί ηηο πξνεγνύκελεο εθηηκήζεηο θαη αμηνινγεί ηηο 

out- of- sample πξνβιέςεηο ησλ κνληέισλ γηα ηελ πεξίνδν από 1ε  

Ιαλνπαξίνπ 1998 έσο 31 Γεθεκβξίνπ 1999. Η κεηαβιεηόηεηα ησλ 

πξνβιέςεσλ ζπγθξίλνληαη κε ηα ηεηξάγσλα ησλ εκεξήζησλ απνδόζεσλ 

ησλ ζπλαιιαγκαηηθώλ ηζνηηκηώλ, κε ηελ αθξίβεηα ησλ πξνβιέςεσλ λα 

πξνζδηνξίδεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ mean square error (MSE) θαη mean 

absolute error (MAE).Υξεζηκνπνηνύληαη ηξεηο νξίδνληεο πξνβιέςεσλ, 1- 

εκέξαο , 5- εκεξώλ θαη 10- εκεξώλ νξίδνληεο. Γηα όια ηα θξηηήξηα ην  
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FIGARCH  κνληέιν δεκηνπξγεί θαιύηεξεο out- of- sample πξνβιέςεηο, 

ππεξηεξώληαο  κε απηά ηα απνηειέζκαηα ηα νπνία πξνέξρνληαη από 

καθξά πεξίνδν πξνβιέςεσλ (10 εκέξεο). 

 

Caporin (2003) 

 

    Απηή ε εξγαζία πξνρσξάεη έλα βήκα πην πέξα ηελ αλάιπζε  ηνπ 

Baillie, Bollerslev θαη Mikkelsen (1996) θαη Bollerslev θαη Mikkelsen(1996) 

ζηελ εθηίκεζε θαη ζηελ αλαγλώξηζε πξνβιεκάησλ ησλ Fractionally 

Integrated Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity  

(FIGARCH) κνληέισλ. Δθηηκά ηε δύλακε ησλ δηάθνξσλ θξηηεξίσλ θαη 

ηεζη γηα λα αλαγλσξίζεη ηελ ύπαξμε long memory ζηηο ππό όξνπο 

δηαθπκάλζεηο. Η αλάιπζε μεθηλά κε πξνζνκνίσζε Monte Carlo θαη 

επηθεληξώλεηαη ζην Akaike Hannan-Quinn,Shibata θαη Schwarz θξηηήξηα, 

θαζώο θαη ζην Jarque-Ber  ηεζη θαλνληθόηεηαο θαη ζην Box-Pierce ηεζη 

γηα ηα θαηάινηπα ζπζρέηηζεο. Απηή ε κειέηε επαιεζεύεη όηη ηα θξηηήξηα 

μερσξίδνπλ ηελ ύπαξμε long memory ελώ ηα ηεζη πνπ εθαξκόζηεθαλ δελ 

έδεημαλ θάπνηα δηαθνξά αλάκεζα ζηα long θαη  short memory κνληέια. 

    ΢ην εκπεηξηθό θνκκάηη ηα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηεί είλαη πςειήο 

ζπρλόηεηαο θαη απνηεινύληαη από παξαηεξήζεηο ζηηο απνδόζεηο ηνπ 

FIB30, ηνπ future MIB30 θαη ηνλ δείθηε ησλ εηαηξεηώλ πςειήο 

θεθαιαηνπνίεζεο ηεο Ιηαιηθήο αγνξάο κεηνρώλ. 

 

Banerjee& Urga (2005) 

 

    Αλαπηύζζνπλ κηα ζεκαληηθή εμέιημε ζηνλ ηνκέα ηεο κνληεινπνίεζεο 

ηνπ Long Memory in Financial Time Series. Αθόκε αλαθέξνληαη ζηνλ 

ζύλδεζκν πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζην Long Memory  θαη ζε Structural 

Breaks, παξνπζηάδεηαη ηαπηόρξνλα κία δηάθξηζε αλάκεζα ζε κεζόδνπο 

εθηίκεζεο, νη νπνίεο πξνηείλνληαη γηα ηεζη ζρεηηθά κε ηε long-range 

εμάξηεζε. Σν ηεζη απνηειείηαη από δύν θνκκάηηα, νη “εκη-παξακεηξηθνί” 

θαη νη  “παξακεηξηθνί” κέζνδνη εθηίκεζεο θαη ηνπο ελδηαθέξεη ε εθηίκεζε 

ηεο παξακέηξνπ d. ΢ε αληίζεζε κε απηή ηελ πξνζέγγηζε, νη παξακεηξηθέο 

ηερληθέο εκπεξηέρνπλ ηελ πιήξε εθηίκεζε ησλ κνληέισλ, όπσο είλαη ην 
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FIGARCH ή ην ARFIMA .Σν κεηνλέθηεκα κε ηελ παξακεηξηθή πεξίπησζε 

είλαη όηη ρξεηάδεηαη ππνινγηζκό θαη είλαη επηξξεπήο ζε έιιεηςε 

πξνδηαγξαθώλ .Σν άξζξν θαηαιήγεη όηη ε εθηίκεζε ηεο long memory 

παξακέηξνπ εμαξηάηαη απ „ ηνλ αξηζκό ησλ απόηνκσλ αιιαγώλ θαη πνπ 

απηέο νη αιιαγέο βξίζθνληαη ρξνληθά κέζα ζην δείγκα. Γηαδηθαζίεο κε 

ζπάληεο αιιαγέο ίζσο έρνπλ long memory ζηηο απηνζπζρεηίζεηο. Έηζη ηα 

fractional κνληέια ίζσο παξαζύξνπλ ηνπο κειεηεηέο ζε ςεύηηθα 

απνηειέζκαηα.  

 

Caylayan and Jiang (2006)  

 

    Αλαθέξνπλ κία παξακεηξνπνίεζε γηα λα εξεπλήζνπλ, ζε 

πνιπδηάζηαην πιαίζην, ηηο ηδηόηεηεο ηεο δηπιήο  long memory ηνπ 

πιεζσξηζκνύ θαη ηνπ ξπζκνύ αλάπηπμεο θαζώο θαη ηε ζρέζε 

ππαηηηόηεηαο κεηαμύ ηνπο. Υξεζηκνπνηνύλ κία λέα θιάζε κνληέισλ, ηα 

δηδηάζηαηα  Constant Conditional Correlation ARFIMA- FIGARCH  

κνληέια. Κάησ από απηή ηελ ππόζεζε είλαη πηζαλόλ ε long memory ζηνλ 

πιεζσξηζκό λα εμαξηάηαη απ‟ ηε δηαδηθαζία ηνπ ξπζκνύ αλάπηπμεο. 

      Σα δεδνκέλα ηνπο απνηεινύληαη από κεληαία ζηνηρεία ηνπ Cousumer  

Price Index (CPI) θαη ηνπ Industrial production Index (IPI) γηα ηελ πεξίνδν 

από ην Φεβξνπάξην ηνπ 1957 έσο ην Μάην ηνπ 2005.Αξρηθά κε Monte 

Carlo πξνζεκεηώζεηο, ππνινγίδνπλ ηα biases, ηε ξίδα ησλ κέζσλ 

ηεηξαγσληθώλ ζθαικάησλ (root mean square errors) θαη ηα ηππηθά 

ζθάικαηα ησλ παξακέηξσλ ησλ κνληέισλ. Σα απνηειέζκαηα είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά ,γηαηί νη εθηηκεηέο QMLE ησλ λέσλ κνληέισλ είλαη θνληά 

ζηελ πξαγκαηηθή αμία .Γηα λα δνπλ  εθ πξώηεο όςεσο ηελ ύπαξμε δηπιήο 

long memory ζηηο ζεηξέο εθηηκνύλ κνλνδηάζηαηα κνληέια. ΢ηε ζπλέρεηα 

εθηηκνύλ κε δηδηάζηαηα ARFIMA –CCC FIGARCH κνληέιν ππνζέηνληαο 

ζηαζεξή ζπζρέηηζε ζηνπο ζπληειεζηέο. Οη fractional παξάκεηξνη ζην 

κέζν θαη ζηε δηαθύκαλζε ησλ ζεηξώλ πνπ βξέζεθαλ απ‟ ην δηδηάζηαην 

κνληέιν είλαη πνιύ θνληά ζε απηέο πνπ βξέζεθαλ απ‟ ηελ εθηίκεζε ησλ 

κνλνδηάζηαησλ κνληέισλ, ην νπνίν ζεκαίλεη όηη ν πιεζσξηζκόο θαη ε 

αύμεζε ηεο παξαγσγήο έρνπλ  long memory ζην κέζν θαη ζηηο 

δηαθπκάλζεηο. Σέινο εμέηαζαλ ηελ ακθίδξνκε ζρέζε κεηαμύ κέζνπ θαη 
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δηαθπκάλζεσλ ηνπ πιεζσξηζκνύ θαη ηεο αύμεζεο ηεο παξαγσγήο 

.΢ύκθσλα κε ηα απνηειέζκαηά ηνπο ν πιεζσξηζκόο πξνθαιεί 

κεγαιύηεξε κεηαβιεηόηεηα ζηνλ πιεζσξηζκό θαη κείσζε ηνπ ξπζκνύ 

αύμεζεο ηεο παξαγσγήο, ελώ ε αύμεζε ηεο παξαγσγήο πξνθαιεί 

αύμεζε ζηνλ πιεζσξηζκό θαη ζηε κεηαβιεηόηεηά ηνπ. Όζνλ αθνξά ηελ 

κεηαβιεηόηεηα ηεο αύμεζεο ηεο παξαγσγήο πξνθαιεί αύμεζε ηνπ 

πιεζσξηζκνύ θαη ηεο κεηαβιεηόηεηαο ηνπ πιεζσξηζκνύ θαη ηεο αύμεζεο 

ηεο παξαγσγήο.  

 

MORANA (2006) 

 

    Αλαιύεη ηε δπλακηθή ηεο κεηαβιεηόηεηαο ηεο ζπλαιιαγκαηηθήο 

ηζνηηκίαο Deutsche mark-US dollar.Σα δεδνκέλα ηνπ απνηεινύληαη από 

εκεξήζηεο θαη πςειήο ζπρλόηεηαο παξαηεξήζεηο γηα ηε DM/US 

ζπλαιιαγκαηηθή ηζνηηκία. Οη ρακειήο ζπρλόηεηαο παξαηεξήζεηο είλαη 

από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 1972 έσο ηνλ Γεθέκβξην ηνπ 1997, ελώ 

ρξεζηκνπνηείηαη θαη έλα δείγκα από ην 1992 έσο ην 1997. Απηό ην πςειήο 

ζπρλόηεηαο δείγκα πεξηέρεη 30 ιεπηώλ παξαηεξήζεηο γηα ηελ πεξίνδν 

1992 έσο 1997 θαη σο ππόδεηγκα ρξεζηκνπνηείηαη ην έηνο 1996. 

Μειεηνύλ ηελ ζεκαληηθόηεηα ππνινγηζκνύ γηα structural breaks θαη γηα 

ζηνραζηηθέο ελδν-εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο ζηε δηαδηθαζία 

κεηαβιεηόηεηαο. Πξώηα εθηηκνύλ ην FIGARCH κνληέιν κε κεγάιν αξηζκό 

παξαηεξήζεσλ, γηα λα ζπγθξίλνπλ ηα απνηειέζκαηα ηεο πςειήο 

ζπρλόηεηαο δεδνκέλσλ κε απηά ησλ εκεξήζησλ δεδνκέλσλ θαη ηειηθά λα 

δνπλ ηελ πνηόηεηα ηεο νηθνλνκεηξηθήο εθηίκεζεο δηάθνξσλ κνληέισλ 

ζηελ ελδν-εκεξήζηα κεηαβιεηόηεηα. Δπίζεο γίλεηαη ιόγνο θαη γηα ηελ 

επνρηθόηεηα ζηηο FIGARCH εθηηκήζεηο. ΢πκπεξαζκαηηθά, ζηεο εκεξήζηαο 

ζπρλόηεηαο παξαηεξήζεηο νη εθηηκήζεηο γηα ηελ long memory παξάκεηξν 

είλαη κηθξόηεξνπ κεγέζνπο όηαλ ην κηθξήο ζπρλόηεηαο δείγκα 

ρξεζηκνπνηείηαη παξά όηαλ ρξεζηκνπνηείηαη ην δείγκα κεγαιύηεξεο 

ζπρλόηεηαο. Απηό ην απνηέιεζκα απνδεηθλύεη όηη νη δηαξζξσηηθέο 

αιιαγέο ίζσο επεξεάδνπλ ηε long memory ζηε δηαδηθαζία 

κεηαβιεηόηεηαο. Όηαλ ην δείγκα είλαη από πςειήο ζπρλόηεηαο δεδνκέλα 

ε εθηίκεζε γηα ηε long memory παξάκεηξν είλαη κηθξόηεξε γηα ην «ππν-
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δείγκα» από ηελ ελδηάκεζε εθηίκεζε γηα ην κεγαιύηεξεο ζπρλόηεηαο 

δείγκα. Παξ‟ όια απηά, αλ εθαξκνζηεί έλα θίιηξν γηα ηηο ελδν-εκεξήζηεο 

παξαηεξήζεηο ζηα αξρηθά δεδνκέλα, κία αύμεζε ζηηο fractional 

differencing παξακέηξνπο παξαηεξείηαη θαη γηα ην κηθξό θαη γηα ην κεγάιν 

δείγκα ηεο πςειήο ζπρλόηεηαο δεδνκέλσλ. Απηό ππνδεηθλύεη ηε 

ζπνπδαηόηεηα ππνινγηζκνύ ησλ ελδν-εκεξήζησλ ηηκώλ ζηηο 

ρξνλνινγηθέο ζεηξέο. Σέινο αλαθέξεη όηη ηα FIGARCH κνληέια είλαη 

επαίζζεηα θαη ζην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ θαη ζηηο ελδν-εκεξήζηεο 

επαλαιεπηηθέο ηηκέο. 

 

Baillie και Morana (2007) 

 

    Δηζάγνπλ κηα λέα long memory δηαδηθαζία κεηαβιεηόηεηαο, ηελ 

Adaptive FIGARCH ε νπνία κπνξεί λα εθηηκήζεη θαη ηε long memory θαη 

ηηο δηαξζξσηηθέο αιιαγέο ζηηο ππό όξνπο δηαδηθαζίεο δηαθπκάλζεηο. 

Οπζηαζηηθά είλαη κηα πξνζαξκνγή ηνπ FIGARCH κνληέινπ κε δπν 

παξάγνληεο, ηε long memory δηαδηθαζία κεηαβιεηόηεηαο θαη ηε 

ληεηεξκηληζηηθή δηαθνπή ε νπνία πνηθίιεη ζην ρξόλν πνπ επηηξέπνπλ γηα 

δηαθνπή, θύθινπο θαη αιιαγή ηάζεο. Οη δηαξζξσηηθέο αιιαγέο 

κνληεινπνηνύληαη κε ηε βνήζεηα κηαο επέιηθηεο ζπλάξηεζεο πνπ 

επηηξέπεη ζηε δηαθνπή λα πνηθίιεη ζην ρξόλν. Η εθηίκεζε απηνύ ηνπ 

κνληέινπ κπνξεί λα γίλεη κε ηε κέζνδν κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

Υξεζηκνπνηνύλ Monte Carlo πξνζνκνίσζε γηα λα εξεπλήζνπλ ηνλ 

αληίθηππν ηεο εθηίκεζεο Α- FIGARCH κνληέισλ κε ρξήζε δηαδηθαζηώλ κε 

δηαθνξεηηθά δεδνκέλα. Σα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο είλαη ηα 

αθόινπζα: ΢ε πεξηβάιινλ ρσξίο structural breaks ε κε Α- FIGARCH 

εθηίκεζε έρεη θαηά πξνζέγγηζε ην ίδην bias (κε κηθξό δείγκα) κε ηελ 

εθηίκεζε ηνπ FIGARCH κνληέινπ. ΢ε ζπλζήθεο structural breaks, o 

βαζκόο ηνπ bias ζηηο εθηηκήζεηο ησλ long memory παξακέηξσλ είλαη 

κηθξόηεξνο ζην Α- FIGARCH ζπγθξηηηθά κε ην FIGARCH θαη γηα ηηο ηξείο 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο long memory παξακέηξνπ. ΢ηελ εκπεηξηθή έξεπλα 

ρξεζηκνπνηνύληαη νη απνδόζεηο ηνπ S&P 500. Σν δείγκα απνηειείηαη από 

20863 παξαηεξήζεηο από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 1928 έσο ηνλ Φεβξνπάξην 

ηνπ 2007. Απ‟ ηελ εθηίκεζή ηνπο βξέζεθε όηη αγλνώληαο ηελ ύπαξμε 
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structural breaks, ηα απνηειέζκαηα ησλ bias ζηελ εθηηκώκελε ππό όξνπο 

δηαδηθαζία κεηαβιεηόηεηαο ππνδειώλεη ηελ κε ρξεζηκόηεηα ηνπ κνληέινπ 

δηαθύκαλζεο ζε απηό ην επίπεδν. 

 

Kang and Yoon (2007) 

 

    Δμεηάδνπλ ηελ ύπαξμεο δηπιήο long memory ζηηο απνδόζεηο θαη ζηε 

κεηαβιεηόηεηα ζην Κνξεάηηθν Υξεκαηηζηήξην. ΢ύκθσλα κε ηελ έξεπλα 

long memory ζπρλά παξαηεξείηαη ηαπηόρξνλα θαη ζην κέζν θαη ζηε 

δηαθύκαλζε ησλ απνδόζεσλ. Σνλίδνπλ επίζεο όηη νη απνδόζεηο ησλ 

κεηνρώλ ίζσο επηδεηθλύνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή αζύκκεηξε 

ιεπηνθύξησζε. Υξεζηκνπνίεζαλ  ηελ Gaussian ππόζεζε θαη ηε student‟s 

t  θαηαλνκή γηα λα βξνπλ πηζαλέο αζπκκεηξίεο θαη “παρηέο νπξέο”  ζηηο 

απνδόζεηο ησλ αγνξώλ κεηνρώλ. Δπηθεληξώλνληαη ζηελ εξγαζία ηνπο  

ζηνλ έιεγρν αλ θάπνηα ζπλδπαζηηθή παξακεηξνπνίεζε, όπσο ην 

ARFIMA - FIGARCH κνληέιν, κπνξεί επαξθώο λα πεξηγξάςεη ηε 

δπλακηθή ηεο Κνξεάηηθεο αγνξάο κεηνρώλ, ζπγθξίλνληάο ηε κε ηα απιά 

ARFIMA ή FIGARCH κνληέια. 

    Σα δεδνκέλα ηνπ απνηεινύληαη από εκεξήζηεο ηηκέο θιεηζίκαηνο ηνπ 

δείθηε KOSPI γηα κηα πεξίνδν από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 1980 έσο ην 

Γεθέκβξην ηνπ 2005 (7.290 παξαηεξήζεηο) θαη ηνπ KOSDAQ δείθηε από 

ηνλ Ινύιην ηνπ 1996 έσο ηνλ Αύγνπζην ηνπ 2006 (2.539 παξαηεξήζεηο).Η 

εθηίκεζε ησλ κνληέισλ κεηαβιεηόηεηαο γίλεηαη ρξεζηκνπνηώληαο κε 

γξακκηθή δηαδηθαζία βειηηζηνπνίεζεο θάησ από ηηο ππνζέζεηο πνπ 

πξναλαθέξακε (Gaussian  θαη student‟s t  distribution ). 

      Αξρηθά εθηηκνύλ  ARFIMA κνληέια, ζηε ζπλέρεηα  FIGARCH θαη 

αθνινύζσο ARFIMA - FIGARCH κνληέια. Σα πξώηα απνηπγράλνπλ λα 

ππνινγίζνπλ ηε ζνβαξή θύξησζε θαη ηα Volatility Clustering effects πνπ 

ραξαθηεξίδνπλ ηα θαηάινηπα, γη‟ απηό απνξξίπηεηαη. Η δεύηεξε κέζνδνο 

απνξξίπηεηαη θαζώο ηα FIGARCH κνληέια απέηπραλ λα εληνπίζνπλ ηε 

ρξνληθή εμάξηεζε ζηηο απνδόζεηο. Παξόια απηά θαη κε ηηο δύν κεζόδνπο 

βξέζεθε long memory ζην κέζν θαη ζηε κεηαβιεηόηεηα ησλ απνδόζεσλ. 

Απηό ην θαηλόκελν είλαη πην ήπην ζηελ απνηειεζκαηηθή αγνξά KOSDAQ 
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ην νπνίν ίζσο αλαδεηθλύεη ηελ ζρέζε ηνπ long memory κε ηελ 

απνηειεζκαηηθόηεηα ησλ αγνξώλ. 

    Σέινο ην ARFIMA - FIGARCH κνληέιν θαίλεηαη όηη ηαηξηάδεη 

πεξηζζόηεξν ζηνλ έιεγρν ηεο δηπιήο long memory θαη γηα ηνπο δύν 

πξναλαθεξζέληεο Κνξεάηηθνπο δείθηεο, επηβεβαηώλνληαο ηνπο δύν 

ζπγγξαθείο. 

 

Chitkusher and Wang (2008) 

 

     ΢πγθξίλνπλ ηε κεηαβιεηόηεηα ησλ απνδόζεσλ ηνπ S&P 500 δείθηε ζε 

ρξνληθά δηαζηήκαηα κε απηέο πνπ παξήρζεζαλ κε ηα κνληέια “Fractional 

Brownian Motion”  θαη  “ARFIMA - FIGARCH” .Η απόδνζε ζε έλα ρξνληθό 

δηάζηεκα νξίδεηαη σο ν ρξόλνο κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ κεηαβιεηνηήησλ νη 

νπνίεο ππεξβαίλνπλ έλα νξηζκέλν θαηώηαην όξην. Γηα λα κειεηήζνπλ ηνλ 

memory παξάγνληα αλαιύνπλ ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ησλ ρξνληθώλ 

δηαζηεκάησλ ζε ζρέζε κε ην πξνεγνύκελν ρξνληθό δηάζηεκα. 

       Σα δεδνκέλα ηνπο επεθηείλνληαη από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 1984 έσο ην 

Γεθέκβξην ηνπ 1996 κε ζπρλόηεηα 10 ιεπηώλ(132.000 

παξαηεξήζεηο).΢ηελ αλάιπζε ηνπο θηιηξάξνπλ ηα ελδν-εκεξήζηα αξρηθά 

δεδνκέλα γηα λα απνθύγνπλ ιαλζαζκέλα ζπκπεξάζκαηα. Φαίλεηαη όηη θαη 

ζηα δύν δεδνκέλα ε ζύληνκε (αξγή) ρξνληθή επηζηξνθή αθνινπζείηαη 

από ζύληνκε (αξγή) ρξνληθή επηζηξνθή. Απηό είλαη έλα ζεκάδη 

νκαδνπνίεζεο ηεο κεηαβιεηόηεηαο ησλ απνδόζεσλ ζε ρξνληθά 

δηαζηήκαηα θαη εθιείπεη όηαλ ηα δεδνκέλα αλαθαηεύνληαη ηπραία. 

Μειεηνύλ επίζεο θαη ηηο πηζαλόηεηεο ηνπ κεγέζνπο νκαδνπνίεζεο γηα λα 

ειέγμνπλ ηελ ύπαξμε  long memory ζηηο απνδόζεηο ησλ ρξνληθώλ 

δηαζηεκάησλ. Γη‟ απηό ρξεζηκνπνηνύλ δεδνκέλα short memory γηα λα 

ειέγμνπλ αλ απηνύ ηνπ είδνπο ε κλήκε κπνξεί λα εμεγήζεη ηελ θαηαλνκή 

ηεο νκαδνπνίεζεο ζε κεγέζε. Αλαδεηθλύεηαη όηη νη πηζαλόηεηεο ηεο 

νκαδνπνίεζεο κε ην κέγεζνο θαη ησλ ρακειώλ θαη πςειώλ απνδόζεσλ 

ρξνληθώλ δηαζηεκάησλ ηνπ S&P 500 έρνπλ δηαθνξεηηθή ζπκπεξηθνξά 

από ηα δεδνκέλα κε short memory. 

       Απηό ππνδεηθλύεη ηελ ύπαξμε long memory ζηε κεηαβιεηόηεηα. 

Αθόκε κειέηεζαλ αλ ην FBM κνληέιν κπνξεί επαξθώο λα πξνβιέςεη ηελ 
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θιηκάθσζε ησλ δεδνκέλσλ απ‟ όηη έλα GARCH. Σειηθά ρξεζηκνπνηνύλ 

Student‟s t ηεζη γηα λα εθηηκήζνπλ ηελ θαηαλνκή αλάκεζα ζηα εκπεηξηθά 

δεδνκέλα θαη ζηα αλαθαηεκέλα δεδνκέλα, θαη αλάκεζα ζηα ARMA – 

FIGARCH θαη ζηα FBM δεκηνπξγεκέλα δεδνκέλα. Παξαηεξείηαη όηη 

θαλέλα κνληέιν δελ κπνξεί λα εμεγήζεη ην ζύλνιν ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

θαηώηαησλ ηηκώλ θαη απηό θαίλεηαη όηη νθείιεηαη ζηελ πνιύπινθε θύζε 

ηεο κεηαβιεηόηεηαο παξά ζην όηη απιά εκθαλίδνπλ θαζαξέο 

καθξνρξόληεο ζπζρεηίζεηο. 

 

Gabjin, Seunghwan & Cheoljun (2008) 

 

    Μειεηνύλ αλά ππάξρεη long memory ζε πςειήο ζπρλόηεηαο δεδνκέλα 

ζπγθξίλνληαο πνηθίινπο ρξεκαηηζηεξηαθνύο δείθηεο θαη ζπλαιιαγκαηηθέο 

ηζνηηκίεο. Θέινληαο λα κειεηήζνπλ ηελ ύπαξμε long memory ζηε 

κεηαβιεηόηεηα ησλ ρξεκαηννηθνλνκηθώλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ 

ρξεζηκνπνηνύλ ελόο-ιεπηνύ δεδνκέλα από θνξεάηηθνπο δείθηεο από 1995 

κέρξη 2002 θαη από 1997 έσο 2004 αληίζηνηρα .Αθόκα ρξεζηκνπνηνύλ 5-

ιεπηώλ παξαηεξήζεηο ζε ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο γηα ην επξώ, ιίξα 

Αγγιίαο, Γηελ Ιαπσλίαο θαη άιια ζπλαιιάγκαηα. Γηα όια ηα δεδνκέλα ησλ 

αγνξώλ πνπ κειεηήζεθαλ δε βξέζεθε δπλαηό long memory ζηηο 

απνδόζεηο ησλ ζεηξώλ θαζώο εθηίζεηαη ζε γξήγνξε θζνξά ησλ 

απηνζπζρεηίζεσλ θαη νη ηηκέο ησλ Hurst Exponents δηαθπκαίλεηαη γύξσ 

από ην 0.5.΢ε αληίζεζε κε απηό βξέζεθε long memory ζηε δηαδηθαζία 

κεηαβιεηόηεηαο. Δπίζεο γίλεηαη πξνζπάζεηα λα βξεζνύλ νη πηζαλέο αηηίεο 

πνπ πξνθαινύλ ην long memory ρξεζηκνπνηώληαο δεδνκέλα, από 

Fractional Brownian Motion δηαδηθαζία, ηα νπνία θηιηξάξνληαη κε ΑR (1) 

κνληέια γηα ηελ απνκάθξπλζε ηνπ short term memory παξάγνληα, κε 

GARCH κνληέια γηα ηνλ Volatility Clustering παξάγνληα θαη κε FIGARCH 

κνληέια αληηθαηνπηξίδνληαο ηε long memory ηεο κεηαβιεηόηεηαο. 

Σνλίδνπλ όηη δελ απνκέλεη θαζόινπ long term memory όηαλ εμαθαλίδεηαη 

κε ηε ρξήζε FIGARCH  κνληέισλ. 

    Σέινο, ην θύξην ζπκπέξαζκα ηεο εξγαζίαο είλαη όηη ην long memory 

ζηηο δηαδηθαζίεο κεηαβιεηόηεηαο όηαλ ππάξρεη κπνξεί θπξίσο λα 

απνδνζεί ζην Volatility Clustering πνπ παξαηεξείηαη ζηηο 
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ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο. Οη ηηκέο ηνπ Hurst Exponents 

κεηώλνληαη (αλ θαη όρη ζην βαζκό πνπ κεηώλνληαη κε FIGARCH) όηαλ ηα 

long memory δεδνκέλα θηιηξάξνληαη κε GARCH κνληέια. 

 

Bentes, Menezes & Mendes (2008)  

    

    ΢ην άξζξν απηό κειεηάηαη ε κεηαβιεηόηεηα ησλ ρξεκαηηζηεξηαθώλ 

αγνξώλ θαη νη ιόγνη πνπ βξίζθνληαη πίζσ από ηηο κεηαβνιέο ησλ ηηκώλ, 

ην νπνίν έρεη παίμεη θεληξηθό ξόιν ζηε ρξεκαηννηθνλνκηθή ζεσξία. 

Παξαδνζηαθά ε long memory έρεη κειεηεζεί ρξεζηκνπνηώληαο IGARCH 

θαη FIGARCH κνληέια. ΢ηε κειέηε απηή κία λέα κέζνδν γηα ηελ εύξεζε 

ηεο long memory εηζάγεηαη. Η λέα απηή κέζνδνο βαζίδεηαη ζηελ έλλνηα 

ηεο εληξνπίαο. Παξνπζηάδνληαη  νη Shannon entropy, Renyi entropy θαη 

Tsallis entropy νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα πάλσ από έλαλ αηώλα 

ζηνλ ηνκέα ηεο θπζηθήο. Απηέο νη έλλνηεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

γηα λα εμεγεζεί ε ηάζε ηα θπζηθά θαηλόκελα λα εκθαλίδνληαη απόηνκα θαη 

ζηαδηαθά λα εμαθαλίδνληαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Φαίλεηαη όηη ε 

έλλνηα ηεο εληξνπίαο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε νπνηαδήπνηε 

επηζηήκε όπνπ κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ νη πηζαλόηεηεο. 

    Υξεζηκνπνηνύλ εκεξήζηα δεδνκέλα ηνπ S&P 500 ,Nasdaq 100 θαη 

Stoxx 50 δείθηεο, από ηνλ Ινύλην ηνπ 2002 έσο ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 

2007.΢πγθξίλνπλ ηα εκπεηξηθά επξήκαηα ηα νπνία πξνέξρνληαη από ηε 

κέζνδν ηεο εληξνπίαο. Δπίζεο,  ζπγθξίλνληαο ηε ρξήζε GARCH 

κνληέισλ, ην γεγνλόο όηη ην άζξνηζκα ησλ ζπληειεζηώλ ήηαλ ζρεδόλ ίζν 

κε ηε κνλάδα ζα κπνξνύζε λα ζπλεπάγεηαη ηελ ύπαξμε δπλαηήο κε 

γξακκηθήο εμάξηεζεο ζηηο απνδόζεηο ησλ ρξεκαηηζηεξηαθώλ δεηθηώλ. ΢ηε 

ζπλέρεηα εθηηκήζεθαλ IGARCH θαη FIGARCH κνληέια κε ηα πξώηα λα 

έρνπλ ηνπο πεξηζζόηεξνπο από ηνπο ζπληειεζηέο ζρεδόλ κεδέλ, αιιά κε 

ηα δεύηεξα (FIGARCH) λα επηδεηθλύνπλ ηελ ύπαξμε long memory. Σελ 

ίδηα θαηάιεμε γηα ηελ ύπαξμε long term ζηε δηαδηθαζία κεηαβιεηόηεηαο 

επεηεύρζε κε ηε κέζνδν ηεο εληξνπίαο. 
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Baillie και Morana (2009) 

 

    Οη ζπγγξαθείο εηζάγνπλ έλα λέν κνληέιν, κία πξνέθηαζε ηνπ ARFIMA, 

ην Adaptive ARFIMA κνληέιν ην νπνίν θαίλεηαη λα ηαηξηάδεη απόιπηα ζηε 

πεξηγξαθή ηνπ πιεζσξηζκνύ θαζώο θαη ζε άιιεο νηθνλνκηθέο 

ρξνλνινγηθέο ζεηξέο. Σν λέν κνληέιν Α- ARFIMA εκπεξηέρεη έλαλ 

εμαξηεκέλν σο πξνο ηνλ ρξόλν θαηλνηόκν όξν, ν νπνίνο αθνινπζεί ην 

γλσζηό Flexible Fourier Form (FFF).Σν A-ARFIMA θαίλεηαη λα είλαη ηθαλό 

ζηελ ελαζρόιεζε κε ησλ δηαθόξσλ κνξθώλ δηαθνπώλ (breaks) θαη κε 

ηελ αζπλέρεηα ησλ κέζσλ ησλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ. Δπίζεο, ην 

Adaptive ARFIMA κνληέιν όηαλ ζπκπιεξώλεηαη κε Conditional Variety 

κνληέια θαίλεηαη λα αληηπξνζσπεύεη θαιά ηηο G7 κεληαίεο CPI ζεηξέο 

πιεζσξηζκνύ. 

    Σα δεδνκέλα ηνπο απνηεινύληαη από ζεηξέο ηνπ πιεζσξηζκνύ ησλ G7 

από ηνλ Φεβξνπάξην ηνπ 1948 έσο ηνλ Φεβξνπάξην ηνπ 2006,ηεζζάξσλ 

πεξηόδσλ δείγκαηα κε 174 παξαηεξήζεηο ην θαζέλα. Ο Local Whittle 

εθηηκεηήο δείρλεη ηελ ύπαξμε ζηαηηζηηθά ζεκαληηθνύ d γηα ηηο 

πεξηζζόηεξεο από ηηο επηά ρώξεο θαη ηηο πεξηζζόηεξεο από ηηο ηέζζεξεηο 

πεξηόδνπο. Η κόλε εμαίξεζε είλαη γηα ηνλ Καλαδά θαη ηε Γαιιία ζηελ 

ηέηαξηε πεξίνδν ε νπνία ρξνλνινγείηαη από ην 1991 έσο ην 2006,όπνπ 

βξέζεθε κία Ι(0) δηαδηθαζία πιεζσξηζκνύ. 

    Σα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο δείρλνπλ ηελ ύπαξμε long memory θαη 

δηαξζξσηηθώλ αιιαγώλ όρη κόλν ζηε δπλακηθή ηνπ ππό ζπλζήθε κέζνπ 

(Conditional Mean) αιιά θαη ζηε δπλακηθή ηεο ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζεο 

ηνπ πιεζσξηζκνύ ησλ G7.Σέινο εξεπλώληαο γηα structural breaks θαη 

εηεξνζθεδαζηηθόηεηα, δελ έκεηλε θαλέλα ίρλνο κε γξακκηθόηεηαο ζηηο 

ζεηξέο ησλ πιεζσξηζκώλ. Ο κέζνο ηνπ πιεζσξηζκνύ βξέζεθε αξθεηά 

κηθξόηεξνο από απηνύο πνπ βξίζθνληαλ λσξίηεξα ζηε βηβιηνγξαθία, κε 

ην d λα παίξλεη ηηκέο ρακειόηεξεο από 0.20 γηα ηηο πεξηζζόηεξεο ζεηξέο. 

 

Caporale and Alana (2010) 

     

    Δμεηάδνπλ ηελ ύπαξμε long memory ζηα κνληέια ζηνραζηηθήο 

κεηαβιεηόηεηαο ησλ Harvey (1998) θαη Breidt (1998) ρξεζηκνπνηώληαο 
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ηνλ Gaussian εκη-παξακεηξηθό ή ηνλ Whittle εθηηκεηή ηεο παξακέηξνπ d 

(Robinson 1995) ελώ θάλνπλ θαη κία ηζηνξηθή αλαδξνκή ζηε βηβιηνγξαθία 

θαη παξνπζίαζε ηνπ ARFIMA κνληέινπ. ΢ε πξόζθαηε έξεπλά ηνπ ν 

Arteche (2004) δείρλεη όηη ν εθηηκεηήο είλαη ζπλεπήο θαη αζπκπησηηθά 

θαλνληθόο ζην πιαίζην ηέηνησλ κνληέισλ. 

    Σα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηνύλ είλαη εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο γηα 

ηνλ δείθηε NASDAQ-100 γηα ρξνληθή πεξίνδν από ηνλ Ιαλνπάξην ηνπ 

2001 έσο ηνλ Φεβξνπάξην ηνπ 2004 θαη ε αλάιπζε πξνζαξκόδεηαη ζηηο 

κεηακνξθσκέλεο ζεηξέο 𝑦𝑡 = log𝑥𝑡
2.Ο NASDAQ-100 πεξηιακβάλεη ηηο 

εθαηό κεγαιύηεξεο κε ρξεκαηννηθνλνκηθέο εγρώξηεο θαη δηεζλείο εηαηξείεο 

ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηώλ Ακεξηθήο. Σα απνηειέζκαηα δείρλνπλ όηη ε 

δηαδηθαζία κεηαβιεηόηεηαο ραξαθηεξίδεηαη από long memory, κε ηελ 

παξάκεηξν d λα εθηηκάηαη κεηαμύ ησλ ηηκώλ 0.3 θαη 0.5 (αξθεηά κηθξόηεξε 

ηεο κνλάδαο), γεγνλόο πνπ ππνδεηθλύεη ηελ επηζηξνθή ζην κέζν ηεο 

ζεηξάο (mean reverting), κε ηελ επίδξαζε ελόο ζνθ λα εμαθαλίδεηαη πνιύ 

αξγά.  

    Έλα κεηνλέθηεκα απηήο ηεο κεζόδνπ, ζύκθσλα κε ηνλ ζπγγξαθέα, 

ίζσο είλαη ε ρξήζε εκηπαξακεηξηθήο κεζόδνπ ρσξίο λα ιακβάλνληαη 

ππόςε νη short-run δπλακηθέο ησλ ζεηξώλ. Αλαθέξνπλ όκσο όηη ε ρξήζε 

παξακεηξηθώλ δηαδηθαζηώλ είλαη δύζθνιν λα εθαξκνζηνύλ εμαηηίαο ηεο 

ύπαξμεο δηαθνξεηηθώλ ηηκώλ ζηα ζθάικαηα ησλ εμηζώζεσλ ηνπ κέζνπ 

θαη ηεο ινγαξηζκηθήο κεηαβιεηόηεηαο.     

  

Δθαρμοζμένη Βιβλιογραθία      

 

    Σέινο, ζηελ αλαζθόπεζε απηή  ζα ήζεια λα αλαθέξσ θαη κεξηθέο 

εθαξκνζκέλεο κειέηεο  θαηαμησκέλσλ εξεπλεηώλ δίλνληαο βαξύηεηα ζηηο 

ζεηξέο πνπ κειέηεζαλ θαη ζηελ ύπαξμε long memory ζε απηέο παξά ζηε 

κέζνδν, ζηα κνληέια πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ θαη ζε πνηα θξάηε 

αλαθέξνληαλ νη ζεηξέο απηέο. 

    Οη Shea (1991)  θαη Backos θαη Zin (1977) βξίζθνπλ long memory ζε 

ζεηξέο επηηνθίσλ. Σν 1993 νη Ding, Granger, Engle θαη νη Breidt, Crato θαη 

Lima βξίζθνπλ long memory ζηε ζηνραζηηθή κεηαβιεηόηεηα ησλ 

απνδόζεσλ ησλ κεηνρώλ, ελώ ν Harvey (1993) ζηηο ζπλαιιαγκαηηθέο 
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ηζνηηκίεο. Οη Baillie, Chung θαη Tieslau (1995) παίξλνληαο σο δεδνκέλα 

ηνπο κεληαίνπο δείθηεο CPI (Consumer Price Index) ησλ G7 ρσξώλ 

βξίζθνπλ, κε ARFIMA, όηη νη κεηαβνιέο ηνπ, πνπ είλαη ν πιεζσξηζκόο, 

ραξαθηεξίδνληαη από long memory. Δπίζεο, ηνλ πιεζσξηζκό κειέηεζαλ 

θαη νη Hassler θαη Wolters (1995) βξίζθνληαο θαη απηνί long memory.O 

Wright (1996) εξεπλά ηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ δεθαεπηά αλαδπόκελσλ 

αγνξώλ θαη βξίζθεη όηη νη επηά από απηέο είραλ απνηειέζκαηα πνπ 

ζπκθσλνύζαλ κε ην κνληέιν long memory πνπ ρξεζηκνπνίεζε, 

ηνλίδνληαο όηη ε ύπαξμε long memory έρεη ζρέζε κε ηε  

απνηειεζκαηηθόηεηα ηεο αγνξάο ε νπνία κειεηάηαη. ΢ε ζπλέρεηα, νη 

Barkoulas, Baum θαη Travlos (2000) βξίζθνπλ long memory ζηνλ γεληθό 

δείθηε ηνπ ειιεληθνύ ρξεκαηηζηεξίνπ, ππνζηεξίδνληαο όηη απηό νθείιεηαη 

ζην ραξαθηεξηζηηθό ηεο αλαδπόκελεο αγνξάο θαη ίζσο λα κε ζπλέβαηλε 

ζε κία αληαγσληζηηθή νηθνλνκία. Δπίζεο, ν Olan Henry (2002) 

ρξεζηκνπνηεί ARFIMA  δηαδηθαζία ζηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ θαη 

δείρλεη όηη δελ ππάξρεη long memory ζηηο αγνξέο ησλ UK, USA, Hong 

Kong, Singapore, Australia ελώ βξίζθεη ζηνηρεία long memory ζηηο 

απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ ζηηο αγνξέο ησλ Japan, Germany, South Korea 

θαη Taiwan.Σέινο, ν  Shu Quan Lu (2008) εμεηάδεη ηnλ SSE‟s 

απνηειεζκαηηθόηεηα ηεο αγνξάο ζηελ Κίλα θαη βξίζθεη ζεκαληηθά ζηνηρεία 

long memory ζηηο απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ ηνπ SSE Component Index, 

ηνλίδνληαο όηη νη απνδόζεηο ησλ κεηνρώλ επεξεάδνληαη από ην παξειζόλ 

ην νπνίν δείρλεη, ζύκθσλα κε ηνλ Lu, όηη δελ πξόθεηηαη γηα κία 

απνηειεζκαηηθή αγνξά. 

         Βιέπνπκε ινηπόλ ηε ζεκαληηθόηεηα ηεο ύπαξμεο long memory όρη 

κόλν ζηε ρξεζηκόηεηα ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ απηνύ ζηελ απνηίκεζε 

παξαγώγσλ πξντόλησλ (ζηε δηαρείξηζε ραξηνθπιαθίνπ) θαη ζηελ 

αληηζηάζκηζε θηλδύλνπ, αιιά ζε κία γεληθόηεξε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε 

ησλ αγνξώλ ε νπνία ρξεζηκεύεη ζηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ 

ζπκπεξαζκάησλ ζε ζέκαηα επελδύζεσλ θαη ζηελ άζθεζε νηθνλνκηθήο 

θαη λνκηζκαηηθήο πνιηηηθήο.              

 

 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
27 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 - FRACTIONAL INTEGRATION KAI ΢ΣΑ΢ΙΜΟΣΗΣΑ 
 

Δνόηηηα 2.1 - Υρηζιμόηηηα ηης fractional integration παραμέηροσ 

 
    Πνιιέο νηθνλνκηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο 

εκπεξηέρνπλ ζεκαληηθά ζηνηρεία κε ζηαζηκόηεηαο θαη πνιιέο έξεπλεο 

έρνπλ γίλεη ζρεηηθά κε ηελ θαηαιιειόηεηα ησλ I(1) ή ησλ unit root 

κνληέισλ γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ παξαπάλσ γλήζησλ ζεηξώλ κε ηα 

γλσζηά ζηάζηκεο ηάμεο κνληέια, όπνπ νη αξρηθέο ζεηξέο πεξηγξάθνληαη 

ζαλ I(0) δηαδηθαζίεο ζπλ έλα ληεηεξκηληζηηθό θνκκάηη.    

    ΢ηε κνληεινπνίεζε ηεο long memory είλαη ρξήζηκν θαη ζεκαληηθό λα 

γλσξίδνπκε ην βαζκό δηαθνξνπνίεζεο d (order of integration d).Απηή ηελ 

άπνςε, ηεο ρξεζηκόηεηαο ηνπ βαζκνύ ηνπ d έξρνληαη λα ζεκειηώζνπλ νη 

γλσζηέο Spurious ή Nonsense regressions. 

    Έζησ Xt , Yt δύν ρξνλνινγηθέο ζεηξέο έζησ κε Xt~I(1) θαη Yt~I(1) νη 

νπνίεο είλαη αλεμάξηεηεο ηόηε Yt = α0 + α1Xt + Ut, κε  ην εθηηκώκελν 

coefficient α1 λα είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθό θαη Ut~I(0) . 

    Αλ ηξέμνπκε κηα παιηλδξόκεζε αλάκεζα ζε δπν αλεμάξηεηεο κε 

ζηάζηκεο ρξνληθέο ζεηξέο ζα βξνύκε απνθιίλνπζεο ηηκέο t-ratios καδί κε 

πςειέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή πνιιαπιήο ζπζρέηηζεο R2, έλαλ 

δηνξζσκέλν ζπληειεζηή JP θαη εμαηξεηηθά ρακειή ηηκή γηα ην ζηαηηζηηθό 

Durbin-Watson (DW). Απηό είλαη ην γλσζηό spurious regressions 

πξόβιεκα. Οη Granger θαη Νewbold (1974, 1986) κέζσ πξνζνκνηώζεσλ 

θαη Phillips (1986,1998) αλαιπηηθόηεξα, εξεύλεζαλ πσο απηά ηα 

επξήκαηα ηζρύνπλ ζηελ πεξίπησζε όπνπ κηα ηέηνηα spurious ή nonsense 

παιηλδξόκεζε απνηειείηαη από Ι(1) δηαδηθαζίεο. 

    Πξόζθαηα, είλαη επξέσο γλσζηό όηη απηέο νη ραιθεπκέλεο 

ραξαθηεξηζηηθέο ηάζεηο δελ ηζρύνπλ κόλν γηα αλεμάξηεηεο Ι(1) δηαδηθαζίεο 

αιιά θαη γηα πςειόηεξεο ηάζεο (d) integrated δηαδηθαζίεο (Haldrup,1994 

Marmol,1995), κε ζηάζηκεο fractional integrated δηαδηθαζίεο (Tsay and 

Chung,1995 Cappucio θαη Lubian,1997 Marmol, 1998) ή ζηνραζηηθέο unit 

root δηαδηθαζίεο (Granger θαη Swanson, 1997). 
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    ΢πλήζσο αλαθέξνληαη δπν ηύπνη ζθαικάησλ ζε spurious regressions. 

Ο πξώηνο ηύπνο I (Type I) ζθάικαηνο αλαθέξεηαη ζηελ απόξξηςε ηεο 

αιεζηλήο ππόζεζεο θαη ν ηύπνο ΙΙ (Type II) αλαθέξεηαη ζηελ απνδνρή ηεο 

ιαλζαζκέλεο ππόζεζεο ή ν ηύπνο I spurious regression ζηελ απόξξηςε 

ηεο αιεζηλήο ζρέζεο ησλ ρξνληθώλ ζεηξώλ ελώ ν ηύπνο ΙΙ ζηελ απνδνρή 

ηεο ςεπδνύο ζρέζεο. 

    Όζνλ αθνξά απηή ηελ νπηηθή γσλία είλαη πνιύ ζεκαληηθό λα 

γλσξίδνπκε ηελ ηάμε ηνπ integration δηαθνξνπνηώληαο ηηο ρξνληθέο 

ζεηξέο, γηα λα ηηο θάλσ ζηάζηκεο ίζσο ραζεί ε long-term πιεξνθνξία πνπ 

εκπεξηέρεηαη ζε απηέο θαη ε νπνία είλαη πνιύ ζεκαληηθή βγάδνληαο 

ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηε ζπκπεξηθνξά ησλ ρξνληθώλ ζεηξώλ. 

Υαξαθηεξηζηηθά ν Sargan (1964) εηζήγαγε ηνλ κεραληζκό δηόξζσζεο 

ζθάικαηνο (error correction mechanism) γηα λα δηαηεξήζεη ηε long-term 

πιεξνθνξία ε νπνία εκπεξηέρεηαη ζηα επίπεδα ησλ κεηαβιεηώλ θαη ηελ 

ίδηα ζηηγκή λα απνθύγεη ηηο spurious regressions. Απηή ε κειέηε 

εμειίρζεθε θαη από άιινπο Βξεηαλνύο νηθνλνκέηξεο, όπσο ν Hendry 

(2000). 

    Δπίζεο ζύκθσλα κε ηελ έξεπλα ησλ Tsay θαη Chung(2000) όηαλ 

παιηλδξνκνύλ κηα long memory fractional integrated δηαδηθαζία ζε κηα 

άιιε κε ζπζρεηηζκέλε long memory fractional integrated δηαδηθαζία, 

ρσξίο λα έρεη ζεκαζία αλ νη δηαδηθαζίεο είλαη ζηάζηκεο ή όρη, όζν νη ηάμεηο 

ηνπ integration ζπγθεληξώλνληαη ζε κηα ηηκή κεγαιύηεξε ηνπ 0.5, ηα 

αληίζηνηρα t-ratios γίλνληαη απνθιίλνληα θαη πιαζηά (spurious). Σα 

επξήκαηά ηνπο ππνδεηθλύνπλ όηη απηό είλαη long memory, παξά κε 

ζηαζηκόηεηα ή έιιεηςε εξγνδηθόηεηαο, πνπ πξνθαιεί ςεύηηθα (spurious) 

απνηειέζκαηα. Χο απνηέιεζκα, πιαζηά απνηειέζκαηα κπνξεί λα 

ππάξρνπλ πην ζπρλά από όηη πηζηεύακε πξνεγνπκέλσο όπσο κπνξεί  λα 

πξνθύςεη αθόκα θαη κεηαμύ ζηάζηκσλ ρξνληθώλ ζεηξώλ, ελώ ε 

ζπλεζηζκέλε δηαδηθαζία πξώησλ δηαθνξώλ ίζσο λα κελ κπνξεί λα 

εμαιείςεη εληειώο ηα spurious απνηειέζκαηα όηαλ ηα δεδνκέλα δηαζέηνπλ 

ηζρπξή καθξά κλήκε. 

    Σέινο, δεδνκέλνπ όηη νη πεξηζζόηεξεο ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνληθέο 

ζεηξέο είλαη κε ζηάζηκεο, ρξεζηκνπνηώληαο πξώηεο δηαθνξέο ίζσο λα κελ 
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κπνξέζνπκε λα εμαιείςνπκε πιήξσο ηα spurious effects αλ ηα δεδνκέλα 

καο δελ είλαη κόλν κε ζηάζηκα αιιά κε δπλαηή long memory. 

Δπηπξνζζέησο, κηα πξνεηδνπνίεζε ζηα nonsense regressions είλαη όηη ε 

ύπαξμε ζεκαληηθώλ ζπζρεηηζκέλσλ ζθαικάησλ αθπξώλνπλ ηηο 

ζπκβαηηθέο δηαδηθαζίεο ησλ ζπκπεξαζκάησλ ζηηο παιηλδξνκήζεηο. 

 

Δνόηηηα 2.2 – ΢ηαζιμόηηηα και μη ζηαζιμόηηηα ηύποσ Unit Root 

 

    Όζνλ αθνξά ηε ζηαζηκόηεηα έζησ κία ρξνλνινγηθή ζεηξά ε νπνία είλαη 

έλα ζύλνιν παξαηεξήζεσλ y1,y2,……yt κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Τ, θάζε 

κία από ηηο νπνίεο ιακβάλεηαη ηε ρξνληθή ζηηγκή t θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί 

σο ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο παξαηεξήζεσλ. 

    Η ύπαξμε ζηαζηκόηεηαο ζηηο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο έρεη πξόζθαηα 

πξνζειθύζεη έλα αμηνζεκείσην όγθν εξγαζηώλ ζηελ νηθνλνκηθή θαη 

ζηαηηζηηθή επηζηήκε ιόγσ ηεο θξηζηκόηεηάο ηεο ζηε κνληεινπνίεζε , ζηε 

δεκηνπξγία πξνβιέςεσλ αιιά θαη γεληθόηεξα ζηε ζηαηηζηηθή αλάιπζε 

ησλ ζεηξώλ απηώλ. Δπίζεο έρεη επηθξαηήζεη ε άπνςε όηη νη πεξηζζόηεξεο 

νηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο ραξαθηεξίδνληαη από ζηνραζηηθή παξά 

από ληεηεξκηληζηηθή κε ζηαζηκόηεηα. 

    Η θξηζηκόηεηα ζηελ ύπαξμε ζηαζηκόηεηαο ζε κηα ρξνλνινγηθή ζεηξά 

έγθεηηαη ζην όηη ζε κηα ζηάζηκε ζεηξά είλαη επθνιόηεξν λα θάλνπκε 

πξνβιέςεηο. Απιά πξνβιέπνπκε όηη νη ζηαηηζηηθέο ηδηόηεηεο (κέζε ηηκή, 

δηαθύκαλζε, απηνζπζρέηηζε θ.η.ι) ζα είλαη ζρεδόλ ίδηεο ζην κέιινλ, όπσο 

ήηαλ ζην παξειζόλ. Οη πξνβιέςεηο  γηα ηηο ζηάζηκεο ζεηξέο κπνξεί ζηε 

ζπλέρεηα λα είλαη «κε αλαζηξέςηκεο», αληηζηξέθνληαο νπνηνλδήπνηε 

καζεκαηηθό ζρεκαηηζκό είρε ρξεζηκνπνηεζεί ζην παξειζόλ γηα λα 

επηηύρεη πξνβιέςεηο γηα ηε αξρηθή ζεηξά. Έηζη βξίζθνληαο ηελ αθνινπζία 

ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα κεηαηξέςνπκε ηελ ζεηξά ζε 

ζηάζηκε ζπρλά πξνζθέξεη ζεκαληηθά ζηνηρεία ζηελ έξεπλα γηα ηελ 

επηινγή ελόο θαηάιιεινπ κνληέινπ πξόβιεςεο. 

    Έλαο άιινο ιόγνο γηα λα πξνζπαζήζνπκε λα θάλνπκε ζηάζηκε κηα 

ρξνλνινγηθή ζεηξά είλαη γηα λα είκαζηε ζε ζέζε λα απνθηήζνπκε ρξήζηκα 

ζηαηηζηηθά ζηνηρεία, όπσο ε κέζε ηηκή, ε δηαθύκαλζε, ζπζρέηηζε κε άιιεο 
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κεηαβιεηέο θ.α. Οη πεξηγξαθέο απηέο είλαη πνιύ ρξήζηκεο σο πεξηγξαθή 

ηεο κειινληηθήο ζπκπεξηθνξάο κόλν αλ ε ζεηξά κνπ είλαη ζηάζηκε. 

    ΢ηάζηκε ρξνλνινγηθή ζεηξά, έζησ Yt , είλαη εθείλε ηεο νπνίαο νη 

ζηαηηζηηθέο ηδηόηεηεο , όπσο κέζε ηηκή, δηαζπνξά, απηνζπζρέηηζε θ.η.ι 

είλαη ζηαζεξέο ζηε δηάξθεηα ηνπ ρξόλνπ ή δελ εμαξηώληαη από ηνλ ρξόλν t    

 

E Yt = κ  ( ζηαζεξή) 

 

ε νπνία θαιείηαη θαη ζηάζηκε πξώηεο ηάμεο. 

Δπίζεο ζηάζηκε δεύηεξεο ηάμεο ή αζζελήο ζηαζηκόηεηα θαιείηαη όηαλ 

ηζρύνπλ: 

Δ Yt = κ                                  (ζηαζεξή κέζε ηηκή)                                                                               

Var Yt = ζ2                                 (ζηαζεξή δηαθύκαλζε)                                                      

Cov(YE , Xt+s) = f(S) (είλαη ζπλάξηεζε ηεο απόζηαζεο S) 

 

Δίλαη πξνθαλέο όηη όηαλ κηα ρξνλνινγηθή ζεηξά είλαη ζηάζηκε δεύηεξεο 

ηάμεο ζα είλαη θαη ζηάζηκε πξώηεο ηάμεο, ελώ ην αληίζεην δελ ηζρύεη. 

Παξάδεηγκα γξαθήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο (ζρεδόλ ίδηα δηαθύκαλζε) : 
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Δλώ ην παξαθάησ δηάγξακκα είλαη έλα παξάδεηγκα ζηαζηκόηεηαο 

πξώηεο ηάμεο(ε δηαθύκαλζε αιιάδεη κεηά από κία ρξνληθή ζηηγκή) : 

 

      

Γηαηζζεηηθά ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο Yt δηαθπκαίλεηαη γύξσ από κηα 

επζεία γξακκή παξάιιειε ζηνλ νξηδόληην άμνλα. Δπίζεο νη 

παξαηεξήζεηο επηζηξέθνπλ γξήγνξα ζηε κέζε ηηκή (mean reverting) πνπ 

καο δείρλεη ηνλ βαζκό εμάξηεζήο ηνπο (γξήγνξε επηζηξνθή ζην κέζν 

ζεκαίλεη όηη έρνπκε αλεμαξηεζία ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε ηηκή ηεο 

κεηαβιεηήο). 

    ΢ηηο κε ζηάζηκεο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο ε νηθνλνκεηξηθή αλάιπζε πξέπεη 

λα γίλεηαη κε κεγάιε πξνζνρή γηαηί πνιιέο από ηηο ππνζέζεηο πνπ 

ηεξνύληαη ζηηο ζηάζηκεο ρξνλνζεηξέο παξαβηάδνληαη. ΢ηε καθξννηθνλνκία 

απηό είλαη πνιύ ζεκαληηθό γηαηί νη πεξηζζόηεξεο από ηηο πεξηζζόηεξν 

παξαηεξήζηκεο ρξνλνζεηξέο δελ θαίλνληαη λα ραξαθηεξίδνληαη σο 

ζηάζηκεο δηαδηθαζίεο. Η ύπαξμε κνλαδηαίαο ξίδαο (unit root) ζεκειησδώο 

αιιάδεη ηηο ηδηόηεηεο ησλ ρξνλνζεηξώλ θαη ηα ζπλήζε εξγαιεία δελ είλαη 

πιένλ εθαξκόζηκα. 

    Τπάξρνπλ πνιιά είδε κε ζηαζηκόηεηαο αιιά εκείο ζα επηθεληξώζνπκε 

ζηε κε ζηαζηκόηεηα ηύπνπ unit root ην πην απιό παξάδεηγκα κηαο 
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δηαδηθαζίαο κε κνλαδηαία ξίδα είλαη ν ηπραίνο πεξίπαηνο, δειαδή 

Yt = Yt−1 + εt  , εt ~N(0,1) θάζε παξαηήξεζε εμαξηάηαη από ην ρξόλν t. 

 

 

Γξάθεκα γεληθνύ δείθηε ρξεκαηηζηεξίνπ Αζελώλ (GRAGENL) εκεξεζίσλ 

δεδνκέλσλ από 03.01.2000 έσο 29.09.2010 (Με ζηάζηκε ηύπνπ Unit 

Root). 

 

΢εκεηώζηε από ην ζρεδηάγξακκα, όηη ν ηπραίνο πεξίπαηνο 

«πεξηπιαλάηαη» απζαίξεηα πάλσ θαη θάησ ρσξίο θακία πξνζέιθπζε. Μηα 

unit root δηαδηθαζία θαίλεηαη λα είλαη κηα θαιή πεξηγξαθή ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ησλ πξαγκαηηθώλ ρξνλνζεηξώλ ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο 

θαη ε πην ζεκαληηθή πνιππινθόηεηα ζε κηα unit root δηαδηθαζία είλαη όηη 

δελ εθαξκόδνληαη ηα LLT(Law of Large Number) θαη GIT(θεληξηθό νξηαθό 

ζεώξεκα).΢πλήζσο νη ηηκέο ησλ κεηνρώλ είλαη κε ζηάζηκεο, ελώ νη 

απνδόζεηο ηνπο θαηά θαλόλα είλαη ζηάζηκεο. Μηα δηαδηθαζία πνπ έρεη 

κνλαδηαία ξίδα θαιείηαη integrated of order one θαη ζπκβνιίδεηαη κε Ι(1). 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 – LONG MEMORY IN MEAN 
 

Δνόηηηα 3.1 - ARFIMA διαδικαζία 
 

   Αθνύ παξνπζηάζακε αλαιπηηθά ηελ έλλνηα ηεο ζηαζηκόηεηαο ζε κία 

ρξνλνινγηθή ζεηξά ζα αλαπηύμνπκε ην ARFIMA κνληέιν, κε ην νπνίν 

κπνξνύκε λα κνληεινπνηήζνπκε ηε long memory in mean παξάκεηξν. Οη 

ARFIMA (Auto Regressive Fractional Integration Moving Average)  

δηαδηθαζίεο έγηλαλ δεκνθηιήο εμαηηίαο ηεο ρξεζηκόηεηαο γηα κε αθέξαην d 

θαη έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί θαηά θόξνλ ζηε κνληεινπνίεζε ηεο long 

memory in mean παξακέηξνπ. Δπίζεο έρνπλ ηελ ηθαλόηεηα λα 

απνηππώλνπλ ηα θαιά ραξαθηεξηζηηθά ησλ long-term ηδηνηήησλ ζε 

πνιιέο νηθνλνκηθέο θαη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο. Δίλαη αθόκα πνιύ 

ρξήζηκα ζηε κνληεινπνίεζε πνιπκεηαβιεηώλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ, 

δηόηη κπνξνύλ λα ζπιιάβνπλ κεγάιν αξηζκό long-term ζρέζεσλ 

ηζνξξνπίαο κεηαμύ νηθνλνκηθώλ κεηαβιεηώλ ζε ζρέζε κε ηα 

παξαδνζηαθά ARIMA (p,d,q) κνληέια, ηάμεο p,q θαη d ε ηάμε ηεο 

“Fractional Integration” παξακέηξνπ. Μία ARFIMA ( p,d,q) δηαδηθαζία 

απνηειείηαη από δύν όξνπο:  

 

AR(p) : Autoregressive of order p θαη 

MV (q) : Moving average of order q, 

 

όπσο έλα  ARIMA (p,d,q), αιιά όρη κε αθέξαην d, γηα απηό θαη ν όξνο FI: 

Fractional Integrated. 

Φαίλεηαη όηη νη πξώηνη πνπ εηζήγαγαλ δηαδηθαζίεο ηέηνηνπ ηύπνπ είλαη νη 

Granger and Joyeux (1980),Granger(1980,1981) θαη Hosking (1981) . 

     Θα ήηαλ ρξήζηκν λα αλαθέξνπκε αλαιπηηθά ην ARFIMA κνληέιν 

μεθηλώληαο από ηνλ θάζε όξν ηνπ ρσξηζηά (AR,ARIMA) θαη κεηά λα ην 

αλαθέξνπκε αλαιπηηθά. 
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    Έζησ Xt , t ∈ Z είλαη κηα zero mean ζηνραζηηθή  δηαδηθαζία .Μηα 

“ζρεδόλ” γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ δηαδνρηθώλ παξαηεξήζεσλ κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί από έλα autoregressive model ηνπ ηύπνπ : 

 

                                      Xt = θΥη−1 + Ut,                                                 (4) 

 

όπνπ Ut , t ∈ Z , είλαη zero mean white noise. 

Μηα ζηάζηκε δηαδηθαζία  Xt  , t ∈ Z πνπ ηθαλνπνηεί απηή ηελ πξώηεο ηάμεο 

δηαθνξηθή εμίζσζε θαιείηαη: first order autoregressive process (AR(1) 

process). 

Αληηθαζηζηώληαο θXt−2 + Ut−1 γηα Xt−1 , θXt−3 + Ut−2 

Γηα Xt−2,… καο δίλεη : 

Xt = θXt−1 + Ut = θ θXt−2 + ut−1 + Ut  

= θ2Xt−2 + θUt−1 + Ut  

= θ2 θXt−3 + Ut−2 + θut−1 + Ut  

= θ3Xt−3 + θ2Ut−2 + θut−1 + Ut   

= θK Xt−K +  θj

K−1

j=0

Ut−j                                                                 (5) 
 

 

                               ,                                                

Αλ ην Κ είλαη κεγάιν θαη  θ < 1, ηόηε ην πξώην κέξνο απηήο ηεο 

έθθξαζεο είλαη ακειεηέν, ηζνδύλακα 

Xt =  θj

∞

j=0

Ut−j 
 

(6) 

 

 Όζνλ αθνξά ηελ απηνζπζρέηηζε κηαο AR(1) δηαδηθαζίαο : 

Τπνζέηνπκε όηη  θ < 1, ηόηε ε ιύζε 

Xt =  θj

∞

j=0

Ut−j 

ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Xt = θXt−1 + Ut είλαη ζηάζηκε επεηδή  

E Xt = E  θj

∞

j=o

Ut−j =  θj

∞

j=0

E ut−j =  θj

∞

j=0

 0 = 0, 
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Var Xt =  (θ
j)2 Var Ut−j =  (θ

2)j  ζ2

∞

j=0

∞

j=0

 
 

= ζ2  (θ
2)j =

ζ2

1 − θ2

∞

j=0

 
 

(7) 

 

θαη Cor Xt  , Xt−K =. . . =
θ Κ ζ2

1−θ2  δελ εμαξηώληαη απ‟ ηνλ ρξόλν t . 

  Υξεζηκνπνηώληαο ην lag operator: L κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ 

εμίζσζε: 

Xt = θXt−1 + Ut  ζαλ L0 Xt = θL Xt + Ut  ή L0 Xt − θL Xt = Ut. 

Η ηειεπηαία κπνξεί λα γξαθηεί ζαλ: L0 − θL  Xt = Ut, ή  

 

                                           1 − θL Xt = Ut                                              (8) 

θαη ε εμίζσζε: 

Xt =  θjUt−j

∞

j=0

 
 

ζαλ Xt =  θj

∞

j=0

 Lj 𝑈t  ή Xt = ( θj)(𝑈t)

∞

j=0

 
 

ή Xt =   (θL)j

∞

j=0

  𝑈t  

 

(9) 

 

΢πγθξίλνληαο ηηο (5) θαη (6) έρσ όηη ν όξνο  (θL)j είλαη ν αληίζηξνθνο 

όξνο ηνπ 1- θL θαη γεληθόηεξα, ν lag operator αθνινπζεί ηνπο 

ζπλεζηζκέλνπο αιγεβξηθνύο θαλόλεο. Έηζη έρνπκε: 

(1 − θL)−1 =  (θL)j

∞

j=0

 ή 
1

1 − θL
=  (θL)j

∞

j=0

 
 

(10) 

 

     Η θιάζε ησλ ARMA κνληέισλ βαζίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ε 

ππνθείκελε πξνο κειέηε δηαδηθαζία είλαη αζζελώο ζηάζηκε, ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη όηη ε κέζε ηηκή, ε δηαθύκαλζε θαη νη απηνζπζρεηίζεηο δελ 

εμαξηώληαη από ην ρξόλν. Σν γεγνλόο απηό είλαη αξθεηά πεξηνξηζηηθό σο 

πξνο απηέο ηηο παξακέηξνπο ησλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ. Οη πεξηζζόηεξεο 
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,όκσο, ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνινγηθέο ζεηξέο δελ είλαη ζηάζηκεο αιιά 

έρνπλ ηε ηάζε λα εκθαλίδνπλ κεηαβαιιόκελε κέζε ηηκή θαη/ή δηαθύκαλζε 

ζε ζρέζε κε ην ρξόλν.        

Μηα ζηάζηκε δηαδηθαζία Xt,∈ Z ,ηθαλνπνηεί ηελ p ′th ηάμεο δηαθνξηθή 

εμίζσζε: 

 

Xt = φ1Xt−1 + … + φpXt−p + Ut (11) 

 

Όπνπ U είλαη zero-mean white noise  θαη θ
p
≠ 0 , θαιείηαη κηα 

autoregressive process of order p (AR(p)process). 

Μηα ζηάζηκε δηαδηθαζία Xt ηθαλνπνηεί ηελ  

Xt = φ1Χt−1 +  … + φpXt−p + Ut + θ1Ut−1 +  … + θq Ut−q  ,όπνπ U είλαη κηα 

zero-mean white noise , θ
p
≠ 0 θαη ζq ≠ 0, θαιείηαη έλα autoregressive 

moving average process ηάμεο (p,q) (ARMA (p,q)process). 

Η εμίζσζε 

                Xt = θ
1

Xt−1 +  … + θ
p
Υt−p + Ut + ζ1Ut−1 +  … + ζq Ut−q  ,             

κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο 

Xt − θ
1
Υt−1 − …− θ

p
Xt−p = utζ1ut−1 +  … + ζqut−q 

 

(12) 

ή σο  1 − θ
1
L − … − θpL

p  Xt =  1 + ζ1L +  … + ζqL
q  ut  , (13) 

     

Μηα ARMA (p,0) δηαδηθαζία είλαη κία AR(p) δηαδηθαζία. Μία ARMA (0,q) 

θαιείηαη moving average q (MA(q)δηαδηθαζία). 

Μηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία X θαιείηαη autoregressive integrated moving 

average process of order (p,d,q) αλ νη d‟th δηαθνξέο ηεο είλαη κηα ARMA 

(p,q) δηαδηθαζία: 

 

 1 − θ
1
L − … − θpL

p   Γ
d
Xt =  1 + ζ1L +  … + ζqL

q  ut  , (14) 

 

    Γηα λα εξεπλήζνπλ ηελ ύπαξμε ηζρπξήο κλήκεο (long memory) ζηνλ 

κέζν νη  Granger θαη Joyeux (1980) θαη ν  Hosking (1981) δεκηνύξγεζαλ 

ρσξηζηά ηελ ARFIMA δηαδηθαζία ελώ αηηηνινγήζεθε ζεσξεηηθά ζην 
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ζύλνιό ηεο από ηνλ Robinson (1978) ,Granger (1980) θαη κειεηήζεθε 

από ηελ νπηηθή γσλία ηεο δηάξθεηαο ησλ ζνθ από ηνλ Parke (1999). 

    Μία ARIMA (p,d,q) δηαδηθαζία κπνξεί λα γεληθεπζεί επηηξέπνληαο ην 

βαζκό ησλ δηαθνξώλ d, λα είλαη κε αθέξαηνο αξηζκόο. Κιαζκαηηθέο ή κε 

αθέξαηεο δηαθνξέο κπνξνύλ λα θαζνξηζηνύλ απ‟ ηελ επέθηαζε ηεο 

ζ1 2 = (1 − 2)d γύξσ απ′ην 0: 

h(𝟐 ) = h(0) + h′(0)2 + h′′(0)

2
2

2
+ h′′′(0)

2
3

3
+  … 

= 1 − d2 + d d − 1 
2

2

2
−  d − 1  d − 2 

2
3

3
+  … 

Ο fractional differencing operator Γ
d = (1 − L)dκπνξεί λα εθθξαζηεί: 

 

(1 − L)d = 1 − dL +
d d − 1 L2

2
−

d d − 1 (d − 2)L
3

3
+  … 

 

(15) 

 

Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία Υ θαιείηαη κηα autoregressive fractionally 

integrated moving average δηαδηθαζία ARFIMA (p,d,q) δηαδηθαζία αλ ε 

θιαζκαηηθή δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη κία ARMA δηαδηθαζία: 

 1 − θ
1
L − …− θpL

p  Γd
Xt =  1 + ζ1L +  … + ζqL

q  εt , 

 

 

Φ(L) 1 − L d  Xt = Θ(L) εt  , εt~ 0, σε
2 , (16) 

 

με Φ L = 1 −  ΦjL
j , θ L = 1 −  θjL

j  ∞
j=1

s
j=1  white noise. 

    Όζνλ αθνξά ηελ εθηίκεζε ηνπ  long memory parameter όηαλ 

κνληεινπνηνύκε κία I(0) δηαδηθαζία κε ARFIMA , παξνπζηάδνπκε ηηο 

εθηηκώκελεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ d ,όηαλ y
t
 δίλεηαη από ηε ζρέζε (2) θαη 

ε ut ,ε νπνία δίλεηαη από ηελ ίδηα ζρέζε, αθνινπζεί ARFIMA δηαδηθαζία.           

΢ύκθσλα κε ηνπο  Sowell(1992), Hurvich and Ray(1995),Hong  θαη 

Mayoral (2006) αλ -0.5<d<0.5 ηόηε ε δηαδηθαζία είλαη mean 

reverting,δειαδή ε ζεηξά είλαη ζηάζηκε θαη αληηζηξέςηκε ARMA 

δηαδηθαζία κε γεσκεηξηθά νξηνζεηεκέλεο απηνζπζρεηίζεηο, Hosking 

(1981,1996) θαη Mills(2006), 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
38 

 

ελώ αλ 0,5 ≤ d < 1 , ηόηε έρσ κε ζηάζηκε δηαδηθαζία. Γηα d = 1 έρσ 

ηπραίν πεξίπαην(random walk).Γεδνκέλνπ όκσο όηη έρσ long memory 

όηαλ d > 0 έζησ: 

                                                          y
t

= (1 − L)d εt                                         (17)  

  

  

ε(εt) = 0 : d = 0 →No serial correlation ζηηο ζεηξέο 

ε
 εt2 

= ζ2 : d > 0 →Long Memory 

ε εt+εs = 0, ∀t ≠ s : d < 1
2 →΢ηαζηκόηεηα 

  d > −0.5 →Αληηζηξεςηκόηεηα 

  d →long memory παξάκεηξνο 

 

    ΢πλνςίδνληαο ινηπόλ, κπνξώ λα κνληεινπνηήζσ ηε long memory in 

mean κε  ARFIMA κνληέιν θαη ζύκθσλα κε ηε ηηκή ηεο εθηηκώκελεο long 

memory παξακέηξνπ  κπνξώ λα βγάισ ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ ύπαξμε 

long memory ζηηο ζεηξέο. 

    Όηαλ ην εθηηκώκελν d € [0 , 0.5)  ηόηε ε ζεηξά είλαη mean reverting 

(κνξθή ζηαζηκόηεηαο), είλαη πεπεξαζκέλεο δηαθύκαλζεο θαη 

ραξαθηεξίδεηαη από long memory. Αλ d € [0.5 , 1) ηόηε ε ζεηξά είλαη non 

mean reverting (κε ζηάζηκε), απεξηόξηζηεο δηαθύκαλζεο θαη 

ραξαθηεξίδεηαη από long memory δεδνκέλνπ όηη θάπνην ζνθ «δεη» γηα 

κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα. Γηα d=1 πξόθεηηαη γηα ηπραίν πεξίπαην (random 

walk) ή κε ζηάζηκε δηαδηθαζία, κε απεξηόξηζηε δηαθύκαλζε θαη θάπνην 

ζνθ «δεη» γηα απεξηόξηζην ρξνληθό δηάζηεκα. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη γηα 

d>1.Γηα d=0 ιέκε όηη ε δηαδηθαζία έρεη short memory (θάπνην ζνθ «δεη» 

γηα ζύληνκν ρξνληθό δηάζηεκα) ,είλαη ζηάζηκε κε πεπεξαζκέλε 

δηαθύκαλζε. 

    Δπνκέλσο όηαλ ε ηηκή ηνπ εθηηκώκελνπ d ηείλεη ζηε κνλάδα έρσ 

κεγάιε έλδεημε γηα long memory, ελώ αλ ηείλεη ζην κεδέλ έρσ short 

memory. 

    ΢πλνςίδνληαο όια ηα παξαπάλσ ζηνλ Πίλαθα 1 πνπ αθνινπζεί από ηε 

ζρέζε (17) έρσ 
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Πίνακας 1 

Πεξίιεςε ησλ ηηκώλ ηνπ «d» 

               Γιακύμανζη    Γιάρκεια ζοκ   ΢ηαζιμόηηηα 

       d=0     Πεπεξαζκέλε         Βξαρύβηα        ΢ηάζηκε 

    0<d<0.5     Πεπεξαζκέλε         Μαθξηλή        ΢ηάζηκε 

    0.5≤d<1         Άπεηξε         Μαθξηλή     Με ΢ηάζηκε 

       d=1         Άπεηξε          Άπεηξε     Με ΢ηάζηκε 

       d>1         Άπεηξε          Άπεηξε     Με ΢ηάζηκε 

 

Δνόηηηα 3.2 - Σρόποι εκηίμηζη ηοσ long memory in mean  
 

    ΢ρεηηθά κε ηελ εθηίκεζε ηεο long-memory παξακέηξνπ (“d”) πνιιέο 

κέζνδνη έρνπλ αλαπηπρζεί. Αλάκεζα ζηηο πην θεκηζκέλεο είλαη ε κέζνδνο 

ησλ Geweke-Porter-Hudak (1983) ή απιά GPH .Η κέζνδνο απηή, όπσο 

θαη αξθεηέο άιιεο κέζνδνη, έρεη αξθεηά κεηνλεθηήκαηα. Έλα από ηα πην 

ζεκαληηθά είλαη όηη δελ ηθαλνπνηεί ηηο αζπκπησηηθέο ηδηόηεηεο. 

    Ο Sowell (1990) αλαπηύζζεη κία κέζνδν κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα 

ηελ εθηίκεζε ηνπ “d” θαη ησλ από θνηλνύ ARMA(p,q) παξακέηξσλ, αιιά 

καδί κε όινπο ηνπο εθηηκεηέο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο, εκθαλίδεηαη 

αλεπαξθήο αλ ην κνληέιν δελ είλαη θαιά πξνζδηνξηζκέλν από ππνζέζεηο. 

Οη Backus θαη Zin (1993) ρξεζηκνπνηνύλ ηνλ εθηηκεηή ηνπ Sowell ζηελ 

εκπεηξηθή ηνπο έξεπλα, αιιά νη απνθιίλνπζεο εθηηκήζεηο ηνπ d πνπ 

βξίζθνπλ γηα ηελ θάζε ARFIMA δηαδηθαζία κεηώλνπλ ηε ρξεζηκόηεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ. 

    Ο WOLS εθηηκεηήο ηνπ Jensen (wavelet ordinary least squares), ηνλ 

νπνίν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε εκείο ζηελ εκπεηξηθή καο αλάιπζε 

πξνέξρεηαη από κία νκαιή κείσζε ησλ long- memory δηαδηθαζηώλ. Ο 

Jensen πξνηείλεη έλαλ λέν εθηηκεηή ηνπ d ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί 

θπκαηίδηα (wavelets). Σα θπκαηίδηα απηά κπνξνύλ απιά λα πεξηγξαθνύλ 

σο ιεηηνπξγηθέο κεηαηξνπέο, όπσο νη Fourier κεηαηξνπέο, αιιά κε 

ηδηόηεηεο πνπ ηνπο επηηξέπνπλ λα αλαγλσξίδνπλ πην δξαζηηθά ηε 

ινγαξηζκηθή ζπκπεξηθνξά θαη ηα short-run θαηλόκελα. Από ηελ έξεπλα 
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ηνπ Jensen, ζε ζεηξέο πνπ ζα κειεηήζνπκε θαη εκείο (επηηόθηα), 

πξνθύπηεη όηη ηα κέζα ηεηξαγσληθά ζθάικαηα (MSEs)  ησλ εθηηκήζεσλ 

ηνπ d κε WOLS εθηηκεηή είλαη αξθεηά κηθξόηεξα ζε ζρέζε κε ηα κέζα 

ηεηξαγσληθά ζθάικαηα ησλ εθηηκήζεσλ ηνπ d κε εθηηκεηή GPH.  

    ΢ηα καζεκαηηθά, είλαη ζπρλά πηζαλό λα πξνζεγγίζνπκε κία πεξίπινθε 

ζπλάξηεζε σο γξακκηθό ζπλδπαζκό μερσξηζηώλ απιώλ ζρέζεσλ. Έλα 

από ηα πην γλσζηά παξαδείγκαηα είλαη ζηε θαζκαηηθή, ή Fourier, 

αλάιπζε από ηε παξνπζίαζε ηνπ ζεσξήκαηνο όηη νπνηαδήπνηε ζηάζηκεο 

ζπλδηαθύκαλζεο δηαδηθαζία Xt κπνξεί λα εθθξαζηεί σο γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ζπλαξηήζεσλ εκηηόλνπ θαη ζπλεκίηνλνπ ζην πεδίν ηεο 

ζπρλόηεηαο. Γηα παξάδεηγκα, νη Fourier ζεηξέο κίαο ζπλάξηεζεο f(x) κε 

ηηκέο ζην [0,1] εθθξάδεηαη σο 

                               f x = b0 +  [ bkcos2πkx + αksin2πkρ] 

∞

k=1

                          (18) 

Όπνπ νη παξάκεηξνη αk, b0, bk γηα θάζε k, κπνξνύλ λα ιπζνύλ ρξεζηκνπνηώληαο

 ειάρηζηα ηεηξάγσλα. 

    Οη πεξηζζόηεξεο όκσο νηθνλνκηθέο ζεηξέο αθνινπζνύλ νκαινύο 

θπθιηθνύο ξπζκνύο, νη νπνίνη πξνηείλνληαη από ζπλαξηήζεηο εκηηόλνπ θαη 

ζπλεκίηνλνπ, θάλνληαο ηηο Fourier αλαιύζεηο ιηγόηεξν ειθπζηηθέο ζηνπο 

νηθνλνκνιόγνπο. 

    Μία πξόζθαηα αλεπηπγκέλε ελαιιαθηηθή ησλ Fourier κεηαηξνπώλ είλαη 

νη wavelet κεηαηξνπέο, ζηηο νπνίεο ε ίδηα ε ζπλάξηεζε f(x) κπνξεί λα 

εθθξαζηεί σο 

                                f x =  C0 +    Cjk Φ

2j−1

k=0

 2
j
x − k                                     

∞

j=0

(19) 

 

όπνπ Φ(x) είλαη ην γλσζηό mother wavelet, ην νπνίν είλαη «κεηέξα» όισλ 

ησλ δηαζηνιώλ θαη κεηαθξάζεσλ ηνπ Φ ζηε ζρέζε (19). 

    Μία απιή παξνπζίαζε ησλ mother wavelet είλαη 

 

                               Φ x =   
       1 , αλ 0 ≤ x < 0.5
    −1 , αλ 0.5 ≤ x < 1

  0 , δηαθνξεηηθά

                                      (20) 
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ε νκάδα ησλ ζπλαξηήζεσλ     γηα    λα    είλαη νξζνγώληα. Σν j είλαη ε 

δηαζηνιή (ή ην εύξνο) ε νπνία ζπκπηέδεη ηε ζπλάξηεζε Φ(x), ελώ ν 

δείθηεο θ είλαη ν δείθηεο κεηαηόπηζεο, ν νπνίνο κεηαηνπίδεη ηε ζπλάξηεζε 

Φ(x). Γεληθά ε ζρέζε (20) είλαη γλσζηή θαη σο Haar wavelet. 

    Όζνλ αθνξά ηνπο ηύπνπο ησλ wavelets, πνιινί έρνπλ πξνηαζεί ζηε 

βηβιηνγξαθία. Γηα παξάδεηγκα, ν Daubeshies (1988) πξνηείλεη έλα 

ζύζηεκα από ζπκπαγή ππνζηεξηδόκελα wavelets,ζην νπνίν ην θάζε 

wavelet παξνπζηάδεη δηαθνξεηηθό βαζκό εμνκάιπλζεο ζηε ζρέζε 

(20),ελώ άιια ελαιιαθηηθά wavelets είλαη ην “Coifltet”, ην “Beylkin”, 

“Ojanen”, ην “Vaidyanathan” θαη ην “Symmetric biorthogonal”.  

    ΢ε απηή ηελ έξεπλα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ wavelet νηθνγέλεηα ηνπ Haar, 

ηνπ Coiflet κε έμη θαη coefficients, ηνπ “Daubechies-10”, ηνπ “Ojanen-20” 

θαη ηνπ Beyklin κε 10 coefficients. ΢εκεηώλνπκε όηη ν αξηζκόο ησλ 

coefficients κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθόο από απηνύο πνπ επηιέμακε 

εκείο, ζπλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε “n” ζηε βηβιηνγξαθία θαη ρξεζηκνπνηείηαη, 

ζπλνδεπόκελν ηνλ ηύπν ηνπ wavelet, ζηηο κεηαβιεηέο εηζόδνπ (input) ηνπ 

θώδηθα (m-file) πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηε Matlab. 

    ΢ύκθσλα κε ηνλ Jensen, ε δύλακε ησλ wavelets έγθεηηαη ζηελ 

ηθαλόηεηά ηνπο λα εληνπίδνπλ ηαπηόρξνλα κία δηαδηθαζία ζηνλ ρξόλν θαη 

ζε θιίκαθα. Μπνξνύλ λα επηθεληξώζνπλ ζηε ζπκπεξηθνξά κηαο 

δηαδηθαζίαο ζην ρξόλν θαη ελαιιαθηηθά κπνξνύλ λα εξεπλήζνπλ 

νπνηνδήπνηε long ραξαθηεξηζηηθό ζηηο ζεηξέο. 

    ΢ύκθσλα κε ηνλ Tewfic θαη Kim (1992), McCoy θαη Walden (1996), 

Jensen (1999) γηα κία I(d) δηαδηθαζία Υ(t) κε ηελ απόιπηε ηηκή ηνπ d λα 

είλαη κηθξόηεξε ηνπ 0.5,ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο 

(ACF) ζπκπεξαίλνπλ όηη νη wavelet ζπληειεζηέο Cjk  ζηε ζρέζε (19) 

θαηαλέκνληαη θαλνληθά κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη δηαθύκαλζε ζ22
−2jd

. Αλ 

R(j) ππνδειώλεη ηε δηαθύκαλζε ηνπ wavelet ζπληειεζηή ζηελ θιίκαθα j, 

ηόηε αθνύ πάξνπκε ινγάξηζκνπο, κία εθηίκεζε ηνπ d κπνξεί λα 

δεκηνπξγεζεί ρξεζηκνπνηώληαο ηα ζπλήζε ειάρηζηα ηεηξάγσλα. 

    Έζησ Υ(t) είλαη κηα I d  δηαδηθαζία κε κέζν κεδέλ θαη  d < 1 2 . Με ηε 

βνήζεηα ηεο ACF ηεο I(d) δηαδηθαζίαο ν Jensen απνδεηθλύεη όηη θαζώο ην 

j → 0 , νη wavelet ζπληειεζηέο , wj,k, ζπλαθείο κε κηα I(d) δηαδηθαζία κε 
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κεζν 0 θαη  d < 1 2  θαηαλέκεηαη σο N 0, ζ22
−2jd  , όπνπ ζ2 είλαη 

ζηαζεξό. 

    Από ην ζεώξεκα απηό , νη wavelet ζπληειεζηέο ηεο I d  δηαδηθαζίαο 

έρεη δηαθύκαλζε ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ j, αιιά είλαη 

αλεμάξηεηε από ηελ εξκελεπηηθή παξάκεηξν k. Ιζνδύλακα , νξίδνληαο ην 

R(j) λα είλαη ε δηαθύκαλζε ησλ wavelet ζπληειεζηώλ , R j = ζ2 2−2j
. 

Πέξλνληαο ηε ινγαξηζκηθή κεηαηξνπή ηνπ R(j) έρνπκε 

 

                                               ln R j = lnζ2 − d ln 2
2j                                               (21) 

 

 όπνπ InR(j) είλαη γξακκηθά ζπζρεηηζκέλν κε ην In2
−2j

 κε ηε fractional 

differencing παξάκεηξν d. Έηζη, ην άγλσζην d κπνξεί λα εθηηκεζεί απ‟ 

ηνλ ζπλεζηζκέλν εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ d. 

Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηελ OLS παιηλδξόκεζε δεκηνπξγνύκε κηα 

εθηίκεζε ηεο δηαθύκαλζεο ησλ wavelet ζπληειεζηώλ, R(j). ΢ηε θιίκαθα j , 

νξίδνπκε ηε δηαθύκαλζε ηνπ δείγκαηνο ησλ wavelet ζπληειεζηώλ σο 

 

                                           R  j =
1

2
j
 wj,k

2

2
j−1

K=0

                                               (22) 

) 

 

     

Καζώο έλαο κεγάινο αξηζκόο ησλ wavelet ζπληειεζηώλ είλαη δηαζέζηκνο 

γηα ηελ θιίκαθα j, ε δηαθύκαλζε ηνπ δείγκαηνο ησλ ζπληειεζηώλ απηώλ 

απνηεινύλ κηα θαιή εθηίκεζε ηεο αιεζηλήο δηαθύκαλζεο , R(j). 

    Καζνξίδνληαο ηηο ζηαηηζηηθέο ηδηόηεηεο ηνπ d , επεθηείλεη ην InR (a) 

γύξσ απ‟ ην InR(a) κε ζεηξέο ηνπ Taylor 

   InR  a = InR a +
R  a − R(a)

R(a)
−

1

2
  

R  a − R(a)

R(a)2
 

2

                    (23) 
 

    Δπίζεο ν Jensen, αλαθέξεη έλα ζεώξεκα παξνπζηάδνληαο θαη ηελ 

απόδεημε ηνπ, δείρλνληαο όηη ηα wj,k είλαη αζπκπησηηθά αλεμάξηεηα. Από 

απηό ην ζεώξεκα , ε ζπζρέηηζε ησλ wavelet ζπληειεζηώλ κηαο I(d) 

δηαδηθαζίαο κεηώλνληαη εθζεηηθά ζην ρξόλν θάησ από νξηζκέλεο 

ππνζέζεηο. 
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    Απ‟ ηα δπν απηά ζεσξήκαηα ηνπ Jensen , R(j)−1 2 wj,k~N(0,1) θαη είλαη 

αζπκπησηηθά αλεμάξηεην θαζώο j → ∞. Δπηπξόζζεηα ηα 

R(j)−1΢kσj,k
2 , ~X2j

2
 , όπνπ 2

j
 είλαη νη βαζκνί ειεπζεξίαο.Ιζνδύλακα : 

Var R (j) =
1

2
2j

Var  wj,θ
2

kεk(j)

  

=
2

2
2j
 ζ22

−j(2d−1 2  
2
 

= 2 ζ22
−2j(d+1 4 ) 

2
 

→ 0 θαζσο j → ∞ 

    Όηαλ d > − 1 4 . Από ηνλ λόκν ησλ κεγάισλ αξηζκό ηνπ Markov , ην 

R (j) ηείλεη ζην R j  θαζώο j → ∞.Η ζρέζε (23) κπνξεί λα γξαθζεί σο : 

 

InR  j = InR j +  21 2  Φ(2
j
t − k) (24) 

 

όπνπ ν δεύηεξνο όξνο είλαη ην Φj, k(∈) απ‟ ηε wavelet ζεσξία. 

Αληηθαζηζηώληαο γηα R j  ην ζ22
−2jd

 έρσ: 

 

InR  j = Inζ2 − dIn2
2j + 2

1 2  Φ(2
j
t − k) (25) 

 

Δπνκέλσο , θαζώο j → ∞ , o OLS εθηηκεηήο ηεο παξαπάλσ ινγαξηζκηθήο 

δηαθνξά, απνηειεί έλαλ ζπλεπή εθηηκεηή ηεο fractional δηαθνξνπνηεκέλεο 

παξακέηξνπ , d. 

 

 

 

 

 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
44 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 – LONG MEMORY IN VOLATILITY 
 

Δνόηηηα 4.1 - FIGARCH διαδικαζία 
 

    Πξόζθαηα, κεγάιν ελδηαθέξνλ ζηελ νηθνλνκεηξία θαη ζηα εκπεηξηθά 

ρξεκαηννηθνλνκηθά πξνζειθύεη ε κνληεινπνίεζε ηεο πξόζθαηξεο 

δηαθύκαλζεο ζηελ κεηαβιεηόηεηα ησλ νηθνλνκηθώλ θαη 

ρξεκαηννηθνλνκηθώλ ζεηξώλ. Ιδηαίηεξα, ζε απηό ζπληέιεζε ε αλάπηπμε 

ησλ Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (ARCH) κνληέισλ ηα 

νπνία αλαπηύρζεθαλ από ηνλ Engle (1982).΢ηε πην γεληθή ηνπο κνξθή, 

ηα κνληέια απηά απιά αμηώλνπλ όηη ε ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε 

(conditional variance) είλαη κία κε ηεηξηκκέλε εμίζσζε ηνπ ηξέρνληνο ζεη 

πιεξνθνξηώλ. ΢ηε βηβιηνγξαθία έρνπλ πξνηαζεί παξακεηξηθέο 

θόξκνπιεο γηα λα εθηηκεζεί πνηεο κεηαβιεηέο ζα ήηαλ ζεκαληηθέο ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηεο παξαηεξνύκελεο δηαθύκαλζεο ζην ρξόλν. Σέηνηα 

παξακεηξνπνίεζε, γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό ηεο κεηαβιεηόηεηαο ζε 

ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο, είλαη θαη ην Generalized ARCH (GARCH) 

κνληέιν ην νπνίν αλαπηύρζεθε από ηνλ Bollerslev (1986). Δπίζεο, ηα 

παζίγλσζηα Integrated GARHC (IGARCH) κνληέια αλαπηύρζεθαλ από 

ηνπο Engle θαη Bollerslev (1986) γηα λα εθηηκήζνπλ ηε θαηλνκεληθή ηάζε 

ησλ conditional variance δηαδηθαζηώλ. ΢ηα IGARCH κνληέια έλα ζνθ ζηε 

δηαθύκαλζε παξακέλεη ζεκαληηθό γηα ηελ βέιηηζηε πξόβιεςε ησλ 

κειινληηθώλ δηαθπκάλζεσλ. Ο πεξηνξηζκόο όκσο αλάκεζα ζε I(0) θαη I(1) 

ρξνλνινγηθέο ζεηξέο ίζσο ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο λα είλαη αξθεηά 

πεξηνξηζηηθόο  θαη έηζη νη Granger (1980), Granger θαη Joyeux (1980), 

Hosking (1981) θαη Mandelbrot θαη Van Ness (1968) αλέπηπμαλ κία λέα 

θιάζε κνληέισλ, πην επέιηθηα,  ηα νπνία επηηξέπνπλ ην order of 

integration “d” λα κελ είλαη αθέξαην αιιά νπνηνζδήπνηε αξηζκόο. ΢ε 

αληίζεζε κε ηηο Ι(0) ρξνλνινγηθέο ζεηξέο ζηηο νπνίεο ηα ζνθ θζίλνπλ κε 

εθζεηηθό ξπζκό ή ηηο Ι(1) ρξνλνινγηθέο ζεηξέο ζηηο νπνίεο δελ ππάξρνπλ 
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mean-reversions, ηα ζνθ ζε κία Ι(d) ρξνλνινγηθή ζεηξά κε 0<d<1 

εμαζζελνύλ κε ππεξβνιηθά αξγό ξπζκό. 

    Η ζεκαληηθόηεηα απηήο ηεο γελίθεπζεο ζηε κνληεινπνίεζε ησλ long-

run νηθνλνκηθώλ θαηλνκέλσλ αλαπηύρζεθε από κειέηεο ησλ Baillie θαη 

Bollerslev (1994), Baillie, Chung θαη Tieslau (1996), Cheung θαη Lai 

(1993), Diebold,Husted θαη Rush (1991), Lo (1991) θαη Sowell (1992). 

   Οη Baillie, Bollerslev θαη Mikkelsen (1996) εηζήγαγαλ ην fractionally 

integrated GARCH (FIGARCH) κνληέιν , γεληθεύνληαο ην GARCH θαη 

ΙGARCH κνληέιν, ην νπνίν παξνπζηάδεη κεγαιύηεξε επειημία (κε αθέξαην 

d) ζηελ έξεπλα ηεο long run εμάξηεζεο ζηελ ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε ή 

αιιηώο ζηελ έξεπλα ηεο ηζρπξή κλήκεο ζηελ ππό ζπλζήθε κεηαβιεηόηεηα 

(conditional volatility). Έλα ζνθ ζηε δηαθύκαλζε (conditional variance) ζηα 

κνληέια απηά είλαη παξνδηθό  θαη ε επίδξαζε ζηελ εθηίκεζε ηεο 

κειινληηθήο δηαθύκαλζεο εμαζζελεί κε έλα ππεξβνιηθά αξγό ξπζκό. 

    Σα FIGARCH κνληέια ζπλδπάδνπλ πνιιά από ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

fractionally integrated (FI) δηαδηθαζηώλ κε ηελ ππό όξνπο 

εηεξνζθεδαζηηθόηεηα (conditional heteroscedasticity  - CH) ησλ  GARCH 

κνληέισλ.  

    Έλα κεγάιν πιενλέθηεκα ησλ FIGARCH ζρεηηθά κε ηα ARFIMA είλαη ε 

αζύκπησηε ζπλνρή ηνπ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

    Ο Baillie όξηζε ηελ ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε : 

ht = Var(εt Χη−1)  

όπνπ Χt−1 είλαη ε πιεξνθνξία κέρξη ηε ρξνληθή ζηηγκή t − 1.To GARCH 

κνληέιν κπνξεί λα γξαθηεί : 

 1 − β(L) ht = w + α(L) εt
2   , (26) 

 

Όπνπ α(L) θαη β
(L)

 είλαη ηα πνιπώλπκα βαζκνύ πζηέξεζεο L(Lag: Ly
t

=

y
t−1

) ηάμεο q θαη p αληίζηνηρα. 

 

Οξίδνληαο ηε ζθεδαζηηθή θαηλνηνκία σο : ut = εt
2 − ht κπνξεί λα γξαθηεί 

σο κηα ARMA (m,p)δηαδηθαζία ηνπ εt
2 :   

 1 − β(L) − α(L) εt
2 = w +  1 − β(L) ut 

,όπνπ m=max(q,p). 
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Μία ελδηάκεζε FIGARCH (p,d,q)παξνπζίαζε δίλεηαη απ‟ ηελ 

 

Φ L (1 − L)dεt
2 = w +  1 − β(L) ut  , (27) 

  

όπνπ  Φ L =  1 − β(L) − α(L)  1 − L −d. 

΢εκεηώλνπκε όηη γηα d>0, Φ(L) είλαη άπεηξεο ηάμεο κε ηηο ξίδεο ηνπ Φ(z)=0 

λα είλαη εθηόο ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ (unit circle). Όηαλ d=0 έλα 

FIGARCH κνληέιν κεηώλεηαη ζε έλα GARCH κνληέιν αθνύ  1 − L 0 = 1 

από ηε ζρέζε (19), ελώ όηαλ  d=1 ζε έλα Integrated GARCH (ΙGARCH) 

κνληέιν αθνύ  1 − L 1 = (1 − L) από ηελ ίδηα ζρέζε. Γηα 0<d<1 

ζύκθσλα κε Baillie (1996), Bollerslev θαη Engle(1993) έλα FIGARCH 

κνληέιν ζπλεπάγεηαη κία long memory ζπκπεξηθνξά θαη κία κηθξνύ 

ξπζκνύ κείσζε ηνπ αληίθηππνπ ελόο ζνθ ζηε κεηαβιεηόηεηα. 

Η ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε κίαο FIGARCH δηαδηθαζίαο κπνξεί λα 

γξαθηεί σο : 

ht =
w

1−β1

+ ι L εt
2 , (28) 

 

όπνπ ι L = 1 − {  Φ L (1 − L d]/[1 − β L }  

    ΢ύκθσλα κε ηνλ Baillie(1996) κία FIGARCH (p,d,q) δηαδηθαζία είλαη  

απζηεξώο θαη όρη αζζελώο ζηάζηκε γηα 0≤d≤1. 

Μία FIGARCH δηαδηθαζία κε 0<d<1 έρεη long memory ,έηζη ώζηε ηα ζνθ 

ζηελ ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε ηειηθά λα εμαθαλίδνληαη. ΢ε αληίζεζε κε 

ηελ πεξίπησζε όπνπ d=0, ην ΢j
ζj

 κεηώλεηαη ηειηθά ζε ππεξβνιηθό παξά 

ζε εθζεηηθό βαζκό έηζη ώζηε ε fractional δηαθνξνπνηεκέλε παξάκεηξνο d 

πεξηέρεη ζεκαληηθή πιεξνθνξία ζρεηηθά κε ηα πξόηππα θαη ηελ ηαρύηεηα 

κε ηελ νπνία πνιιαπιαζηάδνληαη ηα ζνθ ζηε κεηαβιεηόηεηα. Γηα d>1 ην 

Θ1 είλαη απξνζδηόξηζην θαη ε ππό ζπλζήθε δηαθύκαλζε είλαη εθξεθηηθή. 

Οη ζπλζήθεο πνπ εμαζθαιίδνπλ ζεηηθή δηαθύκαλζε γηα κία 

FIGARCH(Ι,d,I) δηαδηθαζία είλαη 

α0 > 0,  α1 + d ≥ 0 θαη 1 − 2(α1 + β
1
) ≥ d ≥ 0.  
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    Η FIGARCH δηαδηθαζία έρεη έλα ππεξβνιηθά αξγό ξπζκό κείσζεο ησλ 

απηνζπζρεηίζεσλ ησλ ut
2 , πνπ είλαη έλα ραξαθηεξηζηηθό ησλ long 

memory δηαδηθαζηώλ. 

    Ο Baillie  δείρλεη όηη κηα  FIGARCH (p,d,q) δηαδηθαζία γηα 0≤d≤1 είλαη 

απζηεξώο θαη όρη αζζελώο ζηάζηκε. 

Μηα FIGARCH δηαδηθαζία κε  0<d<1 έρεη ζ1 = 0 έηζη ώζηε ε conditional 

variance ηειηθά εμαθαλίδεηαη ελώ γηα d=0 ,  j
ζj

 δηαζπάηαη ηειηθά ζε κία 

ππεξβνιηθή, παξά ζε κηα εθζεηηθή ηηκή, έηζη ην d πεξηέρεη ζεκαληηθή 

πιεξνθνξία γηα ηελ πξόηππε κεηαβιεηή θαη ηελ ηαρύηεηα ηεο κε ηα νπνία 

ηα ζνθ ζηε κεηαβιεηόηεηα είλαη πνιιαπιάζηα. Γηα d>1, ζ(1) είλαη 

απξνζδηόξηζην θαη ε conditional variance είλαη εθξεθηηθή.  

    Δπνκέλσο, κπνξώ λα κνληεινπνηήζσ ηε long memory in volatility κε 

ηε ρξήζε ηνπ FIGARCH κνληέινπ. Όζνλ αθνξά ηελ εθηίκεζε ηεο long 

memory παξακέηξνπ “d” o Kilic (2007) κε αλαθνξά ζηνλ Davidson (2004) 

δείρλεη όηη ην κήθνο ηεο κλήκεο κίαο ππό ζπλζήθε κεηαβιεηόηεηαο 

δηαδηθαζίαο είλαη ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ ησλ GARCH θαη 

FIGARCH κνληέισλ θαη αλαηξέπνληαη όια ηα πξνεγνύκελα πνπ είδακε 

ζηελ πεξίπησζε ηεο ARFIMA δηαδηθαζίαο ζρεηηθά κε ηνλ όξν d θαη ηελ 

Long Memory. ΢ε έλα short memory GARCH (1,1) κνληέιν, όζν 

κεγαιύηεξε είλαη ε παξάκεηξνο β
1
( ζρέζε (19) θαη (21)) ηόζν 

πεξηζζόηεξν ηζρπξή (long) είλαη ε κλήκε. Η κλήκε όκσο κίαο 

FIGARCH(p,d,q) δηαδηθαζίαο ζπκπεξηθέξεηαη κε δηαθνξεηηθό ηξόπν, 

γίλεηαη πην ηζρπξή όζν ην d πιεζηάδεη ζην κεδέλ. Όζν ην d κεγαιώλεη θαη 

πιεζηάδεη ζηε κνλάδα ηόηε ε κλήκε ηεο δηαδηθαζίαο πιεζηάδεη ηε short 

memory. Όηαλ ην d= 0 ηόηε  ε δηαδηθαζία γίλεηαη short memory GARCH 

model, γηα d= 1 ηόηε είλαη ΙGARCH δηαδηθαζία. Γη‟ απηό κία  FIGARCH 

δηαδηθαζία έρεη πεξηζζόηεξε κλήκε απ‟ όηη κία GARCH δηαδηθαζία θαη 

ΙGARCH δηαδηθαζία. Δπηπιένλ ην  κέγεζνο ηεο εθηίκεζεο ηνπ  d ζε έλα 

FIGARCH κνληέιν παξέρεη ρξήζηκε πιεξνθνξία γηα ην κέγεζνο ηεο 

κλήκεο ζε κία ππό ζπλζήθε κεηαβιεηόηεηαο δηαδηθαζία. 

    ΢πλνςίδνληαο ζύκθσλα κε Killic θαη Davidson ζα εθηηκήζνπκε ηελ  

παξάκεηξν “d” θαη αλάινγα ηελ ηηκή ηεο ζα απνθαλζνύκε ζύκθσλα κε ηα 
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παξαθάησ αλ ε πξνο εμέηαζε ρξνλνινγηθή ζεηξά ραξαθηεξίδεηαη από 

long memory : 

d → 0
+

     : Long Memory, 

d → 1
−

     : Short Memory, 

                         d = 0       : είλαη GARCH δηαδηθαζία θαη αλ 

                 d = 1       : είλαη IGARCH δηαδηθαζία. 

 

Δνόηηηα 4.2 - Σρόποι εκηίμηζης ηοσ long memory in volatility 
 

    ΢ηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα είδακε όηη ην long-memory ραξαθηεξηζηηθό 

ζηε κεηαβιεηόηεηα κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί κε κία FIGARCH 

δηαδηθαζία. Όζνλ αθνξά ηνλ ηξόπν εθηίκεζεο ηεο fractional integration 

παξακέηξνπ d πνιινί εθηηκεηέο έρνπλ αλαπηπρζεί. Έλαο από απηνύο 

είλαη ν Quasi Maximum Likelihood (QML) εθηηκεηήο, ηνλ νπνίν 

ρξεζηκνπνηνύλ ζε εκπεηξηθή ηνπο έξεπλα νη Harvey (1998) θαη Breidt 

(1998), θαη ν Gaussian εκη-παξακεηξηθόο εθηηκεηήο (GSE) πνπ 

πξνηάζεθε από ηνλ Kunsch (1987)   .  

    Δπίζεο, επξέσο γλσζηνί εθηηκεηέο ζηελ εθηίκεζε ηνπ d (ζηε 

κεηαβιεηόηεηα) είλαη δύν εκη-παξακεηξηθνί εθηηκεηέο, νη Log Periodogram 

(LP) θαη ν Whittle εθηηκεηέο. Ο πξώηνο είλαη ηδηαίηεξα δεκνθηιήο εμαηηίαο 

ηεο απιόηεηαο ζηε θαηαζθεπή ηνπ σο έλαο γξακκηθόο εθηηκεηήο 

παιηλδξόκεζεο. Ο Whittle εθηηκεηήο πεξηέρεη αξηζκεηηθέο κεζόδνπο, άξα 

είλαη πεξηζζόηεξν ζύλζεηνο, αιιά είλαη πην απνηειεζκαηηθόο ζηηο 

εθηηκήζεηο ζε ζρέζε κε ηνλ LP εθηηκεηή. Ο εθηηκεηήο απηόο πξνηάζεθε 

από ηνπο Kunsch (1987) θαη Robinson (1995)  , νη νπνίνη έδεημαλ ηε 

ζπλνρή θαη ηελ αζπκπηνηηθή ηνπ θαλνληθόηεηα γηα -0.5<d<0.5. Ο Velasco 

(1999) πξνρώξεζε ηελ έξεπλα ηνπ Robinson, δείρλνληαο όηη ν Whittle 

εθηηκεηήο είλαη ζπλεπήο γηα -0.5<d<1 θαη αζπκπησηηθά θαλνληθόο σο 

πξνο ηελ θαηαλνκή ηνπ γηα -0.5<d<3/4.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 – ΔΜΠΔΙΡΙΚΗ ΔΦΑΡΜΟΓΗ  
 

Δνόηηηα 5.1 - Μέθοδος εκηίμηζης ηης fractional integration 
παραμέηροσ 
     

    ΢ηελ εξγαζία απηή ζα εξεπλήζνπκε ηελ ύπαξμε long-memory ζην κέζν 

ησλ ρξνλνινγηθώλ ζεηξώλ, πνπ όπσο πξναλαθέξακε κπνξεί λα 

κνληεινπνηεζεί κα ARFIMA(p,d,q) δηαδηθαζία θαη λα εθηηκεζεί κε πιήζνο 

εθηηκεηώλ. Δκείο βαζηδόκελνη ζηελ έξεπλα ηνπ Jensen,όπσο θαη άιισλ 

εξεπλεηώλ, ν νπνίoο βξίζθεη ζε εκπεηξηθή ηνπ αλάιπζε όηη ν wols 

εθηηκεηήο έρεη αξθεηά κηθξόηεξα MSEs (mean square errors) ζε ζρέζε κε 

ηα κέζα ηεηξαγσληθά ζθάικαηα ηνπ παζίγλσζηνπ GPH εθηηκεηή, ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ wols εθηηκεηή ηνπ Jensen (1999) γηα ηελ εθηίκεζε 

ηεο long-memory παξακέηξνπ. 

    ΢ην εκπεηξηθό θνκκάηη ρξεζηκνπνηνύκε εκεξήζηεο παξαηεξήζεηο, από 

31.12.1999 έσο 31.01.2011 από ηελ Datastream. Ο αξηζκόο ησλ 

παξαηεξήζεσλ είλαη 2982. Οη ζεηξέο ηηο νπνίεο ζα κειεηήζνπκε, ζρεηηθά 

κε ηελ ύπαξμε long memory, είλαη νη spot ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο 

GBP/EUR, EUR/GBP, USD/EUR θαη USD/JPY, ηα δηαηξαπεδηθά επηηόθηα 

ελόο, ηξηώλ θαη δώδεθα κελώλ γηα ηελ Διιάδα,  Γεξκαλία θαη Ακεξηθή 

θαζώο θαη ν γεληθόο δείθηεο ηνπ ρξεκαηηζηεξίνπ Αζελώλ (ATHEX 

COMPOSITE PRICE INDEX), o «εηθνζάξεο» (FTSE/ATHEX 20_PRICE 

INDEX) θαη ν S&P 500 COMPOSITE-PRICE INDEX. Δλδεηθηηθά πήξακε 

ηνλ ίδην αξηζκό παξαηεξήζεσλ από ηελ ίδηα πεγή δεδνκέλσλ θαη γηα ηελ 

ίδηα δηάξθεηα γηα δύν νκόινγα, ην Dow Jones Corporate 10 Year Bond θαη 

ην REX Bond Sub Index 10 Years θαη γηα ηελ πεξίνδν 15.01.2000 έσο 

15.12.201. 

    Η αλάιπζή καο θαη ν έιεγρνο γηα ηελ ύπαξμε long memory in mean 

ζηηο ζεηξέο καο ζα γίλεη κε ηε βνήζεηα ηνπ WOLS εθηηκεηή ηνπ Jensen 

(1999) καδί κε έλα ζπκπιεξσκαηηθό m-file ην νπνίν παξνπζηάδεηαη 

παξαθάησ, ηα νπνία καο εθηηκνύλ ηε fractional integration παξάκεηξν (d). 

Σνλίδνπκε όηη γηα λα ηξέμνπλ ζηε Matlab ηα παξαθάησ m-files είλαη 

απαξαίηεην ην Wavekit toolbox ηνπ Ojanen (1998) πνπ είλαη δηαζέζηκν 

ειεύζεξα ζην δηαδίθηπν. 
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    Σα παξαθάησ m-file ηεο Matlab καο εθηηκνύλ ην d ρξεζηκνπνηώληαο 

ηνλ wols εθηηκεηή ηνπ Jensen θαη έρνπλ σο κεηαβιεηέο εηζόδνπ ηελ πξνο 

κειέηε ζεηξά, ηνλ ηύπν ηνπ wavelet θαη ην πιήζνο ησλ qmf θίιηξσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζην θάζε wavelet.. 

 

A m-file (Matlab) 

% Δθηηκάεη ηε fractional παξάκεηξν d ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ wols εθηηκεηή 

ηνπ Jensen 

clear all; 

data = xlsread('USEUR'); 

[delta_Haar6, sig] = wols(data, 'Haar',6); 

delta_Haar6 

[delta_Coiflet6, sig] = wols(data, 'Coiflet',6); 

delta_Coiflet6 

[delta_Beylkin10, sig] = wols(data, 'Beylkin',10); 

delta_Beylkin10 

[delta_Ojanen20, sig] = wols(data, 'Ojanen',20); 

delta_Ojanen20 

[delta_Daubechies2, sig] = wols(data, 'Daubechies',2); 

delta_Daubechies2 

  

Σνλίδσ όηη επηιέμακε ελδεηθηηθά ηηο παξαπάλσ ηηκέο γηα ηα qmf θίιηξα ηνπ 

θάζε wavelet.Γνθηκάζακε ζηε Matlab όιεο ηηο ηηκέο ησλ θίιηξσλ απηώλ 

γηα θάζε  wavelet. 

Σν παξαθάησ m-file ηεο Matlab είλαη ηνπ Jensen ην νπνίν εθηηκά (κε wols 

εθηηκεηή) ηε long memory παξάκεηξν θαη ηε δηαθύκαλζε ηεο εθάζηνηε 

ζεηξάο. 

 

B m-file (Matlab) 

function  [d, sigma2] = wols(f,type,n); 

% wols  --returns wavelet consistent ordinary least squares estimate 

(WOLS) of the long memory parameter and of the variance of the signal 

%            

% Usage     [d,sigma2] = wols(f,type,n) 
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% 

% Inputs 

%     f     - input signal, length must be a power of two. 

%     n     - the number of the qmf filters (See type for proper choice) 

%     type  - the name of the wavelet family, one of the following: 

%        

%     'Haar'       Haar's wavelet 

%     'Beylkin'    Only one wavelet, with 18 coefficients (n = 1, 2, ..., 18) 

%     'Coiflet'    Coiflets (n = 6, 12, 18, 24, or 30)  

%     'Daubechies' Her compactly supported of length n (n=2,4,...,20)   

%     'Ojanen'     Most Sobolev-regular (see the documentation), lengths  

%                  n=8:2:40                   

% 

% Global 

%     iprint - If equal iprint = 1 wols.m prints out the regressions analysis 

%              of variance, and the covariance matrix of the regression 

%                            

% Outputs 

%     d     -  WOLS estimate of the long memory parameter         

%     sigma2-  WOLS estimate of the variance of the signal 

% 

% Disclaimer 

%     You need wavekit to run this program. Wavekit is a free  

%     MATLAB wavelet toolbox, which can be downloaded from the 

INTERNET 

%     at http://www.math.rutgers.edu/~ojanen/wavekit/. 

%     We are not responsible for any errors related to wavekit. 

% 

global iprint  

  

if rem(length(f),2) ~= 0  

   error('Length of input signal must be a power of 2'); 

end 
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[h,g] = wavecoef(type,n); 

  

w = fwt1(f,h,g); 

  

%%%% 

%Additional lines 

%showmsa(w) 

%g = ifwt1(w,h,g); 

%norm(f-g) 

%%%% 

 

max = log(length(f))/ log(2) ; 

counter = 2; 

R = zeros(max,1); 

x = zeros(max,1); 

J = ones(max,1); 

  

for j = 0 : max - 1    

   R(j+1) = mean(w(counter:counter + (2 ^ j) - 1).^2); 

   x(j+1) =  - 2 * (j + 1) ; 

    counter = counter + 2 ^ j;    

end  

  

X = [ J, x]; 

  

b = inv(X' * X) * X' * log2(R); 

  

sigma2 = 2 ^ (b(1));  

d = b(2); 

  

if iprint == 1 

    

    SSE = log2(R)' * (eye(max) - X * inv(X' * X) * X' )* log2(R);    

    SST = sum(log2(R).^2) - max * mean(log2(R))^2; 
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    SSR = SST - SSE; 

    MSE = SSE /(max - 2); 

    F = SSR / MSE; 

    Cov = MSE  .* inv(X' * X);  

    T2 = b(2) / (Cov(2,2) ^ .5); 

    T1 = b(1) / (Cov(1,1) ^ .5); 

    

   disp(['===============================================']); 

    disp(['Dependent Variable: LOG2(R)                    ']); 

    disp(['NOTE: R is the wavelet variance.               ']); 

    disp(['              Analysis of Variance             ']); 

    disp(['                Sum of    Mean                 ']); 

    disp(['Source    DF   Squares   Square      F Value']); 

    disp(['Model      1 ', sprintf(' %8.4f   %8.4f   %8.4f',SSR,SSR,F)]);   

    disp(['Error  ',    sprintf('%5d  %8.4f   %8.4f',max-2, SSE,MSE)]);   

    disp(['C Total',sprintf('%5d  %8.4f\n', max-1,SST)]); 

    disp(['               R-square : ', sprintf('%8.4f\n\n', SSR/SST)]); 

  

    disp(['Variable       Estimates     Std Error    T-test']); 

    disp(['LOG2(Sigma2)  ',sprintf(' %8.4f    %8.4f    %8.4f',b(1),Cov(1,1) ^ 

.5,T1)]); 

    disp(['    d         ',sprintf(' %8.4f    %8.4f    %8.4f\n', d,Cov(2,2) ^ .5,T2)]); 

    disp(['Covariance Matrix: ']); 

    disp(['             LOG2(Sigma2)   d']); 

    disp(['LOG2(Sigma2)',sprintf('%8.4f    %8.4f', Cov(1,1),Cov(1,2))]); 

    disp(['d           ',sprintf('%8.4f    %8.4f', Cov(2,1),Cov(2,2))]); 

    disp(['===============================================']); 

  

end 

  

% 

% Copyright (c) Mark J. Jensen, 1999 

%  

% 
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Δνόηηηα 5.2 - Αποηελέζμαηα εκηίμηζης 
 

΢ηνλ Πίλαθα 2 παξνπζηάδνπκε ηηο εθηηκήζεηο ηεο fractional integration 

παξακέηξνπ d κε ηνλ wols εθηηκεηή ηνπ Jensen (1999)  γηα όιεο ηηο ζεηξέο 

πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. Σνλίδνπκε όηη κε όινπο ηνπο ηύπνπο wavelet 

πνπ πξναλαθέξακε ζην A m-file (matlab) ηα εθηηκώκελα d ζηελ 

ζπληξηπηηθή ηνπο πιεηνςεθία είλαη κεηαμύ ηνπ 0.5 θαη ηνπ 1.Παξαθάησ 

παξαζέηνπκε, γηα ιόγνπο εμνηθνλόκεζεο ρώξνπ,  ελδεηθηηθέο εθηηκήζεηο 

ησλ  d κε επηινγή ζπγθεθξηκέλσλ wavelets θαη coefficient.    

 

Πίνακας 2 

Δθηηκώκελα d,31.12.99 έσο 31.01.11(2982 παξαηεξήζεηο),εθηόο από 

πιεζσξηζκό πνπ αλαθέξνληαη ζε 132 παξαηεξήζεηο από 15.01.00 έσο 

15.12.10 

              WAVELET  

 Haar- 

6 

Coiflet- 

  6 

Daubechies-

10 

Ojanen-

20 

Beylkin-

10 

Indexes      

      

ATHEXC.IN. 0.9407 0.8653 0.7519 0.8271 0.8855 

      

FTSE AT. 20 0.9347 0.8735 0.7859 0.8247 0.8904 

      

S&P 500 0.8604 0.8627 0.7413 0.8841 0.9177 

      

Exch. Rates s      

     

EUR / GBP 0.9347 0.8735 0.9496 0.8762 0.8904 

      

GBP / USD 0.8738 0.9194 0.8959 0.9120 0.9496 

      

USD / EUR 0.9597 0.9399 0.8727 0.9661 0.9194 
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USD / JPY 0.8008 0.5457 0.9200 0.8748 0.8806 

      

Int. Rates      

      

GREECE      

      

1-Month 1.1093 0.7574 0.6788 0.5953 0.7168 

      

3-Month 1.1209 0.7177 0.7300 0.7384 0.6868 

      

12-Month 0.8885 0.7976 0.8205 0.7958 0.8768 

      

GERMANY      

      

1-Month 1.0067 0.9147 0.9494 0.9237 0.9416 

      

3-Month 1.0293 0.9689 0.8486 0.9822 0.9640 

      

12-Month 1.0012 0.9529 0.8880 0.9808 0.9542 

      

USA      

      

1-Month 0.9534 0.8784 0.9061 0.8525 0.9244 

      

3-Month 0.9891 0.8844 0.8941 0.8688 0.9196 

      

12-Month 0.9635 0.8528 0.8665 0.8427 0.8969 

      

Bonds      

      

DJC 10-Y B 1.0165 0.8703 0.8827 0.8914 0.7377 

           

REX 10-Y B 0.8507 0.8165 0.8299 0.8510 0.8038 
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    Από ηνλ Πίλαθα 2 πνιιά ελδηαθέξνληα επξήκαηα παξνπζηάδνληαη. Όια 

ηα εθηηκώκελα d, εθηόο από απηά ηνπ πιεζσξηζκνύ, είλαη κεγαιύηεξα ηνπ 

0.5 θαλεξώλνληαο όηη νη ζεηξέο έρνπλ άπεηξε δηαθύκαλζε θαη είλαη κε 

ζηάζηκεο (ζύκθσλα κε Πίλαθα1). Δπίζεο ε πιεηνςεθία ησλ εθηηκήζεσλ 

ηνπ “d” είλαη κηθξόηεξε ηεο κνλάδαο κε όινπο ηνπο ηύπνπο wavelet θαη 

coefficients πνπ αλαθέξνληαη ζην Α m-file (Matlab) ηα νπνία ηξέμακε ζηε 

Matlab, ζπκπεξαίλνληαο όηη νη ζεηξέο δελ είλαη απζηεξά κνλαδηαίαο ξίδαο 

(unit root) δηαδηθαζίεο. Παξαηεξνύκε όηη ν επηιεγκέλνο αξηζκόο 

coefficient θαη ηα εθηηκώκελα d είλαη αληηζηξόθσο αλάινγα, δειαδή όζν 

απμάλνπκε ηα coefficient ην εθάζηνηε εθηηκώκελν d θζίλεη. Η επίπησζε 

ησλ παξαπάλσ ζπκπεξαζκάησλ είλαη όηη νη ζεηξέο έρνπλ ηελ ηάζε λα 

επηζηξέθνπλ ζην κέζν ηνπο ζε καθξύ ρξνληθό δηάζηεκα ή ηα ζνθ ζε 

απηέο λα δηαξθνύλ γηα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα, ππνδεηθλύνληαο ηελ 

ύπαξμε long memory ζην κέζν ηνπο. Σνλίδνπκε όηη αξθεηέο εθηηκήζεηο 

ηνπ “d”, κε ηνλ Haar-6 ηύπν wavelet, είλαη κεγαιύηεξεο ηεο κνλάδαο γηα 

ηα δηαηξαπεδηθά επηηόθηα ελόο θαη ηξηώλ κελώλ ηεο Διιάδαο θαη ελόο, 

ηξηώλ θαη δώδεθα κελώλ ηεο Γεξκαλίαο, θαζώο θαη γηα ηνλ Down Jones 

Corporate 10-Y Bond πνπ πήξακε ελδεηθηηθά, αιιά απηό δελ είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθό αλ θάπνηνο θνηηάμεη όιεο ηηο εθηηκήζεηο ηνπ d κε όια ηα 

wavelet θαη ηα δηαθνξεηηθώλ ηηκώλ coefficient ζηα input ηνπ θώδηθα. Έλα 

εθηηκώκελν “d” κεγαιύηεξν από ηε κνλάδα ζεκαίλεη όηη ε δηάξθεηα ησλ 

ζνθ ζηηο ζεηξέο είλαη άπεηξε, όκσο από ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα δελ 

κπνξνύκε λα βγάινπκε απηό ην ζπκπέξαζκα δηόηη όιεο νη άιιεο 

εθηηκήζεηο ηνπ “d”, κε ηνπο άιινπο ηύπνπο wavelet, είλαη κηθξόηεξεο ηεο 

κνλάδαο. Άιισζηε, παίξλνληαο έλα απιό κέζν όξν ησλ εθηηκήζεσλ ηνπ 

“d” γηα θάζε ζεηξά, απηόο είλαη πάιη κηθξόηεξνο ηεο κνλάδαο. 

Παξαηεξώληαο πξνζεθηηθόηεξα ηνλ Πίλαθα 2, δηαπηζηώλνπκε όηη ηα 

εθηηκώκελα “d” γηα ηηο ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο είλαη κηθξόηεξα γηα ηηο 

ηζνηηκίεο EUR/GBP θαη USD/JPY θαη κεγαιύηεξα γηα ηηο GBP/USD θαη 

USD/EUR, ππνδεηθλύνληαο όηη ε GBP/USD θαη USD/EUR 

ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο είλαη πην θνληά αιιά όρη απζηεξώο unit root 

δηαδηθαζίεο.  
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    ΢ρεηηθά κε ηα δηαηξαπεδηθά επηηόθηα, ηα εθηηκώκελα “d” θαίλνληαη 

κηθξόηεξα γηα ηελ Διιάδα θαη ηελ Ακεξηθή, ζε αληίζεζε κε ηε Γεξκαλία 

όπνπ όιεο νη εθηηκήζεηο είλαη θνληά ζηε κνλάδα, ππνδεηθλύνληαο όηη απηή 

ε ζεηξά είλαη πην θνληά ζε κία unit root δηαδηθαζία.  

    Σα δύν νκόινγα πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηελ αλάιπζε έρνπλ εθηηκήζεηο 

κηθξόηεξεο ηεο κνλάδαο, κε κεγαιύηεξε απηή ηνπ Dow Jones Corporate 

10-Y Bond. ΢ε θάζε πεξίπησζε, πθίζηαληαη long memory ζε όιεο ηηο 

ζεηξέο, αθόκε θαη ζηνπο δείθηεο ρξεκαηηζηεξίσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε 

(ATHEX, FTSE/ATHEX 20 θαη S&P 500) όπνπ ζύκθσλα κε αξθεηέο 

έξεπλεο  νη απόςεηο δηίζηαληαη (Lo – 1991). 

     

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6  - ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ  
 

     ΢ηηο θπζηθέο επηζηήκεο ην long memory ραξαθηεξηζηηθό ησλ ζεηξώλ 

έρεη ηεθκεξησζεί αξθεηά. Δκπλεπζκέλνη από ηελ εξγαζία ησλ Granger θαη 

Hosking (1980) ζηηο I(d) δηαδηθαζίεο όηαλ ην “d” δελ είλαη αθέξαηνο 

αξηζκόο, πνιινί νηθνλνκνιόγνη επέδεημαλ απμεκέλν ελδηαθέξνλ γηα ην 

ραξαθηεξηζηηθό απηό ηεο long memory. Ο πεξηνξηζηηθόο ραξαθηήξαο ελόο 

αθέξαηνπ d ζηηο ζεηξέο άλνημε ην δξόκν γηα ηελ αλάπηπμε fractional 

integration κνληέισλ, όπσο ην ARFIMA γηα ηε κνληεινπνίεζε ηεο long 

memory παξακέηξνπ ζην κέζν θαη ην FIGARCH ζηε κνληεινπνίεζε ηεο 

παξακέηξνπ απηήο ζηε κεηαβιεηόηεηα. Αθόκα, ε επηζπκία γηα εκη-

παξακεηξηθέο εθηηκήζεηο ηνπ “d” νδήγεζε ζηε δεκηνπξγία από πνιινύο 

εξεπλεηέο, πιήζνπο εθηηκεηώλ (ζε επίπεδν ρξόλνπ θαη ζπρλόηεηαο) ηεο 

long memory παξακέηξνπ ζην κέζν θαη ζηε κεηαβιεηόηεηα. Έλαο ηέηνηνο 

εθηηκεηήο είλαη ν wavelet ordinary least squares (wols) εθηηκεηήο ηνπ 

Jensen (1999), ν νπνίνο εθηηκάεη ηε fractional integration παξάκεηξν ζην 

κέζν θαη είλαη πνιύ εύρξεζηνο ιόγσ ηεο απιόηεηαο θαη ησλ ειθπζηηθώλ 

ηδηνηήησλ ηνπ. 

    Σα επξήκαηα ηεο εθαξκνγήο καο ππνδεηθλύνπλ ηελ ύπαξμε long 

memory ζε ζεηξέο, όπσο επηηόθηα, ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο, δείθηεο 

ρξεκαηηζηεξίσλ θαη νκνιόγσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε, κε ηε πιεηνςεθία 

ησλ εθηηκήζεσλ ηνπ “d” λα είλαη κεηαμύ ηνπ 0.5 θαη ηνπ 1, ζπκπεξαίλνληαο 



MSc in Banking and Financial Management, 2011 
58 

 

όηη νη παξαπάλσ ζεηξέο είλαη κε ζηάζηκεο, κε άπεηξε δηαθύκαλζε θαη ε 

δηάξθεηα ησλ ζνθ «δεη» γηα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα. 

    Σα ζπκπεξάζκαηα απηά είλαη πνιύ ρξήζηκα γηα νηθνλνκηθέο θαη 

καθξννηθνλνκηθέο αλαιύζεηο. Σέηνηεο ζεηξέο ζηε καθξννηθνλνκία, όπσο 

ηα επηηόθηα θαη νη ζπλαιιαγκαηηθέο ηζνηηκίεο, είλαη θξίζηκεο ζεκαζίαο γηα 

ηε ράξαμε νηθνλνκηθήο θαη λνκηζκαηηθήο πνιηηηθήο, θαζώο ε πνιηηηθή απηή 

πινπνηείηαη πξσηίζησο κε ηνλ θαζνξηζκό ησλ βξαρύβησλ (short term) 

επηηνθίσλ ζηηο πεξηζζόηεξεο εθβηνκεραληζκέλεο ρώξεο. Δπηπξνζζέησο, 

νη θηλήζεηο ησλ επηηνθίσλ θαη ησλ ζπλαιιαγκαηηθώλ ηζνηηκηώλ 

επεξεάδνπλ ηηο απνθάζεηο ζε καθξννηθνλνκηθό επίπεδν, ζρεηηθά κε ηηο 

επελδύζεηο, ηε θαηαλάισζε, ηηο απνηακηεύζεηο, ηηο εμαγσγέο θαη ηηο 

εηζαγσγέο, ελώ απνηεινύλ  έλαπζκα απνθάζεσλ ζηε δηαρείξηζε 

ραξηνθπιαθίσλ θαη ζηηο ηερληθέο αληηζηάζκηζεο θηλδύλσλ.          
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