
 

ΠΑΝΕΠΙΣΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩ 

ΣΜΗΜΑ ΧΡΗΜΑΣΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗ 

ΚΑΙ ΣΡΑΠΕΖΙΚΗ ΔΙΟΙΚΗΣΙΚΗ 

 

 

ΣΕΧΝΙΚΕ MONTE CARLO ΓΙΑ ΣΗΝ ΑΠΟΣΙΜΗΗ  

ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ ΑΞΙΟΓΡΑΦΩΝ 

 

ΔΙΠΛΩΜΑΣΙΚΗ ΕΡΓΑΙΑ 

ΟΙΚΟΝΟΜΟΤ ΑΝΣΩΝΙΟ 

(ΜΧΡΗ10/19) 

 

ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ 

 ΕΓΓΛΕΖΟ ΝΙΚΟΛΑΟ 

Λέκτορασ Πανεπιςτημίου Πειραιώσ 

 

ΣΡΙΜΕΛΗ ΕΠΙΣΡΟΠΗ 

ΜΑΛΛΙΑΡΟΠΟΤΛΟ ΔΗΜΗΣΡΙΟ Καθηγητήσ Πανεπιςτημίου Πειραιώσ  

ΚΙΑΔΟΠΟΤΛΟ ΓΕΩΡΓΙΟ Αναπληρωτήσ Καθηγητήσ Πανεπιςτημίου 

Πειραιώσ  

ΕΓΓΛΕΖΟ ΝΙΚΟΛΑΟ Λέκτορασ Πανεπιςτημίου Πειραιώσ 

ΠΕΙΡΑΙΑ, ΔΕΚΕΜΒΡΙΟ 2011 



Σεχνικέσ Monte Carlo για την αποτίμηςη παραγώγων αξιογράφων 

 

2 
 

ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 

Η κέζνδνο Monte Carlo έρεη απνδεηρζεί έλα πνιχηηκν θαη επέιηθην ππνινγηζηηθφ 

εξγαιείν ζηε ζχγρξνλε ρξεκαηννηθνλνκηθή ζεσξία. Η ζπγθεθξηκέλε  δηπισκαηηθή 

εξγαζία εμεηάδεη νξηζκέλεο εθαξκνγέο ηεο κεζφδνπ Monte Carlo γηα ηελ ηηκνιφγεζε 

παξαγψγσλ αμηνγξάθσλ, δίλνληαο έκθαζε ζηε βειηίσζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο 

ηνπο. Αξρηθά, πεξηγξάθεηαη ν ηξφπνο παξαγσγήο ησλ ηπραίσλ αξηζκψλ γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε  Monte Carlo. ηε ζπλέρεηα αλαιχνληαη νξηζκέλεο ηερληθέο γηα ηε κείσζε 

ηεο δηαθχκαλζεο φπσο ε αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία, ε κέζνδνο ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ 

θαη ε κέζνδνο κείσζεο ηεο δηαθχκαλζεο κέζσ δέζκεπζεο. Παξνπζηάδεηαη ε ρξήζε 

ληεηεξκηληζηηθψλ αθνινπζηψλ ρακειήο δηαθνξάο, γλσζηέο σο Quasi Monte Carlo 

ηερληθέο γηα ηελ απνηίκεζε ησλ παξαγψγσλ αμηνγξάθσλ. Σέινο παξαζέηνληαη θάπνηεο 

εθαξκνγέο ηεο κεζφδνπ Monte Carlo γηα ηελ απνηίκεζε Ακεξηθαληθψλ θαη Αζηαηηθψλ 

δηθαησκάησλ πξναίξεζεο. 

 

ΛΔΞΔΙ ΚΛΔΙΓΙΑ: Μέθοδορ Monte Carlo, Quasi Monte Carlo, Τιμολόγηζη δικαιωμάηων, 

Μείωζη διακύμανζηρ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1: Διζαγυγή 

 

Σα ηειεπηαία ρξφληα ε πνιππινθφηεηα ησλ αξηζκεηηθψλ ππνινγηζκψλ ζηε 

ρξεκαηννηθνλνκηθή αλάιπζε θαη πξάμε έρεη απμεζεί ξαγδαία, απαηηψληαο κεγαιχηεξε 

ηαρχηεηα θαη απνηειεζκαηηθφηεηα ζηνπο ππνινγηζκνχο. Αξηζκεηηθέο κέζνδνη 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα δηάθνξνπο ζθνπνχο ζηα ρξεκαηννηθνλνκηθά φπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηελ απνηίκεζε αμηνγξάθσλ, ηελ εθηίκεζε ηεο επαηζζεζίαο  ησλ 

αμηνγξάθσλ απηψλ σο πξνο νξηζκέλνπο παξάγνληεο θαη ηελ εθηίκεζε ησλ θηλδχλσλ 

ηνπο, θαζψο επίζεο θαη ζηα δηάθνξα stress tests ησλ ραξηνθπιαθίσλ. Η κέζνδνο Monte 

Carlo είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν γηα πνιινχο απφ απηνχο ηνπο ππνινγηζκνχο. Απηφ 

απνδεηθλχεηαη ελ κέξεη απφ ηε κεγάιε βηβιηνγξαθία ησλ επηηπρεκέλσλ εθαξκνγψλ. 

Παξνπζηάζηεθε γηα πξψηε θνξά, ζηα ρξεκαηννηθνλνκηθά, απφ ηνλ Hertz D. ην 1964 ζην 

άξζξν ηνπ Risk Analysis In Capital Investment. Σν 1977 ν P. Boyle εηζήγαγε ηελ 

πξνζνκνίσζε Monte Carlo γηα ηελ απνηίκεζε παξαγψγσλ αμηνγξάθσλ. 

ηε ρξεκαηννηθνλνκηθή επηζηήκε, νη ηηκέο ησλ βαζηθψλ αμηνγξάθσλ θαζψο θαη νη 

κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο ησλ ππνθείκελσλ ηίηισλ ζπρλά κνληεινπνηνχληαη σο 

ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο ζε ζπλερή ρξφλν. Η πιεξσκή ελφο παξαγψγνπ αμηνγξάθνπ, 

φπσο έλα δηθαίσκα αγνξάο, εμαξηάηαη απφ ηελ ηηκή ελφο ή πεξηζζνηέξσλ βαζηθψλ 

αμηνγξάθσλ. Υξεζηκνπνηψληαο ηελ παξαδνρή φηη δελ ππάξρεη arbitrage, νη 

νηθνλνκνιφγνη απέδεημαλ φηη ε ηηκή ελφο  παξαγψγνπ αμηνγξάθνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί 

σο ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ πξνεμνθιεκέλνπ ηνπ θέξδνπο. Η αλακελφκελε ηηκή έρεη 

ιεθζεί κε βάζε ην κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ αξρηθνχ κέηξνπ πηζαλφηεηαο, γλσζηφ θαη σο 

ηζνδχλακν κέηξν martingale ή κέηξν νπδέηεξνπ θηλδχλνπ.  

H πξνζνκνίσζε Monte Carlo ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απνηίκεζε δηθαησκάησλ ζε 

πεξηβάιινλ νπδέηεξνπ θηλδχλνπ. Οπζηαζηηθά πξνζνκνηψλνληαη κνλνπάηηα απνδφζεσλ 

έηζη ψζηε λα βξεζεί ε αλακελφκελε απφδνζε θαη ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ε παξνχζα 

αμία ηεο απφδνζεο απηήο. Έζησ έλα ρξεκαηννηθνλνκηθφ παξάγσγν ην νπνίν εμαξηάηαη 

απφ κία κφλν κεηαβιεηή S, ε ηηκή ηνπ ππνθείκελνπ ηίηινπ, θαη παξέρεη θάπνηα απφδνζε 
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ζε ρξφλν Σ, ππνζέηνληαο φηη ην επηηφθην παξακέλεη ζηαζεξφ, ε απνηίκεζε ηνπ 

παξαγψγνπ κπνξεί αλ γίλεη σο εμήο: 

1. Πξνζνκνηψλνπκε δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα ηνλ ππνθείκελν ηίηιν S ζην ρξνληθφ 

νξίδνληα T, ζε πεξηβάιινλ νπδέηεξνπ θηλδχλνπ. 

2.  Δθηηκνχκε ηηο πξνεμνθιεκέλεο ηακεηαθέο ξνέο ηνπ αμηνγξάθνπ ζε θάζε δεηγκαηηθφ 

κνλνπάηη φπσο πξνθχπηεη απφ ηελ δνκή ηνπ. 

3. Παίξλνπκε ην κέζν φξν ησλ πξνεμνθιεκέλσλ ηακεηαθψλ ξνψλ ησλ δεηγκαηηθψλ 

κνλνπαηηψλ. 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε κέζνδνο απηή ππνινγίδεη έλα πνιπδηάζηαην νινθιήξσκα,  ηελ 

αλακελφκελε ηηκή ησλ πξνεμνθιεκέλσλ θεξδψλ ζε έλα δηάζηεκα δεηγκαηηθψλ 

κνλνπαηηψλ. Η αχμεζε ηεο πνιππινθφηεηαο ησλ παξαγψγσλ αμηνγξάθσλ ηα ηειεπηαία 

ρξφληα έρεη νδεγήζεη ζηελ αλάγθε εθηίκεζεο νινθιεξσκάησλ κεγάισλ δηαζηάζεσλ. 

Η κέζνδνο Monte Carlo γίλεηαη φιν θαη πην ειθπζηηθή ζε ζχγθξηζε κε ηηο άιιεο 

κεζφδνπο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο θαζψο νη δηαζηάζεηο ελφο πξνβιήκαηνο 

απμάλνληαη. Έζησ ην νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο ( )f x  ζηνλ d-δηάζηαην κνλαδηαίν 

ππέξθπβν. Η εθηίκεζε ηνπ απινχ Monte Carlo ηνπ νινθιεξψκαηνο είλαη ίζν κε ηελ 

κέζε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f  ησλ n  ζεκείσλ πνπ έρνπλ επηιεγεί ηπραία απφ ηνλ 

κνλαδηαίν ππεξθχβν. Απφ ην Νφκν ησλ Μεγάισλ Αξηζκψλ απηή ε εθηίκεζε ζπγθιίλεη  

ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ νινθιεξψκαηνο θαζψο ην n  ηείλεη ζην άπεηξν. Δπίζεο, ην 

Κεληξηθφ Οξηαθφ Θεψξεκα δηαζθαιίδεη φηη ην ηππηθφ ζθάικα (1/ )O n  ηείλεη ζην 

κεδέλ θαζψο ην n  απμάλεη. πλεπψο, ην πνζνζηφ ζθάικαηνο ζχγθιηζεο είλαη 

αλεμάξηεην απφ ηηο δηαζηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη απηφ είλαη ην κεγάιν πιενλέθηεκα 

ηεο κεζφδνπ ζε ζρέζεηο κε ηηο άιιεο ηερληθέο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο. 

Δπηπιένλ, ε ηερληθή Monte Carlo είλαη επέιηθηε θαη εχθνιε ζηελ εθαξκνγή θαη 

ηξνπνπνίεζε. Δπίζεο, ε απμαλφκελε δηαζεζηκφηεηα ησλ ηζρπξψλ ππνινγηζηψλ έρεη 

απμήζεη ηελ ειθπζηηθφηεηα ηεο κεζφδνπ. Χζηφζν, ε ηερληθή έρεη θάπνηα κεηνλεθηήκαηα 

αιιά ηα ηειεπηαία ρξφληα έρεη ζεκεησζεί πξφνδνο ζηελ αληηκεηψπηζε ηνπο. Έλα 

ραξαθηεξηζηηθφ κεηνλέθηεκα είλαη φηη γηα πνιχ ζχλζεηα πξνβιήκαηα απαηηείηαη κεγάινο 

αξηζκφο επαλαιήςεσλ ψζηε ηα απνηειέζκαηα λα είλαη αθξηβή. Γηα ην ιφγν απηφ έρνπλ 
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αλαπηπρζεί δηάθνξεο ηερληθέο κείσζεο δηαθχκαλζεο. Γχν θιαζζηθέο κέζνδνη κείσζεο 

δηαθχκαλζεο είλαη ε αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία θαη νη κεηαβιεηέο ειέγρνπ. Πην 

πξφζθαηα, ε δεηγκαηνιεςία ζεκαληηθφηεηαο θαη ε κέζνδνο Monte Carlo κέζσ 

δέζκεπζεο έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί ζε ρξεκαηννηθνλνκηθέο εθαξκνγέο. 

Μία άιιε ηερληθή γηα ηελ επηηάρπλζε ηεο απνηίκεζεο ησλ πνιπδηάζηαησλ 

νινθιεξσκάησλ εθαξκφδεη ληεηεξκηληζηηθέο αθνινπζίεο αληί ηπραίσλ αθνινπζηψλ. 

Απηέο νη ληεηεξκηληζηηθέο αθνινπζίεο επηιέγνληαη ψζηε λα είλαη θαιχηεξα θαηαλεκεκέλεο 

ζην δηάζηεκα νινθιήξσζεο ζε ζρέζε κε ηηο ηπραίεο αθνινπζίεο. Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε 

απηέο ηηο αθνινπζίεο γηα λα εθηηκήζνπκε πνιπδηάζηαηα νινθιεξψκαηα κπνξνχκε λα 

βειηηψζνπκε ηε ζχγθιηζε. Νηεηεξκηληζηηθέο αθνινπζίεο κε απηή ηελ ηδηφηεηα είλαη 

γλσζηέο σο αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο ή quasi-random (ζρεδφλ ηπραίεο) 

αθνινπζίεο. Υξεζηκνπνηψληαο απηή ηελ πξνζέγγηζε κπνξνχκε λα αληιήζνπκε 

ληεηεξκηληζηηθά φξηα ζθάικαηνο παξφιν πνπ ε πξαθηηθή ρξήζε απηψλ ησλ νξίσλ είλαη 

πξνβιεκαηηθή. ε αληίζεζε, ην ηππηθφ Monte Carlo παξέρεη απιά εχρξεζηα φξηα 

ζθάικαηνο πηζαλνηήησλ. Παξφιν πνπ νη αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο έρνπλ 

εθαξκνζζεί επξέσο ζηε θπζηθή, κφιηο πξφζθαηα ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε 

ρξεκαηννηθνλνκηθά πξνβιήκαηα. Τπάξρνπλ δηαθνξεηηθέο δηαδηθαζίεο γηα ηελ εθαξκνγή 

ηέηνησλ αθνινπζηψλ ρακειήο δηαθνξάο πνπ βαζίδνληαη ζε κεζφδνπο ζεσξίαο αξηζκψλ. 

Κάπνηεο απφ απηέο αλαιχνληαη παξαθάησ. Δπίζεο, γίλεηαη ζχγθξηζε αλάκεζα ζηηο 

ηππηθέο κεζφδνπο Monte Carlo θαη ζηηο quasi-random πξνζεγγίζεηο. 

ε απηή ηελ δηπισκαηηθή εξγαζία ζα αλαιπζνχλ ηα εμήο: 

 ην Κεθάιαην 2 αλαιχεηαη ν ηξφπνο κνληεινπνίεζεο ησλ ρξεκαηννηθνλνκηθψλ 

δηθαησκάησλ. 

 ην Κεθάιαην 3 εμεηάδνληαη νη κέζνδνη παξαγσγήο ησλ ηπραίσλ αξηζκψλ. 

  Σν Κεθάιαην 4  πεξηέρεη ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο κείσζεο ηεο δηαθχκαλζεο. 

 ην Κεθάιαην 5 γίλεηαη αλάιπζε ηεο πξνζέγγηζεο Quasi Monte Carlo. 

 ην Κεθάιαην 6 γίλεηαη πξνζέγγηζε ηεο ηηκνιφγεζε ελφο Ακεξηθαληθνχ 

δηθαηψκαηνο κε ηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo. 
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 ην Κεθάιαην 7 ηηκνινγείηαη έλα Αζηαηηθφ δηθαίσκα κε ηελ πξνζνκνίσζε Monte 

Carlo θαη ηε ρξήζε θάπνησλ κεζφδσλ κείσζεο ηεο δηαθχκαλζεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2: Η Μονηελοποίηζη ηυν Υπημαηοοικονομικών 

Γικαιυμάηυν 

 

2.1. Γιαδικαζίερ Wiener και Λήμμα ηος Ito 

 

2.1.1. ηοσαζηικέρ Γιαδικαζίερ 

Κάζε κεηαβιεηή ε ηηκή ηεο νπνίαο αιιάδεη ζηε δηάξθεηα ηνπ ρξφλνπ κε ηξφπν 

αβέβαην ιέγεηαη φηη αθνινπζεί κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. Οη ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο 

θαηεγνξηνπνηνχληαη ζε δηαθξηηνχ θαη ζπλερνχο ρξφλνπ. Μία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

δηαθξηηνχ ρξφλνπ είλαη εθείλε θαηά ηελ νπνία κεηαβιεηή κπνξεί λα κεηαβιεζεί κφλν ζε 

ζπγθεθξηκέλεο ζηηγκέο ζην ρξφλν, ελψ ζε κία δηαδηθαζία ζπλερνχο ρξφλνπ ε κεηαβιεηή 

κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη θάζε ζηηγκή. Δπίζεο ππάξρνπλ νη δηαδηθαζίεο δηαθξηηήο 

κεηαβιεηήο θαη ζπλερνχο κεηαβιεηήο. ηελ πξψηε θαηεγνξία ε κεηαβιεηή κπνξεί λα 

πάξεη κφλν ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζηε δηάξθεηα ηνπ ρξφλνπ, ελψ ζηε δεχηεξε ε κεηαβιεηή 

κπνξεί λα πάξεη νπνηεζδήπνηε ηηκέο.  

 

2.1.2. Γιαδικαζία Markov 

Μία δηαδηθαζία Markov είλαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο ηχπνο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο 

φπνπ κφλν ε παξνχζα ηηκή ηεο κεηαβιεηήο παίδεη ξφιν ζηελ πξφβιεςε ηνπ κέιινληνο. 

Η παξειζνληηθή ηζηνξία ηεο κεηαβιεηήο θαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ην κέιινλ πξνθχπηεη 

απφ ην παξφλ είλαη αλεμάξηεηα. Οη ηηκέο κεηνρψλ ζπλήζσο αθνινπζνχλ κηα δηαδηθαζία 

Markov . 

Παπάδειγμα. Έζησ κηα κεηνρή ηεο IBM κε ηηκή $100. Δάλ ε κεηνρή αθνινπζεί 

δηαδηθαζία Markov νη πξνβιέςεηο γηα ην κέιινλ δελ ζα έπξεπε λα επεξεάδνληαη απφ 

ηελ ηηκή ηεο κεηνρήο κία εβδνκάδα πξηλ, έλα κήλα πξηλ ή έλα ρξφλν πξηλ. Σν κνλαδηθφ 

ζρεηηθφ θνκκάηη πιεξνθνξίαο πνπ ππάξρεη είλαη φηη ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζήκεξα είλαη 

$100. Οη πξνβιέςεηο γηα ην κέιινλ είλαη αβέβαηεο θαη πξέπεη λα εθθξάδνληαη κε φξνπο 
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θαηαλνκήο πηζαλνηήησλ. Η ηδηφηεηα Markov ππνδειψλεη φηη ε θαηαλνκή πηζαλνηήησλ 

ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο ζε νπνηαδήπνηε κειινληηθή ρξνληθή ζηηγκή είλαη αλεμάξηεηε απφ 

νπνηνδήπνηε κνλνπάηη θαη αλ αθνινχζεζε ε ηηκή ζην παξειζφλ. 

 

2.1.3. ηοσαζηικέρ Γιαδικαζίερ ςνεσούρ Υπόνος 

Έζησ κηα κεηνρή ε νπνία αθνινπζεί κία δηαδηθαζία Markov . Τπνηίζεηαη φηη ε 

ηξέρνπζα ηηκή ηεο κεηαβιεηήο είλαη 10 θαη φηη ε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο ζηε δηάξθεηα 

ελφο ρξφλνπ είλαη (0,1) , φπνπ ( , )    ζπκβνιίδεη ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε 

ηηκή κ θαη ηππηθή απφθιηζε ζ. Η κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο κεηά απφ 2 ρξφληα 

είλαη ην άζξνηζκα δχν θαλνληθψλ θαηαλνκψλ , θάζε κηα εθ ησλ νπνίσλ έρεη κεδεληθή 

κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε 1. Δπεηδή ε κεηαβιεηή είλαη Markov νη δχν θαηαλνκέο 

πηζαλφηεηαο είλαη αλεμάξηεηεο . Καηά ηελ πξφζζεζε δχν αλεμάξηεησλ θαλνληθψλ 

θαηαλνκψλ ην απνηέιεζκα είλαη κία λέα θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή ην άζξνηζκα 

ησλ δχν κέζσλ ηηκψλ θαη δηαζπνξά ην άζξνηζκα ησλ δχν δηαζπνξψλ. Γηα ηε 

ζπγθεθξηκέλε κεηαβιεηή κεηά απφ δχν ρξφληα ζα παξνπζηάζεη κεηαβνιή κε κέζε ηηκή 0 

θαη δηαζπνξά 2 , άξα ηππηθή απφθιηζε 2 , έηζη ζα παξνπζηάζεη θαηαλνκή 

πηζαλφηεηαο (0, 2) . 

Γηα ηελ κεηαβνιή ηεο κεηαβιεηήο ζε ρξνληθή δηάξθεηα 6 κελψλ, ε δηαζπνξά ηεο 

παξνπζηάδεη ηε κηζή δηαζπνξά απφ απηή πνπ παξνπζηάδεη γηα ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο, 

άξα ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο γηα 6 κήλεο είλαη (0, 0.5) . Με ηελ ίδηα ινγηθή 

ππνινγίδεηαη θαη ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο γηα δηάξθεηα ηξηψλ ή νζσλδήπνηε κελψλ. 

Γεληθεχνληαο, ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηεο κεηαβνιήο ηεο κεηαβιεηήο γηα ρξνληθή 

δηάξθεηα Σ είλαη (0, )T . 

 

 

 

 



Σεχνικέσ Monte Carlo για την αποτίμηςη παραγώγων αξιογράφων 

 

11 
 

2.1.3.1. Γιαδικαζίερ Wiener 

Η δηαδηθαζία ηελ νπνία αθνινπζεί ε κεηαβιεηή ε νπνία αλαιχζεθε παξαπάλσ είλαη 

γλσζηή σο δηαδηθαζία Wiener θαη απνηειεί ζπγθεθξηκέλν ηχπν ηεο ζηνραζηηθήο 

δηαδηθαζία Markov , κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη πνζνζηφ δηαζπνξάο (variance rate) 1 αλά 

έηνο. Σππηθά κηα κεηαβιεηή z αθνινπζεί κηα Wiener δηαδηθαζία φηαλ ηθαλνπνηεί ηηο δχν 

παξαθάησ ηδηφηεηεο : 

 

 Ιδιόηηηα 1:    Η κεηαβνιή z  θαηά ηε δηάξθεηα κηαο κηθξήο ρξνληθήο πεξηφδνπ 

t  είλαη 

 z t   ,  (2.1)  

φπνπ ην   αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή (0,1) . 

 Ιδηφηεηα 2: Οι ηιμέρ ηος z  για δύο οποιαδήποηε διαθοπεηικά σπονικά διαζηήμαηα 

t   είναι ανεξάπηηηερ. 

Απφ ηελ πξψηε ηδηφηεηα πξνθχπηεη φηη ε z   αθνινπζεί θαη απηή θαλνληθή θαηαλνκή 

κε: 

 κέζε ηηκή ηνπ  0z  ,        

 ηππηθή απφθιηζε ηνπ z t   , 

 δηαζπνξά ηνπ z t   . 

Η δεχηεξε ηδηφηεηα ππνδειψλεη φηη ε κεηαβιεηή z  αθνινπζεί δηαδηθαζία Markov. Η 

κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηνπ z  θαηά ηε δηάξθεηα ελφο ζρεηηθά κεγάινπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο 

T  κπνξεί λα ζπκβνιηζηεί σο ( ) (0)z T z  . Η κεηαβνιή απηή κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην 

άζξνηζκα ησλ κεηαβνιψλ ηνπ z  ζε Ν πνιχ κηθξά ρξνληθά δηαζηήκαηα δηάξθεηαο t  

φπνπ: 

 

Άξα 

T
N

t
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1

( ) (0) ,
N

i
i

z T z t


  
  

(2.2) 

φπνπ ηα 
i ( 1,2..., )i N  αθνινπζνχλ ηελ (0,1) . Απφ ηε δεχηεξε ηδηφηεηα είλαη γλσζηφ 

φηη ηα 
i  είλαη αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο . Απφ ηηο εμηζψζεηο (2.1) θαη (2.2) πξνθχπηεη φηη 

ην ( ) (0)z T z  είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλν κε: 

 

 κέζε ηηκή  ( ) (0) 0,z T z   

 ηππηθή απφθιηζε  ( ) (0) ,z T z N t T     

 δηαζπνξά  ( ) (0) ,z T z T   

 

Παπάδειγμα. Έζησ φηη ε ηηκή z  κηαο κεηαβιεηήο ε νπνία αθνινπζεί κηα δηαδηθαζία 

Markov είλαη αξρηθά 25, θαη φηη ν ρξφλνο κεηξηέηαη ζε ρξφληα. ην ηέινο ηνπ πξψηνπ 

ρξφλνπ ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλε κε κέζε ηηκή 5 θαη ηππηθή 

απφθιηζε 1. Μεηά απφ 5 ρξφληα , ε κεηαβιεηή είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλε κε κέζε 

ηηκή 25 θαη ηππηθή απφθιηζε 5  ή 2,236 . Η αβεβαηφηεηα γηα ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο 

ζε θάπνηα ζηηγκή ζην κέιινλ , ε νπνία κεηξάηαη κε ηελ ηππηθή απφθιηζε , απμάλεηαη 

φπσο ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ ρξφλνπ. ε ζπλεζηζκέλνπο ππνινγηζκνχο , είλαη ζχλεζεο 

λα πξνρσξάκε απφ κηθξέο κεηαβνιέο ζην φξην θαζψο νη κηθξέο κεηαβνιέο ηείλνπλ ζην 

0. Έηζη ν ζπκβνιηζκφο dx adt  ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δείμεη ην x a t     ζην φξην 

θαζψο ην 0t  . 

 

2.1.3.2. Γενικεςμένη Γιαδικαζία Wiener 

Η κέζε κεηαβνιή αλά κνλάδα ρξφλνπ γηα κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία νλνκάδεηαη 

πνζνζηφ κεηαβνιήο (drift rate) ελψ ε δηαζπνξά αλά κνλάδα ρξφλνπ νλνκάδεηαη 

πνζνζηφ δηαζπνξάο (variance rate). Η βαζηθή δηαδηθαζία Wiener,dz , πνπ 

αλαπηχρζεθε σο ηψξα έρεη πνζνζηφ κεηαβνιήο κεδέλ θαη πνζνζηφ δηαζπνξάο 1. Η 
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γεληθεπκέλε δηαδηθαζία Wiener γηα κία κεηαβιεηή x  κπνξεί λα εθθξαζζεί κε φξνπο dz  

σο εμήο : 

 dx adt bdz     (2.3) 

φπνπ ηα a  θαη b  είλαη ζηαζεξέο. Γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηεο ζρέζεο (2.3) είλαη 

ζεκαληηθφ λα εμεηάζεη θαλείο ρσξηζηά ηνπο φξνπο ηεο δεμηάο πιεπξάο ηεο εμίζσζεο. Ο 

φξνο adt  ππνδειψλεη φηη ην x  έρεη αλακελφκελν πνζνζηφ κεηαβνιήο a  αλά κνλάδα 

ρξφλνπ. Υσξίο ηνλ φξν bdz  ε εμίζσζε dx adt  ππνδειψλεη φηη /dx dt a  θαη 

νινθιεξψλνληαο σο πξνο ην ρξφλν πξνθχπηεη : 

0 ,x x at   

φπνπ 
0x  είλαη ε ηηκή ηνπ x  ζε κεδεληθφ ρξφλν. Γηα κία πεξίνδν ρξφλνπ T , ε κεηαβιεηή    

x  απμάλεηαη θαηά ην πνζφ aT . Ο φξνο bdz  κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε πξνζζήθε 

ζνξχβνπ ή κεηαβιεηφηεηαο ζην κνλνπάηη πνπ αθνινπζεί ε κεηαβιεηή. Σν πνζφ απηνχ 

ηνπ ζνξχβνπ ή ηεο κεηαβιεηφηεηαο είλαη b  θνξέο κηα δηαδηθαζία Wiener. Μία 

δηαδηθαζία Wiener έρεη κεηαβιεηφηεηα 1. Δπνκέλσο b  θνξέο κηα δηαδηθαζία Wiener έρεη 

κεηαβιεηφηεηα b  γηα κηθξά δηαζηήκαηα t  θαη ε κεηαβνιή x  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

,x a t b t      

φπνπ φπσο θαη πξνεγνπκέλσο ην   αθνινπζεί ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή. πλεπψο ην  

x  αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε : 

 κέζε ηηκή ηνπ ,x a t    

 ηππηθή απφθιηζε ηνπ

,x b t    

 δηαζπνξά ηνπ 
2 .x b t    

Με παξφκνηα επηρεηξήκαηα κε απηά πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε δηαδηθαζία 

Wiener θαίλεηαη φηη ε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηνπ x  ζε ρξνληθφ δηάζηεκα T  είλαη θαλνληθά 

θαηαλεκεκέλε κε : 
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 κέζε ηηκή ηνπ ,x aT   

 ηππηθή απφθιηζε ηνπ

b ,x T    

 δηαζπνξά ηνπ 
2b .x T   

Καηά ζπλέπεηα ε γεληθεπκέλε δηαδηθαζία Wiener ηεο εμίζσζεο (2.3) έρεη πνζνζηφ 

κεηαβνιήο a  θαη πνζνζηφ δηαζπνξάο 
2b . 

 

2.1.3.3. Γιαδικαζία Ito 

Δίλαη δπλαηφλ λα νξηζηεί αθφκε έλαο ηχπνο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο γλσζηφο σο 

δηαδηθαζία Ito. Η δηαδηθαζία Ito είλαη θαη απηή κία γεληθεπκέλε δηαδηθαζία Wiener ηεο 

νπνίαο φκσο νη παξάκεηξνη a  θαη b  είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ ππνθείκελσλ κεηαβιεηψλ 

x  θαη t  . Μηα δηαδηθαζία Ito κπνξεί λα εθθξαζζεί αιγεβξηθά σο εμήο : 

( , ) ( , ) .dx a x t dt b x t dz   

Σφζν ην πνζνζηφ κεηαβνιήο φζν θαη ην πνζνζηφ δηαζπνξάο κίαο δηαδηθαζίαο Ito 

κεηαβάιινληαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Γηα έλα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα κεηαμχ t  θαη 

t t     ε κεηαβιεηή κεηαβάιιεηαη απφ x  ζε x x  , φπνπ : 

( , ) ( , ) .x a x t t b x t t      

Η παξαπάλσ ζρέζε εκπεξηέρεη κία κηθξή πξνζέγγηζε . Γίλεηαη ε ππφζεζε φηη ηα 

πνζνζηά κεηαβνιήο θαη δηαζπνξάο ηνπ x  παξακέλνπλ ζηαζεξά ζην ρξνληθφ δηάζηεκα 

κεηαμχ t t  . 

 

2.1.4. Γιαδικαζία για ηην Σιμή Μεηοσήρ 

Θα ήηαλ δειεαζηηθή ε πξφηαζε λα ρξεζηκνπνηεζεί ε γεληθεπκέλε δηαδηθαζία 

Wiener γηα ηελ ηηκή κεηνρψλ θαζψο ηα πνζνζηά δηαζπνξάο θαη κεηαβνιήο είλαη 

ζηαζεξά. Γπζηπρψο φκσο απηφ ην κνληέιν απνηπγράλεη θαζψο ην αλακελφκελν 
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πνζνζηφ θέξδνπο πνπ απαηηνχλ νη επελδπηέο απφ κία κεηνρή είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ 

ηηκή ηεο κεηνρήο. Γειαδή αλ νη επελδπηέο απαηηνχλ 14% εηήζην θέξδνο φηαλ ε ηηκή ηεο 

κεηνρήο είλαη $10 , ηφηε ζα δεηνχλ ην ίδην πνζνζηφ θαη φηαλ ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζα είλαη 

$50. 

Πξνθαλψο ε ππφζεζε γηα ζηαζεξά πνζνζηά κεηαβνιήο θαη δηαζπνξάο είλαη 

αθαηάιιειε θαη πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί απφ ηελ ππφζεζε ζηαζεξνχ πνζνζηνχ 

θέξδνπο. Γειαδή αλ S  είλαη ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζε ρξφλν t  ηφηε ην αλακελφκελν 

πνζνζηφ κεηαβνιήο ηνπ S  κπνξεί λα ζεσξεζεί ίζν κε S  γηα θάπνηα ζηαζεξή 

παξάκεηξν  . Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα έλα κηθξφ δηάζηεκα t  ην αλακελφκελν πνζνζηφ 

θέξδνπο είλαη S t  . Η παξάκεηξνο   απνηειεί ην αλακελφκελν πνζνζηφ απφδνζεο 

ηεο κεηνρήο, εθθξαζκέλν ζε δεθαδηθή κνξθή. Δάλ ε κεηαβιεηφηεηα ηεο κεηνρήο είλαη 

πάληα κεδεληθή, ηφηε ην κνληέιν ππνδειψλεη φηη : 

.S S t    

ην φξην θαζψο ην 0t   

.
dS

dS Sdt dt
S

     

Οινθιεξψλνληαο ζην ρξφλν απφ 0 κέρξη Σ πξνθχπηεη : 

0 ,TS S e
    

(2.4) 

φπνπ 
0S  θαη 

TS  είλαη νη ηηκέο ηεο κεηνρήο γηα ρξφλν 0 θαη Σ . Η εμίζσζε (2.4) δείρλεη φηη 

ην πνζνζηφ κεηαβιεηφηεηαο ηεο πνζνζηηαίαο απφδνζεο γηα θάπνην κηθξφ ρξνληθφ 

δηάζηεκα t  είλαη ην ίδην αλεμαξηήησο ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο.  

Καηά αλαινγία, ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κεηαβνιήο ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο γηα έλα 

κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα t  ζα πξέπεη λα είλαη αλάινγε ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο , έηζη 

πξνθχπηεη ην κνληέιν: 

.
dS

dS Sdt Sdz dt dz
S

       
    

(2.5) 
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Η εμίζσζε απηή απνηειεί ην πην δηαδεδνκέλν θαη επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελν κνληέιν 

αλάιπζεο ζπκπεξηθνξάο ηεο ηηκήο κεηνρψλ. Η κεηαβιεηή κ εθθξάδεη ην αλακελφκελν 

πνζνζηφ απφδνζεο ηεο κεηνρήο. 

 

 

 

 

Μονηέλο Γιακπιηού Υπόνος 

Σν κνληέιν αλάιπζεο ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο ηηκήο κεηνρψλ πνπ αλαπηχρζεθε 

παξαπάλσ είλαη γλσζηφ σο Γεωμεηπική Κίνηζη Brown . Η εθδνρή δηαθξηηνχ ρξφλνπ γηα 

ην κνληέιν απηφ είλαη ε εμήο : 

.
S

S S t S t t t
S

    


         
    

(2.6) 

Η κεηαβιεηή S  εθθξάδεη ηε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο κεηνρήο S , γηα κηθξφ ρξνληθφ 

δηάζηεκα t , ελψ ην   αθνινπζεί ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή. Η παξάκεηξνο 

  εθθξάδεη ην πνζνζηφ απφδνζεο ηεο κεηνρήο αλά κνλάδα ρξφλνπ θαη ε παξάκεηξνο 

  είλαη ε κεηαβιεηφηεηα ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο. Γηα ηε ζπλέρεηα ζέηνπκε φηη νη 

παξάκεηξνη απηέο είλαη ζηαζεξέο. Σν αξηζηεξφ κέξνο ηεο εμίζσζεο (2.6) εθθξάδεη ηελ 

απφδνζε ηεο κεηνρήο γηα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα t . Ο φξνο t  είλαη ε 

αλακελφκελε αμία ηεο απφδνζεο απηήο θαη ν φξνο t   απνηειεί ην ζηνραζηηθφ φξν 

ηεο απφδνζεο. Η δηαζπνξά ηνπ ζηνραζηηθνχ απηνχ φξνπ θαη επνκέλσο ηεο απφδνζεο 

είλαη 
2 t  . Η εμίζσζε (2.6) δείρλεη φηη ην /S S  είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλν κε κέζν 

t  θαη ηππηθή απφθιηζε t  .  

 

2.1.5. Παπάμεηποι 

Σν παξαπάλσ κνληέιν ρξεζηκνπνηεί δχν βαζηθέο παξακέηξνπο, ην   θαη ην  . 

Η παξάκεηξνο   είλαη ε ζπλερφκελε ζχλζεηε απφδνζε πνπ θεξδίδεη έλαο επελδπηήο 

αλά έηνο. Οη πεξηζζφηεξνη επελδπηέο απαηηνχλ πςειφηεξε αλακελφκελε απφδνζε ψζηε 
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λα επηηχρνπλ πςειφηεξν ξίζθν. πλεπψο ε ηηκή ηνπ   ζα πξέπεη λα εμαξηάηαη απφ ην 

ξίζθν πνπ εκπεξηέρεη ε απφδνζε ηεο κεηνρήο αιιά θαη απφ ηα επίπεδα ησλ επηηνθίσλ. 

Όζν πςειφηεξα είλαη ηα επηηφθηα ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε αλακελφκελε απφδνζε γηα 

νπνηαδήπνηε κεηνρή. Όζνλ αθνξά φκσο ηα παξάγσγα , ην   δελ παίδεη ζεκαληηθφ 

ξφιν θαζψο ε ηηκή ελφο παξαγψγνπ ζε θάπνηα κεηνρή γεληθά είλαη αλεμάξηεηε ηνπ  . 

Η παξάκεηξνο  , ε κεηαβιεηφηεηα ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο, είλαη αληηζέησο πνιχ 

θαζνξηζηηθή ζηελ απνηίκεζε παξαγψγσλ. 

 

2.1.6. Σο Λήμμα ηος Ito (Ito's Lemma) 

Η ηηκή ελφο δηθαηψκαηνο ζε κεηνρή είλαη ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο ηεο ππνθείκελεο 

κεηνρήο θαη ηνπ ρξφλνπ. Γεληθφηεξα ε ηηκή νπνηνπδήπνηε παξαγψγνπ απνηειεί 

ζπλάξηεζε ησλ ζηνραζηηθψλ κεηαβιεηψλ ηεο ηηκήο ηνπ ππνθείκελνπ ηίηινπ θαη ηνπ 

ρξφλνπ. 

Τπνζέηνπκε φηη ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x  αθνινπζεί κία δηαδηθαζία Ito : 

( , ) ( , ) ,dx a x t dt b x t dz 
     

(2.7) 

φπνπ dz  είλαη κία δηαδηθαζία Wiener θαη ηα a  θαη b  απνηεινχλ ζπλαξηήζεηο ηνπ x  θαη 

ηνπ t . Η κεηαβιεηή x  έρεη πνζνζηφ κεηαβνιήο a  θαη πνζνζηφ δηαζπνξάο 
2b . Σν 

ιήκκα ηνπ Ito δείρλεη φηη ε ζπλάξηεζε  ,G x t  αθνινπζεί ηε δηαδηθαζία : 

2
2

2

1
.

2

G G G G
dG a b dt bdz

x t x x

    
    

          

(2.8) 

πλεπψο ε  ,G x t  επίζεο αθνινπζεί δηαδηθαζία Ito , κε πνζνζηφ κεηαβνιήο : 

2
2

2

1
,

2

G G G
a b

x t x

  
 

  
 

θαη πνζνζηφ δηαζπνξάο: 

2

2.
G

b
x
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Πξνεγνπκέλσο αλαθέξζεθε φηη ε εμίζσζε (2.5) κε ηα   θαη   ζηαζεξά απνηειεί έλα 

κνληέιν ηεο θίλεζεο ηεο ηηκήο νπνηαζδήπνηε κεηνρήο. Απφ ην ιήκκα ηνπ Ito 

ζπλεπάγεηαη φηη ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη απφ κία ζπλάξηεζε ( , )G S t  είλαη : 

2
2 2

2

1
.

2

G G G G
dG S S dt Sdz

S t S S
  

    
    

         

(2.9) 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ηφζν ην G  φζν θαη ην S  επεξεάδνληαη απφ ηελ ίδηα πεγή 

αβεβαηφηεηαο dz . 

 

2.1.7. Λογαπιθμοκανονική Ιδιόηηηα ηυν Σιμών ηυν Μεηοσών. 

        Με ηε ρξήζε ηνπ ιήκκαηνο Ito κπνξεί λα πξνθχςεη ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη 

απφ ην ln S  φηαλ ην S  αθνινπζεί ηε δηαδηθαζία ηεο εμίζσζεο (2.5). Οξίδεηαη: 

lnG S  

θαη άξα 

2

2 2

1 1
,  ,  0.

G G G

S S S S t

  
   

  
 

Απφ ηελ εμίζσζε (2.9) ζπλεπάγεηαη φηη ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη απφ ηε 

κεηαβιεηή G είλαη 

2

.
2

dG dt dz


 
 

   
      

(2.10) 

Δθφζνλ ηα   θαη   είλαη ζηαζεξά ε εμίζσζε δείρλεη φηη ε lnG S  αθνινπζεί κία 

γεληθεπκέλε δηαδηθαζία Wiener πνπ έρεη ζηαζεξφ πνζνζηφ κεηαβνιήο 
2 / 2   θαη 

ζηαζεξφ πνζνζηφ δηαζπνξάο 
2 . πλεπψο ε κεηαβνιή ηνπ ln S  ζην ρξνληθφ δηάζηεκα 

απφ 0 κέρξη Σ είλαη θαηαλεκεκέλε θαλνληθά κε κέζε ηηκή  2 / 2    θαη δηαζπνξά 

2 . Απηφ ζεκαίλεη φηη  
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2

0ln ln ,
2

TS S T


  
  

    
  

 

ή 

2

0ln ln ,
2

TS S T


  
  

    
  

    (2.11) 

φπνπ 
TS  είλαη ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζε ρξφλν Σ ,

0S  είλαη ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζε ρξφλν 

κεδέλ θαη ( , )m s  ζπκβνιίδεη ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή m θαη ηππηθή 

απφθιηζε s.Η εμίζσζε (2.11) δείρλεη φηη ην ln S  είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλν. 

 Μία κεηαβιεηή έρεη ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή φηαλ ν θπζηθφο ινγάξηζκνο 

ηεο κεηαβιεηήο είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλνο . Σν κνληέιν ζπκπεξηθνξάο ηεο ηηκήο ηεο 

κεηνρήο ππνδειψλεη φηη ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζε ρξφλν Σ , δεδνκέλεο ηεο ηηκήο ηεο 

ζήκεξα , είλαη ινγαξηζκνθαλνληθά θαηαλεκεκέλε . Η ηππηθή απφθιηζε ηνπ ινγαξίζκνπ 

ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο είλαη  T  θαη είλαη αλάινγε ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηνπ πφζν 

καθξηά ζην ρξφλν γίλεηαη ε αλάιπζε ηεο. 

 

2.2. To Μονηέλο Black-Scholes-Merton 

 

2.2.1.  Η Καηανομή ηος Ποζοζηού Απόδοζηρ 

Η ινγαξηζκνθαλνληθή ηδηφηεηα ησλ ηηκψλ ησλ κεηνρψλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα ηε ιήςε πιεξνθνξηψλ ζρεηηθά κε ηελ θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηνπ πνζνζηνχ 

απφδνζεο, κηαο πνπ ε ηειεπηαία απνθνκίδεηαη απφ κηα κεηνρή ζην ρξνληθφ δηάζηεκα 

απφ 0 έσο Σ. Οξίδνληαο ην πνζνζηφ απφδνζεο ηεο κεηνρήο σο x  πξνθχπηεη: 

0 ,xT

TS S e  

0

1
ln .TS

x
T S



   

(2.12) 
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Απφ ηελ εμίζσζε (2.11) πξνθχπηεη φηη: 

2

, .
2

x
 

 
 

 
 

   (2.13) 

πλεπψο ην πνζνζηφ απφδνζεο αλά έηνο αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 

2 / 2   θαη ηππηθή απφθιηζε /  . Καζψο ην Σ απμάλεηαη ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ 

x  κεηψλεηαη. 

 

2.2.2.  Απαπαίηηηερ Τποθέζειρ 

Οη ππνζέζεηο νη νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ παξαγσγή ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο Black-Scholes-Merton είλαη: 

1. Η ηηκή ηεο κεηνρήο αθνινπζεί ηε δηαδηθαζία πνπ αλαπηχρζεθε ζην πξνεγνχκελν 

θεθάιαην κε ηα κ θαη ζ ζηαζεξά.     

2. Γελ ππάξρνπλ θφζηε ζπλαιιαγψλ θαη θφξνη. 

3. Γελ απνθφπηνληαη κεξίζκαηα θαηά ηε δηάξθεηα ηζρχνο ηνπ παξαγψγνπ. 

4. Γελ ππάξρνπλ επθαηξίεο θεξδνζθνπίαο. 

5. Οη ζπλαιιαγέο αμηνγξάθσλ είλαη ζπλερείο. 

6. Σν ρσξίο ξίζθν επηηφθην είλαη ζηαζεξφ. 

 

2.2.3. Παπαγυγή ηηρ Γιαθοπικήρ Δξίζυζηρ Black-Scholes-Merton 

Τπνζέηνπκε φηη f  είλαη ε ηηκή ελφο δηθαηψκαηνο αγνξάο εμαξηψκελν απφ ηελ 

ηηκή S  ελφο ππνθείκελνπ ηίηινπ. Η κεηαβιεηή f  ζα πξέπεη λα είλαη ζπλάξηεζε ησλ S  

θαη t  . πλεπψο απφ ηελ εμίζσζε (2.9) πξνθχπηεη : 
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2
2 2

2

1
.

2

f f f f
df S S dt Sdz

S t S S
  

    
    

    
   (2.14) 

ε δηαθξηηή κνξθή ε παξαπάλσ εμίζσζε γίλεηαη: 

 

2
2 2

2

1
,

2

f f f f
f S S t S z

S t S S
  

    
       

    
    (2.15). 

 

φπνπ S  θαη f  είλαη νη κεηαβνιέο ησλ S  θαη f  γηα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα t  θαη 

z t   .  

πλεπψο επηιέγνληαο έλα ραξηνθπιάθην κε κεηνρέο θαη ην δηθαίσκα πξναίξεζεο , ε 

δηαδηθαζία Wiener κπνξεί λα παξαιεηθζεί. Σν θαηάιιειν ραξηνθπιάθην είλαη ην εμήο : 

 

 -1 : δηθαίσκα πξναίξεζεο 

 /f S  : κεηνρέο 

Ο θάηνρνο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ έρεη ζέζε πψιεζεο (short) ζην δηθαίσκα θαη ζέζε 

αγνξάο (long) ζηηο κεηνρέο. Οξίδεηαη σο   ε αμία ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Δμ νξηζκνχ 

ηζρχεη : 

.
f

f S
S


   


   (2.16) 

Η κεηαβνιή ηεο αμίαο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ   ζε ρξνληθφ δηάζηεκα Γt είλαη 

.
f

f S
S


    


    (2.17) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εμηζψζεηο (2.18) θαη (2.19) ζηελ (2.21) πξνθχπηεη : 

2
2 2

2

1
.

2

f f
S t

t S


  
     

  
   (2.18) 
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Αθνχ ε εμίζσζε δελ πεξηιακβάλεη ηνλ φξν z , ην ραξηνθπιάθην είλαη κεδεληθνχ 

θηλδχλνπ ζην ρξνληθφ δηάζηεκα t . Με βάζε ηηο ππνζέζεηο πνπ αλαθέξζεθαλ, ην 

ραξηνθπιάθην ζα πξέπεη λα παξνπζηάδεη ζηηγκηαία ην ίδην πνζνζηφ απφδνζεο κε 

νπνηνδήπνηε άιιν αμηφγξαθν ρσξίο θίλδπλν. Δάλ απηφ ην πνζνζηφ απφδνζεο είλαη 

κεγαιχηεξν , νη θεξδνζθφπνη ζα κπνξνχζαλ εχθνια λα απνθνκίζνπλ θέξδνο ρσξίο 

θίλδπλν δαλεηδφκελνη ρξήκαηα θαη αγνξάδνληαο ην ραξηνθπιάθην. Δάλ ε απφδνζε είλαη 

κηθξφηεξε ηφηε απνθνκίδνπλ θέξδνο ιακβάλνληαο ζέζε πψιεζεο ζην ραξηνθπιάθην θαη 

αγνξάδνληαο ηα αθίλδπλα αμηφγξαθα. πλεπψο : 

,r t       (2.19) 

φπνπ r ην ρσξίο θίλδπλν επηηφθην. Αληηθαζηζηψληαο απφ ηηο εμηζψζεηο (2.16) θαη (2.18) 

ζηελ (2.19) πξνθχπηεη: 

2
2 2

2

1
( )

2

f f f
S t r f S t

t S S


   
     

   
 

2
2 2

2

1
.

2

f f f
rS S rf

t S S


  
  

  
    (2.20) 

Η εμίζσζε (2.20) απνηειεί ηελ δηαθνξηθή εμίζσζε Black-Scholes-Merton. Η εμίζσζε 

απηή έρεη πνιιέο ιχζεηο γηα θάζε παξάγσγν ην νπνίν κπνξεί λα εμαξηάηαη απφ ην S σο 

ππνθείκελε αμία. πγθεθξηκέλα γηα ηα δηθαηψκαηα πξναίξεζε ε ιχζε εμαξηάηαη απφ ηηο 

νξηαθέο ζπλζήθεο πνπ ππάξρνπλ θαη νη νπνίεο είλαη : 

 γηα δηθαηψκαηα αγνξάο Δπξσπατθνχ ηχπνπ 

 max ,0 ,Tf S K   

 

 γηα δηθαηψκαηα πψιεζεο Δπξσπατθνχ ηχπνπ 

 max ,0 ,Tf K S   
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3: Η Ολοκλήπυζη Monte Carlo και Η Παπαγυγή ηυν 

Σςσαίυν Απιθμών 

 

3.1. Η Ολοκλήπυζη Monte Carlo 

Σν νξηζκέλν νινθιήξσκα κίαο ζπλάξηεζεο είλαη έλαο αξηζκφο θαη ν 

ππνινγηζκφο ηνπ είλαη έλα ληεηεξκηληζηηθφ πξφβιεκα πνπ δελ εκπεξηέρεη ηπραηφηεηα. 

Χζηφζν, κπνξνχκε λα ζέζνπκε ην πξφβιεκα απηφ ζε έλα ζηνραζηηθφ πιαίζην 

εξκελεχνληαο ην νινθιήξσκα σο κία αλακελφκελε ηηκή. Έζησ έλα νινθιήξσκα ζην 

κνλαδηαίν δηάζηεκα [0,1] : 

1

0

( ) .I g x dx    (3.1) 

Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ην νινθιήξσκα απηφ ζαλ κία αλακελφκελε ηηκή ( ( ))E g U , 

φπνπ U είλαη νκνηφκνξθε ηπραία παξαηήξεζε πνπ αλήθεη ζην δηάζηεκα (0,1) . 

Μπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή απφ ην δεηγκαηηθφ κέζν. Απηφ πνπ 

κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη λα παξάγνπκε κία αθνινπζία  iU
 

απφ αλεμάξηεηεο 

ηπραίεο παξαηεξήζεηο απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή θαη κεηά λα εθηηκήζνπκε ηνλ 

δεηγκαηηθφ κέζν: 

1

1ˆ ( ).
m

m i
i

I g U
m 

 
    

(3.2) 

Ο Νφκνο ησλ Μεγάισλ Αξηζκψλ ην εκπεξηέρεη απηφ, κε πηζαλφηεηα 1, δειαδή: 

ˆlim .m
m

I I



    

(3.3) 

Η ηπραία δεηγκαηνιεςία , απφ φπνπ πξνέξρεηαη ε κέζνδνο Monte Carlo, δελ είλαη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα εθηθηή κέζσ ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή, αιιά κπνξνχκε λα παξάγνπκε 
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αθνινπζίεο ςεπδνηπραίσλ αξηζκψλ ρξεζηκνπνηψληαο γελλήηνξεο πνπ παξέρνληαη απφ 

δηάθνξεο γιψζζεο πξνγξακκαηηζκνχ. 

Γεληθά, αλ έρνπκε έλα νινθιήξσκα ηεο κνξθήο: 

( ) ,
A

I x dx 
    

(3.4) 

φπνπ 
n , κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηελ I  κε ηπραία δεηγκαηνιεςία κίαο 

αθνινπζίαο ζεκείσλ , 1,...,ix i m   θαη κεηά λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ εθηηκεηή 

1

( )ˆ ( ).
m

m i
i

vol
I x

m





 

    
(3.5) 

Σν κέγεζνο ( )vol   ζπκβνιίδεη ηνλ φγθν ηεο πεξηνρήο  . Γηα λα θαηαλνήζνπκε ηνλ 

ηχπν ζα πξέπεη λα ζθεθηνχκε φηη ην 1(1/ ) ( )m

i im x  εθηηκά ηε κέζε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο, ε νπνία πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ φγθν ηεο πεξηνρήο νινθιήξσζεο έηζη 

ψζηε λα πάξνπκε ην νινθιήξσκα. 

 Πξαθηηθά ζα ρξεηαζηεί λα νινθιεξψζνπκε ζην κνλαδηαίν ππεξθχβν, δειαδή: 

     0,1 0,1 ... 0,1   , 

Γειαδή ν φγθνο είλαη ( ) 1vol   . Γεληθά, αλ έρνπκε έλα δηάλπζκα ηπραίσλ κεηαβιεηψλ 

ηέηνην ψζηε 

1

2

 

n

X

X
X

X

 
 
 
 
 
 

 

κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 
1( , , )nf x x , ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

νινθιήξσζε Monte Carlo γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή κίαο απζαίξεηεο 

ζπλάξηεζεο ηνπ X : 
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      1 1 1, , , , .n n nE g X g x x f x x dx dx             
(3.6) 

H γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ Matlab καο παξέρεη αξθεηέο ζπλαξηήζεηο ψζηε λα 

παξάγνπκε ηπραίεο παξαηεξήζεηο, αιιά ε αξρηθή παξαηήξεζε εηζφδνπ είλαη πάληα έλα 

δηάλπζκα ηπραίσλ αξηζκψλ απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή  0,1iU U .  

Δθαπμογή. Γλσξίδνπκε φηη ε ηηκή ελφο απινχ δηθαηψκαηνο επξσπατθνχ ηχπνπ 

είλαη ε αλακελφκελε ηηκή, ζηνλ θφζκν νπδέηεξνπ θηλδχλνπ, ηεο πξνεμνθιεκέλεο ηηκήο 

ζηελ ιήμε: 

ˆ ( ),rT

Tf e E f
          

(3.7) 

φπνπ 
Tf  είλαη ε ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο ζηελ ιήμε T . Ο ζπκβνιηζκφο ˆ ( )E   

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δψζεη έκθαζε ζην φηη ε αλακελφκελε ηηκή ιακβάλεηαη κε βάζε 

ην κέηξν ηνπ νπδέηεξνπ θηλδχλνπ. Δάλ ππνζέζνπκε φηη ε ηηκή ηεο κεηνρήο αθνινπζεί 

γεσκεηξηθή θίλεζε Brown, απηφ ζεκαίλεη φηη ε ηάζε   ζα πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί κε 

ην επηηφθην νπδέηεξνπ θηλδχλνπ r . Αλαιφγσο ην είδνο ηνπ δηθαηψκαηνο, ζα ρξεηαζηεί λα 

παξάγνπκε είηε νιφθιεξα κνλνπάηηα είηε απιά ηελ ηηκή ηεο κεηνρήο ζηελ ιήμε. Έλα 

απιφ επξσπατθφ  δηθαίσκα αγνξάο απαηηεί λα δεκηνπξγήζνπκε ην δείγκα ησλ ηηκψλ ηνπ 

δηθαηψκαηνο ζηελ ιήμε 

 max ( ) ,0 ,S T K
       

(3.8) 

φπνπ ( )S T είλαη ε ηηκή ηνπ ππνθείκελνπ ηίηινπ ζηελ ιήμε θαη K  ε ηηκή εμάζθεζεο. Απφ 

ηελ ζηηγκή πνπ ε ηηκή ηεο κεηνρήο αθνινπζεί γεσκεηξηθή θίλεζε Brown έρνπκε 

  
2(( /2)max 0, 0 r

Tf S e      
    

(3.9) 

κε (0,1)  . Ο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηελ ηηκνιφγεζε ελφο δηθαηψκαηνο αγνξάο κε 

ηελ κέζνδν Monte Carlo είλαη : 
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function Price=BlsMC1(S0,K,r,T,sigma,NRepl) 

nuT=(r-sigma^2)*T; 

siT=sigma*sqrt(T); 

DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,S0*exp(nuT+siT*randn(NRepl,1))-K); 

Price=mean(DiscPayoff); 

 

 

 

3.2. Η Μέθοδορ Ανηίζηποθος Μεηαζσημαηιζμού 

Τπνζέηνπκε φηη δίλεηαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  ( )F x P X x  , θαη φηη ζέινπκε 

λα παξάγνπκε ηπραίεο παξαηεξήζεηο απφ ηε ζπλάξηεζε απηή. Δάλ κπνξνχκε λα 

αληηζηξέςνπκε ηελ F εχθνια, ηφηε εθαξκφδνπκε ηελ παξαθάησ κέζνδν αληίζηξνθνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ: 

1. Παίξλνπκε έλαλ ηπραίν αξηζκφ (0,1)U U . 

2. Γεκηνπξγνχκε κία λέα κεηαβιεηή X  πνπ νξίδεηαη σο εμήο 
1( ).X F U  

Γίλεηαη εχθνια θαηαλνεηφ φηη ε ηπραία κεηαβιεηή X  πνπ παξάγεηαη κε απηή ηελ 

κέζνδν, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ραξαθηεξίδεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F : 

     1( ) ( ) ( ).P X x P F U x P U F x F x     
   

(3.11) 

Δθαξκφζακε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο F  θαη ην γεγνλφο φηη ε U  θαηαλέκεηαη 

νκνηφκνξθα. 

Παπάδειγμα. Μία ηππηθή θαηαλνκή πνπ πξνζνκνηψλεηαη εχθνια κε ηε κέζνδν 

ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη ε εθζεηηθή θαηαλνκή. Αλ exp( )X  , φπνπ 

1/   είλαη ε αλακελφκελε ηηκή ηεο X , ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο είλαη : 

( ) 1 .xF x e  
         

(3.12) 
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Με άκεζε εθαξκνγή ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ έρνπκε: 

1
ln(1 ).X U


 

      

(3.13) 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ νη θαηαλνκέο U  θαη (1 )U  είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ίδηεο, 

κπνξνχκε λα παξάγνπκε εθζεηηθέο παξαηεξήζεηο παίξλνληαο έλαλ ηπραίν αξηζκφ U  

θαη κεηαηξέπνληαο ηνλ ζε ln( ) /X U   . 

 

3.3. Η Μέθοδορ Αποδοσήρ - Απόππιτηρ 

Η κέζνδνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ δελ είλαη ειθπζηηθή φηαλ είλαη 

δχζθνιν λα αληηζηξέςνπκε κία ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ( )f x . ε απηφ ην ζεκείν 

ππνζέηνπκε ηελ ζπλάξηεζε  ( )t x  ηέηνηα ψζηε  

( ) ( )t x f x , .x I   

Η ζπλάξηεζε ( )t x  δελ είλαη ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο, σζηφζν ε ζπλάξηεζε 

( ) ( ) /r x t x c είλαη φπνπ: 

( ) .
I

c t x dx 
          

(3.14) 

Αλ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )r x  κπνξεί εχθνια λα πξνζνκνησζεί, ηφηε απηή ε ηερληθή 

κπνξεί λα εθαξκνζζεί γηα λα παξάγνπκε κία ηπραία κεηαβιεηή X  ζχκθσλα κε ηελ 

θαηαλνκή ηεο ( )f x : 

1. Παξάγνπκε Y r . 

2. Παξάγνπκε (0,1)U U , αλεμάξηεηεο απφ ηηο Y . 

3. Αλ ( ) / ( )U f Y t Y , ηφηε X Y , αιιηψο απνξξίπηεηαη θαη επαλαιακβάλνπκε ηε 

δηαδηθαζία. 
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3.4. Η Μέθοδορ Box - Muller 

χκθσλα κε ηελ κέζνδν απηή, έζησ φηη έρνπκε δχν αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο 

, (0,1)X Y N  θαη ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ( , )R   ηνπ ζεκείνπ ησλ θαξηεζηαλψλ 

ζπληεηαγκέλσλ ( , )X Y  ζην επίπεδν, ηέηνην ψζηε: 

2 2 2,d R X Y    
1tan /Y X      (3.15). 

H ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο γηα ηηο X  θαη Y είλαη: 

2 2 2 2/2 /2 ( )/2 /21 1 1 1
( , ) .

2 22 2

x y x y df x y e e e e
  

      

     

(3.16) 

Η ηειεπηαία έθθξαζε κνηάδεη κε πξντφλ εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο γηα ην d . Ο 

φξνο 1/ 2  εξκελεχεηαη σο κία νκνηφκνξθε θαηαλνκή γηα ηελ γσλία (0,2 )  . 

Χζηφζν καο ιείπεη θάπνηνο ζηαζεξφο φξνο ψζηε λα έρνπκε εθζεηηθή ππθλφηεηα. Γηα λα 

εθθξάζνπκε απηή ηελ ππθλφηεηα ζε φξνπο ηνπ ( , )d  , ζα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε 

ηελ κεηαηξνπή απφ ( , )x y  ζε ( , )d  . Μεηά απφ ππνινγηζκνχο έρνπκε: 

 

2

 

d d

x y
J

x y

 

 

 
 
 

 

, 

θαη ε κεηαζρεκαηηζκέλε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο είλαη 

/21 1
( , ) .

2 2

df d e



    

(3.17) 

πλεπψο, κπνξνχκε λα παξάγνπκε ηελ 
2R  ζαλ εθζεηηθή κεηαβιεηή κε κέζν 2 θαη ηελ 

  σο κία νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε γσλία, θαη κεηά ηηο κεηαηξέπνπκε μαλά ζε 
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Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ψζηε λα πάξνπκε 2 αλεμάξηεηεο παξαηεξήζεηο απφ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. Ο αιγφξηζκνο Box-Muller κπνξεί λα εθαξκνζζεί σο αθνινχζσο: 

1. Παξάγνπκε δχν αλεμάξηεηεο νκνηφκνξθεο κεηαβιεηέο 
1 2, (0,1).U U U  

2. Οξίδνπκε 
2

12logR U   θαη 
22 .U   

3. Δπίζεο νξίδνπκε cos  και sinX R Y R   . 

Πξαθηηθά, απηφο ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα βειηησζεί απνθεχγνληαο ηε ρξνλνβφξα 

εθηίκεζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, ζπκπιεξψλνληαο ηελ πξνζέγγηζε Box-

Muller κε ηε κέζνδν ηεο απφξξηςεο. Γειαδή: 

1. Παξάγνπκε δχν αλεμάξηεηεο νκνηφκνξθεο κεηαβιεηέο 
1 2, (0,1).U U U  

2. Οξίδνπκε 
2 2

1 1 2 2 1 22 1,  2 1,  .V U V U S V V       

3. Αλ 1S  , ηφηε γπξλάκε ζην βήκα 1, αιιηψο, νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο απφ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή είλαη: 

1 2

1 2

2ln cos(2 )

2ln sin(2 ).

X U U

Y U U





 

 
      

(3.18)

 

 

 

3.5. Θέηονηαρ ηο Πλήθορ ηυν Δπαναλήτευν 

H δηεμαγσγή ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo πξνυπνζέηεη ηελ παξαγσγή ηνπ 

δείγκαηνο πνπ καο ελδηαθέξεη θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ εθηίκεζε ησλ ζρεηηθψλ 

παξακέηξσλ.  Θα πεξίκελε θαλείο φηη φζν κεγαιχηεξνο είλαη ν αξηζκφο ηνπ δείγκαηνο ή 

ησλ επαλαιήςεσλ ηφζν θαιχηεξε ζα είλαη ε πνηφηεηα ησλ εθηηκήζεσλ. Γνζέληνο κίαο 

αθνινπζίαο αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ i  πνπ πξνέξρνληαη απφ ηελ ίδηα ππνθείκελε 

θαηαλνκή, κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ δεηγκαηηθφ κέζν: 

1

1
( ) .

n

i
i

X n X
n 
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Όπνπ ( )X n  είλαη έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο παξακέηξνπ ( )iE X   ελψ ε 

δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε είλαη: 

2 2

1

1
( ) ( ( )) .

1

n

i
i

S n X X n
n 

 

 . 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα πνζνηηθνπνηήζνπκε ηελ πνηφηεηα ηνπ εθηηκεηή καο 

ιακβάλνληαο ππφςε ηελ αλακελφκελε ηηκή ηνπ ηεηξαγσληθνχ ζθάικαηνο ηεο εθηίκεζεο: 

    
2 ( )

( ) ( ) iVar X
E X n Var X n

n
   , 

Δίλαη ζαθέο φηη απμάλνληαο ηνλ αξηζκφ ησλ n  επαλαιήςεσλ ε εθηίκεζε καο 

βειηηψλεηαη. Σν ζέκα φκσο είλαη ην πψο ζα ζέζνπκε ηνλ αξηζκφ n . 

Σν δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν μ  κε ζπληειεζηή 

εκπηζηνζχλεο  1   ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

2

1 /2( ) ( ) / ,aX n z S n n    (3.19) 

φπνπ 
1 /2az 

 είλαη ην πνζνζηηκφξην ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο πνπ 

αληηζηνηρεί ζε πηζαλφηεηα  1  . Η πξνζέγγηζε ζα είλαη θαιή κε ηελ πξνυπφζεζε φηη 

ην n  ζα είλαη αξθεηά κεγάιν δηφηη θαη ην ( )X n  ζα είλαη πεξίπνπ  ε κέζε ηηκή ηεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο (Κεληξηθφ Οξηαθφ Θεψξεκα)  θαη δηφηη ην πνζνζηηκφξην 1,1 /2n at    

απφ ηελ θαηαλνκή t  κε 1n  βαζκνχο ειεπζεξίαο ζα ηείλεη ζην 
1 az 

. 

Έζησ φηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ην αθξηβέο ζθάικα κε ηέηνην ηξφπν ψζηε, κε 

πηζαλφηεηα  1  , λα έρνπκε: 

| ( ) | .X n     

 Αιιά ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο (3.19) έρεη θαηαζθεπαζηεί κε ηέηνην ηξφπν ψζηε  



Σεχνικέσ Monte Carlo για την αποτίμηςη παραγώγων αξιογράφων 

 

31 
 

 ( ) ( ) 1 ,P X n H X n H a       

 φπνπ H : 

2

1 /2 ( ) / .aH z S n n  

 Απηφ ζεκαίλεη φηη κε πηζαλφηεηα  1   έρνπκε: 

( )X n H 
. 

πλεπψο, ζπλδένληαο ην H  κε ην β, κπνξνχκε λα ηξέμνπκε ηφζεο επαλαιήςεηο κέρξη 

ην H  λα είλαη κηθξφηεξν ή θαη ίζν ηνπ β θαη ν αξηζκφο n ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ην 

εμήο: 

2

1 /2 ( ) / .az S n n       (3.20) 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα δελ κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηε δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε 
2( )S n  

κέρξη λα νξηζζεί ν αξηζκφο n. Γηα ην ιφγν απηφ κπνξνχκε λα ηξέμνπκε έλαλ αξηζκφ 

πηινηηθψλ επαλαιήςεσλ ψζηε λα εθηηκήζνπκε ην 
2( )S n . Μεηά εθαξκφδνπκε ηελ 

αληζφηεηα (3.20) ρξεζηκνπνηψληαο ην 
2( )S n  ψζηε λα πάξνπκε ηνλ αξηζκφ n. Αθνχ 

ηξέμνπκε ηηο n επαλαιήςεηο ζα πξέπεη λα ειέγμνπκε αλ ηθαλνπνηείηαη ε αληζφηεηα κε ηελ 

εθηίκεζε ηεο 
2( )S n . Αλ φρη, κπνξνχκε απιά λα πξνζζέζνπκε επαλαιήςεηο, 

αιιάδνληαο ηε δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε, κέρξηο φηνπ λα ηθαλνπνηείηαη ην θξηηήξην. Χζηφζν 

κε απηή ηελ πξνζέγγηζε δε κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ην κέγεζνο ησλ ππνινγηζκψλ πνπ 

απαηηνχληαη. 

Αλ καο ελδηαθέξεη λα ειέγμνπκε ην ζρεηηθφ ζθάικα, έηζη ψζηε ε ζρέζε  

( )X n 
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λα έρεη πηζαλφηεηα  1  , ε θαηάζηαζε πεξηπιέθεηαη. Η δπζθνιία είλαη φηη ζα πξέπεη 

λα ηξέμνπκε επαλαιήςεηο κέρξηο φηνπ ην H  λα ηθαλνπνηεί ην εμήο: 

.
( )

H

X n
  

Αιιά ζε απηήλ ηελ αληζφηεηα ρξεζηκνπνηείηαη ε γλσζηή πνζφηεηα ( )X n  παξά ε 

άγλσζηε πνζφηεηα κ. Παξφια απηά, αλ ηζρχεη ε παξαπάλσ αληζφηεηα ηφηε κπνξνχκε 

έρνπκε: 

( )
1

( ) ( )

X n H
P

X n X n




  
   

  

 

 
        ( ) ( )P X n X n   

 

        ( ) ( )P X n X n       
 

        ( ) ( ) | |P X n X n        
  (3.21) 

( )
       .

| | 1

X n
P

 

 

  
  

  

 

Η αληζφηεηα (3.21) πξνθχπηεη απφ ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα ελψ ε ηειεπηαία αληζφηεηα 

πξνθχπηεη κε κία κηθξή αλαδηάηαμε. Χο εθ ηνχηνπ, ην πξαγκαηηθφ ζρεηηθφ ζθάικα πνπ 

παίξλνπκε νξηνζεηείηαη απφ ην / (1 )   ην νπνίν είλαη κεγαιχηεξν απφ ην επηζπκεηφ 

φξην  , άξα, ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε n ηέηνην ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ην παξαθάησ 

θξηηήξην: 

                 

2

1 /2 ( ) /
'

( )

az S n n

X n


 



      (3.22) 
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φπνπ  

' .
1


 


 


 

Ξαλά, ζα πξέπεη λα ηξέμνπκε κεξηθέο πηινηηθέο επαλαιήςεηο γηα λα πάξνπκε ηελ 

δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε 
2( )S n . 

Παπάδειγμα. Μπνξνχκε λα επεθηείλνπκε ηνλ θψδηθα γηα ηελ ηηκνιφγεζε ελφο 

απινχ δηθαηψκαηνο αγνξάο έηζη ψζηε λα ππνινγίζνπκε ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο 

ηεο ηηκήο. Γειαδή: 

 

 

function[Price,CI]=BlsMC2(S0,K,r,T,sigma,NRep1) 
nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 
siT=sigma*sqrt(T); 
DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,S0*exp(siT*randn(NRep1,1)+nuT)-K); 
[Price,VarPrice,CI]=normfit(DiscPayoff); 

 

 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη  απφ ηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ θψδηθα ζα πξέπεη λα 

πάξνπκε ηξεηο κεηαβιεηέο εμφδνπ απφ ηελ εληνιή normfit. Μπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ θψδηθα BlsMC2 ψζηε λα θαηαλνήζνπκε πφζεο επαλαιήςεηο 

ρξεηάδνληαη ψζηε λα πάξνπκε κία αξθεηά αθξηβή εθηίκεζε: 

 

 

>> randn('state',0) 

>> S0=50; 

>> K=55; 

>> r=0.05; 

>> T=5/12; 

>> sigma=0.2; 

>> Call=blsprice(S0,K,r,T,sigma) 

 

Call = 

 

    1.1718 

>> [CallMC,CI]=BlsMC2(S0,K,r,T,sigma,50000) 

 

CallMC = 
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    1.1873 

CI = 

    1.1625 

    1.2121 

 

>> (CI(2)-CI(1))/CallMC 

 

ans = 

 

    0.0418 

 

Παξαηεξνχκε φηη κε δείγκα 50.000 ε εθηίκεζε καο δελ είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή, 

σζηφζν ε ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο βξίζθεηαη κέζα ζην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο. Αλ 

πάξνπκε έλα κεγαιχηεξν αξηζκφ επαλαιήςεσλ ηφηε ζα πάξνπκε κία αξθεηά πην 

αμηφπηζηε εθηίκεζε. 

 

 

>> [CallMC,CI]=BlsMC2(S0,K,r,T,sigma,1000000) 

 

CallMC = 

 

    1.1692 

 

CI = 

1.1637 

1.1747 

 

>> (CI(2)-CI(1))/CallMC 

 

ans =0.0094 

 

 

Απφ ηελ εμίζσζε (3.22) βιέπνπκε φηη ν ξπζκφο κείσζεο ηνπ ζθάικαηνο είλαη ηεο 

ηάμεο (1/ )O n . Πξαθηηθά, απηφ ζεκαίλεη φηη φζν κεγαιχηεξν δείγκα έρνπκε ηφζν 

θαιχηεξε εθηίκεζε έρνπκε, αιιά ν ξπζκφο βειηίσζεο βειηηψλεηαη φιν θαη πην αξγά φζν 

πξνζζέηνπκε παξαηεξήζεηο ζην δείγκα. Παξαηεξνχκε φηη κε ηελ απιή πξνζνκνίσζε 

Monte Carlo απαηηείηαη κεγάιε πνζφηεηα ππνινγηζκψλ ψζηε λα πάξνπκε κηα απνδεθηή 

εθηίκεζε. Έλαο ηξφπνο γηα λα βειηηψζνπκε απηφ ην δήηεκα είλαη λα αθνινπζήζνπκε κία 
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έμππλε ζηξαηεγηθή γηα ην δείγκα καο ψζηε λα βειηηψζνπκε ηε δηαθχκαλζε. Έλαο άιινο 

ηξφπνο είλαη λα πηνζεηήζνπκε ηελ πξνζέγγηζε  Quasi Monte Carlo.    

 

3.6. Σςσαία Μονοπάηια 

3.6.1 Η Γημιοςπγία Γειγμαηικού Μονοπαηιού 

 

Σν ζεκείν εθθίλεζεο γηα ηελ εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ Monte Carlo γηα ηελ απνηίκεζε 

δηθαησκάησλ πξναίξεζεο είλαη ε δεκηνπξγία δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ ησλ ππνθείκελσλ 

ηίηισλ. ηα απιά δηθαηψκαηα επηινγήο δελ ππάξρεη αλάγθε γηα παξαγσγή δεηγκαηηθνχ 

κνλνπαηηνχ, αθνχ καο ελδηαθέξεη ε ηηκή ηνπ ππνθείκελνπ ηίηινπ θαηά ηελ ιήμε. Τπάξρεη 

φκσο ε πεξίπησζε ην δηθαίσκα λα εμαξηάηαη απφ ην δεηγκαηηθφ κνλνπάηη, είηε νιφθιεξε 

ηελ δηαδξνκή ηνπ κνλνπαηηνχ είηε ηνπιάρηζηνλ κία αθνινπζία ηηκψλ ζε δεδνκέλεο 

ρξνληθέο ζηηγκέο. Με ηελ Γεσκεηξηθή θίλεζε Brνwn βξηζθφκαζηε κπξνζηά ζε κία πνιχ 

θαιή πεξίπησζε. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ζα πξέπεη λα γίλεη θαηαλνεηφ φηη έρνπκε δχν 

πηζαλέο πεγέο ζθαικάησλ ζηνλ ηνκέα ηεο παξαγσγήο κνλνπαηηνχ. 

1. Σν δεηγκαηνιεπηηθφ ζθάικα. 

2. Σν ζθάικα δηαθξηηνπνίεζεο. 

Σν δειγμαηοληπηικό ζθάλμα νθείιεηαη ζηελ ηπραία θχζε ησλ κεζφδσλ Monte Carlo 

θαη κπνξεί λα πεξηνξηζηεί κε ηε ρξήζε ησλ ζηξαηεγηθψλ ηεο κείσζεο δηαθχκαλζεο.  Γηα 

λα θαηαλνήζνπκε ην ζθάλμα διακπιηοποιήζηρ  αο εμεηάζνπκε πσο κπνξνχκε λα 

δηαθξηηνπνηήζνπκε έλα ηππηθφ κνληέιν ζπλερνχο ρξφλνπ, δειαδή κία ζηνραζηηθή 

δηαθνξηθή εμίζσζε Ito: 

( , ) ( , )t t t tdS a S t dt b S t dW  . 

Η απινχζηεξε πξνζέγγηζε δηαθξηηνπνίεζεο , γλσζηή σο ζρήκα Euler, δίλεη ην εμήο 

κνληέιν δηαθξηηνχ ρξφλνπ: 

( , ) ( , ) ,t t t t tS S S a S t t b S t t        
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φπνπ t  είλαη ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο θαη (0,1)N . Σν ζρήκα απηφ είλαη 

ελλνηνινγηθά ζπλδεδεκέλν κε ηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ δηαθνξψλ θαη ε εθαξκνγή 

ηνπ ζε κηα ληεηεξκηληζηηθή δηαθνξηθή εμίζσζε νδεγεί ζε έλα ζθάικα απνθνπήο ην νπνίν 

είλαη αλακθηζβήηεηα ακειεηέν φηαλ ην βήκα δηαθξηηνπνίεζεο είλαη κηθξφ. Η ζχγθιηζε 

είλαη κία θξίζηκε έλλνηα ζηηο ζηνραζηηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο, αθνχ ρεηξηδφκαζηε 

ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο. Με δεηγκαηνιεπηηθέο πινπνηήζεηο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο   

απφ ηελ ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή, ζα κπνξνχζακε λα πξνζνκνηψζνπκε κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δηαθξηηνχ ρξφλνπ πνπ ζπλδέεηαη κε ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

ζπλερνχο ρξφλνπ. Η αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ κνλνπαηηψλ ή ησλ επαλαιήςεσλ είλαη 

έλαο αθφκα ηξφπνο γηα λα κεησζεί ην ζθάικα δεηγκαηνιεςίαο. 

Δλψ ε παξαπάλσ ζπιινγηζηηθή δε κπνξεί λα δηθαηνινγεζεί κε  απζηεξφ ηξφπν, 

ζα πξέπεη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπκε φηη ην ζθάικα δηαθξηηνπνίεζεο κπνξεί λα 

κεηαζρεκαηίζεη αθφκε θαη ηηο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ ιχζε. Γηα 

παξάδεηγκα, εμεηάδνπκε ην γεσκεηξηθφ κνληέιν ηεο θίλεζεο Brown 

.t t t tdS S dt S dW      (3.23) 

Απφ ην ζρήκα ηνπ Euler πξνθχπηεη φηη : 

(1 )t t t tS t S S t        ,   (0,1)N . 

Απηφ κπνξεί λα γίλεη εχθνια θαηαλνεηφ θαη λα εθαξκνζηεί, αιιά ε νξηαθή θαηαλνκή γηα 

θάζε ηηκή ( )tS S i t  είλαη θαλνληθή παξά ινγαξηζκνθαλνληθή. ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

επηιέγνληαο έλα πνιχ κηθξφ t  ελδερνκέλσο λα κεηψλακε ην ζθάικα, αιιά απηφ ζα 

ήηαλ ρξνλνβφξν. ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, κπνξνχκε λα απαιείςνπκε εληειψο 

ην ζθάικα δηαθξηηνπνίεζεο απιά εθαξκφδνληαο ηνπ ιήκκα ηνπ Ito.  Όκσο απηφ δελ 

ηζρχεη ζε γεληθέο γξακκέο. Μπνξεί λα ρξεηαζηεί λα δεκηνπξγήζνπκε νιφθιεξν ην 

δεηγκαηηθφ κνλνπάηη, κε πεξίπινθεο ζηνραζηηθέο  δηαθνξηθέο δηαδηθαζίεο, αθφκε θαη αλ 

καο ελδηαθέξνπλ κφλν νη ηηκέο ζηε ιήμε, απιά γηα λα κεηψζνπκε ην ζθάικα 

δηαθξηηνπνίεζεο. ηελ πεξίπησζε απηή είλαη ζθφπηκν λα ρξεζηκνπνηεζνχλ πην επέιηθηα 

ζρήκαηα δηαθξηηνπνίεζεο, πνπ είλαη δηαζέζηκα ζηελ βηβιηνγξαθία.  
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3.6.2 Η Πποζομοίυζη ηηρ Γευμεηπικήρ Κίνηζηρ Brown.  

 

Δθαξκφδνληαο ην ιήκκα ηνπ Ito,  ε ζρέζε (3.23) κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ εμήο: 

21
log

2
t td S dt dW  

 
   
 

. 

Γηα λα δηαθξηηνπνηήζνπκε ηελ πνξεία ησλ ηηκψλ ελφο ηίηινπ ζε έλα δηάζηεκα [0, ]T  

πξέπεη λα δηαθξηηνπνηήζνπκε ην ρξφλν κε βήκα t . Απφ ηελ ηειεπηαία  θαη 

ππελζπκίδνληαο ηηο ηδηφηεηεο ηεο δηαδηθαζίαο Wiener, φπνπ ζέηνπκε 
2

2
v


  , έρνπκε : 

1 exp( )t tS S t t       , (0,1)N .     (3.24) 

Με βάζε ηελ εμίζσζε απηή είλαη εχθνιν λα παξαρζνχλ δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα ηε ηηκή 

ηνπ ππνθείκελνπ ηίηινπ. Έλαο απιφο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηε δεκηνπξγία δεηγκαηηθψλ 

κνλνπαηηψλ γηα ηηο ηηκέο ελφο ηίηινπ, πνπ αθνινπζνχλ ηε Γεσκεηξηθή θίλεζε Brown, 

είλαη: 

 

function SPaths=AssetPaths(S0,m,T,NSteps,NRepl) 

SPaths=zeros(NRepl,1+NSteps); 

SPaths(:,1)=S0; 

dt=T/NSteps; 

nudt=(mu-0.5*sigma^2)*dt; 

sidt=sigma*sqrt(dt); 

for i=1:NRepl 

    for j=1:NSteps 

        SPaths(i,j+1)=SPaths(i,j)*exp(nudt+sidt*randn); 

    end 

end 
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Η ζπλάξηεζε AssetPaths νδεγεί ζε έλα πίλαθα δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ 

SPaths φπνπ νη επαλαιήςεηο απνζεθεχνληαη αλά γξακκή θαη νη ρξνληθέο ζηηγκέο αλά 

ζηήιε. Η πξψηε ζηήιε πεξηέρεη ηελ ίδηα αξρηθή ηηκή γηα φια ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα. Η 

ζπλάξηεζε έρεη κεηαβιεηέο εηζφδνπ ηελ αξρηθή ηηκή S0,ηελ απφδνζε mu, ηε 

κεηαβιεηφηεηα sigma, ην ρξνληθφ νξίδνληα Τ, ηνλ αξηζκφ ρξνληθψλ βεκάησλ 

NSteps θαη ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ NRepl. Γηα παξάδεηγκα,  

δεκηνπξγνχκε έλα γξάθεκα απφ ηξία δεηγκαηηθά κνλνπάηηα ελφο ρξφλνπ γηα έλαλ ηίηιν 

κε αξρηθή ηηκή $50, απφδνζε 0.1 θαη κεηαβιεηφηεηα 0.3, έρνληαο ππνζέηεη φηη ην 

ρξνληθφ βήκα είλαη κία εκέξα: 

 

>> randn('state',0) 

>> paths=AssetPaths(50,0.1,0.3,1,365,3); 

>> plot(1:length(paths),paths(1,:)) 

>> hold on  

>> plot(1:length(paths),paths(2,:)) 

>> hold on 

>>  plot(1:length(paths),paths(3,:)) 
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Σν απνηέιεζκα δίλεηαη απφ ην παξαπάλσ ζρήκα. Αλ θαλείο μεθηλήζεη ην γελλήηνξα ησλ 

ηπραίσλ αξηζκψλ κε δηαθνξεηηθφ seed ‘state’ γηα ηππνπνηεκέλνπο θαλνληθνχο randn 

ηφηε ην απνηέιεζκα αιιάδεη. 

 Ο παξαπάλσ θψδηθαο βαζίδεηαη ζε δχν έλζεηα loop κε for. Μεξηθέο θνξέο ε 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ θψδηθα είλαη δπλαηφλ λα βειηησζεί ζηε Matlab θάλνληαο ρξήζε 

δηαλπζκάησλ ζηνλ θψδηθα. Γηα ηε δηαλπζκαηνπνίεζε ηνπ θψδηθα, ε ζρέζε (3.24) 

γξάθεηαη σο εμήο: 

log logt t tS S t t        ,  (0,1)N . 

Μπνξνχλ ινηπφλ λα παξαρζνχλ νη δηαθνξέο ησλ ινγαξηζκηθψλ ηηκψλ ησλ ηίηισλ θαη 

ζηε ζπλέρεηα λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε cumsum κε φξηζκα ην 2, κηα πξναηξεηηθή 

παξάκεηξν πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζεη ηα αζξνηζηηθά πνζά πάλσ ζηηο γξακκέο. Η 

πξνθχπηνπζα ζπλάξηεζε  AssetPathsV είλαη ε παξαθάησ: 
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function SPaths=AssetPathsV(S0,mu,sigma,T,NSteps,NRepl) 

dt=T/NSteps; 

nudt=(mu-0.5*sigma^2)*dt; 

sidt=sigma*sqrt(dt); 

Increments=nudt+sidt*randn(NRepl,NSteps); 

LogPaths=cumsum([log(S0)*ones(NRepl,1),Increments],2); 

SPaths=exp(LogPaths); 

SPaths(:,1)=S0; 

 

 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ζηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ θψδηθα ζέηνπκε ηελ 

αξρηθή ηηκή ηνπ ηίηινπ ζηα ζηνηρεία ηεο πξψηεο ζηήιεο. Ο ιφγνο είλαη φηη απνθεχγνπκε 

έηζη ην παξαθάησ ζθάικα ην νπνίν, αλ θαη θαίλεηαη ακειεηέα πνζφηεηα, κπνξεί λα 

παίμεη θαζνξηζηηθφ ξφιν ζε ηερληθέο αληηζηάζκηζεο θηλδχλνπ. Μπνξνχκε επίζεο λα 

ζπγθξίλνπκε ηηο δχν πινπνηήζεηο σο πξνο ηελ ηαρχηεηα ηνπο:  

 

>> format long 

>> exp(log(50)) 

ans = 

  49.999999999999993 

>>  tic,paths=AssetPaths(50,0.1,0.3,1,100,1000);,toc 

Elapsed time is 0.036818 seconds. 

>> tic,paths=AssetPathsV(50,0.1,0.3,1,100,1000);,toc 

Elapsed time is 0.035468 seconds. 
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ε απηή ηελ πεξίπησζε δε βιέπνπκε ηα πιενλεθηήκαηα ηεο δηαλπζκαηνπνίεζεο ηνπ 

θψδηθα. Θα πξέπεη λα γλσξίδνπκε φηη ν ρξφλνο πνπ παξήιζε θαη επηζηξέθεηαη κε ηηο 

εληνιέο tic, toc ππφθεηηαη ζε θάπνηα κεηαβιεηφηεηα ιφγσ ησλ δηαδηθαζηψλ πνπ 

εθηεινχληαη απφ ην ιεηηνπξγηθφ ζχζηεκα. Σν ζέκα είλαη φηη νη βειηηψζεηο ζην ινγηζκηθφ 

κπνξεί λα θάλνπλ νξηζκέλεο πξαθηηθέο πξνγξακκαηηζκνχ παξσρεκέλεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4: Οι Μέθοδοι Μείυζηρ ηηρ Γιακύμανζηρ 

  

Δίδακε ζηελ ελφηεηα 3.5 φηη έλαο ηξφπνο γηα λα βειηηψζνπκε ηελ αθξίβεηα ηεο 

εθηίκεζεο είλαη λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ επαλαιήςεσλ n , δεδνκέλνπ φηη 

( ( )) ( ) /iVar X n Var X n . Χζηφζν, απηή ε πξνζέγγηζε απαηηεί κεγάιν φγθν 

ππνινγηζκψλ. Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα κεηψζνπκε ηε δηαθχκαλζε ηνπ 

δείγκαηνο 
iX . Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε δηάθνξνπο ηξφπνπο, πεξηζζφηεξν ή 

ιηγφηεξν πεξίπινθνπο θαη απνηειεζκαηηθνχο. 

 

4.1. H μέθοδορ ηηρ Ανηιθεηική δειγμαηολητίαρ 

 

Μία πξψηε πξνζέγγηζε πνπ είλαη εχθνιν λα εθαξκνζηεί θαη δελ απαηηεί βαζηά 

γλψζε γηα ην ηη πξνζνκνηψλνπκε είλαη ε αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία. ην απιφ Monte 

Carlo παίξλνπκε κία αθνινπζία απφ αλεμάξηεηα δείγκαηα. Χζηφζν, ην λα 

πξνθαιέζνπκε ζπζρέηηζε κε ζπγθεθξηκέλν ηξφπν θάπνηεο θνξέο κπνξεί λα καο θαλεί 

ρξήζηκν. Έζησ φηη παίξλνπκε δχν δείγκαηα κεγέζνπο n : 

(1) (1) (1) (1)

1 1

(2) (2) (2) (2)

1 2

  ,

  .

i n

i n

X X X X

X X X X
  

Όιεο νη παξαηεξήζεηο είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο εθηφο απφ ηα θαηαθφξπθα 

δεπγάξηα. Απφ ηα δχν απηά δείγκαηα δεκηνπξγνχκε έλα ηξίην δείγκα 

1 2  nX X X , 

ηέηνην ψζηε  

(1) (2)

2

i i
i

X X
X


 ,   1,2, ,i n . 
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Αλ ν κέζνο ηνπ λένπ δείγκαηνο είλαη nX  ηφηε ε δηαθχκαλζε ηνπ είλαη: 

   

   

1 2

2
1

1 2 (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2)

( )
1 1 ( ) 2( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( , )

4 4

( ) ( ) 2 ( , ) ( ) ( )

4

( ) ( )

i i
n

i
n i i

i

i i i i i i

i i i i i i

i i

X X
Var

Var X
Var X Var X nVar X

n n n n

Var X X Var X Var X Cov X X

n n

Var X Var X X X Var X Var X

n

Var X Var X







    

  
  

 
 

 



(1) (2) (1) (1)
(1) (2)2 ( , ) ( ) ( )

1 ( , ) .
4 2

i i i i
i i

X X Var X Var X
X X

n n


   

 

Βιέπνπκε φηη γηα λα κεηψζνπκε ηε δηαθχκαλζε ηνπ δεηγκαηηθνχ κέζνπ ζα πξέπεη ηα 

δεχγε 
 1

iX  θαη 
 2

iX  λα είλαη αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλα, δειαδή 
(1) (2)( , ) 0i iX X  . Γηα λα 

εηζάγνπκε αξλεηηθή ζπζρέηηζε, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κία αθνινπζία ηπραίσλ 

νκνηφκνξθσλ αξηζκψλ  kU  γηα ηελ πξψηε επαλάιεςε ζε θάζε δεπγάξη θαη κεηά 

 1 kU γηα ην δεχηεξν. 

Σψξα έρνπκε ηε ζπλάξηεζε ( )h x  ηέηνηα ψζηε: 

0,  όταν x<0,

2 ,  όταν 0 0.5,
( )

2 2 ,  όταν 0.5 0.5,

0,  όταν 1,

x x
h x

x x

x




 
 

  
 

 

Η ηειεπηαία παξαηήξεζε δελ ηζρχεη πάληα. Πην ζπγθεθξηκέλα, έζησ φηη ζέινπκε λα 

εθηηκήζνπκε κε Monte Carlo ην εμήο νινθιήξσκα: 

1

0

( )h x dx . 
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Η ζπλάξηεζε πνπ ζέινπκε λα νινθιεξψζνπκε είλαη πξνθαλψο έλα ηξίγσλν κε βάζε 

θαη χςνο 1. Η ζπλάξηεζε απηή δελ είλαη κνλφηνλε φπσο ε εθζεηηθή πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε ζηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo. Δίλαη εχθνιν λα ππνινγίζνπκε απηφ 

ην νινθιήξσκα ζαλ εκβαδφ ηξηγψλνπ: 

1 1

0 0

( ( )) ( ) ( ) 1 1/ 2,E h U h x dx h u du      

Όπνπ ην U αθνινπζεί νκνηφκνξθε ζην [0,1]. 

1 2( ) ( )

2
I

h U h U
X


 , 

φπνπ 
1U  θαη 

2U  είλαη αλεμάξηεηεο νκνηφκνξθεο παξαηεξήζεηο, θαη 

( ) (1 )

2
A

h U h U
X

 
  

είλαη ην δείγκα πνπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ηελ αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία. Μπνξνχκε λα 

ζπγθξίλνπκε ηηο δχν δηαθπκάλζεηο: 

( ( ))
( )

2

( ( )) ( ( ), (1 ))
( ) .

2 2

I

A

Var h U
Var X

Var h U Cov h U h U
Var X




 

 

Η δηαθνξά αλάκεζα ζηηο δχν δηαθπκάλζεηο είλαη  

 

( ( ), (1 ))
( ) ( )

2

1
( ( ) (1 )) ( ( )) ( (1 )) .

2

A I

Cov h U h U
Var X Var X

E h U h U E h U E h U


    

   

 

ε απηή ηελ πεξίπησζε, ιφγσ ηεο κνξθήο ηεο h , έρνπκε 

( ( )) ( (1 )) 1/ 2,E h U E h U    
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θαη 

1/2 1

0 1/2

1/2 12 2

0 1/2

( ( ) (1 )) 2 (2 2(1 ) 2(1 ) (2 2 )

                            = 4 (2 2 ) 1/ 3.

E h U h U u u du u u du

u du u du

        

  

 

 
 

πλεπψο, ( ( ), (1 )) 1/ 3 1/ 4 1/12Cov h U h U    θαη 1/ 24 0   .Γειαδή ε 

αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία απμάλεη ηελ δηαθχκαλζε ζε απηή ηελ πεξίπησζε. 

 ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ελψ γλσξίδνπκε φηη νη ηπραίνη αξηζκνί  iU  θαη  1 iU  

ζπζρεηίδνληαη αξλεηηθά, σζηφζν δελ κπνξνχκε λα πνχκε φηη ηζρχεη ην ίδην θαη γηα ηνπο 

(1) (2),i iX X γεληθά. Γηα λα είκαζηε ζίγνπξνη φηη ε αξλεηηθή ζπζρέηηζε ησλ αξρηθψλ 

ηπραίσλ αξηζκψλ ζα δεκηνπξγήζεη αξλεηηθή ζπζρέηηζε θαη ζην ηειηθφ δείγκα ζα πξέπεη 

λα ππάξρεη κία ζρέζε κνλνηνλίαο αλάκεζα ηνπο. Η εθζεηηθή ζπλάξηεζε είλαη κνλφηνλε 

ελψ ε ζπλάξηεζε ηνπ ηξηγψλνπ δελ είλαη. Θα πξέπεη επίζεο λα δψζνπκε πξνζνρή ζην 

πσο παξάγνληαη νη κεηαβιεηέο. Η κέζνδνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ζηελ 

θαηαλνκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη κνλφηνλε. Απηφ δελ είλαη απαξαίηεην ζηελ κέζνδν Box-

Muller. 

  Όηαλ ζέινπκε παξαηεξήζεηο απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή , κπνξνχκε απιά λα 

παξάγνπκε κία αθνινπζία 
iZ  κε (0,1)iZ N  θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αθνινπζία 

iZ  γηα ην αληηζεηηθφ δείγκα. Η ηερληθή ηεο αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο παξνπζηάζηεθε 

απφ ηνπο Bratley (1987),  Hammersley θαη Handscomb (1964) ελψ εθαξκφζηεθε ζηε 

ρξεκαηννηθνλνκηθή απφ ηνπο Boyle (1977) θαη Hull θαη White (1987). 

Δθαπμογή. Παίξλνληαο δείγκα απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κπνξνχκε λα 

εθαξκφζνπκε ηε κέζνδν αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο γηα λα ηηκνινγήζνπκε έλα 

δηθαίσκα. Ο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηελ ηηκνιφγεζε ελφο επξσπατθνχ δηθαηψκαηνο 

αγνξάο είλαη ν εμήο: 
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function [Price,CI]=BlsMCAV(S0,K,r,T,sigma,NRepl) 

nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 

siT=sigma*sqrt(T); 

Veps=randn(NRepl,1); 

Payoff1=max(0,S0*exp(nuT+siT*Veps)-K); 

Payoff2=max(0,S0*exp(nuT+siT*(-Veps))-K); 

DiscPayoff=exp(-r*T)*0.5*(Payoff1+Payoff2); 

[Price,VarPrice,CI]=normfit(DiscPayoff); 

ηνλ θψδηθα απηφ παξάγνπκε κία αθνινπζία παξαηεξήζεσλ απφ ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηελ αθνινπζία απηή αιιάδνληαο πξφζεκν. πγθξίλνπκε 

παξαθάησ ηε κέζνδν ηεο αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο κε ην απιφ Monte Carlo γηα λα 

ειέγμνπκε αλ ππάξρεη κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο: 

>> randn('state',0) 

>> [Price,CI]=BlsMC2(50,50,0.05,1,0.4,200000) 

Price =   9.0843 

CI =    9.0154 

        9.1532 

>> (CI(2)-CI(1))/Price 

ans = 0.0152 

>> randn('state',0 

>> [Price,CI]=BlsMCAV(50,50,0.05,1,0.4,200000) 

Price =  9.0052 

CI =    8.9657 

      9.0447 

>> (CI(2)-CI(1))/Price 

ans = 0.0088 

Παξαηεξνχκε πσο φλησο ππάξρεη κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο ζε ζρέζε κε ην απιφ Monte 

Carlo. 
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4.2. Η Μέθοδορ ηυν Μεηαβληηών Δλέγσος 

 

Η αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη ηερληθή ,κε δεδνκέλε ηελ κνλνηνλία, πνπ δελ 

απαηηεί επηπιένλ γλψζε γiα ην ζχζηεκα πνπ πξνζνκνηψλνπκε. Μπνξνχκε λα πάξνπκε 

θαιχηεξα απνηειέζκαηα εάλ γλσξίδνπκε θάπνηα επηπξφζζεηε πιεξνθνξία. Έζησ φηη 

ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ηε ( )E X   θαη ππάξρεη κία άιιε ηπραία κεηαβιεηή Y  κε 

γλσζηή αλακελφκελε ηηκή  , ε νπνία κε θάπνην ηξφπν ζπζρεηίδεηαη κε ηε X . Η 

κεηαβιεηή Y  νλνκάδεηαη κεηαβιεηή ειέγρνπ. Δπηπιένλ πιεξνθνξίεο γηα ηε  X δίλνληαη 

πηνζεηψληαο ηνλ εθηηκεηή ειέγρνπ 

( ),CX X c Y     

φπνπ c είλαη ε παξάκεηξνο γηα ηελ νπνία πξέπεη λα γίλεη ε θαηάιιειε επηινγή.  

Γηαπηζηψλνπκε φηη : 

( ) ,CE X   

2( ) ( ) 2 ( , ).CVar X Var X c cCov X Y    

Ο πξψηνο ηχπνο καο δείρλεη φηη ν εθηηκεηήο ειέγρνπ είλαη κία ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα 

ηνπ ζ γηα νπνηαδήπνηε επηινγή ηεο παξακέηξνπ c. Με ην δεχηεξν ηχπν δηαπηζηψλνπκε 

φηη κπνξνχκε λα κεηψζνπκε ηε δηαθχκαλζε ηνπ  κε θαηάιιειε  επηινγή ηεο παξακέηξνπ 

c. Δπηιέγνληαο ηελ θαηάιιειε παξάκεηξν  c, κπνξνχκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηε 

δηαθχκαλζε ηεο κεηαβιεηήο ειέγρνπ. Γειαδή: 

2

*

( )
0 ( ( ) 2 ( , )) 0

( , )
2 ( ) 2 ( , ) 0 .

( )

cdVar X d
Var X c cCov X Y

dc dc

Cov X Y
cVar Y Cov X Y c

Var Y

     

    

 

Αληηθαζηζηψληαο ην 
*c ζηνλ ηχπν ηεο δηαζπνξάο έρνπκε: 
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2
* *

2 2 2

( ) ( ) ( ) 2 ( , )

( , ) ( , ) [ ( , )]
              ( ) 2 ( ) .

( ) ( ) ( )

cVar X Var X c Var Y c Cov X Y

Cov X Y Cov X Y Cov X Y
Var X Var X

Var Y Var Y Var Y

   

    

 

Γλσξίδνπκε φηη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ,X Y δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

, ,

( , )
( , ) ( ) ( ),

( ) ( )
X Y X Y

Cov X Y
Cov X Y Var X Var Y

Var X Var Y
     

ζπλεπψο : 

2

,

( ) ( ) ( )

( )
1 .

( )

c

c
X Y

Var X Var X Var X

Var X

Var X





   

 
 

Σν πξφζεκν ηνπ 
*c εμαξηάηαη απφ ην πξφζεκν ηεο ζπζρέηηζεο αλάκεζα ζην X  θαη ζην 

Y . Γηα παξάδεηγκα, αλ ( , ) 0Cov X Y  ηφηε 
* 0c  . 

ηελ πξάμε, ε βέιηηζηε ηηκή 
*c  πξέπεη λα εθηηκεζεί αθνχ ην ( , )Cov X Y θαη ην 

( )Var Y  είλαη πηζαλφηαηα άγλσζηα. Απηφ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε ηελ βνήζεηα 

πιλοηικών πξνζνκνηψζεσλ. Oη πξνζνκνηψζεηο απηέο εθαξκφδνληαη κφλν γηα ηελ 

επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ 
*c  θαη φρη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ  , ε νπνία γίλεηαη κε λέεο 

πξνζνκνηψζεηο.  Με απηφλ ηνλ ηξφπν δελ παξνπζηάδεηαη κεξνιεςία ζηελ εθηίκεζε ηνπ 

  αθνχ ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην 
*c  δελ εμαξηάηαη απφ ην X . 

Η πξνζέγγηζε κε ηηο κεηαβιεηέο ειέγρνπ κπνξεί λα γεληθεπηεί κε φζεο 

κεηαβιεηέο είλαη απαξαίηεηεο ψζηε λα βειηησζεί ε πνηφηεηα ησλ εθηηκήζεσλ. Απηφ 

απαηηεί πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην ζχζηεκα πνπ πξνζνκνηψλνπκε θαη 

πεξηζζφηεξε πξνζπάζεηα γηα ηελ εθηίκεζε ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ. Η ηερληθή απηή 

παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Boyle θαη Emanuel (1985). 
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Δθαπμογή. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε πξνζνκνίσζε Monte Carlo γηα ηελ 

απνηίκεζε ελφο δηθαηψκαηνο αγνξάο, φπνπ   είλαη ε άγλσζηε αλακελφκελε ηηκή ηνπ. 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ε ηηκή ηεο κεηνρήο ζηελ ιήμε είλαη κία θπζηθή κεηαβιεηή 

ειέγρνπ, έηζη ηφζν ε κέζε ηηκή ηεο ( )E Y 
 
φζν θαη ε δηαθχκαλζε ηεο  ( )Var Y

 
ζηε 

ιήμε είλαη γλσζηέο παξάκεηξνη: 

0
( ) rT

TE S S e   θαη   
22 2

0( ) ( 1).rT r

TVar S S e e    

ην κνληέιν Black-Scholes, ε ηηκή ηεο κεηνρήο αθνινπζεί ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή. 

Αλεμάξηεηεο πξνζνκνηψζεηο  ηεο ηειηθήο ηηκήο ηεο κεηνρήο, ζε ζπλζήθεο νπδέηεξνπ 

θηλδχλνπ, κπνξνχλ λα παξαρζνχλ απφ ηνλ παξαθάησ ηχπν: 

21
( )

( ) 2
0

r T
i

TS S e
   

 ,      1, ,i n , 

φπνπ 
0S  

ε αξρηθή ηηκή ηεο κεηνρήο,  r ην επηηφθην κεδεληθνχ θηλδχλνπ, ζ ε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο κεηνρήο, T ν ρξφλνο ιήμεο ηνπ δηθαηψκαηνο, θαη {
iZ }  δείγκα 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Γεκηνπξγψληαο 
1n  

παξαηεξήζεηο, έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο γηα ηελ ηηκή ελφο δηθαηψκαηνο κε ηηκή 

εμάζθεζεο Κ δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν: 

 ( )max 0, .rT i

i i TC e S K 
 

ε απηή ηε θάζε, καο ελδηαθέξεη λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλδηαθχκαζε κεηαμχ ηεο 

ηηκήο ηεο κεηνρήο θαη  ηεο ηηκήο ηνπ δηθαηψκαηνο ζηε ιήμε ελψ ζεσξνχκε δεδνκέλε ηελ 

αλακελφκελε ηηκή θαη ηελ δηαθχκαλζε ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο ζηελ ιήμε.
  

Η παξάκεηξνο 
*c  γηα ηελ νπνία ν εθηηκεηήο ειέγρνπ ειαρηζηνπνηείηαη πξνθχπηεη απφ 

ηνλ ηχπν: 

( , )
.

( )

T

T

Cov S C

Var S
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Πξνζνκνηψλνπκε μαλά ηελ ηηκή ηεο κεηνρήο θαη ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο ζηελ ιήμε κε 

έλα λέν δείγκα κεγέζνπο  
2n . Οη λέεο ηηκέο 

( )i

TS θαη '

iC  
ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ 

θαηαζθεπή ηνπ εθηηκεηή ειέγρνπ. Ο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηελ απνηίκεζε ελφο 

δηθαηψκαηνο αγνξάο κε Monte Carlo εθαξκφδνληαο ηελ κέζνδν  ησλ κεηαβιεηψλ 

ειέγρνπ είλαη: 

 

 

 

function[Price,CI]=BlsMCCV(S0,K,r,T,sigma,NRep1,NPilot) 
nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 
siT=sigma*sqrt(T); 
StockVals=S0*exp(nuT+siT*randn(NPilot,1)); 
OptionVals=exp(-r*T)*max(0,StockVals-K); 
MatCov=cov(StockVals,OptionVals); 
VarY=S0^2*exp(2*r*T)*exp((T*sigma^2)-1); 
c=-MatCov(1,2)/VarY; 
ExpY=S0*exp(r*T); 
NewStockVals=S0*exp(nuT+siT*randn(NRep1,1)); 
NewOptionVals=exp(-r*T)*max(0,NewStockVals-K); 
ControlVars=NewOptionVals+c*(NewStockVals-ExpY); 
[Price,VarPrice,CI]=normfit(ControlVars); 

 

 

Διέγρνληαο ηε κέζνδν ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ ζε ζρέζε κε ην απιφ Monte Carlo: 

 

>> randn('state',0) 

>> [Price,CI]=BlsMC2(50,52,0.1,5/12,0.4,200000) 

Price = 

   5.2328 

CI = 

    5.1939 

    5.2717 

>> (CI(2)-CI(1))/Price 

ans =0.0149 

>> randn('state',0) 

>> [Price,CI]=BlsMCCV(50,52,0.1,5/12,0.4,195000,5000) 
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Price =5.2008 

CI = 

    5.1837 

    5.2180 

>> (CI(2)-CI(1))/Price 

ans =  0.0066 

 

Παξαηεξνχκε πσο φλησο ππάξρεη κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο ζε ζρέζε κε ην απιφ Monte 

Carlo. 

 

4.3. Η  Μέθοδορ Μείυζηρ Γιακύμανζηρ Μέζυ Γέζμεςζηρ  

 

Ο ππνινγηζκφο αλακελφκελσλ ηηκψλ κέζσ δέζκεπζεο είλαη κηα θιαζηθή ηερληθή 

ζηε ζεσξία πηζαλνηήησλ. Όηαλ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ( )E X , ηφηε θάπνηεο 

θνξέο είλαη ρξήζηκν λα δεζκεχζνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή X  σο πξνο κία άιιε 

κεηαβιεηή Y φπσο ζηνλ παξαθάησ ηχπν: 

( ) ( ( | ))E X E E X Y . 

Οη δηαθπκάλζεηο κπνξνχλ επίζεο λα ππνινγηζζνχλ βάζεη ηνπ ηχπνπ ηεο δεζκεπκέλεο 

δηαθχκαλζεο: 

    ( ) ( ( | )) ( ( | ))Var X E Var X Y Var E X Y  . 

Αθνχ φιεο νη πνζφηεηεο πνπ εκπιέθνληαη ζηνλ παξαπάλσ ηχπν είλαη κε αξλεηηθέο, 

θαηαιήγνπκε ζηελ αληζφηεηα: 

( ) ( ( | ))Var X Var E X Y , 

ε νπνία νδεγεί ζηελ κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο κέζσ δέζκεπζεο. 
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Η ρξήζε ηεο δέζκεπζεο είλαη ρξήζηκε φηαλ ζηφρνο είλαη λα εθηηκεζεί ε 

( )E X   θαη ππάξρεη κηα άιιε ηπραία κεηαβιεηή ηέηνηα ψζηε ε ηηκή ( | )E X Y y λα 

είλαη γλσζηή. Απφ ηελ αληζφηεηα  ( ) ( ( | ))Var X Var E X Y  βιέπνπκε φηη ε ( | )E X Y  

είλαη κία ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα γηα ηελ    θαη ν ηχπνο ηεο δεζκεπκέλεο δηαθχκαλζεο 

είλαη θαιχηεξνο ζε ζρέζε κε απηφλ ηεο X . Πξαθηηθά, γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κείσζεο 

δηαθχκαλζεο κέζσ δέζκεπζεο, πξνζνκνηψλνπκε ηελ Y αληί ηεο X . 

Δθαπμογή: Μαο ελδηαθέξεη λα απνηηκήζνπκε έλα δηθαίσκα επηινγήο. Σν 

δηθαίσκα απηφ είλαη επξσπατθνχ ηχπνπ θαη έρεη εκεξνκελία ιήμεο 
2T . Σε ρξνληθή 

ζηηγκή 
1 2T T  πξέπεη λα επηιέμνπκε αλ ην δηθαίσκα είλαη αγνξάο ή πψιεζεο, δειαδή 

πξέπεη λα ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο ησλ δχν δηθαησκάησλ θαη λα επηιέμνπκε απηφ πνπ είλαη 

πην αθξηβφ. Η ηηκή εμάζθεζεο K  είλαη θαζνξηζκέλε ηελ ζηηγκή 0t  . Απηφ κπνξεί λα 

ζπκβεί κέζσ ηνπ ηχπνπ ηνπ Black-Scholes πνπ ππνινγίδεη ηελ ηηκή δηθαηψκαηνο αγνξάο 

θαη πψιεζεο κε αξρηθή ηηκή ππνθείκελνπ ηίηινπ 
1( )S T  θαη ρξφλν κέρξη ηε ιήμε 

2 1T T . 

Απηφο ζεκαίλεη φηη, δεζκεχνληαο σο πξνο 
1( )S T , κπνξνχκε λα πάξνπκε κηα αθξηβή 

εθηίκεζε ηεο αλακελφκελεο απφδνζεο ηε ζηηγκή 
2T ζηνλ θφζκν ηνπ νπδέηεξνπ 

θηλδχλνπ. Χζηφζν εάλ εθαξκφζνπκε ηελ απιή πξνζνκνίσζε Monte Carlo, απηφ δελ 

είλαη ηφζν ηεηξηκκέλν. Δθφζνλ πξέπεη λα απνθαζίζνπκε ηε ρξνληθή ζηηγκή 
1T , απηφ 

είλαη φκνην κε ηελ αξρή ηεο πξφσξεο εμάζθεζεο γηα ηα δηθαηψκαηα Ακεξηθαληθνχ 

ηχπνπ. Γηα λα θαηαιάβνπκε ηα ζρεηηθά δεηήκαηα αο ζεσξήζνπκε ην παξαθάησ ζρήκα : 

              

              

              

              

              

               t= 0                      t =Σ1              t=Σ2 
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Ξεθηλψληαο απφ ηνλ αξρηθφ θφκβν, κε ηηκή 
0S , παξάγνπκε ηέζζεξα δείγκαηα ηεο 

ηηκήο 
1( )S T , θαη γηα θάζε έλα απφ απηά παίξλνπκε δείγκα ηξηψλ ηηκψλ 

2( )S T . Έρνπκε 

4x3=12 ζελάξηα, αιιά είλαη δνκεκέλα σο δέληξν. Υξεηαδφκαζηε απηή ηε δνκή, δηφηη ε 

απφθαζε ηε ρξνληθή ζηηγκή 
1T  γηα ην αλ ην δηθαίσκα ζα είλαη αγνξάο ή πψιεζεο 

πξέπεη λα είλαη ίδηα γηα φια ηα ζελάξηα πνπ μεθηλνχλ απφ θάζε θφκβν ζην ρξφλν 
1T . 

Υσξίο απηή ηε δνκή, νη απνθάζεηο ζα πξέπεη λα βαζίδνληαη ζε ηέιεηα πξφβιεςε γηα ηε 

κειινληηθή ηηκή ηε ρξνληθή ζηηγκή 
2T , πξάγκα πνπ δελ επηηξέπεηαη. Ο θψδηθαο ηεο 

Matlab γηα ηελ ηηκνιφγεζε απηνχ ηνπ είδνπο ην δηθαίσκα πνπ ζηε δηεζλή νξνινγία 

νλνκάδεηαη as-you-like-it option κε ηε κέζνδν ηνπ απινχ Monte Carlo είλαη ν αθφινπζνο: 

 

 

function[Price,CI]=AYLIMC(S0,K,r,T1,T2,sigma,NRepl1,NRepl2) 
DeltaT=T2-T1; 
muT1=(r-sigma^2/2)*T1; 
muT2=(r-sigma^2/2)*(T2-T1); 
siT1=sigma*sqrt(T1); 
siT2=sigma*sqrt(T2-T1); 
  

DiscountedPayoffs=zeros(NRepl1*NRepl2,1); 

  
Samples1=randn(NRepl1,1); 
PriceT1=S0*exp(muT1+siT1*Samples1); 
for k=1:NRepl1 
    Samples2=randn(NRepl2,1); 
    PriceT2=PriceT1(k)*exp(muT2+siT2*Samples2); 
    ValueCall=exp(-r*DeltaT)*mean(max(PriceT2-K,0)); 
    ValuePut=exp(-r*DeltaT)*mean(max(K-PriceT2,0)); 
    if ValueCall>ValuePut 
        DiscountedPayoffs(1+(k-1)*NRepl2:NRepl2)=exp(-r*T2)*max(PriceT2-K,0); 
    else  
        DiscountedPayoffs(1+(k-1)*NRepl2:NRepl2)=exp(-r*T2)*max(K-PriceT2,0); 
    end 
end 
    [Price dummy,CI]=normfit(DiscountedPayoffs); 

 

 

ηνλ θψδηθα κε NRepl1 ζπκβνιίδνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ ηε ζηηγκή 
1T  θαη 

NRepl2 ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ ηε ζηηγκή 
2T  γηα θάζε θφκβν ηε ζηηγκή 

1T . 

πλεπψο, ν νιηθφο αξηζκφο ησλ ζελαξίσλ είλαη Repl1*NRepl2. Σν δηάλπζκα 
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DiscountedPayoffs έρεη κέγεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ νιηθφ αξηζκφ ζελαξίσλ. Γηα 

θάζε έλα απφ ηνπο NRepl1 θφκβνπο ηε ζηηγκή 
1T , νη νπνίνη έρνπλ δεκηνπξγεζεί απφ 

ηελ Γεσκεηξηθή θίλεζε Brown, παξάγνπκε NRepl2 θφκβνπο ηε ζηηγκή 
2T  θαη 

ζπγθξίλνπκε ηηο εθηηκήζεηο ησλ αλακελνκέλσλ απνδφζεσλ γηα λα επηιέμνπκε ην 

δηθαίσκα αγνξάο ή πψιεζεο. Αθνχ επηιέμνπκε κία απφ ηηο δχν εθδνρέο, 

ζπκπιεξψλνπκε έλα ζχλνιν, κεγέζνπο NRepl2, ζην δηάλπζκα ησλ πξνεμνθιεκέλσλ 

απνδφζεσλ. Σέινο ππνινγίδνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή θαη ηα δηαζηήκαηα 

εκπηζηνζχλεο. 

αθψο, ζηελ απιή πξνζνκνίσζε Monte Carlo έρνπκε θάλεη πεξηζζφηεξε 

δνπιεηά απφ απηή πνπ ρξεηάδεηαη. Με ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ κείσζεο δηαθχκαλζεο 

κέζσ δέζκεπζεο, δεδνκέλεο κηαο ηηκήο 
1( )S T , κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ζε 

θάζε έλα απφ ηα δχν δηθαηψκαηα κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ Black-Scholes. O θψδηθαο 

ηεο Matlab είλαη ν αθφινπζνο. 

 

function[Price,CI]=AYLIMCCond(S0,K,r,T1,T2,sigma,NRepl) 

muT1=(r-sigma^2/2)*T1; 

siT1=sigma*sqrt(T1); 

Samples=randn(NRepl,1); 

PriceT1=S0*exp(muT1+siT1*Samples); 

[Calls,Puts]=blsprice(PriceT1,K,r,T2-T1,sigma); 

Values=exp(-r*T1)*max(Calls,Puts); 

[Price,dummy,CI]=normfit(Values); 

 

 

Ο θψδηθαο απηφο είλαη πην εχθνινο ζε ζχγθξηζε κε απηφλ ηνπ απινχ Monte Carlo. Γηα 

θάζε θφκβν ηε ρξνληθή ζηηγκή 
1T  παίξλνπκε ηε κεγαιχηεξε ηηκή κεηαμχ ελφο 

Δπξσπατθνχ δηθαηψκαηνο αγνξάο θαη ελφο Δπξσπατθνχ δηθαηψκαηνο πψιεζεο. Ο 

ρξφλνο κέρξη ηε ιήμε είλαη 
2 1T T  θαη πξνεμνθινχκε πξνο ηα πίζσ απφ ηε ζηηγκή 

1T  

ζηε ζηηγκή 0t  . 
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>> S0=50;K=50;r=0.05;T1=2/12;T2=7/12;sigma=0.4;NRepl1=100;NRepl2=100; 

>> [call,put]=blsprice(S0,K,r,T2,sigma) 

call =6.7287 

put =5.2915 

>> randn('state',0) 

>> [Price,CI]=AYLIMC(S0,K,r,T1,T2,sigma,NRepl1,NRepl2) 

Price = 

    8.6982 

CI = 

    8.4898 

    8.9065 

>> (CI(2)-CI(1))/Price 

ans = 0.0479 

>> randn('state',0) 

>> [PriceCond,CICond]=AYLIMCCond(S0,K,r,T1,T2,sigma,NRepl1*NRepl2) 

PriceCond = 

    9.2588 

CICond = 

    9.1779 

    9.3397 

>> (CI(2)-CI(1))/PriceCond 

ans = 0.0450 

Όζνλ αθνξά ηε κέζνδν κείσζεο δηαθχκαλζεο κέζσ δέζκεπζεο ζα πξέπεη λα 

ηνληζζνχλ ηα εμήο: 

1. Η ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο επηινγήο είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο 

αγνξάο θαη πψιεζεο, αλεμαξηήησο ηεο ηηκήο πνπ επηιέγεηαη. 

2. Η δέζκεπζε θαίλεηαη φηη κεηψλεη ηε δηαθχκαλζε, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ίδην 

αξηζκφ ζελαξίσλ Repl1*NRepl2 θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο. 

3. Η ηηκή πνπ παίξλνπκε απφ ην Monte Carlo κε δέζκεπζε είλαη κεγαιχηεξε. 

Σν ηειεπηαίν ζεκείν είλαη αλακελφκελν. Υξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν Monte Carlo κε 

δέζκεπζε δε κεηψλνπκε κφλν ηε δηαθχκαλζε αιιά ιακβάλνπκε πξαγκαηηθά βέιηηζηεο 
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απνθάζεηο. Δλψ ζην απιφ Monte Carlo κπνξνχκε λα πάξνπκε ιαλζαζκέλε επηινγή 

ηελ ρξνληθή ζηηγκή Σ1 δηφηη ζπγθξίλνπκε ηηο εθηηκήζεηο ησλ αλακελφκελσλ απνδφζεσλ. 

πλεπψο έρνπκε κεξνιεςία. Ο εθηηκεηήο κε ην απιφ Monte Carlo είλαη ρακειά 

κεξνιεπηηθφο, αθνχ ζα έρνπκε ιηγφηεξα ρξήκαηα ζε ζρέζε κε κία κε ηδαληθή 

ζηξαηεγηθή.  

 

4.4. Η Μέθοδορ ηηρ ηπυμαηοποιημένηρ  Γειγμαηολητίαρ 

 

Έζησ φηη ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή ( )E X
 
θαη φηη ε 

ηπραία κεηαβιεηή X  κε θάπνην ηξφπν εμαξηάηαη απφ ηελ ηηκή κίαο άιιεο ηπραίαο  

κεηαβιεηήο Y , ε νπνία κπνξεί λα ιάβεη έλα δηαθξηηφ ζχλνιν ηηκψλ jy  κε γλσζηή 

πηζαλφηεηα. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, ε Y έρεη δηαθξηηή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο κε γλσζηή 

ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο: 

{ }j jP Y y p  ,  1,...,j m  . (4.1) 

Υξεζηκνπνηψληαο δέζκεπζε, έρνπκε : 

1

( ) ( | )
m

j j
j

E X E X Y y p


   . (4.2) 

πλεπψο, κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε πξνζνκνίσζε γηα λα εθηηκήζνπκε ηηο ηηκέο 

( | )jE X Y y , γηα 1,...,j m , θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εμίζσζε (4.2) ψζηε λα 

πάξνπκε ηα απνηειέζκαηα  ζπγθεληξσηηθά. Όηαλ εθαξκφδνπκε ηε κέζνδν ηεο κείσζεο 

δηαθχκαλζεο κέζσ δέζκεπζεο ε κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο γίλεηαη κε βάζε ην αξρηθφ 

δείγκα. Η ζπγθεθξηκέλε πξνζέγγηζε είλαη παξφκνηα κε απηήλ ηεο κείσζεο δηαθχκαλζεο 

κέζσ δέζκεπζεο. Η δηαθνξά ηνπο είλαη φηη ζηε ζπγθεθξηκέλε κέζνδν, επηιέγνπκε κία 

ηηκή γηα ηελ Y θαη δεκηνπξγνχκε δείγκα X , δεζκεπκέλν σο πξνο jY y  . Σν δείγκα 

απηφ νλνκάδεηαη ζηπώμα. Σν παξαθάησ παξάδεηγκα  θαζηζηά ζαθέο γηαηί απηφ ην είδνο 
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ηεο δεηγκαηνιεςίαο νλνκάδεηαη ζηξσκαηνπνηεκέλε. Η κέζνδνο απηή παξνπζηάζηεθε 

απφ ηνλ Mc Kay (1979). 

Παπάδειγμα. Έζησ, ρξεζηκνπνηψληαο πξνζνκνίσζε, φηη ζέινπκε λα 

ππνινγίζνπκε ηε κεηαβιεηή  : 

1

0
( ) ( ( ))h x dx E h u    

ηελ απιή Monte Carlo πξνζνκνίσζε ζα παίξλακε απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή έλα 

δείγκα n  ηπραίσλ αξηζκψλ  (0,1)iU U , 1,2,...,i n , θαη ζα ππνινγίδακε ην δεηγκαηηθφ 

κέζν:  

1

1
( ).

n

i
i

h U
n 

  

Έλαο βειηησκέλνο εθηηκεηήο γηα ην αξρηθφ δείγκα κπνξεί λα επηηεπρζεί κε 

ηελ θαηάηκεζε ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο (0,1) ζε m  ππνδηαζηήκαηα  

(( 1) / , / ),j m j m  κε 1,...,j m . Κάζε jY y
 
αληηζηνηρεί ζε έλαλ ηπραίν αξηζκφ πνπ 

εκπίπηεη ζην j
 ππνδηάζηεκα. ε απηή ηελ πεξίπησζε ηζρχεη 1/jp m . Γηα θάζε 

ζηξψκα 1,...,j m  παξάγνπκε jn  ηπραίνπο αξηζκνχο (0,1),  1,2,...,k jU U k n  γηα 

λα εθηηκήζνπκε : 

1

1 1ˆ ( ),
jn

k
j

kj

U j
h

n m




 
   

θαη κεηά θαηαζθεπάδνπκε ην ζπλνιηθφ εθηηκεηή: 

1

ˆ ˆ
m

j j
j

p 


  

Σν ζέκα πιένλ είλαη ην πψο ζα θαζνξηζηεί ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο jn  πνπ ζα 

θαηαλέκεηαη ζε θάζε ζηξψκα. Μία νκνηφκνξθε θαηαλνκή δηαζθαιίδεη φηη  παίξλνπκε 

νκνηφκνξθν δείγκα απφ ην δηάζηεκα (0,1), αιιά απηφ δελ είλαη πάληα ε βέιηηζηε ιχζε. 
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Δμεηάδνπκε ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ̂ , κε jX  ηελ ηπραία κεηαβιεηή ηεο 

δεηγκαηνιεςίαο ζε θάζε ζηξψκα. Αλ ηα ζηξψκαηα είλαη δεηγκαηηθά αλεμάξηεηα ηφηε 

έρνπκε: 

2

2

1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ).
m m

j

j j j
j j j

p
Var p Var Var X

n
 

 

    

Γηα λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλνιηθή δηαθχκαλζε, ζα πξέπεη λα θαηαλείκνπκε 

κεγαιχηεξν δείγκα ζην ζηξψκα φπνπ ην ( )jVar X  είλαη κεγαιχηεξν. Γηα ην ιφγν απηφ 

κπνξνχκε λα ηξέμνπκε ζχλνια πηινηηθψλ επαλαιήςεσλ γηα λα εθηηκήζνπκε ην 

( )jVar X  απφ ηηο δεηγκαηηθέο δηαθπκάλζεηο 
2

jS  θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξνχκε ην κέγεζνο 

ηνπ δείγκαηνο πνπ πξέπεη λα δηαηεζεί ζε θάζε ζηξψκα ιχλνληαο έλα κε γξακκηθφ 

πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο: 

 

2 2

1

min
m

j j

j j

p S

n

  

έηζη ψζηε  1

0

m

j
j

j

n n

n









.

 

 

4.5. Η Μέθοδορ ηηρ Γειγμαηοληπηικήρ ημανηικόηηηαρ 

 

ε αληίζεζε κε ηηο άιιεο ηερληθέο κείσζεο δηαθχκαλζεο, ε κέζνδνο ηεο 

δειγμαηοληπηικήρ ζημανηικόηηηαρ βαζίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο αιιαγήο ηνπ κέηξνπ ηεο 

πηζαλφηεηαο. Η ηερληθή απηή είλαη ρξήζηκε φηαλ ζέινπκε λα πξνζνκνηψζνπκε δείγκα 

απφ ηηο άθξεο κίαο θαηαλνκήο. Αλαιχζεθε  θαη παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Bratley (1987). 
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Έζησ φηη ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ηελ παξαθάησ αλακελφκελε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο ( )h X : 

( ( )) ( ) ( )fE h X h x f x dx     
 , 

φπνπ X είλαη έλα ηπραίν δηάλπζκα κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ( )f x . Δάλ γλσξίδνπκε 

κία άιιε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ( )g x
 
ηέηνηα ψζηε λα ηζρχεη ( ) 0f x 

 
φηαλ ( ) 0g x  , 

ηφηε ηζρχεη: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
g

h x f x h X f X
g x dx E

g x g x


 
   

 


. 

 

Ο ζπκβνιηζκφο gE  ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ηνλίζεη ην γεγνλφο φηη ε ηειεπηαία 

αλακελφκελε ηηκή έρεη παξζεί κε βάζε ην κέηξν g . Ο ιφγνο ( ) / ( )f x g x  

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δηνξζψζεη ηελ αιιαγή ζην κέηξν ηεο πηζαλφηεηαο. Όηαλ 

ρξεζηκνπνηνχκε ηπραίν δείγκα, ν ιφγνο απηφ ζα ζεσξείηαη ηπραία κεηαβιεηή. Απηή ε 

αιιαγή ζην κέηξν πηζαλφηεηαο ιεηηνπξγεί αθξηβψο κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο ε απνηίκεζε 

νπδέηεξνπ θηλδχλνπ.  

Γηα λα θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα πσο ζα γίλεη ε επηινγή ηεο ππθλφηεηαο g  γηα 

ιφγνπο απινπνίεζεο ζεσξνχκε φηη ( ) 0h x  . Τπάξρνπλ δχν ηξφπνη γηα ηελ εθηίκεζε 

ηνπ  , δειαδή: 

( ) ( )
( ( )) ( ) ( ) ( )

( )
f

h x f x
E h X h x f x dx g x dx

g x
     

* *( ) ( ) ( ( )),gh x g x dx E h X   
 

φπνπ 
*( ) ( ) ( ) / ( )h X h x f x g x . Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί φηαλ, ( ) 0g x   ηφηε 

( ) 0f x  . Η ππφζεζε απηή είλαη απαξαίηεηε ψζηε λα νξίδεηαη ε 
*( )h X .  
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Οη δχν εθηηκεηέο έρνπλ ηελ ίδηα αλακελφκελε ηηκή. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο γλσζηέο 

ηδηφηεηεο ηεο δηαθχκαλζεο ζα ειέγμνπκε ηηο δηαθπκάλζεηο ηνπο 

2 2( ( )) ( ) ( ) ,fVar h X h x f x dx    

 

* 2 2( )
( ( )) ( ) ( )

( )
g

f x
Var h X h x f x dx

g x
 

 
 . 

Απφ ηε δεχηεξε εμίζσζε εχθνια ζπκπεξαίλνπκε φηη επηιέγνληαο ( )g x  ηέηνην ψζηε 

( ) ( )
( )

h x f x
g x


  (4.3) , 

νδεγνχκαζηε ζηελ ηδαληθή ζπλζήθε 
*( ( )) 0gVar h X  . Γπζηπρψο, απηή ε ζπλζήθε δελ 

είλαη εθηθηή ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, θαζψο ρξεζηκνπνηψληαο απηήλ ηελ ππθλφηεηα 

απαηηείηαη πιεξνθνξία γηα ηελ  . Δπίζεο είλαη απαξαίηεην λα ηζρχεη ( ) 0h x   ψζηε λα 

δηαζθαιίζνπκε πσο φλησο είλαη ππθλφηεηα. 

  Η δηαθνξά αλάκεζα ζηηο δχν δηαθπκάλζεηο είλαη : 

* 2 ( )
( ( )) ( ( )) ( ) ( ) 1

( )
f g

f x
Var Var h X Var h X h x f x dx

g x

 
     

 
 . 

Απφ απηήλ ηελ έθθξαζε παξαηεξνχκε φηη, γηα λα δηαζθαιίζνπκε ηε κείσζε ηεο 

δηαθχκαλζεο ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε κία λέα ππθλφηεηα g ηέηνηα ψζηε 

 ( ) ( )g x f x  φηαλ ν φξνο 
2( ) ( )h x f x είλαη κεγάινο, 

 ( ) ( )g x f x  φηαλ ν φξνο 
2( ) ( )h x f x είλαη κηθξφο. 

Η νλνκαζία δειγμαηοληπηική ζημανηικόηηηα πξνθχπηεη απφ απηή ηελ παξαηήξεζε. 

Παπάδειγμα. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα παξάδεηγκα θιαζηθήο νινθιήξσζεο γηα 

λα δείμνπκε πσο ιεηηνπξγεί ε ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο. Μαο ελδηαθέξεη λα ππνινγίζνπκε 

ηελ ηηκή ηεο   δεδνκέλνπ φηη  
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1 2

0
1

4
x dx


    . 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ γλσξίδνπκε φηη ην εκβαδφλ απηφ είλαη ην έλα ηέηαξην ελφο θχθινπ κε 

κνλαδηαία αθηίλα, κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηελ ηηκή ηνπ   κε ηε βνήζεηα ηεο Matlab 

ππνινγίδνληαο ην αλσηέξσ νινθιήξσκα. Ο θψδηθαο ππνινγηζκνχ είλαη ν εμήο: 

 

function out=estpi(m) 

z=sqrt(1-rand(1,m)^2); 

out=4*sum(z)/m; 

 

 

Η παξάκεηξνο m ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην 

δείγκα. Με έλα δείγκα 1000 παξαηεξήζεσλ δηαπηζηψλνπκε φηη ε εθηίκεζε δελ είλαη 

αμηφπηζηε. πγθεθξηκέλα : 

 

>> rand('state',0) 

>>estpi(1000) 

ans =3.1378 

>> estpi(1000) 

ans =3.1311 

>> estpi(1000) 

ans =3.0971 

 

 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα βειηηψζνπκε ηελ εθηίκεζε καο κε ηε βνήζεηα ηεο 

κεζφδνπ δεηγκαηνιεπηηθήο ζεκαληηθφηεηαο. Γηα λα κπνξέζνπκε λα πξνζεγγίζνπκε ηελ 

ηδαληθή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ζα ρσξίζνπκε ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο  0,1 ζε L  ίζα 

ππνδηαζηήκαηα πιάηνπο 1/ L . Σα αθξαία ζεκεία γηα ην k  ππνδηάζηεκα  1,...,k L  

είλαη ( 1) /k L  θαη /k L , ελψ ε ελδηάκεζνο ηηκή είλαη  1 / 1/ (2 )ks k L L   . Μία 

γξήγνξε εθηίκεζε γηα ην νινθιήξσκα πξνθχπηεη  ππνινγίδνληαο ηνλ ηχπν: 
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1

( )
L

k
k

h s

L
   


. 

Μία πξνζέγγηζε ηεο ηδαληθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο ( )g x  πξνθχπηεη 

αληηθαζηζηψληαο ηνλ φξν   κε  ζηελ εμίζσζε (4.3) ε νπνία κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο 

1

( ) ( ) ( )
( )

( )
L

kk

h x f x h x L
g x

h s


 


  , 

απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή έρνπκε ( ) 1f x  . Γπζηπρψο, απηή δελ είλαη απαξαίηεηα 

κία ππθλφηεηα πνπ νινθιεξψλεηαη ζηε κνλάδα πάλσ ζην κνλαδηαίν δηάζηεκα. Γηα λα 

απνθχγνπκε απηή ηελ δπζθνιία θαη λα απινπνηήζνπκε ην δείγκα, κπνξνχκε λα 

νξίζνπκε κία πηζαλφηεηα κέζσ ηεο δεηγκαηνιεςίαο απφ έλα ππνδηάζηεκα θαη λα 

ρξεζηκνπνηνχκε κία νκνηφκνξθε ππθλφηεηα ζην θάζε ππνδηάζηεκα. Γηα ην ζθνπφ απηφ, 

ζεσξνχκε ηνλ παξαθάησ ηχπν 

1

( )
,

( )

k
k L

kk

h s
q

h s





  1,..., .k L  

Βιέπνπκε, φηη 1kk
q   θαη 0kq   απφ ηελ ζηηγκή πνπ ε ζπλάξηεζε h  είλαη κε-

αξλεηηθή. Γηα ην ιφγν απηφ νη αξηζκνί 
kq  κπνξνχλ λα αλαπαξαζηήζνπλ πηζαλφηεηεο. 

ηε δηθή καο πεξίπησζε, ρξεζηκνπνηνχληαη σο πηζαλφηεηεο γηα ηελ επηινγή ελφο 

δεηγκαηηθνχ ζεκείνπ απφ ην θ-νζηφ ππνδηάζηεκα. 

 Αλαθεθαιαηψλνληαο, γηα λα εθθξάζνπκε ην πξφβιεκα κέζα ζε έλα γεληθφ 

πιαίζην έρνπκε: 

2( ) 1

( ) 1

( ) .k

h x x

f x

g x Lq

 





, ( 1) / /k L x k L    
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Δδψ, ε ( )g x  εθθξάδεη κία ηκεκαηηθά ζηαζεξή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο. Ο παξάγνληαο 

L , ζηελ ζπλάξηεζε ( )g x , πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηελ 
kq  πνπ απαηηείηαη γηα λα 

θαηαζθεπάζνπκε κία νκνηφκνξθε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ζε έλα δηάζηεκα κήθνπο  

1/ L . 

 

function z=estpiIS(m,L) 
s=(0:(1/L):(1-1/L))+1/(2*L); 
hvals=sqrt(1-s.^2); 
cs=cumsum(hvals); 
for j=1:m 
    loc=sum(rand*cs(L)>cs)+1; 
    x=(loc-1)/L+rand/L; 
    p=hvals(loc)/cs(L); 
    est(j)=sqrt(1-x.^2)/(p*L); 
end 
z=4*sum(est)/m; 

 

 

Με ηελ εθηέιεζε ηνπ παξαπάλσ θψδηθα παξαηεξνχκε φηη ππάξρεη κείσζε ηεο 

δηαθχκαλζεο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ π. πγθεθξηκέλα: 

 

>> z=estpiIS(1000,10) 

z =    3.1398 

>> z=estpiIS(1000,10) 

z =    3.1452 

>> z=estpiIS(1000,10) 

z =    3.1405 

>> z=estpiIS(1000,10) 

z =    3.1433 

>> z=estpiIS(1000,10) 

z =    3.1466 

 

 



Σεχνικέσ Monte Carlo για την αποτίμηςη παραγώγων αξιογράφων 

 

64 
 

Η κέζνδνο ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο ζεκαληηθφηεηαο ρξεζηκνπνηείηαη θαη ζε 

πεξηπηψζεηο φπνπ νη ηηκέο ησλ πηζαλνηήησλ είλαη κηθξέο. Έζησ γηα παξάδεηγκα, έλα 

ηπραίν δηάλπζκα  X  κε απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο f  θαη ππνζέηνπκε φηη 

ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ην εμήο: 

 ( ) |E h X X   , 

φπνπ  X 
 

είλαη έλα ζπάλην γεγνλφο κε κηθξή αιιά άγλσζηε πηζαλφηεηα 

 P X  .  Η δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο είλαη: 

 
( )

( | )
f x

f x X
P X

 


 

γηα x . Η ζπλάξηεζε ( )AI X  νξίδεηαη σο εμήο: 

1, ,
( )

0, .
A

X A
I X

X A


 


 

πλεπψο, ε   κπνξεί λα γξαθηεί 

 
 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Ax

A

h x f x dx E h X I X

P x E I X
  




. 

Δάλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ απιή πξνζνκνίσζε Monte Carlo, πνιιέο παξαηεξήζεηο ζα 

ραζνχλ θαζψο ην γεγνλφο  X   ζπκβαίλεη ζπάληα. Σψξα, ππνζέηνληαο φηη ππάξρεη 

κία ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο g  ηέηνηα ψζηε ην ελδερφκελν  X  λα είλαη πην πηζαλφ 

θάησ απφ ην αληίζηνηρν κέηξν πηζαλφηεηαο, κπνξνχκε λα παξάγνπκε ηα δείγκαηα 
iX  

ζχκθσλα κε ην g θαη λα εθηηκήζνπκε ην αθφινπζν: 

1

1

( ) ( ) ( ) / ( )ˆ
( ) ( ) / ( )

k

i A i i ii

k

A i i ii

h X I X f X g X

I X f X g X
 







. 
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Η κέζνδνο ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο ζεκαληηθφηεηαο είλαη πην δχζθνιν λα 

εθαξκνζηεί ζε ζρέζε κε ηελ αληηζεηηθή δεηγκαηνιεςία ή ηελ ηερληθή κεηαβιεηψλ 

ειέγρνπ. Απαηηεί πεξηζζφηεξε πιεξνθνξία ζρεηηθά κε απηφ πνπ πξνζνκνηψλνπκε, απφ 

ηελ ζηηγκή πνπ ζα πξέπεη λα είκαζηε ζε ζέζε λα βξνχκε ην θαηάιιεια κνξθνπνηεκέλν 

κέηξν πηζαλφηεηαο.  

Παπάδειγμα. Έζησ φηη ζέινπκε λα απνηηκήζνπκε έλα απιφ δηθαίσκα αγνξάο κε 

κεγάιε αξλεηηθή εζσηεξηθή αμία (deep ΟΣΜ). Αλ 
0S  

είλαη ε αξρηθή ηηκή ηνπ 

ππνθείκελνπ ηίηινπ γλσξίδνπκε φηη ε αλακελφκελε ηηκή ζηε ιήμε, ζχκθσλα κε ηε 

γεσκεηξηθή θίλεζε Brown θάησ απφ ην κέηξν νπδέηεξνπ θηλδχλνπ, είλαη 0

rTS e . Αλ ε 

αλακελφκελε ηηκή είλαη κηθξή ζε ζρέζε κε ηελ ηηκή εμάζθεζεο K , ηφηε είλαη δχζθνιν ην 

δηθαίσκα λα έρεη ζεηηθή εζσηεξηθή αμία ζηε ιήμε. Αλ εθαξκφζνπκε ην απιφ Monte 

Carlo πνιιέο επαλαιήςεηο ζα ραζνχλ αθνχ ε αμία ηνπ δηθαηψκαηνο ζηελ ιήμε ζα είλαη 

κεδέλ ζηηο πεξηζζφηεξεο. Γηα ην ιφγν απηφ ζα πξέπεη λα αιιάμνπκε ηελ ηάζε ψζηε λα 

απμήζνπκε ηελ πηζαλφηεηα ε αμία ηνπ δηθαηψκαηνο λα είλαη ζεηηθή ζηε ιήμε. Δίλαη 

εχθνιν λα βξνχκε κία ηέηνηα ηάζε ψζηε ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ ηίηινπ ζηε ιήμε 
TS  λα 

είλαη ίζε κε ηελ ηηκή άζθεζεο K  : 

0

0 0 0

1
log log logT T TK K K

S e K e e
S S T S

   
   

         
   

. 

Δλψ θάησ απφ ην κέηξν νπδέηεξνπ θηλδχλνπ δεκηνπξγνχκε δείγκα 0

Z

TS S e  

παξάγνληαο παξαηεξήζεηο απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 

2

,
2

Z N r T T



  

  
  

, 

Θα πξέπεη λα δεκηνπξγήζνπκε έλα δείγκα παξάγνληαο κεηαβιεηέο Y : 

2

0

log ,
2

K T
Y N T

S




  
   

  
, 
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πνπ κε ηελ ζεηξά ηνπο απαηηεί ηελ παξαγσγή κεηαβιεηψλ   απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη κεηά λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εμίζσζε 

2

0

log
2

K T
Y T

S


 

 
   

 
. 

Σψξα ην δχζθνιν θνκκάηη είλαη λα ππνινγίζνπκε ην ιφγν πηζαλφηεηαο ιφγσ αιιαγήο 

ηεο ηάζεο. Γηα ιφγνπο απινπνίεζεο, ππνζέηνπκε φηη ην δείγκα Y  πξνέξρεηαη απφ κία 

θαλνληθή θαηαλνκή ( , )N   , ελψ ε πξσηφηππε θαηαλνκή είλαη ( , )N a  . Σφηε ν ιφγνο 

ησλ δχν ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο είλαη: 
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Ο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηελ απνηίκεζε ελφο επξσπατθνχ δηθαηψκαηνο αγνξάο κε 

αξλεηηθή εζσηεξηθή αμία (deep OTM) είλαη: 

 

function [Price, CI]=BlsMCIS(S0,K,r,T,sigma,NRepl) 

nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 

siT=sigma*sqrt(T); 

ISnuT=log(K/S0)-0.5*sigma^2*T; 

Veps=randn(NRepl,1); 

VY=ISnuT+siT*Veps; 

ISRatios=exp((2*(nuT-ISnuT)*VY-nuT^2+ISnuT^2)/2/siT^2); 

DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,(S0*exp(VY)-K)); 

[Price,VarPrice,CI]=normfit(DiscPayoff.*ISRatios); 

 

 

Σψξα κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο κεζφδνπ ηεο 

δεηγκαηνιεπηηθήο ζεκαληηθφηεηαο ηξέρνληαο ην ζχλνιν εληνιψλ CheckBlsMCIS. Γηα 

έλα deep out-of-the-money απιφ δηθαίσκα αγνξάο ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ κε ην 
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απιφ Monte Carlo θαη κε ηε κέζνδν ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο ζεκαληηθφηεηαο θαη 

ζπγθξίλνπκε ην πνζνζηηαίν ζθάικα κε ηελ ηηκή πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν Black-

Scholes. Μεδελίδνπκε ηνλ γελλήηνξα ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ randn δχν θνξέο ψζηε 

λα πάξνπκε ηηο ίδηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο. 

 

 

>> %CheckBlsMCIS 

>> S0=50;K=80;r=0.05;sigma=0.4;T=5/12;NRepl=100000; 

MCError=zeros(NRepl,1); 

MCISError=zeros(NRepl,1); 

TruePrice=blsprice(S0,K,r,sigma,T); 

randn('state',0); 

for k=1:100 

MCPrice=BlsMC2(S0,K,r,sigma,T,NRepl); 

MCError=abs(MCPrice-TruePrice)/TruePrice; 

end 

randn('state',0) 

for k=1:100 

MCISPrice=BlsMCIS(S0,K,r,sigma,T,NRepl); 

MCISError=abs(MCISPrice-TruePrice)/TruePrice; 

end 

fprintf(1,'Average Percentage Error:\n'); 

fprintf(1,'MC =%6.3f%%\n',100*mean(MCError)); 

fprintf(1,'MC+IS =%6.3f%%\n',100*mean(MCISError)); 

Average Percentage Error: 

MC = 3.060% 

MC+IS = 1.155% 
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4.6. Η μέθοδορ ηυν Κοινών Σςσαίυν Απιθμών 

 

Η ηερληθή ησλ θνηλψλ ηπραίσλ αξηζκψλ είλαη παξφκνηα κε απηή ηεο αληηζεηηθήο 

δεηγκαηνιεςίαο, αιιά εθαξκφδεηαη ζε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε. Έζησ φηη ζέινπκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε πξνζνκνίσζε Monte Carlo γηα λα εθηηκήζνπκε κία κέζε ηηκή πνπ 

εμαξηάηαη απφ κία παξάκεηξν a , δειαδή ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ην εμήο: 

 ( ) ( ; )h a E f a  , 

 φπνπ δίλεηαη έκθαζε ζηελ ηπραηφηεηα κέζσ ηεο κεηαβιεηήο  . Μπνξεί επίζεο λα καο 

ελδηαθέξεη λα αμηνινγήζνπκε ηελ επαηζζεζία απηήο ηεο ηηκήο ζε ζρέζε κε ηελ 

παξάκεηξν a : 

( )
,

dh a

da
 

Απηφ κπνξεί λα είλαη ελδηαθέξνλ φηαλ αζρνινχκαζηε κε ηελ επαηζζεζία δηθαησκάησλ 

πέξα απφ ην κνληέιν Black-Scholes. Πξνθαλψο δε κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην 

παξάγσγν αλαιπηηθά, δηαθνξεηηθά, δελ ζα ρξεζηκνπνηνχζακε πξνζνκνίσζε γηα λα 

εθηηκήζνπκε ην h  νχησο ή άιισο .Έηζη, ε πην απιή ηδέα είλαη λα εθαξκφζνπκε 

πξνζνκνίσζε γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ ηηκή ηεο πεπεξαζκέλεο δηαθνξάο: 

( ) ( )h a a h a

a





 
 

γηα κία κηθξή αχμεζε ηεο ηηκήο a . Χζηφζν απηφ πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη λα 

παξάγνπκε δείγκα γηα ηελ δηαθνξά 

( ; ) ( ; )f a a f a

a

  



 
 

θαη λα εθηηκήζνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή ηνπ. Γπζηπρψο φηαλ απηή ε αχμεζε a  είλαη 

πνιχ κηθξή, είλαη δχζθνιν λα θαηαιάβνπκε αλ ε δηαθνξά πνπ παίξλνπκε απφ ηελ 
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πξνζνκνίσζε νθείιεηαη ζηνλ ηπραίν ζφξπβν  ή ζηελ δηαθχκαλζε ηεο παξακέηξνπ. Απηφ 

πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη λα εθηηκήζνπκε ηελ ηηκή ηεο δηαθνξάο αλάκεζα ζε δχν ηπραίεο 

κεηαβιεηέο.  

Έζησ φηη ε δηαθνξά αλάκεζα ζε δχν ηπραίεο κεηαβιεηέο είλαη : 

1 2Z X X   

φπνπ     1 2E X E X , απφ ηελ ζηηγκή πνπ πξνέξρνληαη απφ πξνζνκνίσζε δχν 

δηαθνξεηηθψλ ζπζηεκάησλ πνπ πηζαλφηαηα δηαθέξνπλ κφλν σο πξνο ηελ ηηκή κίαο 

παξακέηξνπ. Με πξνζνκνίσζε Monte Carlo παίξλνπκε ηελ παξαθάησ αθνινπζία 

αλεμαξηήησλ δεηγκάησλ: 

1, 2, ,j j jZ X X   

θαη θάλνπκε ρξήζε ζηαηηζηηθψλ ηερληθψλ ψζηε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο γηα ην 
1 2( )E X X . Γηα βειηησζεί ε εθηίκεζε καο κπνξνχκε λα 

κεηψζνπκε ηε δηαθχκαλζε ηνπ δείγκαηνο jZ : 

1, 2, 1, 2, 1, 2,( ) ( ) ( ) 2 ( , )j j j j j jVar X X Var X Var X Cov X X    . 

Γηα λα ην πεηχρνπκε απηφ, ζα πξνζπαζήζνπκε λα δεκηνπξγήζνπκε ζεηηθή ζπζρέηηζε 

αλάκεζα ζην 1, jX  θαη ζην 2, jX . Απηφ κπνξεί λα ζπκβεί ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο ίδηνπο 

ηπραίνπο αξηζκνχο γηα λα πξνζνκνηψζνπκε ηνπο 
1X θαη 

2X . Απηή ε ηερληθή δνπιεχεη 

πεξίπνπ κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ ιεηηνπξγεί θαη ε κέζνδνο ηεο αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο 

ελψ θαη εδψ είλαη απαξαίηεηε ε ππφζεζε ηε κνλνηνλίαο.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5: Quasi Monte Carlo 

 

ην πξνεγνχκελν θεθάιαην, ζεσξήζακε φηη ε εθαξκνγή ησλ ηερληθψλ κείσζεο 

δηαθχκαλζεο βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη ην δείγκα πνπ ρξεζηκνπνηνχκε είλαη πξαγκαηηθά 

ηπραίν αθφκα θαη αλ νη ηπραίνη αξηζκνί παξάγνληαη απφ δηάθνξνπο αιγνξίζκνπο νη 

νπνίνη δελ είλαη ηπραίνη. Σψξα ζα εμεηάζνπκε θάπνηεο ελαιιαθηηθέο ληεηεξκηληζηηθέο 

αθνινπζίεο αξηζκψλ  νη νπνίεο ιεηηνπξγνχλ θαιά γηα ηε δεκηνπξγία δεηγκάησλ. Οη 

αθνινπζίεο απηέο θαηαλέκνληαη θαιχηεξα ζε ζρέζε κε έλα ηπραίν δείγκα. Γηα λα γίλεη 

θαηαλνεηφ ζα πξνζδηνξίζνπκε ηελ δηαθνξά κίαο αθνινπζίαο αξηζκψλ. 

Έζησ φηη ζέινπκε λα παξάγνπκε κία αθνινπζία απφ N  ηπραία δηαλχζκαηα 

1 2, ,..., NX X X  ζηνλ m-δηαζηάζεσλ ππεξθχβν  0,1
mm mI   . Γνζέληνο κίαο 

αθνινπζίαο ηέηνησλ δηαλπζκάησλ, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη είλαη θαιψο θαηαλεκεκέλα, ν 

αξηζκφο ησλ ζεκείσλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζε θάζε ππνζχλνιν G  ηνπ 
mI  ζα πξέπεη 

λα είλαη πεξίπνπ αλάινγνο ηνπ φγθνπ ηνπ  vol G . Με δεδνκέλν ην δηάλπζκα 

1 2( , ,..., )mX x x x , ζεσξνχκε έλα νξζνγψλην ππνζχλνιν 
XG πνπ νξίδεηαη σο εμήο: 

1 2[0, ) [0, ) ... [0, )X mG x x x    , 

ην νπνίν έρεη φγθν 
1 2... mx x x . Αλ ε ζπλάξηεζε  NS G  κεηξάεη ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκείσλ 

ζηελ αθνινπζία ηα νπνία εκπεξηέρνληαη ζην ππνζχλνιν 
mG I , ηφηε έλαο πηζαλφο 

νξηζκφο ηεο δηαθνξάο είλαη: 

   1 2

1 2, ,..., | ... |sup
m

N

N X m

X I

D X X X S G Nx x x


  . 

Όηαλ ππνινγίδνπκε έλα πνιπδηάζηαην νινθιήξσκα ηνπ κνλαδηαίνπ ππεξθχβνπ, 

είλαη θπζηθφ λα ςάρλνπκε γηα ακολοςθίερ σαμηλήρ διαθοπάρ , κία ελαιιαθηηθή νλνκαζία 

γηα ηελ αθνινπζία ρακειήο δηαθνξάο είλαη quasi random (ζρεδφλ ηπραία) αθνινπζία, 
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απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη ν φξνο Quasi Monte Carlo. Οη Spanier θαη Maize (1994) 

παξέρνπλ κία επηζθφπεζε ηεο πξνζέγγηζεο απηήο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα ν φξνο quasi 

random είλαη παξαπιαλεηηθφο αθνχ δελ ππάξρεη ηπραηφηεηα. Γλσξίδνπκε φηη ην ζθάικα 

απφ ηελ εθηίκεζε κε πξνζνκνίσζε Monte Carlo είλαη ηεο ηάμεο ηνπ (1/ )O N , φπνπ 

N είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. ε νξηζκέλεο σαμηλήρ διαθοπάρ ακολοςθίερ, κπνξεί 

λα δεηρζεί φηη ην ζθάικα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ (ln ) /mO N N , φπνπ m  είλαη νη δηαζηάζεηο 

ηνπ δηαζηήκαηνο ζην νπνίν εκείο νινθιεξψλνπκε. Παξαθάησ ζα αλαιχζνπκε ηελ 

βαζηθή ηδέα δχν αθνινπζηψλ ρακειήο δηαθνξάο, ηηο αθνινπζίεο Halton θαη Sobol ζην 

κνλαδηαίν δηάζηεκα (0,1) , θαη ζα δνχκε ηηο εθαξκνγέο ηνπο. 

 

5.1. Παπαγυγή Ακολοςθιών Υαμηλήρ Γιαθοπάρ Halton 

 

 Οη αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο Halton βαζίδνληαη ζε κία απιή κέζνδν: 

 

 Αλαπαξηζηνχκε έλαλ αθέξαην αξηζκφ n  κε βάζε b , φπνπ b  είλαη έλαο  

πξψηνο αξηζκφο: 

4 3 2 1 0(... )bn d d d d d . 

 Αληηζηξέθνπκε ηα ςεθία θαη ηα κεηαηξέπνπκε ζε δεθαδηθφ έηζη ψζηε λα 
πάξνπκε έλαλ αξηζκφ ζην κνλαδηαίν δηάζηεκα: 

 

0 1 2 3 4(0. ...)bh d d d d d . 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ αλαπαξαζηήζνπκε έλα αθέξαην αξηζκφ n  κε ηνλ εμήο ηξφπν : 

0

m
k

k
k

n d b


  , 

ν n -νζηφο αξηζκφο απφ ηελ αθνινπζία Halton κε βάζε b είλαη: 

( 1)

0

m
k

k
k

h d b 



 . 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο αξρέο ηνπ δπαδηθνχ ζπζηήκαηνο κπνξνχκε εχθνια λα παξάγνπκε 

ηνλ n -νζηφ αξηζκφ ζηελ αθνινπζία Halton κε βάζε b . Ο θψδηθαο ηεο Matlab έρεη σο 

εμήο: 
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function h=Halton(n,b) 

n0=n; 

h=0; 

f=1/b; 

while(n0>0) 

n1=floor(n0/b); 

r=n0-n1*b; 

h=h+f*r; 

f=f/b; 

n0=n1; 

end 

 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο Matlab παξάγνπκε ηνπο δέθα πξψηνπο αξηζκνχο ζε κία αθνινπζία 

Halton κε βάζε 2: 

 

 

seq=zeros(10,1); 

>> seq=zeros(10,1); 

>> for i=1:10, seq(i)=Halton(i,2),end 

 

 

 

seq = 

 

    0.5000 

    0.2500 

    0.7500 

    0.1250 

    0.6250 

    0.3750 

    0.8750 

    0.0625 

    0.5625 

    0.3125 

Παξαηεξνχκε φηη ζηηο αθνινπζίεο Halton, αληηζηξέθνληαο θαη πξνζζέηνληαο 

πεξηζζφηεξα δπαδηθά ςεθία, γεκίδνπκε ην ρψξν αλάκεζα ζην 0 θαη ην 1 κε φιν θαη 

ιεπηφηεξα δηαζηήκαηα. Με ηελ βνήζεηα ηεο Matlab κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε κία 
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νιφθιεξε αθνινπζία κε κεηαβιεηέο εηζφδνπ ηηο HowMany, πνπ πξνζδηνξίδεη ην κήθνο 

ηεο αθνινπζίαο, θαη ηε βάζε b. 

 

 

function Seq=GetHalton(HowMany,Base) 

Seq=zeros(HowMany,1); 

NumBits=1+ceil(log(HowMany)/log(Base)); 

VetBase=Base.^(-(1:NumBits)); 

WorkVet=zeros(1,NumBits); 

for i=1:HowMany 

    j=1; 

    ok=0; 

    while ok==0 

        WorkVet(j)=WorkVet(j)+1; 

        if WorkVet(j)<Base 

            ok=1; 

        else 

            WorkVet(j)=0; 

            j=j+1; 

        end 

    end 

    Seq(i)=dot(WorkVet,VetBase); 

end 

 

 

Δίλαη πξνηηκφηεξν απφ ην λα παξάγνπκε έλαλ αξηζκφ θάζε θνξά, λα παξάγνπκε ηελ 

αθνινπζία 1,...,n  απμάλνληαο ηα δπαδηθά ςεθία ζε βάζε b, ε νπνία ακέζσο 

κεηαηξέπεηαη ζε ( , )H n b .  

 

Παπάδειγμα 5.1 Γηα λα γίλεη θαιχηεξα θαηαλνεηφ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα 

παξάδεηγκα γηα λα ζπγθξίλνπκε ην πψο θαηαλέκνληαη ζην κνλαδηαίν θχβν δχν 

δηαζηάζεσλ έλα δείγκα ςεπδνηπραίσλ κεηαβιεηψλ θαη πσο νη αθνινπζίεο Halton.  
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Υξεζηκνπνηψληαο ηελ παξαγσγή ηπραίσλ παξαηεξήζεσλ ηεο Matlab, παίξλνπκε ηελ 

εμήο γξαθηθή παξάζηαζε: 

 

>>  plot(rand(100,1),rand(100,1),'o') 

>> grid on 

 

 

Κάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε αθνινπζίεο Halton  δηαθνξεηηθήο βάζεο. Καη ζηηο δχν 

αθνινπζίεο ε βάζε ζα πξέπεη λα είλαη ππώηοι απιθμοί. ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα 

δνθηκάδνπκε κε 2 θαη 7: 

 

 

>>  plot(GetHalton(100,2),GetHalton(100,7),'o') 

>> grid on 
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Αλ ζηε βάζε ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ κε πξψην αξηζκφ ηφηε ηα ζεκεία δε ζα 

θαηαλέκνληαη θαιά ζην κνλαδηαίν θχβν . Η παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε καο δείρλεη 

ην πψο θαηαλέκνληαη νη παξαηεξήζεηο φηαλ ζηε κία αθνινπζία ε βάζε είλαη 4 : 

 

 

>>  plot(GetHalton(100,2),GetHalton(100,4),'o') 

>> grid on 
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Παπάδειγμα 5.2 Θα πξνζπαζήζνπκε λα ηηκνινγήζνπκε έλα απιφ επξσπατθφ 

δηθαίσκα αγνξάο ρξεζηκνπνηψληαο αθνινπζίεο Halton. Γηα λα κεηαηξέςνπκε ηε 

αθνινπζία ζε παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή ζα εθαξκφζνπκε είηε 

ηελ κέζνδν Box-Muller είηε ηε κέζνδν αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. Καη νη δχν 

ηερληθέο έρνπλ πεξηγξαθεί ζην Κεθάιαην 3.  

χκθσλα κε ηελ κέζνδν Box-Muller γηα λα θαηαζθεπάζνπκε δχν αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή ζα πξέπεη πξψηα λα παξάγνπκε δχν 

αλεμάξηεηνπο αξηζκνχο 
1U  θαη 

2U  απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή [0,1]  θαη κεηά λα 

ζέζνπκε  

1 2

1 2

2ln cos(2 ),

2ln sin(2 ).

X U U

Y U U





 

 
 

Αληί ηψξα λα παξάγνπκε ςεπδνηπραίνπο αξηζκνχο, ζα θάλνπκε ρξήζε δχν αθνινπζηψλ 

Halton κε δχν πξψηνπο αξηζκνχο σο βάζε. Ο παξαθάησ θψδηθαο ηηκνινγεί έλα 

επξσπατθφ δηθαίσκα αγνξάο ρξεζηκνπνηψληαο αθνινπζίεο Halton θαη ηε κέζνδν Box-

Muller : 
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function Price=BlsHaltonBM (S0,K,r,T,sigma,NPoints,Base1,Base2) 

nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 

siT=sigma *sqrt(T); 

%use of Box Muller to generate standard normals 

H1=GetHalton(ceil(NPoints/2),Base1); 

H2=GetHalton(ceil(NPoints/2),Base2); 

VLog=sqrt(-2*log(H1)); 

Norm1=VLog.*cos(2*pi*H2); 

 

Norm2=VLog.*sin(2*pi*H2); 

Norm=[Norm1,Norm2]; 

DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,S0*exp(nuT+siT*Norm)-K); 

Price=mean(DiscPayoff); 

 

 

 

Μία δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε βαζίδεηαη ζηε κέζνδν αληίζηξνθνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ γηα ηελ παξαγσγή παξαηεξήζεσλ απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Ο 

θψδηθαο γηα ηελ απνηίκεζε ηνπ επξσπατθνχ δηθαηψκαηνο αγνξάο είλαη: 

 

 

function Price=BlsHaltonINV(S0,K,r,T,sigma,NPoints,Base) 

nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 

siT=sigma*sqrt(T); 

%use inverse transform to generate standard normals 

H=GetHalton(NPoints,Base); 

Veps=norminv(H); 

  

DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,S0*exp(nuT+siT*Veps)-K); 

Price=mean(DiscPayoff); 

 



Σεχνικέσ Monte Carlo για την αποτίμηςη παραγώγων αξιογράφων 

 

78 
 

 

Θα ειέγμνπκε ηε ρξήζε ησλ αθνινπζηψλ Halton κε ηε κέζνδν Box-Muller θαη κε ηε 

κέζνδν ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ  γηα ηελ ηηκνιφγεζε ελφο απινχ δηθαηψκαηνο 

αγνξάο. Σα δεδνκέλα καο είλαη ηα εμήο : 0 50,  52,  0.1,  5 /12,  0.4S K r T      , ελψ 

ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε είλαη NPoints=5000 .  

o Αξρηθά θάλνπκε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ Black-Scholes γηα ηελ ηηκνιφγεζε 

ηνπ δηθαηψκαηνο αγνξάο ψζηε λα ιάβνπκε ηελ ζεσξεηηθή ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο: 

>> blsprice(50,52,0.1,5/12,0.4) 

ans = 

5.1911 

 

o Σψξα ζα θάλνπκε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο BlsHaltonBM επηιέγνληαο σο βάζεηο 

ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο 2 θαη 7: 

>> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,2,7) 

ans = 

    5.1970 

Παξαηεξνχκε φηη παίξλνπκε κία θαιή εθηίκεζε γηα ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο αθφκα θαη 

αλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη ζρεηηθά κηθξφ. 

o Αλ εθαξκφζνπκε ηελ απιή πξνζνκνίσζε ηνπ Monte Carlo γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

δηθαηψκαηνο παξαηεξνχκε φηη ε εθηίκεζε έρεη κεγάιε κεηαβιεηφηεηα. 

πγθεθξηκέλα: 

>> randn('state',0) 

>> BlsMC2(50,52,0.1,5/12,0.4,5000) 

ans =   5.2549 

>> BlsMC2(50,52,0.1,5/12,0.4,5000) 

ans =    5.1090 
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>> BlsMC2(50,52,0.1,5/12,0.4,5000) 

 

ans = 5.2777 

 

o Ξαλαθάλνπκε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο BlsHaltonBM επηιέγνληαο ηψξα σο βάζεηο 

ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο 11 θαη 7. 

 

>> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,11,7) 

ans = 

    5.2173 

 

Παξαηεξνχκε φηη ε πνηφηεηα ηεο εθηίκεζεο κπνξεί λα εμαξηάηαη απφ ηελ επηινγή ησλ 

βάζεσλ. 

o Δπαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηψληαο φκσο ηψξα ζηε κία 

βάζε έλα κε πξψην αξηζκφ παξαηεξνχκε φηη ε εθηίκεζε καο δελ είλαη αμηφπηζηε. 

πγθεθξηκέλα: 

 

>> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,2,4) 

 

ans = 

 6.2485 

 

o Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε σο βάζεηο κεγάινπο αξηζκνχο, αθφκα θαη αλ απηνί είλαη 

πξψηνη αξηζκνί, ζα παξαηεξήζνπκε φηη έρεη επηδήκηεο ζπλέπεηεο γηα ηελ εθηίκεζε 

καο. Δπηιέγνληαο σο βάζε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο 59,83 ζηελ πξψηε 

επαλάιεςε θαη 109,113 ζηελ δεχηεξε έρνπκε 
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 >> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,59,83) 

ans =    5.3232 

>> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,101,103) 

ans =    6.0244 

Γηα λα θαηαλνήζνπκε ην ιφγν γηα ηνλ νπνίν ε ρξήζε κεγάισλ αξηζκψλ σο βάζεηο δελ 

είλαη θαιή ηδέα, ζα θαηαλείκνπκε ηα πξψηα 1000 ζεκεία ζε κία δηζδηάζηαηε αθνινπζία 

φπνπ νη αξηζκνί 109 θαη 113 ρξεζηκνπνηνχληαη σο βάζε: 

 

Παξαηεξνχκε φηη γίλεηαη θαθή θάιπςε ηνπ κνλαδηαίνπ ηεηξαγψλνπ. πλεπψο ζηηο 

αθνινπζίεο Halton δε ζα πξέπεη λα επηιέγνπκε σο βάζεηο κεγάινπο αξηζκνχο αθφκα θαη 

αλ απηνί είλαη πξψηνη. 
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o Αλ ηψξα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο ίδηνπο αξηζκνχο βάζεο κε απηνχο ηεο πξψηεο 

επαλάιεςεο, δειαδή ην 2 θαη ην 7, αιιά δηπιαζηάζνπκε ηα ζεκεία δειαδή 

NPoints=10000  έρνπκε : 

>> BlsHaltonBM(50,52,0.1,5/12,0.4,10000,2,7) 

ans = 

    5.1978 

Η εθηίκεζε καο δελ έρεη κεγάιε δηαθνξά ζε ζρέζε κε ηελ πξψηε επαλάιεςε (ans 

=5.1911). πκπεξαίλνπκε φηη κπνξνχκε λα πάξνπκε κία ζρεηηθά αθξηβή εθηίκεζε ηνπ 

δηθαηψκαηνο αγνξάο ρξεζηκνπνηψληαο έλα δείγκα κηθξνχ κεγέζνπο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ζα εθηηκήζνπκε ηελ 

ηηκή ελφο δηθαηψκαηνο αγνξάο. . Σα δεδνκέλα καο είλαη ηα εμήο:   

 0 50,  52,  0.1,  5 /12,  0.4S K r T      .  

o Αξρηθά, ρξεζηκνπνηνχκε σο βάζε ηνλ αξηζκφ 2 θαη απμάλνπκε δηαδνρηθά ηνλ 

αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ: 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,1000,2) 

ans = 5.1094 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,2000,2) 

ans = 5.1469 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,2) 

ans = 5.1688 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,10000,2) 

ans = 5.1789 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,50000,2) 

ans = 5.1879 
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Παξαηεξνχκε φηη νη ηηκέο απμάλνληαη κνλνηνληθά θαζψο απμάλεηαη ν αξηζκφο ησλ 

δεηγκάησλ. 

o Αλ ηψξα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο βάζε έλα κεγάιν πξψην αξηζκφ, έζησ ην 499, 

έρνπκε: 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,1000,499) 

ans = 5.1139 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,2000,499) 

ans = 5.1141 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,3000,499) 

ans = 5.1143 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,5000,499) 

ans = 5.1148 

>> BlsHaltonINV(50,52,0.1,5/12,0.4,10000,499) 

ans = 5.1159 

 

Βιέπνπκε φηη πάιη νη ηηκέο απμάλνληαη θαζψο απμάλεηαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ 

φκσο ηψξα κε πνιχ κηθξφηεξν ξπζκφ. 

 

5.2 Ακολοςθίερ Υαμηλήρ Γιαθοπάρ Sobol. 

 

ε απηφ ην θεθάιαην ζα εμεηάζνπκε αθνινπζίεο δηαθνξεηηθέο ζε ζρέζε κε απηέο 

ηνπ Halton πνπ είδακε λσξίηεξα. Οη αθνινπζίεο απηέο νλνκάδνληαη Sobol. Γηα ιφγνπο 

απινχζηεπζεο είλαη θαιχηεξα λα εμεηάζνπκε ηελ παξαγσγή κίαο κνλνδηάζηαηεο 

αθνινπζίαο nx  πνπ αλήθεη ζην δηάζηεκα [0,1] . Μία αθνινπζία Sobol παξάγεηαη κε βάζε 

έλα ζχλνιν καηεςθςνηήπιων απιθμών 1 2...u u . ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε πσο 
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επηιέγνληαη απηνί νη θαηεπζπληήξηνη αξηζκνί,  πξνο ην παξφλ φκσο ζα ηνπο ζεσξήζνπκε 

αξηζκνχο κηθξφηεξνπο ηνπ 1. Γηα λα πάξνπκε ηνλ nνζηφ αξηζκφ ηεο αθνινπζίαο 

εμεηάδνπκε ηε δπαδηθή  παξνπζίαζε ηνπ αθεξαίνπ n : 

1 2 3 2(... )n bb b  

Σν απνηέιεζκα ην παίξλνπκε ππνινγίδνληαο ηε λογική πύλη xor  ησλ θαηεπζπληήξησλ 

αξηζκψλ iu
 
γηα ηα νπνία ηζρχεη 0ib  : 

1 1 2 2 ...nx bu b u   .  (5.1) 

Η ινγηθή πχιε xor  ζην δπαδηθφ ζχζηεκα, πξνζζέηεη ηηο ίδηεο ηάμεηο κεγέζνπο ζε δχν 

αξηζκεηηθέο δπαδηθέο παξαζηάζεηο ίδηνπο κήθνπο θαη απνδίδεηαη κε ην ζχκβνιν  . Αλ 

κία απφ ηηο δχν ηάμεηο κεγέζνπο πνπ πξνζηίζεληαη είλαη 1, ηφηε ε αληίζηνηρε ηάμε 

κεγέζνπο ηεο λέαο δπαδηθήο παξάζηαζεο ζα είλαη 1. Αλ θαη νη δχν ηάμεηο κεγέζνπο είλαη 

είηε 0 είηε 1 ηφηε ε λέα ηάμε κεγέζνπο πνπ πξνθχπηεη ζα είλαη 0. Γηα λα γίλεη θαηαλνεηφ 

παξαηίζεηαη έλα παξάδεηγκα. Έζησ νη δπαδηθνί αξηζκνί 0101 (δεθαδηθφο 5) θαη 0011 

(δεθαδηθφο 3), νπφηε  αλ εθαξκφζνπκε ηε ινγηθή πχιε xor έρνπκε: 

 

       0101 (δεκαδικός 5)

 0011 (δεκαδικός 3)

  0110 (δεκαδικός 6)

xor



 

 Δάλ νη θαηεπζπληήξηνη αξηζκνί επηιερζνχλ θαηάιιεια ηφηε ζα παξαρζεί κία αθνινπζία 

ρακειήο δηαθνξάο. Έλαο θαηεπζπληήξηνο αξηζκφο κπνξεί λα εθθξαζηεί σο εμήο: 

1 2 3 2(0. ...)i i i iu u u u  

είηε σο δπαδηθφ θιάζκα 

2

i
i i

m
u  , 
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φπνπ 2i

im   είλαη έλαο πεξηηηφο αθέξαηνο αξηζκφο. Γηα λα παξάγνπκε ηνπο 

θαηεπζπληήξηνπο αξηζκνχο, ζα πξέπεη λα εθκεηαιιεπηνχκε πξσηνγελή πνιπψλπκα πνπ 

αλήθνπλ ζην πεδίν  2  δειαδή πνιπψλπκα κε δπαδηθνχο ζπληειεζηέο: 

 1

1 1... 1  0,1d d

d kP x a x a x a

      . 

Με αλάγσγα πνιπψλπκα είλαη απηά ηα νπνία δελ παξαγνπνηνχληαη, πξσηνγελή είλαη 

έλα ππνζχλνιν απηψλ. Γνζέληνο ελφο πξσηνγελνχο πνιπσλχκνπ βαζκνχ d, ε 

δηαδηθαζία γηα ηελ παξαγσγή θαηεπζπληήξησλ αξηζκψλ βαζίδεηαη ζηνλ παξαθάησ 

αλαδξνκηθφ ηχπν: 

1 1 2 2 1... / 2d

i i i d i i d i du a u a u a u u u    
        ,  i d . 

Ο ηχπνο εθαξκφδεηαη θαιχηεξα σο εμήο: 

2 1

1 1 2 2 1 12 2 ... 2 2d d

i i i d i d i d i dm a m a m a m m m

            . 

Οη αξηζκνί 1... dm m  είλαη απαξαίηεηνη γηα λα ιεηηνπξγήζεη ν ηχπνο. Απηνί κπνξνχλ 

επηιερζνχλ απζαίξεηα αξθεί λα πιεξνχλ ηα πξναλαθεξζέληα θξηηήξηα, δειαδή λα είλαη 

πεξηηηνί θαη λα ηζρχεη 2im  . 

Παπάδειγμα 5.3. Θα πξνζπαζήζνπκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα ζχλνιν 

θαηεπζπληήξησλ αξηζκψλ βαζηδφκελνη ζην πξσηνγελέο πνιπψλπκν  

3 1x x  . 

Ο αλαδξνκηθφο ηχπνο ιεηηνπξγεί σο εμήο: 

2 3 34 8i i i im m m m     . 

Οη απζαίξεηεο αξρηθέο ηηκέο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε είλαη 1 2 31,  3,  7m m m   . Μπνξνχκε 

λα κεηαθέξνπκε ζηελ Matlab ηνπο απαξαίηεηνπο ππνινγηζκνχο βήκα-βήκα, 

εθαξκφδνληαο ηε ζπλάξηεζε bitxor. 
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>>  m=[1 3 7]; 

>>  i=4; 

>>  m(i)=bitxor(4*m(i-2),bitxor(8*m(i-3),m(i-3))); 

>> i=5; 

>> m(i)=bitxor(4*m(i-2),bitxor(8*m(i-3),m(i-3))); 

>> i=6; 

>> m(i)=bitxor(4*m(i-2),bitxor(8*m(i-3),m(i-3))); 

>> m 

 

m=   1     3     7     5     7    43 

 

Γνζέληνο ελφο αθεξαίνπ αξηζκνχ im , κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε ηνπο 

θαηεπζπληήξηνπο αξηζκνχο iu . Γηα λα εθαξκφζνπκε ηελ παξαγσγή ησλ θαηεπζπληήξησλ 

αξηζκψλ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε GetDirNumbers, ε νπνία 

παξνπζηάδεηαη παξαθάησ. Η ζπλάξηεζε απαηηεί έλα πξσηνγελέο πνιπψλπκν p, έλα 

δηάλπζκα αξρηθψλ αξηζκψλ m θαη ην πιήζνο n ησλ θαηεπζπληήξησλ αξηζκψλ πνπ 

παξάγνληαη. O θψδηθαο είλαη: 

 

 

function[v,m]=GetDirNumbers(p,m0,n) 

degree=length(p)-1; 

p=p(2:degree); 

m=[m0,zeros(1,n-degree)]; 

for i=(degree+1):n 

    m(i)=bixtor(m(i-degree),2^degree*m(i-degree); 

    for j=1:(degree-1) 

        m(i)=bitxor(m(i),2^j*p(j)*m(i-j); 

    end 

end 

v=m./(2.^(1:length(m))); 
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Η ζπλάξηεζε εμάγεη ηνπο θαηεπζπληήξηνπο αξηζκνχο λ θαη ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνχο m. 

 

>> p=[1 0 1 1]; 

>> m0=[1 3 7]; 

>> [v,m]=GetDirNumbers(p,m0,6) 

v = 0.5000    0.7500    0.8750    0.3125    0.2188    0.6719 

m =  1     3     7     5     7    43 

 

 

Ο θψδηθαο δελ είλαη βειηηζηνπνηεκέλνο, ν πξψηνο θαη ν ηειεπηαίνο ζπληειεζηήο ζα 

πξέπεη είλαη 1 απφ ηελ πξνεπηινγή.  

Αθνχ ππνινγίζακε ηνπο θαηεπζπληήξηνπο αξηζκνχο, ηψξα ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

παξάγνπκε κία αθνινπζία Sobol φπσο ηεο εμίζσζεο (5.1) .Χζηφζν, κία βειηησκέλε 

κέζνδνο πξνηάζεθε απφ ηνπο Antonov θαη Saleev (1979) θαη δείρλεη φηη ε δηαθνξά δε 

κεηαβάιιεηαη απφ ηελ ρξήζε ηνπ θψδηθα Gray γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ n. Σα 

απαξαίηεηα, γηα ηνπο θψδηθεο Gray, πνπ πξέπεη λα γλσξίδνπκε είλαη ηα εμήο: 

1. Έλαο θψδηθαο Gray είλαη κία ζπλάξηεζε πνπ απεηθνλίδεη έλαλ αθέξαην αξηζκφ i 

ζε κία αληίζηνηρε δπαδηθή αλαπαξάζηαζε ( )G i . Η ζπλάξηεζε, γηα έλαλ δνζκέλν 

αξηζκφ Ν, είλαη 0 2 1Ni   . 

2. Ο θψδηθα Gray γηα ηνλ αθέξαην n πξνθχπηεη απφ ηελ δπαδηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ 

ππνινγίδνληαο ην εμήο: 

3 2 1 3 2 1 2 4 3 2 2... (... ) (... )g g g b b b b b b  . 

3. Σν θχξην ραξαθηεξηζηηθφ απηνχ ηνπ θψδηθα είλαη φηη ε δπαδηθή αλαπαξάζηαζε 

γηα ηνπο δηαδνρηθνχο αξηζκνχο n θαη n+1 δηαθέξνπλ θαηά κία ζέζε. 

 

Παπάδειγμα 5.4 Ο ππνινγηζκφο ηνπ θψδηθα Gray επηηπγράλεηαη εχθνια κε ηε 

βνήζεηα ηεο Matlab. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα νξίζνπκε κία ζπλάξηεζε εηζφδνπ θαη 

λα ππνινγίζνπκε ηνπο θψδηθεο Gray γηα ηνπο αξηζκνχο  0,1,...,15i   σο εμήο: 
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>> gray=inline('bitxor(x,bitshift(x,1))'); 

codes=zeros(16,4); 

for i=1:16,codes(i,:)=bitget(gray(i-1),[4 3 2 1]);,end 

codes 

codes = 

 

     0     0     0     0 

     0     0     0     1 

     0     0     1     1 

     0     0     1     0 

     0     1     1     0 

     0     1     1     1 

     0     1     0     1 

     0     1     0     0 

     1     1     0     0 

     1     1     0     1 

     1     1     1     1 

     1     1     1     0 

     1     0     1     0 

     1     0     1     1 

     1     0     0     1 

     1     0     0     0 

 

Υξεζηκνπνηήζακε ηε ζπλάξηεζε bitshift γηα λα κεηαηνπίζνπκε ηε δπαδηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ x κία ζέζε πξνο ηα δεμηά. Καη ηελ ζπλάξηεζε bitget  γηα λα 

πάξνπκε ζπγθεθξηκέλα δπαδηθά ζηνηρεία απφ ην δπαδηθφ αξηζκφ. Παξαηεξνχκε φηη 

φλησο νη θψδηθεο Gray γηα ηνπο δηαδνρηθνχο αξηζκνχο i θαη i+1 δηαθέξνπλ θαηά κία 

ζέζε. 

Δθαξκφδνληαο ηνπο θψδηθεο Gray κπνξνχκε λα παξάγνπκε κία αθνινπζία 

Sobol. Γνζέληνο nx , έρνπκε 

1n n

cx x u   ,  
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φπνπ c είλαη ν δείθηεο ηνπ αθξαίνπ κεδεληθνχ δπαδηθνχ ςεθίνπ cb  ζηε δπαδηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ n. 

Παπάδειγμα 5.5. Γηα λα εθαξκφζνπκε απηφ ην κεραληζκφ ζηε Matlab ζα πξέπεη 

κε θάπνην ηξφπν λα βξνχκε ην αθξαίν απφ ηα δεμηά κεδεληθφ ςεθίν ζηε δπαδηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ αξηζκνχ. Η παξαθάησ ζπλάξηεζε έρεη απηή ηελ ιεηηνπξγία. Θα 

πξέπεη λα επηζεκαλζεί φηη ζηε ζπλάξηεζε ε δπαδηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ x απνηειείηαη 

απφ ην πνιχ νθηψ ςεθία. 

rightbit=inline('min(find(bitget(x,1:8)==0))') 

Σψξα κπνξνχκε λα ηα βάινπκε φια καδί. Αξρηθά, παξάγνπκε ηνπο θαηεπζπληήξηνπο 

αξηζκνχο απφ ηε ζπλάξηεζε GetDirNumbers. Μεηά νξίδνπκε ηελ αξρή ηεο 

αθνινπζίαο (π.ρ. 0 0x  ), θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ παξαθάησ θψδηθα : 

 

 

function SobSeq=GetSobol(GenNumbers,x0,HowMany) 

NBits=20; 

factor=2^NBits; 

BitNumbers=GenNumbers*factor; 

SobSeq=zeros(HowMany+1,1); 

SobSeq(1)=fix(x0*factor); 

for i=1:HowMany 

    c=min(find(bitget(i-1,1:16)==0)); 

    SobSeq(i+1)=bitxor(SobSeq(i),BitNumbers(c)); 

End 

SobSeq=SobSeq/factor; 

 

 

 Ο θψδηθαο είλαη απιφο, ην κφλν ζεκείν πνπ ζα πξέπεη λα δψζνπκε πξνζνρή είλαη φηη 

ζηε ζεσξία ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηελ xor ζηα ςεθία σο έλα δπαδηθφ θιάζκα, 

σζηφζν ε εληνιή bitxor ιεηηνπξγεί κφλν κε αθέξαηνπο αξηζκνχο . Γηα ηνλ ιφγν απηφ 
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ζα πξέπεη λα κεηαηνπίζνπκε ηα πάληα πξνο ηα αξηζηεξά. Απηφ επηηπγράλεηαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο κε ην  factor θαη δηαηξψληαο ην ζην ηέινο ηνπ θψδηθα GetSobol 

έηζη ψζηε λα πάξνπκε ηελ αθνινπζία. Δπίζεο ζηξνγγπινπνηνχκε ηνλ αξρηθφ αξηζκφ 

ψζηε λα είκαζηε ζίγνπξνη φηη εθηεινχκε ηελ xor ζε αθέξαηνπο αξηζκνχο. 

>> p=[1 0 1 1]; 

>> m0=[1 3 7]; 

>> [v,m]=GetDirNumbers(p,m0,6) 

v = 0.5000    0.7500    0.8750    0.3125    0.2188    0.6719 

m =     1     3     7     5     7    43 

>> GetSobol(v,0,10) 

ans = 

         0 

    0.5000 

    0.2500 

    0.7500 

    0.1250 

    0.6250 

    0.3750 

    0.8750 

    0.6875 

    0.1875 

    0.9375 

 

Παπάδειγμα 5.6. Θα πξνζπαζήζνπκε λα ηηκνινγήζνπκε έλα απιφ επξσπατθφ 

δηθαίσκα αγνξάο κε πξνζνκνίσζε Monte Carlo ρξεζηκνπνηψληαο αθνινπζίεο ρακειήο 

δηαθνξάο Sobol. Με ηηο αθνινπζίεο Sobol παξάγνπκε νκνηφκνξθνπο ‘quasi-random’ 

αξηζκνχο, θαη κε ηε κέζνδν ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ κεηαηξέπνπκε ηνπο 

αξηζκνχο απηνχο ζε δείγκα απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή. Απφ ηε ζηηγκή πνπ ζα 
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παξαρζεί ην δείγκα είλαη εχθνιν λα ηηκνινγήζνπκε ην δηθαίσκα κε πξνζνκνίσζε Monte 

Carlo. O θψδηθαο ηεο Matlab είλαη ν εμήο: 

 

 

function Price=BlsMCSobol(S0,K,r,T,sigma,v,x0,HowMany) 
nuT=(r-0.5*sigma^2)*T; 
siT=sigma*sqrt(T); 
H=GetSobol(v,x0,HowMany); 
%inverse transform to generate standard normals 
Veps=norminv(H); 
DiscPayoff=exp(-r*T)*max(0,S0*exp(nuT+siT*Veps)-K); 
Price=mean(DiscPayoff); 

 

 

Η δηαδηθαζία πνπ αθνινπζνχκε γηα λα ηηκνινγήζνπκε ην δηθαίσκα είλαη ε αθφινπζε: 

o Αξρηθά ζέηνπκε ην κέγεζνο ηνπ πξσηνγελνχο πνιπσλχκνπ p θαζψο επίζεο θαη 

ηνπο αξρηθνχο αξηζκνχο m0 ψζηε λα πάξνπκε ηνπο θαηεπζπληήξηνπο αξηζκνχο. 

πγθεθξηκέλα: 

 

p=[1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1]; 

m0=[1 3 7 15  31 63 127 255 511 1023 2047 4095]; 

[v.m]=GetDirNumbers(p,m0,30); 

 

o Κάλνπκε ρξήζε ησλ θαηεπζπληήξησλ αξηζκψλ ψζηε λα παξάγνπκε ηελ 

αθνινπζία Sobol θαη κεηαζρεκαηίδνπκε ηελ νκνηφκνξθε αθνινπζία ζε δείγκα 

απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή κε ηε κέζνδν ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. Σν 

δείγκα πνπ παξάγεηαη ην ρξεζηκνπνηνχκε ζηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo ψζηε 

λα πάξνπκε εθηίκεζε γηα ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο. 

o Σψξα ζα ζπγθξίλνπκε ηε ηηκή πνπ πξνθχπηεη απφ ηηο αθνινπζίεο Sobol κε ηε 

ηηκή πνπ πξνθχπηεη απφ ην κνληέιν ηνπ Black-Scholes θαη απφ ηελ απιή 

πξνζνκνίσζε Monte Carlo: 
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>> p=blsprice(50,60,0.05,1,0.2) 

p =1.6237 

>> [p,CI]=BlsMC2(50,60,0.05,1,0.2,1000000) 

p =   1.6201 

CI = 

    1.6116 

    1.6286 

>> (CI(2)-CI(1))/2 

ans =0.0085 

o Γηα ηελ απιή πξνζνκνίσζε Monte Carlo  παίξλνπκε δείγκα κεγάινπ κεγέζνπο 

(1.000.000) ψζηε λα πάξνπκε κία αξθεηά αθξηβή εθηίκεζε. Παξφιν πνπ ην 

ζρεηηθφ ζθάικα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 310  , σζηφζν ε ηηκή πνπ παίξλνπκε δελ είλαη 

αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή. 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,1000) 

Price =1.6460 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,3000) 

Price =1.6275 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,10000) 

Price =1.6168 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,20000) 

Price =1.6230 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,30000) 

Price =1.6232 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,40000) 

Price =1.6237 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,50000) 
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Price =1.6239 

>> Price=BlsMCSobol(50,60,0.05,1,0.2,v,0.24,100000) 

Price =1.6236 

o Παξαηεξνχκε πσο κε δείγκα κφιηο 20.000 παξαηεξήζεσλ παίξλνπκε πνιχ θαιή 

εθηίκεζε γηα ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο, ελψ κε δείγκα 40.000 παίξλνπκε ηηκή 

αθξηβψο ίδηα κε απηή ηνπ Black-Scholes. πλεπψο ε πξνζνκνίσζε Monte Carlo 

κε ηε ρξήζε αθνινπζηψλ Sobol είλαη απνηειεζκαηηθή, αθνχ κε κηθξφ ζρεηηθά 

δείγκα παξαηεξήζεσλ παίξλνπκε πνιχ θαιή εθηίκεζε γηα ηελ ηηκή ηνπ 

δηθαηψκαηνο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6: Σιμολόγηζη Αμεπικανικού Γικαιώμαηορ με Monte Carlo 

 

  ηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα αζρνιεζήθακε κε δηθαηψκαηα πξναίξεζεο 

επξσπατθνχ ηχπνπ, ηα νπνία εμαζθνχληαη απνθιεηζηηθά ζηε ιήμε. ην θεθάιαην απηφ ζα 

εμεηάζνπκε πσο εθαξκφδεηαη ε πξνζνκνίσζε Monte Carlo γηα ηελ ηηκνιφγεζε 

δηθαησκάησλ πξναίξεζεο πνπ κπνξνχλ λα εμαζθεζνχλ πξφσξα. Σα δηθαηψκαηα απηά 

νλνκάδνληαη Ακεξηθάληθα. Παξαθάησ πεξηγξάθεηαη κία πξνζέγγηζε πνπ αλαιχζεθε απφ 

ηνπο Longstaff θαη  Schwartz (2001) θαη κπνξεί λα εξκελεπηεί σο έλαο ηξφπνο γηα λα 

πξνζεγγίζνπκε ηελ ηηκή κίαο ζπλάξηεζεο δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε κε ηελ βνήζεηα ελφο ζπλφινπ εμηζψζεσλ βάζεο.  

Έζησ έλα ακεξηθάληθν δηθαίσκα πψιεζεο πνπ είλαη γξακκέλν ζε κία απιή 

κεηνρή πνπ δε δίλεη κέξηζκα. Χο ζπλήζσο, φηαλ εθαξκφδνπκε πξνζνκνίσζε Monte 

Carlo παξάγνπκε δεηγκαηηθά κνλνπάηηα  0, 1( ,..., ,... )j NS S S S , ην j  είλαη ν δείθηεο ηνπ 

δηαθξηηνχ ρξφλνπ, ( )jS S j t
 
είλαη ε ηηκή ηεο κεηνρήο θαη  T M t  είλαη ν ρξφλνο ιήμεο 

ηνπ δηθαηψκαηνο. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε  ( )j jI S  ηελ εζσηεξηθή αμία ηνπ δηθαηψκαηνο ζηνλ 

ρξφλν j , ε  αλαδξνκηθή εμίζσζε ηνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ηε ζπλάξηεζε 

ηεο ηηκήο ( )j jV S  είλαη : 

 1 1( ) max ( ), ( ) | .Q r t

j j j j j j j jV S I S E e V S S

 
     

(6.1) 

ηελ πεξίπησζε ηνπ Ακεξηθάληθνπ δηθαηψκαηνο πψιεζεο ε εζσηεξηθή αμία είλαη 

 ( ) max ,0j j jI S K S  .  Σν πξφβιεκα πνπ έρνπκε εδψ είλαη φηη νη ηηκέο ηεο κεηνρήο 

είλαη ζπλερείο ελψ ν ρξφλνο είλαη δηαθξηηνπνηεκέλνο, θαη ην ζχλνιν ησλ ελεξγεηψλ είλαη 

πεπεξαζκέλν είηε εμαζθνχκε ην δηθαίσκα είηε ζπλερίδνπκε. Δίλαη ζεκαληηθφ λα γίλεη 

θαηαλνεηφ φηη δε κπνξνχκε λα πάξνπκε απηή ηελ απφθαζε θαηά κήθνο ησλ 

αλεμάξηεησλ δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ. Αλ είκαζηε ζε έλα δεδνκέλν ζεκείν ελφο 

δεηγκαηηθνχ κνλνπαηηνχ πνπ έρεη παξαρζεί κε δεηγκαηνιεςία Monte Carlo , δε 

κπνξνχκε λα γλσξίδνπκε ηηο κειινληηθέο ηηκέο θαηά κήθνο ηνπ κνλνπαηηνχ θαζψο απηφ 

ζα απαηηνχζε καληηθέο ηθαλφηεηεο. Απηφ πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη λα 
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ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα ζχλνιν ζελαξίσλ, ψζηε λα θαηαζθεπάζνπκε κία πξνζέγγηζε 

ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ζηελ εμίζσζε (6.1) επηιέγνληαο ζπλαξηήζεηο βάζεο  ( )k jS  γηα 

1,...,k K . Η πην απιή επηινγή είλαη λα παιηλδξνκήζνπκε ηελ αλακελφκελε ηηκή κε 

θάπνηα κνλψλπκα βάζεο: 2

1 2 3( ) 1,  ( ) ,  ( )S S S S S     ,θηι. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί 

φηη εθαξκφδνπκε ην ίδην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή, αιιά 

ηα ζηαζκά ζην γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ζα εμαξηψληαη απφ ηνλ ρξφλν: 

1

1 1

1

( ) |
K

Q r t k

j j j j kj j

k

E e V S S a S 

 



     . 

Σα ζηαζκά kja κπνξνχλ λα βξεζνχλ κε γξακκηθή παιηλδξφκεζε, πεγαίλνληαο πίζσ 

ζηνλ ρξφλν. Η πξνζέγγηζε είλαη κε γξακκηθή σο πξνο ηα jS , αιιά είλαη γξακκηθή σο 

πξνο ηα ζηαζκά. 

Γηα λα παξνπζηαζζεί απηή ε κέζνδνο, ζα πξέπεη λα αξρίζνπκε απφ ηελ ηειεπηαία 

πεξίνδν. Τπνζέηνπκε φηη έρνπλ παξαρζεί Ν δεηγκαηηθά κνλνπάηηα θαη νξίδνπκε κε ,j iS  

ηελ ηηκή ζηνλ ρξφλν 0,1,..,j M  θαη ζην δεηγκαηηθφ κνλνπάηη 1,...,i N . Όηαλ j M , ε 

ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο  ζηε ιήμε: 

 ( ) max ,0M Mi MiV S K S   

γηα θάζε δεηγκαηηθφ κνλνπάηη i .  Απηέο νη ηηκέο ,πξνεμνθιεκέλεο, κπνξνχλ λα 

εθαξκνζζνχλ φπσο νη κεηαβιεηέο Υ ζε κία γξακκηθή παιηλδξφκεζε, ελψ νη Φ είλαη νη 

ηηκέο ηεο κεηνρήο ζηνλ ρξφλν 1j M  . Πην ζπγθεθξηκέλα ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

είλαη: 

  1

, 1 1,

1

max ,0 ,
K

r t k

Mi k M M i i

k

e K S a S e 

 



       1,..., ,i N  

φπνπ ie  είλαη ηα θαηάινηπα γηα θάζε δεηγκαηηθφ κνλνπάηη. Μπνξνχκε λα βξνχκε ηα 

ζηαζκά , 1k Ma   
απφ ηε ζπλεζηζκέλε πξνζέγγηζε ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, 

ειαρηζηνπνηψληαο ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ θαηαινίπσλ. Θα πξέπεη λα 
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ζεκεησζεί φηη νη πξνεμνθιεκέλεο πιεξσκέο είλαη απηέο πνπ καο ελδηαθέξνπλ έηζη ψζηε 

λα κπνξνχκε κεηά λα ηηο ζπγθξίλνπκε απεπζείαο κε ηηο εζσηεξηθέο αμίεο.  

ηελ παξαπάλσ παιηλδξφκεζε εμεηάζακε φια ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, είλαη θαιχηεξν λα εμεηάζνπκε κφλν ην ππνζχλνιν ησλ δεηγκαηηθψλ 

κνλνπαηηψλ ζηα νπνία ην δηθαίσκα είλαη in-the-money ζηνλ ρξφλν 1j M  . Αλ ην 

δηθαίσκα είλαη out-of-the-money δελ ππάξρεη ιφγνο λα ην εμαζθήζνπκε. Σν λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε κφλν ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα ηα νπνία ην δηθαίσκα είλαη in-the-

money νλνκάδεηαη ’moneyness’ θξηηήξην θαη βειηηψλεη ηελ επίδνζε ηεο ζπλνιηθήο 

πξνζέγγηζεο. Οξίδνληαο απηφ ην ππνζχλνιν σο 1MI   θαη ππνζέηνληαο φηη  3K  , ζα 

πξέπεη λα ιχζνπκε ην παξαθάησ πξφβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ: 

1

2min  
Mi I

e


  

 2

1, 1 2, 1 1, 3, 1 1, max ,0r t

M M M i M M i i Mia a S a S e e K S

         , 1.Mi I   

Σν απνηέιεζκα πνπ ζα εμαρζεί απφ απηφ ην πξφβιεκα ζα είλαη έλα ζχλνιν απφ 

ζηαζκά, ην νπνίν καο επηηξέπεη λα πξνζεγγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπλέρηζεο. Θα πξέπεη 

λα ζεκεησζεί φηη ηα ζηαζκά ζρεηίδνληαη κε ην ρξνληθφ δηάζηεκα θαη φρη κε ηα δεηγκαηηθά 

κνλνπάηηα. Δθαξκφδνληαο ηελ ίδηα πξνζέγγηζε γηα θάζε δεηγκαηηθφ κνλνπάηη πνπ 

βξίζθεηαη ζην ππνζχλνιν 1MI   ζα επηιέμνπκε αλ ζα ην εμαζθήζνπκε εθείλε ηελ ζηηγκή ή 

φρη. 

Σψξα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα γηα λα παξνπζηάζνπκε 

φζα έρνπκε δεη κέρξη ζηηγκήο αλαθνξηθά κε ηα ακεξηθάληθα δηθαηψκαηα πξναίξεζεο. 

ηνλ Πίλαθα (1) ππάξρνπλ νρηψ δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα έλα Ακεξηθαληθφ δηθαίσκα 

πψιεζεο κε ηηκή εμάζθεζεο  1.1K  . Δπίζεο ζηνλ Πίλαθα 2, γηα θάζε δεηγκαηηθφ 

κνλνπάηη, έρνπκε έλα ζχλνιν ηακεηαθψλ ξνψλ ζηε ιήμε. Οη ηακεηαθέο ξνέο ζηε ιήμε 

είλαη ζεηηθέο φηαλ ην δηθαίσκα είλαη in-the-money.  
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Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

j=1 

 

j=2 

 

j=3 

1 1.00 1.09 1.34 

2 1.00 1.16 1.54 

3 1.00 1.22 1.03 

4 1.00 0.93 0.92 

5 1.00 1.11 1.52 

6 1.00 0.76 0.90 

7 1.00 0.92 1.01 

8 1.00 0.88 1.34 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1  

Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

j=1 

 

j=2 

 

j=3 

1 - - .00 

2 - - .00 

3 - - .07 

4 - - .18 

5 - - .00 

6 - - .20 

7 - - .09 

8 - - .00 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2  

 

Οη ηακεηαθέο ξνέο πξνεμνθινχληαη ζην ρξφλν 2j    θαη ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ πξψηε 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε. Τπνζέηνληαο επηηφθην νπδέηεξνπ θηλδχλνπ 6% αλά πεξίνδν,  

ν παξάγνληαο πξνεμφθιεζεο είλαη 0.06 0.94176r te e   . Σα ζηνηρεία γηα ηελ 

παιηλδξφκεζε δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3. Σν Φ αληηπξνζσπεχεη ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ 

ππνθείκελνπ ηίηινπ ελψ ην Υ ηηο πξνεμνθιεκέλεο ηακεηαθέο ξνέο ζηελ επφκελε ρξνληθή 

ζηηγκή.  
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Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

Υ 

 

Χ 

1 .00×0.94176 1.08 

2 - - 

3 .07×0.94176 1.07 

4 .18×0.94176 0.97 

5 - - 

6 .20×0.94176 0.77 

7 .09×0.94176 0.84 

8 - - 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3   ηνηρεία παιηλδξφκεζεο γηα j=2  

Βιέπνπκε φηη ρξεζηκνπνηνχληαη κφλν ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα ηα νπνία ην δηθαίσκα 

είλαη in-the-money ζηνλ ρξφλν 2j  . Με βάζε ηα παξαπάλσ ζηνηρεία πξνθχπηεη ε 

παξαθάησ πξνζέγγηζε: 

2[ | ] 1.070 2.983 1.813E Y X X X    . 

Σψξα βαζηδφκελνη ζε απηή ηελ πξνζέγγηζε, κπνξνχκε λα ζπγθξίλνπκε, ζηνλ ρξφλν 

2j  , ηελ εζσηεξηθή αμία θαη ηελ αμία ζπλέρηζεο. Σα ζηνηρεία παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 4 

Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

Άσκηση 

 

Συνέχιση 

1 .02 .0396 

2 - - 

3 .03 .0461 

4 .13 .1176 

5 - - 

6 .33 .1520 

7 .26 .1565 

8 - - 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4  χγθξηζε εζσηεξηθήο θαη αμίαο ζπλέρηζεο ζην j=2 
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Με δεδνκέλεο ηηο απνθάζεηο εμάζθεζεο νη ηακεηαθέο ξνέο έρνπλ σο εμήο: 

 

Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

j=1 

 

j=2 

 

j=3 

1 - .00 .00 

2 - .00 .00 

3 - .00 .07 

4 - .13 .00 

5 - .00 .00 

6 - .33 .00 

7 - .26 .00 

8 - .00 .00 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5  Απνηειέζκαηα ηακεηαθψλ ξνψλ γηα j=2. 

 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε απφθαζε εμάζθεζεο δελ αμηνπνηεί ηε γλψζε ηνπ 

κέιινληνο. Γηα παξάδεηγκα ην δεηγκαηηθφ κνλνπάηη 4 ην εμαζθνχκε ζην j=2 θεξδίδνληαο 

$0.13. ζα κεηαληψζνπκε γηα ηελ απφθαζε καο δηφηη αλ ην εμαζθνχζακε ζηε ιήμε ζα 

θεξδίδακε $0.18. 

Η δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη πεγαίλνληαο πξνο ηα πίζσ ζηνλ ρξφλν. Γηα 

λα δεκηνπξγήζνπκε ηελ παιηλδξφκεζε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπκε ηηο ηακεηαθέο ξνέο ζε 

θάζε κνλνπάηη πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ απφθαζε πξφσξεο εμάζθεζεο. Αλ είκαζηε 

ζηε ρξνληθή ζηηγκή j θαη έζησ ην δεηγκαηηθφ κνλνπάηη i. Γηα θάζε δεηγκαηηθφ κνλνπάηη i, 

ζα ππάξρεη έλαο ρξφλνο εμάζθεζεο 
*

ej  ηνλ νπνίν ζέηνπκε ίζν κε M+1 αλ ην δηθαίσκα 

δελ ζα εμαζθεζεί πνηέ ζην κέιινλ. Σφηε ε γξακκηθή παιηλδξφκεζε κπνξεί λα γξαθηεί, 

γηα ηελ γεληθεπκέλε ρξνληθή ζηηγκή j, σο εμήο: 
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*

*

2

2

1 2 3

( ) *

,

*

min

  

max ,0     αν j
                  =    i

0                                           αν j 1.

j

e

e

i

i I

j j ji j ji i

r j j t

i ej

j

e

e

έ ώ a a S a S e

e K S M
I

M



 



 

  

  


  



 

Πεγαίλνληαο πξνο ηα πίζσ ζηε ρξνληθή ζηηγκή j=1, ηα δεδνκέλα ηεο παιηλδξφκεζεο 

είλαη ηα αθφινπζα: 

Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

Υ 

 

Χ 

1 .00 1.09 

2 - - 

3 - - 

4 .13×.94176 .1176 

5 - - 

6 .33×.94176 .1520 

7 .26×.94176 .1565 

8 .00 0.88 

ΠΙΝΑΚΑΣ 6  Γεδνκέλα παιηλδξφκεζεο γηα j=1 

 

  Απφ ηελ πξνζέγγηζε κε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ έρνπκε: 

2[ | ] 2.038 3.335 1.356E Y X X X   . 

Η πξνζέγγηζε απηή κπνξεί λα θαίλεηαη παξάινγε, αθνχ αλακέλνπκε κηθξφηεξα θέξδε 

γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηεο κεηνρήο. Χζηφζν, ε κεγαιχηεξε δχλακε ηνπ πνιπσλχκνπ 

εδψ έρεη ζεηηθφ ζπληειεζηή. Μπνξεί λα επαιεζεπηεί φηη γηα ην εχξνο ησλ ηηκψλ ηνπ Υ 

πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ε ζπλάξηεζε κεηψλεηαη. Με βάζε 

απηή ηελ πξνζέγγηζε κπνξνχκε λα ιάβνπκε ηηο απνθάζεηο εμάζθεζεο ζηνλ ρξφλν j=1 

πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνπο Πίλαθεο 7 θαη 8. 
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Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

Άσκηση 

 

Συνέχιση 

1 .01 .0139 

2 - - 

3 - - 

4 .17 .1092 

5 - - 

6 .34 .2866 

7 .18 .1175 

8 .22 .1533 

ΠΙΝΑΚΑΣ 7  Σηκέο εμάζθεζεο θαη ζπλέρηζεο γηα j=1 

 

 

 

Γεηγκαηηθά 

Μνλνπάηηα 

 

j=1 

 

j=2 

 

j=3 

1 .00 .00 .00 

2 .00 .00 .00 

3 .00 .00 .07 

4 .17 .00 .00 

5 .00 .00 .00 

6 .34 .00 .00 

7 .18 .00 .00 

8 .22 .00 .00 

ΠΙΝΑΚΑΣ 8   Σακεηαθέο ξνέο γηα j=1 

 

Πξνεμνθιψληαο φιεο ηηο ηακεηαθέο ξνέο ζηε ρξνληθή ζηηγκή j=0 θαη παίξλνληαο ηνλ 

κέζν φξν ησλ νρηψ δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ θαηαιήγνπκε πσο ε αμίαο ζπλέρηζεο είλαη 

$ 0.194, κεγαιχηεξε απφ ηελ εζσηεξηθή αμία $0.1. πλεπψο, ην δηθαίσκα δε ζα πξέπεη 

λα εμαζθεζεί άκεζα. 
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Δθαξκφδνπκε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα κε ηε βνήζεηα ηεο Matlab.  

 

function price = ExampleLS 
S0=1;K=1.1;r=0.06;T=3;NSteps=3; 
dt=T/NSteps; 
discountVet=exp(-r*dt*(1:NSteps)'); 
%paragogi deigmatikon monopation 
NRepl=8; 
SPaths=[ 
    1.09 1.08 1.34 
    1.16 1.26 1.54 
    1.22 1.07 1.03 
    0.93 0.97 0.92 
    1.11 1.56 1.52 
    0.76 0.77 0.90 
    0.92 0.84 1.01 
    0.88 1.22 1.34 
    ]; 
alpha=zeros(3,1); %parametroi palindromisis 
CashFlows=max(0,K-SPaths(:,NSteps)); 
ExerciseTime=NSteps*ones(NRepl,1); 
for step=NSteps-1:-1:1 
    InMoney=find(SPaths(:,step)<K); 
    XData=SPaths(InMoney,step); 
    RegrMat=[ones(length(XData),1),XData,XData.^2]; 
    YData=CashFlows(InMoney).*discountVet(ExerciseTime(InMoney)-step); 
    alpha=RegrMat\YData; 
    IntrinsicValue=K-XData; 
    ContinuationValue=RegrMat*alpha; 
    Index=fing(IntrinsicValue>ContinuationValue); 
    ExercisePaths=InMoney(Index); 
    CashFlows(ExercisePaths)=IntrinsicValue(Index); 
    ExerciseTime(ExercisePaths)=step; 
end 
price=max(K-S0,mean(CashFlows.*dicountVet(ExerciseTime))); 

 

 

Αξρηθά ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα απφ ην παξάδεηγκα θαηαρσξνχληαη ζηνλ πίλαθα 

SPaths. Όπνπ δελ πεξηιακβάλεηαη ε αξρηθή ηηκή 0S . Ο πίλαθαο ησλ ηακεηαθψλ ξνψλ 

απνζεθεχεηαη ζην δηάλπζκα CashFlows. ην δηάλπζκα ExerciseTime 

απνζεθεχνπκε ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην δηθαίσκα εμαζθείηαη ζε θάζε δεηγκαηηθφ 

κνλνπάηη θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα επηιέμνπκε ηνλ θαηάιιειν ζπληειεζηή 

πξνεμφθιεζεο ζην δηάλπζκα discountVet. Σν δηάλπζκα InMoney πεξηιακβάλεη 

ηνπο δείθηεο γηα ηνπο νπνίνπο ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα είλαη in-the-money ηε ρξνληθή 

ζηηγκή πνπ εμεηάδνπκε. Η εθηέιεζε ηεο παιηλδξφκεζεο  ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 
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γίλεηαη κε ηε ρξήζε ησλ αλάινγσλ δεδνκέλσλ. Σν ζχκβνιν ‘ \ ’ , ζηελ Matlab, καο δίλεη 

ηηο ιχζεηο ηεο κεζφδνπ ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν παίξλνπκε ην 

δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ alpha , δειαδή ησλ ζηαζκψλ. Σν δηάλπζκα Index πεξηέρεη 

ηνπο δείθηεο ησλ in-the-money δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ ζηα νπνία εμαζθνχκε ην 

δηθαίσκα. Μεηά ηελ εθηέιεζε φισλ ησλ παιηλδξνκήζεσλ  παίξλνπκε ην κέζν φξν ησλ 

πξνεμνθιεκέλσλ ηακεηαθψλ ξνψλ γηα ππνινγίζνπκε ηελ αμία ζπλέρηζεο ηε ρξνληθή 

ζηηγκή j=0. Απηφ ζα πξέπεη λα ζπγθξηζεί κε ηελ εζσηεξηθή αμία ζηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή 

ψζηε λα πάξνπκε ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο. 

Έρνληαο δεκηνπξγήζεη ην θψδηθα ηνπ παξαπάλσ παξαδείγκαηνο ExampleLS 

είλαη αξθεηά εχθνιν λα ηνλ επεθηείλνπκε γηα ηελ ηηκνιφγεζε ελφο ακεξηθάληθνπ 

δηθαηψκαηνο πψιεζεο εθαξκφδνληαο έλα απζαίξεην ζχλνιν ζπλαξηήζεσλ βάζεο. Η 

δηαθνξά ηνπ λένπ θψδηθα κε ηνλ ExampleLS είλαη  φηη ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζπζηνηρία 

ζπλαξηήζεσλ, fhandles,  ε νπνία πεξηέρεη ην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο. Κάζε 

ζηνηρείν ζην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εθηηκεζεί κία 

ζηήιε ζηνλ πίλαθα παιηλδξφκεζεο. Γηα ην ζθνπφ απηφ θάλνπκε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ηεο Matlab feval ε νπνία εθηηκά ηε ζπζηνηρία  fhandles. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί 

επίζεο φηη ε παξαγσγή ησλ δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο AssetPaths ηελ νπνία έρνπκε δεη ζην Κεθάιαην 3. Απφ ηνλ πίλαθα ησλ 

κνλνπαηηψλ αθαηξείηαη ε αξρηθή ηηκή 0S .  Ο γεληθφο θψδηθαο ηεο Matlab γηα ηελ 

ηηκνιφγεζε ελφο ακεξηθαληθνχ δηθαηψκαηνο πψιεζεο  είλαη ν αθφινπζνο: 
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function price=GenericLS(S0,K,r,T,sigma,NSteps,NRepl,fhandles) 
dt=T/NSteps; 
discountVet=exp(-r*dt*(1:NSteps)'); 
NBasis=length(fhandles); %number of basis functions 
alpha=zeros(NBasis,1);%parameters of regression 
RegrMat=zeros(NRepl,NBasis); 
%generate sample paths 
SPaths=AssetPaths(S0,r,sigma,T,NSteps,NRepl); 
SPaths(:,1)=[];% get rid of starting prices 
CashFlows=max(0,K-SPaths(:,NSteps)); 
ExerciseTime=NSteps*ones(NRepl,1); 
for step=NSteps-1:-1:1 
    InMoney=find(SPaths(:,step)<K); 
    XData=SPaths(InMoney,step); 
    RegrMat=zeros(length(XData),NBasis); 
    for k=1:NBasis 
        RegrMat(:,k)=feval(fhandles{k},XData); 
    end 
    YData=CashFlows(InMoney).*discountVet(ExerciseTime(InMoney)-step); 
    alpha=RegrMat\YData;% least square solutions 
    IntrinsicValue=K-XData; 
    ContinuationValue=RegrMat*alpha; 
    Index=find(IntrinsicValue>ContinuationValue); 
    ExercisePaths=InMoney(Index); 
    CashFlows(ExercisePaths)=IntrinsicValue(Index); 
    ExerciseTime(ExercisePaths)=step; 
end 
price=max(K-S0,mean(CashFlows.*dicountVet(ExerciseTime))); 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 7: Σιμολόγηζη Αζιαηικού δικαιώμαηορ αγοπάρ με Monte 

Carlo. 

 

Θα εμεηάζνπκε ηελ ηηκνιφγεζε ελφο Αζηαηηθνχ δηθαηψκαηνο αγνξάο κε δηαθξηηφ 

αξηζκεηηθφ κέζν φξν. Η απφδνζε ηνπ δηθαηψκαηνο πξνθχπηεη απφ ηνλ ηχπν: 

 
1

1
max ,0

N

i

i

S t K
N 

 
 

 
 , 

φπνπ T  είλαη ν ρξφλνο ιήμεο ηνπ δηθαηψκαηνο, it i t , θαη  /t T N  . Γηα ιφγνπο 

απιφηεηαο ζα ππνζέζνπκε φηη ην ζπκβφιαην ηνπ δηθαηψκαηνο νξίδεη φηη νη δεηγκαηηθέο 

ηηκέο παίξλνληαη ζε ρξνληθά δηαζηήκαηα πνπ ηζαπέρνπλ . ηελ πξνζέγγηζε ηνπ απινχ 

Monte Carlo κπνξνχκε απιά λα παξάγνπκε δεηγκαηηθά κνλνπάηηα γηα ηελ ηηκή ηεο 

κεηνρήο θαη λα πάξνπκε ηνλ πξνεμνθιεκέλν κέζν φξν. Ο θψδηθαο ηεο Matlab είλαη ν 

εμήο: 

 

 

function [P,CI]=AsianMC(S0,K,r,T,sigma,NSamples,NRepl) 

Payoff=zeros(NRepl,1); 

for i=1:NRepl 

    Path=AssetPaths(S0,r,sigma,T,NSamples,1); 

    Payoff(i)=max(0,mean(Path(2:(NSamples+1)))-K); 

end 

[P,aux,CI]=normfit(exp(-r*T)*Payoff); 

 

Θα πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη ην NSamples είλαη ν αξηζκφο ησλ δεηγκαηηθψλ ζεκείσλ 

Ν απφ ηνλ νπνίν ππνινγίδεηαη ν αξηζκεηηθφο κέζνο φξνο. Γελ ζα πξέπεη λα ηνλ 

ζπγρένπκε κε ην  NRepl  φπνπ είλαη ν αξηζκφο ησλ δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ.  
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7.1 Η Μέθοδορ ηυν Μεηαβληηών Δλέγσος. 

 

Η απιή πξνζέγγηζε Monte Carlo κπνξεί λα βειηησζεί εθαξκφδνληαο ηε κέζνδν 

ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ. Χο κεηαβιεηή ειέγρνπ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 

άζξνηζκα ησλ ηηκψλ ηεο κεηνρήο:  
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δηφηη κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηελ αλακελφκελε ηεο ηηκή. Δπίζεο ε Y είλαη μεθάζαξα 

ζπζρεηηζκέλε κε ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο. Θα πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ην άζξνηζκα 

εκπεξηέρεη θαη ηελ αξρηθή ηηκή 0S , ε νπνία δελ είλαη ηπραία. Χζηφζν, ζα πξνηηκήζνπκε 

λα κε ηελ αθαηξέζνπκε γηα λα κπνξέζνπκε λα εθαξκφζνπκε ηε ηειεπηαία έθθξαζε ηνπ 

παξαθάησ ηχπν. Η αλακελφκελε ηηκή ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηηκψλ ησλ κεηνρψλ Y , 

θάησ απφ ην κέηξν ηνπ νπδέηεξνπ θηλδχλνπ είλαη: 
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φπνπ ε ηειεπηαία έθθξαζε πξνθχπηεη απφ ηνλ εμήο  ηχπν: 
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O θψδηθαο ηεο Matlab είλαη ν αθφινπζνο: 
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function[P,CI]=AsianMCCV(S0,K,r,T,sigma,NSamples,NRepl,NPilot) 

%pilot to set control parameter 

TryPath=AssetPaths(S0,r,sigma,T,NSamples,NPilot); 

StockSum=sum(TryPath,2); 

PP=mean(TryPath(:,2:(NSamples+1)),2); 

TryPayoff=exp(-r*T)*max(0,PP-K); 

MatCov=cov(StockSum,TryPayoff); 

c=-MatCov(1,2)/var(StockSum); 

dt=T/NSamples; 

ExpSum=S0*(1-exp((NSamples+1)*r*dt))/(1-exp(r*dt)); 

%MC run 

ControlVars=zeros(NRepl,1); 

for i=1:NRepl 

    StockPath=AssetPaths(S0,r,sigma,T,NSamples,1); 

    Payoff=exp(-r*T)*max(0,mean(StockPath(2:(NSamples+1)))-K); 

    ControlVars(i)=Payoff+c*(sum(StockPath)-ExpSum); 

end 

[P,aux,CI]=normfit(ControlVars); 

 

 

πγθξίλνληαο ηε κέζνδν ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ κε ην απιφ Monte Carlo 

παξαηεξνχκε ζαθή βειηίσζε ησλ απνηειεζκάησλ πνπ παίξλνπκε. πγθεθξηκέλα: 
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>> randn('state',0) 

>> [P,CI]=AsianMC(50,50,0.1,5/12,0.4,5,50000) 

P =   3.9939 

CI = 

    3.9418 

    4.0460 

>> CI(2)-CI(1) 

ans = 

    0.1042 

>> randn('state',0) 

>> [P,CI]=AsianMCCV(50,50,0.1,5/12,0.4,5,45000,5000) 

P = 

    3.9618 

CI = 

    3.9390 

    3.9845 

>> CI(2)-CI(1) 

ans = 0.0456 

 

 

7.2 Δθαπμογή ηυν Ακολοςθιών Υαμηλήρ Γιαθοπάρ Halton 

 

Έλα άιιν εξγαιείν πνπ κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε γηα λα βειηηψζνπκε ηελ 

ηηκνιφγεζε ελφο Αζηαηηθνχ δηθαηψκαηνο είλαη ε quasi Monte Carlo πξνζνκνίσζε πνπ 

βαζίδεηαη ζε αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο . Δδψ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο αθνινπζίεο 

Halton  γηα λα παξάγνπκε νκνηφκνξθεο ‘quasi-random’ αθνινπζίεο ζην [0,1] θαη ηε 

κέζνδν ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ γηα λα ηηο κεηαζρεκαηίζνπκε ζε 

παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή. Απηή είλαη ε πην απιή πεξίπησζε, 

αθνχ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο αθνινπζίεο Sobol θαη ίζσο ηε κέζνδν Box-

Muller γηα λα παξάγνπκε κεηαβιεηέο απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή.  
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Σν πξψην δήηεκα πνπ έρνπκε λα αληηκεησπίζνπκε είλαη ε παξαγσγή 

δεηγκαηηθψλ κνλνπαηηψλ απφ ηε Γεσκεηξηθή Κίλεζε Brown ρξεζηκνπνηψληαο 

αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο Halton. Έζησ φηη ζέινπκε λα ηηκνινγήζνπκε έλα 

Αζηαηηθφ δηθαίσκα κε ρξφλν ιήμεο 1 ρξφλν θαη φηη πξέπεη λα έρνπκε δείγκα γηα θάζε 

κήλα. πλεπψο νινθιεξψλνπκε ζε έλα δηάζηεκα δψδεθα δηαζηάζεσλ θαη ρξεηαδφκαζηε 

δψδεθα αθνινπζίεο Halton. Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα θαηαλνήζνπκε πσο θάζε 

αθνινπζία ζα πξέπεη λα αληηζηνηρεί ζε κία ρξνληθή ζηηγκή. Οη αθνινπζίεο δε ζρεηίδνληαη 

κε ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα. Θα πξέπεη επίζεο λα επηζεκαλζεί πσο αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ πξνζέγγηζε Box-Muller γηα λα κεηαζρεκαηίζνπκε ην 

νκνηφκνξθν δείγκα ζε παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή ζα 

ρξεηαζηνχκε ηηο δηπιάζηεο αθνινπζίεο. Γηα θάζε δηάζηαζε ζα ρξεηαζηνχκε έλαλ πξψην 

αξηζκφ γηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο βάζε. Γηα λα παξάγνπκε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο 

ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε ηεο Matlab myPrimes πνπ ζπγθεληξψλεη ηνπο 

πξψηνπο αξηζκνχο απφ κία ζπζηνηρία αξηζκψλ. Η ζπλάξηεζε HaltonPaths είλαη κία 

επέθηαζε ηεο ζπλάξηεζεο AssetPathsV γηα λα παξάγνπκε ηπραία δεηγκαηηθά 

κνλνπάηηα. Η ηδέα είλαη λα παξάγνπκε θάζε ζηήιε ηνπ πίλαθα NormMat 

ρξεζηκνπνηψληαο κία δηάζηαζε απφ ηελ αθνινπζία Halton πνπ αληηζηνηρεί ζε έλαλ 

πξψην αξηζκφ. Παξαηεξνχκε ηηο επαλαιήςεηο ζηηο  δηαθνξεηηθέο γξακκέο ηνπ πίλαθα, 

θαη θάζε ζηήιε αληηζηνηρεί ζε κία ρξνληθή ζηηγκή. Γνζέληνο απηνχ, ππνινγίδνπκε  ηηο 

πξνζαπμήζεηο ησλ θπζηθψλ αιγνξίζκσλ ηεο ηηκήο ηεο κεηνρήο, νη νπνίεο πξνζηίζεληαη 

θαη κεηαηξέπνληαη ζε ηηκέο κεηνρψλ. 
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function SPaths=HaltonPaths(S0,mu,sigma,T,NSteps,NRepl) 

dt=T/NSteps; 

nudt=(mu-0.5*sigma^2)*dt; 

sidt=sigma*sqrt(dt); 

%use inverse transform to generate standard normals 

NormMat=zeros(NRepl, NSteps); 

Bases=myPrimes(1000000); 

for i=1:NSteps 

    H=GetHalton(NRepl,Bases(i)); 

    RandMat(:,i)=norminv(H); 

end 

Increments=nudt+sidt*RandMat; 

LogPaths=cumsum([log(S0)*ones(NRepl,1) , Increments] ,2); 

SPaths=exp(LogPaths); 

SPaths(:,1)=S0; 

 

 

Βαζηδφκελνη ζηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα πνπ παξάγνληαη απφ ηε ζπλάξηεζε 

HaltonPaths, είλαη πνιχ εχθνιν λα δεκηνπξγήζνπκε κία ζπλάξηεζε πνπ λα 

ππνινγίδεη ην Αζηαηηθφ δηθαίσκα. 

 

function P=AsianHalton(S0,K,r,T,sigma,NSamples,NRepl) 

Payoff=zeros(NRepl,1); 

Path=HaltonPaths(S0,r,sigma,T,NSamples,NRepl); 

Payoff=max(0, mean(Path(:,2:(NSamples+1)),2)-K); 

P=mean(exp(-r*T)*Payoff); 
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Μπνξνχκε λα δνχκε πσο ιεηηνπξγνχλ νη αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο απφ ηηο 

αθφινπζεο εθηειέζεηο. Αξρηθά ππνινγίδνπκε κία αθξηβή ηηκή ρξεζηκνπνηψληαο έλα 

κεγάιν αξηζκφ επαλαιήςεσλ κε ην απιφ Monte Carlo έηζη ψζηε λα έρνπκε αμηφπηζην 

ζεκείν αλαθνξάο. 

 

 

>> randn('state',0) 

>> [P,CI]=AsianMC(50,50,0.1,5/12,0.4,5,500000) 

P = 

    3.9639 

CI = 

    3.9474 

    3.9803 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,5/12,0.4,5,1000) 

P = 

    3.8450 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,5/12,0.4,5,3000) 

P = 

    3.9103 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,5/12,0.4,5,10000) 

P = 

    3.9461 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,5/12,0.4,5,50000) 

P = 

    3.9605 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη κε έλα πεξηνξηζκέλν αξηζκφ επαλαιήςεσλ παίξλνπκε έλα απνδεθηφ 

απνηέιεζκα. Δδψ έρνπκε ππνζέζεη έλα δηθαίσκα κε ρξφλν ιήμεο ηνπο πέληε κήλεο κε 
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κεληαίν δείγκα. Σψξα αο ειέγμνπκε ηη ζπκβαίλεη αλ απμήζνπκε ην ρξφλν ιήμεο ζε δχν 

ρξφληα., πνπ αληηζηνηρεί ζε κεγάιε αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ κεληαίσλ δεηγκάησλ: 

 

>> randn('state',0) 

>> [P,CI]=AsianMC(50,50,0.1,2,0.4,24,500000) 

P =  8.3859 

CI = 

    8.3495 

    8.4222 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,2,0.4,24,1000) 

P = 

    6.6219 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,2,0.4,24,5000) 

P = 

    7.9257 

>> P=AsianHalton(50,50,0.1,2,0.4,24,50000) 

P = 8.3424 

 

Παξαηεξνχκε πσο ζε απηή ηελ πεξίπησζε ε απφδνζε ησλ αθνινπζηψλ Halton δελ είλαη 

θαιή. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ρξεηαδφκαζηε 24 βάζεηο, φπνπ θάπνηεο απφ απηέο 

είλαη κεγάινη πξψηνη αξηζκνί. Όπσο έρνπκε δεη ζην Κεθάιαην 5 ε ρξήζε κεγάισλ 

πξψησλ αξηζκψλ δε καο δίλεη θαιά απνηειέζκαηα. Γηα δηθαηψκαηα κε κεγαιχηεξν 

ρξφλν ιήμεο ε θαηάζηαζε γίλεηαη αθφκα ρεηξφηεξε. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 8. ύγκπιζη Μεθόδυν για ηην Σιμολόγηζη ενόρ 

Δςπυπαφκού Γικαιώμαηορ Αγοπάρ 

 

Θα ηηκνινγήζνπκε έλα επξσπατθφ δηθαίσκα αγνξάο κε αξρηθή ηηκή ππνθείκελνπ 

ηίηινπ 0 50S  , ηηκή εμάζθεζεο 52K  , επηηφθην νπδέηεξνπ θηλδχλνπ 0.1r   θαη 

κεηαβιεηφηεηα 0.4  .  

Αξρηθά ηηκνινγνχκε ην δηθαίσκα κε ην κνληέιν ηνπ Black-Scholes θαη ε 

ζεσξεηηθή ηηκή πνπ πξνθχπηεη είλαη 5.1911. Με βάζε απηή ηελ ηηκή ζα ζπγθξίλνπκε ηελ 

ηηκή πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ απιή πξνζνκνίσζε Monte Carlo, ηελ ηηκή πνπ πξνθχπηεη 

απφ ην Monte Carlo θάλνληαο  ρξήζε ησλ δηάθνξσλ κεζφδσλ κείσζεο ηεο 

δηαθχκαλζεο, θαζψο θαη ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο πνπ ιακβάλνπκε απφ ην Monte Carlo 

παίξλνληαο σο δείγκα αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο. 

BLS PRICE 5.1911 

 

 ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΣΙΜΗ ΥΔΣΙΚΟ ΦΑΛΜΑ 

ΑΠΛΟ MC 100.000 5.2319 0.0210 

MC+ ΑΝΣΙΘΔΣΙΚΗ 100.000 5.2142 0.0121 

MC+ ΜΔΣ. ΔΛΔΓΥΟΤ 95.000/5.000 5.2014 0.0094 

ΠΙΝΑΚΑ 9 

Με δείγκα 100.000 παξαηεξήζεσλ βιέπνπκε πσο δελ παίξλνπκε ηδηαηηέξσο 

θαιέο εθηηκήζεηο γηα ηελ ηηκή ηνπ δηθαηψκαηνο ζε ζρέζε κε ηε ζεσξεηηθή. Παξφια απηά 

ε κέζνδνο ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ καο δίλεη θαιχηεξε ηηκή ζε ζρέζε κε ην απιφ Monte 

Carlo θαη ηε κέζνδν ηεο αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. Δπίζεο κφλν ζηε κέζνδν ησλ 

κεηαβιεηψλ ειέγρνπ έρνπκε ζρεηηθφ ζθάικα ηεο ηάμεο ηνπ 310 . 
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 ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΣΙΜΗ ΥΔΣΙΚΟ ΦΑΛΜΑ 

ΑΠΛΟ MC 200.000 5.2328 0.0149 

MC+ ΑΝΣΙΘΔΣΙΚΗ 200.000 5.2092 0.0085 

MC+ ΜΔΣ. 
ΔΛΔΓΥΟΤ 

195.000/5.000 5.2008 0.0066 

ΠΙΝΑΚΑ 10 

Αλ ηψξα δηπιαζηάζνπκε ην δείγκα καο παξαηεξνχκε πσο νη εθηηκήζεηο 

πξνζεγγίδνπλ θαιχηεξα ηε ζεσξεηηθή ηηκή ηνπ Black-Scholes. Καη πάιη ε θαιχηεξε 

εθηίκεζε πξνθχπηεη απφ ηε κέζνδν ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ. Σν ζρεηηθφ ζθάικα είλαη 

ηεο ηάμεο ηνπ 310  ηφζν ζηε κέζνδν ηεο αληηζεηηθήο δεηγκαηνιεςίαο φζν θαη ζηε κέζνδν 

ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ. 

 ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΣΙΜΗ ΥΔΣΙΚΟ ΦΑΛΜΑ 

ΑΠΛΟ MC 1.000.000 5.2062 0.0067 

MC+ ΑΝΣΙΘΔΣΙΚΗ 1.000.000 5.1931 0.0038 

MC+ ΜΔΣ. ΔΛΔΓΥΟΤ 990.000/10.000 5.1922 0.0029 

ΠΙΝΑΚΑ 11 

ηνλ Πίλαθα 11, ην δείγκα είλαη 1.000.000. Παξαηεξνχκε φηη νη εθηηκήζεηο καο 

βειηηψλνληαη αηζζεηά θαη πξνζεγγίδνπλ πνιχ θαιχηεξα ηε ζεσξεηηθή ηηκή. Σν ζρεηηθφ 

ζθάικα, θαη ζηηο ηξείο κεζφδνπο, είλαη ηεο ηάμεο ηνπ  310 . Καη πάιη ε κέζνδνο ησλ 

κεηαβιεηψλ ειέγρνπ καο δίλεη ηελ θαιχηεξε εθηίκεζε θαη κηθξφηεξν ζρεηηθφ ζθάικα. 

πκπεξαίλνπκε φηη ε θαιχηεξε κέζνδνο είλαη απηή ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ. 

HALTON B-M 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΒΑΗ 
1 

ΒΑH 2 ΣΙΜΗ 

1.000 2 7 5.2128 

10.000 2 7 5.1978 

100.000 2 7 5.1914 

1.000.000 2 7 5.1912 

ΠΙΝΑΚΑ 12 
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ηνλ Πίλαθα 12, ην δείγκα καο πξνθχπηεη απφ ηηο αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο 

Halton. Σν δείγκα πνπ ιακβάλνπκε είλαη αξηζκνί απφ ηελ νκνηφκνξθε θαηαλνκή ζην 

[0,1]. Σνπο κεηαζρεκαηίδνπκε ζε παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή κε 

ηε βνήζεηα ηεο κεζφδνπ Box-Muller. Οη βάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε είλαη νη κηθξνί 

πξψηνη αξηζκνί 2 θαη 7. Παξαηεξνχκε πσο κε δείγκα 100.000 ιακβάλνπκε κία πνιχ 

θαιή εθηίκεζε  ζε ζρέζε κε ηελ ζεσξεηηθή ηηκή (5.1911). Με δείγκα 1.000.000 ε 

εθηίκεζε καο γίλεηαη αθφκα θαιχηεξε. Χζηφζν ν ρξφλνο ππνινγηζκνχ απμάλεηαη 

αηζζεηά. 

 

 ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΒΑΗ 1 ΒΑΗ 2 ΣΙΜΗ 

HALTON B-M 

1.000 103 499 5.4498 

10.000 103 499 5.3002 

100.000 103 499 5.2227 

1.000.000 103 499 5.2217 

ΠΙΝΑΚΑ 13 

ηνλ Πίλαθα 13 αθνινπζνχκε αθξηβψο ηελ ίδηα κέζνδν κε απηήλ ζηνλ Πίλαθα 12. 

Η κφλε δηαθνξά είλαη πψο ηψξα ρξεζηκνπνηνχκε σο βάζεηο κεγάινπο πξψηνπο 

αξηζκνχο (103,499). Παξαηεξνχκε πσο ηα απνηειέζκαηα πνπ ιακβάλνπκε δελ είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά. 

 ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΒΑΗ ΣΙΜΗ 

HALTON ΑΝΣΙ. 
ΜΔΣ. 

1.000 2 5.1094 

10.000 2 5.1789 

100.000 2 5.1894 

200.000 2 5.1902 

300.000 2 5.1904 

1.000.000 2 5.1912 

ΠΙΝΑΚΑ 14 
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ηνλ Πίλαθα 14, παίξλνπκε δείγκα απφ ηηο αθνινπζίεο ρακειήο δηαθνξάο Halton 

θαη ηηο κεηαζρεκαηίδνπκε ζε παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή κε ηε 

βνήζεηα ηεο κεζφδνπ ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. Χο βάζε ρξεζηκνπνηνχκε ην 

κηθξφ πξψην αξηζκφ 2. Παξαηεξνχκε πψο ε θαιχηεξε εθηίκεζε, ζε ζρέζε κε ηελ 

ζεσξεηηθή ηηκή, πξνθχπηεη κε δείγκα κεγέζνπο 1.000.000. Χζηφζν θαη κε δείγκα 

200.000 παξαηεξήζεσλ ιακβάλνπκε θαιή εθηίκεζε, κε αξθεηά κηθξφηεξν ππνινγηζηηθφ 

ρξφλν. 

HALTON ΑΝΣΙ. 
ΜΔΣ. 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΒΑΗ ΣΙΜΗ 

1.000 499 5.1139 

10.000 499 5.1159 

100.000 499 5.1372 

200.000 499 5.1666 

1.000.000 499 5.1906 

ΠΙΝΑΚΑ 15 

 

ην Πίλαθα 15, αθνινπζνχκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε απηή ηνπ Πίλαθα 14 φκσο ε 

βάζε καο ηψξα είλαη έλαο κεγάινο πξψηνο αξηζκφο (499). Μπνξνχκε λα 

παξαηεξήζνπκε φηη έρνπκε θαιή εθηίκεζε κε δείγκα κεγέζνπο 1.000.000. 

 

SOBOL ΑΝΣΙ. ΜΔΣ. 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ ΣΙΜΗ 

1.000 5.2131 
10.000 5.1806 
20.000 5.1922 
30.000 5.1906 
40.000 5.1903 
50.000 5.1909 
60.000 5.1909 

ΠΙΝΑΚΑ 16 
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ηνλ Πίλαθα 16 ην δείγκα καο έρεη παξαρζεί απφ ηηο αθνινπζίεο ρακειήο 

δηαθνξάο Sobol θαη έρεη κεηαζρεκαηηζζεί ζε παξαηεξήζεηο απφ ηελ ηππηθή θαλνληθή κε 

ηε βνήζεηα ηεο κεζφδνπ ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. Παξαηεξνχκε πσο κε κφιηο 

50.000 παξαηεξήζεηο ε εθηίκεζε καο είλαη πνιχ θνληά ζηε ζεσξεηηθή ηηκή. πλεπψο, ε 

πξνζνκνίσζε Monte Carlo κε παξαγσγή δείγκαηνο απφ ηηο αθνινπζίεο ρακειήο 

δηαθνξάο Sobol καο δίλεη  ηα θαιχηεξα δπλαηά απνηειέζκαηα κε ην κηθξφηεξν δπλαηφ 

δείγκα ζε ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο κεζφδνπο.   
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