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PerÐlhyh

Sth diatrib  aut  analÔoume trÐa montèla bèltisthc politik c ependÔsewn kai eisfor¸n pou
katab�llontai apì touc asfalismènouc gia Suntaxiodotik� TameÐa tÔpou kajorismènhc paro-
q c. Ta parap�nw montèla gr�fontai wc probl mata megistopoÐhshc   elaqistopoÐhshc an-
tikeimenik¸n sunart sewn kai ekfr�zontai me th qr sh Hamilton Jacobi Bellman exis¸sewn.
Ta probl mata aut� èqoun analutik  lÔsh h opoÐa kai paratÐjetai. O diaqeirist c èqei na
epilèxei metaxÔ tri¸n senarÐwn gia na petÔqei th bèltisth strathgik , en¸ oi paroqèc kajor'-
izontai ek twn protèrwn apì to diaqeirist  tou tameÐou, me th qr sh sugkekrimènwn mètrwn.
Oi ependutikèc apof�seic pou kaleÐtai na p�rei o diaqeirist c tou tameÐou mporoÔn na lhfjoÔn
me di�forouc trìpouc kai analÔontai sta parak�tw kef�laia.



EuqaristÐec

Sto shmeÐo autì epijum¸ na ekfr�sw tic euqaristÐec mou ston epiblèponta kajhght  mou
S. Brìnto gia thn shmantik  sumbol  kai bo jeia sthn olokl rwsh thc diplwmatik c mou
diatrib c. EpÐshc ja  jela na ekfr�sw thn eugnwmosÔnh mou proc touc goneÐc mou gia thn
st rixh kai thn hjik  sumpar�stas  touc ìla aut� ta qrìnia.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 DiaqeÐrish Periousiakwn StoiqeÐwn kai
Upoqre¸sewn

H DiaqeÐrish Periousiakwn StoiqeÐwn kai Upoqre¸sewn eÐnai èna antikeÐmeno to opoÐo èqei
anaptuqjeÐ kai qrhsimopoieÐtai apì ta qrhmatopistwtik� idrÔmata, eidikìtera thn teleutaÐa
dekaetÐa. EÐnai eurèwc gnwstì wc Asset Liability Management kai èqei epektajeÐ se pol-
laploÔc tomeÐc.

Ta teleutaÐa qrìnia, oi shmantikèc jesmikèc kai diarjrwtikèc allagèc pou pragmatopoi 
jhkan tìso ston trapezikì q¸ro all� kai ston asfalistikì kl�do, h almat¸dhc prìodoc
thc teqnologÐac kai h apeleujèrwsh twn agor¸n qr matoc kai kefalaÐou, anagk�zoun ta
asfalistik� idrÔmata kai ta tameÐa na apokt soun megalÔtero bajmì teqnognwsÐac, na esti�-
soun thn prosoq  touc se pio exeidikeumènec agorèc kai genik� na apokt soun antagwnistikì
pleonèkthma stic apeleujerwmènec kai enopoihmènec se pagkìsmio epÐpedo qrhmatooikonomikèc
agorèc.
Prin anaferjoÔme ektenèstera sthn DiaqeÐrish Periousiak¸n StoiqeÐwn kai Upoqre¸sewn ja
k�noume mia istorik  anadrom  tìso sthn diamìrfwsh tou, all� kai ston trìpo pou anadÔ-
jhke mèsa apo mia seir� gegonìtwn kai exelÐxewn.

SÔmfwna me th melèth tou Blake,(2006), Pension Finance paradosiak� tìso tr�pezec,
meg�loi ependutikoÐ ìmiloi all� kai asfalistikèc etaireÐec qrhsimopoioÔsan thn logistik 
apotÐmhsh gia ton èlegqo twn apait sewn kai upoqre¸se¸n touc. Ta pr�gmata �rqisan na
all�zoun kat� th dekaetÐa tou 1970, kat� thn opoÐa ta epitìkia thc agor�c emf�nisan meg�lh
pthtikìthta   metablhtìthta. H pthtikìthta aut  suneqÐsthke kai stic arqèc thc dekaetÐac
tou 1980. Oi dieujuntèc poll¸n epiqeir sewn, oi opoÐoi eÐqan sunhjÐsei na skèftontai me
kanìnec thc paradosiak c logistik c ,  tan adÔnato na anagnwrÐsoun to diafainìmeno kÐn-
duno. Orismènec epiqeir seic upèsthsan meg�lec zhmÐec klÐmakac. Oi perissìterec etaireÐec
pou ewc tìte qrhsimopoioÔsan wc monadikì mèso apotÐmhshc thn logistik  se dedouleumènh
b�sh, eÐqan wc apotèlesma thn emf�nish anomoiogen¸n isologism¸n. Oloèna kai perissìter-
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a dieujuntik� stelèqh twn qrhmatooikonomik¸n etairei¸n epikentr¸jhkan ston kÐnduno pou
prokaleÐtai apì to q�sma metaxÔ periousiak¸n stoiqeÐwn tou energhtikoÔ kai upoqre¸sewn.
Stic mèrec mac, exaitÐac thc abebaiìthtac kai tou kindÔnou pou up�rqei lìgw thc enopoihmènhc
qrhmatooikonomik c agor�c kai twn teqnologik¸n belti¸sewn, oi ependutèc suqn� anarw-
tioÔntai me poion trìpo na ependÔsoun ta periousiak� touc stoiqeÐa prokeimènou na petÔqoun
ikanopoihtikèc apodìseic upokeÐmenec se abebaiìthtec, di�forouc periorismoÔc kai upoqre¸-
seic. EpÐshc, problhmatÐzontai me poion trìpo na anaptÔxoun makroprìjesmec strathgikèc
pou antistajmÐzoun tic abebaiìthtec kai tèloc pwc na sundu�soun apof�seic ependÔsewn en-
erghtikoÔ kai epilogèc pajhtikoÔ, ¸ste na megistopoi soun thn periousÐa touc.
H DiaqeÐrish Periousiak¸n StoiqeÐwn kai Upoqre¸sewn eÐnai ènac apì touc tomeÐc, o opoÐoc
prospajeÐ na d¸sei ap�nthsh kai kataprosèggish lÔseic se ìlec autèc tic erwt seic kai tou-
c problhmatismoÔc. Tetoiou eÐdouc efarmogèc parousi�zontai se asfalistikèc etaireÐec, se
tr�pezec, se suntaxiodotik� tameÐa, se etaireÐec ependÔsewn qartofulakÐou   kai amoibaÐwn
kefalaÐwn, se proswpik� qrhmatooikonomik� jèmata klp.

O orismìc gia to to antikeÐmeno tou Asset Liability Management ìpwc dìjhke apì thn
Society of Actuaries (2003) eÐnai: {To ALM(Asset Liability Management) eÐnai mia suneq¸c
exelisìmenh diadikasÐa diatÔpwshc, efarmog c, epit rhshc kai anaje¸rhshc strathgik¸n pou
sqetÐzontai me ta Periousiak� stoiqeÐa kai tic Upoqre¸seic pou san stìqo èqei thn epÐteuxh
qrhmatooikonomik¸n stìqwn se èna dedomèno sÔnolo apì perij¸ria kai periorismoÔc.}

1.2 Suntaxiodotik� Sust mata

'Opwc gnwrÐzoume èna asfalistikì tameÐo èqei apait seic kai upoqre¸seic pou prèpei na
kalÔyei. 'Ena suntaxiodotikì sÔsthma epomènwc jewreÐtai epituqhmèno ìtan eÐnai se jèsh
na antapexèljei epark¸c tìso stic �mesec upoqre¸seic tou (paroqèc suntaxioÔqwn) ìso kai
sthn dunatìthta tou tameÐou na kalÔyei tic mellontikèc paroqèc proc touc asfalismènouc se
b�joc qrìnou ìson afor� th mellontik  geni� twn suntaxioÔqwn.

GÐnetai profanèc oti to kìstoc pou dhmiourgeÐtai gia èna suntaxiodotikì sÔsthma to opoÐo
kaleÐtai na kalÔyei to t�meio èqei dÔo skèlh: to �meso kai to makroprìjesmo.
To �meso kìstoc afor� sthn katabol  sunt�xewn stouc mh energoÔc asfalismènouc pou
brÐskontai  dh sth sÔntaxh.O forèac ìmwc ektìc apo to �meso kìstoc prèpei na eÐnai se jèsh
na kalÔptei se suneq  b�sh kai to mellontikì kìstoc twn paroq¸n tìso twn suntaxioÔqwn
all� kai twn energ¸n mel¸n tou tameÐou.
Me b�sh ta parap�nw loipìn diakrÐnoume dÔo eÐdh mejìdwn qrhmatodot sewn:

• Dianemhtikì SÔsthma

• Kefalaiopoihtikì SÔsthma.

To Dianemhtikì SÔsthma anagnwrÐzei san kìstoc mìno to �meso kìstoc.'Etsi oi eisforèc
tou tameÐou diamorf¸nontai se tètoio epÐpedo ¸ste to sÔnolo twn eisfor¸n pou eispr�ttontai
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na eÐnai eparkeÐc gia na kalÔyoun tic �mesec paroqèc proc touc suntaxioÔqouc. H arq  dhlad 
pou diakrÐnei èna Dianemhtiko SÔsthma eÐnai ìti apì tic eisforèc thc paroÔsac genni�c twn
asfalismènwn qrhmatodotoÔntai oi paroqèc thc paroÔsac genniac twn suntaxioÔqwn. Sthn
ousÐa to kef�laio pou diathreÐtai eÐnai praktik� polÔ mikrì kai desmeÔetai gia na kalÔyei
tuqìn diakum�nseic qrhmatoroo¸n.

To Kefalaiopoihtikì SÔsthma apì thn �llh meri� anagnwrÐzei to makroprìjesmo kìs-
toc. 'Etsi to mègejoc twn eisfor¸n tou tameÐou diamorf¸netai me tètoio trìpo ¸ste na
epitugq�netai h kefalaiopoÐhsh aut¸n (sunolik�   merik¸c) ¸ste na kalÔptontai oi mel-
lontikèc upoqre¸seic tou forèa. Arq  leitourgÐac autou tou Sust matoc eÐnai h isìthta
metaxÔ thc paroÔsac axÐac twn upoqre¸sewn kai thc paroÔsac axÐac twn periousiak¸n s-
toiqeÐwn. Sta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou sumperilamb�nontai oi mellontikèc eisforèc
tou tameÐou kaj¸c kai to trèqon apìjema pou èqei dhmiourghjeÐ kai ta èsoda pou prokÔptoun
apì thn epèndush autoÔ tou apojèmatoc. Ektenèsterh an�lush gia ton trìpo kai touc qrhma-
tooikonomikoÔc tÐtlouc pou ependÔontai ta apojèmata tou tameÐou ja gÐnoun sta parak�tw
kef�laia.

Sthn paroÔsa ergasÐa ja esti�soume to endiafèron sthn qr sh tou Asset Liability Man-
agement se èna suntaxiodotikì tameÐo kai sugkekrimèna sthn beltistopoÐhsh twn apoje-
matik¸n enìc tameÐou me b�sh thn apì koinoÔ diaqeÐrish twn Periousiak¸n StoiqeÐwn kai twn
Upoqre¸sewn enìc upojetikoÔ tameÐou.
Ja exet�soume analutik� tic ergasÐec (paper) twn Ricardo Josa-Fombellida, Juan Pablo
Rincon-Zapatero:

• Minimazation of risks in pension funding by means of contributions and portfolio se-
lection (2001)

• Optimal risk management in defined benefit stochastic pension funds (2004)

• Optimal Investment decisions with a liability: The case of defined benefit pension plans
(2006)
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Kef�laio 2

Periousiak� StoiqeÐa tou TameÐou

2.1 Eisagwg 

'Opwc proanafèrjhke sthn prohgoÔmenh enìthta ta periousiak� stoiqeÐa enìc tameÐou apart'-
izontai kurÐwc apì to trèqon apìjema pou èqei dhmiourghjeÐ all� kai apì ta anamenìmena
èsoda pou prokÔptoun apì thn epèndush aut¸n twn kefalaÐwn.
Sthn ousÐa an ja mporoÔsame na fantastoÔme tic paroqèc enìc asfalismènou pou katab�llei
kat� th diarkeia tou ergasiakoÔ tou bÐou, wc èna trìpo apotamÐeushc, ìpou to tameÐo tou
eggu�tai mia dedomènh apìdosh epÐ twn katajèsewn. Genn�tai eÔloga loipìn to er¸thma
poiìc ja  tan o pio orjìc trìpoc epèndushc aut¸n tou kefalaÐwn. Mia apl  lÔsh ja  -
tan oi trapezikèc katajèseic. Wstìso dÔnatai h dunatìthta megalÔterwn apodìsewn mèsa
apì ependÔseic se qrhmatooikonomika proðìnta opwc ta omìloga, metoqec, par�gwga SME
klp.emperièqontac p�nta megalÔtero kÐnduno se sqèsh me mia apl  trapezik  kat�jesh. Sthn
epìmenh par�grafo ja perigr�youme k�poiouc apo autoÔc touc qrhmatooikonomikoÔc tÐtlouc.

2.2 Basik� qarakthristik� Omolìgwn kai Meto-
q¸n

2.2.1 Omolìga

Ta omìloga jewroÔntai qrhmatooikonomikoÐ tÐtloi stajeroÔ eisod matoc (fixed income secu-
ruties), twn opoÐwn ekdìthc mporeÐ na eÐnai èna kr�toc   mia epiqeÐrhsh.
H qr sh twn omolìgwn èqei san skopì o ekdìthc autoÔ na antl sei kef�laia apì ton ek�stote
ependut  (èstw ena suntaxiodotikì tameÐo), me thn sumfwnÐa na plhr¸nei periodik� prosum-
fwnhmèno tìko (koupìni) kajìlh th di�rkeia thc zw c tou omolìgou kai na plhr¸sei thn
prosumfwnhmènh tim  sth l xh tou.
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Ta basik� qarakthristik� twn omolìgwn (blèpe Fr�gkoc Giannakìpouloc (2009) kai David
Blake-Pension Finance(2006)) eÐnai ta ex c:

• Ekdìthc: MporeÐ na prìkeitai gia èna idiwtÐkì   dhmìsio forèa o opoÐoc antleÐ ke-
f�laia mèsw thc èkdoshc enìc omìlogou. Ekdìthc mporeÐ epÐshc na eÐnai èna kr�toc  
mia idiwtik  etairÐa. Sunep¸c loipìn mia basik  di�krish twn omolìgwn eÐnai se kratik�
kai se etairik� omìloga. Tìso h oikonomik  eurwstÐa kaj¸c kai h axiopistÐa pou katè-
qei ènac ekdìthc omolìgou sthn agor� diasf�lizei kai thn apoplhrwm  tou omolìgou
sth l xh tou.

• Onomastik  AxÐa: Stic pio suqnèc peript¸seic omolìgwn h onomastik  axÐa eÐnai h
tim  pou ja èqei to omìlogo sth l xh tou. Me b�sh aut  thn axÐa ousiastik� kajorÐzetai
kai o tìkoc tou omolìgou.

• TokomerÐdio(koupìni): EÐnai oi periodikèc plhrwmèc tou ekdìth tou omolìgou proc
ton ek�stote ependut  (sthn perÐptws  mac èstw èna suntaxiodotikì tameÐo) an� takt�
qronik� diast mata. Up�rqoun omìloga me stajerì tokomerÐdio , ìpou oi periodikèc
plhrwmèc eÐnai sugkekrimènec kai omìloga me kumainìmeno tokomerÐdio to opoÐo exart�tai
apì èna sÔnhjec epitìkio anafor�c pou diamorf¸netai sthn agor� (pq Euribor) se
sunduasmì me èna prokajorismèno perij¸rio (spread).

• Tim  Diapragm�teushc: Genik� stic diapragmateÔseic qrhmatooikonomik¸n tÐtl-
wn ìpwc kai sthn perÐptwsh twn omolìgwn diakrÐnetai dÔo agorèc. H Prwtogen c kai h
Deuterogen c agor�. Sthn prwtogen  agor� diapragmateÔontai neoekdidìmenoi tÐtloi
me prokajorismènh onomastik  axÐa. Sthn deuterogen  agor� diapragmateÔontai tÐtloi
pou ekdìjhkan sto pareljìn. 'Ena basikì pleonèkthma thc diapragm�teushc enìc o-
molìgou sthn deuterogen  agor� eÐnai h dunatìthta pou dÐnetai ston ek�stote ependut 
na poul sei to ìmologo pou agìrase apì thn prwtogen  agor� kai na antl sei �mesa
reustìthta.

• WrÐmansh(Maturity): Me thn ènnoia wrÐmansh (Maturity) enìc omolìgou ennooÔme
ton enapomeÐnanta qrìno pou mènei mèqri thn stigm  exìflhshc tou omolìgou, dhlad 
thn katabol  thc onomastik c axÐac kaj¸c kai twn upoleipìmenwn tìkwn.

2.2.2 Metoqèc

H basik  di�krish twn metoq¸n eÐnai oi koinèc kai oi pronomioÔqec metoqèc.

• H koin  metoq : EÐnai o pio sunhjismènoc tÔpoc metoq c kai perilamb�nei basik�
dikai¸mata tou metìqou, ìpwc gia par�deigma to dikaÐwma summetoq c sta kèrdh thc
etairÐac, thn summetoq  tou metìqou sthn èkdosh nèwn metoq¸n, ìpwc epÐshc kai to
dikaÐwma y fou sth Genik  Sunèleush thc etaireÐac pou èqei ekd¸sei tic metoqèc.

• H pronomioÔqoc metoq  prosfèrei apl� èna prob�disma ènanti twn katìqwn koin¸n
metoq¸n. Oi pronomioÔqec metoqèc sumfwna me ton David Blake-Pension Finance(2006)
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èqoun poll� koin� qarakthristik� me aut� twn omolìgwn. Oi metoqèc autèc prosfèroun
èna stajerì mèrisma se antÐjesh me thn perÐptwsh twn koin¸n metoq¸n.

Ta perÐssotera suntaxiodotik� tameÐa an� ton kìsmo ependÔoun sun jwc se metoqèc pou
diapragmateÔontai se organwmènec agorèc ìpwc gia par�deigma NYSE Euronext, NASDAQ
OMX, Tokyo Stock Exchange klp.
Wstìso èqei parathrhjeÐ to fainìmeno poll� tameÐa na ependÔoun akìmh kai se metoqèc pou
den diapragmateÔontai se organwmènec agorèc dinont�c touc ètsi to dikaÐwma na prosdokoÔn
megalÔterec apodìseic all� kai na analamb�noun polÔ megalÔtero kÐnduno.

2.3 OmologiakoÐ- MetoqikoÐ DeÐktec

'Enac omologiakìc deÐkthc èinai sthn ousÐa ènac sÔnjetoc sunduasmìc apì mÐa plhj¸ra o-
molìgwn ìpou antanakl� statistik� thn mikt  axÐa twn omolìgwn   �llwn qreogr�fwn pou
ton apoteloÔn. QrhsimopoieÐtai kurÐwc san ergaleÐo sthn diadikasÐa diaqeÐrishc qartofulakÐ-
wn kai antiproswpeÔei ta sunolik� qarakthristik� twn upokeÐmenwn tÐtlwn. Ean upojèsoume
ìti epitrèpetai se èna suntaxiodotikì tameÐo na ependÔsei se tètoiou èidouc OmologiakoÔc
DeÐktec tìte oi kuriìteroi aut¸n ja proèrqonta apì deÐktec pou èqoun dhmiourg sei an� ton
kìsmo meg�lec ependutikèc Tr�pezec ìpwc h JP Morgan, Morgan Stanley, kai h Salomon
Smith Barney.H Salomon Smith Barney gia par�deigma èqei dhmiourg sei ton omologiakì
deÐkth Salomon Smith Barney World Govt, Salomon Smith Barney US klp. Oi kuriìteroi
apì touc MetoqikoÔc DeÐktec stouc opoÐouc ependÔoun ta tameÐa ja mporoÔsame na anafèr-
oume ton Cac 40 kÔrioc deÐkthc anafor�c gia to Paris Bourse, ton S&P 500(Standard and
Poors Composite Index of 500 Stocks). Autì pou axÐzei na epishm�noume qwrÐc na anafer-
joÔme ektenestera sta parap�nw eÐnai ìti oi metoqikoÐ deÐktec parousi�zoun apì th fÔsh touc
polÔ megalÔterh metablhtìthta apì touc omologiakoÔc deÐktec.

2.4 Par�gwga Proðìnta

Par�gwgo proðìn sta qrhmatooikonomik� onom�zetai èna sumbìlaio, h axÐa tou opoÐou exart�tai
apì thn axÐa k�poiou �llou basikìterou proðìntoc (upokeÐmeno proðìn). Ousiastik�, dhlad ,
prìkeitai gia èna axiìgrafo, h tim  tou opoÐou kajorÐzetai me �meso trìpo apì thn tim  tou
upokeÐmenou tÐtlou. Se k�je tètoio sumbìlaio up�rqoun dÔo antisumballìmenoi. O ènac èqei
th jèsh tou agorast  (long position) en¸ o �lloc èqei th jèsh tou pwlht  (short posi-
tion). Ta upokeÐmena proðìnta apì ta opoÐa proèrqetai èna par�gwgo mporeÐ na eÐnai eÐte
proðìnta pou tÐjentai upì diapr�gmateush se mÐa organwmènh deuterogen  agor�, ìpwc èna
qrhmatist rio, eÐte proðìnta pou den tÐjentai upì diapr�gmateush se organwmènec agorèc. Se
genikèc grammèc, ta upokeÐmena proðìnta mporeÐ na eÐnai sqedìn otid pote apì emporeÔsimec
metoqèc kai omìloga mèqri agrotik� proðìnta (p.q. sit�ri) kai mètalla (p.q. qrusìc).

• Ta pio gnwst� par�gwga proðìnta eÐnai:
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– Ta Projesmiak� Sumbìlaia

– Ta Sumbìlaia Mellontik c Ekpl rwshc

– Ta Dikai¸mata ProaÐreshc

2.4.1 Dikai¸mata proaÐreshc kai parastatik� dikai¸matoc
agor�c metoq¸n

To apotèlesma enìc sumbolaÐou mellontik c ekpl rwshc eÐnai na kajorÐsei s mera th
mellontik  tim  orismènwn tÐtlwn. Me �lla lìgia, h tim  sthn opoÐa ènac tÐtloc apoteleÐ
antikeÐmeno sunallag c sto mèllon eÐnai kleidwmèno sto s mera. Gia polloÔc lìgouc
autì mporeÐ na eÐnai akrib¸c ì, ti apaiteÐtai, all� gia �llouc eÐnai uperbolik� perioris-
tikì. 'Enac ependut c mporeÐ na eÐnai sÐgouroc perissìtero gia tic aux seic twn tim¸n
apì ì, ti gia tic mei¸seic, all�, wstìso, autì den eÐnai arketì gia thn prostasÐa apì
thn pt¸sh twn tim¸n. H lÔsh se aut  thn perÐptwsh eÐnai na agorasteÐ èna dikaÐwma
proaÐreshc, sthn perÐptwsh aut  èna dikaÐwma proaÐreshc p¸lhshc.
Mia epilog  pou dÐnei ston k�toqo to dikaÐwma, all� ìqi thn upoqrèwsh, na agor�sei  
na pwl sei ènan upokeÐmeno tÐtlo se kajorismènh tim  kat� th di�rkeia   prin apì mia
sugkekrimènh hmeromhnÐa. Autì to dikaÐwma parèqetai apì ton ekdìth   suggrafèa tou
dikai¸matoc proaÐreshc. 'Ena dikaÐwma proaÐreshc agor�c parèqei to dikaÐwma, all�
ìqi thn upoqrèwsh, na agor�soun ton tÐtlo, en¸ to dikaÐwma p¸lhshc dÐnei to dikaÐ-
wma, all� ìqi thn upoqrèwsh, na poul soun ton tÐtlo. Gia na na tejeÐ se isqÔ to
dikaÐwma na agor�c   na p¸lhshc, to dikaÐwma proaÐreshc prèpei na askeijeÐ. 'Ena Eu-
rwpaðkì dikaÐwma proaÐreshc mporeÐ na askhjeÐ mìno kat� thn hmeromhnÐa l xhc, en¸
èna Amerikanikì dikaÐwma proaÐreshc mporeÐ na askhjeÐ se opoiad pote stigm  prin apì
thn hmeromhnÐa l xhc. Se ant�llagma gia thn asf�leia h opoÐa prosfèretai apì to
dikaÐwma proaÐreshc, mia tim  prèpei na katablhjeÐ.
E�n, sthn hmeromhnÐa l xhc tou dikai¸matoc proaÐreshc, h tim  ektèleshc enìc dikai¸-
matoc agor�c xepern� thn tim  tou upokeÐmenou tÐtlou   h tim  ektèleshc enìc dikai¸-
matoc p¸lhshc eÐnai mikrìtero apì thn tim  tou upokeÐmenou tÐtlou tìte to dikaÐwma
proaÐreshc ja l xei qwrÐc axÐa. E�n ìmwc sthn hmeromhnÐa l xhc tou dikai¸matoc
proaÐreshc sumbeÐ to antÐjeto to dikaÐwma proaÐreshc ja l xei kai me axÐa Ðsh me th
diafor� metaxÔ thc tim c tou upokeÐmenou tÐtlou kai thc tim c �skhshc.
'Ena èntalma metoqikoÔ kefalaÐou eÐnai èna dikaÐwma proaÐreshc pou ekdÐdetai apì mia
epiqeÐrhsh na agor�sei èna sugkekrimèno arijmì metoq¸n thc en lìgw epiqeÐrhshc se
mia dedomènh tim  �skhshc, an� p�sa stigm  prin to èntalma ekpneÔsei. An to èntalma
askhjeÐ, h epiqeÐrhsh ekdÐdei nèec metoqèc sthn tim  �skhshc, aneb�zontac ètsi thn
epiplèon qrhmatodìthsh. 'Ena èntalma omolìgou eÐnai èna dikaÐwma proaÐreshc agor�c
gia perissìterec omologÐec thc etaireÐac. 'Ena èntalma èqei genik� megalÔterh di�rkeia
apì mia sumbatik  epilog .
Ta ent�lmata sun jwc sunart¸ntai se qreìgrafa, ìpwc ta omìloga. Merikèc forèc
eÐnai anapìspasta apì aut� ta mèsa kai ètsi mporoÔn na apotelèsoun antikeÐmeno sunal-
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lag c qwrist�, merikèc forèc eÐnai mh- aposp¸mena. Ta dikai¸mata agor�c metoq¸n
genik� den fèroun kanèna apì ta dikai¸mata twn metìqwn mèqri na askhjoÔn, gia
par�deigma, den plhr¸noun kanèna mèrisma kai de dÐnoun dikaÐwma y fou. Wstìso,
oi k�toqoi ent�lmatoc prostateÔontai apì tic allagèc thc up�rqousac tim c thc meto-
q c ìpwc autèc prokÔptoun apì thn èkdosh nèwn metoq¸n   tic diasp�seic metoq¸n se
merÐsmata, mèsw antÐstoiqhc prosarmog c thc tim c �skhshc tou ent�lmatoc, to Ðdio
isqÔei kai gia ta sun jh dikai¸mata proaÐreshc.

2.5 Enallaktikèc EpendÔseic

Oi enallaktikèc ependÔseic kai oi enallaktikèc ependutikèc strathgikèc blèpe David
Blake-Pension Finance (2006) eÐnai mia nèa kathgorÐa twn ependÔsewn kai strathgik¸n
pou anadÔjhke stic arqèc tou 1990.

Oi enallaktikèc ependÔseic oi opoÐec apoteloÔn mia apì tic pènte kÔriec morfèc di-
aqeÐrishc axiogr�fwn eÐnai:

– energhtikì isozÔgio

– apìluth apìdosh

– diaqeÐrish energhtikoÔ - pajhtikoÔ

– energèc eidikèc qrhmatisthriakèc sunallagèc

– pajhtik 

2.5.1 Strathgikèc dhmìsiac agor�c

– Susthmatik  diapragm�teush. O diaqeirist c tou tameÐou paÐrnei mia kateujunt ria
�poyh twn agor¸n pou basÐzontai se montèla twn upologist¸n pou enswmat¸noun
tic t�seic thc agor�c kai thc sumperiforik c yuqologÐac.

– Taktik  sunallag¸n. O diaqeirist c tou tameÐou epiqeireÐ na prosdiorÐsei touc
kÔriouc par�gontec (p.q. epitìkia kai sunallagmatikèc isotimÐec) pou kajorÐzoun
tic auxomei¸seic tim¸n twn axiogr�fwn.

– Tomèac biomhqanik¸n ependÔsewn. Ta kef�laia aut� ependÔontai se kinhtèc axÐec
biomhqani¸n pou parousi�zoun meg�lh an�ptuxh wc apotèlesma twn teqnologik¸n
exelÐxewn.

– Metatrèyimh kerdoskopÐa. Autì perilamb�nei thn agor� enìc metatrèyimou omolì-
gou kai thc sÔntomhc p¸lhshc twn upokeimènwn metoq¸n. To tameÐo lamb�nei tìso
to koupìni gia to omìlogo kai th diafor� metaxÔ thc tim c tou to metatrèyimou kai
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thc anoikt c p¸lhshc. Aut  eÐnai mia strathgik  agor� pou qrhsimopoieÐtai ìtan
h agor� èqei ptwtik  t�sh kai prokÔptei kèrdoc epeid  to kèrdoc apì thn anoikt 
p¸lhsh eÐnai sun jwc megalÔtero.

O ìroc kerdoskopÐa shmaÐnei h agor� enìc tÐtlou kai h �mesh metap¸lhs  tou se uyh-
lìterh tim .

– Sunallag  qartofulakÐou. O stìqoc eÐnai na agorasteÐ to kal�ji twn upokeÐ-
menwn metoq¸n pou perilamb�nei èna deÐkth idÐwn kefalaÐwn thc agor�c kai na
pwleÐtai tautìqrona to sumbìlaio mellontik c ekpl rwshc sÔmfwna me to deÐkth
autì, an h diafor� metaxÔ twn sumbolaÐwn mellontik c ekpl rwshc kai twn twn
tim¸n toic metrhtoÐc uperbaÐnei to kìstoc daneismoÔ twn kefalaÐwn gia na ago-
rasteÐ to kal�ji twn metoq¸n, met� thn afaÐresh twn merism�twn pou lamb�nontai
apì tic metoqèc kat� th di�rkeia thc ekmet�lleushc perÐodo kat� thn opoÐa sumbì-
laio mellontik c ekpl rwshc wrim�zei. Aut  h diafor� metaxÔ tou antiproswpeÔei
to kèrdoc apì th sunallag  sth l xh.

2.6 AkÐnhth PeriousÐa

Ewc t¸ra analÔsame ta Periousiak� StoiqeÐa qrhmatoikonomik c fÔsewc sta opoÐa m-
poreÐ na ependÔsei èna TameÐo.'Ena tameÐo dÔnatai ìmwc na ependÔsei kai se Periousiak�
StoiqeÐa AkÐnhthc PeriousÐac (Real Assets). Ta pio basik� ek twn opoÐwn eÐnai:

– AkÐnhta-SpÐtia

Ta pio basik� eÐdh akin twn sta opoÐa ependÔoun ta tameÐa eÐnai kurÐwc emporik� akÐn-
hta kaj¸c kai epaggelmatik� akÐnhta pq èna grafeÐo.Se kammÐa perÐptwsh ìmwc den
ependÔontai kef�laia se katoikÐsima akÐnhta.Stìqoc tou tameÐou apì mÐa tètoia epèn-
dush eÐnai h paragwg  stajeroÔ eisod matoc apì thn enoikÐash twn parap�nw kaj¸c kai
to ìfeloc pou apokomÐzoun apì mÐa endeqìmenh aÔxhsh thc emporik c axÐac mia tètoiac
agor�c pou epitugq�netai me thn p�rodo tou qrìnou.

– G -Oikìpeda

Kat� th dekaetÐa 1970 ta perissìtera tameÐa  tan jermoÐ ependutèc se agrotikèc ek-
t�seic prosblèpontac apodìseic apo thn enoikÐash aut¸n. Praktik� tetoiou eÐdouc
ependÔseic leitourgoÔn wc mÐa èmmesh antist�jmish stic diakum�nseic tou plhjwrismoÔ.
'Etsi loipìn ìtan o plhjwrismìc brÐsketai se uyhl� epÐpeda tètoiu eÐdouc ependÔseic
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gia ta tameÐa jewroÔntai idiaÐtera kerdofìrec. Stic peript¸seic ìmwc pou o plhjwris-
mìc brÐsketai se qamhl� epÐpeda sunnep¸c den èqoume diakum�nseic se epitìkia kai se
qrhmatoikonomikèc apodìseic ta perisousiak� stoiqeÐa qrhmatooikonomik c fÔsewc fan-
t�zoun wc mÐa pio eklkutik  kai kerdofìra lÔsh. To parap�nw poiotikì sumpèrasma
 tan Ðswc autì pou èpaixe shmantikì rìlo kai ètsi poll� tameÐa se periìdouc qamhloÔ
plhjwrismoÔ pwloÔsan thn gh qamhl c emporik c axÐac.

2.7 MontelopoÐhsh twn Periousiak¸n StoiqeÐ-
wn tou TameÐou me b�sh thn KÐnhsh Brown

Stic prohgoÔmenec paragr�fouc analÔsame èna mèroc periousiak¸n stoiqeÐwn diafìrwn
morf¸n sta opoÐa èna tameÐo mporeÐ na ependÔsei. Sthn par�grafo auth ja asqolhjoÔme
me ekeÐna ta periousiak� stoiqeÐa qrhmatooikonomik c fÔsewc kai ja prospaj soume na
ta montelopoi soume me b�sh thn KÐnhsh Brown. ParadeÐgmata tètoiwn periousiak¸n
stoiqeÐwn eÐnai ta omìloga,, oi metoqèc, ènac omologiakìc   metoqikìc deÐkthc klp.
KrÐnetai skìpimo epomènwc na k�noume mÐa eisagwg  stic ènnoiec sto sugkekrimèno
montèlo, oi opoÐec ja mac bohj soun kai sthn katanìhsh twn parak�tw kefalaÐwn.

2.7.1 Istorik  Anadrom 

To montèlo thc Gewmetrik c KÐnhshc Brown èqei proèljei apì to èrgo tou G�llou
majhmatikoÔ Luis Bachelier o opoÐoc kai to eÐqe prwtodiatup¸sei stic arqèc tou 20ou
ai¸na kai h prwtarqik  tou qr sh aforoÔse thn katanìhsh thc timolìghshc parag¸g-
wn proðìntwn. To montèlo autì epan lje sthn dekaetÐa tou '60 apì ton amerikanì
oikonomolìgo kai NompelÐsta Paul Samuelson kai apotèlese thn b�sh gia thn melèth
timolìghshc parag¸gwn sumbolaÐwn apì touc Fisher Black, Myron Scholes, Robert
Merton thn dekaetÐa tou '70 h opoÐa kai q�rise to brabeÐo Nobel stouc dÔo teleutaÐouc.
Sthn ousÐa h KÐnhsh Brown eÐnai mia stoqastik  diadikasÐa (dhl. mÐa sullog  tuqaÐwn
metablht¸n) ton orismì kai tic idiìthtec thc opoÐac ja prospaj soume na analÔsoume
stic epìmenec paragr�fouc.

2.7.2 Orismìc thc monodi�stathc kÐnhshc Brown

H stoqastik  diadikasÐa B(t) onom�zetai kÐnhsh Brown efìson oi tuqaÐec metablhtèc
B(t), gia t ∈ R ikanopoioÔn tic parak�tw idiìthtec:

1. H metabol  thc B(t) gia mikrèc metabolèc thc paramètrou t eÐnai suneq c, dhlad 
h sun�rthsh B(t) eÐnai suneq c sun�rthsh tou t.
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2. Oi metabolèc thc B(t) eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc dhlad  oi tuqaÐec
metablhtèc B(t4)−B(t3) kai B(t2)−B(t1) eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc
gia t1 < t2 < t3 < t4.

3. Oi metabolèc thc KÐnhshc Brown eÐnai kanonik� katanemhmènec tuqaÐec metablhtèc
ètsi ¸ste B(t+ s)−B(t) ∼ N(0, s)

Sundu�zontac grammikoÔc sqediasmoÔc me stajeroÔc ìrouc kai thc kÐnhshc Brown ja
mporoÔsame na odhghjoÔme se stoqastikèc diadikasÐec genikìterhc morf c ìpwc:

X(t) = bt+ σB(t) ∼ N(bt, σt)

Up�rqoun epÐshc kai mh grammik� montèla thc kÐnhshc Brown ta opoÐa parousi�zoun
exÐsou meg�lo endiafèron sto tomèa thc sugqronhc qrhmatooikonomik c.
Sthn parak�tw par�grafo ja qrhsimopoi soume ta parap�nw gia mÐa metoq  èstw pe-
riousiakì stoiqeÐo enìc upojetikoÔ tameÐou to opoÐo èqei ependÔsei sth metoq  kai ja
analÔsoume thn mellontik  apìdosh kaj¸c kai ta apotelèsmata pou ja prokÔyoun.

2.7.3 MontelopoÐhsh enìc periousiakoÔ stoiqeÐou

To montèlo thc Gewmetrik c KÐnhshc Brown gia thn tim  mÐac metoq c proôpojètei
thn upìjesh ìti h tim  thc metoq c metab�lletai suneq¸c sto qrìno kai parousi�zei
suneqeÐc auxomei¸seic oi opoÐec ofeÐlontai stic suneqeÐc metaballìmenec sunj kec thc
Agor�c dhlad  sth metabol  thc prosfor�c kai z thshc tou sugkekrimènou qreogr�fou.
Ac upojèsoume loipìn ìti S(t) eÐnai h tim  thc en lìgw metoq c thn qronik  stigm  t
kai jèloume na problèyoume thn tim  thc metoq c aut c gia thn qronik  metabol  apì
t ewc t+ ∆t .
SÔmfwna me ta parap�nw h posostiaÐa apìdosh ja akoloujeÐ ton parak�tw pijanojew-
rhtikì nìmo:

S(t+ ∆t)− S(t)/S(t) ∼ µ∆t+ σ(B(t+ ∆t)−B(t))

  alli¸c ekfrasmèno wc:

S(t+ ∆t)− S(t)/S(t) ∼ µ∆t+ σ
√

∆tξ

ìpou me ξ sumbolÐzoume mÐa tuqaÐa metablht  tètoia ¸ste na isqÔei ξ ∼ N(0, 1)
Ean upojèsoume t¸ra ìti ∆t→ 0 dhlad  jèloume na melet soume th stigmiaÐa metabol 
thc apìdoshc tou parap�nw qreogr�fou pou ependÔjhke se èna upojetikì tameÐo tìte
eÔkola apodeiknÔetai h aplopoÐhsh twn parap�nw kai prokÔptei ìti:

ln

(
S(t)

S(t0)

)
∼ N

(
(µ− 1

2
σ2)(t− t0), σ(t− t0)

)
(2.1)

'Ena shmantikì qaraktiristikì pou sumperaÐnoume apì ta parap�nw eÐnai ìti h tim 
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thc metoq c thn qronik  stigm  t, akoloujeÐ thn logarijmikokanonik  (Lognormal)
katanom  me puknìthta pijanìthtac pou ekfr�zetai wc:

f(x;µ
′
, σ
′2) =

1

xσ′
√

2π
exp

(
−(ln(x)− µ′)2

2σ′2

)
(2.2)

SumbolÐzontac me U mia nèa tuqaÐa metablht  ìpou ja isqÔei U = ln (X) sumperaÐnoume
ìti ja eÐnai kanonik� katanemhmènh me mèso µ

′
kai diaspor� σ

′2. Oi mèsh tim  kai h
diakÔmansh thc tuqaÐac metablht c Q dÐnetai apì touc parak�tw tÔpouc:

E[X] = exp

(
µ
′
+
σ
′2

2

)
,

V ar(X) = exp
(

2µ
′
+ σ

′2
) [

exp(σ
′2)− 1

]
Epilègontac to montèlo thc sqèshc (2, 1) kai efìson dieukrinÐsame ìti sto sugkekrimèno
epilegmèno montèlo èqoume logarijmokanonik  katanom  ja qrhsimopoi soume tic ex c
paramètrouc:

µ1 = µ(t− t0)− 1

2
σ2(t− t0)

kai
σ1 = σ(t− t0)

H epilog  tou sugkekrimènou montèlou gia thn perigraf  twn tim¸n thc metoq c mac
dÐnei thn polÔ shmantik  idiìthta oi timèc na paramènoun p�nta jetikèc se antÐjesh me
to aplopoihmèno montèlo thc kÐnhshc Brown sto opoÐo pijan¸c oi timèc na mporoÔn na
p�roun kai arnhtikèc timèc, pr�gma pou praktik� den ufÐstatai. Se pollèc peript¸seic
ìmwc p.q gia mikr� qronik� diast mata   se polÔ mikrèc metabolèc twn tim¸n h kanonik 
katanom  ìpwc parap�nw èiqame upojèsei mporeÐ na eÐnai mia arket� kal  prosèggish
thc logarijmokanonik c katanom c kai dÔnatai na qrhsimopoihjeÐ gia dieukìlunsh.
EÐnai polÔ shmantikì na anafèroume epÐshc mia �krwc endiafèrousa idiìthta tou mon-
tèlou dhlad  ìti sÔmfwna me to montèlo h pijanìthta na brejeÐ h metoq  thn qronik 
stigm  t sthn tim  S(t) = x upojètontac ìti melet�me thn poreÐa twn tim¸n tou qreì-
qartou sthn agor� se qronikì d�sthma [0, u], gia u < t mporeÐ na qarakthristeÐ mìno
apì thn telik  tim  S(u) pou p re h metoq  thn qronik  stigm  u. Autì pou praktik�
mporoÔme na sumper�noume eÐnai ìti h sumperifor� pou kajorÐzei thn tim  thc sug-
kekrimènhc metoq c q�netai gia to qronikì di�sthma [0, u] kai to trìpo plèon pou ja
sumperifèretai h tim  thc metoq c kajorÐzetai mìno apì thn telik  tim  S(u).
H parap�nw idiìthta onom�zetai idiìthta Markov eÐnai polÔ shmantik  kai bohj� idiaÐt-
era sthn aplopoÐhsh tou montèlou all� de ja qreiasteÐ na d¸soume peraitèrw èmfash
sta parap�nw.
DÔo shmantik� apotelèsmata thc kÐnhshc Brown eÐnai ta parak�tw:
Apotèlesma 1: An h B(t) eÐnai mia monodi�stath kÐnhsh Brown tètoia ¸ste B0 = 0
tìte:
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Sq ma 2.1: MÐa tuqaÐa troqi� thc KÐnhshc Brown

E [f (Bt)] =
1√
2πt

∫ ∞
−∞

f(y) exp

(
−y

2

2t
dx

)
(2.3)

H mèsh tim  lamb�netai wc proc to mètro Wiener pou ep�getai apì thn kÐnhsh Brown
kai xekin�ei sto 0.
Apotèlesma 2: An h B(t) eÐnai mia monodi�stath kÐnhsh Brown tètoia ¸ste B0 = x
tìte:

E[f (Bt)] =
1√
2πt

∫ ∞
−∞

f(y) exp

(
−(y − x)2

2t

)
dx (2.4)

H mèsh tim  lamb�netai wc proc to mètro Wiener pou ep�getai apì thn kÐnhsh Brown
kai xekin�ei sto x.
EÔkola apì ta parap�nw apodeiknÔetai ìti:

E[Bt] = x

kai antÐstoiqa,
E[(Bt − x)2] = t

EpÐshc isqÔei ìti:

E[f (Bt)] = E[f (x+Bt)] =
1√
2πt

∫ ∞
−∞

f (x+ y) exp

(
−y

2

2t

)
dx
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'Etsi loipìn èna aplopoihmèno montèlo gia thn tim  thc metoq c pou perigr�foume para-
p�nw eÐnai ìti h tim  St thc metoq c thn qronik  stigm  t ja eÐnai thc morf c :

St = S0 exp

(
(r − σ2

2
)t+ σBt

)
(2.5)

ìpou r kai σ eÐnai jetikèc pragmatikèc stajerèc, h S0 mÐa nteterministik  arqik  sunj kh
gia thn tim  thc metoq c kai Bt mia monodi�stath kÐnhsh Brown. 'Etsi loipìn k�tw apì
to mètro ìti h Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown, tìte gia thn mèsh tim  thc St isqÔei genikeumèna
ìti:

E[St] =
1√
2πt

∫ ∞
−∞

S0 exp

(
(r − σ2

2
)t+ σx

)
exp

(
−x

2

2t

)
dx

=
S0√
2πt

exp

(
(r − σ2

2
)t

)∫ ∞
−∞

exp

(
−x

2

2t
) + σx

)
dx

= S0 exp(rt)

(2.6)

Apì ton parap�nw tÔpo sumperaÐnoume ìti h stoqastik  diadikasÐa St den eÐnai mÐa
Martingale efìson gia mÐa Martingale ja èprepe na isqÔei ìti E[St] = E[S0] to opoÐo
fusik� den isqÔei efìson exp(rt) 6= 1

2.7.4 H qarakthristik  Sun�rthsh thc KÐnhshc Brown

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc KÐnhshc Brown mporoÔme na upologÐsoume thn qarak-
thristik  sun�rths  thc kaj¸c kai thn qarakthristik  sun�rthsh twn metabol¸n thc.
Ja upologÐsoume pr¸ta thn qarakthristik  sun�rthsh twn metabol¸n thc KÐnhshc
Brown.

φBt−Bs(λ) = E[exp (iλ(Bt −Bs))] =

∫ ∞
−∞

1√
2π(t− s)

exp

(
− x2

2(t− s)

)
exp(iλx)dx

Gia ton upologismì tou parap�nw oloklhr¸matoc arkeÐ na gr�youme thn posìthta pou
eÐnai mèsa san èna tèleio tetr�gwno dhlad :

iλx− x2

2(t− s)
= −(x− iλ(t− s))2

2(t− s)
− λ2(t− s)

2

antikajist¸ntac upologÐzoume telik� ìti:

φBt−Bs(λ) = exp

(
−λ

2(t− s)
2

)
O upologismìc thc qarakthristik c sun�rthshc eÐnai polu shmantikìc kaj¸c mac epitrèpei
na upologÐzoume tic poluwnimikèc ropèc. Autì mporeÐ na epiteuqjeÐ paÐrnontac tic
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parag¸gouc thc φBt−Bs(λ) wc proc λ kai jètoume λ = 0 'Etsi loipìn mporoÔme eÔkola
gia par�deigma na upologÐsoume ìti:

E[(Bt −Bs)
4] = 3(t− s)2

Gia thn qarakthristik  sun�rthsh thc KÐnhshc Brown jètontac s = 0 sthn parap�nw
sqèsh paÐrnoume ìti:

φBt−Bs(λ) = exp

(
−λ

2(t− s)
2

)

2.7.5 Upì Sunj kh Mèsh tim  twn tim¸n thc Metoq c

Apì thn sqèsh (2,5) eÐqame jewr sei ìti h tim  thc metoq c th qronik  stigm  t ja
dÐnetai apì th sqèsh:

St = S0 exp

(
(r − σ2

2
)t+ σBt

)
ìpou r kai σ jetikèc pragmatikèc stajerèc kai Bt eÐnai mia monodi�stath KÐnhsh Brown.
H upì sunj kh mèsh tim  loipìn th sumbolÐzoume wc E[St+T |Ft] .
Enallaktik� o parap�nw tÔpoc gr�fetai:

St+T = St exp

(
(r − σ2

2
)T + σ(Bt+T −Bt)

)
kai qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc mèshc tim c katal goume ìti :

E[St+T |Ft] = St exp

(
(r − σ2

2
)

)
E[exp(σ(Bt+T −Bt)) |Ft]

Apì tic idiìthtec thc KÐnhshc Brown gnwrÐzoume ìti h metabol Bt+T−Bt eÐnai anex�rthth
apì thn Ft sunep¸c:

E[exp(σ(Bt+T −Bt)) |Ft] = E[exp(σ(Bt+T −Bt))

=
1√
2πt

∫ ∞
−∞

exp(σx) exp

(
−x

2

2τ

)
dx = exp

(
σ2τ

2

)
(2.7)

Me antikat�stash twn parap�nw dÔo sqèsewn katal goume ìti h upì sunj kh mèsh
tim  gia thn tim  thc metoq c ja dÐnetai kai apì thn polÔ shmantik  sqèsh:

E [St+T |Ft] = St exp(rτ) (2.8)
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2.7.6 MontelopoÐsh n Periousiak¸n StoiqeÐwn

Sthn par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me thn kataskeu  enìc montèlou b�sh thc K-
inhshc Brown ìqi gia thn tim  mÐac metoq c all� gia to sÔnolo twn tim¸n poll¸n
metoq¸n.
EÐnai logikì oi timèc twn diaforetik¸n aut¸n qreìqartwn na mhn ephre�zontai mìno apì
èna stoqastikì par�gonta ìpwc upojèsame stic prohgoÔmenec paragr�fouc all� apì
polu�rijmouc kai poikÐlouc diaforetikoÔc par�gontec. 'Etsi loipìn gia na kataskeu�-
soume èna tètoio sÔnjeto montèlo to opoÐo fusik� ja èqei poll� koin� qarakthristik�
se sqèsh me to mìntèlo thc monodi�stathc kÐnhshc Brown eÐnai shmantikì na orÐsoume
thn ènnoia mÐac poludi�stathc KÐnhshc Brown.
Orismìc poludi�stathc KÐnhshc Brown: JewroÔme d anex�rthtec kin seic
Brown tètoiec ¸ste B1(t), . . . , Bd(t).
H stoqastik  diadikasÐa Bt = (B1(t), . . . , Bd(t)) ∈ Rd onom�zetai mÐa d−di�stath
KÐnhsh Brown.'Etsi loipìn gia n arijmì periousiak¸n stoiqeÐwn pou ependÔontai jew-
rhtik� se èna upojetikì tameÐo ja isqÔei ìti:S1(t), . . . , Sn(t) ja eÐnai mia seir� apì èna
sÔnolo monodi�statwn Kin sewn Brown kai ja isqÔoun oi akìloujec idiìthtec:

1. An t0 < t1 < . . . < tn, tìte oi tuqaÐec metablhtèc Bt0 , Bt1 − Bt0 , . . . , Btn − Btn−1

eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc.

2. An s, t ≥ 0 tìte:

P (Bs+t −Bs ∈ A) =

∫
A

1

(2πt)d/2
exp

(
−|x|

2

2t

)

Oi aux seic thc KÐnhshc Brown eÐnai katanemhmènec me thn kanonik  katanom  se
d− diast�seic.

3. Oi troqièc thc KÐnhshc Brown eÐnai suneqeÐc me pijanìthta 1, dhlad  h sun�rthsh
t→ Bt eÐnai suneq c.

Oi treÐc autèc idiìthtec orÐzoun sthn ousÐa mÐa kai monadik  stoqastik  diadikasÐa.
H poludi�stath kÐnhsh Brown èqei poll� koin� qarakthristik� me thn monodi�stath
KÐnhsh Brown pou perigr�yame stic prohgoÔmenec paragr�fouc. 'Etsi loipìn mporoÔme
na sumper�noume ìti an genik� mÐa Xt eÐnai mÐa KÐnhsh Brown kai Gt = σ(Xs, s ≤ t) h
di jhsh pou par�getai apì aut  tìte ja isqÔoun oi akìloujec sunj kec:

1. X0 = 0

2. Oi troqÐec thc Xt eÐnai suneqeÐc sunart seic tou qrìnou.

3. H Xt ja eÐnai mÐa Matingale wc proc th di jhsh (Filtration) Gt = σ(Xs, s ≤ t)

4. OiXi,tXj,t−δi,jt, i, j = 1, . . . d eÐnai Martingale wc proc th di jhsh Gt = σ(Xs, s ≤
t) kai ìpou δi,j orÐzoume to dèlta tou Kronecker.
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Apì tic parap�nw diadikasÐec mporoÔme na fti�xoume pio perÐploka montèla stoqastik¸n
diadikasi¸n montelopoÐhshc ìpwc gia par�deigma:

Xj(t) =
d∑

κ=1

ρjkBκ(t), j = 1, . . . ,m

Kai gia to parap�nw montèlo eÔkola apodeiknÔetai ìti:

E[Xj(t)] = 0

kai antÐstoiqa ìti:

E[Xi(t)Xj(t)] =
d∑

κ=1

d∑
l=1

ρiκρjlE[Bi(t)Bj(t)] = t
d∑

κ=1

ρiκρjk

O pÐnakac Σ = (Σij), i, j = 1, . . . ,m ta stoiqeÐa tou opoÐou orÐzontai wc Σij =∑d
κ=1 ρiκρjk, eÐnai o pÐnakac sundiakum�nsewn twn parap�nw perigrafomènwn diadikasi¸n

dhl: Xj(t) me j = 1, . . . , t.
'Etsi loipìn mporoÔme kai se autì to poludi�stato montèlo na dhmourg soume mh gram-
mikèc sunart seic twn diadikasi¸n, pou sthn ousÐa ja apoteloÔn montèla gia parap�nw
apì mÐa metoq  èstw n gia par�deigma periousiak� stoiqeÐa pou ependÔei plèon èna
tameÐo.
Se aut n th perÐptwsh ja qreiastoÔme tìso arijmì stoqastik¸n diadikasi¸n ìsoc ja eÐ-
nai kai arijmìc twn periousiak¸n stoiqeÐwn pou ependÔontai, sthn perÐptwsh pou jèsame
parap�nw dhl n. Ja èqoume loipìn n stoqastikèc diadikasÐec {Si(t)} me i = 1, . . . , t
ìpou me Si(t) sumbolÐzoume thn tim  tou periousiakoÔ stoiqeÐou i thn qronik  stigm  t.
H tim  twn periousiak¸n stoiqeÐwn ja jewr soume ìti ephre�zetai apì m par�gontec
thc oikonomÐac Xj.

'Etsi loipìn oi genikeumènh morf  thc gewmetrik c kÐnhshc Brown ja eÐnai thc morf c:

Si(t) = exp

(
vit+

m∑
j=1

σjXj(t)

)
(2.9)

oi suntelestèc σj prosdiorÐzoun to pwc oi diaforetikoÐ par�gontec thc oikonomÐac
ephre�zoun thn exèlixh twn tim¸n enìc periousiakoÔ stoqeÐou i ependedumènou sto
tameÐo.
Enallaktik� ja mporoÔsame na gr�youme thn parap�nw genikeumènh morf  thc gewmetrik -
c kÐnhshc Brown wc:

Si(t) = exp

(
vit+

d∑
j=1

σijBj(t)

)
(2.10)
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Sq ma 2.2: DÔo tuqaÐec troqièc thc KÐnhshc Brown me diaforetikèc paramètrouc

ìpou oi suntelestèc vi mporoÔn na ekfrastoÔn wc:

vi = µi −
1

2

m∑
j=1

σijσji

'Ena endiafèron beltistopoihmèno montèlo b�sh tou opoÐou jewreÐtai apì polloÔc ere-
unhtèc ìti eÐnai ikanopoihtikì gia tic timèc metoqik¸n kai omologiak¸n deikt¸n jewreÐtai
to montèlo twn Cox − Ingersol kai Ross. 'Estw loipìn ìti èqoume ependÔsei se ènan
metoqikì deÐkth gia par�deigma ton Cac 40. H tim  tou deÐkth th qronik  stigm  t, Xt

ja perigr�fetai pia apì èna diaforopoihmèno stoqastikì montèlo to opoÐo ja eÐnai thc
morf c:

∆X(t) = λ(X(t)− κ)∆t+ µ
√
X(t)∆B(t)

ìpou λ, κ, µ eÐnai stajerèc.
To sugkekrimèno montèlo èqei arketèc omoiìthtec me to montèlo thc Gewmetrik c KÐnhsh-
c Brown me dioforetik  ìmwc metablhtìthta kai me thn diafor� ìti o ìroc pou kajorÐzei
sthn ousÐa thn mèsh tim  twn Xt ja eÐnai meiwmènoc kat� th stajer� λκ. Oi apodìseic
tou deÐkth Cac 40 metaxÔ twn qronik¸n stigm¸n t kai t+ δt ja orÐzontai apì thn apl 
sqèsh apìdoshc wc:

R(t) =
X(t+ δt)−X(t)

X(t)

H ter�stia dieukìlunsh genik� pou prosfèroun tètoiou eÐdouc montèla stic problèyeic
gia tic tÐmec twn ependuìmenwn periousiak¸n stoiqeÐwn se suntaxiodotik� tameÐa genik�
eÐnai ìti mèsw tou hlektronikoÔ upologist  mporoÔme na trèxoume polu�rijma tètoia
sen�ria an�loga me tic di�forec katast�seic pou epikratoÔn se mÐa oikonomÐa. EÐnai
autonìhto ìti èna apo ìla aut� ta sen�ria ja pragmatopoihjeÐ sthn pragmatikìthta
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all� autì pou k�nei th sugkekrimènh diadikasÐa tìso praktik  kai qr simh eÐnai ìti
eÐmaste ek twn protèrwn en meroi sqetik� me ìla ta pijan� kai upoy fia sen�ria pou
mporoÔn na pragmatopoihjoÔn kai ètsi mporoÔme praktik� na ta stajmÐsoume kaj¸c kai
na ektim soume kindÔnouc an�loga me thn katanom  pijanot twn pou ja prokÔyei apo
to ek�stote stoqastikì montèlo pou ja epilèxoume.
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Kef�laio 3

Upoqre¸seic tou TameÐou

3.1 Mèjodoi ApotÐmhshc

3.1.1 Mèjodoc thc pistwtik c mon�dac (Unit Credit)

Wc shmeÐo anafor�c lamb�noume upìyhn mac thn hmeromhnÐa apotÐmhshc. 'Etsi loipìn
jewroÔme oti h analogistik  upoqrèwsh thn hmeromhnÐa aut  ja eÐnai Ðsh me thn suss-
wreumènh upoqrèwsh apì thn hmeromhnÐa eisagwg c (entry age) èwc thn hmeromhnÐa
apotÐmhshc. Sthn Unit Credit den qrhsimopoioÔme misjologik  klÐmaka.

'Etsi loipìn h analogistik  upoqrèwsh (Actuarial Liability) gia ènan asfalismèno h-
likÐac x ja eÐnai:

ALx = Bx
Dr

Dx

α̈(12)
r

  enallaktik�

ALx = Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

Ousiastik� autì pou mac deÐqnei h analogistik  upoqrèwsh eÐnai oti to kanonikì kìstoc
(Normal Cost) ja eÐnai Ðso me

NCx = bx ·
Dr

Dx

· α̈(12)
r

  enallaktik�
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NCx = bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

Gia eukolÐa èqoume qrhsimopoi sei thn sun�rthsh metatrop c

Dx = lx · ux

ìpou u eÐnai o proexoflhtikìc par�gontac kai isoÔtai me
1

1 + i
.

Sthn ousÐa ìpwc mac deÐqnei h sun�rthsh tou KanonikoÔ Kìstouc, parathroÔme ìti
to kanonikì kìstoc leitourgeÐ san apìsbesh gia thn paroÔsa axÐa twn mellontik¸n
paroq¸n PV FBa apì thn hlikÐa α èwc thn hlikÐa suntaxiodìthshc r.
Endeiktik� h sqèsh aut  ja eÐnai Ðsh me

PV FBa =
r−1∑
t=α

NCt · ut−a ·t−α pTα

'Etsi loipìn apodeiknÔetai ìti

Br · ur−α ·r−α pTα · α̈(12)
r =

r−1∑
t=α

(bt · ur−t ·r−t pTt · α̈(12)
r ) · ut−α ·t−α pTα

qrhsimopoi¸ntac th sqèsh

r−tp
T
t ·t−a pTa =r−a p

T
a

paÐrnoume thn exÐswsh

Br =
r−1∑
t=α

bt

'Etsi loipìn h sunolik  analogistik  upoqrèwsh ìlwn twn asfalismènwn ja eÐnai Ðsh
me

TAL =
∑

Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

H parap�nw exÐswsh isqÔei gia ìlouc touc asfalismènouc enìc tameÐou pou brÐskontai
sthn hlikÐa x.
To antÐstoiqo sunolikì Kanonikì Kìstoc (Normal Cost ) ja eÐnai Ðso me
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TNC =
∑

NCx =
∑

Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

H sqèsh pou sundèei thn analogistik  upoqrèwsh me to kanonikì kìstoc eÐnai

ALx
NCx

=
Bx

Dτ
r

Dx

α̈(12)
r

bx
Dτ
r

Dx

α̈(12)
r

=
Bx

bx

3.1.2 Mèjodoc thc Probeblhmènhc Pistwtik c Mon�dac
(Projected Unit Credit)

Sthn Mèjodo thc Probeblhmènhc Pistwtik c Mon�dac (Projected Unit Credit) qrhsi-
mopoioÔme kapoia sugkekrimènh upìjesh gia thn misjologik  klÐmaka tou asfalismè-
nou.An upojèsoume ìti h paroq  einai stajer  kajìlh th diarkeia tou ergasiakoÔ bÐou
tou asfalismènou, tìte h probeblhmènh paroq  katanèmetai omoiìmorfa kat� th di-
arkeia thc uphresÐac tou asfalismènou.'Etsi loipìn jewroÔme thn paroq  wc pososti-
aÐa sun�rthsh tou misjoÔ (x).

'Etsi loipìn isqÔei ìti

Bx = ξ · Sr−1 · (x− a)

H analogistik  upoqrèwsh ja eÐnai Ðsh me

ALx = Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

en¸ to Kanonikì Kìstoc (Normal Cost) ja eÐnai Ðso me

NCx = bx ·
Dr

Dx

· α̈(12)
r

'Etsi loipìn h sunolik  analogistik  upoqrèwsh gia mia om�da asfalismènwn pou
brÐskontai sthn hlikÐa q ja einai

TAL =
∑

Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r
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kai to antÐstoiqo sunolikì Kanonikì Kìstoc gia aut  thn om�da asfalismènwn pou
brÐskontai sthn hlikÐa x ja eÐnai

TNC =
∑

NCx =
∑

Bx · ur−x ·r−x pTx · α̈(12)
r

3.2 ElaqistopoÐhsh twn kindÔnwn twn suntax-
iodotik¸n tameÐwn, mèsw twn eisfor¸n kai thc
epilog c qartofulakÐou

3.2.1 Eisagwg 

Me b�sh thn melèth twn Fombellida and Zapatero(2001), se èna prìgramma kajoris-
mènwn paroq¸n enìc sust matoc suntaxiodìthshc eÐnai sunhjismèno na efarmìzontai
oi gnwstèc Analogistikèc Mèjodoi Kìstouc, oi opoÐec epitrèpoun na prosdioristeÐ èna
idanikì posostì eisfor�c   èna kanonikì kìstoc kai to idanikì epÐpedo tou energhtikoÔ
tou tameÐou, kat� tètoio trìpo ¸ste na mporeÐ na antapexèljei stic upoqre¸seic pou
èqei apènanti stouc asfalismènouc k�je qronik  stigm . H parousÐa aprosdìkhtwn
katast�sewn mporoÔn na prokalèsoun diataraqèc sto pl�no tou TameÐou. Epiplèon, to
posostì eisfor�c prèpei na eÐnai to kanonikì kìstoc me epiplèon mia jetik    arnhtik 
aÔxhsh, to legìmeno sumplhrwmatikì kìstoc. To energhtikì tou tameÐou qtÐzetai mèsw
twn eisfor¸n kai twn prosìdwn apì tic ependÔseic. O rìloc epomènwc tou diaqeirist 
tou tameÐou eÐnai na elègqei tìso tic eisforèc ìso kai to posì pou ependÔetai se è-
na qartoful�kio apì n periousiak� stoiqeÐa pou emperièqoun kÐnduno kai èna akÐnduno
qreìgrafo.

Oi dÔo basikoÐ tÔpoi kindÔnwn pou antimetwpÐzei to suntaxiodotikì prìgramma eÐnai o
kÐndunoc tou posostoÔ eisfor�c (contribution rate risk ) kai o kÐndunoc feregguìthtac
(solvency risk). O pr¸toc metriètai sto mègejoc twn apoklÐsewn twn eisfor¸n apì to
kanonikì kìstoc kai èqei sqèsh me th stajerìthta tou sqedÐou. O deÔteroc kÐndunoc
metriètai mèsw thc ak�lupthc analogistik c upoqrèwshc kai mporeÐ na qrhsimeÔsei wc
deÐkthc thc asf�leiac tou sqedÐou.
Stìqoc eÐnai na elègqetai h stajerìthta kai h asf�leia tou suntaxiodotikoÔ progr�m-
matoc elaqistopoi¸ntac k�poio kurtì sunduasmì twn dÔo kindÔnwn. Me autìn ton
trìpo, h barÔthta ston kurtì sunduasmì metr�ei th sqetik  shmantikìthta tou kindÔ-
nou. H epÐteuxh thc lÔshc eÐnai mÐa Pareto beltistopoÐhsh enìc pollapl¸n stìqwn
probl matoc. Autì shmaÐnei ìti den mporeÐ na mei¸netai o ènac kÐndunoc, qwrÐc na
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aux�netai o �lloc. EpishmaÐnoume epÐshc ìti den epitrèpetai sto tameÐo den epitrèpetai
na probaÐnei se anoiktèc pwl seic qreogr�fwn.

'Ena �llo shmantikì qarakthristikì tou montèlou autoÔ eÐnai h parousÐa enìc mh
peperasmènou qronikoÔ orÐzonta. EpÐshc, ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou mporoÔn
na ependujoÔn se n+1 tÐtlouc, n apì touc opoÐouc akoloujoÔn susqetismènec gewmetrikèc
kin seic Brown. O tÐtloc pou den perièqei kÐnduno eÐnai stajerìc sto qrìno. Epomènwc
ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou upakoÔoun se mia stoqastik  diaforik  exÐswsh,
sten� sundedemènh me ekeÐnh pou prìteine o Merton (1971) gia thn epilog  qartofu-
lakÐou.

Oi Haberman kai Sung (1994) jewroÔn thn elaqistopoÐhsh enìc grammikoÔ sunduasmoÔ
twn proanaferìmenwn kindÔnwn se èna peperasmèno qronikì di�sthma, tìso se nteter-
ministik� ìso kai se stoqastik� plaÐsia. Oi suggrafeÐc den exet�zoun thn epèndush
wc mia suntelestik  metablht , all� ìla ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou ependÔon-
tai me apìdosh mh stajer , all� pou montelopoieÐtai apì mia tuqaÐa metablht . San
sunèpeia to prìblhma bèltistou elègqou eÐnai èna tetragwnikì grammikì, to opoÐo m-
poreÐ na lujeÐ. Parìlo pou sto prìblhma h antikeimenik  sun�rthsh eÐnai tetragwnik ,
h dunamik  eÐnai mh-grammik , ètsi to prìblhma elègqou eÐnai mh grammikì tetragwnikì.
Wstìso eÐnai efiktì na brejeÐ mia lÔsh kleistoÔ tÔpou gia to prìblhma bèltisthc di-
aqeÐrishc twn suntaxiodotik¸n tameÐwn.

O Brien (1987) analÔei èna stoqastikì prìblhma beltistopoÐhshc elègqou, to opoÐo
deÐqnei dÔo phgèc abebaiìthtac, tic apodìseic thc epèndushc kai to apotèlesma twn kata-
ballìmenwn pos¸n stouc asfalismènouc. O suggrafèac k�nei mia grammik  prosèggish
tou ekjetikoÔ montèlou tou tameÐou. 'Omwc kamÐa ependutik  apìfash den eÐnai diajèsimh
gia to diaqeirist , o opoÐoc jèlei na diathreÐtai ènac stajerìc lìgoc qrhmatodìthshc
sto tameÐo kai epizhteÐ mikr  diakÔmansh tou posostoÔ eisfor�c apì to mhdèn.

O Cairns (2000) epitugq�nei parìmoia apotelèsmata gia èna pio genikì prìblhma, ìpou
h sun�rthsh zhmi¸n eÐnai thc Ðdiac morf c me autì pou prìteinan oi Haberman kai
Sung (1994). O Cairns parèqei èna pio genikì plaÐsio gia th montelopoÐhsh kai ton
èlegqo twn suntaxiodotik¸n tameÐwn. JewreÐ n periousiak� stoiqeÐa me kÐnduno kai èna
qwrÐc kÐnduno, kaj¸c kaithn Ôparxh tuqaiìthtac stic paroqèc twn asfalismènwn. Den
up�rqei rht  anafor� oÔte sthn analogistik  upoqrèwsh, oÔte sto kanonikì kìstoc.
Ektìc apì thn perÐptwsh thc antikeimenik c tetragwnik c sun�rthshc, diereun�tai h
perÐptwsh thc dunamik c kai ekjetik c sun�rthshc. Epiplèon epitrèpontai oi periorismoÐ
sthn perÐptwsh twn periorism¸n wc proc tic eisforèc kai th strathgik  diaqeÐrishc
twn periousiak¸n stoiqeÐwn tou energhtikoÔ. 'Omwc den parèqetai apìdeixh gia th
beltistopoÐhsh sthn perÐptwsh thc Ôparxhc twn periorism¸n.
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3.2.2 Majhmatikì Montèlo

Sthn par�grafo aut  oi Fombellida and Zapatero(2001)upojètoun ìti ìlec oi metabl-
htèc pou aparijmoÔntai sto montèlo èqoun sqèsh me touc summetèqontec sto suntax-
iodotikì tameÐo. Upojètoun epÐshc ìti h analogistik  apotÐmhsh gia thn ektimhsh twn
kÔriwn stoiqeÐwn tou sqedÐou gÐnontai k�je stigm .
SumbolÐzoume me F (t) thn axÐa twn stoiqeÐwn tou energhtikoÔ tou tameÐou th qronik 
stigm  t, me C(t) to posostì eisfor�c, ¸ste na parèqontai ta sumfwnhjènta thn perÐodo
thc suntaxiodìthshc, me P tic kajorismènec paroqèc gia ìlouc touc summetèqontec, me
NC to kanonikì kìstoc, me AL tic analogistikèc upoqre¸seic, me UAL tic ak�luptec
analogistikèc upoqre¸seic , dhlad  th diafor� metaxÔ twn AL kai F (t), me SC to
sumplhrwmatikì kìstoc  toi h diafor� metaxÔ twn C(t) kai NC.
'Estw ìti oi timèc twn P , NC kai AL, eÐnai stajerèc. Autì dikaiologeÐtai apì touc
Haberman kai Sung (1994), an o plhjusmìc jewrhjeÐ st�simoc apì thn arq  kai den
shmei¸netai kamÐa aÔxhsh twn misj¸n (  up�rqei kajorismèno posostì misjologikoÔ
plhjwrismoÔ).
Oi Fombellida and Zapatero(2001) upojètoun ìti h apotÐmhsh tou sqedÐou gÐnetai me
stajerì epitìkio d. Opìte ta kÔria stoiqeÐa tou sqedÐou sundèontai me thn isìthta

δAL+NC − P = 0

ìpwc apodeÐqthke apì ton Bowers (1976)
O diaqeirist c kat� th diadikasÐa qrhmatodìthshc epilègei èna qartoful�kio n periou-
siak¸n stoiqeÐwn uyhloÔ kindÔnou

S1(t), ..., Sn(t)

kai èna omìlogo
S0(t), 0 ≤ t <∞

me th dunamik  na dÐnetai apì thn isìthta

dS0(t) = rS0(t)dt, S0(0) = 1

dSi(t) = Si(bidt+
n∑
j=1

σijdWj(t)), S
i(0) = si, 1 ≤ i ≤ n

JewroÔme jetikèc stajerèc ta bi, σij, 1 ≤ i, j ≤ n . To di�nusmaW (t) = (W1(t), . . . ,Wn(t))T

eÐnai mia n-di�stath kÐnhsh Brown pou orÐzetai se èna q¸ro pijanot twn (Ω, F, P ), ìpou
Ft sumbolÐzei thn dÐ jhsh pou par�getai.
Upojètoume ìti oi upoqre¸seic eÐnai nteterministikèc. Sthn perÐptwsh pou oi upo-
qre¸seic  tan abèbaiec, ja  tan pijanì na qrhsimopoioÔsame èna omìlogo tou opoÐou
oi qrhmatikèc roèc ja antistoiqoÔsan se autèc twn upoqre¸sewn. H ènnoia thc antis-
toÐqishc proôpojètei isorropÐa metaxÔ tou diajèsimou tou tameÐou kai twn upoqrewse¸n
tou, h opoÐa diathreÐtai stic metabolèc twn epitokÐwn.
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Upojètoume ìti to epitìkio r eÐnai austhr� mikrìtero apì to mèsh tim  twn apodìsewn
bi, 1 ≤ i ≤ n.
Sth sunèqeia eis�goume

– th m tra σ = (σij)

– to di�nusma-st lh b = (b1, ..., bn)T

– kai to di�nusma-st lh L(t) = (λ1(t), ..., λn(t))T

Mia diadikasÐa qartofulakÐou   mia strathgik  diapragm�teushc L(t) eÐnai mia metr -
simh diadikasÐa prosarmosmènh sto Ft, Rn, ètsi ¸ste∫ ∞

0

‖L(s)‖2 ds <∞

gia k�je t <∞.
To λi(t) ≥ 0 sumbolÐzei to posostì tou energhtikoÔ tou tameÐou pou ependÔetai apì to
diaqeirist  sto periousiakì stoiqeÐo i kai me th mh arnhtikìthta thc stajer�c apofeÔge-
tai h anoikt  p¸lhsh.
H diadikasÐa tou posoÔ eisfor¸n C(t) eÐnai mia metr simh prosarmosmènh diadikasÐa
sto Ft ∫ t

0

|C(s)|2 ds <∞

gia k�je t <∞

EF0

∫ ∞
0

exp(−pt)(β · SC2(t) + (1− β)UAL2(t))dt <∞

'Opou me EF0 sumbolÐzoume thn upì sunj kh mèsh tim  me b�sh thn F0

H posìthta λi(t)F (t) antiproswpeÔei to sunolikì posì pou ependÔjhke sto periousiakì
stoiqeÐo i, kai wc ek toÔtou

(1−
n∑
i=1

λi(t))F (t)

eÐnai to posì pou ependÔjhke sto omìlogo. Oi sunolikèc eisforèc sto qrìno t dÐnontai
apì to olokl rwma: ∫ t

0

C(s)ds

Kat� to prìtupo tou Merton (1971), upojètoume ìti oi allagèc sthn axÐa tou tameÐou
proèrqontai apì tic allagèc stic timèc tou energhtikoÔ, sto epitìkio tou omolìgou kai
twn eisfor¸n. Epomènwc:

dF (t) = F (t)(
n∑
i=1

Li(t)
dSi(t)

Si(t)
) + F (t)(1−

∑
λi(t))

dS0(t)

S0(t)
+ (C(t)− P )dt
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Epomènwc to posì tou tameÐou ja ikanopoieÐ thn akìloujh stoqastik  diaforik  exÐsw-
sh:

dF (t) = (rF (t) +
n∑
i=1

λi(t)(bi − r)F (t) + C(t)− P )dt+
n∑
i=1

n∑
j=1

λi(t)σijF (t)dWj(t)

me arqik  sunj kh
F (0) = F0 > 0

O summetrikìc pÐnakac Σ = σσT eÐnai jetik� orismènoc. SumbolÐzoume me

θ = σ−1(b− r1)

thn tim  agor�c tou kindÔnou, ìpou 1 dhl¸nei èna di�nusma me mon�dec.

3.2.3 BeltistopoÐhsh Probl matoc Elègqou tou Suntax-
iodotikoÔ TameÐou

H sun�rthsh axÐac tou probl matoc elègqou eÐnai mia genikeumènh lÔsh thc exÐswshc
Hamilton- Jacobi- Bellman. H sun�rthsh axÐac orÐzetai wc

V̂ (F ) = inf(C,L)∈AF0
J(F,C,L)

upì ton periorismì

dF (t) = (rF (t) +
n∑
i=1

λi(t)(bi − r)F (t) + C(t)− P )dt+
n∑
i=1

n∑
j=1

λi(t)σijF (t)dWj(t)

H el�qisth tim  twn apoklÐsewn apì touc stìqouc, ìtan o arqikìc ploÔtoc tou tameÐou

eÐnai F orÐzetai apì thn sun�rthsh V̂ (F ). Dedomènou ìti to prìblhma eÐnai autìnomo kai
o qronikìc orÐzontac aperiìristoc, mporoÔme na upojèsoume ìti eÐnai qronik� anex�rthto

to V̂ . EÐnai xek�jaro ìti h sun�rthsh axÐac eÐnai mh arnhtik , austhr� kurt  kai

V̂ (AL) = 0. H sÔndesh metaxÔ twn sunart sewn axÐac sth jewrÐa bèltistou elègqou
kai twn elègqwn bèltistwn anatrofodot sewn epitugq�netai apì thn HJB exÐswsh. Gia
to prìblhma thc beltistopoÐhshc twn suntaxiodotik¸n tameÐwn, h HJB exÐswsh gÐnetai:

pV (F ) = minC,L≥0

{
β(C −NC)2 + (1− β)(AL− F )2

+ (rF +LT (b− r1)F + C − P )V
′
(F )

+
1

2
LTΣLF 2V

′′
(F )

(3.1)
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K�je for� pou mia lÔsh V thc parap�nw exÐswshc eÐnai arket� omal , h elaqistopoÐhsh
dÐnetai apì:

C̃(V
′
(F )) = NC − 1

2β
V
′
(F )

L̃(V
′
(F ), V

′′
(F )) =

(
− V

′
(F )

FV ′′(F )
Σ−1(b− r1)

)
+

Dedomènou to a = (α1, ..., αn) ∈ Rn,a+ dhl¸nei ìti to di�nusma gia to opoÐo to shmeÐo
i eÐnai to max(αi, 0). Oi duo parap�nw exis¸seic eÐnai o sÔndesmoc metaxÔ thc exÐswshc
HJB kai tou bèltistou elègqou tou probl matoc. StoqeÔontac na upologÐsoume to V
k�noume tic akìloujec parathr seic

– Oi apoklÐseic tou ploÔtou tou tameÐou apì thn analogistik  upoqrèwsh timwroÔn-
tai ètsi ¸ste na eÐnai mhdèn an F > AL , epeid  oi mèsoi twn apodìsewn touc eÐnai
uyhlìteroi tou omolìgou.

– H sun�rthsh axÐac V̂ eÐnai lÔsh mìno an eÐnai arket� omal .

Basismènoi sta parap�nw , upojètoume:

L̃(F ) =

{
− V

′
(F )

FV ′′ (F )
Σ−1(b− r1) an F < AL

0 an F > AL

ìpou 0 eÐnai di�nusma-st lh apì mhdenik�, kai

V (F ) =

{
a(AL− F )2 an F < AL
ξ(AL− F )2 an F > AL

wc mia omal  lÔsh stic perioqèc F < AL kai F > AL me exaÐresh to shmeÐo F = AL.
Antikajist¸ntac thn parap�nw sqèsh sthn telik  morf  thc HJB exÐswshc prokÔptoun
oi dÔo parak�tw isìthtec pou prèpei na ikanopoioÔn oi jetikèc stajerèc a, ξ

a2 + β(p− 2r + θθ)a− β(1− β) = 0

ξ2 + β(p− 2r)ξ − β(1− β) = 0

EpÐshc, to V ikanopoieÐ tic sunj kec:

V
′
(AL−) = V

′
(AL+) = 0

V
′′
(AL+) = 2a > 2ξ = V

′′
(AL−)

Gia na epibebai¸soume thn egkurìthta thc upìjeshc ìti to V sumpÐptei me thn sun�rthsh

axÐac V̂ . Gia autì to lìgo qrhsimopoioÔme èna genikeumèno kanìna tou Itô.
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Je¸rhma 3.2.1. To bèltisto posì eisfor�c sthn anatrofodotik  morf  dÐnetai apì:

C∗(F ) =

{
NC + a

β
(AL− F ) an F < AL,

NC + ξ
β
(AL− F ) an F > AL

H bèltisth politik  ependÔsewn eÐnai

∗(F ) =

{
AL−F
F

Σ−1(b− r) an 0 < F < AL,
0 an F > AL

To a eÐnai h monadik  jetik  lÔsh thc exÐswshc

a2 + β(p− 2r + θT θ)a− β(β − 1) = 0

pou epalhjeÔei thn
a > β(r − θT θ)

kai ξ eÐnai h monadik  jetik  lÔsh thc exÐswshc

ξ2 + β(p− 2r)ξ − β(β − 1) = 0

ètsi ¸ste
ξ > βr

Shmei¸netai ìti h exÐswsh HJB den eÐnai anomoiìmorfa elleiptik  epeid  o deÔteroc
ìroc

1

2
LTΣLF 2V

′′
(F )

gÐnetai mhdèn ìtan L = 0, ètsi den mporoÔme na eÐmaste sÐgouroi gia thn Ôparxh miac
omal c lÔshc thc exÐswshc. Pr�gmati h bèltisth lÔsh L∗ teÐnei sto mhdèn, ìtan F
teÐnei sto AL. Oi ekfr�seic gia to bèltisto posì twn eisfor¸n kai tou bèltistou
dianÔsmatoc twn ependÔsewn dedomènou tou parap�nw jewr matoc mporeÐ na diatupwjeÐ
ek nèou :

SC =

{ a
β
UAL an UAL > 0
i
β
UAL an UAL < 0

L∗(F )F =

{
UALΣ−1(b− r1) an UAL > 0

0 an UAL < 0

To di�nusma twn sunolik¸n ependÔsewn L∗F eÐnai èna stajerì posostì asfalistik¸n
sumbolaÐwn sthn perioq  UAL > 0, epeid  anex�rthta apì to q�sma metaxÔ tou ploÔtou
tou tameÐou kai to stìqo, to posostì tou ploÔtou pou ependÔetai stic epikÐndunec meto-
qèc eÐnai stajerì. 'Etsi, o diaqeirist c tou sqedÐou gÐnetai ìlo kai pio epifulaktikìc
kaj¸c o ploÔtoc tou tameÐou proseggÐzei thn axÐa twn analogistik¸n upoqre¸sewn.
Autì shmaÐnei ìti ependÔontai ligìtera se k�je qronik  stigm , ft�nontac mèqri kai
se mhdenikèc ependÔseic sto ìrio. Parìmoiec parathr seic isqÔoun kai gia to bèltisto
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posostì eisfor�c stic perioqèc UAL > 0 kai UAL < 0. Ac parathr soume ìti to
sumplhrwmatikì kìstoc exart�tai apì to b, all� ìqi kai h ependutik  strathgik .
H bèltisth diadikasÐa qrhmatodìthshc mporeÐ na sunoyisteÐ stouc ex c dÔo kanìnec:
(1) na diathreÐtai to sumplhrwmatikì kìstoc an�logo me thn ak�lupth analogistik 
upoqrèwsh, me diaforetikèc stajerèc thc analogikìthtac α/β   ξ/β , ìso o ploÔtoc
tou tameÐou eÐnai k�tw   p�nw apì thn analogistik  upoqrèwsh, antÐstoiqa, (2) na gÐnei
mia epèndush sta epikÐnduna periousiak� stoiqeÐa an�loga me thn ak�lupth analogistik 
upoqrèwsh k�je for� pou o ploÔtoc tou tameÐou eÐnai k�tw apì to stìqo. Den gÐnontai
ependÔseic se k�je �llh perÐptwsh.
An kai h sumperifor� twn ependÔsewn faÐnetai na eÐnai par�doxh, jumÐzoume ìti o
prìteroc stìqoc tou diaqeirist  eÐnai na meiwjoÔn oi kÐndunoi pou eÐnai sunufasmènoi
me th qrhmatodìthsh thc diadikasÐac, kai ìqi h megistopoÐhsh tou ploÔtou tou tameÐou.
EÐnai polÔ endiafèron na shmeiwjeÐ ìti to bèltisto sumplhrwmatikì kìstoc gia to
prìblhma autì antistoiqeÐ se mia mèjodo anoÐgmatoc thc eisfor�c, dhlad , eÐnai an�logh
me thn ak�lupth analogistik  upoqrèwsh. Aut  h mèjodoc qrhmatodìthshc eÐnai polÔ
sunhjismènh sth bibliografÐa kai èqei apodeiqjeÐ ìti èqei kalèc idiìthtec gia th sta-
jeropoÐhsh tou suntaxiodotikoÔ progr�mmatoc.
'Opwc anafèrame sthn eisagwg  autoÔ tou kefalaÐou me b�sh ton Haberman, ektìc apì
thn perÐptwsh thc antikeimenik c tetragwnik c sun�rthshc, ufÐstatai kai h perÐptwsh
thc dunamik c morf c kai morf c dunamosun�rthshc kai epiplèon epitrèpontai oi perior-
ismoÐ wc proc thn strathgik  eisfor¸n kai th strathgik  diaqeÐrishc twn periousiak¸n
stoiqeÐwn tou tameÐou.
Apì to je¸rhma 3.2.1 prokÔptei ìti h stajer� thc analogikìthtac eÐnai diaforetik 
stic perioqèc F < AL kai F > AL, kai gÐnetai uyhlìterh sthn teleutaÐa perioq  ìpou
ξ > a. To gegonìc autì èqei mia eÔkolh ex ghsh, ìti h sunj kh thc mh qr shc anoik-
t c p¸lhshc gia ta pos� pou ependÔontai sta episfal  periousiak� stoiqeÐa tekmaÐrei
megalÔterh meÐwsh sto posostì thc eisfor�c gia thn perioq  ìpou F > AL se sqèsh
me ekeÐnh thn perioq  ìpou up�rqei to prìblhma elègqou qwrÐc periorismoÔc. An h
anoikt  p¸lhsh eÐnai pijan  tìte h morf  tou C(t) eÐnai Ðdia kai stic duo perioqèc.
Se aut  thn perÐptwsh h meÐwsh tou epipèdou twn diajesÐmwn ìtan F > AL gÐnetai
akolouj¸ntac mia ependutik  strathgik  pou na lamb�nei uyhlì kÐnduno kai qamhlèc
anamenìmenec apodìseic. Me ton periorismì thc anoikt c p¸lhshc, to posì eisfor�c
all�zei prokeimènou na apokt sei to tameÐo thn idanik  axÐa. Me ton trìpo autì h
strathgik  epèndush sthn perioq  F > AL eÐnai qwrÐc kÐnduno kai me qamhl  ana-
menìmenh apìdosh. To apotèlesma autì èrqetai se antÐjesh me ìsa upost rixan oi
Boulier (1995) kai Cairns (2000). H stajeropoÐhsh thc diadikasÐac qrhmatodìthshc
gÔrw apì èna stìqo den apoteleÐ prwtarqikì stìqo thc diaqeÐrishc kai to gegonìc ìti
to idanikì epÐpedo eisfor¸n eÐnai mhdèn eÐnai ta stoiqeÐa pou aitiologoÔn thn antÐjesh
pou proanafèrame. To prìblhma prokÔptei apì to gegonìc thc parousÐac twn perior-
ism¸n thc sun�rthshc axÐac, oi opoÐec den eÐnai plèon tou tetragwnikoÔ tÔpou.
Ac shmeiwjeÐ ìti o daneismìc me epitìkio mhdenikoÔ kindÔnou r eÐnai o bèltistoc ìtan
ependujeÐ se periousiakì stoiqeÐo i(λi > 1), ìpote to epÐpedo tou tameÐou eÐnai k�tw
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apì thn krÐsimh tim 

eiΣ
−1(b− r1)

ei(1+ Σ−1(b− r1))

ìpou ei = (0, ..., 1(i), 0, ..., 0).
To basikì endiafèron tou diaqeirist  eÐnai na diathr sei ta posì twn eisfor¸n kai to
epÐpedo twn diajesÐmwn ìso to dunatì pio kont� stic idanikèc timèc.

An isqÔoun oi parak�tw sqèseic

ξ2 + β(p− 2r)ξ − β(β − 1) = 0

ξ > βr

tìte

1. Ta diajèsima, to posì thc eisfor�c kai h sunolik  epèndush ìpwc kai oi upì
sunj kh mèsec timèc touc sugklinou sqedìn bèbaia sthn analogistik  upoqrèwsh,
sto kanonikì kìstoc kai sto mhdèn, antÐstoiqa,dhlad :

limt→∞EF0F
∗(t) = AL

limt→∞EF0C
∗(t) = NC

limt→∞EF0L
∗F ∗(t) = 0

2. An oi par�metroi tou probl matoc epalhjeÔoun thn anisìthta

α > β(r − 1

2
θT θ),

tìte h diakÔmansh twn diajèsimwn,tou posostoÔ eisfor�c kai twn sunolik¸n ependÔsewn
sugklÐnoun sto mhdèn, dhlad 

limt→∞V arF0F
∗(t) = 0

limt→∞V arF0C
∗(t) = 0

limt→∞V arF0L
∗F ∗(t) = 0
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EÐdame ìti h diadikasÐa thc qrhmatodìthshc den ft�nei potè sthn k�luyh twn analo-
gistik¸n upoqre¸sewn me jetik  pijanìthta se peperasmèno qrìno, parìlo pou aut  h
tim  eÐnai èna elkustikì fr�gma. Dhlad  h upì sunj kh pijanìthta to F ∗na l�bei thn
tim  AL prin apì opoiad pote �llh tim  teÐnei sto 1 kaj¸c to q�sma metaxÔ twn AL
kai F ∗ surrikn¸netai.Autì shmaÐnei ìti an isqÔoun oi sqèseic:

α2 + β(p− 2r)α− β(β − 1) = 0

α > βr

tìte to AL eÐnai èna anèfikto kai elkustikì fr�gma gia to F ∗.

3.3 Arijmhtik  'Efarmog 

PÐnakac 1. PÐnakac Diaspor¸n - Sundiaspor¸n
Qreìgrafo 1 Qreìgrafo 2 Qreìgrafo 3

Qreìgrafo 1 0.2000 0.1500 0.0500
Qreìgrafo 2 0.1500 0.3000 0.1000
Qreìgrafo 3 0.0500 0.1000 0.4000

'Estw ìti to TameÐo ependÔei se trÐa qreìgrafa ta opoÐa akoloujoÔn thn gewmetrik 
kÐnhsh Brown. JewroÔme ìti ta qreìgrafa aut� èqoune mèsh apìdosh b = 7%, 10%, 15%.
AntÐstoiqa o pÐnakac diaspor¸n-sundiaspor¸n paratÐjetai ston PÐnaka 1. JewroÔme
epitìkio qwrÐc kÐnduno r = 2%.
To λi(t) sumbolÐzei to posostì pou ependÔetai se k�je èna apo ta trÐa qreìgrafa. Sth
sunèqeia lÔnoume to prìblhma beltistopoÐhshc sthn exÐswsh HJB. kai sugkekrimèna
brÐskoume th lÔsh tou probl matoc gia thn perÐptwsh ìpou F < AL kai sugkekrimèna
gia kanonikì kìstoc NC = 100, analogistik  upoqrèwsh AL = 1000 kai me thn peri-
ousÐa tou tameÐou F = 800. To bèltisto posì eisfor�c eÐnai C = 800 kai h bèltisth
politik  ependÔsewn L eÐnai L = 2%, 3, 3%, 7%. To upìloipo posì ependÔetai se èna
omìlogo So

dS0(t) = rS0(t)dt, S0(0) = 1

Apì to parap�nw sq ma epibebai¸nontai ta proanaferjènta sthn perÐptwsh pou isqÔei
ìti F < AL, pou praktik� shmaÐnei ìti to tameÐo diajètei meiwmèno ploÔto se sqèsh me
thn analogistik  upoqrèwsh h bèltisth eisfor� aux�netai, en¸ sthn perÐptwsh ìpou
ja Ðsque ìti F > AL h bèltisth eisfor� emfanÐzetai meiwmènh.
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Sq ma 3.1: Bèltisth eisfor� gia F < AL
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Kef�laio 4

Bèltisth DiaqeÐrish KindÔnou
enìc SuntaxiodotikoÔ TameÐou
Kajorismènwn Paroq¸n se
Stoqastikì Perib�llon

4.1 Eisagwg 

H epilog  thc bèltisthc qrhmatodìthshc tou tameÐou parousi�zei shmantikì endiafèron.
Up�rqoun trÐa enallaktik� sqèdia gia ta diajèsima tou tameÐou:

1. ta diajèsima tou tameÐou ependÔontai me stajerì epitìkio,

2. ta diajèsima tou tameÐou ependÔontai se èna qartoful�kio me n episfal  qreìgrafa
kai èna qreìgrafo pou den perièqei kÐnduno,

3. upojètoume ìti to epitìkio twn apodìsewn tou TameÐou eÐnai stoqastikì.

To prìblhma epilÔetai k�tw apì sugkekrimènec upojèseic, pou exart¸ntai apì to
sen�rio pou epilègetai, oi opoÐec aforoÔn to teqnikì epitìkio kai thn exèlixh twn upo-
qre¸sewn.

4.2 MontelopoÐhsh tou SuntaxiodotikoÔ TameÐou

Sthn par�grafo aut  akolouj¸ntac touc Fombellida and Zapatero(2004)ja anaptÔx-
oume thn bèltish diaqeÐrish kindÔnwn se stoqastikì perib�llon.
To upì exètash montèlo sÔntaxhc anafèretai se èna suntaxiodotikì tameÐo, tÔpou ka-
jorismènhc paroq c. Se èna tameÐo kajorismènhc paroq c, oi paroqèc kajorÐzontai
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ek twn protèrwn apì to diaqeirist  tou tameÐou, me th qr sh sugkekrimènou tÔpou
kai me b�sh èna nteterministikì plaÐsio. An up�rqei abebaiìthta se k�poia stoiqeÐa
tou sqedÐou, ìpwc gia par�deigma ston plhjusmì, sto rujmì aÔxhshc tou misjoÔ  
sthn ektÐmhsh tou arijmoÔ suntaxiodot sewn, tìte to kalÔtero pou èqei na k�nei o di-
aqeirist c eÐnai na montelopoi sei thn up�rqousa abebaiìthta. Oi eisforèc mporoÔn na
qrhsimopoihjoÔn wc mèsa gia th diat rhsh twn diajesÐmwn tou tameÐou se ikanopoihtik�
epÐpeda.
To basikì qarakthristikì tou sqedÐou eÐnai h analogistik  apotÐmhsh twn kÔriwn s-
toiqeÐwn tou k�je stigm . H apotÐmhsh tou sqedÐou gÐnetai me stajerì epitìkio d, to
opoÐo onom�zetai teqnikì epitìkio.
SumbolÐzoume me:

– F (t) thn axÐa twn stoiqeÐwn tou energhtikoÔ tou tameÐou th qronik  stigm  t,

– me C(t) to posostì eisfor�c, ¸ste na parèqontai ta sumfwnhjènta thn perÐodo
thc suntaxiodìthshc,

– me P (t) tic kajorismènec paroqèc gia ìlouc touc summetèqontec,

– me NC(t) to kanonikì kìstoc,

– me AL(t) tic analogistikèc upoqre¸seic,

– me UAL(t) tic ak�luptec analogistikèc upoqre¸seic, dhlad  th diafor� metaxÔ
twn AL(t) kai F (t)

– kai me me SC(t) to sumplhrwmatikì kìstoc,  toi h diafor� metaxÔ twn C(t) kai
NC(t).

Oi Josa - Fombellida kai Rincon - Zapatero (2004) je¸rhsan ìti oi timèc twn P (t),
NC(t) kai AL(t)  tan stajerèc sto qrìno kai Ðsec me P , NC kai AL.Mia pio realis-
tik  upìjesh eÐnai na upojèsoume thn Ôparxh diataraq¸n pou ephre�zoun thn exèlixh
twn paroq¸n, kai epomènwc thn exèlixh tou kanonikoÔ kìstouc kai twn analogistik¸n
upoqre¸sewn.
Gia na montelopoi soume thn pijanìthta aut , jewroÔme èna q¸ro pijanot twn (Ω,F ,P),
ìpou F s = {Ft} , t ≥ 0 eÐnai h di jhsh h opoÐa par�getai apì mÐa monodi�stath kÐnhsh
Brown B(t) gia t ≥ 0 . SumbolÐzoume me P èna mètro pijanìthtac sto Ω. MÐa apì tic
pio genikèc upojèseic oson afor� to P eÐnai na upojèsoume ìti eÐnai mia diadikasÐa Itô
suneq c kai orismènh sto

(Ω, F,P)

dhlad :

P (t) = P0 +

∫ t

0

µ(P (s), s)ds+

∫ t

0

η(P (s), s)dB(s)

ìpou isqÔei t ≥ 0 kai me P0 sumbolÐzoume tic arqikèc upoqre¸seic.
Aut  h diatÔpwsh mac epitrèpei na jewr soume ìti o plhjusmìc tou sqedÐou upìkeitai
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se diataraqèc.
Oi paroqèc pou susswreÔei o asfalismènoc kat� th di�rkeia tou ergasiakoÔ tou bÐou
katanèmontai sÔmfwna me th sun�rthsh katanom cM me sun�rthsh puknìthta pijanìth-
tac m. Gia thn hlikÐa x, h tim  M(x) antiproswpeÔei to posostì thc analogistik c
axÐac twn mellontik¸n paroq¸n, pou èqoun sugkentrwjeÐ wc thn hlikÐa x. H sun�rthsh
m eÐnai orismènh sto di�sthma [a, d], me m(x) = 0 , an x ≤ a   x ≥ d . JewroÔme ìti
ìla ta mèlh tou tameÐou eisèrqontai sto prìgramma se hlikÐa a, en¸ h koin  hlikÐa sun-
taxiodìthshc eÐnai d.
Kat� thn nteterministik  prosèggish, oi stoqastikèc analogistikèc upoqre¸seic kai to
stoqastikì kanonikì kìstoc orÐzontai me ton akìloujo trìpo:

AL(t) =

∫ d

α

e−δ(d−x)M(x)E(P (t+ d− x)|Ft)dx

kai

NC(t) =

∫ d

α

e−δ(d−x)m(x)E(P (t+ d− x)|Ft)dx

Oi parap�nw sqèseic isqÔoun gia k�je t ≥ 0, ìpou E(. |Ft) sumbolÐzei thn upì sun-
j kh anamenìmenh tim  sÔmfwna me th di jhsh pou par�getai apì thn tupopoihmènh
kÐnhsh Brown{B(t)}t≥0 'Etsi gia na upologistoÔn oi analogistikèc sunart seic sto
qrìno t, o diaqeirist c qrhsimopoieÐ thn plhroforÐa, h opoÐa eÐnai diajèsimh mèqri th
stigm  t,qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c. H P ikanopoieÐ
thn Markobian  idiìthta (Oksendal, 1998), opìte h Ôpì sunj kh mèsh tim  wc proc th
di jhsh Ft eÐnai Ðsh me thn tim  thc P th qronik  stigm  t.
'Ena tupikì montèlo to opoÐo parousi�zetai sthn upìjesh A eÐnai to montèlo thc
gewmetrik c kÐnhshc Brown gia tic timèc twn paroq¸n P .

Upìjesh A. JewroÔme ìti oi paroqèc R akoloujoÔn mÐa gewmetrik  kÐnhsh Brown,
sunep¸c ikanopoioÔn thn parak�tw sqèsh:

dP (t) = µP (t)dt+ ηP (t)dB(t),

me t ≥ 0, ìpou µ ∈ R kai n ∈ R+. H arqik  sunj kh P (0) = P0, eÐnai mia tuqaÐa
metablht  pou antiproswpeÔei tic arqikèc upoqre¸seic. Sunep¸c oi paroqèc aux�nontai
  mei¸nontai kat� mèso ìro me stajerì ekjetikì rujmì.
Katal goume loipìn ìti h sumperifor� twn analogistik¸n sunart sewn AL kai NC
dÐnontai apì thn akìloujh prìtash:

Prìtash 4.2.1. SÔmfwna me thn Upìjesh A, up�rqoun stajerèc ψAL kai ψNC , ètsi
¸ste AL = ψALP kai NC = ψNCP. Epiplèon, ψNC = 1 + (µ− δ)ψAL kai h tautìthta
(δ − µ)AL(t) +NC(t)− P (t) = 0 isqÔei gia k�je t ≥ 0.
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Apì thn parap�nw prìtash, katal goume ìti:

dAL(t) = µAL(t)dt+ nAL(t)dB(t), AL(0) = ψALP0 (4.1)

EpÐshc,
dAL(t) = (δAL(t)dt+NC(t)− P (t)) dt+ nAL(t)dB(t).

H exÐswsh aut  eÐnai an�logh me aut  pou emfanÐzetai sthn nteterministik  perÐptwsh,
blèpe gia par�deigma (Bowers et al., 1986).

4.3 Bèltisth qrhmatodìthsh sthn perÐptwsh as-
faloÔc epèndushc

Mia pr¸th prosèggish gia th diaqeÐrish enìc progr�mmatoc kajorismènwn paroq¸n eÐnai
na jewr soume ìti to sÔnolo thc periousÐac tou tameÐou ependÔetai se mia stajer  kai
asfal  epèndush me apìdosh r. Se aut  thn perÐptwsh h monadik  phg  abebaiìthtac
proèrqetai apì ta sunolik� èxoda gia tic paroqèc.
JewroÔme èna omìlogo S0, to opoÐo ikanopoieÐ tic parak�tw sqèseic

dS0(t) = rS0(t)dt, S0(0) = 1

ìpou r > 0 eÐnai to stajerì epitìkio.

H exèlixh thc axÐac tou tameÐou dÐnetai apì th sun jh diaforik  exÐswsh

dF (t) = (rF (t) + C(t)− P (t))dt, t ≥ 0 (4.2)

me arqik  sunj kh F (0) = F0 > 0.

Sto prìblhma elègqou h mình metablht  apìfashc tou diaqeirist  eÐnai twn posostì
eisfor¸n C, gia to opoÐo upojètoume ìti eÐnai mia prosarmosmènh metr simh diadikasÐa
wc proc thn Ft, h opoÐa ikanopoieÐ thn parak�tw anisìthta :∫ ∞

0

|C(s)| ds <∞ (4.3)

Ja qrhsimopoi soume thn Prìtash 4.2.1 kai ton orismì twn sumplhrwmatik¸n dapan¸n
gia na apomakrÔnoume tic diadikasÐec P kai NC apì to prìblhma elègqou. Apì thn
isìthta :

(δ − µ)AL+NC − P = 0
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h isìthta (4.2) gÐnetai:

dF (t) = (rF (t) + SC(t) +NC(t)− P (t)) dt = (rF (t) + SC(t) + (µ− δ)AL(t)) dt
(4.4)

Upojètoume ìti o diaqeirist c tou tameÐou epijumeÐ na elaqistopoi sei ton kurtì sund-
uasmì tou kindÔnou na prokÔyei zhmi� kai tou kindÔnou aferegguìthtac. 'Etsi o stìqoc
eÐnai na elaqistopoihjeÐ h antikeimenik  sun�rthsh h opoÐa dÐnetai apì th sqèsh:

J((F0, AL0);SC) = EF0,L0

∫ ∞
0

e−pt
(
κSC2(t) + (1− κ)(AL(t)− F (t))2

)
dt (4.5)

Epilègontac wc metablht  elègqou thn SC antÐ thc metablht c C, prokÔptei èna isodÔ-
namo prìblhma elègqou. Ta AF0 ,AL0 eÐnai to sÔnolo twn metr simwn diadikasi¸n
SC = C − NC, ìpou to C ikanopoieÐ thn isìthta (4.3), kai ta F kai AL ikanopoioÔn
tic isìthtec (4.4) kai (4.1), antÐstoiqa. H par�metroc κ, ìpou 0 ≤ κ ≤ 1, eÐnai ènac
suntelest c st�jmishc pou antikatoptrÐzei th sqetik  shmasÐa twn dÔo kindÔnwn.
EpishmaÐnoume epÐshc ìti sÔmfwna me thn exÐswsh (4.5) o diaqeirist c tou tameÐou dÐnei
thn Ðdia shmasÐa sthn perÐptwsh thc jetik c kai thc arnhtik c apìklishc twn diajesÐmwn
kai twn eisfor¸n tou tameÐou apì touc antÐstoiqouc stìqouc pou èqoun tejeÐ.
Diaforetik  eÐnai h prosèggish pou dÐnetai apì touc Chavy et al (2003) ìpou h up-
oqrhmatodìthsh kai h katabol  megalÔterwn eisfor¸n, timwreÐtai sthn ousÐa peris-
sìtero apì thn uperqrhmatodìthsh kai thn katabol  mikrìterwn twn aparaÐthtwn eis-
for¸n.
'Ena basikì z thma eÐnai to pwc ja epilegeÐ to teqnikì epitìkio δ. Dedomènou ìti up�r-
qei èna epitìkio qwrÐc kÐnduno r sthn agor�, mia m�llon logik  epilog  eÐnai δ = r. Gia
na gÐnei pio katanohtì jewroÔme ìti o diaqeirist c daneÐzetai qr mata gia na ikanopoi -
sei tic upoqre¸seic tou tameÐou. To epitìkio daneismoÔ eÐnai r, ètsi ¸ste h swst 
apotÐmhsh tou qrèouc gÐnetai me δ = r. 'Etsi jewroÔme thn akìloujh upìjesh.

Upìjesh B. To teqnikì epitìkio eÐnai Ðso me to epitìkio thc apìdoshc qwrÐc kÐnduno,
δ = r.
Sthn perÐptwsh aut  apodeiknÔetai ìti h lÔsh tou probl matoc dÐnetai apì thn lÔsh thc
Hamilton-Jacobi-Bellman exÐswshc kai dÐnetai apì thn elaqistopoÐhsh thc parak�tw
sun�rthshc:

V̂ (F,AL) = minSC∈AF,AL
{J((F,AL);SC): s.t.(4.4), (4.1)}

Je¸rhma 4.3.1. Upojètoume ìti oi Upojèseic A kai B isqÔoun. An h anisìthta

2µ+ η2 < r (4.6)

ikanopoieÐtai, tìte to bèltisto posostì eisfor�c dÐnetai apì ton tÔpo
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C∗ = NC +
αFF
κ
UAL (4.7)

ìpou αFF eÐnai h monadik  jetik  lÔsh thc exÐswshc

α2
FF + κ(p− 2r)αFF − κ(1− κ) = 0 (4.8)

EpÐshc apodeiknÔetai ìti:

EF0,AL0F (t)∗ − EF0,AL0AL(t) = (F0 − AL0)e(r−αFF /κ)t

kai ean isqÔei ìti:
αFF > κr (4.9)

tìte h diafor� metaxÔ thc anamenìmenhc tim c twn periousiak¸n stoiqeÐwn kai thc
analogistik c upoqrèwshc teÐnei sto mhdèn ìpwc antÐstoiqa h diafor� metaxÔ thc ana-
menìmenhc tim c tou kanonikoÔ kìstouc kai twn posost¸n eisfor�c epÐshc teÐnei sto
mhdèn. An r ≥ p h sqèsh (4.9) isqÔei. An r < p apì thn sqèsh (4.9) sunep�getai ìti:

κ <
1

1 + r(p− r)
, (4.10)

EÐnai xek�jaro ìti an aux�netai to r, o diaqeirist c endiafèretai perissìtero gia to
�meso mèllon, tìte to b�roc tou kindÔnou aferegguìthtac prèpei na mei¸netai gia thn
stajeropoÐhsh tou sqedÐou. Sunep¸c to posostì eisfor�c aux�netai kaj¸c aux�netai
to r.

4.4 Bèltisth qrhmatodìthsh me epilog 
qartofulakÐou

Sto montèlo autì exet�zetai h diaqeÐrish me ependÔseic se n episfal  periousiak� stoiqeÐ-
a. Kataskeu�zetai èna qartoful�kio pou apoteleÐtai apì n episfal  periousiak� stoiqeÐa
S1(t), ..., Sn(t) kai èna omìlogo S0(t), 0 ≤ t ≤ ∞, me dunamik  pou dÐnetai apì tic exis¸seic :

dS0(t) = rS0(t)dt, S0(0) = 1 (4.11)

dSi(t) = Si(t)

(
bidt+

n∑
j=1

σijdWj(t)

)
, Si(0) = si, 1 ≤ i ≤ n (4.12)

Ta bi kai σij, 1 ≤ i, j ≤ n eÐnai jetikèc stajerèc. To di�nusma (W0(t),W1(t), ...,Wn(t))T

eÐnai mÐa n + 1 diast�sewn kÐnhsh Brown orismènh sto q¸ro pijanot twn (Ω,Υ, P ), ìpou
{Υt} sumbolÐzei thn sumpl rwsh thc di jhshc σ

{
(W0(s), ...,Wn(s))T : 0 ≤ s ≤ t

}
.
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Upojètoume ìti bi > r, gia k�je i = 1, ..., n. Upojètoume thn Ôparxh suntelest¸n susqètishc
qi ∈ [−1, 1] oi opoÐoi mporoÔn na ekfr�soun tic epidr�seic tou misjoÔ ston plhjwrismì kai
tic epidr�seic tou plhjwrismoÔ stic timèc twn periousiak¸n stoiqeÐwn.
O pÐnakac (σij) sumbolÐzetai me σ kai h agoraÐa tim  twn kindÔnwn me σ−1(b− r1) me θ, ìpou
b = (b1, ..., bn)T kai1 eÐnai èna di�nusma-st lh apì mon�dec. Upojètoume ìti o summetrikìc
pÐnakac Σ = σσT eÐnai jetik� orismènoc, λi(t) sumbolÐzei thn posìthta tou diajèsimou tou
tameÐou pou ependÔjhke apì to diaqeirist  sto periousiakì stoiqeÐo i gia 0 ≤ i ≤ n. H
posìthta F −

∑n
i=1 λi ependÔetai sto omìlogo, to opoÐo den èqei kÐnduno. Den up�rqoun pe-

riorismoÐ stic metablhtèc autèc. H arnhtik  tim  tou λi shmaÐnei ìti o diaqeirist c probaÐnei
se anoikt  p¸lhsh thc antÐstoiqhc metoq c. An

∑n
i=1 λi eÐnai megalÔtero apì thn tim  tou

diajèsimou tou tameÐou, tìte o diaqeirist c daneÐzetai me epitìkio r kai ependÔei stic metoqèc.
To λ(t) sumbolÐzei to (λ1(t), ..., λn(t))T .

Mia diadikasÐa qartofulakÐou   strathgik  diapragm�teushc λ(t) eÐnai mia Rn− metr simh
diadikasÐa prosarmosmènh sthn {Υt} ètsi ¸ste∫ ∞

0

λ
T

(s)λ(s)ds <∞ (4.13)

Upojètoume ìti oi allagèc sto epÐpedo tou diajèsimou tou tameÐou proèrqontai mìno apì
tic allagèc stic timèc twn periousiak¸n stoiqeÐwn, to epitìkio tou omolìgou, to epitìkio twn
eisfor¸n kai tic paroqèc. Epomènwc :

dF (t) =
n∑
i=1

λi(t)
dSi(t)

Si(t)
+

(
F (t)−

n∑
i=1

λi(t)

)
dS0(t)

S0(t)
+ (C(t)− P (t)) dt (4.14)

Apì tic sqèseic (4.11), (4.12) kai (4.14), parathroÔme ìti ta tou diajèsima tou tameÐou
ikanopoioÔn thn akìloujh stoqastik  diaforik  exÐswsh:

dF (t) =

(
rF (t) +

n∑
i=1

λi(t)(bi − r) + C(t)− P (t)

)
dt+

n∑
i=1

n∑
j=1

λi(t)σijdWj(t)

me arqik  sunj kh F (0) = F0. Qrhsimopoi¸ntac thn Prìtash 4.2.1 h parap�nw exÐswsh
mporeÐ na grafeÐ wc ex c:

dF (t) =

(
rF (t) +

n∑
i=1

λi(t)(bi − r) + SC(t)− (µ− δ)AL(t)

)
dt

+
n∑
i=1

n∑
j=1

λi(t)σijdWj(t)

(4.15)

42



To montèlo perigr�fei mia agor� mh pl rhc, epeid  den mporoÔn oi stoqastikèc paroqècP na
diapragmateÔontai sthn agor� qreogr�fwn kai epomènwc o diaqeirist c den mporeÐ na antis-
tajmÐsei ton kÐnduno aut¸n twn paroq¸n.
Me to montèlo autì prostÐjetai mia nèa metablht  elègqou, h opoÐa dÐnetai apì to di�nusma
twn ependutik¸n apof�sewn, sto sumplhrwmatikì kìstoc.

Gia na lÔsoume autì to prìblhma, akoloujoÔme ta b mata pou qrhsimopoi same kai sto
montèlo ìpou gÐnontai ependÔseic me stajer  kai qwrÐc kinduno apìdosh. To prìblhma lÔnetai
apì thn elaqistopoÐhsh thc parak�tw sun�rthshc:

V̂ (F,AL) = min(SC,λ)∈AF ,AL

{
J((F,AL); (SC, λ))

}
: s.t.(4.15), (4.1).

H akìloujh upìjesh prèpei na isqÔei gia to epitìkio.
Upìjesh B' To teqnikì epitìkio ikanopoieÐ th sqèsh

δ = r + ηqT θ.

H upìsqesh na plhr¸sei to tameÐo ston asfalismleno paroq  P (t) thn stigm  thc sun-
taxiodìthshc x = d apotim�tai sÔmfwna me thn Prìtash 4.2.1

e−δ(d−x0)E(P (t+ d− x0)|Ft) = e(µ−δ)(d−x0)P (t)

Prokeimènou na apotim soume tic upoqre¸seic sÔmfwna me th mèjodo thn oudèterh wc proc
ton kÐnduno ja prèpei:

µ− δ = −(r − α∗) (4.16)

ìpou α∗ = µ − ηqT θ eÐnai gnwstì wc to posostì aÔxhshc tou P . Apì thn sqèsh (4.16)
katal goume sthn Upìjesh B' dhlad 

δ = r + nqTϑ

Je¸rhma 4.4.1. Upojètoume ìti oi Upojèseic A kai B' isqÔoun.

2µ+ η2 < r (4.17)

An h anisìthta ikanopoieÐtai, tìte to bèltisto posostì eisfor¸n kai oi bèltistec ependÔseic
se episfal  periousiak� stoiqeÐa dÐnontai apì touc tÔpouc:

C∗ = NC +
βFF
κ
UAL (4.18)

λ
∗

= Σ−1(b− r1)UAL+ ησ−T qAL(19) (4.19)

antÐstoiqa, ìpou βFF eÐnai h monadik  jetik  lÔsh sthn isìthta

β2
FF + κ(ρ− 2r + θ

T
θ)βFF − κ(1− κ) = 0 (4.20)
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'Opwc anafèrame kai prohgoumènwc èqoume ìti:

EF0,AL0F
∗(t)− EF0,AL0AL(t) = (F0 − AL0)e(r−θT

θ−βFF /κ)t

Sunep¸c ean isqÔei h anisìthta:

βFF > κ(r − θT θ)

tìte h diafor� thc anamenìmenhc tim c thc bèltisthc epèndushc kai thc anamenìmenhc analo-
gistik c upoqrèwshc sugklÐnei sto mhdèn. 'Ena antÐstoiqo sumpèrasma isqÔei gia thn eisfor�
kai to Kanonikì Kìstoc. H parap�nw anisìthta ekplhr¸netai efìson isqÔei ìti r ≥ ρ+ θT θ.
Parolaut� efìson r < ρ+ θT θ tìte:

κ <
1

1 + r(ρ+ θT θ − r)

Sth bèltisth lÔsh pou dÐnetai apì thn(4.19), o diaqeirist c daneÐzetai qr mata me epitìkio r
gia na ependÔsei sto episfalèc periousiakì stoiqeÐo i, gegonìc pou shmaÐnei λi > F ∗, ìtan
to epÐpedo twn diajesÐmwn eÐnai k�tw apì κiAL ìpou h stajer� κi orÐzetai wc

κi =
eiΣ

−1(b− r1) + ηeiσ
−T q

1 + eiΣ−1(b− r1)

ìpou ei = (0, ..., 1, 0, ..., 0) O diaqeirist c lamb�nei mia jèsh anoikt c p¸lhshc sto peri-
ousiakì stoiqeÐo i , pou shmaÐnei ìti λ∗i < 0, ìtan to diajèsimo eÐnai p�nw apì κ

′
iAL, ìpou

κ
′

i =
eiΣ

−1(b− r1) + ηeiσ
−T q

eiΣ−1(b− r1)
> κi

Apì ta parap�nw katal goume stic akìloujec sumperiforèc gia tic bèltistec ependÔseic

λ
∗ ≤ 0⇔ F ∗ ≥ k

′

iAL

λ
∗
i ≥ F ⇔ 0 < F ∗ ≤ kiAL

0 < λ
∗
i < F ⇔ kiAL < F ∗ < k

′

iAL

Dhlad  ìtan to diajèsimo tou tameÐou eÐnai p�nw apì k
′
iAL, o diaqeirist c probaÐnei se anoikt 

p¸lhsh tou periousiakoÔ stoiqeÐou i. 'Otan ta diajèsima tou tameÐou eÐnai k�tw apì kiAL,
o diaqeirist c daneÐzetai me epitìkio r. Akìmh kai sthn perÐptwsh thc uperqrhmatodìthshc,
F ∗ > AL, h bèltisth apìfash endèqetai na eÐnai o daneismìc qrhm�twn kai h epèndush se
metoqèc. Gia aut n thn perÐptwsh eÐnai anagkaÐa h Ôparxh jetik c susqètishc.
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4.5 Bèltish qrhmatodìthsh sthn perÐptwsh
stoqastikoÔ epitokÐou

Se aut  thn par�grafo ja exet�soume poia ja mporoÔse na eÐnai h bèltisth epilog  tou
diaqeirist  enìc tameÐou ìtan den up�rqei h epilog  thc epèndushc se èna periousiakì stoiqeÐo
kindunoudèterhc apìdoshc.
SÔmfwna me ton Cairns(2000) orismèna tameÐa qrhsimopoioÔn ta diajèsim� touc mìno gia
paroq  braquprìjesmhc reustìthtac, en¸ den lamb�noun upìyh th dunatìthta epèndushc se
makroprìjesmh b�sh. Genik� ta tameÐa jewroÔn ta kratik� omìloga wc mia epèndush qamhl c
apìdoshc, all� k�ti tètoio fusik� den isqÔei, kaj¸c den eÐnai p�nta qwrÐc kÐnduno.
Gia na aplopoi soume to montèlo pou ja perigr�youme ac jewr soume ìti o sunolikìc ploÔtoc
tou tameÐou ependÔetai se èna sugkekrimèno tÐtlo, èstw èna omìlogo pou emperièqei kÐnduno.
Se aut  th perÐptwsh jewroÔme ìti h tim  tou omolìgou eÐnai susqetismènh me mÐa gewmetrik 
kÐnhsh Brown dhlad  isqÔei h sqèsh:

dSt = bStdt+ σStdW1(t)

ìpou b > 0 kai σ > 0. H W1 sumbolÐzei mia tupopoihmènh kÐnhsh Brown. EpishmaÐnoume
wstìso ìti h B eÐnai mia tupopoihmènh KÐnhsh Brown pou sqetÐzetai me tic paroqèc. Up-
ojètoume loipìn ìti h W1 kai h B eÐnai susqetismènec ìpwc analÔsame kai sthn prohgoÔ-
menh par�grafo. Sunep¸c E(BtW1(s)) = q · min(t, s) me −1 ≤ q ≤ 1. 'Etsi èqoume ìti
B =

√
1− q2 ·W0 + q ·W1, ìpou (W0,W1) mia tupopoihmènh KÐnhsh Brown orismènh ston

antÐstoiqo q¸ro pijanot twn.
H sumperifor� tou ploÔtou tou tameÐou dÐnetai apì thn stoqastik  diaforik  exÐswsh:

dF (t) = F (t)
dS(t)

S(t)
+ (C(t)− P (t))dt

  alli¸c

dF (t) = (bF (t) + C(t)− P (t))dt+ σF (t)dW1(t), F (0) = F0 ≥ 0

'Opwc  dh gnwrÐzoume apì thn Upìjesh A pou k�name sthn prohgoÔmenh par�grafo par-
aleÐpontac P kai NC èqoume:

dF (t) = (bF (t) + SC(t) + (µ− δ)AL(t)dt+ σF (t)dW1(t) (4.21)

EpishmaÐnoume epÐshc ìti efìson èqoume ependÔsei mìno se èna tÐtlo pou emperièqei kÐnduno,
h monadik  metablht  elègqou eÐnai to sumplhrwmatiì kìstoc.
H stoqastik  exÐswsh tou probl matoc axÐac t¸ra gÐnetai:

V̂ (F,AL) = minSC∈AF,AL
{J((F,AL);SC): s.t.(4.1), (4.21)}

ìpou h t�xh twn epitrepìmenwn metablht¸n elègqou AF,AL orÐzetai ìpwc kai prohgoumènwc.
Efìson loipìn stìqoc mac eÐnai na deÐxoume ìti mÐa kat�llhlh epilog  tou δ odhgeÐ se mia
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eureÐa ependutik  strathgik  kanoume thn parak�tw upìjesh:
Upìjesh B

′′
To teqnikì epitìkio apodìsewn ikanopoieÐ th sqèsh δ = b+ σ2 − ηqσ > 0.

Je¸rhma 4.5.1. Upojètoume ìti oi Upojèseic A kai B' isqÔoun. An ikanopoieÐtai h anisìth-
ta 2µ+ η2 < ρ, tìte to bèltisto posostì thc eisfor�c dÐnetai apì:

C∗(F,AL) = NC +
γFF
κ
· UAL

ìpou γFF eÐnai h monadik  jetik  lÔsh thc exÐswshc

γFF
2 + κ(ρ− 2b− σ2)γFF − κ(1− κ) = 0

'Opwc kai stic prohgoÔmenec paragr�fouc mporoÔme na ekfr�soume:

EF0,AL0F (t)− α3EF0,AL0AL(t) = (F0 − α3AL0)e(b−γFF /κ)t

me α3 = (γFF + κ(µ− δ))/(γFF + κ(µ− b)) kai ètsi efìson isqÔei ìti γFF > κb sunep�getai
ìti,

limt→∞ (EF0,AL0F (t)− α3EF0,AL0AL(t)) = 0

4.6 Sumper�smata

• EÐdame to prìblhma thc qrhmatodìthshc twn sunt�xewn se èna prìgramma suntax-
iodìthshc kajorismènwn paroq¸n apì thn optik  gwnÐa tou diaqeirist , pou epijumeÐ
ta periousiak� stoiqeÐa na eÐnai se jèsh na kalÔyoun tic upoqre¸seic elaqistopoi¸ntac
ton kÐnduno aferegguhìthtac kai ton kÐnduno tou posostoÔ twn eisfor¸n.

• O diaqeirist c èqei na epilèxei metaxÔ tri¸n senarÐwn gia na petÔqei th bèltisth s-
trathgik . Oi ependutikèc apof�seic mporeÐ na lhfjoÔn me treic diaforetikoÔc trìpouc.
Ston pr¸to trìpo, to kef�laio tou tameÐou ependÔetai me stajerì epitìkio. Ston
deÔtero trìpo o diaqeirist c ependÔei se èna qartoful�kio me n episfal  axiìgrafa
kai se èna omìlogo. SÔmfwna me ton teleutaÐo trìpo to epitìkio twn apodìsewn eÐnai
stoqastikì. Kai stic treic peript¸seic epilègetai to teqnikì epitìkio apodìsewn, èt-
si ¸ste to sumplhrwmatikì kìstoc na eÐnai an�logo proc thn ak�lupth analogistik 
upoqrèwsh.

• H anamenìmenh tim  twn diajesÐmwn tou tameÐou sugklÐnei grhgorìtera se makroprì-
jesmh b�sh proc thn anamenìmenh tim  thc analogistik c upoqrèwshc,ìtan up�rqei di-
aforopoÐhsh stic ependÔseic.

• 'Otan to epÐpedo twn diajesÐmwn tou tameÐou eÐnai qamhlì, tìte prèpei na gÐnontai ependÔ-
seic se episfal  qreìgrafa, en¸ ìtan ta diajèsima eÐnai uyhl� kai sunep¸c up�rqei uyh-
lì pleìnasma tìte protrèpei sthn anoikt  p¸lhsh qreogr�fwn pou emperièqoun kÐnduno.
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Kef�laio 5

Bèltistec Ependutikèc apof�seic
upì thn Ôparxh upoqre¸sewn:
H perÐptwsh twn suntaxiodotik¸n
sqhm�twn kajorismènhc paroq c

5.1 Eisagwg 

Ta suntaxiodotik� tameÐa antiproswpeÔoun s mera ènan apì touc pio shmantikoÔc foreÐc
stic qrhmatopistwtikèc agorèc, lìgw thc uyhl c ependutik c ikanìthtac kai epeid  droÔn
sumplhrwmatik� sto rìlo thc kubèrnhshc, pou epitrèpei stouc ergazìmenouc pou èqoun ft�-
sei se hlikÐa suntaxiodìthshc na diathr soun to biotikì touc epÐpedo. Oi dÔo autoÐ lìgoi
dikaiologoÔn to endiafèron pou sugkentr¸netai kat� ta teleutaÐa qrìnia sth melèth thc
bèltisthc diaqeÐrishc twn suntaxiodotik¸n programm�twn. Up�rqoun dÔo kÔriec enallak-
tikèc lÔseic sto sqediasmì twn suntaxiodotik¸n susthm�twn me thn katanom  twn kindÔnwn.
Se èna prìgramma kajorismènwn eisfor¸n, o kÐndunoc pou proèrqetai apì th diaqeÐrish ke-
falaÐwn barÔnei to dikaioÔqo. Wstìso, se èna prìgramma kajorismènwn paroq¸n, ìpou oi
paroqèc sun jwc sundèontai me ton telikì misjì, o oikonomikìc kÐndunoc analamb�netai apì
to diaqeirist .

Sto kef�laio autì ja melethjeÐ to montèlo enìc progr�mmatoc kajorismènwn paroq¸n,
ìpwc perigr�fetai apì touc Haberman kai Sung (1994), Boulier et al. (1995), Cairns (2000),
Josa-Fombellida kai Rincon Zapatero(2001, 2004). Se ìla aut� ta �rjra o stìqoc tou di-
aqeirist  eÐnai ta periousiak� stoiqeÐa twn tameÐwn na timologoÔntai kai na brÐskontai ìso to
dunatìn plhsièstera proc thn analogistik  upoqrèwsh. Pio sugkekrimèna ja anaptÔxoume
th melèth twn Ricardo Josa- Fombelida kai Rincon Zapatero (2006).
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5.2 To sqèdio thc suntaxiodìthshc

To suntaxiodotikì prìgramma pou ja lhfjeÐ upìyh eÐnai sugkentrwtikoÔ tÔpou, opìte oi
metablhtèc pou paratÐjentai parak�tw anafèrontai sto sÔnolo twn mel¸n tou tameÐou. Gia
na kalÔyei tic uposqìmenec upoqre¸seic stouc ergazìmenouc sthn hlikÐa suntaxiodìthshc,
o diaqeirist c tou tameÐou enÐote anagk�zetai na krat�   na reustopoieÐ mèroc apì ta epen-
duìmena kef�laia. Ta kÔria stoiqeÐa pou kajorÐzoun th diadikasÐa thc qrhmatodìthshc kai
oi basikèc upojèseic pou epitrèpoun thn proswrin  thc exèlixh prosdiorÐzontai wc ex c:

F(t): H axÐa twn periousiak¸n stoiqeÐwn tou tameÐou th qronik  stigm  t.

P (t): Oi paroqèc pou èqei uposqejeÐ to tameÐo sta mèlh sto qrìno t, gia tic opoÐec upo-
jètoume ìti eÐnai nteterministikèc. Autèc oi paroqèc sundèontai me ton misjì th stigm  thc
suntaxiodìthshc.

C(t) : Posostì eisfor�c tou diaqeirist  sth diadikasÐa qrhmatodìthshc sto qrìno t.

AL(t): Analogistikèc upoqre¸seic th qronik  stigm  t.

NC(t): To kanonikì kìstoc sto qrìno t, an ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou tairi�zoun
stic analogistikèc upoqre¸seic kai den up�rqoun abèbaia stoiqeÐa sto sqèdio, to kanonikì
kìstoc eÐnai h axÐa twn eisfor¸n pou epitrèpoun thn isìthta metaxÔ tou energhtikoÔ tou
tameÐou kai twn upoqre¸sewn.

SC(t): To sumplhrwmatikì kìstoc th qronik  stigm , to opoÐo eÐnai Ðso me C(t)−NC(t)

M(s): To posostì thc axÐac twn mellontik¸n paroq¸n pou èqoun sugkentrwjeÐ mèqri to
ètoc hlikÐac s ∈ [a, d], ìpou eÐnai h koin  hlikÐa thc eisìdou sto tameÐo kai d eÐnai h koin 
hlikÐa thc suntaxiodìthshc pou orÐzetai gia ìla ta mèlh.

δ: To stajerì epitìkio apotÐmhshc twn upoqre¸sewn, to opoÐo kajorÐzetai apì tic ru-
jmistikèc arqèc.

Upojètoume ìti oi sunart seic P kai M eÐnai diaforÐsimec.

Ja qrhsimopoihjeÐ h parak�tw mèjodoc diaspor�c thc apìsbeshc. Upojètoume ìti to sumplhrw-
matikì posostì eisfor�c eÐnai an�logo thc ak�lupthc analogistik c upoqrèwshc,dhlad :

SC(t) = k(AL(t)− F (t))

kai
C(t) = NC(t) + k(AL(t)− F (t)) (5.1)
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ìpou k mia stajer�, h opoÐa epilègetai apì ton diaqeirist  kai antiproswpeÔei to posostì
kat� to opoÐo to pleìnasma   to èlleimma aposbènetai. Mia arnhtik  tim  tou k, ìtan to
tameÐo qrhmatodoteÐtai anepark¸c shmaÐnei ìti h eisfor� eÐnai mikrìterh apì to kanonikì kìs-
toc. H analogistik  praktik  jewreÐ to 1/k na eÐnai Ðso me mia suneq  r�nta ìpou h apìsbesh
gÐnetai gia perissìtera apì m èth. Eidik  perÐptwsh apoteleÐ mia aènah ranta me m = ∞.
'Omwc k�poiec jewrhtikèc melètec ìpwc autèc twn O’Brein (1987), Haberman kai Sung (1994)
  Josa-Fombelida kai Rincon- Zapatero (2001, 2004), èdeixan ìti h analogik  qrhmatodìthsh,
SC = k(AL − F ), eÐnai bèltisth me 1/k pou den qrei�zetai na dÐdetai apì mÐa sugkerimènh
r�nta. AntÐ autoÔ k�poiec par�metroi pou orÐzoun tic protim seic tou diaqeirist  kai merik�
qarakthristik� thc qrhmatisthriak c agor�c kajorÐzoun to k. JewroÔme loipìn èna enal-
laktikì eÔroc gia to k apì autì pou proteÐnei h analogistik  praktik .

Oi analogistikèc sunart seic AL kai NC gr�fontai wc:

AL(t) =

∫ d

α

e−δ(d−s)P (t+ d− s)M(s)ds,

NC(t) =

∫ d

α

e−δ(d−s)P (t+ d− s)M ′(s)ds,

antÐstoiqa kai autèc sundèontai apì th sun jh diaforik  exÐswsh (Bowers et al, 1979 )

AL′(t) = δAL(t) +NC(t)− P (t), t ≥ 0 (5.2)

H sun�rthsh M ikanopoieÐ th sqèsh 0 ≤ M(s) ≤ 1 gia ìla ta s,M(s) = 0 , gia s ≤ a kai
M(s) = 1, gia s ≥ d. H pio apl  perÐptwsh eÐnai ìtan o arijmìc twn upall lwn sunolik�
susswreÔetai omoiìmorfa sto di�sthma [α, d], kai eÐnai M(s) = (s− a)(d− a)−1, a < s < d.
Ektìc apì thn perÐptwsh twn stajer¸n paroq¸n, sun jwc qrhsimopoieÐtai to ekjetikì mon-
tèlo, sÔmfwna me to opoÐo oi paroqèc kai o misjìc aux�nontai me ekjetikì rujmì. Se aut 
thn perÐptwsh ta AL kai NC eÐnai epÐshc ekjetikèc sunart seic.
O diaqeirist c qrhsimopoieÐ èna qartoful�kio me n episfal  axiìgrafa gia na diaqeiristeÐ to
kef�laio tou tameÐou {Si}ni=1 . Ta axiìgrafa montelopoioÔntai apì susqetismènec gewmetrikèc
kin seic Brown kai èna omìlogo pou den perièqei kÐnduno S0 ìpwc prot�jhke apì ton (Merton,
1971) kai h dunamik  twn tim¸n twn n+ 1 qreogr�fwn dÐdetai apì tic exis¸seic:

dS0(t) = rS0(t)dt, r > 0, (5.3)
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kai

dSi(t) = Si(t)(bidt+
n∑
j=1

σijdwj(t)), i = 1, 2, ..., n (5.4)

Upojètoume ìti bi > r gia ìla ta i, ètsi ¸ste o diaqeirist c na èqei kÐnhtra na proqwr sei
se ependÔseic me kÐnduno. To posì tou kefalaÐou pou ependÔetai to qrìno t sto episfalèc ax-
iìgrafo Si sumbolÐzetai me λi(t), i = 1, 2, ..., n. To upìloipo, F (t)−

∑n
i=1 λi(t), ependÔetai sto

omìlogo. O daneismìc kai oi braquprìjesmh anoikt  p¸lhsh epitrèpontai. H arnhtik  tim 
tou λi(t) shmaÐnei ìti o diaqeirist c probaÐnei se anoikt  p¸lhsh enìc mèrouc twn episfal¸n
axiogr�fwn Si, en¸ an

∑n
i=1 λi(t) eÐnai megalÔtero apì to F , tìte o diaqeirist c qre¸netai

gia thn agor� twn metoq¸n, daneizìmenoc me epitìkio r. Upojètoume ìti {L(t) : t ≥ 0} , me
L(t) = (λ1(t), ..., λn(t))T , mia diadikasÐa elègqou prosarmosmènh sth di jhsh {Ft}t≥0 ,Ft−
metr simh, Markobian  kai st�simh en¸ ikanopoieÐ th sqèsh:

E

∫ s

0

L(t)TL(t)dt <∞

Epomènwc, h dunamik  exèlixh twn diajèsimwn tou tameÐou sto plaÐsio thc ependutik c poli-
tik c Λ eÐnai:

dF (t) =
n∑
i=1

λi(t)
dSi(t)

Si(t)
+

(
Ft −

n∑
i=1

λi(t)

)
+ (C(t)− P (t))dt. (5.5)

Antikajist¸ntac sthn (5,5), tic (5,3) kai (5,4), èqoume :

dF (t) =

(
rF (t) +

n∑
i=1

λi(t)(bi − r) + C(t)− P (t)

)
dt+

n∑
i=1

n∑
j=1

λi(t)σijdwj(t) (5.6)

me arqik  sunj kh F (0) > 0.
Upojètoume ìti σ = (σij),b = (b1, ..., bn)T ,1 = (1, ..., 1)T , kai Σ = σσT . PaÐrnoume wc de-
domèno thn Ôparxh tou antÐstrofou pÐnaka Σ−1. Telik� to di�nusma tou lìgou Sharpe tou
qartofulakÐou sumbolÐzetai me θ = σ−1(b− r1).

'Etsi h exÐswsh (5,6) thc dF (t) gÐnetai :

dF (t) = (rF (t) +LT (t)(b− r1) + C(t)− P (t))dt+LT (t)σdw(t), (5.7)
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h opoÐa me thn arqik  sunj kh F (0) prosdiorÐzei thn exèlixh tou diajèsimou tou kefalaÐou.
Antikajist¸ntac thn (5,1) sthn exÐswsh (5,7), aut  paÐrnei th morf  :

dF (t) = (rF (t) +LT (t)(b− r1) +NC(t) + k(AL(t)−F (t))−P (t))dt+LT (t)σdw(t) (5.8)

Upojètoume ìti to teqnikì epitìkio sumpÐptei me thn apìdosh tou omolìgou, dhlad  d=r, an
kai ta apotelèsmata ja mporoÔsan na epektajoÔn kai sthn perÐptwsh ìpou δ 6= r
'Etsi, apì th (5,2) se ìrouc X = F − AL h exÐswsh (5,8) gr�fetai wc:

dX(t) = ((r − k)X(t) +LT (t)(b− r1)dt+LT (t)σdw(t), (5.9)

me arqik  upìjesh X(0) = x. 'Otan X < 0, k > 0 tìte èqoume wc apotèlesma th meÐwsh
tou epitokÐou pou epifortÐzontai oi ak�luptec upoqre¸seic. H kat�stash antistrèfetai ìtan
X > 0.
Gia na tonisteÐ h epÐdrash tou dianÔsmatoc ependutik c strathgik c, ja gr�foume XΛ(t)
antÐ tou X(t). EpÐshc kaj¸c prìkeitai na qrhsimopoi soume dunamikì programmatismì, ja
lÔsoume to prìblhma beltistopoÐhshc gia k�je arqik  sunj kh X(0), thn opoÐa sumbolÐzoume
me x. Sunep¸c XΛ(t) = F (t)− AL(t) me arqik  tim  x = F − AL.
EÐnai shmantikì na d¸soume èmfash sto ìti oi eisforèc kajorÐzontai apì thn (5,1) kai h
exèlix  thc eÐnai abèbaih kai exart�tai apì ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou.

5.3 MegistopoÐhsh thc pijanìthtac prosèggishc enìc
stìqou

O stìqoc tou diaqeirist  eÐnai na megistopoi sei thn pijanìthta to X na proseggÐsei thn
tim  0, prin apì mia �llh anepijÔmhth tim  h opoÐa sumbolÐzetai me l = F − AL. H tim  tou
F < AL ja mporoÔse na epiblhjeÐ apì tic arqèc, wc èna el�qisto kat¸tato ìrio k�tw apì to
opoÐo ta diajèsima tou tameÐou den mporoÔn na meiwjoÔn, epeid  jewreÐtai shmeÐo qrewkopÐac.
Dustuq¸c to prìblhma ìpwc diatup¸jhke me autì ton trìpo den èqei lÔsh. Me apotèlesma,
thn epanadiatÔpwsh tou probl matoc wc akoloÔjwc: megistopoÐhsh thc pijanìthtac to X
na proseggÐsei thn tim  u prin thn tim  qrewkopÐac l, me l ≤ u ≤ 0 kai me to u ìso kont�
sto 0 epijumeÐtai. JewroÔme thn perÐptwsh pou to kef�laio tou tameÐou eÐnai mikrìtero apì
AL. Sthn perioq  pou to kef�laio tou tameÐou eÐnai megalÔtero apì to AL, o stìqoc eÐnai na
auxhjeÐ to X ìso eÐnai dunatìn, ètsi èqoume to prìblhma thc megistopoÐhshc thc pijanìthtac
to X na proseggÐsei to u prin to l me 0 < l < u.
An sumbolÐsoume me U(x) th mègisth tim  thc pijanìthtac gia thn epÐteuxh thc tim c u prin
thn tim  l, ìtan l < x < u:

U(x) = sup{L∈Ax}Px(τlL > τLu ) = sup{L∈Ax}Px(τLlu > τLu )
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ìpou to τLl gia pr¸th for� èqei th tim  l, ìtan h ependutik  politik  eÐnai L.

5.3.1 UpoqrhmatodotoÔmenh perioq , u < 0

Se aut  thn perÐptwsh periorÐzoume thn prosoq  mac sto k < r. 'Otan h èntash twn e-
isfor¸n eÐnai mikrìterh apì thn èntash anatokismoÔ, h dunamik  tou tameÐou Ðswc paÔei
na eÐnai epanerqìmenh sto mèso, diìti to posostì apìsbeshc den eÐnai arket� isqurì gia
na xeperasteÐ h epÐdrash tou epitokÐou sto kef�laio tou tameÐou, sunep¸c up�rqei jetik 
pijanìthta qrewkopÐac. Antijètwc, ìpwc prokÔptei apì thn sqèsh(5,9), ìtan k ≥ r to
prìblhma den eÐnai èna pragmatikì prìblhma qrewkopÐac, dedomènou ìti h pl rhc epèndush
sto omìlogo diasfalÐzei ìti to Q eÐnai austhr� auxanìmeno   stajerì. Wstìso, ìtan k < r
ependÔseic exolokl rou se metrht� odhgoÔn to tameÐo sto shmeÐo qrewkopÐac.
Prìtash
Upojètoume ìti k < r kai l < x < u < 0. H bèltisth strathgik  ependÔsewn dÐnetai apì:

LU(X) = −2(r − k)

θT θ
Σ−1(b− r1)X =

2(r −X)

θT θ
Σ−1(b− r1)(AL− F ) (5.10)

kai h sun�rthsh axÐac dÐnetai apì ton tÔpo

U(x) =
|x|α − |l|α

|u|α − |l|α
=

(AL− F )α − |l|α

|u|α − |l|α
(5.11)

ìpou α = 1 + θT θ/(2(r − k)).

H politik  pou dÐnetai apì thn sqèsh (5,10) eÐnai mia stajeroÔ tÔpou analogÐa. Autèc oi
strathgikèc eÐnai eurèwc qrhsimopoioÔmenec sthn pr�xh, exaitÐac thc aplìtht�c touc kai epei-
d  emfanÐzontai wc bèltistec strathgikèc se poll� sqetik� probl mata (blèpe Pestien and
Sudderth(1985), Browne (1998)).
H bèltisth sumperifor� tou diaqeirist  eÐnai na katanèmei sugkekrimènec analogÐec thc di-
afor�c twn upoqre¸sewn kai twn periousiak¸n stoiqeÐwn tou tameÐou, lamb�nontac megalÔtero
kÐnduno ìtan h diafor� aut  eÐnai meg�lh. Oi episfaleÐc ependÔseic parousi�zoun to mègisto
kont� sto shmeÐo katastrof c, ìtan F = F , en¸ mei¸nontai ìtan ta diajèsima eÐnai kont�
sto AL. AfoÔ oi bèltistec lÔseic den exart¸ntai apì tic timèc l, u, eÐnai xek�jaro ìti aut  h
asfalistik  strathgik  elaqistopoieÐ kai thn pijanìthta qrewkopÐac.
O rìloc tou k eÐnai o ex c: aÔxhsh tou k dhlad  mia aÔxhsh twn eisfor¸n epitrèpei th meÐwsh
tou ependuìmenou posoÔ tou qartofulakÐou. Sth sunèqeia an o diaqeirist c   oi ergazìmenoi
epijumoÔn na mei¸soun tic eisforèc, prèpei na lhfjeÐ megalÔteroc kÐndunoc sto ependuìmeno
qartoful�kio.

Sunep¸c br kame mia ependutik  politik  pou megistopoieÐ thn pijanìthta prosèggishc tou
u prin to l < u gia k�je u < 0.
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Parat rhsh 1: Parìlo pou stic ependutikèc strathgikèc den epitrèpontai oi anoiktèc
pwl seic, o daneismìc pollèc forèc kajÐstatai anagkaÐoc. 'Estw loipìn ìti to tameÐo daneÐze-
tai qr mata me epitìkio r gia na ependÔsei se èna periousiakì stoiqeÐo i me λi,U ≥ F an kai
mìno an 0 ≤ F ≤ viAL ìpou vi = eiΣ

−1(b− r1)/(a− 1 + eiΣ
−1(b− r1)) ìpou to ei orÐzetai

wc ei = (0, . . . , 1, . . . , 0). O diaqeirist c loipìn ja prèpei na daneisteÐ gia na ependÔsei èstw
se k�poia metoq  kai sunep¸c isqÔei ìti:

∑n
i=1 λi,U ≥ F an kai mìno an 0 ≤ F ≤ v0AL kai

v0 = 1TΣ−1(b− r1)/(a− 1 + 1TΣ−1(b− r1))

Parat rhsh 2: SÔmfwna me thn ependutik  strathgik  LU h sqèsh (5,9) gÐnetai:

dXLU (t) = −(r − k)XLU (t)dt− 2(r − k)

θT θ
XLU (t)θTdw(t), 0 ≤ t ≤ τLlu

H parap�nw sqèsh eÐnai mia gewmetrik  kÐnhsh Brown me par�metro −(r−k)X kai suntelest 
di�qushc 4(r − k)2X2

EpÐshc isqÔei ìti:

Px(τl > τu) =
ψ(x)− ψ(l)

ψ(u)− ψ(l)
= U(x)

Parat rhsh 3: Katal xane epÐshc ìti up�rqei mia tètoia ependutik  strathgik  pou
megistopoieÐ thn pijanìthta na èrjei kìnta sto u prin apì to l < u gia k�je u < 0. Sunep¸c
me b�sh aut  thn ependutik  strathgik  eÐnai sqedìn apÐjano to u na p�rei th tim  0 se
b�joc qrìnou. Autì ermhneÔthke apì to gegonìc ìti to 0 eÐnai èna anèfikto fr�gma gia mia
gewmetrik  kÐnhsh Brown blèpe Karlin and Taylor (1981).

Apeikìnish twn apotelesm�twn: SÔmfwna me touc Josa-Fombellida kai Rincon-Zapatero
(2006) sugkrÐjhke to sunolikì mègejoc twn anamenìmenwn eisfor¸n ìtan k < r kai k

′
> r

antÐstoiqa. Sthn pr¸th perÐptwsh, h kalÔterh strathgik  dÐnetai apì th sqèsh (5,10), en¸
gia th deÔterh, gÐnetai exolokl rou epèndush sto omìlogo. Stìqoc mac eÐnai na deÐxoume ìti
h energhtik  diaqeÐrish tou tameÐou mporeÐ na mei¸sei tic sunolikèc proexoflhmènec eisforèc,
ìmwc autì ja èqei wc apotèlesma h pijanìthta qrewkopÐac na l�bei elafr¸c megalÔterec
timèc. Met� apì k�poia jewrhtik� apotelèsmata pou parèqontai, ìson afor� thn analutik 
èkfrash gia ton prosdok¸meno qrìno thc exìdou apì to di�sthma (l, u) kai thn anamenìmenh
tim  twn eisfor¸n, suneqÐzoume me arijmhtik  apeikìnish tou gegonìtoc autoÔ. Dedomènou ìti
to prìblhma èqei lÔsh kleist c morf c, o diaqeirist c prèpei na apofasÐsei ek twn protèrwn
poia tim  ja epilèxei gia to k, afoÔ eÐnai gnwst  h akrib c ex�rthsh tou apotelèsmatoc apì
to k. Gia èna sugkekrimèno perib�llon, h epilog  tou k prosdiorÐzei pl rwc thn pijanìthta
thc epituqÐac kai to mègejoc twn sunolik¸n anamenìmenwn eisfor¸n. DiakrÐnontai duo di-
aforetikèc st�seic tou diaqeirist  : h mia onom�zetai logik  diaqeÐrish kai antistoiqeÐ sthn
epilog  tou k < r, upodeiknÔontac ìti o diaqeirist c epijumeÐ na uposteÐ k�poio kÐnduno,
an eÐnai dunatìn na meiwjeÐ shmantik� to sÔnolo twn problepìmenwn aposbèsewn kai h �llh
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onom�zetai asfal c diaqeÐrish ìpou k
′
> r, kaiL ≡ 0, ìpou o diaqeirist c protim�ei na odhg -

sei to kef�laio tou tamèiou se uyhlìterh axÐa, kai ètsi apaitoÔntai uyhlìterec aposbèseic
kai megalÔterec qronikèc periìdoi mèqri thn epÐteuxh tou stìqou. ExaitÐac thc poikilÐac twn
qronik¸n paramètrwn, den eÐnai eÔkolo na apodeiqjoÔn oi genikèc idiìthtec twn diajèsimwn
tou tameÐou, gia thn epÐteuxh tou megèjouc twn anamenìmenwn sunolik¸n eisfor¸n k�tw apì
th logik    thn asfal  diaqeÐrish. Gia autì to lìgo epikentr¸jhkan se merik� arijmhtik�
paradeÐgmata.

Anamenìmenh axÐa twn sunolik¸n eisfor¸n - Logik  diaqeÐrish, k < r

JewroÔme ìti T (x) = Exτ
L
lu kai Ex

∫ τLlu

0
e−rtCk(t)dt, o anamenìmenoc qrìnoc thc exìdou

tou diast matoc (l, u) tou XLU , kai h susswreumènh anamenìmenh axÐa twn proexoflhmènwn
eisfor¸n mèqri thn èxodo tou diast matoc (l, u), antÐstoiqa, me l < x = XLU (0) < u < 0.
Apì ton orismì thc (5,1)

Ex

∫ τLlu

0

e−rtCk(t)dt = Ex

∫ τLlu

0

e−rtNC(t)dt−kEx

∫ τLlu

0

e−rte−rtXLU (t)dt ≡ NC

r
(1−R(x))−kS(x)

me R(x) sumbolizetai to Ex(e
rτLlu) kai eÐqan upojèsei ìti oi kalÔyeic R eÐnai stajerèc. E-

pomènwc ta AL kai NC eÐnai epÐshc stajer�. AkribeÐc ekfr�seic ja mporoÔsan epÐshc na
parathrhjoÔn kai sthn perÐptwsh tou ekjetikoÔ montèlou, ìpou to kìstoc eisagwg c miac
nèac paramètrou eÐnai mikrì. SÔmfwna me touc Karlin kai Taylor (1981, p.192-204)   Har-
rison (1985), eÐnai pijanì na qarakthrÐsoume tic sunart seic R, S kai T wc lÔseic k�poiwn
deutèrou bajmoÔ diaforik¸n exis¸sewn, ìtan XΛU eÐnai mia genik  diadikasÐa di�qushc. Se
èna tètoio montèlo me mia gewmetrik  kÐnhsh Brown asqol jhkan oi Josa-Fombellida kai Rin-
con Zapatero (2006) , epitrèpontac na brejoÔn sunart seic kleistoÔ tÔpou, efìson autèc oi
diaforikèc exis¸seic metasqhmatÐzontai eÔkola se grammikèc exis¸seic.

R(x) =
1

∆
((|u|m2 − |l|m2) |x|m1 + (|l|m1 − |u|m1) |x|m2),

S(x) =
1

2r − k

(
|x|+ 1

∆
((|u| |l|m2 − |l| |u|m2) |x|m1 + (|l| |u|m1 − |u| |l|m1) |x|m2)

)
,

T (x) =
α− 1

(r − k)α

(
ln
(x
l

)
− U(x)ln

(u
l

))
,
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me m1,2 oi rÐzec thc exÐswshc

2(r − k)2

θT θ
y2 −

(
(r − k) +

2(r − k)2

θT θ

)
y − r = 0

UpotÐjetai ìti m1,2 6= 1 kai ìti ∆ = |l|m1 |u|m2 − |l|m2 |u|m1 me skopì na suntomeutoÔn oi
peript¸seic pou meletoÔntai.

Sunolik  axÐa twn eisfor¸n sthn asfal  diaqeÐrish k
′
> r kai L = 0

SumbolÐzoume to k me k
′
, gia na diakrÐnoume apì thn parap�nw perÐptwsh. O qrìnoc thc

ap¸leiac tou u apì to x gia th diadikasÐa X0 eÐnai:

t(x) = ln(u/x)/(r − k′)

kai to susswreumèno posì tou X0 mèqri to qrìno t(x) eÐnai

x = (u− x)/(r − k′)

SumbolÐzoume me Ck
′
th sunolik  proexoflhjeÐsa eisfor� se aut  thn perÐptwsh kai up-

ojètoume ìti to NC eÐnai stajerì.

Ck
′

(x) =
NC

r

(
1−

(u
x

) r

k
′−r

)
− x

(
1−

(u
x

) k
′

k
′−r

)

Upojètoume ìti l, u kai x eÐnai an�loga tou AL, me suntelestèc metaxÔ twn -1 kai 0.
ProkÔptei to er¸thma an me epilegmènec paramètrouc eÐnai dunatìn na qrhsimopoieÐtai h logik 
diaqeÐrish twn diajèsimwn tou tameÐou, epilègontac èna episfalèc qartoful�kio, ètsi ¸ste
h sunolik  anamenìmenh proexoflhmènh eisfor� na eÐnai mikrìterh apì aut  pou prokÔptei
me thn qr sh thc asfaloÔc diaqeÐrishc, kai tautìqrona th meÐwsh thc pijanìthtac qrewkopÐac.

5.3.2 UperqrhmatodotoÔmenh perioq , u > 0

SÔmfwna me touc Josa-Fombellida kai Rincon Zapatero (2006) se aut  thn perÐptwsh stìqoc
eÐnai na megistopoihjeÐ h pijanìthta prosèggishc tou u prin apì to l , me 0 < l < u. Se
antidiastol  me thn perÐptwsh thc aneparkoÔc qrhmatodìthshc, gia na epiteuqjeÐ autìc o
stìqoc kat� to bèltisto trìpo, h par�metroc k prèpei na epilegeÐ, ¸ste na eÐnai mikrìterh

55



apì thn par�metro r. Pr�gmati ìtan, k ≤ r to prìblhma den eÐnai èna pragmatikì stoqastikì
prìblhma, epeid  de sumbaÐnei kamÐa epèndush sta episfal  axiìgrafa kai tìte to kef�laio
tou tameÐou aux�netai se u(k < r),   paramènei stajerì (k = r).

Prìtash: Upojètoun ìti k > r kai 0 < l < x < u. H bèltisth ependutik  strathgik 
LU(x) kai h sun�rthsh axÐac dÐnontai apì tic sqèseic (5,10) kai (5,11), antÐstoiqa, me thn
par�metro a, ìpwc orÐzetai parap�nw sthn perÐptwsh ìpou u < 0, me a 6= 0. 'Etsi prokÔptoun
oi sqèseic:

LU(x) = Σ−1(b− r1)X = Σ−1(b− r1)(AL− F )

kai

U(x) =
lnx− lnl
lnu− lnl

=
ln(AL− F )− lnl

lnu− lnl

ìtan α = 0.
Parìmoiec parathr seic isqÔoun kai gia to apotèlesma thc prohgoÔmenhc prìtashc sthn
perÐptwsh ìpou u < 0. Merikèc apì tic diaforèc se aut  thn perÐptwsh eÐnai ìti a < 0 ìtan
r < k < r + θT θ/2, a = 0 ìtan k = r + θT θ/2, kai 0 < a < 1, ìtan k > r + θT θ/2. Sthn
perÐptwsh thc upoqrhmatodìthshc, to sÔnolo twn proexoflhmènwn anamenìmenwn eisfor¸n
me b�sh th bèltisth lÔsh (to opoÐo sunep�getai logik  diaqeÐrish) kai k�tw apì asfal 
diaqeÐrish ja mporoÔse na sugkrijeÐ. Ta sumper�smata ja  tan parìmoia se aut  thn kat�s-
tash, to pio shmantikì eÐnai ìti h anamenìmenh eisfor� eÐnai mikrìterh sthn prohgoÔmenh
perÐptwsh se sqèsh me thn teleutaÐa. Autì shmaÐnei thn l yh perissìterwn kindÔnwn apì to
diaqeirist  tou tameÐou, dhlad , mia jetik , all� mikr  pijanìthta qrewkopÐac.

5.4 ElaqistopoÐhsh/megistopoÐhsh thc prosdok¸-
menhc proexoflhmènhc
timwrÐac/antamoib c

To shmeÐo katastrof c eÐnai to epÐpedo tou ploÔtou sto tameÐo pou jewreÐtai apì to di-
aqeirist , to el�qisto apodektì shmeÐo gia th sunèqish twn qrhmatooikonomik¸n pr�xewn me
k�poia eggÔhsh summetoq c se shmerinèc kai mellontikèc upoqre¸seic. 'Opwc anafèrjhke, h
pijanìthta qrewkopÐac mporeÐ na periorÐzetai sto el�qisto kai tautìqrona to sÔnolo twn ana-
menìmenwn proexoflhmènwn eisfor¸n mei¸netai. Autì epitugq�netai epilègontac thn stajer�
k sto sÔsthma apìsbeshc me epitìkio mhdenikoÔ kindÔnou r. To er¸thma pou prèpei na an-
timetwpisteÐ ed¸ eÐnai to p¸c autì to shmeÐo qrewkopÐac mporeÐ na gÐnei pio aptì, me thn ènnoia
ìti, ìtan to tameÐo èqei pèsei se aut  thn anepijÔmhth tim , èqei pragmatik� timwrhjeÐ,Ðswc
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exaitÐac tou gegonìtoc ìti mia meg�lh eisfor� kefalaÐou apaiteÐtai apì to nìmo, prokeimè-
nou na auxhjoÔn ta metrht� sto logariasmì tameÐou. Wc ek toÔtou, oi Josa-Fombellida kai
Rincon Zapatero je¸rhsan thn Ôparxh miac stajer c poin c, metroÔmenh se nomismatikèc
mon�dec, oi opoÐec barÔnoun to tameÐo, e�n ta periousiak� stoiqeÐa tou tameÐou teÐnoun sthn
axÐa qrewkopÐac l(ìpwc orÐsthke parap�nw).Upojètoun, ìti h poin  eÐnai mia mon�da. H axÐa
thc poin c s mera eÐnai e−µτ

L
l , ìpou µ > 0 eÐnai o upokeimenikìc par�gontac proexìflhshc,

pou qrhsimopoieÐ o diaqeirist c ìtan ektim� thn timwrÐa. Stìqoc eÐnai na elaqistopoihjeÐ

h posìthta E
(
e−µτ

L
l

)
h anamenìmenh proexoflhmènh antiqrhsimìthta ìtan h ap¸leia eÐnai

l. OrÐzetai Gl(x) = infΛ∈AxE
(
e−µτ

L
l

)
, me l < x, me sqetik  bèltisth strathgik  ΛGl

, dhlad 

LGu(x) = arginfL∈AxE
(
e−µτ

L

l

)
'Ena antÐstoiqo prìblhma me autì pou mìlic anafèrjhke eÐnai autì pou afor� th megistopoÐhsh
twn anamenìmenwn proexoflhmènwn axi¸n gia thn epÐteuxh prokajorismènhc uyhl c axÐac gia
to kef�laio tou tameÐou. Prot�jhke to endeqìmeno o diaqeirist c na mporeÐ na antameifjeÐ
lìgw thc kal c diaqeÐrishc,pou odhgeÐ to tameÐo se èna an¸tero epÐpedo, u. To prìblhma
t¸ra eÐnai h megistopoÐhsh thc anamenìmenhc proexoflhmènhc axÐac thc antamoib c sto parìn.
'Etsi ìrisan:

Gu(x) = supL∈AxE
(
e−µτ

L

l

)
, x < u

me sqetik  bèltisth strathgik  LGu dhlad 

LGu(x) = argsupL∈AxE
(
e−µτ

L

l

)

'Otan to tameÐo ja qrhmatodoteÐtai epark¸c kai jèloume na apofeuqjeÐ h timwrÐa, mìno h
epilog  k < r kajist� endiafèron to z thma gia to p¸c prèpei na gÐnei h diaqeÐrish tou
tameÐou, epeid  oi eggu seic k ≥ r dhlad  ìtan h epèndush gÐnetai pl rwc sto omìlogo apo-
makrÔnei to shmeÐo qrewkopÐac. 'Etsi sthn perÐptwsh uperqrhmatodìthshc jewreÐtai k < r.
Sthn pragmatikìthta, ìtan k > r, o tìkoc gia to pleìnasma X eÐnai arnhtikìc.

'Opwc parathreÐtai sthn parak�tw prìtash, to sqèdio ependÔsewn pou sundèontai me
thn elaqistopoÐhsh thc anamenìmenhc proexoflhmènhc poin c kai th megistopoÐhsh twn ana-
menìmenwn proexoflhmènwn antamoib¸n èqei thn Ðdia dom  me ta parap�nw, dhlad , eÐnai p�nta
stajerìc o tÔpoc analogÐac se sqèsh me tic upoqre¸seic.
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Prìtash: Oi bèltistec strathgikèc epèndushc kai oi bèltistec sunart seic axÐac eÐnai:

(UpoqrhmatodotoÔmenh perioq )
UpotÐjetai ìti l < x < 0 kai k < r. Tìte h bèltisth politik  dÐnetai apì

LGl
(x) = − 1

q+ − 1
Σ−1(b− r1)X =

1

q+ − 1
Σ−1(b− r1)(AL− F ), (5.12)

kai tìte h el�qisth poin  eÐnai

Gl(x) =
(x
l

)q+
=

(
F − AL

l

)q+
, (5.13)

ìpou

q+ =
1

2(r − k)
(r − k +

1

2
θT θ + µ+

√
Φ), (5.14)

me

Φ = (r − k +
1

2
θT θ + µ)2 − 4(r − k)µ.

(UperqrhmatodotoÔmenh perioq )

UpotÐjetai ìti 0 < x < u kai k < r. Tìte h bèltisth strathgik  ependÔsewn megistopoÐhshc
tou asfalÐstrou dÐnetai apì

LGu(x) = − 1

1− q−
Σ−1(b− r1)X =

1

1− q−
Σ−1(b− r1)(F − AL), (5.15)

kai tìte to mègisto asf�listro dÐnetai apì:

Gu(x) =
(x
u

)q−
=

(
F − AL

u

)q−
, (5.16)

ìpou:

q− =
1

2(r − k)
(r − k +

1

2
θT θ + µ−

√
Φ),
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5.5 Sumper�smata

'Eqoume analÔsei th diaqeÐrish thc diadikasÐac suntaxiodìthshc gia to sugkentrwtikì prì-
gramma suntaxiodìthshc se treic diaforetikèc katast�seic, me di�krish metaxÔ twn perip-
t¸sewn uperqrhmatodìthshc kai upoqrhmatodìthshc. Pr¸ton, upotÐjetai ìti o stìqoc tou
ergodìth eÐnai na megistopoihjeÐ h pijanìthta na apofeuqjeÐ to shmeÐo katastrof c. DeÔteron,
èqoume melet sei ta probl mata thc elaqistopoÐhshc tou kìstouc na qtuphjeÐ to qamhlìtero
empìdio kai na megistopoihjeÐ to brabeÐo thc epÐteuxhc tou �nw fr�gmatoc, kai tèloc èqei ex-
etasteÐ h megistopoÐhsh thc qrhsimìthtac se �peiro orÐzonta, an lhfjeÐ upìyh to endeqìmeno
exwgen¸n paragìntwn pou odhgoÔn to suntaxiodotikì prìgramma se aifnÐdio termatismì.

'Ena basikì sumpèrasma pou prokÔptei eÐnai ìti h bèltisth ependutik  politik  se ìlec tic
peript¸seic pou anafèrjhkan eÐnai analogikoÔ tÔpou ìson afor� to q�sma metaxÔ twn s-
toiqeÐwn tou energhtikoÔ tou tameÐou kai twn analogistik¸n upoqrèwsewn. Aut  eÐnai mia
�mesh sunèpeia twn epilog¸n twn antikeimenik¸n sunart sewn. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti aut 
h sumperifor� twn ependÔsewn eÐnai epÐshc bèltisth sto montèlo tou Merton thc katan�lw-
shc kai thc epilog c qartofulakÐou me omoiìmorfa katanemhmènec epistrofèc. To di�nusma
Σ−1(b− r1) emfanÐzetai wc mia apì tic sunist¸sec tou dianÔsmatoc thc analogikìthtac stic
lÔseic, to opoÐo kaleÐtai apì ton Merton bèltisth strathgik  an�ptuxhc tou qartofulakÐou.
'Eqei thn idiìthta thc megistopoÐhshc tou anamenìmenou log�rijmou thc qrhsimìthtac tou
termatikoÔ ploÔtou kai thc anamenìmenhc suneq¸c anatokizìmenhc epistrof c. Dedomènou
ìti oi stìqoi tou diaqeirist  pou sqetÐzontai me thn an�ptuxh twn periousiak¸n stoiqeÐwn
tou tameÐou, - ìpou apodeiknÔetai ìti eÐnai isodÔnamoi me thn elaqistopoÐhsh thc pijanìthtac
katastrof  - den eÐnai èkplhxh to gegonìc ìti h bèltisth strathgik  an�ptuxhc tou qarto-
fulakÐou emfanÐzetai wc anapìspasto mèroc thc analogik c ependutik c strathgik c.

An�logec strathgikèc ependÔsewn, anex�rthtec apì to epÐpedo tou elleÐmmatoc, odhgeÐ sthn
par�doxh sumperifor� l yhc perissìterwn kindÔnwn kaj¸c aux�netai to èlleimma. H aiti-
olìghsh eÐnai ìti h apìdosh pou parathreÐtai se asfal  epèndush sun ta apotelèsmata twn
aposbèsewn den eparkoÔn gia na kalÔyoun ta qrèh. Wc ek toÔtou, eÐnai aparaÐthto na epen-
dujoÔn se episfal  periousiak� stoiqeÐa sthn upoqrhmatodotoÔmenh perioq  prokeimènou na
lhfjoÔn uyhlìterec mèsec apodìseic, ètsi ¸ste ta abèbaia apotelèsmata eÐnai p�nta parìnta.
'Otan to tameÐo eÐnai kont� sto shmeÐo katastrof c, gÐnetai beltistopoÐhsh gia na auxhjeÐ h
mèsh apìdosh twn twn periousiak¸n stoiqeÐwn tou tameÐou, analamb�nontac ton kÐnduno miac
uyhlìterhc metablhtìthtac. H kat�stash eÐnai parìmoia me thn Prìtash 5.4.1, exaitÐac thc
analogik c t�shc sthn ependutik  sumperifor�, oi ependÔseic se metoqèc aux�nontai kaj¸c
aux�netai to èlleimma   to pleìnasma.

Mia �llh endiafèrousa idiìthta eÐnai ìti h bèltisth ependutik  strathgik  den exart�tai apì
to shmeÐo katastrof c l kai to epijumhtì epÐpedo u . Gia thn t�xh twn kondulÐwn pou peri-
gr�fhkan kai me touc stìqouc pou prot�jhkan, den up�rqei diafor� sth bèltisth diaqeÐrish
touc, efìson diafèroun mìno sto shmeÐo katastrof c. Wstìso, h prosp�jeia apìsbeshc
k èqei meÐzona antÐktupo, ìqi mìno stic bèltistec apof�seic gia ependÔseic, all� kai sthn
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pijanìthta thc katastrof c, ston anamenìmeno qrìno gia thn epÐteuxh twn stìqwn, kaj¸c
kai sto sunolikì posì twn anamenìmenwn eisfor¸n proc to tameÐo.
Peraitèrw èreuna prèpei na kateujunjeÐ proc stic stoqastikèc paroqèc ìpwc sthn èreuna
twn Josa-Fombellida kai Rincon-Zapatero (2004). Se aut  thn perÐptwsh, up�rqoun dÔo
phgèc abebaiìthtac: oi apodìseic twn axiogr�fwn tou tameÐou kai thn exèlixh twn paroq¸n.
Autì odhgeÐ se èna pio dÔskolo prìblhma, ìpou den eÐnai dunatìn na exasfalistoÔn rhtèc
lÔseic, par� mìno se polÔ sugkekrimènec peript¸seic. 'Etsi, h an�lush prèpei na basÐzetai
sthn apìdeixh thc Ôparxhc kai thc monadikìthtac thc lÔshc gia thn exÐswsh HBJ apì mia pio
jewrhtik  �poyh.
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