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Περίληψη 

 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart για την παρακολούθηση του µέσου µ 

µιας διεργασίας δίνουν σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας (µετατόπιση του µέσου) όταν 

ένα σηµείο του διαγράµµατος βρεθεί εκτός της ζώνης που ορίζεται από το κάτω 

(LCL) και το άνω (UCL) όριο ελέγχου του διαγράµµατος. Είναι γνωστό ότι τα 

διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart δεν είναι ευαίσθητα σε µικρές µετατοπίσεις 

του µέσου της διεργασίας. Η ευαισθητοποίηση του διαγράµµατος ως προς την 

ικανότητα του να ανιχνεύει µικρές µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας 

επιτυγχάνεται µε χρήση προειδοποιητικών ορίων (εσωτερικών των LCL και UCL) 

και µε χρήση κανόνων διακοπής (stopping rules) που περιγράφουν ενδεχόµενα που 

σχετίζονται µε την εµφάνιση ειδικών σχηµατισµών από σηµεία στο διάγραµµα. Η 

εµφάνιση ενός τέτοιου σχηµατισµού δίνει σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας. Τέτοιοι 

κανόνες παρουσιάστηκαν και εφαρµόστηκαν για πρώτη φορά το 1956 από την 

εταιρεία Western Electric Company. 

Σκοπός της διπλωµατικής είναι η παρουσίαση της σύγχρονης βιβλιογραφίας για 

κανόνες διακοπής που σχετίζονται µε στατιστικές συναρτήσεις ροών (runs) και 

σχηµατισµών (patterns) στα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart, και η συγκριτική 

µελέτη των διαφόρων προσεγγίσεων. 
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Abstract 

 

 

Shewhart-type control charts for monitoring the mean of a manufacturing process 

give signal of an out of control process (shift of the mean) when a plotted point falls 

outside the area specified by the lower (LCL) and upper (UCL) control limit of τηε 

chart. It is well known that Shewhart type control charts are not sensitive in 

detecting small shifts of the process mean. The sensitization of the chart to detect 

small shifts of the process mean is usually achieved by the use of warning limits 

(internal of LCL and UCL) and the adoption of stopping rules related with the 

appearance of special patterns of plotted points in the chart. The appearance of a 

special pattern of points gives signal of an out of control process. Such rules were 

introduced and applied for the first time in 1956 by the Western Electric Company. 

The main purpose of the dissertation is the presentation of the modern 

bibliography for stopping rules that are related to runs and patterns statistics in  

Shewhart-type control charts, and the comparative study of different approaches 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1  

 

Εισαγωγή 

1.1 Η έννοια της ποιότητας 

Η ποιότητα είναι µια πολυσύνθετη έννοια, στην οποία έχουν δοθεί διάφοροι ορισµοί. 

Σύµφωνα µε το διεθνές πρότυπο ISO 8402 (1986): 

«Ποιότητα είναι το σύνολο των ιδιοτήτων και χαρακτηριστικών ενός προϊόντος, 

διαδικασίας ή υπηρεσίας που καθορίζουν την ικανότητα ανταπόκρισης σε δηλωµένες ή 

εννοούµενες ανάγκες» 

Ανεξάρτητα από προτιµήσεις ως προς τον ορισµό, είναι κοινά αποδεκτό ότι υπάρχουν δυο 

γενικές πλευρές της ποιότητας: ποιότητα σχεδιασµού και ποιότητα κατασκευής. 

Η ποιότητα σχεδιασµού αναφέρεται στα κύρια χαρακτηριστικά του προϊόντος. ∆ιαφορές 

στην ποιότητα σχεδιασµού οµοειδών προϊόντων είναι απόρροια συνειδητών επιλογών της 

διοίκησης της επιχείρησης και ανάλογων επιλογών από τους µηχανικούς κατά τη φάση 

σχεδίασης του προϊόντος. Π.χ. ένα πολυτελές επιβατικό αυτοκίνητο µεγάλου κυβισµού έχει 

διαφορετική ποιότητα σχεδιασµού από ένα οικονοµικό αυτοκίνητο µικρού κυβισµού. Η 

επιλογή ορισµένης ποιότητας σχεδιασµού αποτελεί σηµαντική στρατηγική απόφαση και µέσο 

ανταγωνισµού, καθώς προσδιορίζει το τµήµα της αγοράς στο οποίο απευθύνεται το προϊόν. 

Ποιότητα κατασκευής είναι ο βαθµός συµµόρφωσης προς τις προδιαγραφές που 

προβλέπει ο σχεδιασµός του προϊόντος, Η ποιότητα κατασκευής αποτελεί αντικείµενο του 

ελέγχου ποιότητας και της διασφάλισης ποιότητας, που σύµφωνα µε το πρότυπο ISO 9000 

(1994) ορίζονται ως εξής: 

Έλεγχος ποιότητας είναι οι επιχειρησιακές τεχνικές και δραστηριότητες που 

χρησιµοποιούνται για να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις για ποιότητα. 

∆ιασφάλιση ποιότητας είναι όλες εκείνες οι προγραµµατισµένες και συστηµατικές 

ενέργειες, που είναι απαραίτητες για να εξασφαλίζουν επαρκώς ότι ένα προϊόν ή υπηρεσία θα 

ανταποκρίνεται σε δεδοµένες απαιτήσεις για ποιότητα. 
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1.2 Ιστορική εξέλιξη 

Η θεωρία και η πράξη της ποιότητας και γενικά του ελέγχου ποιότητας, ιδιαίτερα από την 

εποχή της βιοµηχανικής επανάστασης µέχρι σήµερα, έχουν περάσει από διάφορες περιόδους, 

που είναι δυνατό να ονοµασθούν και να ταξινοµηθούν µε διαφορετικούς τρόπους. Σύµφωνα 

πάντως µε την άποψη ορισµένων ειδικών ερευνητών (π.χ. Garvin (1988)), η ιστορική εξέλιξη 

της ποιότητας µπορεί να περιγραφεί από 4 φάσεις. 

1.2.1. Έλεγχος - επιθεώρηση 

Από τις αρχές του 19ου αιώνα, οπότε η τυποποίηση άρχισε να γίνεται εφικτή, µέχρι 

περίπου το 1920 η διασφάλιση της ποιότητας βασίζεται αποκλειστικά στην επιθεώρηση και 

µέτρηση των παραγοµένων προϊόντων. Ενώ αρχικά ο έλεγχος αυτός διενεργείται άτυπα από 

τον ίδιο τον τεχνίτη, µε την εµφάνιση του Frederick Taylor και των µεθόδων της 

επιστηµονικής διοίκησης  κατά το 1900 ο έλεγχος ικανοποίησης των προδιαγραφών περνά 

στη δικαιοδοσία και ευθύνη ειδικών ελεγκτών. Ο έλεγχος ποιότητας όµως εξακολουθεί να 

περιορίζεται στον εντοπισµό και επισκευή των ελαττωµατικών προϊόντων, χωρίς γενικά να 

επεκτείνεται σε προσπάθειες αναγνώρισης και διόρθωσης των αιτίων της κακής ποιότητας. 

1.2.2. Στατιστικός έλεγχος ποιότητας 

O στατιστικός έλεγχος ποιότητας  έχει τις αρχές του την δεκαετία του 1920 στα Bell 

Telephone Laboratories των Η.Π.Α., όπου αναπτύχθηκαν σχεδόν ταυτόχρονα δύο από τις 

τρεις περιοχές του: η δειγµατοληψία αποδοχής και ο στατιστικός έλεγχος διεργασιών. 

Η δειγµατοληψία αποδοχής ξεκίνησε από την απλή διαπίστωση ότι ο 100% έλεγχος δεν 

είναι ο περισσότερο αποτελεσµατικός τρόπος, από οικονοµική άποψη, διαχωρισµού µεταξύ 

καλών και ελαττωµατικών προϊόντων. Ορµώµενοι από αυτή την παρατήρηση ο Harold 

Dodge και ο Harry Romig ανέπτυξαν δειγµατοληπτικά σχήµατα ελέγχου παρτίδων 

παραγωγής, σύµφωνα µε τα οποία η απόφαση για αποδοχή ή απόρριψη συγκεκριµένης 

παρτίδας εξαρτάται από την ποιότητα περιορισµένου αριθµού µονάδων, που ανήκουν σε 

τυχαίο δείγµα από την παρτίδα αυτή. 

Ο στατιστικός έλεγχος διεργασιών εισάγει για πρώτη φορά την έννοια της πρόληψης στον 

έλεγχο ποιότητας. Η αρχική του ανάπτυξη οφείλεται στον Walter Shewhart ο οποίος 

συνειδητοποίησε ότι η διασπορά τιµών ενός χαρακτηριστικού ποιότητας (π.χ. µιας 

διάστασης) είναι αναπόφευκτη κατά την παραγωγή, αλλά ένα µέρος της οφείλεται σε τυχαίες, 

µη ελεγχόµενες αιτίες και ένα άλλο µέρος οφείλεται σε συγκεκριµένα αίτια (συστηµατικές 
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µεταβολές, ειδικά αίτια µεταβλητότητας), τα οποία µπορούν να εντοπισθούν και να 

διορθωθούν. Για να διευκολύνει τη διάκριση ανάµεσα σε τυχαίες και συστηµατικές 

µεταβολές, ο Shewhart σχεδίασε απλές στατιστικές τεχνικές και αντίστοιχα διαγράµµατα 

ελέγχου και πρότεινε τρόπους βελτίωσης της ποιότητας µε εξάλειψη των αιτίων των 

συστηµατικών µεταβολών. Τα διαγράµµατα ελέγχου που εισήγαγε ο Shewhart εξακολουθούν 

και σήµερα να είναι τα ευρύτερα χρησιµοποιούµενα εργαλεία για τον έλεγχο οµαλής 

λειτουργίας των παραγωγικών διαδικασιών. 

Ο στατιστικός έλεγχος ποιότητας γνώρισε ιδιαίτερη ανάπτυξη στις Η.Π.Α. κατά τον Β΄ 

παγκόσµιο πόλεµο, µε τη δηµιουργία στατιστικών πινάκων και προτύπων για την 

υποβοήθηση της παραγωγής και της παραλαβής ικανοποιητικής ποιότητας όπλων και 

πυροµαχικών από µεγάλο αριθµό προµηθευτών. Τα πρώτα µαθήµατα ελέγχου ποιότητας σε 

πανεπιστηµιακό επίπεδο έγιναν στο Carnegie Institute of Technology το 1941 και στο 

Stanford University το 1942. Η πρώτη επιστηµονική εταιρία ελέγχου ποιότητας 

δηµιουργήθηκε το 1946 στις Ηνωµένες Πολιτείες. 

Η εφαρµογή των µεθόδων του στατιστικού ελέγχου ποιότητας δεν ατόνησε µε την 

εµφάνιση των νέων τάσεων που οριοθετούν τις δυο επόµενες φάσεις της ιστορικής εξέλιξής 

του. Αντίθετα νέα ώθηση δόθηκε µετά το 1980 µε την ανάπτυξη τρίτης µεγάλης περιοχής του 

στατιστικού ελέγχου ποιότητας, που επικεντρώθηκε στη βελτίωση της ποιότητας κατά τη 

φάση σχεδίασης προϊόντων και παραγωγικών διαδικασιών µε τη βοήθεια του σχεδιασµού και 

της ανάλυσης πειραµάτων που αποτελεί την τρίτη περιοχή του στατιστικού ελέγχου 

ποιότητας. 

1.2.3. ∆ιασφάλιση ποιότητας 

Η περίοδος της διασφάλισης ποιότητας χαρακτηρίζεται από την εισαγωγή νέων εννοιών 

και µεθόδων επιπλέον των στατιστικών και την επέκτασή τους από την παραγωγή σε όλους 

τους τοµείς δραστηριότητας των επιχειρήσεων. Μπορεί να θεωρηθεί ότι η βασική φάση 

ανάπτυξης της διασφάλισης ποιότητας καλύπτει χρονικά την περίοδο από το 1950 µέχρι τα 

µέσα της δεκαετίας του 1980 και περιλαµβάνει τις 4 παρακάτω συνιστώσες: 

(α) Κόστος ποιότητας: Η ποσοτικοποίηση των στοιχείων κόστους ποιότητας εισάγεται για 

πρώτη φορά το 1951 από τον Joseph Juran στην πρώτη έκδοση του συγγράµµατος Quality 

Control Handbook, το οποίο εξακολουθεί να κατέχει σηµαντική θέση στη διεθνή 

βιβλιογραφία (Juran και Gryna (1988)). 
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(β) Ολικός έλεγχος ποιότητας. Κεντρικός άξονας του ολικού ελέγχου ποιότητας είναι η 

θέση ότι η ευθύνη της ποιότητας δεν περιορίζεται στα τµήµατα παραγωγής και ποιοτικού 

ελέγχου, αλλά επεκτείνεται σε ολόκληρη την επιχείρηση και σε όλες τις φάσεις της 

σχεδίασης, αγοράς πρώτων υλών, παραγωγής, διανοµής και εξυπηρέτησης των πελατών. 

Εµπνευστής του ολικού ελέγχου ποιότητας και συγγραφέας του οµώνυµου βιβλίου που 

πρωτοεκδόθηκε το 1951 είναι ο Armand Feigenbaum (Feigenbaum (1991)). 

(γ) Ανάλυση αξιοπιστίας. Η αξιοπιστία αποτελεί τη χρονική διάσταση της ποιότητας, 

στην οποία δεν είχε δοθεί ιδιαίτερη προσοχή µέχρι το 1950. Στη συνέχεια όµως η θεωρία 

αξιοπιστίας γνώρισε σηµαντική εξέλιξη εξαιτίας της ανάπτυξης της βιοµηχανίας 

ηλεκτρονικών και των σχετικών αναγκών βελτίωσης της ποιότητας των διαφόρων 

ηλεκτρονικών συσκευών. 

(δ) «Μηδενικά ελαττώµατα». Η τελευταία συνιστώσα της διασφάλισης ποιότητας 

επικεντρώνεται στον τοµέα του ανθρώπινου παράγοντα. Ξεκίνησε το 1961 από την εταιρία 

Martin όπου την εποχή εκείνη γινόταν η κατασκευή των πυραύλων Pershing για τον 

αµερικανικό στρατό. Με τα κατάλληλα κίνητρα, την έµφαση στην ποιότητα και τη σωστή 

παρακολούθηση και διαχείριση ενός προγράµµατος µε κύριο στόχο την προσπάθεια 

ολοκλήρωσης κάθε εργασίας χωρίς σφάλµατα εξαρχής, κατέστη δυνατή η κατασκευή 

προϊόντων µε µηδέν ελαττώµατα. Η φιλοσοφία του προγράµµατος και η άποψη ότι η τέλεια 

ποιότητα είναι και τεχνικά εφικτή και οικονοµικά επιθυµητή περιγράφεται σε ένα δηµοφιλές 

αλλά και αµφιλεγόµενο βιβλίο του Philip Crosby, που εργαζόταν στην εταιρία Martin την 

δεκαετία του 1960 (Crosby (1979)). 

1.2.4. Στρατηγική διοίκηση της ποιότητας 

Η στρατηγική διοίκηση της ποιότητας αποτελεί την πιο σύγχρονη τάση, που υιοθετείται 

όλο και περισσότερο από τις βιοµηχανίες που πρωτοπορούν στα θέµατα ποιότητας. Αν και 

δεν υπάρχει κάποιο συγκεκριµένο γεγονός που σηµατοδοτεί την έναρξη αυτής της περιόδου, 

µπορεί να θεωρηθεί ότι από τα µέσα της δεκαετίας του 1980 αρχίζει να γίνεται συνείδηση ότι 

η ποιότητα δεν αποτελεί απλά και µόνο ένα πρόβληµα που επιζητεί αντίδραση και λύση, 

αλλά είναι συχνά ένας τοµέας τον οποίο µπορεί να εκµεταλλευτεί στρατηγικά µια επιχείρηση 

για να ενισχύσει τη θέση της στην αγορά. Συνοπτικά η στρατηγική διοίκηση της ποιότητας 

στηρίζεται στις παρακάτω θέσεις: 

(α) Η ποιότητα είναι βασικός τοµέας ανταγωνισµού. Επειδή είναι πολυδιάστατη, δίνει 

ανάλογες δυνατότητες για τον χειρισµό της σαν εργαλείο ενίσχυσης της ανταγωνιστικότητας 
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µιας επιχείρησης, µε την επιλεκτική έµφαση σε εκείνες τις διαστάσεις, οι οποίες εξυπηρετούν 

αποτελεσµατικότερα τους στρατηγικούς στόχους. 

(β) Η ποιότητα ενός προϊόντος ορίζεται από την αγορά, δηλαδή από τους καταναλωτές 

που θα χρησιµοποιήσουν το προϊόν. Ειδικότερα οι προδιαγραφές δεν είναι σκόπιµο να 

καθορίζονται αυθαίρετα από τους µηχανικούς που σχεδιάζουν το προϊόν, αλλά αντίθετα η 

σχεδίαση του προϊόντος πρέπει να καθοδηγείται από τις επιθυµίες των καταναλωτών. 

(γ) Η ποιότητα δεν είναι απόλυτη, αλλά σχετική, δηλαδή πρέπει να αποτιµάται σε 

σύγκριση µε την ποιότητα αντίστοιχων προϊόντων των ανταγωνιστών. 

(δ) Η ικανοποίηση των πελατών και άρα η ποιότητα του προϊόντος δεν περιορίζονται 

στον χρόνο της αγοράς, αλλά επεκτείνονται και προσδιορίζονται σε όλη τη διάρκεια ζωής του 

προϊόντος. 

Η παραπάνω προσέγγιση της ποιότητας υποδηλώνει ορισµένες νέες απαιτήσεις για τις 

επιχειρήσεις. Συγκεκριµένα ιδιαίτερη σηµασία αποκτά η έρευνα αγοράς, µε την οποία µπορεί 

να εκτιµηθούν οι ανάγκες και επιθυµίες των καταναλωτών και ο βαθµός ικανοποίησής τους 

από τα προσφερόµενα προϊόντα. Επιπλέον, µεγαλύτερη βαρύτητα από την τιµή πώλησης 

αποκτά το συνολικό κόστος στον καταναλωτή σε όλη τη διάρκεια ζωής του προϊόντος, που 

περιλαµβάνει τα έξοδα συντήρησης και επισκευών, µε ανάλογες συνέπειες για τον τοµέα 

υποστήριξης των προϊόντων και εξυπηρέτησης των πελατών. 

Η αποδοχή του στρατηγικού ρόλου της ποιότητας και η προσπάθεια ανάπτυξης 

συστηµάτων και νοοτροπίας συνεχούς βελτίωσης της ποιότητας προϋποθέτουν 

µακροπρόθεσµη προοπτική, η οποία δυστυχώς υπάρχει σπάνια, ιδιαίτερα σε µικρές και 

µεσαίες επιχειρήσεις. Όµως τα συνεχώς αυξανόµενα µηνύµατα από τον επιχειρηµατικό 

κόσµο ενισχύουν τη διαπίστωση ότι η συστηµατική προσπάθεια βελτίωσης της ποιότητας στα 

πλαίσια της στρατηγικής διοίκησης οδηγούν προς την αύξηση του µεριδίου αγοράς και 

ταυτόχρονη µείωση του συνολικού κόστους ποιότητας. 

1.3 ∆ιαγράµµατα ελέγχου Shewhart 

Στις παραγωγικές διεργασίες µας ενδιαφέρει η παρακολούθηση της συµπεριφορά µιας 

κρίσιµης ποσότητας ενός (µετρήσιµου) χαρακτηριστικού X  (τυχαία µεταβλητή) των 

προϊόντων που παράγονται (για παράδειγµα το χαρακτηριστικό X  µπορεί να είναι µήκος, 

βάρος, όγκος προϊόντων). Η παρακολούθηση της κρίσιµης ποσότητας βασίζεται σε µετρήσεις 

του χαρακτηριστικού Χ (τυχαία µεταβλητή), που προκύπτουν από την επιλογή τυχαίων 

δειγµάτων προϊόντων από την παραγωγή σε διαφορετικές χρονικές στιγµές, έστω τα 
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,..., 21 XX . Χρησιµοποιώντας τα τυχαία δείγµατα ,..., 21 XX  υπολογίζουµε την τιµή 

)( ii gW X= , ,...2,1=i , µιας κατάλληλης στατιστικής συνάρτησης (τυχαίας µεταβλητής) που 

εκτιµά (συνήθως αµερόληπτη εκτιµήτρια) την κρίσιµη ποσότητα που µας ενδιαφέρει (π.χ. 

µέση τιµή ή διακύµανση της X ). Έτσι η (διαχρονική) παρακολούθηση της συµπεριφοράς της 

κρίσιµης ποσότητας επιτυγχάνεται µε την παρακολούθηση των τιµών που λαµβάνει η 

στατιστική συνάρτηση W στα διάφορα δείγµατα. 

Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι ενδιαφερόµαστε να παρακολουθήσουµε τη 

συµπεριφορά της µέσης τιµής της διαµέτρου Χ των κυλίνδρων που παράγει µια µηχανή. Για 

το σκοπό µπορούµε να επιλέξουµε τυχαία δείγµατα µεγέθους n  )1( ≥n  κυλίνδρων από την 

παραγωγή της µηχανής σε διαφορετικά χρονικά διαστήµατα και να χρησιµοποιήσουµε τη 

στατιστική συνάρτηση nXXXgW niiiii /)()( 21 +++== LX  (η οποία είναι αµερόληπτη 

εκτιµήτρια του µέσου της Χ) για την παρακολούθηση της συµπεριφοράς της µέσης τιµής. 

Ένα τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart (τα διαγράµµατα αυτά τα εισήγαγε το 1924 ο 

W. A. Shewhart) είναι µια γραφική παράσταση µε την ακόλουθη µορφή 

Αριθµός δείγµατος 
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Σχήµα 1.1. Τυπικό διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart 

Στο παραπάνω σχήµα, εκτός από τις παρατηρούµενες τιµές της W  που έχουν παρασταθεί 

µε σηµεία (κουκκίδες) τα οποία έχουν συνδεθεί µε µια τεθλασµένη γραµµή, έχουν σχεδιαστεί 

και άλλες τρεις γραµµές. Η κεντρική γραµµή (center line, CL) ή µέσο επίπεδο της διεργασίας 

παριστάνει συνήθως τη µέση τιµή (mean value) της W  όπως αυτή προκύπτει από τη 

λειτουργία µιας εντός ελέγχου διεργασίας ή την τιµή στόχο του προϊόντος. Οι δύο ακραίες 

γραµµές που εµφανίζονται ονοµάζονται άνω και κάτω όρια ελέγχου (upper and lower control 

limits, UCL and LCL). Όσο οι τιµές (σηµεία, δεδοµένα) της W  εµφανίζονται εντός των ορίων 
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ελέγχου και η συµπεριφορά τους είναι “τυχαία” µπορούµε να υποθέσουµε ότι η διεργασία 

παραµένει εντός ελέγχου (για την ακρίβεια εντός στατιστικού ελέγχου) και δεν χρειάζεται να 

προβούµε σε κάποια διορθωτική ενέργεια. Αν όµως κάποιο σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων 

ελέγχου λέµε ότι υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου και πρέπει να 

προχωρήσουµε σε έρευνα για να ανακαλύψουµε τις ειδικές αιτίες µεταβλητότητας που είναι 

υπεύθυνες για αυτή τη συµπεριφορά και αν κριθεί απαραίτητο να προβούµε σε διορθωτικές 

ενέργειες.  

Στο ακόλουθο πλαίσιο δίνεται ένα γενικό µοντέλο, το µοντέλο ορίων σίγµα (sigma limits 

model), για την κατασκευή ενός διαγράµµατος ελέγχου 

Μοντέλο ορίων L σίγµα 

      UCL  =  WW Lσµ +   

 LineCenter  =  Wµ   

 LCL  =  WW Lσµ −   

     

Το Wµ  και το Wσ  δηλώνουν τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της στατιστικής 

συνάρτησης W  που απεικονίζεται στο διάγραµµα ελέγχου, η οποία εκτιµά την κρίσιµη 

ποσότητα ενός προϊόντος που θέλουµε να παρακολουθήσουµε, ενώ ο αριθµός L  δηλώνει την 

απόσταση των ορίων ελέγχου από την κεντρική γραµµή σε µονάδες τυπικής απόκλισης. Για 

την αποτελεσµατική χρήση ενός τέτοιου διαγράµµατος ελέγχου θα πρέπει η W να ακολουθεί 

κανονική κατανοµή. Όταν το 3=L  οµιλούµε για κατασκευή ορίων ελέγχου τριών σίγµα 

(three sigma control limits, σ3 ). Για µεγάλες τιµές του L  η απόσταση των ορίων ελέγχου 

από την κεντρική γραµµή µεγαλώνει και έτσι µειώνεται ο κίνδυνος (ρίσκο, πιθανότητα) να 

βρεθεί ένα σηµείο του διαγράµµατος εκτός των ορίων ελέγχου. Σε αναλογία µε την ορολογία 

που χρησιµοποιείται στους ελέγχους στατιστικών υποθέσεων, λέµε ότι µειώνεται η 

πιθανότητα του σφάλµατος τύπου Ι (ή ρίσκο α), αλλά ταυτόχρονα αυξάνεται η πιθανότητα 

του σφάλµατος τύπου ΙΙ (ή ρίσκο β). Για µικρές τιµές του L  έχουµε τα αντίθετα 

αποτελέσµατα.  

Για όρια ελέγχου 3σ και κανονική κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης W , όταν η 

διεργασία είναι εντός ελέγχου, η πιθανότητα να πάρει η W τιµή εκτός των ορίων ελέγχου 

είναι ίση µε 0027.0=a . Το γεγονός αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι ένας εσφαλµένος 

συναγερµός συµβαίνει 27 φορές ανά 10000 σηµεία του διαγράµµατος ελέγχου. Επίσης, για 
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εντός ελέγχου διεργασίες, η πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο κάτω (πάνω) από το LCL 

(UCL) είναι ίση µε 00135.0=a . 

Έστω ότι η κατανοµή του χαρακτηριστικού Χ των προϊόντων που παράγονται ακολουθεί 

κανονική κατανοµή ),( 2σµN  µε µ  και σ  γνωστά. Έστω επίσης ότι έχουµε στη διάθεσή 

µας ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα µεγέθους n  το καθένα, τα ),...,,( 21 iniii XXX=X , 1≥i . Για 

κάθε τυχαίο δείγµα ),...,,( 21 iniii XXX=X  είναι γνωστό ότι ο δειγµατικός µέσος  

n

XXX
XW inii

ii

+++
==

L21  

ακολουθεί την κατανοµή )/,( 2 nN σµ , και είναι αµερόληπτος εκτιµητής της µέσης τιµής µ  

του χαρακτηριστικού X . Τα όρια ελέγχου και η κεντρική γραµµή του διαγράµµατος ελέγχου 

για την παρακολούθηση της µέσης τιµή του χαρακτηριστικού X , το οποίο ονοµάζεται Xbar  

ή X  διάγραµµα ελέγχου, µε 3σ όρια ελέγχου δίνονται στο ακόλουθο πλαίσιο 

X  διάγραµµα ελέγχου 

σµ

µ

σµ

n
LCL

CL
n

UCL

3

3

−=

=

+=

 

Τα παραπάνω όρια ελέγχου του διαγράµµατος είναι γνωστά ως όρια ελέγχου Φάσης ΙΙ.  

Εκτός από το µοντέλο ορίων σίγµα, για την κατασκευή ορίων ελέγχου σε ένα διάγραµµα 

ελέγχου υπάρχει και το µοντέλο ορίων πιθανότητας (probability limits model) που 

παρουσιάζεται στο ακόλουθο πλαίσιο (µοντέλο ορίων πιθανότητας a ) για κανονική (ή 

προσεγγιστικά) κανονική κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης W  που απεικονίζεται σε 

αυτό 

Μοντέλο ορίων πιθανότητας α 

      UCL  =  WaWa zw σµ 2/2/ +=   

 LineCenter  =  Ww µ=5.0   

 LCL  =  WaWa zw σµ 2/)2/(1 −=−   

     

(µε aw  συµβολίζεται το άνω α ποσοστιαίο σηµείο της W). Για εντός ελέγχου διεργασίες (µε 

κανονική κατανοµή για την W ) έχουµε ότι η πιθανότητα εσφαλµένου συναγερµού σε κάθε 
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πλευρά των ορίων ελέγχου είναι ίση µε 2/a  ( a  είναι η πιθανότητα εσφαλµένου 

συναγερµού).  

Τα δύο µοντέλα κατασκευής διαγραµµάτων ελέγχου που µόλις περιγράψαµε αποτελούν 

µοντέλα κατασκευής δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου αφού υπάρχει και άνω και κάτω όριο 

ελέγχου. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται και τα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου στα οποία 

απουσιάζει είτε το άνω είτε το κάτω όριο ελέγχου. 

Στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart διακρίνουµε δύο µεγάλες κατηγορίες ανάλογα µε το 

αν το χαρακτηριστικό X είναι συνεχής ή διακριτή τυχαία µεταβλητή. Αν η τυχαία µεταβλητή 

X είναι συνεχής µε µέση τιµή µ και διακύµανση 2σ  τότε υπάρχουν διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart για την παρακολούθηση της µέσης τιµής και της διασποράς της X . Στην περίπτωση 

που η τυχαία µεταβλητή X είναι διακριτή υπάρχουν διαγράµµατα ελέγχου Shewhart για την 

παρακολούθηση του ποσοστού (και του αριθµού) των ελαττωµατικών προϊόντων που 

αποδίδει η παραγωγική διεργασία, καθώς επίσης και για τον αριθµό (και το µέσο αριθµό) των 

ελαττωµάτων (ατελειών) σε µια µονάδα ελέγχου (για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε 

Αντζουλάκος (2006), ∆αµιανού (1996), Καφφές (1996)). 

 

1.4 Μέσο µήκος ροής στα διαγράµµατα ελέγχου 

Μια βασική έννοια που σχετίζεται µε τα διαγράµµατα ελέγχου είναι το µέσο µήκος ροής 

ARL  (average run length) του διαγράµµατος. Η τυχαία µεταβλητή T  που δηλώνει το πλήθος 

των σηµείων που πρέπει να σχεδιαστούν σε ένα διάγραµµα ελέγχου έως ότου πάρουµε 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ονοµάζεται µήκος ροής (run length) του διαγράµµατος. Το 

µέσο µήκος ροής ARL  ορίζεται ως ο αναµενόµενος αριθµός των σηµείων που πρέπει να 

σχεδιαστούν στο διάγραµµα έως ότου λάβουµε για πρώτη φορά ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας, δηλαδή )(TEARL = . 

Στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε απεικονιζόµενη ποσότητα τη W  η οποία έχει εντός 

ελέγχου µέσο µ , τυπική απόκλιση σ  και συνάρτηση κατανοµής )(0 ⋅F , έχουµε ότι η 

πιθανότητα 0p  εµφάνισης ενός σηµείου του διαγράµµατος εκτός των ορίων ελέγχου είναι ίση 

µε 

))(()(1)(1 000 σµσµ LFLFUCLWLCLPp −−++−=≤≤−=  

και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 
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0

0

1

p
ARL =  

αφού το µήκος ροής T  ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας 0p . 

Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εντός ελέγχου θέλουµε να έχουµε µεγάλη τιµή για 

το 0ARL  έτσι ώστε να µειωθεί ο αριθµός των λανθασµένων ενδείξεων εκτός ελέγχου 

διεργασίας. 

Για µια εκτός ελέγχου διεργασία, όπου η συνάρτηση κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής W  

είναι η )(1 ⋅F , έχουµε ότι η πιθανότητα 1p  εµφάνισης ενός σηµείου εκτός των ορίων ελέγχου 

του διαγράµµατος είναι ίση µε 

))(()(1)(1 111 σµσµ LFLFUCLWLCLPp −−++−=≤≤−=  

και το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

1

1

1

p
ARL = . 

Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εκτός ελέγχου θέλουµε να έχουµε µικρή τιµή για το 

1ARL  έτσι ώστε να µειωθεί ο αριθµός των δειγµάτων (και συνεπώς ο χρόνος) που 

απαιτούνται για να γίνει αντιληπτό ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου. 

Αν για την τυχαία µεταβλητή W είναι γνωστό ότι ),(~ 2σµNW  τότε είναι εύκολο να 

δειχθεί ότι το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

)(2

1
0

L
ARL

−Φ
=  

και για 3=L  προκύπτει ότι 

370
0027.0

1
0 ≅≅ARL . 

Αν κατά τη διάρκεια της παραγωγικής διεργασίας η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής W  

µετατοπιστεί από τη θέση µ  στη θέση δσµµ +=*  (µετατόπιση εκφρασµένη σε µονάδες 

τυπικής απόκλισης) και η διακύµανσή της δεν αλλάξει έχουµε ότι  

)()(1)()(1

),(~(1

)),(~(1

2

2

1

δδδδ

σδσµσµσµ

σδσµ

−−Φ−−Φ−=−−Φ+−Φ−=

++≤≤−−=

+≤≤−=

LLLL

NWLWLP

NWUCLWLCLPp

 

και  
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)()(2

11

1

1 δδ +Φ−−Φ−
==

LLp
ARL . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό )(δARL  

για να δηλώσουµε το µέσο µήκος ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart όταν ο µέσος 

της διεργασίας µετατοπιστεί από τη θέση µ  στη θέση δσµ + . Φυσικά για 0=δ  προκύπτει 

το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Επίσης µε ανάλογο τρόπο γίνεται ο υπολογισµός του 

ARL  στα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου. 

Για παράδειγµα, στο ακόλουθο σχήµα δίνεται γραφική παράσταση του 1ARL  στην 

περίπτωση που η στατιστική συνάρτηση )/25.0,(~ 2 nNW µ  για 2=n  και 5=n . Από το 

σχήµα προκύπτει ότι το 1ARL  δεν είναι καθόλου ικανοποιητικό για µικρές µετατοπίσεις του 

µέσου επιπέδου της διεργασίας. Για παράδειγµα αν το µέσο επίπεδο της διεργασίας από 

10=µ  µετατοπιστεί στη θέση 1.10* =µ  τότε 992359.0=β  και 1301 ≅ARL . 

Καµπύλη µέσου µήκους ροής (µ=10, σ=0.25, n=2, 5)

Μέση τιµή

Μ
έσ

ο
 µ

ή
κ
ο
ς
 ρ

ο
ή
ς

9.6 9.7 9.8 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 10.4

0
1
0
0

2
0
0

3
0
0

4
0
0

n=2
n=5

 

Σχήµα 1.2. Μέσο µήκος ροής για )/25.0,(~ 2 nNW µ  για 5,2=n . 

Η χρήση του ARL  ως µέτρου για την περιγραφή της απόδοσης µιας διεργασίας έχει 

υποστεί αρκετή κριτική τα τελευταία χρόνια γιατί το ARL  που παρατηρείται στην πράξη 

διαφέρει συνήθως αρκετά από το “θεωρητικό” ARL  (είτε είναι αρκετά µεγαλύτερο είτε είναι 

αρκετά µικρότερο) αφού η κατανοµή του µήκους ροής είναι πολύ ασυµµετρική ( )( pG ) και 

συνεπώς η µέση τιµή δεν µπορεί να θεωρηθεί ως αντιπροσωπευτικό µέτρο κεντρικής τάσης 

της κατανοµής (ιδιαίτερα για µικρές τιµές του p ). 

 



 
12 

1.5 Κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

Από µελέτες έχει διαπιστωθεί ότι για µικρές µετατοπίσεις του µέσου µ  της W  (έως και 

1.5σ ) το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής ARL  του διαγράµµατος ελέγχου Shewhart δεν 

είναι ικανοποιητικό (είναι αρκετά µεγάλος αριθµός). Για να κάνουµε περισσότερο ευαίσθητο 

ένα διάγραµµα ελέγχου ως προς την ικανότητά του να ανιχνεύει πιο γρήγορα εκτός ελέγχου 

διεργασίες, εκτός από τη σχεδίαση των ορίων ελέγχου, σχεδιάζουµε επίσης και 

προειδοποιητικά εσωτερικά των ορίων ελέγχου όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα (η σχεδίαση 

των προειδοποιητικών ορίων προϋποθέτει την ανάπτυξη διαγραµµάτων ελέγχου 

χρησιµοποιώντας το µοντέλο των ορίων τριών σίγµα ( σ3 )). 

25242322212019181716151413121110987654321
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W

UCL (3σ)

LCL (3σ)

∆ιάγραµµα ελέγχου

CL

1σ προειδοποιητικό όριο

2σ προειδοποιητικό όριο

2σ προειδοποιητικό όριο

1σ προειδοποιητικό όριο

 

Σχήµα 1.3.  Προειδοποιητικά όρια ελέγχου 

Τα προειδοποιητικά όρια χρησιµοποιούνται µαζί µε κάποιους “κανόνες” που περιγράφουν 

την εµφάνιση ειδικών µοτίβων σε ένα διάγραµµα ελέγχου. Στην περίπτωση που εµφανιστεί 

το µοτίβο που περιγράφει ο κανόνας τότε θεωρούµε ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου 

χωρίς απαραίτητα να έχουµε κάποιο σηµείο του διαγράµµατος εκτός των ορίων ελέγχου 

(UCL και LCL). Οι σηµαντικότεροι κανόνες που χρησιµοποιούνται για την ευαισθητοποίηση 

ενός διαγράµµατος ελέγχου είναι οι ακόλουθοι: 

1. Ένα ή περισσότερα σηµεία εκτός των ορίων ελέγχου 

2. ∆ύο από τρία συνεχόµενα σηµεία στην Ζώνη Α (σε µια από τις δύο ζώνες Α) 
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3. Τέσσερα από πέντε συνεχόµενα σηµεία πέραν της Ζώνης C (σε µια από τις δύο 

περιοχές) 

4. Οκτώ συνεχόµενα σηµεία στην ίδια µεριά (επάνω ή κάτω) της κεντρικής γραµµής 

5. Έξι συνεχόµενα σηµεία σε αύξουσα ή φθίνουσα διάταξη 

6. ∆εκαπέντε συνεχόµενα σηµεία στην ολική Ζώνη C 

7. ∆εκατέσσερα συνεχόµενα σηµεία σε εναλλασσόµενη µορφή “πάνω-κάτω” 

8. Οκτώ συνεχόµενα σηµεία εκτός της ολικής Ζώνης C 

9. Οποιαδήποτε ασυνήθιστη ή µη τυχαία ακολουθία σηµείων 

10. Ένα ή περισσότερα σηµεία κοντά στα προειδοποιητικά όρια ή τα όρια ελέγχου. 

Οι πρώτοι τέσσερις κανόνες είναι γνωστοί ως Western Electric Rules. Στο ακόλουθο 

διάγραµµα ελέγχου έχουν σηµειωθεί τα σηµεία που “χτυπούν” για πρώτη φορά ο καθένας 

από τους Western Electric Rules. 

i

W

25242322212019181716151413121110987654321

13
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7

UCL

LCL

∆ιάγραµµα ελέγχου

CL

2

3

1

4

 

Σχήµα 1.4.  Western Electric Rules 

Έτσι, στο σηµείο 4 χτύπησε ο Κανόνας 2, στο σηµείο 11 χτύπησε ο Κανόνας 3, στο 

σηµείο 16 χτύπησε ο Κανόνας 1 και στο σηµείο 21 χτύπησε ο Κανόνας 4. 

Η χρήση πολλών κανόνων ταυτοχρόνως θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή γιατί 

ένας µεγάλος αριθµός λανθασµένων συναγερµών συνεπάγεται και αντίστοιχο αριθµό 

λανθασµένων διακοπών της παραγωγικής διαδικασίας για την ανίχνευση ειδικών αιτιών 

µεταβλητότητας µε αποτέλεσµα την αύξηση του κόστους παραγωγής. 

Επίσης η χρήση πολλών κανόνων ταυτοχρόνως καθιστά εξαιρετικά δύσκολο τον 

υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL του διαγράµµατος ελέγχου. Η πρώτη σηµαντική 
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εργασία που αντιµετώπισε το προαναφερθέν πρόβληµα µε ένα ενοποιητικό τρόπο ήταν των 

Champ και Woodall (1987). Στο κεφάλαιο 3 θα αναπτύξουµε την αναγκαία θεωρία για τον 

υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart υπό την 

παρουσία κανόνων ευαισθητοποίησης χρησιµοποιώντας µια προσέγγιση παρόµοια µε αυτή 

που αναπτύχθηκε στις εργασίες των Fu (1996), Koutras (1997), Antzoulakos (1999, 2001) 

(δείτε επίσης Ρακιτζής (2004)). 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2  

 

Ανασκόπηση 

2. Εισαγωγή 

Μεταξύ άλλων, στις εργασίες των Page (1955), Western Electric Company (1956), 

Roberts (1958), Bissell (1978) και Wheeler (1983) χρησιµοποιήθηκαν κανόνες ροών για την 

ευαισθητοποίηση ενός διαγράµµατος ελέγχου. Ωστόσο σε αυτές τις εργασίες δεν προτάθηκε 

µια γενική προσέγγιση για να καθοριστούν οι ακριβείς ιδιότητες των διαγραµµάτων ελέγχου. 

Αυτό έγινε για πρώτη φορά στην εργασία των Champ και Woodall (1987) όπου προτάθηκε 

µια προσέγγιση µε χρήση αλυσίδων Markov για να βρεθεί το µέσος µήκος ροής, αλλά και η 

κατανοµή του µήκους ροής του X  διαγράµµατος ελέγχου Shewhart εφοδιασµένου µε 

κανόνες ροών. Οι Shmueli και Cohen (2003) πρότειναν µια απλή µεθοδολογία για τη µελέτη 

την κατανοµής του µήκους ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου εφοδιασµένου µε κανόνες ροών. 

Η µεθοδολογία που ανέπτυξαν σκοπεύει στην εύρεση της πιθανογεννήτριας του µήκους ροής 

του διαγράµµατος. 

Το βασικό µειονέκτηµα της εργασίας των Champ και Woodall (1987) (και προφανώς και 

των Shmueli και Cohen (2003)) είναι ότι δεν µπορούµε να έχουµε το επιθυµητό εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής αφού οι ζώνες και τα όρια ελέγχου των διαγραµµάτων είναι 

σταθερά. Ο Klein (2000) πρότεινε τη χρησιµοποίηση δύο διαγραµµάτων ελέγχου όπου το 

εντός ελέγχου µήκος ροής µπορεί να πάρει όποια τιµή θέλουµε. O Khoo (2003), προέκτεινε 

την εργασία του Klein (2000). Προκειµένου να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα των 

διαγραµµάτων στην ανίχνευση µικρών αλλά και µεγάλων µετατοπίσεων οι Khoo και Ariffin 

(2006) εισήγαγαν διπλά συµµετρικά όρια ελέγχου. Τέλος στην εργασία του ο Acosta (2007) 

µελέτησε σε βάθος κανόνες της µορφής k-από-k και k-από-k+1. 
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2.1 Champ και Woodall (1987) 

2.1.1. Συµπληρωµατικοί κανόνες ροών 

Έστω µια τυχαία µεταβλητή Χ που µετρά την ποιότητα ενός προϊόντος. Παρατηρούµε 

διαδοχικούς ανεξάρτητους δειγµατικούς µέσους ,...,, 21 XX  για τους οποίους υποθέτουµε ότι 

)/,(~ 2 nNX ii σµ , ,...2,1=i , όπου το 2σ  είναι γνωστό και παραµένει σταθερό στο χρόνο. 

Είναι βολικό να βασισθούν οι αποφάσεις µας στο τυποποιηµένο δείγµα 

),//()( 0 nXZ ii σµ−=  ,...2,1=i  . Ως γνωστόν, τα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart 

βασίζονται στους τρέχοντες δειγµατικούς µέσους, όπου ένα σήµα εκτός ελέγχου προκύπτει 

στο στάδιο T  όταν LZT >|| , όπου συνήθως το 3=L . Αυτή η διαδικασία έχει το µειονέκτηµα 

ότι δεν είναι ευαίσθητη σε µικρές µετατοπίσεις του µέσου. Ένας τρόπος να βελτιώσουµε την 

ευαισθησία στις µικρές µετατοπίσεις του µέσου είναι να προσθέσουµε περισσότερους 

κανόνες για να έχουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. 

Οι κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart στο οποίο 

απεικονίζεται µια τυχαία µεταβλητή W  µε εντός ελέγχου µέσο µ  και τυπική απόκλιση σ  

( σµσµ LUCLLLCL +=−= , ) µπορούν να κωδικοποιηθούν µε τον ακόλουθο τρόπο 

σύµφωνα µε τους Champ και Woodall (1987). Ο συµβολισµός ),,,( bamkT  θα δηλώνει ότι k 

από m διαδοχικά σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται στο διάστηµα ),( σµσµ ba ++ , 

ba < . Έτσι στο σύνηθες διάγραµµα ελέγχου Shewhart, 3=L , ο Κανόνας 1 της Παραγράφου 

1.5, που είναι ο κλασικός κανόνας λήψης ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας, µπορεί να 

γραφεί στη µορφή 

)},3,1,1(),3,,1,1({1 ∞−−∞= TTC , 

και ο Κανόνας 2 της Παραγράφου 1.5 µπορεί να αποδοθεί ως 

)}3,2,3,2(),2,3,3,2({2 TTC −−=  

Οι Champ και Woodall (1987) µελέτησαν τους ακόλουθους κανόνες ευαισθητοποίησης 

Rule 1: )},3,1,1(),3,,1,1({1 ∞−−∞= TTC  

Rule 2: )}3,2,3,2(),2,3,3,2({2 TTC −−=  

Rule 3: )}3,1,5,4(),1,3,5,4({3 TTC −−=  

Rule 4: )}3,0,8,8(),0,3,8,8({4 TTC −=  
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Rule 5: )}3,2,2,2(),2,3,2,2({5 TTC −−=  

Rule 6: )}3,1,5,5(),1,3,5,5({6 TTC −−=  

Rule 7:  )},09.3,1,1(),09.3,,1,1({7 ∞−−∞= TTC  

Rule 8: }09.3,96.1,3,2(),96.1,09.3,3,2({8 −−−= TTC  

Rule 9: )}09.3,0,8,8(),0,09.3,8,8({9 TTC −=   

Με το συµβολισµό  

kjikij CCCC ∪∪∪= ......  

δηλώνεται ένα διάγραµµα ελέγχου Shewhart το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

όταν συµβεί τουλάχιστον ένα ενδεχόµενο από αυτά που περιγράφουν οι κανόνες 

kji CCC ...,,, . Ο κανόνας kijC ...  ονοµάζεται σύνθετος κανόνας. 

 

2.1.2. Συγκρίσεις ARL 

O Πίνακας 2.1 περιέχει τιµές του µέσου µήκους ροής σε διάφορα  διαγράµµατα 

ελέγχου Shewhart εφοδιασµένα µε κανόνες ροών. Η µετατόπιση του µέσου δίνεται σε 

µονάδες τυπικής απόκλισης, δηλαδή σµµδ /|| 0−= n . Ο Πίνακας 2.1 δείχνει ότι η χρήση 

των κανόνων ροών αυξάνουν την ευαισθησία των διαγραµµάτων σε µικρές µετατοπίσεις του 

µέσου. Οι κανόνες ροών, επίσης, ελαττώνουν (κάτω από 370.4) το µέσο µήκος ροής στην 

τιµή στόχο (ARL0). Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής για το διάγραµµα 1234C είναι µόλις 

91.75 και η χρήση περισσοτέρων κανόνων ροών θα µειώσουν περισσότερο την τιµή αυτή. 

Ωστόσο, οποιαδήποτε επιθυµητή τιµή του ARL0 µπορεί να επιτευχθεί, διευρύνοντας τα όρια 

ελέγχου. 

Ο Πίνακας 2.2 περιέχει τους λόγους των τιµών του ARL του «αντίστοιχου» τυπικού 

X  διαγράµµατος ελέγχου µε τις τιµές για το ARL0 όπως εκείνες του Πίνακα 2.1. Τα όρια 

ελέγχου για το X  διάγραµµα ελέγχου (L) έχουν επιλεχθεί µε ακρίβεια δυο δεκαδικών 

ψηφίων, έτσι ώστε το ARL0 να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά αλλά όχι µεγαλύτερο του 

αντίστοιχου ARL που αναφέρεται στο X  διάγραµµα ελέγχου εφοδιασµένου µε κανόνες 

ροών. Γίνεται προφανές από τον Πίνακα 2.2 ότι τα εφοδιασµένα µε κανόνες ροών 

διαγράµµατα ελέγχου είναι πιο αποτελεσµατικά στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων του 
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µέσου. Τα διαγράµµατα µε κανόνες ροών είναι λιγότερο αποτελεσµατικά στις µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου, αλλά και οι δύο τύποι διαγραµµάτων τείνουν να ανιχνεύουν µεγάλες 

µετατοπίσεις αρκετά γρήγορα. Η αύξηση της ευαισθησίας που αποκτάται µε τη χρηση 

κανόνων ροών δεν µπορεί να κερδηθεί µειώνοντας την απόσταση των ορίων ελέγχου ενός 

τυπικού X  διαγράµµατος ελέγχου. 
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2.1.3. Μεθοδολογία Αλυσίδων Markov 

Οι πιθανές τιµές της τυποποιηµένης δειγµατικής µέσης τιµής µπορούν να 

κατηγοριοποιηθούν καταλλήλως ανάλογα µε τους συγκεκριµένους κανόνες ροών που 

χρησιµοποιούνται. Εάν συµβολίσουµε µε 1+r  τον αριθµό των διαφορετικών τιµών στο 

σύνολο { }),,2,1( t i  , ba ii …=  και µε   A  AA r,,, 10 … τις διαταγµένες τιµές τους, τότε η 

περιοχή  , r, ,  j  R j )21( …= ορίζεται να είναι το διάστηµα  )( 1 jj- , AA , και µε jp  ορίζεται η 

πιθανότητα να πέσει µια παρατήρηση στο διάστηµα   r   j  R j ),,2,1( …= . Για παράδειγµα, 

οι περιοχές που σχετίζονται για τον κανόνα 13C  είναι )3(1  , -- = R ∞ , )13(2 , -- = R , 

)11(3 ,  - = R , )31(4 ,  =  R  και )3(5  ,  = R ∞ .  

Οι καταστάσεις της αλυσίδας Markov υποδεικνύουν την κατάσταση του διαγράµµατος σε 

σχέση µε τους κανόνες ροών. Υπάρχει µια απορροφητική κατάσταση που αντιστοιχεί στην 

εκτός ελέγχου ένδειξη. Μπορούν να χρησιµοποιηθούν δύο απορροφητικές καταστάσεις, οι 

οποίες θα δηλώνουν ποια πλευρά του διαγράµµατος παρήγαγε την εκτός ελέγχου ένδειξη. 

Για τον κανόνα ),,,( iiii bamkT , 1>im , ορίζουµε τα διανύσµατα: 

),...,( 1,1, −=′
imiii WWW ,   ),...,( 1,1, −=′

imiii XXX  

όπου 

1, =jiW , εάν η j κατά σειρά προηγούµενη παρατήρηση ήταν µέσα στο  )( ii , ba  

0, =jiW , αλλιώς 

και 

jiji WX ,, = , όταν ∑
=

+−<−
j

h

iihi kmW
1

, 1)1(  

0, =jiX , αλλιώς 

Το διάνυσµα iX′  δηλώνει µε τα «1» µόνο τις παρατηρήσεις που πέφτουν στο διάστηµα 

)( ii , ba  και που µπορούν να συµβάλλουν σε µια εκτός ελέγχου ένδειξη. Έτσι µια µεταβατική 

κατάσταση ενός διαγράµµατος που χρησιµοποιεί t κανόνες µπορεί να αναπαρασταθεί ως 

)....,,,( 21 tXXXS ′′′=′  όπου το υπο-διάνυσµα iX′  ορίζεται, όπως προηγουµένως, για τον 

κανόνα ),,,( iiii bamkT , t i ,,2,1 …= . Για κάθε κανόνα µε 1 m = , δεν είναι απαραίτητο να 

θυµόµαστε καµία πληροφορία για τις προηγούµενες παρατηρήσεις. Πέραν τούτου, για να 

µειώσουµε το µέγεθος του διανύσµατος S′ , είναι βολικό να αντικαταστήσουµε το υπο-
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διάνυσµα που σχετίζεται µε κάθε κανόνα της µορφής ),,,(  b a mmT , 1>m , µε έναν 

«µετρητή» l, όπου το l µπορεί να πάρει τιµές 1 , 1, 0, −… m . Ο µετρητής l δηλώνει τον αριθµό 

των συνεχόµενων σηµείων που πέφτουν στο διάστηµα ),(  ba  µε σηµείο εκκίνησης το πιο 

πρόσφατο σηµείο που ήταν εκτός του διαστήµατος ),(  ba . 

Ο Πίνακας 2.3 περιλαµβάνει τις 30 καταστάσεις της αλυσίδας Markov για το διάγραµµα 

ελέγχου 13C . Οι τέσσερις πρώτες συνιστώσες κάθε διανύσµατος αναπαριστούν την 

κατάσταση που σχετίζεται µε τον κανόνα 1)- 3,- 5, T(4, , και οι επόµενες µε τον κανόνα 

3) 1, 5, T(4, . Για παράδειγµα, η κατάσταση 21, που συµβολίζεται µε (01001010), δηλώνει ότι 

οι προηγούµενες 3 παρατηρήσεις έπεσαν στα διαστήµατα (1, 3) , (-3, -1) και (1, 3), 

αντίστοιχα. Εάν υπήρχε κάποια παρατήρηση πιο πριν από αυτές τις τρεις, θα ήταν τέτοια 

ώστε δεν θα µπορούσε να συµβάλει σε εκτός ελέγχου ένδειξη. 

Ο πίνακας µεταβάσεων P ορίζεται ως ][ i,jP=P , όπου i,jP  είναι η πιθανότητα να 

µεταβούµε από την κατάσταση i στην κατάσταση j. Οι καταστάσεις αριθµούνται από το 1 

έως το s, όπου η κατάσταση 1 είναι η αρχική κατάσταση και η κατάσταση s είναι η 

απορροφητική. 

Για κάθε κανόνα ),,,( iiii bamkT , ορίζουµε 

10,   X i = ,  εάν η τρέχουσα παρατήρηση είναι στο διάστηµα ),( ii  ba  

00,   X i = ,  αλλιώς. 

Η µετάβαση στην απορροφητική κατάσταση συµβαίνει εάν για κάποιο  i ισχύει 

∑
−

=

=
1

0

,

im

j

iji kX  

ειδάλλως υπάρχει µετάβαση σε άλλη µεταβατική κατάσταση. Αυτή η µεταβατική κατάσταση 

µπορεί να αναπαρασταθεί από διάνυσµα ),,,( 21 t y  yy …=′V , όπου )( 1,, -mijit i
, y, y  …=′y , 

t i ,,2,1 …= , και 

1,, −= jiji Xy   εάν  1)1(
1

0

, +−<−∑
−

=
ii

j

h

hi kmX  

0, =jiy ,  αλλιώς  

),,2,11,,2,1(  t   , i   m   j i …=−…= . 
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Για παράδειγµα, στον Πίνακα 2.3, εάν βρισκόµαστε στην κατάσταση 17, (10100100), και 

η επόµενη παρατήρηση πέσει στην περιοχή 1)- (-3,  2 =R , τότε η αλυσίδα µεταβαίνει στην 

κατάσταση 8, (11010000).  

No. Representation R1 R2 R3 R4 R5

1 (00000000) 30 2 1 11 30

2 (10000000) 30 4 3 12 30

3 (01000000) 30 5 1 11 30

4 (11000000) 30 7 6 13 30

5 (10100000) 30 8 3 12 30

6 (01100000) 30 9 1 11 30

7 (11100000) 30 30 10 14 30

8 (11010000) 30 30 6 13 30

9 (10110000) 30 30 3 12 30

10 (01110000) 30 30 1 11 30

11 (00001000) 30 16 15 19 30

12 (01001000) 30 17 15 19 30

13 (01101000) 30 18 15 19 30

14 (01111000) 30 30 15 19 30

15 (00000100) 30 2 1 20 30

16 (10000100) 30 4 3 21 30

17 (10100100) 30 8 3 21 30

18 (10110100) 30 30 3 21 30

19 (00001100) 30 23 22 24 30

20 (00001010) 30 16 15 25 30

21 (01001010) 30 17 15 25 30

22 (00000110) 30 2 1 26 30

23 (10000110) 30 4 3 27 30

24 (00001110) 30 29 28 30 30

25 (00001101) 30 23 22 30 30

26 (00001011) 30 16 15 30 30

27 (01001011) 30 17 15 30 30

28 (00000111) 30 2 1 30 30

29 (10000111) 30 4 3 30 30

30 Absorbing 30 30 30 30 30

Πίνακας 2.3. Καταστάσεις και µεταβάσεις για το διάγραµµα ελέγχου C13

Παρούσα Κατάσταση Αριθµός επόµενης κατάστασης

 

 

Ο Πίνακας 2.4 δίνει το ποσοστό των µη µηδενικών στοιχείων του πίνακα µετάβασης των 

αλυσίδων Markov που συνδέονται µε διάφορα διαγράµµατα ελέγχου εφοδιασµένα µε 

κανόνες ροών. Προκύπτει ότι οι πίνακες είναι γενικά αραιοί. 
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∆ιάγραµµα 

ελέγχου

Αριθµός 

καταστάσεων Ποσοστό από µη µηδενικά στοιχεία

2 75.0

4 68.8

8 32.8

10 35.0

16 31.6

16 17.2

30 11.7

44 9.3

64 9.8

72 6.5

110 4.1

216 2.7

Πίνακας 2.4. Ιδιότητες του πίνακα µετάβασης της αλυσίδας Markov 

71, CC

15C

7812 , CC

16C

156C

7914 , CC

13C

789124 , CC

1456C

123C

134C

1234C  

 

Για να υπολογίσουµε τις πιθανότητες του µήκους ροής, ορίζουµε το  1  1)-( ×s διάνυσµα 

hL  ως 

)],Pr(...,),[Pr( 11 hNhN sh ===′ −L  

όπου iN  είναι το µήκος ροής του διαγράµµατος µε αρχική κατάσταση i. Οι Brook και Evans 

(1972) έδειξαν ότι αυτά τα διανύσµατα µπορούν να υπολογιστούν µε το επαναληπτικό σχήµα 

1QIL    )(1 −=  

…==  3, 2,   ,
1

h   
-hh LQL , 

όπου 1 είναι ένα διάνυσµα στήλη µε 1 παντού, και ο πίνακας Q είναι ένας )1()1( −×− ss  

πίνακας που απορρέει από τον πίνακα P διαγράφοντας την τελευταία γραµµή και την 

τελευταία στήλη. 

Αυτός ο τρόπος υπολογισµού των πιθανοτήτων του µήκους ροής είναι αρκετά απλός 

επαναληπτικός τρόπος λαµβάνοντας υπόψη ότι ο πίνακας P είναι αραιός. Για παράδειγµα, για 

τον διάγραµµα ελέγχου C12, έχουµε το ακόλουθο επαναληπτικό σχήµα για τον υπολογισµό 

των πιθανοτήτων του µήκους ροής 

1)-h  Pr(Np 1)-h  Pr(Np  1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 4422131 =+=+=== , 

1)-h  Pr(Np  1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 54332 =+=== , 

1)-h  Pr(Np  1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 44133 =+=== , 

1)-h  Pr(Np  1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 72634 =+=== , 
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1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 635 === , 

1)-h  Pr(Np  1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 22136 =+=== , 

1)-h  Pr(Np  h)  Pr(N 337 === , 

για  , 4, 3, 2,  h …= όπου  

4321 p-p-p-1  1)  Pr(N == ,     432 p-p-1  1)  Pr(N == , 

433 p-p-1  1)  Pr(N == ,     324 p-p-1  1)  Pr(N == , 

35 p-1  1)  Pr(N == ,     326 p-p-1  1)  Pr(N == , 

327 p-p-1  1)  Pr(N == , 

Οι Brook και Evans (1972) έδειξαν ότι το ARL για αρχική κατάσταση i µπορεί να 

υπολογιστεί µε πρόσθεση των στοιχείων της i-οστης γραµµής του πίνακα 1)( −− QI . Οι 

Woodall και Reynolds (1983) έδωσαν µια µέθοδο για τον προσεγγιστικό υπολογισµό του 

ARL. Αυτή η προσέγγιση είναι η πλέον αποτελεσµατική στην περίπτωσή µας, διότι ο πίνακας 

Q έχει συνήθως µεγάλη διάσταση και είναι αραιός. Οι Woodall και Reynolds (1983) έδειξαν 

ότι 

],)ˆ1/(1)ˆ1/(*[*)Pr(ˆ)Pr()( 2
*

1

λλλ −+−×=+=≅ ∑
=

nnNhNhNE
n

h

 

όπου 

])Pr(1[

)]Pr(1[
ˆ

1*

1

*

1

∑

∑
−

=

=

=−

=−
=

n

h

n

h

hN

hN

λ  

και N είναι το µήκος ροής. Για να διαφωτιστεί η αποτελεσµατικότητα αυτής της προσέγγισης, 

η µεγαλύτερη τιµή που απαιτήθηκε για να υπολογιστούν τα ARL του Πίνακα 2.1, ήταν 

n*=21. 

Το ποσοστιαίο σηµείο aN  )10( << a , το οποίο ορίζεται ως ο µικρότερος ακέραιος 

τέτοιος ώστε aNN a ≥≤ )Pr( , µπορεί να προσδιορισθεί εύκολα όταν *nNa ≤ . Όπως έδειξαν 

οι Woodall και Reynolds (1983), όταν *nNa >  τότε 

 
)ˆln(

]ˆ*)Pr(/))Pr()(ˆ1ln[(

1*

*

1

λ

λλ ∑
=

+=−=−
+−≅

n

h
a

nNahN

nN  
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Εάν χρειάζεται µόνο το ARL για ένα δίπλευρο διάγραµµα, τότε η προσέγγιση που 

αναπτύξαµε µε αλυσίδες Markov µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να υπολογίσουµε το ακριβές 

ARL των δύο µονόπλευρων διαγραµµάτων, έστω LARL  και UARL , και τότε η παρακάτω 

σχέση µας δίνει µια ακριβή προσέγγιση του ARL  του δίπλευρου διαγράµµατος 

UL ARLARLARL

111
+= . 

Για παράδειγµα, το µονόπλευρο 1234C  απαιτεί µόνο 91 καταστάσεις, ενώ το δίπλευρο απαιτεί 

216. Θα πρέπει να σηµειωθεί πως η παραπάνω σχέση δίνει ακριβές αποτέλεσµα όταν έχουµε 

 mk = .  

 

2.2 Shmueli και Cohen (2003) 

2.2.1. Εισαγωγή 

Οι Shmueli και Cohen (2003) πρότειναν µια απλή µεθοδολογία για τη µελέτη την 

κατανοµής του µήκους ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου εφοδιασµένου µε κανόνες ροών. Η 

µεθοδολογία που ανέπτυξαν σκοπεύει στην εύρεση της πιθανογεννήτριας του µήκους ροής 

του διαγράµµατος.  

Έστω ότι στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζονται τυποποιηµένες Z τιµές. Στο διάγραµµα 

ορίζουµε τις περιοχές S , iA , iB  και iC , ,2,1=i  όπως στο ακόλουθο σχήµα. 

25242322212019181716151413121110987654321

13
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11

10

9

8

7

i

3

-3

Τυποποιηµένο διάγραµµα ελέγχου

0

-2

-1

2

1

 

Σχήµα 2.1. Τυποποιηµένο διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart χωρισµένο σε 7 ζώνες 

B2 
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Σύµφωνα µε τους Champ και Woodall (1987), θεωρούµε τους ακόλουθους κανόνες (και 

µερικούς συνδυασµούς τους) για ένα τυποποιηµένο διάγραµµα ελέγχου: 

S)}{T(1,1,  R1 =  

)}AT(2,3, ),A{T(2,3,  R 122 =  

)}BAT(4,5, ),AB{T(4,5, = R 22113 ∪∪  

)}CBAT(8,8, ),ABC{T(8,8, = R 2221114 ∪∪∪∪  

)}AT(2,2, ),A{T(2,2,  R 125 =  

)}BAT(5,5, ),AB{T(5,5, = R 22116 ∪∪  

Επιπροσθέτως, συµβολίζουµε την πιθανότητα ένα σηµείο να είναι στην περιοχή iA , 

iB  και iC  ως ia , ib  και  ic , ,2,1=i . Η πιθανότητα να υπερβαίνει τα όρια ελέγχου 

συµβολίζεται µε δ . Αυτές οι πιθανότητες µπορούν να υπολογιστούν για µια εντός ελέγχου 

διαδικασία ή για οποιαδήποτε µετατόπιση του µέσου. Για παράδειγµα, εάν η διαδικασία είναι 

εντός ελέγχου έχουµε ότι 0.0027  (-3)2 =Φ=δ  και 0.0428  (2))-(3)2( 21 =ΦΦ=+  aa . Εάν 

τώρα έχουµε µια µετατόπιση του µέσου κατά σ1 , τότε οι πιθανότητες είναι 

 0.023  (-4)  (2)-1  =Φ+Φ=δ και 0.137  (-4)- (-3)  (1) - (2) 21 =ΦΦ+ΦΦ=+ aa . 

 

2.2.2. Εύρεση της πιθανογεννήτριας του µήκους ροής 

Ορίζουµε ως «κατάληξη» (suffix) την ακολουθία των γραµµάτων που συµβολίζουν τις 

περιοχές του γραφήµατος στις οποίες πέφτουν τα τελευταία σηµεία. Για παράδειγµα, A1S 

δηλώνει ότι τα τελευταία δύο σηµεία παρουσιάστηκαν στις περιοχές Α1 και S. Για να βρούµε 

την πιθανογεννήτρια του µήκους ροής για έναν απλό κανόνα, ή για έναν συνδυασµό 

κανόνων, γενικεύεται η µεθοδολογία του Feller (1968) σύµφωνα µε τα ακόλουθα βήµατα: 

1. Βρίσκουµε όλες τις Q το πλήθος διαφορετικές καταλήξεις που προκαλούν ένδειξη εκτός 

ελέγχου διαδικασίας.  

2. Ορίζουµε )(i

nu  την πιθανότητα συµπληρώσει το −n οστό σηµείο την −i οστή κατάληξη, 

µε 1)(

0 =iu , Qi ...,,2,1= . 
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3. ∆ιατυπώνουµε µια αναδροµική σχέση για κάθε )(i

nu , Qi ...,,2,1= . 

4. Υπολογίζουµε τις Q σειρές δυνάµεων ∑
∞

=

=
0

)()(
n

ni

ni susU , Qi ...,,2,1= . 

5. Η πιθανογεννήτρια του µήκους ροής δίνεται από την σχέση  

∑
=

+−
−=

Q

i

i QsU

sG

1

1)(

1
1)(  

Το µέσο µήκος ροής, ARL, λαµβάνεται εύκολα παραγωγίζοντας την πιθανογεννήτρια. 

 

2.2.3. Κανόνες ροών και κατανοµές k τάξης 

Χρησιµοποιώντας τους συµβολισµούς της Παραγράφου 2.2.1, οι κανόνες που 

περιγράφτηκαν εκεί µπορούν να χωριστούν σε δύο τύπους: 

1. Κανόνες ροών τύπου )Z,k,k(T . Περιλαµβάνουν τους κανόνες R1, R4, R5 και R6 

2. Σχηµατισµούς τύπου )Z1,k,k(T + . Περιλαµβάνουν τους κανόνες R2 και R3 

Ο χρόνος αναµονής, µέχρι να συµβεί ένα γεγονός του πρώτου τύπου, ανήκει στην 

«γεωµετρική κατανοµή k τάξης». Όταν  1 k = τότε έχουµε την τυπική γεωµετρική κατανοµή. 

(Johnson et al., (1992)) 

Ο χρόνος αναµονής, µέχρι να συµβεί ένα γεγονός του δεύτερου τύπου, ανήκει στην “k 

από d ( kd > ) κατανοµή”, η οποία διαπραγµατεύεται τον χρόνο αναµονής µέχρι να συµβούν 

k επιτυχίες σε ένα παράθυρο µε µέγιστο µήκος d συνεχόµενες δοκιµές Bernoulli. (βλ. 

Balakrishnan και Koutras (2002)) 

 

2.2.4. Κανόνες ροών τύπου T(k, k, Z) 

Αυτή η περίπτωση σχετίζεται µε τους κανόνες R4, R5 και R6 όπου µια ένδειξη εκτός 

ελέγχου διεργασίας προκύπτει από τον κανόνα ροής k σηµεία σε µία από τις δύο περιοχές, τις 

όποιες συµβολίζουµε Ζ1 και Ζ2, ή από ένα σηµείο στην περιοχή S.  

Για παράδειγµα, για τον συνδυασµό τον κανόνων R5 ( )2=k  και R1 υπάρχουν τρεις 

καταλήξεις S, A1A1, A2A2. Στη γενική περίπτωση η πιθανότητα να πέσει ένα σηµείο στην 

ζώνη Ζi συµβολίζεται µε ip  )2,1( =i . Οι τρεις αναδροµικές σχέσεις που συσχετίζονται µε τις 

τρεις πιθανές καταλήξεις S, Z1 Z1…Z1 και Z2Z2…Z2, δίνονται από τις σχέσεις 
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)1(

nu=δ  
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)2(

1 ... −
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2 ... −
−−− +++= k

knnn

k pupuup  

Πολλαπλασιάζοντας µε ns και αθροίζοντας ως προς n , λαµβάνουµε τις τρεις συναρτήσεις 

)()()( 321 s, Us, UsU , από τις οποίες προκύπτει η πιθανογεννήτρια  

12

2121

2

21

1

2211

12

2121

2

21

1

221121

)1()()(

)]()([)1(1

)()()(2

)]()([)(

)(

+

+

+

+

−−−−−

+++−−−

+++−

+++−++

=

kkkk

kkk

kkkk

kkkkk

sppppspp

spppps

sppppspp

spppppps

sG

δ

δδδ
δ

δδδ

. 

Το ακριβές µέσο µήκος ροής (ARL) λαµβάνεται µε παραγώγιση της παραπάνω 

συνάρτησης. Έτσι 

kkkkkk

kk

pppppppp

pp
GARL

21212121

21

)1)(1()1)(1()]1)(1[(

)1)(1(
)1(

−−+−−+−−

−−
=′=

δ
. 

Ο παραπάνω τύπος, µε διαφορετική µεθοδολογία, έχει δοθεί και από τον Aki (1992). 

 

2.2.5. Κανόνες ροών τύπου T(k, k+1, Z) 

Αυτή η περίπτωση σχετίζεται µε τους κανόνες R2 και R3 όπου ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας προκύπτει όταν k από τα τελευταία 1+k  συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται στην 

περιοχή Ζ1 ή Ζ. Κατανοµές αυτού του είδους έχουν µελετηθεί από πολλούς συγγραφείς (βλ. 

Balakrishnan και Koutras (2002)).  

Για παράδειγµα, για τον κανόνα R1 και για τον κανόνα T(2, 3, Z) (για λόγους 

απλότητας θεωρούµε την περίπτωση 2=k , αφού για µεγαλύτερες τιµές του k µπορούµε να 

εργαστούµε παρόµοια) έχουµε επτά δυνατές καταλήξεις: S, {Z1Z1}, {Z1Z2Z1}, 

})({ 1211 ZSZZZ ∪∪ , {Z2Z2}, {Z2Z1Z2}, και })({ 2212 ZSZZZ ∪∪ . Η αναδροµική σχέση για 

την πρώτη κατάληξη είναι η  

)1(

nu=δ , 

για τις επόµενες τρεις καταλήξεις έχουµε 

][ )4(

1

)3(

1

)2(

11

)2(2

1 −−− +++= nnnn uuupup  

][ )4(

2

)3(

2

)2(

2211

)6(

1

)3(

2

2

1 −−−− ++++= nnnnn uuupppuupp  
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])[1()1( )4(

2

)3(

2

)2(

2211

)4(

21

2

1 −−− ++−−−+=−−− nnnn uuupppuppp δδ  

και οι τελευταίες τρείς αναδροµικές σχέσεις είναι πανοµοιότυπες µε τις παραπάνω τρεις, 

εναλλάσσοντας το p1 µε το p2 και τους υπερδείκτες (2), (3), (4) µε τους υπερδείκτες (5), (6), 

(7), αντίστοιχα. . Στην συνέχεια, πολλαπλασιάζουµε κάθε εξίσωση µε s
n
 και αθροίζουµε για 

n=1,2,3,… . Σε αυτή την περίπτωση δεν µπορούµε να υπολογίσουµε τα Ui(s) αναλυτικά από 

κάθε εξίσωση αλλά χρειάζεται να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα τάξεως 6 (ή γενικά τάξης 

4k-2). Το ARL λαµβάνεται από την παραγώγιση της πιθανογεννήτριας. 

Η παραπάνω µεθοδολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για κάθε τύπο από κανόνες ροών ή 

σχηµατισµών, όπως και για συνδυασµούς τους. 

 

2.2.6. Σύγκριση µε την µέθοδο των Champ και Woodall (1987) 

Η µέθοδος υπολογισµού του µήκους ροής βασισµένη σε αλυσίδες Markov, την οποία 

είχαν παρουσιάσει οι Champ και Woodall (1987) απαιτεί τον πλήρη καθορισµό όλων των 

πιθανών καταστάσεων της αλυσίδας και τον υπολογισµό του πίνακα µεταβάσεων (όπου, 

συνήθως, έχει µεγάλη διάσταση) και χρησιµοποιείται για να λάβουµε αναδροµικές σχέσεις 

για την κατανοµή του µήκους ροής. Προκειµένου να υπολογίσουµε το ακριβές ARL ο 

πίνακας µεταβάσεων θα πρέπει να αντιστραφεί. Οι Woodall και Reynolds (1983) πρότειναν 

ότι σε µερικές περιπτώσεις ο υπολογισµός µπορεί να γίνει προσεγγιστικά.  

Στην συγκεκριµένη µέθοδο καταγράφουµε απλά όλες τις καταλήξεις οι οποίες 

οδηγούν σε ενδείξεις εκτός ελέγχου διεργασίας. Το υπολογιστικό κόστος για την µέθοδο αυτή 

είναι η επίλυση του γραµµικού σύστηµα που είναι αρκετά µικρότερο σε σχέση µε την µέθοδο 

των αλυσίδων Markov. 

Εν κατακλείδι, πέρα από το υπολογιστικό κέρδος της µεθόδου αυτής, µπορούµε να 

έχουµε αναδροµικές και µη αναδροµικές σχέσεις για τον προσδιορισµό της κατανοµής του 

µήκους ροής. Όταν όλη η κατανοµή απαιτείται, τότε οι αναδροµικές σχέσεις είναι 

καταλληλότερες για τον υπολογισµό. Ωστόσο, για να υπολογίσουµε απλά µια πιθανότητα 

(για παράδειγµα, µια εκτίµηση) τότε είναι αποτελεσµατικότερο να χρησιµοποιήσουµε τη µη 

αναδροµική µέθοδο. Αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό, διότι, η κατανοµή του µήκους ροής έχει 

βαριά δεξιά ουρά. 
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2.3 Klein (2000)  

2.3.1. Εισαγωγή 

Το βασικό µειονέκτηµα της εργασίας των Champ και Woodall (1987) (και προφανώς και 

των Shmueli και Cohen (2003)) είναι ότι δεν µπορούµε να έχουµε το επιθυµητό εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής αφού οι ζώνες και τα όρια ελέγχου των διαγραµµάτων είναι 

σταθερά. Ο Klein (2000) πρότεινε τη χρησιµοποίηση δύο νέων διαγραµµάτων ελέγχου όπου 

το εντός ελέγχου µήκος µπορεί να πάρει όποια τιµή θέλουµε. Και τα δύο διαγράµµατα 

στηρίζονται σε κανόνες ροών και είναι εύκολα υλοποιήσιµα. Στο πρώτο διάγραµµα ένδειξη 

εκτός ελέγχου διεργασίας προκύπτει όταν 2 από 2 συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται πέρα από 

ένα συγκεκριµένο όριο. Στο δεύτερο διάγραµµα ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας προκύπτει 

όταν 2 από 3 συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται πέρα από ένα συγκεκριµένο, διαφορετικό του 

προηγούµενου, όριο ελέγχου. 

2.3.2.  Παρουσίαση των διαγραµµάτων και συγκρίσεις 

Οι Derman και Ross (1997), είχαν προτείνει δυο σχήµατα προκειµένου να αυξήσουν την 

ευαισθησία ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart. Το πρώτο σενάριο, διατύπωνε πως έχουµε 

ένδειξη για εκτός ελέγχου διεργασία όταν δύο στα δύο σηµεία (δύο συνεχόµενα σηµεία, 2-

από-2) βρεθούν πάνω από το άνω όριο  ελέγχου, είτε βρεθούν κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου, είτε το ένα πάνω από το άνω όριο ελέγχου και το άλλο κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου. Στο δεύτερο σενάριο, έχουµε ένδειξη για εκτός έλεγχου διαδικασία όταν δύο από τα 

τρία συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου, είτε βρεθούν κάτω από το 

κάτω όριο ελέγχου, είτε το ένα πάνω από το άνω όριο ελέγχου και το άλλο κάτω από το κάτω 

όριο ελέγχου (σχήµα 2-από-3). 

Ο Klein (2000) παρουσιάζει µια ελαφρώς εναλλακτική πρόταση από τους Derman και 

Ross. Για το µεν πρώτο σενάριο προτείνει πως ένδειξη έχουµε όταν δύο από δύο σηµεία 

βρίσκονται ταυτόχρονα είτε πάνω από το άνω όριο ελέγχου, είτε κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου. Οµοίως και στην δεύτερη περίπτωση, ένδειξη για εκτός ελέγχου διεργασία έχουµε 

όταν δύο από τα τρία συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται ταυτόχρονα είτε πάνω από το άνω όριο 

ελέγχου, είτε κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. 

Στον ακόλουθο πίνακα παρουσιάζονται τιµές ARL για τα διαγράµµατα των Derman και 

Ross, του Klein και του τυπικού διαγράµµατος Shewhart µε 3σ όρια ελέγχου. 

 



 
32 

 

Πίνακας 2.5. Τιµές ARL διαγραµάτων ελέγχου του Derman   

και Ross, του Klein και Shewhart µε 3σ όρια ελέγχου 

 Shewhart D-R:2-από-2 D-R: 2-από-3 Klein: 2-από-2 Klein: 2-από-3 

 Όρια Ελέγχου 

Shift ± 3 ± 1.9322 ± 2.0698 ± 1.7814 ± 1.9307 

0 370 370 370 370 370 

0.2 308 313 308 277 271 

0.4 200 204 193 150 142 

0.6 120 116 107 79 73 

0.8 72 65 58 44 40 

1 44 37 33 26 23 

1.2 28 23 20 16 15 

1.4 18 15 13 11 10 

1.6 12 10 8.9 7.8 7.1 

1.8 8.7 7.2 6.6 5.9 5.4 

2 6.3 5.5 5.1 4.6 4.3 

2.2 4.7 4.4 4.1 3.8 3.6 

2.4 3.6 3.6 3.4 3.2 3.1 

2.6 2.9 3.1 3.0 2.8 2.8 

2.8 2.4 2.8 2.7 2.6 2.5 

3 2.0 2.5 2.5 2.4 2.4 

4 1.2 2.1 2.1 2.0 2.0 

5 1.0 2.0 2.0 2.0 2.0 

 

Από τον παραπάνω πίνακα, παρατηρούµε πως η πρόταση του Klein είναι σαφώς 

καλύτερη για µικρές µετατοπίσεις, µε εξαίρεση όταν έχουµε µετατόπιση µεγαλύτερη από 

2.8σ, τότε υπερτερεί σαφώς ένα κλασικό διάγραµµα τύπου Shewhart. 

 

2.3.3. Μεθοδολογία του διαγράµµατος ελέγχου 2-από-2 

Το µέσος µήκος ροής (ARL) για αυτό το σχήµα τίθεται ίσο µε 370.4 όσο και το ARL ενός 

τυπικού διαγράµµατος Shewhart. Σκοπός µα είναι να βρεθούν τα κατάλληλα όρια ελέγχου  

Το διάγραµµα ελέγχου µπορεί να θωρηθεί σαν ένωση τριών περιοχών, µια περιοχή που 

βρίσκεται πάνω από το άνω όριο ελέγχου, µια περιοχή που βρίσκεται πέρα από το κάτω όριο 

ελέγχου και µια τελευταία περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα δύο όρια ελέγχου. Έτσι  

συµβολίζουµε µε pU την πιθανότητα ένα σηµείο να βρεθεί στην πρώτη περιοχή, µε pL την 

πιθανότητα να βρεθεί στην δεύτερη περιοχή και µε p την πιθανότητα να βρεθεί στην τρίτη 

περιοχή. 
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Θεωρούµε, τώρα, µια αλυσίδα Markov µε τρείς µεταβατικές καταστάσεις {1, 2, 3} και 

µια απορροφητική κατάσταση {4}. Η κατάσταση {1} δηλώνει σηµείο που πέφτει ανάµεσα 

από τα δύο όρια ελέγχου, η {2} δηλώνει σηµείο που πέφτει πάνω από το άνω όριο ελέγχου 

(UCL) και η {3} δηλώνει σηµείο που πέφτει κάτω από το κάτω όριο ελέγχου (LCL). Η 

αλυσίδα µεταβαίνει στην απορροφητική κατάσταση {4} όταν δύο συνεχόµενα σηµεία 

βρεθούν και τα δύο είτε στην {2} είτε στην {3} κατάσταση. 

Ο πίνακας µετάβασης της αλυσίδα Markov είναι ο ακόλουθος 

 
Κατάσταση 

το χρόνο t + 1 

 1 2 3 4 

1 p pU pL 0 

2 p 0 pL pU 

3 p pU 0 pL 

Κατάσταση 

το χρόνο t 

  4     0     0     0     1   

      

Προκειµένου να υπολογιστεί ο (µέσος) αριθµός των µεταβιβάσεων που χρειάζονται έτσι 

ώστε να οδηγηθούµε στην απορροφητική κατάσταση θα χρειαστεί να επιλυθεί το παρακάτω 

σύστηµα γραµµικών εξισώσεων (δείτε Derman, Gleser and Olkin (1973)) 

34241414 (pL)M  (pU)M  (p)M  1  M +++=  

341424 (pL)M  (p)M  1  M ++=  

241434 (pU)M  (p)M  1  M ++=  

Εδώ, η M14 είναι ο αναµενόµενος χρόνος που απαιτείται ώστε από την αρχική κατάσταση 

{1} να βρεθούµε στην απορροφητική κατάσταση {4}. Από το παραπάνω σύστηµα προκύπτει 

ότι  

pL

pL

pU

pU
p

M

+
−

+
−−

=

11
1

1
14  

Αφού χρησιµοποιούµε συµµετρικά όρια ελέγχου, έχουµε ότι *p  pU  pL ==  και επειδή 

*2p  pU  pL  p -1 =+= , παίρνουµε 

*2

*1
14

p

p
M

+
= . 
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Επειδή θέλουµε να ισχύει η σχέση 370.4  ARL  M14 == , προκύπτει ότι 

0.037422  pL  pU * p === , και τελικά, από πίνακες κανονικής κατανοµής έχουµε πως 

1.7814  UCL =  ( 1.7814-  LCL = ). 

Για µια µετατόπιση του µέσου κατά 0>b  µονάδες τυπικής απόκλισης, προκειµένου να 

υπολογίσουµε το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής µια εκτός διεργασίας, έχουµε 

)1,0(),78141Pr()78141Pr(  Z ~ Nb .-Z.-bZ pL −<=<+= . 

Για 1=b , έχουµε 002706.0)7814.2( =−<= ZPpL , 0.217278)7814.0( =>= ZPpU , 

και τελικά 25.78  ARL1 = . 

 

2.3.4. Μεθοδολογία του διαγράµµατος ελέγχου 2-από-3 

Η διαδικασία εδώ είναι παρόµοια µε την προηγούµενη, µε την διαφορά ότι οι 

καταστάσεις στην αλυσίδα Markov, έχουν γίνει οχτώ και είναι οι ακόλουθες: 

• (OO): δύο συνεχόµενα σηµεία ανάµεσα στα όρια ελέγχου 

• (OU): το πρώτο σηµείο ανάµεσα στα όρια ελέγχου και το άλλο πάνω από το άνω όριο 

ελέγχου. 

• (OL): το πρώτο σηµείο ανάµεσα στα όρια ελέγχου και το άλλο κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου. 

• (UL): το πρώτο σηµείο πάνω από το άνω όριο και το δεύτερο κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου. 

• (UO): το πρώτο πάνω από το άνω όριο και το δεύτερο ανάµεσα από τα όρια ελέγχου. 

• (LO): το πρώτο κάτω από το κάτω όριο και το δεύτερο ανάµεσα από τα όρια ελέγχου. 

• (LU): το πρώτο κάτω από το κάτω όριο και το δεύτερο πάνω από το άνω όριο ελέγχου. 

• (OOC): Απορροφητική κατάσταση, δύο από τα τρία σηµεία πάνω από το άνω όριο 

ελέγχου, είτε δύο από τα τρία σηµεία κάτω του κάτω ορίου ελέγχου. 

Ο πίνακας µετάβασης της αλυσίδα Markov είναι ο ακόλουθος 
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Κατάσταση το χρόνο t + 1 

1 2 3 4 5 6 7 8  

OO OU OL UL UO LO LU OOC 

1 OO p pU pL 0 0 0 0 0 

2 OU 0 0 0 pL p 0 0 pU 

3 OL 0 0 0 0 0 p pU pL 

4 UL 0 0 0 0 0 p 0 pL+pU 

5 UO 0 0 0 0 0 0 0 pU 

6 LO p 0 pL 0 0 0 0 pU 

7 LU p pU 0 0 p 0 0 pL+pU 

Κατάσταση το 

χρόνο t 

8 OOC   0     0     0     0     0     0     0   1 

Το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων που πρέπει να λυθούν ως προς Μ18 είναι το 

ακόλουυθο  

38281818 + + += (pL)M (pU)M (p)M  1 M  

485828 + += (pL)M (p)M  1 M  

786838 + += (pU)M (p)M  1 M  

6848 += (p)M  1 M  

381858 + += (pL)M (p)M  1 M  

281868 + += (pU)M (p)M  1 M  

 += 5878 (p)M  1 M  

Για να βρούµε τα όρια ελέγχου ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής να είναι 370.4 θα 

επιλύσουµε το άνω γραµµικό σύστηµα µε τους εξής περιορισµούς: 

pU  pL = ,     1  p  pU  pL =++ ,     370.4  M18 = . 

Έτσι 0.2676  pL   pU ==  και από πίνακες της κανονικής κατανοµής προκύπτει ότι τα όρια 

ελέγχου είναι ± 1.9307. 

Τέλος για να υπολογίσουµε το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής, εργαζόµαστε όπως πριν. 

Για µια µετατόπιση του µέσου κατά 0>b  µονάδες τυπικής απόκλισης, προκειµένου να 

υπολογίσουµε το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής µια εκτός διεργασίας, έχουµε 
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)1,0(),Pr()Pr(  Z ~ Nb 1.9307-Z1.9307-bZ pL −<=<+= . 

Για 1=b , έχουµε 0.001912.9307ZPpL =−<= )( , 0.176004ZPpU =>= )9307.0( , και 

τελικά 23.3747   ARL1 = . 

 

2.4 Michael Khoo (2003) 

2.4.1.  Εισαγωγή 

O Khoo (2003), προέκτεινε την εργασία του Klein (2000) µελετώντας τους κανόνες  

2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4. Επίσης έδωσε ειδικά διαγράµµατα µέσω των οποίων γίνεται 

ευκολότερος ο σχεδιασµός των διαγραµµάτων ελέγχου. Τα ειδικά διαγράµµατα αυτά 

βοηθούν αρκετά αυτούς που θέλουν να εφαρµόσουν τα διαγράµµατα χωρίς να έχουν το 

απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο. 

 

2.4.2.  Παρουσίαση των προτάσεων του Khoo (2003) 

Στο άρθρο του ο Khoo (2003) παρουσιάζει µια γραφική µέθοδο, ή µάλλον καλύτερα ένα 

εργαλείο, µε το οποίο ο τεχνικός που θα κληθεί να το εφαρµόσει ένα διάγραµµα ελέγχου µε 

κανόνες ροών ή σχηµατισµών να µην είναι υποχρεωµένος αφενός µεν να επιλύει το γραµµικό 

σύστηµα που προκύπτει κάθε φορά, αφετέρου δε να δύναται να επιλέξει ο ίδιος το εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής. 

Στα παρακάτω γραφήµατα δίνεται η γραφική παράσταση του εντός ελέγχου ARL έναντι 

της πιθανότητας  pU (ή pL, αφού pL = pU) σε µια εντός ελέγχου διεργασία για τα σχήµατα  

2-από-3, 2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4 και για ένα εύρος τιµών του ARL από 100 έως 2000. 

Ο Khoo πρότεινε τα ακόλουθα βήµατα για την εφαρµογή της διαδικασίας του: 

(Α) Επιλέγουµε το επιθυµητό σχήµα ελέγχου ανάλογα µε το µέγεθος της µετατόπισης 

του µέσου που θέλουµε να εντοπίζουµε άµεσα. Έτσι εάν µας ενδιαφέρει να 

εντοπίζουµε µικρές µετατοπίσεις επιλέγουµε το σχήµα 3-από-4, ενώ για 

µεγαλύτερες το 2-από-2. Για αρκετά µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου προτείνεται 

το τυπικό διάγραµµα Shewhart. 

(Β) Αποφασίζουµε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ARL0. 

(Γ) Χρησιµοποιώντας το κατάλληλο διάγραµµα βρίσκουµε την τιµή του pU (ή pL). 

(∆) Εκτελούµε ανάλυση ευαισθησίας για τον ακριβή καθορισµό του pU συγκρίνοντας 

την τιµή του ARL0 που προέκυψε από την τιµή pU του βήµατος (Γ) µε την τιµή 
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άλλων τιµών του ARL0 που υπολογίζονται µε παραπλήσιες τιµές του pU. 

Αποφασίζουµε να χρησιµοποιήσουµε εκείνη την τιµή του pU που δίνει τιµή για το 

ARL0 που είναι πιο κοντά στην επιθυµητή τιµή του. Αυτό το βήµα είναι 

προαιρετικό, διότι οι τιµές που έχουµε από το βήµα (Γ) µας δίνουν ένα ARL0 το 

όποιο είναι αρκετά κοντά στο επιθυµητό. 

(Ε) Βασιζόµενοι στην τιµή του pU βρίσκουµε τα όρια ελέγχου χρησιµοποιώντας 

πίνακες της κανονική κατανοµής. 
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Σχήµα 2.2 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 2-από-3 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 100 έως το 1000) 

 

 

Σχήµα 2.3 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 2-από-3 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 1000 έως το 2000) 
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Σχήµα 2.4 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 2-από-4 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 100 έως το 1000) 

 

 

 

Σχήµα 2.5 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 2-από-4 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 1000 έως το 2000) 
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Σχήµα 2.6 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 3-από-3 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 100 έως το 1000) 

 

 

 

Σχήµα 2.7 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 3-από-3 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 1000 έως το 2000) 
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Σχήµα 2.8 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 3-από-4 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 100 έως το 1000) 

 

 

Σχήµα 2.9 Εντός ελέγχου ARL σε σχέση µε pU (ή pL) για τον κανόνα 3-από-4 (το εντός ελέγχου ARL λαµβάνει 

τιµές από το 1000 έως το 2000) 
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2.4.2.  Ένα παράδειγµα 

Τα βήµατα που πρέπει να γίνουν για το σχήµα 3-από-4 µε εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

600 είναι τα ακόλουθα 

Βήµα 1.: Το επιθυµητό ARL0 είναι 600. 

Βήµα 2.: Από το Σχήµα 2.8, βρίσκουµε ότι η τιµή του pU (ή pL) σχετικά µε το επιθυµητό 

ARLin είναι περίπου 0.069. 

Βήµα 3.: Εκτελούµε ανάλυση ευαισθησίας µε τα ακόλουθα αποτελέσµατα  

pU/pL ARL0 

  
0.069 599.098 

0.06899 599.343 

0.06898 599.589 

0.06897 599.835 

0.06896 600.082 

Βήµα 4.: Από τα παραπάνω αποτελέσµατα προκύπτει ότι για 0.06896  pU =  έχουµε την 

καλύτερη προσέγγιση για το ARL0. Οπότε τα όρια ελέγχου θα είναι ± 1.4836, από πίνακες 

της κανονικής κατανοµής. 

 

2.4.3. Γραµµικά συστήµατα για τα σχήµατα 2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4 

Για τον υπολογισµό της ακριβής τιµής της πιθανότητας pU (ή pL) σε κάθε ένα από τα 

σχήµατα 2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4 απαιτείται η λύση κατάλληλου γραµµικού 

συστήµατος. Ακολουθώντας τη µεθοδολογία του Klein (2000), ο Khoo (2003) κατέληξε στα 

παρακάτω συστήµατα: 

Για το σχήµα 2-από-4 το γραµµικό σύστηµα είναι το ακόλουθο 

)14(5)14(2)14(1)14(1 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)14(8)14(3)14(2 )()(1 MpLMpM ++=  

)14(10)14(4)14(3 )()(1 MpLMpM ++=  

)14(5)14(1)14(4 )()(1 MpLMpM ++=  

)14(9)14(6)14(5 )()(1 MpUMpM ++=  

)14(12)14(7)14(6 )()(1 MpUMpM ++=  
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)14(2)14(1)14(7 )()(1 MpUMpM ++=  

)14(11)14(8 )(1 MpM +=  

)14(13)14(9 )(1 MpM +=  

)14(6)14(10 )(1 MpM +=  

)14(7)14(11 )(1 MpM +=  

)14(3)14(12 )(1 MpM +=  

)14(4)14(13 )(1 MpM +=  

όπου το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι η ποσότητα )14(1M . 

Για το σχήµα 3-από-3 το γραµµικό σύστηµα είναι το ακόλουθο 

)10(3)10(2)10(1)10(1 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(4)10(5)10(6)10(2 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(9)10(5)10(7)10(3 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(4)10(8)10(5)10(5 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(3)10(2)10(1)10(6 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(3)10(2)10(1)10(7 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)10(4)10(6)10(8 )()(1 MpLMpM ++=  

)10(5)10(7)10(9 )()(1 MpUMpM ++=  

όπου το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι η ποσότητα )10(1M . 

Για το σχήµα 3-από-4 το γραµµικό σύστηµα είναι το ακόλουθο 

)26(5)26(2)26(1)26(1 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(14)26(8)26(3)26(2 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(15)26(9)26(4)26(3 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(5)26(2)26(1)26(4 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(11)26(17)26(6)26(5 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(12)26(16)26(7)26(6 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(5)26(2)26(1)26(7 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  
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)26(20)26(10)26(8 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(14)26(3)26(9 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(15)26(4)26(10 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(23)26(13)26(11 )()(1 MpUMpM ++=  

)26(17)26(6)26(12 )()(1 MpUMpM ++=  

)26(16)26(7)26(13 )()(1 MpUMpM ++=  

)26(25)26(21)26(18)26(14 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(11)26(17)26(6)26(15 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(14)26(8)26(3)26(16 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(24)26(22)26(19)26(17 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(12)26(16)26(7)26(18 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(15)26(9)26(4)26(19 )()()(1 MpLMpUMpM +++=  

)26(25)26(18)26(20 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(24)26(19)26(21 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(20)26(10)26(22 )()(1 MpLMpM ++=  

)26(22)26(19)26(23 )()(1 MpUMpM ++=  

)26(22)26(18)26(24 )()(1 MpUMpM ++=  

)26(23)26(13)26(25 )()(1 MpUMpM ++=  

όπου το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι η ποσότητα )26(1M . 

 

2.5 Khoo και Ariffin (2006) 

2.5.1.  Εισαγωγή 

Οι κανόνες ροών έχουν ενσωµατωθεί στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart προκειµένου να 

αυξήσουν την ευαισθησία τους στον εντοπισµό µικρών µετατοπίσεων του µέσου. Ωστόσο 

παρουσιάζουν υστέρηση στην ανίχνευση µεγάλων µετατοπίσεων του µέσου σε σχέση µε τα 

κλασικά διαγράµµατα Shewhart. Το σηµείο αυτό αποτελεί σηµαντικό µειονέκτηµά τους 

εφόσον θα θέλαµε µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου, που είναι και οι πιο σοβαρές, να 



 
45 

ανιχνεύονται άµεσα. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίστηκε αποτελεσµατικά από τους Khoo 

και Ariffin (2006), των οποίων η πρόταση θα παρουσιαστεί στην επόµενη παράγραφο. 

 

2.5.2. Βελτιωµένα σχήµατα - Προσέγγιση µε δύο ζεύγη ορίων ελέγχου 

Τα δύο βελτιωµένα σχήµατα που πρότειναν οι Khoo και Ariffin (2006) στηρίζονται στους 

κανόνες ροών 2-από-2 και 2-από-3 του Klein (2000). Εκείνο που διαφέρει, είναι ότι στην 

προκειµένη περίπτωση έχει προστεθεί ένας επιπλέον κανόνας τύπου 1-από-1 και στις δύο 

περιπτώσεις ο οποίος κάνει χρήση των δικών του ορίων ελέγχου. Έτσι µια ένδειξη για εκτός 

ελέγχου διαδικασία λαµβάνεται είτε όταν ένα σηµείο είναι πέρα από τα όρια ελέγχου 

UCL2/LCL2, είτε µε τον κανόνα 2-από-2 ή 2-από-3 που σχετίζονται µε τα όρια ελέγχου 

UCL1/LCL1. Ενδεικτικό είναι το ακόλουθο σχήµα 

 

Σχήµα 2.10 ∆ιπλά συµµετρικά όρια ελέγχου 

 

Με άλλα λόγια, εδώ, έχουµε δύο ζεύγη ορίων ελέγχου, ένα για τον εντοπισµό του σηµείου 

που χτυπά µε τον κανόνα 1-από-1 (UCL2, LCL2), και το άλλο ζεύγος για τον εντοπισµό των 

σηµείων που χτυπούν µε τον κανόνα 2-από-2 ή τον 2-από-3. Για να χρησιµοποιήσουµε τους 

νέους κανόνες, θα πρέπει πρώτα να ορίσουµε τα εξωτερικά όρια ελέγχου (UCL2/LCL2). Τα 

εξωτερικά όρια θα πρέπει να είναι µεγαλύτερα από 3σ ± , εάν το επιθυµητό µέσο µήκος ροής 

θέλουµε να είναι 370.37. Στην συνέχεια υπολογίζουµε τα εσωτερικά όρια ελέγχου 

(UCL1/LCL1), χρησιµοποιώντας την µεθοδολογία των αλυσίδων Markov έτσι ώστε να έχουµε 

το επιθυµητό εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. 

Στους ακόλουθος πίνακες παρουσιάζονται τιµές του µήκους ροής για πέντε διαφορετικά 

σενάρια για τα εξωτερικά όρια ελέγχου. Για λόγους σύγκρισης δίνονται και οι τιµές του 

µήκους ροής του αντίστοιχου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart, και του απλού διαγράµµατος, 

2-από2, είτε του 2-από-3 χωρίς την επιπρόσθετη χρήση του κανόνα 1-από-1. 



 4
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Από τους παραπάνω πίνακες προκύπτει ότι τα νέα βελτιωµένα σχήµατα έχουν καλύτερο ARL 

στην ανίχνευση µεγάλων µετατοπίσεων του µέσου ενώ ταυτοχρόνως έχουν την ίδια καλή 

απόδοση στον εντοπισµό µικρών µετατοπίσεων του µέσου.  

 

2.5.3. Μελέτη του βελτιωµένου σχήµατος 2-από-2 

Για τον προσδιορισµό των ορίων ελέγχου ακολουθούµε τη µεθοδολογία του Klein (2000). 

Έτσι, συµβολίζουµε την πιθανότητα ένα σηµείο να είναι εντός των εσωτερικών ορίων UCL1 

και LCL1 µε r, µε rU την πιθανότητα ένα σηµείο να βρίσκεται στην περιοχή UCL1-UCL2, µε 

rL την πιθανότητα ένα σηµείο να βρίσκεται στην περιοχή LCL1-LCL2, µε r2U την πιθανότητα 

να βρίσκεται πάνω από το UCL2 και µε r2L την πιθανότητα να βρίσκεται κάτω από το LCL2. 

Έτσι έχουµε µια αλυσίδα Markov, µε τρεις µεταβατικές καταστάσεις και µια απορροφητική: 

• Κατάσταση {1} : κανένα σηµείο πέρα από οποιοδήποτε  όριο ελέγχου 

• Κατάσταση {2} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 και UCL2 

• Κατάσταση {3} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων LCL1 και LCL2 

• Κατάσταση {4} : η απορροφητική κατάσταση 

 

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο ακόλουθος: 

  Κατάσταση το χρόνο t + 1 

 1 2 3 4 

1 r rU rL r2U+r2L 

2 r 0 rL rU+ r2U+r2L 

  3        r           rU           0      rL+ r2U+r2L 

Κατάσταση το χρόνο t  

4 0 0 0 1 

Το αντίστοιχο σύστηµα είναι το ακόλουθο 

34L24U1414 Nr  Nr  rN  1  N +++=  

34L1424 Nr  rN  1  N ++=  

241434 1 N r  rN   N U++=  

Εξαιτίας της συµµετρικότητας των ορίων ελέγχου, θέτουµε  a  r  r 2L2U == και b  r  r LU == , 

επίσης 1  r  r  r  r  r 2L2ULU =++++ . Εποµένως: 
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)(2

1
2140

baba

b
NARL

++
+

==  

Για παράδειγµα, για ένα χαρακτηριστικό που έχει κανονική κατανοµή και για 

370.37  ARL0 = , σ  = /LCLUCL 22 3.5± , από πίνακες κανονικής κατανοµής βρίσκουµε ότι 

0.000233  a = . Έτσι από την άνω σχέση προκύπτει ότι 0.0340043  b = , εποµένως 

σ  = /LCLUCL 11 1.823± . 

 

2.5.3. Μελέτη του βελτιωµένου σχήµατος 2-από-3 

Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε επτά µεταβατικές καταστάσεις και µια απορροφητική. 

Πιο συγκεκριµένα: 

• Κατάσταση {OO} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 & LCL1 

• Κατάσταση {OU} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 & LCL1, και ένα µεταξύ των 

ορίων UCL1 & LCL2 

• Κατάσταση {OL} ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 & LCL1, και µεταξύ των ορίων 

LCL1 & LCL2 

• Κατάσταση {UL} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 & UCL2, και ένα µεταξύ των 

ορίων LCL1 & LCL2 

• Κατάσταση {UO} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων UCL1 & UCL2, και ένα µεταξύ των 

ορίων UCL1 & LCL1 

• Κατάσταση {LO} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων LCL1 & LCL2, και ένα µεταξύ των 

ορίων UCL1 & LCL1 

• Κατάσταση {LU} : ένα σηµείο µεταξύ των ορίων LCL1 & LCL2, και ένα µεταξύ των 

ορίων UCL1 & UCL2 

• Κατάσταση {OOC} : απορροφητική κατάσταση 
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Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης είναι ο ακόλουθος: 

 

Κατάσταση το χρόνο t + 1 

1 2 3 4 5 6 7 8  

OO OU OL UL UO LO LU OOC 

1 OO r rU rL 0 0 0 0 r2U+r2L 

2 OU 0 0 0 rL r 0 0 rU+ r2U+r2L 

3 OL 0 0 0 0 0 r rU rL+ r2U+r2L 

4 UL 0 0 0 0 0 r 0 rU+rL+ r2U+r2L 

5 UO 0 0 0 0 0 0 0 rU+ r2U+r2L 

6 LO r 0 rL 0 0 0 0 rL+ r2U+r2L 

7 LU r rU 0 0 r 0   0   rU+rL+ r2U+r2L 

Κατάσταση 

το χρόνο t  

8 OOC   0     0     0     0     0     0     0   1 

 

Το αντίστοιχο σύστηµα είναι το ακόλουθο 

38281818 + + += )N(r )N(r (r)N  1 N LU  

485828 + += )N(r (r)N  1 N L  

786838 + += )N(r (r)N  1 N U  

6848 += (r)N  1 N  

381858 + += (rL)N (r)N  1 N  

281868 + += )N(r (r)N  1 N U  

 += 5878 (r)N  1 N  

Με τους περιορισµούς, a  r  r 2L2U == , b  r r LU ==  και 1  r  r  r  r  r 2L2ULU =++++ , το µέσο 

µήκος ροής δίνεται από τον τύπο 

)]134()22()1(2[2

2)12()32(1
23222

32

180 −−++−−++
+−+−+−

==
bbbabbbbba

bbaba
NARL . 
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2.6 Acosta (2007) 

2.6.1.  Εισαγωγή 

Ο Acosta (2007) µελέτησε σε βάθος κανόνες της µορφής k-από-k και k-από-k+1. 

Ταυτόχρονα µελέτησε τους ίδιους κανόνες όταν χρησιµοποιείται επιπροσθέτως ο κανόνας 1-

από-1. Ουσιαστικά ακολούθησε την προσέγγιση των Khoo και Ariffin (2006). 

 

2.6.2. Το σχήµα 1-από-1 και k-από-k  

Το συγκεκριµένο σχήµα είχε προταθεί αρχικά από τον Page (1955). Το διάγραµµα 

ελέγχου αποτελείται από ένα (εσωτερικό) ζεύγος ορίων ελέγχου για τον κανόνα k-από-k (όριο 

προειδοποίησης) και από ένα (εξωτερικό) ζεύγος ορίων ελέγχου για τον κανόνα 1-από-1 

(όριο δράσης). 

Με p1 συµβολίζουµε την πιθανότητα ένα σηµείο να πέσει ανάµεσα στα όρια 

προειδοποίησης και µε p2 συµβολίζουµε την πιθανότητα ένα σηµείο να πέσει ανάµεσα από τα 

όρια προειδοποίησης και τα όρια δράσης. Όπως έδειξε ο Page (1955) το µέσο µήκος ροής το 

ικανοποεί την παρακάτω σχέση 

k

k

pppp

p
ARL

2121

2

1

1

−−−

−
= . 

Για να βρεθούν τα όρια ελέγχου για το συγκεκριµένο σχήµα, προτείνεται, πρώτα να 

οριστούν τα όρια προειδοποίησης έτσι ώστε να έχουµε ένα συγκεκριµένο εντός ελέγχου ARL 

και κατόπιν να οριστούν τα όρια δράσης έτσι ώστε να λάβουµε το µικρότερο εκτός ελέγχου 

ARL για µια συγκεκριµένη µετατόπιση του µέσου. 

Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα για µερικούς συνδυασµούς 

των k, w (όριο προειδοποίησης) και a (όριο ελέγχου). 
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Πίνακας 2.8. ARL τιµές για το σχήµα 1-από-1 και k-από-k 

δ Shewhart 

k = 2 

w = 1.84 

a = 3.40 

k = 3 

w = 1.33 

a = 3.20 

k = 4 

w = 0.96 

a = 3.20 

k = 5 

w = 0.69 

a = 3.20 

k = 8 

w = 0.11 

a = 3.40 

k = 9 

w = 0 

a = 3.37 

0 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

0.2 308.4 278.6 271.9 263.6 257.6 235.6 234.5 

0.4 200.1 152.4 142.7 132.7 126.2 107.5 106.9 

0.6 119.7 79.9 72.5 66.0 62.2 53.6 53.6 

0.8 71.6 43.8 39.1 35.5 33.7 30.8 31.1 

1.0 43.9 25.7 22.8 20.1 20.2 20.0 20.5 

1.2 27.8 16.0 14.3 13.5 13.3 14.4 14.9 

1.4 18.2 10.6 9.6 9.4 9.5 11.2 11.7 

1.6 12.4 7.4 6.9 7.0 7.3 9.1 9.6 

1.8 8.7 5.5 5.3 5.5 5.8 7.7 8.1 

2.0 6.3 4.2 4.2 4.5 4.8 6.7 6.9 

2.2 4.7 3.4 3.4 3.7 4.0 5.6 5.8 

2.4 3.6 2.8 2.9 3.2 3.5 4.8 4.9 

2.6 2.9 2.4 2.5 2.8 3.0 4.0 4.1 

2.8 2.4 2.1 2.2 2.4 2.6 3.3 3.3 

3.0 2.0 1.9 2.0 2.1 2.2 2.8 2.8 

4.0 1.2 1.3 1.3 1.3 1.3 1.4 1.4 

5.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.1 1.1 1.1 

6.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

 

Όπως φαίνεται και στον παραπάνω πίνακα, όταν η µετατόπιση είναι µικρότερη από 1σ 

όλα τα διαγράµµατα υπερτερούν του κλασικού διαγράµµατος ελέγχου Shewhart. Επίσης, η 

ευαισθησία των διαγραµµάτων αυξάνει όσο αυξάνεται το k. Αξίζει να σηµειωθεί, πως όταν το 

k = 9, δεν υπάρχει κανένα όριο προειδοποίησης, δηλαδή αρκεί να πούµε πως έχουµε ένδειξη 

όταν 9-από-9 σηµεία βρεθούν στην ίδια πλευρά της κεντρικής γραµµής.  

 

2.6.3. Το σχήµα 1-από-1 και k-από-k+1  

Το διάγραµµα ελέγχου αποτελείται από ένα (εσωτερικό) ζεύγος ορίων ελέγχου για τον 

κανόνα k-από-k+1 (όριο προειδοποίησης) και από ένα (εξωτερικό) ζεύγος ορίων ελέγχου για 

τον κανόνα 1-από-1 (όριο δράσης). 

Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα για µερικούς συνδυασµούς των 

k, w (όριο προειδοποίησης) και a (όριο ελέγχου). 

Όπως φαίνεται και στον παραπάνω πίνακα, όταν η µετατόπιση είναι µικρότερη από 1σ 

όλα τα διαγράµµατα υπερτερούν του κλασικού διαγράµµατος ελέγχου Shewhart. Επίσης, η 

ευαισθησία των διαγραµµάτων αυξάνει όσο αυξάνεται το k. Αξίζει να σηµειωθεί, πως όταν το 
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k = 12, δεν υπάρχει κανένα όριο προειδοποίησης, δηλαδή αρκεί να πούµε πως έχουµε ένδειξη 

όταν 12-από-13 σηµεία βρεθούν στην ίδια πλευρά από την κεντρική γραµµή. 

Πίνακας 2.9. ARL τιµές για το σχήµα 1-από-1 και k-από-k+1 

δ Shewhart 

k = 2 

w = 1.99 

a = 3.40 

k = 3 

w = 1.47 

a = 3.30 

k = 7 

w = 0.53 

a = 3.30 

k = 10 

w = 0.17 

a = 3.20 

k = 11 

w = 0.08 

a = 3.20 

k = 12 

w = 0 

a = 3.20 

0 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

0.2 308.4 273.6 258.5 235.0 227.4 222.4 223.1 

0.4 200.1 145.6 127.0 104.7 98.0 97.6 95.9 

0.6 119.7 75.0 62.3 49.6 47.5 46.9 47.6 

0.8 71.6 40.8 33.2 27.0 27.1 27.2 27.5 

1.0 43.9 23.8 19.4 17.1 17.9 18.5 19.0 

1.2 27.8 14.8 12.4 12.0 13.3 13.6 14.3 

1.4 18.2 9.9 8.6 9.2 10.5 11.0 11.6 

1.6 12.4 7.0 6.3 7.4 8.8 9.2 9.7 

1.8 8.7 5.2 4.9 6.3 7.5 7.8 8.1 

2.0 6.3 4.1 4.0 5.3 6.2 6.5 6.8 

2.2 4.7 3.3 3.4 4.6 5.3 5.4 5.5 

2.4 3.6 2.8 3.0 3.9 4.3 4.4 4.4 

2.6 2.9 2.4 2.6 3.3 3.5 3.6 3.5 

2.8 2.4 2.1 2.3 2.7 2.8 2.9 2.9 

3.0 2.0 1.9 2.1 2.3 2.3 2.4 2.4 

4.0 1.2 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 

5.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

6.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

 

2.6.4.  Προτεινόµενα διαγράµµατα 

Ο ακόλουθος πίνακας προτάθηκε από τον Acosta και ο οποίος περιέχει προτεινόµενα 

διαγράµµατα ελέγχου. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι όλα έχουν κοινή τιµή για το a  ίση µε 3.3 

αφού αυτή είναι πάνω-κάτω η τιµή που βρέθηκε να παρουσιάζεται στα περισσότερα 

διαγράµµατα. 
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Πίνακας 2.10. Προτεινόµενα διαγράµµατα ελέγχου 

δ Shewhart 

5-από-5 

w = 0.66 

a = 3.3 

7-από-8 

w = 0.50 

a = 3.3 

12-από-13 

w = 0 

a = 3.3 

9-από-9 

w = 0 

a = 3.3 

0 370.4 392.1 385.4 435.2 343.8 

0.2 308.4 265.0 236.4 250.3 221.7 

0.4 200.1 125.9 101.2 102.6 102.8 

0.6 119.7 61.5 47.9 49.6 52.0 

0.8 71.6 33.3 26.4 28.8 30.3 

1.0 43.9 20.2 17.7 19.6 20.0 

1.2 27.8 13.4 12.0 14.8 14.5 

1.4 18.2 9.7 9.2 12.1 11.3 

1.6 12.4 7.4 7.6 10.3 9.3 

1.8 8.7 6.0 6.5 8.7 7.8 

2.0 6.3 5.0 5.6 7.4 6.6 

2.2 4.7 4.3 4.9 6.1 5.5 

2.4 3.6 3.7 4.2 5.0 4.6 

2.6 2.9 3.2 3.6 3.9 3.8 

2.8 2.4 2.8 3.0 3.2 3.1 

3.0 2.0 2.4 2.5 2.6 2.6 

4.0 1.2 1.3 1.3 1.3 1.3 

5.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

6.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

 

Για µετατοπίσεις µεγαλύτερες του 1σ όλα τα διαγράµµατα έχουν παρόµοια συµπεριφορά. 

Για µετατοπίσεις µικρότερες του 2σ όλα τα διαγράµµατα υπερτερούν του κλασικού 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart, ενώ για µεγαλύτερες µετατοπίσεις έχουν παρόµοια 

συµπεριφορά µε το κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart. 

 

2.6.5.  Μεθοδολογία για το σχήµα 1-από-1 και k-από-k 

Θεωρούµε ένα διάγραµµα ελέγχου µε δύο εξωτερικά όρια ελέγχου (UCL, LCL) και δύο 

εσωτερικά προειδοποιητικά όρια (UWL, LWL), µε τους ακόλουθους κανόνες ροών: 

)  UCL, 1, Τ(1, ∞ ,   UCL) UWL, k, T(k, ,   LCL) LWL, k, T(k, ,   LCL) , - 1, T(1, ∞  

Ορίζουµε τις ακόλουθες πέντε περιοχές στο διάγραµµα ελέγχου και τις αντίστοιχες 

πιθανότητες να πέσει ένα σηµείο σε αυτές: 

• πάνω από το UCL, µε πιθανότητα p4 

• ανάµεσα στο LWL & LCL, µε πιθανότητα p3 

• κάτω από το LCL, µε πιθανότητα p5 
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• ανάµεσα στο UWL & UCL, µε πιθανότητα p2 

• ανάµεσα στο LWL & UWL, µε πιθανότητα p1 

Η διαδικασία θεωρείται ότι είναι εκτός ελέγχου όταν ένα σηµείο βρεθεί πέρα από τα 

εξωτερικά όρια (UCL, LCL), ή όταν k συνεχόµενα σηµεία πέσουν πάνω από το UWL ή όταν 

k συνεχόµενα σηµεία πέσουν κάτω από το LWL  

Για µια διεργασία όπου ο µέσος έχει µετατοπιστεί κατά δ έχουµε: 

δ) - Φ(LWL - δ) - (UWL p  1 Φ=  

δ) - Φ(UWL - δ) - Φ(UCL  p2 =  

δ) - Φ(LCL - δ) - Φ(LWL  p3 =  

δ) - Φ(UCL - 1  p4 =  

543215 p - p - p - p - p - 1  p =  

Θεωρούµε, τώρα µια αλυσίδα Markov µε τις ακόλουθες 2k καταστάσεις: 

• Κατάσταση {1} : ένα σηµείο ανάµεσα από τα προειδοποιητικά όρια 

• Κατάσταση {2} : ένα σηµείο ανάµεσα στο UWL & UCL 

• Κατάσταση {3} : ένα σηµείο ανάµεσα στο LWL & LCL 

• Κατάσταση {4} : δύο συνεχόµενα σηµεία ανάµεσα στο UWL & UCL 

• Κατάσταση {5} : δύο συνεχόµενα σηµεία ανάµεσα στο LWL & LCL 

• Κατάσταση {6} : τρία συνεχόµενα σηµεία ανάµεσα στο UWL & UCL 

• Κατάσταση {7} : τρία συνεχόµενα σηµεία ανάµεσα στο LWL & LCL 

• …………. 

• Κατάσταση {2k} : απορροφητική κατάσταση 

 

Έστω ότι έχουµε k = 4. Μπορεί να δειχθεί ότι ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

ακόλουθος: 
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Έστω ο πίνακας 1)( −−= QIR , όπου Q  ο πίνακας που προκύπτει από τον P διαγράφοντας 

την τελευταία γραµµή και την τελευταία στήλη του. Τότε 

∑
=

=
k

j

jRARL
0

.,0  

 

2.7 Συγκριτική Σύνοψη 

Χρήσιµο και απαραίτητο κρίνεται να συγκρίνουµε όλα τα προαναφερθέντα σχήµατα-

σχεδιασµός. Προκειµένου να γίνει εφικτό θα χρησιµοποιήσουµε διαγραµµατική απεικόνιση. 

Έτσι για κάθε ένα σχήµα-σχεδιασµό, θα θεωρήσουµε σαν βάση το τυπικό διάγραµµα 

Shewhart, και θα το συγκρίνουµε µε την % διαφορά για κάθε απόκλιση-µετατόπιση από τον 

µέσο. 

Για παράδειγµα, όπως βλέπουµε στον παρακάτω πίνακα, για τον σχεδιασµό 2-από-2 του 

Klein (2000) και για µετατόπιση 1σ, ο σχεδιασµός του Klein, είναι 40,9% καλύτερος από το 

τυπικό διάγραµµα Shewhart, αφού 

%9.40%100*
44

2644
=

−
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Shewhart Klein: 2 από 2 %

Μετατόπιση ±3 ±1,7814

0 370 370 0,000

0,2 308 277 0,101

0,4 200 150 0,250

0,6 120 79 0,342

0,8 72 44 0,389

1 44 26 0,409

1,2 28 16 0,429

1,4 18 11 0,389

1,6 12 7,8 0,350

1,8 8,7 5,9 0,322

2 6,3 4,6 0,270

2,2 4,7 3,8 0,191

2,4 3,6 3,2 0,111

2,6 2,9 2,8 0,034

2,8 2,4 2,6 -0,083

3 2 2,4 -0,200

4 1,2 2 -0,667

5 1 2 -1,000  

 

Ενδεικτικό είναι και το ακόλουθο διάγραµµα 

Klein (2000)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0 0.5 1 1.5 2

Klein: 2 από 2 Klein: 2 από 3
 

Σχήµα 2.11 ARL Καµπύλες: Klein (2000), για 2-από-2 και 2-από-3 µέχρι δ=2,2 

(x-άξονας: δ, y-άξονας: συντελεστής, διαφορά ως προς Shewhart) 
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Khoo Ariffin 2-από-2 (2006)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0 0.5 1 1.5 2

2-από-2 (A) 2-από-2 (B) 2-από-2 (C) 2-από-2 (D) 2-από-2 (E)
 

Σχήµα 2.12 ARL Καµπύλες: Khoo Ariffin (2006) 2-από-2 

(x-άξονας: δ, y-άξονας: συντελεστής, διαφορά ως προς Shewhart) 

 

Khoo Ariffin 2-από-3 (2006)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0 0.5 1 1.5 2

2-από-3 (A) 2-από-3 (B) 2-από-3 (C) 2-από-3 (D) 2-από-3 (E)
 

Σχήµα 2.13 ARL Καµπύλες: Khoo Ariffin (2006) 2-από-3 

(x-άξονας: δ, y-άξονας: συντελεστής, διαφορά ως προς Shewhart) 
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Acosta (2007)

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.5 1 1.5 2

5-από-5 w = 0,66 a = 3,3 7-από-8 w = 0,50 a = 3,3 12-από-13 w = 0 a = 3,3 9-από-9 w = 0 a = 3,3
 

Σχήµα 2.14 ARL Καµπύλες: Acosta (2007) 

(x-άξονας: δ, y-άξονας: συντελεστής, διαφορά ως προς Shewhart) 

 

Από τα παραπάνω γραφήµατα παρατηρούµε ότι η προσέγγιση του Acosta (2007) 

παρουσιάζεται κατά πολύ καλύτερη στον εντοπισµό µικρών µετατοπίσεων του µέσου µιας 

διαδικασίας. Ωστόσο, εάν θέλαµε έναν σχεδιασµό που να είναι ευαίσθητος σε µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου, τότε ένα τυπικό διάγραµµα Shewhart είναι αυτό που υπερτερεί. 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  3  

 

Τροποποιηµένοι και αναθεωρηµένοι κανόνες 

ροών τύπου r-από-m 

 

3.1 Τροποποιηµένο r-από-m διάγραµµα 

Στην εργασία των Antzoulakos και Rakitzis (2008a) παρουσιάζεται µια τροποποιηµένη 

έκδοση του r/m (r out of m) διαγράµµατος ελέγχου, το οποίο µελετήθηκε από τους Klein 

(2000) και Khoo (2004). Το νέο διάγραµµα ελέγχου ονοµάζεται τροποποιηµένο r από m 

διάγραµµα ελέγχου και συµβολίζεται ως M: r/m. Το M: r/m διάγραµµα υπερτερεί σταθερά 

από το αντίστοιχο r/m διάγραµµα ελέγχου για κάθε µετατόπιση του µέσου. Για µετατοπίσεις 

µέχρι και 2.6 τυπικές αποκλίσεις υπερτερεί επίσης του τυπικού διαγράµµατος Shewhart. 

Παρουσιάζουµε πρόσθετα χαρακτηριστικά της κατανοµής του µέσου µήκους ροής για το M: 

r/m διάγραµµα, όπως η τυπική απόκλιση και τα ποσοστιαία σηµεία. Επίσης στο τέλος της 

παραγράφου παρουσιάζεται µεθοδολογία µε αλυσίδες Markov για την διερεύνηση του 

χρόνου αναµονής για την πρώτη εµφάνιση ενός σχηµατισµού σε µια ακολουθία ανεξάρτητων 

και ισόνοµων δοκιµών µε πολλαπλά αποτελέσµατα. Η τεχνική αυτή χρησιµοποιείται για τη 

µελέτη του µήκος ροής του M: r/m διαγράµµατος. 

 

3.1.1 Η λογική του διαγραµµάτος 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει ο Klein (2000), εµπνεόµενος από τους Derman και Ross 

(1997), πρότεινε τους εξής δύο κανόνες ροών σε ένα το τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart: 

(α) τον κανόνα δύο-από-δύο, ο οποίος δίνει σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας όταν δύο 

συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται πάνω από το άνω όριο ελέγχου, είτε δύο συνεχόµενα σηµεία 

βρίσκονται κάτω από το κάτω όριο ελέγχου του διαγράµµατος, και (β) τον δύο-από-τρία, ο 

οποίος δίνει σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας όταν δύο από τα τρία συνεχόµενα σηµεία 
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βρίσκονται πάνω από το άνω όριο ελέγχου είτε όταν δύο από τα τρία συνεχόµενα σηµεία 

βρίσκονται κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. Και τα δύο αυτά σχήµατα δίνουν καλύτερο ARL 

από το τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart για µετατοπίσεις του µέσου µέχρι και 2.6 τυπικές 

αποκλίσεις. 

Οι δύο προαναφερόµενοι κανόνες αποτελούν ειδικές περιπτώσεις του r-από-m (r/m) 

κανόνα ροών )1( mr ≤≤  το οποίο δίνει σήµα για µια εκτός στατιστικού ελέγχου διεργασία 

όταν r από m συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται πάνω από το άνω όριο ελέγχου (UCL), είτε 

όταν r από m συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται κάτω από το κάτω όριο ελέγχου (LCL). Το (α) 

και το (β) σχήµα αντιστοιχούν στον 2/2 και 2/3 κανόνα αντίστοιχα, ενώ το τυπικό διάγραµµα 

ελέγχου στον 1/1 κανόνα. Ο Khoo (2004) προχώρησε σε ανάλυση των 2/2, 2/3, 2/4, 3/3 και 

3/4 κανόνων και κατέληξε στο ότι το σχήµα 3/4 είναι το πιο αποτελεσµατικό για ανίχνευση 

µικρών µετατοπίσεων του µέσου. 

Στο r/m σχήµα, µε mr < , η οµάδα των σηµείων µε µέγιστο µήκος m η οποία προκαλεί 

σήµα για εκτός ελέγχου διαδικασία, µπορεί να γραφεί ως ένωση δυο οµάδων σηµείων. Η 

πρώτη οµάδα, Α, περιέχει τα σηµεία που είναι πάνω (κάτω) από το UCL (LCL) και η δεύτερη 

οµάδα, Β, περιέχει το πολύ m-r σηµεία τα οποία βρίσκονται ανάµεσα στα σηµεία της Α 

οµάδας. 

Στην Σχήµα 3.1, παρέχονται µερικές διαδικασίες η οποίες δείχνουν τον σχηµατισµό r/m 

και χρησιµοποιούνται ώστε να ανιχνευθούν µετατοπίσεις του µέσου µιας διαδικασίας. 
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        ∆ιαδικασία I:  2/3 σχήµα ελέγχου    ∆ιαδικασία II:  2/4 σχήµα ελέγχου 

       

 

        ∆ιαδικασία III:  3/3 σχήµα ελέγχου    ∆ιαδικασία IV:  3/4 σχήµα ελέγχου 

       

 UCL 

   

    CL 

  LCL 

 UCL 

   

     

    CL 

  LCL 

 UCL 

      

    CL 

  LCL 

 UCL 

      

    CL 

  LCL 

 

Σχήµα 3.1. Επεξήγηση των r/m σχηµατισµών 

 

Για τις διαδικασίες I, II και IV υπάρχει ένδειξη ότι ο µέσος της διαδικασίας έχει 

µετατοπιστεί προς τα άνω, ενώ για την III υπάρχει ένδειξη ότι ο µέσος της διαδικασίας έχει 

µετατοπιστεί χαµηλότερα. Όπως και να έχει, για την διαδικασία II, υπάρχουν αµφιβολίες ότι 

ο µέσος έχει µετατοπιστεί προς τα άνω διότι ανάµεσα από τα r (=2) σηµεία τα οποία 

βρίσκονται πάνω από το UCL (στοιχεία της οµάδας Α) υπάρχουν m-r (=2) σηµεία σε µεγάλη 

απόσταση από αυτά (στοιχεία της οµάδας Β). Έτσι, φαίνεται λογικό να λάβουµε υπόψη µας 

την τοποθεσία των σηµείων της οµάδας Β σε σχέση µε την τοποθεσία των σηµείων της 

οµάδας Α, ώστε να αποφανθούµε ότι υπάρχει ένδειξη για εκτός ελέγχου διαδικασία. Μια 

λογική υπόθεση είναι να απαιτούµε από τα σηµεία της οµάδας Β να βρίσκονται αρκετά κοντά 

στα σηµεία της οµάδας Α. 

Για αυτό το λόγο, στην περίπτωση που mr < , προτείνεται το τροποποιηµένο διάγραµµα 

ελέγχου, το οποίο µας δίνει σήµα για µια εκτός ελέγχου διεργασία όταν είτε r σηµεία 

βρίσκονται άνω του άνω ορίου ελέγχου τα οποία διαχωρίζονται από το πολύ m-r σηµεία τα 

οποίο βρίσκονται ανάµεσα από την κεντρική γραµµή και το άνω όριο ελέγχου, είτε r σηµεία 
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βρίσκονται κάτω από το κάτω όριο ελέγχου τα οποία διαχωρίζονται το πολύ από m-r σηµεία 

τα οποία βρίσκονται ανάµεσα από την κεντρική γραµµή και το κάτω όριο ελέγχου. 

Το παραπάνω καλείται τροποποιηµένο r από m διάγραµµα ελέγχου και συµβολίζεται ως 

M: r/m. 

3.1.2 Απόδοση του τροποποιηµένου r από m διαγράµµατος ελέγχου 

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται η απόδοση του M: r/m διαγράµµατος ελέγχου. 

Υποθέτουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές από τις οποίες προκύπτουν τα σηµεία του 

διαγράµµατος είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση 

ίση µε 1 (σ=1). Η διαδικασία θεωρείται εντός ελέγχου όταν ο µέσος της είναι ίσος µε µηδέν 

(µ=0). 

Στον Πίνακα 3.1, παρουσιάζονται οι τιµές του ARL και τα όρια ελέγχου του M: r/m 

(m=3,4,5 και mr <≤2 ) διαγράµµατος για εντός ελέγχου ARL είναι ίσο µε 370,4. Για λόγους 

σύγκρισης υπάρχουν και οι τιµές από τα διαγράµµατα των Khoo (2004) και Klein (2000), 

όπως επίσης και οι τιµές για το τυπικό διάγραµµα Shewhart. Η µετατόπιση του µέσου 

λαµβάνει τιµές από το µηδέν έως και 5σ.  

Από τα δεδοµένα του Πίνακα 3.1, φαίνεται ότι το M: r/m υπερτερεί σταθερά των 

αντίστοιχων r/m διαγραµµάτων για κάθε µετατόπιση του µέσου. Για µετατοπίσεις του µέσου 

µεγαλύτερη από 2.6 τυπικές αποκλίσεις το διάγραµµα Shewhart έχει την καλύτερη απόδοση. 

Η επιλογή για το βέλτιστο τροποποιηµένο διάγραµµα ελέγχου εξαρτάται από το µέγεθος της 

µετατόπισης που επιθυµούµε να εντοπίσουµε. 
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Πίνακας 3.1. Τιµές ARL για τα M:r/m διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart 1/1

Klein 

2/2 Klein 2/3

Khoo 

2/4

Khoo 

3/4 M: 2/2 M:2/3 M:2/4 M:2/5 M: 3/4 M: 4/5

Μετατόπιση 3.00 1.78 1929.00 2.01 1.38 1.78 1.87 1.90 1.91 1.31 0.95

0 370.40 370.37 370.40 370.40 370.40 370.37 370.32 370.39 370.33 370.45 370.40

0.1 352.93 342.00 339.58 338.37 329.98 342.00 337.48 334.80 332.98 328.58 323.10

0.2 308.43 276.65 270.10 266.95 246.51 276.65 264.73 257.80 253.34 243.13 231.24

0.3 253.14 207.12 198.46 194.48 170.16 207.12 191.59 182.89 177.45 166.16 153.58

0.4 200.08 150.24 141.62 137.81 115.70 150.24 134.90 126.61 121.51 112.02 101.68

0.5 155.22 108.45 100.87 97.67 79.74 108.45 95.06 88.03 83.76 76.66 68.97

0.6 119.67 78.91 72.64 70.11 56.27 78.91 67.88 62.24 58.84 53.80 48.34

0.7 92.32 58.21 53.17 51.24 40.79 58.21 49.37 44.96 42.32 38.83 35.06

0.8 71.55 43.63 39.64 38.18 30.38 43.63 36.63 33.22 31.21 28.83 26.28

0.9 55.83 33.25 30.11 29.02 23.22 33.25 27.74 25.12 23.59 22.00 20.33

1 43.89 25.78 23.30 22.50 18.20 25.78 21.44 19.42 18.26 17.23 16.18

1.1 34.80 20.32 18.36 17.77 14.60 20.32 16.89 15.34 14.46 13.83 13.23

1.2 27.82 16.28 14.73 14.30 11.97 16.28 13.56 12.37 11.70 11.36 11.09

1.3 22.43 13.24 12.01 11.71 10.02 13.24 11.08 10.16 9.65 9.52 9.50

1.4 18.25 10.94 9.96 9.74 8.55 10.94 9.21 8.49 8.11 8.14 8.30

1.5 14.97 9.17 8.38 8.23 7.41 9.17 7.78 7.22 6.93 7.08 7.38

1.6 12.38 7.79 7.16 7.06 6.54 7.79 6.67 6.23 6.02 6.26 6.67

1.7 10.33 6.71 6.20 6.13 5.85 6.71 5.79 5.46 5.30 5.62 6.12

1.8 8.69 5.85 5.43 5.40 5.30 5.85 5.10 4.84 4.72 5.11 5.69

1.9 7.37 5.17 4.82 4.81 4.87 5.17 4.55 4.35 4.26 4.71 5.34

2 6.30 4.61 4.33 4.33 4.52 4.61 4.10 3.95 3.89 4.38 5.07

2.1 5.43 4.16 3.93 3.94 4.23 4.16 3.74 3.62 3.58 4.12 4.85

2.2 4.72 3.79 3.60 3.62 4.00 3.79 3.44 3.35 3.33 3.91 4.67

2.3 4.13 3.49 3.33 3.36 3.81 3.49 3.19 3.13 3.11 3.74 4.53

2.4 3.65 3.23 3.10 3.14 3.66 3.23 2.99 2.95 2.94 3.59 4.42

2.5 3.24 3.02 2.92 2.96 3.53 3.02 2.82 2.79 2.79 3.48 4.33

2.6 2.90 2.85 2.76 2.80 3.43 2.85 2.68 2.66 2.66 3.39 4.26

2.7 2.62 2.70 2.63 2.67 3.35 2.70 2.56 2.55 2.56 3.31 4.20

2.8 2.38 2.58 2.52 2.56 3.28 2.58 2.47 2.46 2.46 3.25 4.16

2.9 2.17 2.48 2.43 2.47 3.22 2.48 2.38 2.38 2.39 3.20 4.12

3 2.00 2.39 2.36 2.39 3.18 2.39 2.32 2.32 2.32 3.16 4.09

3.1 1.85 2.32 2.29 2.32 3.14 2.32 2.26 2.26 2.27 3.12 4.07

3.2 1.73 2.26 2.24 2.27 3.11 2.26 2.21 2.21 2.22 3.10 4.05

3.3 1.62 2.21 2.19 2.22 3.09 2.21 2.17 2.18 2.18 3.08 4.04

3.4 1.53 2.17 2.16 2.18 3.07 2.17 2.14 2.14 2.15 3.06 4.03

3.5 1.45 2.14 2.13 2.15 3.05 2.14 2.11 2.12 2.12 3.05 4.02

3.6 1.38 2.11 2.10 2.12 3.04 2.11 2.09 2.09 2.10 3.03 4.02

3.7 1.32 2.09 2.08 2.10 3.03 2.09 2.07 2.07 2.08 3.03 4.01

3.8 1.27 2.07 2.06 2.08 3.02 2.07 2.06 2.06 2.06 3.02 4.01

3.9 1.23 2.05 2.05 2.06 3.02 2.05 2.04 2.05 2.05 3.01 4.01

4 1.19 2.04 2.04 2.05 3.01 2.04 2.03 2.04 2.04 3.01 4.00

4.1 1.16 2.03 2.03 2.04 3.01 2.03 2.03 2.03 2.03 3.01 4.00

4.2 1.13 2.02 2.02 2.03 3.01 2.02 2.02 2.02 2.02 3.01 4.00

4.3 1.11 2.02 2.02 2.02 3.01 2.02 2.02 2.02 2.02 3.00 4.00

4.4 1.09 2.01 2.01 2.02 3.00 2.01 2.01 2.01 2.01 3.00 4.00

4.5 1.07 2.01 2.01 2.01 3.00 2.01 2.01 2.01 2.01 3.00 4.00

4.6 1.06 2.01 2.01 2.01 3.00 2.01 2.01 2.01 2.01 3.00 4.00

4.7 1.05 2.01 2.01 2.01 3.00 2.01 2.00 2.01 2.01 3.00 4.00

4.8 1.04 2.00 2.00 2.01 3.00 2.00 2.00 2.00 2.00 3.00 4.00

4.9 1.03 2.00 2.00 2.00 3.00 2.00 2.00 2.00 2.00 3.00 4.00

5 1.02 2.00 2.00 2.00 3.00 2.00 2.00 2.00 2.00 3.00 4.00  

Η κατανοµή του µήκους ροής η οποία σχετίζεται µε το M: r/m διάγραµµα ελέγχου, 

παρουσιάζει µια λοξότητα προς τα δεξία. Για αυτές τις περιπτώσεις, µας ενδιαφέρουν 

περισσότερο τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του µήκους ροής προκειµένου να 

µετρήσουµε την απόδοση της παραγωγικής διαδικασίας. 



 
66 

Στα ακόλουθα γραφήµατα παρουσιάζονται τα δεδοµένα του προηγούµενου  πίνακα και 

φαίνεται καθαρά η υπεροχή του τροποποιηµένου κανόνα για την ανίχνευση των µικρών 

µετατοπίσεων. 
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Σχήµα 3.2. ARL Καµπύλες: Τροποποιηµένου Κανόνα σε σύγκριση µε Klein (2000) και Khoo (2003) (για δ έως 

3σ) 
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Σχήµα 3.3. ARL Καµπύλες: Τροποποιηµένου Κανόνα σε σύγκριση µε Klein (2000) και Khoo (2003) (για δ έως 

1.8σ) 
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3.1.3 Συµπεράσµατα 

Για εντός ελέγχου ARL ίσο µε 370.4 γίνεται φανερό πως το M: r/m διάγραµµα ελέγχου 

είναι σταθερά ανώτερο από τα αντίστοιχα σχετικά r/m διαγράµµατα ελέγχου µε µέτρο 

σύγκρισης το εκτός ελέγχου ARL. Για µετατοπίσεις µέχρι και 2.6 τυπικές αποκλίσεις το M: 

r/m υπερτερεί του διαγράµµατος Shewhart. Αυτά τα χαρακτηριστικά αποτελούν απόδειξη ότι 

το M: r/m αποτελεί µια καλή εναλλακτική λύση έναντι του διαγράµµατος Shewhart για 

µικρές και µεσαίες µετατοπίσεις του µέσου µιας διαδικασίας. Για µικρές µετατοπίσεις του 

µέσου προτείνεται το M: 4/5 σχήµα, ενώ για µεσαίες µετατοπίσεις του µέσου προτείνονται τα 

M: 2/5 και M: 2/3 σχήµατα. Για µεγαλύτερες µετατοπίσεις συστήνεται το διάγραµµα 

Shewhart. 

3.1.4 Μέθοδος αλυσίδων Markov για τη µελέτη του M: r/m διαγράµµατος ελέγχου 

Α. Χρόνος αναµονής για την πρώτη εµφάνιση ενός απλού σχηµατισµού 

Έστω }1,{ ≥tX t  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών, η οποία παίρνει 

τιµές στο σύνολο },...,,{ 21 λaaaA = , 2≥λ , και έστω iij paXP == )( . ,1( ≥j  ,1 λ≤≤ i  

∑ = 1ip ). Έστω ikii aaa ,...,21=ε  ένας απλός σχηµατισµός µε µήκος k  ,1( λ≤≤ ni  kn ≤≤1 ) 

και ας συµβολίσουµε µε T τον χρόνο αναµονής για την πρώτη εµφάνιση του σχηµατισµού ε. 

Αναλύουµε τον σχηµατισµό ε σε k οµάδες (υπο-σχηµατισµούς) και τους συµβολίζουµε ως 

ikiiiii aaakaaa ..."1"...,,"3","2" 21211 =+== , και έστω ότι η οµάδα "1"  που εκπροσωπεί την υπο-

σχηµατισµό }{ 1iaΑ − . Ορίζουµε την αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων 

}1,...,2,1{ +=Ω k  που ενεργεί πάνω στην ακολουθία }1,{ ≥tX t  ως εξής: 

(α) η κατάσταση k+1 είναι η απορροφητική 

(β) δίνουµε στο nY  την τιµή )12( +≤≤ kjj  εάν το µέγιστο της τελευταίας οµάδας από 

τις πρώτες n δοκιµές nXXX ,...,, 21  (µετρώντας ανάποδα) αντιστοιχεί στην οµάδα (υπο-

σχηµατισµό) που αντιστοιχεί στο σύµβολο "" j , αλλιώς ορίζουµε στο nY  την τιµή 1. 

Τα παραπάνω καθορίζουν µια οµογενή αλυσίδα Markov, µε αρχικό διάνυσµα 

πιθανοτήτων 

]0,...,0,,1[]]1Pr[],...,2Pr[],1[Pr[],...,,[ 11111121 ii ppkYYY −=+===== +κππππ  

και πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης )1()1(][ +×+= kkijpP  που ορίζεται ως εξής 
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2,,,]|Pr[
),(

1 ≥Ω∈==== ∑− njipiYjYp
ji

mnnij . 

όπου ∑ mji p),(  σηµαίνει άθροισµα όλων των mp  που αντιστοιχούν στα ma  για τα οποία το 

υπο-σχηµατισµός ""i  µετατρέπεται στον υπο-σχηµατιµό "" j . Σηµειώνεται ότι, mm p1=π  για 

11 +≤≤ km , το οποίο συνεπάγεται ότι Peπ 1= . 

Το συµβάν }1{ += kYn  συνεπάγεται ότι ο σχηµατισµός ε έχει συµβεί την n-οστή δοκιµή ή 

και νωρίτερα. Για αυτό τον λόγο, για 1≥n  έχουµε 

111

1]1Pr[]Pr[ ++
− ′=′=+==≤ k

n

k

n

n kYnT ePeeπP  

και 

∑ ∑
= =

+
− ′−′=′===∈=>
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i

k

i

k

n

i

n

nn iYkYnT
1 1

11

1 )(]Pr[}],...,2,1{Pr[]Pr[ e1PeeπP . 

Ο πίνακας πιθανοτήτων των µεταβιβάσεων P µπορεί να γραφτεί ως 
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Έτσι, για 1≥n  είναι αληθές ότι 

1Re1RIe ′=>′−=≤ nn nTnT 11 ]Pr[,)(]Pr[  

και 

1RIRe ′−== − )(]Pr[ 1

1

nnT . 

Η πιθανογεννήτρια )(sG  του T δίνεται από τον τύπο 

1RIRIe ′−−=′−
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και η m-οστή παραγοντική ροπή του T δίνεται από τον τύπο 

1RIRe ′−=







=+−− −− mm

m

m

m
ds

sGd
mTTTE )(!

)(
)]1)...(1([ 1

1 . 

Η παραπάνω σχέση συνεπάγεται ότι 

1RIRe1RIe ′−=−′−= −− 2
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1 )(2)]1([,)()( TTETE . 
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Β. Χρόνος αναµονής για την πρώτη εµφάνιση ενός σύνθετου Σχηµατισµού 

Η µέθοδος για την µελέτη του χρόνου αναµονής για έναν απλό σχηµατισµό µπορεί 

εύκολα να γενικευτεί έτσι ώστε να µελετηθεί ο χρόνος αναµονής σύνθετων σχηµατισµών. 

Ένας σύνθετως σχηµατισµός ε είναι η ένωση των m απλών σχηµατισµών (το m είναι 

σταθερός ακέραιος). Η βασική ιδέα για να χειριστούµε αυτήν την κατάσταση είναι να 

αποσυνθέσουµε τον κάθε σχηµατισµό σε υπο-σχηµατισµούς και να αφαιρέσουµε τυχόν ίδιους 

σχηµατισµούς. Από εκεί και πέρα, για να µειώσουµε τη διάσταση του πίνακα πιθανοτήτων 

των µεταβιβάσεων P, οι m απορροφητικές καταστάσεις των επιµέρους m απλών 

σχηµατισµών µπορούν να συνδυαστούν σε µια και µόνο απορροφητική κατάσταση. 

Γ. Ανάπτυξη του M: r/r σχήµατος 

Υποθέτουµε, εδώ, ότι οι τυχαίες µεταβλητές που εµφανίζονται στο διάγραµµα ελέγχου 

είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέσο µ και τυπική απόκλιση 

ίση µε µονάδα που παραµένει σταθερή. Η διαδικασία θεωρείται ότι παραµένει εντός ελέγχου 

(εκτός ελέγχου) όταν ο µέσος ισούται µε µηδέν (διάφορος του µηδενός) 

Σε ένα r/r διάγραµµα ελέγχου ορίζουµε τρεις περιοχές: µια πάνω από το άνω όριο 

ελέγχου UCL (περιοχή 1), µια κάτω από το κάτω όριο ελέγχου LCL (περιοχή 2) και η 

τελευταία ανάµεσα στα δύο όρια ελέγχου (περιοχή 0). Η κεντρική γραµµή CL του 

διαγράµµατος τοποθετείται στο µηδέν και χρησιµοποιούνται συµµετρικά όρια ελέγχου, 

δηλαδή dUCL = και -dLCL =  )0( >d . Η πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο στην κάθε 

περιοχή 1, 2, 0 συµβολίζεται µε qpp LU ,, . Έτσι: 

)(1)( µµ −Φ−== dpp UU  

)(1)( µµ +Φ−== dpp LL  

Lu ppqq −−== 1)(µ  

όπου µε )(⋅Φ  συµβολίζεται η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονική κατανοµής. 

Έστω }1,{ ≥tX t  ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών µε τιµές στο σύνολο 

}2,1,0{=A , και έστω LtUtt pXPpXPqXP ====== )2(,)1(,)0(  και ο σύνθετος 

σχηµατισµός 

}2...22,1...11{ 321321
rr

=ε  

Με T συµβολίζεται ο χρόνος αναµονής για την πρώτη εµφάνιση του συµβάντος ε. 
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Από τα παραπάνω είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το µήκος ροής του r/r 

διαγράµµατος ελέγχου συµπίπτει µε τον χρόνο αναµονής T του σύνθετου σχηµατισµού ε. 

Αποσυνθέτοντας τον σχηµατισµό ε έχουµε τις ακόλουθες (2r) οµάδες-καταστάσεις: 

}2...22,1...11{"2",2...22"12"

,...,22"2",2"1",1...11"",...,11"3",2"2",0"1"

1

1

321321321

321

rrr

r

rr

rrr

==−

=+=+====

−

−
 

Έτσι λαµβάνουµε 
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και τελικά µετά από πράξεις 

1

1

1
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−
−

++=′−==
r

L

r

LL

r

U

r

UU
LU

p

pp

p

pp
ppTETE 1RIeµ . 

Για µια εντός ελέγχου διαδικασία (µ=0), έχουµε ότι ppp LU == , έτσι: 

)(1,
)1(2

1
)0|( dp

pp

p
TE

r

r

Φ−=
−

−
==µ  

Τα όρια ελέγχου του r/r σχήµατος µπορούν να βρεθούν ακολουθώντας τα παρακάτω βήµατα: 

Βήµα 1
ο
: Επιλέγουµε έναν θετικό ακέραιο r. 

Βήµα 2
ο
: Επιλέγουµε το επιθυµητό εντός ελέγχου ARL=c. 

Βήµα 3
ο
: Υπολογίζουµε την µοναδική ρίζα της )0|( == µTEc  στο διάστηµα (0,1) , 

έστω p*. 

Βήµα 4
ο
: Υπολογίζουµε το  dUCL = από την σχέση *)1(1 pd −Φ= − . 

Έτσι έχουµε όλα τα κατάλληλα εργαλεία προκειµένου να µελετήσουµε το r/r σχήµα. 
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∆. Ανάπτυξη του M: r/m Σχήµατος 

Στο M: r/m σχήµα )2( mr ≤≤  ορίζονται τέσσερις περιοχές: µια πάνω από το UCL 

(περιοχή 1), µια κάτω από το LCL (περιοχή 4), µια ανάµεσα από την CL και το UCL 

(περιοχή 2) και µια ανάµεσα από την CL και το LCL (περιοχή 3). Η κεντρική γραµµή CL 

καθορίζεται στο µηδέν και χρησιµοποιούνται συµµετρικά όρια ελέγχου, τα οποία είναι: 

d UCL = και -dLCL = . Η πιθανότητα ένα σηµείο να βρεθεί στις περιοχές 1, 2, 3, 4 είναι 

LULU qqpp ,,, , αντίστοιχα. Έτσι 

)(1)( µµ −Φ−== dpp UU  

)(1)( µµ +Φ−== dpp LL  

1)()()( −Φ+−Φ== µµµ dqq UU  

)()()( µµµ Φ−+Φ== dqq LL  

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι έχουµε το M: 3/4 σχήµα. Έστω }1,{ ≥tX t  ακολουθία 

ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών µε τιµές στο σύνολο }4,3,2,1{=A , και ο σύνθετος 

σχηµατισµός 

}4434,4344,444,1121,1211,11{=ε  

Με T συµβολίζεται ο χρόνος αναµονής για την πρώτη εµφάνιση του συµβάντος ε. 

Από τα παραπάνω είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το µήκος ροής του M: 3/4 

διαγράµµατος ελέγχου συµπίπτει µε τον χρόνο αναµονής T του σύνθετου σχηµατισµού ε. 

Αποσυνθέτοντας τον σχηµατισµό ε έχουµε τις ακόλουθες (12) οµάδες-καταστάσεις: 

,211"6",121"5",21"4",11"3",1"2",}3,2{"1" ======  

,344"11",434"10",34"9",44"8",4"7" =====  

}4344,4434,444,1211,1121,111{"12" = . 

Έτσι λαµβάνουµε 
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Για µια διαδικασία εντός ελέγχου (µ=0), έχουµε ότι 2/)21(, pqqppp LULU −=== , 

οπότε προκύπτει 

)(1,
)81184(2

446784
)0|(

233

2345

dp
pppp

ppppp
TE Φ−=

−+−
−−−+−

==µ . 

Τα όρια ελέγχου του M: 3/4 σχήµατος µπορούν να βρεθούν ακολουθώντας τα βήµατα 

που περιγράψαµε στο r/r σχήµα. 

3.2 Αναθεωρηµένο m-από-k διάγραµµα ελέγχου 

Έχουµε ήδη αναφέρει ότι οι Khoo και Ariffin (2006) πρότειναν έναν συνδυασµό του 

κλασικού διαγράµµατος ελέγχου Shewhart (1/1) µε τα διαγράµµατα τύπου  

δύο-από-δύο (2/2) ή δύο-από-τρία (2/3) του Klein (2000). Αυτός ο συνδυασµός κανόνων θα 

αναφέρεται εφεξής βελτιωµένος m-από-k κανόνας και θα συµβολίζεται ως I-m/k, όπου 2≥k  

και km ≤≤2 . Οι κανόνες I-2/2 και I-2/3 παρουσιάζουν καλύτερη απόδοση σε όρους ARL, 

συγκρίνοντάς τα µε τους αντίστοιχους κανόνες του Klein (2000) στην ανίχνευση µεγάλων 

µετατοπίσεων του µέσου, ενώ διατηρούν την ανωτερότητάς τους στην ανίχνευση µικρών 

ή/και µεσαίων µετατοπίσεων του µέσου.  

Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένας νέος κανόνας, ο οποίος καλείται αναθεωρηµένος m-

από-k κανόνας ροής και θα συµβολίζεται ως R-m/k. 
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Έστω ένα διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart µε µια κεντρική γραµµή (CL) και δύο 

συµµετρικά σετ ορίων ελέγχου, τα εξωτερικά όρια ελέγχου (LOCL,UCOL) και τα εσωτερικά 

όρια ελέγχου (LICL,UICL). 

 

Σχήµα 3.4. Το σχήµα R-2/3 

(x-άξονας: αριθµός δείγµατος, y-άξονας: µέση τιµή δείγµατος) 

Τα εσωτερικά και εξωτερικά όρια ελέγχου ικανοποιούν την συνθήκη 

UOCLUICLCLLICLLOCL <<<< . Για 2≥k  και km <≤2 , ο αναθεωρηµένος κανόνας 

ροής δίνει σήµα εκτός στατιστικού ελέγχου διεργασίας όταν (α) ένα σηµείο βρεθεί εκτός των 

εξωτερικών ορίων ελέγχου, ή (β) m από k συνεχόµενα σηµεία βρεθούν ανάµεσα στα UICL 

(LICL) και UOCL (LOCL) και τα υπόλοιπα σηµεία που µετέχουν (δηλ. k-m) βρίσκονται 

ανάµεσα από την κεντρική γραµµή CL και το UOCL (LOCL). 

Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται η διαφορά του I-2/3 µε τον R-2/3. Το σχήµα R-2/3 δίνει 

σήµα εκτός ελέγχου στο δείγµα 20, ενώ το σχήµα I-2/3 στα δείγµατα 14 και 20. 

Για τον σχεδιασµό ενός διαγράµµατος ελέγχου τύπου R-m/k πρώτα επιλέγουµε µια τιµή c 

για το εντός ελέγχου ARL και κατόπιν υπολογίζουµε τα εξωτερικά όρια ελέγχου 

LLOCLLUOCL −== , . Η τιµή L πρέπει να ικανοποιεί την σχέση czL 2/1>  προκειµένου να 

έχουµε µεγαλύτερα όρια ελέγχου από το κλασσικό διάγραµµα Shewhart εφοδιασµένο µε τον 

κανόνα 1/1 µε το ίδιο εντός ελέγχου ARL ( az  συµβολίζεται το άνω α ποσοστιαίο σηµείο της 

τυπικής κανονικής κατανοµής). Στην συνέχεια υπολογίζονται τα εσωτερικά όρια ελέγχου 

dLICL −= , dUICL =  προκειµένου να µας δώσουν την επιθυµητή τιµή c για το εντός 

ελέγχου ARL. 
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3.2.1 Απόδοση των σχηµάτων R-2/3 και R-4/5  

Έστω ),,...,,( 21 iniii XXXX =  ,...2,1=i , ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από ένα ποιοτικό 

χαρακτηριστικό το οποίο ακολουθεί κανονική κατανοµή που έχει σταθερή διακύµανση 2σ . 

Η διαδικασία βρίσκεται εκτός στατιστικού ελέγχου όταν ο µέσος της κατανοµής του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού δεν ισούται µε την τιµή στόχο 0µ . Για να ελέγξουµε την 

διαδικασία, ο τυποποιηµένος δειγµατικός µέσος )//()( 0 nXZ ii σµ−=  απεικονίζεται στο 

διάγραµµα ελέγχου. 

Με τους παραπάνω όρους γίνεται µια συγκριτική µελέτη της απόδοσης του ARL ενός 

διαγράµµατος Shewhart µε τον κανόνα 1/1, τον κανόνα 2/3 του Klein (2000), τον κανόνα I-

2/3 των Khoo και Araffin (2006) και του R-2/3. Για αυτά τα διαγράµµατα ελέγχου στον 

Πίνακα 3.2, δίνεται το ARL και τα όρια ελέγχου έτσι ώστε το εντός ελέγχου ARL να ισούται 

µε 370.4. Για λόγους σύγκρισης η τιµή του L συµπίπτει για τους κανόνες I-2/3 και R-2/3. 

Στον Πίνακα 3.3 παρουσιάζονται αντίστοιχα αποτελέσµατα για τον κανόνα 4/5. Από τα 

στοιχεία που προκύπτουν και από τους δύο πίνακες προκύπτει ότι όσο µεγαλώνει η τιµή του 

L τόσο µειώνεται η τιµή του d. Επιπροσθέτως, για την ίδια τιµή του L ο κανόνας I-m/k 

χρησιµοποιεί ευρύτερα εσωτερικά όρια ελέγχου από τον κανόνα R-m/k. 
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Πίνακας 3.2. ARL τιµές για τα διαγράµµατα ελέγχου 1/1, 2/3, Ι-2/3 και R-2/3  

3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8

Μετατόπιση 3 1.931 1.986 1.967 1.654 1.946 1.94 1.926 1.906 1.892 1.884 1.878

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40

0.1 352.93 339.58 340.95 340.33 339.97 339.76 339.64 339.30 338.56 338.11 337.84 337.69

0.2 308.43 270.10 273.62 272.01 271.06 270.53 270.24 269.18 267.29 266.16 265.49 265.11

0.3 253.14 198.46 202.82 200.78 199.60 198.94 198.58 196.95 194.62 193.23 192.43 191.97

0.4 200.08 141.62 145.62 143.69 142.59 141.99 141.67 139.75 137.59 136.32 135.60 135.19

0.5 155.22 100.87 104.06 102.47 101.58 101.10 100.85 98.89 97.13 96.12 95.54 95.23

0.6 119.67 72.64 75.00 73.78 73.10 72.73 72.56 70.71 69.37 68.61 68.18 67.95

0.7 92.32 53.17 54.84 53.92 53.42 53.16 53.04 51.38 50.39 49.83 49.52 49.36

0.8 71.55 39.64 40.77 40.10 39.74 39.56 39.48 38.02 37.30 36.90 36.69 36.58

0.9 55.83 30.11 30.85 30.36 30.11 29.99 29.94 28.68 28.16 27.88 27.73 27.66

1.0 43.89 23.30 23.76 23.41 23.23 23.15 23.13 22.05 21.68 21.48 21.38 21.34

1.1 34.80 18.36 18.62 18.37 18.25 18.20 18.19 17.28 17.00 16.87 16.80 16.78

1.2 27.82 14.73 14.84 14.66 14.58 14.56 14.56 13.78 13.58 13.49 13.45 13.44

1.3 22.43 12.01 12.02 11.90 11.85 11.84 11.85 11.18 11.04 10.98 10.96 10.96

1.4 18.25 9.96 9.89 9.81 9.78 9.78 9.79 9.22 9.13 9.09 9.08 9.08

1.5 14.97 8.38 8.26 8.21 8.19 8.20 8.22 7.72 7.66 7.64 7.64 7.65

1.6 12.38 7.16 7.00 6.96 6.96 6.98 7.00 6.56 6.52 6.51 6.52 6.54

1.7 10.33 6.20 6.00 5.99 5.99 6.01 6.04 5.65 5.63 5.63 5.64 5.66

1.8 8.69 5.43 5.22 5.21 5.23 5.25 5.27 4.93 4.92 4.93 4.95 4.97

1.9 7.37 4.82 4.58 4.59 4.61 4.63 4.66 4.35 4.35 4.37 4.39 4.41

2.0 6.30 4.33 4.07 4.08 4.11 4.14 4.16 3.88 3.89 3.91 3.93 3.96

2.1 5.43 3.93 3.65 3.67 3.70 3.73 3.76 3.50 3.51 3.54 3.56 3.59

2.2 4.72 3.60 3.31 3.33 3.36 3.39 3.42 3.18 3.20 3.23 3.25 3.28

2.3 4.13 3.33 3.02 3.05 3.08 3.11 3.14 2.91 2.94 2.97 3.00 3.03

2.4 3.65 3.10 2.78 2.81 2.84 2.88 2.91 2.69 2.72 2.75 2.78 2.81

2.5 3.24 2.92 2.57 2.60 2.64 2.68 2.71 2.50 2.53 2.57 2.60 2.63

2.6 2.90 2.76 2.39 2.43 2.47 2.51 2.54 2.34 2.37 2.41 2.44 2.48

2.7 2.62 2.63 2.24 2.28 2.32 2.36 2.40 2.20 2.23 2.27 2.31 2.34

2.8 2.38 2.52 2.11 2.15 2.19 2.23 2.27 2.07 2.11 2.15 2.19 2.23

2.9 2.17 2.43 2.00 2.04 2.08 2.12 2.16 1.97 2.01 2.05 2.09 2.12

3.0 2.00 2.36 1.90 1.94 1.98 2.02 2.06 1.87 1.91 1.95 1.99 2.03

3.1 1.85 2.29 1.80 1.85 1.89 1.93 1.98 1.79 1.83 1.87 1.91 1.95

3.2 1.73 2.24 1.72 1.77 1.81 1.85 1.90 1.71 1.75 1.79 1.84 1.88

3.3 1.62 2.19 1.65 1.69 1.74 1.78 1.82 1.64 1.68 1.72 1.77 1.81

3.4 1.53 2.16 1.58 1.63 1.67 1.71 1.76 1.57 1.62 1.66 1.70 1.75

3.5 1.45 2.13 1.52 1.57 1.61 1.65 1.70 1.52 1.56 1.60 1.64 1.69

3.6 1.38 2.10 1.47 1.51 1.55 1.59 1.64 1.46 1.50 1.55 1.59 1.63

3.7 1.32 2.08 1.42 1.46 1.50 1.54 1.58 1.41 1.45 1.49 1.54 1.58

3.8 1.27 2.06 1.37 1.41 1.45 1.49 1.53 1.37 1.40 1.44 1.49 1.53

3.9 1.23 2.05 1.33 1.36 1.40 1.44 1.48 1.32 1.36 1.40 1.44 1.48

4.0 1.19 2.04 1.29 1.32 1.36 1.40 1.44 1.28 1.32 1.36 1.40 1.44

1/1 2/3

Ι-2/3 R-2/3
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Σχήµα 3.5. Συγκρίσεις ARL για Acosta (2007), Khoo και Araffin (2006) και Αναθεωρηµένου Κανόνα 2/3 

(για δ έως 2σ, x-άξονας: δ, y-άξονας: συντελεστής, διαφορά ως προς Shewhart) 

 

Από τους Πίνακες 3.2 και 3.3 προκύπτει ότι ο αναθεωρηµένος κανόνας R-m/k υπερτερεί 

σταθερά των αντίστοιχών του r-m/k. Επίσης, παρουσιάζει καλύτερη απόδοση του ARL από 

ένα τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart για µετατοπίσεις του µέσου µέχρι και 2.4 τυπικές 

αποκλίσεις. Για µετατοπίσεις του µέσου από 2.4 µέχρι 3 τυπικές αποκλίσεις ο R-2/3 

υπερτερεί του διαγράµµατος Shewhart. Τέλος για µεγαλύτερες µετατοπίσεις οι διαφορές του 

αναθεωρηµένου κανόνα µε το τυπικό διάγραµµα Shewhart είναι πρακτικά ασήµαντες. 
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Πίνακας 3.3. ARL τιµές για τα διαγράµµατα ελέγχου 1/1, 4/5, Ι-4/5 και R-4/5 

3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8

Μετατόπιση 3 1.043 1.092 1.075 1,065 1.058 1.053 1.002 0.984 0.0973 0.965 0.96

0.0 370.40 370.40 370.74 370.39 370.47 370.38 370.36 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40

0.1 352.93 324.91 328.58 326.98 326.24 325.66 325.33 326.67 325.31 324.45 323.92 323.59

0.2 308.43 235.22 242.56 239.56 237.89 236.77 236.11 238.64 235.76 233.98 232.88 232.21

0.3 253.14 157.91 165.25 162.22 160.50 159.40 158.75 160.89 157.97 156.21 155.13 154.47

0.4 200.08 105.40 111.03 108.66 107.31 106.47 105.98 107.20 104.93 103.58 102.77 102.28

0.5 155.22 71.92 75.78 74.10 73.16 72.58 72.25 72.70 71.12 70.19 69.64 69.32

0.6 119.67 50.61 53.10 51.96 51.34 50.97 50.76 50.72 49.66 49.05 48.70 48.50

0.7 92.32 36.79 38.32 37.57 37.17 36.94 36.82 36.51 35.82 35.43 35.21 35.10

0.8 71.55 27.60 28.50 28.01 27.76 27.62 27.56 27.11 26.67 26.43 26.30 26.24

0.9 55.83 21.34 21.81 21.50 21.35 21.27 21.24 20.75 20.47 20.33 20.26 20.24

1.0 43.89 16.97 17.15 16.96 16.88 16.84 16.84 16.34 16.17 16.09 16.06 16.06

1.1 34.80 13.84 13.83 13.72 13.68 13.68 13.69 13.20 13.11 13.07 13.07 13.09

1.2 27.82 11.57 11.42 11.36 11.36 11.37 11.40 10.93 10.88 10.88 10.90 10.93

1.3 22.43 9.88 9.63 9.61 9.63 9.66 9.69 9.24 9.23 9.25 9.29 9.32

1.4 18.25 8.60 8.27 8.29 8.32 8.36 8.40 7.97 7.99 8.02 8.07 8.11

1.5 14.97 7.63 7.23 7.27 7.31 7.36 7.41 6.99 7.03 7.08 7.13 7.17

1.6 12.38 6.87 6.41 6.47 6.53 6.59 6.64 6.22 6.28 6.34 6.40 6.45

1.7 10.33 6.28 5.77 5.83 5.90 5.97 6.03 5.61 5.68 5.75 5.82 5.87

1.8 8.69 5.82 5.24 5.32 5.40 5.47 5.54 5.12 5.20 5.28 5.35 5.41

1.9 7.37 5.45 4.81 4.90 4.99 5.07 5.14 4.72 4.81 4.89 4.97 5.04

2.0 6.30 5.16 4.45 4.55 4.65 4.73 4.81 4.38 4.47 4.57 4.65 4.72

2.1 5.43 4.92 4.15 4.26 4.36 4.45 4.53 4.08 4.19 4.29 4.38 4.46

2.2 4.72 4.74 3.88 4.00 4.11 4.20 4.29 3.83 3.95 4.05 4.15 4.24

2.3 4.13 4.59 3.64 3.77 3.88 3.99 4.08 3.60 3.73 3.84 3.94 4.04

2.4 3.65 4.47 3.43 3.56 3.68 3.79 3.90 3.40 3.53 3.65 3.76 3.86

2.5 3.24 4.37 3.23 3.37 3.49 3.61 3.72 3.21 3.34 3.47 3.58 3.69

2.6 2.90 4.29 3.05 3.19 3.32 3.44 3.56 3.03 3.17 3.30 3.42 3.54

2.7 2.62 4.23 2.87 3.01 3.15 3.28 3.40 2.86 3.00 3.13 3.26 3.38

2.8 2.38 4.18 2.71 2.85 2.99 3.12 3.25 2.70 2.84 2.98 3.11 3.24

2.9 2.17 4.14 2.55 2.69 2.83 2.97 3.10 2.54 2.68 2.82 2.96 3.09

3.0 2.00 4.11 2.40 2.54 2.68 2.82 2.95 2.39 2.53 2.67 2.81 2.94

3.1 1.85 4.09 2.26 2.39 2.53 2.67 2.81 2.25 2.39 2.52 2.66 2.80

3.2 1.73 4.07 2.12 2.25 2.39 2.52 2.66 2.12 2.25 2.38 2.52 2.66

3.3 1.62 4.05 2.00 2.12 2.25 2.38 2.52 2.00 2.12 2.25 2.38 2.51

3.4 1.53 4.04 1.88 1.99 2.12 2.24 2.38 1.88 1.99 2.12 2.24 2.38

3.5 1.45 4.03 1.77 1.88 1.99 2.11 2.24 1.77 1.88 1.99 2.11 2.24

3.6 1.38 4.02 1.67 1.77 1.88 1.99 2.11 1.67 1.77 1.88 1.99 2.11

3.7 1.32 4.02 1.58 1.67 1.77 1.88 1.99 1.58 1.67 1.77 1.88 1.99

3.8 1.27 4.01 1.50 1.58 1.67 1.77 1.88 1.50 1.58 1.67 1.77 1.88

3.9 1.23 4.01 1.43 1.50 1.58 1.67 1.77 1.43 1.50 1.58 1.67 1.77

4.0 1.19 4.01 1.37 1.43 1.50 1.58 1.67 1.37 1.43 1.50 1.58 1.67

1/1 4/5

R-4/5I-4/5
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Σχήµα 3.6. Συγκρίσεις ARL για Acosta (2007), Khoo και Ariffin (2006) και Αναθεωρηµένου Κανόνα 4/5 

(για δ έως 1.6σ) 

 

3.2.2 Εφαρµογή 

Προκειµένου να διαπιστώσουµε καλύτερα την απόδοση που επιφέρει η εφαρµογή του 

αναθεωρηµένου κανόνα R-m/k, χρησιµοποιούµε τα δεδοµένα του Khoo (2003). Τα δεδοµένα 

περιλαµβάνουν 30 παρατηρήσεις, όπου οι 20 πρώτες παρατηρήσεις προέκυψαν από κανονική 

κατανοµή )1,0(N , και εκπροσωπούν την εντός στατιστικού ελέγχου διαδικασία µε µέσο 

( 00 =µ ), και οι τελευταίες 10 παρατηρήσεις έχουν προέλθει από κανονική κατανοµή )1,1(N  

και αντιπροσωπεύουν την διαδικασία να βρίσκεται εκτός στατιστικού ελέγχου µε µέσο 1 

( 1=δ ). 

 

Σχήµα 3.7. Πειραµατικά ∆εδοµένα 
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Στο Σχήµα έχουν απεικονιστεί οι 30 παρατηρήσεις καθώς επίσης και τα εξής όρια 

ελέγχου: (α) τα όρια ελέγχου του τυπικού διαγράµµατος Shewhart L=3, (β) τα όρια ελέγχου 

του R-2/3 µε L=3.8 και d=1.878, και (γ) τα όρια ελέγχου του R-2/3 µε L=3.8 και d=0.960. 

Από το παραπάνω σχήµα παρατηρούµε ότι µόνο ο κανόνας R-2/3 έχει δώσει σήµα εκτός 

ελέγχου στην παρατήρηση 26 όπου υπάρχουν τέσσερα συνεχόµενα σηµεία άνω του 

εσωτερικού ορίου d=0.960. Ακόµα και εάν χρησιµοποιήσουµε οποιοδήποτε άλλο συνδυασµό 

ορίων ελέγχου και κανόνων των Πινάκων 3.2 και 3.2, το συµπέρασµα δεν αλλάζει. Αυτό 

οφείλεται στο γεγονός ότι το διάγραµµαR-4/5 είναι πιο ευαίσθητο σε µικρές µετατοπίσεις του 

µέσου από ότι το διάγραµµα  R-2/3 και το κλασικό διάγραµµα ελέγχου µε τον 1/1 κανόνα. 

Το συγκεκριµένο παράδειγµα επιδεικνύει πως ένας απλός κανόνας ροής µπορεί να 

αυξήσει την ευαισθησία ενός τυπικού διαγράµµατος Shewhart στην εύρεση µόνιµων 

µετατοπίσεων του µέσου µιας παραγωγικής διαδικασίας. 

3.2.3 Μεθοδολογία µελέτης των διαγραµµάτων Ι-2/3 και R-2/3 

Η µεθοδολογία για τη µελέτη των αναθεωρηµένων διαγραµµάτων είναι παρόµοια µε αυτή 

που αναπτύχθηκε στην προηγούµενη παράγραφο. Έστω ένα τυποποιηµένο διάγραµµα 

Shewhart µε κεντρική γραµµή CL, εξωτερικά όρια ελέγχου LOCL, UOCL και εσωτερικά 

όρια ελέγχου LICL, UICL, εφοδιασµένο µε τον R-2/3 κανόνα ροής. Ορίζουµε πέντε περιοχές 

στο διάγραµµα ελέγχου: η περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα UOCL και UICL (περιοχή 1), 

η περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα UICL και CL (περιοχή 2), η περιοχή που βρίσκεται 

ανάµεσα στα CL και LICL (περιοχή 3), η περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα LICL και 

LOCL (περιοχή 4) και η τελευταία πέρα των εξωτερικών ορίων (περιοχή 5). Η CL 

τοποθετείτε στο µηδέν και χρησιµοποιούµε συµµετρικά εσωτερικά και εξωτερικά όρια 

ελέγχου, δηλαδή LLOCL −= , LUOCL = , dLICL −= , dUICL =  )0( >> dL . Η πιθανότητα 

να βρεθεί ένα σηµείο στις περιοχές 1, 2, 3, 4, 5 συµβολίζεται µε 54321 ,,,, ppppp  αντίστοιχα. 

Για µια µετατόπιση του µέσου κατά δ τυπικές αποκλίσεις, ισχύει ότι 

)()()(11 δδδ −Φ−−Φ== dLpp  

1)()()(22 −Φ+−Φ== δδδ dpp  

)()()(33 δδδ Φ−+Φ== dpp  
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)()()(44 δδδ +Φ−+Φ== dLpp  

43215 1 ppppp −−−−=  

όπου )(⋅Φ  είναι η τυπική κανονική κατανοµή. 

Εν συνεχεία, έστω }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών, η 

οποία παίρνει τιµές στο σύνολο }5,4,3,2,1{=A , και it piYP == )(  )51( ≤≤ i . Έχοντας τον 

σύνθετο σχηµατισµό }5,434,44,121,11{=ε  συµβολίζουµε µε T τον χρόνο αναµονής 

εµφάνισης του ε . Είναι φανερό ότι το µήκος ροής του διαγράµµατος R-2/3 συµπίπτει µε τον 

χρόνο αναµονής T του σύνθετου σχηµατισµού ε  και η µέση τιµή του T µε το ARL του 

διαγράµµατος R-2/3. Κατά τα συνήθη αποσυνθέτουµε τον σχηµατισµό ε  στις ακόλουθες 5 

οµάδες-καταστάσεις 

}5,434,44,121,11{"6",42"5",4"4",12"3",1"2" =====  

όπου η τελευταία οµάδα περιέχει όλους τους σχηµατισµούς που οδηγούν σε εµφάνιση του ε . 

Ορίζουµε την αλυσίδα Markov }1,{ ≥tZ t  µε χώρο καταστάσεων }6,..,2,1{=Ω  που ενεργεί 

πάνω στην ακολουθία }1,{ ≥tYt  ως εξής: (α) η κατάσταση 6 είναι η απορροφητική και (β) 

δίνουµε στο nZ  την τιµή )62( ≤≤ jj  εάν το µέγιστο της τελευταίας οµάδας από τις πρώτες 

n δοκιµές nXXX ,...,, 21  (µετρώντας ανάποδα) αντιστοιχεί στην οµάδα (υπο-σχηµατισµό) που 

αντιστοιχεί στο σύµβολο "" j , αλλιώς ορίζουµε στο nY  την τιµή 1. 

Τα παραπάνω καθορίζουν µια οµογενή αλυσίδα Markov πάνω στον Ω µε πίνακα 

πιθανοτήτων µετάβασης 



























++

+

++

+

+

=






 ′−
=

000000

000

00

000

000

00

1

)(

54132

54312

51432

5142

54132

ppppp

ppppp

ppppp

pppp

ppppp

0

1RIR
P  

Για µια εντός ελέγχου διαδικασία (δ=0) έχουµε ότι 

)()(41 dLppp Φ−Φ=== ,     2/1)(32 −Φ=== dqpp ,     qpp 2215 −−=  

οπότε 
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2

1

1
2)2(1

1
)()(

pqqpp

pqp
TE

−+−−
++

=′−= − 1RIe . 

Έτσι, για σταθερές τιµές των εξωτερικών ορίων ,LUOCL =  LLOCL −= , η τιµή του d 

που καθορίζει την θέση των εσωτερικών ορίων ελέγχου προκύπτει επιλύοντας την εξίσωση 

cTE =)( , όπου το c είναι η τιµή του ARL για µια εντός ελέγχου διαδικασία. 

Χρησιµοποιώντας την ίδια µεθοδολογία µπορούµε να καθορίσουµε τα εσωτερικά όρια 

έλεγχου για τον κανόνα ροής I-2/3. Συγκεκριµένα, ορίζουµε της εξής τέσσερις περιοχές: η 

περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα UOCL και UICL (περιοχή 1), η περιοχή που βρίσκεται 

ανάµεσα στα UICL και LICL (περιοχή 2), η περιοχή που βρίσκεται ανάµεσα στα LICL και 

LOCL (περιοχή 3) και η περιοχή που βρίσκεται εκτός των εξωτερικών ορίων (περιοχή 4). H 

µελέτη του I-2/3 κανόνα ροής ανάγεται στη µελέτη του σύνθετου σχηµατισµού 

}4,313,323,33,131,121,11{=ε . 

Ακολουθώντας την προηγούµενη διαδικασία έχουµε ότι τα κυριότερα µέρη για την µελέτη 

µας είναι οι καταστάσεις 

}4,313,323,33,131,121,11{"8",31"7"

,32"6",3"5",13"4",12"3",1"2",2"1"

==

======
 

οι πιθανότητες  

)()()(11 δδδ −Φ−−Φ== dLpp  

1)()()(22 −+Φ+−Φ== δδδ ddpp  

)()()(33 δδδ +Φ−+Φ== dLpp  

3214 1 pppp −−−=  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης 
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Έτσι η µέση τιµή του T για δ=0 (εντός ελέγχου διεργασία) είναι ίση µε 
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)1()1(1

)2()2(1
)(

22

2

ppqppq

pqpq
TE

++−+−
++++

=  

όπου 

1)(2)0(),()()0()0( 231 −Φ==Φ−Φ=== dpqdLppp . 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  

Προκειµένου να υπολογιστεί το εντός και εκτός στατιστικού ελέγχου µέσο µήκος ροής, 

χρησιµοποιώντας την τεχνική εµφύτευσης τυχαίων µεταβλητών σε µια οµογενή αλυσίδα 

Markov, χρησιµοποιήθηκε το µαθηµατικό πακέτο Mathematica. Παρακάτω ακολουθούν 

µερικές ενδεικτικές ρουτίνες. 

 

� Shewhart 

 

(*Shewhart 1/1*) 

maxd =4; 

step = 0.1; 

f[x_]=N[1/(2-CDF[NormalDistribution[0,1],3-x]-CDF[NormalDistribution[0,1],3+x])]; 

For[i=0,i<=maxd,i=i+step, 

Print[f[i]]]; 

 

� Klein (2000) 2 από 2  

 

ARLin ={370.4,500,1000}; 

Do[ 

root = 0;i=1; 

roots =NSolve[(1+x)/(2x^2)==ARLin[[n]],x]; 

While [root==0, 

If[roots[[i,1,2]]>0,root=roots[[i,1,2]],i++]]; 

L = InverseCDF[NormalDistribution[0,1],root]; 

Print["For ARLin=",ARLin[[n]]," UCL=",-L,", LCL=",L],{n,Length[ARLin]}]; 

step = 0.2; 

maxd =4; 

L=1.7814; 

Do[ 

pL = CDF[NormalDistribution[0,1],-L-d]; 

pU= CDF[NormalDistribution[0,1],-L+d]; 

ARLout=1/(pL+pU-(pU/(1+pU))-(pL/(1+pL))); 

Print["d=",d," ARLout=",ARLout],{d,0,maxd,step}]; 
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� Khoo (2004) 2 από 4 

 

R={{1-p,-u,0,0,-k,0,0,0,0,0,0,0,0,1}, 

{0,1,-p,0,0,0,0,-k,0,0,0,0,0,1}, 

{0,0,1,-p,0,0,0,0,0,-k,0,0,0,1}, 

{-p,0,0,1,-k,0,0,0,0,0,0,0,0,1}, 

{0,0,0,0,1,-p,0,0,-u,0,0,0,0,1}, 

{0,0,0,0,0,1,-p,0,0,0,0,-u,0,1}, 

{-p,-u,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1}, 

{0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,-p,0,0,1}, 

{0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,-p,1}, 

{0,0,0,0,0,-p,0,0,0,1,0,0,0,1}, 

{0,0,0,0,0,0,-p,0,0,0,1,0,0,1}, 

{0,0,-p,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1}, 

{0,0,0,-p,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1}}; 

MatrixForm[R] 

MatrixForm[RowReduce[R]] 

h[p_,k_,u_]=(-1-k-k p-k p^2-u-2 k u-p u-4 k p u-p^2 u-3 k p^2 u-2 k p^3 u-k p^4 u+4 k^2 p^2 u^2+8 k^2 p^3 

u^2+5 k^2 p^4 u^2+2 k^2 p^5 u^2-2 k^3 p^4 u^3-2 k^3 p^5 u^3-k^3 p^6 u^3)/(-1+p+k p^3+3 k p^2 u+p^3 u+k 

p^3 u+k p^4 u+k p^5 u-3 k^2 p^4 u^2-3 k^2 p^5 u^2-2 k^2 p^6 u^2+k^3 p^6 u^3+k^3 p^7 u^3); 

f[p_]=FullSimplify[h[1-2p,p,p]] 

Solve[f[p]==370.4,p] 

dist:=NormalDistribution[0,1]; 

UCL=Quantile[dist,1-0.022145]; 

LCL=-UCL; 

Print["UCL: ",UCL,"   LCL: ",LCL] 

u[δ_]=1-CDF[dist,UCL-δ]; 

k[δ_]=CDF[dist,LCL-δ]; 

p[δ_]=1-u[δ]-k[δ]; 

ARL[δ_]=h[p[δ],k[δ],u[δ]]; 

T1=Table[ARL[δ],{δ,0,3,0.2}]//MatrixForm 
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� Antzoulakos και Rakitzis (2008a) 3 από 4 

 

dist=NormalDistribution[0,1]; 

c=370.4; 

f[p_]=(4p^5-8p^4+7p^3-6p^2-4p-4)/(2p^3(3p^3-8p^2+11p-8)); 

X=NSolve[f[p]==c,p]; 

d=Quantile[dist,1-X[[4,1,2]]]; 

Do[ 

pu=1-CDF[dist,d-δ]; 

pl=CDF[dist,-d-δ]; 

qu=CDF[dist,d-δ]-CDF[dist,-δ]; 

ql=CDF[dist,-δ]-CDF[dist,-d-δ]; 

e1=Table[0,{11}]; 

e1[[1]]=1; 

l1=Table[1,{11}]; 

ID=IdentityMatrix[11]; 

R= 

(qu+ql pu 0 0 0 0 pl 0 0 0 0 

ql 0 pu qu 0 0 pl 0 0 0 0 

ql 0 0 0 0 qu pl 0 0 0 0 

qu+ql 0 0 0 pu 0 pl 0 0 0 0 

ql 0 0 qu 0 0 pl 0 0 0 0 

qu+ql 0 0 0 0 0 pl 0 0 0 0 

qu pu 0 0 0 0 0 pl ql 0 0 

qu pu 0 0 0 0 0 0 0 0 ql 

qu+ql pu 0 0 0 0 0 0 0 pl 0 

qu pu 0 0 0 0 0 0 ql 0 0 

qu+ql pu 0 0 0 0 0 0 0 0 0); 

a=R[[1]]; 

ARL[δ_]=1+a.Inverse[ID-R].l1; 

Print[δ,"     ",N[ARL[δ]]] ,{δ,0,3,0.2}] 
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� Antzoulakos και Rakitzis (2008b) 2 από 3 

dist := NormalDistribution[0, 1]; 

list1 = {3.4};(* UOCL VALUE *) 

list2 = {}; 

list3 = {370.4};(* IN-CONTROL VALUE c *) 

Do[ 

 Do[ 

  δ = 0;(* IN-CONTROL CASE *) 

  L = list1[[i]];(* UOCL *) 

  c = list3[[j]];(* Subscript[ARL, 0] *) 

  pU1 = CDF[dist, L - δ] - CDF[dist, d - δ]; 

  pU2 = CDF[dist, d - δ] + CDF[dist, d + δ] - 1; 

  pU3 = CDF[dist, L + δ] - CDF[dist, d + δ]; 

  pU4 = 1 - pU1 - pU2 - pU3; 

  αU = {pU2, pU1, 0, 0, pU3, 0, 0}; 

  l1 = Table[1, {7}]; 

  ID = IdentityMatrix[7]; 

  QU = ( { {pU2, pU1, 0, 0, pU3, 0, 0}, 

     {0, 0, pU2, pU3, 0, 0, 0}, 

     {pU2, 0, 0, 0, pU3, 0, 0}, 

     {0, 0, 0, 0, 0, pU2, 0}, 

     {0, 0, 0, 0, 0, pU2, pU1}, 

     {pU2, pU1, 0, 0, 0, 0, 0}, 

     {0, 0, pU2, 0, 0, 0, 0} } ); 

  ARLU[d_] = 1 + αU.Inverse[ID - QU].l1; 

  X = FindRoot[ARLU[d] == c, {d, 1}]; 

  d = X[[1, 2]]; 

  Clear[δ]; 

  Do[ 

   fU1 = CDF[dist, L - s] - CDF[dist, d - s]; 

   fU2 = CDF[dist, d - s] + CDF[dist, d + s] - 1; 

   fU3 = CDF[dist, L + s] - CDF[dist, d + s]; 

   fU4 = 1 - fU1 - fU2 - fU3; 

   fU = {fU2, fU1, 0, 0, fU3, 0, 0}; 

   l1 = Table[1, {7}]; 

   ID = IdentityMatrix[7]; 

   RU = ( { {fU2, fU1, 0, 0, fU3, 0, 0}, 

      {0, 0, fU2, fU3, 0, 0, 0}, 
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      {fU2, 0, 0, 0, fU3, 0, 0}, 

      {0, 0, 0, 0, 0, fU2, 0}, 

      {0, 0, 0, 0, 0, fU2, fU1}, 

      {fU2, fU1, 0, 0, 0, 0, 0}, 

      {0, 0, fU2, 0, 0, 0, 0} } ); 

   FU[s_] = N[1 + fU.Inverse[ID - RU].l1]; 

   Print["SHIFT δ: ", s, "      ",  

    "\!\(\*SubscriptBox[\"ARL\", \"1\"]\): ", FU[s]], {s, 0, 6, 0.2}]; 

   Clear[d], {i, 1, Length[list1]}], {j, 1, Length[list3]}] 
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