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Περίληψη 

       Η Θεωρία Ακραίων Τιµών αποτελεί ξεχωριστό κλάδο της στατιστικής µε στόχο την 

ανάπτυξη θεωρητικών και στατιστικών µοντέλων για την µελέτη προβληµάτων που 

σχετίζονται µε την εµφάνιση ακραίων παρατηρήσεων. Στην παρούσα διατριβή αρχικά 

παρουσιάζουµε τις βασικές έννοιες και αποτελέσµατα της θεωρίας για ακολουθίες 

ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. Επίσης, εισάγονται κάποιες έννοιες από την 

θεωρία σηµειακών διαδικασιών (point processes) η οποία αποτελεί ένα σηµαντικό πεδίο για 

την ανάπτυξη θεωρητικών αλλά και στατιστικών αποτελεσµάτων της συγκεκριµένης 

θεωρίας. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών σχηµατίζει µία 

στάσιµη στοχαστική ανέλιξη και επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα της θεωρίας για αυτή την 

περίπτωση. Τέλος, επικεντρώνοµαστε στην εκτίµηση µίας σηµαντικής παραµέτρου που 

εκφράζει την ακρότατη εξάρτηση µεταξύ των τ.µ. της στοχαστικής διαδικασίας και 

ονοµάζεται δείκτης ακρότατης εξάρτησης (extremal index). 
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Abstract 

       Extreme Value Theory (EVT) is a branch of Statistics that concerns theoretical and statis-

tical model developments for the study of problems relevant to the occurrence of extreme 

events. There are plenty of applications of EVT in many research areas, for example in Hy-

drology, Meteorology, Geology, Insurance and Finance. The largest part of the associated bib-

liography deals with results concerning sequences of i.i.d. (independent and identically distri-

buted) random variables. Although, the assumption of independence is very convenient for 

the development of the relevant theory, there exist many cases where this assumption is not so 

plausible, raising doubts about the reliability of the results. In the present dissertation we 

present extreme value results assuming that the observations form a stationary random 

process. Initially, we present the basic notions and results of the theory for i.i.d sequences of 

random variables and we also review the concept of point processes. Next we develop the as-

sociated theory for stationary sequences of random variables along with alternative approach-

es through the theory of point processes. Finally, we concentrate on the estimation of an im-

portant parameter that reflects the extremal dependence of stationary sequences, known as 

extremal index.  
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Εισαγωγή στη θεωρία ακραίων τιµών 

 

       Η θεωρία ακραίων τιµών αποτελεί ξεχωριστό κλάδο της στατιστικής µε στόχο την 

ανάπτυξη θεωρητικών και στατιστικών µοντέλων για την µελέτη προβληµάτων που 

σχετίζονται µε την εµφάνιση ακραίων παρατηρήσεων («πολύ µεγάλων» ή «πολύ µικρών»). 

Οι απαρχές του κλάδου βρίσκονται στην από κοινού εργασία των Ronald Fisher και Leonard 

Tippett «Limiting forms of the frequency distribution of the largest or smallest member of a 

sample» (1928). Σε αυτή την εργασία διατυπώνονται οι τρείς οριακές κατανοµές της µέγιστης 

παρατήρησης ενός δείγµατος ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. Μέχρι και την 

όγδοη δεκαετία του περασµένου αιώνα το ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας για την 

ανάπτυξη της θεωρίας ακραίων τιµών ήταν σχετικά µικρό κάτι που είχε ως αποτέλεσµα την 

δηµοσίευση ελάχιστων εργασιών πάνω στο συγκεκριµένο αντικείµενο. Ουσιαστικά η 

ανάπτυξη του κλάδου ξεκινά το 1970 έπειτα από την διδακτορική διατριβή του Laurens de 

Haan µε τίτλο «On Regular Variation and its Applications to the Weak Convergence of Sam-

ple Extremes». 

        Μέχρι σήµερα υπάρχουν δύο κυρίως προσεγγίσεις στη θεωρία ακραίων τιµών οι οποίες 

και εξαρτώνται από την διαδικασία µέσα από την οποία καταγράφονται τα δεδοµένα. Η 

πρώτη προσέγγιση βασίζεται στο θεώρηµα των Fisher and Tippett (Θεώρηµα 1.1.1) και στην 

µελέτη της µέγιστης παρατήρησης του δείγµατος. Από άποψη στατιστικής ανάλυσης, η 

διαδικασία που ακολουθείται σύµφωνα µε αυτή την προσέγγιση είναι να χωρίσουµε τα 

δεδοµένα µας σε οµάδες και να βασιστούµε στις µέγιστες παρατηρήσεις ανά οµάδα (blocks 

method). Βασική προϋπόθεση αυτής της µεθόδου είναι να έχουµε στην διάθεσή µας τα πλήρη 

δεδοµένα του υπό µελέτη φαινοµένου ή τουλάχιστον τις µέγιστες παρατηρήσεις ανά χρονικές 

περιόδους (π.χ µέγιστη παρατήρηση ανά εβδοµάδα ή µήνα). Η δεύτερη µέθοδος έχει ως 

στόχο τη µελέτη της ουράς της κατανοµής των παρατηρήσεων µε βάση τις υπερβάσεις πάνω 

από µία προκαθορισµένη τιµή (κατώφλι). Η µέθοδος αυτή βασίζεται στο αποτέλεσµα του 

Θεωρήµατος 1.5.2 (Peaks over threshold method) και συνήθως εφαρµόζεται όταν έχουµε 

στη διάθεσή µας µόνο τις παρατηρήσεις πάνω από κάποια τιµή. 
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       Το πεδίο εφαρµογών της θεωρίας ακραίων τιµών είναι αρκετά µεγάλο. Ενδεικτικά 

µπορούµε να αναφέρουµε την επιστήµη της υδρολογίας, της µετεωρολογίας, της γεωλογίας, 

της ασφάλισης καθώς επίσης και των χρηµατοοικονοµικών. Για παράδειγµα στην υδρολογία, 

µε σκοπό την κατασκευή φραγµάτων, µείζονος σηµασίας πρόβληµα είναι η εκτίµηση της 

στάθµης των υδάτων ενός ποταµού η οποία δεν θα ξεπεραστεί για τα επόµενα εκατό χρόνια 

µε κάποια συγκεκριµένη πιθανότητα (π.χ p = 0.01), καθώς µία πληµύρα µπορεί να επιφέρει 

σηµαντικές καταστροφές στις καλλιέργειες και στην οικονοµική δραστηριότητα ενός τόπου. 

Στην ασφάλιση, µία εντελώς απρόσµενη µεγάλη ζηµιά σε ένα χαρτοφυλάκιο κινδύνων, όπως 

για παράδειγµα οι καταστροφές που ακολουθούν έπειτα από έναν σεισµό, τυφώνα, 

αεροπορικό δυστύχηµα κ.α, µπορεί να έχει ως αποτέλεσµα την αδυναµία της ασφαλιστικής 

εταιρίας να ανταπεξέλθει στις υποχρεώσεις της. Σκόπιµη λοιπόν είναι η εκτίµηση εκείνου του 

ποσού το οποίο δεν θα υπερβεί καµία απαίτηση ζηµιάς (για το επόµενο έτος) µε κάποια 

συγκεκριµένη πιθανότητα. Σε τέτοιου είδους προβλήµατα αλλά και σε πολλά άλλα τα οποία 

έχουν σχέση µε την εκτίµηση παραµέτρων που αφορούν ακραία φαινόµενα, η θεωρία 

ακραίων τιµών αποτελεί ένα σύγχρονο επιστηµονικό «εργαλείο» για την επίλυσή τους. Μία 

πιο αναλυτική περιγραφή των εφαρµογών της θεωρίας ακραίων τιµών µπορεί να βρεθεί στο 

βιβλίο Statistics of Extremes (Beirlant et al.(2004)). 

       Αν και στο µεγαλύτερο µέρος της βιβλιογραφίας παρουσιάζονται αποτελέσµατα της 

θεωρίας ακραίων τιµών για ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών, η 

υπόθεση της ανεξαρτησίας αποτελεί ένα σηµαντικό πρόβληµα όσον αφορά την αξιοπιστία 

των αποτελεσµάτων που µπορούν να προκύψουν. Πιο ρεαλιστικό είναι να υποθέσουµε ότι η 

ακολουθία των τυχαίων µεταβλητών σχηµατίζει µία στάσιµη στοχαστική ανέλιξη και να 

προσπαθήσουµε να επεκτείνουµε (εάν είναι δυνατόν) τα αποτελέσµατα της θεωρίας για αυτή 

την περίπτωση. Αυτό είναι και το κύριο αντικείµενο της παρούσας εργασίας. Το πλήθος των 

δηµοσιευµένων εργασιών πάνω στο συγκεκριµένο αντικείµενο είναι αρκετά µεγάλο και 

ενδεικτικές αναφορές παρατίθεται στο τέλος της εργασίας. 

       Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τις βασικές έννοιες και αποτελέσµατα της θεωρίας 

για ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. Επίσης, στο τέλος του 

πρώτου κεφαλαίου εισάγονται κάποιες έννοιες από την θεωρία των σηµειακών διαδικασιών 

(point processes) η οποία αποτελεί ένα σηµαντικό πεδίο για την ανάπτυξη θεωρητικών αλλά 

και στατιστικών αποτελεσµάτων της θεωρίας ακραίων τιµών. Στο δεύτερο κεφάλαιο 



 3 

αναπτύσσεται η αντίστοιχη θεωρία που αφορά στάσιµες ακολουθίες τυχαίων µεταβλητών 

καθώς επίσης παρουσιάζονται και εναλλακτικές προσεγγίσεις µέσω της θεωρίας σηµειακών 

διαδικασιών. Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο που αποτελεί το στατιστικό κοµµάτι της θεωρίας, 

επικεντρωνόµαστε στην εκτίµηση µίας σηµαντικής παραµέτρου που προκύπτει από την 

θεωρία του δευτέρου κεφαλαίου και ονοµάζεται δείκτης ακρότατης εξάρτησης (extremal in-

dex).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
Θεωρία Ακραίων Τιµών για ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνοµων 

τυχαίων µεταβλητών 

 

 

1.1 Ασυµπτωτικές κατανοµές µεγίστου 

       Σε αυτή την παράγραφο θα αναπτύξουµε το µοντέλο που αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο 

της θεωρίας ακραίων τιµών. Η µελέτη µας θα επικεντρωθεί στην πιθανοθεωρητική 

συµπεριφορά του ),...,max( 1 nXX  όπου οι nXX ,...,1  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) 

τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση κατανοµής F. Στο εξής θα χρησιµοποιούµε τον 

συµβολισµό  

),...,max( 1 nn XXM = . 

Για την κατανοµή του nM  προκύπτει άµεσα ότι 

.))(()()(),...,()( 11
n

nnn xFxXPxXPxXxXPxMP =≤≤=≤≤=≤ K  

       Ωστόσο, σε πρακτικό επίπεδο η γνώση της κατανοµής F είναι σπάνια δεδοµένη. 

Οποιαδήποτε προσπάθεια προσέγγισης της µε στατιστικές µεθόδους µπορεί να οδηγήσει σε 

σφάλµατα, τα οποία, σε συνδυασµό µε τον εκθέτη n µπορούν να οδηγήσουν σε αρκετά 

λανθασµένες εκτιµήσεις. Μία διαφορετική αντιµετώπιση είναι να δεχτούµε ότι η F είναι 

άγνωστη και να αναζητήσουµε οριακές οικογένειες κατανοµών για το δειγµατικό µέγιστο, 

όπως ανάλογα εργαζόµαστε κατά την προσέγγιση δειγµατικών µέσων από την κανονική 

κατανοµή (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα). Ορίζουµε 

{ }1)(:sup <∈= xFRxzF  

το δεξιό άκρο των τιµών που µπορούν να πάρουν τα iX  µε θετική πιθανότητα («δεξί άκρο 

στηρίγµατος»). Το Fz  µπορεί να είναι πεπερασµένο, αλλά µπορεί να ισούται και µε άπειρο. 

Παρατηρούµε ότι 





≥

<
→=≤ ∞→

F

F
n

n
n zx

zx
xFxMP

,1

,0
)()(              )( Rx∈  



 6 

Επειδή η ακολουθία nM , n = 1, 2, … είναι µη φθίνουσα θα έχουµε ότι 

Fnn zM ∞→→     σχεδόν βέβαια (σ.β) 

       Η πληροφορία αυτή από µόνη της δεν µπορεί να µας βοηθήσει στον στόχο µας που είναι 

η εύρεση µιας οριακής κατανοµής που να σχετίζεται µε το nM . Για τον λόγο αυτό, όπως και 

στην περίπτωση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος, θα αναζητήσουµε οριακές κατανοµές 

για την ποσότητα της µορφής nnn abM /)( −  (κανονικοποιηµένο µέγιστο) όπου αn, bn 

ακολουθίες µε ,0>na  ,Rbn ∈  .Nn∈  Σκοπός µας λοιπόν είναι να βρούµε αποτελέσµατα της 

µορφής (µε →d θα συµβολίζουµε την ασθενή σύγκλιση) 

G
a

bM
d

n

nn →
−

 

όπου G  µη εκφυλισµένη συνάρτηση κατανοµής. Η κατάλληλη επιλογή των ακολουθιών αn,bn 

µπορεί να σταθεροποιήσει τη θέση και την διασπορά του nnn abM /)( −  παρακάµπτοντας έτσι 

τις δυσκολίες που προκύπτουν από την αρχική ακολουθία nM , n = 1, 2, … . 

        Η απάντηση στο ερώτηµα που µας απασχολεί δόθηκε από τους Fisher&Tippett (1928). 

Σε αυτή την εργασία αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 1.1.1 (Fisher-Tippett). Έστω K,, 21 XX  ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων 

(i.i.d) τυχαίων µεταβλητών. Αν υπάρχουν ακολουθίες 0>na και Rbn ∈ , Nn∈  τέτοιες ώστε 

)(xGx
a

bM
P n

n

nn
∞→→









≤
−  

για κάθε x, όπου G  µη εκφυλισµένη συνάρτηση κατανοµής (σ.κ), τότε η G  ανήκει σε µία εκ 

των τριών οικογενειών: 

I. ∞<<∞−−= −− xexG abx ),exp()( /)(  

II. ( )



>−−

≤
= − bxabx

bx
xG

,)/)(exp(

,0
)( γ  

III. 
( )





≥
<−−

=
bx

bxaxb
xG

,1

,)/)(exp(
)(

γ

 

όπου 0>a , Rb∈  και .0>γ       
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Παρατήρηση 1.1.2  
• Η κατανοµή I ονοµάζεται Gumbel ή Τύπου I κατανοµή ακραίων τιµών. Η κατανοµή 

II ονοµάζεται Fréchet ή Τύπου II και τέλος, η III ονοµάζεται Weibull ή Τύπου III 

κατανοµή ακραίων τιµών. 

• Το b  είναι παράµετρος θέσης (location), το a παράµετρος κλίµακας (scale) και το 

γ παράµετρος σχήµατος (shape). 

• Οι ακολουθίες κανονικοποίησης δεν είναι µοναδικές. Μπορούµε να βρούµε 

εναλλακτικές ακολουθίες για τις οποίες το κανονικοποιηµένο µέγιστο θα συγκλίνει σε 

µία κατανοµή G′  όπου G′ είναι ιδίου τύπου µε την ,G δηλαδή dcGG d +=′  για 

κάποιες σταθερές .,ba  Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ,/
~

,/~ cdabbcaa nnnnn −==  

,Rd∈  0≠c , εύκολα επαληθεύουµε ότι το nnn abM ~/)
~

( −  συγκλίνει στην .G′  

       Το ερώτηµα που τίθεται είναι εάν για οποιαδήποτε κατανοµή F των αρχικών τυχαίων 

µεταβλητών K,, 21 XX  , το κανονικοποιηµένο µέγιστο συγκλίνει σε κάποια από τις τρεις 

οριακές κατανοµές του θεωρήµατος Fisher-Tippett. Γενικά, η απάντηση είναι αρνητική. Εάν 

ορίσουµε xabxu nnn +=)(  έχουµε ότι  

=≤=+≤=







≤

−
))(()( xuMPxabMPx

a
bM

P nnnnn
n

nn

n

nn
n n

xuFn
xuF 










−=−

))((
1)))((1(  

και συνεπώς, κάνοντας τη χρήση της σχέσης  

nn z
n

n

n
e

n
z limlim =






 +
∞→

1
 

αποδεικνύεται το παρακάτω αποτέλεσµα το οποίο αποτελεί αναγκαία και ικανή συνθήκη 

σύγκλισης του κανονικοποιηµένου µεγίστου σε κάποια εκ των τριών κατανοµών του 

Θεωρήµατος 1.1.1. 

 

Πρόταση 1.1.3  Για Rx∈  ισχύει η ισοδυναµία 

,)()()( xgxabFnex
a

bM
P nnn

xg
n

n

nn
∞→

−
∞→ →+⇔→








≤

−
 

όπου .,0],,0[)( Rbaxg nn ∈>∞∈  
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       Το παραπάνω αποτέλεσµα βασίζεται στην προσέγγιση της διωνυµικής (binomial) 

κατανοµής από την Poisson. Έστω λοιπόν, nN  η τ.µ που εκφράζει το πλήθος των iX  που 

ξεπερνούν το ).(xun  Τότε ισχύει ότι )))((,(~ xuFnBinomialN nn , ενώ για ∞→n  η Νn 

συγκλίνει στην κατανοµή Poisson µε παράµετρο ))((lim)( xuFnxg n
n ∞→

= . Εάν τώρα 

θεωρήσουµε τις διατεταγµένες τ.µ niX ,  , ni ,,1 K=  όπου 

nnnn XXX ,,2,1 ≥≥≥ K  

παρατηρούµε ότι το ενδεχόµενο {η i  µεγαλύτερη παρατήρηση είναι µικρότερη ή ίση της 

)(xun } είναι  ισοπίθανο µε το ενδεχόµενο {το πλήθος των παρατηρήσεων που είναι 

µεγαλύτερες της )(xun  είναι το πολύ 1−i }, σχηµατικά, 

                                                                                            1+− in  

 

    
nnninininn XXXXXX :,1:,1:2:1 ,,,,,,, KK +−  

                             

                                    1−i  

 

Συνεπώς, έχουµε ότι 

∑
−

=

−
∞→→−≤=≤

1

0

)(
:

!
)(

)1())((
i

j

j
xg

nnnni
j
xg

eiNPxuXP  

και ειδικότερα, για i = 1, 

)(
0

0

)(
:1

!
)(

))(())(( xg

j

j
xg

nnnnn e
j
xg

exuXPxuMP −

=

−
∞→ =→≤=≤ ∑ . 

 

Παράδειγµα 1.1.4 Έστω τ.µ nXXX ,,, 21 K  (i.i.d) που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή 

µε παράµετρο λ. Επίσης, έστω ακολουθίες 0>na και Rbn ∈  µε λ/1=na  , λ/ln nbn =  .   

Έχουµε ότι 
n

n
n

n

nn xn
F

xn
MPx

nM
Px

a
bM

P 














 +
−=







 +
≤=







 ≤
−

=







≤

−
λλλ

λ ln
1

ln
/1

/ln
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.,11

ln

Rxe
n

e
e

xe

n

nxnxn

∈→







−=










−=

−−

∞→

−+
−

λ
λ

 

                  
 

Επίσης, 

x
n

e
xn

nn ennexabFn x −
+

−
===+ −λ

λ
ln

)( . 

Το κανονικοποιηµένο µέγιστο λοιπόν, συγκλίνει στην κατανοµή Gumbel µε 0=b , .1=a  

        Όπως αναφέραµε και παραπάνω, υπάρχουν κατανοµές για τις οποίες το nnn abM /)( −  δε 

συγκλίνει σε κάποια από τις τρεις κατανοµές ακραίων τιµών. Το πρόβληµα εµφανίζεται σε 

κατανοµές οι οποίες παρουσιάζουν άλµατα στο δεξί άκρο. Γενικά, ισχύουν τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα. 

 

Πρόταση 1.1.5. Έστω ∞<Fz  και 0)()()( >−= −−
FFF zFzFzF . Τότε για οποιαδήποτε 

ακολουθία nu , Nn∈  έχουµε ότι 

)())(( xxuMP nnn ρ∞→→≤  

όπου 0)( =xρ  ή 1)( =xρ  , .Rx∈    

 

       Από την παραπάνω πρόταση λοιπόν, συµπεραίνουµε ότι  αν η F παρουσιάζει άλµα στο 

Fz  τότε δεν υπάρχει µη εκφυλισµένη κατανοµή G τέτοια ώστε 

.)(xGx
a

bM
P n

n

nn
∞→→








≤

−
 

Παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει και για κατανοµές µε ∞=Fz . 

 

Πρόταση 1.1.6 Έστω F σ.κ. µε ∞≤Fz και ),0()( ∞∈xg . Τότε υπάρχει ακολουθία Nnun ∈, µε 

)())(( xgxuFn nn ∞→→  αν και µόνο αν   

1
)(
)(

lim =
−↑ xF

xF
Fzx

                                                                                                                                                 

Συνεπώς, για να ισχύει GabM dnnn →− /)(   θα πρέπει τα άλµατα της F  κοντά στο Fz  να 

«φθίνουν γρήγορα». 
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Παράδειγµα 1.1.7 (Poisson) Έστω )(~ λPoisX , 0>λ . Η συνάρτηση πιθανότητας της 

κατανοµής Poisson γνωρίζουµε ότι είναι  

!
)(

k
ekXP

kλλ−==  , K,1,0=k  

Επίσης, έχουµε ότι 

∑
∞

=

−

−

−=
−

−−
−=

−
−+−−

=
−

−
=

−
kj

j

k

je

ke
kF

kFkF
kF

kFkFkF
kF

kF
kF

kF

!/

!/
1

)1(
)1()(

1
)1(

)1()()1(
)1(
)(1

)1(
)(

)1.1(
λ

λ
λ

λ

 

                       

)∑∑
∞

=

∞

= ++
+

−=
+

++
+

+
+

−=−=

1

2

()1(
1

1
1

)2)(1()1(
1

1
1

!/

!/
1

s

s

kj

j

k

skkkkk
j

k

K
K

λλλλ

λ
. 

Όµως ισχύει 

(1.2)

                                 
k

k

s

s

s

s

kskk λ

λλλ
−

=≤
++ ∑∑

∞

=

∞

= 1
)(

)()1( 11 K
  , λ>k  

Συνεπώς για ∞→k  έχουµε από την (1.1) και (1.2) ότι  

.0
)1(

)(
→

−kF
kF

 

Από την Πρόταση 1.1.6 εποµένως δεν υπάρχει G  τέτοια ώστε GuMP nnn ∞→→≤ )( . 

 

Παράδειγµα 1.1.8 (Γεωµετρική κατανοµή) Έστω ).(~ pGeomX Έχουµε ότι  

1)1()( −−== kppkXP    ,  K,2,1=k   ,  .10 << p  

Επίσης 

)1,0(1))1(()1(1
)1(

)( 111 ∈−=−−−=
−

∑
∞

=

−−− ppp
kF

kF

kj

jk  

Συνεπώς, από την Πρόταση 1.1.6 δεν υπάρχει G  τέτοια ώστε GuMP nnn ∞→→≤ )( . 

 

 

1.2 Max stable κατανοµές – GEV κατανοµή 

Ορισµός 1.2.1 Μία κατανοµή G  καλείται max-stable αν για κάθε ,...3,2=n  υπάρχουν 

ακολουθίες 0>na  και Rbn ∈  τέτοιες ώστε   

)()( xGbxaG nn
n =+ . 
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Παράδειγµα 1.2.2  Έστω οι i.i.d τ.µ K,,, 21 XXX  µε σ.κ G  όπου G  max-stable κατανοµή. 
Τότε έχουµε ότι        

.)()()( xGbxaGbxaMPx
a

bM
P nn

n
nnn

n

nn =+=+≤=







≤

−
 

Συνεπώς , 

.X
a

bM
d

n

nn =
−

 
Παρατήρηση 1.2.3. Αποδεικνύεται ότι οι µοναδικές κατανοµές που έχουν την max-stable 

ιδιότητα είναι οι τρεις οριακές κατανοµές του θεωρήµατος Fisher-Tippett. Συνεπώς η κλάση 

των max-stable κατανοµών συµπίπτει µε την κλάση των µη εκφυλισµένων κατανοµών που 

µπορούν να προκύψουν ως όριο του κανονικοποιηµένου µεγίστου. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

Fisher-Tippett αυτή η κλάση περιέχει τρείς οικογένειες κατανοµών. Για λόγους όµως ενιαίας 

αντιµετώπισης και εκτίµησης των παραµέτρων είναι προτιµότερο να ενοποιήσουµε αυτές τις 

τρείς οικογένειες σε µία, την οποία καλούµε GEV όπως φαίνεται στο ακόλουθο θεώρηµα.  

 

Ορισµός 1.2.4  Η κατανοµή  GEV (Generalized Extreme Value Distribution) έχει συνάρτηση 

κατανοµής, 




















 −
+−=

− ξ

σ
µξ

/1

1exp)(
x

xG  

και ορίζεται στο σύνολο
 

}01:{ >+ −
σ
µξ xx , µε παραµέτρους ∞<<∞− µ , 0>σ , .∞<<∞− ξ  

 

Πρόταση 1.2.5. Ισχύει ότι  

• Αν 0>ξ  ,
γ

ξ
1

=  ,
γ

σ a
= , ⇒+= baµ η GEV συµπίπτει µε τη  κατανοµή Fréchet 

• Αν 0<ξ ,
γ

ξ
1

−= ,
γ

σ a
= , ⇒+−= baµ η GEV συµπίπτει µε τη  κατανοµή Weibull 

• Αν 0→ξ a=σ , ⇒= bµ η GEV συµπίπτει µε τη  κατανοµή Gumbel                                                              

                                                                                                                                                                              

Έχοντας ορίσει την κατανοµή GEV µπορούµε να αναδιατυπώσουµε το Θεώρηµα 1.1.1. 
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Θεώρηµα 1.2.6 Αν υπάρχουν ακολουθίες 0>na  και Rbn ∈ τέτοιες ώστε  

,)(xGx
a

bM
P n

n

nn
∞→→








≤

−
 

όπου G  µη εκφυλισµένη κατανοµή, τότε η G  ανήκει στην οικογένεια GEV µε 

,1exp)(
/1




















 −
+−=

− ξ

σ
µξ x

xG  

για x στο σύνολο 






 >

−
+ 01:

σ
µξ x

x , ∞<<∞− µ , 0>σ , .∞<<∞− ξ                                                          

       Η κατανοµή GEV ως ευρύτερη κατανοµή των τριών τύπων του θεωρήµατος Fisher-

Tippett αποτελεί χρήσιµο εργαλείο στην στατιστική ανάλυση των ακραίων παρατηρήσεων, 

καθώς η παραδοχή ότι το κανονικοποιηµένο µέγιστο των δεδοµένων ακολουθεί την GEV  και 

η εκτίµηση των παραµέτρων σµξ ,,  από τα ίδια τα δεδοµένα µπορεί να οδηγήσει σε 

ασφαλέστερα συµπεράσµατα από το να υποθέσουµε εκ των προτέρων κάποιον από τους τρεις 

τύπους κατανοµών. 

 

 

1.3 Ασυµπτωτικές κατανοµές ελαχίστου 

       Σε αρκετές περιπτώσεις µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε την πιθανότητα εµφάνισης 

ακραίων (π.χ. πολύ µικρών) τιµών κάποιας τυχαίας µεταβλητής .X  Για παράδειγµα, αν 

κατέχουµε µία µετοχή, θέλουµε να ξέρουµε την πιθανότητα η αξία της να πέσει σε αρκετά 

χαµηλά επίπεδα, ή σε περίπτωση έντονης ξηρασίας µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε την 

πιθανότητα καταγραφής χαµηλής στάθµης στη λίµνη η οποία υδροδοτεί κάποια µεγάλη πόλη. 

Είναι σκόπιµο λοιπόν να ορίσουµε την τυχαία µεταβλητή  

),...min(
~

1 nn XXM =  

και να αναζητήσουµε οριακές κατανοµές, όπως και στην περίπτωση της ,nM  στις οποίες το 

κανονικοποιηµένο ελάχιστο θα συγκλίνει ασθενώς. Από την µελέτη που έχει προηγηθεί για 

την nM  µπορούν εύκολα να προκύψουν συµπεράσµατα για την nM
~

 διότι, 

.),...,max(),...min( 11 nn XXXX −−−=  

Θέτουµε λοιπόν niXY ii ,...,1, =−=  και ορίζουµε  

),...,max( 1 nn YYL = . 
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Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 1.2.6 έχουµε ότι 

)(1)()()
~

( xLPxLPxLPxMP nnnn −<−=−≥=≤−=≤ . 

Για αρκετά µεγάλο n θα έχουµε λοιπόν ότι 

      

.1exp11exp1)
~

(
/1/1




















 +
−−−=




















 −−
+−−≈≤

−− ξξ

σ
µξ

σ
µξ xx

xMP n  

Ισχύει λοιπόν το παρακάτω θεώρηµα το οποίο είναι ανάλογο του Θεωρήµατος 1.2.6. 

 

Θεώρηµα 1.3.1 Αν υπάρχουν ακολουθίες 0>na  και Rbn ∈ τέτοιες ώστε  

)(
~

~
xGx

a
bM

P n
n

nn
∞→→









≤

−
 

όπου G
~

 µη εκφυλισµένη κατανοµή, τότε η G
~

 ανήκει στην οικογένεια GEV (ελαχίστου) µε 




















 +
−−=

− ξ

σ
µξ

/1

1exp)(
~ x

xG  

για x στο σύνολο  






 >

+
− 01:

σ
µξ x

x , ∞<<∞− µ , 0>σ , �� << ξ . 

 

 

1.4 Περιοχή έλξης κατανοµής µεγίστου (Maximum domain of attraction) 

Ορισµός 1.4.1 Έστω τ.µ. X µε σ.κ. F. Λέµε ότι η X ανήκει στην περιοχή έλξης µίας κατανοµής 

ακροτάτων G  αν υπάρχουν ακολουθίες na  > 0 και ∈nb R, ∈n N  για τις οποίες  ισχύει 

)(lim xGx
a

bM
P

n

nn

n
=








≤

−
∞→

 

και συµβολίζουµε )(GMDAX ∈  ή )(GMDAF ∈ .                                                                                                       

 

Παρατήρηση 1.4.2. Ανάλογα µε τον τύπο της G , όπως ορίζει το Θεώρηµα Fisher-Tippett, 

έχουµε τρεις περιοχές έλξης ακροτάτων. Κάθε µία από αυτές περιέχει όλες τις σ.κ F  για τις 

οποίες ίσχυει ότι το κανονικοποιηµένο µέγιστο δείγµατος από αυτές συγκλίνει στην 

αντίστοιχη κατανοµή ακροτάτων. 
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αράδειγµα 1.4.3. Έστω nXXX ,...,, 21 ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) τ.µ. που ακολουθούν 

την κατανοµή Cauchy µε σ.π. 

.,
)1(

1
)( 2 Rx

x
xf ∈

+
=
π

 

Θεωρούµε τις ακολουθίες π/nan =  και 0=nb . Επιπλέον έχουµε ότι  

,1
)1(

lim
)(

lim
)(
)(

lim 2

2

211 =
+

==
∞→−−∞→−∞→ z

z
z
zf

z
zF

zzz π
π

ππ
 

και εποµένως )(zF ~ 1)( −zπ . Συνεπώς, 

( )
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limexp
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π
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π
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nxFn
nxFx

n
M
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n

nn

 

            

Rxe
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nxF
x

x

n
∈=



























−=

−

−∞→
,

)/(
lim

1
exp

1

1

π
π

π
. 

Η κατανοµή Cauchy λοιπόν ανήκει στην περιοχή έλξης της Fréchet.  

 

Παράδειγµα 1.4.4  Έστω nXXX ,...,, 21 ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) τ.µ. που ακολουθούν 

την οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1]. Θεωρούµε τις ακολουθίες nan /1=  και .1=nb  
Επιπλέον, έχουµε ότι 

0,)/1())/1(()/1()( <→+=+=+≤=≤− ∞→ xenxnxFnxMPxnnMP x
n

nn
nn . 

Συνεπώς, η οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1] ανήκει στην περιοχή έλξης της Weibull.  

 

Παράδειγµα 1.4.5  Έστω nXXX ,...,, 21 ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) τ.µ που ακολουθούν 

την εκθετική κατανοµή µε σ.π.  

.0,)( >= − xexf xλλ  

Θεωρούµε τις ακολουθίες λ/1=na  και  λ/lnnbn = . Στο Παράδειγµα 1.1.4 είδαµε ότι  









≤

−
x

a
bM

P
n

nn Rxe
xe

n ∈→
−−

∞→ ,  
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Συνεπώς, η εκθετική κατανοµή  ανήκει στην περιοχή έλξης της Gumbel. 

 

       Στο σηµείο αυτό γεννάται το ερώτηµα εάν υπάρχει κάποιος «εύκολος» τρόπος για να 

ελέγξουµε αν κάποια σ.κ F ανήκει στην MDA κάποιας κατανοµής ακροτάτων. Θα 

διατυπώσουµε λοιπόν κάποιες ικανές και αναγκαίες συνθήκες οι οποίες βοηθούν προς αυτή 

την κατεύθυνση. Αρχικά θα χρειαστούµε τους παρακάτω ορισµούς. 

 

Ορισµός 1.4.6 Μία θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση h  στο (0,∞), καλείται οµαλής 

κύµανσης (regularly varying) στο ∞ µε δείκτη Ra∈ (συµβ. ∈h aℜ ) αν 

0,
)(
)(

lim >=
∞→

tt
xh
txh a

x
 

Ορισµός 1.4.7 Μία θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση L στο (0,∞), καλείται βραδείας 

κύµανσης (slowly varying) στο ∞ (συµβ. ∈h 0ℜ ) αν 

0,1
)(
)(

lim >=
∞→

t
xL
txL

x
 

Ορισµός 1.4.8 Μία θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση h  στο (0,∞), καλείται ταχείας 

κύµανσης (rapidly varying) στο ∞ µε δείκτη ∞− (συµβ. ∈h ∞−ℜ ) αν 





∞
=

∞→

0

)(
)(

lim
xh
txh

x
 

10,

1,

<<
>

t

t
 

                                                                                                                                                                                           

Παρατήρηση 1.4.9. Ουσιαστικά, µε τους τρεις παραπάνω ορισµούς µπορούµε να εξετάσουµε 

αν κάποια συνάρτηση µεταβάλλεται µέτρια, αργά ή γρήγορα καθώς το x πλησιάζει το άπειρο. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα συνάρτησης βραδείας κύµανσης είναι η xln  ή η σταθερή 

συνάρτηση, οµαλής κύµανσης οι Raxxx aa ∈+ ),1ln(,  και ταχείας κύµανσης η xe− . Επίσης, 

εύκολα διαπιστώνουµε ότι κάθε συνάρτηση οµαλής κύµανσης στο ∞ µε δείκτη Ra∈ µπορεί 

να γραφεί στην µορφή )(xLxa
 όπου L είναι µία κατάλληλη συνάρτηση βραδείας κύµανσης, 

καθώς και πάλι θα ισχύει  

Rat
xL
txLt

xLx
txLtx

xh
txh a

x

a

a

a

∈→== ∞→ ,
)(
)(

)(
)()(

)(
)(

 

Θεώρηµα 1.4.10. (αναπαράσταση συναρτήσεων οµαλής κύµανσης). Αν ,ah ℜ∈ { }∞−∪∈Ra , 

τότε η h  µπορεί να αναπαρασταθεί ως εξής 
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zxdu
u
u

xcxh
x

z
�,

)(
exp)()( �







=

δ
 

όπου 0>z  και δ,c  µετρήσιµες συναρτήσεις µε ),0()( 0 ∞∈→ cxc  και ax →)(δ  για ∞→x . 

Ισχύει και το αντίστροφο.                                                                                                                                                                        

 

Παρατήρηση 1.4.11. Παρατηρούµε ότι για 0>a  ισχύει ∞=
∞→

)(lim xh
x

, ενώ για 0<a  έχουµε 

0)(lim =
∞→

xh
x

. 

 

Ορισµός 1.4.12  ∆ύο σ.κ. F και G έχουν ισοδύναµη ουρά, εάν GF zz =  και 

c
xG
xF

Fzx
=

→ )(
)(

lim  

όπου ∞<< c0 .                                                                                                                                                                

 

Πρόταση1.4.13  Έστω GF ,  σ.κ. ισοδύναµης ουράς. Τότε η F  ανήκει στην MDA  κάποιας 

κατανοµής ακροτάτων αν και µόνο αν η G  ανήκει στην ίδια MDA .                                                                                                                            

 

Ορισµός 1.4.14  Έστω σ.κ. F .Ορίζουµε την γενικευµένη αντίστροφη της F ως εξής 

{ } .,)(:inf)( 10 <<≥∈=← ttxFRxtF                                                       
                                                                                                                             

       Σε αυτό το σηµείο είµαστε πλέον σε θέση να διατυπώσουµε τις συνθήκες που 

εξασφαλίζουν ότι µία κατανοµή F ανήκει στην MDA µίας εκ των τριών κατανοµών 

ακροτάτων. 

 

Θεώρηµα 1.4.15 ( MDA  κατανοµής Fréchet). Μία σ.κ. F ανήκει στην MDA της κατανοµής 

Fréchet µε σ.κ.    

)0(
0,)exp(

0,0
)( >





>−
≤

= − γγ xx

x
xG  

)1,0( == aβ , αν και µόνο αν )()( xLxxF γ−=  και ∞=Fz , όπου L  συνάρτηση βραδείας 

κύµανσης. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να επιλέξουµε 0=nb  και )1( 1−← −= nFan . 
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Απόδειξη Έστω )()( xLxxF γ−=  ή ισοδύναµα .0, >ℜ∈ − γγF Αρχικά θα δείξουµε ότι για 

∞→n  ισχύει ότι .∞→na Έχουµε 

.~)(1lim
)(

lim 1
1

1

1
−

−

−

∞→−
∞→

⇒== naF
n
n

n
aF

nn

n

n
 

Συνεπώς, για  ∞→n  έχουµε ότι .0)( →naF  Σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι ,∞=Fz  
έχουµε ότι ∞→na   όταν .∞→n  

Για 0>x  παίρνουµε  

γ−
∞→

− →===+ xn
aF

xaF
naF

aF
xaF

nxaFnbxaFn n
n

n
n

n

n
nnn

1

)(
)(

)(
)(
)(

)()( . 

Για 0<x  και ∞→n  έχουµε 

0)0()( →≤ n
n

n FxaF . 

Συνεπώς, από την Πρόταση 1.1.3 η F  ανήκει στην MDA της Fréchet µε 1,0 == aβ .Η 

απόδειξη του αντιστρόφου είναι αρκετά τεχνική και παραλείπεται (Για περισσότερες 

λεπτοµέρειες βλ. Resnick (1987)).                                                                                

■                                                                                                                                                                                                                                

 

Θεώρηµα 1.4.16 ( MDA  κατανοµής Weibull). Μία σ.κ. F ανήκει στην MDA  της κατανοµής 

Weibull µε σ.κ.    

)0(
0,0

0,))(exp(
)( >





≥

<−−
= γ

γ

x

xx
xG  

)1,0( == aβ , αν και µόνο αν )()( 1 xLxxzF F
γ−− =−  και ∞<Fz , όπου L  συνάρτηση 

βραδείας κύµανσης. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να επιλέξουµε )( 11 −← −−= nFza Fn  και 

Fn zb = .   

Απόδειξη. Έστω  ∞<Fz  και  )()( 1 xLxxzF F
γ−− =−  δηλαδή γ−

− ℜ∈− )( 1xzF F . Ορίζουµε τη 

συνάρτηση .0),()( 1* >−= − xxzFxF F Συνεπώς από το  Θεώρηµα 1.4.15 έχουµε ότι η 
*F ανήκει στην MDA της Fréchet µε 1,0 == aβ . Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να 

επιλέξουµε     

)1( 1
*

−←∗ −= nFan   και  .0* =nb  

Έχουµε λοιπόν, για 0>x  
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,)exp()( γ−
∞→

∗←
∗ −→ xxaF nn  

δηλαδή 

.)exp())(( 1 γ−
∞→

−∗ −→− xxazF nnF
n  

Θέτουµε 1−−= yx  και παίρνουµε 

.0,})(exp{)( <−−→+ ∞→∗ yy
a
y

zF n
n

F
n γ  

Τέλος,      

,
1

)1(
1

}1)(:inf{
1

}1)(:
1

inf{}1)(:inf{)1(

11

1111

nFFF

F
Fn

znFznuFuz

nuF
uz

nxzFRxnFa

γ−
=

−−
=

−≥−
=

−≥
−

=−≥−∈=−=

−←−

−−−−←
∗

∗

 

όπου  .)1( 1−← −= nFnγ  

Συνεπώς,                            

,0},)(exp{))(( <−−→−+ ∞→ yyyzzF nnFF
n γγ δηλαδή, 

)1( 1−← −−=−= nFzza FnFn γ   και  Fn zb =  

Για το αντίστροφο παραπέµπουµε στον Resnick (1987).                                                           ■                                                                                      

 

Θεώρηµα 1.4.17 ( MDA  κατανοµής Gumbel). Μία σ.κ. F ανήκει στo MDA της κατανοµής 

Gumbel µε σ.κ. { } ∞<<∞−−−= xxxG ,)exp(exp)( , )1,0( == αβ  αν και µόνο αν η F µπορεί 

να αναπαρασταθεί ως εξής 

,,
)(
)(

exp)()( F

x
zxdt

ta
tg

xcxF <<







−= ∫ ω

ω
 

όπου c  και g  µετρήσιµες (Lebesgue) συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει 0)( >→ cxc , 

1)( →xg  για Fzx↑  και )(xa  είναι µία θετική απόλυτα συνεχής (ως προς το µέτρο Lebesgue) 

συνάρτηση µε πυκνότητα )(xa′  και 0)(lim =′
↑

xa
Fzx

.  

Για µία τέτοια F  µπορούµε να επιλέξουµε )1( 1−← −= nFbn  και )( nn daa = . Όσον 

αφορά την συνάρτηση a  µπορούµε να επιλέξουµε FzxxXxXExa <>−= ),|()(  όπου X ~ 

F. 
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Απόδειξη  Παραπέµπουµε στον Resnick (1987).                                                                       ■  

 

Παρατήρηση 1.4.18  Αποδεικνύεται ότι οι περιοχές έλξης της Gumbel ,Weibull και Fréchet 

αποτελούνται από όλες τις κατανοµές που ικανοποιούν τις αντίστοιχες συνθήκες των 

θεωρηµάτων 1.4.15-1.4.17 και τις κατανοµές ισοδύναµης ουράς µε αυτές. Για περισσότερες 

λεπτοµέρειες σχετικά µε τον χαρακτηρισµό των περιοχών έλξης, παραπέµπουµε στους Em-

brechts et al.(1997) και de Haan and Ferreira (2006). 

 

 

   1.5 Γενικευµένη κατανοµή Pareto (Generalized Pareto distribution) 

Σε ορισµένες περιπτώσεις µελετούµε παρατηρήσεις που υπερβαίνουν ένα υψηλό κατώφλι u. 

Είναι αρκετά χρήσιµο το γεγονός ότι οι παρατηρήσεις αυτές, ασυµπτωτικά και κάτω από 

σχετικά ασθενείς συνθήκες, ακολουθούν µια γενικευµένη κατανοµή Pareto.  

Ορισµός 1.5.1  Η κατανοµή GPD (Generalized Pareto distribution) έχει σ.κ  

0,~11)(
/1

~, >






 +−=
−

y
y

yH
ξ

σξ σ
ξ

 
και 0~1 >+

σ
ξ y

 

µε παραµέτρους ,0~ >σ R∈ξ .        

                                                                 

Θεώρηµα 1.5.2. Έστω οι i.i.d. τ.µ ,..., 21 XX µε σ.κ F. Υποθέτουµε ότι για n→∞, 

                                         ,)())(( xGxuMP dnn →≤             
όπου 

,1exp)(
/1




















 −
+−=

− ξ

σ
µ

ξ
x

xG   .,0, R∈> ξσµ     (GEV) 

Τότε ισχύει 

ξ

σ
ξ /1

~11)|(
−

→ 






 +−→>≤−
y

uXyuXP
Fzu

 

για κάθε 0>y  και  0>~/+1 σyξ , όπου )(~ µξσσ −+= u .                                                                                                                      

Σχέδιο απόδειξης. Από την υπόθεση του Θεωρήµατος 1.1.1 έχουµε ότι  

,1exp)(
/1




















 −
+−≈

− ξ

σ
µ

ξ
x

xF n   R∈> ξσµ ,0,  
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Συνεπώς, 

(1.3)                                        ≈)(ln xFn
ξ

σ
µ

ξ
/1

1
−








 −
+−

x
 

Από το ανάπτυγµα Taylor για την συνάρτηση xln έχουµε ότι (όταν x ≈ 1),  

(1.4)                                           ( ))(1)(ln xFxF −−≈  

Από την (1.3) και (1.4) έχουµε λοιπόν, για Fzu→  

ξ

σ
µξ

/1

1
1

)(1
−








 −
+≈−

u
n

uF  

Όµοια, 

0,1
1

)(1
/1

>






 −+
+≈+−

−

y
yu

n
yuF

ξ

σ
µ

ξ  

Έτσι λοιπόν παίρνουµε, 

( )
( )

( )
( )

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

µξσ
ξ

σµξ
σξσµξ

σµξ
σµξ

/1

/1

/1

/1

/1

)(
1

/)(1
//)(1

/)(1/1
/)(1/1

)(1
)(1

)|(

−

−

−

−

−










−+
+=

−+
+−+

=

=
−+
−++

≈
−

+−
=>>−

u
y

u
yu

un
yun

uF
yuF

uXyuXP

 

Θέτοντας )(~ µξσσ −+= u  έχουµε, 

ξ

σ
ξ /1

~11)|(
−








 +−≈>≤−
y

uXyuXP                   

                                                                                                                                           ■ 

 

Παρατήρηση 1.5.3. Ισχύουν τα ακόλουθα: 

• Αν 0<ξ  έχουµε ότι, ξσσξ /~0~/1 −<⇒>+ yy , δηλαδή η ποσότητα ξσ /~−  

αποτελεί άνω-φράγµα για τις τιµές της µεταβλητής .)/~( ξσ−=Fzy  

• Αν 0>ξ  η y δεν είναι άνω-φραγµένη 

• Αν 0=ξ  έχουµε ότι   

0,~exp1~11lim
/1

0
>







−−=




















 +−
−

→
y

yy
σσ

ξ ξ

ξ
 

δηλαδή οριακά θα ισχύει )~/1(~| σ−>− ExpuXuX . 
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Παράδειγµα 1.5.4 (Fréchet).  Έστω )/1exp()( xxF −= . Τότε για 0>∞→ yu ,  έχουµε 

( )
,

)(
)(
)(

)exp(
})(exp{

)(
)(

1

1

1

1

1

1

1

1
11

11
1

1
1
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−
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−








 +=
+

=
−−
+−−

≈
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+−−
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−

+−
u
y

u
yu

u
yu

u
yu

uF
yuF

 

(GPD µε  u== σξ ~,1 ) 

Θεώρηµα 1.5.5 (Ιδιότητες της GPD) 1. Έστω τ.µ GPDX ~ µε παραµέτρους .~,σξ  Τότε 

∞=)(XE  αν και µόνο αν .1≥ξ  

2. Εάν 1<ξ  ισχύουν τα παρακάτω 

• 
ξκσ

ξ κ

+
=





















 +
−

1
1

~1 XE   .
1

,
ξ

κ −>     

• !~1ln κξ
σ
ξ κ

κ

=




























 + XE   ., N∈κ  

3. Εάν N∈< κκξ ,/1   τότε ( ) .!
)1(
)(~

1

1

1 κ
ξ
κξ

ξ
σ
κ

κ
κ ⋅

+Γ
−Γ

⋅= −

−

+XE   

4. Iσχύει ότι    .)(
)(

)(
2

~,

1
~,

21
~,

1 yH
yH

yyH
yξσξ

σξ

σξ
+=

+

 

5 Έστω τ.µ nXPoisN ),(~ λ , n = 1, 2, … ακολουθία i.i.d τυχαίων µεταβλητών µε σ.κ. την 

.GPD  Επίσης, ορίζουµε ).,...,max( 1 NN XXM =  Τότε ισχύει 




















 +−=≤
− ξ

σ
ξλ

/1

~1exp)(
y

yMP N  

6. Έστω τ.µ GPDX ~  µε παραµέτρους 1<ξ   ,σ
~ . Τότε για Fzu <  ισχύει 

 

 

ξ
µξσ

−
−+

=>−
1

)(
)|(

u
uXuXE   .0)(, >−+ µξσ u  

                                                                                                                                                                                           

Παρατήρηση 1.5.6. (α) Ισχύει 

)|(
)|(

)|(
121

1

21 yuXyyuXP
uXyuXP

uXyyuXP
+>++>=

>>−
>+>−  

Θέτοντας 11 yuz +=  και 22 yz =  έχουµε 
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)|()|( 121121 zXzzXPyuXyyuXP >+>=+>++> . 

Συνεπώς, η ιδιότητα (4) µας δίνει την πιθανότητα του ενδεχοµένου η τ.µ X  να ξεπεράσει το 

κατώφλι 21 zz +  δεδοµένου ότι έχει υπερβεί το κατώφλι .1z  Η πιθανότητα σε αυτή την 

περίπτωση δίνεται από την κατανοµή GPD  µε µόνη διαφορά την παράµετρο σ~  όπου τώρα 

1
~~ yξσσ +=′ . 

(β) Από την ιδιότητα (5) πληροφορούµαστε ότι αν έχουµε ένα µοντέλο στο οποίο ο αριθµός 

των υπερβάσεων κατωφλίου ακολουθεί την κατανοµή Poisson και οι υπερβάσεις ακολουθούν 

την GPD τότε η µέγιστη υπέρβαση ακολουθεί την GEV µε παραµέτρους )1(~1 −= −∗ ξλσξµ  

και .~ ξλσσ =∗  

 

1.6. Οριακή κατανοµή της r µεγαλύτερης παρατήρησης 

       Μέχρι τώρα έχουµε µελετήσει την συµπεριφορά της µέγιστης παρατήρησης σε µία 

ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. Σε αυτό το σηµείο θα παρουσιάσουµε την γενίκευση του 

µοντέλου αυτού και συγκεκριµένα θα ασχοληθούµε µε την κατανοµή της r µεγαλύτερης 

παρατήρησης. Έστω και πάλι ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ nXXX ,...,, 21  µε συνάρτηση 

κατανοµής .F  Συµβολίζουµε µε )(r
nM την r-οστή µεγαλύτερη παρατήρηση από τις 

.,...,1, niX i =  

Θεώρηµα 1.6.1  Εάν υπάρχουν ακολουθίες 0>na  και Rbn ∈  τέτοιες ώστε 

,1exp
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τότε για σταθερό r ισχύει  
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στο σύνολο 
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Για r = 1 η 1G συµπίπτει µε την κατανοµή .GEV          
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Θεώρηµα 1.6.2. Έστω  
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και ).,..,( 1 rxx=x  Η οριακή από κοινού συνάρτηση κατανοµής των r µεγαλύτερων 

διατεταγµένων παρατηρήσεων δίνεται από την σχέση
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και ....21 rxxx ≥≥≥  Αντίστοιχα, για την οριακή από 

κοινού συνάρτηση πυκνότητας έχουµε 

,11exp),...,,(
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+−= ∏
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σ
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xx
xxxf  

όπου σµ,  οι παράµετροι της GEV  κατανοµής και 01:,...21 >
−

+≥≥≥
σ
µξ k

kr
x

xxxx
 
για 

.,...,2,1 rk =  Για r = 1 η σ.κ και η σ.π. συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες της .GEV                                                                                                    

 

Παρατήρηση 1.6.3. Οι προσεγγίσεις του θεωρήµατος µπορούν να θεωρηθούν έγκυρες µόνο 

στην περίπτωση όπου το r είναι αρκετά µικρό σε σχέση µε το n. Όσο το r αυξάνει σε σχέση 

µε το n, η ταχύτητα σύγκλισης φθίνει µε γρήγορο ρυθµό και οι προσεγγίσεις δεν µπορούν να 

θεωρηθούν αξιόπιστες. 

 

 

1.7 Προσέγγιση µέσω Σηµειακών στοχαστικών διαδικασιών 

       Ένας ενδιαφέρον τρόπος για να µελετήσουµε την ακραία συµπεριφορά µιας τυχαίας 

διαδικασίας, είναι µέσω των σηµειακών διαδικασιών (point processes). Μια σηµειακή 

διαδικασία µπορούµε να την φανταστούµε σαν µια τυχαία κατανοµή σηµείων στον χώρο π.χ. 

στο Rb ⊂],[α  ή στο .],[],[ 2
2211 Rbb ⊂× αα  Για τον ακριβή ορισµό της σηµειακής 

διαδικασίας θα χρειαστούµε την έννοια του σηµειακού µέτρου (point measure) η οποία 

δίνεται παρακάτω. 
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Ορισµός 1.7.1 Έστω kRE ⊆ και Eℑ η ελάχιστη σ-άλγεβρα η οποία παράγεται από τα ανοιχτά 

υποσύνολα του E . Για οποιαδήποτε ακολουθία σηµείων 1)( ≥iix  στο E , όχι απαραίτητα 

διαφορετικά µεταξύ τους, ορίζουµε ως σηµειακό µέτρο το µέτρο m  για το οποίο ισχύει 

{ } )(,:#1)()(
:1

Ei
Axii

x AAxiAAm
i

i
ℑ∈∈=== ∑∑

∈

∞

=

ε  

και ∞<)(Km  για κάθε συµπαγές υποσύνολο EK ⊂ (Το µέτρο ε  είναι µέτρο Dirac και µε το 

#  συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου).                                                                                                                               

       Το σηµειακό µέτρο m  λοιπόν, απαριθµεί τα σηµεία του χώρου E  τα οποία 

«περιέχονται» µέσα στο σύνολο .A  Συµβολίζουµε µε )(EM p  το χώρο όλων των σηµειακών 

µέτρων στο E  και µε )(EpM  την ελάχιστη σ-άλγεβρα η οποία περιέχει τα σύνολα της 

µορφής })(:)({ BAmEMm p ∈∈  όπου EA ℑ∈  και ]),0([ ∞∈BB  (Β Borel υποσύνολο του 

],0[ ∞ ), δηλαδή )(EpM  είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα η οποία κάνει µετρήσιµες τις 

απεικονίσεις )(Amm→  για κάθε .EA ℑ∈    

Ορισµός 1.7.2 Μία µετρήσιµη συνάρτηση N  από τον χώρο πιθανότητας (Ω,F, P) στο χώρο 

)](),([ EEM pp M  καλείται σηµειακή διαδικασία στο σύνολο E .                                   

(N:(Ω,F,P) → ))(,)(( EEM pp M ). 

       Συνεπώς, η σηµειακή διαδικασία N  είναι ένα τυχαίο στοιχείο του χώρου )(EM p . Αν 

διαλέξουµε ένα Ω∈ω , τότε η απεικόνιση ),( ⋅ωN  είναι σηµειακό µέτρο ενώ το ),( AN ω  

εκφράζει το πλήθος των σηµείων που βρίσκονται στο )( EAA ℑ∈ µετά την πραγµατοποίηση 

του ω . 

       Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση )(: EMN p→Ω  είναι σηµειακή διαδικασία αν και µόνο 

αν η απεικόνιση N: (Ω,F) → ),(,])),0([],,0([ AN ωω→∞∞ B  είναι µετρήσιµη για κάθε 

.EA ℑ∈  Έστω τώρα, ∑
∞

=
=

1i xi
m ε  ένα σηµειακό µέτρο στο .E  Υποθέτουµε ότι 1)( ≥iix  είναι 

µια ακολουθία σηµείων στο E , όχι απαραίτητα διαφορετικά µεταξύ τους, και θεωρούµε την 

υπακολουθία 1)( ≥iiy της που αποτελείται από όλα τα σηµεία }{ ix  που είναι διαφορετικά 
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µεταξύ τους. Για παράδειγµα, αν }4,3,2,2,1{}5,,1,{ == Kixi  τότε }4,3,2,1{}{ =iy . Ορίζουµε 

ως πολλαπλότητα του στοιχείου iy  την ακολουθία ni = #{ j, j ≥1, yi = xj }, δηλαδή το in  

εκφράζει τον αριθµό εµφανίσεων του iy  στην αρχική ακολουθία 1)( ≥iix . Αν γράψουµε 

∑
∞

=
=

1
,

i yi inm ε
 
τότε το m  είναι µέτρο το οποίο ονοµάζουµε απλό σηµειακό µέτρο (simple 

point measure) αν 1=in  για όλα τα i . Σε διαφορετική περίπτωση, το m  ονοµάζεται 

πολλαπλό σηµειακό µέτρο (multiple point measure). 

Ορισµός 1.7.3 Η σηµειακή διαδικασία N ονοµάζεται απλή (simple point process) αν οι 

πραγµατοποιήσεις της είναι απλά σηµειακά µέτρα. Σε αντίθετη περίπτωση ονοµάζεται 

πολλαπλή (multiple point process).     

Ορισµός 1.7.4 Έστω σηµειακή διαδικασία  N: (Ω,F,P) ))(),(( EEM pp M→ . Η κατανοµή της 

N  είναι το µέτρο πιθανότητας )�(=1 ANPNP o  µε ).(� EA pM  

Παρατήρηση 1.7.5 Αποδεικνύεται ότι η κατανοµή 1−NP o  καθορίζεται µονοσήµαντα από 

την κατανοµή του τυχαίου διανύσµατος ))(,),(( 1 mANAN K  για οποιαδήποτε επιλογή των 

.)1(,...,1, ≥=ℑ∈ mmiA Ei  

       Πολύ σηµαντική στις εφαρµογές είναι η στοχαστική διαδικασία Poisson (Poisson 

process ή Poisson random measure), η οποία είναι ειδική περίπτωση σηµειακής διαδικασίας. 

Αποτελεί κατάλληλο µοντέλο για διαδικασίες των οποίων τα γεγονότα συµβαίνουν συνεχώς 

στο χρόνο και είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Στην περίπτωση µας, θα δούµε παρακάτω ότι η 

διαδικασία Poisson και συγκεκριµένα η οµογενής διαδικασία Poisson (Homogeneous Poisson 

process) µπορεί να προκύψει ως όριο της διαδικασίας των υπερβάσεων από την ακολουθία 

Xi, i = 1, 2,… .  

Ορισµός 1.7.6 Μία σηµειακή διαδικασία N  ονοµάζεται Poisson διαδικασία ή µέτρο Poisson 

(Poisson random measure), µε µέσο µέτρο (mean measure) µ , αν ικανοποιούνται οι  

παρακάτω συνθήκες, 

1. Για EA ℑ∈  και  0≥k  
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∞=

∞<−==
)(,0

)(,
!
))((

))(exp())((
A

A
k
A

AkANP

k

µαν

µανµµ  

2. Για κάθε 1≥m  και EmAA ℑ∈,,1 K  µε mjiAA ji ,,1,, K=∅=∩  οι τυχαίες µεταβλητές 

)(,),( 1 mANAN K  είναι ανεξάρτητες (εν συντοµία θα συµβολίζουµε τη διαδικασία µε 

)(µPRM ). 

Παρατήρηση 1.7.7 Στην ειδική περίπτωση όπου 0|,|)( >= λλµ AA  και || ⋅ το µέτρο Lebes-

gue, η διαδικασία ονοµάζεται οµογενής διαδικασία Poisson µε ένταση (intensity) .λ  

Ορισµός 1.7.8 (ασθενής σύγκλιση σηµειακών διαδικασιών) Έστω K,,, 21 NNN  σηµειακές 

διαδικασίες µε χώρο καταστάσεων τον }){( ±∞∪=⊆ RRRE d  εφοδιασµένο µε τη σ-άλγεβρα 

Eℑ . Θα λέµε ότι η nN  συγκλίνει ασθενώς στην )(EMN p∈  )( NN dn →  αν   

,,))(,,)(())(,,)(( 1111 ∞→==→== nkANkANPkANkANP mmmmnn KK  

 για οποιαδήποτε επιλογή των ,)1(,...,1, ≥=ℑ∈ mmiA Ei  k1,k2,…,km∈N µε 1)0)(( ==∂ iANP  

όπου A∂  το σύνορο του .A  

       Θα διατυπώσουµε τώρα το θεώρηµα το οποίο µας δίνει τις συνθήκες που πρέπει να 

ικανοποιούνται ώστε µία σηµειακή διαδικασία σε ένα υποσύνολο του R  να συγκλίνει 

ασθενώς σε µία απλή σηµειακή διαδικασία. 

Θεώρηµα 1.7.9 (Kallenberg) Έστω nN  και N  σηµειακές διαδικασίες στο RbE ⊂= ],(α  µε 

N  απλή σηµειακή διαδικασία. Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες, 

∞→→ nANEANE n ,))(())((  

για κάθε ],( dcA =  και bdc ≤<<α  και 

∞→=→= nBNPBNP n ,)0)(()0)((  

για κάθε U
k

i ii dcB
1

],(
=

=  και  .1,11 ≥≤<<<<< kbdcdc kkKα  Τότε NN dn →  στο χώρο 

)(EM p .                                                                                                                                
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       Η σηµειακή διαδικασία η οποία παρουσιάζει ενδιαφέρον στη θεωρία ακραίων τιµών είναι 

η διαδικασία υπερβάσεων κατωφλίου (point process of exceedances).Έστω λοιπόν K,, 21 XX  

ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές. Θεωρούµε τη σηµειακή διαδικασία nN  στο 

]1,0(=E  µε 

)1(,}{)()()5.1(
1

/ ≥>⋅=⋅ ∑
=

nuXIN ni

n

i
nin ε  

όπου )(AI  η δείκτρια συνάρτηση του Α. Μια πραγµατοποίηση λοιπόν της nN , µας δίνει το 

πλήθος των σηµείων Eni ∈/  ή ισοδύναµα nEi∈ , στα οποία έχουµε πραγµατοποίηση του 

ενδεχοµένου }.{ ni uX >  Έχοντας κατά νου το Θεώρηµα Kallenberg θα δείξουµε ότι η 

σηµειακή διαδικασία nN  συγκλίνει ασθενώς σε µία οµογενή διαδικασία Poisson. Στην 

Πρόταση 1.1.3 είδαµε ότι g
nnn euMP −

∞→→≤ )(  αν και µόνο αν guFn nn →∞→)( . Η 

ποσότητα )( nuFn  εκφράζει την µέση τιµή των υπερβάσεων του κατωφλίου nu , οι οποίες 

όπως είδαµε ακολουθούν διωνυµική κατανοµή. Θα δείξουµε και πάλι ότι ισχύει η Πρόταση 

1.1.3 κάνοντας χρήση της θεωρίας που αναπτύξαµε για τις σηµειακές κατανοµές. 

Θεώρηµα 1.7.10 Έστω 1)( ≥nnX  ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) τυχαίες µεταβλητές µε 

συνάρτηση  κατανοµής F . Επίσης, υποθέτουµε ότι για κάθε ),0( ∞∈g  υπάρχει ακολουθία 

1)( ≥nnu  τέτοια ώστε να ισχύει guFn nn ∞→→)( . Τότε η σηµειακή διαδικασία (1.5) συγκλίνει 

ασθενώς στην οµογενή διαδικασία Poisson N στο ]1,0(   µε ένταση g  ( η N  είναι 

|)|( ⋅gPRM ). 

Απόδειξη Παρατηρούµε ότι αν N  είναι οµογενής PRM  τότε µπορεί να γραφεί ως 

,)()(
1∑

∞

=
⋅=⋅

i TiN ε  όπου ii YYT ++= K1  µε iY  ανεξάρτητες τ.µ που ακολουθούν την εκθετική 

κατανοµή, έστω µε παράµετρο .g  Συνεπώς, µια οµογενής PRM  είναι απλή σηµειακή 

διαδικασία. Υποθέτουµε ότι η οριακή διαδικασία N  είναι εµφυτευµένη σε µία οµογενή 

διαδικασία Poisson στο (0,∞). Υπό αυτή την έννοια θα είναι απλή. Μπορούµε λοιπόν να 

κάνουµε χρήση του Θεωρήµατος Kallenberg. Έστω λοιπόν ]1,0(],( ⊂= bA α . Τότε, για κάθε 

n τέτοιο ώστε [nb]−[nα] ≥ 1, έχουµε ότι 
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ni
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Συνεπώς, ))(],[]([~)( nn uFnnbBinAN α−  ( ][⋅  η συνάρτηση ακέραιο µέρος). Είναι γνωστό 

επίσης ότι  )(~][][ αα −− bnnnb  και από την υπόθεση του θεωρήµατος παίρνουµε ότι 

nguF n /~)( . Έχουµε λοιπόν ότι  

.))(()())/)(((~)(])[]([)( ANEbgngbnuFnnbAEN nn =−=−−= ααα  

Επίσης,             

∞→−−→

−−=

=

−






 −
==

−

−

nbg

uFnnb

uF

uFuF
nnb

ANP

n

n
nnb
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,)}(exp{

)}(1ln(])[]exp{([

)(

)())(1(
0

][][
)0)((

][][

][][0

α
α

α

α

α

 

(λαµβάνοντας υπόψη ότι )(~))(1ln( nn uFuF −−  για 0)( →nuF ). Έστω τώρα U
k

i
ii dcB

1

],(
=

=  

όπου .10 11 ≤<<<<< kk dcdc K  Έχουµε ότι  

       ),,1,0],(()0)(( kidcNPBNP iinn K====  

                              =P(δεν έχουµε υπέρβαση του nu στο σύνολο B)      

                              = ),,1,max(),,1,max(
][][/

kiuXPkiuXP nj
ndjnc

nj
dnjc iiii

KK =≤==≤
≤<≤<     

.,)}(exp{

)0],(()max(

1

11
][][

∏

∏∏

=
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i
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Για την οµογενή διαδικασία Poisson γνωρίζουµε ότι  

.)}(exp{)}(exp{|)|exp()0)((
1 1
∑ ∏
= =

−−=−−=−==
k

i

k

i
iiii cdgcdgBgBNP  

Από το Θεώρηµα Kallenberg λοιπόν έχουµε το ζητούµενο.                                                      ■                                                                                  
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Γενικότερα ισχύει το παρακάτω αποτέλεσµα, 

.,,,1,
!

)1]1,0(()(
1

0
, ∞→=→−≤=≤ ∑

−

=

− nni
j

g
eiNPuXP

i

j

j
g

nnni K  

       ∆είξαµε λοιπόν, ότι αν οι υπερβάσεις γίνονται εντελώς τυχαία κατά την εξέλιξη της 

διαδικασίας και δεν υπάρχει εξάρτηση µεταξύ τους, τότε η οµογενής διαδικασία Poisson είναι 

κατάλληλο µοντέλο για την περιγραφή τους. Υποθέτουµε λοιπόν ότι η τ.µ K εκφράζει τον 

αριθµό των υπερβάσεων ενός κατωφλίου u  και ).(~ λPoisK  Επίσης θεωρούµε ότι το 

µέγεθος των υπερβάσεων KYYY ,,, 21 K  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ µε κατανοµή την 

GPD  µε παραµέτρους σξ ~,  δεδοµένου ότι .1≥K  Εάν υποθέσουµε ότι οι τ.µ KYYY ,,, 21 K  
είναι ανεξάρτητες της τ.µ Κ θα έχουµε ότι 

,})~1(exp{})~1(1{
!

),,,()0(

),max()max(

/1/1

1

1
1

0
11

ξξ
λ

λ

σ
ξλ

σ
ξλ −−

∞
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−

∞

=

∞

=
≤≤≤≤
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∑

∑
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e

e

nKxYxYPNP

nKxYPxYP
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n

n

n
n

i
n

niiKi

K  

όπου .0~/1 >+ σξ x  

Το µοντέλο αυτό αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως Poisson-GPD model. Το παραπάνω 

αποτέλεσµα αποτελεί ουσιαστικά απόδειξη του (4) του Θεωρήµατος 1.1.5.  

       Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τις σηµειακές διαδικασίες παραπέµπουµε 

στους Daley and Vere-Jones (1988), Resnick (1987). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Θεωρία Ακραίων Τιµών για ισχυρά στάσιµες ακολουθίες τυχαίων 

µεταβλητών 

 

2.1 Εισαγωγή 

       Στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας αναπτύξαµε συνοπτικά τα βασικά 

αποτελέσµατα της θεωρίας ακραίων τιµών για ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα επιχειρήσουµε την γενίκευση των αποτελεσµάτων για εξαρτηµένες 

τυχαίες µεταβλητές και δη για ισχυρά στάσιµες ακολουθίες τυχαίων µεταβλητών (strictly sta-

tionary sequences). Ο ακριβής ορισµός µίας ισχυρά στάσιµης ακολουθίας (ι.σ.α.) δίνεται 

παρακάτω. 

Oρισµός 2.1.1  Μία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών {Χt, t∈Z} καλείται ισχυρά στάσιµη 

(strictly stationary) αν η κατανοµή των τυχαίων διανυσµάτων 

),...,(
1 ntt XX   και  ),...,(

1 ltlt n
XX ++  

είναι ίδια για κάθε επιλογή των  t1,…,tn ∈Z , 1≥n   και  l∈Z . 

        Από τον ορισµό λοιπόν είναι φανερό ότι µία ι.σ.α επιδεικνύει την ίδια στοχαστική 

συµπεριφορά µε το πέρασµα του χρόνου. Άµεση συνέπεια αυτού, είναι ότι η µέση τιµή και η 

διασπορά της είναι σταθερές και ανεξάρτητες του χρόνου. Ωστόσο, η εξάρτηση που υπάρχει 

ανάµεσα στις τυχαίες µεταβλητές Χi ,i=1,..,n µπορεί να επηρεάσει σηµαντικά τις ποσότητες 

που µελετήσαµε στο πρώτο κεφάλαιο, όπως για παράδειγµα την συµπεριφορά και το µέγεθος 

των ακραίων τιµών.  

       Ένα σύνηθες φαινόµενο που παρατηρείται σε στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες 

παρουσιάζουν θετική εξάρτηση, είναι η «τοπική» συγκέντρωση ακραίων τιµών, δηλαδή η 

πιθανότητα να παρατηρήσουµε διαδοχικές ακραίες τιµές είναι µεγαλύτερη σε σχέση µε µία 
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διαδικασία που δεν παρουσιάζει εξάρτηση. Συνεπώς, τα µοντέλα που έχουµε αναπτύξει µέχρι 

τώρα δεν µπορούν να  αποτελέσουν αξιόπιστα εργαλεία. Ωστόσο, όπως θα δούµε και 

παρακάτω, µπορούµε να κάνουµε χρήση των αποτελεσµάτων του πρώτου κεφαλαίου αν η 

ι.σ.α. ικανοποιεί κάποιες συγκεκριµένες συνθήκες. Οι συνθήκες θα είναι τέτοιες ώστε να 

αποτρέπεται το φαινόµενο της µακροχρόνιας εξάρτησης µεταξύ των τιµών της, όχι όµως και 

το φαινόµενο της τοπικής εξάρτησης που αναφέραµε παραπάνω. Σκοπός µας δηλαδή είναι να 

επιβάλουµε συνθήκες οι οποίες θα καταστούν ασυµπτωτικά ανεξάρτητες τις ακραίες 

παρατηρήσεις που απέχουν µεταξύ τους κατά επαρκώς µεγάλα χρονικά διαστήµατα. 

∆ιαισθητικά, είναι σαφές ότι τα χρονικά διαστήµατα θα έχουν άµεση σχέση µε τον «βαθµό 

εξάρτησης» των παρατηρήσεων που υπερβαίνουν κάποιο συγκεκριµένο κατώφλι. Όσο πιο 

µεγάλος είναι ο βαθµός εξάρτησης τόσο µεγαλύτερα θα είναι και τα χρονικά διαστήµατα. 

Παρακάτω θα δούµε ότι ο βαθµός εξάρτησης έχει άµεση σχέση µε την  παράµετρο που  

ονοµάζουµε δείκτη ακρότατης εξάρτησης (extremal index). 

       Πριν ξεκινήσουµε την γενικότερη ανάλυση της θεωρίας µπορούµε να δούµε τι συµβαίνει 

σε µία συγκεκριµένη περίπτωση µε το παράδειγµα που ακολουθεί. 

Παράδειγµα 2.1.2 Ας υποθέσουµε ότι ρίχνουµε n φορές ένα αµερόληπτο ζάρι. Το 

αποτέλεσµα κάθε ρίψης είναι τυχαία µεταβλητή την οποία την συµβολίζουµε µε Yi, i = 1, 2, 

…, n. Θεωρούµε ότι οι τ.µ Yi είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε σ.κ F. Επιπλέον, ορίζουµε τις 

τυχαίες µεταβλητές  Xi = max(Yi ,Yi+1) , i = 1, 2,…, n–1. Είναι σαφές ότι οι τ.µ  Xi  δεν είναι 

ανεξάρτητες καθώς  

P(Xi ≤ x, Xi+1≤ y) = F(x) F(min(x,y)) F(y) 

και  

P(Xi ≤ x)P(Xi+1≤ y) = F2(x) F2(y) 

για x,y = 1,…,6  και  i = 1,…,n–1. Αν υποθέσουµε ότι n→∞ εύκολα διαπιστώνουµε ότι η 

ακολουθία {Χi , i = 1, 2, …} είναι ισχυρά στάσιµη. Έστω τώρα ότι έχουµε ρίξει το ζάρι είκοσι 

φορές και έχουµε πάρει το παρακάτω αποτέλεσµα για τις τιµές της ακολουθίας {Yi, i = 1, 2, 

…, 20}, 

1 , 3 , 4 , 2, 5 , 2 , 3 , 6 , 5 , 4 , 2 , 1 , 1 , 3, 5 , 6 , 4 , 2 , 3 , 6. 
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Αντίστοιχα, οι τιµές της ακολουθίας {Χi , i=1,2,…,19} θα είναι 

3 , 4 , 4 , 5 , 5 , 3 , 6 , 6 , 5 , 4 , 2 , 1 , 3 , 5 , 6 , 6 , 4 , 3 , 6. 

Στα παρακάτω διαγράµµατα απεικονίζονται οι αντίστοιχες τιµές. 

 
{Yi, i=1,...,20} 

 
{Xi, i=1,...,19} 

Αν λοιπόν τώρα θεωρήσουµε ως ακραία αποτελέσµατα τις τιµές των διαδικασιών {Χi , i = 1, 

2, …} και {Υi , i = 1, 2,…} που είναι µεγαλύτερες ή ίσες του πέντε (u = 4), τότε µε µία πρώτη 

µατιά παρατηρούµε ότι τα ακραία γεγονότα (τιµές) της {Χi ,i=1,2,…} στο συγκεκριµένο 

παράδειγµα εµφανίζονται σε ζεύγη. Αυτό το γεγονός αποτελεί άµεση συνέπεια της εξάρτησης 

που έχουν οι τυχαίες µεταβλητές  Xi . Εάν έχουµε n διαδοχικές υπερβάσεις του κατωφλίου 

u=4 από την ακολουθία {Yi , i=1,2,…} στα σηµεία  j, j+1,…, j+n–1, οι αντίστοιχες 

υπερβάσεις της ακολουθίας {Χi , i=1,2,…} θα συµβαίνουν στα σηµεία  j−1, j,…, j+n−1, 

δίνοντας έτσι µία ακραία παρατήρηση παραπάνω από την {Yi , i=1,2,…}. Στο συγκεκριµένο 

παράδειγµα οι χρονικές στιγµές των υπερβάσεων και το πλήθος των διαδοχικών υπερβάσεων 

είναι οι  j = 5 µε n = 1, j = 8 µε n = 2, j = 15 µε n = 2, j = 20 µε n = 1, j = 22 µε n = 2, j = 25 

µε n = 1 και j = 28 µε n = 1. 
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2.2 Ασυµπτωτικές κατανοµές µεγίστου 

        Όπως αναφέραµε και παραπάνω στόχος µας είναι να επιβάλλουµε σε µία ισχυρά 

στάσιµη ακολουθία να ικανοποιεί κάποια συνθήκη η οποία θα αποτρέπει την µακροχρόνια 

εξάρτηση στα ακραία επίπεδα, έτσι ώστε τα ενδεχόµενα {Xi > u} και {Xj > u} να είναι 

ασυµπτωτικώς ανεξάρτητα, για επαρκώς µεγάλες τιµές του κατωφλίου u και χρονική 

απόσταση µεταξύ των στιγµών i, j που θα καθορίζεται από τον βαθµό εξάρτησης των τυχαίων 

µεταβλητών Χi , i = 1, 2,…. 

       Έστω λοιπόν η ι.σ.α. {Χi , i = 1,2,…}. Για ένα σύνολο θετικών ακεραίων, έστω J, θα 

χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό M(J) = iJi X∈max  όπου Μ(Ø) −∞= . Θεωρούµε επιπλέον τις 

ακολουθίες θετικών ακεραίων (rn) ∈N , n∈N µε rn = ο(n) όταν n → ∞ και  kn = [n/rn]. 

Αρχικά, χωρίζουµε το σύνολο {1,…,n}  σε  kn οµάδες (blocks) όπου κάθε οµάδα έχει µέγεθος  

rn . Το σύνολο των στοιχείων που περιέχει κάθε οµάδα θα το συµβολίζουµε µε  Jj  όπου    

(2.1)                               Jj  = Jj,n = {( j−1)rn +1,…, jrn},    j =1, …, kn. 

Στην περίπτωση όπου knrn < n λαµβάνουµε υπόψη και την οµάδα 1+nkJ ={knrn + 1, …, n}. 

Προφανώς  Mn = maxj M(Jj). Έχουµε λοιπόν ότι 
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Επιπλέον, ισχύει ότι  

                            })({})({}))({( 11
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Συνεπώς,  
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Από τις σχέσεις (2.3) και (2.4) προκύπτει το παρακάτω αποτέλεσµα 
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Από την σχέση (2.3) λοιπόν, βλέπουµε ότι µπορούµε να παραλείψουµε την kn+1 οµάδα, 

εφόσον   

0))(()6.2( 1 ∞→+ →> nnk uJMP
n

. 

Πιο αυστηρά, εφαρµόζοντας τις σχέσεις (2.5) και (2.6) στην σχέση (2.2) παίρνουµε την 

παρακάτω ισότητα 
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Θεωρούµε τώρα τα σύνολα   
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όπου  (sn)  ακολουθία θετικών ακεραίων για την οποία ισχύει ότι sn = o(rn) όταν n→∞. 

Προφανώς k
j

l
jj JJJ U= . Ακολουθώντας τον ίδιο συλλογισµό από τον οποίο προέκυψε η (2.3) 

προκύπτει ότι 
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Αν θέσουµε })({ n
l
jj uJMA ≤=  και  })({ n

k
jj uJMB ≤=  τότε από την σχέση (2.7) έχουµε ότι  
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Χρησιµοποιώντας την σχέση (2.8) η (2.9) γίνεται 
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Επίσης, 
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Όµως από την σχέση (2.8) προκύπτει ότι 
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Χρησιµοποιώντας λοιπόν την σχέση (2.12), η  (2.11) δίνει την παρακάτω ισότητα 
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Από τις σχέσεις (2.9) και (2.10) βλέπουµε λοιπόν ότι  
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δηλαδή τα ενδεχόµενα I
nk

j
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≤  είναι ασυµπτωτικά ισοπίθανα 

και επιπλέον,  
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Επίσης, από την σχέση (2.12) η πιθανότητα των ενδεχοµένων })({ n
k
j uJM > , j=1,…,kn, 

µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα όταν n→∞ . 

        Συνοψίζοντας λοιπόν τα βήµατα που ακολουθήσαµε, έχουµε τα εξής: 

1. Χωρίσαµε τις τ.µ  Χi , i =1,2, ...,n  σε  kn+1 το πλήθος οµάδες Jj, όπου οι πρώτες kn 

περιέχουν rn το πλήθος τ.µ. (βλ. σχέση (2.1)) 

2. ∆είξαµε ότι η  kn+1 οµάδα µπορεί ασυµπτωτικά να θεωρηθεί αµελητέα (βλ. σχέση 

(2.6)). 

3. Χωρίσαµε κάθε οµάδα Jj σε δύο υποοµάδες l
jJ  και k

jJ  µεγέθους rn− sn και sn 

αντίστοιχα. 

4. ∆είξαµε ότι οι οµάδες k
jJ µπορούν να παραληφθούν όταν n→∞, εφόσον έχουµε 

υποθέσει ότι  sn=ο(rn), δηλαδή το µέγεθος των k
jJ συγκριτικά µε το µέγεθος των Jj  

είναι ασυµπτωτικά αµελητέο (βλ. σχέση (2.8)). 

5. Καταλήξαµε στο ότι η κατανοµή της µέγιστης παρατήρησης µπορεί να προσεγγιστεί 

από την από κοινού κατανοµή των µεγίστων των οµάδων l
jJ ,  ή ισοδύναµα των  Jj .  

(βλ. σχέση (2.14)) 

 

       Η σχέση (2.14) µας δίνει µία πρώτη εικόνα για την µορφή της συνθήκης  που 

αναζητούµε. Εάν τα ενδεχόµενα nn
l
j kjuJM ,...,1},)({ =≤  µπορούν να θεωρηθούν 

ανεξάρτητα όταν n→∞ τότε από η σχέση (2.14) έχουµε ότι 
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Η συνθήκη που εξασφαλίζει ότι η σχέση (2.15) ικανοποιείται οριακά είναι η παρακάτω. 
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Ορισµός (Συνθήκη  D(un)). Μία ακολουθία τ.µ. X1,X2,… θα λέµε ότι ικανοποιεί την συνθήκη 

D(un) αν ισχύει η ακόλουθη απαίτηση. Για κάθε θετικούς ακέραιους  p, q και 

1≤  i1 < ··· < ip< j1 < ··· < jq ≤  n 

όπου  j1− ip ≥ )(: noss n ==  απαιτούµε να ισχύει η παρακάτω σχέση 

∞→→≤≤≤−≤
∈∈∈

nauXPuXPuXP snni
Ai

ni
Ai

ni
AAi

,0|)max()max()max(| ,
2121U

 

όπου Α1 = { i1,…, ip }, Α2 = { j1,…, jq }. 

       Επιβάλλοντας σε µία ι.σ.α να ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη είναι φανερό ότι τα 

ενδεχόµενα }{max
1 niAi uX ≤∈

 
και }{max

2 niAi uX ≤∈  καθίστανται ασυµπτωτικώς ανεξάρτητα. 

Η παραπάνω συνθήκη, γενικεύεται (επαγωγικά) για k = kn το πλήθος σύνολα Αi τα οποία 

απέχουν µεταξύ τους απόσταση s, δίνοντας την παρακάτω σχέση 
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Αν λοιπόν sn = ο(rn)  και 0)1( , →−
nsnn ak  όταν n→∞, τότε 
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Η σχέση (2.16) οδηγεί στην (2.15), την οποία θέλαµε να δείξουµε. Επιπλέον, αν υπάρχει 

ισχυρή εξάρτηση µεταξύ των τ.µ Χi , i =1,2,….,n, η ακολουθία sn θα πρέπει να αυξάνει µε 

γρήγορο ρυθµό και σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι  sn=ο(rn) και kn=[n/rn], ο ρυθµός αύξησης 

της ακολουθίας  kn  θα πρέπει να είναι µικρός, εξασφαλίζοντας έτσι ότι 0)1( , →−
nsnn ak

 όταν 

n→∞. Στην ειδική περίπτωση όπου έχουµε ανεξαρτησία των τ.µ  Χi ,i = 1,2,….,n, µπορούµε 

να επιλέξουµε kn = n και sn = 1. 

       Άµεση συνέπεια της σχέσης (2.15) είναι το παρακάτω θεώρηµα (Leadbetter (1974)) το 

οποίο αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος 1.1.1 για µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων 

µεταβλητών Χi , i=1,2,…. 
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Θεώρηµα 2.2.1 Έστω Χi, i =1,2,… µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. 

Υποθέτουµε ότι υπάρχουν ακολουθίες 0>na  και Rbn ∈ , Nn∈  τέτοιες ώστε 

)(xGx
a

bM
P n

n

nn
∞→→









≤
−

,   x∈R 

όπου G µη εκφυλισµένη συνάρτηση κατανοµής. Εάν επιπλέον ισχύει η συνθήκη D(un), όπου 

un=anx+bn για κάθε x τέτοιο ώστε  G(x) > 0, τότε η G  ανήκει σε µία εκ των τριών οικογενειών 

του Θεωρήµατος 1.1.1 . 

       Για την απόδειξη του Θεωρήµατος θα χρειαστούµε την παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 2.2.2 Έστω A, B, A1, A2,…τυχαίες µεταβλητές και έστω οι ακολουθίες  bn > 0,  dn > 

0, an, cn ∈R.Υποθέτουµε ότι ισχύει η παρακάτω σχέση 

.)(1 AaAb dnnn →−−  

Τότε  

 

αν και µόνο αν, για n→∞ 

),0[/)2( ∞∈→ adb nn   και  ./)( Rbdca nnn ∈→−  

Αν ισχύει η (1) τότε  

 

και  a,b είναι οι µοναδικές σταθερές για τις οποίες ισχύει η σχέση (3). 

Επίσης, αν ισχύει η (1) τότε η κατανοµή A είναι µη εκφυλισµένη αν και µόνο αν a > 0.    

Απόδειξη (Θεωρήµατος 2.2.1)  Από την πρώτη ισότητα της σχέσης (2.15) έχουµε ότι 

.)1(,)1()()()17.2( ]/[ ≥+≤=≤ kouMPuMP nkn
k

nn  

 Εφαρµόζοντας λοιπόν την υπόθεση του θεωρήµατος στην παραπάνω σχέση, παίρνουµε το 

παρακάτω αποτέλεσµα 

.)()1())(())(( xGoxuMPxuMP k
nnn
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Επίσης, 

.)())(( xGxuMP nnknk ∞→→≤  

Έτσι λοιπόν, από την Πρόταση 2.2.2 προκύπτει ότι, 

an /ank → a > 0      και     (bn− bnk) / ank → Rb∈ . 

Επιπλέον, 

Gk(x) = G(ax+b). 

H σ.κ G λοιπόν, είναι max-stable. Γνωρίζοντας ότι η κλάση των max-stable κατανοµών και η 

κλάση των κατανοµών που µπορούν να προκύψουν ως όριο κανονικοποιηµένου µεγίστου 

συµπίπτουν, παίρνουµε το ζητούµενο αποτέλεσµα.                                                                   ■ 

       Το ερώτηµα που τίθεται σε αυτό το σηµείο, είναι εάν ισχύει η Πρόταση 1.1.3 στην 

περίπτωση όπου έχουµε µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ  Xn , n = 1,2,…  . Με το 

παρακάτω παράδειγµα βλέπουµε ότι γενικά η απάντηση είναι αρνητική. 

Παράδειγµα 2.2.3 Έστω Yn, n = 1, 2,… ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ µε σ.κ 

F  η οποία ικανοποιεί την Πρόταση 1.1.3. Επίσης, έστω ακολουθία ισόνοµων τ.µ Xn, n = 1, 

2, … µε σ.κ  F τέτοια ώστε n(1−F(un)) → g > 0 όταν n→∞ και 

Xn = max(Yn ,Yn+1). 

Είναι φανερό ότι η ακολουθία Xn , n=1,2,… ικανοποιεί την συνθήκη  D(un) (αν επιλέξουµε 

s = 2  τότε  an,s = 0). Επίσης, για  un → zF όταν n→∞   έχουµε ότι 
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.),...,max(
~

1 nn YYM =  

Συνεπώς, 

                        P(Mn ≤ un) = P(max(Χ1,..,Χn) ≤ un) = P(max(Y1,..,Yn+1) ≤ un) 

                                        =P(max(Y1,..,Yn) ≤ un) )( nuF → e−g/2 ,   n→∞. 

       Έχουµε λοιπόν ότι για µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ Xn , n=1,2,…, η απαίτηση 

n(1−F(un)) → g δεν εξασφαλίζει την ισχύ της σχέσης  P(Mn ≤ un) → e−g, όταν n→∞. 

Γενικότερα, αποδεικνύεται ότι για  0 ≤ θ′ ≤ θ′′ ≤1 ισχύει το παρακάτω αποτέλεσµα (Leadbet-

ter (1983)), 

g
nnn

euMP θ ′′−

∞→
=≤ )(inflim    και   .)(suplim g

nn
n

euMP θ ′−

∞→
=≤  

Για να υπάρχει λοιπόν το ,)(lim nnn
uMP ≤

∞→
 πρέπει θ′ = θ′′=θ∈[0 ,1]. Σε αυτή την περίπτωση 

θα ισχύει ότι 

(2.18)                                           P(Mn ≤ un) → e−θg ,    n→∞. 

Η παράµετρος θ καλείται δείκτης ακρότατης εξάρτησης (extremal index). Ο ακριβής ορισµός 

του δείκτη ακρότατης εξάρτησης δίνεται παρακάτω. 

Ορισµός 2.2.4 Έστω Xn , n=1,2,… µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ µε σ.κ F και θ ένας µη 

αρνητικός πραγµατικός αριθµός. Υποθέτουµε ότι για κάθε g > 0 υπάρχει ακολουθία (un) τέτοια 

ώστε 

n(1−F(un)) → g     και     P(Mn ≤ un) → e−θg ,   n→∞. 

Τότε ο θ ονοµάζεται δείκτης ακρότατης εξάρτησης της ακολουθίας  (Xn). 

       Από τον παραπάνω ορισµό, είναι φανερό ότι η ακολουθία (un) θα εξαρτάται από το g. 

Επίσης, αν για τουλάχιστον ένα 0>g  υπάρχει ακολουθία (un) για την οποία ισχύει ότι 

n(1−F(un)) → g όταν n→∞, µπορούµε να βρούµε κάποια ακολουθία (yn) τέτοια ώστε 

n(1−F(yn)) → a > 0 και a ≠ g. Για παράδειγµα µπορούµε να επιλέξουµε yn=u[ng/a]. Μία πιο 

αναλυτική περιγραφή του δείκτη ακρότατης εξάρτησης θα δώσουµε στην επόµενη 

παράγραφο. Στο παραπάνω παράδειγµα βλέπουµε ότι η ακολουθία Xn , n =1,2,… έχει δείκτη 
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ακρότατης εξάρτησης θ =1/2. Άµεση συνέπεια του παραπάνω ορισµού, είναι η πρόταση που 

ακολουθεί (Leadbetter (1983)). 

Πρόταση 2.2.5 Έστω Xn , n=1,2,… µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ η οποία ικανοποιεί την 

συνθήκη D(un)  και επιπλέον  n(1−F(un)) → g > 0  όταν  n→∞. Τότε η ακολουθία (Xn) έχει 

δείκτη ακρότατης εξάρτησης θ∈[0,1], αν και µόνο αν  

∞→→−>
∞→

kkguMPk nkn
n

,0|/)(|suplim)19.2( ]/[ θ , 

ή ισοδύναµα 

��,/)()20.2( ]/[ →+→> nkguMP knkn λθ  

όπου  kλk→0  όταν  k→∞. 

Απόδειξη Έστω ότι η ακολουθία (Xn) έχει δείκτη ακρότατης εξάρτησης θ. Τότε από την 

υπόθεση της πρότασης και την σχέση (2.17) παίρνουµε την σχέση 

P(M[n/k] ≤ un) → e−θg/k = 1 − θg/k + o(1/k) ,   n→∞ 

από την οποία προκύπτει η (2.20) ή ισοδύναµα η (2.19). Αντίστροφα, αν ισχύει η σχέση 

(2.19)  έχουµε ότι 

.)/1(/1
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Χρησιµοποιώντας την σχέση (2.17), προκύπτει η παρακάτω ανισότητα, 

.))/1(/1()(suplim k
nn

n
kokguMP +−≤≤

∞→
θ  

Συνεπώς, αν  k→∞  παίρνουµε την παρακάτω ανισότητα 

.)(suplim g
nn

n
euMP θ−

∞→
≤≤  

Όµοια µπορούµε να δείξουµε ότι 
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.)(inflim g
nnn

euMP θ−

∞→
≥≤  

Από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει τελικά το ζητούµενο, δηλαδή 

P(Mn ≤ un) → e−θg ,   n→∞.   

                                                                                                                                                    ■ 

       Στην περίπτωση όπου υπάρχει ο δείκτης ακρότατης εξάρτησης για µία ισχυρά στάσιµη 

ακολουθία τ.µ, αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρηµα (Leadbetter (1983)). 

Θεώρηµα 2.2.6 Έστω Xn , n=1,2,…µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ. µε σ.κ. F η οποία 

ικανοποιεί την συνθήκη D(un) (un=anx+bn για κάθε x τέτοιο ώστε  G(x) > 0) και επιπλέον, έχει 

δείκτη ακρότατης εξάρτησης θ∈[0,1]. Ορίζουµε την τ.µ ),...,max(
~

1 nn YYM = όπου Yi , i =1,2,... 

ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. µε σ.κ. F. Εάν ισχύει ότι 
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τότε  
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Στην περίπτωση όπου θ∈(0,1] ισχύει και το αντίστροφο. 

       Από το παραπάνω θεώρηµα βλέπουµε ότι εάν 0 < θ < 1 οι οριακές κατανοµές των 

κανονικοποιηµένων µεγίστων (κάτω από τις ίδιες σταθερές κανονικοποίησης) των 

ακολουθιών (Xn) και (Yn) είναι διαφορετικές. Η µεταξύ τους διαφορά δεν έγκειται στον τύπο 

της οριακής κατανοµής, όπως είναι φανερό και από το Θεώρηµα 2.2.1, αλλά στις 

παραµέτρους των δύο κατανοµών G και Gθ. Η κατανοµή G είναι η GEV µε κάποιες 

παραµέτρους  µ,σ,ξ. Έτσι λοιπόν, 
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Συνεπώς, η κατανοµή Gθ(x) είναι η GEV µε παραµέτρους  

)1( ξ
ξ
σ θµµ −−=∗     και     .ξσθσ =∗  

Η περίπτωση θ = 0 δεν συναντάται συχνά στις εφαρµογές και έχει ως συνέπεια το 

κανονικοποιηµένο µέγιστο µίας ί.σ.α. και της αντίστοιχης ακολουθίας ανεξάρτητων και 

ισόνοµων τ.µ. µε την ίδια σ.κ. να µην συγκλίνουν «ταυτόχρονα» σε µη εκφυλισµένες 

κατανοµές χρησιµοποιώντας τις ίδιες ακολουθίες κανονικοποίησης. Τέλος, ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου θ = 1, όπου οι κατανοµές G και Gθ ταυτίζονται. 

Σε αυτή την περίπτωση η Πρόταση 1.1.3 ισχύει και για µία ι.σ.α. η οποία ικανοποιεί την 

συνθήκη D(un). Άµεση συνέπεια αυτού είναι ότι µπορούν να εφαρµοστούν τα κριτήρια που 

αναφέραµε στα Θεωρήµατα 1.4.15 - 1.4.17.  

       Από την ανάλυση που ακολουθεί θα βρούµε µία αναγκαία συνθήκη που πρέπει να 

ικανοποιεί µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ έτσι ώστε να έχει δείκτη ακρότατης εξάρτησης 

θ = 1. Από τις ανισότητες Bonferroni έχουµε ότι 
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Για µία ι.σ.α. είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι ισχύει η παρακάτω σχέση 
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.21), (2.22), (2.23) προκύπτει ότι 
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Αν υποθέσουµε ότι n(1−F(un)) → g ≥ 0  όταν  n→∞ τότε θα ισχύει  

./1)(]/[1)25.2( kguFkn nn −→− ∞→  

Επιπλέον, αν απαιτήσουµε να ισχύει  
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από τις σχέσεις (2.17), (2.24)-(2.26) προκύπτει ότι 
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Εάν λοιπόν,  k→∞ τότε από την παραπάνω σχέση έχουµε ότι 

P(Mn ≤ un) → e−g ,   n→∞ . 

Όµοια µπορεί να δειχθεί ότι αν ικανοποιείται η σχέση (2.26) και P(Mn ≤ un) →n→∞  e−g , g ≥ 0  

τότε  n(1−F(un)) → n→∞  g. Η σχέση (2.26) καλείται συνθήκη D'(un). Συγκεκριµένα έχουµε 

τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός (συνθήκη D΄(un)). Μία ακολουθία τ.µ. X1, X2,… θα λέµε ότι ικανοποιεί την 

συνθήκη D΄(un) αν ισχύει η ακόλουθη απαίτηση
  

∞→=>>∑
=∞→

kkouXuXPkn
kn

j
njn

n
,)/1(),(]/[suplim

]/[

2
1  

ή ισοδύναµα 

.0),(suplimlim
]/[

2
1∑

=∞→∞→
=>>

kn

j
njn

nk
uXuXPn  

∆είξαµε λοιπόν την παρακάτω πρόταση, 

Πρόταση 2.2.7 Έστω Xn , n=1,2,…µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ. η οποία ικανοποιεί τις 

συνθήκες D(un), D'(un) και g∈[0,∞). Τότε θα ισχύει  n(1−F(un)) → n→∞ g  αν και µόνο αν  

P(Mn ≤ un) →n→∞  e−g. 
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       Έχοντας κατά νου την παραπάνω πρόταση, µπορούµε να αναδιατυπώσουµε το Θεώρηµα 

2.2.6.  

Θεώρηµα 2.2.8 Έστω Xn , n=1,2,…µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ. µε σ.κ. F η οποία 

ικανοποιεί τις συνθήκες D(un), D'(un) (un=anx+bn για κάθε x τέτοιο ώστε G(x) > 0). Ορίζουµε 

την τ.µ ),...,max(
~

1 nn YYM =  όπου Yi , i=1,2,... ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. µε 

σ.κ. F. Εάν ισχύει ότι 
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τότε και 
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       Από την παραπάνω πρόταση βλέπουµε ότι µία ι.σ.α. που ικανοποιεί τις συνθήκες D(un) 

και D'(un) συµπεριφέρεται (όσον αφορά τα ασυµπτωτικά ακρότατα) σαν µία ακολουθία 

ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η συνθήκη D(un) καθιστά 

ασυµπτωτικώς ανεξάρτητες τις ακραίες παρατηρήσεις που βρίσκονται επαρκώς µακριά ως 

προς τον χρόνο, περιορίζοντας έτσι το φαινόµενο τις µακροχρόνιας εξάρτησης. Ωστόσο δεν 

εµποδίζει την τοπική συγκέντρωση ακραίων παρατηρήσεων, φαινόµενο το οποίο δεν 

παρατηρείται σε ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Αναµένουµε λοιπόν, η συνθήκη 

D'(un) να αποτρέπει την ύπαρξη ενός τέτοιου φαινοµένου. Πράγµατι, από την σχέση (2.23) 

και την συνθήκη D'(un) προκύπτει άµεσα ότι 

∞→→>>≤>> ∑∑
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Συνεπώς, κατά µέσο όρο, εντός της οµάδας µήκους rn ~ [n/kn] οι από κοινού υπερβάσεις του 

κατωφλίου un από τις τ.µ Xi , Xj καθίστανται ασυµπτωτικά απίθανες ή, µε άλλα λόγια, η 

πιθανότητα να έχουµε περισσότερες από µία υπερβάσεις εντός της οµάδας τείνει στο µηδέν. 

Προφανώς η ακολουθία (un) θα πρέπει να συγκλίνει «γρήγορα» στο zF για να εξασφαλίζει την 

ισχύ της συνθήκης D'(un). 
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Παράδειγµα 2.2.9 Στο Παράδειγµα 2.2.3. είδαµε ότι αν n(1−F(un)) →  g τότε P(Mn ≤ un) →  

e−g/2 όταν n→∞  και  g > 0. Προφανώς η συνθήκη D'(un) δεν θα ικανοποιείται στη 

συγκεκριµένη περίπτωση. Πράγµατι, για  j = 2 έχουµε ότι 

                      P(X1 > un , X2 > un) = P(max(Y1 , Y2) > un , max(Y2 , Y3) > un) 

                                                    = P(Y2 > un ή (Y1 > un , Y3 > un)) , 

ενώ για  j ≥ 3 έχουµε 

                                                P(X1 > un , Xj > un) = P2(X1 > un). 

Συνεπώς,  

              ∑
=

>>
]/[

2
1 ),(

kn

j
njn uXuXPn = nP(Y2 > un ή Y1 > un , Y3 > un) + n([n/k]−2) P2(X1 > un) 

                                                    ≥ nP(Y2 > un) + n([n/k]−2) P2(X1 > un). 

Προφανώς, το δεξί µέλος της παραπάνω ανισότητας για n, k→∞ συγκλίνει στην ποσότητα 

g/2 > 0 και συνεπώς η συνθήκη D'(un) δεν ικανοποιείται. 

Παρατήρηση 2.2.10 Κάτω από την υπόθεση ότι µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τ.µ 

ικανοποιεί τις συνθήκες D(un) και D'(un) µπορεί να αποδειχθεί ότι οι οριακές κατανοµές της 

r-µεγαλύτερης παρατήρησης και της µικρότερης παρατήρησης ταυτίζονται µε τις κατανοµές 

που αναφέραµε στα Θεωρήµατα 1.3.1 και 1.6.1 (Leadbetter (1974)). Αν παραλείψουµε την 

συνθήκη  D'(un) από την υπόθεσή µας, τότε όπως θα δούµε και στην παράγραφο η οριακή 

κατανοµή της r-µεγαλύτερης παρατήρησης (r ≥ 2) δεν ταυτίζεται µε αυτή του Θεωρήµατος 

1.6.1, όπως είναι φανερό και από το Παράδειγµα 2.2.3 όπου η πρώτη και η δεύτερη 

µεγαλύτερη παρατήρηση έχουν τις ίδιες οριακές κατανοµές. 

 

2.3 ∆είκτης ακρότατης εξάρτησης 

       Στην προηγούµενη παράγραφο αναφερθήκαµε στο δείκτη ακρότατης εξάρτησης, χωρίς 

να δώσουµε µία ερµηνεία για το τι µπορεί να εκφράζει (στην περίπτωση που υπάρχει) για µία 

ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. Στην παρούσα παράγραφο θα δώσουµε 
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τρείς εναλλακτικές ερµηνείες οι οποίες θα φανούν χρήσιµες  στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα 

µελετήσουµε µεθόδους εκτίµησης του δείκτη ακρότατης εξάρτησης από τα δεδοµένα που 

έχουµε στην διάθεσή µας. 

       Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία (Xn) και για κάθε g > 0 

υπάρχει ακολουθία (un) τέτοια ώστε 
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Αν η ακολουθία (Xn) ικανοποιεί την συνθήκη D(un) τότε από την σχέση (2.17) έχουµε ότι  
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Συνεπώς, για θ > 0 παίρνουµε την σχέση 
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ενώ για θ = 0, θα πρέπει να ισχύει ότι  
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Οι σχέσεις (2.28) και (2.29), οριακά εκφράζουν τον αναµενόµενο αριθµό των υπερβάσεων 

του κατωφλίου un εντός των οµάδων µήκους rn που περιέχουν τουλάχιστον µία υπέρβαση. Οι 

υπερβάσεις εντός µίας οµάδας θα λέµε ότι σχηµατίζουν µία συστάδα (cluster). Από την 

σχέση (2.28) βλέπουµε ότι όσο φθίνουν οι τιµές του δείκτη ακρότατης εξάρτησης, ο 

αναµενόµενος αριθµός των υπερβάσεων αυξάνει. Στην οριακή περίπτωση όπου θ = 0, από 

την σχέση (2.29) βλέπουµε ότι η ακολουθία (Xn) επιδεικνύει ιδιαίτερα ακραία συµπεριφορά. 

Έτσι λοιπόν, ο δείκτης ακρότατης εξάρτησης είναι µία παράµετρος η οποία χαρακτηρίζει τον 

βαθµό εξάρτησης των ενδεχοµένων {Xi >un} µίας ισχυρά στάσιµης ακολουθίας. Η περίπτωση 

θ = 1 συνεπάγεται ασυµπτωτική ανεξαρτησία των υπερβάσεων ενώ αν θ < 1 οι ακραίες 

παρατηρήσεις σχηµατίζουν συστάδες. 

Παράδειγµα 2.3.1 Από το Παράδειγµα 2.2.3 έχουµε ότι 
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δηλαδή θ =1/2, αποτέλεσµα το οποίο περιµέναµε αφού όπως είδαµε οι ακραίες παρατηρήσεις 

τείνουν να εµφανίζονται κατά ζεύγη. 

       Ενδιαφέρον παρουσιάζει µία δεύτερη ερµηνεία του δείκτη ακρότατης εξάρτησης, στην 

περίπτωση όπου είναι διάφορος του µηδενός, δηλαδή η µέση τιµή του πλήθους των 

υπερβάσεων εντός µίας συστάδας είναι πεπερασµένος αριθµός, και η οποία δόθηκε από τον 

O’Brien (1987). Για να εξασφαλίσουµε ότι θ∈(0,1] αρκεί να ισχύει ότι 
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Παρατηρούµε ότι για m ≥ 1 και Mj,k = max(Xj+1,…,Xk), (max(Ø) = −∞) 
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Από την σχέση (2.30) έχουµε λοιπόν ότι 



 49

.)|(
1

inflim
)(

)(
inflim)31.2( 1, nnrmn

nn

nr

n
uXuMP

muFr

uMP
n

n >≤≥
>

∞→∞→
 

Αν απαιτήσουµε λοιπόν, να ισχύει ότι 

,0)|(suplimlim)32.2( 1, =>>
∞→∞→ nnrm

nm
uXuMP

n
 

τότε εξασφαλίζουµε από την σχέση (2.30) ότι 
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Παίρνοντας ως δεδοµένο ότι ισχύει η σχέση (2.32) έχουµε ότι  
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και 
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όπου (sn) ακολουθία θετικών ακεραίων για την οποία ισχύει ότι sn = ο(rn) όταν n→∞. Από τις 

σχέσεις (2.33), (2.34) και (2.35), παίρνουµε την σχέση 
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δηλαδή, 
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Από την σχέση (2.36) βλέπουµε ότι ο δείκτης ακρότατης εξάρτησης εκφράζει την οριακή 

πιθανότητα έπειτα από µία υπέρβαση κατωφλίου να έχουµε µία σειρά παρατηρήσεων κάτω 

από το κατώφλι. Μικρές τιµές για αυτή την πιθανότητα, δηλαδή µικρές τιµές του θ, 

αντικατοπτρίζουν την ακραία συµπεριφορά της διαδικασίας.  

Παράδειγµα 2.3.2 Για το µοντέλο του παραδείγµατος 2.2.3 έχουµε ότι 
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       Τέλος, θα δώσουµε µία τρίτη ερµηνεία η οποία βασίζεται στην κατανοµή του χρόνου 

µεταξύ δύο διαδοχικών υπερβάσεων (Ferro and Segers (2003)). Ορίζουµε την τ.µ T(un) = 

min{n ≥ 1: Xn+1 > un}  δεδοµένου ότι X1 > un (πιο αυστηρά, αν T1 = min{n ≥ 1: Xn > un}, 

ορίζουµε T(un) = min{n ≥ T1: Xn+1 > un} – T1 + 1). Η τ.µ. T  προφανώς εκφράζει τον χρόνο 

µεταξύ δύο διαδοχικών υπερβάσεων. Η σ.π.  και η σ.κ. της τ.µ T είναι αντίστοιχα 

P(T(un) = n) = P(M1,n ≤ un , Xn+1> un | X1 > un) 

και 

P(T(un) > n) = P(M1,n+1 ≤ un |  X1 > un). 

 Στην περίπτωση ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ  Xi, i = 1, 2, … προκύπτει άµεσα ότι  

P(T(un) > n) = F
n
(un) = exp{nlnF(un)}. 

Εάν κανονικοποιήσουµε τον χρόνο T πολλαπλασιάζοντάς τον µε )( nuF τότε για t > 0 

παίρνουµε 
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P( )( nuF T(un) > t) = P(T(un) > [ t / )( nuF ])= exp{[ t / )( nuF ]lnF(un)}→ exp(−t), 

όταν n→∞. Συνεπώς, ο ενδιάµεσος χρόνος, κατάλληλα κανονικοποιηµένος, ακολουθεί την 

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ = 1. Θα δείξουµε ότι παρόµοιο αποτέλεσµα ισχύει και 

στην περίπτωση όπου έχουµε µία ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών όπου στο 

αποτέλεσµα θα υπεισέρχεται και ο δείκτης ακρότατης εξάρτησης θ. Υποθέτουµε ότι η ι.σ.α. 

ικανοποιεί την παρακάτω συνθήκη 

)0)((,0|)()|(|supmax
][1

],[ >→−= ∞→
−≤≤

APAPABPa n
scnm

scn
n

n          

για κάθε ,0>c  )(: noss n ==  ακολουθία θετικών ακεραίων και για όλα τα σύνολα A∈  

F1,m(un), B∈Fm+s,[cn](un) όπου για 1 ≤ j ≤ l το σύνολο Fj,l(un) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα των 

ενδεχοµένων {Xi > un}, j ≤ i ≤ l. Με την παραπάνω συνθήκη ουσιαστικά απαιτούµε η επιρροή 

του ενδεχοµένου A το οποίο έχει πραγµατοποιηθεί, να είναι χρονικά τοπική (δηλ. να 

«χάνεται» όσο αποµακρυνόµαστε χρονικά από αυτό). Έστω λοιπόν =:a an = [ t / )( nuF ], τότε 

για t > 0 έχουµε 

P( )( nuF T(un) > t) = P(M1,a+1 ≤ un |  X1 > un). 

Αν θεωρήσουµε την ακολουθία θετικών ακεραίων )(: norr n ==  τέτοια ώστε  sn = o(rn), τότε 

για επαρκώς µεγάλο n θα ισχύει ότι sn < rn και επιπλέον 

P(Mr,r+s  > un | X1 > un ) ≤  P(Mr,r+s  > un) + an,s ≤ s )( nuF +an,s → 0,   n→∞. 

Συνεπώς, 

P(M1,a+1 ≤ un | X1 > un) = P(M1,r  ≤ un , Mr+s,a  ≤ un | X1 > un) + o(1). 

Ισχύει ότι .0:/)/(suplim >=
∞→

cgtnan
n

 Εποµένως, 

P(M1,r  ≤ un , Mr+s,a  ≤ un | X1 > un) = P(Mr+s,a  ≤ un | M1,r  ≤ un , X1 > un) P(M1,r  ≤ un | X1 > un) 

                                                    = {P(Mr+s,a  ≤ un) + ο(1)}{θ + ο(1)}. 

Επίσης, έχουµε ότι .0:/)(suplim )( >==+−

∞→
lgtn

sra

n

nnn Έτσι λοιπόν παίρνουµε 



 52

P( )( nuF T(un) > t) = θP(M[nt/g]  ≤ un) + ο(1) = θ )(/
nr

gtk uMP n
n ≤ + ο(1) → θexp(−θt),  n→∞. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι ο κανονικοποιηµένος ενδιάµεσος χρόνος συγκλίνει κατά κατανοµή σε 

µία τ.µ Τθ  η οποία έχει µάζα πιθανότητας 1−θ  στο  t = 0 ενώ για t > 0 ακολουθεί την 

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο θ.  

       Για να κατανοήσουµε σε ποια περίπτωση µπορεί να έχουµε ενδιάµεσο χρόνο µηδενικό, 

αρκεί να παρατηρήσουµε ότι κανονικοποιώντας µε nguF n /~)( , η διαδικασία 

πραγµατοποιείται σε ένα πεπερασµένο διάστηµα, συνέπεια του οποίου είναι κάθε οµάδα η 

οποία περιλαµβάνει µία συστάδα να εκφυλίζεται σε ένα σηµείο το οποίο θα έχει 

πολλαπλότητα ίση µε τον αναµενόµενο αριθµό υπερβάσεων ανά συστάδα. Συνεπώς, οι 

υπερβάσεις οι οποίες βρίσκονται στην ίδια συστάδα θα έχουν µηδενικό ενδιάµεσο χρόνο µε 

αντίστοιχη πιθανότητα 1−θ , ενώ οι υπερβάσεις που θα ανήκουν σε διαφορετικές συστάδες θα 

έχουν ενδιάµεσο χρόνο εκθετικό µε πιθανότητα θ. Άµεση συνέπεια αυτού είναι ότι η 

διαδικασία των σηµείων στα οποία εµφανίζονται οι συστάδες µπορεί να προσεγγιστεί από µία 

διαδικασία Poisson. Επειδή κάθε συστάδα θα αποτελείται από έναν αριθµό υπερβάσεων, η 

διαδικασία των υπερβάσεων ουσιαστικά θα προσεγγίζεται από µια διαδικασία compound 

(σύνθετη) Poisson. Θα αναφερθούµε πιο λεπτοµερώς σε αυτό στην παράγραφο που 

ακολουθεί όπου θα αναπτύξουµε την θεωρία ακραίων τιµών για ισχυρά στάσιµες ακολουθίες 

κάτω από την σκοπιά των σηµειακών διαδικασιών.  

 

2.4 Προσέγγιση µέσω Σηµειακών στοχαστικών διαδικασιών  

      Όπως και στην περίπτωση µίας ανεξάρτητης και ισόνοµης ακολουθίας τυχαίων 

µεταβλητών, έτσι και εδώ οι σηµειακές διαδικασίες αποτελούν ένα χρήσιµο εργαλείο στην 

κατανόηση της ακραίας συµπεριφοράς µίας ισχυρά στάσιµης ακολουθίας τυχαίων 

µεταβλητών. Κύριος σκοπός αυτής της παραγράφου είναι να κατανοήσουµε τη συµπεριφορά 

των συστάδων που προκύπτουν κατά την εξέλιξη της διαδικασίας Xn , n=1,2,… . Θα 

προσπαθήσουµε να απαντήσουµε σε ερωτήµατα όπως  το πότε είναι δυνατόν να προκύψουν 

οι συστάδες καθώς επίσης και το ποιο είναι το µέγεθός τους, δηλαδή το πλήθος των 

υπερβάσεων τις οποίες περιέχουν.  
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       Τα πράγµατα είναι εξαιρετικά απλά εάν θεωρήσουµε ότι η ι.σ.α. µε συνάρτηση 

κατανοµής F ικανοποιεί τις συνθήκες D(un) και D'(un). Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, και οι 

δύο αυτές συνθήκες προσδίδουν στην διαδικασία παρόµοια συµπεριφορά µε αυτήν της 

ανεξάρτητης και ισόνοµης ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών µε την ίδια συνάρτηση 

κατανοµής. Εάν θεωρήσουµε λοιπόν, την σηµειακή διαδικασία (1.5) του πρώτου κεφαλαίου η 

οποία καταµετρά το πλήθος των σηµείων όπου έχουµε υπέρβαση, αναµένουµε να ισχύει ένα 

παρόµοιο αποτέλεσµα µε αυτό του Θεωρήµατος 1.7.10. Πράγµατι, από το παρακάτω 

θεώρηµα βλέπουµε ότι για µία ι.σ.α που ικανοποιεί όπως συνθήκες D(un) και D'(un), η 

διαδικασία των σηµείων στα οποία έχουµε  υπερβάσεις προσεγγίζεται από µία διαδικασία 

Poisson (Leadbetter(1974)). 

Θεώρηµα 2.4.1 Έστω Xn , n=1,2,…. ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών µε 

συνάρτηση κατανοµής F και η οποία ικανοποιεί όπως συνθήκες D(un) και D'(un) για κάποια 

ακολουθία (un). Επίσης, υποθέτουµε ότι ισχύει 0)( >→ ∞→ guFn nn . Τότε η σηµειακή 

διαδικασία (1.5) συγκλίνει ασθενώς στην οµογενή διαδικασία Poisson N στο ]1,0(=E  µε 

ένταση g . 

Απόδειξη Όπως και στην i.i.d  περίπτωση θα κάνουµε χρήση του Θεωρήµατος 1.7.9. Για να 

δείξουµε ότι ικανοποιείται η συνθήκη 

E(Nn(A)) → E(N(A)),   n→∞ 

ακολουθούµε ακριβώς τα ίδια βήµατα όπως και στο Θεώρηµα 1.7.10. Μένει λοιπόν να 

αποδείξουµε ότι ισχύει και η δεύτερη συνθήκη. Έστω λοιπόν, A = (a,b]⊂ (0,1]. Τότε από την 

υπόθεση ότι η ακολουθία Xn , n=1,2,… είναι ισχυρά στάσιµη, και την Πρόταση 2.2.7, 

προκύπτει ότι 
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Αi ={[nci] + 1,…, [ndi] }, i =1, 2,…,k  παρατηρούµε ότι για l = j+1,  j=1,…, k−1 η απόσταση 
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των συνόλων Αl  και Αj για επαρκώς µεγάλο n θα είναι (cl − dj)n > sn = o(n), δηλαδή (k−1)an,s 

→ 0 όταν k,n,s → ∞. Έτσι λοιπόν, έχουµε ότι 
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       Η κατάσταση είναι διαφορετική εάν υποθέσουµε ότι ικανοποιείται µόνο η συνθήκη 

D(un). Όπως έχουµε δει, σε αυτή την περίπτωση η διαδικασία (Xn) εµφανίζει συστάδες 

υπερβάσεων. Η ύπαρξη αυτού του φαινοµένου αποτελεί µία ισχυρή ένδειξη ότι το Θεώρηµα 

2.4.1 δεν µπορεί να ισχύει, διότι η τοπική συγκέντρωση ακραίων τιµών δεν παρουσιάζεται σε 

µία διαδικασία Poisson. Ωστόσο, όταν «συµπιέσουµε» την διαδικασία µέσα στο διάστηµα 

(0,1] το µήκος κάθε οµάδας θα είναι rn/n → 0 (n→∞) και συνεπώς κάθε οµάδα η οποία 

αποτελεί συστάδα θα εκφυλίζεται σε ένα σηµείο το οποίο θα ενσωµατώνει όλες τις 

υπερβάσεις της συστάδας. Οριακά λοιπόν, το σηµείο αυτό θα έχει πολλαπλότητα ίση µε τον 

αριθµό των υπερβάσεων τις οποίες περικλείει. Ορίζουµε λοιπόν την απλή σηµειακή 

διαδικασία  
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η οποία «τρέχει» στο σύνολο των οµάδων και αυξάνει κατά µία µονάδα κάθε φορά που 

κάποια οµάδα περιέχει τουλάχιστον µία υπέρβαση (point process of cluster positions). Για 

την σηµειακή διαδικασία (2.37) ισχύει το παρακάτω θεώρηµα (Leadbetter (1983)). 

Θεώρηµα 2.4.2 Έστω Xn , n=1,2,…. ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών η οποία 

ικανοποιεί την συνθήκη D(un) για κάποια ακολουθία (un) και έχει δείκτη ακρότατης εξάρτησης  

θ ∈(0,1]. Επίσης, υποθέτουµε ότι ισχύει 0)( >→ ∞→ guFn nn .  Τότε η σηµειακή διαδικασία 

(2.37) συγκλίνει ασθενώς στην οµογενή διαδικασία Poisson Ν στο ]1,0(=E  µε  ένταση θg.  

 Απόδειξη  Προκύπτει εύκολα χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα1.7.9.                                        ■ 

       Από το παραπάνω θεώρηµα συµπεραίνουµε ότι η οµογενής διαδικασία Poisson αποτελεί 

οριακά ένα κατάλληλο στοχαστικό µοντέλο για την περιγραφή του πλήθους των συστάδων. 
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Έτσι λοιπόν, κατά µέσο όρο θα εµφανίζονται θg συστάδες στο διάστηµα (0,1] ενώ ο χρόνος 

που µεσολαβεί από την στιγµή εµφάνισης µίας συστάδας µέχρι την επόµενη θα ακολουθεί 

εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1/θg. Σε αυτό το σηµείο αξίζει να επισηµάνουµε ότι στην 

τρίτη ερµηνεία που είχαµε δώσει για τoν δείκτη ακρότατης κατάστασης είχαµε καταλήξει στο 

συµπέρασµα ότι οι ενδιάµεσοι χρόνοι ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1/θ και 

όχι 1/θg. H διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι η κανονικοποίηση είναι διαφορετική. Στην 

πρώτη περίπτωση είχαµε κανονικοποιήσει µε nguF n /~)( , ενώ τώρα κανονικοποιούµε µε 

1/n. 

       Όπως έχουµε επισηµάνει, κάθε σηµείο όπου εµφανίζεται συστάδα έχει πολλαπλότητα ίση 

µε το πλήθος των υπερβάσεων εντός της. Εάν θεωρήσουµε και πάλι την σηµειακή διαδικασία 

(1.5) τότε αναµένουµε να συγκλίνει στη διαδικασία  
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όπου Γi τα σηµεία της οµογενούς διαδικασίας Poisson N του Θεωρήµατος 2.4.2 και ξi 

ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, η οποία παίρνει τιµές στο σύνολο των θετικών 

ακεραίων και έχει συνάρτηση πιθανότητας, έστω π. Βασική προϋπόθεση είναι η συνάρτηση 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής που εκφράζει το πλήθος των υπερβάσεων εντός της 

συστάδας  
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να συγκλίνει στην π. Επίσης, παρατηρούµε ότι η σηµειακή διαδικασία (2.38) µπορεί να 

γραφεί και στην µορφή 
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για κάποιο διάστηµα (α,b]⊂ (0,1]. Αν επιπλέον οι τυχαίες µεταβλητές ξi είναι ανεξάρτητες 

της  N, τότε η διαδικασία (2.38) δεν είναι τίποτα άλλο παρά µία σύνθετη διαδικασία Poisson 

(Compound Poisson process). Η διαισθητική αυτή παρατήρηση επαληθεύεται από το 
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επόµενο θεώρηµα (Hsing et al.(1988)), για την απόδειξη του οποίου απαιτείται µία πιο 

ισχυρή συνθήκη από την D(un). Η συνθήκη δίνεται παρακάτω. 

Ορισµός (Συνθήκη ∆(un)) Θα θεωρούµε ότι η ακολουθία X1, X2, … ικανοποιεί την συνθήκη 

∆(un) αν ικανοποιεί την ακόλουθη απαίτηση: Έστω ακολουθία θετικών 

ακεραίων )(: noss n == . Για κάθε A∈F1,l(un) και B∈Fl+s,n(un), 1 ≤  l ≤ n−s, απαιτούµε να 

ισχύει 

∞→→=−
−≤≤

naBPAPBAP nsn
snl

,0|)()()(|supmax ,
1

I  

όπου για 1 ≤ j ≤ l το σύνολο Fj,l(un), είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα των ενδεχοµένων {Xi ≤ un},     

j ≤ i ≤ l. 

Θεώρηµα 2.4.3 Έστω Xn , n=1,2,…. ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών µε δείκτη 

ακρότατης εξάρτησης θ∈(0,1]. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (un) τέτοια ώστε να 

ικανοποιείται η συνθήκη ∆(un) και επιπλέον 0)( >→ ∞→ guFn nn . Επίσης, υποθέτουµε ότι 

υπάρχουν ακολουθίες θετικών ακεραίων (rn), (sn) και  συνάρτηση  πιθανότητας π, τέτοιες ώστε 

rn = o(n), sn = o(rn), nan,s = o(rn) και πn( j) → π( j) όταν n→∞ για κάθε j ≥ 1. Τότε η σηµειακή 

διαδικασία (1.5) συγκλίνει ασθενώς στην Ν στο ]1,0(=E   όπου N ~ CP(θg,π).  

Σχέδιο απόδειξης Αποδεικνύεται (Daley and Vere-Jones (1988)) ότι η σύγκλιση (ασθενής) 

της διαδικασίας (1.5) στην CP(θg,π) ισοδυναµεί µε την σύγκλιση του µετασχηµατισµού Lap-

lace του τυχαίου διανύσµατος ))(,),(( 1 mnn ANAN K  στον µετασχηµατισµό Laplace του 

διανύσµατος ,))(,),(( 1 mANAN K  m≥1, ,∅=ji AA I για ,,...,1,, mjiji =≠  και 

.]1,0(,...,1 ⊂mAA  Ο µετασχηµατισµός  Laplace των δύο τυχαίων διανυσµάτων είναι 

αντίστοιχα  

)})((exp{),...,(
1

1 in

m

i
imn ANtEttL ∑

=

−=   και  ,}))(1{||exp(),...,(
1 1

1 ∏ ∑
= ≥
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m

i j
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iejAgttL πθ  

όπου 0 ≤ ti < ∞ (i=1,…,m). Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι  

,,),...,(),...,( 11 ∞→→ nttLttL mmn    
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για κάθε  0 ≤ ti < ∞  (i = 1, 2,…, m). Θεωρούµε τη διαµέριση U
1

1

+

=
= nm

i iJA  ενός συνόλου 

,]1,0(⊆A  όπου Ji, i = 1,…,mn διαδοχικά σύνολα µήκους rn /n και ./|| 1 nrJ nmn <+  Προφανώς, 

θέλουµε να ισχύει .|~|/ Anrm nn  Από την συνθήκη ∆(un) ακολουθώντας παρόµοιους 

συλλογισµούς όπως στην Παράγραφο 2.2 µπορεί να δειχθεί ότι ισχύει  

( ) .,)1()})((exp{)})((exp{ ||)/(
1 ∞→+−=− noJtNEAtNE Arn
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Γνωρίζουµε ότι gθnruMP nnrn
)/(~)>(  και επιπλέον από την υπόθεση έχουµε ότι πn( j) → 

π( j) όταν n→∞ για κάθε  j ≥ 1. Συνεπώς, 
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       Από το παραπάνω θεώρηµα διαπιστώνουµε ότι τα µεγέθη των συστάδων είναι οριακά 

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, οι οποίες επιπλέον είναι ανεξάρτητες και από τις στιγµές 

εµφανίσεων των συστάδων. Από την υπόθεση ότι 0)( >→ ∞→ guFn nn , συµπεραίνουµε ότι 

κατά µέσο όρο  (οριακά) θα έχουµε g υπερβάσεις ενώ από το αποτέλεσµα του θεωρήµατος 

προκύπτει ότι  η µέση τιµή του πλήθους των συστάδων θα είναι θg. Συνεπώς, ο 
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αναµενόµενος αριθµός των υπερβάσεων που θα περιέχει κάθε συστάδα θα είναι g/θg=1/θ. Το 

αποτέλεσµα αυτό συµπίπτει µε την σχέση (2.28). Έχουµε λοιπόν ότι  

./1)(lim)39.2(
1

�� θπ =∑
≥j

nn
jj  

Παρατήρηση 2.4.4  Η σχέση (2.39) δεν συνεπάγεται ότι ,/1)(
1

θπ =∑ ≥j
jj καθώς από το 

λήµµα Fatou έχουµε ότι  

,/1)(lim)(lim
11

θππ =≤ ∑∑ ≥∞→≥ ∞→ j n
nj n

n
jjjj  

δηλαδή γενικά, ./1)(
1

θπ ≤∑ ≥j
jj  

       Κάνοντας χρήση του θεωρήµατος 2.4.3 µπορούµε να υπολογίσουµε την οριακή 

κατανοµή της r-µεγαλύτερης παρατήρησης. Εάν θεωρήσουµε την ακολουθία ανεξάρτητων 

και ισόνοµων τ.µ.  Κi , i=1,2,… µε συνάρτηση πιθανότητας π, έχουµε για  r =1, …, n, 
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2.5 Στατιστικές συναρτήσεις συστάδων (cluster statistics) 
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       Πολλές ποσότητες που παρουσιάζουν  ενδιαφέρον στην θεωρία ακραίων τιµών µπορούν 

να µελετηθούν µέσω ειδικών συναρτήσεων τις οποίες ονοµάζουµε «συναρτησοειδή 

συστάδων» (cluster functionals). Μιλώντας σε γενικές γραµµές, τα συναρτησοειδή συστάδων 

είναι συναρτήσεις οι οποίες έχουν ορίσµατα συναρτήσεις (συναρτησοειδή). Στην περίπτωση 

που τα ορίσµατα είναι συναρτήσεις κάποιας τυχαίας µεταβλητής, ονοµάζονται «Στατιστικές 

συναρτήσεις συστάδων» (cluster statistics) και αποτελούν γενίκευση των «στατιστικών 

συναρτήσεων σάρωσης» (scan statistics, π.χ. βλ. Koutras and Balakrishnan (2002) ή Glaz 

(2001)). Για την ανάπτυξη της θεωρίας µας θα ασχοληθούµε µε µία συγκεκριµένη κατηγορία 

των στατιστικών συναρτήσεων συστάδων την οποία θα αναφέρουµε παρακάτω. Μερικά 

παραδείγµατα ποσοτήτων που µπορούν να µελετηθούν είναι τα εξής:  

• Η ποσότητα ∑ =
>=

n

i nin uXI
1

)(ζ  η οποία εκφράζει το πλήθος των υπερβάσεων σε 

µία περίοδο n παρατηρήσεων. 

• Η ποσότητα ∑∑ = +=
−=−=

n

i ni
n

i nin uXuX
11

)()0,max(ζ  η οποία εκφράζει την 

συνολική υπέρβαση του un από τις τ.µ  Χ1,…,Χn. 

• Η ποσότητα ,))(,)((
1

1 1∑
−

= +++ −−=
n

i ninin uXuXIζ
 
για δείκτρια Ι τέτοια ώστε Ι(xi, xi+1) 

=1 αν  xi = 0, xi+1 > 0 και µηδέν διαφορετικά. Η ποσότητα αυτή εκφράζει το πλήθος 

των «ανοδικών περασµάτων» (upcrossings), δηλαδή το πλήθος των σηµείων στα 

οποία η διαδικασία ξεπερνά το κατώφλι un  µετά από µια παρατήρηση κάτω από το un  

• Η ποσότητα ,))(,...,)((
1

1 1∑
+−

= +−++ −−=
mn

i nminin uXuXIζ  για δείκτρια Ι τέτοια ώστε 

Ι(xi,…,xi+m−1) = 1 αν xj > 0,  j = i,…, i + m − 1 )( nm ≤  και µηδέν διαφορετικά. Η 

ποσότητα αυτή  εκφράζει το πλήθος των ροών υπερβάσεων µήκους m (run statistic), 

δηλαδή των περιπτώσεων όπου η διαδικασία παρουσιάζει m διαδοχικές υπερβάσεις 

στο σύνολο των n παρατηρήσεων. 

• Η ποσότητα ,))(,)(,)((
2

1 21∑
−

= +++++ −−−=
n

i nininin uXuXuXIζ  για δείκτρια Ι τέτοια 

ώστε Ι(xi, xi+1, xi+2) = 1 αν xi+1 > 0 και xi+1 > max(xi , xi+2), η οποία εκφράζει το πλήθος 

των υπερβάσεων που είναι τοπικά µέγιστα, στις n παρατηρήσεις. 

       Σηµαντικά αποτελέσµατα που αφορούν τις πιθανοθεωρητικές ιδιότητες των παραπάνω 

συναρτήσεων συστάδων, αλλά και πολλών άλλων, µπορούν να προκύψουν από την µελέτη 
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γενικότερων συναρτησοειδών ζn. Συγκεκριµένα, θεωρούµε την οικογένεια των συναρτήσεων 

{ζd : R
d  

→ R,  d = 1, 2,…} τέτοια ώστε για κάθε 1 ≤ i ≤  j ≤ k ≤ l, 

                                                     ζl−i+1 (xi, …, xl) = ζk−j+1 (xj, …, xk) 

αν  xi, …, xj−1 ≤ 0  και  xk+1, …, xl ≤ 0.  Εάν x = (x1, x2, …)∈R
∞  τότε ορίζουµε 

ζ (i, j, x) = ζj−i+1(xi, …, xj), 1≤ i ≤ j. 

Παράδειγµα 2.5.1 Για 1≥n  αν ,)(
1∑ =

>=
n

i nin uXIζ  Χ1, …, Χj−1 ≤ un και Χk+1, …, Χn ≤ un,    

1 ≤  j ≤  k  ≤ n, τότε  

.)()( 11 +−==
=>=>= ∑∑ jk

k

ji ni
n

i nin uXIuXI ζζ
 

Παράδειγµα 2.5.2 Για 1≥n  αν ,))(,)((
1

1 1∑
−

= +++ −−=
n

i ninin uXuXIζ  Χ1, …, Χj−1 ≤ un και  

Χk+1, …, Χn ≤ un, 1≤ j ≤ k ≤ n, όπου Ι τέτοια ώστε Ι(xi, xi+1) = 1 αν xi < 0, xi+1 > 0 και µηδέν  

διαφορετικά, τότε   
 

.))(,)(())(,)(( 1

1

1 1

1

1 1 +−
−

−= +++
−

= +++ =−−=−−= ∑∑ jk

k

ji nini

n

i ninin uXuXIuXuXI ζζ  

Εύκολα µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι και τα υπόλοιπα παραδείγµατα που αναφέραµε 

στην αρχή ανήκουν στην παραπάνω οικογένεια συναρτήσεων. 

       Στην παρούσα παράγραφο θα µελετήσουµε συναρτήσεις συστάδων της µορφής  

)...,,( 1 nrnr uXuX
nn
−−ζ  

τις οποίες για λόγους απλότητας θα συµβολίζουµε µε }){( 1
nr

inin uX =−ζ .  Όπως είναι φανερό 

και από την ονοµασία τους, οι συναρτήσεις συστάδων µας παρέχουν χρήσιµες πληροφορίες 

για την συµπεριφορά των συστάδων, για το σχηµατισµό των οποίων απαιτείται να υπάρχουν 

υπερβάσεις των κατωφλίων un από την διαδικασία. Θα ερευνήσουµε  λοιπόν, την 

ασυµπτωτική συµπεριφορά του }){( 1
nr

inin uX =−ζ  δεδοµένου του ενδεχοµένου .}{ nr uM
n
>  Το 

παρακάτω θεώρηµα µας δίνει µία οριακή προσέγγιση της κατανοµής της τ.µ }){( 1
nr

inin uX =−ζ  

δεδοµένου ότι .nr uM
n
>  
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Θεώρηµα 2.5.3 Έστω Xn , n=1,2,…. ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. Επίσης, 

έστω ότι οι ακολουθίες (un) και (rn) ικανοποιούν την σχέση (2.32). Ορίζουµε την ακολουθία 

,)|,}){((
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όπου Αn  Borel υποσύνολο του R. Τότε ισχύει 

,0|)()|}){((|suplim 1
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όπου )(/)( nnnrn uFruMP n >=θ   ή  )|( 1,1 nnrn uXuMP n >≤=θ . 

Απόδειξη (βλ. Segers (2003)).                                                                                                   ■       

       Το παραπάνω θεώρηµα µας διευκολύνει σε µεγάλο βαθµό, καθώς η δέσµευση ως προς το 

ενδεχόµενο }{ nr uM n >  καθιστά δύσκολη, στη γενική περίπτωση, την εύρεση της 

δεσµευµένης κατανοµής της nr
r
inin uMuX n

n >− = |}){( 1ζ . 

Παράδειγµα 2.5.4 Στην προηγούµενη παράγραφο είχαµε δει ότι η σ.π. του µεγέθους µίας 

συστάδας είναι η 
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Συνεπώς, 
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Παράδειγµα 2.5.5  Το αποτέλεσµα του παραδείγµατος 2.5.4 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

τον υπολογισµό της οριακής σ.π. των συστάδων που εµφανίζονται στο µοντέλο του 

παραδείγµατος 2.2.3. Για j = 1 έχουµε 
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Αν θεωρήσουµε τα ξένα ενδεχόµενα Αi = {Χ1 > un, X2  ≤ un, …, Xi−1  ≤ un, Xi  > un, Xi+1 ≤ un, …, 
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Όµοια, αν θεωρήσουµε τα ξένα ενδεχόµενα Bi = {Χ1 > un, X2 ≤ un,…, Xi  > un, Xi+1 > un,…, Xr 

≤ un}, i = 2, 3, …, r – 1, τότε για i = 2 και r – 1, έχουµε αντίστοιχα ότι 2
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Παράδειγµα 2.5.6 Ας θεωρήσουµε την στατιστική συνάρτηση συστάδας  =− = }){( 1
nr

inin uXζ  

∑ =

− >n
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i a
uX xI

1
)(  όπου (an) είναι ακολουθία για την οποία ισχύει ότι an = g(un)  για κάποια 

µετρήσιµη συνάρτηση g > 0. Επίσης, έστω Αn=[1,∞). Τότε για an x > 0 από το Θεώρηµα 2.5.3 

έχουµε  
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Συνεπώς, η οριακή κατανοµή του µεγέθους της µέγιστης υπέρβασης (cluster maximum-peak 

excess) είναι η Generalized Pareto κατανοµή. Η ακολουθία (an) σταθεροποιείται στην 

παράµετρο σ~  όταν n→∞ (Pickands (1975)). Για µία πιο άµεση απόδειξη του παραπάνω 

αποτελέσµατος παραπέµπουµε στον Leadbetter (1991). Έχοντας ως βάση το παραπάνω 

αποτέλεσµα, ορίζουµε τη σηµειακή διαδικασία 
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όπου (an) είναι ακολουθία για την οποία ισχύει ότι an = g(un)  για κάποια µετρήσιµη 

συνάρτηση g > 0. Η παραπάνω διαδικασία προφανώς εντοπίζει κάθε συστάδα και αθροίζει 

σταδιακά τα κανονικοποιηµένα µεγέθη των υπερβάσεων των µεγίστων παρατηρήσεων. Εάν 

επιπλέον για 1 ≤ j ≤ l το σύνολο Fj,l(un), είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα των ενδεχοµένων {(Xi − 

un)+},  j ≤ i ≤ l , τότε για την σηµειακή διαδικασία (2.40) ισχύει το παρακάτω (διαισθητικά 

προφανές) αποτέλεσµα (Leadbetter (1991)). 

Θεώρηµα 2.5.7 Έστω Xn , n=1,2,…. ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών µε δείκτη 

ακρότατης εξάρτησης θ∈(0,1]. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (un) τέτοια ώστε  

,0|)()()(|supmax ,
1

∞→
−≤≤

→=− nsn
snm

n
n

aBPAPBAP I          

)(: nossn ==  ακολουθία θετικών ακεραίων και το παραπάνω supremum λαµβάνεται ως προς 

όλα τα A∈F1,m(un), B∈Fm+s,n(un). Επίσης, υποθέτουµε ότι 0)( >→ ∞→ guFn nn . Αν υπάρχει 

ακολουθία θετικών ακεραίων (rn) τέτοια ώστε rn = o(n), sn = o(rn) και nan,s = o(rn) όταν n→∞, 

τότε η σηµειακή διαδικασία (2.40) συγκλίνει ασθενώς στην Ν στο ]1,0(=E  όπου N ~ CP(θg,π) 

και  π  η Generalized Pareto κατανοµή. 

       Για µία πιο αναλυτική περιγραφή των ασυµπτωτικών ιδιοτήτων των στατιστικών 

συναρτήσεων συστάδων (cluster statistics) παραπέµπουµε στις εργασίες των Leadbetter 

(1991), Leadbetter (1995), Rootzén et al. (1998), Smith et al. (1997), Segers (2003). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Εκτίµηση του δείκτη ακρότατης εξάρτησης 

 

3.1 Εισαγωγή  

       Αντικείµενο αυτού του κεφαλαίου είναι η εκτίµηση του δείκτη ακρότατης εξάρτησης θ 

από ένα τυχαίο δείγµα X1,…,Xn το οποίο προέρχεται από µία ισχυρά στάσιµη στοχαστική 

διαδικασία. Στην Παράγραφο 2.3 είδαµε ότι κάτω από συγκεκριµένες προϋποθέσεις ο δείκτης 

ακρότατης εξάρτησης µπορεί να προσεγγιστεί µε τρείς διαφορετικούς τρόπους. Η πρώτη 

προσέγγιση προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του θ και έχει ως αποτέλεσµα ότι ο θ οριακά 

εκφράζει το αναµενόµενο πλήθος των υπερβάσεων εντός µιας συστάδας. Στην περίπτωση 

όπου θ > 0, ο δείκτης ακρότατης εξάρτησης µπορεί να ερµηνευθεί και ως η οριακή 

πιθανότητα του ενδεχοµένου µία υπέρβαση κατωφλίου να ακολουθηθεί από µία σειρά 

παρατηρήσεων κάτω από το κατώφλι. Τέλος, ο θ µπορεί να ερµηνευθεί ως το (οριακό) 

ποσοστό των µη µηδενικών ενδιάµεσων χρόνων µεταξύ των διαδοχικών υπερβάσεων καθώς 

επίσης και ως ο αντίστροφος της µέσης τιµής του ενδιάµεσου χρόνου. 

       Οι παραπάνω ερµηνείες αποτελούν τα εργαλεία πάνω στα οποία θα βασιστούµε για να 

κατασκευάσουµε εκτιµήτριες του δείκτη ακρότατης εξάρτησης. Συγκεκριµένα, θα 

αναπτύξουµε τρεις διαφορετικές µεθόδους οι οποίες θα βασίζονται στις εναλλακτικές 

ερµηνείες που διατυπώσαµε παραπάνω. Οι µέθοδοι είναι οι εξής: 

1. Μέθοδος των οµάδων (blocks method). 

2. Μέθοδος των ροών παρατηρήσεων κάτω από ένα συγκεκριµένο κατώφλι u (runs be-

low the threshold method  ή απλά  runs method). 

3. Μέθοδος των ενδιάµεσων χρόνων µεταξύ υπερβάσεων (interexceedance times me-

thod). 
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3.2 Μέθοδος των οµάδων 

       Η µέθοδος των οµάδων βασίζεται στην σχέση (2.17). Από αυτή βλέπουµε ότι για αρκετά 

µεγάλο n µπορούµε να χωρίσουµε το δείγµα X1,…,Xn σε k οµάδες µεγέθους r (n ~ kr) των 

οποίων οι µέγιστες παρατηρήσεις µπορούν να θεωρηθούν ανεξάρτητες. Επίσης, από τον 

ορισµό του δείκτη ακρότατης εξάρτησης (Ορισµός 2.2.4) προκύπτει άµεσα ότι 
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Για ακολουθία θετικών ακεραίων rn = o(n) όταν n→∞ προφανώς θα ισχύει 
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:)( θθ . 

Για λόγους απλότητας θα συµβολίζουµε µε .)(:)( nrnr uMPuF nn ≤= Επίσης, θα υποθέτουµε 

από εδώ και στο εξής ότι n = kr. Για σταθερό κατώφλι u εύλογο είναι να θεωρήσουµε ως 

εκτιµήτρια της σ.κ. F την δειγµατική σ.κ. ∑ =
− ≤=

n

i i uXInuF
1

1 )(:)(ˆ . Επίσης, ως εκτιµήτρια 

της Fr µπορούµε να θεωρήσουµε την  

∑ = −
− ≤=

k

i irrir uMIkuF
1 ,)1(

1 )(:)(ˆ
 

όπου =− :,)1( irriM  ),...,max( 1)1( irri XX +− . H F̂  προφανώς εκφράζει το ποσοστό των 

παρατηρήσεων στο δείγµα µεγέθους n οι οποίες δεν υπερβαίνουν το κατώφλι u ενώ η 

εκτιµήτρια rF̂  εκφράζει το ποσοστό των οµάδων οι οποίες δεν περιέχουν καµία υπέρβαση. 

Έτσι λοιπόν, από τα παραπάνω έχουµε ότι η 

))(ˆ1(
)(ˆln

:),,(ˆˆ)1.3(
uFr

uF
urn r

blbl
−

−==θθ  

είναι µία εκτιµήτρια του θ. Αν επιπλέον συµβολίζουµε µε ),,(: urnZZ =  το πλήθος των 

οµάδων που περιέχουν τουλάχιστον µία παρατήρηση η οποία υπερβαίνει το u και µε 

),(: unNN =  το πλήθος των υπερβάσεων τότε η εκτιµήτρια (3.1) µπορεί να γραφεί ως εξής: 
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αν Ζ << k (το Ζ είναι «µικρό» συγκρινόµενο µε το k). Αν συµβολίσουµε µε =)1(
b̂lθ  

NZurnbl /:),,(ˆ )1( =θ , τότε από την παραπάνω σχέση βλέπουµε ότι οι εκτιµήτριες blθ̂  και )1(
b̂lθ  

για αρκετά µεγάλο n θα είναι περίπου ίσες. Μπορούµε να πούµε λοιπόν ότι ασυµπτωτικά η 

blθ̂   θα ισούται µε το πλήθος των συστάδων διαιρεµένο µε το πλήθος των υπερβάσεων.    

        Σε αυτό το σηµείο σηµαντικό είναι να εξετάσουµε τις ιδιότητες της εκτιµήτριας blθ̂ , 

όπως η συνέπεια, η µεροληψία καθώς και να βρούµε τη διασπορά της. Τα αποτελέσµατα που 

θα παρουσιάσουµε παρακάτω βασίζονται στην πρόσφατη εργασία των Robert, Segers and 

Ferro (2009). Παρόµοια αποτελέσµατα µπορούν να βρεθούν και στις παλαιότερες εργασίες 

των Hsing (1991) και Weissman and Novak (1998) όµως από άποψη στατιστικής ανάλυσης 

πιο εύχρηστα αποτελέσµατα παρέχονται στην εργασία των Robert, Segers and Ferro (2009). 

Έστω λοιπόν οι ακολουθίες θετικών ακεραίων rn = o(n), sn = o(rn) και an = o(sn) όταν n→∞. 

Με L2(F ) θα συµβολίζουµε τον χώρο των F-µετρήσιµων και τετραγωνικά ολοκληρώσιµων 

(κατά Lebesgue) τυχαίων µεταβλητών. Επίσης, ορίζουµε 

|),(|supmax:)(
,...,1

, YXcorru
snk

sn
−=

=ρ  

όπου το παραπάνω supremum λαµβάνεται ως προς όλες τις τ.µ. X∈L2(F1,k(u)), 

Υ∈L2(Fk+s,n(u)), 1 ≤ k ≤ n−s, το σύνολο Fj,l(u) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα των ενδεχοµένων 

{Xi  ≤ u}, 1 ≤ j ≤ l , j ≤ i ≤ l  και corr(X,Y) ο συντελεστής συσχέτισης των τ.µ. X, Y. Τέλος, µε 

π( j) θα συµβολίζουµε, όπως και στο δεύτερο κεφάλαιο, την οριακή σ.π. του πλήθους των 

υπερβάσεων εντός µιας συστάδας. Έχοντας κατά νου τα παραπάνω, αποδεικνύεται το 

επόµενο θεώρηµα.  

Θεώρηµα 3.2.1 Έστω Xn , n =1,2,… ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών µε δείκτη 

ακρότατης εξάρτησης θ ∈(0,1]. Επίσης, έστω (ur) ακολουθία κατωφλίων για την οποία ισχύει 

ότι r(1−F(ur)) → g∈(0,∞) όταν r → ∞. Εάν              

                                      ),/()(, nsou nran nn
=ρ )()(, n

n

ss rsn rou
n n

=∑ =
ρ  
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 (κατά πιθανότητα). 

Συνεπώς, κάτω από τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 3.2.1 η blθ̂  είναι συνεπής εκτιµήτρια 

του θ (weak consistent). Όσον αφορά τη µεροληψία θθ −)ˆ( blE  της εκτιµήτριας blθ̂ , έχουµε 

ότι αυτή µπορεί να γραφεί ως )())ˆ(( θθθθ −+− rrblE . Εάν )/1()( nrr kou =−θθ  

αποδεικνύεται ότι  
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2
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τότε η διασπορά της τ.µ Ν µπορεί να εκτιµηθεί από την  
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Επίσης, η παράµετρος g για δεδοµένο r µπορεί να εκτιµηθεί από την ))(ˆ1(:ˆ uFrg −= . Έτσι 

λοιπόν, από τα παραπάνω έχουµε ότι η  
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είναι µία εκτιµήτρια της ποσότητας c2. Πρακτικά λοιπόν, εάν b̂ είναι η εκτιµήτρια της 

µεροληψίας της blθ̂  τότε για µεγάλο n θα έχουµε ότι  
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Το διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού εµπιστοσύνης 1−a για το θ θα είναι σε αυτή τη 

περίπτωση το 
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       Μέχρι στιγµής δεν έχουµε αναφερθεί στην επιλογή της παραµέτρου r. Προφανώς, 

µπορούµε να εκτιµήσουµε το θ για κάποιο εύρος τιµών του r, να συγκρίνουµε τις 

διαφορετικές εκτιµήσεις και να πάρουµε µία πρώτη ιδέα για το διάστηµα των τιµών που 
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κυµαίνεται το θ. Γενικά, η επιλογή του r υπόκεινται στα εκάστοτε δεδοµένα που έχουµε στην 

διάθεσή µας. Ωστόσο, παρατηρούµε ότι η διασπορά σ2 είναι κυρτή συνάρτηση της 

παραµέτρου α και συνεπώς έχει ολικό ελάχιστο. Αν λοιπόν, για δεδοµένο u συµβολίσουµε µε 

αmin το α για το οποίο ),(ˆmin)(ˆ 2
min

2 ασασ = τότε το βέλτιστο r (που ελαχιστοποιεί την 

διασπορά της blθ̂ ) µπορεί να βρεθεί από την σχέση ropt= gopt/ ))(ˆ1( uF−  όπου gopt= amin/ .b̂lθ  

Όσο  αφορά την επιλογή του κατωφλίου u συνήθως επιλέγουµε κάποιο ποσοστιαίο σηµείο 

του δείγµατος. 

       Μία εναλλακτική επιλογή για την εκτίµηση του θ είναι  να θεωρήσουµε επικαλυπτόµενες 

οµάδες (sliding blocks) µεγέθους r. Όπως φαίνεται και από το παρακάτω σχήµα 

                              X1 ,  X2 ,  X3 ,…,  Xr ,  Xr+1 ,  Xr+2 ,…,  Xn 

 

οι οµάδες σε αυτή τη περίπτωση θα είναι «ισχυρά» εξαρτηµένες. Ως συνέπεια αυτού, η 

υπόθεση της ασυµπτωτικής ανεξαρτησίας των µέγιστων παρατηρήσεων των οµάδων από την 

οποία προέκυψαν τα παραπάνω αποτελέσµατα για την εκτιµήτρια ,b̂lθ  δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί σε αυτή την περίπτωση. Ωστόσο η επιλογή επικαλυπτόµενων οµάδων αντί 

ανεξάρτητων, όπως θα δούµε και παρακάτω, µας οδηγεί σε µία εκτιµήτρια του θ, την οποία 

θα συµβολίζουµε µε ,ŝlθ η οποία έχει καλύτερες ασυµπτωτικές ιδιότητες από την ,b̂lθ όπως 

µικρότερη µεροληψία και διασπορά. Σε αυτή την περίπτωση  µπορούµε να εκτιµήσουµε την 

)(:)( nrnr uMPuF nn ≤=  από την 
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Η εκτιµήτρια του θ που θα χρησιµοποιήσουµε είναι η  

))(ˆ1(
)(ˆln

:),,(ˆˆ
uFr
uF

urn
sl

r
slsl

−
−== θθ . 

Οι προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες προέκυψαν τα παραπάνω ασυµπτωτικά αποτελέσµατα 

για την εκτιµήτρια ,b̂lθ  παραµένουν και σε αυτή τη περίπτωση ίδιες. Έτσι λοιπόν, αποδεικνύ 
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εται (Robert, Segers and Ferro (2009)) ότι η slθ̂  είναι συνεπής εκτιµήτρια του θ )ˆ( θθ psl →  

και  

∞→+−−=→− nceurnEk slrnsln n
,)1(:))),,(ˆ(( 2

2 α
θ

α
α
θ

µθθ α . 

Προφανώς, 0 ≤ µsl
 ≤ µ, δηλαδή η εκτιµήτρια slθ̂  έχει ασυµπτωτικά µικρότερη µεροληψία από 

την blθ̂ . Επίσης, αποδεικνύεται ότι  

),0()),,(ˆ( 2
sldrnsln Nurnk n σθθ →− , 

όπου  

2
22

3

2
2 )

2
1(2 cesl α

θα
α

α
θ

σ α +−−−= . 

Και σε αυτή την περίπτωση έχουµε ότι 22 σσ ≤sl . Τέλος, αν χρησιµοποιήσουµε τους 

συµβολισµούς 

∑ ∑
+

+=

−

= +
−

+ +−=−=>=
ri

ij

rn

i riisljrii uNrnuNrniuXIuN
1 0 ,

1
, )()1(:)(,,..,0),(:)(  

και      

∑
−

= +
− −+−=

rn

i
slriirsl uNuNrnu

0
2

,
12

, ))()(()1(:)(σ̂  

µία συνεπής εκτιµήτρια της ποσότητας της ποσότητας c2 είναι η  

1)(ˆ
ˆ

ˆ
)(ˆ 2

,
2 −= u

g
uc rsl

sl
sl σθ

. 

Η διαδικασία υπολογισµού του βέλτιστου r είναι ακριβώς η ίδια µε αυτή που ακολουθήσαµε 

στην  περίπτωση των ανεξάρτητων οµάδων. 
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3.3 Μέθοδος των ροών παρατηρήσεων κάτω από ένα συγκεκριµένο κατώφλι u 

       Η µέθοδος των διαδοχικών παρατηρήσεων βασίζεται στην σχέση (2.36). Όπως και στη 

περίπτωση των οµάδων, χωρίς βλάβη της γενικότητας και για λόγους απλότητας των 

συµβολισµών, θα υποθέσουµε ότι n = kr. Από την σχέση (2.36) µπορούµε άµεσα να πάρουµε 

την παρακάτω εκτιµήτρια για το θ, 

∑
∑

=
−

+−

= −+
−

>

≤>+−
== n

i i

rn

i riii
RR

uXIn

uMuXIrn
urn

1
1

1

1 1,
1

)(

),()1(
:),,(ˆˆ θθ , 

όπου Μi,i+r−1=max{Xi+1, …, Xi+r−1}. Η παράµετρος r, η οποία εκφράζει το µέγεθος των  n−r+1 

επικαλυπτόµενων οµάδων που πρέπει να χρησιµοποιήσουµε σε αυτή τη µέθοδο, όπως και 

στην περίπτωση της µεθόδου των οµάδων, θα εξαρτάται από τα δεδοµένα που έχουµε στη 

διάθεσή µας. Οι υπερβάσεις οι οποίες διαχωρίζονται από λιγότερες από 1−r «µη-

υπερβάσεις» θα θεωρούµε ότι ανήκουν στην ίδια συστάδα. Προφανώς, αν τα δεδοµένα µας 

παρουσιάζουν «ισχυρή» εξάρτηση στα ακραία επίπεδα (πάνω από ένα αρκετά µεγάλο 

κατώφλι), το r θα πρέπει να είναι µεγάλο εν αντιθέσει µε τη περίπτωση «ασθενούς» 

εξάρτησης όπου µικρές τιµές του r µπορεί να είναι ικανοποιητικές. Σε κάθε περίπτωση 

πάντως, είναι λογικό να υποθέσουµε ότι rn >> . Έτσι λοιπόν, nrn ≈+− 1  και  

∑
∑

=

= −+

>

≤>
== n

i i

n

i riii
RR

uXI

uMuXI
urn

1

1 1,

)(

),(
:),,(ˆˆ θθ . 

Παρατήρηση 3.3.1 Στη βιβλιογραφία όπως και σε αρκετές εργασίες η εκτιµήτρια Rθ̂  δίνεται 

στη µορφή 

∑
∑

=

−

= +

>

≤>
= n

i i

rn

i riii
R

uXI

uMuXI

1

1 ,

)(

),(
:θ̂ . 

Σε αυτή την περίπτωση, θα θεωρούµε ότι οι υπερβάσεις οι οποίες διαχωρίζονται από 

λιγότερες από r «µη-υπερβάσεις» ανήκουν στην ίδια συστάδα. Για µεγάλο δείγµα δεν θα 

υπάρχει ουσιαστική διαφορά ανάµεσα στις δύο εκτιµήτριες. 

       Για την εκτιµήτρια Rθ̂  αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρηµα (Weissman and Novak 

(1998)). 



 74

Θεώρηµα 3.3.2 Εάν η σχέση (2.36) ισχύει και επιπλέον 

( )
))((

),(),|,()1(: ,11,11,111

n

nrnnrnnriini
n

i n
i

n

uFno

uMuXPuMuXuMuXPj nnn

=

≤>−≤>≤>−= +++=∑  

τότε για κάθε r ≥1 έχουµε ότι η Rθ̂  είναι συνεπής εκτιµήτρια του θ δηλαδή θθ pR →ˆ . 

Πρέπει σε αυτό το σηµείο να αναφέρουµε ότι το παραπάνω αποτέλεσµα ισχύει εάν η 

ακολουθία κατωφλίων (un) είναι τέτοια ώστε n(1−F(un))→∞, δηλαδή πηγαίνει «αργά» στο 

άπειρο και η ακολουθία (rn) ικανοποιεί τη σχέση rn(1−F(un))→0. 

       Είναι φανερό ότι ο αριθµητής της εκτιµήτριας Rθ̂  εκφράζει το πλήθος των συστάδων στο 

δείγµα ενώ ο παρονοµαστής το πλήθος των υπερβάσεων. Στην πραγµατικότητα, όπως 

φαίνεται και από το παρακάτω σχήµα όπου 19=n  και 5=u , για 3=r παίρνουµε τρεις 

συστάδες ενώ 2),(
17

1 1, =≤>∑ = −+i riii uMuXI . Αν δηλαδή τουλάχιστον µία από τις 

παρατηρήσεις Xn+1, ..., Xn+r−1 είναι µεγαλύτερη από το κατώφλι u, το πλήθος των συστάδων 

θα είναι 1),(
1 1, +≤>∑ = −+

n

i riii uMuXI . Για µεγάλο πλήθος υπερβάσεων όµως δεν θα υπάρχει 

ουσιαστική διαφορά.  

  

 

       Αν τώρα συµβολίσουµε µε ∑ = −+ ≤>=
n

i riii uMuXIZ
1 1, ),(:  και ∑ =

>=
n

i i uXIN
1

)(:
 
τότε 

θα έχουµε ότι  

N
Z

R =θ̂ . 
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Παρόµοιο αποτέλεσµα είχαµε δει και στη µέθοδο των οµάδων µε τη διαφορά ότι ο αριθµητής 

Ζ δεν είναι αναγκαστικά ίδιος και στις δύο περιπτώσεις. Για να βρούµε τη µέση τιµή της Rθ̂  

θα χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα Taylor δεύτερης τάξης για τη συνάρτηση ),( NZf  

NZ /=  στο σηµείο ))(),(( NEZE . Έπειτα από πράξεις καταλήγουµε στο παρακάτω 

αποτέλεσµα, 









−+≈=

)()(
),(

)(
)(

1
)(
)(

)/()ˆ()2.3( 2 ZENE
NZCov

NE
NVar

NE
ZE

NZEE Rθ . 

Προφανώς, για n → ∞ έχουµε ότι Ε(Ν) → g, E(Z) → θg, Var(Ζ) → θg, Ε(Ν | Ζ) → Ζ / θ και      

Var(N | Z) → Zσ2, όπου σ2 είναι η διασπορά του µεγέθους των συστάδων. Συνεπώς, Var(N) 

→ (g/θ) + θgσ2  και  Cov(Z, N) → g  όταν n → ∞. Αν αντικαταστήσουµε τα παραπάνω 

αποτελέσµατα στη σχέση (3.2) προκύπτει ότι 

)/1()/()ˆ( 2 gNZEE R θσθθ +≈= . 

Συνεπώς, για αρκετά µεγάλο n θα έχουµε ότι  

gE R /)ˆ( 22σθθθ ≈− . 

 

       Τέλος, για την ισχυρά στάσιµη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών Xn , n=1, 2,…, θα 

χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω συµβολισµό, 

)0)((|,)()|(|sup:),( >−= APBPABPukφ  

όπου το supremum λαµβάνεται ως προς όλα τα Α∈F1,m(u), B∈Fm+k,∞(u)) και Fj,l(u) η 

ελάχιστη σ-άλγεβρα των ενδεχοµένων {Xi  > u}, 1 ≤ j ≤ l , j ≤ i ≤ l . Επιπλέον, συµβολίζουµε 

)|(: 1,1 nnr
R
r uXuMP nn >≤=θ  

και 

)(),( 1, ni
R
rnriinii uXIuMuXIY
nn

>−≤>= −+ θ . 
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Έχοντας κατά νου τους παραπάνω συµβολισµούς, αποδεικνύεται το επόµενο θεώρηµα 

(Weissman and Novak (1998)). 

Θεώρηµα 3.3.3 Υποθέτουµε ότι θ < 1. Εάν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 3.3.2 και 

επιπλέον 0),(sup →nn
n

ukrφ , όταν k→∞, 

2

1

1

)(

)(
σ→∑ =

YnVar

YVar
n

i i (σταθερά),     ))((2
nn uFnor = ,    ))(/1( n

R
r uFnn οθθ =− ,   (n → ∞) 

τότε 

))1(,0()ˆ()( 2 θθσθθ −→− NuFn dRn . 

 

3.4 Μέθοδος των ενδιάµεσων χρόνων 

       Η τρίτη και τελευταία µέθοδος µε την οποία θα ασχοληθούµε είναι η µέθοδος των 

ενδιάµεσων χρόνων. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι δεν χρειάζεται να κάνουµε 

καµία πρότερη επιλογή για κάποια παράµετρο, όπως στις δύο προηγούµενες περιπτώσεις 

όπου έπρεπε να επιλέξουµε το r. Τα αποτελέσµατα που θα παρουσιάσουµε βασίζονται στην 

εργασία των Ferro and Segers (2003). 

       Την ιδέα για την εκτιµήτρια του θ που πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µας την δίνει το 

παρακάτω αποτέλεσµα το οποίο και αποδείξαµε στην Παράγραφο 2.3, 

)( nuF T(un) →d Tθ 

όπου Τθ  τυχαία µεταβλητή η οποία παίρνει την τιµή µηδέν µε πιθανότητα 1−θ, ενώ µε 

πιθανότητα θ ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο θ. Ας συµβολίσουµε µε 

∑ =
>==

n

i ni uXIuNN
1

)(:)(
 

 
το πλήθος των υπερβάσεων του κατωφλίου u. Επίσης, έστω 1≤ S1 < …< SN ≤ n οι χρονικές 

στιγµές των υπερβάσεων. Προφανώς, οι ενδιάµεσοι χρόνοι θα είναι  Ti = Si+1 − Si, i = 1, …, 

N−1. Ισχύει ότι 
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θθ
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θ 2
)()(

)(
21

2

2

2
2

==
TE

TE
, 

δηλαδή 
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2

θ

θθ
TE

TE
= . 

Αντικαθιστώντας την πρώτη και δεύτερη ροπή της τ.µ Τθ µε τις αντίστοιχες δειγµατικές, 

παίρνουµε την παρακάτω εκτιµήτρια του θ, 
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−
== 1

1

2

21

1)1(
int

)1(
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)1(

2
:),(ˆˆ
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T
unθθ . 

Αποδεικνύεται ότι η )1(
intθ̂  είναι συνεπής εκτιµήτρια του θ στη περίπτωση όπου η ακολουθία    

Xn , n = 1, 2,… είναι m-εξαρτηµένη (m-dependent).  

       Είναι φανερό ότι κάθε Ti, i = 1, …, N−1, συνεισφέρει στην εκτίµηση του θ, αφού Ti ≥ 1. 

Ωστόσο, οι «µικροί» ενδιάµεσοι χρόνοι, σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει, θα πρέπει να µην 

λαµβάνονται υπόψη (να µοντελοποιούνται ως µηδενικοί). Μια βελτιωµένη εκτιµήτρια (µε 

µικρότερη µεροληψία), στην περίπτωση όπου max{Ti:1 ≤ i ≤ N − 1} > 2, αποδεικνύεται ότι 

είναι η 

( )
)2)(1()1(

)1(2
:),(ˆˆ
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Οι εκτιµήτριες )1(
intθ̂ και )2(

intθ̂ δεν είναι απαραίτητα µικρότερες ή ίσες της µονάδας. Για να 

αποφύγουµε αυτή τη περίπτωση αρκεί να λάβουµε ως εκτίµηση της θ την min(1, )1(
intθ̂ ), αν 

max{Ti: 1 ≤  i ≤  N − 1} ≤ 2 ή την min(1, )2(
intθ̂ ), αν max{Ti: 1 ≤  i ≤  N − 1} > 2. 

       Με στόχο να πάρουµε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για το θ µπορούµε να εφαρµόσουµε 

τη µέθοδο Bootstrap. Πιο συγκεκριµένα, συµβολίζουµε µε 
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και µε nc το πλήθος των συστάδων στο δείγµα. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει στην Παράγραφο 

2.3, το θ εκφράζει το ποσοστό των ενδιάµεσων χρόνων που δεν είναι (σχεδόν) «µηδενικοί». 

∆εδοµένου ότι έχουµε Ν−1 ενδιάµεσους  χρόνους στο δείγµα µας, είναι λογικό να 

υποθέσουµε ότι οι )]1(
~

[ int −Nθ  µεγαλύτεροι να είναι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ των 

συστάδων (intercluster times). Προφανώς, οι υπόλοιποι (Ν−1)− )]1(
~

[ int −Nθ  θα είναι οι 

ενδιάµεσοι χρόνοι εντός των συστάδων (intracluster times). Έτσι λοιπόν, θα έχουµε ότι nc−1 

= )]1(
~

[ int −Nθ . Αν διατάξουµε τους ενδιάµεσους χρόνους σε φθίνουσα σειρά  

1121
......

−−
>>>>>>

Ncncn iiiii TTTTT  

τότε, σύµφωνα µε τον παραπάνω συλλογισµό, το σύνολο 1
1}{ −
=
c

j

n
jiT θα αποτελείται από τους 

ενδιάµεσους χρόνους µεταξύ των συστάδων. Όµοια, το σύνολο 1}{ −
=

N
nji cjT  θα αποτελείται από 

τους ενδιάµεσους χρόνους εντός των συστάδων. Στην περίπτωση όπου 
cncn ii TT =

−1
τότε αρκεί 

να ελαττώσουµε το nc έως ότου 
cncn ii TT >

−1
. 

Παράδειγµα 3.4.1 Έστω Ν = 6 και S1 = 8, S2 = 21, S3 = 22, S4 = 23, S5 = 25, S6 = 28. Άρα int
~θ  

= 0.67, nc = [(0.67)·5] + 1 = 4 και Τ1 = 13, Τ2 = 1, Τ3 = 1, Τ4 = 2, Τ5 = 3. Προφανώς, Τ1 > Τ5 > 

Τ4 > Τ3 = Τ2 και το σύνολο {Τ1, Τ5, Τ4} είναι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ των συστάδων και 

το σύνολο {Τ3, Τ2} είναι οι χρόνοι εντός των συστάδων.        

Παράδειγµα 3.4.2 Έστω Ν = 6 και S1 = 8, S2 = 21, S3 = 26, S4 = 27, S5 = 28, S6 = 29. Άρα int
~θ  

= 0.7, nc = [(0.7)·5] + 1 = 4 και Τ1 = 13, Τ2 = 5, Τ3 = 1, Τ4 = 1, Τ5 = 1. Σε αυτή την περίπτωση 

έχουµε ότι Τ1 > Τ2 > Τ3 = Τ4 = Τ5 και το σύνολο {Τ1, Τ2} είναι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ 

των συστάδων και το σύνολο {Τ3, Τ4, Τ5} είναι οι χρόνοι εντός των συστάδων.        

       Ας συµβολίσουµε για λόγους απλότητας  Α = 1
1}{ −
=
c

j

n
jiT  και Β = 1}{ −

=
N

nji cjT . Προφανώς, το 

σύνολο Β ταυτίζεται µε το σύνολο  

UUUU
c

jjcn

n

j iiNiiii TTTTTTTT
1 11111111 },...,{},...,{...},...,{},...,{ 1211 = −+−−−+− −= , 

όπου Nii cn == ,10  και ∅=−+− },...,{ 111 jj ii TT  αν cjj njii ,...,11 ,1 ==+− . Ας συµβολίσουµε 

µε },...,{ 11
)(

1 −+−
=

jj ii
j TTT  και },...,,{ )()2()1( cnTTTB =′ . Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του 
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Θεωρήµατος 2.4.3 είναι λογικό να υποθέσουµε ότι για αρκετά µεγάλο αριθµό παρατηρήσεων 

η διαδικασία θα προσεγγίζει µία σύνθετη διαδικασία Poisson. Συνεπώς, το σύνολο Α καθώς 

και το σύνολο B′  θα περιέχουν χρόνους οι οποίοι είναι οριακά ανεξάρτητοι. Επίσης, οι 

χρόνοι του συνόλου Α θα είναι ανεξάρτητοι από τους χρόνους του συνόλου B′ . Έπειτα από 

αυτή την παρατήρηση είµαστε σε θέση να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Bootstrap για να βρούµε 

το διάστηµα εµπιστοσύνης για το θ. Η διαδικασία που πρέπει να ακολουθήσουµε είναι η 

εξής: 

1. Παράγουµε µε τη µέθοδο της προσοµοίωσης k τυχαία δείγµατα )(iA , i = 1, 2,…, k, 

όπου τα σύνολα Α(i) προκύπτουν έπειτα από δειγµατοληψία µε επανάθεση από το 

αρχικό δείγµα Α. Την ίδια διαδικασία ακολουθούµε και για το σύνολο B′  παίρνοντας 

k τυχαία δείγµατα )(iB′ , i = 1, 2, …, k. 

2. Θεωρούµε τα σύνολα )()()( iii BAG ′= U  για κάθε i = 1, 2,…, k. 

3. Για κάθε G(i) υπολογίζουµε τον δείκτη ακρότατης κατάστασης )(
int

~ iθ , i=1,…, k.   

Ακολουθώντας τη παραπάνω διαδικασία παίρνουµε k τιµές για την }
~

,...,
~

{,
~ )(

int
)1(

intint
kQ θθθ = . 

Εάν λοιπόν διατάξουµε τα στοιχεία του συνόλου Q σε αύξουσα σειρά τότε το Bootstrap 

διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού εµπιστοσύνης 1−a για το θ είναι το 

,
~~

2( )]2/1)(1[(int,int ak −+−θθ  )
~~

2 ]2/)1[(int,int ak+−θθ  όπου )]2/1)(1[(int,
~

ak −+θ  και ]2/)1[(int,
~

ak+θ  είναι το 

[(k+1)(1−a/2)]-οστό και [(k+1)a/2]-οστό µικρότερο στοιχείο του συνόλου Q αντίστοιχα.  

       Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την εκτίµηση του δείκτη ακρότατης 

εξάρτησης παραπέµπουµε στις εργασίες των Hsing (1991), Hsing (1993), Weissman and No-

vak (1998), Ferro and Segers (2003), Robert, Segers and Ferro (2009), Weissman and Cohen 

(1995),Chernick, Hsing and McCormick (1991), Smith and Weissman (1994). 

 

3.5 Μελέτη µέσω Monte Carlo προσοµοίωσης 

       Σε αυτή την παράγραφο θα ασχοληθούµε µε την εκτίµηση του δείκτη ακρότατης 

εξάρτησης βασιζόµενοι σε προσοµοιωµένα δεδοµένα. Συγκεκριµένα, θα εκτιµήσουµε τον 

δείκτη ακρότατης εξάρτησης χρησιµοποιώντας τις εκτιµήτριες που παρουσιάσαµε στις 
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παραπάνω παραγράφους. Αυτό θα γίνει για τρία σύνολα δεδοµένων τα οποία θα προκύψουν 

µέσω προσοµοίωσης τριών διαφορετικών διαδικασιών.  

(α)  Το πρώτο µοντέλο που θα µελετήσουµε είναι η στάσιµη διαδικασία AR(1) η οποία 

περιγράφεται από την συνθήκη 

ttrt XX ε+= −1
1
0

 

για t ≥ 1, r0 ≥ 2, )1,0(~0 UniformX  και (εt) i.i.d ακολουθία τ.µ, ανεξάρτητη της Χ0, µε 

001 /1)/( rrjP ==ε ,  j = 0, 1, …, r0 − 1. Η παραπάνω διαδικασία έχει δείκτη ακρότατης 

εξάρτησης θ = 1 − 1 / r0 (Chernick et al. (1991)). Προσοµοιώνοντας τις Χ1, …, Χ400, µε r0 = 3 

παίρνουµε το παρακάτω διάγραµµα. 
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Αν θεωρήσουµε ότι το κατώφλι u παίρνει τιµές στο διάστηµα (0.90, 0.99) και επιπλέον 

συµβολίσουµε µε r, z τις παραµέτρους επιλογής στη µέθοδο των οµάδων και στη µέθοδο των 

ροών αντίστοιχα, τότε προκύπτουν τα παρακάτω διαγράµµατα για τις εκτιµήτριες )1(
b̂lθ , slθ̂ , 

Rθ̂  και )2(
intθ̂  όπου έχουµε θεωρήσει τρεις διαφορετικές επιλογές των παραµέτρων r, z. 
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             n = 1000 ,  r = 10 ,  z = 5                               n = 1000 ,  r = 20 ,  z = 10 
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             n = 1000 ,  r = 40 ,  z = 20 
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       Από τα παραπάνω διαγράµµατα φαίνεται ότι οι τέσσερις εκτιµήτριες προσεγγίζουν την 

θεωρητική τιµή του δείκτη ακρότατης εξάρτησης )66.0( ≈θ για τιµές του κατωφλίου u > 

0.98. Στη συνέχεια παράγουµε χίλιες διαφορετικές πραγµατοποιήσεις της διαδικασίας Χ1, Χ2, 

…, Χn (n = 1000) και για κάθε µια από αυτές υπολογίσουµε τις τιµές των εκτιµητριών )1(
b̂lθ , 

slθ̂ , Rθ̂ , )2(
intθ̂ . Οι τέσσερεις µέσοι όροι αυτών των χιλίων τιµών εκτιµούν τις αναµενόµενες 

τιµές των )1(
b̂lθ , slθ̂ , Rθ̂ , )2(

intθ̂ . Συγκεκριµένα, κατασκευάζουµε τους παρακάτω πίνακες για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων u, r, z.   

 

)1(
b̂lθ : ……..    slθ̂  :       

Rθ̂ : -----   )2(
intθ̂ : ------- 
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  )1(
b̂lθ  u = 0.94 u = 0.96 u = 0.98 u = 0.985 

r = 10 0.627899 0.645453 0.693684 0.706741 

r = 20 0.502852 0.561902 0.645984 0.663185 

r = 40 0.355296 0.437024 0.561918 0.589316 
 

slθ̂  u = 0.94 u = 0.96 u = 0.98 u = 0.985 

r = 10 0.787785 0.746741 0.746995 0.747332 

r = 20 0.773846 0.742985 0.742291 0.738161 

r = 40 0.799509 0.742921 0.737557 0.727753 
 

  Rθ̂  u = 0.94 u = 0.96 u = 0.98 u = 0.985 

r = 5 0.611202 0.618529 0.66799 0.677538 

r = 10 0.478681 0.544398 0.627295 0.648423 

r = 20 0.307393 0.403809 0.539306 0.572013 
 

 

 

   

     Παρατηρώντας τους παραπάνω πίνακες, οι εκτιµήτριες slθ̂  και )2(
intθ̂  φαίνεται να 

υπερεκτιµούν τον θ. Συγκεκριµένα, η slθ̂  παράγει υψηλές εκτιµήσεις του θ (0.72 µέχρι 0.80) 

για οποιαδήποτε επιλογή των παραµέτρων u, r ενώ η εκτιµήτρια )2(
intθ̂  φαίνεται να µην 

επηρεάζεται σηµαντικά από την επιλογή του κατωφλίου u και εκτιµά τον 8.0≈θ . Αντιθέτως, 

η εκτιµήτρια )1(
b̂lθ  δίνει αξιόπιστες τιµές για τον θ όταν r = 20 και u > 0.98 ενώ η Rθ̂  

προσεγγίζει ικανοποιητικά την θεωρητική τιµή του θ όταν z = 5 και u > 0.98. Τέλος, 

µπορούµε να πάρουµε µια εικόνα για την κατανοµή των τεσσάρων αυτών εκτιµητριών µέσω 

)2(
intθ̂  u= 0.94 u = 0.96 u = 0.98 u= 0.985 

 0.762465 0.750560 0.808535 0.828462 
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των αντίστοιχων ιστογραµµάτων συχνοτήτων. Για κατώφλι u = 0.98, r = 20 και z = 5 από τα 

παρακάτω ιστογράµµατα φαίνεται ότι οι τέσσερις εκτιµήτριες ακολουθούν περίπου κανονική 

κατανοµή. 

      

                             )1(
b̂lθ                                                                      slθ̂  

        

                             Rθ̂                                                                      )2(
intθ̂  

        

(β) Η δεύτερη διαδικασία µε την οποία θα ασχοληθούµε περιγράφεται από τη σχέση  

ttttt aXaX ε+−= −1)1(  

για t ≥ 2, όπου (εt), (αt) ανεξάρτητες ακολουθίες i.i.d τ.µ, X1 = ε1, εt  ~ N(0,1) και αt ~         

Bernoulli(p). Η διαδικασία που περιγράφεται από την παραπάνω συνθήκη έχει δείκτη 

ακρότατης εξάρτησης θ = p (Weissman and Novak (1998)). Όπως και στην προηγούµενη 
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εφαρµογή, αν προσοµοιώσουµε  n = 1000 τιµές για την διαδικασία ( Χt ) µε p = 0.3 παίρνουµε 

το παρακάτω διάγραµµα. 
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       Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι υπάρχει θετική τοπική εξάρτηση. Για 

παράδειγµα από την στιγµή που η διαδικασία θα πάρει κάποια τιµή στο σύνολο (0,∞) 

(αντίστοιχα στο σύνολο (−∞,0)), έχει την τάση να παραµείνει σε αυτό το σύνολο τιµών. Αν 

τώρα θεωρήσουµε ότι το κατώφλι u παίρνει τιµές στο διάστηµα (1, 2) τα διαγράµµατα που 

προκύπτουν για τις εκτιµήτριες )1(
b̂lθ , slθ̂ , Rθ̂  και )2(

intθ̂  για τρεις διαφορετικές επιλογές των 

παραµέτρων r, z, είναι τα παρακάτω.  

 

 

          n = 1000 ,  r = 10 ,  z = 5                                    n = 1000 ,  r = 20 ,  z = 10 
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         n = 1000 ,  r = 40 ,  z = 20 
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       Παρατηρώντας τα παραπάνω διαγράµµατα είναι φανερό ότι οι τέσσερις εκτιµήτριες 

προσεγγίζουν την θεωρητική τιµή του δείκτη ακρότατης εξάρτησης )3.0( =θ για τιµές του 

κατωφλίου )2,6.1(∈u . Αν παράγουµε χίλιες διαφορετικές πραγµατοποιήσεις της 

διαδικασίας    Χ1, Χ2, …, Χn (n = 1000) και έπειτα υπολογίσουµε τον µέσο όρο των 

εκτιµήσεων των )1(
b̂lθ , slθ̂ , Rθ̂ , )2(

intθ̂ , τότε προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες. 

 

)1(
b̂lθ  u = 1.6 u = 1.7 u = 1.8 u = 1.9 

r = 10 0.341789 0.371597 0.365536 0.400054 

r = 20 0.303940 0.294661 0.316456 0.343824 

r = 40 0.236936 0.257001 0.277779 0.306898 
 

 

 

 

 

 

 

)1(
b̂lθ : ……..    slθ̂  :       

Rθ̂ : -----   )2(
intθ̂ : ------- 

slθ̂  u = 1.6 u = 1.7     u = 1.8       u = 1.9       

r = 10 0.382698 0.403329 0.385313 0.419266 

r = 20 0.360509 0.342454  0.351791 0.380409 

r = 40 0.328965 0.334606 0.350227 0.370179 
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Rθ̂  u = 1.6 u = 1.7     u = 1.8       u = 1.9       

z = 5 0.288179 0.303383 0.290561 0.331308 

z = 10 0.253899 0.266754 0.264543 0.310195 

z = 20 0.218296 0.225647 0.250874 0.284597 
 

 

)2(
intθ̂  u = 1.6 u = 1.7     u = 1.8       u = 1.9       

 0.337508 0.344945 0.368449 0.392838 
 

       Από τους παραπάνω πίνακες βλέπουµε ότι η εκτιµήτρια )2(
intθ̂  υπερεκτιµά τον θ για 

οποιαδήποτε επιλογή του κατωφλίου  u. Η slθ̂  παράγει ικανοποιητικές εκτιµήσεις του θ για r 

= 40 και χαµηλές τιµές του u (1.6 µέχρι 1.7). Η εκτιµήτρια )1(
b̂lθ  δίνει αξιόπιστες τιµές όταν r 

= 20 και 1.6 < u < 1.8 ενώ η Rθ̂  προσεγγίζει ικανοποιητικά την θεωρητική τιµή του θ όταν z 

= 5 για οποιαδήποτε επιλογή του κατωφλίου u µεγαλύτερη από 1.6. Τέλος, αν συµβολίσουµε 

µε rs την παράµετρο επιλογής στη µέθοδο των επικαλυπτόµενων οµάδων για κατώφλι u = 

1.7,    r = 20, rs = 40 και z = 5 τα ιστογράµµατα συχνοτήτων που προκύπτουν είναι τα 

παρακάτω. 

 

       

                               )1(
b̂lθ                                                                     slθ̂  
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                                   Rθ̂                                                                      )2(
intθ̂  

 

(γ) Η τρίτη και τελευταία διαδικασία µε την οποία θα ασχοληθούµε είναι η διαδικασία 

ARCH(1) η οποία περιγράφεται από τη σχέση 

                                                  ttt XX ελβ 2
1−+=   

για t ≥ 1,  β > 0, λ > 0,  X0 = 0 και (εt) ακολουθία i.i.d τ.µ µε εt  ~ N(0,1), οι οποίες επιπλέον 

είναι ανεξάρτητες της X0. Θα περιοριστούµε στη µελέτη της συµπεριφοράς της παραπάνω 

διαδικασίας για σταθερές τιµές των παραµέτρων β, λ και συγκεκριµένα θα θεωρήσουµε ότι β 

= 1 και λ = 0.5. Για αυτές τις τιµές, η διαδικασία ARCH(1) έχει δείκτη ακρότατης εξάρτησης 

θ = 0.835 (Embrechts et al. (1997)). Προσοµοιώνοντας τις Χ1, …, Χ1000 παίρνουµε το 

παρακάτω διάγραµµα. 
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Αν θεωρήσουµε ότι το κατώφλι u παίρνει τιµές στο διάστηµα (2, 3.5) τότε παίρνουµε τα 

παρακάτω διαγράµµατα για τις εκτιµήτριες )1(
b̂lθ , slθ̂ , Rθ̂  και )2(

intθ̂ . 

        n = 1000 ,  r = 10 ,  z = 5                             n = 1000 ,  r = 20 ,  z = 10 
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        n = 1000 ,  r = 40 ,  z = 10 
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       Αν τώρα παράγουµε χίλιες διαφορετικές πραγµατοποιήσεις της διαδικασίας Χ1, Χ2, …, Χn     

(n = 1000) και έπειτα υπολογίσουµε τον µέσο όρο των εκτιµήσεων των )1(
b̂lθ , slθ̂ , Rθ̂ , )2(

intθ̂ , τότε 

προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)1(
b̂lθ : ……..    slθ̂  :       

Rθ̂ : -----   )2(
intθ̂ : ------- 

  )1(
b̂lθ   u = 2.4  u = 2.6     u = 2.8        u = 3        

r = 10 0.742697 0.763043 0.782160 0.791951 

r = 20 0.628589 0.669313 0.706379 0.731009 

r = 40 0.476917 0.534396 0.589052 0.637873 
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       Παρατηρώντας τους παραπάνω πίνακες, βλέπουµε ότι τις πιο «σταθερές» εκτιµήσεις, οι 

οποίες φαίνεται να µη επηρεάζονται από την επιλογή του κατωφλίου u, µας δίνουν οι 

εκτιµήτριες slθ̂ και )2(
intθ̂ . Επιπλέον, οι εκτιµήσεις που µας δίνει η slθ̂  δεν διαφέρουν σηµαντικά 

για τις παραπάνω επιλογές της παραµέτρου r και προσεγγίζουν ικανοποιητικά την θεωρητική 

τιµή του θ εν αντιθέσει µε την )2(
intθ̂  η οποία υπερεκτιµά τον θ. Τέλος, η )1(

b̂lθ  και η Rθ̂ δίνουν 

εκτιµήσεις για τον θ χαµηλότερες της θεωρητική τιµής του για οποιαδήποτε επιλογή των 

παραµέτρων r, z. 

       Για κατώφλι u = 3, r = 10 και z = 5 τα ιστογράµµατα συχνοτήτων των εκτιµητριών )1(
b̂lθ , 

slθ̂ , Rθ̂ και )2(
intθ̂  είναι τα παρακάτω. 

  slθ̂   u = 2.4  u = 2.6     u = 2.8        u = 3        

r = 10 0.876747 0.869165 0.863996 0.860438 

r = 20 0.861660 0.862876 0.861873 0.854309 

r = 40 0.875385 0.863219 0.861209 0.865437 

  Rθ̂   u = 2.4  u = 2.6     u = 2.8        u = 3        

z = 5 0.725472 0.746304 0.760706 0.772428 

z = 10 0.609782 0.656203 0.691112 0.715390 

z = 20 0.438395 0.503221 0.563203 0.613351 

)2(
intθ̂   u = 2.4  u = 2.6      u = 2.8        u = 3        

 0.883904 0.886004 0.899610 0.915228 
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                                     )1(
b̂lθ                                                                         slθ̂  

        

                              Rθ̂                                                                          )2(
intθ̂  
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