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Περίληψη  
  

Υποκειµενικές εκτιµήσεις της ποιότητας ζωής, του πόνου, της ικανότητας κτλ, είναι συχνές 

στις κλινικές έρευνες. Στην πραγµατικότητα, σκοπός κάθε ερευνητικής προσπάθειας, είναι να 

ανακαλύψει σηµαντικές σχέσεις ή συνάφειες, µεταξύ των µεταβλητών. Όµως, σπανίως είναι 

αρκετό να γνωρίζουµε µόνο την ύπαρξη κάποιας σχέσης, κι έτσι οι έρευνες  επικεντρώνονται 

στην ποσοτικοποίηση της συνάφειας, απαντώντας στο ερώτηµα, «Σε τι βαθµό η µεταβλητή X  

σχετίζεται µε την µεταβλητή Y ; »  

Πάρα πολλά µέτρα ή συντελεστές έχουν προταθεί για το σκοπό αυτό. Τα µέτρα συνάφειας 

διανύουν µια διαδροµή 3 αιώνων και το πρόβληµα που αντιµετωπίζουν κυρίως οι ερευνητές, 

είναι η επιλογή του καταλληλότερου µέτρου για κάθε περίπτωση, καθώς τα µέτρα συνήθως 

αποδίδουν διαφορετικές τιµές, ακόµα και στην περίπτωση που αναλύουµε το ίδιο σύνολο 

δεδοµένων. Η επιλογή ενός κατάλληλου µέτρου, βασίζεται µεταξύ άλλων, στις υποθέσεις που 

κάνει για τον τρόπο υπολογισµού του, καθώς και στα χαρακτηριστικά των υπό εξέταση 

µεταβλητών. 

Στην παρούσα εργασία, κάνουµε µια γενική ανασκόπηση των «παραδοσιακών» µέτρων 

συνάφειας, που αναπτύχθηκαν κατά την έναρξη του 20ου αιώνα, καθώς και όσων αναπτύχθηκαν 

µεταγενέστερα, βάσει πιο σύγχρονων υποθέσεων, γνωστά και ως µέτρα προγνωστικής 

συνάφειας. Επιπλέον, παρουσιάζουµε την σχετικά πρόσφατη ανάπτυξη των νεοσύστατων 

µέτρων συµµετρίας - ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας, τα οποία στηρίζονται 

στην θεωρία της πληροφορίας. Συγκεκριµένα, παρουσιάζουµε 18 µέτρα συνάφειας ονοµατικής 

ταξινόµησης, 7 µέτρα συνάφειας διατακτικής ταξινόµησης και 34 µέτρα συµµετρίας - 

ασυµµετρίας.   

Ο σκοπός της εργασίας, είναι η λεπτοµερή επεξήγηση των υποθέσεων, που κρύβονται  στον 

τρόπο υπολογισµού κάθε µέτρου, παρέχοντας µια ξεκάθαρη ερµηνεία στον αναγνώστη. 

Εξετάζουµε τις ιδιότητες των µέτρων, περιγράφουµε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα 

αυτών, καθώς και τις ενδεχόµενες µεταξύ τους σχέσεις και καταµετρούµε τις δυνατές 

περιπτώσεις που µπορεί να αντιµετωπίσει ένας ερευνητής, φιλοδοξώντας να διευκολύνουµε την 

διαδικασία της επιλογής του. 



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

Abstrac t  

 

Assessment of subjective phenomena such as pain, quality of life, ability etc., is common in 

clinical researches. Even though, initial scope of each research is to identify significant 

underlying dependence or association between the variables, in most cases it is by no means 

enough. Thus, it is often of interest to quantify the statistical dependence, answering the question: 

«What is the strength of the association between the variables X   and   Y ?» 

The literature on measures of association or coefficients is now vast and a big variety of them 

has been proposed, for every instance. The contingency tables analysis and the development of 

new measures, remain an active area of research today and thus our history covers activities that 

span 3 centuries. Despite recent advances in the area, many researchers are facing the problem of 

how to select the most appropriate measure suited to their purposes. Indeed, for any given 

situation, there may be several different measures that are valid, yielding different resulting 

values for the same data set. To decide on the appropriate measure, one must consider the 

assumptions behind measure specifications and to identify the characteristics of the variables 

being studied. 

In this paper we give an overview of the most well-known and widely used measures of 

association. Some of them, usually called «traditional measures», were developed around the 

dawn of the 20th century and other, known as «measures of predictive association», were 

developed later, in the mid of the 20th century and are based on modern assumptions. In addition, 

we present the measures of symmetry-asymmetry for square contingency tables, which have only 

recently been developed and are based on Information Theory. More specifically, we present 18 

measures of association for nominal variables, 7 measures of association for ordinal variables and 

34 measures of symmetry-asymmetry for nominal and ordinal variables. 

This paper attempts to clarify the assumptions and the underlying rules for the selected 

measures, providing the reader with clear interpretations of each measure. In that sense, the 

properties and the advantages or disadvantages of the measures are also included, aiming at 

illustrating potential links among them. Further, this paper enumerates possible cases that can be 

encountered by the researcher, hopefully having the effect of facilitating the selection process.     
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
Εισαγωγή 

 

1.1 Κατηγορικά δεδοµένα 

 

Προκειµένου να αξιολογήσουν την αποτελεσµατικότητα µιας νέας επαναστατικής θεραπείας 

ή να προσδιορίσουν τους παράγοντες που επηρεάζουν τη γνώµη και τη συµπεριφορά ενός 

κοινωνικού συνόλου, οι ερευνητές συχνά ανατρέχουν σε στατιστικές µεθόδους ανάλυσης 

κατηγορικών δεδοµένων. Σε αντίθεση µε τις συνεχείς µεταβλητές, το βασικό γνώρισµα των 

κατηγορικών µεταβλητών, ονοµατικών ή διατακτικών, είναι ότι δεν µπορεί να µετρηθεί η 

απόσταση µεταξύ των τιµών τους.  Η ανάλυση κατηγορικών δεδοµένων παρέχει τις κατάλληλες 

τεχνικές για την εξαγωγή της επιθυµητής πληροφορίας, όπως στη περίπτωση των συνεχών 

µεταβλητών, µε την ανάλυση παλινδρόµησης. Η πιο κοινή έννοια  στην ανάλυση κατηγορικών 

δεδοµένων είναι οι πίνακες συνάφειας. 

Όταν ένα σύνολο παρατηρήσεων αποτελείται από δυο ή περισσότερες µεταβλητές και στη 

συνέχεια οι κατηγορίες κάθε µεταβλητής διασταυρώνονται  (cross-classified) σε ένα πίνακα 

συνάφειας, συχνά εγείρονται ερωτήµατα, σχετικά µε την ύπαρξη σχέσης ή συνάφειας, µεταξύ 

των µεταβλητών, ενώ παράλληλα το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην ένταση αυτής. Ειδικότερα, 

οι ερευνητές συνήθως επιθυµούν να  προσδιορίσουν το βαθµό της σχέσης µεταξύ δυο 

µεταβλητών, χρησιµοποιώντας έναν απλό συντελεστή ή ένα µέτρο συνάφειας (measure of 

association), δηλαδή ένα καθαρό αριθµό που κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− +  ή [ ]0,1  και 

δείχνει πόσο έντονα οι δύο µεταβλητές συσχετίζονται. Για παράδειγµα, πως µπορούµε να 

µετρήσουµε τη συνάφεια µεταξύ δυο κατηγορικών µεταβλητών, όπως η θρησκεία, το επάγγελµα, 

ή η προτίµηση µεταξύ διάφορων επιλογών;  

Σε τέτοιες περιπτώσεις, είναι σηµαντικό να χρησιµοποιηθεί ένα κατάλληλο µέτρο, για να 

εκτιµηθεί ο βαθµός της συνάφειας. ∆εν είναι ασυνήθιστο το φαινόµενο, ένας ερευνητής να 

επιλέγει έναν ακατάλληλο συντελεστή για να µετρήσει µια δοσµένη συνάφεια, εξάγοντας έτσι 

εσφαλµένα ή παραπλανητικά συµπεράσµατα. 
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1.2 Πεδία εφαρµογών κατηγορικών δεδοµένων 

 

Μια κατηγορική µεταβλητή έχει ως κλίµακα µέτρησης ένα σύνολο αµοιβαία αποκλειόµενων 

κατηγοριών, µε την έννοια ότι ένα υποκείµενο δεν µπορεί να ταξινοµηθεί σε δυο κατηγορίες. Για 

παράδειγµα, οι πολιτικές πεποιθήσεις ενός ατόµου θα µπορούσαν να θεωρηθούν ως 

φιλελεύθερες, µετριοπαθείς ή συντηρητικές. Η διάγνωση µιας µαστογραφίας ενδεχοµένως να 

είναι κανονική, καλοήθης, ύποπτη και κακοήθης. Η ανάπτυξη µεθόδων ανάλυσης κατηγορικών 

µεταβλητών, παρακινήθηκε από τις έρευνες κοινωνικών και βιοιατρικών επιστηµών. 

Κατηγορικές κλίµακες είναι διάχυτες στις κοινωνικές επιστήµες για την εκτίµηση 

υποκειµενικών φαινόµενων και τη µέτρηση της συµπεριφοράς και της γνώµης των ατόµων. Στις 

ιατρικές επιστήµες χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση του αποτελέσµατος µιας απόκρισης, όπως 

για παράδειγµα, εάν µια ιατρική θεραπεία είναι επιτυχής. Χρησιµοποιούνται στην ψυχιατρική για 

την διάγνωση του τύπου µιας ψυχικής νόσου (σχιζοφρένεια, κατάθλιψη, νεύρωση), στην 

ψυχολογία για την αξιολόγηση του επιπέδου άγχους (καθόλου, λίγο, αρκετά, πολύ, πάρα πολύ), 

στην επιδηµιολογία και σε έρευνες για την δηµόσια υγεία (η ενηµέρωση για τον ιό του Aids έχει 

εντείνει την χρήση µέτρων προφύλαξης; ναι, όχι).  

Επίσης, τις συναντούµε στην Ζωολογία για την ταξινόµηση των ζώων ανάλογα µε τις 

διατροφικές τους συνήθειες, στην Γενετική για την αξιολόγηση του είδος του γονότυπου που 

κληρονοµείται, στο Marketing για την µέτρηση της προτίµησης των καταναλωτών. 

Επεκτείνονται στην Μηχανολογία και στον βιοµηχανικό έλεγχο ποιότητας, όταν διάφορα είδη 

ταξινοµούνται ανάλογα µε το αν ακολουθούν συγκεκριµένα πρότυπα ποιότητας (πόσο γευστικό 

είναι ένα συγκεκριµένο φαγητό ή πόσο εύκολη θεωρείται από έναν εργάτη µια συγκεκριµένη 

εργασία), στην ∆ηµογραφία για την αξιολόγηση των µεταναστευτικών τάσεων και του 

κοινωνικοοικονοµικού status, στην Πολιτική (κοινωνική αποδοχή των κυβερνητικών επιλογών ή 

στροφή του εκλογικού σώµατος µετά από σηµαντικά πολιτικά γεγονότα), στην Εκπαίδευση, την 

Οικολογία και στα Αθλητικά [Agresti, (2002)]. 
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1.3 Ιστορική Αναδροµή 

 

Ένα µεγάλο κοµµάτι της πρώιµης ανάπτυξης των κατηγορικών δεδοµένων, δηλαδή των 

πινάκων συνάφειας και των σχετικών µέτρων, έλαβε χώρα στην Αγγλία και καλυπτόταν από ένα 

πέπλο αντιπαραθέσεων, σχετικά µε το ποια µέθοδος ήταν καταλληλότερη για να συνοψίσει την 

συνάφεια των µεταβλητών. Συγκεκριµένα το 1900 στο Λονδίνο, ο Karl Pearson εισήγαγε το 

2 testχ −  της ανεξαρτησίας, για την σύγκριση των παρατηρούµενων και αναµενόµενων 

(θεωρητικών) συχνοτήτων.  

Ο Pearson (1857-1936), ήταν ήδη γνωστός στην στατιστική κοινότητα και οι εργασίες του 

τις προηγούµενες δεκαετίες αφορούσαν, την ανάπτυξη µιας οικογένειας επικλινών (skewed) 

κατανοµών πιθανότητας (γνωστών ως Pearson curves), τον υπολογισµό του εκτιµητή του 

συντελεστή συσχέτισης και του τυπικού του σφάλµατος καθώς επίσης την επέκταση των 

εργασιών του Galton αναφορικά µε την γραµµική παλινδρόµηση. Ο Pearson υπέθετε, ότι µια 

συνεχής δυαδική κατανοµή διέπει τους πίνακες διασταυρούµενων συχνοτήτων (cross-

classification tables). Υποστήριζε ότι κάποιος θα µπορούσε να περιγράψει τη συνάφεια 

(association), προσεγγίζοντας ένα µέτρο σαν αυτό της συσχέτισης (correlation), για την 

υποκείµενη συνέχεια. Η άποψη αυτή οδήγησε αργότερα (1904) τον Pearson, να αναπτύξει τον 

τετραχωρικό συντελεστή συσχέτισης για 2 2×  πίνακες. Επίσης, το 1904, ο Pearson εισήγαγε την 

έννοια της συνάφειας (contingency), καθώς επίσης και διάφορα µέτρα που βασίζονταν στο 

2 testχ −  και περιέγραφαν την ένταση της συνάφειας. 

Ο George U. Yule (1871-1951) επίσης Άγγλος, είχε µια διαφορετική προσέγγιση. Έχοντας 

ήδη αναπτύξει µοντέλα πολλαπλής παλινδρόµησης και πολλαπλούς ή µερικούς συντελεστές 

συσχέτισης, o Yule έστρεψε το ενδιαφέρον του, µεταξύ του 1900 και 1912, στην συνάφεια 

κατηγορικών µεταβλητών. Πίστευε ότι πολλές κατηγορικές µεταβλητές, όπως επιβίωση ή όχι, 

απασχολούµενος ή άνεργος, είναι εγγενείς διακριτές. Όρισε κάποιους δείκτες µε έναν άµεσο 

τρόπο, χρησιµοποιώντας τις µετρήσεις των κελιών του πίνακα, χωρίς να υποθέτει µια υποκείµενη 

συνέχεια. Επιπλέον, διέδωσε τoν λόγο σχετικών πιθανοτήτων (  odds ratio), µια έννοια η οποία, 

όπως ο Goodman (2000) αναφέρει, ίσως πρώτα να προτάθηκε από τον Ούγκρο στατιστικό 

Korosy J. και στην συνέχεια, παρουσίασε κάποιους µετασχηµατισµούς αυτού, γνωστούς ως 
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συντελεστές Q  και Y  του Yule. Το 1912, εισήγαγε τον συντελεστή ϕ , ο οποίος βασίζεται στο 

2 testχ − .  Το 1903, ο Yule επίσης έδειξε την ενδεχόµενη ασυµφωνία µεταξύ της περιθώριας 

(marginal) και δεσµευµένης (conditional) συνάφειας, σε πίνακες συνάφειας. Πολλά χρόνια 

αργότερα, το 1951, η ασυµφωνία αυτή καταγράφηκε από τον Simpson E. H. και είναι πλέον 

γνωστή ως παράδοξο του Simpson (Simpson’s Paradox). 

Συνοψίζοντας, ο Yule υποστήριζε, ότι συχνά είναι παραπλανητικό και οδηγεί σε εσφαλµένα 

αποτελέσµατα, όταν αναγκαζόµαστε να υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα προέρχονται από µια 

συνεχή κατανοµή πιθανότητας, η οποία είναι κανονική. Ο Pearson υποστήριζε ότι τα µέτρα του 

Yule καταλήγουν σε διαφορετικές τιµές όταν ένας I J×  πίνακας συµπτυχθεί σε έναν 2 2×  

πίνακα [βλέπε Pearson & Heron, (1913)]. Κάνοντας µια ανασκόπηση, οι Pearson και Yule είχαν 

από κοινού δίκιο. Κάποιες ταξινοµήσεις όπως αυτές των ονοµατικών µεταβλητών, δεν διέπονται 

από κάποια εµφανή συνεχή κατανοµή. Από την άλλη µεριά, σε πολλές εφαρµογές τα δεδοµένα  

διέπονται από µια υποκείµενη συνέχεια και το γεγονός αυτό θα µπορούσε να αποτελεί κίνητρο 

για την ανάπτυξη µοντέλων και συµπερασµατολογίας. O Goodman (1981a,b) αναφέρει ότι τα 

διατακτικά µοντέλα παρέχουν ένα είδος συµφωνίας µεταξύ του Yule και του Pearson, καθώς το 

 odds ratio χαρακτηρίζει µοντέλα τα οποία προσαρµόζονται καλά, όταν η κατανοµή των 

δεδοµένων είναι κατά προσέγγιση κανονική. 

Η διαµάχη των Pearson και Yule ήταν µικρής σηµασίας, συγκριτικά µε αυτή µεταξύ των 

Pearson και Fisher. O Ronald A. Fisher (1890-1962) επίσης Άγγλος, χρησιµοποιώντας µια 

γεωµετρική απεικόνιση, εισήγαγε την έννοια των βαθµών ελευθερίας (degrees of freedom), για 

να χαρακτηρίσει την οικογένεια κατανοµών 2χ  [Fisher, (1922)]. Ο Fisher υποστήριξε ότι οι 

βαθµοί ελευθερίας του 2 − testχ  της ανεξαρτησίας, για ένα I J×  πίνακα συνάφειας, ισούνται µε 

( ) ( )1 1df I J= − × − , σε αντίθεση µε ότι αρχικά (1900) ο Pearson είχε υπολογίσει, o οποίος 

θεωρούσε ότι οι βαθµοί ελευθερίας ισούνται µε 1df IJ= − . Η πρόταση του Fisher για διόρθωση 

των βαθµών ελευθερίας του 2 testχ −  της ανεξαρτησίας, οδήγησε σε µια νέα ιστορική 

αντιπαράθεση. Ο Fisher τελικά απέδειξε τους ισχυρισµούς του το 1926. To 1935, εισήγαγε το 

ακριβές τεστ (Fisher’s exact test), για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας σε 2 2×  πίνακες, µε 

συχνότητες ( )5<  σε κάθε κελί.  
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Παράλληλα, το 1918, o Tschuprow εισήγαγε τον συντελεστή T , το 1938 ο Kendal εισήγαγε 

τους συντελεστές tau, το 1946 ο Cramer εισήγαγε το συντελεστή V  και το 1948 ο Pearson 

πρότεινε τον συντελεστή C . Σηµειώνουµε ότι το 1977, ο Sakoda πρότεινε µια διόρθωση του 

συντελεστή C . Το 1935, ο Βρετανός στατιστικός Maurice Bartlett εισήγαγε τον ορισµό της 

οµοιογενούς συνάφειας (homogeneous association), χωρίς αλληλεπιδράσεις, για 2 2 2× ×  πίνακες 

συνάφειας. Ο Νorton (1945) επέκτεινε τα αποτελέσµατα του Bartlett σε 2 2 k× ×  πίνακες. Το 

1951, ο Jerome Cornfield, ένας στατιστικός µε δεσµούς στην ιατρική επιστήµη, χρησιµοποίησε 

το  odds ratio για να προσεγγίσει τον σχετικό κίνδυνο σε case-control µελέτες. 

Οι περισσότερες εργασίες και στατιστικά βιβλία, όταν ανατρέχουν σε πηγές σχετικές µε την 

ανάλυση πινάκων συνάφειας, αναφέρονται κυρίως στις ανωτέρω εργασίες των Pearson και Yule 

στις αρχές του 20ου αιώνα. Όµως, όπως ο Stigler (2002) αναφέρει, η ιδέα της ανάλυσης πινάκων 

συνάφειας χρονολογείται πολύ νωρίτερα, κατά την διάρκεια του 19ου, από τον Βελγικής 

καταγωγής Quetelet (1849), αναφορικά µε την µέτρηση της συνάφειας και την έννοια του 

σχετικού κινδύνου και από τον Bienayme αναφορικά µε την υπεργεωµετρική ανάλυση ενός 2 2×  

πίνακα συνάφειας [βλέπε Heyde & Seneta, (1977)]. Επίσης, o Francis Galton (1892), εισήγαγε 

την έννοια της αναµενόµενης µέτρησης, ως την βάση για την µέτρηση της συνάφειας, σύµφωνα 

µε τον τύπο ( ) ( ) ( )
( )

    
 , =  

 

Row total i Column total j
Expected Count i j

Grand total

×
 ο οποίος αργότερα, θα 

διαδραµάτιζε ένα σπουδαίο ρόλο για τον υπολογισµό του 2 testχ − , ελέγχου της ανεξαρτησίας 

[βλέπε Fienberg & Rinaldo, (2007)]. Επίσης, όπως οι Goodman &  Kruskal  (1959) αναφέρουν, 

ο M. H. Doolittle µε άρθρα του το 1887, προσπαθούσε να εξηγήσει την έλλειψη ακρίβειας ακόµη 

και για έναν 2 2×  πίνακα, σε µια πρώτη προσπάθεια να ποσοτικοποιήσει την συνάφεια. 

Μισό αιώνα αργότερα (1954), µετά την αντιπαράθεση των Pearson και Yule, οι Leo 

Goodman και William Kruskal, από το Πανεπιστήµιο του Chicago, εισήγαγαν έναν αριθµό 

εναλλακτικών µέτρων συνάφειας, γνωστά ως µέτρα προγνωστικής συνάφειας, που βασίζονται σε 

ένα πιθανοθεωρητικό µοντέλο και όχι στο γνωστό 2 testχ −  ή στην υπόθεση ότι τα δεδοµένα 

προέρχονται από µια κοινή κανονική κατανοµή, . Το βιβλίο τους το (1979), παρουσιάζει τέσσερα 

σηµαντικά άρθρα, κατά την διάρκεια του 1950 και αποτελεί µια πολύ καλή αναφορά. Επιπλέον, 
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ο 1962, ο Somers εισήγαγε το συντελεστή συνάφειας D  και το 1972, ο Theil εισήγαγε τον 

συντελεστή αβεβαιότητας U , που βασίζεται σε µέτρα στατιστικής πληροφορίας. 

Οι πίνακες συνάφειας, αν και θεωρούνται η πιο γνωστή µέθοδος ανάλυσης κατηγορικών 

δεδοµένων , δεν είναι η µοναδική. Στα µέσα του 1930, αναπτύχθηκαν τα πρώτα µοντέλα για 

κατηγορικές µεταβλητές. Η ανάλυση των κατηγορικών δεδοµένων αποτελεί ακόµη και σήµερα, 

µια επιστηµονική περιοχή που προσφέρεται για έρευνα, καλύπτοντας µια διαδροµή 3 αιώνων. Η 

βιβλιογραφία αναφορικά µε την ανάλυση κατηγορικών δεδοµένων είναι ανεξάντλητη και 

υπάρχουν διάφορες πτυχές που περιλαµβάνουν διαφορετικά µοντέλα και µεθόδους. Έτσι, οι 

κατηγορικές µεταβλητές χρησιµοποιούνται σε κάθε πεδίο γνώσης και δραστηριότητας. Ο Agresti 

(2002), παρέχει µια αναλυτική επισκόπηση. 

 

1.4 Συντελεστές παλινδρόµησης και µέτρα συνάφειας 

  

Η ένταση µεταξύ έµµεσων ή άµεσων σχέσεων µεταξύ συνεχών µεταβλητών συνοψίζεται µε 

τους συντελεστές παλινδρόµησης. Για σχέσεις µεταξύ κατηγορικών µεταβλητών, η διαδικασία 

είναι λιγότερο εµφανής. Η πρόσφατη ανάπτυξη συµπερασµατικής ανάλυσης κατηγορικών 

δεδοµένων, κυριαρχείται από παραµετρικά µοντέλα. Όµως, µεταξύ των προτεινόµενων 

µοντέλων, κανένα δεν παρέχει µονούς (single) δείκτες των άµεσων ή έµµεσων σχέσεων µεταξύ 

πολύτοµων µεταβλητών. Τα λογαριθµογραµµικά µοντέλα επικεντρώνονται µεταξύ άλλων, στην 

ανίχνευση δοµών συνάφειας (association patterns). Οµοίως, η παραγοντική ανάλυση 

αντιστοιχιών (factorial correspondence analysis), επικεντρώνεται σε δεσµούς ή σχέσεις µεταξύ 

των κατηγοριών παρά µεταξύ των µεταβλητών, ενώ µοντέλα όπως αυτά της λογιστικής 

παλινδρόµησης ή της Poisson παλινδρόµησης, προσπαθούν να εξηγήσουν την πιθανότητα µια 

παρατήρηση να ανήκει σε µια δοσµένη κατηγορία. Οι παράµετροι της λογιστικής 

παλινδρόµησης, ίσως να δίνουν πληροφόρηση σχετικά µε τους δεσµούς µεταξύ δίτιµων 

µεταβλητών. Όµως για πολύτοµες µεταβλητές δεν αποκτούµε σύνθετους δείκτες παρά ένα 

σύνολο παραµέτρων. Όπως για παράδειγµα, το µοντέλο συνάφειας γραµµής - στήλης του 

Goodman περιέχει παραµέτρους συνάφειας. Έχουν όµως εφαρµογή σε διατακτικές µεταβλητές 

µόνο. Επιπλέον, ο αριθµός των παραµέτρων είναι µεγαλύτερος των ανα δυο σχέσεων και το 

µοντέλο δεν είναι λυσιτελές (parsimonious). Κατά συνέπεια, η παραµετρική προσέγγιση είναι σε 
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γενικές γραµµές µικρής σηµασίας για την αξιοποίηση και έλεγχο ενός αιτιατού γραφήµατος 

κατηγορικών µεταβλητών. Τα παραδοσιακά µέτρα συνάφειας και οι µερικοί δείκτες συνάφειας, 

παραµένουν τα πιο κατάλληλα εργαλεία για τον σκοπό αυτό [Olszak & Ritschard, (1995)]. 

 

1.5 Συνάφεια και Ασυµµετρία 

  

Ο όρος συνάφεια (contingency), φαίνεται να προέρχεται από τον Pearson (1904), ο οποίος 

όρισε την συνάφεια για έναν I J×  πίνακα σαν «ένα µέτρο της συνολικής απόκλισης της 

ταξινόµησης από την ανεξάρτητη πιθανότητα» (Fienberg & Rinaldo 2007). Η πιο γνωστή 

µέθοδος που εφαρµόζεται στην ανάλυση ενός πίνακα συνάφειας είναι το 2 testχ −  της 

ανεξαρτησίας, που αναπτύχθηκε επίσης από τον Pearson (1900). Αν µε X  και Y  συµβολίσουµε 

δυο κατηγορικές µεταβλητές µε I  και J  κατηγορίες αντίστοιχα, τότε η διασταύρωσή τους 

οδηγεί σε έναν I J×  πίνακα. Από την στιγµή που απορριφθεί η υπόθεση της ανεξαρτησίας, τότε 

η πληροφόρηση αναφορικά µε την στατιστικά σηµαντική συνάφεια των υπό εξέταση 

µεταβλητών, παρέχεται από µια ποικιλία µέτρων συνάφειας. Όταν η ένταση της συνάφειας 

µεταξύ δυο µεταβλητών, περιγράφεται από τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ανεξαρτησία, τότε 

αναφερόµαστε στα µέτρα συνάφειας (measures of association), ενώ όταν περιγράφεται σε όρους 

αποµάκρυνσης από την συµµετρία, τότε αναφερόµαστε στα µέτρα συµµετρίας - ασυµµετρίας 

(measures of symmetry - asymmetry).  

 

1.6 ∆ιάρθρωση της εργασίας 

 

Η παρούσα εργασία αποτελεί µια γενική επισκόπηση των πιο γνωστών µέτρων συνάφειας, 

που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση πινάκων συνάφειας, για την µελέτη και ποσοτικοποίηση 

της έντασης της σχέσης µεταξύ δυο µεταβλητών, αλλά και πιο σύγχρονων προσεγγίσεων, που 

ίσως να µην έχουν την ίδια αναγνώριση, όπως των νεοσύστατων µέτρων συµµετρίας - 

ασυµµετρίας. Σκοπός της εργασίας είναι, η συνοπτική παρουσίαση των µέτρων και η ταξινόµησή 

τους µε βάση τις υποθέσεις και τις ιδιότητές τους. Παράλληλα, εφαρµόζουµε τα µέτρα σε 

επιλεγµένα παραδείγµατα, µε στόχο την απόδοση της ερµηνεία τους και την καταγραφή των 



  

 8 

ενδεχόµενων περιορισµών τους. Επιπλέον, συγκρίνουµε τα µέτρα για το ίδιο σύνολο δεδοµένων,  

φιλοδοξώντας να εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα, αναφορικά µε τα κριτήρια επιλογής τους.  

Συγκεκριµένα, στο Κεφάλαιο 2, θα αναφερθούµε στις βασικές έννοιες που χρησιµοποιούνται 

στην ανάλυση πινάκων συνάφειας, έτσι ώστε να διευκολύνουµε την παρουσίαση των µέτρων στα 

επόµενα Kεφάλαια. Θα περιγράψουµε τα είδη των κατηγορικών µεταβλητών και τις διάφορες 

κλίµακες µέτρησης, που αποτελούν βασικό κριτήριο επιλογής ενός µέτρου, καθώς και τα είδη 

των πινάκων συνάφειας.  

Στο Κεφάλαιο 3, θα αναφερθούµε στις βασικές ιδιότητες των µέτρων, στα κριτήρια επιλογής 

τους, ενώ παράλληλα, θα περιγράψουµε τις προϋποθέσεις που θα πρέπει να πληρούνται για την 

κατασκευή ενός µέτρου συνάφειας. Επιπλέον, θα παρουσιάσουµε τις διάφορες κλάσεις µέτρων 

πληροφορίας και απόστασης, που προέρχονται από τον χώρο της θεωρίας της πληροφορίας 

(Information Theory) και είναι χρήσιµες για τον υπολογισµό των µέτρων συµµετρίας – 

ασυµµετρίας.  

Στο Κεφάλαιο 4, θα παρουσιάσουµε τα κυριότερα µέτρα για ονοµατικές µεταβλητές, τις 

βασικές ιδιότητες και την ερµηνεία τους. Συγκεκριµένα, θα αναφερθούµε στα «παραδοσιακά» 

µέτρα συνάφειας, όπως συνηθίζεται να αποκαλούνται, δηλαδή σε µέτρα που βασίζονται στο 

2 testχ −  του Pearson και στο  odds ratio, καθώς και στα µέτρα προγνωστικής συνάφειας ή 

αναλογικής µείωσης του σφάλµατος πρόβλεψης (PRE – Proportionate Reduction in Error), τα 

οποία εµφανίστηκαν µεταγενέστερα.    Επιπλέον, θα εξηγήσουµε την κεντρική ιδέα που κρύβεται 

πίσω από την κατασκευή κάθε µέτρου, ώστε να είναι ξεκάθαροι οι λόγοι για τους οποίους κάθε 

µέτρο θα πρέπει να χρησιµοποιείται. 

Στο Κεφάλαιο 5, θα παρουσιάσουµε τα κυριότερα µέτρα για διατακτικές µεταβλητές. Στην 

περίπτωση, αυτή ο τρόπος υπολογισµού των µέτρων διαφοροποιείται, καθώς αξιοποιούν την 

επιπρόσθετη πληροφορία που παρέχει η διάταξη των κατηγοριών κάθε µεταβλητής.       

Στο Κεφάλαιο 6, θα παρουσιάσουµε τα βασικότερα µοντέλα συµµετρίας – ασυµµετρίας και 

τα αντίστοιχα µέτρα συµµετρίας - ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

 

2.1 Εισαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούµε σε βασικές έννοιες που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση 

πινάκων συνάφειας, έτσι ώστε να διευκολύνουµε την επεξήγηση των µέτρων στα επόµενα 

κεφάλαια. Συγκεκριµένα, θα περιγράψουµε τα είδη των κατηγορικών µεταβλητών και τις 

κλίµακες µέτρησής τους, που αποτελούν βασικό κριτήριο επιλογής ενός µέτρου, καθώς και τα 

είδη των πινάκων συνάφειας. 

 

2.2 Πίνακες Συνάφειας 
 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο κατηγορικές µεταβλητές ,X Y . Έστω I  ο αριθµός των 

κατηγοριών της µεταβλητής X  και J  ο αριθµός των κατηγοριών της µεταβλητής Y . Η 

ταξινόµηση των υποκειµένων των δυο µεταβλητών στις διάφορες κατηγορίες έχει IJ  δυνατούς 

συνδυασµούς. Η απόκριση ( ),X Y  ενός τυχαίως επιλεγµένου υποκειµένου από κάποιο 

πληθυσµό, έχει µια κατανοµή πιθανότητας. Ένας ορθογώνιος πίνακας µε I  γραµµές για τις 

κατηγορίες της µεταβλητής X  και J  στήλες για τις κατηγορίες της µεταβλητής Y , έχει IJ  

κελιά, τα οποία περιγράφουν τα πιθανά αποτελέσµατα αυτών των συνδυασµών και 

προσδιορίζουν την από κοινού κατανοµή τους. Όταν τα κελιά περιέχουν τις συχνότητες για κάθε 

IJ  πιθανό αποτέλεσµα ενός δείγµατος, τότε έχουµε έναν διδιάστατο I J×  πίνακα συνάφειας 

[Agresti, (2002)]. Ο ακόλουθος Πίνακας 2-1 (σελ.10) περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο 

ταξινοµούνται δυο µεταβλητές.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2-1 

I J×  Πίνακας Συνάφειας 

 

Y1 Y2 .  .  . Yj Σύνολο

N11 N12 .  .  . N1j N1.

π11 π12  .  .  . π1j π1.

N21 N22 .  .  . N2j N2.

π21 π22 .  .  . π2j π2.

Ni1 Ni2 .  .  . Nij Ni.

πi1 πi2 .  .  . πij πi.

N.1 N.2 .  .  . N.j N

π.1 π.2 .  .  . π.j 1

.                  

.                          

.

.

.

.

Μεταβλητή X

.   

.

.                

.

.

.

     .
          .
               .

Μεταβλητή Υ

Χ1

Χ2

.                                            

.                                           

.

Σύνολο

Χi

 

 

 
2.2.1 Είδη Πινάκων Συνάφειας 
 

Η απλούστερη µορφή ενός πίνακα συνάφειας είναι αυτή, ενός 2 2×  πίνακα και προέρχεται 

από την διασταύρωση δυο διχοτοµηµένων µεταβλητών. Κυρίως εµφανίζονται σε βιοιατρικές 

εφαρµογές και σε επιδηµιολογικές µελέτες (Επιβίωση/Θεραπεία: επιτυχία-αποτυχία Group: case- 

control) και χρησιµοποιούνται  όταν θέλουµε να συγκρίνουµε δυο οµάδες ως προς µια δίτιµη 

αποκριτική µεταβλητή. 

Η συνηθέστερη µορφή ενός πίνακα που συναντάται σε διάφορες µελέτες και πειράµατα, είναι 

ο διδιάστατος I J×  πίνακας συνάφειας, για I J≠ , όπου µπορούµε να αναλύσουµε την συνάφεια 

δυο µεταβλητών, ανεξάρτητα από το µέγεθος των κατηγοριών τους. Η ειδική περίπτωση ενός 

τετραγωνικού I I×  πίνακα συνάφειας, µε σύµµετρη (ίδια) ταξινόµηση των µεταβλητών 

εµφανίζεται στις βιοιατρικές, παιδαγωγικές και κοινωνικές επιστήµες, στην ψυχολογία και σε 

άλλα επιστηµονικά πεδία. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι η σύγκριση της διάγνωσης ή της 

θεραπείας στο ίδιο υποκείµενο, αλλά από δυο διαφορετικούς εξεταστές (συµφωνία 
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βαθµολογητών), οι πίνακες που περιγράφουν την γεωγραφική κινητικότητα κοινωνικών 

στρωµάτων, η ανάλυση της προτίµησης της κοινής γνώµης, µεταξύ δυο περιόδων κ.α.  

Στην περίπτωση περισσότερων από δυο µεταβλητών, αναφερόµαστε σε πολυδιάστατους 

πίνακες συνάφειας ...I J R× × × . Πολλές µελέτες ιδιαίτερα στις κοινωνικές επιστήµες, έχουν να 

κάνουν µε δεδοµένα που περιγράφονται από πολλές µεταβλητές. Για παράδειγµα, ένας ενήλικας 

που ζει σε ένα µεγάλο αστικό κέντρο, θα µπορούσε να ταξινοµηθεί µε βάση τις εξής κατηγορίες 

ανά µεταβλητή: ∆ηµοτικό διαµέρισµα 5I = , Αγαπηµένη εφηµερίδα 6J = , Ύπαρξη τηλεόρασης 

2K =  (ναι-όχι), Επίπεδο εκπαίδευσης  4L = , Ηλικία 10R= . 

Για λόγους ευκολίας της παρουσίασης και καλύτερης ερµηνείας των αποτελεσµάτων, θα 

περιοριστούµε σε εφαρµογές δυο διασταυρούµενων µεταβλητών, αν και τα σχόλιά µας, θα 

µπορούσαν να επεκταθούν για περιπτώσεις περισσότερων µεταβλητών.  

 

2.2.2 Πλεονεκτήµατα Πινάκων Συνάφειας 
 

Τα κατηγορικά δεδοµένα προσφέρονται για απεικόνιση σε πίνακα (tabulation), καθώς ένας 

πίνακας διατηρεί όλη την πληροφορία των δεδοµένων αναλλοίωτη και κάνει την δοµή των 

δεδοµένων πιο ξεκάθαρη. Συγκεκριµένα, µας  επιτρέπει να δούµε 4 χαρακτηριστικά τα οποία δεν 

θα ήταν εµφανή αν τα δεδοµένα ήταν ακατέργαστα: 

1. Την συνολική κατανοµή της µεταβλητής X  

2. Την συνολική κατανοµή τη µεταβλητής Y  

3. Πως η κατανοµή της µεταβλητής X  διαφοροποιείται κατά µήκος της µεταβλητής Y  

4. Την διαφορετική αναλογία της µεταβλητής Y  σε κάθε επίπεδο της µεταβλητής X . 

Τα δυο τελευταία χαρακτηριστικά εκφράζουν την συνάφεια µεταξύ των µεταβλητών  

[http://teaching.sociology.ul.ie/SSS/lugano/lugano.html, Brendan Halpin, (2002)].  

 

2.2.3 Συµβολισµοί ενός Πίνακα Συνάφειας  

 

Έστω ότι ένα υποκείµενο επιλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό και κατατάσσεται σε έναν από 

τους IJ  πιθανούς συνδυασµούς, των κατηγοριών των µεταβλητών ,X Y . Συµβολίζουµε µε   

1,2,...,i I=  και 1,2,...,j J=  τον αριθµό των κατηγοριών των µεταβλητών ,X Yαντίστοιχα, 
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ijN  την συχνότητα εµφάνισης του ( )ij  συνδυασµού.  

.

1

J

i ij

j

N N
=

=∑  το περιθώριο άθροισµα συχνοτήτων της i − γραµµής του πίνακα.  

.

1

I

j ij

i

N N
=

=∑  το περιθώριο άθροισµα συχνοτήτων της j − στήλης του πίνακα. 

1 1

I J

ij

i j

N N
= =

=∑∑  το συνολικό µέγεθος του πληθυσµού.  

( ),ij ijP X i Y j N Nπ = = = =  την πιθανότητα  ένα υποκείµενο να ταξινοµηθεί στην ( )ij  

συντεταγµένη του πίνακα συνάφειας. Ισχύει ότι 
1 1

1
I J

ij

i j

π
= =

=∑∑ . 

( ). .i iP X i N Nπ = = =  την περιθώρια πιθανότητα ένα υποκείµενο να ταξινοµηθεί στην  

i − γραµµή του πίνακα. 

( ). .j jP Y j N Nπ = = =  την περιθώρια πιθανότητα ένα υποκείµενο να ταξινοµηθεί στην  

j − στήλη του πίνακα. 

( )| .|i j ij jP X i Y jπ π π= = = =  η δεσµευµένη πιθανότητα ένα υποκείµενο να ταξινοµηθεί στην  

i − γραµµή του πίνακα, δοθέντος ότι το υποκείµενο ταξινοµείται στην j − στήλη του πίνακα. 

( )| .|j i ij iP Y j X iπ π π= = = =  η δεσµευµένη πιθανότητα ένα υποκείµενο να ταξινοµηθεί στην  

j − στήλη του πίνακα, δοθέντος ότι το υποκείµενο ταξινοµείται στην i − γραµµή του πίνακα.  

{ }ijπ   η από κοινού κατανοµή πιθανότητας (joint distribution) των µεταβλητών ,X Y . 

{ } { }. .,i jπ π   οι περιθωριακές κατανοµές πιθανότητες (marginal distributions) για κάθε κατηγορία 

των µεταβλητών ,X Y . 

{ }1| 2| |, ,...,j j I jπ π π ,{ }1| 2| |, ,...,i i J iπ π π  οι δεσµευµένες κατανοµές πιθανότητας (conditional 

distributions) των µεταβλητών ,X Y , για κάθε γνωστό επίπεδο των µεταβλητών ,Y X , 

αντίστοιχα. 
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Σηµειώνουµε ότι οι δειγµατικές συχνότητες συµβολίζονται µε ijn , οι δειγµατικές πιθανότητες µε 

ijp  και το συνολικό µέγεθος του δείγµατος µε n . 

 

2.3 Μεταβλητή απόκρισης και επεξηγηµατική µεταβλητή  

 

Σε πολλούς πίνακες συνάφειας, η µια µεταβλητή θεωρείται µεταβλητή απόκρισης (response 

variable) ή αλλιώς εξαρτηµένη µεταβλητή (συνήθως η µεταβλητή στήλη Y ) και η άλλη 

επεξηγηµατική µεταβλητή (explanatory variable) ή αλλιώς ανεξάρτητη (συνήθως η µεταβλητή 

γραµµή X ).  Όταν η µεταβλητή X  είναι γνωστή και όχι τυχαία, η έννοια της από κοινού 

κατανοµής, που περιγράψαµε στην προηγούµενη παράγραφο δεν έχει νόηµα. Όµως, για µια 

γνωστή κατηγορία της X , η µεταβλητή Y  έχει µια κατανοµή πιθανότητας. Στην περίπτωση  

αυτή, έχει νόηµα να µελετήσουµε πως η κατανοµή πιθανότητας της Y  µεταβάλλεται, σε κάθε 

επίπεδο της µεταβλητής X . Πρωταρχικός σκοπός πολλών µελετών είναι να συγκρίνουν τις 

δεσµευµένες κατανοµές της µεταβλητής  απόκρισης Y , για διάφορα επίπεδα της επεξηγηµατικής 

µεταβλητής [Agresti, (2002)].  

Στην περίπτωση  που η ύπαρξη µιας αιτιώδους σχέσης µεταξύ των µεταβλητών 

προσδιορίζεται και στις δυο κατευθύνσεις, δηλαδή και οι δυο µεταβλητές είναι µεταβλητές 

απόκρισης (η µια µεταβλητή δεν προηγείται της άλλης, είτε χρονολογικά, είτε αιτιατά, είτε µε 

οποιοδήποτε άλλο τρόπο), τότε οι µεταβλητές αντιµετωπίζονται συµµετρικά. Η διαφοροποίηση 

αυτή παίζει σπουδαίο ρόλο για την επιλογή ενός µέτρου συνάφειας, όπως θα δούµε στην 

συνέχεια.     

 

2.4 Ανεξαρτησία  

 

Όταν και οι δυο µεταβλητές είναι µεταβλητές απόκρισης, για να περιγράψουµε την µεταξύ 

τους συνάφεια, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την από κοινού κατανοµή τους και την 

δεσµευµένη κατανοµή της Y  ως προς X  ή την δεσµευµένη κατανοµή της X  ως προς Y . Η 

δεσµευµένη κατανοµή της Y  δοθέντος της X , συνδέεται µε την από κοινού κατανοµή µέσω της 

σχέσης  



  

 14 

 | .j i ij iπ π π= , για όλα τα ,i j           (2.1) 

∆υο κατηγορικές µεταβλητές απόκρισης θεωρούνται ανεξάρτητες, εάν όλες οι από κοινού 

πιθανότητες ισούνται µε το γινόµενο των περιθωριακών πιθανοτήτων τους, δηλαδή όταν 

 . .ij i jπ π π= , για 1,2,...,i I=  και 1,2,...,j J=            (2.2) 

∆υο µεταβλητές είναι στατιστικά ανεξάρτητες, εάν οι δεσµευµένες κατανοµές της µεταβλητής 

Y , είναι ίδιες σε κάθε επίπεδο της µεταβλητής X . Όταν οι µεταβλητές ,X Y είναι ανεξάρτητες 

τότε ισχύει 

 . .
| .

. .

ij i j
j i j

i i

π π π
π π

π π
= = = , για 1,2,...,i I=          (2.3) 

Με άλλα λόγια, κάθε δεσµευµένη κατανοµή της Y  είναι ίδια µε την περιθωριακή κατανοµή της 

Y . Εποµένως, δυο µεταβλητές είναι ανεξάρτητες όταν η πιθανότητα οποιασδήποτε στήλης είναι 

ίδια σε κάθε γραµµή, δηλαδή όταν ισχύει ότι 

 |1 |2 |...j j j Iπ π π= = =             (2.4) 

Όταν η Y  είναι µεταβλητή απόκρισης και η X  επεξηγηµατική µεταβλητή, µπορούµε µε πιο 

απλό και λογικό τρόπο να ορίσουµε την ανεξαρτησία, από ότι όταν και οι δυο είναι µεταβλητές 

απόκρισης. Η ανεξαρτησία στην περίπτωση αυτή, συχνά αναφέρεται και ως οµοιογένεια 

(homogeneity) της δεσµευµένης κατανοµής. ∆ηλαδή όταν η δεσµευµένη κατανοµή της Y   είναι 

ίδια για κάθε επίπεδο της µεταβλητής X  [Agresti, (2002)]. 

 

2.5 Συµµετρία   

 

Στην περίπτωση ενός τετραγωνικού R R×  πίνακα συνάφειας, ο οποίος έχει την ίδια 

(ονοµατική ή διατακτική) ταξινόµηση γραµµών και στηλών, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην 

µελέτη της συµµετρίας γύρω από τα στοιχεία της κυρίας διαγώνιου, παρά για την ανεξαρτησία 

µεταξύ των µεταβλητών γραµµής και στήλης. Γενικά, δυο µεταβλητές θεωρείται ότι έχουν 

σύµµετρη ταξινόµηση αν 

 ij jiπ π=  για , 1,2,...,i j R=  και i j≠            (2.5)     

 Στο Κεφάλαιο 6, αναφερόµαστε αναλυτικότερα στην έννοια της συµµετρίας ενός πίνακα 

συνάφειας, καθώς και άλλων συναφών µοντέλων.  
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2.6 Είδη κατηγορικών µεταβλητών 

 

Η κλίµακα µέτρησης µιας µεταβλητής µπορεί να είναι συνεχής (continuous) ή διακριτή 

(discrete). Μια συνεχής µεταβλητή, θεωρητικά µπορεί να πάρει τιµές από όλο το εύρος του 

διαστήµατος στο οποίο ανήκει, όπως για παράδειγµα το βάρος ή η αρτηριακή πίεση. Αντίθετα 

µια διακριτή µεταβλητή λαµβάνει µεµονωµένες τιµές, όπως για παράδειγµα το φύλλο ή το 

επίπεδο εκπαίδευσης. Τα κατηγορικά δεδοµένα αποτελούνται από µεταβλητές οι οποίες 

επιδέχονται έναν περιορισµένο αριθµό διακριτών τιµών. Μπορεί να είναι ονοµατικές, 

διατακτικές ή διαστηµατικές, αλλά δεν µπορούν να είναι συνεχείς. Οι κατηγορίες των 

ονοµατικών µεταβλητών δεν έχουν µια φυσική διάταξη. Για παράδειγµα, η µεταβλητή 

«θρησκευτική ιδεολογία» έχει τις κατηγορίες, Ορθόδοξος, Καθολικός, Προτεστάντης, Εβραίος 

κ.α.  

Οι διατακτικές µεταβλητές αντιθέτως, αποτελούνται από κατηγορίες οι οποίες µπορούν να 

διαταχθούν. Για παράδειγµα, η µεταβλητή κοινωνική τάξη έχει κατηγορίες όπως, υψηλή τάξη, 

µεσαία τάξη, χαµηλή τάξη. Οι µεταβλητές αυτές µπορούν µεν να διαταχθούν, αλλά η απόσταση 

µεταξύ των κατηγοριών είναι άγνωστη. Για παράδειγµα, ένα άτοµο µε µετριοπαθείς πολιτικές 

αντιλήψεις είναι πιο φιλελεύθερο από ένα άτοµο µε συντηρητικές πολιτικές πεποιθήσεις, αλλά 

δεν υπάρχει µια αριθµητική τιµή που να περιγράφει πόσο πιο φιλελεύθερο είναι.. Όταν η 

απόσταση µεταξύ των κατηγοριών µπορεί να µετρηθεί, τότε οι µεταβλητές ονοµάζονται 

διαστηµατικές (interval variables). Για παράδειγµα, η µεταβλητή της αρτηριακής πίεσης, είναι 

µια συνεχής µεταβλητή, η οποία µπορεί να κατηγοριοποιηθεί οµαδοποιώντας τις τιµές της σε 

συγκεκριµένα διαστήµατα τιµών, γνωστών αποστάσεων. Ο τρόπος µε τον οποίο µια µεταβλητή 

µετριέται, καθορίζει και το είδος της. Για παράδειγµα, η µεταβλητή «Εκπαίδευση», είναι 

ονοµατική όταν µετριέται µε βάση το είδος της εκπαίδευσης, δηµόσιο ή ιδιωτικό σχολείο, είναι 

διατακτική, όταν µετριέται µε βάση το επίπεδο της εκπαίδευσης, Βασική εκπαίδευση, Λύκειο, 

Πανεπιστήµιο, Μεταπτυχιακό και τέλος είναι διαστηµατική, όταν µετριέται µε βάση τα χρόνια 

εκπαίδευσης, 1,2,3,... Η κλίµακα µέτρησης µιας µεταβλητής καθορίζει και το είδος της 

στατιστικής µεθόδου που θα χρησιµοποιηθεί. 

 ∆ιάφοροι µέθοδοι ανάλυσης διατακτικών µεταβλητών αξιοποιούν την πληροφορία που 

παρέχει η διάταξη των κατηγοριών. Ιεραρχικά, µε την έννοια της πληροφορίας που παρέχουν, 
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πρώτες είναι οι διαστηµατικές µεταβλητές, ακολουθούν οι διατακτικές και τέλος οι ονοµατικές. 

Στατιστικές µέθοδοι για την ανάλυση µιας µεταβλητής ενός τύπου, µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

και για την ανάλυση µεταβλητών υψηλότερης ιεραρχίας, αλλά ποτέ χαµηλότερης. Για 

παράδειγµα, στατιστικές µέθοδοι για την ανάλυση ονοµατικών µεταβλητών µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και για διατακτικές, αγνοώντας την διάταξη. Οι ονοµατικές µεταβλητές είναι 

ποιοτικές µεταβλητές (qualitative), οι κατηγορίες διαφέρουν µεταξύ τους ποιοτικά και όχι 

ποσοτικά, ενώ οι διαστηµατικές µεταβλητές είναι ποσοτικές (quantitative), τα χαρακτηριστικά 

των επιπέδων των κατηγοριών διαφέρουν ποσοτικά. Ο χαρακτηρισµός των διατακτικών 

µεταβλητών σε ποιοτικές ή ποσοτικές, δεν είναι εύκολος. Οι αναλυτές συχνά τις χειρίζονται ως 

ποιοτικές, χρησιµοποιώντας µεθόδους ονοµατικών µεταβλητών, αλλά µπορούµε να πούµε ότι 

µοιάζουν περισσότερο µε διαστηµατικές µεταβλητές παρά µε ονοµατικές. Αν και δεν µπορούν να 

µετρηθούν, κρύβουν µέσα τους µια συνεχή µεταβλητή. Για παράδειγµα, η ταξινόµηση των 

πολιτικών πεποιθήσεων (φιλελεύθερες, µετριοπαθείς ή συντηρητικές), µετρά αδέξια µια έµφυτη 

συνεχή µεταβλητή. Οι αναλυτές συχνά αξιοποιούν την ποσοτική φύση των διατακτικών 

µεταβλητών, αναθέτοντας σκορ στις διάφορες κατηγορίες ή υποθέτοντας ότι ακολουθούν συνεχή 

κατανοµή [Agresti, (2002)]. 

 

2.7  Κατανοµές κατηγορικών δεδοµένων 

 

H συµπερασµατική ανάλυση,  απαιτεί υποθέσεις αναφορικά µε τον τυχαίο µηχανισµό που 

παράγει τα δεδοµένα. Στα µοντέλα παλινδρόµησης µε συνεχείς µεταβλητές απόκρισης, η 

κανονική κατανοµή έχει τον κυριότερο ρόλο. Οι κυριότερες κατανοµές που περιγράφουν 

κατηγορικές αποκρίσεις είναι η διωνυµική, η πολυωνυµική και η Poisson. 

 

2.7.1 ∆ιωνυµική Κατανοµή 

 

Πολλές εφαρµογές αναφέρονται σε έναν γνωστό αριθµό n  δίτιµων παρατηρήσεων. Έστω 

1 2, ,..., ny y y , οι αποκρίσεις για n  ανεξάρτητες και πανοµοιότυπες δοκιµές, έτσι ώστε 

( )1iP Y π= =   και  ( )0 1iP Y π= = − , όπου 1= ίεπιτυχ α  και 0 = ίαποτυχ α . 
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Σηµειώνουµε ότι µε τον όρο «πανοµοιότυπες» δοκιµές εννοούµε ότι η πιθανότητα της επιτυχίας 

π , είναι ίδια για κάθε δοκιµή και µε τον όρο «ανεξάρτητες» δοκιµές εννοούµε ότι οι αποκρίσεις 

{ }iY , είναι ανεξάρτητες, τυχαίες µεταβλητές. Οι δοκιµές αυτές είναι γνωστές και ως δοκιµές 

Bernoulli. O συνολικός αριθµός των επιτυχιών, 
1

n

i

i

Y Y
=

=∑ , ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή 

παραµέτρου π , δηλαδή ( )~ ,Y Bin nπ . H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την πιθανή 

τιµή y  της µεταβλητής Y , είναι  

 ( ) ( )1
n yyn

P y
y
π π − 

= − 
 

, για 0,1,2,...,y n=         (2.4) 

όπου 
( )

!

! !

n n

y y n y

 
=  − 

.  

∆εν υπάρχει εγγύηση ότι οι διαδοχικές  διωνυµικές παρατηρήσεις είναι πάντα ανεξάρτητες 

και πανοµοιότυπες. Έτσι κάποιες φορές χρησιµοποιούνται άλλες κατανοµές. Μια τέτοια 

περίπτωση είναι όταν παίρνουµε διωνυµικό δείγµα από έναν γνωστό πληθυσµό χωρίς 

επανάθεση, για παράδειγµα, όταν παρατηρούµε το φύλλο µιας τάξης µαθητών, παίρνοντας 

δείγµα 10 µαθητών από µια τάξη µε σύνολο 20 µαθητών. Στην περίπτωση αυτή η 

υπεργεωµετρική κατανοµή είναι καταλληλότερη. 

 

2.7.2 Πολυωνυµική Κατανοµή 

 

Κάποιες δοκιµές έχουν περισσότερα από δυο πιθανά αποτελέσµατα. Έστω ότι κάθε µια από 

τις n  ανεξάρτητες και πανοµοιότυπες δοκιµές έχει αποτέλεσµα που ανήκει σε κάποια από τις 

c− κατηγορίες. Έστω, 1ijy = , αν η i − δοκιµή έχει το j  αποτέλεσµα και 0ijy = , διαφορετικά. 

Τότε το αποτέλεσµα ( )1, 2,...,i i i icy y y y= , αναπαριστά µια πολυωνυµική δοκιµή µε 
1

1
c

ij

j

y
=

=∑ . 

Για παράδειγµα, το αποτέλεσµα ( )0,0,1,0 , σηµαίνει ότι ανάµεσα σε 4 διαδοχικές κατηγορίες, 

είχαµε αποτέλεσµα που ανήκει στην 3η κατηγορία. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το αποτέλεσµα 

icy  είναι γραµµικώς εξαρτηµένο από τα υπόλοιπα και εποµένως η παρατήρησή του δεν είναι 
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απαραίτητη. Έστω ότι j ij

i

n y=∑ , συµβολίζει τον αριθµό των δοκιµών, που φέρουν το 

j − αποτέλεσµα. Τότε οι µετρήσεις ( )1 2, ,..., cn n n  ακολουθούν την πολυωνυµική κατανοµή. 

Έστω, ( )1j ijP Yπ = =  συµβολίζει την πιθανότητα να έχουµε αποτέλεσµα στην j − κατηγορία, 

για κάθε δοκιµή. Η  πολυωνυµική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι  

 ( ) 1 2
1 2 1 1 2

1 2

!
, ,..., ...

! !... !
cn n n

c c
c

n
P n n n

n n n
π π π−

 
=  
 

        (2.5) 

Καθώς j

j

n n=∑ , έχουµε ( )1c− − διαστάσεις, µε ( )1 2 1...c cn n n n n−= − + + + . Η διωνυµική 

κατανοµή είναι ειδική περίπτωση για 2c = .  

 

2.7.3 Κατανοµή Poisson 

 

Μερικές φορές οι µετρήσεις δεν είναι αποτέλεσµα ενός καθορισµένου αριθµού δοκιµών. Για 

παράδειγµα, εάν y  είναι ο αριθµός των θανάτων σε αυτοκινητιστικά δυστυχήµατα κατά την 

διάρκεια της επόµενης εβδοµάδος, δεν υπάρχει καθορισµένο άνω όριο n  για το y . Καθώς y  

ένας µη αρνητικός αριθµός, η κατανοµή του θα πρέπει να έχει τον όγκο της σε αυτό το εύρος. 

Μια τέτοια κατανοµή είναι η Poisson. Οι πιθανότητες βασίζονται σε µια µόνο παράµετρο, τον 

µέσο µ . H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Poisson είναι  

 ( )
!

ye
P y

y

µµ−

=  µε 0,1,2,...y =                 (2.6) 

Όσο το µ  αυξάνει, η κατανοµή Poisson συγκλίνει στην κανονική κατανοµή. H κατανοµή 

Poisson χρησιµοποιείται για να µετρήσει γεγονότα που συµβαίνουν τυχαία στον χρόνο ή τον 

χώρο, όταν τα αποτελέσµατα σε περιόδους ή περιοχές  χωρίς συνοχή, είναι ανεξάρτητα. Επίσης 

εφαρµόζεται σαν µια προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής, όταν το n  είναι µεγάλο και το π  

είναι µικρό, µε nµ π= . Άρα, όταν κάθε ένας οδηγός µιας χώρας µε πληθυσµό 50.000.000n = , 

είναι ανεξάρτητες δοκιµές, µε πιθανότητα θανάτου σε αυτοκινητιστικό δυστύχηµα την επόµενη 

εβδοµάδα 0.000002π = , τότε ο  αριθµός των θανάτων Y  ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή   
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( )~ 50.000.000,0.000002Y Bin  ή την κατά προσέγγιση Poisson κατανοµή, ( )~ 100Y Poisson , 

καθώς 50.000.000 0.000002 100µ = × = . 

Ένα κύριο χαρακτηριστικό της κατανοµής Poisson, είναι ότι η διακύµανση ισούται µε τον µέσο. 

Οι δειγµατικές µετρήσεις ποικίλλουν περισσότερο όταν ο µέσος έχει µεγαλύτερη τιµή. Έτσι, 

όταν ο µέσος όρος των εβδοµαδιαίων ατυχηµάτων είναι 100, έχουµε µεγαλύτερη διακύµανση 

από ότι όταν είναι 10. 

 

2.7.4 Πολυωνυµική, ∆ιωνυµική και Poisson ∆ειγµατοληψία 

 

Οι κατανοµές πιθανότητας που περιγράψαµε προηγουµένως, επεκτείνονται και στην 

περιγραφή των κελιών ενός πίνακα συνάφειας. Για παράδειγµα, ένα Poisson µοντέλο 

δειγµατοληψίας, θεωρεί τις µετρήσεις { }ijY , ως ανεξάρτητες Poisson τυχαίες µεταβλητές 

παραµέτρου { }ijµ . Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των πιθανών 

αποτελεσµάτων { }ijn , ισούται µε το γινόµενο των πιθανοτήτων ( ){ }=ij ijP Y n , για τα κελιά 

{ }IJ , οι οποίες ακολουθούν την κατανοµή Poisson, δηλαδή 

 ( ) ( ), exp !ijn
ij ij ij

i j

f x y nµ µ= −∏∏           (2.7) 

Όταν το µέγεθος του δείγµατος n  είναι γνωστό, αλλά τα αθροίσµατα των γραµµών και των 

στηλών όχι, τότε ένα πολυωνυµικό δειγµατοληπτικό σχέδιο εφαρµόζεται. Τα { }IJ  κελιά είναι 

τώρα τα πιθανά αποτελέσµατα. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των πιθανών 

αποτελεσµάτων ισούται µε 

 
11

!

!... !
ijn

ij
ij i j

n

n n
π∏∏             (2.8)  

Συχνά οι παρατηρήσεις της µεταβλητής απόκρισης Y , συµβαίνουν ξεχωριστά σε κάθε επίπεδο 

της επεξηγηµατικής µεταβλητής X . Στην περίπτωση αυτή, θεωρούµε ότι τα αθροίσµατα των  

γραµµών ( ).in  είναι γνωστά. Έστω ότι οι { }in  παρατηρήσεις της Y , για κάθε κατηγορία i  της 
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X  είναι ανεξάρτητες, µε κατανοµή πιθανότητας { }1| 2| |...= = =i i J iπ π π . Οι µετρήσεις { }.in , για 

1,2,...,=j J , ικανοποιούν την σχέση .ij i

j

n n=∑  και έχουν την πολυωνυµική µορφή 

  .
|

!

!
ijni

j i

jij

j

n

n
π∏∏

           (2.9) 

Όταν τα δείγµατα στα διάφορα επίπεδα της µεταβλητής X  είναι ανεξάρτητα, το 

δειγµατοληπτικό σχέδιο ονοµάζεται γινόµενο πολυωνυµικής δειγµατοληψίας (product 

multinomial sampling), καθώς η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των δεδοµένων, είναι το 

γινόµενο πολυωνυµικών συναρτήσεων, για κάθε επίπεδο της X . Τέλος, όταν τα αθροίσµατα των 

γραµµών και των στηλών είναι γνωστά, τότε η καταλληλότερη δειγµατοληπτική κατανοµή είναι 

η υπεργεωµετρική. 

  

2.7.5 Παραδείγµατα 

 

Ερευνητές σχεδιάζουν να µελετήσουν την σχέση µεταξύ της χρήσης ζώνης ασφαλείας και 

θανητοφόρου ή όχι ατυχήµατος. Στην περίπτωση που αποφασίσουν να καταγράψουν όλα τα 

ατυχήµατα που θα συµβούν εντός ενός έτους, τότε το συνολικό µέγεθος δείγµατος είναι µια 

τυχαία µεταβλητή. Τότε θα θεωρήσουν ότι ο αριθµός των παρατηρήσεων µεταξύ των τεσσάρων 

συνδυασµών, χρήση ζώνης και αποτέλεσµα ατυχήµατος, ως ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που 

ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε άγνωστη µέση τιµή { }11 12 21 22, , ,µ µ µ µ . 

Αντιθέτως, αν οι ερευνητές αποφασίσουν να πάρουν από το αρχείο της αστυνοµίας, τυχαίο 

δείγµα 200 ατυχηµάτων που συνέβησαν το προηγούµενο έτος και ταξινοµήσουν κάθε ατύχηµα 

σύµφωνα µε τις κατηγορίες, «Χρήση ζώνης» (Ναι /  Όχι), για την µεταβλητή X  γραµµή και 

«Ατύχηµα» (Θανατηφόρο / µη – θανητηφόρο), για την µεταβλητή Y  στήλη, τότε το µέγεθος του 

δείγµατος είναι γνωστό. Για την µελέτη αυτή, θα θεωρήσουν ότι τα 4 κελιά του πίνακα είναι 

πολυωνυµικές τυχαίες µεταβλητές, µε 200=n  δοκιµές και άγνωστη παράµετρο την από κοινού 

πιθανότητα { }11 12 21 22, , ,π π π π . 
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Στην περίπτωση που τα θανητοφόρα ατυχήµατα ήταν καταγεγραµµένα σε ξεχωριστά αρχεία 

της αστυνοµίας, τότε οι ερευνητές θα έπρεπε να πάρουν τυχαίο δείγµα 100 ατυχηµάτων από το 

αρχείο των θανατηφόρων γεγονότων και τυχαίο δείγµα 100 ατυχηµάτων από το αρχείο των µη – 

θανητηφόρων γεγονότων. Αυτή η προσέγγιση θεωρεί το άθροισµα των στηλών γνωστό.  

Στην περίπτωση αυτή κάθε στήλη του πίνακα, θα πρέπει να θεωρηθεί ως ένα ανεξάρτητο 

διωνυµικό δείγµα, αφού πλέον τα αποτελέσµατα είναι χρήση ή µη χρήση ζώνης ασφαλείας. 

Τέλος η παραδοσιακή προσέγγιση ενός πειραµατικού σχεδιασµού είναι να τυχαιοποιήσουµε 200 

υποκείµενα, 100 να επιλεγούν να κάνουν χρήση ζώνης και 100 να µην κάνουν χρήση ζώνης και 

να τα υποβάλλουµε να υποστούν ατύχηµα. Τα αποτελέσµατα τότε θα είναι ανεξάρτητα 

διωνυµικά δείγµατα σε κάθε µια γραµµή του πίνακα, µε γνωστό άθροισµα κάθε γραµµής 100. 

Είναι προφανές ότι υπάρχουν ηθικοί λόγοι για την αποφυγή τέτοιου είδους σχεδιασµών, ειδικά 

στους ανθρώπους. Κάτι τέτοιο, είναι εντονότερο κυρίως σε ιατρικές µελέτες. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΜΕΤΡΩΝ 

 

3.1 Εισαγωγή 

 

Πως µπορούµε να µετρήσουµε την συνάφεια µεταξύ δυο κατηγορικών µεταβλητών, όπως η 

θρησκεία, το επάγγελµα, ή η προτίµηση µεταξύ διαφορετικών επιλογών; Με την χρησιµοποίηση 

ενός µέτρου συνάφειας, δηλαδή µιας στατιστικής συνάρτησης που συνοψίζει τον βαθµό της 

σχέσης µεταξύ δυο µεταβλητών. Σε µια εκτεταµένη ανασκόπηση της βιβλιογραφίας, οι Goodman 

& Kruskal (1979), βρήκαν πάρα πολλά µέτρα για τον σκοπό αυτό. Εάν ο λόγος, για τον οποίο 

χρειαζόµαστε ένα µέτρο συνάφειας είναι γνωστός, τότε είναι πιο εύκολη η επιλογή του. Για 

παράδειγµα, µια εταιρία κατασκευής τηλεοράσεων ενδιαφέρεται να διαφηµίσει ένα νέο µοντέλο 

µέσω εφηµερίδας. Ο πίνακας συνάφειας διασταυρώνοντας τις µεταβλητές, «αγαπηµένη 

εφηµερίδα» και «χρήση τηλεόρασης», µπορεί να µας δώσει την πληροφορία: ποια εφηµερίδα 

διαβάζουν περισσότερο όσοι έχουν τηλεόραση. Ένα λογικό µέτρο συνάφειας, θα ήταν απλά η 

αναλογία των ατόµων στον πληθυσµό που έχουν τηλεόραση και διαβάζουν την συγκεκριµένη 

εφηµερίδα. Όµως, είναι σπάνιες οι περιπτώσεις για τις οποίες o σκοπός µιας έρευνας µπορεί να 

ορισθεί. Συνήθως µια έρευνα είναι επεξηγηµατική και έχει πολλούς στόχους. Μερικές φορές 

χρειαζόµαστε ένα µέτρο συνάφειας απλά για να συνοψίσουµε ένα µεγάλο σύνολο δεδοµένων.  

 

3.2 Κριτήρια επιλογής µέτρων συνάφειας 

  

Καθώς τα διάφορα µέτρα συνάφειας, που µπορούν να υιοθετηθούν για την ανάλυση ενός 

πίνακα συνάφειας, δεν στηρίζονται στα ίδια κριτήρια για τον υπολογισµό της έντασης της 

σχέσης µεταξύ των δυο µεταβλητών, τότε εάν δυο ή περισσότερα µέτρα εφαρµοστούν στο ίδιο 

σύνολο δεδοµένων, ίσως να µην αποδώσουν συγκρίσιµους συντελεστές συνάφειας. Αν και στην 

ανάλυσή µας, θα εξηγήσουµε τους παράγοντες που πρέπει να λαµβάνονται υπόψη, αναφορικά µε 

το πιο από τα διάφορα µέτρα θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε, στην πλειοψηφία των 



  

 24 

περιπτώσεων, ένα µέτρο δεν είναι απαραίτητα ανώτερο κάποιου άλλου, µε την έννοια της 

πληροφόρησης που παρέχει για έναν πίνακα συνάφειας [Goodman & Kruskal, (1954)]. 

 

3.2.1 Είδος ∆εδοµένων (Συνέχεια) 

 

Η υπόθεση που κάνουµε για την συνέχεια ή όχι των µεταβλητών καθορίζει και το είδος του 

µέτρου που θα επιλέξουµε. Όπως έχουµε αναφέρει, το θέµα αυτό απασχόλησε από πολύ νωρίς, 

τους Pearson και Υule, δηµιουργώντας µια ιστορική αντιπαράθεση. Αν µια µεταβλητή 

προέρχεται από συνεχή δεδοµένα, τότε θα µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι ο πληθυσµός 

ακολουθεί συγκεκριµένου είδους κατανοµή, την από κοινού πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή. 

Σε αυτήν την περίπτωση, είναι λογικό  να υιοθετήσουµε µέτρα που βασίζονται στον συντελεστή 

συσχέτισης (Person correlation coefficient) r  [Goodman & Kruskal, (1954)].  

 

3.2.2 ∆ιάσταση του Πίνακα  

 

Η διάσταση του πίνακα συνάφειας παίζει επίσης σηµαντικό ρόλο στην επιλογή ενός µέτρου 

συνάφειας καθώς κάποια µέτρα είναι σχεδιασµένα µόνο για 2 2×  πίνακες, ενώ άλλα 

σχεδιασµένα µόνο για τετραγωνικούς I I×  πίνακες. 

 

3.2.3 Είδος µεταβλητών (∆ιάταξη)  

 

Το είδος των κατηγορικών µεταβλητών που εξετάζουµε, παίζει καθοριστικό ρόλο στην 

επιλογή ενός κατάλληλου µέτρου. Το ενδεχόµενο ύπαρξης ή όχι µιας φυσικής διάταξης των 

µεταβλητών, µας οδηγεί στην επιλογή διαφορετικού µέτρου, καθώς κάποια µέτρα έχουν 

κατασκευαστεί για να αξιοποιούν την επιπρόσθετη πληροφορία της διάταξης, παρέχοντας έτσι 

και την κατεύθυνση της συνάφειας. Γενικά, οι 6 δυνατοί συνδυασµοί µεταβλητών που 

αντιµετωπίζουν συνήθως οι ερευνητές είναι: Συνεχής - Συνεχής, Συνεχής - ∆ιατακτική, Συνεχής - 

Ονοµατική, ∆ιατακτική - ∆ιατακτική, ∆ιατακτική - Ονοµατική, Ονοµατική - Ονοµατική. 
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3.2.4 Συµµετρικότητα 

  

Κάποιος θα µπορούσε να εξετάσει δυο µεταβλητές συµµετρικά. Ένα µέτρο που ικανοποιεί 

την ιδιότητα της συµµετρίας, αποδίδει το ίδιο αποτέλεσµα, ανεπηρέαστο από το ποια είναι η 

εξαρτηµένη µεταβλητή. Αν όµως, υπάρχει µια εκ των προτέρων γνωστή αιτιώδης σχέση µεταξύ 

των µεταβλητών, η οποία προσδιορίζεται προς µια κατεύθυνση (και όχι και στις δυο) ή όταν η 

µια µεταβλητή µπορεί να προβλεφθεί µε βάση την πληροφορία που έχουµε για την άλλη, τότε το 

συµπέρασµα θα είναι ασύµµετρο [Goodman & Kruskal, (1954)]. Στην περίπτωση αυτή, η 

πρόβλεψη είναι συχνά ο στόχος της µελέτης και συγκεκριµένα µέτρα συνάφειας προτείνονται. 

Αν ένα µέτρο χειρίζεται δυο µεταβλητές ασύµµετρα, τότε η τιµή του µέτρου θα µεταβληθεί, αν ο 

πίνακας αντιµεταθεί. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η έννοια της συµµετρίας ως ιδιότητα, 

διαφοροποιείται από την έννοια των µέτρων συµµετρίας – ασυµµετρίας που θα συναντήσουµε 

στο Κεφάλαιο 6. Η διαφορά έγκειται στο ότι τα µέτρα συµµετρίας αναφέρονται στην σύµµετρη 

ταξινόµηση των παρατηρήσεων ως προς την κύρια διαγώνιο ενός τετραγωνικού I I×  πίνακα 

συνάφειας.   

 

3.3 Βασικές ιδιότητες ενός µέτρου 

 

Κάθε µέτρο συνάφειας που δηµιουργείται έχει κάποια συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Όπως 

θα διαπιστώσουµε, όταν τα µέτρα αυτά εφαρµοστούν στο ίδιο σύνολο δεδοµένων, τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν συχνά διαφοροποιούνται. Για λόγους ευκολίας και σύγκρισης, τα  

µέτρα συνάφειας θα πρέπει ικανοποιούν κάποιες κοινές παραδοχές. Όπως οι Goodman & 

Kruskal (1954) αναφέρουν, ένα µέτρο συνάφειας θα πρέπει να πληροί τις εξής παραδοχές: 

1. Να κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− + , όταν τα δεδοµένα έχουν µια φυσική διάταξη, µε τιµές 

1±  στην περίπτωση της πλήρης συνάφειας, όπου το πρόσηµο δείχνει την κατεύθυνση της σχέσης 

και µε τιµή 0  στην περίπτωση της ανεξαρτησίας 

2. Να κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  όταν δεν υπάρχει κάποια φυσική διάταξη, µε τιµή 1 στην 

περίπτωση της πλήρους συνάφειας και τιµή 0  στην περίπτωση της ανεξαρτησίας. 
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Τα περισσότερα µέτρα που παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία, έχουν µια λειτουργική 

καθιέρωση, µε την έννοια ότι έχουν παρουσιασθεί µε βάση τις ιδιότητές τους. Βασίζονται 

περισσότερο στις συγκεκριµένες ανάγκες και σκοπούς για τους οποίους έχουν κατασκευαστεί, 

πληρώντας κάποιες βασικές παραδοχές, παρά σε κάποια αξιωµατική θεωρία στα πλαίσια ενός 

συστηµατοποιηµένου συνόλου αξιωµάτων.   

   

3.4 Τα αξιώµατα του Renyi 

 

Σε κάθε πεδίο εφαρµογών της στατιστικής, ένα σύνηθες πρόβληµα που συχνά 

αντιµετωπίζουν οι ερευνητές, είναι να καταφέρουν να αποδώσουν την ένταση της εξάρτησης, 

µεταξύ δυο µεταβλητών µε µια αριθµητική τιµή. Φυσικά µια τέτοια τιµή εξυπηρετεί µόνο στην 

σύγκριση και εποµένως το εύρος της είναι αυθαίρετο. Όπως ο Renyi (1959) αναφέρει, είναι 

λογικό να επιλέξουµε το διάστηµα [ ]0,1  και να αντιστοιχήσουµε την τιµή 1 σε αυστηρή 

εξάρτηση και την τιµή 0  σε πλήρης ανεξαρτησία. Με αυτές τις παραδοχές και στα πλαίσια της 

αναζήτησης ενός γενικότερου πλαισίου για την αξιολόγηση ενός µέτρου εξάρτησης, έστω 

( ),δ ξ η , ο Renyi διατύπωσε τα ακόλουθα αξιώµατα: 

R1. Το µέτρο ( ),δ ξ η  ορίζεται για κάθε ζεύγος τυχαίων µεταβλητών ξ  και η . 

R2. ( ) ( ), ,δ ξ η δ η ξ= , δηλαδή το µέτρο είναι συµµετρικό. 

R3.  ( )0 , 1δ ξ η≤ ≤  

R4.  ( ), 0δ ξ η =  αν και µόνον αν οι µεταβλητές ξ  και η  είναι ανεξάρτητες 

R5.  ( ), 1δ ξ η =  αν υπάρχει µια αυστηρή εξάρτηση µεταξύ των ξ  και η , για παράδειγµα, είτε  

       ( )gξ η= , ή ( )fη ξ= , όπου ( )g x  και ( )f x  είναι µετρήσιµες κατά Borel συναρτήσεις  

       (Borel-measurable functions). 
R6.  Αν οι µετρήσιµες κατά Borel συναρτήσεις ( )g x  και ( )f x , είναι αµφιµονοσήµαντες, 

       δηλαδή ένα-προς-ένα, τότε ( ) ( )( ) ( ), ,f gδ ξ η δ ξ η= . 

R7.  Εάν η από κοινού κατανοµή των ξ  και η  είναι κανονική, τότε ( ) ( ), ,Rδ ξ η ξ η= , όπου  

       ( ),R ξ η , είναι ο συντελεστής συσχέτισης των ξ  και η . 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι τα αξιώµατα αυτά, αφορούν κυρίως τα µέτρα πληροφορίας και 

απόκλισης ή απόστασης (divergence type mesures) µεταξύ δυο κατανοµών πιθανότητας και 

προέρχονται από τον χώρο της στατιστικής πληροφορίας (Information Theory), όπως για 
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παράδειγµα, η εντροπία Shannon στην οποία βασίζεται ο συντελεστής αβεβαιότητας U  του 

Theil. Παρόλαυτα, προσφέρουν ένα ικανοποιητικό πλαίσιο, για την αξιολόγηση των 

παραδοσιακών µέτρων συνάφειας (Κεφάλαια 4 και 5) και σίγουρα ένα σηµείο αναφοράς για την 

καταλληλότητα των νεοσύστατων µέτρων συµµετρίας – ασυµµετρίας (Κεφάλαιο 6). 

 

3.5 Παρατηρήσεις 

 

Ένας σηµαντικός περιοριστικός όρος στην ερµηνεία κάθε µέτρου συνάφειας που θα πρέπει 

να τονίσουµε, είναι ότι όταν υπάρχει συνάφεια µεταξύ δυο ή περισσοτέρων µεταβλητών, µε 

όποιο τρόπο και αν µετριέται, δεν θα πρέπει ποτέ να ερµηνεύεται σαν µια σχέση αιτίας και 

αποτελέσµατος (cause-effect relationship) µεταξύ των µεταβλητών. Αν και η ύπαρξη ισχυρής 

συσχέτισης είναι αναγκαία για να θεµελιώσει µια σχέση αιτίας - αποτελέσµατος, δεν είναι και 

επαρκής. Συνήθως, τα άτοµα έχουν την τάση να εξάγουν τέτοιου είδους συµπεράσµατα. Ένα 

κλασσικό παράδειγµα, εµφανίστηκε όταν ένα κράτος στην Αµερική αύξησε τους µισθούς των 

δασκάλων στα σχολεία και αργότερα βρέθηκε υψηλή συσχέτιση µεταξύ της αύξησης των µισθών 

και της αύξησης στην κατανάλωση λικέρ στο κράτος αυτό. Οι κριτικοί υποστήριξαν ότι οι 

δάσκαλοι  χρησιµοποιούσαν την αύξηση του µισθού τους για να αγοράζουν περισσότερο λικέρ 

και το γεγονός αυτό προκάλεσε την αύξηση στην κατανάλωση λικέρ. Όµως, θα ήταν το ίδιο 

λογικό να ισχυριστούµε ότι η αύξηση στην κατανάλωση λικέρ, προκάλεσε την αύξηση των 

µισθών των δασκάλων. Κανένα τέτοιο συµπέρασµα δεν δικαιολογείται από την ύπαρξη 

συσχέτισης. 

Όταν οι µεταβλητές είναι ονοµατικές ή διατακτικές, τότε ίσως να υπάρχουν ισοτιµίες (ties) 

µεταξύ των δεδοµένων, δηλαδή πολλά υποκείµενα µπορεί να ταξινοµούνται στο ίδιο επίπεδο, για 

τις κατηγορίες των µεταβλητών X  και Y . Υπάρχουν αρκετές διαφορετικές διαδικασίες για να 

χειριστούµε τους δεσµούς και εποµένως είναι δυνατό για το ίδιο σύνολο δεδοµένων, να έχουµε 

συντελεστές µε ελαφρώς διαφοροποιηµένες τιµές. 

 Όταν υπολογίζουµε την ένταση της συνάφειας µεταξύ δυο µεταβλητών, είναι σηµαντικό να 

ελέγξουµε για την ύπαρξη µεταβλητών σύγχυσης (confounder variables), οι οποίες µπορεί να 

έχουν επίδραση στα αποτελέσµατα µας. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε την χρησιµοποίηση 

µερικών συντελεστών συσχέτισης (partial correlation coefficients). 
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3.6 Μέτρα πληροφορίας και απόστασης ή απόκλισης 

 

Η έννοια της απόστασης είναι θεµελιακή στα µαθηµατικά και την στατιστική. Στην ανάλυση 

δεδοµένων και την εφαρµοσµένη έρευνα παίζει καθοριστικό ρόλο για την µελέτη της οµοιότητας 

– ανοµοιότητας µεταξύ φυσικών αντικειµένων και πληθυσµών. Από την άλλη πλευρά, οι έννοιες 

της πληροφορίας, εντροπίας και απόκλισης εµφανίζονται συχνά στο πεδίο των πιθανοτήτων και 

της στατιστικής και παίζουν σπουδαίο ρόλο στην θεωρία επικοινωνιών και πληροφοριών. 

Χρησιµοποιούνται ως µέτρα της απόστασης ή απόκλισης, της οµοιότητας – ανοµοιότητας 

µεταξύ δυο κατανοµών πιθανότητας, µε την έννοια ότι όσο µικρότερη είναι η τιµή του µέτρου, 

τόσο πιο δύσκολη είναι η διάκριση και ο διαχωρισµός των κατανοµών στις οποίες αναφέρεται 

[Karagrigoriou & Papaioannou, (2008)]. Στην παρούσα εργασία τα µέτρα απόστασης ή 

απόκλισης (divergence type measures) καθώς και η έννοια της εντροπίας (entropy), 

χρησιµοποιούνται ως βάση για την κατασκευή των σχετικά πρόσφατων, νεοσύστατων µέτρων 

συµµετρίας – ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας. Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι η 

έννοια της εντροπίας, έχει ήδη χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή του συντελεστή αβεβαιότητας 

U  του Theil (1972), ως µέτρο συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές. 

 

3.6.1 Σύντοµη ιστορική αναδροµή των µέτρων πληροφορίας 

 

Τα µέτρα πληροφορίας έχουν µια µακρά ιστορία που ξεκινά από τις εργασίες των Fisher 

(1925), Shannon (1948) και Kullback - Leibler (1951). Υπάρχουν αρκετές φάσεις στην ιστορία 

της θεωρίας της πληροφορίας. Αρχικά έχουµε 

(i) την ανάπτυξη των γενικευµένων µέτρων πληροφορίας και απόκλισης, όπως την f -

divergence, την ( )h f− - divergence, την υποεντροπία  (hypoentropy) κ.α. 

(ii)  την συλλογή και σύνθεση των ιδιοτήτων που θα πρέπει να ικανοποιούν και 

(iii)  την προσπάθεια ενοποίησης τους. 

 Όλες αυτές οι εργασίες αναφέρονται σε πληθυσµούς και κατανοµές. Αργότερα, έχουµε την 

εµφάνιση ελεγχοσυναρτήσεων (statistics) πληροφορίας ή απόκλισης, που βασίζονται σε 

δεδοµένα ή δείγµατα και την χρησιµοποίησή τους στην στατιστική συµπερασµατολογία, κυρίως 

για την εκτίµηση ελαχίστων αποστάσεων και για την ανάπτυξη ασυµπτωµατικών ελέγχων καλής 
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προσαρµογής. Πρόσφατα έχουµε την αναβίωση του ενδιαφέροντος σε µέτρα πληροφορίας και 

απόκλισης τα οποία χρησιµοποιούνται σε πολλές εφαρµογές. Η ανάπτυξη της θεωρίας της 

στατιστικής πληροφορίας (Information Theory) έχει κάνει αρκετή πρόοδο, αλλά δεν έχει ακόµη 

αποκτήσει ευρεία αποδοχή και εφαρµογή [Karagrigoriou & Papaioannou, (2008)]. Υπάρχουν 

πολλές εργασίες που συζητούν τα παραπάνω θέµατα. Ενδεικτικά αναφέρουµε, Kendall (1973), 

Csiszar (1977), Kapur (1984), Aczel (1986), Papaioannou (1981, 2010), Zografos et al. (1998, 

2000), Ferentinos & Papaioannou (1979, 1982), Soofi (1994, 2000). 

 

3.6.2 Κλάσεις µέτρων πληροφορίας και απόστασης  

 

Γενικά, υπάρχουν 3 κλάσεις µέτρων πληροφορίας και απόκλισης: τα µέτρα τύπου Fisher, τα 

µέτρα τύπου απόκλισης (divergence) και τα µέτρα τύπου εντροπίας (entropy). Μερικά από αυτά 

έχουν αναπτυχθεί αξιωµατικά, όπως η εντροπία κατά Shannon και οι γενικεύσεις της, για τα 

περισσότερα όµως η προσέγγιση είναι περισσότερο λειτουργική, µε την έννοια ότι έχουν 

παρουσιασθεί µε βάση τις ιδιότητές τους. Στην συνέχεια θεωρούµε ότι, ( ),f x θ  είναι µια 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µια τυχαίας µεταβλητής X  η οποία εξαρτάται από την 

παράµετρο θ . 

A. Μέτρα τύπου Fisher 

Τα µέτρα τύπου Fisher είναι παραµετρικά µέτρα πληροφορίας και µετρούν το ποσό της 

πληροφορίας που πηγάζει από τα δεδοµένα σχετικά µε µια άγνωστη παράµετρο θ  και είναι 

συναρτήσεις του θ . Στην περίπτωση αυτή, το πιο γνωστό µέτρο είναι το µέτρο πληροφορίας 

Fisher (1925), το οποίο ορίζεται ως        

Fisher (1925): ( )
( ) ( )

( ) ( )

22 2

2
  

  

log , log , , 

log , log ,             , 

F
X

k k
i j

ό

k ό

E f X E f X

I

E f X f X

θ θ

θ

θ µονοµεταβλητ

θ µεταβλητ

θ θ
θ θ

θ

θ θ
θ θ × −

  ∂ ∂  = −   ∂ ∂   
= 

 ∂ ∂
  ∂ ∂  

  (3.1) 

Όπου 
k k×
συµβολίζει έναν k k×  πίνακα. Αν θ   −k µεταβλητό, ο πίνακας πληροφορίας του 

Fisher είναι το µόνο διαθέσιµο παραµετρικό µέτρο πληροφορίας. 
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Ο Vajda (1973) επέκτεινε τον παραπάνω ορισµό, στην περίπτωση που θ   µονοµεταβλητό, 

υψώνοντας τον βαθµό της συνάρτησης στην δύναµη a , όπου 1a ≥  

 Vajda (1973): ( ) ( )log ,V
XI E f X

α

θθ θ
θ
∂

=
∂

,  1α ≥                  (3.2)  

Στην περίπτωση που η παράµετρος θ  είναι διάνυσµα, οι Ferentinos & Papaioannou (1981) 

πρότειναν ως µέτρο πληροφορίας, οποιαδήποτε ιδιοτιµή ή ειδικές συναρτήσεις των ιδιοτιµών του 

πίνακα πληροφορίας Fisher, όπως το ίχνος (trace) ή το determinant. 

Έστω, ( )iλ θ  1,2,...,i k=  οι ιδιοτιµές του πίνακα πληροφορίας Fisher, τότε        

 Ferentinos & Papaioannou (1981): ( ) ( )( ) ( )
1

k
FP F
X X i

i

I tr Iθ θ λ θ
=

= =∑       (3.3) 

 Ferentinos & Papaioannou (1981): ( ) ( )( ) ( )
1

det
k

FP F
X X i

i

I Iθ θ λ θ
=

= =∏            (3.4) 

Οι Tukey (1965) και οι Chandrasekar και Balakrishnan (2002), εξέτασαν το ακόλουθο µέτρο 

πληροφορίας 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

                        ,    ~ ,

 ,    

TB
X

univariate f x
I

vector

µ θ
θ

σθ

µ θ µ θ−

 ∂ ∂
Χ −

= 
 ′∂ ∂ ∂ ∂ Χ − ∑

                      (3.5) 

 

Άλλα παραµετρικά µέτρα πληροφορίας που συναντάµε στην βιβλιογραφία είναι 

 Mathai (1967): ( ) ( )
1

log ,

a

Mat
XI E f X

α

θθ θ
θ

 ∂
=  

∂  
, 1α ≥           (3.6) 

 Boekee (1977): ( ) ( )

1

1
log ,

ss

s
Bo
XI E f Xθθ θ

θ

−

−
 

∂ =
 ∂
 

, 1 s< < ∞                         (3.7) 

Β.1 Μέτρα τύπου απόκλισης (divergence) 

Τα µέτρα τύπου divergence είναι µη – παραµετρικά µέτρα και εκφράζουν το ποσό της 

πληροφορίας που πηγάζει από τα δεδοµένα, διακρίνοντας την κατανοµή  1f  έναντι της 2f , ή 

µετρούν την απόσταση ή την συγγένεια µεταξύ των 1f  και 2f . Έστω 1f  και 2f  δυο συναρτήσεις 
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πυκνότητας πιθανότητας, οι οποίες ίσως να εξαρτώνται από µια άγνωστη παράµετρο, ορισµένης 

και πεπερασµένης διάστασης. Το πιο γνωστό µέτρο τύπου απόκλισης (divergence) είναι η  

Kullback-Leibler divergence.  

 Kullback-Leibler (1951): ( ) ( )1 2 1 1 2, logKL
XI f f f f f dµ= ∫           (3.8) 

Σηµειώνουµε ότι αν η 1f  είναι η πυκνότητα της ( ),X U V=  και 2f  είναι το γινόµενο των 

περιθώριων πυκνοτήτων των U  και V , τότε το µέτρο KL
XI  είναι η πολύ γνωστή αµοιβαία 

πληροφορία (mutual information). 

Οι προσθετικές (additive) και µη προσθετικές (non-additive) άµεσες αποκλίσεις τάξης a , 

παρουσιάστηκαν στην δεκατία 1960 και 1970 [βλέπε Renyi (1961), Csiszar (1963), Rathie-

Kannappan, (1972)]. Το πολύ γνωστό µέτρο πληροφορίας τάξης a , του Renyi ισούται µε 

 Renyi (1961): ( ) 1
1 2 1 2

1
,

1
R a a
XI f f f f d

a
µ−= −

− ∫ , 0α > , 1α ≠            (3.9) 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι όταν 1α →  το παραπάνω µέτρο ισούται µε την απόκλιση Kullback-

Leibler.  

Άλλα µέτρα απόκλισης που συναντάµε στην βιβλιογραφία είναι  

 Kagan (1963):      ( )
2

2
1 2 1

1

, 1Ka
X

f
I f f f d

f
µ

 
= − 

 ∫                     (3.10) 

 Matusita (1967):  ( ) ( )
1

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2,M
XI f f f f dµ

 
= − 
 ∫             (3.11) 

 Vajda (1973):      ( ) 2
1 2 1

1

, 1
a

V
X

f
I f f f d

f
µ= −∫        (3.12) 

B.2 Μέτρα τύπου −ϕ divergence 

Το µέτρο πληροφορίας του Csiszar είναι ένα γενικευµένο µέτρο απόκλισης, γνωστής και ως 

−ϕ απόκλισης, η οποία βασίζεται σε µια κυρτή συνάρτηση ϕ  και ορίζεται ως 

 Csiszar (1963): ( ) ( )1 2 2 1 2,C
XI f f f f f dϕ µ= ∫        (3.13) 
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όπου  ϕ  µια κυρτή συνάρτηση στο [ ]0,∞ , έτσι ώστε ( )0 0 0 0ϕ = , ( )
0

0
u

uϕ
→

→  και 

( )0 0u uϕ ϕ∞=  µε ( )lim
u

u uϕ ϕ∞ →∞
 =   . 

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το µέτρο του Csiszar, γίνεται το µέτρο Kullback-Leibler εάν 

( ) lnu u uϕ = . Όταν ( ) ( )2
1u uϕ = −  ή ( ) ( )sgn 1 au a uϕ = − , 0α > , 1α ≠ , το µέτρο του Csiszar 

γίνεται το µέτρο Kagan ( 2 − Pearsonχ ) και η απόκλιση του Renyi αντίστοιχα. 

 

B.3 Μέτρα τύπου power - divergence 

Μια άλλη γενίκευση µέτρων απόκλισης είναι η οικογένεια µέτρων power - divergence που 

παρουσιάστηκαν από τους Cressie & Read  και ισούνται µε  

 Cressie & Read (1984): ( )
( )

( ) ( )
( )

1
1 2 1

2

1
, 1

1
CR
X

f z
I f f f z dz

f z

λ

λ λ

  
 = −  +    

∫ , ∈Rλ     (3.14) 

Για 0, 1λ = −  το µέτρο ορίζεται από συνέχεια. Το µέτρο Kullback-Leibler υπολογίζεται για 

0λ→ . Σηµειώνουµε ότι, τα παραπάνω µέτρα ορίζονται και στην περίπτωση διακριτών 

κατανοµών. Έστω ότι ( )1 2, ,..., mP π π π=  και ( )1 2, ,..., mQ q q q= , δυο διακριτές πεπερασµένες 

κατανοµές πιθανότητας. Η διακριτή εκδοχή του µέτρου Csiszar δίνεται από τον τύπο   

 ( ) ( )
1

,
m

C
X i i i

i

I P Q q qϕ π
=

=∑                                                   (3.15) 

και του µέτρου Cressie & Read από τον τύπο  

 ( )
( ) 1

1
, 1

1

m
CR i
X i

ii

I P Q
q

λ
π

π
λ λ

=

  
 = − 

+    
∑ , ∈Rλ                    (3.16) 

όπου πάλι για 0, 1λ = −  το µέτρο ορίζεται από συνέχεια. 

 

Γ. Μέτρα τύπου εντροπίας (entropy) 

Τα µέτρα εντροπίας εκφράζουν το ποσό της πληροφορίας που εµπεριέχεται σε µια κατανοµή, 

δηλαδή το ποσό της αβεβαιότητας σε σχέση µε το αποτέλεσµα ενός πειράµατος. Τα κλασσικά 

µέτρα τέτοιου τύπου είναι των Shannon και  Renyi.  
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Έστω ( )1 2, ,..., nP π π π=  µια πεπερασµένη διακριτή κατανοµή πιθανότητας, µιας τυχαίας 

µεταβλητής X . Η εντροπία κατά Shannon ορίζεται ως  

 Shannon (1948): ( ) ( )
1

log
n

S
X i i

i

H P π π
=

= −∑         (3.17) 

Η εντροπία Shannon, γενικεύθηκε αργότερα από τον Renyi ως εντροπία τάξης a  και δίνεται απο 

τον τύπο 

 Renyi (1961): ( )
1

1
ln

1

n
S a
X i

i

H P
a

π
=

=
− ∑  όπου 0a > και 1a ≠ ,     (3.18) 

Μια περαιτέρω γενίκευση, στα πλαίσια του µέτρου Csiszar, που βασίζεται σε µια κυρτή 

συνάρτηση ϕ , γνωστή και ως −ϕ εντροπία, προτάθηκε από τους Burbea-Rao και δίνεται από 

τον τύπο 

 Burbea-Rao (1982): ( ) ( )
1

n

X i

i

H Pϕ ϕ π
=

= −∑          (3.19) 

Τέλος αξίζει να αναφέρουµε το µέτρο εντροπίας των Havrda & Charvat  

 Havrda & Charvat (1967): ( )
1

1

a
iHC

XH P
a

π−
=

−
∑        (3.20) 

όπου 0a > και 1a ≠  και για 2a =  γίνεται ο δείκτης Gini Concentration. 

Άλλα µέτρα εντροπίας που συµπεριλαµβάνουν την −γ εντροπία, δίνονται από τον τύπο  

 ( )
( )1

1

1

1 2

i

XH P

γ
γ

γ
γ

π
−

−
=

−
∑

, όπου 0γ > και 1γ ≠         (3.21) 

Η εντροπία ζευγών δίνεται από τον τύπο 

 

 ( ) ( )ln 1 ln 1p
X i i i iH π π π π= − − − −∑ ∑                       (3.22) 

όπου το ζευγάρωµα γίνεται υπό την έννοια ( ),1i iπ π−  [βλέπε Burbea & Rao (1982)]. 

Τα µέτρα πληροφορίας και απόκλισης έχουν αρκετές ιδιότητες, όπως µεταξύ άλλων τις «non-

negativity», «maximal information», «sufficiency». Υπάρχει ένα κοµµάτι γνώσης, γνωστό ως 

θεωρία της στατιστικής πληροφορίας, το οποίο έχει κάνει προόδους, αλλά δεν έχει ευρεία 
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αποδοχή και εφαρµογή. Η προσέγγιση είναι περισσότερο λειτουργική παρά αξιωµατική, όπως 

στην περίπτωση της εντροπίας κατά Shannon. Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζουµε έναν αριθµό 

µέτρων πληροφορίας και απόκλισης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 35 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΜΕΤΡΑ ΣΥΝΑΦΕΙΑΣ ΓΙΑ ΟΝΟΜΑΤΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τα κυριότερα µέτρα, που συνοψίζουν την συνάφεια 

για ονοµατικές µεταβλητές. Τα µέτρα συνάφειας για ονοµατικά δεδοµένα δεν στηρίζονται στην 

διάταξη των µεταβλητών και εποµένως, τα µέτρα που θα εξετάσουµε µοιράζονται την ιδιότητα 

αυτή. Αν και κάποια από αυτά, θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν και για διατακτικές 

µεταβλητές ή υψηλότερου επιπέδου, κάτι τέτοιο δεν προτείνεται, καθώς τα αντίστοιχα µέτρα για 

µεταβλητές υψηλότερου επιπέδου έχουν µεγαλύτερη ισχύ. Οι τιµές των µέτρων αυτών είναι 

πάντα θετικές και κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1  καθώς η κατεύθυνση της συνάφειας δεν έχει 

νόηµα για ονοµατικές µεταβλητές. Η τιµή 0 υποδηλώνει ανυπαρξία κάποιας σχέσης µεταξύ των 

δυο µεταβλητών και η τιµή 1 υποδηλώνει πλήρης συνάφεια των µεταβλητών. Κάποια µέτρα 

εφαρµόζονται µόνο σε 2 2×  πίνακες, τα περισσότερα όµως µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 

διδιάστατους ×I J  πίνακες συνάφειας. Η ανάλυση πινάκων συνάφειας διάστασης 2> , ξεφεύγει 

από τον σκοπό της παρούσας εργασίας. Γενικά, τα ονοµατικά µέτρα συνάφειας διακρίνονται, 

βάση του τρόπου υπολογισµού τους, σε τρεις κύριες κατηγορίες: 

a. µέτρα που βασίζονται στο odds ratio 

b. µέτρα που βασίζονται στο 2'   χPearson s test−  της ανεξαρτησίας 

c. µέτρα προγνωστικής συνάφειας (measures of predictive association) 

Οι δυο πρώτες κατηγορίες αναφέρονται στα παλαιότερα, κλασσικά ή παραδοσιακά µέτρα 

συνάφειας, ενώ η τελευταία κατηγορία αναφέρεται σε πιο σύγχρονες προσεγγίσεις. Πριν 

ξεκινήσουµε την παρουσίαση των µέτρων συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές, θα 

αναφερθούµε σε µια ειδική κατηγορία µέτρων, γνωστά και ως µέτρα λόγου (ratio measures), 

δηλαδή κάποιον δεικτών που χρησιµοποιούνται για την σύγκριση οµάδων, στην περίπτωση δυο 

διχοτοµηµένων κατηγορικών µεταβλητών ενός 2 2×  πίνακα συνάφειας.   
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4.2 Μέτρα συνάφειας για  δίτιµες κατηγορικές µεταβλητές 

 

Πολλές µελέτες είναι σχεδιασµένες να συγκρίνουν οµάδες µε βάση µια δυαδική µεταβλητή 

απόκρισης. Η παράγραφος αυτή παρουσιάζει τις κύριες παραµέτρους για την σύγκριση οµάδων. 

Η εξαρτηµένη µεταβλητή Y  έχει µόνο δυο κατηγορίες, που περιγράφουν το αποτέλεσµα ή την 

επίδραση (outcome or effect), όπως για παράδειγµα, «αποτυχία» ή «επιτυχία». Η ανεξάρτητη 

µεταβλητή X , περιγράφεται από δυο ή περισσότερες κατηγορίες, τις οµάδες ή αγωγές (group ή  

treatments). Στην περίπτωση δυο οµάδων, ο ακόλουθος 2 2×  πίνακας συνάφειας, Πίνακας 4-1, 

παρουσιάζει κατάλληλα τα αποτελέσµατα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4-1 

2 2×  Πίνακας Συνάφειας 

 

N11 N12 N1.

π11 π12 π1.

N21 N22 N2.

π21 π22 π2.

N.1 N.2 N

π.1 π.2 1

Σύνολο

Οµάδα Α

Οµάδα Β

Σύνολο

Απόκριση 1

ΟΜΑ∆Α

ΕΠΙ∆ΡΑΣΗ

Απόκριση 2

 

 

Οι δειγµατικές συχνότητες κάθε κελιού συµβολίζονται µε { }ijn , οι περιθώριες συχνότητες µε 

{ }.in  και { }. jn , ενώ το συνολικό µέγεθος του δείγµατος ισούται µε ij

i j

n n=∑∑ . Οι 

δειγµατικές κατανοµές πιθανότητας συµβολίζονται µε ijp . Για παράδειγµα, τα 

{ }ijp συµβολίζουν την από κοινού δειγµατική κατανοµή, µε ij ijp n n=   και περιθώριες 

κατανοµές . .i ip n n= , . .j jp n n= . 
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4.2.1 Σχετικός Κίνδυνος  

 

Ο σχετικός κίνδυνος (Relative Risk - RR) είναι ένα πολύ γνωστό µέτρο συνάφειας για 

διχοτοµηµένες κατηγορικές µεταβλητές. Χρησιµοποιείται ευρέως σε ιατρικές µελέτες 

παραγόντων κινδύνου, όπως η σχέση µια θεραπείας µε τα καρδιακά εµφράγµατα. Ο σχετικός 

κίνδυνος, ορίζεται ως 

 
( )
( )

11 21 221 11 21

11 12 21 222 21 11 12

r
RR

r

π π ππ π
π π π π π π π

+
= = =

+ + +
                  (4.1) 

όπου 11
1

11 12

Prr
π

π π
= =

+
( ) 1 |   ό ά Aπ κριση µ δαΑ Ο  είναι ο κίνδυνος  εµφάνισης ενός αποτελέσµατος, 

δοθείσης της οµάδος στην οποία ανήκει το υποκείµενο, 

 και 21
2

21 22

Prr
π

π π
= =

+
( ) 1 |   ό ά Bπ κριση µ δαΑ Ο  ο κίνδυνος  εµφάνισης του ίδιου αποτελέσµατος, 

δοθείσης της άλλης οµάδος στην οποία ανήκει το υποκείµενο. 

Η δειγµατική εκτίµηση του σχετικού κινδύνου ισούται µε 

 1 11 21

11 12 21 222

ˆˆ ˆ
ˆ
r p p

RR
p p p pr

= =
+ +

          (4.2) 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες ijπ  , µε τις αντίστοιχες δειγµατικές ijp .  

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), η εξαρτηµένη 

µεταβλητή (στήλη) περιγράφει την επιβίωση ενός ατόµου (Ναι, Όχι), σε σχέση µε το αν λαµβάνει 

κάποια θεραπεία (Θεραπεία Α) ή αν λαµβάνει ψευδοφάρµακο (Θεραπεία Β). Συγκρίνοντας τις 

γραµµές, µε βάση την πρώτη κατηγορία "Όχι" της µεταβλητής απόκρισης «Επιβίωση», έχουµε:  

Ο κίνδυνος θανάτου για κάποιο άτοµο που παίρνει την Θεραπεία Α είναι:  

 11
1

11 12

0.08 80
ˆ 0.16

0.5 500

p
r

p p
= = = =

+
  

Ο κίνδυνος θανάτου για κάποιο άτοµο που παίρνει την Θεραπεία Β είναι: 

 21
2

21 22

0.1 100
ˆ 0.20

0.5 500

p
r

p p
= = = =

+
  

Εποµένως, ο σχετικός κίνδυνος ισούται µε 



  

 38 

 
0.16ˆ ˆ 0.80
0.20

RR= = . 

Κατά ανάλογο τρόπο, συγκρίνοντας τις γραµµές µε βάση την δεύτερη κατηγορία "Ναι" της 

µεταβλητής απόκρισης «Επιβίωση», έχουµε διαφορετική τιµή για τον σχετικό κίνδυνο, ο οποίος 

ορίζεται ως 

 1

2

ˆ1 0.84ˆ ˆ 1.05
ˆ1 0.80

r
RR

r

−
= = =

−
. 

Ερµηνεία 

Σύµφωνα µε το παράδειγµά µας, τα άτοµα που βρίσκονται υπό αγωγή, έχουν το 80% του 

«κινδύνου» µη-επιβίωσης, σε σχέση µε τα άτοµα που παίρνουν ψευδοφάρµακο (εποµένως 

µικρότερο κίνδυνο). Παρόµοια, αν ορίσουµε ως «κίνδυνο» το ενδεχόµενο της επιβίωσης, τότε τα 

άτοµα που βρίσκονται υπό αγωγή έχουν το 105% του «κινδύνου» ή της «ευκαιρίας επιβίωσης» 

των ατόµων που παίρνουν ψευδοφάρµακο (εποµένως µεγαλύτερο κίνδυνο, δηλαδή ευκαιρία 

επιβίωσης). 

Πεδίο Ορισµού 

Ο σχετικός κίνδυνος RR είναι ένας µη αρνητικό77ς αριθµός µε τιµές  [ )0,∞ . Όταν 1RR=  οι 

µεταβλητές (επιβίωση – θεραπεία) είναι ανεξάρτητες, δηλαδή δεν υπάρχει διαφορά στον κίνδυνο 

µεταξύ των οµάδων (θεραπεία – ψευδοφάρµακο), ενώ όταν 1RR≠  οι µεταβλητές είναι 

εξαρτηµένες ή συσχετισµένες.  

Συγκεκριµένα, γα τιµές 1<  το ενδεχόµενο είναι λιγότερο πιθανό να συµβεί στην οµάδα 

θεραπείας από ότι στην οµάδα ελέγχου (ψευδοφάρµακο) και εποµένως έχουµε αρνητική 

συνάφεια (η θεραπεία σχετίζεται µε λιγότερες περιπτώσεις θανάτου). 

Για τιµές 1>  το ενδεχόµενο είναι περισσότερο πιθανό να συµβεί στην οµάδα θεραπείας από ότι 

στην οµάδα ελέγχου (ψευδοφάρµακο) και εποµένως έχουµε θετική συνάφεια (η θεραπεία 

σχετίζεται µε περισσότερες περιπτώσεις θανάτου). 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Εφαρµόζεται σε 2 2×  πίνακες συνάφειας, µε διχοτοµηµένες ονοµατικές και διατακτικές 

µεταβλητές ή άλλης ανώτερης κατηγορίας. 

 

 



  

 39 

Συµµετρία 

Ο σχετικός κίνδυνος αποτελεί ένα ασύµµετρο µέτρο συνάφειας, µε την έννοια ότι διαφορετικά 

αποτελέσµατα θα προκύψουν ανάλογα µε το ποια θα είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή (γραµµή). 

Σχόλια 

Η έννοια του σχετικού κινδύνου, χρησιµοποιείται ευρέως στις ιατρικές επιστήµες ως παράγοντας 

κινδύνου (risk factor), όπως για παράδειγµα  στην µελέτη της σχέσης µεταξύ µιας θεραπείας και 

µιας ασθένειας και επιτρέπει σε έναν ερευνητή να συγκρίνει τις σχετικές πιθανότητες επιβίωσης 

ενός ατόµου, εάν ανήκει σε µια οµάδα (συνήθως σε αυτή του υψηλότερου κινδύνου) σε σχέση µε 

την επιβίωση ενός ατόµου που ανήκει σε µια οµάδα χαµηλότερου κινδύνου. Όταν τα ir  είναι 

πολύ κοντά στο 0,1, ο σχετικός κίνδυνος παρέχει καλύτερη πληροφόρηση από την σύγκριση 

ποσοστών καθώς η τιµή 1 2r r−  είναι µεγαλύτερης σηµασίας. Για παράδειγµα, σε µελέτη που 

συγκρίνει δυο θεραπείες A  και B  µε βάση την απόκριση 1, δηλαδή το ποσοστό των 

υποκειµένων που πεθαίνουν, η διαφορά  1̂ 0.010r =  και 2̂ 0.001r =  είναι πολύ πιο αξιοσηµείωτη, 

από ότι η διαφορά 1̂ 0.410r =  και 2̂ 0.401r = , αν και στις δυο περιπτώσεις 1 2ˆ ˆ 0.009r r− = . Στην 

περίπτωση αυτή, ο σχετικός κίνδυνος είναι 1

2

ˆ 0.010ˆ ˆ 10
ˆ 0.001

r
RR

r
= = =  και 1

2

ˆ 0.410ˆ ˆ 1.02
ˆ 0.401

r
RR

r
= = = , 

αντίστοιχα. Με άλλα λόγια στην πρώτη περίπτωση, το ποσοστό θανάτου 1̂ 0.010r =  (όταν ένα 

υποκείµενο λαµβάνει την θεραπεία A ) είναι 900% µεγαλύτερο από το ποσοστό θανάτου 

2̂ 0.001r =  (όταν ένα υποκείµενο λαµβάνει την θεραπεία B ). Στην δεύτερη περίπτωση, το 

ποσοστό θανάτου 1̂ 0.410r =  για την θεραπεία A  είναι µόλις 2% µεγαλύτερο του ποσοστού 

θανάτου της θεραπείας B . 

Αξίζει να σηµειώσουµε και την έννοια της µείωσης του σχετικού κινδύνου ( )RRR  (Relative 

Risk Reduction), η οποία ορίζεται ως 1RRR RR= − . Στο παράδειγµά µας, 1 0.80 0.20RRR= − =  

και εκφράζει ότι για τα δεδοµένα µας, η Θεραπεία A  µειώνει τον κίνδυνο κατά 20%. Αν και ο 

σχετικός κίνδυνος RR είναι διαισθητικά ευκολότερος στην κατανόηση, το  odds ratio είναι πιο 

χρήσιµο, όταν χρησιµοποιείται στα πλαίσια µιας στατιστικής ανάλυσης. 
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4.2.2 Λόγος πιθανοτήτων (odds ratio) ή λόγος διαγώνιων γινοµένων 

  

Ο λόγος πιθανοτήτων ( ) odds ratio  είναι ένα µέτρο που εισήγαγε ο Cornfield (1951) και 

χρησιµοποιείται ευρέως στις επιδηµιολογικές µελέτες για να δείξει τον κίνδυνο ενός ατόµου να 

πάσχει από µια ασθένεια. Εκφράζει τον βαθµό συνάφειας µεταξύ δυο µεταβλητών, µε ένα 

διαφορετικό αριθµητικό τρόπο από τα υπόλοιπα µέτρα συνάφειας, παρέχοντας έναν πιο σαφή 

τρόπο ερµηνείας ενός 2 2×  πίνακα συνάφειας.  

Ο τύπος υπολογισµού του είναι  

 1 11 1. 21 2. 1 2 11 21 11 22

11 1. 21 2. 1 2 12 22 12 212 1 1 1 1
r r

r r

π π π π π π π π
θ

π π π π π π π π
Ω

= = = = =
− − − −Ω

,           (4.3) 

όπου iΩ  τα odds. 

Η δειγµατική εκτίµηση ορίζεται ως 

 1 11 22

12 212

ˆ
ˆ

ˆ
p p

p p
θ

Ω
= =
Ω

              (4.4) 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες ijπ  , µε τις αντίστοιχες δειγµατικές ijp . 

Γενικά, το odds ενός ενδεχοµένου E  είναι το πηλίκο ( ) ( )1P E P E− . Στην ιατρική ή στην 

επιδηµιολογία, περιγράφει τον λόγο της επιτυχίας ως προς την αποτυχία, συνήθως αναφορικά µε 

την επιβίωση ενός ασθενή. Συµβολίζεται µε Ω  και σύµφωνα µε τον Πίνακα 4-1 (σελ. 36),  

( ) ( )
( )

11 1.1 11
1

1 11 1. 12

 1 |   
 1 |   

1  1 |   1 1

ό ά A r
odds ό ά A

ό ά A r

π κριση µ δα π π π
π κριση µ δα

π κριση µ δα π π π
Α Ο

Ω = Α Ο = = = =
− Α Ο − −

 

και 

( ) ( )
( )

21 2.2 21
2

2 21 2. 22

 1 |   
 1 |   

1  1 |   1 1

ό ά B r
odds ό ά B

ό ά B r

π κριση µ δα π π π
π κριση µ δα

π κριση µ δα π π π
Α Ο

Ω = Α Ο = = = =
− Α Ο − −

 

Αποδεικνύεται αλγεβρικά ότι το  odds ratioγια 2 2x  πίνακες συνάφειας, ισούται µε το γινόµενο 

των συχνοτήτων των διαγώνιων κελιών του πίνακα, δηλαδή 11 22

12 21

n n

n n
θ =  και είναι γνωστό και ως 

λόγος διαγώνιων γινοµένων (Cross - Product ratio),  [Yule, (1900, 1912)]. 
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Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα, (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 11
1

12

0.08ˆ 0.19
0.42

p

p
Ω = = = , 

δηλαδή ο λόγος της επιτυχίας «όχι-επιβίωση» ως προς την αποτυχία «επιβίωση», δοθέντος ότι το 

υποκείµενο ανήκει στην οµάδα θεραπείας A .  

 21
2

22

0.1ˆ 0.25
0.4

p

p
Ω = = = , 

δηλαδή ο λόγος της επιτυχίας «όχι-επιβίωση» ως προς την αποτυχία «επιβίωση», δοθέντος ότι το 

υποκείµενο ανήκει στην οµάδα θεραπείας B . Εποµένως,  το  odds ratio ισούται µε 

 1

2

ˆ 0.19ˆ 0.76
ˆ 0.25

θ
Ω

= = =
Ω

. 

Ερµηνεία 

Όταν το  1iΩ >  τότε η πιθανότητα ενός γεγονότος να συµβεί είναι 0.5> , ενώ όταν 1iΩ <  η 

πιθανότητα ενός γεγονότος να συµβεί είναι 0.5< . Κατά συνέπεια, όσο µεγαλύτερο είναι το 

odds ενός γεγονότος να συµβεί, τόσο υψηλότερη η πιθανότητα ότι το γεγονός θα συµβεί και  

όσο µικρότερο είναι το odds ενός γεγονότος να συµβεί, τόσο χαµηλότερη η πιθανότητα ότι το 

γεγονός θα συµβεί. Όταν 1iΩ = , τότε η πιθανότητα το γεγονός να συµβεί ισούται µε την 

πιθανότητα το γεγονός να µην συµβεί και όταν το 0iΩ = , τότε η πιθανότητα το γεγονός να 

συµβεί είναι 0 . 

Εποµένως, η ένταση της σχέσης µεταξύ δυο µεταβλητών µπορεί να εκφραστεί, µε τον βαθµό µε 

τον οποίο τα δυο odds διαφέρουν. Η διαφορά αυτή συνοψίζεται στον λόγο των iΩ . Στο 

παράδειγµά µας, η τιµή ˆ 0.76θ =  ( 1)< , υποδηλώνει αρνητική συνάφεια και σηµαίνει ότι το 1Ω , 

ένας ασθενής να µην επιβιώσει υπό θεραπεία, ισούται µε το 76% του 2Ω  αν δεν υποβάλλεται σε 

θεραπεία. Με άλλα λόγια, όταν κάποιος ανήκει στην χαµηλή οµάδα (Θεραπεία A), σχετίζεται µε 

το να ανήκει στην υψηλότερη µεταβλητή αποτελέσµατος (Επιβίωση: «Ναι»).  
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Πεδίο Ορισµού 

Η τιµή του θ  κυµαίνεται στο διάστηµα ( ),−∞ +∞ . Όταν 1θ =  οι µεταβλητές (Επιβίωση – 

Θεραπεία) είναι ανεξάρτητες, δηλαδή 1 2Ω =Ω , δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ των odds, ενώ 

όταν 1θ ≠  οι µεταβλητές είναι εξαρτηµένες ή συσχετισµένες.  

Συγκεκριµένα, για 1θ <  το ενδεχόµενο είναι λιγότερο πιθανό να συµβεί στην οµάδα θεραπείας 

A , από ότι στην οµάδα ελέγχου B  (ψευδοφάρµακο) και εποµένως έχουµε αρνητική συνάφεια. 

Για 1θ >  το ενδεχόµενο είναι περισσότερο πιθανό να συµβεί στην οµάδα θεραπείας A  από ότι 

στην οµάδα ελέγχου B  (ψευδοφάρµακο) και εποµένως έχουµε θετική συνάφεια.  

Στην περίπτωση που ένα κελί έχει µηδενική πιθανότητα τότε 0θ =  ή θ = ∞ . 

Η τιµή του logθ , που θα συναντήσουµε στην συνέχεια, κυµαίνεται στο ( ),−∞ +∞ , µε log 0θ = , 

στην περίπτωση που οι µεταβλητές είναι ανεξάρτητες, δηλαδή 1θ = . 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Εφαρµόζεται σε 2 2×  πίνακες συνάφειας, µε διχοτοµηµένες ονοµατικές και διατακτικές 

µεταβλητές ή άλλης ανώτερης κατηγορίας. Αν και επεκτείνεται και σε πίνακες µεγαλύτερης από 

2 2×  διάστασης, η ερµηνεία του γίνεται δυσκολότερη. Στις περιπτώσεις όµως, όπου έχουµε 

πολλές γραµµές αλλά δυο µόνο στήλες, η ερµηνεία του παραµένει ξεκάθαρη.  

Συµµετρία 

Το θ  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές στην διάταξη 

γραµµών και στηλών. Όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό, δηλαδή οι γραµµές γίνουν 

στήλες και οι στήλες γραµµές, τότε 1θ θ= . Επίσης, δεν είναι απαραίτητο να προσδιορίσουµε 

την µεταβλητή απόκρισης για να χρησιµοποιήσουµε το θ , διότι ορίζεται µέσω των δεσµευµένων 

κατανοµών οποιασδήποτε κατεύθυνσης, δηλαδή  

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11 22

12 21

1| 1 2 | 1 1| 1 2 | 1

1| 2 2 | 2 1| 2 2 | 2

P Y X P Y X P X Y P X Y

P Y X P Y X P X Y P X Y

π π
θ

π π
= = = = = = = =

= = =
= = = = = = = =

 

Άλλα χαρακτηριστικά 

Η σχέση που συνδέει το  odds ratio και τον  σχετικό κίνδυνο RR είναι 

 
( )
( )

2

1

1

1

r
RR

r
θ

−
= ×

−
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Μπορούµε να παρατηρήσουµε, ότι όταν η πιθανότητα του αποτελέσµατος που µας ενδιαφέρει 

είναι πολύ µικρή, δηλαδή όταν τα 0ir → , τότε τα δυο µέτρα συνάφειας θ  και RR έχουν την ίδια 

βαρύτητα. Εποµένως, στην περίπτωση αυτή, η εκτίµηση του θ  αποτελεί µια αδρή εκτίµηση RR, 

όταν αυτός δεν είναι δυνατό να υπολογιστεί, όπως στην περίπτωση case - control µελετών. Όπως 

οι Pagano & Gauvreau (1993) σηµειώνουν, όταν η πιθανότητα ενός γεγονότος να συµβεί είναι 

πολύ µικρή, τότε οι τιµές των κελιών 11n  και 21n  θα είναι πολύ µικρές. Όταν συµβαίνει αυτό, οι 

τιµές των θ  και RR είναι σχεδόν ίδιες. 

Σχόλια 

Γενικά, όσο περισσότερο το θ  αποµακρύνεται από το 1, τόσο µεγαλύτερη επίδραση έχει η 

ανεξάρτητη µεταβλητή στην εξαρτηµένη, υποδηλώντας είτε θετική 1θ > , είτε αρνητική 1θ <  

συνάφεια. Για παράδειγµα,  όταν 4θ = , το odds της γραµµής 1 είναι 4  φορές µεγαλύτερο από 

το odds της γραµµής 2 . Αυτό βέβαια δεν σηµαίνει, ότι η πιθανότητα ή ο κίνδυνος θανάτου είναι 

τετραπλάσιος, δηλαδή 1 24r r= . Στην ουσία, αυτό είναι η ερµηνεία του σχετικού κινδύνου. 

Επίσης, δυο τιµές του θ  δείχνουν την ίδια συνάφεια αλλά σε διαφορετική κατεύθυνση, όταν η 

µία είναι αντίστροφη της άλλης. Για παράδειγµα, όταν ˆ 0.76θ = , το odds της επιτυχίας της 

γραµµής 1, είναι 0.76 φορές µεγαλύτερο της γραµµής 2 , ή ισοδύναµα το odds της επιτυχίας 

της γραµµής 2  είναι 
1

1.31
θ̂
=  φορές µεγαλύτερο από ότι αυτό της γραµµής 1. Τέλος, αξίζει να 

σηµειώσουµε, ότι το  odds ratio δεν είναι συµµετρικό γύρω από την τιµή 1. ∆ηλαδή, ένα 

 odds ratio 1>  για ένα συγκεκριµένο βαθµό, δείχνει µικρότερη επίδραση από ότι ένα  odds ratio 

1< , για τον ίδιο βαθµό. Όταν 1θ <  [ )0,1θ ∈ , ενώ όταν 1θ >  τα  odds ratios µπορούν να 

πάρουν οποιαδήποτε τιµή. Όµως, χρησιµοποιώντας το logθ , τότε το  odds ratio κυµαίνεται 

συµµετρικά γύρω από το 1, µε logθ  να κυµαίνεται συµµετρικά γύρω από το 0  (ανεξαρτησία) 

και η αντιστροφή των γραµµών ή των στηλών, συνεπάγεται την αλλαγή του πρόσηµου. Στο 

παράδειγµά µας, ˆ 0.76θ =  και 
1

1.31
θ̂
= , δηλαδή δυο διαφορετικές τιµές του θ  δείχνουν την ίδια 

συνάφεια, αλλά σε διαφορετική κατεύθυνση, χωρίς να κυµαίνονται συµµετρικά γύρω από το 1. 

Όµως, log 0.76 0.11= −  και log1.31 0.11= , δηλαδή δυο ίδιες τιµές του logθ , που κυµαίνονται 
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συµµετρικά γύρω από το 0 , δείχνουν τον ίδιο βαθµό συνάφειας, µε διαφορετικό πρόσηµο                       

[Hershberger, Fisher, (2005)]. 

 

4.3 Μέτρα συνάφειας που βασίζονται στο odds ratio 

 

Όπως είδαµε το ( ),θ ∈ −∞ +∞ . O Yule (1900), εισήγαγε τον συντελεστή Q  και τον 

συντελεστή   Y , σκοπεύοντας να περιορίσει τις τιµές του  odds ratio στο διάστηµα   [ ]1, 1− + . Οι 

συντελεστές βασίζονται στην έννοια του λόγου των διαγώνιων γινοµένων και προτείνονται 

λιγότερο συχνά ως µέτρα συνάφειας για 2 2×  πίνακες, από ότι ο συντελεστής phi , που θα 

συναντήσουµε στην συνέχεια, καθώς χρησιµοποιούν λιγότερη πληροφορία. 

 

4.3.1 Συντελεστής συνάφειας Q  του Yule 

 

Ο συντελεστής συνάφειας Q  του Yule (1900) υπολογίζεται από τον τύπο 

  11 22 12 21

11 22 12 21

1

1
Q

π π π π θ
π π π π θ

− −
= =

+ +
,                       (4.5) 

όπου { }ijπ  οι πιθανότητες των κελιών ενός 2 2×  πίνακα  συνάφειας και θ  η τιµή του 

 odds ratio. Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις συχνότητες των κελιών { }ijn .  

Η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή ισούται µε 

  11 22 12 21

11 22 12 21

ˆ 1ˆ
ˆ 1

p p p p
Q

p p p p

θ
θ

− −
= =

+ +
                       (4.6) 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες ijπ , µε τις αντίστοιχες δειγµατικές ijp . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα, (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 
0.08 0.4 0.42 0.1 0.76 1ˆ 0.14
0.08 0.4 0.42 0.1 0.76 1

Q
× − × − = = − = × + × + 
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Ερµηνεία 

H τιµή του συντελεστή ˆ 0.14Q = − , δείχνει αρνητική συνάφεια µεταξύ των δυο µεταβλητών, 

πολύ µικρής όµως έντασης. Μπορούµε να πούµε, ότι ο συντελεστής Q , βασίζεται στην διαφορά 

µεταξύ των «σύµφωνων» (Concordant) ζευγών παρατηρήσεων ( )C  και των «ασύµφωνων» 

(Discordant) ζευγών παρατηρήσεων ( )D   και εκφράζει την διαφορά ( )C D− , ως ποσοστό επί 

του συνόλου των ζευγών παρατηρήσεων χωρίς δεσµούς ( )C D+ . Σηµειώνουµε ότι το σύνολο 

των «σύµφωνων» ζευγών παρατηρήσεων για ένα 2 2×  πίνακα, είναι 11 22C n n=  και το σύνολο 

των «ασύµφωνων» ζευγών είναι 12 21C n n=  (βλέπε Παράγραφο 5.2, σελ. 77). Κατά συνέπεια, µια 

ερµηνεία του αποτελέσµατος θα µπορούσε να είναι ότι το έλλειµµα «σύµφωνων» ζευγών 

παρατηρήσεων έναντι των «ασύµφωνων» ισούται µε το 14% επί του συνόλου των ζευγών 

παρατηρήσεων χωρίς δεσµούς.  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής Yule’s Q  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− + , µε 0Q =  να υποδηλώνει 

ανεξαρτησία µεταξύ των µεταβλητών. 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Εφαρµόζεται σε 2 2×  πίνακες συνάφειας, µε διχοτοµηµένες ονοµατικές και διατακτικές 

µεταβλητές ή άλλης ανώτερης κατηγορίας.  

Συµµετρία 

Ο συντελεστής Yule’s Q  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε 

αλλαγές στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό 

και οι γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια είναι 

η ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη.  

Άλλα χαρακτηριστικά 

Όπως αναφέραµε, ο συντελεστής Yule’s Q  βασίζεται στην διαφορά µεταξύ των «σύµφωνων» 

και των «ασύµφωνων» ζευγών παρατηρήσεων και εκφράζει την διαφορά ( )C D− , ως ποσοστό 

επί του συνόλου των ζευγών παρατηρήσεων χωρίς δεσµούς ( )C D+ . Κατά συνέπεια, ο 
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συντελεστής Q  µπορεί να εκφραστεί σε όρους «σύµφωνων» και «ασύµφωνων» ζευγών 

παρατηρήσεων, ως εξής 

 11 22 12 21

11 22 12 21

n n n n C D
Q

n n n n C D

− −
= =

+ +
. 

∆ηλαδή αποτελεί µια ειδική περίπτωση του µέτρου συνάφειας gamma των Goodman & Kruskal 

(βλέπε παράγραφος 5.2.1, σελ. 80), αν και ο συντελεστής Yule’s Q  χρησιµοποιείται για 

ονοµατικές και διατακτικές µεταβλητές. Στην πραγµατικότητα, ο συντελεστής Yule’s Q  

αλγεβρικά ισοδυναµεί µε τον 2 2×  συντελεστή Goodman & Kruskal gamma και άρα µετράει 

και τον βαθµό εναρµόνισης ή µη, µεταξύ δυο µεταβλητών [Hershberger, Fisher, (2005)]. 

Οι Ott et al. (1992), σηµειώνουν ότι η σηµαντικότητα του συντελεστή Q  µπορεί να εκτιµηθεί 

από την σχέση  

 

( )22

11 12 21 22

1 1 1 1 1
1

4

Q
z

Q
n n n n

=
 

− + + + 
 

. 

Σχόλια 

Στην βιβλιογραφία αναφέρεται ότι ο συντελεστής Yule’s Q  έχει την τάση να αυξάνει τον βαθµό 

συνάφειας του υπό µελέτη πληθυσµού. Οι Ott et al. (1992), σηµειώνουν ότι ένας επιπρόσθετος 

περιορισµός του συντελεστή είναι, ότι για 1Q = , δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι υπάρχει πλήρης 

συνάφεια µεταξύ των δυο µεταβλητών. Συγκεκριµένα, για έναν 2 2×  πίνακα, αν τουλάχιστον 

για µια παρατηρούµενη συχνότητα, ισχύει ότι 0ijn = , τότε 1Q = ± , δηλαδή ο συντελεστής θα 

ισούται µε το άνω ή το κάτω όριό του. Στις περιπτώσεις αυτές, η ερµηνεία του συντελεστή Q  

µπορεί να είναι παραπλανητική και γι’ αυτό ο συντελεστής Q  δεν συνιστάται, όταν η συχνότητα 

για κάποιο κελί του πίνακα είναι πολύ µικρή. 

 

4.3.2 Συντελεστής συνάφειας Y  του Yule 

 

Ο Yule (1900), πρότεινε ως εναλλακτικό του συντελεστή Q , τον συντελεστή Y  (Coefficient 

of Colligation), που ορίζεται ως 
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 11 22 12 21

11 22 12 21

1

1
Y

π π π π θ
π π π π θ

− −
= =

+ +
,          (4.7)  

όπου { }ijp  οι πιθανότητες των κελιών ενός 2 2×  πίνακα  συνάφειας και θ  η τιµή του 

 odds ratio. Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις συχνότητες των κελιών { }ijn .  

Η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή ισούται µε 

 11 22 12 21

11 22 12 21

ˆ 1ˆ
ˆ 1

p p p p
Y

p p p p

θ

θ

− −
= =

+ +
                     (4.8) 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες ijπ  , µε τις αντίστοιχες δειγµατικές ijp . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 
0.08 0.4 0.42 0.1 0.76 1ˆ 0.07
0.08 0.4 0.42 0.1 0.76 1

Y
 × − × −

= = − =  × + × + 
 

Ερµηνεία 

H τιµή του συντελεστή ˆ 0.07Y = − , δείχνει αρνητική συνάφεια µεταξύ των δυο µεταβλητών, 

ασήµαντης όµως έντασης. Ο συντελεστής Yule’s Y  δεν έχει µια εύκολη ερµηνεία. Ερµηνεύεται 

διαφορετικά από τον συντελεστή συσχέτισης Q , καθώς χρησιµοποιεί τον γεωµετρικό µέσο των 

διαγώνιων και µη διαγώνιων ζευγών παρατηρήσεων, αντί του αριθµού των ζευγών. Στην ουσία, 

εκφράζει την διαφορά µεταξύ των πιθανοτήτων των διαγώνιων και των µη διαγώνιων κελιών, 

όπου οι πιθανότητες  γραµµής και στήλης έχουν τυποποιηθεί ως προς 0,5. Σύµφωνα µε το 

παράδειγµά µας, µπορούµε να πούµε ότι ο γεωµετρικός µέσος του ελλείµµατος «σύµφωνων» 

ζευγών παρατηρήσεων έναντι των «ασύµφωνων», ως ποσοστό επί όλων των ζευγών χωρίς 

δεσµούς, είναι 7% .  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής Yule’s Y  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− + , µε 0Y =  να υποδηλώνει 

ανεξαρτησία µεταξύ των µεταβλητών. 
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Εφαρµόζεται σε 2 2×  πίνακες συνάφειας, µε διχοτοµηµένες ονοµατικές και διατακτικές 

µεταβλητές ή άλλης ανώτερης κατηγορίας.  

Συµµετρία 

Ο συντελεστής Yule’s Y  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε 

αλλαγές στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό 

και οι γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια είναι 

η ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη.  

Σχόλια 

Γενικά, ο συντελεστής Yule’s Y  θα είναι µικρότερος από ότι ο Yule’s Q, κυρίως διότι ο Y  

λαµβάνει ποινές για σχεδόν αδύναµες µονότονες σχέσεις, παρόµοια µε τον συντελεστή Somers’ 

D  (βλέπε Παράγραφο 5.2.3, σελ. 85) , ο οποίος όµως χρησιµοποιείται πολύ πιο συχνά, λόγω της 

εύκολης ερµηνείας του. Επίσης, ο Yule’s Y  είναι λιγότερο ευαίσθητος από ότι ο Yule’s Q , στις 

διαφορές των περιθώριων κατανοµών των δυο µεταβλητών. Ερµηνεύεται όπως ο συντελεστής 

συσχέτισης r  του Pearson, αλλά αλγεβρικά δεν ισούται µε 1.  

 

4.4 Μέτρα συνάφειας που βασίζονται στο 2 testχ −  του Pearson 

  

Μια κοινά αποδεκτή ερµηνεία της ύπαρξης συνάφειας, σε έναν διδιάστατο πίνακα είναι ότι οι 

µεταβλητές γραµµής και στήλης είναι εξαρτηµένες. Ο κλασσικός έλεγχος της υπόθεσης της 

ανεξαρτησίας, βασίζεται στο 2 testχ − . Έστω ο Πίνακας 2-1 (σελ. 10), που  περιγράφει έναν 

I J×  πίνακα συνάφειας. Τα { }ijπ  είναι οι πληθυσµιακές πιθανότητες και είναι συνήθως 

άγνωστες στην πράξη. Η πιθανότητα ένα τυχαία επιλεγµένο υποκείµενο του πληθυσµού να 

ταξινοµηθεί στο κελί ( )ij  ισούται µε ijπ , έτσι ώστε ( )ij ij ijE N E Nπ= =  η αναµενόµενη 

συχνότητα για το κελί ( )ij . Μια πολύ γνωστή µέθοδος, που επιτρέπει να αποφασίσουµε αν οι 

αναµενόµενες συχνότητες { }ijNπ  των κελιών ενός I J×  πίνακα συνάφειας ταυτίζονται µε τις 
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παρατηρούµενες { }ijn , είναι η ελεγχοσυνάρτηση καλής προσαρµογής των δεδοµένων 2 testχ −  

του Pearson (1904), η οποία στην γενική µορφή της ορίζεται ως 

 
( ) ( )2 2

2 ij ij ij ij

ij iji j i j

O E N N

E N

π
χ

π

− −
= =∑∑ ∑∑ ,          (4.9)  

όπου ijO  οι παρατηρούµενες συχνότητες του πληθυσµού και ijE  οι αναµενόµενες συχνότητες. 

Στην περίπτωση που οι µεταβλητές ,X Y  είναι ανεξάρτητες, δηλαδή κάτω από την µηδενική 

υπόθεση 0 . .: ij i jπ π πΗ = ,  για κάθε 1,2,...,i I=  και 1,2,...,j J=  το  2 testχ −  παίρνει την µορφή 

 
( )2. .2

. .1 1

I J
ij i j

i ji j

n n n n

n n n
χ

= =

−
=∑∑                    (4.10) 

αντικαθιστώντας τις αναµενόµενες πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  και συχνότητες { }ijN   µε 

τις αντίστοιχες δειγµατικές { }ijp ,  { }ijn , όπου ..
. .

ji
ij i j

nn
p p p

n n
= = . 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), δοθέντος ότι το 50% 

των ασθενών λαµβάνουν την Θεραπεία A  και το 50% την Θεραπεία B , κάτω από την µηδενική  

υπόθεση της ανεξαρτησίας, ότι δηλαδή δεν υπάρχει σχέση µεταξύ αγωγής και αποτελέσµατος, 

αναµένουµε 
180

90   
2

 = 
 

  ασθενείς να µην επιβιώσουν και 
420

210   
2

 = 
 

 να επιβιώσουν. 

Σηµειώνουµε, ότι ο ακριβής τύπος υπολογισµού των αναµενόµενων συχνοτήτων { }ijn  είναι 

. .i j
ij

n n
n

n
= . Όσο µεγαλύτερη είναι η διαφορά µεταξύ των παρατηρούµενων και αναµενόµενων 

µετρήσεων, τόσο λιγότερο πιθανό να είναι αληθής, η µηδενική υπόθεση της ανεξαρτησίας. 

Σηµειώνουµε για µελλοντική αναφορά, ότι η σχέση (4.10) για έναν 2 2×  πίνακα συνάφειας, 

αλγεβρικά ισοδυναµεί µε 

 
( )2

11 22 21 122

1. .1 2. .2

n n n n n

n n n n
χ

−
=  [Liebetrau, (1983)]. 
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Η µέγιστη τιµή του 2 testχ −  για έναν I J×  πίνακα, είναι ( )2
max 1n qχ = − , όπου  

{ }min ,q I J= , όταν κάθε γραµµή µε I J≥  ή κάθε στήλη µε I J≤  του πίνακα περιέχει έναν µη 

µηδενικό αριθµό. Εποµένως, το 2 testχ −  κυµαίνεται στο διάστηµα ( )0, 1n q−   . Η τιµή του 

2 testχ −  εξαρτάται όχι µόνο από την ένταση της σχέσης µεταξύ των µεταβλητών, αλλά και από 

το µέγεθος του δείγµατος. Επιπλέον, το 2 testχ −  δεν περιγράφει την ένταση ή την φύση της 

συνάφειας. Χρησιµοποιώντας τα λόγια του Sir Austin Bradford Hill (1965), «Όπως η φωτιά, το 

2 testχ −  είναι ένας εξαίρετος υπηρέτης αλλά ένας κακός αφέντης» [Scheaffer, (1999)]. Το 

2 testχ −  µπορεί να µετασχηµατισθεί σε αρκετά µέτρα συνάφειας, τα οποία όµως δεν χρήζουν 

εύκολης ερµηνείας. Τα µέτρα αυτά, περιγράφουν την ένταση της σχέσης µεταξύ των µεταβλητών 

και αποτελούν στην ουσία µια προσαρµογή της ελεγχοσυνάρτησης, προκειµένου να εξαλειφθεί η 

επίδραση του µεγέθους του δείγµατος.  

 

4.4.1 Συντελεστής ϕ  του Yule 

Ο συντελεστής ϕ  (Coefficient phi , Yule 1912), εξαλείφει την επίδραση του µεγέθους του 

δείγµατος, διαιρώντας το 2 testχ −  µε το µέγεθος του δείγµατος n  και στην συνέχεια 

υπολογίζοντας την τετραγωνική του ρίζα. Ο τύπος υπολογισµού του συντελεστή είναι 

 
2

n

χ
ϕ =            (4.11) 

Στην βιβλιογραφία ο συντελεστής αναφέρεται και ως συντελεστής µέσης τετραγωνικής 

συνάφειας του Pearson (Pearson’s coefficient of mean square contingency). Πράγµατι, η 

πληθυσµιακή αναλογία της σχέσης [4.10], ονοµάζεται µέση τετραγωνική συνάφεια του Pearson  

και ορίζεται ως 
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( )2. .2

. .1 1

I J
ij i j

i ji j

π π π
ϕ

π π
= =

−
=∑∑                              (4.12)                                                                               

Αντικαθιστώντας τα { }ijπ  µε τις δειγµατικές εκτιµήσεις { }ijp , έχουµε την δειγµατική εκτίµηση  

 
2

2ˆ
n

χ
ϕ =           (4.13)  

[Liebetrau, Measures of Association, (1983)]. 

Εναλλακτικά, στην περίπτωση ενός 2 2×  πίνακα, ο συντελεστής  ορίζεται ως 

 11 22 21 12

1. .1 2. .2

n n n n

n n n n
ϕ

−
=          (4.14) 

και αλγεβρικά ισοδυναµεί µε την σχέση (4.11) [Liu, (1980)]. 

Παράδειγµα  

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα  του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 
2 2.71

ˆ 0.05
1000n

χ
ϕ = = =  ή αλλιώς 11 22 21 12

1. .1 2. .2

32000 42000
ˆ 0.05

192094

n n n n

n n n n
ϕ

− −
= = = − . 

Ερµηνεία 

Η τιµή του συντελεστή ˆ 0.05ϕ = −  δείχνει αρνητική συνάφεια, ασήµαντης όµως σηµασίας. 

Παρατηρούµε, ότι ανάλογα µε τον τύπο υπολογισµού προκύπτει η ίδια απόλυτη τιµή. ∆εν 

υπάρχει µια απλή διαισθητική ερµηνεία για τον συντελεστή. Βάσει του τύπου υπολογισµού του, 

που εµπεριέχει το 2 testχ − , θα µπορούσαµε να πούµε ότι εκφράζει την συνάφεια µεταξύ δυο 

µεταβλητών ως ποσοστό της µέγιστης δυνατής µεταβλητότητάς τους. Σύµφωνα µε τον 

Darlington [Measures of Association for Crosstab Tables, Cornell University, New York (2001)], 

για 2 2×  πίνακες, ο συντελεστής ϕ , µπορεί να ερµηνευθεί ως η συµµετρική ποσοστιαία 
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διαφορά, µετρώντας το ποσοστό συγκέντρωσης των περιπτώσεων πάνω στην διαγώνιο, ή αλλιώς 

εκφράζει την µέση ποσοστιαία διαφορά µεταξύ των δυο µεταβλητών, θεωρώντας ότι η µια 

προκαλεί την άλλη. Πράγµατι, υπολογίζοντας την ποσοστιαία διαφορά 1pd  ( pd−percentage 

difference), θεωρώντας την µεταβλητή (γραµµή) «Αγωγή» ως ανεξάρτητη και την µεταβλητή 

(στήλη) «Επιβίωση» ως εξαρτηµένη έχουµε: 1 11 1. 21 2. 0.16 0.20 0.04pd n n n n= − = − = − . 

Αντιστρέφοντας τις γραµµές και τις στήλες, θεωρώντας την µεταβλητή «Επιβίωση» ως 

ανεξάρτητη µεταβλητή και εποµένως την µεταβλητή «Αγωγή» ως εξαρτηµένη, τότε η 

ποσοστιαία διαφορά είναι 2 11 1. 21 2. 0.44 0.51 0.07pd n n n n= − = − = − . Έτσι, η τιµή του 

ˆ 0.05ϕ = −  εκφράζει την µέση ποσοστιαία διαφορά. Επιπλέον, ο Liu (1980) στην εργασία του  

σηµειώνει, ότι οι Hernes (1970) και Davis (1971) αναφέρουν για τον συντελεστή ϕ , οτι 

εκφράζει τον γεωµετρικό µέσο της ποσοστιαίας διαφοράς κατά µήκος των γραµµών και των 

στηλών, στην περίπτωση ονοµατικών µεταβλητών. Αυτό σηµαίνει ότι µπορεί να ερµηνευθεί ως 

µια συµµετρική παραλλαγή της ποσοστιαίας διαφοράς.  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής ϕ  για 2 2×  πίνακες κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− + , αν και αυτό δεν 

συµβαίνει πάντα, καθώς το άνω και κάτω όριο του συντελεστή εξαρτάται από συγκεκριµένες 

συνθήκες. Οι Carroll (1961) και Guilford (1965) σηµειώνουν, ότι αναγκαία συνθήκη για να 

ισούται ο συντελεστής ϕ  µε 1−  ή 1 (τέλεια συνάφεια), σε έναν 2 2×  πίνακα, είναι τα περιθώρια 

αθροίσµατα κάθε γραµµής και στήλης να είναι ίσα, δηλαδή [ ]11 12 21 22n n n n+ = +  και 

[ ]11 21 12 22n n n n+ = + . Επιπλέον, ο Liu (1980) σηµειώνει ότι το ίδιο ισχύει όταν δυο συµµετρικά 

αντίθετα διαγώνια κελιά  είναι 0 . Όταν οι τιµές στα κελιά 11n  ή / και 22n  είναι µεγαλύτερες από 

όσο αναµένεται, τότε 1ϕ →  και όταν συµβαίνει το αντίθετο τότε 1ϕ → − .  

Για  I J×  πίνακες µε , 2I J > ,  ο συντελεστής ϕ  κυµαίνεται στο διάστηµα 0, 1q −  , όπου 

{ }min ,q I J= . Αυτό σηµαίνει ότι µπορεί να ισχύει 1ϕ > , µε θεωρητική τιµή ϕ →∞  και να 

διαφοροποιείται ανάλογα µε το µέγεθος του πίνακα.  
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Η χρήση του συντελεστή ϕ  περιορίζεται µόνο σε 2 2×  πίνακες συνάφειας, που περιέχουν 

διχοτοµηµένες ονοµατικές µεταβλητές, διότι για πίνακες µεγαλύτερης διάστασης η τιµή του 

συντελεστή µπορεί να ξεπεράσει την τιµή 1. Οι Siegel και Castellan (1988) σηµειώνουν, ότι 

όταν οι δυο µεταβλητές που συσχετίζονται είναι διατακτικές, τότε χρησιµοποιώντας τον 

συντελεστή ϕ  χάνεται πληροφόρηση και εξ’ αιτίας αυτού, κάτω από αυτές τις συνθήκες είναι 

προτιµότερο να χρησιµοποιούµε εναλλακτικά µέτρα συνάφειας, σχεδιασµένα για διατεταγµένους 

πίνακες. 

Συµµετρία 

Ο συντελεστής ϕ  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές 

στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό και οι 

γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη. Σηµειώνουµε ότι ο συντελεστής ϕ  έχει την 

τάση να αποκρύπτει ασυµµετρικές σχέσεις. 

Σηµαντικότητα 

Η σηµαντικότητα του συντελεστή ϕ  είναι η ίδια µε αυτή του 2 testχ − . Αξίζει να σηµειώσουµε, 

ότι αν το µέγεθος του δείγµατος n  αυξηθεί, αλλά η αναλογία των κελιών (effect size) διατηρηθεί, 

κάποια στιγµή το 2 testχ −  δεν θα είναι στατιστικά σηµαντικό. Έτσι στην περίπτωση αυτή, η 

τιµή του συντελεστή θα παραµένει η ίδια, αλλά δεν θα είναι στατιστικά σηµαντική.                                                                                                                                             

Άλλα χαρακτηριστικά 

Ο συντελεστής ϕ  αλγεβρικά ισούται µε | |r , όπου r  ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson 

(Pearson product-moment correlation coefficient). Για την ακρίβεια, είναι ο συντελεστής 

συσχέτισης του Pearson, ο οποίος υπολογίζεται όταν οι τιµές 0  και 1 υιοθετούνται για να 

περιγράψουν τα επίπεδα δυο διχοτοµηµένων µεταβλητών.  

Σχόλια 

Το εύρος τιµών του συντελεστή ϕ  εξαρτάται από τις διαστάσεις του πίνακα και µπορεί να 

υπερβεί την τιµή 1, κάνοντας τον συντελεστή ένα όχι και τόσο κατάλληλο µέτρο συνάφειας. 

Επιπλέον, η σύγκριση µεταξύ δυο ή περισσότερων συντελεστών ϕ  που προέρχονται από πίνακες 

µε διαφορετικά περιθώρια αθροίσµατα, µπορεί να είναι παραπλανητική, καθώς ο συντελεστής 



  

 54 

είναι πολύ ευαίσθητος σε µεταβολές των περιθώριων κατανοµών. (βλέπε Liu, A note on phi-

coefficient comparison, 1980). Μεταξύ άλλων, οι Guilford (1965) και Fleiss (1981), σηµειώνουν 

ότι µια από τις πιο χρήσιµες εφαρµογές του συντελεστή ϕ  είναι να ορίσει την εσωτερική 

συσχέτιση (intercorrelation), µεταξύ των αποκρίσεων δυο υποκειµένων σε δυο διχοτοµηµένα 

είδη. Για µια πιο σφαιρική θεώρηση, ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους Guilford (1965) 

και Fleiss (1981), οι οποίοι µεταξύ άλλων, συζήτησαν διάφορους λόγους οι οποίοι 

επιχειρηµατολογούν υπέρ της χρήσης άλλων µέτρων πέρα από τον συντελεστή ϕ , για 2 2×  

πίνακες συνάφειας (βλέπε Handbook of Parametric and Non-Parametric Statistical Procedures, 

3rd Edition, Chapman & Hall, 2004).       

 

4.4.2 Συντελεστής συνάφειας T  του Τschuprow 

 

Ο συντελεστής συνάφειας T  (Tschuprow, 1918), ορίζεται ως 

 
( )( )

2

1 1
T

I J

ϕ
=

− −
,      (4.15) 

όπου  ,I J  το πλήθος των γραµµών και των στήλων, αντίστοιχα. Η ποσότητα ( )( ){ }1 1I J− −  

είναι οι βαθµοί ελευθερίας του πίνακα. Η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή ισούται µε 

 
( )( )

2
ˆ

1 1
T

n I J

χ
=

− −
      (4.16) 

η οποία υπολογίζεται αντικαθιστώντας την ποσότητα 2ϕ  της σχέσης (4.12), µε την δειγµατική 

της εκτίµηση 
2

2ˆ
n

χ
ϕ = , σχέση (4.13). 

Παράδειγµα  

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 
( )( ) ( ) ( )

2 2.71ˆ 0.05
1 1 1000 2 1 2 1

T
n I J

χ
= = =

− − − −
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Ερµηνεία 

Η τιµή του συντελεστή ˆ 0.05T =  υποδηλώνει συνάφεια µεταξύ των µεταβλητών, ασήµαντης 

όµως βαρύτητας. ∆εν υπάρχει µια απλή, λειτουργική ερµηνεία για τον συντελεστή T . Θα 

µπορούσαµε να πούµε ότι εκφράζει την συνάφεια µεταξύ δυο µεταβλητών ως ποσοστό της 

µέγιστης δυνατής µεταβλητότητάς τους.  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής T  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  και 1T = , µόνο όταν οι δυο µεταβλητές έχουν 

ίσα περιθώρια αθροίσµατα και ο πίνακας είναι τετραγωνικός. Η µέγιστη τιµή του συντελεστή 

υπολογίζεται από τον τύπο 4
max

1q
T

l

−
= , όπου { }min ,q I J=  και { }min 1, 1l I J= − − . Όσο 

λιγότερο τετραγωνικός είναι ένας πίνακας και όσο περισσότερο ανόµοιες είναι οι περιθώριες 

κατανοµές των γραµµών και των στηλών, τόσο περισσότερο ο συντελεστής θα γίνεται 

µικρότερος του 1. Για παράδειγµα, το άνω όριο του συντελεστή T  για έναν 3 10×  πίνακα 

συνάφειας θα είναι 4 4
max

1 3 1
0.69

9

q
T

l

− −
= = =  [Liebetrau, (1983)].  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Η χρήση του συντελεστή T  περιορίζεται µόνο σε τετραγωνικούς I I×  πίνακες µε 1,2,...,i I= . 

Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για ονοµατικά ή και άλλης υψηλότερης κατηγορίας (διατακτικά) 

δεδοµένα, αν και δεν προτείνεται η χρήση του στην περίπτωση διατακτικών µεταβλητών καθώς 

χάνεται πληροφόρηση.    

Συµµετρία 

Ο συντελεστής T  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές 

στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό και οι 

γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη.  

Σηµαντικότητα 

Η σηµαντικότητα του συντελεστή T  είναι η ίδια µε αυτή του 2 testχ − , όπως συµβαίνει µε όλα 

τα µέτρα που βασίζονται στο 2 testχ − . Όπως έχουµε αναφέρει για τον συντελεστή ϕ , όσο 

αυξάνεται το δείγµα n , αλλά η αναλογία των κελιών (effect size) διατηρηθεί, κάποια στιγµή το 
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2 testχ −  παύει να είναι στατιστικά σηµαντικό. Έτσι στην περίπτωση αυτή, η τιµή του 

συντελεστή T  θα παραµένει η ίδια, αλλά δεν θα είναι στατιστικά σηµαντική. 

Άλλα χαρακτηριστικά 

Για 2 2×  πίνακες συνάφειας ισχύει ότι T ϕ= . 

Σχόλια 

Η χρήση του συντελεστή T  είναι περιορισµένη και δεν υποστηρίζεται από τα γνωστά στατιστικά 

πακέτα, καθώς για µη τετραγωνικούς πίνακες 1T < . 

 

4.4.3 Συντελεστής συνάφειας V  του Cramer 

 

Ο συντελεστής συνάφειας V  (Cramer, 1946), είναι µια  επέκταση του συντελεστή ϕ , για I J×  

πίνακες συνάφειας µε , 2I J > . Στην βιβλιογραφία τον συναντάµε και µε τον συµβολισµό Cϕ .  

Ο τύπος υπολογισµού του συντελεστή είναι 

 
2

1
V

q

ϕ
=

−
,      (4.17) 

όπου { }min ,q I J=  και η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή ισούται µε 

 
( )

2
ˆ

1
V

n q

χ
=

−
      (4.18) 

η οποία υπολογίζεται αντικαθιστώντας την ποσότητα 2ϕ  της σχέσης (4.12), µε την δειγµατική 

της εκτίµηση, 
2

2ˆ
n

χ
ϕ = , σχέση (4.13). 

Παράδειγµα  

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1), έχουµε 

 
( ) ( )

2 2.71ˆ 0.05
1 1000 2 1

V
n q

χ
= = =

− −
 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 4×  πίνακα (σελ. 166, Παράδειγµα 2), έχουµε 

 
( ) ( )

2 1073.5ˆ 0.28
1 6800 3 1

V
n q

χ
= = =

− −
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Ερµηνεία 

Η προέλευση του συντελεστή V , βασίζεται στο γεγονός ότι ( )2
max 1n qχ = − . Έτσι, η τιµή του V , 

είναι η τετραγωνική ρίζα της αναλογίας, που αναπαριστά τον υπολογισµένη τιµή του 2 testχ − , 

διαιρεµένη µε την µέγιστη δυνατή τιµή του ( )2
maxχ . ∆εν υπάρχει µια απλή, λειτουργική ερµηνεία 

για τον συντελεστή V . Σύµφωνα µε τον Darlington [Measures of Association for crosstab 

tables, Cornell University, New York (2001)], παρόµοια µε τον συντελεστή συσχέτισης r  του 

Pearson, ο συντελεστής V  εκφράζει την συνάφεια µεταξύ δυο µεταβλητών, ως ποσοστό της 

µέγιστης δυνατής µεταβλητότητάς τους. Για παράδειγµα, το 8% της διακύµανσης 

( ) ( )2 2ˆ8% 100 100 0.28V = =  , οφείλεται στην σχέση που ανιχνεύθηκε από το 2 testχ − , µεταξύ 

των δυο µεταβλητών του Παραδείγµατος 2.  

Πεδίο Ορισµού 
Ο συντελεστής V  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 , µε 1V = , µόνο όταν οι δυο µεταβλητές έχουν 

ίσα περιθώρια αθροίσµατα. ∆ηλαδή, όσο πιο άνισα τα περιθώρια αθροίσµατα γραµµών και 

στηλών, τόσο ο συντελεστής θα είναι µικρότερος της µονάδος.  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Ο συντελεστής V , χρησιµοποιείται µε ονοµατικά ή και άλλης υψηλότερης κατηγορίας 

(διατακτικά) δεδοµένα, για οποιοδήποτε µέγεθος ενός I J×  πίνακα. Όπως και στην περίπτωση 

του συντελεστή ϕ , όταν οι κατηγορίες των µεταβλητών είναι διατεταγµένες, δεν προτείνεται να 

χρησιµοποιούµε τον συντελεστή V , καθώς χάνεται πληροφόρηση. 

 Συµµετρία 

Ο συντελεστής V  είναι ένα συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές 

στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό και οι 

γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη.  

Σηµαντικότητα 

Η σηµαντικότητα του συντελεστή V  είναι η ίδια µε αυτή του 2 testχ − . Όπως έχουµε αναφέρει 

για τον συντελεστή ϕ , όσο αυξάνεται το δείγµα n , αλλά η αναλογία των κελιών (effect size) 

διατηρηθεί, κάποια στιγµή το 2 testχ −  παύει να είναι στατιστικά σηµαντικό. Έτσι στην 
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περίπτωση αυτή, η τιµή του συντελεστή V  θα παραµένει η ίδια, αλλά δεν θα είναι στατιστικά 

σηµαντική. 

Άλλα χαρακτηριστικά 

 Για 2 2×  πίνακες, είναι προφανές ότι  2V T nϕ χ= = = , ενώ σε πίνακες µεγαλύτερης 

διάστασης, οι τιµές των µέτρων διαφοροποιούνται και εποµένως, κάποια στατιστικά πακέτα 

υπολογίζουν την τιµή του V , µόνο στην περίπτωση πινάκων µεγαλύτερης διάστασης. O Daniel 

(1990) σηµειώνει ότι σε 2 2×  πίνακες µε το ίδιο σύνολο δεδοµένων, 2V τ=  (βλέπε Handbook of 

Parametric and Non-Parametric Statistical Procedures, 3rd Edition, Chapman & Hall, 2004), 

όπου τ  το µέτρο συνάφειας διατακτικής ταξινόµησης του Kendall, για διατακτικές µεταβλητές, 

που θα συναντήσουµε στην συνέχεια (βλέπε Παράγραφος 5.2.2, σελ. 82). 

Σχόλια  

Ο συντελεστής V , θεωρείται το καλύτερο και πιο διαδεδοµένο µέτρο µεταξύ αυτών που 

βασίζονται 2 testχ − , διότι ανεξάρτητα από το µέγεθος του πίνακα, κυµαίνεται πιο κανονικά στο 

διάστηµα [ ]0,1 , όταν τα περιθώρια αθροίσµατα γραµµών και στηλών είναι ίδια. Ο Conover 

(1980, 1999), σηµειώνει ότι υπάρχει µια τάση για την τιµή του 2 testχ −  (και κατά συνέπεια για 

την τιµή του V ), να αυξάνει όσο η διάσταση του πίνακα αυξάνεται. Για τον λόγο αυτό, o 

Conover συστήνει ότι ο συντελεστής V , ίσως να µην είναι τελείως ακριβής για την σύγκριση 

του βαθµού συνάφειας, σε πίνακες µε διαφορετική διάσταση. Επίσης σηµειώνει ότι, αν και κάτω 

από όλες τις συνθήκες, η τιµή του V  θα κυµαίνεται µεταξύ [ ]0,1 , η ερµηνεία του εξαρτάται από 

την διάσταση του πίνακα (βλέπε Handbook of Parametric and Non-Parametric Statistical 

Procedures, 3rd Edition, Chapman & Hall, 2004).  

 

4.4.4 Συντελεστής συνάφειας C  του Pearson  

 

Ο συντελεστής συνάφειας C  (Pearson’s contingency coefficient, 1948), αποτελεί µια 

βελτίωση του συντελεστή ϕ , προκειµένου να µπορεί να εφαρµοσθεί σε έναν διδιάστατο I J×  

πίνακα, οποιουδήποτε µεγέθους. Ο τύπος υπολογισµού του συντελεστή είναι  
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21
C

ϕ
ϕ

=
+

                                (4.19) 

και η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή ισούται µε 

 
2 2 2

2 2 2
ˆ

1 1

n
C

n n

ϕ χ χ
ϕ χ χ

= = =
+ + +

        (4.20) 

η οποία υπολογίζεται αντικαθιστώντας την ποσότητα 2ϕ  της σχέσης (4.12), µε την δειγµατική 

της εκτίµηση 
2

2ˆ
n

χ
ϕ = , σχέση (4.13). 

Παρατηρούµε ότι καθώς 0n ≠  τότε 0 1C≤ < , δηλαδή ο συντελεστής δεν µπορεί να πάρει την 

τιµή 1. Επίσης, ένας δεύτερος περιορισµός είναι ότι ο συντελεστής εξαρτάται από την διάσταση 

του πίνακα. Πράγµατι, το άνω όριο του συντελεστή είναι συνάρτηση του αριθµού των γραµµών 

και των στηλών του I J×  πίνακα, καθώς max

1q
C

q

−
= , όπου { }min ,q I J= . Μια πρόταση για 

να εξουδετερώσουµε το ανωτέρω πρόβληµα, είναι να χρησιµοποιήσουµε τον προσαρµοσµένο 

συντελεστή συνάφειας adjC  του  Sakoda (1977), o οποίος ορίζεται ως  

 
max

adj

C
C

C
=           (4.21) 

Εποµένως, αν υπάρχει τέλεια σχέση µεταξύ των µεταβλητών, η τιµή του adjC  θα αντανακλά την 

σχέση αυτή και 1adjC = .  

Παράδειγµα  

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 2 2×  πίνακα (σελ. 165, Παράδειγµα 1) έχουµε 
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2.71 1000

C
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χ
χ

= = =
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 και 
max
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ˆ 0.71adj

C
C

C
= = =  

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 4×  πίνακα (σελ. 166, Παράδειγµα 2), έχουµε 
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Ερµηνεία 

∆εν υπάρχει µια εύκολη, διαισθητική ερµηνεία για τους συντελεστές C  και adjC . Θα 

µπορούσαµε να πούµε ότι εκφράζουν την συνάφεια µεταξύ δυο µεταβλητών ως ποσοστό της 

µέγιστης δυνατής µεταβλητότητάς τους. Για παράδειγµα, το 14% της διακύµανσης 

( ) ( )2 2ˆ14% 100 100 0.37C = =
 

 ή το 20% της διακύµανσης  ( ) ( )2 2ˆ20% 100 100 0.45adjC = =
 

, 

οφείλεται στην σχέση που ανιχνεύθηκε από το 2 testχ − , µεταξύ των δυο µεταβλητών. O 

Pearson θεωρούσε τον συντελεστή C , ως µια ονοµατική προσέγγιση του συντελεστή γραµµικής 

συσχέτισης r  [Darlington, (2001)]. 

Πεδίο Ορισµού 

 Ο συντελεστής C , για 2 2×  πίνακες κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,0.71, αλλά προσεγγίζει την 

µονάδα όσο ο αριθµός των γραµµών και των στηλών αυξάνει. Ο προσαρµοσµένος συντελεστής 

adjC  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 , ανεξάρτητα από το µέγεθος του πίνακα. 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Οι συντελεστές C  και adjC , χρησιµοποιούνται µε ονοµατικά ή και άλλης υψηλότερης 

κατηγορίας (διατακτικά) δεδοµένα, για οποιοδήποτε µέγεθος ενός I J×  πίνακα. Όπως και στην 

περίπτωση του συντελεστή ϕ , όταν οι κατηγορίες των µεταβλητών είναι διατεταγµένες, είναι 

προτιµότερο να χρησιµοποιούµε εναλλακτικά µέτρα συνάφειας, σχεδιασµένα για διατεταγµένους 

πίνακες, καθώς χάνεται πληροφόρηση. 

Συµµετρία 

Οι συντελεστές C  και adjC  είναι συµµετρικά µέτρα συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλονται σε 

αλλαγές στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό 

και οι γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. Με άλλα λόγια, δεν έχει σηµασία ποια 

είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή ή αλλιώς η µεταβλητή στήλη.  

Σηµαντικότητα 

Η σηµαντικότητα των συντελεστών C  και adjC  είναι η ίδια µε αυτή του 2 testχ − . Όπως έχουµε 

αναφέρει για τον συντελεστή ϕ , όσο αυξάνεται το δείγµα n , αλλά η αναλογία των κελιών (effect 

size) διατηρηθεί, κάποια στιγµή το 2 testχ −  παύει να είναι στατιστικά σηµαντικό. Έτσι στην 
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περίπτωση αυτή, η τιµή των συντελεστών θα παραµένει η ίδια, αλλά δεν θα είναι στατιστικά 

σηµαντική. 

Σχόλια 

Οι Ott et al. (1992), αναφέρουν ότι µεταξύ των µειονεκτηµάτων που σχετίζονται µε τον 

συντελεστή συνάφειας C , είναι ότι θα είναι πάντα µικρότερος του 1, ακόµα και αν οι δυο 

µεταβλητές είναι πλήρως εξαρτηµένες. Επιπλέον, για να γίνουν συγκρίσεις µεταξύ των 

συντελεστών συνάφειας, που έχουν υπολογιστεί για δυο ή περισσότερους πίνακες, θα πρέπει οι 

πίνακες να έχουν τον ίδιο αριθµό γραµµών και στηλών. Μια πρόταση για να εξουδετερώσουµε 

τους ανωτέρω περιορισµούς, είναι ο προσαρµοσµένος συντελεστής adjC . Όµως, αν και ο 

συντελεστής adjC  επιτρέπει καλύτερη σύγκριση µεταξύ ανόµοιων πινάκων, οι συγκρίσεις δεν θα 

είναι απόλυτα ακριβής, καθώς και αυτός εξαρτάται από τις διαστάσεις και το µέγεθος του πίνακα 

[βλέπε Handbook of Parametric and Non-Parametric Statistical Procedures, 3rd Edition, 

Chapman & Hall, 2004]. Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι σε αντίθεση µε τον συντελεστή V  του 

Cramer, που εξετάσαµε προηγουµένως, ο συντελεστής C  δεν ισούται  πάντα µε τον συντελεστή 

ϕ ,  όταν υπολογίζεται για 2 2×  πίνακες [Hershberger & Fisher, (2005)]. Οι ερευνητές 

προτείνουν για τον συντελεστή C  να χρησιµοποιείται για 5 5×  ή µεγαλύτερης διάστασης 

πίνακες, όπου προσεγγίζει την τιµή 1. Για πίνακες µικρότερης διάστασης, ο συντελεστής C  θα 

υποεκτιµά το µέγεθος της συνάφειας, ακόµα και όταν όλες οι παρατηρήσεις βρίσκονται στην 

διαγώνιο του πίνακα [Darlington, (2001)].   

 

4.5 Μέτρα προγνωστικής συνάφειας 

 

Μια άλλη κατηγορία µέτρων συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές, είναι τα µέτρα 

πρόβλεψης ή προγνωστικής συνάφειας (predictive association),  ανάλογης φιλοσοφίας µε τον 

συντελεστή πολλαπλής συσχέτισης (coefficient of determination) που χρησιµοποιείται στην 

ανάλυση παλινδρόµησης [Hershberger & Fisher, (2005)]. Όταν υπάρχει σχέση µεταξύ δυο 

ονοµατικών µεταβλητών X  και Y , τότε η γνώση της X , µας επιτρέπει να αποκτήσουµε 

πληροφόρηση για την Y  και η πληροφόρηση αυτή, είναι µεγαλύτερη από αυτή που θα είχαµε, 

εάν δεν γνωρίζαµε τίποτα για την µεταβλητή X .  Έστω Y∆  η διασπορά της Y  και |Y X∆  η 
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δεσµευµένη διασπορά της Y , δοθείσης της X . Ένα µέτρο πρόβλεψης, έστω M , ορίζεται ως 

|
| 1 Y X

Y X
Y

M
∆

= −
∆

 και συγκρίνει την δεσµευµένη διασπορά της Y , δοθείσης της X , µε την µη -  

δεσµευµένη διασπορά της Y , παρόµοια όπως ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης συγκρίνει 

την δεσµευµένη διακύµανση της εξαρτηµένης µεταβλητής, µε την µη - δεσµευµένη διακύµανσή 

της. Όταν | 0Y XM = , οι µεταβλητές X  και Y  είναι ανεξάρτητα κατανεµηµένες, δηλαδή η γνώση 

της X  δεν προσφέρει καµία πληροφόρηση για την Y  ( )|Y X Y∆ = ∆ , ενώ όταν | 1Y XM = , η 

µεταβλητή X  είναι ένας τέλειος προγνώστης της Y .  

Στην συνέχεια θα περιγράψουµε 4 µέτρα που κάνουν λειτουργική την ιδέα που κρύβεται 

στην σχέση  | 0Y XM = . Τα µέτρα αυτά, ανήκουν σε µια ειδική κατηγορία και εναλλακτικά 

ονοµάζονται, µέτρα αναλογικής µείωσης του σφάλµατος PRE (Proportionate Reduction in 

Error). Αυτό σηµαίνει, ότι οι τιµές τους αντανακλούν την ποσοστιαία µείωση του σφάλµατος 

από την πρόβλεψη της εξαρτηµένης µεταβλητής, δοθείσης της πληροφορίας που έχουµε για την 

ανεξάρτητη [Goodman & Kruskal, (1954)]. Έστω, ότι θέλουµε να µελετήσουµε την συνάφεια 

µεταξύ του χρώµατος των µατιών X  και του χρώµατος των µαλλιών Y  µιας οµάδας ατόµων 

(σελ. 166, Παράδειγµα 2). Ας υποθέσουµε ότι το χρώµα µατιών είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή 

και θέλουµε να προβλέψουµε το χρώµα των µαλλιών, είτε χωρίς να έχουµε καµµία 

πληροφόρηση (περίπτωση 1), είτε γνωρίζοντας το χρώµα των µατιών (περίπτωση 2). Τότε ένα 

µέτρο αναλογικής µείωσης σφάλµατος PREM  εκφράζεται από την ποσότητα 

( ) ( )
( )

     1       2

     1 PRE

ό ά ί ό ά ί
M

ό ά ί

πιθαν τητα σϕ λµατος περ πτωση πιθαν τητα σϕ λµατος περ πτωση
πιθαν τητα σϕ λµατος περ πτωση

−
=     

 

4.5.1 Συντελεστής συνάφειας λ  των Goodman- Kruskal 

 

Ο συντελεστής λ  ή lambda [Goodman & Kruskal, (1954)] είναι ένα µέτρο αναλογικής 

µείωσης του σφάλµατος. Υπάρχουν 3 τύποι υπολογισµού για τον συντελεστή. Οι δυο bλ , aλ  

είναι ασυµµετρικοί , ανάλογα µε ποια µεταβλητή θεωρείται ανεξάρτητη και ορίζονται ως 
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max max

|
1 max

j ij j j

i
b

j j

Y X

π π

λ
π

−

=
−

∑
,                                      (4.22) 

όπου 

maxj ijπ  η µέγιστη πιθανότητα για κάθε κατηγορία i  της ανεξάρτητης µεταβλητή X  και 

.maxj jπ  η µέγιστη περιθώρια  πιθανότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής Y . 

 ( )
.

.

max max

|
1 max

i ij i i

j
a

i i

X Y

π π

λ
π

−

=
−

∑
,                              (4.23) 

όπου 

maxi ijπ  η µέγιστη πιθανότητα για κάθε κατηγορία j  της ανεξάρτητης µεταβλητή Y  και 

.maxi iπ  η µέγιστη περιθώρια  πιθανότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής X . 

Η συµµετρική εκδοχή του συντελεστή λ , αποτελεί στην ουσία τον µέσο όρο των δυο 

ασύµµετρων συντελεστών bλ , aλ  και ορίζεται ως 

 

. .

. .

max max max max

2 max max

j ij i ij j j i i

i j

j j i i

π π π π

λ
π π

+ − −

=
− −

∑ ∑
      (4.24) 

Οι δειγµατικές εκτιµήσεις των συντελεστών b̂λ , âλ  και λ̂  υπολογίζονται αντικαθιστώντας τις 

πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις δειγµατικές εκτιµήσεις { }ijp . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 4×  πίνακα (σελ. 166,  Παράδειγµα 2), έχουµε 

 
( ).

.

max max
0.26 0.20 0.06 0.42ˆ 0.19

1 max 1 0.42
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b
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max max
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. .

. .

max max max max

ˆ 0.208
2 max max

j ij i ij j j i i

i j

j j i i

p p p p

p p
λ

+ − −

= =
− −

∑ ∑
 

Ερµηνεία 

Η ερµηνεία των συντελεστών εξαρτάται από τι ακριβώς θέλουµε να εξετάσουµε. Για 

παράδειγµα, θα µπορούσαµε να µελετήσουµε την αποτελεσµατικότητα του προσδιορισµού του 

χρωµατότυπου των ανδρών, όταν γνωρίζουµε το χρώµα των µατιών τους, αλλά όχι το χρώµα των 

µαλλιών. Η τιµή του συντελεστή bλ  µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής: γνωρίζοντας το χρώµα 

µατιών, έχουµε µείωση στο σφάλµα από την πρόβλεψη του χρώµατος µαλλιών κατά 19%. Οι 

ποσότητες στους αριθµητές των εξισώσεων, ερµηνεύονται ως µέτρα της διακύµανσης για 

ονοµατικές µεταβλητές και η µέτρηση της διακύµανσης ονοµάζεται Gini Concentration [για 

περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini, βλέπε Haberman (1982)]. Τα 

σφάλµατα που συµβαίνουν όταν δεν γνωρίζουµε το χρώµα µατιών (ανεξάρτητη µεταβλητή X ), 

υπολογίζονται, αν από το σύνολο των παρατηρήσεων αφαιρέσουµε την πιο συνηθισµένη 

κατηγορία της εξαρτηµένης µεταβλητής Y  (χρώµα µαλλιών), δηλαδή, η πιθανότητα σφάλµατος 

είναι 1 0.42 0.58− = . Αν κάποιος δεν ήξερε την κατανοµή της ανεξάρτητης µεταβλητής, θα 

µπορούσε να πει ότι όλοι οι άνδρες έχουν ξανθά µαλλιά και θα ήταν ( )2.829 42%  φορές σωστός 

και ( )3.971 58% λάθος. Η αναλογική µείωση του σφάλµατος που επιτυγχάνεται όταν 

γνωρίζουµε την κατανοµή της ανεξάρτητης µεταβλητής, είναι το άθροισµα των πιο συχνών 

κατηγοριών της εξαρτηµένης µεταβλητής για κάθε γραµµή, µείον τις σωστές προβλέψεις που 

κάποιος θα έκανε ούτως ή άλλως, δηλαδή ( )0.26 0.20 0.06 0.42 0.11+ + − = , διαιρεµένο µε τον 

αριθµό των σφαλµάτων ( )0.58  που κάποιος θα έκανε ούτως ή άλλως . Ο συντελεστής aλ  έχει 

παρόµοια ερµηνεία. Άλλο παράδειγµα θα ήταν, αν θέλαµε να µελετήσουµε την γνώµη του 

κοινού αναφορικά µε την σχέση µεταξύ χρώµατος µαλλιών και µατιών. Στην περίπτωση αυτή ο 

συµµετρικός συντελεστής ˆ 0.208λ =  περιγράφει µια µέτρια συνάφεια µεταξύ των δυο 

µεταβλητών.  
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Πεδίο Ορισµού 

Η τιµή των συντελεστών bλ , aλ  και λ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1 , µε το λ  να κυµαίνεται 

µεταξύ των aλ , bλ . Ο συντελεστής bλ  δεν ορίζεται, όταν όλες οι παρατηρήσεις 

συγκεντρώνονται µόνο σε µια από τις στήλες της εξαρτηµένης µεταβλητής. Όταν 0bλ =  τότε οι 

µεταβλητές είναι ανεξάρτητα κατανεµηµένες, δηλαδή η γνώση της X  δεν προσφέρει καµία 

πληροφόρηση για την Y  (χωρίς όµως να ισχύει πάντα το αντίθετο), ενώ όταν 1bλ = , η 

µεταβλητή X  είναι ένας τέλειος προγνώστης της Y . Οµοίως για τον συντελεστή aλ . Ο 

συντελεστής λ , δεν ορίζεται όταν όλες οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σε ένα µοναδικό κελί 

του πίνακα. Επίσης, 1λ =  µόνο όταν όλες  οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σε κελιά, δυο εκ 

των οποίων δεν ανήκουν στην ίδια γραµµή ή στήλη και 0λ =  όταν υπάρχει στατιστική 

ανεξαρτησία, χωρίς όµως να ισχύει πάντα το αντίθετο [Goodman & Kruskal, Measures of 

Association for Cross Classifications, (1954)]. 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Οι συντελεστές bλ , aλ  και λ  µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε ονοµατικά δεδοµένα ή και άλλης 

υψηλότερης κατηγορίας (διατακτικά). Όταν οι κατηγορίες των µεταβλητών είναι διατεταγµένες, 

είναι προτιµότερο να χρησιµοποιούµε εναλλακτικά µέτρα συνάφειας, σχεδιασµένα για 

διατεταγµένους πίνακες.   

Συµµετρία 

Οι συντελεστές bλ , aλ  είναι ασυµµετρικοί, δηλαδή διαφορετικά αποτελέσµατα θα προκύψουν, 

ανάλογα µε το ποια θεωρείται ανεξάρτητη µεταβλητή.  Όµως όπως είδαµε, η συµµετρική εκδοχή 

των bλ , aλ  είναι ο συντελεστής λ , ο οποίος στην ουσία εκφράζει τον µέσο όρο των δυο 

ασύµµετρων συντελεστών.   

Σηµαντικότητα 

Επειδή η δειγµατική κατανοµή των συντελεστών bλ , aλ  και λ  είναι γνωστή (κανονική 

ασυµπτωµατική κατανοµή), µπορούµε να υπολογίσουµε το ασυµπτωτικό τυπικό τους σφάλµα και  

την σηµαντικότητα. Καθώς οι τύποι υπολογισµού της διακύµανσης είναι πολύπλοκοι και 

ξεφεύγουν από τους σκοπούς της παρούσας εργασίας, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο 
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εγχειρίδιο SAS/STAT User’s Guide για αναφορά [SAS/STAT User’s Guide, Version 8, Chapter 

28, p. 1296-1297, (1999)].  

Σχόλια 

Οι τιµές των bλ , aλ  και λ  µπορεί να είναι 0, χωρίς να ισχύει στατιστική ανεξαρτησία και αυτό 

είναι ένα από τα µειονεκτήµατα του µέτρου. Όπως οι Goodman & Kruskall (1954) αναφέρουν, 

όλα τα µέτρα συνάφειας µπορεί να υπόκεινται σε παρόµοιες κριτικές, χωρίς όµως να µειώνεται η 

αξία τους. Αν θα πρέπει να ορίσουµε πιο αυστηρά τον ορισµό της συνάφειας, τότε αρκετά µέτρα 

θα πρέπει να απορριφθούν. Ένα άλλο µειονέκτηµα είναι ότι τα bλ , aλ  και λ  είναι ευαίσθητα 

στις ανισότητες των περιθωρίων αθροισµάτων των γραµµών (ανεξάρτητη µεταβλητή). Για 

παράδειγµα, αν τα αθροίσµατα των γραµµών στα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2 (σελ. 166), 

ήταν ίσα, δηλαδή είχαµε ίδιο πλήθος ατόµων για κάθε χρώµα µατιών και η κατανοµή 

συχνοτήτων παρέµενε η ίδια, όπως περιγράφεται στο Παράδειγµα 2α (σελ. 166), τότε ˆ 0.350λ =  

ενώ στα δεδοµένα του Παραδείγµατος 2, ˆ 0.208λ = . Εποµένως, οι συντελεστές bλ , aλ  και λ  

ίσως να µην είναι κατάλληλοι, όταν χρειάζεται να συγκρίνουµε πίνακες διαφορετικών 

πληθυσµών, καθώς εξαρτώνται από τις περιθώριες κατανοµές. Για να αντιµετωπίσουν το 

πρόβληµα αυτό οι Goodman & Kruskal πρότειναν τα µέτρα tau ( )τ . 

 

4.5.2 Συντελεστής συνάφειας τ  των Goodman & Kruskal 

 

Όπως αναφέραµε, τα lambda βασίζονται στην επιλογή των πιο συχνών κατηγοριών της 

εξαρτηµένης µεταβλητής, για κάθε επίπεδο της ανεξάρτητης µεταβλητής, δοθέντος ότι 

γνωρίζουµε την κατανοµή της τελευταίας. Ο συντελεστής τ  ή tau [Goodman & Kruskal, 

(1954)], µπορεί να θεωρηθεί καλύτερος από τον lambda, καθώς υποθέτει ότι η πρόβλεψη της 

εξαρτηµένης µεταβλητής από την γνώση της ανεξάρτητης, βασίζεται στην πραγµατική κατανοµή 

της πρώτης. ∆ηλαδή, αντί να υποθέτει ότι η πρόβλεψη βασίζεται στην µεγαλύτερη κατηγορία 

κάθε στήλης (υπόθεση του συντελεστή lambda), ο συντελεστής tau υποθέτει ότι κατά την 

διάρκεια της πρόβλεψης, επιλέγονται περιπτώσεις βάσει της πραγµατικής κατανοµής της 
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εξαρτηµένης µεταβλητής (στήλη). Οι συντελεστές bτ  και aτ  είναι ασυµµετρικοί , ανάλογα µε 

ποια µεταβλητή θεωρείται ανεξάρτητη και ορίζονται ως 
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Οι δειγµατικές εκτιµήσεις των συντελεστών b̂τ , ˆaτ  και τ̂  υπολογίζονται αντικαθιστώντας τις 

πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις αντίστοιχες δειγµατικές { }ijp . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 4×  πίνακα (σελ. 166, Παράδειγµα 2), έχουµε 

 
0.644 0.592

ˆ 0.081
0.644bτ
−

= =  

 
0.601 0.548

ˆ 0.089
0.601aτ
−

= =  

 
0.644 0.601 0.592 0.548

0.085
0.644 0.601

τ
+ − −

= =
+

 

Ερµηνεία 

Η ερµηνεία των συντελεστών tau ταυτίζεται µε αυτή των συντελεστών lambda. 

Πεδίο Ορισµού 

Η τιµή των συντελεστών bτ  , aτ  και τ  κυµαίνεται στο [ ]0,1 .  
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Οι συντελεστές bτ , aτ  και τ  µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε ονοµατικά δεδοµένα ή και άλλης 

υψηλότερης κατηγορίας (διατακτικά). Όταν οι κατηγορίες των µεταβλητών είναι διατεταγµένες, 

είναι προτιµότερο να χρησιµοποιούµε εναλλακτικά µέτρα συνάφειας, σχεδιασµένα για 

διατεταγµένους πίνακες.   

Συµµετρία 

Οι συντελεστές bτ , aτ  είναι ασυµµετρικοί, δηλαδή διαφορετικά αποτελέσµατα θα προκύψουν, 

ανάλογα µε το ποια θεωρείται ανεξάρτητη µεταβλητή. Όµως όπως είδαµε, η συµµετρική εκδοχή 

τους είναι ο συντελεστής τ , ο οποίος στην ουσία εκφράζει τον µέσο όρο των δυο ασύµµετρων 

συντελεστών.   

 

4.5.3 Συντελεστής αβεβαιότητας U  του Theil 

 

Ο συντελεστής αβεβαιότητας U  (Theil’s Uncertainty Coefficient, 1972), γνωστός και ως 

συντελεστής εντροπίας (entropy coefficient), ανήκει επίσης στην οµάδα µέτρων αναλογικής 

µείωσης του σφάλµατος πρόβλεψης, αλλά διαφοροποιείται από τον συντελεστή lambda, µε την 

έννοια ότι λαµβάνει υπόψη του ολόκληρη την κατανοµή της εξαρτηµένης µεταβλητής και όχι 

µόνο την πιο συχνή κατηγορία αυτής (όπου στηρίζεται ο συντελεστής lambda). 

Έστω, 

( ) ( ). .lni i

i

H X π π= −∑ , η εντροπία του Shannon για την περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της 

µεταβλητής X   

( ) ( ). .lnj j

j

H Y π π= −∑ , η εντροπία του Shannon για την περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της 

µεταβλητής Y  

( ) ( ), lnij ij

i j

H X Y π π= −∑∑ , η από κοινού εντροπία του Shannon για την από κοινού 

κατανοµή πιθανότητας των µεταβλητών X , Y . 
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Υπάρχουν 3 τύποι υπολογισµού για τον συντελεστή. Οι δυο |Y XU  και |X YU  είναι ασυµµετρικοί, 

ανάλογα µε το ποια µεταβλητή θεωρείται ανεξάρτητη.  

Ο συντελεστής αβεβαιότητας |Y XU , ή αλλιώς η αναλογική µείωση της αβεβαιότητας (εντροπίας) 

της µεταβλητής Y , λόγω της γνώσης της X , ορίζεται ως 

 
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )|

, ,
Y X

H Y H X H X Y I X Y
U

H X H X

+ −
= = ,      (4.28)  

όπου ( ),I X Y  η αµοιβαία πληροφορία του Shannon, ο οποία δίνεται από το µέτρο Kullback -

Leibler, που θα µελετήσουµε στο Κεφάλαιο 6. 

Ο συντελεστής αβεβαιότητας |X YU , ή αλλιώς η αναλογική µείωση της αβεβαιότητας (εντροπίας) 

της µεταβλητής X , λόγω της γνώσης της Y , ορίζεται ως 

 
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )|

, ,
X Y

H X H Y H X Y I X Y
U

H Y H Y

+ −
= =                   (4.29) 

Ο συµµετρικός συντελεστής αβεβαιότητας SYMU , ορίζεται ως 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 ,

SYM

H X H Y H X Y
U

H X H Y

+ −  =
+

                  (4.30) 

Οι δειγµατικές εκτιµήσεις των συντελεστών |
ˆ

Y XU , |
ˆ

X YU  και ˆ
SYMU  υπολογίζονται 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις αντίστοιχες δειγµατικές { }ijp . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 4×  πίνακα (σελ. 166, Παράδειγµα 2), έχουµε 

 
( ) ( ) ( )

( )|

1.11 0.98 2.01ˆ 0.085
0.98Y XU

− − + − − − − −      = =
− −

 

 
( ) ( ) ( )

( )|

0.98 1.11 2.01ˆ 0.075
1.11X YU

− − + − − − − −      = =
− −

 

 ˆ 0.080SYMU =  
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Ερµηνεία  

Οι ασύµµετρες εκδοχές του συντελεστή U  εκφράζουν το ποσοστό ελάττωσης του σφάλµατος, 

που οφείλεται στην διακύµανση της εξαρτηµένης µεταβλητής, όπου η διακύµανση ορίζεται σε 

όρους της εντροπίας Shannon και η ερµηνεία της βασίζεται στην θεωρία της πληροφορίας. 

Εναλλακτικά, µπορούµε να πούµε ότι η τιµή |
ˆ 0.085Y XU =  εκφράζει την αναλογία της 

αβεβαιότητας για την µεταβλητή Y , που εξηγείται από την µεταβλητή X . Η ερµηνεία του 

συντελεστή |X YU  είναι παρόµοια.  

Οι ποσότητες στους αριθµητές των εξισώσεων ερµηνεύονται ως µέτρα της διακύµανσης για 

ονοµατικές µεταβλητές και η µέτρηση της διακύµανσης ονοµάζεται εντροπία (ενώ για τον 

συντελεστή lambda ονοµάζεται Gini Concentration). Ενώ οι ασύµµετρες εκδοχές του 

συντελεστή έχουν µια ξεκάθαρη ερµηνεία, µε την έννοια της αναλογικής ελάττωσης του 

σφάλµατος, η ερµηνεία του συµµετρικού συντελεστή δεν είναι άλλη από την απλή έκφραση του 

µέσου όρου των δυο ασύµµετρων συντελεστών. Όπως και στην περίπτωση του συντελεστή 

lambda, η ερµηνεία στηρίζεται στο τι θέλουµε να εξετάσουµε. Έτσι, αν θέλαµε να µελετήσουµε 

την γνώµη του κοινού αναφορικά µε την σχέση µεταξύ χρώµατος µαλλιών και µατιών, µπορούµε 

να πούµε ότι ο ˆ 0.080SYMU =  περιγράφει µια ασήµαντη συνάφεια µεταξύ των µεταβλητών.  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής U  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 . Όταν 0U =  η γνώση της ανεξάρτητης 

µεταβλητής δεν προσφέρει καµιά προβλεπτική αξία στην εκτίµηση της εξαρτηµένης.  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Ο συντελεστής U  µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε ονοµατικά δεδοµένα ή και άλλης υψηλότερης 

κατηγορίας (διατακτικά), για οποιοδήποτε I J×  πίνακα. Όταν οι κατηγορίες των µεταβλητών 

είναι διατεταγµένες, δεν προτείνεται να χρησιµοποιούµε τον συντελεστή U , καθώς χάνεται 

πληροφόρηση.    

Συµµετρία 

 Ο συντελεστής U  είναι ένα ασύµµετρο µέτρο καθώς παίρνει διαφορετικές τιµές ανάλογα µε το 

ποια µεταβλητή ορίζεται ως εξαρτηµένη και ποια ως ανεξάρτητη. Η συµµετρική εκδοχή του 

εκφράζεται µε τον µέσο όρο των δυο ασύµµετρων συντελεστών. 
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Σηµαντικότητα 

Επειδή η δειγµατική κατανοµή του U  είναι γνωστή (κανονική ασυµπτωµατική κατανοµή), 

µπορούµε να υπολογίσουµε το ασυµπτωτικό τυπικό του σφάλµα και την σηµαντικότητα. Καθώς 

οι τύποι υπολογισµού της διακύµανσης είναι πολύπλοκοι και ξεφεύγουν από τους σκοπούς της 

παρούσας εργασίας, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο εγχειρίδιο SAS/STAT User’s Guide για 

αναφορά [SAS/STAT User’s Guide, Version 8, Chapter 28, p. 1297-1298, (1999)]. 

Σχόλια 

Όπως αναφέραµε, ο συντελεστής αβεβαιότητας U  διαφοροποιείται από τον συντελεστή 

lambda, µε την έννοια ότι λαµβάνει υπόψη του ολόκληρη την κατανοµή της εξαρτηµένης 

µεταβλητής και όχι µόνο την πιο συχνή κατηγορία αυτής (όπου στηρίζεται ο συντελεστής λ ). Για 

τον λόγο αυτό κάποιες φορές είναι προτιµότερη η χρήση του. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι για τον 

συντελεστή U  υπάρχει µια θετική σχέση µεταξύ του αριθµού των κατηγοριών και της 

βαρύτητας της διακύµανσης, εισάγοντας έτσι διφορούµενες ερµηνείες κατά την αξιολόγηση και 

της διακύµανσης των µεταβλητών και της µεταξύ τους σχέσης [Hershberger & Fisher, (2005)].  

 

 4.6 Συµπεράσµατα 

 

Στο Kεφάλαιο αυτό εξετάσαµε 18 µέτρα συνάφειας τα οποία χρησιµοποιούνται για 

ονοµατικές µεταβλητές. Τα µέτρα αυτά καλύπτουν µια διαδροµή µισού αιώνα και στηρίζονται σε 

διαφορετικές υποθέσεις αναφορικά µε τον τρόπο υπολογισµού τους. Εποµένως, οι τιµές θα 

πρέπει να ερµηνεύονται διαφορετικά. Είναι γεγονός, ότι για κάθε εξεταζόµενη περίπτωση, πολλά 

από τα προτεινόµενα µέτρα είναι έγκυρα και το πρόβληµα που αντιµετωπίζουν πολλοί ερευνητές 

είναι πιο µέτρο συνάφειας να επιλέξουν. Συνοψίζοντας τις τιµές των εξεταζόµενων µέτρων, 

βασιζόµενοι στο Παράδειγµα 1 (σελ. 165), ενός 2 2×  πίνακα και στο Παράδειγµα 2 (σελ. 166) 

ενός 3 4×  πίνακα, θα προσπαθήσουµε να καταλήξουµε σε κάποια συµπεράσµατα. Μελετώντας 

τον παρακάτω συνοπτικό Πίνακα 4-2 (σελ. 72), όλων των εξεταζόµενων µέτρων συνάφειας για 

το Παράδειγµα 1, συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει συνάφεια µεταξύ των µεταβλητών, καθώς όλα 

τα µέτρα τείνουν στο 0 . ∆ηλαδή η «Επιβίωση» δεν εξαρτάται από την «Θεραπεία». 
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Σηµειώνουµε ότι για τον Σχετικό Κίνδυνο ( )RR   και το   odds ratio η ανεξαρτησία 

υποδηλώνεται όταν οι τιµές ισούνται µε 1. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4-2 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές 

 

Μέτρο συνάφειας Αποτέλεσµα Στρογγυλοποίηση

1 Relative Risk 0,800 0,80

2 Odds Ratio 0,762 0,76

3 Yule's Q -0,135 -0,14

4 Yule's Y -0,068 -0,07

-0,052 -0,05

0,052 0,05

6 Tshuprow's T 0,052 0,05

7 Cramer's V 0,052 0,05

8 Pearson's C 0,052 0,05

9 Sakoda's Cadj 0,074 0,07

10 Goodman-Kruskal's λα 0,040 0,04

11 Goodman-Kruskal's λβ 0,000 0,00

12 Goodman-Kruskal's λ 0,029 0,03

13 Goodman-Kruskal's τα 0,003 0,00

14 Goodman-Kruskal's τβ 0,003 0,00

15 Goodman-Kruskal's τ 0,003 0,00

16 Theil's U(Y|X) 0,002 0,00

17 Theil's U(X|Y) 0,003 0,00

18 Theil's Usym 0,002 0,00

Παράδειγµα 1    (2x2 πίνακας)

Yule's φ5

 

 

Παρατηρούµε ότι, αν και τα µέτρα δεν πετυχαίνουν την ίδια ακριβώς τιµή (ποικίλουν µε εύρος 

απόλυτων τιµών από 0  έως 0.14), µπορούµε να πούµε ότι  αρκετά από αυτά ταυτίζονται και τα 

περισσότερα πετυχαίνουν πολύ κοντινές τιµές. Συγκεκριµένα, τα µέτρα 4 12−  πετυχαίνουν πολύ 

κοντινές τιµές, εκ των οποίων τα µέτρα 5 9−  που βασίζονται στο 2 testχ −  έχουν ίδιες τιµές, µε 

εξαίρεση τον προσαρµοσµένο συντελεστή συνάφειας adjC του Sakoda. Αξίζει να σηµειώσουµε 

ότι, αν και τα µέτρα 10 και 12 έχουν µια διαφορετική φιλοσοφία, µε την έννοια της αναλογικής 
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µείωσης του σφάλµατος πρόβλεψης, οι τιµές τους βρίσκονται πολύ κοντά µε τα παραδοσιακά 

µέτρα συνάφειας. Τα µέτρα 11 και 13 18−  που είναι επίσης µέτρα αναλογικής µείωσης του 

σφάλµατος πρόβλεψης, επίσης ταυτίζονται, αλλά αποµακρύνονται περισσότερο από τα υπόλοιπα 

µέτρα. Τέλος, το µέτρο 10 (Yule’s Q) παίρνει την µεγαλύτερη τιµή, καθώς όπως έχουµε 

αναφέρει έχει την τάση να αυξάνει τον βαθµό της συνάφειας.  

Μελετώντας τον παρακάτω συνοπτικό Πίνακα 4-3 (σελ. 73), όλων των εξεταζόµενων µέτρων 

συνάφειας για το Παράδειγµα 2 (σελ. 166), συµπεραίνουµε ότι τα δεδοµένα διέπονται από 

συνάφεια µεγαλύτερης έντασης.  

ΠΙΝΑΚΑΣ 4-3 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές 

 

Α/Α Μέτρο συνάφειας Αποτέλεσµα Στρογγυλοποίηση

1 Relative Risk - -

2 Odds Ratio - -

3 Yule's Q - -

4 Yule's Y - -

5 Yule's φ 0,397 0,40

6 Tshuprow's T 0,254 0,25

7 Cramer's V 0,281 0,28

8 Pearson's C 0,369 0,37

9 Sakoda's Cadj 0,452 0,45

10 Goodman-Kruskal's λα 0,224 0,22

11 Goodman-Kruskal's λβ 0,192 0,19

12 Goodman-Kruskal's λ 0,208 0,21

13 Goodman-Kruskal's τα 0,089 0,09

14 Goodman-Kruskal's τβ 0,081 0,08

15 Goodman-Kruskal's τ 0,085 0,08

16 Theil's U(Y|X) 0,085 0,09

17 Theil's U(X|Y) 0,075 0,08

18 Theil's Usym 0,080 0,08

Παράδειγµα 2    (3x4 πίνακας)
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Όµως, οι τιµές των µέτρων διαφοροποιούνται αρκετά (ποικίλουν µε εύρος τιµών από 0.08 έως 

0.45), προκαλώντας κάποιο εντονότερο προβληµατισµό, ως προς το αν υπάρχει συνάφεια και τι 

έντασης. Σύµφωνα µε τις παραδεκτές (αν και αυθαίρετες κατά µια έννοια) παραδοχές του Cohen 

(1977, 1988), που περιγράφονται στον παρακάτω Πίνακα 4-4 (σελ. 74), βλέπε [Harry Khamis, 

Measures of association: How to Choose?, (2008)] και [Handbook of Parametric and Non-

Parametric Statistical Procedures, 3rd Edition, Chapman & Hall, (2004)],  ισχύει ότι  

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4-4 

Ένταση της συνάφειας σύµφωνα µε τις παραδοχές του Cohen 

 

 

Τιµή µέτρου (m) Ένταση συνάφειας

m < 0.3 → αδύναµη

0.3 < m  ≤  0.5 → µέτρια

m > 0.5 → ισχυρή

Cohen (1977, 1988)
 

 

Αρχικά, παρατηρούµε ότι τα µέτρα 5 9−  που βασίζονται στο 2 testχ −  διαφοροποιούνται 

καθώς δεν αναφερόµαστε σε 2 2×  πίνακες, εκ των οποίων τα 5 και 9 πετυχαίνουν τις ανώτερες 

τιµές 0.40 και 0.45, αντίστοιχα. Το µέτρο 5 όµως, γενικά δεν κρίνεται τόσο κατάλληλο καθώς 

µπορεί να πάρει τιµές 1> . Επίσης, το µέτρο 6  δεν κρίνεται κατάλληλο καθώς χρησιµοποιείται 

για τετραγωνικούς πίνακες. Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι τα µέτρα  προβλεπτικής συνάφειας 

10 12− , παίρνουν τιµές κοντινές του µέτρου 7 , που θεωρείται το πιο διαδεδοµένο και 

κατανέµεται πιο κανονικά στο [ ]0,1 , επιτρέποντας µας να ισχυριστούµε ότι υπάρχει µια αδύναµη 

εως µέτρια συνάφεια µεταξύ των µεταβλητών χρώµατος µατιών και χρώµατος µαλλιών. Τέλος, 

τα µέτρα 13 18−  υποδηλώνουν µια ασήµαντη συνάφεια, θέτοντας έτσι κάποιους 

προβληµατισµούς για το τι τελικά θα συµπεράνουµε. Ακολουθεί ο συγκεντρωτικός Πίνακας 4-5 

(σελ. 75), µε τα βασικά χαρακτηριστικά και κάποια βασικά σχόλια για τα ονοµατικά µέτρα 

συνάφειας που εξετάσαµε στο Κεφάλαιο αυτό. 
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 ΠΙΝΑΚΑΣ 4-5 

 Συγκεντρωτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για ονοµατικές µεταβλητές  

1. Relative Risk (RR) [0,+οο) ΌΧΙ
ονοµατικά και 
διατακτικά

2x2
Χρησιµοποιείται ευρέως στις ιατρικές επιστήµες ως 
παράγοντας κινδύνου, για την σύγκριση οµάδων. Για RR=1 
τότε ανεξαρτησία

2. Odds Ratio (θ ) (-οο,+οο) ΝΑΙ
ονοµατικά και 
διατακτικά

2x2
Συνδέεται µε τον σχετικό κίνδυνο µέσω σχέσης και µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για πίνακες µεγαλύτερης διάστασης. Για 
θ = 1 τότε ανεξαρτησία.

3. Yule's Q [-1,+1] ΝΑΙ
ονοµατικά και 
διατακτικά

2x2

Βασίζεται στο odds ratio, αποτελεί ειδική περίπτωση του 
διατακτικού µέτρου gamma. ∆εν συνιστάται η χρήση του 
όταν η συχνότητα των κελιών είναι πολύ µικρή. Έχει την 
τάση να αυξάνει τον βαθµό της συνάφειας.

4. Yule's Y [-1,+1] ΝΑΙ
ονοµατικά και 
διατακτικά

2x2

Γενικά θα είναι µικρότερος του Yule's Q, είναι λιγότερο 
ευαίσθητος από τις διαφορές των περιθώριων κατανοµών 
από ότι ο Q. Ερµηνεύεται όπως ο συντελεστής συσχέτισης r 
του Pearson (για συνεχή δεδοµένα).

5. Yule's φ
[-1,+1]                      
ή                    

[0, sqrt(q-1)]
ΝΑΙ ονοµατικα

2x2                          
ή                                   

I  x J

∆εν θεωρείται το πιο κατάλληλο µέτρο καθώς η τιµή του 
µπορεί να ξεπεράσει την τιµή 1. Είναι πολύ ευαίσθητος στις 
περιθώριες κατανοµές και η σύγκριση µεταξύ πινάκων 
µπορεί να είναι παραπλανητική. Αλγεβρικά ισούται µε τον 
συντελεστή συσχέτισης r του Pearson. 

6. Tshuprow's T [0,1] ΝΑΙ ονοµατικα I x I
Χρησιµοποιείται µόνο σε τετραγωνικούς πίνακες. Τ = φ για 
2x2 πίνακες. Η χρήση του είναι περιορισµένη.

7. Cramer's V [0,1] ΝΑΙ ονοµατικα I x J

V = Τ = φ για 2x2 πίνακες. Θεωρείται το πιο διαδεδοµένο 
µέτρο, διότι ανεξάρτητα από το µέγεθος του πίνακα 
κατανέµεται πιο κανονικά στο [0,1]. Εξαρτάται από την 
διάσταση του πίνακα και χρειάζεται προσοχή όταν 
συγκρίνουµε πίνακες. Επίσης V = τ2. 

8. Pearson's C [0,1] ή [0,0.71] ΝΑΙ ονοµατικα I x J

Για 2x2 πίνακες κυµαίνεται στο [0,0.71]. Θα είναι <1 ακόµα 
και όταν οι µεταβλητές είναι πλήρως εξαρτηµένες. Εξαρτάται 
από την διάσταση του πίνακα και χρειάζεται προσοχή όταν 
συγκρίνουµε πίνακες. Προτείνεται να χρησιµοποιείται για 
πίνακες > 5x5.

9. Sakoda's Cadj [0,1] ΝΑΙ ονοµατικα I x J -

10. Goodman-Kruskal's λα [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J

∆εν ορίζεται όταν οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σε µια 
από τις στήλες της εξαρτηµένης µεταβλητής. Είναι 
ευαίσθητος στις ανισότητες των περιθώριων αθροισµάτων 
γραµµών και στηλών. Μπορεί λα = 0 χωρίς να υπάρχει 
στατιστική ανεξαρτησία.

11. Goodman-Kruskal's λβ [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J

∆εν ορίζεται όταν οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σε µια 
από τις στήλες της εξαρτηµένης µεταβλητής. Είναι 
ευαίσθητος στις ανισότητες των περιθώριων αθροισµάτων 
γραµµών και στηλών. Μπορεί λβ = 0 χωρίς να υπάρχει 
στατιστική ανεξαρτησία.

12. Goodman-Kruskal's λ [0,1] ΝΑΙ ονοµατικα I x J

∆εν ορίζεται όταν οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σε ένα 
µοναδικό κελί του πίνακα. Είναι ευαίσθητος στις ανισότητες 
των περιθώριων αθροισµάτων γραµµών και στηλών. Μπορεί 
λ = 0 χωρίς να υπάρχει στατιστική ανεξαρτησία.

13. Goodman-Kruskal's τα [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J -

14. Goodman-Kruskal's τβ [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J -

15. Goodman-Kruskal's τ [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J -

16. Theil's U(Y|X) [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J

17. Theil's U(X|Y) [0,1] ΌΧΙ ονοµατικα I x J

18. Theil's Usym [0,1] ΝΑΙ ονοµατικα I x J

Η ερµηνεία τους βασίζεται στην θεωρία της πληροφορίας και 
στην εντροπία Shannon. ∆ιαφοροποιούνται από τον 
συντελεστή λ µε την έννοια ότι λαµβάνει υπόψη του όλη την 
κατανοµή της εξαρτηµένης µεταβλητής. Ένα µειονέκτηµα 
είναι ότι υπάρχει µια θετική σχέση µεταξύ του αριθµού των 
κατηγοριών και της βαρύτητας της διακύµανσης, εισάγοντας 
διφορούµενες ερµηνείες κατα την αξιολόγηση της 
διακύµανσης των µεταβλητών και της µεταξύ τους σχέσης.

Μέτρο συνάφειας Πεδίο Ορισµού Συµµετρία Είδος δεδοµένων ∆ιάσταση πίνακα Σχόλια
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
ΜΕΤΡΑ ΣΥΝΑΦΕΙΑΣ ΓΙΑ ∆ΙΑΤΑΚΤΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

 

5.1 Εισαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τα κυριότερα µέτρα διατακτικής συνάφειας, για 

διδιάστατους I J×  πίνακες συνάφειας. Τα διατακτικά µέτρα συνάφειας αξιοποιούν την 

επιπρόσθετη πληροφορία της διάταξης των µεταβλητών και εξετάζουν εάν η µεταβλητή Y  έχει 

την τάση να αυξάνεται, όταν µεταβλητή X  αυξάνεται και το αντίστροφο. Τα µέτρα αυτά είναι 

κατάλληλα για διατακτικές µεταβλητές και ταξινοµούν τα ζεύγη των παρατηρήσεων, σε 

«σύµφωνα» (Concordant) και σε «ασύµφωνα» (Discordant) ζεύγη καθώς και σε ζεύγη µε 

ισοβαθµίες (Τies). Οι τιµές των µέτρων κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]1, 1− + , προσδιορίζοντας την 

κατεύθυνση της συνάφειας. Η τιµή 0  υποδηλώνει ανυπαρξία συνάφειας µεταξύ των δυο 

µεταβλητών και οι τιµές 1± , υποδηλώνουν πλήρης αρνητική ή θετική συνάφεια. Γενικά, τα 

διατακτικά µέτρα συνάφειας, διακρίνονται βάσει του τρόπου υπολογισµού τους, σε δυο κύριες 

κατηγορίες:   

Α. µέτρα που βασίζονται στις έννοιες  «σύµφωνα» και «ασύµφωνα» ζεύγη και ζεύγη που 

ισοβαθµούν ή αλλιώς ζεύγη µε «δεσµούς»  

Β. µέτρα που βασίζονται στην ανάθεση σκορ (score)   

 

5.2 ∆ιατακτικά µέτρα συνάφειας «σύµφωνων» και «ασύµφωνων» ζευγών 

 

Έστω ένα δείγµα n  παρατηρήσεων. Επιλέγουµε τυχαία 2 ανεξάρτητα ζεύγη παρατηρήσεων 

( )1 1,X Y  και ( )2 2,X Y , µε επανάθεση. Τα ζεύγη αυτά µπορούν να σχηµατίσουν 2 συνδυασµούς 

( ) ( ){ }1 1 2 2, , ,X Y X Y  και ( ) ( ){ }2 2 1 1, , ,X Y X Y , οι οποίοι διαφέρουν στην διάταξή τους αλλά είναι 

πανοµοιότυποι. Συνολικά υπάρχουν ( )1 2
2

n
n n

 
= − 

 
 τέτοια ξεχωριστά ζεύγη. 
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Σύµφωνα ζεύγη  

Ένα ζεύγος παρατηρήσεων θεωρείται «σύµφωνο» ή «εναρµονισµένο» (Concordant) αν 

1 2X X<  και 1 2Y Y<   ή αν 1 2X X>  και 1 2Y Y> . 

Εποµένως, ένα ζεύγος είναι «σύµφωνο» όταν µια παρατήρηση που ταξινοµείται σε µια 

χαµηλότερη (ή υψηλότερη) κατηγορία της µεταβλητής X , ταξινοµείται επίσης χαµηλότερα (ή 

υψηλότερα) για την κατηγορία της µεταβλητής Y , δηλαδή όταν οι τιµές του ζεύγους έχουν την 

ίδια διάταξη.  

Ο διπλάσιος αριθµός των σύµφωνων ζευγών συµβολίζεται µε C  (Concordant) και υπολογίζεται 

από τον τύπο 

 ij ij

i j

C n A=∑∑ ,           (5.1) 

 όπου ij i j i j

i i j j i i j j

A n n′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′> > < <

= +∑∑ ∑∑ , ο αριθµός των σύµφωνων ζευγών, µε , 1,2,...,i i I′ =  και 

, 1,2,...,j j J′ = . 

Ασύµφωνα ζεύγη 

Ένα ζεύγος παρατηρήσεων θεωρείται «ασύµφωνο» ή «µη – εναρµονισµένο» (Discordant) αν 

1 2X X<  και 1 2Y Y>   ή αν 1 2X X>  και 1 2Y Y< . 

Εποµένως, ένα ζεύγος παρατηρήσεων είναι «ασύµφωνο» όταν µια παρατήρηση που ταξινοµείται 

σε µια υψηλότερη (ή χαµηλότερη) κατηγορία της µεταβλητής X , ταξινοµείται σε µια 

χαµηλότερη (ή υψηλότερη) κατηγορία της µεταβλητής Y , δηλαδή όταν οι τιµές του µέτρου 

έχουν αντίστροφη διάταξη.  

Ο διπλάσιος αριθµός των «ασύµφωνων» ζευγών συµβολίζεται µε D  (Discordant) και 

υπολογίζεται από τον τύπο 

 ij ij

i j

D n Q=∑∑            (5.2) 

όπου ij i j i j

i i j j i i j j

Q n n′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′> < < >

= +∑∑ ∑∑ , ο αριθµός των ασύµφωνων ζευγών, µε , 1,2,...,i i I′ =  και 

, 1,2,...,j j J′ = . 
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Ζεύγη που ισοβαθµούν 

Ένα ζεύγος παρατηρήσεων «ισοβαθµεί», ή αλλιώς θεωρείται ότι  έχει «ισοβαθµίες» (Τies) ως 

προς την µεταβλητή X , όταν 1 2X X=  και 1 2Y Y>  ή όταν 1 2X X=  και 1 2Y Y< . Ο αριθµός των 

ζευγών  µε «ισοβαθµίες» ως προς την µεταβλητή X , συµβολίζεται µε  XT  και υπολογίζεται από 

τον τύπο 

 ( ). . 1 2X i i

i

T n n= −∑            (5.3) 

Ένα ζεύγος παρατηρήσεων έχει «ισοβαθµίες» ως προς την µεταβλητή Y  όταν 

1 2Y Y=  και 1 2X X>  ή όταν 1 2Y Y=  και 1 2X X< . Ο αριθµός των ζευγών  µε «ισοβαθµίες»  ως 

προς την µεταβλητή Y , συµβολίζεται µε  YT  και υπολογίζεται από τον τύπο 

 ( ). . 1 2Y j j

j

T n n= −∑            (5.4) 

Τέλος ένα ζεύγος  παρατηρήσεων έχει «ισοβαθµίες» ως προς τις µεταξύ του µεταβλητές όταν  

1 2X X=  και 1 2Y Y= . Ο αριθµός των ζευγών  µε δεσµούς ως προς την µεταβλητή X  και Y , 

δηλαδή ο αριθµός των κοινών κελιών, συµβολίζεται µε  XYT  και υπολογίζεται από τον τύπο  

 ( )1 2XY ij ij

i j

T n n= −∑∑           (5.5) 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×  πίνακα συνάφειας (σελ. 167, Παράδειγµα 3) έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ 302 331 250 155 185 105 250 185 409 155 185 331 185

524.112

ij ij

i j

C n A= = + + + + + + + + =

=

∑∑
 

Σηµειώνουµε, ότι η διαδικασία προσδιορισµού των «σύµφωνων» ζευγών είναι, αφού επιλέξουµε 

ένα κελί , για παράδειγµα 11 302n = , πολλαπλασιάζουµε την συχνότητά του µε την συχνότητα 

κάθε ενός κελιού που βρίσκεται νοτιοανατολικά αυτού.  

( ) ( ) ( ) ( )ˆ 23 409 331 15 155 105 409 15 250 15 155 331 15

112.915

ij ij

i j

D n Q= = + + + + + + + + =

=

∑∑
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Σηµειώνουµε ότι η διαδικασία προσδιορισµού των «ασύµφωνων» ζευγών είναι, αφού επιλέξουµε 

ένα κελί, για παράδειγµα 13 23n = , πολλαπλασιάζουµε την συχνότητά του µε την συχνότητα 

κάθε ενός κελιού που βρίσκεται νοτιοδυτικά αυτού. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
. .

430 429 990 989 355 354ˆ 1 2 644.625
2X i i

i

T n n
× + × + ×

= − = =∑  

 ( ) ( ) ( ) ( )
. .

726 725 591 590 458 457ˆ 1 2 542.173
2Y j j

j

T n n
× + × + ×

= − = =∑  

 ( ) ( ) ( ) ( )302 301 105 104 ... 185 184ˆ 1 2 249.400
2XY ij ij

i j

T n n
× + × + + ×

= − = =∑∑  

Όπως έχουµε αναφέρει, ο συνολικός αριθµός των ζευγών των παρατηρήσεων είναι ( ){ }1 2n n− , 

ο οποίος µπορεί να εκφρασθεί µέσω των παραπάνω σχέσεων και ως 

( )1 2 X Y XYn n C D T T T− = + + + − .  

Σηµειώνουµε ότι η ποσότητα XYT  αφαιρείται καθώς τα ζεύγη µε «ισοβαθµίες» στις µεταβλητές 

X  και Y , έχουν µετρηθεί δύο φορές, µία κατά τον υπολογισµό των XT  και µια για τον 

υπολογισµό των YT . 

 

5.2.1 Συντελεστής γ  των Goodman - Kruskal 

 

Ο συντελεστής διατακτικής συνάφειας γ  ή αλλιώς gamma [Goodman & Kruskal, (1954)], 

είναι ένα µέτρο που βασίζεται στην διαφορά των «σύµφωνων» και «ασύµφωνων» ζευγών, 

αγνοώντας τις αναµεταξύ τους «ισοβαθµίες». Ο τύπος υπολογισµού του µέτρου είναι 

 
C D

C D
γ

−
=

+
            (5.6) 

και η δειγµατική εκτίµηση υπολογίζεται από τον τύπο 

 
ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ
C D

C D
γ

−
=

+
            (5.7) 

όπου Ĉ , D̂  ο αριθµός των «σύµφωνων» και «ασύµφωνων» ζευγών του δείγµατος. 
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Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×  πίνακα συνάφειας (σελ. 167, Παράδειγµα 3) 

 
524.112 112.915

ˆ 0.645
524.112 112.915

γ
−

= =
−

 

Ερµηνεία 

Ο συντελεστής γ  εκφράζει το πλεόνασµα των «σύµφωνων» ζευγών έναντι των «ασύµφωνων», 

ως ποσοστό επί όλων των ζευγών χωρίς «ισοβαθµίες». Θετικές τιµές υποδηλώνουν ότι C D> , 

δηλαδή υποκείµενα που ανήκουν σε υψηλότερες κατηγορίες της µεταβλητής X , ανήκουν επίσης 

σε υψηλότερες κατηγορίες της µεταβλητής Y , αποδίδοντας µια θετική συνάφεια. Αρνητικές 

τιµές υποδηλώνουν ότι C D< , δηλαδή υποκείµενα που ανήκουν σε υψηλότερες κατηγορίες της 

µεταβλητής X , ανήκουν σε χαµηλότερες κατηγορίες της µεταβλητής Y , αποδίδοντας µια 

αρνητική συνάφεια. Το µέτρο γ  παρέχει επίσης, µια ερµηνεία αναλογικής µείωσης του 

σφάλµατος. Αν αγνοήσουµε τα ζεύγη µε «ισοβαθµίες» και προσπαθήσουµε να προβλέψουµε την 

τάξη (rank) δυο ζευγών, δοθείσης της ανεξάρτητης µεταβλητής X , τότε γνωρίζοντας ότι 

1 2X X< , θα µπορούσαµε να πούµε ότι 1 2Y Y< . Σύµφωνα µε το παράδειγµά µας, ˆ 0.645γ =  και 

εποµένως µπορούµε να πούµε ότι, γνωρίζοντας την ανεξάρτητη µεταβλητή X , έχουµε µείωση 

του σφάλµατος για την πρόβλεψη της τάξης (και όχι της τιµής) της εξαρτηµένης µεταβλητής, 

κατά 64.5%.  

Πεδίο Ορισµού 

Ο συντελεστής γ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1, 1− + . Για 1γ =  δεν υπάρχουν «ασύµφωνα» ζεύγη 

και η διάταξη των X  είναι σε πλήρης συµφωνία µε την διάταξη των Y , δηλαδή, µεγαλύτερα (ή 

µικρότερα) X  αντιστοιχούν σε µεγαλύτερα (ή µικρότερα) Y , αντίστοιχα. Τα δεδοµένα 

συγκεντρώνονται στα άνω αριστερά και κάτω δεξιά σηµεία της διαγώνιου του πίνακα. Για 

1γ = − , δεν υπάρχουν «σύµφωνα» ζεύγη και η διάταξη των X  είναι σε πλήρης συµφωνία µε την 

αντίθετη διάταξη των Y , δηλαδή µεγαλύτερα (ή µικρότερα) X  αντιστοιχούν σε µικρότερα (ή 

µεγαλύτερα) Y , αντίστοιχα. Τα δεδοµένα συγκεντρώνονται στα κάτω αριστερά και άνω δεξιά 

σηµεία της διαγώνιου του πίνακα. Όταν 0γ = , οι δυο µεταβλητές είναι ανεξάρτητες.  Όµως δυο 

µεταβλητές µπορεί να είναι πλήρως εξαρτηµένες αλλά η τιµή του gamma να είναι µικρότερη 

της µονάδος. 
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Επίπεδο ∆εδοµένων  

Ο συντελεστής γ  χρησιµοποιείται για διατακτικές µεταβλητές και  εφαρµόζεται σε οποιοδήποτε 

I J×  πίνακα συνάφειας. 

Συµµετρία 

Ο συντελεστής γ  είναι συµµετρικό µέτρο συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές στην 

διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό και οι γραµµές 

γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. ∆εν έχει σηµασία για το αποτέλεσµα ποια θα είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή. 

Άλλα χαρακτηριστικά  

Όπως έχουµε αναφέρει, στην περίπτωση 2 2×  πινάκων, Qγ = , όπου Q  ο συντελεστής 

συνάφειας του Yule (Παράγραφος 4.3.1 σελ. 44). Επίσης, το µέτρο D  του Somers, που θα 

εξετάσουµε στην συνέχεια µπορεί να θεωρηθεί η ασυµµετρική εκδοχή του µέτρου γ . 

Σχόλια 

Ο συντελεστής γ  δεν ορίζεται όταν όλες οι παρατηρήσεις βρίσκονται σε µια γραµµή ή µια 

στήλη του πίνακα. Επίσης, δυο µεταβλητές µπορεί να είναι πλήρως εξαρτηµένες, αλλά να ισχύει 

1γ < .  

 

 5.2.2 Συντελεστές tau του Kendall  

 

Τα µέτρα συνάφειας τ  ή tau [Kendall, (1938)], συγκαταλέγονται στα πιο γνωστά 

διατακτικά µέτρα συνάφειας. Υπάρχουν 3 διαφορετικές παραλλαγές των µέτρων και 

συµβολίζονται µε aτ ,  bτ  και cτ . Το µέτρο aτ  υποθέτει ότι δεν υπάρχουν ζεύγη παρατηρήσεων 

µε «ισοβαθµίες», ενώ οι άλλες δυο παραλλαγές διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τον τρόπο που 

διαχειρίζονται τις «ισοβαθµίες». Οι τύποι υπολογισµού των µέτρων είναι 

 
( )1 2a

C D

n n
τ

−
=

−
             (5.8) 

 
( )( ) ( )( )1 2 1 2

b

X Y

C D

n n T n n T
τ

−
=

   − − − −   

                   (5.9) 
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( )
( )2

2

1c

q C D

n q
τ

−
=

−
                (5.10) 

όπου ( )min ,q I J=  

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×  πίνακα συνάφειας (σελ. 167, Παράδειγµα 3) έχουµε 

 
542.112 112.915

ˆ 0.261
1.574.425aτ

−
= =  

 
( ) ( )

542.112 112.915
ˆ 0.420

1.574.425 644.625 * 1.574.425 542.173
bτ

−
= =

− −
 

 
( )

( )2

2 3 542.112 112.915
ˆ 0.392

1775 2 1cτ
× × −

= =
−

 

Ερµηνεία 

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του παραδείγµατός µας, διαπιστώνουµε ότι υπάρχει θετική συνάφεια 

µέτριας έντασης. Ο συντελεστής aτ  εκφράζει το πλεόνασµα των «σύµφωνων» ζευγών έναντι των 

«ασύµφωνων», ως ποσοστό του συνολικού αριθµού των ζευγών του δείγµατος. Το µέτρο δεν 

κάνει διορθώσεις για τις «ισοβαθµίες» µεταξύ των παρατηρήσεων.  

Ο συντελεστής bτ  δεν έχει µια εύκολη, διαισθητική ερµηνεία. Μπορούµε να πούµε ότι εκφράζει 

το πλεόνασµα των «σύµφωνων» ζευγών έναντι των «ασύµφωνων», ως ποσοστό του γεωµετρικού 

µέσου του αριθµού των ζευγών χωρίς «ισοβαθµίες» για την µεταβλητή X  και χωρίς 

«ισοβαθµίες» για την µεταβλητή Y . Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το µέτρο κάνει διορθώσεις για 

τις «ισοβαθµίες» µεταξύ των παρατηρήσεων. 

Ο συντελεστής cτ  επίσης δεν έχει µια εύκολη, διαισθητική ερµηνεία. Μπορούµε να πούµε ότι 

εκφράζει το πλεόνασµα των «σύµφωνων» ζευγών έναντι των «ασύµφωνων», ως ποσοστό µιας 

ποσότητας που βασίζεται στο µέγεθος του πίνακα. 

Πεδίο Ορισµού 

Η τιµή των συντελεστών aτ , bτ  και cτ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]1 1− + . Πετυχαίνουν την 

τιµή 1, όταν δεν υπάρχουν «ασύµφωνα» ζεύγη και η διάταξη των X  βρίσκεται σε πλήρης 
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συµφωνία µε την διάταξη των Y , ενώ πετυχαίνουν την τιµή 1−   όταν δεν υπάρχουν «σύµφωνα» 

ζεύγη και η διάταξη των X  είναι σε πλήρης συµφωνία µε την αντίθετη διάταξη των Y . 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Οι συντελεστές aτ , bτ  και cτ   χρησιµοποιούνται µε διατακτικές µεταβλητές και  εφαρµόζονται 

σε οποιοδήποτε I J×  πίνακα συνάφειας. 

Συµµετρία 

Οι συντελεστές aτ , bτ  και cτ  είναι συµµετρικά µέτρα συνάφειας καθώς δεν µεταβάλλονται σε 

αλλαγές στην διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό 

και οι γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. ∆εν έχει σηµασία για το αποτέλεσµα ποια 

θα είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή. Το µέτρο D  του Somers, που θα εξετάσουµε στην συνέχεια 

µπορεί να θεωρηθεί η ασυµµετρική εκδοχή τους. 

Σηµαντικότητα 

Επειδή η δειγµατική κατανοµή των συντελεστών aτ , bτ  και cτ  είναι γνωστή, µπορούµε να 

υπολογίσουµε το ασυµπτωτικό τυπικό τους σφάλµα και  την σηµαντικότητα.  

Καθώς οι τύποι υπολογισµού της διακύµανσης είναι πολύπλοκοι και ξεφεύγουν από τους 

σκοπούς της παρούσας εργασίας, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο εγχειρίδιο SAS/STAT 

User’s Guide για αναφορά [SAS/STAT User’s Guide, Version 8, Chapter 28, p. 1290-1291, 

(1999)]. Επίσης, µια καλή αναφορά αποτελεί και το βιβλίο [Measures of association, Liebetrau, 

(1983)].  

Άλλα  χαρακτηριστικά 

Ο συντελεστής aτ  είναι ισοδύναµος του συντελεστή rho  του Spearman, που θα εξετάσουµε 

στην συνέχεια, αλλά ερµηνεύεται διαφορετικά. Ο συντελεστή rho  του Spearman ερµηνεύεται 

ως η αναλογία της διακύµανσης που οφείλεται στην σχέση µεταξύ των µεταβλητών, ενώ ο 

συντελεστής aτ   αναπαριστά την πιθανότητα τα δεδοµένα να έχουν την ίδια διάταξη, έναντι της 

πιθανότητας να µην έχουν την ίδια διάταξη. Ο συντελεστής bτ  είναι παρόµοιος µε τον 

συντελεστή gamma, µε την µόνη διαφορά ότι το µέτρο bτ  κάνει διορθώσεις για τις 

«ισοβαθµίες» µεταξύ των ζευγών. Επίσης, για 2 2×  πίνακες, το µέτρο bτ  απλοποιείται στον 
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συντελεστή συσχέτισης του Pearson, αναθέτοντας σκορ στις γραµµές και στις στήλες ανάλογα 

µε την διάταξή τους. 

Σχόλια 

Το µέτρο aτ  δεν κάνει διορθώσεις για τις «ισοβαθµίες» των ζευγών παρατηρήσεων και εποµένως 

δεν είναι κατάλληλο όταν υπάρχουν πολλές «ισοβαθµίες». Το µέτρο bτ  πετυχαίνει την τιµή 1±  

µόνο για τετραγωνικούς πίνακες, όταν όλες οι παρατηρήσεις βρίσκονται στην διαγώνιο. Το 

µέτρο cτ  είναι σχεδιασµένο έτσι ώστε να µπορεί να πετύχει τις τιµές 1±  για µη τετραγωνικούς 

πίνακες. Όµως, επειδή οι τιµές του εξαρτώνται από το µέγεθος του πίνακα, σύµφωνα µε τον 

Somers, δεν θεωρείται και τόσο κατάλληλο µέτρο. 

 

5.2.3 Συντελεστής D  του Somers 

 

Ο συντελεστής D  [Somers, (1962)] προτάθηκε ως ένα εναλλακτικό ασύµµετρο µέτρο, για 

την πρόβλεψη της εξαρτηµένης µεταβλητής, γνωρίζοντας την ανεξάρτητη. Στην ουσία αποτελεί 

µια τροποποίηση του µέτρου gamma, λαµβάνοντας υπόψη του τις «ισοβαθµίες» των ζευγών 

παρατηρήσεων και κάνοντας την υπόθεση ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την πρόβλεψη της εξαρτηµένης.  Υπάρχουν 2 τύποι υπολογισµού για τον 

συντελεστή D , ανάλογα µε το ποια µεταβλητή θεωρείται ανεξάρτητη.  

Ο τύπος υπολογισµού του ασύµµετρου µέτρου |Y XD , θεωρώντας την µεταβλητή γραµµή X  ως 

ανεξάρτητη και την µεταβλητή στήλη Y  ως εξαρτηµένη, είναι ο εξής 

 
( )( )| 1 2Y X

X

C D
D

n n T

−
=

− −
                              (5.11) 

Ο τύπος υπολογισµού του ασύµµετρου µέτρου |Y XD , θεωρώντας την µεταβλητή στήλη Y  ως 

ανεξάρτητη και την µεταβλητή γραµµή X  ως εξαρτηµένη, είναι ο εξής 

 
( )( )| 1 2X Y

Y

C D
D

n n T

−
=

− −
                          (5.12) 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×  πίνακα συνάφειας (σελ. 167, Παράδειγµα 3) έχουµε  
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 |

524.112 112.915ˆ 0.442
1.574.425 644.625Y XD

−
= =

−
 

και 

 |

524.112 112.915ˆ 0.398
1.574.425 542.173X YD

−
= =

−
 

 

Ερµηνεία 

Ο συντελεστής D  εκφράζει το πλεόνασµα των «σύµφωνων» ζευγών έναντι των «ασύµφωνων», 

χρησιµοποιώντας µόνο τα ζεύγη παρατηρήσεων χωρίς «ισοβαθµίες». Το αποτέλεσµα του 

παραδείγµατος για το µέτρο, |
ˆ 0.442Y XD = , υποδηλώνει θετική συνάφεια µετρίου βαθµού, µε την 

έννοια ότι οι παρατηρήσεις που βρίσκονται σε υψηλότερη κατηγορία εκπαίδευσης, βρίσκονται 

επίσης σε υψηλότερη κατηγορία εισοδήµατος. Παρόµοια, είναι και η ερµηνεία για το 

|
ˆ 0.398X YD = . 

Πεδίο Ορισµού  

Ο συντελεστής D  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1 1− + . 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Ο συντελεστής D  χρησιµοποιείται µε διατακτικές µεταβλητές και  εφαρµόζεται σε οποιοδήποτε 

I J×  πίνακα συνάφειας. 

Συµµετρία 

Ο συντελεστής D  είναι ένα ασύµµετρο µέτρο, καθώς διαφορετικά αποτελέσµατα προκύπτουν 

ανάλογα µε το ποια µεταβλητή θεωρείται ανεξάρτητη 

Σχόλια 

Το µέτρο D  είναι στενά συνδεδεµένο µε το µέτρο bτ  και έχει παρόµοια ερµηνεία. ∆ιαφέρει από 

το bτ  στο ότι χρησιµοποιεί στον τύπο υπολογισµού του, διόρθωση µόνο για τα ζεύγη 

παρατηρήσεων που έχουν «ισοβαθµίες» στην ανεξάρτητη µεταβλητή. Για τετραγωνικούς πίνακες 

το µέτρο bτ  είναι ο γεωµετρικός µέσος των ασύµµετρων µέτρων |X YD  και |Y XD . Επίσης 

σηµειώνουµε ότι, όπως και στην περίπτωση του gamma, 0D =  όταν οι δυο µεταβλητές είναι 

ανεξάρτητες, αλλά δεν είναι απαραίτητο να ισούται µε 1, στην περίπτωση που οι µεταβλητές 
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είναι πλήρως εξαρτηµένες. Επίσης, έχει ερµηνεία αναλογικής µείωσης του σφάλµατος 

πρόβλεψης. 

 

5.3 ∆ιατακτικά µέτρα συνάφειας που βασίζονται στην ανάθεση σκορ 

 

Στην περίπτωση συνεχών δεδοµένων, τα οποία προέρχονται από την κανονική κατανοµή, 

προκειµένου να µελετήσουµε την ένταση της συνάφειας µεταξύ των µεταβλητών, 

χρησιµοποιούµε τον πολύ γνωστό συντελεστή συσχέτισης ,X Yρ  (Pearson, 1904). Ο συντελεστής 

συσχέτισης ,X Yρ  (Pearson correlation coefficient), που αποτέλεσε την βάση για την περαιτέρω 

ανάπτυξη αρκετών συντελεστών συνάφειας, µετρά την ένταση και την κατεύθυνση της 

γραµµικής σχέσης µεταξύ δυο µεταβλητών, περιγράφοντας τον βαθµό για τον οποίο η µια 

µεταβλητή σχετίζεται µε την άλλη. Ο τύπος υπολογισµού του συντελεστή στην πληθυσµιακή του 

µορφή είναι 

 
( ) ( )( )

,

, X Y
X Y

X Y X Y

Cov X Y E X Yµ µ
ρ

σ σ σ σ
− −

= =                         (5.13)  

Η δειγµατική εκτίµηση του συντελεστή συµβολίζεται µε r  και ισούται µε  
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∑ ∑
         (5.14) 

 

5.3.1 Συντελεστής ιεραρχικής συσχέτισης rho  του Spearman 

 

 Κάποιοι µέθοδοι για την µέτρηση της συνάφειας µεταξύ διατακτικών µεταβλητών, 

βασίζονται στον συντελεστή r , απαιτούν όµως την ανάθεση σκορ (score) στα επίπεδα των 

µεταβλητών. Όταν αναλύουµε δεδοµένα µε πίνακες συνάφειας, τιµές κλίµακας αναθέτονται στις 

κατηγορίες των γραµµών και των στηλών και τα δεδοµένα θεωρούµε ότι προέρχονται από µια 

οµαδική κατανοµή συχνότητας. Έστω iR  και jR  οι τιµές των βαθµών (rank) που ανατέθηκαν 
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στις µεταβλητές X , Y , αντίστοιχα. Ο συντελεστής ιεραρχικής συσχέτισης Sr  (Spearman’s rank 

correlation coefficient), ισούται µε 
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      (5.15) 

  

Ο αριθµητής εκφράζει το άθροισµα των γινοµένων (sum of cross product)  και ο παρανοµαστής 

το άθροισµα των τετραγώνων (sum of square). 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×  πίνακα συνάφειας (σελ. 167, Παράδειγµα 3) έχουµε  

 ˆ 0.462Sr = , µε  { }1,2,3iR =  και { }1,2,3jR =  
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Ερµηνεία 

Το αποτέλεσµα του παραδείγµατος, ˆ 0.462Sr = , υποδηλώνει θετική συνάφεια µετρίου βαθµού, 

µε την έννοια ότι οι παρατηρήσεις που βρίσκονται σε υψηλότερη κατηγορία εκπαίδευσης, 
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βρίσκονται επίσης σε υψηλότερη κατηγορία εισοδήµατος. Γενικά, όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή 

έχει τον ίδιο βαθµό (rank) µε την εξαρτηµένη, τότε ˆ 1Sr = . 

Πεδίο Ορισµού  

Ο συντελεστής Sr  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]1 1− + . 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Ο συντελεστής Sr  χρησιµοποιείται µε διατακτικές µεταβλητές και  εφαρµόζεται σε οποιοδήποτε 

I J×  πίνακα συνάφειας. 

Συµµετρία 

Ο συντελεστής Sr  είναι ένα συµµετρικό µέτρο, καθώς δεν µεταβάλλεται σε αλλαγές στην 

διάταξη γραµµών και στηλών, δηλαδή όταν ο πίνακας αλλάξει προσανατολισµό και οι γραµµές 

γίνουν στήλες και οι στήλες, γραµµές. 

Σχόλια 

Το µέτρο Sr  χρησιµοποιείται κυρίως όταν µια από τις διατακτικές µεταβλητές έχει πολλές 

κατηγορίες και µοιάζει σαν συνεχής µεταβλητή. Όταν δεν έχουµε πολλές κατηγορίες, τα µέτρα 

gamma και tauείναι καταλληλότερα. 

 

5.4 Συµπεράσµατα 

 

Στο Kεφάλαιο αυτό, εξετάσαµε 7 µέτρα συνάφειας, τα οποία χρησιµοποιούνται για 

διατακτικές µεταβλητές. Τα µέτρα αυτά στηρίζονται στις έννοιες των «σύµφωνων» και 

«ασύµφωνων» ζευγών και διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τον τρόπο µε τον οποίο διαχειρίζονται 

τις «ισοβαθµίες» µεταξύ των ζευγών παρατηρήσεων. Σηµειώνουµε ότι ο συντελεστής ιεραρχικής 

συσχέτισης Sr , διαφοροποιείται καθώς οι υποθέσεις στον τρόπο υπολογισµού του βασίζονται 

στην ανάθεση σκορ στις κατηγορίες των µεταβλητών και στην ουσία προέρχεται από τον πολύ 

διαδεδοµένο συντελεστή συσχέτισης r  του Pearson. Συνοψίζοντας τις τιµές των εξεταζόµενων 

µέτρων, βασιζόµενοι στο Παράδειγµα 3 (σελ. 167) ενός 3 3×  πίνακα συνάφειας, θα 

προσπαθήσουµε να καταλήξουµε σε κάποια συµπεράσµατα. Μελετώντας τον παρακάτω 

συνοπτικό Πίνακα 5-1 (σελ. 90), συµπεραίνουµε ότι υπάρχει µέτρια συνάφεια, σύµφωνα µε τα 
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κριτήρια του Cohen (βλέπε σελ. 74) µεταξύ των µεταβλητών. ∆ηλαδή µεγαλύτερο επίπεδο 

εκπαίδευσης, σχετίζεται µε υψηλότερο εισόδηµα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5-1 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για διατακτικές µεταβλητές 

 

 

Μέτρο συνάφειας Αποτέλεσµα Στρογγυλοποίηση

1. Goodman-Kruskal's γ 0,645 0,65

2. Kendall's τa 0,261 0,26

3. Kendall's τb 0,420 0,42

4. Kendall's τc 0,392 0,39

5. Somers DY|X 0,442 0,44

6. Somers DX|Y 0,398 0,40

7. Spearman rs 0,463 0,46

Παράδειγµα 3    (3x3 πίνακας)

 

 

Παρατηρούµε, ότι αν και τα µέτρα δεν πετυχαίνουν την ίδια ακριβώς τιµή (ποικίλουν µε 

εύρος απόλυτων τιµών από 0.26 έως 0.65), µπορούµε να πούµε ότι τα περισσότερα πετυχαίνουν 

πολύ κοντινές τιµές. Συγκεκριµένα, τα µέτρα 3 7−  βρίσκονται πολύ κοντά, ενώ τα µέτρα 1 2−  

παίρνουν την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή, αντίστοιχα. Όπως έχουµε αναφέρει, ο λόγος που 

συµβαίνει αυτό, είναι ότι το µέτρο gamma έχει την τάση να αυξάνει την συνάφεια, ενώ το ατ  

βασίζεται στο µέγεθος του πίνακα. Επίσης και τα δυο αυτά µέτρα δεν κάνουν διορθώσεις για τις 

«ισοβαθµίες» µεταξύ των ζευγών παρατηρήσεων και εποµένως είναι προτιµότερο να 

αποφεύγονται. Αντιθέτως, τα µέτρα 3 7−  κάνουν διορθώσεις ως προς τις «ισοβαθµίες» και 

εποµένως είναι καταλληλότερα, όταν τα δεδοµένα που αναλύουµε έχουν µεγάλο πλήθος 

«ισοβαθµιών».  

Μελετώντας τον παρακάτω συνοπτικό Πίνακα 5-2 (σελ. 91) όλων των εξεταζόµενων 

διατακτικών µέτρων συνάφειας, για το Παράδειγµα 4 (σελ. 167), συµπεραίνουµε ότι τα δεδοµένα 

διέπονται από συνάφεια µεγαλύτερης έντασης. ∆ηλαδή το βάρος ενός ατόµου σχετίζεται µε την 
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σειρά µε την οποία γεννήθηκε και η συνάφεια αυτή είναι ισχυρή, σύµφωνα µε τα κριτήρια του 

Cohen. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5-2 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για διατακτικές µεταβλητές 

   

 

Μέτρο συνάφειας Αποτέλεσµα Στρογγυλοποίηση

1. Goodman-Kruskal's γ 0,699 0,70

2. Kendall's τa 0,383 0,38

3. Kendall's τb 0,544 0,54

4. Kendall's τc 0,573 0,57

5. Somers DY|X 0,573 0,57

6. Somers DX|Y 0,516 0,52

7. Spearman rs 0,585 0,59

Παράδειγµα 4    (3x4 πίνακας)

 

 

Παρατηρούµε ότι και στο παράδειγµα αυτό οι τιµές των µέτρων ακολουθούν το ίδιο 

πρότυπο. ∆ηλαδή, τα µέτρα 1 2−  παίρνουν την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή αντίστοιχα, ενώ τα 

µέτρα 3 7−  βρίσκονται πολύ κοντά, εκ των οποίων δυο από αυτά ταυτίζονται. Σηµειώνουµε ότι 

το µέτρο cτ  είναι καταλληλότερο για µη-τετραγωνικούς πίνακες, ενώ το bτ  είναι καταλληλότερο 

για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας. Ακολουθεί ο συγκεντρωτικός Πίνακας 5-3 (σελ. 92), µε τα 

βασικά χαρακτηριστικά και κάποια βασικά σχόλια για τα διατακτικά µέτρα συνάφειας που 

εξετάσαµε στο Κεφάλαιο αυτό. 
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 ΠΙΝΑΚΑΣ 5-3 

 Συγκεντρωτικός πίνακας µέτρων συνάφειας για διατακτικές µεταβλητές   

 

1. Goodman-Kruskal's γ [-1,+1] ΝΑΙ ∆ιατακτικά I x J

Έχει την τάση να αυξάνει την συνάφεια και γενικά οι τιµές 
του θα είναι µεγαλύτερες από α υπόλοιπα διατακτικά µέτρα. 
∆εν κάνει διορθώσεις για τους δεσµούς των ζευγών 
παρατηρήσεων.

2. Kendall's τa [-1,+1] ΝΑΙ ∆ιατακτικά I x J
Βασίζεται στο µέγεθος του πίνακα. ∆εν κάνει διορθώσεις για 
τους δεσµούς των ζευγών παρατηρήσεων.

3. Kendall's τb [-1,+1] ΝΑΙ ∆ιατακτικά I x J

Το µέτρο τb είναι παρόµοιο µε το µέτρο gamma, µε την 
διαφορά ότι κάνει διορθώσεις για τους δεσµούς. Είναι πιο 
συντηρητικό από το gamma για το ίδιο σύνολο δεδοµένων. 
Είναι πιο αξιόπιστο όταν χρησιµοποιείται για τετραγωνικούς 
πίνακες καθώς έχει την τάση να µειώνει την συνάφεια, για 
πίνακες µε ανόµοιες διαστάσεις.

4. Kendall's τc [-1,+1] ΝΑΙ ∆ιατακτικά I x J
Είναι κατάλληλο για οποιαδήποτε διάσταση του πίνακα, σε 
αντίθεση µε το τb. 

5. Somers DY|X [-1,+1] ΌΧΙ ∆ιατακτικά I x J

6. Somers DX|Y [-1,+1] ΌΧΙ ∆ιατακτικά I x J

7. Spearman rs [-1,+1] ΝΑΙ ∆ιατακτικά I x J
Χρησιµοποιείται όταν µια µεταβλητή έχει πολλές κατηγορίες 
και µοιάζει σαν συνεχής. Αν τετραγωνιστεί αποκτά ερµηνεία 
αναλογικής µείωσης του σφάλµατος πρόβλεψης.

Το µέτρο D συνδέεται µε το µέτρο τb και έχει παρόµοια 
ερµηνεία, µε την διαφορά ότι κάνει διορθώσεις για τα ζεύγη 
παρατηρήσεων που έχουν δεσµούς στην ανεξάρτητη 
µεταβλητή. Μπορεί οι µεταβλητές να είναι πλήρως 
εξαρτηµένες αλλά D<1, όπως συµβαίνει µε το γ. Έχει 
ερµηνεία αναλογικής µείωσης του σφάλµατος πρόβλεψης.

Μέτρο συνάφειας Πεδίο Ορισµού Συµµετρία Είδος δεδοµένων ∆ιάσταση πίνακα Σχόλια
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
ΜΕΤΡΑ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ – ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ 

 

6.1 Εισαγωγή  

 

Όπως είδαµε στα προηγούµενα κεφάλαια, για έναν ×I J  πίνακα συνάφειας (ή άλλον 

µεγαλύτερης διάστασης), µια µεγάλη ποικιλία µέτρων συνάφειας είναι διαθέσιµη, ανάλογα µε το 

πείραµα και το είδος των µεταβλητών που εξετάζονται, για την µελέτη του βαθµού της 

συνάφειας, µεταξύ ονοµατικών και διατακτικών µεταβλητών. Στην περίπτωση όµως ενός 

τετραγωνικού ×I I  πίνακα συνάφειας, ο οποίος έχει την ίδια (ονοµατική ή διατακτική) 

ταξινόµηση γραµµών και στηλών, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην µελέτη της συµµετρίας 

γύρω από τα στοιχεία της κυρίας διαγώνιου και στην ισότητα των περιθωρίων πιθανοτήτων της 

γραµµής και της αντίστοιχης στήλης, παρά για την ανεξαρτησία µεταξύ των µεταβλητών. Αν και 

το γενικό θέµα της συµµετρίας και της µοντελοποίησής της, έχει µελετηθεί από πολλούς 

στατιστικούς, ξεκινώντας το 1947 µε τον McNemar, αντίστοιχα µέτρα συµµετρίας – 

ασυµµετρίας, που εκφράζουν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την πλήρης συµµετρία έχουν 

πρόσφατα αναπτυχθεί, σε σηµαντικά µικρό βαθµό και σίγουρα δεν έχουν την αναγνώριση που 

έχουν τα κλασσικά µέτρα συνάφειας. Στο Κεφάλαιο 6, θα παρουσιάσουµε και θα σχολιάσουµε 

τα κυριότερα µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας που έχουν προταθεί στην βιβλιογραφία και είναι 

χρήσιµα για την ανάλυση τετραγωνικών πινάκων συνάφειας και µελέτης της συµµετρίας τους.  

 

6.2 Βασικά πεδία εφαρµογών  

 

Τετραγωνικοί πίνακες συνάφειας µε τις ίδιες ονοµατικές ή διατακτικές κατηγορίες 

εµφανίζονται συχνά, κυρίως σε µελέτες κατά ζεύγη (matched pairs studies) ή σε µελέτες 

συγκεκριµένων οµάδων µε ίδια χαρακτηριστικά, σε διαφορετικές χρονικές στιγµές (panel 

studies). Επίσης, χρησιµοποιούνται συχνά και σε εφαρµογές µοντέλων συµφωνίας 

βαθµολογητών. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα που οδηγούν σε τέτοιου είδους πίνακες είναι: 

1. όταν η κατάσταση ενός υποκειµένου εξετάζεται σε δυο διαφορετικές χρονικές στιγµές 
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2. όταν συγκρίνουµε δυο παρόµοια χαρακτηριστικά ενός υποκειµένου σε ένα δείγµα 

(σύγκριση όρασης δεξιού και αριστερού µατιού) 

3. όταν συγκρίνουµε το ίδιο χαρακτηριστικό για ένα συγκεκριµένο ζεύγος υποκειµένων 

(πατέρας – παιδί, σύζυγοι, αδέλφια κτλ.) 

4. όταν συγκρίνουµε την διαγνωστική ικανότητα δυο ειδικών, χρησιµοποιώντας το ίδιο 

σύνολο υποκειµένων. 

 

6.3 Ταξινόµηση των µέτρων συµµετρίας - ασυµµετρίας  

 

Όπως και στην περίπτωση των µέτρων συνάφειας, τα µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας 

διακρίνονται, ανάλογα µε το είδος των µεταβλητών που εξετάζουν, σε αυτά που είναι κατάλληλα 

για ονοµατικές µεταβλητές και άλλα κατάλληλα για διατακτικές µεταβλητές. Ένας άλλος 

διαχωρισµός των µέτρων, βασίζεται στο είδος της υποβόσκουσας δοµής συµµετρίας του πίνακα. 

Έτσι, ανάλογα µε το µοντέλο συµµετρίας ή εκτεταµένης συµµετρίας (extended symmetry) ή 

ασυµµετρίας που ισχύει, ορίζουµε και τα αντίστοιχα µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας που έχουν 

προταθεί. Οι συντελεστές συµµετρίας βασίζονται κυρίως στα µοντέλα συµµετρίας    

( )S Symmetry− , ψευδοσυµµετρίας ( ) QS Quasi Symmetry−  και περιθώριας οµοιογένειας 

( )MH marginal homogeneity− , ενώ οι συντελεστές ασυµµετρίας βασίζονται στα µοντέλα 

διαγώνιας συµµετρίας ( )−DS Diagonal Symmetry, τριγωνικής συµµετρίας       

( )TS Triangular Symmetry−  και δεσµευµένης συµµετρίας ( )CS Conditional  Symmetry− . 

Τέλος τα µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας, µπορούν περαιτέρω να κατηγοριοποιηθούν µε βάση 

το είδος της «απόστασης» ή «απόκλισης», που χρησιµοποιούν στον τύπο υπολογισµού τους.  

Όπως θα διαπιστώσουµε στην συνέχεια, οι συντελεστές συµµετρίας – ασυµµετρίας βασίζονται 

στα γνωστά µέτρα απόστασης ή απόκλισης (divergence) που παρουσιάστηκαν στην παράγραφο 

3.6.2 και προέρχονται από τον χώρο της θεωρίας της πληροφορίας (Information Theory). Στα 

πλαίσια αυτά, δεν είναι απίθανο να συναντήσουµε συντελεστές, που µετρούν τον βαθµό 

αποµάκρυνσης από την  συµµετρία - ασυµµετρία ίδιας δοµής, αλλά ορίζονται µε διαφορετικό 

τρόπο, καθώς βασίζονται σε διαφορετικά µέτρα απόστασης (ή απόκλισης). Αξίζει να 
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σηµειώσουµε ότι σε αντίθεση µε τα µέτρα συνάφειας, η ανάπτυξη µέτρων συµµετρίας - 

ασυµµετρίας είναι πρωτίστως λειτουργική, µε την έννοια ότι βασίζονται περισσότερο στις 

ιδιότητές τους, παρά σε αξιώµατα [βλέπε Renyi (1959), Kimeldorf & Sampson, (1989)]. 

Οι κύριοι εισηγητές µέτρων συµµετρίας - ασυµµετρίας, από όσο γνωρίζουµε, είναι οι 

Tomizawa (1994, 1995),  Tomizawa et al. (1998, 2001, 2003, 2005, 2007) και οι Kateri & 

Papaioannou [Technical Report (TR07 – 3), University of Pireaus, (2007)]. Οι πρώτοι 

βασίστηκαν στην απόκλιση τύπου − divergencepower  των Cressie & Read (1984) και στον 

δείκτη ανοµοιότητας ή ποικιλότητας (diversity index) των Patil & Taillie. Σηµειώνουµε ότι η 

απόκλιση τύπου − divergencepower  των Cressie & Read, εµπεριέχει σε ειδικές περιπτώσεις της, 

την πληροφορία Kullback - Leibler και την απόκλιση 
2
− Pearsonχ , ενώ ο δείκτης ανοµοιότητας 

(ή ποικιλότητας) των Patil & Taillie, περιλαµβάνει σε ειδικές περιπτώσεις του, την εντροπία του 

Shannon και τον δείκτη συγκέντρωσης (gini concentration), ή αλλιώς τον δείκτη Simpson. Οι 

Kateri & Papaioannou βασίστηκαν στην απόκλιση − divergenceϕ  των Csiszar (1963) και Ali & 

Silvey (1966). Η απόκλιση αυτή, είναι ένα γνωστό µέτρο της κατευθυνόµενης απόστασης (direct 

divergence) ή της ψευδό-απόστασης, η οποία έχει καλές ιδιότητες και έχει ενοποιήσει πολλούς 

άλλους δείκτες πληροφορίας (information numbers), όπως Kullback-Leibler, Renyi, Cressie & 

Read, Pearson [βλέπε Papaioannou (1985)]. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει σε εργασίες 

των Agresti (1984), Tomizawa (1984, 1985, 1987, 1989, 1990, 1992), Havranek & Lienert 

(1986), Rosenstein (1989), Chino (1990) και Becker (1990), για µια πιο εκτεταµένη ανασκόπηση 

της βιβλιογραφίας σε µοντέλα συµµετρίας – ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας. 

Στην παράγραφο 6.4 παρουσιάζουµε τα µοντέλα συµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες 

συνάφειας, τα οποία είναι απαραίτητα για τον ορισµό των προτεινόµενων µέτρων συµµετρίας 

που περιγράφονται στην παράγραφο 6.5. Εν συνεχεία, στην παράγραφο 6.6 παρουσιάζουµε τα 

µοντέλα ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας, τα οποία είναι απαραίτητα για τον 

ορισµό των προτεινόµενων µέτρων ασυµµετρίας που περιγράφονται στην παράγραφο 6.7. 
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6.4 Oρισµοί των µοντέλων Συµµετρίας 

 

Αρκετά µοντέλα έχουν παρουσιαστεί για την µελέτη της συµµετρίας σε διδιάστατους 

τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας, βλέπε Agresti (1990), για µια ανασκόπηση της βιβλιογραφίας 

και τα οποία σε κάποιες περιπτώσεις, µπορούν να επεκταθούν σε πίνακες µεγαλύτερης 

διάστασης. Ο Bowker (1948) εξέτασε το µοντέλο της συµµετρίας ( )S Symmetry−  και πρότεινε 

ένα 2 testχ − . Όταν το µοντέλο της συµµετρίας δεν ισχύει, τότε µας ενδιαφέρει να δούµε αν 

υπάρχει κάποια άλλη δοµή συµµετρίας, που περιγράφεται από τα µοντέλα της περιθώριας 

οµοιογένειας ( )MH Marginal Homogeneity−  που προτάθηκε από τους Bishop et al. (1975) και 

της ψευδοσυµµετρίας ( ) QS Quasi Symmetry−  που προτάθηκε από τον Caussinus (1965). 

Επίσης, όταν το µοντέλο S  δεν ισχύει, είναι λογικό να εξετάσουµε κάποιους ιδιαίτερους τύπους 

ασυµµετρίας, οι οποίοι περιγράφονται από τα µοντέλα ( )−DS Diagonal Symmetry, 

( )TS Triangular Symmetry−  και ( )CS Conditional  Symmetry−  στην παράγραφο 6.7 και 

αναφέρονται σε διατακτικές µεταβλητές ταξινόµησης.  

 Έστω ένας R R×  τετραγωνικός πίνακα συνάφειας ( )ij R R
π

×
Π = , όπου  Pr( , )ij X i Y jπ = = =  η 

πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( , )i j  και ,X Y  οι µεταβλητές σύµµετρης 

ταξινόµησης γραµµής και στήλης αντίστοιχα, µε , 1, 2,...,i j R=  και 
1 1

1
R R

ij

i j

π
= =

=∑∑ .  Οι 

αντίστοιχες περιθώριες κατανοµές πιθανότητας συµβολίζονται µε .iπ , . jπ , ενώ οι δειγµατικές 

πιθανότητες συµβολίζονται µε ijp . 

 

6.4.1 Μοντέλο Συµµετρίας (S – Symmetry)  

 

Το µοντέλο συµµετρίας ( )S  προτάθηκε από τον Bowker (1948) και ορίζεται ως 

 =ij jiπ π ,  για , 1,...,=i j R  και i j≠                                ( )1S  
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Το µοντέλο αυτό δείχνει ότι η πιθανότητα µια παρατήρηση να βρεθεί στο κελί ( ),i j  του πίνακα, 

είναι ίση µε την πιθανότητα η παρατήρηση να βρεθεί στο κελί  ( ),j i . ∆ηλαδή το µοντέλο 

περιγράφει µια δοµή συµµετρίας των πιθανοτήτων των µη διαγώνιων κελιών, γύρω από την 

κεντρική διαγώνιο του πίνακα. Θέτοντας 
( )

2

+
=

ij jiS
ij

π π
π , το µοντέλο συµµετρίας µπορεί να 

ορισθεί και ως 

 S
ij ijπ π=  για , 1,...,i j R=           ( )2S  

 

6.4.2 Μοντέλο Περιθώριας Οµοιογένειας (MH – Marginal Homogeneity)   

 

Το µοντέλο ( )MH  προτάθηκε από τους Bishop et al. (1975) και ορίζεται ως 

 . .i iπ π=  ή αλλιώς Pr( ) Pr( )X i Y i= = = , για 1,...,i R=   ( )1MH  

όπου .

1

R

i ik

k

π π
=

=∑ και .

1

R

i ki

k

π π
=

=∑ , οι περιθώριες κατανοµές πιθανότητας γραµµής και στήλης. 

Το µοντέλο ( )MH  µπορεί επίσης να εκφραστεί [βλέπε Tomizawa et al. (2003)] και ως  

                . .
c c
i iπ π=   ή αλλιώς Pr( | ) Pr( | )X i X Y Y i X Y= ≠ = = ≠ , για 1,2,...,i R=    ( )2MH  

όπου 
( ).

.

−
= i iic

i

π π
π

δ
, 

( ).
.

−
= i iic

i

π π
π

δ
 και ij

i j

δ π
≠

=∑∑ .  

Αυτό σηµαίνει ότι η δεσµευµένη περιθώρια κατανοµή της µεταβλητής γραµµής, είναι 

πανοµοιότυπη µε την δεσµευµένη περιθώρια κατανοµή της µεταβλητής στήλης, δοθέντος ότι µια 

παρατήρηση θα βρεθεί σε ένα από τη µη-διαγώνια κελιά του πίνακα. 

Επιπλέον, στην περίπτωση διατακτικών µεταβλητών, παίρνοντας την διαφορά των αθροιστικών 

περιθώριων πιθανοτήτων, X Y
i iF F−  για 1,2,..., 1i R= − , όπου Pr( )X

iF X i= ≤  και 

Pr( )Y
iF Y i= ≤ , παρατηρούµε ότι το µοντέλο ( )MH  µπορεί να εκφραστεί [βλέπε Tomizawa et 

al. (2003)] και ως 

  1( ) 2( )i iG G= , ή αλλιώς X Y
i iF F=   για 1, 2, ..., 1i R= −                          ( )3MH   
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όπου 1( )

1 1

i R

i st

s t i

G π
= = +

=∑∑  ( )Pr , 1X i Y i= ≤ ≥ +   , 2( )

1 1

R i

i st

s i t

G π
= + =

=∑∑  ( )Pr 1,X i Y i= ≥ + ≤    

για  1, 2, ..., 1i R= − . 

Απόδειξη  

Εστώ ( )X
iF P X i= ≤   η αθροιστική περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της µεταβλητής X , τότε 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 1, 1 1, 2

2, 2 2, 3 ... 1, 1 1,

X
iF P X i P X i Y i P X i Y i P X Y P X Y

P X Y P X Y P X R Y R P X R Y R

= ≤ = ≤ ≤ + ≤ ≥ + = ≤ ≤ + ≤ ≥ +

+ ≤ ≤ + ≤ ≥ + + ≤ − ≤ − + ≤ − ≥
 

Εστώ ( )Y
iF P Y i= ≤  η αθροιστική περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της µεταβλητής Y , τότε 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 1, 1 1, 2

2, 2 2, 3 ... 1, 1 1,

Y
iF P Y i P Y i X i P Y i X i P Y X P Y X

P Y X P Y X P Y R X R P Y R X R

= ≤ = ≤ ≤ + ≤ ≥ + = ≤ ≤ + ≤ ≥ +

+ ≤ ≤ + ≤ ≥ + + ≤ − ≤ − + ≤ − ≥
 

Παίρνοντας την διαφορά των αθροιστικών περιθώριων πιθανοτήτων X Y
i iF F− , έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )}
( ) ( ){ ( ) ( )
( ) ( )}
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1, 1 1, 2 2, 2 2, 3 ...

1, 1 1,

1, 1 1, 2 2, 2 2, 3 ...

1, 1 1,

1, 2 2, 3 ... 1,

1, 2 2, 3 ...

X Y
i iF F P X Y P X Y P X Y P X Y

P X R Y R P X R Y R

P Y X P Y X P Y X P Y X

P Y R X R P Y R X R

P X Y P X Y P X R Y R

P Y X P Y X P Y R

− = ≤ ≤ + ≤ ≥ + ≤ ≤ + ≤ ≥ + +

+ ≤ − ≤ − + ≤ − ≥ −

− ≤ ≤ + ≤ ≥ + ≤ ≤ + ≤ ≥ + +

+ ≤ − ≤ − + ≤ − ≥ =

= ≤ ≥ + ≤ ≥ + + ≤ − ≥ −

− ≤ ≥ + ≤ ≥ + + ≤( ){ }

( ) ( ) 1( ) 2( )

1 1 1 1

1,

, 1 1,
i R R i

st st i i

s t i s i t

X R

P X i Y i P X i Y i G Gπ π
= = + = + =

− ≥ =

= ≤ ≥ + − ≥ + ≤ = − = −∑∑ ∑∑

 

Αυτό σηµαίνει δηλαδή ότι, η πιθανότητα µια παρατήρηση να πέσει στην i  κατηγορία µιας 

γραµµής ή µικρότερη της i  και στην 1i +  κατηγορία µιας στήλης ή µεγαλύτερη της 1i + , 

ισούται µε την πιθανότητα µια παρατήρηση να πέσει στην i  κατηγορία µιας στήλης ή µικρότερη 

της i  και στην 1i +  κατηγορία µιας γραµµής ή µεγαλύτερη της 1i + .                       
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6.4.3 Μοντέλο Ψευδοσυµµετρίας (QS – Quasi Symmetry) 

 

Το µοντέλο ( )QS , το οποίο προτάθηκε από τον Caussinus (1965), είναι µια επέκταση του 

µοντέλου ( )S  και ορίζεται ως  

 ij i j ijπ α β ρ= , για , 1,...,i j R= ,  i j≠  και  ij jiρ ρ=      ( )1QS  

Υπάρχουν αρκετοί ισοδύναµοι ορισµοί για το µοντέλο ( )QS .  Ένας εξ’αυτών, προτάθηκε από 

τον McCullagh (1982), µέσω του εξής λογαριθµο-γραµµικού µοντέλου 

 log ij i j ijµ θ η ϕ= + +  για , 1,...,i j R=  και  ij jiϕ ϕ=       ( )2QS  

όπου ( )ij ijE nµ =  και ijn  οι συχνότητες του πίνακα. 

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι ( )ij ij ij ijE n n nµ π= = =  και εποµένως το µοντέλο του McCullagh, 

είναι ισοδύναµο µε το λογάριθµο του µοντέλου του Caussinus. Όπως ο McCullagh (1982) 

αναφέρει, τα βασικά κίνητρα ανάπτυξης του µοντέλου αυτού ήταν η µαθηµατική και 

υπολογιστική του απλότητα. 

Επιπλέον, το µοντέλο του ( )QS  του Causinnus µπορεί να εκφρασθεί  [βλέπε Menendez et al. 

(2005)] και ως   

 ijk kjiD D=  για , , 1,2,...,i j k R=         ( )3QS  

όπου ijk ij jk kiD π π π=  και kji kj ji ikD π π π= , ως προς την κατηγορία R  

ή ισοδύναµα σε όρους −odds ratios ως 

 ij jis s= , για i j≠                              ( )4QS  

όπου = ij RR
ij

iR Rj

s
π π

π π
, για , 1,2,..., 1i j R= − . 

 Επίσης, ένας εναλλακτικός ορισµός του µοντέλου [βλέπε Krampe et al. (2009)], σε όρους των 

τοπικών ή γειτονικών −odds ratios είναι  

 ij jiθ θ=                     ( )5QS  
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όπου 1, 1

, 1 1,

ij i j
ij

i j i j

π π
θ

π π
+ +

+ +

=  τα −odds ratios των πιθανοτήτων γειτονικών κατηγοριών, για 

, 1,..., 1i j R= − . 

Τέλος, το µοντέλο ( )QS  µπορεί να εκφρασθεί [βλέπε Kateri & Papaioannou, (1997)] και ως 

 = QS
ij ijπ π , , 1,...,=i j R                   ( )6QS  

όπου 
2

=
+

QS S i
ij ij

i j

a

a a
π π , 

2

+
= ij jiS

ij

π π
π   και ia  θετικοί παράµετροι. 

Το µοντέλο ( )6QS  έχει το πλεονέκτηµα να θεωρεί την ( )QS  ως την αποµάκρυνση από την 

πλήρης συµµετρία. Γενικά, το µοντέλο της ( )QS  χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα των 

συµµετρικών αλληλεπιδράσεων [Bishop et al. (1975)], αντί των συµµετρικών πιθανοτήτων στα 

κελιά του πίνακα ή αλλιώς από την ιδιότητα των συµµετρικών γειτονικών −odds ratios 

[Goodman, (1971b)]. Όπως ο Agresti (2002) αναφέρει, το µοντέλο ( )QS  είναι πιο ρεαλιστικό σε 

σχέση µε το περιοριστικό µοντέλο ( )S , µειονεκτεί όµως σε απλότητα και ευκολία µιας φυσικής 

ερµηνείας. 

 

6.5 Μέτρα Συµµετρίας   

 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε διάφορα µέτρα συµµετρίας, που µετρούν τον βαθµό 

αποµάκρυνσης από την ( )S , και άλλων δοµών, όπως αυτή της ( )QS  και της  ( )MH , ενός 

τετραγωνικού πίνακα συνάφειας µε  ονοµατικές ή µε διατακτικές µεταβλητές ταξινόµησης. Τα 

προτεινόµενα µέτρα βασίζονται στην πληροφορία Kullback – Leibler, στην απόκλιση 

2
− Pearsonχ , στην εντροπία Shannon, στην απόκλιση Gauss και στην απόκλιση τύπου 

−power divergence των Cressie & Read και είναι χρήσιµα για την σύγκριση του βαθµού 

αποµάκρυνσης από την ( )S , την ( )QS  και την ( )MH , σε πολλούς πίνακες στους οποίους 

έχουν προσαρµοστεί τα ανωτέρω µοντέλα.  
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6.5.1 Μέτρα αποµάκρυνσης από την Συµµετρία ( )S  για ονοµατικές µεταβλητές 

 

Υποθέτουµε ότι { } 0ij jiπ π+ > , για κάθε i j≠ . O Tomizawa (1994) εξέτασε δυο ειδών µέτρα 
S
φ , 

S
ψ  χρησιµοποιώντας την πληροφορία Kullback-Leibler και την απόκλιση 2

− Pearsonχ , 

αντίστοιχα. Επιπλέον, εξέφρασε ισοδύναµα τα µέτρα αυτά, χρησιµοποιώντας την εντροπία 

Shannon και την απόκλιση Gauss (ή αλλιώς το τετράγωνο της Ευκλείδειας απόστασης). Αξίζει 

να σηµειώσουµε ότι οι πιθανότητες των διαγώνιων κελιών δεν συνεισφέρουν στα αθροίσµατα, 

δηλαδή οι πιθανότητες των µη διαγώνιων κελιών δεν αθροίζουν στην µονάδα 1ij

i j

π
≠

 
 <
 
 
∑∑ . 

Ο Tomizawa τυποποίησε τις πιθανότητες ijπ , έτσι ώστε να αθροίζουν στην µονάδα, µε την 

βοήθεια των  µετασχηµατισµών 

 * ij
ij

π
π

δ
=  και 

* *
*

2
ij ji

ij
S π π

π
+

= , για , 1, 2, ...,i j R=  και i j≠ , 

όπου ij

i j

δ π
≠

=∑∑  το άθροισµα των πιθανοτήτων των µη-διαγώνιων κελιών.  

Σηµειώνουµε ότι, η πληροφορία Kullback-Leibler µεταξύ δυο κατανοµών { }ia  και { }ib , ισούται 

µε   { } { }( ) ( )
1

; log
R

i i i i i

i

I a b a a b
=

=∑           (6.1) 

 και η απόκλιση 2
− Pearsonχ  ισούται µε 

 { } { }( ) ( )2

1

,
R

i i
i i

ii

a b
D a b

b
=

−
=∑            (6.2)  

A. Μέτρο Sϕ  τύπου πληροφορίας Kullback-Leibler και Sψ  τύπου απόκλισης Pearson 

Τα µέτρα ορίζονται ως 

Α1.  ( )* *1
;

log 2S
SIϕ π π= , 
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όπου ( )
*

* * *
*; log log 2ij

ij

iji j

S
SI

π
π π π

π≠

= ≤∑∑    

Απόδειξη 

* * * *
* * *

* * * * *

2
2 log log 2 ( ; ) log log 2ij ij ij ij

ij

ij ij ji ij iji j

S
S S S

π π π π
π π π

π π π π π+ ≠

= ≤ ⇔ ≤ ⇔ Ι = ≤∑∑  

 

Α2.  ( )* *;S
SDψ π π=  

όπου ( ) ( )2* *
* *

*;
ij ij

iji j

S
S

SD
π π

π π
π≠

−
=∑∑  

Σηµειώνουµε ότι οι ποσότητες ( )* *; SI π π  και ( )* *; SD π π  είναι η πληροφορία Kullback-Leibler 

και η απόκλιση 2 Pearsonχ −  αντίστοιχα, µεταξύ των κατανοµών πιθανότητας { }*ijπ  και  { }*
ij

Sπ . 

Επιπλέον, τα *
ijπ  εκφράζουν την πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( ),i j , 

δοθέντος ότι η παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα (ανεξαρτήτου ποιο) από τα µη-διαγώνια κελιά 

του πίνακα, ενώ τα *
ij

Sπ  εκφράζουν το ήµισυ της πιθανότητας µια παρατήρηση να βρίσκεται στο 

κελί ( ),i j  ή ( ),j i , δοθείσης της ίδιας συνθήκης. Όταν * *
ij ij

Sπ π=  για όλα τα ,i j  τότε ο 

τετραγωνικός πίνακας είναι συµµετρικός και στην περίπτωση αυτή, τα *
ij

Sπ  εκφράζουν την 

πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( ),i j , δοθέντος ότι µια παρατήρηση θα πέσει 

σε ένα από τα µη διαγώνια κελιά του τετραγωνικού πίνακα, όταν ισχύει το µοντέλο ( )S . 

 

Β. Μέτρο Sϕ  τύπου εντροπίας Shannon και Sψ  απόκλισης Gausss 

 

Tα παραπάνω µέτρα µπορούν περαιτέρω να εκφρασθούν, χρησιµοποιώντας τον µέσο όρο της 

δεσµευµένης εντροπίας Shannon (Conditional Shannon Entropy) και τον µέσο όρο της 

δεσµευµένης απόκλισης Gauss (Conditional Gauss Discrepancy), υπό την συνθήκη ότι µια 

παρατήρηση βρίσκεται σε ένα από τα µη διαγώνια κελιά ( ),i j  ή ( ),j i , για i j≠ . Πράγµατι, 
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έστω  ij
cπ  η δεσµευµένη πιθανότητα ότι µια παρατήρηση βρίσκεται στο κελί ( ),i j , δοθέντος ότι 

η παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα από τα µη διαγώνια κελιά ( ),i j  ή ( ),j i , µε ij
ij

ij ji

c π
π π π= + , για  

, 1, 2, ...,i j R=  µε i j≠  και 1ij ji
c cπ π+ = . Σηµειώνουµε ότι 

1
, ,

2ij
c i jπ = ∀ , αν και µόνο αν ο 

πίνακας είναι συµµετρικός. 

Έχουµε ότι 

Β1.  ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *1 1
1 1

log 2 log 2S ij ji ij ij ji ij

i j i j

c cH Hϕ π π π π π π
< <

= − + = − +∑∑ ∑∑ ,  

όπου ( ) ( ) ( ) log logij ij ji ij ij ji ji
c c c c c c cH H Hπ π π π π π π= + = − − , η εντροπία Shannon µεταξύ των 

κατανοµών { },ij ji
c cπ π  δοθέντων των ζευγών ( ),ij ji . Ας σηµειωθεί ότι *

ij ij
c cπ π=  

Επίσης, σηµειώνουµε ότι ο τύπος υπολογισµού Α1 του µέτρου Sϕ  είναι ισοδύναµος µε τον Β1. 

Απόδειξη 

( ) ( )

( ) ( )

* *

* * * *

1
1

log 2

1
1 log log

log 2

1
1 log log

log 2

S ij ji ij

i j

ij ji ij ij ij ji ji ji

i j i j

ij ji ij ij ij ji ji ji

ij ji ij ji ij ji ij jii j i j

c

c c c c

Hϕ π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

δ π π π π δ π π π π

<

< <

< <

= − + =

  
= − − + − + 

  

    + +
= − − −       + + + +   

∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑
1

1 log log
log 2

1 1
1 log log 1 log

log 2 log 2

1
log 2 log

log 2

ij ji
ij ji

ij ji ij jii j i j

ij ij ij
ij ij ij

ij ji ij ji ij jii j i j i j

ij
ij ij

iji j

π π
π π

δ π π π π

π π π
π π π

δ π π π π δ π π

π
π π

δ π

< <

< > ≠

≠

 
=

  

  
= − − − = 

+ +  

  
= − − − = + = 

+ + +  

= +
+

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑
*

*
*

1
log 2 log

log 2

21 1 1
log log log .

log 2 log 2 log 2

ij
ij

ji ij jii j i j

ij ij ij
ij ij ijS S

ij ji ij iji j i j i j

π
π

π δ π π

π π π
π π π

δ π π δ π π

≠ ≠

≠ ≠ ≠

    
   = + =    +     

    
   = = =  +       

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑  
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Β2.  ( ) ( )* *2 ,1 2S ij ji ij

i j

cψ π π π
<

= + ∆∑∑  

όπου ( ) ( ) ( )2 2
,1 2 1 2 1 2ij ij ji

c c cπ π π∆ = − + − , η απόκλιση Gauss µεταξύ των κατανοµών 

{ },ij ji
c cπ π  και 

1 1
,

2 2
 
 
 

, ή αλλιώς το τετράγωνο της Ευκλείδειας απόστασης [για περισσότερες 

λεπτοµέρειες αναφορικά µε την απόκλιση Gauss, βλέπε Linhart & Zucchini, (1986)]. 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β) 

έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. Σηµειώνουµε ότι οι 2 διαφορετικοί τύποι υπολογισµού Α1, Β1 

του µέτρου Sϕ  είναι ισοδύναµοι. Οµοίως, οι τύποι υπολογισµού για το µέτρο Sψ . 

 

Παράδειγµα 5 Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

Α1. Kullback-Leibler φS 0,035 0,207

Α2. Pearson discrepancy ψS 0,048 0,268

Β1. Shannon entropy φS 0,035 0,207

Β2. Gauss discrepancy ψS 0,048 0,268  

 

Ερµηνεία 

Σύµφωνα µε την πληροφορία Kullback-Leibler και την απόκλιση 2 Pearsonχ − , οι ποσότητες 

Sϕ , Sψ  αναπαριστούν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )S . Ο βαθµός αυτός αυξάνεται 

καθώς οι τιµές των Sϕ , Sψ  αυξάνονται. Εποµένως, συγκρίνοντας τις απαντήσεις για την περίοδο 

Αύγουστος – Οκτώβριος 1971, οι τιµές των µέτρων τείνουν στο 0 , δηλαδή ο πίνακας είναι 

συµµετρικός, µε την έννοια ότι =ij jiπ π . Αντιθέτως, συγκρίνοντας τις απαντήσεις για την 

περίοδο Οκτώβριος 1971 – ∆εκέµβριος 1973, παρατηρούµε ότι ο βαθµός αποµάκρυνσης από την 

συµµετρία είναι πολύ µεγαλύτερος, µε την έννοια ότι οι ≠ij jiπ π . Πιο συγκεκριµένα, µελετώντας 

τον πίνακα συνάφειας, παρατηρούµε ότι 31 13p p>  και 32 23p p> . Εποµένως, τα άτοµα δείχνουν 

να είναι πιο αναποφάσιστα κατά την δηµοσκόπηση Οκτώβριος 1971 και πιο αποφασισµένα 
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(δηλαδή Ναι ή Όχι) κατά την δηµοσκόπηση ∆εκέµβριος 1973. Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι όπως 

ο Tomizawa (1994) αναφέρει, η εκτίµηση του βαθµού αποµάκρυνσης από την συµµετρία, πρέπει 

να εξετάζεται σε όρους, ενός κατά προσέγγιση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τις εκτιµήσεις ˆ
Sϕ , 

ˆ
Sψ  των µέτρων. Τα συµπεράσµατα παραµένουν τα ίδια, καθώς το διάστηµα εµπιστοσύνης για το 

ˆ
Sϕ  εµπεριέχει το 0, ενώ για το ˆ

Sψ  όχι. 

Πεδίο Ορισµού 

Τα µέτρα Sϕ , Sψ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1 . Σηµειώνουµε ότι η ποσότητα ( ){ }* *; SI π π   

στον τύπο υπολογισµού του Sϕ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0, log 2  και κατά συνέπεια το µέτρο 

Sϕ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 . Ο πίνακας συνάφειας είναι συµµετρικός, δηλαδή ij jiπ π=  

για , 1, 2, ...,i j R=  και i j≠ , αν και µόνο αν 0Sϕ = ( )0Sψ = , ενώ υπάρχει πλήρης ασυµµετρία, 

υπό την έννοια ότι  ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )S  µεγιστοποιείται, δηλαδή 0ijπ =  ή 

0jiπ = , για , 1, 2, ...,i j R= και i j≠ , αν και µόνο αν 1Sϕ =  ( )1Sψ = . 

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Τα µέτρα Sϕ , Sψ  είναι κατάλληλα µόνο για ονοµατικές µεταβλητές, καθώς παραµένουν 

αναλλοίωτα κάτω από τις ίδιες αναδιατάξεις των γραµµών και των στηλών.  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, οι ποσότητες ( )ˆS Sn ϕ ϕ−  και ( )ˆS Sn ψ ψ− , 

ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0µ =   και 

διακύµανση 

Β1.  

2 2

2
2

ij ij S

i j
ϕ

π δϕ

σ
δ

≠

Ω −

=
∑∑

, όπου 
21

log
log 2

ij
ij

ij ji

π

π π

 
Ω =   + 

  

Β2.  

2 2

2
2

ij ij S

i j
ψ

π δψ

σ
δ

≠

Γ −

=
∑∑

, όπου 
( )( )

( )2
3ij ji ij ji

ij

ij ji

π π π π

π π

− +
Γ =

+
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Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σηµειώνουµε ότι οι εκτιµήσεις των µέτρων Sϕ , Sψ  συµβολίζονται µε ˆ
Sϕ , ˆ

Sψ  και υπολογίζονται 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες πιθανότητες του 

δείγµατος  { }ijp , όπου ij
ij

n
p

n
=  και 

1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Έστω, 2ˆϕσ  συµβολίζει την εκτίµηση της 

διακύµανσης 2
ϕσ  από τις παρατηρήσεις του δείγµατος, τότε η ποσότητα ˆ nϕσ   είναι η κατά 

προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού σφάλµατος και το κατά προσέγγιση 100% (1 )a× −  

διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρου Sϕ  είναι 

 2ˆ ˆS az nϕϕ σ±             (6.3) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε και το διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρου 

Sψ . Η ασυµπτωτική κανονική κατανοµή των ποσοτήτων ( )ˆ
S Sn ϕ ϕ−  και ( )ˆ

S Sn ψ ψ−  είναι 

εφαρµόσιµη µόνο όταν 0 1Sϕ< <   και 0 1Sψ< <   αντίστοιχα,  και κατά συνέπεια  

2 0ϕσ =  ( )2 0ψσ = , όταν 0Sϕ =  ( )0Sψ =    και 1Sϕ =  ( )1Sψ =     

2 0ϕσ >   ( )2 0ψσ > όταν 0 1Sϕ< <   ( )0 1Sψ< <  

Σχόλια 

Τα µέτρα Sϕ , Sψ  θα πρέπει να χρησιµοποιούνται όταν κάποιος θέλει να δει τον βαθµό 

αποµάκρυνσης από την ( )S , χωρίς να γίνονται υποθέσεις ότι υπάρχει κάποια άλλη δοµή 

συµµετρίας, όπως αυτή της ( )QS  και ( )MH . Είναι γνωστό ότι το µοντέλο ( )S  ισχύει αν και 

µόνο αν τα µοντέλα της ( )QS  και ( )MH  ισχύουν (βλέπε Bishop et al. 1975). Κατά συνέπεια, 

όταν ισχύει η ( )MH , ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )S  θα πρέπει να θεωρείται ένα µέτρο, 

που παίρνει την ελάχιστη τιµή όταν ισχύει η ( )S  και την µέγιστη τιµή, όταν ο βαθµός 

αποµάκρυνσης από την ( )S  είναι o µέγιστος, δοθέντος ότι ισχύει η ( )MH . Όπως ο Tomizawa 



  

 107 

(1994) αναφέρει, υπό αυτές τις συνθήκες τα µέτρα Sϕ , Sψ , δεν είναι κατάλληλα. Επίσης 

αναφέρει, ότι είναι δύσκολο να αποσαφηνιστεί ποιο από τα δυο µέτρα είναι προτιµότερο. Ο 

αναλυτής για δοσµένους πίνακες, θα πρέπει να υπολογίσει και τις δυο τιµές των µέτρων Sϕ , Sψ   

και µετά να αποφασίσει για τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )S . Όπως αναφέραµε, η 

εκτίµηση του βαθµού αποµάκρυνσης από την συµµετρία, πρέπει να εξετάζεται σε όρους, ενός 

κατά προσέγγιση διαστήµατος εµπιστοσύνης για τα Sϕ , Sψ   και όχι σε όρους µόνο των 

εκτιµητών τους ˆ
Sϕ , ˆ

Sψ  [για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε Tomizawa (1994)]. 

 

6.5.2 Γενίκευση των µέτρων αποµάκρυνσης από την Συµµετρία ( )S
 
για ονοµατικές  

µεταβλητές 

  

Σε συνέχεια των ονοµατικών µέτρων Sϕ , Sψ  της προηγούµενης Παραγράφου 6.5.1, οι 

Tomizawa et al. (1998), πρότειναν µια γενίκευση αυτών. Υποθέτουµε ότι { } 0ij jiπ π+ ≥  για κάθε 

i j≠ . 

Α. Μέτρο απόκλισης τύπου power divergence Cressie & Read  

 Ένα γενικευµένο µέτρο που µετρά την απόσταση από την ( )S  για ονοµατικές µεταβλητές, 

µπορεί να ορισθεί ως εξής  

Α1.  ( ) ( ) ( ) { } { }( )*1
;

2 1
S

ij ijS I λ
λ

λ λ λ
π π∗+

Φ =
−

, για 1λ > −  

 όπου ( ) { } { }( ) ( )
*

*
1 1

1
; 1

1

R R
ijS

ij ij ij S
i j ij

j i

I

λ

λ π
π π π

λ λ π

∗
∗ ∗

= =
≠

  
 = −  +    

∑∑  η απόκλιση τύπου power divergence 

Cressie & Read  µεταξύ των δεσµευµένων κατανοµών { }ijπ ∗ και { }* S
ijπ , δοθέντος ότι µια 

παρατήρηση θα πέσει σε ένα από τα µη – διαγώνια κελιά του τετραγωνικού πίνακα για i j≠  και 

λ  µια πραγµατική τιµή που ορίζεται από τον χρήστη [για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά 

µε την απόκλιση  power divergence, βλέπε Cressie & Read (1984) και Read & Cressie (1988)]. 
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B. Μέτρο απόκλισης τύπου Patil & Taillie diversity index  

To γενικευµένο µέτρο ( )
S
λΦ  µπορεί να εκφρασθεί ισοδύναµα και ως 

Β1.  ( ) ( ) ( ) { }( )2
1 ,

2 1
c c

ij ji ij ij ji
i j

S H
λ

λ
λ

λ λ
π π π π∗ ∗

<

 
Φ = + − − 

∑∑ , 1λ > −  

όπου ( ) { }( ) ( ) ( )1 11
, 1c c c c

ij ij ji ij jiH
λ λλ π π π π

λ

+ + = − −  
, ο δείκτης ποικιλότητας ή ανοµοιότητας Patil & 

Taillie (Patil & Taillie diversity index) τάξης λ, για την δεσµευµένη κατανοµή { },c c
ij jiπ π , 

δοθέντων των ζευγών ( ),ij ji , ο οποίος περιλαµβάνει σε ειδικές περιπτώσεις, δηλαδή όταν 0λ =  

και όταν 1λ = , την εντροπία κατά Shannon και τον δείκτη συγκέντρωσης Gini concentration (ή 

αλλιώς τον δείκτη Simpson), αντίστοιχα. Εποµένως για κάθε λ , δοθέντος ότι µια παρατήρηση θα 

πέσει σε ένα από τα µη – διαγώνια κελιά του τετραγωνικού πίνακα, το γενικευµένο µέτρο ( )
S
λΦ  

αναπαριστά τον µέσο όρο του δείκτη ανοµοιότητας ( ) { }( ),c c
ij ij jiH λ π π  [για περισσότερες 

λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη  ποικιλότητας ή ανοµοιότητας (diversity index), βλέπε 

Patil & Taillie (1982), Read & Cressie (1988)].  

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β), 

υπολογίζουµε το γενικευµένο µέτρο απόκλισης τύπου power divergence Cressie &  Read, για 

διάφορες τιµές του λ. 

λ

Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

-0,8 0,009 0,060

-0,6 0,017 0,109

-0,4 0,024 0,149

0 0,035 0,207

1 0,048 0,268

1,4 0,049 0,273

1,6 0,049 0,273

2 0,048 0,268

ΦS
(λ)

       Cressie and Read
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Ερµηνεία 

Παρατηρούµε, ότι για 0λ =  και 1λ = , οι τιµές του γενικευµένου µέτρου ( )
S
λΦ , ταυτίζονται µε 

αυτές των µέτρων Sϕ  ( )Sψ  της παραγράφου 6.5.1. Η ερµηνεία των αποτελεσµάτων, το πεδίο 

ορισµού και το είδος των δεδοµένων είναι τα ίδια. 

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, η ποσότητα ( ) ( )( )ˆ
S Sn λ λΦ −Φ , ασυµπτωτικά ( )n → ∞  

ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  0µ =  και διακύµανση  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2

2

1 1

1ˆ
R R

ij ij

i j
i j

S S
λ λ λσ π δ

δ
= =

≠

 
 

Φ = ∆ Φ 
 
 

∑∑ , για  1λ > −  

όπου ( )
( ) ( ) ( )

( )

1
2 1 2 2 ,  1,  0

2 1
1

log 2 ,  0
log 2

c c c c
ij ji ij ji

ij
c
ij

λ λ λ

λ
λ

π λπ π π λ λ

π λ

  − + − > − ≠   −
∆ = 

 =


    

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

 Η δειγµατική εκτίµηση του γενικευµένου µέτρου ( )
S
λΦ  συµβολίζεται µε ( )ˆ

S
λΦ  και υπολογίζεται 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες πιθανότητες του 

δείγµατος  { }ijp , όπου ij
ij

n
p

n
=  και 

1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Έστω ( )( )2 ˆˆ S
λσ Φ , συµβολίζει την εκτίµηση 

της διακύµανσης ( )( )2
S
λσ Φ  από τις παρατηρήσεις του δείγµατος, τότε η ποσότητα ( )( )ˆˆ S nλσ Φ   

είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού σφάλµατος και το κατά προσέγγιση 

100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρου ( )
S
λΦ  είναι  

 ( ) ( )( )2
ˆ ˆˆaS Sz nλ λσΦ ± Φ             (6.4) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 
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Σχόλια 

Σηµειώνουµε ότι, ( )0
S SϕΦ =  και ( )1

S SψΦ = . ∆ηλαδή τα µέτρα Β1. Sϕ  και Β2. Sψ  που 

περιγράφονται στην παράγραφο 6.5.1, αποτελούν ειδικές περιπτώσεις του γενικευµένου µέτρου  

( )
S
λΦ  τύπου power divergence Cressie & Read,  για 0λ =  και 1λ = . Επίσης, τα µέτρα Γ1. Sϕ  

και Γ2. Sψ , αποτελούν ειδικές περιπτώσεις του γενικευµένου µέτρου  ( )
S
λΦ  τύπου απόκλισης 

Patil & Taillie,  για 0λ =  και 1λ = , αντίστοιχα. Και στις δυο κατηγορίες, για 0λ = , 

υπολογίζουµε το ( )
0

lim Sλ

λ

→
Φ .  Σύµφωνα µε την απόκλιση τύπου power divergence Cressie & Read 

και τύπου Patil & Taillie, το γενικευµένο µέτρο ( )
S
λΦ  αναπαριστά τον βαθµό αποµάκρυνσης από 

την ( )S  και ο βαθµός αυξάνεται καθώς το ( )
S
λΦ  αυξάνεται [για περισσότερες λεπτοµέρειες, 

βλέπε Tomizawa et al. (1998)]. 

 

6.5.3 Μέτρα αποµάκρυνσης από την Συνολική Συµµετρία ( )GS  για διατακτικές 

µεταβλητές 

 

Το µοντέλο ( )S  ( )ij jiπ π=  εφαρµόζεται σε ονοµατικές κατηγορικές µεταβλητές καθώς 

παραµένει αναλλοίωτο, κάτω από τις ίδιες διατάξεις των γραµµών ή στηλών του πίνακα. Στην 

περίπτωση διατακτικών µεταβλητών,  καταλληλότερο είναι το µοντέλο της συνολικής 

συµµετρίας ( ) GS Global Symmetry− , το οποίο δεν παραµένει αναλλοίωτο στις ίδιες 

αναδιατάξεις των γραµµών και των στηλών, καθώς βασίζεται στην διάταξη των κατηγοριών. Ο 

Read (1977) όρισε το µοντέλο ( )GS  ως 

 U Lδ δ=              (6.5) 

όπου ( )   PrU ij

i j

X Yδ π
<

= = <  ∑∑  και ( )   PrL ij

i j

X Yδ π
>

= = >  ∑∑   
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Το µοντέλο αυτό εκφράζει το γεγονός ότι η πιθανότητα µια παρατήρηση να βρεθεί σε ένα από τα 

κελιά του άνω δεξιού τριγώνου του τετραγωνικού πίνακα, είναι ίση µε την πιθανότητα ότι µια 

παρατήρηση θα βρεθεί σε ένα από τα κελιά του κάτω αριστερού τριγώνου. 

Υποθέτουµε ότι 0U Lδ δ+ >  και έστω 

 ( )* Pr |U
U

U L

X Y X Y
δ

δ
δ δ

= = < ≠  +
                     (6.6) 

η δεσµευµένη πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο άνω δεξιό τρίγωνο του 

τετραγωνικού πίνακα, δοθέντος ότι η παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα (ανεξαρτήτου ποιο) από 

τα µη-διαγώνια κελιά του πίνακα, και 

 ( )* Pr |L
L

U L

X Y X Y
δ

δ
δ δ

= = > ≠  +
            (6.7) 

µε * * 1U Lδ δ+ =  

η πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κάτω αριστερό τρίγωνο, δοθέντος ότι η 

παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα (ανεξαρτήτου ποιο) από τα µη-διαγώνια κελιά του πίνακα. 

Σηµειώνουµε ότι οι ανωτέρω µετασχηµατισµοί είναι απαραίτητοι, προκειµένου τα αθροίσµατα 

των πιθανοτήτων των µη διαγώνιων κελιών να αθροίζουν στην µονάδα, καθώς τα µέτρα δεν 

βασίζονται στις πιθανότητες της κεντρικής διαγώνιου. 

 

Α. Μέτρο GSϕ τύπου πληροφορίας  Kullback-Leibler και GSψ  τύπου απόκλισης Pearson 

Ο Tomizawa (1995) εξέτασε δυο ειδών µέτρα, µε την ίδια διατακτική ταξινόµηση γραµµών και 

στηλών, τα οποία εκφράζονται χρησιµοποιώντας την πληροφορία Kullback - Leibler και την 

απόκλιση 2 Pearsonχ − . Τα µέτρα αυτά ορίζονται ως: 

Α1.  { } ( )* * * * * *1 1 1 1
, ; , 1 log log

log 2 2 2 log 2GS U L U U L LIϕ δ δ δ δ δ δ
  = = + +  

  
 

όπου { }
* *

* * * *1 1
, ; , log log

2 2 1 2 1 2
U L

U L U LI
δ δ

δ δ δ δ
   = +  

  
, η πληροφορία Kullback - Leibler µεταξύ των 

δυο κατανοµών { }* *,U Lδ δ  και 
1 1

,
2 2

 
 
 

. 
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Α2.  { } ( )* * * *1 1
, ; , 2 1

2 2GS U L U LDψ δ δ δ δ
  = = + −  

  
 

όπου { }

2 2
* *

* *

1 1
1 1 2 2

, ; ,
2 2 1 2 1 2

U L

U LD
δ δ

δ δ

   − −         = +  
  

,  η απόκλιση 2 Pearsonχ − , µεταξύ των δυο 

κατανοµών { }* *,U Lδ δ  και 
1 1

,
2 2

 
 
 

. 

Σηµειώνουµε ότι * * 1

2U Lδ δ= = , όταν ο πίνακας είναι συνολικά συµµετρικός. Επίσης παρατηρούµε 

ότι στην ακραία περίπτωση, όπου όλες οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται στο άνω τρίγωνο, τότε 

για το µέτρο GSϕ  έχουµε ότι * 1Uδ =  (και * 0Lδ = ), µε 
*

* log log 2
1 2

U
U

δ
δ =  και 1GSϕ = . 

 

Β. Μέτρα τύπου εντροπίας Shannon και δείκτης Gini Concentration 

Τα µέτρα A1, A2, µπορούν περαιτέρω να εκφρασθούν ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας την 

εντροπία Shannon και τον δείκτη Gini Concentration, για την δεσµευµένη κατανοµή { }* *,U Lδ δ , 

ως εξής:  

Β1.  { }( )* *1
1 ,

log 2GS U LHϕ δ δ= − ,  

όπου { }( ) ( ) ( )* * * * * * * *, log logU L U L U U L LH H Hδ δ δ δ δ δ δ δ= + = − −  η εντροπία Shannon µεταξύ των 

κατανοµών { }* *,U Lδ δ . 

Β2.  { }( )* *1 2 ,GS U LCψ δ δ= − ,  

όπου { }( ) ( )* * * 2 *2, 1U L U LC δ δ δ δ= − + , ο δείκτης Gini  Concentration µεταξύ των κατανοµών 

{ }* *,U Lδ δ .  

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini Concentration [βλέπε Haberman, 

(1982)]. Εύκολα διαπιστώνουµε, ότι στην ακραία περίπτωση όπου όλες οι παρατηρήσεις 
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συγκεντρώνονται στο άνω τρίγωνο, τότε για το µέτρο GSϕ , έχουµε ότι { }( )* *, 0U LH δ δ =   και 

0GSϕ = . 

 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 8 8×  πίνακα συνάφειας (σελ.169, Παράδειγµα 6), έχουµε τα 

κάτωθι αποτελέσµατα. Σηµειώνουµε ότι οι 2 διαφορετικοί τύποι υπολογισµού Α1, Β1 του 

µέτρου GSϕ  είναι ισοδύναµοι. Οµοίως, οι τύποι Α2, Β2 για το µέτρο GSψ .  

 

Παράδειγµα 6
1955 1965 1975

Α1. Kullback-Leibler φGS 0,087 0,177 0,159

Α2. Pearson discrepancy ψGS 0,118 0,235 0,212

Β1. Shannon entropy φGS 0,087 0,177 0,159

Β2. Gini concentration ψGS 0,118 0,235 0,212  

 

Ερµηνεία 

Σε έναν πίνακα συνάφειας υπάρχει πλήρης ασυµµετρία, δηλαδή ο βαθµός αποµάκρυνσης από 

την ( )GS  µεγιστοποιείται, υπό την έννοια ότι, όταν 0Uδ = , τότε 0Lδ >  ή όταν 0Lδ = , τότε 

0Uδ > , αν και µόνο αν 1GSϕ =  ( )1GSψ = . Ο τετραγωνικός πίνακας είναι συνολικά συµµετρικός, 

για , 1, 2, ...,i j R=  και i j≠ , αν και µόνο αν 0GSϕ =  ( )0GSψ = . Εποµένως, σύµφωνα µε τα 

αποτελέσµατα για τα έτη 1955, 1965, 1975, το µέτρο GSϕ  εκφράζει ότι ο βαθµός αποµάκρυνσης 

από την συµµετρία είναι 0.087, 0.177 και 0.159. Μπορούµε να πούµε ότι το έτος 1955, το 

επάγγελµα του υιού, σχεδόν ταυτίζεται µε του πατέρα, ενώ κατά τα έτη 1965 και 1975 υπάρχει 

µεγαλύτερη ασυνέπεια. 

Πεδίο Ορισµού 

Τα µέτρα GSϕ  και GSψ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1 . 
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Τα µέτρα GSϕ  και GSψ  είναι κατάλληλα για διατακτικές µεταβλητές, καθώς δεν παραµένουν 

αναλλοίωτα κάτω από τους ίδιες διατάξεις γραµµών ή στηλών του πίνακα.  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, οι ποσότητες ( )ˆGS GSn ϕ ϕ−  και ( )ˆGS GSn ψ ψ− , 

ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0µ =  και διακύµανση 

Α1.  ( )
( ) ( )

2

2
32

log
log 2

U L U
GS

LU L

δ δ δ
σ ϕ

δδ δ

 
=  

+  
 

και  

 Α2.  ( ) ( )
( )

2

2
5

16 U L U L
GS

U L

δ δ δ δ
σ ψ

δ δ

−
=

+
 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Οι δειγµατικές εκτιµήσεις των µέτρων GSϕ  και GSψ  συµβολίζονται µε ˆGSϕ  , ˆGSψ  και 

υπολογίζονται αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες 

πιθανότητες του δείγµατος  { }ijp , όπου ij
ij

n
p

n
=  και 

1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Έστω, ( )2 ˆˆ GSσ ϕ  συµβολίζει 

την εκτίµηση της διακύµανσης ( )2
GSσ ϕ  από τις παρατηρήσεις του δείγµατος, τότε η ποσότητα 

( )ˆˆ GS nσ ϕ  είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού σφάλµατος και το κατά 

προσέγγιση 100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρο GSϕ  είναι 

 ( )2ˆ ˆˆGS a GSz nϕ σ ϕ±            (6.8) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε και το διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέτρο ˆGSψ .  
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Σχόλια 

Σύµφωνα µε την πληροφορία Kullback-Leibler και την ανακολουθία τύπου 2 Pearsonχ − , οι 

ποσότητες GSϕ  ( )GSψ  αναπαριστούν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )GS , υπό την συνθήκη 

ότι µια παρατήρηση θα πέσει σε ένα από τα µη-διαγώνια κελιά του πίνακα και ο βαθµός 

αυξάνεται καθώς οι τιµές των GSϕ  ( )GSψ  αυξάνονται [βλέπε Tomizawa (1995)].  

 

6.5.4 Μέτρα αποµάκρυνσης από την Ψευδοσυµµετρία ( )QS  για ονοµατικές µεταβλητές 

 

Όπως είδαµε στην παράγραφο 6.4.3, το µοντέλο ( )QS  µπορεί να εκφρασθεί ως  

 ijk kjiD D=  για , , 1,2,...,i j k R= ,  

όπου ijk ij jk kiD π π π=  και kji kj ji ikD π π π=  

και σε όρους των τοπικών odds ratio ως  

 ij jiθ θ= , όπου 1, 1

, 1 1,

ij i j
ij

i j i j

π π
θ

π π
+ +

+ +

=  για , 1,..., 1i j R= − . 

Σύµφωνα µε τους Tahata et al. (2001), το µοντέλο της ( )QS  µπορεί να εκφρασθεί ως  

 ijk kjiD D=  για i j k< <            (6.9) 

όπου ijk ij jk kiD π π π=  και kji kj ji ikD π π π=  

και σε όρους των τοπικών odds ratio ως  

 ( ; ) ( ; )i j j k j k i jθ θ< < < <= , i j k< <          (6.10) 

όπου ( ; )
ij jk

i j j k
jj ik

π π
θ

π π< < =  και ( ; )
ji kj

j k i j
ki jj

π π
θ

π π< < =    [βλέπε επίσης Menendez et al. (2005)]. 

Χρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες  ijC
ij

ij ji

π
π

π π
=

+
, δηλαδή την πιθανότητα ότι µια 

παρατήρηση βρίσκεται στο κελί ( ),i j , δοθέντος ότι η παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα από τα 

µη διαγώνια κελιά ( ),i j  ή ( ),j i , για i j≠ , τότε το µοντέλο ( )QS  µπορεί να εκφρασθεί ως  
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 ijk kjiQ Q= , για i j k< <          (6.11) 

όπου C C C
ijk ij jk kiQ π π π=  και C C C

kji kj ji ikQ π π π=  

Οι Tahata et al. (2001), πρότειναν ένα γενικευµένο µέτρο ( )
QS
λΦ , που αναπαριστά τον βαθµό 

αποµάκρυνσης από την ( )QS , για έναν RxR πίνακα µε ονοµατικές µεταβλητές ταξινόµησης, τα 

οποία εκφράζονται χρησιµοποιώντας την απόκλιση τύπου power divergence Cressie & Read και 

τον δείκτη απόκλισης Patil & Taillie. 

Έστω ( )ijk kji
i j k

Q Q
< <

∆ = +∑  και * ijk
ijk

Q
Q =

∆
, * kji

kji

Q
Q =

∆
, ( )* * * *1

2ijk kji ijk kjiC C Q Q= = + , για i j k< <  

 

Α. Μέτρο απόκλισης τύπου power divergence Cressie & Read  

Υποθέτοντας ότι  0ijk kjiQ Q+ ≠ , για i j k< < , ένα γενικευµένο µέτρο που µετρά την απόσταση 

από την ( )QS  για ονοµατικές µεταβλητές, µπορεί να ορισθεί ως εξής 

Α1.  
( ) ( ) { } { }( )( ) 1

;
2 1QS ijk ijkI Q Cλλ
λ

λ λ ∗ ∗+
Φ =

−
, για 1λ > −  

όπου λ  µια πραγµατική τιµή που ορίζεται από τον χρήστη και  όπου 

( ) { } { }( ) ( ) * *

1
; 1 1

1

R
ijk kji

ijk ijk ijk kji
i j k ijk kji

Q Q
I Q C Q Q

C C

λ λ

λ

λ λ

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

< <

           = − + −          +           
∑  η απόκλιση τύπου 

power divergence Cressie & Read  µεταξύ των κατανοµών { }ijkQ∗ και { }ijkC∗ , για i j k< <  ή για 

i j k> > .  

Για 0λ = , υπολογίζουµε το 
( )

0
lim QS

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

  ( ) { } { }( )0(0) 1
;

log(2)QS ijk ijkI Q C∗ ∗Φ = , 

 όπου ( ) { } { }( )0

* *
; log log

R
ijk kji

ijk ijk ijk kji
i j k ijk kji

Q Q
I Q C Q Q

C C

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

< <

    
= +            
∑ . 
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Σηµειώνουµε ότι ( ) { } { }( )0 ;ijk ijkI Q C∗ ∗  είναι η πληροφορία Kullback - Leibler µεταξύ των 

κατανοµών { }ijkQ∗ και { }ijkC∗ , για i j k< <  ή για i j k> > . Επίσης, όταν ισχύει το µοντέλο της 

( )QS  τότε ( ) 0I λ = . 

 

B. Μέτρο απόκλισης τύπου Patil & Taillie diversity index  

Χρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες ijkC
ijk

ijk kji

Q
Q

Q Q
=

+
, kjiC

kji
ijk kji

Q
Q

Q Q
=

+
, για i j k< < , 

τότε το µέτρο µπορεί να εκφρασθεί ως εξής 

Β1.  ( ) ( ) { }( )( ) 2
1 ,

2 1
C C

QS ijk kji ijk ijk kji
i j k

Q Q H Q Q
λ

λλ
λ

λ ∗ ∗

< <

Φ = − +
− ∑ , 1λ > − , 

όπου ( ) { }( ) ( ) ( )1 11
, 1C C C C

ijk ijk kji ijk kjiH Q Q Q Q
λ λλ

λ

+ + = − −  
, ο δείκτης ανοµοιότητας Patil & Taillie τάξης 

λ, για την δεσµευµένη κατανοµή { },C C
ijk kjiQ Q , ο οποίος περιλαµβάνει σε ειδικές περιπτώσεις, 

δηλαδή όταν 0λ =  και όταν 1λ = , την εντροπία κατά Shannon και τον δείκτη Gini 

Concentration, αντίστοιχα. Για 0λ = , υπολογίζουµε το ( )

0
lim QS

λ

λ→
Φ  και έχουµε  

 ( ) ( ) { }( )0(0) 1
1 ,

log(2)
C C

QS ijk kji ijk ijk kji
i j k

Q Q H Q Q∗ ∗

< <

Φ = − +∑ , 

όπου ( ) { }( ) ( ) ( )0 , log logC C C C C C
ijk ijk kji ijk ijk kji kjiH Q Q Q Q Q Q= − − . 

Το γενικευµένο µέτρο ( )
QS
λΦ  αναπαριστά το σταθµισµένο άθροισµα του δείκτη ανοµοιότητας 

( ) { }( ),C C
ijk ijk kjiH Q Qλ .  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης του γενικευµένου µέτρου ( )
QS
λΦ  

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, η ποσότητα ( )( ) ( )ˆ
QS QSn λ λΦ −Φ , ασυµπτωτικά ( )n → ∞  

ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  0µ =  και διακύµανση  

Α1.  ( ) ( ) ( ) ( )2 ( )
2 1 2QS d dλσ π π π ′Φ = Σ  
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όπου π  το 21 R× - διάνυσµα των πιθανοτήτων ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12 13 1, 11 22, ,..., , , ,...,R R RRπ π π π π π π−= , το 

οποίο ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε ( )( )1,N π πΣ   και  

( ) ( )( )1

1
D

n
π π ππ ′Σ = −  ο 2 2R R×  πίνακας, µε ( )D π  τον διαγώνιο πίνακα 

( )

11

22

0 0

0 0

0 0 RR

D

π
π

π

π

=

K

K

M M O M

K

, ( ) ( )
2 QSd λπ π ′= ∂Φ ∂  το 21 R× - διάνυσµα και ( )2d π ′   η 

αντιµετάθεση του διανύσµατος. 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σηµειώνουµε ότι η δειγµατική εκτίµηση του γενικευµένου µέτρου ( )
QS
λΦ  συµβολίζεται µε ( )ˆ

QS
λΦ  

και υπολογίζεται αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες 

πιθανότητες του δείγµατος  { }ijp , όπου ij
ij

n
p

n
=  και 

1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Έστω ( )2 ( )ˆˆ QS
λσ Φ  συµβολίζει 

την εκτίµηση της διακύµανσης ( )2 ( )
QS
λσ Φ  από τις παρατηρήσεις του δείγµατος, τότε η ποσότητα 

( )( )ˆˆ QS nλσ Φ  είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού σφάλµατος και το κατά 

προσέγγιση 100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρου ( )
QS
λΦ  είναι 

 ( )( ) ( )
2

ˆ ˆˆQS a QSz nλ λσΦ ± Φ           (6.12)  

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Ιδιότητες του γενικευµένου µέτρου ( )
QS
λΦ , ονοµατικής ταξινόµησης 

1. Παρατηρώντας ότι ( ) { } { }( ); 0ijk ijkI Q Cλ ∗ ∗ ≥  και ( ) { }( ), 0C C
ijk ijk kjiH Q Qλ ≥ , συµπεραίνουµε ότι 

το γενικευµένο µέτρο ( )
QS
λΦ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 . 

2. Για κάθε 1λ > − , ο τετραγωνικός πίνακας είναι συµµετρικός, για , 1, 2, ...,i j R=  και 

i j≠ , αν και µόνο αν ( ) 0QS
λΦ = . 
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3. Σε έναν πίνακα συνάφειας υπάρχει πλήρης ασυµµετρία, υπο την έννοια ότι  ο βαθµός 

αποµάκρυνσης από την ( )QS  µεγιστοποιείται, δηλαδή όταν 0C
ijkQ =  (οπότε 1C

kjiQ = ) ή 

όταν 0C
kjiQ =  (οπότε 1C

ijkQ = ), για κάθε i j k< < , αν και µόνο αν ( ) 1QS
λΦ = . 

4.  Όταν ( ) 1QS
λΦ =  τότε για κάθε i j k< < , ισχύει ότι 0ij jk kiπ π π =  ή 0ji kj ikπ π π = . 

Εποµένως, για κάθε i j k< < , τουλάχιστον µια από τις πιθανότητες C
ijπ , C

jkπ , C
kiπ  

ισούνται µε 0, ή τουλάχιστον µια από τις πιθανότητες C
jiπ , C

kjπ , C
ikπ  ισούνται µε 0. 

∆ηλαδή για κάθε i j k< < , υπάρχει πλήρης ασυµµετρία, όταν για παράδειγµα 0C
ijπ =  

και 1C
jiπ = , για τουλάχιστον ένα ζεύγος συµµετρικών κελιών, γεγονός που εκφράζει την 

µερική πλήρης ασυµµετρία των πιθανοτήτων των κελιών.         

5. Σε όρους των odds ratio, για ( ) 1QS
λΦ =  αυτό σηµαίνει ότι όταν 0ijkQ =  (οπότε 0kjiQ > ) ή 

όταν 0kjiQ =  (οπότε 0ijkQ > ) και κατ’ επέκταση όταν 0ijkD =  (οπότε 0kjiD > ) ή όταν 

0kjiD =  (οπότε 0ijkD > ), που σηµαίνει ότι 0 ijk kjiD D =  ή  ijk kjiD D = ∞ , για i j k< <  

και υποδεικνύει την πλήρης ασυµµετρία των odds ratio. Υπενθυµίζουµε ότι το µοντέλο 

( )QS  ισχύει όταν ( ; )

( ; )

1i j j k ijk

j k i j kji

D

D

θ

θ
< <

< <

= =  

6. Σύµφωνα µε την απόκλιση τύπου power divergence και τον δείκτη ανοµοιότητας Patil & 

Taillie, το γενικευµένο µέτρο ( )
QS
λΦ  αναπαριστά τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )QS  

και ο βαθµός αυξάνεται καθώς το ( )
QS
λΦ  αυξάνεται. 

 

6.5.5 Μέτρα αποµάκρυνσης από την Οµοιογένεια Περιθωρίου ( )MH  για ονοµατικές 

µεταβλητές 

 

Ο Tomizawa (1995) πρότεινε 4 ειδών µέτρα, που αναπαριστούν τον βαθµό αποµάκρυνσης από 

την ( )MH , για έναν RxR πίνακα µε ονοµατικές µεταβλητές ταξινόµησης. ∆υο από τα 

προτεινόµενα µέτρα είναι συναρτήσεις των περιθώριων πιθανοτήτων { }.iπ  και { }.iπ  και τα άλλα 
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δυο είναι συναρτήσεις των δεσµευµένων περιθώριων κατανοµών { }.
C
iπ  και { }.

C
iπ , δοθέντος οτι 

1 2X X≠  

 

6.5.5.1 Μέτρα που βασίζονται στις αδέσµευτες περιθώριες κατανοµές πιθανότητας 

 

Τα δυο µέτρα MHϕ  και MHψ  χρησιµοποιούνται όταν το µοντέλο περιθώριας οµοιογένειας 

εκφράζεται ως . .i iπ π=  και µετρούν τον βαθµό αποµάκρυνσης των αδέσµευτων περιθώριων 

κατανοµών από την ( )MH . Τα µέτρα αυτά εκφράζονται µέσω των ακόλουθων  Α, Β, Γ 

ισοδύναµων ορισµών. Έστω ότι { }. . 0i iπ π+ > , έχουµε  

 

Α. Μέτρο MHϕ  τύπου πληροφορίας  Kullback-Leibler και MHψ  τύπου απόκλισης Pearson 

Α1.  { } { }( ) { } { }( ). .

1
, ,

2 log 2MH i i i iI Iϕ π π π π∗ ∗ = +
 

,  

όπου ( ). . 2i i iπ π π∗ = +  και { } { }( ). ,i iI π π ∗ , { } { }( ). ,i iI π π ∗  η πληροφορία Kullback-Leibler 

µεταξύ των κατανοµών { }.iπ  και { }iπ
∗  και µεταξύ των κατανοµών { }.iπ  και { }iπ

∗ , αντίστοιχα. 

Υπενθυµίζουµε ότι η πληροφορία Kullback-Leibler µεταξύ δυο κατανοµών πιθανότητας { }ia  και 

{ }ib ,  ορίζεται ως { } { }( ) ( )
1

; log
R

i i i i i

i

I a b a a b
=

=∑ . 

Α2.  { } { }( ) { } { }( ). .

1
, ,

2MH i i i iD Dψ π π π π∗ ∗ = + 
 

όπου ( ). . 2i i iπ π π∗ = +  και { } { }( ). ,i iD π π ∗ , { } { }( ). ,i iD π π ∗  η απόκλιση 2 Pearsonχ −  µεταξύ 

των κατανοµών { }.iπ  και { }iπ
∗  και µεταξύ των κατανοµών { }.iπ  και { }iπ

∗ , αντίστοιχα. 

Υπενθυµίζουµε ότι η απόκλιση 2 Pearsonχ −  µεταξύ δυο κατανοµών πιθανότητας { }ia  και 

{ }ib , ορίζεται ως { } { }( ) ( )2

1

,
R

i i
i i

ii

a b
D a b

b
=

−
=∑ . 
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Το µέτρο MHϕ  εκφράζει στην ουσία το άθροισµα της πληροφορίας Kullback-Leibler µεταξύ των 

κατανοµών { }.iπ  και { }iπ
∗  και αυτής µεταξύ των κατανοµών { }.iπ  και { }iπ

∗ , ενώ το µέτρο MHψ  

εκφράζει το άθροισµα της απόκλισης 2 Pearsonχ − , αντίστοιχα. 

 

B. Μέτρο MHϕ  τύπου εντροπίας του Shannon και MHψ  τύπου Gini Concentration  

Τα προηγούµενα µέτρα µπορούν ισοδύναµα να εκφρασθούν και ως 

B1.  { }( )*
( )

1

1
1

log 2

R

MH i i k i

i

Hϕ π π
=

= − ∑ ,  

όπου ( ). . 2i i iπ π π∗ = +  και 1,2k =  

Β2.  { }( )*
( )

1

1 2
R

MH i i k i

i

Cψ π π
=

= − ∑  

όπου ( )
.

1
. .

i
i

i i

π
π

π π
=

+
, ( )

.
2

. .

i
i

i i

π
π

π π
=

+
, { }( )

2

( ) ( ) ( )

1

logi k i k i k i

k

H π π π
=

= −∑  είναι η εντροπία Shannon 

και { }( )
2

2
( ) ( )

1

1i k i k i

k

C π π
=

= −∑  είναι ο δείκτης συγκέντρωσης Gini (Gini Concentration). 

Το µέτρο MHϕ  αναπαριστά το σταθµισµένο άθροισµα της εντροπίας Shannon, ενώ το µέτρο 

MHψ  αναπαριστά το σταθµισµένο άθροισµα του δείκτη Gini concentration. Για περισσότερες 

λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini Concentration [βλέπε Haberman, (1982)]. 

 

Γ. Μέτρο MHϕ  σταθµισµένης  πληροφορίας  Kullback-Leibler και MHψ  σταθµισµένης 

απόκλισης Pearson 

Γ1.  { }*
( )

1

1 1
;

log 2 2

R

MH i i k i

i

Iϕ π π
=

  =   
  

∑  

όπου { }
2

( )
( ) ( )

1

1
; log

2 1 2
k i

i k i k i

k

I
π

π π
=

    =          
∑  
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Γ2.  { }( )

1

1
;

2

R

MH i i k i

i

Dψ π π∗

=

  =   
  

∑  

όπου { } ( )22
( )

( )

1

1 21
;

2 1 2
k i

i k i

k

D
π

π
=

−   =  
  

∑   

Το µέτρο MHϕ  εκφράζει στην ουσία το σταθµισµένο άθροισµα της πληροφορίας Kullback-

Leibler µεταξύ των δυο κατανοµών ( ) ( ){ }1 2,i iπ π  και 
1 1

,
2 2

 
 
 

, ενώ το µέτρο MHψ  εκφράζει το 

σταθµισµένο άθροισµα της ανακολουθίας 2 Pearsonχ − , αντίστοιχα. Σηµειώνουµε ότι οι 

περιθώριες κατανοµές  ( ) ( ){ }1 2,i iπ π  είναι ταυτόσηµες των 
1 1

,
2 2

 
 
 

 όταν το µοντέλο της ( )MH  

ισχύει. 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β), 

έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. Σηµειώνουµε ότι οι 3 διαφορετικοί τύποι υπολογισµού Α1, Β1, 

Γ1, του µέτρου MHϕ  είναι ισοδύναµοι. Οµοίως, οι τύποι Α2, Β2, Γ2, για το µέτρο MHψ .  

 

Παράδειγµα 5 Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

Α1. Kullback-Leibler φMH 0,003 0,030

Α2. Pearson discrepancy ψMH 0,004 0,040

Β1. Shannon entropy φMH 0,003 0,030

Β2. Gini Concentration ψMH 0,004 0,040

Γ1. Weighted Kullback-Leibler φMH 0,003 0,030

Γ2. Weighted Pearson discrepancy ψMH 0,004 0,040

Note: The results are based on unconditional probabilities  

 

Ερµηνεία 

Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )MH  γίνεται µέγιστος, υπό την έννοια ότι, όταν . 0iπ =  τότε 

. 0iπ >  ή όταν . 0iπ =  τότε . 0iπ > , για όλα τα 1,2,...,i R= , αν και µόνον αν 1MHϕ =   (ή 
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1MHψ = ). Τα µέτρα αυτά χρησιµοποιούνται για να µετρήσουν πόσο οι περιθώριες κατανοµές 

διαφέρουν ή απέχουν από αυτές µε δοµή ( )MH . Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )MH  

αυξάνεται όσο οι τιµές των µέτρων αυξάνονται. Εποµένως σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα, ο 

βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )MH  είναι σχεδόν 0, για όλες τις δηµοσκοπήσεις. 

Πεδίο Ορισµού 

Τα µέτρα MHϕ  και MHψ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1  και υπάρχει δοµή ( )MH  σε έναν 

R R× πίνακα συνάφειας, αν και µόνο αν 0MHϕ =   (ή 0MHψ = ).  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Τα µέτρα MHϕ , MHψ  είναι κατάλληλα για ονοµατικές µεταβλητές, καθώς παραµένουν 

αναλλοίωτα κάτω από τους ίδιες αναδιατάξεις γραµµών και στηλών.  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, οι ποσότητες ( )ˆMH MHn ϕ ϕ−  και ( )ˆMH MHn ψ ψ− , 

ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0µ =  και διακύµανση 

Α1.  ( )2 2 2

1 1

R R

MH ij ij MH

i j

σ ϕ π ω ϕ
= =

= −∑∑   

όπου ( ) ( )( )1 2

1
1 log log

2log 2ij i jω π π= + +   

Β2.  ( )2 2 2

1 1

R R

MH ij ij MH

i j

σ ψ π γ ψ
= =

= −∑∑  

όπου 
( )( )

( )
( )( )

( )
. . . . . . . .

2 2

. . . .

3 31

2
i i i i j j j j

ij

i i j j

π π π π π π π π
γ

π π π π

 − + − + = −
 − − 

. 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)].  
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Σηµειώνουµε, ότι οι εκτιµήσεις των µέτρων MHϕ  και MHψ  συµβολίζονται µε ˆMHϕ  , ˆMHψ  και 

υπολογίζονται αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες 

πιθανότητες του δείγµατος  { }ijp , όπου ij
ij

n
p

n
=  και 

1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . 

Έστω ( )2 ˆˆ MHσ ϕ  συµβολίζει την εκτίµηση της διακύµανσης ( )2
MHσ ϕ  από τις παρατηρήσεις του 

δείγµατος, τότε η ποσότητα ( )ˆˆ MH nσ ϕ  είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού 

σφάλµατος και το κατά προσέγγιση 100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια 

του µέτρου MHϕ  είναι 

 ( )2ˆ ˆˆMH a MHz nϕ σ ϕ±          (6.13) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Κατά τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε και το διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτιµήτρια του µέτρου 

MHψ .  

 

6.5.5.2 Μέτρα που βασίζονται στις δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές πιθανότητας 

 

Τα δυο µέτρα C
MHϕ  και C

MHψ  χρησιµοποιούνται όταν το µοντέλο περιθώριας οµοιογένειας 

εκφράζεται ως  

 . .
C C
i iπ π=            (6.14) 

δηλαδή ( ) ( )1 1 2 2 1 2| |P X i X X P X i X X= ≠ = = ≠ , 

όπου .
.
C i ii
i

π π
π

δ
−

= , .
.
C i ii
i

π π
π

δ
−

= , * . .

2

C C
C i i

i

π π
π

+
=  και ij

i j

δ π
≠

=∑∑ . 

Αυτό σηµαίνει ότι η δεσµευµένη περιθώρια κατανοµή της γραµµής είναι πανοµοιότυπη µε την 

δεσµευµένη περιθώρια κατανοµή της στήλης, δοθέντος ότι µια παρατήρηση θα βρίσκεται σε ένα 

από τα µη διαγώνια κελιά του πίνακα. Αντικαθιστώντας τις πιθανότητες { }.iπ , { }.iπ ,  και { }*iπ  

στους ισοδύναµους Α, Β, ορισµούς της παραγράφου 6.5.1, µε τις δεσµευµένες πιθανότητες 
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{ }.
C
iπ , { }.

C
iπ και { }*C

iπ αντίστοιχα,  προκύπτουν ανάλογα µέτρα συµµετρίας, που αναπαριστούν 

τον βαθµό αποµάκρυνσης των δεσµευµένων περιθώριων κατανοµών από την ( )MH . Έστω ότι 

{ }. . 0C C
i iπ π+ > , τότε έχουµε 

 

Α. Μέτρο C
MHϕ  τύπου πληροφορίας  Kullback-Leibler και C

MHψ  τύπου απόκλισης Pearson 

Α1.  { } { }( ) { } { }( ). .

1
, ,

2 log 2
C C C C C
MH i i i iI Iϕ π π π π∗ ∗ = +

 
 

Α2.  { } { }( ) { } { }( ). .

1
, ,

2
C C C C C
MH i i i iD Dψ π π π π∗ ∗ = + 

 

 

B. Μέτρο C
MHϕ  τύπου εντροπίας του Shannon και C

MHψ  τύπου Gini Concentration  

Τα παραπάνω µέτρα µπορούν ισοδύναµα να εκφρασθούν ως 

Β1.  { }( )*
( )

1

1
1

log 2

R
C C C
MH i i k i

i

Hϕ π π
=

= − ∑  

Β2.  { }( )*
( )

1

1 2
R

C C C
MH i i k i

i

Cψ π π
=

= − ∑  

όπου ( )
.

1
. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
, ( )

.
2

. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
, { }( )

2

( ) ( ) ( )

1

logi k i k i k i

k

H π π π
=

= −∑  είναι η εντροπία 

Shannon και { }( )
2

2
( ) ( )

1

1i k i k i

k

C π π
=

= −∑  είναι ο δείκτης συγκέντρωσης Gini (Gini Concentration). 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini Concentration [βλέπε Haberman, 

(1982)]. 

 

Γ. Μέτρο C
MHϕ  σταθµισµένης  πληροφορίας  Kullback-Leibler και C

MHψ  σταθµισµένης 

απόκλισης Pearson 

Τέλος τα παραπάνω µέτρα µπορούν να δοθούν και στην ισοδύναµη µορφή 
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Γ1.  { }*
( )

1

1 1
;

log 2 2

R
C C C
MH i i k i

i

Iϕ π π
=

  =   
  

∑  

Γ2.  { }*
( )

1

1
;

2

R
C C C
MH i i k i

i

Dψ π π
=

  =   
  

∑  

Σηµειώνουµε ότι   

( )
.

1
. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
 ( )( )1 1 2Pr | ,X i X i X i= = =  και ( )

.
2

. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
 ( )( )2 1 2Pr | ,X i X i X i= = =  

 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β), 

έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. Σηµειώνουµε ότι οι 3 διαφορετικοί τύποι υπολογισµού Α1, Β1, 

Γ1, του µέτρου C
MHϕ  είναι ισοδύναµοι. Οµοίως, οι τύποι Α2, Β2, Γ2, για το µέτρο C

MHψ . 

  

Παράδειγµα 5 Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

Α1. Kullback-Leibler φMH 0,025 0,154

Α2. Pearson discrepancy ψMH 0,034 0,202

Β1. Shannon entropy φMH 0,025 0,154

Β2. Gini Concentration ψMH 0,034 0,202

Γ1. Weighted Kullback-Leibler φMH 0,025 0,154

Γ2. Weighted Pearson discrepancy ψMH 0,034 0,202

Note: The results are based on conditional probabilities  

 

Ερµηνεία 

Αναλύοντας τα αποτελέσµατα παρατηρούµε ότι ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )MH  είναι 

µεγαλύτερος στην δεύτερη δηµοσκόπηση (ΟΚΤ ’71 vs ∆ΕΚ ’73). ∆ηλαδή η περιθώρια 

κατανοµή του ΟΚΤ’ 71 είναι διαφορετική από αυτή του ∆ΕΚ ’73, ενώ είναι ίδια όταν 

συγκρίνουµε τον ΑΥΓ ’71 vs ΟΚΤ ’71.  
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Πεδίο Ορισµού 

Τα µέτρα C
MHϕ  και C

MHψ  κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1  και υπάρχει δοµή ( )MH  σε έναν R R×  

πίνακα συνάφειας, αν και µόνο αν 0C
MHϕ =  (ή 0C

MHψ = ).  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Τα µέτρα C
MHϕ , C

MHψ  είναι κατάλληλα για ονοµατικές µεταβλητές, καθώς παραµένουν 

αναλλοίωτα κάτω από τους ίδιες αναδιατάξεις γραµµών και στηλών.  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης  

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, οι ποσότητες ( )ˆC C
MH MHn ϕ ϕ−  και ( )ˆ C C

MH MHn ψ ψ−   

ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0µ =  και διακύµανση 

Α1.  ( ) ( )22 2
2

1 1

1
R R

C C
MH ij ij MH

i j
i j

σ ϕ π δ ϕ
δ

= =
≠

 
 

= Ω − 
 
 

∑∑   

όπου ( ) ( )( )1 2

1
1 log log

2log 2
C C

ij i jπ πΩ = + +  

Β2.  ( ) ( )22 2
2

1 1

1
R R

C C
MH ij ij MH

i j
i j

σ ψ π δ ψ
δ

= =
≠

 
 

= Γ − 
 
 

∑∑   

όπου 
( )( )

( )
( )( )

( )
. . . . . . . .

2 2

. . . .

3 31

2

C C C C C C C C
i i i i j j j j

ij
C C C C
i i j j

π π π π π π π π

π π π π

 − + − − Γ = −
 − − 

  

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σχόλια 

Όλα τα παραπάνω µέτρα που περιγράψαµε, κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1  ανεξάρτητα από την 

διάσταση R  του πίνακα και το µέγεθος του δείγµατος. Εποµένως, είναι κατάλληλα για την 

σύγκριση µεταξύ διαφόρων πινάκων. Τα µέτρα MHϕ  και MHψ  (Παράγραφος 6.5.5.1) µετρούν τον 

βαθµό που οι µη-δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές, διαφέρουν από αυτές µε δοµή ( )MH , 

λαµβάνοντας υπόψη τις διαγώνιες πιθανότητες. Για παράδειγµα, σε τι βαθµό η περιθώρια 
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κατανοµή της πρώτης δηµοσκόπησης διαφέρει από αυτή της δεύτερης (ή αλλιώς, σε τι βαθµό η 

πιθανότητα ένα υποκείµενο να απαντήσει «Ναι», στην πρώτη δηµοσκόπηση, διαφέρει από το να 

απαντήσει επίσης «Ναι», στην δεύτερη). Τα µέτρα C
MHϕ , C

MHψ  (Παράγραφος 6.5.5.2) µετρούν τον 

βαθµό που οι δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές, διαφέρουν από τις αντίστοιχες δεσµευµένες µε 

δοµή ( )MH , χωρίς να λαµβάνουν υπόψη τις διαγώνιες πιθανότητες. Για παράδειγµα, σε τι 

βαθµό η πιθανότητα ένα υποκείµενο να απαντήσει «Ναι», στην πρώτη δηµοσκόπηση (δοθέντος 

ότι δεν απάντησε «Ναι» στην δεύτερη δηµοσκόπηση), διαφέρει από το να απαντήσει «Ναι», 

στην δεύτερη δηµοσκόπηση (δοθέντος ότι δεν απάντησε «Ναι» στην πρώτη). Από τα 

αποτελέσµατα παρατηρούµε, ότι τα µέτρα που βασίζονται στις δεσµευµένες πιθανότητες, 

δείχνουν εντονότερο βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )MH . Ο αναγνώστης ίσως ενδιαφέρεται 

ποιο από τα µέτρα είναι καταλληλότερο για ένα πίνακα, δηλαδή για το αν θα πρέπει ή όχι να 

λάβει υπόψη του τις διαγώνιες πιθανότητες. Κάτι τέτοιο εξαρτάται, από το ερώτηµα που η 

έρευνα καλείται να απαντήσει, βάσει των παραπάνω εξηγήσεων. Επίσης, είναι δύσκολο να 

απαντήσουµε ποιο από τα µέτρα ϕ  ή ψ  είναι καταλληλότερο για ένα πίνακα. Όπως ο Tomizawa 

(1995) προτείνει, ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )MH , θα πρέπει να περιγράφεται σε όρους 

και των δυο τιµών. Επίσης, οι εκτιµήσεις του βαθµού αποµάκρυνσης από την ( )MH , θα πρέπει 

να εξετάζονται σε όρους ενός κατά προσέγγιση διαστήµατος εµπιστοσύνης για κάθε µέτρο, παρά 

βασιζόµενοι µόνο στις τιµές των µέτρων. Τα µέτρα MHϕ  και  C
MHϕ   (ή MHψ  και C

MHψ ) δεν είναι 

ισοδύναµα. Τέλος, στην περίπτωση ενός  2 2×  πίνακα τα µέτρα MHϕ  και C
MHϕ  είναι ισοδύναµα 

µε το µέτρο Sϕ  (αποµάκρυνσης από την συµµετρία), που εξετάστηκε στην παράγραφο 6.5.1.  

 

6.5.6 Γενίκευση των µέτρων αποµάκρυνσης από την ( )MH  για ονοµατικές µεταβλητές 

  

Σε συνέχεια των ονοµατικών µέτρων MHϕ  ( )MHψ  και C
MHϕ  ( )C

MHψ , της προηγούµενης 

παραγράφου 6.5.5, οι Tomizawa & Makii (2001), πρότειναν µια γενίκευση αυτών. Το 

προτεινόµενο µέτρο εκφράζεται µέσω του µέσου όρου της απόκλισης τύπου power divergence  

των Cressie & Read (1984) και σε ειδικές περιπτώσεις του, εµπεριέχει τα ονοµατικά µέτρα MHϕ  



  

 129 

( )MHψ . Επίσης, αντικαθιστώντας τις πιθανότητες { }.iπ , { }.iπ , µε τις δεσµευµένες πιθανότητες 

{ }.
C
iπ , { }.

C
iπ , τότε σε ειδικές περιπτώσεις του εµπεριέχει τα ονοµατικά µέτρα C

MHϕ  ( )C
MHψ . Το 

µέτρο είναι χρήσιµο για την σύγκριση του βαθµού της αποµάκρυνσης από την ( )MH  µεταξύ 

αρκετών πινάκων. 

 

6.5.6.1 Γενικευµένο µέτρο ( )
MH
λΦ   

 

Υποθέτοντας ότι  { }. . 0i iπ π+ ≠ , για έναν RxR πίνακα µε ονοµατικές κατηγορίες, το 

γενικευµένο  µέτρο ( )
MH
λΦ  που µετρά τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )MH , δίνεται ως 

ακολούθως 

Α1.  { }( )( ) *
1( ) 2( )

1

( 1) 1 1
, ; ,

2 1 2 2

R

MH i i i i

i

I
λλ

λ

λ λ
π π π

=

+   Φ =   −   
∑ , για 1λ ≥ −  

 όπου  * . .

2
i i

i

π π
π

+
= , .

1( )
. .

i
i

i i

π
π

π π
=

+
, .

2( )
. .

i
i

i i

π
π

π π
=

+
  

και { }
( ) 1 1 1

, ; , 1 1
2 2 ( 1) 1 2 1 2i

a b
I a b a b

λ
λ λ

λ λ

               = − + −          +               
, 1a b+ =  

Για 0λ =  παίρνουµε ( )

0
lim MH

λ

λ→
Φ  και εποµένως 

 { }
(0) 1 1

, ; , log log
2 2 1 2 1 2i

a b
I a b a b

      = +      
      

 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β), 

έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. 
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λ Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

-0,8 0,001 0,008

-0,6 0,001 0,012

-0,4 0,002 0,021

0 0,003 0,030

1 0,004 0,040

1,4 0,004 0,041

1,6 0,004 0,041

2 0,004 0,040

ΦΜΗ
(λ)

       Cressie and Read

 

 

Ερµηνεία 

Η ερµηνεία των αποτελεσµάτων είναι παρόµοια µε τα µέτρα της παραγράφου 6.5.5. 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση που 0λ =  και 1λ = , τα µέτρα  ( )
MH
λΦ , ( )C

MH
λΦ , είναι στην 

ουσία τα µέτρα αποµάκρυνσης από την ( )MH , που εξετάστηκαν από τον Tomizawa (1995) και 

περιγράφονται στην προηγούµενη παράγραφο 6.5.5. 

 

6.5.6.2 Γενικευµένο µέτρο ( )C
MH

λΦ  

 

Επίσης, υποθέτοντας ότι  { }. . 0C C
i iπ π+ ≠ , το γενικευµένο  µέτρο ( )C

MH
λΦ  αποµάκρυνσης από την 

ΜΗ, αντικαθιστώντας τις πιθανότητες  { }. .,i iπ π , µε τις αντίστοιχες δεσµευµένες { }. .,C C
i iπ π δίνεται 

ως ακολούθως 

Α1.  { }( )( ) *
1( ) 2( )

1

( 1) 1 1
, ; ,

2 1 2 2

R
C C C C
MH i i i i

i

I
λλ

λ

λ λ
π π π

=

+   Φ =   −   
∑ , για 1λ ≥ −  

όπου .
.
C i ii
i

π π
π

δ
−

= , .
.
C i ii
i

π π
π

δ
−

=  οι δεσµευµένες πιθανότητες, µε .
1( )

. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
, 

.
2( )

. .

C
C i

i C C
i i

π
π

π π
=

+
, * . .

2

C C
C i i
i

π π
π

+
=  και ij

i j

δ π
≠

=∑∑ . Για 0λ =  παίρνουµε ( )

0
lim C

MH
λ

λ→
Φ .  



  

 131 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 3 3×   πίνακα συνάφειας (σελ. 168, Παράδειγµα 5α και 5β), 

έχουµε τα κάτωθι αποτελέσµατα. 

λ Παράδειγµα 5α  (ΑΥΓ vs ΟΚΤ 1971) Παράδειγµα 5β (ΟΚΤ '71 vs ∆ΕΚ '73)

-0,8 0,007 0,044

-0,6 0,010 0,067

-0,4 0,017 0,110

0 0,025 0,154

1 0,034 0,202

1,4 0,035 0,205

1,6 0,035 0,205

2 0,034 0,202

Φ
c
ΜΗ

(λ)
       Cressie and Read

 

Ερµηνεία 

Παρόµοια µε τα αποτελέσµατα της παραγράφου 6.5.5, παρατηρούµε ότι τα µέτρα που 

βασίζονται στις δεσµευµένες πιθανότητες, δείχνουν εντονότερο βαθµό αποµάκρυνσης από την 

( )MH  και ο βαθµός αυτός είναι µεγαλύτερος, συγκρίνοντας την 2η και 3η δηµοσκόπηση, σε 

σχέση µε την 1η και 2η. 

 

6.5.7 Μέτρα αποµάκρυνσης από την Οµοιογένεια Περιθωρίου ( )MH  για διατακτικές 

µεταβλητές 

 

Στην περίπτωση διατακτικών µεταβλητών, όπου µπορούµε να αξιοποιήσουµε την 

πληροφορίας της διάταξης, ενδιαφερόµαστε για ένα µέτρο, το οποίο εξαρτάται από την διάταξη 

των κατηγοριών των µεταβλητών. Το προτεινόµενο µέτρο [βλέπε Tomizawa et al. (2003)] είναι 

συνάρτηση των αθροιστικών πιθανοτήτων { }1( )iG  και { }2( )iG  (αντί των  { }.iπ  και { }.iπ  ή των 

{ }.
C
iπ  και { }.

C
iπ ),  καθώς οι αθροιστικές πιθανότητες { }1( )iG  και { }2( )iG  ορίζονται µόνο για 

διατακτικές µεταβλητές.  

Έστω, 1( )

1 1

i R

i st

s t i

G π
= = +

=∑∑  ( )Pr , 1X i Y i= ≤ ≥ +    και 2( )

1 1

R i

i st

s i t

G π
= + =

=∑∑  ( )Pr 1,X i Y i= ≥ + ≤    
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για 1, 2, ..., 1i R= − . Εξετάζοντας την διαφορά µεταξύ των αθροιστικών (cumalative) περιθώριων 

πιθανοτήτων, { }X Y
i iF F− , για 1, 2, ..., 1i R= − , όπου ( )X

iF P X i= ≤ και ( )Y
iF P Y i= ≤ , το  

µοντέλο οµοιογένειας περιθωρίου ( )MH  µπορεί να εκφραστεί ως 1( ) 2( )i iG G= . 

Έστω ( )
1

1( ) 2( )

1

R

i i

i

G G
−

=

∆ = +∑ και 1( )*
1( )

i
i

G
G =

∆
, 2( )*

2( )
i

i

G
G =

∆
, ( )* * *

1( ) 2( )

1

2i i iQ G G= + , για 

1, 2, ..., 1i R= − . Σηµειώνουµε ότι όταν ισχύει το µοντέλο της ( )MH  τότε { }* * *
1( ) 2( )i i iG G Q= =  

καθώς και ότι ( )
1

* *
1( ) 2( )

1

1
R

i i

i

G G
−

=

+ =∑  και ( )
1

*

1

2 1
R

i

i

Q
−

=

=∑ . 

 

6.5.7.1 Γενικευµένο µέτρο ( )
MH
λΓ  που βασίζεται στις αδέσµευτες περιθώριες κατανοµές 

πιθανότητας 

 

Υποθέτοντας ότι  { }1( ) 2( ) 0i iG G+ ≠  για 1,2,..., 1i R= −  θα εξετάσουµε ένα γενικευµένο µέτρο 

που ορίζεται ως 

A1.  { } { }( )( ) ( ) * * * *
1( ) 2( )

( 1)
, ; ,

2 1MH i i i iI G G Q Qλ λ
λ

λ λ +
Γ =

−
 για 1λ > −  

όπου { } { }( )
1 * *

1( ) 2( )( ) * * * * * *
1( ) 2( ) 1( ) 2( )* *

1

1
, ; , 1 1

( 1)

R
i i

i i i i i i
i ii

G G
I G G Q Q G G

Q Q

λ λ

λ

λ λ

−

=

           = − + −          +           
∑ . 

Για την τιµή 0λ = , έχουµε το ( )

0
lim MH

λ

λ→
Γ  και κατά συνέπεια 

 { } { }( )(0) (0) * * * *
1( ) 2( )

1
, ; ,

log 2MH i i i iI G G Q QΓ = , όπου 
1 * *

1( ) 2( )(0) * *
1( ) 2( )* *

1

log log
R

i i
i i

i ii

G G
I G G

Q Q

−

=

 
= + 

  
∑ . 

Σηµειώνουµε ότι το { } { }( )( ) * * * *
1( ) 2( ), ; ,i i i iI G G Q Qλ  είναι η απόκλιση τύπου power-divergence 

Cressie & Read (1984), ανάµεσα στις ποσότητες { }* *
1( ) 2( ),i iG G  και { }* *,i iQ Q  για 1,2,..., 1i R= − . 

Ειδικότερα η ποσότητα { }(0)I , είναι η πληροφορία Kullback-Leibler, ενώ η ποσότητα { }(1)I  



  

 133 

είναι η απόκλιση 2 Pearsonχ −  µεταξύ τους. Όταν { } { }( )( ) * * * *
1( ) 2( ), ; , 0i i i iI G G Q Qλ =  τότε ισχύει το 

µοντέλο της ( )MH . 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 8 8×   πίνακα συνάφειας (σελ.169, Παράδειγµα 6), έχουµε τα 

κάτωθι αποτελέσµατα. 

 

λ 1955 1965 1975

-0,8 0,047 0,104 0,103

-0,6 0,086 0,182 0,180

-0,4 0,118 0,241 0,237

0 0,165 0,319 0,312

1 0,216 0,392 0,382

1,4 0,221 0,397 0,387

1,6 0,220 0,397 0,386

2 0,216 0,392 0,382

2 0,216 0,392 0,382

Γ
(λ)

MH
 
 Cressie & Read (power divergence)

 

 

Ερµηνεία 

Το µοντέλο οµοιογένειας περιθωρίου ( )MH  για διατακτικές µεταβλητές, όπως είδαµε, 

εκφράζεται ως 1( ) 2( )i iG G= . Αυτό σηµαίνει ότι η αθροιστική πιθανότητα µια παρατήρηση να 

βρίσκεται στην i −  κατηγορία της µεταβλητής γραµµή ή χαµηλότερα και στην  1i +  κατηγορία 

της µεταβλητής στήλης ή υψηλότερα, ισούται µε την αθροιστική πιθανότητα µια παρατήρηση να 

βρίσκεται στην i −  κατηγορία της µεταβλητής στήλης ή χαµηλότερα και στην  1i +  κατηγορία 

της µεταβλητής γραµµής ή υψηλότερα. Υπό αυτή την έννοια, τα αποτελέσµατα του µέτρου, για 

διάφορες τιµές του λ , εκφράζουν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )MH , ως προς την 

µέγιστη αποµάκρυνση, της οποίας ο βαθµός ισούται µε 1. Εποµένως, τα αποτελέσµατα 

( )
(1)

1955 0.216MHΓ = ,   ( )
(1)

1965 0.392MHΓ =  και ( )
(1)

1975 0.382MHΓ = , εκφράζουν ότι για το 1955, τα 

δεδοµένα πετυχαίνουν το 21.6% του βαθµού της µέγιστης αποµάκρυνσης, για το 1965 το 39.2% 
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και για το 1975 το 38.2%. Εποµένως, το επάγγελµα του υιού διαφοροποιείται εντονότερα κατά 

τα έτη 1965, 1975.   

Πεδίο Ορισµού 

Το γενικευµένο µέτρο ( )
MH
λΓ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  και υπάρχει δοµή ( )MH  σε έναν 

R R× πίνακα συνάφειας, αν και µόνο αν ( ) 0MH
λΓ = .  

Επίπεδο ∆εδοµένων 

Το γενικευµένο µέτρο ( )
MH
λΓ  εξαρτάται από την διάταξη των κατηγοριών των µεταβλητών και δεν 

παραµένει αναλλοίωτο κάτω από τους ίδιες αναδιατάξεις γραµµών και στηλών, εκτός από την 

αντίστροφη διάταξη. Σηµειώνουµε ότι οι αθροιστικές πιθανότητες { }1( )iG και { }2( )iG  δεν 

ορίζονται για ονοµατικές µεταβλητές. 

 

6.5.7.2 Γενικευµένο µέτρο ( )C
MH

λΓ  που βασίζεται στις δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές 

πιθανότητας 

 

Έστω 1( )
1( )

1( ) 2( )

iC
i

i i

G
G

G G
=

+
 και 2( )

2( )
1( ) 2( )

iC
i

i i

G
G

G G
=

+
 για 1,2,..., 1i R= − . Οι ποσότητες αυτές είναι οι 

δεσµευµένες αθροιστικές πιθανότητες. Για παράδειγµα, 

1( ) Pr( | , 1)C
iG X i X i Y i= ≤ ≤ ≥ +  (ή 1( ) Pr( | , 1)C

iG X i Y i X i= ≤ ≤ ≥ + )  

2( ) Pr( | , 1)C
iG Y i X i Y i= ≤ ≤ ≥ +  (ή 2( ) Pr( | , 1)C

iG Y i Y i X i= ≤ ≤ ≥ + )  

Επιπλέον, { }1( ) 2( ) 1C C
i iG G+ =  και το µοντέλο της ( )MH  µπορεί να εκφραστεί ως 

1( ) 2( )

1

2
C C

i iG G  = =  
 

 για 1,2,..., 1i R= − . ∆ηλαδή, η δεσµευµένη πιθανότητα ότι η µεταβλητή X  

βρίσκεται στην  i  κατηγορία ή µικρότερη της i , δοθέντος ότι µια από τις µεταβλητές  X ,Y  

είναι στην i  κατηγορία ή µικρότερη της i  και η άλλη µεταβλητή είναι στην 1i +  κατηγορία ή 

µεγαλύτερη της 1i + , ισούται µε την δεσµευµένη πιθανότητα ότι η µεταβλητή Y  είναι στην  i  

κατηγορία ή µικρότερη της i , δοθείσης της ίδιας δέσµευσης. 
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Χρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες 1( )
C

iG  και 2( )
C

iG , το γενικευµένο µέτρο  ( )
MH
λΓ  

µπορεί ισοδύναµα να εκφρασθεί ως 

A1.  ( ) { }( )
1

( ) * *
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1

( 1) 1 1
, ; ,

2 1 2 2

R
C C C
MH i i i i i

i

G G I G G
λλ

λ

λ λ −

=

+   Γ = +   −   
∑  για 1λ > − ,  

όπου { }( ) 1( ) 2( )
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1 1 1
, ; , 1 1

2 2 ( 1) 1 2 1 2

C C
i iC C C C

i i i i i

G G
I G G G G

λ

λ λ

λ λ

               = − + −              +             

 

Για την τιµή 0λ =  έχουµε το ( )

0
lim C

MH
λ

λ→
Γ και κατά συνέπεια 

 ( ) { }
1

(0) * * (0)
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1

1 1 1
, ; ,

log 2 2 2

R
C C C
MH i i i i i

i

G G I G G
−

=

  Γ = +   
  

∑ ,  

όπου 1( ) 2( )(0)
1( ) 2( )log log

1 2 1 2

C C
i iC C

i i i

G G
I G G= + . 

Εποµένως, το ( )C
MH

λΓ  αναπαριστά στην ουσία, το σταθµισµένο άθροισµα της power-divergence 

{ }( )
1( ) 2( )

1 1
, ; ,

2 2
C C

i i iI G Gλ   
  
  

. Σηµειώνουµε ότι η ποσότητα { }( )
1( ) 2( )

1 1
, ; ,

2 2
C C

i i iI G Gλ   
  
  

 δείχνει 

(εξηγεί) πόσο µακριά βρίσκονται οι δεσµευµένες κατανοµές { }1( ) 2( ),C C
i iG G , από τις αντίστοιχες, 

που έχουν όµως µια δοµή οµοιογένειας περιθωρίου ( )MH , για παράδειγµα από τις 
1 1

,
2 2

 
 
 

. 

Επιπλέον το  ( )C
MH

λΓ  µπορεί να εκφραστεί µέσω του δείκτη Patil & Taillie (1982), ως  

 ( ) { }( )
1

( ) * * ( )
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1

2
1 ,

2 1

R
C C C
MH i i i i i

i

G G G G
λ

λ λ
λ

λ −

=

Γ = − + Η
− ∑  για 1λ > − , 

όπου { }( ) ( ) ( )1 1( )
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1
, 1C C C C

i i i i iG G G G
λ λλ

λ

+ + Η = − −  
. 

Για την τιµή 0λ =  έχουµε ( )

0
lim C

MH
λ

λ→
Γ  και κατά συνέπεια 

 ( ) { }( )
1

(0) * * (0)
1( ) 2( ) 1( ) 2( )

1

1
1 ,

log 2

R
C C C
MH i i i i i

i

G G G G
−

=

Γ = − + Η∑ ,  



  

 136 

όπου { }( )(0)
1( ) 2( ) 1( ) 1( ) 2( ) 2( ), log logC C C C C C

i i i i i i iG G G G G GΗ = − − . 

Σηµειώνουµε ότι η ποσότητα { }( )( )
1( ) 2( ),C C

i i iG GλΗ  είναι ο δείκτης Patil & Taillie’s diversity index 

λ  - τάξης, για την ποσότητα { }1( ) 2( ),C C
i iG G , ο οποίος περιλαµβάνει την εντροπία Shannon (όταν 

0λ = ) και τον δείκτη Gini concentration (όταν 1λ = ). Το µέτρο ( )C
MH

λΓ  αναπαριστά στην ουσία 

το σταθµισµένο άθροισµα του  diversity index { }( )( )
1( ) 2( ),C C

i i iG GλΗ . Για περισσότερες 

λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini Concentration [βλέπε Haberman, (1982)]. 

Παράδειγµα 

Τα αποτελέσµατα είναι ισοδύναµα µε αυτά της προηγούµενης παραγράφου 6.5.7.1 

Πεδίο Ορισµού 

Το γενικευµένο µέτρο ( )C
MH

λΓ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  και υπάρχει δοµή ( )MH  σε έναν 

R R× πίνακα συνάφειας, αν και µόνο αν ( ) 0C
MH

λΓ = .  

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα η ποσότητα  ( ){ }( ) ( )ˆ C C
MH MHn λ λΓ −Γ , ακολουθεί 

ασυµπτωµατικά την κανονική κατανοµή (όσο n→∞ ), µε µέση τιµή 0µ =  και διακύµανση 

 ( ) ( )
1

2 22 ( ) ( ) ( )
2

1 1

1
R R

C
MH st st ts ts

s t s

p w p vλ λ λσ
−

= = +

  Γ = +    ∆ ∑∑ ,  

όπου για 1λ > − , 0λ ≠   

( ) ( ) ( )( ){ } ( )
( ) ( )1

( )
1( ) 1( ) 2( ) 2( )

2 1 12

2 1 2

t
MHC C C C

st i i i i

i s

w G G G G t s
λ λλ λ λ λλ

λ λλ
−

=

 − Γ +
 = + − − −

−   
∑  

 

( ) ( ) ( )( ){ } ( )
( ) ( )1

( )
2( ) 2( ) 1( ) 1( )

2 1 12

2 1 2

t
MHC C C C

ts i i i i

i s

v G G G G t s
λ λλ λ λ λλ

λ λλ
−

=

 − Γ +
 = + − − −

−   
∑  

και για 0λ =   

( )( )
1

(0) (0)
1( )

1
log 1 log 2

log 2

t
C

st i MH

i s

w G t s
−

=

 
= − − Γ − 

  
∑  
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( ) ( )
1

(0) (0)
2( )

1
log 1 log 2

log 2

t
C

st i MH

i s

v G t s
−

=

 
= − − Γ − 

  
∑ . 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σηµειώνουµε ότι η ασυµπτωµατική κατανοµή της ποσότητας ( ){ }( ) ( )ˆ C C
MH MHn λ λΓ −Γ , δεν µπορεί 

να εφαρµοστεί όταν ( ) 0C
MH

λΓ =  και ( ) 1C
MH

λΓ = , διότι τότε 2 ( ) 0C
MH

λσ  Γ =  . 

Η εκτίµηση της διακύµανσης συµβολίζεται µε 2 ( )ˆˆ C
MH

λσ  Γ   και υπολογίζεται από την ποσότητα 

2 ( )C
MH

λσ  Γ  , αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις δειγµατικές 

πιθανότητες  { }ijp . Η ποσότητα ( )ˆˆ C
MH nλσ  Γ   είναι µια κατά προσέγγιση εκτίµηση του 

τυπικού σφάλµατος της εκτιµήτριας του µέτρου ( )C
MH

λΓ  και το κατά προσέγγιση 100% (1 )a× −  

διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέτρο ( )C
MH

λΓ  είναι 

 ( ) ( )
/2

ˆ ˆˆC C
MH a MHz nλ λσ  Γ ± Γ           (6.15) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Σχόλια 

Τα µέτρα ( )
MH
λΓ  και ( )C

MH
λΓ  είναι ισοδύναµα. Υπάρχει δοµή οµοιογένειας περιθωρίου ( )MH  σε 

έναν RxR πίνακα, για παράδειγµα, όταν X Y
i iF F=  και κατά συνέπεια 1( ) 2( )i iG G=  

1( ) 2( )

1

2
c c

i iG G
 = = 
 

, για όλα τα 1,2,..., 1i R= − ), αν και µόνον αν  ( ) 0MH
λΓ = . Ο βαθµός 

αποµάκρυνσης από την ( )MH  είναι ο µέγιστος, (µε την έννοια ότι για 1( ) 0c
iG =  (τότε 2( ) 1c

iG = ) ή 

για 2( ) 0c
iG =  τότε ( 1( ) 1c

iG = ) για όλα 1,2,..., 1i R= − ), αν και µόνο αν ( ) 1λ
ΜΓ = . ∆ηλαδή, η 

δεσµευµένη πιθανότητα ότι η µεταβλητή X  είναι στην  i  κατηγορία ή µικρότερη της i , 

δοθέντος ότι µια από τις µεταβλητές  X ,Y  είναι στην i  κατηγορία ή µικρότερη της i  και η 

άλλη µεταβλητή είναι στην 1i +  κατηγορία ή µεγαλύτερη της 1i + , ισούται µε 0 ή 1 για όλα τα 

1,2,..., 1i R= − . 
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6.6 Ορισµοί των µοντέλων Ασυµµετρίας για πίνακες συνάφειας 

  

Στην παράγραφο 6.4 αναφερθήκαµε στο µοντέλο συµµετρίας ( )−S Symmetry και στα 

µοντέλα άλλης δοµής, όπως αυτό της ψευδοσυµµετρίας ( )  QS Quasi Symmetry−  και της 

περιθώριας οµοιογένειας ( ) arg   MH M inal Homogeneity− . Στην παράγραφο 6.5 παρουσιάσαµε 

τα κυριότερα µέτρα συµµετρίας για ονοµατικές και διατακτικές µεταβλητές, που υιοθετούνται 

για να µετρήσουν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )S , την ( )QS  και την ( )MH , όταν το 

µοντέλο της συµµετρίας δεν ισχύει.     

Στην παράγραφο αυτή, θα εξετάσουµε κάποιους ιδιαίτερους τύπους ασυµµετρίας, για 

διατακτικές µεταβλητές, που περιγράφονται από το µοντέλο της δεσµευµένης συµµετρίας 

( )  CS Conditional Symmetry− , το οποίο προτάθηκε από τον McCullagh (1978) ή ισοδύναµα της 

τριγωνικής συµµετρίας ( )  TS Triangular Symmetry− , το οποίο προτάθηκε από τον Goodman 

(1979) και από το µοντέλο της διαγώνιας συµµετρίας ( )  DS Diagonal Symmetry−  ή 

( )    DPS Diagonal Parameter Symmetry− , που επίσης προτάθηκε από τον Goodman (1979). 

Επιπλέον, θα παρουσιάσουµε τα κυριότερα µέτρα ασυµµετρίας, που χρησιµοποιούνται για να 

µετρήσουν τον βαθµό αποµάκρυνσης από τα µοντέλα ( )CS , ( )DS  και ( )TS . Τα µοντέλα αυτά 

βασίζονται στην διάταξη των µεταβλητών και εποµένως τα προτεινόµενα µέτρα 

χρησιµοποιούνται για για διατακτικές µεταβλητές. 

Αξίζει να σηµειώσουµε, ότι ο Read (1977) αναφέρθηκε στο µοντέλο ( )CS , ως το µοντέλο 

αναλογικής συµµετρίας και το οποίο είναι ισοδύναµο µε ένα λογαριθµο γραµµικό µοντέλο που 

εξετάζεται από τον Bishop et al. (1975. Επίσης, ο McCullagh (1978), εξέτασε το γενικευµένο 

µοντέλο παλίνδροµης συµµετρίας ( )    GPS Generilized Palindromic Symmetry− , το οποίο 

εµπεριέχει το µοντέλο ( )CS , ως ειδική περίπτωση. Ο Tomizawa (1989b) εξέτασε το 

τροποποιηµένο µοντέλο περιθώριας οµοιογένειας ( )  arg   MMH Modified M inal Homogeneity− , 

δίνοντας την διάσπαση του µοντέλου ( )CS , στα µοντέλα ( )GPS  και ( )MMH . 
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6.6.1 Μοντέλο ∆εσµευµένης Συµµετρίας ( )  −CS Conditional Symmetry 

 

Το µοντέλο ( )CS  προτάθηκε από τον Goodman (1979) και  εξετάζεται όταν οι µεταβλητές 

ταξινόµησης είναι διατακτικές και το µοντέλο ( )S  δεν ισχύει. Είναι ιδιαίτερα απλό, απλούστερο 

του µοντέλου ( )S  και χαίρει εύκολης και άµεσης ερµηνείας. 

Ορίζεται ως  

 P( , | ) P( , | )X i Y j X Y X j Y i X Y= = > = = = < , για i j>                   ( )1CS   

και µπορεί να εκφρασθεί  µέσω της σχέσης 

 ij jiπ δπ=  για , 1,...,i j R= , i j>  και Rδ +∈      ( )2CS  

Το µοντέλο αυτό υποθέτει ότι οι πιθανότητες των κελιών δεν είναι συµµετρικές, αλλά µιας 

σταθερής αναλογίας. Για παράδειγµα, στα πλαίσια της συµφωνίας βαθµολογητών, αυτό θα 

σήµαινε ότι ο ένας βαθµολογητής είναι σταθερά περισσότερο ή λιγότερο αυστηρός από τον 

άλλο, ανάλογα µε το αν η σταθερά c είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη του 1. 

Επίσης, το µοντέλο ( )CS  έχει ισοδύναµα ορισθεί από τον McCullagh (1978) ως εξής 

 
              

                 

ij

ij

ij

i j

i j

ψ
π

ψ

 ∆ < 
=  

≥  
, όπου ij jiψ ψ=     ( )3CS  

Ειδική περίπτωση για 1∆ = , είναι το γνωστό µοντέλο συµµετρίας ( )S , της παραγράφου 6.4.1. 

Οι Tomizawa et al. (1999) εξέφρασαν το ανωτέρω µοντέλο ως 

 ij

ji

π

π
= ∆  για i j<        ( )4CS  

 

6.6.2 Μοντέλο Τριγωνικής Συµµετρίας ( )  −TS Triangular Symmetry  

 

Eναλλακτικά, το µοντέλο ( )CS  έχει ισοδύναµα εκφρασθεί από τον Goodman (1979) ως  
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( )

              

2      

S
ij

ij S
ij

i j

i j

τπ
π

τ π

 > 
=  

− <  
                             ( )1TS  

όπου ( )0,2τ ∈  και  S
ijπ  οι πιθανότητες των κελιών σε συνθήκες πλήρης συµµετρίας µε  

( ) 2S
ij ij jiπ π π= + . Ο Goodman θεώρησε το µοντέλο ( )CS  σαν ένα µοντέλο που αποµακρύνεται 

από την συµµετρία και το ονόµασε µοντέλο τριγωνικής συµµετρίας ( )TS  για ευνόητους λόγους. 

Σύµφωνα µε το µοντέλο ( )TS , όλα τα µη-διαγώνια κελιά του κάτω τριγώνου ενός τετραγωνικού 

πίνακα, είναι σταθερά µικρότερα (ή µεγαλύτερα) συγκρινόµενα µε τα άνω συµµετρικά κελιά 

τους (άνω τρίγωνο), χωρίς να εξετάζουµε την απόσταση ανάµεσα στις  κατηγορίες  γραµµής και 

στήλης των ζευγών των συµµετρικών κελιών.  

 

6.6.3 Μοντέλο ∆ιαγώνιας Συµµετρίας ( )  −DS Diagonal Symmetry 

 

Στην περίπτωση διατακτικών µεταβλητών ταξινόµησης και καθώς στα πλαίσια αυτά, οι 

µεταβλητές ταξινόµησης του πίνακα είναι ανάλογου µέτρου, έχει νόηµα να εξετάσουµε ένα 

µοντέλο που είναι ευαίσθητο στην απόσταση µεταξύ των κατηγοριών από την κύρια διαγώνιο. 

To µοντέλο διαγώνιας συµµετρίας ( )DS , το οποίο προτάθηκε από τον Goodman (1979), έχει 

αυτή την ευαισθησία και ορίζεται ως 

 ij t jiπ δ π= , για , 1,...,i j R= , i j>  και  t i j= −                              ( )1DS  

Συνεπώς τα tδ  εξαρτώνται µόνο από την διαφορά t i j= − , δηλαδή την απόσταση από την 

κύρια διαγώνιο. Σηµειώνουµε ότι τα tδ  µπορούν να θεωρηθούν σαν τα odds ότι µια παρατήρηση 

θα πέσει σε κάποιο από τα ( ),i j  κελιά , παρά σε κάποιο από τα ( ),j i  κελιά, όπου t i j= −  και 

1 1t R≤ ≤ −  [βλέπε Bhattacharya, (1998)]. Συχνά, όπως ο Bhattacharya αναφέρει για το µοντέλο 

( )DS , διάφοροι διατακτικοί περιορισµοί συµπεριλαµβανοµένων των tδ  έχουν αρκετό 

ενδιαφέρον και είναι κατάλληλοι για την ανάλυση πολλών ειδών τετραγωνικών πινάκων 

συνάφειας διατεταγµένων κατηγοριών. Για παράδειγµα, όταν όλα τα tδ  είναι µεγαλύτερα 

(µικρότερα) του 1, τότε η µεταβλητή X  είναι στοχαστικά µικρότερη (µεγαλύτερη) της Y .  
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Εναλλακτικά, το µοντέλο ( )DS  ορίζεται ως 

 
( )

               

2      

S
i j ij

ij S
j i ij

i j

i j

δ π
π

δ π

−

−

 > 
=  

− <  
                            ( )2DS  

όπου ( )0,2i jδ − ∈ για i j>  και  S
ijπ  οι πιθανότητες των κελιών σε συνθήκες πλήρης συµµετρίας 

µε  ( ) 2S
ij ij jiπ π π= + .   

Σηµειώνουµε ότι ο αριθµός των δ - παραµέτρων είναι 1I −  και περιορίζοντας τους να ισούνται 

όλοι µε i jδ δ− =  για i j> , το µοντέλο ( )DS  ελαττώνεται στο µοντέλο ( )TS  µε τ δ= . 

Εποµένως, τα µοντέλα ( )CS  (ή ( )TS ) αποτελούν µια ειδική περίπτωση του µοντέλου ( )DS .  

Οι Tomizawa et al. (2005), χρησιµοποίησαν τον ακόλουθο ισοδύναµο συµβολισµό, για να 

περιγράψουν το µοντέλο ( )DS  του Goodman (1979) 

 
              

                    

j i ij

ij
ij

i j

i j

ϕ
π

ϕ
−∆ <  

=  
≥  

, όπου   ij jiϕ ϕ=                         ( )3DS  

Παρόµοια, ειδικές περιπτώσεις του µοντέλου αυτού, για j i−∆ = ∆  και για 1j i−∆ = , είναι το 

µοντέλο δεσµευµένης συµµετρίας ( )CS  του McCullagh (1978) και το µοντέλο συµµετρίας ( )S  

των Bishop et al. (1975), αντίστοιχα. 

   

6.7 Μέτρα Ασυµµετρίας    

 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε διάφορα µέτρα ασυµµετρίας, που µετρούν τον βαθµό 

αποµάκρυνσης από την ( )DS , την ( )CS  και την ( )TS , ενός τετραγωνικού πίνακα συνάφειας µε 

διατακτικές µεταβλητές ταξινόµησης. Τα προτεινόµενα µέτρα βασίζονται στην απόκλιση τύπου 

power-divergence των Cressie & Read (1984), τα οποία προτάθηκαν από τoν Tomizawa (1999, 

2005) και στην απόκλιση φ – divergence του Czisar (1963), τα οποία προτάθηκαν από τους 

Kateri & Papaioannou [Technical Report (2007), University of  Pireaus (TR07-3)]. 

 

 



  

 142 

6.7.1 Μέτρο αποµάκρυνσης από την ∆ιαγώνια Συµµετρία ( )DS  

  Oι Tomizawa et al. (2005), χρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες { },

U

i i k
π

+
 και 

{ },

L

i k i
π

+
, όρισαν εναλλακτικά το µοντέλο ( )  DS Diagonal Symmetry−  ως     

 
, ,

U L

i i k i k i
π π

+ +
=          (6.16)  

για 1, 2,..., 2k R= −  και 1, 2, ...,i R k= − , όπου 

 ,

,
i i k

U
k

U

i i k

π
π

δ
+

+ = ( )Pr , ,X i Y i k Y X k X Y 
 = = = + − = < ,   

,

,
i k i

L
k

L

i k i

π
π

δ
+

+ =  ( )Pr , ,X i k Y i Y X k X Y 
 = = + = − = > , 

,

1

R k
U
k i i k

i

δ π
−

+

=

=∑  ( )Pr ,Y X k X Y 
 = − = <  και 

,

1

R k
L
k i k i

i

δ π
−

+

=

=∑  ( )Pr ,Y X k X Y 
 = − = >  

Κατά συνέπεια, το µοντέλο αυτό δείχνει ότι για κάθε απόσταση k  από την διαγώνιο, υπάρχει µια 

δοµή συµµετρίας µεταξύ των δυο δεσµευµένων κατανοµών { },

U

i i k
π

+
 και { },

L

i k i
π

+
. 

Έστω ότι,  , 0U L
k kδ δ >  και , , 0i i k i k iπ π+ ++ > . Θέτοντας , ,*

, 2

U L
i i k i k i

i i k

π π
π + +

+

+
= , τότε το µοντέλο 

( )DS , µπορεί επίσης να εκφρασθεί ως 

 *
, ,

U
i i k i i kπ π+ +=  και *

, ,
L
i k i i i kπ π+ += , για 1, 2, ..., 2k R= −   και  1, 2,...,i R k= −       (6.17) 

Οι Tomizawa et al. (2005) πρότειναν το ακόλουθο γενικευµένο µέτρο τύπου power- 

divegence των Cressie & Read (1984, 1988), που δείχνει τον βαθµό αποµάκρυνσης από την 

( )DS  

Α1.  ( )
2

( ) ( )

1

1
R

U L

DS k k k
k

λ λδ δ
−

=

Φ = Φ
Γ

+∑  για 1λ > −  
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όπου ( )
2

1

R
U L

t t
t

δ δ
−

=

Γ = +∑ ,  

{ } { }( ) { } { }( )( ) ( )

, , , ,

( ) * *( 1) 1
; ;

2 1 2

L

k i i k i i k k i k i i i k

U

k I p I p
λ λ

λ

λ λ λ
π π+ + + +

+
Φ = +

−
     

και { } { }( )( )
, ,

,

,
1 ,

1
; 1

( 1)i i k i i kk

R k
i i k

i i k
i i i k

a
I a b a

b

λ

λ

λ λ+ +

−
+

+
= +

= −
+

  
  
   

∑ , η απόκλιση power-divergence 

µεταξύ των δυο κατανοµών { },i i ka +  και { },i i kb + . 

Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim k

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 { } { }( ) { } { }( )(0) (0) * (0) *
, , , ,

1
; ;

2 log 2
U L

k k i i k i i k i k i i i kI Iπ π π π+ + + +
 Φ = +
 

 

όπου 

{ } { }( ) ,(0)
, , ,

,1

; log
R k

i i k
i i k i i k i i k

i i ki

a
I a b a

b

−
+

+ + +
+=

 
=   

 
∑  η πληροφορία Kullback-Leibler µεταξύ των 

κατανοµών { },i i ka +  και { },i i kb + .  

Xρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες ,
,

, ,

U
i i kC

i i k U L
i i k i k i

π
π

π π
+

+
+ +

=
+

 και ,
,

, ,

L
i k iC

i k i U L
i i k i k i

π
π

π π
+

+
+ +

=
+

, το 

µοντέλο ( )DS , µπορεί επίσης να εκφραστεί ως 

 , ,

1

2
C C
i i k i k iπ π+ += = , για 1, 2,..., 2k R= −  και  1, 2, ...,i R k= −       (6.18) 

Εποµένως, το µέτρο ( )
DS
λΦ  εκφράζεται ισοδύναµα ως 

Α2.  ( )
2

( ) ( )

1

1
R

U L

DS k k k
k

λ λδ δ
−

=

Φ = Φ
Γ

+∑ , για 1λ > −  

όπου 

, ,

( ) * ( )

1

( 1)

2 1
i i k i i k

R k

k
i

I
λ

λ λλ λ
π + +

−

=

+
Φ =

−
∑  
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µε  

{ } ( )
, ,( )

, , , , ,

1 1 1
, ; , 1 1

2 2 1 1 2 1 2

C C
i i k i k iC C C C

i i k i i k i k i i i k i k iI

λ λ

λ π π
π π π π

λ λ
+ +

+ + + + +

               = − + −              +             

 

Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim k

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 (0) * (0)
, ,

1

1

log 2

R k

k i i k i i k

i

Iπ
−

+ +

=

Φ = ∑  

όπου 

{ } , ,(0)
, , , , ,

1 1
, ; , log log

2 2 1 2 1 2

C C
i i k i k iC C C C

i i k i i k i k i i i k i k iI
π π

π π π π+ +
+ + + + +

   = +  
  

. 

Περαιτέρω, το µέτρο µπορεί να εκφραστεί και ως 

Α3.  ( )
2

( ) ( )

1

1
R

U L

DS k k k
k

λ λδ δ
−

=

Φ = Φ
Γ

+∑ , για 1λ > −  

όπου 

, ,

( ) * ( )

1

2

2 1
1i i k i i k

R k

k
i

H

λ

λ

λ λλ
π + +

−

=

Φ =
−

 
− 

 
∑  

µε 

{ } { }( ) ( ) ( )1 1( )
, , , , ,

1
; 1C C C C

i i k i i k i k i i i k i k iH
λ λλ π π π π

λ

+ +

+ + + + +
 = − −  

, ο δείκτης ανοµοιότητας ή ποικιλότητας 

(diversity index) των Patil & Taillie  (1982), των κατανοµών { }, ,,C C
i i k i k iπ π+ + , όποιος περιλαµβάνει 

ως ειδική περιπτώση την εντροπία του Shannon (για 0λ = ).  

Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim k

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 (0) * (0)
, ,

1

1
1

log 2

R k

k i i k i i k

i

Hπ
−

+ +

=

 
Φ = − 

 
∑  

όπου (0)
, , , , ,log logC C C C

i i k i i k i i k i k i i k iH π π π π+ + + + += − − , η εντροπία του Shannon. 
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Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 8 8×   πίνακα συνάφειας (σελ.169, Παράδειγµα 6) έχουµε τα 

κάτωθι αποτελέσµατα, βασιζόµενοι στον τύπο Α1. Σηµειώνουµε ότι οι Α2 και Α3 τύποι 

υπολογισµού του µέτρου ( )
DS
λΦ , είναι ισοδύναµοι µε τον Α1 και προς ευκολία της παρουσίασης 

παραλείπονται. 

λ 1955 1965 1975

-0,80 0,036 0,085 0,065
-0,40 0,088 0,197 0,155
-0,20 0,107 0,234 0,185
0,00 0,122 0,262 0,209
1,00 0,158 0,323 0,264
1,40 0,160 0,327 0,268
1,60 0,160 0,327 0,268
1,80 0,159 0,325 0,267
2,00 0,158 0,323 0,264

 Cressie and Read (power divergence)( )

DS

λΦ

 

 

Ερµηνεία 

Για κάθε 1λ > − , σε έναν R R×  πίνακα συνάφειας, υπάρχει δοµή ( )DS , για παράδειγµα 

{ }, ,
C C
i i k i k iπ π+ += , αν και µόνο αν ( ) 0Φ =DS

λ . Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )DS  

µεγιστοποιείται (πλήρης δεσµευµένη ασυµµετρία), υπο την έννοια ότι, όταν , 0C
i i kπ + =  τότε 

, 1C
i k iπ + =  ή όταν , 0C

i k iπ + =  τότε , 1C
i i kπ + = , αν και µόνο αν ( ) 1DS

λΦ = , για 1, 2,..., 2k R= −  και 

1, 2, ...,i R k= − . Σηµειώνουµε ότι όταν ( ) 1DS
λΦ = , αυτό σηµαίνει ότι για , ,

U L
i i k i k iπ π+ + = ∞  για 

κάποια i  και , , 0U L
i i k i k iπ π+ + =  για τα υπόλοιπα i  και εποµένως είναι λογικό να θεωρήσουµε ότι ο 

βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )DS  (για παράδειγµα από την κατάσταση όπου U L
ij ji lπ π = ), 

είναι ο µέγιστος. Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )DS  µεγαλώνει όσο η τιµή του µέτρου ( )
DS
λΦ  

µεγαλώνει. 

Πεδίο Ορισµού 

Το µέτρο ( )
DS
λΦ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 , καθώς για κάθε k , η ποσότητα ( )

k
λΦ κυµαίνεται 

στο διάστηµα [ ]0,1 , διότι ισχύει ότι ( )
, 0i i kI λ
+ ≥ , ( )

, 0i i kH λ
+ ≥ . 
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Το µέτρο ( )
DS
λΦ  χρησιµοποιείται σε πίνακες συνάφειας µε διατακτικές µεταβλητές, καθώς 

εξαρτάται από την διάταξη των κατηγοριών και δεν παραµένει αµετάβλητο κάτω από τις ίδιες 

αναδιατάξεις των γραµµών και των στηλών. 

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Η δειγµατική εκτίµηση του µέτρου ( )
DS
λΦ  συµβολίζεται µε ( )ˆ

DS
λΦ  και υπολογίζεται 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες πιθανότητες του 

δείγµατος { }ijp , όπου ij ijp n n=  και 
1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, η 

ποσότητα ( )( ) ( )ˆ
DS DSn λ λΦ −Φ , ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση 

τιµή  0µ =  και διακύµανση 

 ( )( ) ( )( )
2

2 2
2 ( )

, , , ,2

1 1

1
R R k

DS i i k i i k i k i i k i

k i

λ λλσ π ω π ω
− −

+ + + +

= =

  Φ = +   Γ  ∑∑        

όπου για 1λ > −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

1
2

R kU L
Uk k

i i k k DS i i k m m k m m kU
k m

λ λ λ λ λδ δ
ω υ π υ

δ

−

+ + + +

=

 +
= Φ −Φ + − 

  
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

1
2

R kU L
Lk k

i k i k DS i k i m k m m k mL
k m

λ λ λ λ λδ δ
ω υ π υ

δ

−

+ + + +

=

 +
= Φ −Φ + − 

  
∑  

και 

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 2

2 1
C C C C

st st ts st ts

λ λ λλ
λυ π λπ π π  = + −    −

, για 0λ ≠  

( ) ( )0
log 2

log 2

C
st

st

π
υ = , για 0λ =  

Η εκτίµηση της διακύµανσης 2 ( )
DS
λσ  Φ   του µέτρου ( )

DS
λΦ , συµβολίζεται µε 2 ( )ˆˆ DS

λσ  Φ   και 

υπολογίζεται  αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις δειγµατικές { }ijp . Η 

ποσότητα ( )ˆˆ DS nλσ  Φ    είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού σφάλµατος του 
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µέτρου ( )
DS
λΦ  και το κατά προσέγγιση 100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης της εκτιµήτριας 

του µέτρου ( )
DS
λΦ   είναι 

 ( ) ( )
2

ˆ ˆDS a DSz nλ λσ  Φ ± Φ            (6.19) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.  

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σχόλια 

Το µέτρο ( )
DS
λΦ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  ανεξάρτητα από το µέγεθος n  του δείγµατος και 

από την διάσταση R  του πίνακα και εποµένως είναι κατάλληλο για τον σύγκριση του βαθµού 

αποµάκρυνσης από την ( )DS , για διάφορους πίνακες (µε διαφορετικό µέγεθος δείγµατος). Το 

µέτρο ( )
DS
λΦ  είναι χρήσιµο, όταν κάποιος θέλει να δει το βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )DS , ως 

προς τον µέγιστο βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )DS , όπως περιγράφηκε στην ερµηνεία του 

µέτρου (σελ. 145). Όπως αναφέραµε η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και είναι αδύνατο 

να προσδιορίσουµε την καταλληλότερη τιµή του λ  για έναν πίνακα. Είναι σκόπιµο και ασφαλές, 

για την σύγκριση του βαθµού αποµάκρυνσης από την ( )DS , µεταξύ διάφορων πινάκων, ο 

αναλυτής να υπολογίσει το µέτρο ( )
DS
λΦ  για διάφορες τιµές του λ . Η εκτίµηση του µέτρου ( )

CS
λΦ  

θα πρέπει να υπολογίζεται σε όρους ενός κατά προσέγγιση διαστήµατος εµπιστοσύνης και όχι 

απλά εκτιµώντας µια τιµή του.  

 

6.7.2  Μέτρο αποµάκρυνσης από την ∆εσµευµένη Συµµετρία ( )CS  

 

Όπως έχουµε αναφέρει (παράγραφος 6.6.1, σελ. 139), το µοντέλο δεσµευµένης συµµετρίας 

( )   CS Conditional Symmetry− , ορίζεται ως  ij

ji

π

π
= ∆ , για i j<  και εκφράζει ότι ο λόγος της 

πιθανότητας µιας παρατήρησης να βρίσκεται στο κελί ( ),i j , του άνω δεξιού τριγώνου του 
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πίνακα συνάφειας, ως προς την πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( ),j i , του 

κάτω αριστερού τριγώνου, είναι σταθερός για κάθε i j< .  

Εναλλακτικά, οι Tomizawa et al. (1999), εξέφρασαν το µοντέλο αυτό ως 

 U L
ij jiπ π=  για i j<                (6.20) 

όπου  

ijU
ij

U

π
π

δ
= , jiL

ji
L

π
π

δ
=  και U st

s t

δ π
<

=∑∑ , L st

s t

δ π
>

=∑∑ . 

∆ηλαδή, η πιθανότητα µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( ),i j , δοθέντος ότι θα βρίσκεται 

σε ένα από τα κελιά του άνω δεξιού τριγώνου του πίνακα συνάφειας, ισούται µε την πιθανότητα 

µια παρατήρηση να βρίσκεται στο κελί ( ),j i , δοθέντος ότι θα βρίσκεται σε ένα από τα κελιά του 

κάτω αριστερού τριγώνου. Με άλλα λόγια, το µοντέλο της ( )CS  εκφράζει ότι υπάρχει δοµή 

συµµετρίας µεταξύ των δεσµευµένων πιθανοτήτων { }U
ijπ  και { }L

jiπ , για i j< .  

Όταν το µοντέλο της ( )CS  δεν ισχύει (και εποµένως το µοντέλο ( )S , επίσης δεν ισχύει), 

ενδιαφερόµαστε να µετρήσουµε τον βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )CS . Έστω ότι, , 0U Lδ δ >  

και 0ij jiπ π+ > , για , 1, 2,...,i j R=  µε i j≠ . Θέτοντας *

2

U L
ij ji

ij

π π
π

+
=  για i j<  (σηµειώνουµε 

ότι * 1ij

i j

π
<

=∑∑ ), τότε το µοντέλο ( )CS , µπορεί επίσης να εκφρασθεί ως 

 *U
ij ijπ π=  και *L

ji ijπ π= , για i j<         (6.21) 

Οι Tomizawa et al. (1999) πρότειναν το ακόλουθο µέτρο τύπου power-divegence των Cressie & 

Read (1984, 1988) 

Α1.  
( ) { } { }( ) { } { }( )( ) ( ) * ( ) *1 1

; ;
2 1 2

U L
CS ij ij ji ijI Iλ λ λ

λ

λ λ
π π π π

+  Φ = + −
, 

για 1λ > − , όπου  
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{ } { }( ) ( )
( ) 1

; 1
1

ij
ij ij ij

iji j

a
I a b a

b

λ

λ

λ λ <

  
 = −  +    

∑∑  η απόκλιση power-divergence µεταξύ των δυο 

κατανοµών { }ija  και { }ijb . 

Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim CS

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 { } { }( ) { } { }( )(0) (0) * (0) *1
; ;

2 log 2
U L

CS ij ij ji ijI Iπ π π π Φ = + 
 

όπου 

{ } { }( )(0) ; log ij
ij ij ij

iji j

a
I a b a

b<

 
=   

 
∑∑  η πληροφορία Kullback-Leibler µεταξύ των κατανοµών 

{ }ija  και { }ijb .  

Xρησιµοποιώντας τις δεσµευµένες πιθανότητες 
U
ijC

ij U L
ij ji

π
π

π π
=

+
 και 

L
jiC

ji U L
ij ji

π
π

π π
=

+
, για i j< , το 

µοντέλο ( )CS , µπορεί επίσης να εκφραστεί ως 

 
1

2
C C
ij jiπ π= = , για i j<           (6.22) 

Εποµένως, το µέτρο εκφράζεται ισοδύναµα ως 

Α2.  
( ) { }( ) * ( )1 1 1

, ; ,
2 1 2 2

C C
CS ij ij ij ji

i j

Iλ λ
λ

λ λ
π π π

<

+   Φ =   −   
∑∑ , 

για 1λ > − , όπου 

{ } ( )
( ) 1 1 1

, ; , 1 1
2 2 1 1 2 1 2

C C
ij jiC C C C

ij ij ji ij jiI

λ λ

λ π π
π π π π

λ λ

               = − + −              +             

 

Εποµένως, το µέτρο Α2 αναπαριστά το σταθµισµένο άθροισµα της απόκλισης power-divergence  

{ }( ) 1 1
, ; ,

2 2
C C

ij ij jiI λ π π
  

  
  

. 
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Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim CS

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 { }(0) * (0)1 1 1
, ; ,

log 2 2 2
C C

CS ij ij ij ji

i j

Iπ π π
<

  Φ =   
  

∑∑  

όπου 

{ }(0) 1 1
, ; , log log

2 2 1 2 1 2

C C
ij jiC C C C

ij ij ji ij jiI
π π

π π π π
   = +  

  
. 

Περαιτέρω, το µέτρο µπορεί να εκφραστεί και ως 

Α3.  { }( )( ) * ( )2
1 ,

2 1
C C

CS ij ij ij ji

i j

H
λ

λ λ
λ

λ
π π π

<

 
Φ = − − 

∑∑ , 

για 1λ > − , όπου 

{ }( ) ( ) ( )1 1( ) 1
, 1C C C C

ij ij ji ij jiH
λ λλ π π π π

λ

+ + = − −  
, ο δείκτης ανοµοιότητας ή ποικιλότητας (diversity 

index) των Patil & Taillie  (1982), ο οποίος περιλαµβάνει ως ειδικές περιπτώσεις την εντροπία 

του Shannon (για 0λ = ) και τον δείκτη συγκέντρωσης Gini Concentration (ή δείκτη Simpson) 

(για 0λ = ). Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον δείκτη Gini Concentration, βλεπε 

Haberman, (1982).  

Η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και για 0λ =  υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης 

( )

0
lim CS

λ

λ→
Φ  και έχουµε 

 { }( )(0) * (0)1
1 ,

log 2
C C

CS ij ij ij ji

i j

Hπ π π
<

 
Φ = − 

 
∑∑  

όπου 

{ }( )(0) , log logC C C C C C
ij ij ji ij ij ji jiH π π π π π π= − − , η εντροπία του Shannon. 

Παράδειγµα 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 8 8×  πίνακα συνάφειας (σελ.169, Παράδειγµα 6), έχουµε τα 

κάτωθι αποτελέσµατα, βασιζόµενοι στον τύπο Α1. Σηµειώνουµε ότι οι Α2 και Α3 τύποι 
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υπολογισµού του µέτρου ( )ΦCS
λ , είναι ισοδύναµοι µε τον Α1 και προς ευκολία της παρουσίασης 

παραλείπονται. 

λ 1955 1965 1975

-0,80 0,177 0,096 0,077
-0,40 0,102 0,225 0,186
-0,20 0,123 0,267 0,224
0,00 0,141 0,299 0,254
1,00 0,186 0,370 0,322
1,40 0,177 0,375 0,327
1,60 0,186 0,374 0,327
1,80 0,185 0,373 0,325
2,00 0,183 0,370 0,322

 Cressie and Read (power divergence)( )

CS
λλλλΦ

 

 

Ερµηνεία 

Για κάθε 1λ > −  υπάρχει δοµή ( )CS , σε έναν R R×  πίνακα συνάφειας, αν και µόνο αν 

( ) 0CS
λΦ = . Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )CS  µεγιστοποιείται, υπο την έννοια ότι, όταν 

0C
ijπ =  τότε 1C

jiπ =  ή όταν 0C
jiπ =  τότε 1C

ijπ = , δηλαδή, όταν 0ijπ =  τότε 0jiπ >  και όταν 

0jiπ =  τότε 0ijπ > , αν και µόνο αν ( ) 1CS
λΦ = , για , 1, 2,...,i j R=  µε i j< . Σηµειώνουµε ότι 

όταν ( ) 1CS
λΦ = , αυτό σηµαίνει ότι για U L

ij jiπ π = ∞  για κάποια i j<  και 0U L
ij jiπ π =  για τα 

υπόλοιπα i j<  (πλήρης δεσµευµένη ασυµµετρία) και εποµένως είναι λογικό να θεωρήσουµε ότι 

ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )CS  (για παράδειγµα από την κατάσταση όπου 1U L
ij jiπ π = , 

για i j< ), είναι ο µέγιστος. Ο βαθµός αποµάκρυνσης από την ( )CS  µεγαλώνει όσο η τιµή του 

µέτρου ( )
CS
λΦ  µεγαλώνει. 

Πεδίο Ορισµού 

Το µέτρο ( )
CS
λΦ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1 , καθώς { }( ) 1 1

, ; , 0
2 2

C C
ij ij jiI λ π π
   ≥  

  
 και   

{ }( )( ) , 0C C
ij ij jiH λ π π ≥  
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Επίπεδο ∆εδοµένων 

Το µέτρο ( )
CS
λΦ  χρησιµοποιείται σε πίνακες συνάφειας µε διατακτικές µεταβλητές, καθώς 

εξαρτάται από την διάταξη των κατηγοριών και δεν παραµένει αµετάβλητο κάτω από τις ίδιες 

αναδιατάξεις των γραµµών και των στηλών. 

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης 

Η δειγµατική εκτίµηση του µέτρου ( )
CS
λΦ  συµβολίζεται µε ( )ˆ

CS
λΦ  και υπολογίζεται 

αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες πιθανότητες του 

δείγµατος { }ijp , όπου ij ijp n n=  και 
1 1

R R

ij

i j

n n
= =

=∑∑ . Χρησιµοποιώντας την µέθοδο ∆έλτα, η 

ποσότητα ( )( ) ( )ˆ
CS CSn λ λΦ −Φ , ασυµπτωτικά ( )n → ∞  ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση 

τιµή  0µ =  και διακύµανση 

 ( )( )22 ( )

1 1

R R

CS ij ij

i j

λλσ π ω
= =

 Φ =  ∑∑        

όπου για 1λ > −  και 0λ ≠  

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1
,         

2 2 1

1
,         

2 2 1

U
ij st st

U s t

ij

L
ij st st

L s t

i j

i j

λ λ

λ

λ

λ λ

λ

π
δ

ω

π
δ

<

>

  
∆ − ∆ <   −  

= 
 
∆ − ∆ >   −  

∑∑

∑∑
 

µε  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2C C C C
ij ij ji ij ji

λ λ λλ π λπ π π ∆ = − + −  
 

και όπου για 0λ =  

 ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0

0

0 0

1
,         

2 log 2

1
,         

2 log 2

U
ij st st

U s t

ij

L
ij st st

L s t

i j

i j

π
δ

ω

π
δ

<

>

  
∆ − ∆ <     

= 
 
∆ − ∆ >   
 

∑∑

∑∑
 

µε  ( ) ( )0 log 2 C
ij ijπ∆ =  
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Η εκτίµηση της διακύµανσης 2 ( )
CS
λσ  Φ   του µέτρου ( )

CS
λΦ , συµβολίζεται µε 2 ( )ˆˆ CS

λσ  Φ   και 

υπολογίζεται  αντικαθιστώντας τις πληθυσµιακές πιθανότητες { }ijπ  µε τις παρατηρούµενες 

πιθανότητες { }ijp . Η ποσότητα ( )ˆˆ CS nλσ  Φ    είναι η κατά προσέγγιση εκτιµήτρια του τυπικού 

σφάλµατος του µέτρου ( )
CS
λΦ  και το κατά προσέγγιση 100% (1 )a× −  διάστηµα εµπιστοσύνης της 

εκτίµησης του µέτρου ( )
CS
λΦ   είναι 

 ( ) ( )
2

ˆ ˆˆCS a CSz nλ λσ  Φ ± Φ           (6.23) 

όπου 2az  το ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες αναφορικά µε την µέθοδο ∆έλτα [βλέπε Bishop et al. (1975) και 

Agresti (1984)]. 

Σχόλια 

Το µέτρο ( )
CS
λΦ  κυµαίνεται στο διάστηµα [ ]0,1  ανεξάρτητα από το µέγεθος n  του δείγµατος και 

από την διάσταση R  του πίνακα και εποµένως είναι κατάλληλο για τον σύγκριση του βαθµού 

αποµάκρυνσης από την ( )CS , για διάφορους πίνακες (µε διαφορετικό µέγεθος δείγµατος). Το 

µέτρο ( )
CS
λΦ  είναι χρήσιµο, όταν κάποιος θέλει να δει το βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )CS , ως 

προς τον µέγιστο βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )CS , όπως περιγράφηκε στην ερµηνεία του 

µέτρου (σελ. 151). Όπως αναφέραµε η τιµή του λ  επιλέγεται από τον χρήστη και είναι αδύνατο 

να προσδιορίσουµε την καταλληλότερη τιµή του λ  για έναν πίνακα. Είναι σκόπιµο και ασφαλές, 

για την σύγκριση του βαθµού αποµάκρυνσης από την ( )CS  µεταξύ διάφορων πινάκων, ο 

αναλυτής να υπολογίσει το µέτρο ( )
CS
λΦ  για διάφορες τιµές του λ . Η εκτίµηση του µέτρου ( )

CS
λΦ  

θα πρέπει να υπολογίζεται σε όρους ενός κατά προσέγγιση διαστήµατος εµπιστοσύνης και όχι 

απλά εκτιµώντας µια τιµή του µέτρου. Η ασυµπτωτική κανονική κατανοµή της ποσότητας 

( )( ) ( )ˆ
CS CSn λ λΦ −Φ  δεν εφαρµόζεται όταν ( ) 0CS

λΦ = και ( ) 1CS
λΦ = , διότι τότε 2 ( ) 0CS

λσ  Φ =  . Για τιµές 

του 1λ ≤ − ,το µέτρο ( )
CS
λΦ  δεν είναι κατάλληλο, καθώς ισχύει πάντα ότι ( ) 0CS

λΦ = , για 1λ = −  

και για 1λ < −  το µέτρο είναι ένας µη θετικός αριθµός. 
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6.7.3 Μέτρο αποµάκρυνσης απο την Τριγωνική Συµµετρία ( )TS  

 

Ένα διάνυσµα πιθανότητας π  για ένα RxR πίνακα συνάφειας έχει δοµή ( )TS , αν  π π Τ= , µε 

11 12( , ,..., ,..., )ij RRπ π π π πΤ Τ Τ Τ=  και 

 
( )

,

2 ,

 <
= 

− >

                 

        

S
ijT

ij S
ij

i j

i j

τπ
π

τ π
                               (6.24) 

για , 1,...,=i j R  και 2 2
< ≠ <

= =∑ ∑ ∑T T T
ij ij ij

i j i j i j

πτ π π π δ  µε 
≠

=∑ ij

i j

πδ π  

Η −ϕ divergence του Csiszar (1963) µεταξύ των διανυσµάτων π  και π Τ  ορίζεται ως  

( )( , ) Τ

≠

=∑T T
C ij ij ij

i j

I π π π φ π π  

και ισχύει ότι ( ) 0 0( , ) 2 2T T
C ij ij ij

i j

I ππ π π φ π π φ δ φΤ Τ Τ

≠

= ≤ ≤∑ , δηλαδή φράσσεται από την 

ποσότητα 0 2Τφ , µε  ( )0 max (0), (2)φ ξ ξΤ
Τ Τ=  και ( ) ( ) 2

2
2T x

x x
ξ τφ τ φ

τ τ
−   = + −   −   

. 

 Οι Kateri & Papaioannou (2007), πρότειναν το ακόλουθο γενικευµένο µέτρο, που δείχνει τον 

βαθµό αποµάκρυνσης από την ( )TS  και βασίζεται στην −ϕ  divergence 

 
( )

0

2
, ijT T T

ijT T
iji j

φ
π

π
τ π π π φ

φ δ π
≠

 
=   

 
∑         (6.25) 

ή ισοδύναµα  

 ( ) ( )
( ) 11

0

2 2 22
, 2

2
ij ji ij jiT T

T
ij ji ij jii j

φ
π

π π τ π τ π
τ π π τφ τ φ

φ δ π π π π

−−

<

   + −  = + −     + +     
∑     (6.26) 

Το άνω όριο 0
Tφ  εξαρτάται από την τιµή τ  (για παράδειγµα εξαρτάται από την πιθανότητα π ) 

και δυσκολεύει την εκτίµηση και τις ασυµπτωµατικές πλευρές αυτού του µέτρου. Για να 

ξεπεράσουν το πρόβληµα αυτό, οι Kateri & Papaioannou,  βρήκαν µια εναλλακτική έκφραση 

της ( )TS , η οποία δεν προκύπτει άµεσα από το διάνυσµα π , αλλά από έναν κατάλληλο 

µετασχηµατισµό αυτού. 
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Ένας RxR πίνακας συνάφειας µε πιθανότητα ijπ  σε κάθε κελί,  για , 1,...,i j R= , έχει δοµή ( )TS , 

αν και µόνο αν ο πίνακας ( )( )ij
RxR

ψ  είναι συµµετρικός, όπου  

 

1 1

2,

,

                

                                                                               

ij ij i j ij i j

ij i j i j

ij

I I i j

i j

πδ π π π
ψ

π

− −

< >

< >

     
     + ≠     =      
 =

∑ ∑    (6.27) 

για , 1,...,i j R=  και i jI < , i jI >  είναι οι συναρτήσεις ( )I i j<  και ( )I i j> , αντίστοιχα. 

Εποµένως, ένα εναλλακτικό µέτρο της ( )TS , δίνεται από τον τύπο 

( ) ( )1 , ,T T S S
φ φτ π π τ ψ ψ= , ο οποίος ισούται µε 

 ( ) ( )1

0 0

2 22 2
, ,

2
ij ji ij jiT T C S

ij ji ij jii j

Iφ
π π

ψ ψ ψ ψ
τ π π ψ ψ φ φ

φ δ φ δ ψ ψ ψ ψ
<

    +  
= = +       + +     

∑  (6.28) 

και σε όρους του διανύσµατος π  

( ) ( ) ( ){ }1

0

2 1
, 2

2 2 2

ij jiT T
ij ij

i j st st

s t s t

u uπ π
φ

π

δ π δ π
τ π π φ φ

φ δ π π<

< >

 
 

= + + − 
  
 

∑ ∑ ∑
,  

όπου 

2 st ij

s t
ij

st ij st ji

s t s t

u

π π

π π π π

>

> <

 
  
 =

   
+      

   

∑

∑ ∑
. 

 

6.8 Μέτρα Συµµετρίας τύπου  φ – divergence του Cziszar   

 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε διάφορα γενικευµένα µέτρα συµµετρίας, που µετρούν 

τον βαθµό αποµάκρυνσης από την συµµετρία ( )S , και την εκτεταµένη συµµετρία ( )QS  και 

( )MH , ενός τετραγωνικού πίνακα συνάφειας µε ονοµατικές ή διατακτικές µεταβλητές 

ταξινόµησης. Τα προτεινόµενα µέτρα βασίζονται στην απόκλιση φ-divergence του Cziszar 

(1963) και προτάθηκαν από τους Kateri & Papaioannou [Technical Report (2007), University of 
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Pireaus (TR07 – 3)].  Τα µέτρα αυτά, παρέχουν µια ευρύτερη τάξη µέτρων απόκλισης, είναι πιο 

γενικά από όσα έχουµε προαναφέρει και µε κατάλληλη επιλογή της κυρτής συνάρτησης 0ϕ , 

προκύπτουν τα προαναφερόµενα µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας, που προτάθηκαν από τους 

Tomizawa et al. (1994, 2005). Ειδικότερα, η απόκλιση του Csiszar, ( ),
≠

 
 
 
 

= ∑C ij
ij ij

i j ij
ij

p
I p q p

q
ϕ  

για ( ) log=u u uϕ  ισούται µε την πληροφορία Kullback-Leibler  

για ( ) ( )2
1= −u uϕ  ισούται µε την απόκλιση 2

− Pearsonχ  και 

για  ( )
( )

1

1

+ −
=

+

a
u u

u
a a

ϕ , 1, 0≠ −a  ισούται µε την απόκλιση Cressie & Read (1984) [βλέπε Kateri 

& Papaioannou, (2007)]. 

 

6.8.1 Μέτρo αποµάκρυνσης από την Συµµετρία ( )S   

 

Στα πλαίσια της συµµετρίας, η φ-divergence γίνεται ( )( , )S S S
C ij ij ij

i j

I π π π φ π π
≠

=∑  

καθώς τα διαγώνια κελιά δεν συνεισφέρουν στην τιµή της ( , )S
CI π π , διότι ( )1 0φ = . Η ποσότητα 

0 2φ  είναι το άνω φράγµα της φ-divergence, καθώς αποδεικνύεται ότι  

 ( ) 0 0( , ) 2 2
≠

= ≤ ≤∑S S S
C ij ij ij

i j

I ππ π π φ π π φ δ φ . 

Εποµένως, το γενικευµένο µέτρο συµµετρίας που βασίζεται στην φ-divergence, ορίζεται ως 

 ( ) ( )
0 0

2 2
, ( , )S S S S S

C ij ij ij

i j

Iφ
π π

τ π π π π π φ π π
φ δ φ δ

≠

= = ∑     (6.29) 

όπου ij

i j

πδ π
≠

=∑ , ( ) 2S
ij ij jiπ π π= +  και ( ) ( )0 0 2ϕ ϕ ϕ= + . 

Για ευκολία θα συµβολίζουµε το µέτρο ( ),S S
φτ π π  µε S

φτ . Εύκολα αποδεικνύεται ότι η τιµή S
φτ  

κυµαίνεται µεταξύ [ ]0,1 , µε την γνωστή ερµηνεία των ορίων. Η τιµή 1 επιτυγχάνεται στην 
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ακραία περίπτωση για την οποία 0ijπ =  ή 0jiπ =  για όλα τα i j< . Το γενικευµένο µέτρο 

συµµετρίας µπορεί ισοδύναµα να παρουσιασθεί εξετάζοντας το διάνυσµα πιθανότητας   

11 12 . 1( , ,... ,... )ij R Rπ π π π π −=% % % % %  µε ij ij ππ π δ=% %  για i j≠ , το οποίο δεν περιέχει τις διαγώνιες 

πιθανότητες. Είναι προφανές ότι ( , ) ( , )S S
C CI Iπ π π π δ=% %  και ένας εναλλακτικός ορισµός είναι 

 
0

2
( , )S S

CIφτ π π
φ

= % %        (6.30) 

Η απόκλιση power-divergence των Read & Cressie (1988), προκύπτει από την φ-divergence 

µέσω της σχέσης ( ) ( ) ( )1 1, 1 1u u u uλφ λ λ λ λ
− + = + − + −     , για 1,0λ ≠ − , όπου 

( ) ( )
0

,0 lim ,u u
λ

φ φ λ
→

= . Επιπλέον, από την σχέση ( ) ( )
1

, 1 lim ,u u
λ

φ φ λ
→−

− = , το γενικευµένο µέτρο 

συµµετρίας S
φτ  ισούται µε 

( ) ( )1
1

2 1
S S
CR ij ij ij

i j

λ

λ
π

τ π π π
δ ≠

 = −  − ∑ , 1λ > − , 0λ ≠ . Το µέτρο 

αυτό προτάθηκε από τους Tomizawa et al. (1998) και παρουσιάστηκε στην παράγραφο 6.5.2. 

 

6.8.2 Μέτρο αποµάκρυνσης από την Ψευδοσυµµετρία ( )QS    

 

Είναι γνωστό ότι οι παράµετροι  1,...,   i i Rα =  του µοντέλου ( )QS , δεν µπορούν να δοθούν σε 

κλειστή µορφή, αλλά µπορούν να εκτιµηθούν µέσω επαναληπτικής διαδικασίας [Kateri & 

Papaioannou, (1997)]. Κατά συνέπεια, προκειµένου να έχουµε ασυµπτωµατικά αποτελέσµατα 

για το µέτρο της ( )QS , το οποίο βασίζεται στην αποµάκρυνση της πιθανότητας π  από αυτή της 

ψευδοσυµµετρίας QSπ , οι Kateri & Papaioannou (2007), εξέφρασαν το µοντέλο της ( )QS  µέσω 

των  οdds ratios διαδοχικών κατηγοριών [βλέπε Agresti (1990)]. Έτσι, το µοντέλο ( )QS  ορίζεται 

ως  

 ij jir r=  για , 1,..., 1i j R= −       (6.31) 

ή ισοδύναµα 

 
S

ij jir r=  για , 1,..., 1i j R= −      (6.32) 

όπου ( ) ( )1. 1 . 1 1.ij ij i j i j i jr π π π π+ + + +=  και ( ) 2S
ji ij jir r r= + . 
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Από την παραπάνω σχέση, η υπόθεση της ( )QS  για 11 12( , ,... ,... )ij RRπ π π π π=  είναι ισοδύναµη µε 

την υπόθεση της πλήρης συµµετρίας για το διάνυσµα πιθανότητας 11 12( , ,... ,... )ij RRθ θ θ θ θ=   όπου 

,

ij ij ij

i j

r rθ = ∑ , Κατά συνέπεια, ένα λογικό µέτρο της ( )QS , που βασίζεται στην φ-divergence, 

θα µπορούσε να ορισθεί ως ακολούθως 

  ( ) ( ) ( )
0

2
, ,QS QS S S S S

ij ij ij

i j

φ φ
θ

τ π π τ π π θ φ θ θ
φ δ

≠

= = ∑     (6.33) 

όπου ( )( )11 1 1( ,... ,... )S S S S
ij R Rθ θ θ θ − −= , ( )

,

2
ij

S S
ij ij ij ji

i j

r rθ θ θ= = +∑  και 
1

1

1
R

ii

i

θδ θ
−

=

= −∑ . 

 

6.8.3 Μέτρο αποµάκρυνσης από την Περιθώρια Οµοιογένεια ( )MH  

 

Προκειµένου να υπολογίσουµε το µέτρο της Οµοιογένειας Περιθωρίου ( )MH  για την πιθανότητα  π , 

χρειάζεται να ορίσουµε το διάνυσµα των περιθωρίων πιθανοτήτων γραµµής και στήλης. Έχουµε 

1. 2. .( , ,..., )R
Rπ π π π=  και .1 .2 .( , ,..., )C

Rπ π π π= , αντίστοιχα. Για να υπολογίσουµε την 

αποµάκρυνση από την ( )MH , χρησιµοποιούµε την φ-divergence, ( , )R MH
CI π π  και 

( , )C MH
CI π π , όπου 1 2( , ,..., )MH MH MH MH

Rπ π π π=  είναι το διάνυσµα πιθανότητας, µε την ιδιότητα 

ότι αν MH Rπ π=  ή αν MH Cπ π=  τότε . .i iπ π=  για 1,...,i R= . Είναι προφανές ότι το διάνυσµα 

αυτό θα πρέπει να ισούται µε ( ). . 2MH
i iπ π π= +  για 1,...,i R= . Το συµπέρασµα αυτό οδηγεί 

στον ακόλουθο ορισµό για το γενικευµένο µέτρο της ( )MH  

 ( )
0

1
, ( , ) ( , )MH MH R MH C MH

C CI Iφτ π π π π π π
φ
 = +    (6.34) 

Προφανώς, αυτό σηµαίνει ότι οι φ-divergences ( , )R MH
CI π π  και ( , )C MH

CI π π  αναταξινοµούνται 

(rescaled) κατάλληλα, ώστε να κυµαίνονται στο διάστηµα [ ]0,1 . Το µοντέλο ( )MH , σε όρους 

του διανύσµατος πιθανότητας π% , µπορεί να εκφραστεί ως  

 . .i iπ π=% % , για 1,...,i R=        (6.35) 
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όπου ( ). .i i ii ππ π π δ= −% .  

Το µέτρο MH
φτ  µπορεί αναλόγως να ορισθεί µε βάση την πιθανότητα π%  και οδηγεί στον τύπο  

 ( )
0

1
, ( , ) ( , )MH MH R MH C MH

C CI Iφτ π π π π π π
φ
 = + % % % % % %    (6.36) 

6.9 Συµπεράσµατα 

 

Στο Kεφάλαιο αυτό παρουσιάσαµε τα κυριότερα µοντέλα συµµετρίας – ασυµµετρίας για 

τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας και υπολογίσαµε τα αντίστοιχα µέτρα συµµετρίας -  

ασυµµετρίας, που έχουν εµφανισθεί στην βιβλιογραφία απο όσο γνωρίζουµε, και τα οποία 

δείχνουν τον βαθµό αποµάκρυνσης από την εκάστοτε δοµή συµµετρίας ( )S , ( )QS  ,( )MH , 

( )DS , ( )CS  και ( )TS , ενός τετραγωνικού πίνακα συνάφειας. Συγκεκριµένα, υπολογίσαµε 20 

µέτρα (16 απλά και 4 γενικευµένα) για ονοµατικές µεταβλητές και 10 µέτρα (4 απλά και 6 

γενικευµένα) για διατακτικές µεταβλητές. Τα µέτρα αυτά παρουσιάσθηκαν από τους Tomizawa 

et al. και βασίζονται στην πληροφορία Kullback-Leibler, στην απόκλιση 2
− Pearsonχ , στην 

εντροπία Shannon, στην απόκλιση Gauss, καθώς και στην απόκλιση τύπου power-divergence  

των Cressie & Read (1984, 1988)  και στον δείκτη ανοµοιότητας ή ποικιλότητας των Patil & 

Taillie (1982),  στην περίπτωση γενίκευσης αυτών. Επιπλέον, παρουσιάσαµε 4 γενικευµένα 

µέτρα των Kateri & Papaioannou, τα οποία βασίζονται στην απόκλιση − divergenceϕ  των 

Csiszar και Ali & Silvey (1963). Τα µέτρα αυτά είναι ακόµη πιο γενικά, καθώς έχουν ενοποιήσει 

αρκετούς δείκτες πληροφορίας (όπως Kullback-Leibler, Cressie & Read, Pearson) και 

εµπεριέχουν τα µέτρα των Tomizawa et al. µε κατάλληλη επιλογή της κυρτής συνάρτησης ϕ  

[βλέπε σελ. 156].  

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα και εξετάζοντας τους παρακάτω συνοπτικούς Πίνακες 6-1 

και 6-2 (σελ. 161 και 162), αντίστοιχα, παρατηρούµε ότι για κάθε µοντέλο ξεχωριστά, έχουν 

προταθεί διάφορα µέτρα, εκ των οποίων κάποια είναι ισοδύναµα, ενώ κάποια άλλα 

διαφοροποιούνται ελαφρώς, µολονότι υπολογίζονται για το ίδιο σύνολο δεδοµένων. 

Συγκεκριµένα, παρατηρούµε ότι τα µέτρα που βασίζονται στην πληροφορία Kullback-Leibler 

ισοδυναµούν µε αυτά που βασίζονται στην εντροπία Shannon, ενώ αυτά που βασίζονται στην 
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απόκλιση 2
− Pearsonχ  ισοδυναµούν µε αυτά που βασίζονται στην απόκλιση Gauss και στον 

δείκτη συγκέντρωσης Gini Concentration. Τα µέτρα που βασίζονται στην πληροφορία Kullback-

Leibler, διαφοροποιούνται ελαφρώς, σε σχέση µε αυτά που βασίζονται στην απόκλιση 

2
− Pearsonχ  και εποµένως είναι σκόπιµο ο αναλυτής να υπολογίσει και τα δυο, πριν καταλήξει 

σε συµπεράσµατα. Όπως ο Tomizawa αναφέρει, είναι δύσκολο να αποσαφηνιστεί πιο µέτρο είναι 

καταλληλότερο. Εποµένως, µπορούµε να πούµε ότι από το σύνολο των 20 απλών µέτρων, ο 

αναλυτής µπορεί να περιοριστεί σε 8 µέτρα, ανάλογα µε το µοντέλο που εξετάζει. 

Τα γενικευµένα µέτρα, βασίζονται στην απόκλιση power-divergence των Cressie & Read 

(1984, 1988) και στην δείκτη ανοµοιότητας ή ποικιλότητας Patil & Taillie  (1982) και 

υπολογίζονται για διάφορες τιµές του 1> −λ . Για συγκεκριµένες τιµές του λ , εµπεριέχουν τα 

απλά µέτρα. Ειδικότερα όπως παρατηρούµε, στην περίπτωση της power-divergence, για 0=λ  

και 1=λ , προκύπτει η πληροφορία Kulback-Leibler και η απόκλιση 2
− Pearsonχ , αντίστοιχα, 

ενώ στην περίπτωση του Patil & Taillie’s diversity index, για 0=λ  και 1=λ , προκύπτει η 

εντροπία Shannon και ο δείκτης Gini Concentration. Τα γενικευµένα µέτρα που βασίζονται στην 

power-divergence ισοδυναµούν µε αυτά που βασίζονται στον Patil & Taillie’s diversity index και 

εποµένως µπορούµε να πούµε ότι από το σύνολο των 10 γενικευµένων µέτρων, ο αναλυτής 

µπορεί να περιοριστεί σε 7 µέτρα, ανάλογα µε το µοντέλο που εξετάζει. 

Αναλύοντας τα αποτελέσµατα για το Παράδειγµα 5, συµπεραίνουµε ότι για την περίοδο 

Αύγουστος – Οκτώβριος 1971, οι τιµές των µέτρων τείνουν στο 0 και εποµένως υπάρχει δοµή 

( )S  και δοµή ( )MH  στον πίνακα συνάφειας, µε την έννοια ότι οι απαντήσεις δεν 

διαφοροποιούνται, δηλαδή =ij jiπ π  και . .i iπ π=  , δηλαδή όσοι απάντησαν «Ναι» στην πρώτη 

δηµοσκόπηση και «Όχι» στην δεύτερη, ισούνται µε όσους απάντησαν «Όχι» στην πρώτη 

δηµοσκόπηση και «Ναι» στην δεύτερη, κοκ. Επίσης, παρατηρούµε ότι για την περίοδο 

Οκτώβριος 1971 – ∆εκέµβριος 1973, οι τιµές των µέτρων αποµακρύνονται αρκετά από το 0, και 

εποµένως συµπεραίνουµε ότι υπάρχει αποµάκρυνση από την ( )S  συµµετρία, περίπου 20% - 

25% του µέγιστου βαθµού αποµάκρυνσης και αποµάκρυνση από την ( )MH , περίπου 15% - 20% 
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του µέγιστου βαθµού αποµάκρυνσης. Με άλλα λόγια, οι απαντήσεις των ατόµων 

διαφοροποιούνται µεταξύ των δυο περιόδων.   

ΠΙΝΑΚΑΣ 6-1 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συµµετρίας – ασυµµετρίας για ονοµατικές µεταβλητές 

Μέτρο (S)  Γενικευµένο µέτρο  (S)                      

1 Α1. Kullback-Leibler φS 0,035 0,207 17 A1. Cressie & Read power divergence

2 Α2. Pearson discrepancy ψS 0,048 0,268 18 B1. Patil & Taillie diversity index

3 Β1. Shannon entropy φS 0,035 0,207 για λ

4 Β2. Gauss discrepancy ΨS 0,048 0,268 -0,8 0,009 0,060
-0,6 0,017 0,109
-0,4 0,024 0,149

0 0,035 0,207
1 0,048 0,268

1,4 0,049 0,273

1,6 0,049 0,273

2 0,048 0,268

Μέτρο (MH)  Γενικευµένο µέτρο (MH)
* Based on unconditional probabilities * Based on unconditional probabilities

5 Α1. Kullback-Leibler φMH 0,003 0,030 19 A1. Cressie & Read power divergence

6 Α2. Pearson discrepancy ψMH 0,004 0,040 για λ

7 Β1. Shannon entropy φMH 0,003 0,030 -0,8 0,001 0,008

8 Β2. Gini Concentration ψMH 0,004 0,040 -0,6 0,001 0,012

9 Γ1. Weighted Kullback-Leibler φMH 0,003 0,030 -0,4  0,002 0,021

10 Γ2. Weighted Pearson discrepancy ψMH 0,004 0,040 0 0,003 0,030

1 0,004 0,040

1,4 0,004 0,041

1,6 0,004 0,041

2 0,004 0,040
Μέτρο (MH) Γενικευµένο µέτρο (MH)  
* Based on conditional probabilities * Based on conditional probabilities

 

11 Α1. Kullback-Leibler φMH 0,025 0,154 20 A1. Cressie & Read power divergence

12 Α2. Pearson discrepancy ψMH 0,034 0,202 για λ

13 Β1. Shannon entropy φMH 0,025 0,154 -0,8 0,007 0,044

14 Β2. Gini Concentration ψMH 0,034 0,202 -0,6 0,010 0,067

15 Γ1. Weighted Kullback-Leibler φMH 0,025 0,154 -0,4 0,017 0,110

16 Γ2. Weighted Pearson discrepancy ψMH 0,034 0,202 0 0,025 0,154

1 0,034 0,202

1,4 0,035 0,205

1,6 0,035 0,205

2 0,034 0,202

Μέτρα συµµετρίας - ασυµµετρίας για ονοµατικές µεταβλητές
Παράδειγµα 5 α        

(Αυγ '71-Οκτ '71)
Παράδειγµα 5 β       

(Οκτ '71-∆εκ '73)
Παράδειγµα 5 α        

(Αυγ '71-Οκτ '71)
Παράδειγµα 5 β       

(Οκτ '71-∆εκ '73)
Παράδειγµα 5

( )
MH
λλλλΦ

( )
MH
λλλλΦ

( )
S
λλλλΦ
( )
S
λλλλΦ

 



  

 162 

ΠΙΝΑΚΑΣ 6-2 

Συνοπτικός πίνακας µέτρων συµµετρίας – ασυµµετρίας για ονοµατικές µεταβλητές 

 

Μέτρο (S)  Γενικευµένο µέτρο  (S)                      

1 Α1. Kullback-Leibler φS 0,087 0,177 0,159
2 Α2. Pearson discrepancy ψS 0,118 0,235 0,212

3 Β1. Shannon entropy φS 0,087 0,177 0,159

4 Β2. Gini Concentration ψS 0,118 0,235 0,212

 Γενικευµένο µέτρο (MH)  Γενικευµένο µέτρο (DS)
* Based on unconditional probabilities

5 A1. Cressie & Read power divergence 7 A1. Cressie & Read power divergence

8 A3. Patil & Taillie diversity index

για λ για λ

-0,8 0,047 0,104 0,103 -0,8 0,036 0,085 0,065

-0,6 0,086 0,182 0,180 -0,6 0,065 0,149 0,115
-0,4  0,118 0,241 0,237 -0,4  0,088 0,197 0,155

0 0,165 0,319 0,312 0 0,122 0,262 0,209
1 0,216 0,392 0,382 1 0,158 0,323 0,264

1,4 0,221 0,397 0,387 1,4 0,160 0,327 0,268

1,6 0,220 0,397 0,386 1,6 0,160 0,327 0,268
2 0,216 0,392 0,382 2 0,158 0,323 0,264

Γενικευµένο µέτρο (MH)  Γενικευµένο µέτρο (CS)  
* Based on conditional probabilities

 

6 A1. Cressie & Read power divergence 9 A1. Cressie & Read power divergence

10 A3. Patil & Taillie diversity index

για λ για λ

-0,8 0,047 0,104 0,103 -0,8 0,183 0,096 0,077

-0,6 0,086 0,182 0,180 -0,6 0,075 0,169 0,138
-0,4 0,118 0,241 0,237 -0,4 0,102 0,225 0,186

0 0,165 0,319 0,312 0 0,141 0,299 0,254
1 0,216 0,392 0,382 1 0,183 0,370 0,322

1,4 0,221 0,397 0,387 1,4 0,186 0,375 0,327

1,6 0,220 0,397 0,386 1,6 0,186 0,374 0,327
2 0,216 0,392 0,382 2 0,183 0,370 0,322

1965

Μέτρα συµµετρίας - ασυµµετρίας για διατακτικές µεταβλητές

1955 19751955 1975Παράδειγµα 6 1965

( )
DS
λλλλΦ

( )
CS
λλλλΦ

( )
MH
λλλλΓ

( )
DS
λλλλΦ

( )
CS
λλλλΦ

( )
MH
λλλλΓ
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6.10 Ανακεφαλαίωση – Γενική Σύνοψη 

 

Η παρούσα εργασία αποτελεί µια ανασκόπηση και µελέτη των µέτρων συνάφειας και µέτρων 

συµµετρίας – ασυµµετρίας, για πίνακες συνάφειας µε ονοµατικές ή διατακτικές µεταβλητές. 

Συγκεκριµένα, παρουσιάσαµε και υπολογίσαµε 18 µέτρα συνάφειας ονοµατικής ταξινόµησης, 7 

µέτρα συνάφειας διατακτικής ταξινόµησης και 34 µέτρα συµµετρίας – ασυµµετρίας.  Είναι 

σηµαντικό, να επιλέγουµε το κατάλληλο µέτρο για να εκτιµήσουµε τον βαθµό αποµάκρυνσης 

από την ανεξαρτησία ή την συµµετρία, ανάλογα µε το είδος των δεδοµένων που αναλύουµε. Στα 

Κεφάλαια 4 και 5, αναφερθήκαµε στα κυριότερα µέτρα συνάφειας και περιγράψαµε τις ιδιότητές 

τους. Επιπλέον, µε την εφαρµογή αυτών σε επιλεγµένα παραδείγµατα, καταµετρήσαµε τις 

δυνατές περιπτώσεις που µπορεί να αντιµετωπίσει ένας αναλυτής και παρουσιάσαµε τα 

αποτελέσµατα, προσδίδοντας την ερµηνεία των µέτρων, καθώς και βασικά συµπεράσµατα. Οι 

τιµές των µέτρων δεν είναι πάντοτε ισοδύναµες και εποµένως κρίνεται σκόπιµο ο αναλυτής, να 

µην περιορίζεται στην τιµή ενός µόνο µέτρου, αλλά να υπολογίζει τις τιµές διάφορων µέτρων, 

κατάλληλων για την εκάστοτε έρευνα, προτού καταλήξει σε συµπεράσµατα. Επίσης, η χρήση 

των µέτρων για την µελέτη και σύγκριση του βαθµού συνάφειας, µεταξύ διαφορετικών πινάκων, 

θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή, καθώς πολλά µέτρα συνάφειας εξαρτώνται από το 

µέγεθος και την διάσταση του πίνακα.    

Στο Κεφάλαιο 6, παρουσιάσαµε την πρόσφατη ανάπτυξη των µέτρων συµµετρίας – 

ασυµµετρίας για τετραγωνικούς πίνακες συνάφειας, τα οποία βασίζονται σε γνωστά µέτρα 

στατιστικής πληροφορίας, τύπου απόκλισης (divergence-type  measures of Information) και 

τύπου εντροπίας (entropy-type measures of Information). Τα µέτρα αυτά έχουν προταθεί από 

τους Tomizawa et al. (1994 – 2005) και από τους Kateri & Papaioannou (2007) και δείχνουν το 

βαθµό αποµάκρυνσης από διάφορα µοντέλα συµµετρίας – ασυµµετρίας. Αρχικά, οι Tomizawa et 

al. πρότειναν µέτρα που βασίζονται στην πληροφορία Kullback-Leibler, στην απόσταση  

2
− Pearsonχ   και στην εντροπία Shannon. Στην συνέχεια, πρότειναν γενικευµένα µέτρα, που για 

ειδικές περιπτώσεις τους, εµπεριέχουν τα προγενέστερα, χρησιµοποιώντας τον δείκτη 

ανοµοιότητας ή ποικιλότητας των Patil & Taillie , καθώς επίσης χρησιµοποιώντας την απόκλιση 
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των Cressie & Read, η οποία αποτελεί µια γενίκευση των µέτρων πληροφορίας τύπου απόκλισης 

και ανήκει στην οικογένεια των −power divergences. 

 Οι Kateri & Papaioannou (2007), γενίκευσαν περαιτέρω τα µέτρα αυτά, χρησιµοποιώντας 

την απόκλιση Csiszar, η οποία είναι επίσης ένα γενικό µέτρο πληροφορίας τύπου απόκλισης και 

ανήκει στην οικογένεια των − divergencesϕ  καθώς βασίζεται σε µια κυρτή συνάρτηση ϕ . 

Επιπλέον, πρότειναν κάποια νέα µέτρα, όπως αυτό της τριγωνικής συµµετρίας ( )TS . Η απόκλιση 

Csiszar παρέχει µια ευρύτερη τάξη µέτρων απόκλισης και εµπεριέχει όλα τα µέτρα των 

Tomizawa et al., µε κατάλληλη επιλογή της κυρτής συνάρτησης ϕ  (βλέπε σελ. 156). Επιπλέον, 

εµπεριέχει και άλλες σηµαντικές αποκλίσεις, οι οποίες δεν καλύπτονται από την απόκλιση 

Cressie & Read. 

 Στο σηµείο αυτό, αξίζει να αναφέρουµε µια από τις πιο πρόσφατα προταθείσες αποκλίσεις 

[Basu et al. (1998)], η οποία ανήκει στην οικογένεια των −power divergences και ορίζεται ως 

( ) 1 11 1
, 1+ +  = − + +  

  
∑∑BHHJ a a a

ij ij ij ij ij ij
i j

I p q q p q p
a a

, 0>a . Η απόκλιση BHHJI  έχει 

εξετασθεί και γενικευθεί από τους Mattheou & Karagrigoriou (2009) και αποτελεί µια πολύ 

ενδιαφέρουσα περίπτωση για περαιτέρω έρευνα στο µέλλον, αναφορικά µε την ανάπτυξη νέων 

µέτρων συµµετρίας – ασυµµετρίας, που ίσως να έχουν καλύτερες ιδιότητες. Επιπλέον, 

σηµειώνουµε ότι σε αντίθεση µε τα περισσότερα µέτρα συνάφειας, τα µέτρα συµµετρίας – 

ασυµµετρίας δεν υποστηρίζονται από γνωστά στατιστικά πακέτα. Ο υπολογισµός των µέτρων 

έχει πραγµατοποιηθεί µε την χρήση του υπολογιστικού πακέτου (Excel). Η ανάπτυξη 

αλγορίθµων για την ταχύτερη και ακριβέστερη µέθοδο υπολογισµού τους, είναι µια επίσης 

ενδιαφέρουσα ιδέα, που θα πραγµατοποιηθεί στο µέλλον.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

Παράδειγµα 1 

Ένας ερευνητής θέλει να προσδιορίσει αν υπάρχει σχέση µεταξύ της αγωγής που λαµβάνει ένας 

ασθενής, µεταβλητή X  και του αποτελέσµατος µεταβλητή Y , δηλαδή «Επιβίωση» ή όχι. 1000 

ασθενείς τυχαιοποιήθηκαν, λαµβάνοντας την Θεραπεία Α ή την Θεραπεία Β (ψευδοφάρµακο) 

και καταγράφηκαν τα αποτελέσµατα. Ο ακόλουθος 2 2×  πίνακας συνάφειας συνοψίζει 

κατάλληλα τα αποτελέσµατα. 

 

Παράδειγµα 1

80 420 500
0,08 0,42 0,5
100 400 500
0,1 0,4 0,5

180 820 1000

0,18 0,82 1

ΑΓΩΓΗ

Θεραπεία Α

Θεραπεία Β

Σύνολο

ΕΠΙΒΙΩΣΗ

ΌΧΙ ΝΑΙ Σύνολο
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Παράδειγµα 2 

Ένας ερευνητής θέλει να προσδιορίσει, αν υπάρχει σχέση µεταξύ του χρώµατος µαλλιών, 

µεταβλητή X , και του χρώµατος µατιών Y .  Ένα τυχαίο δείγµα 6800 ανδρών, ταξινοµήθηκε σε 

µια από τις 3 κατηγορίες της µεταβλητής X  και σε µια από τις 4 κατηγορίες της µεταβλητής Y . 

Ο ακόλουθος 3 4×  πίνακας συνάφειας συνοψίζει κατάλληλα τα αποτελέσµατα. 

 

1768 807 189 47 2811
0,26 0,12 0,03 0,01 0,41
946 1387 746 53 3132
0,14 0,20 0,11 0,01 0,46
115 438 288 16 857
0,02 0,06 0,04 0,002 0,13

2829 2632 1223 116 6800

0,42 0,39 0,18 0,02 1,00
Goodman - Kruskal (1954)

Παράδειγµα 2

Κόκκινα

ΧΡΩΜΑ ΜΑΛΛΙΩΝ

Σύνολο

Μπλε

Πράσινα ή Γκρι

Καστανά

Καστανά

ΧΡΩΜΑ 
ΜΑΤΙΩΝ

Σύνολο

Ξανθά Μαύρα

 

 

 

1970 899 211 52 3132
0,29 0,10 0,02 0,01 0,33
946 1387 746 53 3132
0,10 0,15 0,08 0,01 0,33
420 1601 1053 58 3132
0,04 0,17 0,11 0,006 0,33

3336 3887 2009 164 9396

0,36 0,41 0,21 0,02 1,00
Goodman - Kruskal (1954)

Σύνολο

Σύνολο

ΧΡΩΜΑ 
ΜΑΤΙΩΝ

Μπλε

Πράσινα ή Γκρι

Καστανά

ΧΡΩΜΑ ΜΑΛΛΙΩΝ

Ξανθά Καστανά Μαύρα Κόκκινα

Παράδειγµα 2α
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Παράδειγµα 3 

Ένας ερευνητής θέλει να προσδιορίσει αν υπάρχει σχέση µεταξύ του επιπέδου εκπαίδευσης, 

µεταβλητή X  και του ύψους εισοδήµατος, µεταβλητή Y .  Ένα τυχαίο δείγµα 1175 

παρατηρήσεων, ταξινοµήθηκε σε µια από τις 3 κατηγορίες της µεταβλητής X  και σε µια από τις 

3 κατηγορίες της µεταβλητής Y . Ο ακόλουθος 3 3×  πίνακας συνάφειας συνοψίζει κατάλληλα τα 

αποτελέσµατα. 

302 105 23 430
0,17 0,06 0,01 0,24
409 331 250 990
0,23 0,19 0,14 0,56
15 155 185 355

0,01 0,09 0,10 0,20

726 591 458 1775

0,41 0,33 0,26 1,00

Παράδειγµα 3 ΕΠΙΠΕ∆Ο ΕΙΣΟ∆ΗΜΑΤΟΣ

Χαµηλό Υψηλό Σύνολο

Βασική

Μεσαίο 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 
ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗΣ

Σύνολο

Πρωτοβάθµια 

∆ευτεροβάθµια 

 

Παράδειγµα 4 

Ένας ερευνητής θέλει να προσδιορίσει αν υπάρχει σχέση µεταξύ του βάρους ενός ατόµου, 

µεταβλητή X  και της σειράς κατά την οποία γεννήθηκε, µεταβλητή Y .  Ένα τυχαίο δείγµα 300 

παρατηρήσεων, ταξινοµήθηκε σε µια από τις 3 κατηγορίες της µεταβλητής X  και σε µια από τις 

4 κατηγορίες της µεταβλητής Y . Ο ακόλουθος 3 4×  πίνακας συνάφειας συνοψίζει κατάλληλα τα 

αποτελέσµατα.

70 15 10 5 100
0,23 0,05 0,03 0,02 0,33
10 60 20 10 100

0,03 0,20 0,07 0,03 0,33
10 15 35 40 100

0,03 0,05 0,12 0,133 0,33

90 90 65 55 300

0,30 0,30 0,22 0,18 1,00

Τεταρτότοκος  +

ΣΕΙΡΑ ΓΕΝΝΗΣΗΣ

Πρωτότοκος Τριτότοκος Σύνολο

Handbook of parametric and nonparametric 
statistical procedures

Σύνολο

Μέσος όρος

Άνω του Μ.Ο.

Κάτω του Μ.Ο.

∆ευτερότοκος

ΒΑΡΟΣ

Παράδειγµα 4
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Παράδειγµα 5 

Τα παραδείγµατα 5α και 5β αφορούν τρεις συνεχόµενες δηµοσκοπήσεις στην χώρα της ∆ανίας, 

κατά την περίοδο Αύγουστος 1971, Οκτώβριος 1971 και ∆εκέµβριος 1973, αναφορικά µε την 

απόφαση για το αν θα πρέπει η χώρα να αποτελεί µέλος της κοινής Ευρωπαϊκής αγοράς. Το 

δείγµα αποτελείται από 493 πολίτες, οι οποίοι ταξινοµήθηκαν µε βάση την απάντησή τους, 

«Ναι», «Όχι», «∆εν ξέρω». Ο ακόλουθος τετραγωνικός 3 3×  πίνακας συνάφειας συνοψίζει 

κατάλληλα τα αποτελέσµατα, προκειµένου να αποφασίσουµε, αν υπάρχει στροφή της κοινής 

γνώµης κατά το πέρασµα του χρόνου. 

 

Παράδειγµα 5α

Ναι Όχι Αναποφάσιστοι Σύνολο

176 33 40 249
0,36 0,07 0,08 0,51
21 94 32 147

0,04 0,19 0,06 0,30
21 33 43 97

0,04 0,07 0,09 0,20

218 160 115 493
0,44 0,32 0,23 1,00

Source: Andersen (1980) [Tomizawa et al. (1994)]

 Αύγουστος 1971

Συνολο

Αναποφάσιστοι

Οκτώβριος 1971

Ναι

Όχι

 

Παράδειγµα 5b

Ναι Όχι Αναποφάσιστοι Σύνολο

167 36 15 218
0,34 0,07 0,03 0,44
19 131 10 160

0,04 0,27 0,02 0,32
45 50 20 115

0,09 0,10 0,04 0,23

231 217 45 493
0,47 0,44 0,09 1,00

Source: Andersen (1980) [Tomizawa et al. (1994)]

∆εκέµβριος 1973

Ναι

Όχι
Οκτώβριος 1971

Συνολο

Αναποφάσιστοι
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Παράδειγµα 6 

Τo παράδειγµα αφορά την µελέτη του το επαγγελµατικού status πατέρα και υιού, τα έτη 1955, 

1965 και 1975, στην Ιαπωνία, µε δείγµα 1886, 1925 και 2238 παρατηρήσεων, αντίστοιχα. Οι 

κατηγορίες των µεταβλητών X  (επάγγελµα πατέρα) και Y  (επάγγελµα υιού), ορίζονται ως  

1: Professional, 2: Μanager, 3: Clerical, 4: Sales, 5: Skilled manual, 6: Semiskilled manual,        

7: Unskilled manual, 8: Farmer. Oι ακόλουθοι 8 8×  πίνακες συνάφειας, συνοψίζουν κατάλληλα 

τα αποτελέσµατα.  

 

Παράδειγµα 6α (1955)

Father's status 1 2 3 4 5 6 7 8 Σύνολο

36 4 14 7 8 2 3 8 82
0,02 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,04

20 20 27 24 11 11 2 11 126
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,00 0,01 0,07

9 6 23 12 9 5 3 16 83
0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,01 0,04

15 14 39 81 17 16 11 15 208
0,01 0,01 0,02 0,04 0,01 0,01 0,01 0,01 0,11

6 7 22 13 72 20 6 13 159
0,00 0,00 0,01 0,01 0,04 0,01 0,00 0,01 0,09

3 2 5 12 18 19 9 7 75
0,00 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,04

5 3 10 11 21 15 38 25 128
0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01 0,07

39 30 76 80 69 52 45 614 1005
0,02 0,02 0,04 0,04 0,04 0,03 0,02 0,33 0,54

133 86 216 240 225 140 117 709 1866
0,07 0,05 0,12 0,13 0,12 0,08 0,06 0,38 1,00

Occupational status (exmined in 1955) for Japanese father-son pairs, Tomizawa (1979)

Σύνολο

5

6

7

8

1

2

3

4

Son's status
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Παράδειγµα 6β (1965)

Father's status 1 2 3 4 5 6 7 8 Σύνολο

27 10 16 3 6 6 1 2 71
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,04

15 38 30 20 8 4 3 7 125
0,01 0,02 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,06

13 17 32 17 7 16 6 5 113
0,01 0,01 0,02 0,01 0,00 0,01 0,00 0,00 0,06

12 36 40 132 22 30 13 6 291
0,01 0,02 0,02 0,07 0,01 0,02 0,01 0,00 0,15

8 22 38 41 91 42 22 9 273
0,00 0,01 0,02 0,02 0,05 0,02 0,01 0,00 0,14

2 2 7 12 13 16 3 2 57
0,00 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,03

3 2 11 11 13 26 30 6 102
0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 0,00 0,05

38 44 95 101 132 114 60 309 893
0,02 0,02 0,05 0,05 0,07 0,06 0,03 0,16 0,46

118 171 269 337 292 254 138 346 1925
0,06 0,09 0,14 0,18 0,15 0,13 0,07 0,18 1,00

Occupational status (exmined in 1965) for Japanese father-son pairs, Tomizawa (1979)

Son's status

1

2

3

4

5

6

7

8

Σύνολο

 

 

 

Παράδειγµα 6γ (1975)

Father's status 1 2 3 4 5 6 7 8 Σύνολο

44 18 28 8 6 8 1 5 118
0,02 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,05

15 50 45 20 18 17 4 7 176
0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,08

18 25 47 30 24 18 5 7 174
0,01 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,07

16 27 53 77 40 29 9 6 257
0,01 0,01 0,02 0,03 0,02 0,01 0,00 0,00 0,11

18 25 42 31 122 43 17 13 311
0,01 0,01 0,02 0,01 0,05 0,02 0,01 0,01 0,13

12 15 21 15 36 33 3 8 143
0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01 0,00 0,00 0,06

3 5 8 7 26 21 9 3 82
0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00 0,04

44 65 114 92 184 195 58 325 1077
0,02 0,03 0,05 0,04 0,08 0,08 0,02 0,14 0,46

170 230 358 280 456 364 106 374 2338
0,07 0,10 0,15 0,12 0,20 0,16 0,05 0,16 1,00

Occupational status (exmined in 1975) for Japanese father-son pairs, Tomizawa (1979)

Son's status

1

2

3

8

Σύνολο

4

5

6

7
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