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Εισαγωγή 

 

Ασφάλεια είναι µια µορφή διαχείρισης κινδύνου, που χρησιµοποιείται πρώτιστα ως 

προστασία ενάντια στον κίνδυνο πιθανών οικονοµικών ζηµιών. Η ασφάλεια ορίζεται 

ως η δίκαιη µεταφορά του κινδύνου πιθανής ζηµιάς από µια οντότητα σε άλλη, σε 

αντάλλαγµα µιας λογικής αµοιβής. Γενικά, είναι µία σύµβαση, στην οποία ένα 

συµβαλλόµενο µέρος συµφωνεί να πληρώσει για τις οικονοµικές ζηµιές ενός άλλου 

συµβαλλόµενου µέρους, ως αποτέλεσµα ενός διευκρινισµένου γεγονότος. 

Αποθεµατοποίηση ζηµιών είναι ο υπολογισµός του απαιτούµενου αποθέµατος που 

πρέπει να διατηρεί µια ασφαλιστική εταιρεία. Γενικά τα αποθέµατα ζηµιών 

αντιπροσωπεύουν τα χρήµατα που πρέπει να έχει ένας ασφαλιστής  για να µπορεί να 

καλύψει τις µελλοντικές αποζηµιώσεις που απορρέουν από τα ασφαλιστικά 

συµβόλαια που είχαν δηµιουργηθεί στο παρελθόν. Οι µέθοδοι υπολογισµού των 

αποθεµάτων στις γενικές ασφάλειες είναι διαφορετικές από αυτές που 

χρησιµοποιούνται στις ασφάλειες ζωής, στις συντάξεις και στις ασφάλειες υγείας, 

αφού οι γενικές ασφάλειες είναι τυπικά πιο σύντοµης διάρκειας. Τα αποθέµατα 

υπολογίζονται προβλέποντας τις µελλοντικές ζηµιές από τις ζηµιές που συνέβησαν 

στο παρελθόν. 

Είναι απαραίτητος ο υπολογισµός µια αξιόπιστης εκτίµησης του αποθέµατος που θα 

µπορεί να καλύψει τις πιθανές ζηµιές, έτσι ώστε να διασφαλιστεί η σταθερότητα της 

εταιρείας. Υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός µεθόδων που έχουν αναπτυχθεί για την 

αποθεµατοποίηση των ζηµιών. Μια από τις πιο γνωστές µεθόδους αυτές είναι η 

ντετερµινιστική «chain ladder», η οποία αναπτύσσεται λεπτοµερώς στο πρώτο µέρος 

της εργασίας παρακάτω. 

Πέρα από µια εκτίµηση των ζηµιών που θα πρέπει να είναι σε θέση να πληρώσει η 

ασφαλιστική εταιρεία, χρειάζεται και άλλες πληροφορίες σχετικά µε την 

αποθεµατοποίηση ζηµιών όπως είναι ένα µέτρο που να χαρακτηρίζει το λάθος της 

εκτίµησης. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται οι στοχαστικές µέθοδοι, όπως η 

µέθοδος Poisson, το Γενικευµένο Γραµµικό Μοντέλο, η µέθοδος Mack και άλλες που 

θα περιγράψουµε αναλυτικά στο δεύτερο µέρος της εργασίας. 
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Θα πρέπει εδώ να τονιστεί ότι η αποθεµατοποίηση ζηµιών στον κλάδο των ιδιωτικών 

ασφαλειών διέπεται από ειδική νοµοθεσία, η οποία απαιτεί οι εταιρείες να τηρούν 

συνεχώς αποθέµατα για το σύνολο του χαρτοφυλακίου τους και να είναι σε θέση σε 

κάθε περίπτωση εντός διαστήµατος τριάντα ηµερών να υπολογίσουν τα αποθέµατα. 

Σε περίπτωση που η Επιτροπή Εποπτείας Ιδιωτικής Ασφάλισης κρίνει ότι µε τις 

µεθόδους που χρησιµοποίησε η εταιρεία δεν πιστοποιείται η επάρκεια των 

αποθεµάτων, δύναται να απαιτήσει από την εταιρεία αυτή υπολογισµό των 

αποθεµάτων της και µε άλλες µεθόδους. Οι νόµοι αυτοί που αφορούν τις ιδιωτικές 

ασφαλίσεις περιλαµβάνουν άρθρα µε το τι πρέπει  να συµβαίνει σε κάθε ειδική 

περίπτωση. 

Για τις διάφορες κατηγορίες αποθεµάτων ο νόµος προβλέπει τα παρακάτω:  

• Τα Αποθέµατα Μη ∆εδουλευµένων Ασφαλίστρων υπολογίζονται από τον 

Αναλογιστή ξεχωριστά για κάθε ασφαλιστικό συµβόλαιο. Στα σύνθετα 

Ασφαλιστήρια υπολογίζεται και κάθε κατηγορία κινδύνων ξεχωριστά. 

• Τα Αποθέµατα Κινδύνων εν Ισχύ υπολογίζονται βάση πρόβλεψης για τις 

ασφαλιστικές αποζηµιώσεις και για τα διοικητικά έξοδα, µε εξαίρεση τα 

έξοδα επενδύσεων που προκύπτουν µετά την ηµεροµηνία υπολογισµού. Ο 

υπολογισµός γίνεται ξεχωριστά για κάθε κλάδο ασφάλισης. 

• Το Μαθηµατικό Απόθεµα Γήρατος υπολογίζεται σύµφωνα µε τις 

Ασφαλιστικές Αρχές, οι οποίες εφαρµόζονται στις Ασφαλίσεις Ζωής. Η 

εκτίµηση του αποθέµατος γίνεται για κάθε κλάδο και είδος ασφάλισης. 

• Ο υπολογισµός των Αποθεµάτων Εκκρεµών Ζηµιών υπολογίζεται βάσει του 

κόστους που αναµένεται ότι θα προκύψει από ζηµιές από τους ασφαλιστικούς 

κινδύνους που έχουν επέλθει µέχρι την ηµεροµηνία υπολογισµού του 

αποθέµατος. Αρχικά υπολογίζεται ξεχωριστά για κάθε αναγγελθείσα ζηµιά 

ξεχωριστά, µε τη χρήση στατιστικών µεθόδων. 

• Το απόθεµα εξισορρόπησης υπολογίζεται µε το κλείσιµο των οικονοµικών 

καταστάσεων σωρευτικά, λαµβάνοντας υπόψη τα Αποθέµατα Εξισορρόπησης 

της προηγούµενης χρήσης και το 75% που προκύπτει από το 75% του 

τεχνικού πλεονάσµατος που προκύπτει στον κλάδο. 
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Κάθε εταιρεία οφείλει να διατηρεί για 15 έτη τουλάχιστον, ηλεκτρονικά αρχεία των 

δεδοµένων ανά κλάδο ασφάλισης, ανά συµβόλαιο και ανά φάκελο ζηµιάς. Επίσης 

υποχρεούται κάθε εταιρεία να διατηρεί το Βιβλίο Τεχνικών Τιµολογίων και Όρων, το 

οποίο περιλαµβάνει τις εξής ενότητες: το Κεφάλαιο Τεχνικών Σηµειωµάτων, το 

Κεφάλαιο τιµολογίων, το Κεφάλαιο γενικών και ειδικών όρων και το Κεφάλαιο 

Πινάκων. 
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ΜΕΡΟΣ 1Ο (Ντετερµινιστικοί Μέθοδοι) 

 

1.1 ∆εδοµένα ανάλυσης Ζηµιών 

 

Θεωρούµε ότι υπάρχει ένα σύνολο κινδύνων και υποθέτουµε ότι κάθε αξίωση του 

χαρτοφυλακίου κανονίζεται είτε στο έτος συµβάντος είτε στα επόµενα (n) έτη 

ανάπτυξης. Το σύνολο έχει διαµορφωθεί είτε από αυξητικές (incremental) ζηµιές 

είτε από αθροιστικές  (cumulative) ζηµιές. 

 

1.1.1 Αυξητικές Ζηµιές 

 

Για να διαµορφώσουµε ένα σύνολο από αυξητικές ζηµιές, θεωρούµε µια οµάδα 

τυχαίων µεταβλητών {Zi,k}i,k∈{0,1...n } και ερµηνεύουµε την τυχαία µεταβλητή Zi,k 

σαν την ζηµιά του έτους συµβάντος i και ως εκ τούτου στο έτος εξέλιξης  k και στο 

ηµερολογιακό έτος k+i. Αναφέρουµε το Zi,k σαν την αυξητική ζηµιά του έτους 

συµβάντος i και του έτους εξέλιξης k. 

Θεωρούµε ότι οι αυξητικές ζηµιές του Ζi,κ είναι παρατηρήσιµες για τα ηµερολογιακά 

έτη i k n+ ≤  και ότι δεν είναι παρατηρήσιµες για τα ηµερολογιακά έτη 1i k n+ ≥ + .  

Οι παρατηρήσιµες αυξητικές ζηµιές αναπαριστώνται από το ακόλουθο τριγωνικό 

διάγραµµα (run-off triangle): 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 … K … n-i … 

0 Z0,0 Z0,1 … Z0,k … Z0,n-i … 

1 Z1.0 Z1.1 … Z1.k … Z1.n-i … 

…
 

…
 

…
 … 

…
 … 

…
   

i Zi,0 Zi,1 … Zi,k … Zi,n-i   

…
 

…
 

…
 … 

…
       

n-k Zn-k,0 Zn-k,1 … Zn-k,k       

…
 

…
 

…
           

n-1 Zn-1,0 Zn-1,1           

n Zn,0             

Το πρόβληµα είναι να προβλέψουµε τις µη παρατηρήσιµες αυξητικές ζηµιές. 
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1.1.2 Αθροιστικές ζηµιές 

 

Για να διαµορφώσουµε ένα σύνολο  από αθροιστικές ζηµιές, παίρνουµε µια οµάδα 

τυχαίων µεταβλητών {Si,k}i,k∈{0,1 ...... n} και ερµηνεύουµε την τυχαία µεταβλητή 

Si,k σαν την ζηµιά του έτους συµβάντος i που εµφανίστηκε µε καθυστέρηση k το πολύ 

έτη και ως εκ τούτου όχι αργότερα από το έτος εξέλιξης k. Αναφερόµαστε στο Si,k 

σαν τη αθροιστική ζηµιά του έτους συµβάντος  i και του έτους εξέλιξης k, στο S i,n-i 

σαν τη αθροιστική ζηµιά του παρόντος ηµερολογιακού έτους n και στο Si,n σαν την 

τελική συσσωρευµένη ζηµιά. 

Θεωρούµε ότι οι αθροιστικές ζηµιές του Si,κ είναι παρατηρήσιµες για τα 

ηµερολογιακά έτη i k n+ ≤  και ότι δεν είναι παρατηρήσιµες για τα ηµερολογιακά έτη 

1i k n+ ≥ + . Οι παρατηρήσιµες αθροιστικές ζηµιές αναπαριστώνται από το ακόλουθο 

τριγωνικό διάγραµµα 

 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 … k … n-i … 

0 S0,0 S0,1 … S0,k … S0,n-i … 

1 S1.0 S1.1 … S1.k … S1.n-i … 

…
 

…
 

…
 … 

…
 … 

…
   

i Si,0 Si,1 … Si,k … Si,n-i   

…
 

…
 

…
 … 

…
       

n-k Sn-k,0 Sn-k,1 … Sn-k,k       

…
 

…
 

…
           

n-1 Sn-1,0 Sn-1,1           

n Sn,0             

 

Το πρόβληµα είναι να προβλέψουµε τις µη παρατηρήσιµες αθροιστικές ζηµιές. 
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1.1.3 Παρατηρήσεις 

 

Φυσικά, η µοντελοποίηση ενός χαρτοφυλακίου αυξητικών ζηµιών είναι ισοδύναµη µε 

την µοντελοποίηση ενός συνόλου αθροιστικών ζηµιών: 

                                               

Οι αθροιστικές ζηµιές προέρχονται από τις αυξητικές ζηµιές θέτοντας:         

, ,
0

k

i k i l
l

S Z
=

=∑  

 

Οι αυξητικές ζηµιές προέρχονται από τις αθροιστικές ζηµιές θέτοντας: 

 

,

,
, , 1

            αν  k=0

 διαφορετικά
i k

i k
i k i k

S
Z

S S −


= 

−
  

 

Στην συνέχεια θα εναλλάσσουµε αυξητικές και αθροιστικές ζηµιές όπου είναι 

απαραίτητο.  

 

Αντίστοιχα, η πρόβλεψη των µη παρατηρήσιµων αυξητικών ζηµιών είναι απαραίτητα 

ισοδύναµη της πρόβλεψης των µη παρατηρήσιµων αθροιστικών ζηµιών. 

 

- Αν {Zi,k}i,k {0,l,...n}, i+k n+l∈ ≥  είναι µια οµάδα εκτιµητών των µη 

παρατηρήσιµων αυξητικών ζηµιών, τότε µια οµάδα εκτιµητών µη παρατηρήσιµων 

αθροιστικών ζηµιών επιτυγχάνεται θέτοντας: 

ɵ �
,, , 1

1

k

i li k i n
l n i

S S Z−
= − +

= + ∑
 

 

- Αν 
ɵ{ } { }, , 0 , 1 , . . . , , 1i kS i k n i k n∈ + ≥ +

 είναι µια οµάδα εκτιµητών µη 

παρατηρήσιµων αθροιστικών ζηµιών, τότε µια οµάδα εκτιµητών µη παρατηρήσιµων 

αυξητικών ζηµιών επιτυγχάνεται θέτοντας: 
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�
ɵ

ɵ ɵ

, 1 , 1
,

, , 1

   αν  k=n-i+1

       διαφορετικά

i n i i n
i k

i k i k

S S
Z

S S

− + −

−

 −
= 

−
 

 

Για ευκολία και για να αποφεύγεται η διάκριση των περιπτώσεων, όπως στον 

προηγούµενο ορισµό, θα αναφέρουµε επίσης τα Zi,n- i και Si, n-i ως εκτιµητές των Zi,n-i 

και Si,n-i, αν φυσικά αυτές οι τυχαίες µεταβλητές είναι παρατηρήσιµες. 

 

Προσοχή: Όταν η πρόβλεψη υπόκειται σε κριτήριο βελτιστοποίησης, δεν µπορεί να 

διασφαλίζεται σε γενικές γραµµές ότι οι προηγούµενοι τύποι οδηγούν από τις 

βέλτιστες προβλέψεις αυξητικών ζηµιών σε βέλτιστες προβλέψεις αθροιστικών 

ζηµιών ή το αντίστροφο. 

 

Η απαρίθµηση των ετών συµβάντων των ζηµιών και των ετών εξέλιξης αρχίζοντας 

από το 0 αντί για 1, είναι ευρέως αλλά όχι γενικά αποδεκτή [βλ. Taylor (2000), καθώς 

και Radtke και Schmidt (2004)]. Αυτό είναι χρήσιµο για διάφορους λόγους. 

 

- Για τις ζηµιές που εµφανίστηκαν εντός του έτους συµβάντος, η καθυστέρηση της 

διευθέτησης είναι 0. Είναι εποµένως φυσικό να αρχίσει η καταµέτρηση του έτους 

εξέλιξης µε 0. 

 

- Χρησιµοποιώντας την απαρίθµηση των ετών ανάλυσης και για τα εξεταζόµενα έτη 

συνεπάγεται ότι η αυξητική ή αθροιστική ζηµιά του εξεταζόµενου έτους i και του 

έτους εξέλιξης k είναι παρατηρήσιµη εάν και µόνο αν i+k≤n. Ειδικότερα, οι 

αθροιστικές ζηµιές Si,n-i είναι αυτές του παρόντος ηµερολογιακού έτους n και 

διαδραµατίζουν καθοριστικό ρόλο στις περισσότερες µεθόδους ζηµιάς αποθεµατικών. 

 

Μετά από όλα αυτά, η σηµείωση που χρησιµοποιείται απλοποιεί τους µαθηµατικούς 

τύπους. 
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1.2 Πρότυπα ανάπτυξης 

 

Η χρήση των τριγωνικών διαγραµµάτων στην αποθεµατοποίηση ζηµιών µπορεί να 

δικαιολογηθεί µόνο εάν υποτεθεί ότι η ανάπτυξη των ζηµιών σε κάθε έτος συµβάντος 

ακολουθεί ένα πρότυπο ανάπτυξης το οποίο είναι κοινό για όλα τα έτη συµβάντος. 

Αυτή η ασαφής ιδέα ενός πρότυπου ανάπτυξης µπορεί να τυποποιηθεί µε διάφορους 

τρόπους. 

 

Στην παρούσα ενότητα εξετάζουµε τρεις τύπους των προτύπων ανάπτυξης που είναι 

επισήµως διακριτά αλλά µπορούν εύκολα να µετατραπούν το ένα στο άλλο. Αυτά τα 

πρότυπα ανάπτυξης και η ισοδυναµία τους παρέχουν ένα µέσο για τη σύγκριση των 

διαφόρων µεθόδων αποθεµατοποίησης ζηµιών. 

 

Η υπόθεση του υποκείµενου µοντέλου ανάπτυξης µπορεί να θεωρηθεί ως ένα 

πρωτογενές στοχαστικό µοντέλο αποθεµατοποίησης ζηµιών. 

 

 

1.2.1 Αυξητικές Ποσοστώσεις 

 

Το πρότυπο ανάπτυξης για αυξητικές ποσοστώσεις συγκρίνει τις αναµενόµενες 

αυξητικές ζηµιές µε τις αναµενόµενες τελικές αθροιστικές ζηµιές. 

 

Μοντέλο ανάλυσης για αυξητικές ζηµιές: Υπάρχουν παράµετροι 0 1, ,..., nϑ ϑ ϑ  µε 

0

1
n

l
l

ϑ
=

=∑  έτσι ώστε η ταυτότητα 

,

,

i k

k

i n

E Z

E S
ϑ

  =
  

 

να ισχύει για ( )0,1,...,k n∈ και για όλα τα ( )0,1,...,i n∈ . 
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Η υπόθεση σηµαίνει ότι για κάθε έτος εξέλιξης ( )0,1,...,k n∈ οι αυξητικές 

ποσοστώσεις   ,
,

,

i k

i k

i n

E Z

E S
ϑ

  =
  

 είναι πανοµοιότυπες για όλα τα έτη συµβάντων. 

 

Στην περίπτωση του διαγράµµατος για τις πληρωµένες ζηµιές ή µετρηµένες ζηµιές, 

είναι συνήθως λογικό να υποθέτουµε επιπλέον ότι 0kϑ > ,ισχύει για όλα τα 

( )0,1,...,k n∈ . Στην περίπτωση των πραγµατοποιηµένων ζηµιών, αυτή η πρόσθετη 

υπόθεση ίσως είναι ακατάλληλη επειδή, εξαιτίας της συντηρητικής 

αποθεµατοποίησης, οι αναµενόµενες αυξητικές ζηµιές των ετών εξέλιξης 

( )0,1,...,k n∈ ίσως είναι αρνητικές. 

 

 

1.2.2 Αθροιστικές Ποσοστώσεις 

 

Το πρότυπο ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις συγκρίνει τις αναµενόµενες 

αθροιστικές ζηµιές µε τις αναµενόµενες τελικές αθροιστικές ζηµιές. 

 

Πρότυπο ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις: Υπάρχουν παράµετροι 0 1, ,..., nγ γ γ  

έτσι ώστε η ταυτότητα 

,

,

i k

k

i n

E S

E S
γ

  =
  

 

να ισχύει για ( )0,1,...,k n∈ και για όλα τα ( )0,1,...,i n∈ . 

 

Η υπόθεση σηµαίνει ότι για κάθε έτος ανάπτυξης ( )0,1,...,k n∈  οι αθροιστικές 

ποσοστώσεις  ,
,

,

i k

i k

i n

E S

E S
γ

  =
  

 είναι πανοµοιότυπες για όλα τα έτη συµβάντων. 

 

Στην περίπτωση του τριγωνικού διαγράµµατος για τις πληρωµένες ζηµιές ή 

µετρηµένες ζηµιές, είναι συνήθως λογικό να υποθέτουµε επιπλέον ότι 

0<γ0<γ1<….<γn. Στην περίπτωση των πραγµατοποιηµένων ζηµιών, όµως, αυτή η 

πρόσθετη υπόθεση ίσως είναι ακατάλληλη επειδή, εξαιτίας της συντηρητικής 
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αποθεµατοποίησης, η ακολουθία για τις αναµενόµενες αθροιστικές ζηµιές ίσως είναι 

φθίνουσα. 

 

Τα πρότυπα ανάπτυξης για αυξητικές και αθροιστικές ποσοστώσεις µπορούν να 

µετατραπούν το ένα στο άλλο: 

 

- Αν 0 1, , ., nϑ ϑ ϑ…  είναι ένα µοντέλο ανάπτυξης για αυξητικές ζηµιές, τότε το πρότυπο 

ανάπτυξης για αθροιστικές ζηµιές βρίσκεται υπολογίζοντας: 

0

k

k l
l

γ ϑ
=

=∑  

 

- Αν 0 1, , ., nγ γ γ…  είναι ένα πρότυπο ανάπτυξης για τις αθροιστικές ζηµιές, τότε το 

πρότυπο ανάπτυξης για τις αυξητικές ζηµιές υπολογίζεται: 

 

0

1

             αν k=0

   διαφορετικάk
k k

γ
ϑ

γ γ −


= 

−
 

 

Επιπλέον η συνθήκη θκ>0 εκπληρώνεται για όλα τα ( )0,1,...,k n∈  αν και µόνο αν 

0 10 . nγ γ γ< < <… < . 

 

 

1.2.3 Συντελεστές 

 

Το πρότυπο ανάπτυξης για παράγοντες συγκρίνει σηµαντικές αναµενόµενες 

αθροιστικές ζηµιές: 

 

Πρότυπο ανάπτυξης για τους παράγοντες : υπάρχουν παράµετροι 1,....., nϕ ϕ  έτσι ώστε 

η ταυτότητα  

,

, 1

i k

i k

E S

E S
κϕ

−

  =
  

 

ισχύει για ( )0,1,...,k n∈  και για όλα τα ( )0,1,...,i n∈ . 
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Η υπόθεση σηµαίνει ότι για κάθε έτος ανάλυσης ( )0,1,...,k n∈ , οι παράγοντες 

,
,

, 1

i k

i

i k

E S

E S
κϕ

−

  =
  

 

είναι ίδιοι για όλα τα έτη συµβάντων ζηµιών. 

 

Στην περίπτωση του διαγράµµατος για τις πληρωµένες ζηµιές ή µετρήσιµες ζηµιές, 

είναι συνήθως λογικό να υποθέτουµε επιπλέον ότι 1kϕ >  που ισχύει για όλα τα 

( )0,1,...,k n∈ . Στην περίπτωση των πραγµατοποιηµένων ζηµιών, όµως, αυτή η 

πρόσθετη υπόθεση ίσως είναι ακατάλληλη επειδή, εξαιτίας της συντηρητικής 

αποθεµατοποίησης, η ακολουθία των αναµενόµενων αθροιστικών ζηµιών ίσως είναι 

φθίνουσα. 

 

Τα πρότυπα ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις και για παράγοντες µπορούν να 

µετατραπούν το ένα στο άλλο: 

 

- Αν 0 1, , ., nγ γ γ…  είναι ένα µοντέλο ανάλυσης για τις αθροιστικές ζηµιές, τότε το 

πρότυπο ανάπτυξης για παράγοντες υπολογίζεται: 

1

k
k

k

γ
ϕ

γ −

=  

 

- Αν 1,....., nϕ ϕ  είναι ένα πρότυπο ανάπτυξης για παράγοντες, τότε το πρότυπο 

ανάπτυξης για αθροιστικές ζηµιές υπολογίζεται 

1

1n

k
l k l

γ
ϕ= +

=∏  

(τέτοιο ώστε γn=1) 

 

Επιπλέον η συνθήκη 0 10 . nγ γ γ< < <… <  εκπληρώνεται µόνο αν 1kϕ >  ισχύει για 

( )0,1,...,k n∈ . 
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Συνδυάζοντας αυτό το αποτέλεσµα µε εκείνο της προηγούµενης υποενότητας, 

φαίνεται ότι τα πρότυπα ανάπτυξης για αυξητικές ποσοστώσεις και για παράγοντες 

µπορούν να µετατραπούν το ένα στο άλλο. Θα παραλείψουµε τους αντίστοιχους 

τύπους, δεδοµένου ότι δεν θα χρειαστούν στη συνέχεια. 

 

 

1.2.4 Υπολογισµός 

 

Με την πρώτη µατιά υπάρχει µικρή ελπίδα να υπολογίσουµε τις παραµέτρους των 

µοντέλων ανάλυσης για στοιχειώδεις ή σωρευµένες ποσοστώσεις επειδή οι µόνοι 

φανεροί εκτιµητές του θκ και γκ είναι τα παρατηρηµένα πηλίκα 0, 0,/Sk nΖ  και 0, 0,S /Sk n , 

αντίστοιχα. 

 

Ευτυχώς η κατάσταση είναι διαφορετική για το πρότυπο ανάπτυξης για τους 

παράγοντες: Για κάθε έτος ανάπτυξης ( )0,1,...,k n∈ , κάθε ένας από τους ατοµικούς 

συντελεστές ανάπτυξης  

ɵ ,
,

, 1

i k
i

i k

S

Sκφ
−

=
 

µε ( )0,1,...,i n k∈ −  είναι ένας λογικός εκτιµητής του kϕ , και αυτό ισχύει επίσης για 

κάθε σταθµισµένο µέσο όρο 

ɵ ɵ
,,

0

n k

k j kj k
j

Wϕ ϕ
−

=

=∑  

 

µε τυχαίες µεταβλητές ή σταθερές ικανοποιώντας τον τύπο 

,
0

1
n k

j k
j

W
−

=

=∑  

 

Ο πιο σηµαντικός εκτιµητής αυτής της οµάδας είναι ο chain ladder συντελεστής 

ɵ ,0

, 10

n k
CL j kj
k n k

j kj

S

S
ϕ

−

=
−

−=

=
∑
∑
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που µπορεί να γραφτεί και ως εξής 

                                         

ɵ ɵ, 1
,

0 , 10

n kCL j k
k j kn k

j h kh

S

S
ϕ ϕ

−
−

−
= −=

=∑
∑

 

 

και χρησιµοποιείται στη µέθοδο chain ladder. 

 

Εξαιτίας της αντιστοιχίας των τριών προτύπων ανάπτυξης, είναι ξεκάθαρο ότι µε τον 

ίδιο τρόπο εκτιµητές των συντελεστών µπορούν να µετατραπούν σε εκτιµητές των 

αθροιστικών ποσοστώσεων και έτσι σε εκτιµητές των σταδιακών ποσοστώσεων. 

 

 

1.2.5 Παρατηρήσεις 

 

Στην περίπτωση του διαγράµµατος για τις πληρωµένες ζηµιές ή µετρηµένες ζηµιές η 

διαισθητική συνολική ερµηνεία των προτύπων ανάπτυξης των αυξητικών ή 

αθροιστικών ποσοστώσεων θα είναι η ερµηνεία τους σαν αυξητικών ή αθροιστικών 

πιθανοτήτων. Αυτή η ερµηνεία είναι χρήσιµη, αλλά όχι αρκετά σωστή επειδή οι 

παράµετροι του προτύπου ανάπτυξης ορίζονται σαν πηλίκα προσδοκιών αντί για 

προσδοκίες των πηλίκων και επειδή αυτές οι ποσότητες είναι γενικά διακριτές. 

 

Κάποιος όµως, µπορεί να υποστηρίξει ότι ο καθορισµός των προτύπων ανάπτυξης 

είναι ακατάλληλος επειδή δεν ανταποκρίνεται διαισθητικά. Στα επόµενα δύο 

κοµµάτια όµως θα αποδειχθεί ότι οι ορισµοί που δόθηκαν είναι παρά ταύτα λογικοί 

επειδή παρέχουν ένα δυναµικό και ενιαίο περιεχόµενο της έννοιας για την ερµηνεία 

και τη σύγκριση πολλών µεθόδων και µοντέλων «αποθεµατοποίησης ζηµιών». 
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1.3 Μέθοδοι 

 

Το παρόν κεφάλαιο παρέχει µια ενιαία παρουσίαση των πιο σηµαντικών µεθόδων 

«αποθεµατοποίησης ζηµιών». Το σηµείο αρχής είναι µια γενική εκδοχή  της µεθόδου 

των Bornhuetter-Ferguson η οποία σχετίζεται στενά µε τη θεωρία του προτύπου 

ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις και αποδεικνύεται ότι είναι η αρχή κάτω από  

την οποία ενοποιούνται ποικίλες άλλες µέθοδοι αποθεµατοποίησης ζηµιών. 

 

 

1.3.1 Μέθοδος Bornhuetter-Ferguson 

 

Η µέθοδος Bornhuetter-Ferguson βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι 

0 1, , , nα α α…  και 0 1, , nγ γ γ…  µε 1nγ =  έτσι ώστε να ισχύει η ταυτότητα 

 

,i k k iE S γ α  =   

 

για i, ( )1,...,k n∈ . Τότε έχουµε 

 

 ,i n iE S α  =   

 

και ως εκ τούτου 

 

, ,i k k i nE S E Sγ   =     

 

τέτοια ώστε οι παράµετροι 0 1, , nγ γ γ…  σχηµατίζουν ένα πρότυπο ανάπτυξης για 

αθροιστικές ποσοστώσεις. 
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Η µέθοδος Bornhuetter-Ferguson βασίζεται επίσης στην πρόσθετη υπόθεση ότι οι 

προγενέστεροι εκτιµητές  0 1, ,..., na a a
∧ ∧ ∧

 των αναµενόµενων τελικών αθροιστικών 

ζηµιών ,i nE S    και οι προγενέστεροι  εκτιµητές 0 1, ,..., nγ γ γ
∧ ∧ ∧

 του προτύπου 

ανάπτυξης είναι γνωστοί και ότι 1nγ
∧

= . 

 

Σχόλιο: Οι προγενέστεροι εκτιµητές θα µπορούσαν να αποκτηθούν από πληροφορίες 

που παρέχονται από διάφορες πηγές: 

 

- Εσωτερική πληροφόρηση: Αυτή είναι κάθε πληροφορία που περιλαµβάνεται στο 

τριγωνικό διάγραµµα του χαρτοφυλακίου που εξετάζουµε. Η εσωτερική 

πληροφόρηση θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί υπολογίζοντας το µοντέλο ανάλυσης 

από το δοθέν διάγραµµα. 

 

- Εξωτερική πληροφόρηση: Αυτή είναι κάθε πληροφορία που δεν περιλαµβάνεται 

στο διάγραµµα του συνόλου που εξετάζουµε. Η εξωτερική πληροφόρηση θα 

µπορούσε να αποκτηθεί, π.χ. από στατιστικές της αγοράς, από άλλα σύνολα τα οποία 

κρίνονται ότι είναι παρόµοια µε το δοθέν, ή από ασφάλιστρα ή άλλες µονάδες 

µέτρησης του εξεταζόµενου χαρτοφυλακίου. 

 

Φυσικά οι πρώτοι εκτιµητές µπορούν να αποκτηθούν συνδυάζοντας εσωτερική και 

εξωτερική πληροφόρηση. Σε κάθε περίπτωση η επιλογή των προγενέστερων 

εκτιµητών είναι µια σηµαντική απόφαση για τον αναλογιστή. 

 

Οι εκτιµητές της Β-F µεθόδου των αθροιστικών ζηµιών Si,k µε i k n+ ≥  ορίζονται ως 

εξής 

 

ɵ ɵ ɵ( ) �, , 1

BF

i k ik n ti nS S γ γ α−−= + −  
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Ο ορισµός των εκτιµητών της B-F µεθόδου υπενθυµίζει την ταυτότητα 

 

ɵ ɵ( ) �, , ik n ii k i n iE S E S γ γ α−−   = + −     

που είναι µια συνέπεια της υπόθεσης του µοντέλου. 

 

Ο ορισµός των εκτιµητών Bornhuetter-Ferguson δείχνει ότι οι προγενέστεροι 

εκτιµητές είναι πολύ σηµαντικοί για τα νέα έτη συµβάντων ενώ είναι λιγότερο 

σηµαντικοί για τα παλιότερα έτη εξέλιξης. Επίσης στην ακραία περίπτωση όπου οι 

προγενέστεροι εκτιµητές είναι επαρκώς καθορισµένοι από εξωτερική πληροφόρηση, 

το κυριότερο µέρος του τριγωνικού διαγράµµατος αγνοείται και µόνο οι συνολικές 

ζηµιές του παρόντος έτους χρησιµοποιούνται. Αυτό είναι λογικό όταν η ποιότητα των 

δεδοµένων παρελθόντων ετών είναι φτωχή. 

 

Παράδειγµα Α: Θεωρούµε το ακόλουθο διάγραµµα για αθροιστικές ζηµιές το οποίο 

περιέχει τις αθροιστικές ζηµιές του παρόντος έτους και συµπληρώνεται από τους 

προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων τελικών αθροιστικών ζηµιών και το 

πρότυπο ανάπτυξης: 

 

Έτος εξέλιξης 

Έτος 
συµβάντος ɵ

ia  0 1 2 3 4 5 

0 3517           3483 

1 3981         3844   

2 4598       3977     

3 5658     3880       

4 6214   3261         

5 6325 1889           

ɵ
kγ    0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 
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Υπολογίζοντας τώρα τους εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson, το διάγραµµα 

συµπληρώνεται ακολούθως: 

Έτος εξέλιξης 

Έτος συµβάντος ɵ
ia  0 1 2 3 4 5 

0 3517           3483 

1 3981         3844 4043 

2 4598       3977 4391 4621 

3 5658     3880 4785 4389 5577 

4 6214   3261 4442 5436 5995 6306 

5 6325 1889 3344 4546 5558 6127 6443 

ɵ
kγ    0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 

 

Όταν οι αθροιστικές ζηµιές του παρόντος έτους κρίνονται ότι είναι αξιόπιστες, ίσως 

είναι επιθυµητό να τροποποιήσουµε τους εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson µε σκοπό 

να ενδυναµώσουµε το βάρος των αθροιστικών ζηµιών του παρόντος ηµερολογιακού 

έτους και να µειώσουµε τους προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων τελικών 

αθροιστικών ζηµιών. Αυτός ο στόχος µπορεί να επιτευχθεί µε την επανάληψη.  

 

Για παράδειγµα αν από τη µεριά της προηγούµενης φόρµουλας οι προγενέστεροι 

εκτιµητές  ia
∧

 αντικαθίστανται από τους εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson , τότε οι 

προκύπτοντες εκτιµητές είναι οι εκτιµητές  

 

ɵ ɵ ɵ( ) ɵ, ,,

BF BF

i k i nk n ii n iS S Sγ γ −−= + −  

όπου στην περίπτωση 1 < n kγ γ
∧ ∧

−  αυξάνουν το βάρος των αθροιστικών ζηµιών του 

παρόντος έτους και µειώνουν εκείνο των προηγούµενων εκτιµητών των 

αναµενόµενων τελικών ζηµιών. 
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Πιο γενικά, οι εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson µε 0m∈Ν  ορίζονται υπολογίζοντας 

 

ɵ
( )

ɵ ɵ( ) �
ɵ ɵ( ) ɵ ( )

,

,
1

,,

       αν m=0

   αν m 1

ik n ii n im

i k
m

i nk n ii n i

S
S

S S

γ γ α

γ γ

−−

−

−−

 + −


= 
 + − ≥


 

 

Τότε έχουµε 
(0)

, ,

BF

i k i kS S
∧ ∧

=  και 
(1)

, ,

BF

i k i kS S
∧ ∧

=  και η επαγωγή αποδίδει 

 

ɵ
( )

ɵ( ) ɵ
ɵ

ɵ( ) ɵ

ɵ

ɵ

ɵ( ) ɵ ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ( ) ɵ ɵ( ) �
ɵ

,
, ,

, ,
,

, ,

1 1 1

       = 1

       = 1

m mm BFi n i
i k i kn i k n i

n i

m BFi n i i n i
i kk n i k

n i n i

m
i n i i n i

ik n i k n i

n i n i

S
S S

S S
S

S S

γ γ γ
γ

γ γ γ
γ γ

γ γ γ γ α
γ γ

−
− −

−

− −
−

− −

− −
− −

− −

 = − − + − 
 

 
+ − −  

 

 
+ − − −  

 

 

 

για όλα τα  0m∈Ν .  

Στην ειδική περίπτωση που 1, 1
/i ni n

a S γ
∧ ∧

−−
=  ή 1 1nγ

∧

− = , η επανάληψη είναι 

χωρίς ενδιαφέρον επειδή σε αυτή την περίπτωση η ταυτότητα  

ɵ
( )
ɵ

ɵ

,
, =
m i n i

i k k

n i

S
S γ

γ
−

−
                 

ισχύει για τα 0m∈Ν . Αντίθετα, η επανάληψη είναι αυξηµένου ενδιαφέροντος στην 

περίπτωση όπου 0<γn-1<1 επειδή σε αυτή των περίπτωση πετυχαίνουµε  

ɵ
( )
ɵ

ɵ

,
,lim =
m i n i

i k k
m

n i

S
S γ

γ
−

→∞
−

                                               

Και η σύγκλιση της ακολουθίας των επαναλαµβανόµενων εκτιµητών Bornhuetter-

Ferguson είναι µονότονη αλλά βαίνει αύξουσα ή φθίνουσα. 
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Παράδειγµα Β: Ο ακόλουθος πίνακας περιέχει τους προγενέστερους εκτιµητές των 

αναµενόµενων τελικών αθροιστικών ζηµιών, τους επαναλαµβανόµενους εκτιµητές 

Bornhuetter-Ferguson 

 

 
ɵ
( )

ɵ

ɵ( ) �

ɵ

1
, ,

, = 1
mm i n i i n i

i n in i

n i n i

S S
S γ α

γ γ

+
− −

−

− −

 
− −  

 
 

 

και τα όρια τους 

 

Προγενέστεροι  Μεταγενέστεροι Εκτιµητές BF 

Έτος 
συµβάντος ɵ

ia  
ɵ

(0)

,5iS  ɵ
(1)

,5iS  ɵ
(2)

,5iS  ɵ
(3)

,5iS  ɵ
(4)

,5iS  ɵ
(5)

,5iS     ɵ
(10)

,5iS    Όρια 

0 3517 3483 3483 3483 3483 3483 3483 …  3483 … 3483 

1 3981 4043 4046 4046 4046 4046 4046 …  4046 … 4046 

2 4598 4621 4623 4624 4624 4624 4624 …  4624 … 4624 

3 5658 5577 5553 5346 5544 5543 5543 …  5543 … 5543 

4 6214 6306 6351 6373 6384 6389 6392 …  6394 … 6394 

5 6325 6443 6528 6589 6633 6664 6687 …  6730 … 6746 

 

 

Τα επαναλαµβανόµενα βήµατα 0 και 1 ανταποκρίνονται στη µέθοδο Bornhuetter-

Ferguson και στην Benktander- Hovinen αντίστοιχα. Ο πίνακας δείχνει ότι η 

σύγκλιση είναι µονότονη αλλά βαίνει αύξουσα ή φθίνουσα και ότι η σύγκλιση είναι 

γρήγορη για παλιά  έτη ανάπτυξης και αργή για νέα έτη συµβάντων. 
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1.3.2 Μέθοδος Ανάπτυξης ζηµιών Loss-development  

 

Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι γ0,γ1,…,γn  µε 

γn=1 τέτοια ώστε η ταυτότητα 

 

, ,i k k i nE S E Sγ   =                                            

να ισχύει για όλα τα ( ), 0,1,....,i k n∈ . Τότε οι παράµετροι 0 1, ,..., nγ γ γ  σχηµατίζουν 

ένα πρότυπο ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις. 

 

Η µέθοδος ανάπτυξης ζηµιών βασίζεται στην υπόθεση ότι οι πρώτοι εκτιµητές 

0 1 n, , ,γ γ γ
∧ ∧ ∧

…   του µοντέλου ανάλυσης δίνονται και ότι 1nγ
∧

= . 

 

Οι εκτιµητές ανάλυσης ζηµιών για αθροιστικές ζηµιές Si,k µε i+k≥n ορίζονται ως 

 

ɵ ɵ

ɵ

,
,

LD i n i
i k K

n i

S
S γ

γ
−

−

=  

 

Ο ορισµός των εκτιµητών ανάλυσης ζηµιών υπενθυµίζει την ταυτότητα 

 

,

,

i n

i k k
n i

E S
E S γ

γ −

    =   

 

που είναι συνέπεια του µοντέλου της υπόθεσης. 

 

Όταν συγκρίνονται µε τους εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson, η σηµασία των 

αθροιστικών ζηµιών του παρόντος ηµερολογιακού έτους και των προηγούµενων 

εκτιµητών του µοντέλου ανάπτυξης είναι αυξανόµενη στους εκτιµητές ανάπτυξης 

ζηµιών επειδή οι τελευταίοι δεν περιέχουν κανένα προηγούµενο εκτιµητή των 

αναµενόµενων τελικών αθροιστικών ζηµιών. 
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Παράδειγµα C: Θεωρούµε το ακόλουθο τριγωνικό διάγραµµα για αθροιστικές 

ζηµιές το οποίο περιέχει τις αθροιστικές ζηµιές του παρόντος έτους και 

συµπληρώνεται από τους προηγούµενους εκτιµητές του προτύπου ανάπτυξης. 

 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 2 3 4 5 

0           3483 

1         3844   

2       3977     

3     3880       

4   3261         

5 1889           

ɵ
kγ  0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 

 

Υπολογίζοντας τους εκτιµητές της ανάλυσης ζηµιών, το διάγραµµα συµπληρώνεται 

ως εξής: 

 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 2 3 4 5 

0           3483 

1         3844 4046 

2       3977 4393 4624 

3     3880 4767 5266 5543 

4   3261 4476 5499 6074 6394 

5 1889 3440 4722 5802 6409 6746 

ɵ
kγ  0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 
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Οι εκτιµητές ανάλυσης ζηµιών µπορούν να γραφούν ως εξής: 

 

ɵ ɵ ɵ( ) ɵ, ,,

LD LD

i k i nk n ii n iS S Sγ γ −−= + −  

 

Αυτό δείχνει ότι εκτιµητές ανάπτυξης ζηµιών δεν είναι τίποτε άλλο από τους 

εκτιµητές Bornhuetter-Ferguson σε σχέση µε τους προγενέστερους εκτιµητές 

� ɵ
LD LD

i iSα = των αναµενόµενων τελικών αθροιστικών ζηµιών. Με άλλα λόγια, η 

µέθοδος ανάλυσης ζηµιών είναι µια συγκεκριµένη περίπτωση του µοντέλου 

Bomhuetter-Ferguson µε τους προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων 

αθροιστικών ζηµιών οι οποίοι βασίζονται σε εξωτερική και εσωτερική πληροφόρηση. 

Επιπλέον, στην περίπτωση όπου 0< 1nγ
∧

− <1, οι εκτιµητές ανάπτυξης ζηµιών είναι 

ακριβώς τα όρια των ακολουθιών των επαναλαµβανόµενων εκτιµητών Β-F σε σχέση 

µε τους τυχαίους προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων αθροιστικών τελικών 

ζηµιών, όπως έχει δειχθεί στο τµήµα 4.1. 

 

 

1.3.3 Μέθοδος Chain Ladder 

 

Η µέθοδος Chain Ladder βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι φ1,…,φn  

έτσι ώστε να ισχύει η ταυτότητα  

 

, , 1i k k i kE S E Sϕ −   =                                                           

 

για όλα τα i ϵ{0, 1, …, n}και k ϵ{0, 1, …, n}. Τότε οι παράµετροι φ1,…,φn 

σχηµατίζουν ένα πρότυπο ανάπτυξης για παράγοντες. 

 

Οι εκτιµητές Chain Ladder των αθροιστικών ζηµιών Si,k µε i+k≥n ορίζονται ως 

 

ɵ ɵ
, , 1

1

kCL CL

i k li n
l n i

S S ϕ−
= − +

= ∏  
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όπου 

ɵ
,

0

, 1
0

n k

j k
CL j
k n k

j k
j

S

S
ϕ

−

=
−

−
=

=
∑

∑  

 

είναι ο chain ladder συντελεστής. Ο ορισµός των εκτιµητών chain ladder υπενθυµίζει 

την ταυτότητα 

, ,
1

k

i k i n i l
l n i

E S E S ϕ−
= − +

   =    ∏  

 

που είναι µια συνέπεια του µοντέλου υπόθεσης. 

 

Σε σύγκριση µε τους εκτιµητές της ανάπτυξης ζηµιών, είναι αξιοσηµείωτο ότι οι 

εκτιµητές chain ladder δεν προσδιορίζονται από τις αθροιστικές ζηµιές του 

παροντικού ηµερολογιακού έτους, αλλά µέσω των παραγόντων chain ladder, από 

όλες τις αθροιστικές ζηµιές του τριγωνικού σχεδιαγράµµατος. 

 

Παράδειγµα D. Θεωρούµε το ακόλουθο τριγωνικό διάγραµµα για τις αθροιστικές 

ζηµιές: 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 2 3 4 5 

0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 

1 1113 2103 2774 3422 3844   

2 1265 2433 3233 3977     

3 1490 2873 3880       

4 1725 3261         

5 1889           
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Υπολογίζοντας αρχικά τους παράγοντες «chain ladder» και έπειτα τους εκτιµητές 

«chain ladder», το τριγωνικό διάγραµµα συµπληρώνεται όπως ακολούθως: 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 2 3 4 5 

0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 

1 1113 2103 2774 3422 3844 4013 

2 1265 2433 3233 3977 4454 4650 

3 1490 2873 3880 4780 5354 5590 

4 1725 3261 4334 5339 5980 6243 

5 1889 3587 4767 5873 6578 6867 

                                                     

Έχει τονιστεί ότι τα διαφορετικά πρότυπα ανάπτυξης και οι εκτιµητές τους µπορούν 

να µετατρέπονται ο ένας στον άλλον. Συγκεκριµένα, έστω 

1

1n

k
l k l

γ
ϕ= +

=∏                                                   

ότι µετατρέπει ένα πρότυπο ανάπτυξης για παράγοντες σε ένα πρότυπο ανάπτυξης για 

τις αθροιστικές ποσοστώσεις και έστω  

ɵ

ɵ
1

1n

k
l k l

γ
ϕ= +

=∏  

ότι µετατρέπει τους εκτιµητές του προτύπου ανάπτυξης των παραγόντων σε εκτιµητές 

προτύπου ανάπτυξης για τις αθροιστικές ποσοστώσεις. Έτσι, για 

ɵ

ɵ
1

1nCL

k
l k l

γ
ϕ= +

=∏  

οι εκτιµητές «chain ladder» µπορούν να γραφούν ως: 

ɵ ɵ

ɵ

,
,

CL CL i n i
i k k CL

n i

S
S γ

γ

−

−

=
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Αυτό δείχνει ότι οι εκτιµητές «chain ladder» δεν είναι τίποτα άλλο από τους 

εκτιµητές της ανάπτυξης ζηµιών σε σχέση µε τις αθροιστικές ποσοστώσεις της «chain 

ladder» ɵ
CL

kγ  ως προγενέστεροι εκτιµητές των αθροιστικών ποσοστώσεων. Επιπλέον, 

εµείς έχουµε 

ɵ ɵ ɵ ɵ
, ,, 1 ( )

CL CL CL CL

i k i nk n ii nS S Sγ γ −−= + −  

Αυτό δείχνει ότι οι εκτιµητές «chain ladder» είναι ακριβώς οι εκτιµητές 

«Bornhuetter-Ferguson» σε σχέση µε τους προγενέστερους εκτιµητές ɵ
CL

kγ  των 

αθροιστικών ποσοστώσεων και των προγενέστερων εκτιµητών 

� ɵ
,

CL CL

i i nSα =  

των τελευταίων αναµενόµενων αθροιστικών ζηµιών. Με άλλα λόγια η µέθοδος chain 

ladder είναι µια ειδική περίπτωση της µεθόδου ανάπτυξης ζηµιών και ως εκ τούτου 

της µεθόδου Β-F µε προγενέστερους εκτιµητές του προτύπου ανάπτυξης και των 

αναµενόµενων τελευταίων αθροιστικών ζηµιών οι οποίοι είναι πλήρως βασισµένοι σε 

εσωτερικές πληροφορίες. 

Αυτή η µέθοδος chain ladder µπορεί να τροποποιηθεί αντικαθιστώντας τους 

παράγοντες chain ladder ɵ
CL

kϕ  από άλλους εκτιµητές της µορφής  

ɵ ɵ
,,

0

n k

k j kj k
j

Wϕ ϕ
−

=

=∑  

Με τυχαίες µεταβλητές (ή σταθερές) που ικανοποιούν την σχέση 

,
0

1
n k

j k
j

W
−

=

=∑  
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1.3.4 Η µέθοδος «grossing – up» 

 

Η µέθοδος «grossing – up» βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι γ0, γ1, 

…,γn µε γn=1 έτσι ώστε να ισχύει η ταυτότητα  

, ,i k k i nE S E Sγ   =     

για όλα τα i, k ϵ{0, 1, …, n} . Τότε οι παράµετροι γ0, γ1, …,γn αποτελούν ένα πρότυπο 

ανάπτυξης για τις αθροιστικές ποσοστώσεις. 

Οι εκτιµητές «grossing-up» των αθροιστικών ζηµιών Si,k µε i+k≥n ορίζονται ως 

ɵ ɵ

ɵ
,

GU GU
n i

i k k GU

n i

S
S γ

γ
−

−

=
                                                 

όπου 

 

ɵ

ɵ

1

,
0

1

,

0

1,                 αν k=n  

,    διαφορετικά

n k

GU
i k

k j

n k GU

j n

j

S

S

γ

− −

=
− −

=





= 




∑

∑
 

                                                      

είναι η αθροιστική ποσόστωση «grossing-up» του έτους ανάπτυξης k. Ο ορισµός των 

εκτιµητών «grossing-up» µας υπενθυµίζει την ταυτότητα 

,
,

i n i

i k k
n i

E S
E S γ

γ
−

−

    =   

                                                    

η οποία είναι µια συνέπεια της υπόθεσης του µοντέλου. 
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Ο υπολογισµός των αθροιστικών ποσοστώσεων «grossing-up» και των εκτιµητών 

«grossing-up» για τις τελικές αθροιστικές ζηµιές προέρχονται από αναδροµή κατά τα 

έτη ατυχήµατος, η οποία αποδίδει 

 

ɵ ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ ɵ

ɵ

ɵ

0, 0.

0, 1 1, 1
1,1

0, 1

0, 2 1, 2 2, 2
2,2

0, 1, 2

1                      και  

              και  

  και  

GU GU

nn n

GU GUn n
nn GU GU

n n

GU GUn n n
nn GU GU GU

n n n

S S

S S
S

S

S S S
S

S S

γ

γ
γ

γ
γ

− −
−

−

− − −
−

−

= =

= =

+
= =

+

 

 

Όπως παρατηρούµε από τον ορισµό, οι εκτιµητές «grossing-up» δεν είναι τίποτα 

άλλο από τους εκτιµητές της ανάπτυξης ζηµιών σε σχέση µε τις αθροιστικές 

ποσοστώσεις «grossing-up» ɵ
GU

kγ ως προγενέστερους εκτιµητές των αθροιστικών 

ποσοστώσεων. Επιπλέον, έχουµε 

ɵ ɵ ɵ ɵ
, ,, 1 ( )

GU GU GU GU

i k i nk n ii nS S Sγ γ −−= + −                                                   

η οποία δείχνει ότι οι εκτιµητές «grossing-up» είναι ακριβώς οι εκτιµητές 

«Bornhuetter-Ferguson» σε σχέση µε τους προγενέστερους εκτιµητές ɵ
GU

kγ των 

αθροιστικών ποσοστώσεων και τους προγενέστερες εκτιµητές 

� ɵ
,

GU GU

i i nSα =  

των τελευταίων αναµενόµενων αθροιστικών ζηµιών. Με άλλα λόγια, η µέθοδος 

«grossing-up» είναι µια παρόµοια περίπτωση της µεθόδου ανάπτυξης ζηµιών και ως 

εκ τούτου της µεθόδου «Bornhuetter-Ferguson» µε προγενέστερους εκτιµητές του 

προτύπου ανάπτυξης και µε αναµενόµενες τελευταίες ζηµιές, οι οποίες είναι πλήρως 

βασισµένες σε εσωτερικές πληροφορίες. 
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Αφού η τελευταία παρατήρηση εφαρµόζεται και στους εκτιµητές «chain ladder», η 

ερώτηση που προκύπτει είναι αν υπάρχει καµία διαφορά ανάµεσα στους εκτιµητές 

«grossing-up» και «chain ladder». Η απάντηση σε αυτή την ερώτηση είναι ότι δεν 

υπάρχει καµία διαφορά, αφού οι αθροιστικές ποσοστώσεις «grossing-up» και οι 

αθροιστικές ποσοστώσεις  «chain ladder» είναι πανοµοιότυπες για όλα τα έτη 

ανάπτυξης. 

Έτσι η «grossing-up» µέθοδος παρέχει µια υπολογιστική εναλλακτική στην µέθοδο 

«chain ladder», αλλά αυτή η εναλλακτική φαίνεται να εµφανίζει µικρό πρακτικό 

ενδιαφέρον. Η αναδιατύπωση της µεθόδου «chain ladder» παρεχόµενη µε την µέθοδο 

«grossing-up» είναι όµως, σηµαντικού ενδιαφέροντος σε σχέση µε τις µεθόδους:  

Αρχικά, µεταξύ όλων των µεθόδων για τις συνολικές ζηµιές που εξετάζονται εδώ, η 

µέθοδος  «chain ladder» εµφανίζεται µοναδική αφού χρησιµοποιεί εκτιµητές ενός 

προτύπου ανάπτυξης για παράγοντες αντί των αθροιστικών ποσοστώσεων, αλλά η 

ισοδυναµία του µε τη µέθοδο «grossing-up» δείχνει ότι αυτή η µοναδικότητα είναι 

µόνο εξαιτίας της πιο έξυπνης διατύπωσης ενός αλγόριθµου που αποφεύγει τις 

αναδροµές και είναι ως εκ τούτου πιο εύκολα κατανοητή. 

∆εύτερον, η µέθοδος «grossing-up» παρέχει µία ουσιαστική σύνδεση µεταξύ της 

µεθόδου «chain ladder» και της µεθόδου του οριακού ποσού (marginal-sum method). 

 

1.3.5 Η µέθοδος Οριακού-Ποσού (Marginal-Sum Method) 

 

Η µέθοδος οριακού-ποσού βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι α0, α1, 

…, αn και θ0, θ1, …,θn µε 
0

1
n

l
l

θ
=

=∑  έτσι ώστε η ταυτότητα  

,i k k iE Z aϑ  =   

να ισχύει για όλα τα i, k ϵ{0, 1, …, n}.  

 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  32 

Η άθροιση αποδίδει  

,i n iE S a  =   

και ως εκ τούτου 

, ,i k k i nE Z E Sϑ   =     

έτσι ώστε οι παράµετροι θ0, θ1, …,θn να σχηµατίζουν ένα πρότυπο ανάπτυξης για 

πρόσθετες ποσοστώσεις.  

Παρατηρήσιµες τυχαίες µεταβλητές � � �
0 1, ,...,
MS MS MS

nα α α και ɵ ɵ ɵ
0 1, ,...,
MS MS MS

nθ θ θ λέγονται 

εκτιµητές marginal-sum method αν αυτές είναι λύσεις των marginal-sum εξισώσεων 

� ɵ
.

0 0

n i n i

i l i l
l l

Zα ϑ
− −

= =

=∑ ∑   

για όλα τα i ϵ{0, 1, …, n}και  

� ɵ
,

0 0

n k n k

j k j k
j j

Zα ϑ
− −

= =

=∑ ∑  

για k ϵ{0, 1, …, n}καθώς και  

ɵ

0

1
n

l

l

ϑ
=

=∑  

Οι marginal-sum εξισώσεις µας υπενθυµίζουν τις ταυτότητες 

.
0 0

[ ]
n i n i

i l i l
l l

E Zαϑ
− −

= =

=∑ ∑  

και  
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,
0 0

[ ]
n k n k

j k j k
j j

E Zα ϑ
− −

= =

=∑ ∑  

καθώς και  

ɵ

0

1
n

k

k

ϑ
=

=∑  

που έπονται από τις υποθέσεις του µοντέλου. 

Η ερώτηση που ανακύπτει είναι εάν οι marginal-sum εκτιµητές υπάρχουν και είναι 

µοναδικοί. Η ερώτηση στην απάντηση είναι καταφατική: οι marginal-sum εκτιµητές 

υπάρχουν και είναι µοναδικοί, και ικανοποιούν την 

� ɵ
,i

MS GU

i nSα =  

και  

ɵ
ɵ

ɵ ɵ

0

1

             αν k=0

   αν  k 1

GU
MS

k
GU GU

k k

γ
ϑ

γ γ −


= 
 − ≥

 

Λαµβάνοντας υπόψη την συζήτηση της µεθόδου «grossing-up», οι προηγούµενες 

ταυτότητες συνεπάγονται ότι οι marginal-sum εκτιµητές ικανοποιούν την παρακάτω 

σχέση: 

� ɵ
,i

MS CL

i nSα =  

και  

ɵ
ɵ

ɵ ɵ

0

1

             αν k=0

   αν  k 1

CL
MS

k
CL CL

k k

γ
ϑ

γ γ −


= 
 − ≥
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Έτσι, έστω 

ɵ ɵ

0

kMS MS

lk
l

γ ϑ
=

=∑  

Παρατηρούµε 

ɵ ɵ
MS CL

k kγ γ=  

για όλα τα  k ϵ{0, 1, …, n}. 

 

Οι marginal-sum εκτιµητές των συνολικών ζηµιών Si,k µε i+k≥n ορίζονται ως  

ɵ ɵ

ɵ

,MS MS i n i
k k MS

n i

S
S γ

γ

−

−

=
 

Τότε έχουµε  

ɵ ɵ
, ,

MS CL

i k i kS S=  

Αυτό δείχνει ότι η µέθοδος marginal-sum είναι ισοδύναµη µε την µέθοδο chain 

ladder. 

 

1.3.6 Cape-Cod Μέθοδος 

 

Η µέθοδος Cape-Cod βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν παράµετροι γ0, γ1, …,γn 

µε γn=1 έτσι ώστε η ταυτότητα  

, ,[ ] [ ]i k k i nE S E Sγ=  
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να ισχύει για όλα τα i, k ϵ{0, 1, …, n}. Τότε οι παράµετροι  γ0, γ1, …,γn αποτελούν 

ένα πρότυπο ανάπτυξης για τις αθροιστικές ποσοστώσεις. 

Η µέθοδος Cape-Cod βασίζεται επίσης στην υπόθεση ότι τα ασφάλιστρα ή άλλες 

µονάδες µέτρησης πο, π1, …, πn ϵ (0, ∞) των χρόνων ατυχήµατος είναι γνωστά,  ότι οι 

αναµενόµενοι τελευταίοι συνολικοί συντελεστές ζηµιών είναι  

,i n
i

i

S
Eκ

π
 

=  
 

            

ίδιες για όλα τα χρόνια ατυχηµάτων και ότι οι προγενέστεροι εκτιµητές ɵ ɵ ɵ
0 1, ,..., nγ γ γ  

του προτύπου ανάπτυξης δίνονται και ικανοποιούν την ɵ 1nγ = . 

Οι εκτιµητές Cape-Cod των αθροιστικών ζηµιών Si,k   µε i+k≥n ορίζονται ως  

ɵ ɵ ɵ ɵ
, , ( )

CC CC

i k k n ii n i iS S γ γ π κ−−= + −  

όπου 

ɵ

ɵ

,
0

0

n

j n j
CC j

n

n j j
j

S

κ
γ π

−
=

−
=

=
∑

∑  

είναι Cape-Cod συντελεστής ζηµιών, ο οποίος είναι ένας εκτιµητής του 

αναµενόµενου τελευταίου συντελεστή ζηµιών (κοινό σε όλα τα χρόνια ατυχήµατος).  

Οι εκτιµητές Cape-Cod δεν είναι τίποτα άλλο από τους εκτιµητές Bornhuetter-

Ferguson εκτιµητές σε σχέση µε τους προγενέστερους εκτιµητές 

� ɵ
CC CC

i iα π κ=  

των αναµενόµενων τελευταίων αθροιστικών ζηµιών οι οποίες βασίζονται και σε 

εξωτερικές και σε εσωτερικές πληροφορίες. 
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Παράδειγµα Ε. Θεωρούµε το ακόλουθο µειωµένο τριγωνικό σχεδιάγραµµα για τις 

αθροιστικές ζηµιές οι οποίες περιέχουν τις αθροιστικές ζηµιές του παροντικού 

ηµερολογιακού έτους και συµπληρώνεται από τα ασφάλιστρα και τους 

προγενέστερους εκτιµητές του πρότυπου ανάπτυξης: 

Έτος εξέλιξης 

Έτος 
συµβάντος iπ  0 1 2 3 4 5 

0 4025           3483 

1 4456         3844   

2 5315       3977     

3 5986     3880       

4 6939   4261         

5 8158 1889           

ɵ
kγ    0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 

 

Το προηγούµενο τρίγωνο διαφέρει από αυτά που εµφανίστηκαν πριν από αυτό ως 

προς την αξία του S4,1 που είναι 4261 έναντι του 3261, το οποίο υποδεικνύει ότι ίσως 

υπάρχει µία ακραία τιµή στο έτος ατυχήµατος 4.  Χρησιµοποιώντας τον πίνακα 

i  ,5i iS −  ɵ
5 iγ −   iπ   ɵ

5 i iγ π−   

0 3483 1.000 4025 4025 

1 3844 0.950 4456 4233 

2 3977 0.860 5315 4571 

3 3880 0.700 5986 4190 

4 4261 0.510 6939 3539 

5 1889 0.280 8158 2284 

Σ 21334     22842 

 

παρατηρούµε ότι ɵ
CC

κ =0.934.  
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Υπολογίζοντας τώρα τους προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων τελευταίων 

αθροιστικών ζηµιών και τους Cape-Cod εκτιµητές ο πίνακας συµπληρώνεται ως εξής:  

Έτος εξέλιξης k 

Έτος 
συµβάντος i �

iα  0 1 2 3 4 5 

0 3758           3483 

1 4162         3844 4052 

2 4964       3977 4424 4672 

3 5591     3880 4775 5278 5557 

4 6481   4261 5492 6529 7113 7437 

5 7619 1889 3641 5089 6308 6994 7375 

ɵ
kγ    0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 

 

Ο προηγούµενος πίνακας πρέπει να συγκριθεί µε τον ακόλουθο, ο οποίος είναι του 

ίδιου τριγωνικού διαγράµµατος συµπληρωµένο µε τους εκτιµητές ανάπτυξης ζηµιών: 

  
Έτος 
συµβάντος i   0 1 2 3 4 5 

0             3483 

1           3844 4046 

2         3977 4393 4624 

3       3880 4767 5266 5543 

4     4261 5948 7185 7937 8355 

5   1889 3440 4722 5802 6409 6746 

ɵ
kγ    0.280 0.510 0.700 0.860 0.950 1.000 

 

Το παράδειγµα υποδεικνύει ότι η ανάπτυξη των εκτιµητών Cape-Cod κατά τα χρόνια 

ατυχηµάτων είναι πιο οµαλά από την ανάπτυξη των εκτιµητών ανάπτυξης ζηµιών το 

οποίο σηµαίνει ότι η µέθοδος Cape-Cod µειώνει τις επιδράσεις των ακραίων τιµών. 
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Το αποτέλεσµα της εξοµάλυνσης εξαρτάται από τα ασφάλιστρα ή άλλες µονάδες 

µέτρησης που χρησιµοποιούνται. 

Οι παρακάτω θεωρήσεις ίσως βοηθήσουν στο αποτέλεσµα εξοµάλυνσης της Cape-

Cod µεθόδου: Υποθέτουµε ότι για κάθε χρόνο ατυχήµατος i, ο αναµενόµενος τελικός 

συνολικός συντελεστής ζηµιών εκτιµάται από: 

ɵ
ɵ

ɵ

, ,

LD

i n i n i
i

i n i i

SS
κ

π γ π
−

−

= =  

Τότε ο συντελεστής ζηµιών Cape-Cod µπορεί να γραφτεί ως ο σταθµισµένος µέσος : 

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ
,

0

0

0 0

n

j n j nCC n jj j
jn n

j
n j n bj b

j b

S
γ π

κ κ
γ π γ π

−
−=

=
− −

= =

= =
∑

∑
∑ ∑  

και η ταυτότητα 

ɵ ɵ
, in ii n i iS γ π κ−− =  

προτείνει την αποσύνθεση των αθροιστικών ζηµιών Si,n-i του παροντικού 

ηµερολογιακού έτους  στο κανονικό µέρος  

ɵ ɵ
,

CC

n ii n i iT γ π κ−− =  

και στο αποτέλεσµα των ακραίων τιµών 

, , ,i n i i n i i n iX S T− − −= −  

και τότε να εφαρµόσετε την µέθοδο ανάπτυξης ζηµιών στο κανονικό µέρος ενώ 

διατηρείτε το αποτέλεσµα των ακραίων τιµών σταθερό για όλα τα ακόλουθα χρόνια 

ανάπτυξης. Αφού: 
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� ɵ

ɵ

ɵ ɵ

ɵ

ɵ ɵ ɵ

,
, , , ,

,
,

,

,

( )

                   = ( )

                   = ( )

                   =S

LD i n i
i k ki n i i n i i n i

n i

i n i
k n ii n i

n i

CC

k n ii n i i

CC

i k

T
T X S T

T
S

S

γ
γ

γ γ
γ

γ γ π κ

−
− − −

−

−
−−

−

−−

+ = + −

+ −

+ −

ɵ

 

παρατηρούµε ότι οι εκτιµητές που απορρέουν είναι ακριβώς οι Cape-Cod εκτιµητές. 

Η Cape-Cod µέθοδος µπορεί να τροποποιηθεί αντικαθιστώντας τον Cape-Cod 

συντελεστή ζηµιών  ɵ
CC

κ από άλλους εκτιµητές µε την µορφή: 

ɵ ɵ

0

n

jj
j

Wκ κ
=

=∑  

µε τις τυχαίες µεταβλητές (ή σταθερές) να ικανοποιούν τη σχέση                                                   

0

1
n

j
j

W
=

=∑  

 

1.3.7 Μέθοδος Additive 

 

Η µέθοδος «additive» βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν οι γνωστές παράµετροι 

π0, π1,…, πn ϵ (0,∞) και οι άγνωστες παράµετροι ζ0, ζ1,…, ζn έτσι ώστε να ισχύει η 

ταυτότητα  

,i k k iE Z ζ π  =   

για όλα τα i, k ϵ {0, 1, …, n}. 
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Αν οι παράµετροι π0, π1,…, πn ερµηνεύονται ως ασφάλιστρα ή άλλες µονάδες 

µέτρησης των ετών ατυχήµατος, τότε η υπόθεση σηµαίνει ότι, για κάθε έτος 

ανάπτυξης k, οι αναµενόµενες στοιχειώδεις συχνότητες ζηµιών   

,
,

i k
i k

i

Z
Eζ

π
 

=  
 

 

είναι όµοιες για όλα τα χρόνια ατυχηµάτων. Έστω 

0

n

i i k
k

α π ζ
=

= ∑    και      
0

0

k

l
l

k n

l
l

ζ
γ

ζ

=

=

=
∑

∑
 

παρατηρούµε 

,i k k iE S γ α  =    

για όλα τα i, k ϵ {0, 1, …, n}έτσι ώστε ,i i nE Sα  =    και οι παράµετροι γ0, γ1,…, γn 

σχηµατίζουν ένα πρότυπο ανάπτυξης για αθροιστικές ποσοστώσεις. 

Οι «additive» εκτιµητές των πρόσθετων ζηµιών Ζi, k µε i+k≥n να ορίζονται ως 

� �
,

AD AD

i k k iZ ζ π=  

και οι «additive» εκτιµητές των αθροιστικών ζηµιών ,i kS  µε i+k≥n να ορίζονται ως  

ɵ �
,, ,

1

k ADAD

i li k i n i
l n i

S S Z−
= − +

= + ∑  

όπου 

�
,

0

0

n k

i j
AD j
k n k

j
j

Z

ζ
π

−

=
−

=

=
∑

∑
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είναι ο «additive» στοιχειώδης συντελεστής ζηµιών το έτος ανάπτυξης k. 

 

Παράδειγµα F. Θεωρούµε το ακόλουθο τριγωνικό σχεδιάγραµµα για τις αθροιστικές 

ζηµιές ο οποίος συµπληρώνεται από τα ασφάλιστρα: 

Έτος εξέλιξης k 

Έτος 
συµβάντος i iπ  0 1 2 3 4 5 

0 4025 1001 1855 2423 2988 3335 3483 

1 4456 1113 2103 2774 3422 3844   

2 5315 1265 2433 3233 3977     

3 5986 1490 2873 3880       

4 6939 1725 3261         

5 8158 1889           

 

Έτσι παρατηρούµε το ακόλουθο τριγωνικό σχεδιάγραµµα των πρόσθετων ζηµιών που 

συµπληρώνεται από τους «additive» στοιχειώδεις συντελεστές ζηµιών: 

Έτος εξέλιξης k 

Έτος 
συµβάντος i iπ  0 1 2 3 4 5 

0 4025 1001 854 568 565 347 148 

1 4456 1113 990 671 648 422   

2 5315 1265 1168 800 744     

3 5986 1490 1383 1007       

4 6939 1725 1536         

5 8158 1889           

�
kζ    0.243 0.222 0.154 0.142 0.091 0.037 
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Υπολογίζοντας τώρα τους «additive» εκτιµητές των µη παρατηρήσιµων πρόσθετων 

ζηµιών, το τριγωνικό σχεδιάγραµµα των πρόσθετων ζηµιών συµπληρώνεται ως εξής: 

Έτος εξέλιξης k 

Έτος 
συµβάντος i iπ  0 1 2 3 4 5 

0 4025 1001 854 568 565 347 148 

1 4456 1113 990 671 648 422 165 

2 5315 1265 1168 800 744 484 197 

3 5986 1490 1383 1007 850 545 221 

4 6939 1725 1536 1069 985 631 257 

5 8158 1889 1811 1256 1158 742 302 

�
kζ    0.243 0.222 0.154 0.142 0.091 0.037 

 

Αναλόγως, το τριγωνικό σχεδιάγραµµα των αθροιστικών ζηµιών συµπληρώνεται 

ακολούθως: 

Έτος εξέλιξης k 
Έτος 
συµβάντος i αi 0 1 2 3 4 5 

0 4025 1001 1855 2423 2988 3335 3483 

1 4456 1113 2103 2774 3422 3844 4009 

2 5315 1265 2433 3233 3977 4461 4658 

3 5986 1490 2873 3880 4730 5275 5496 

4 6939 1725 3261 4330 5315 5946 6203 

5 8158 1889 3700 4956 6114 6856 7158 

 

 Έστω  

ɵ

�

�

0

0

k AD

lAD
l

k n AD

l
l

ζ
γ

ζ

=

=

=
∑

∑
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και 

� �

0

nAD AD

i li
l

α π ζ
=

= ∑  

οι  «additive» εκτιµητές των µη παρατηρήσιµων αθροιστικών ζηµιών µπορούν να 

γραφτούν ως: 

ɵ ɵ ɵ �
, , ( )

ADAD AD AD

i k ik n ii n iS S γ γ α−−= + −  

Αυτό δείχνει ότι οι «additive» εκτιµητές των αθροιστικών ζηµιών δεν είναι τίποτα 

άλλο από τους εκτιµητές «Bornhuetter-Ferguson » σε σχέση µε τις αθροιστικές 

«additive» ποσoστώσεις  ɵ
AD

kγ και τους προγενέστερους εκτιµητές �
AD

iα των 

αναµενόµενων αθροιστικών ζηµιών. Με άλλα λόγια, η µέθοδος «additive» είναι µια 

ειδική περίπτωση της «Bornhuetter-Ferguson» µεθόδου µε προγενέστερους εκτιµητές 

των αθροιστικών ποσοστώσεων και των αναµενόµενων τελευταίων αθροιστικών 

ζηµιών, οι οποίοι βασίζονται και σε εσωτερικές και σε εξωτερικές πληροφορίες. 

Οι αναµενόµενοι συσσωρευτικοί συντελεστές ζηµιών  

,i n
i

i

S
Eκ

π
 

=  
 

 

ικανοποιούν 

.
0

n

i i l
l

κ ζ
=

=∑  

Αφού οι αναµενόµενοι στοιχειώδεις συντελεστές ζηµιών είναι όµοιοι για όλα τα έτη 

ατυχηµάτων, έπεται επίσης ότι οι αναµενόµενοι συσσωρευτικοί συντελεστές ζηµιών 

είναι όµοιοι για όλα τα έτη ατυχηµάτων. Συνεπώς, ο «additive» συντελεστής ζηµιών  

ɵ �

0

n ADAD

l
l

κ ζ
=

=∑  
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µπορεί να ερµηνευτεί ως ένας εκτιµητής του αναµενόµενου τελευταίου 

συσσωρευτικού συντελεστή ζηµιών 

0

n

l
l

κ ζ
=

=∑  

κοινό για όλα τα έτη ατυχηµάτων. Επιπλέον, οι προγενέστεροι εκτιµητές 

�
AD

iα µπορούν να γραφτούν ως 

� ɵ
AD AD

i iα π κ=  

και µπορεί να δειχτεί ότι  

ɵ

ɵ

,
0

0

n

i n j
AD j

n AD

n j j
j

S

κ
γ π

−
=

−
=

=
∑

∑
 

Αυτό δείχνει ότι οι «additive» εκτιµητές των µη παρατηρήσιµων αθροιστικών ζηµιών 

δεν είναι τίποτα άλλο από τους Cape-Cod εκτιµητές σε σχέση µε τις συνολικές 

«additive» ποσοστώσεις ɵ
AD

kγ . Με άλλα λόγια, η «additive» µέθοδος είναι µια ειδική 

περίπτωση της Cape-Cod µεθόδου µε προγενέστερους εκτιµητές των αθροιστικών 

ποσοστώσεων, οι οποίοι βασίζονται και σε εσωτερικές και σε εξωτερικές 

πληροφορίες. 

Η παρατήρηση ότι η «additive» µέθοδος είναι µια ειδική περίπτωση της Cape-Cod 

µεθόδου οφείλεται στο Zocher (2005). 
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1.3.8 Παρατηρήσεις 

Ο ακόλουθος πίνακας συγκρίνει τις διαφορετικές µεθόδους της αποθεµατοποίησης 

ζηµιών σε σχέση µε τις επιλογές των προγενέστερων εκτιµητών των αναµενόµενων 

τελευταίων αθροιστικών ζηµιών αi και των αθροιστικών ποσοστώσεων γk: 

Αθροιστικές Ποσοστώσεις 
Αναµενόµενες 
Τελευταίες Αθροιστικές 
Ζηµιές Arbitrary 

ɵ
CL

kγ  ɵ
AD

kγ  

Arbitrary 
Μέθοδος  

Bornhuetter-Ferguson     

ɵ
,

AD

i nS   
Μέθοδος  

Loss-Development 
Μέθοδος  

Chain Ladder   

 ɵ
CC

iπ κ  
Μέθοδος  

Cape-Cod   
Μέθοδος  
Additive 

 

Σηµειώστε ότι οι προγενέστεροι εκτιµητές ɵ ,

LD

i nS  και ɵ
CC

iπ κ  εξαρτώνται από την 

επιλογή των προγενέστερων εκτιµητών γ0, γ1,…, γn . 

Φυσικά, οι τέσσερις άλλοι συνδυασµοί στους οποίους δεν έχει δοθεί ένα όνοµα στη 

λογοτεχνία θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν επίσης, και ακόµη άλλες επιλογές 

προγενέστερων εκτιµητών µπορούν των αναµενόµενων τελευταίων ζηµιών και των  

αθροιστικών ποσοστώσεων µπορούν να θεωρηθούν. 

Η συζήτηση του παροντικού τµήµατος και ειδικά, ο παραπάνω πίνακας δείχνει ότι η 

µέθοδος Bornhuetter-Ferguson παρέχει ένα γενικό αξίωµα κάτω από το οποίο κάποιες 

µέθοδοι της αποθεµατοποίησης ζηµιών µπορούν να υπαχθούν. Η εστίαση  

- στους προγενέστερους εκτιµητές των αναµενόµενων τελευταίων αθροιστικών 
ζηµιών  

και 

- στους προγενέστερους εκτιµητές των αθροιστικών ποσοστώσεων  

παρέχει µια µεγάλη µεταβλητότητα στις µεθόδους αποθεµατοποίησης. Ο παραπάνω 

πίνακας περιέχει ενδιαφέρουσες ειδικές περιπτώσεις, αλλά θα µπορούσε σίγουρα να 

µεγεθυνθεί. Επιπλέον, 
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- κάποιοι κυρτοί συνδυασµοί των προγενέστερων εκτιµητών των αναµενόµενων 

τελευταίων αθροιστικών ζηµιών αποφέρει νέους προγενέστερους εκτιµητές των 

αναµενόµενων τελευταίων αθροιστικών ζηµιών, και  

- κάποιοι κυρτοί συνδυασµοί των προγενέστερων εκτιµητών του προτύπου ανάπτυξης 

για τις αθροιστικές ποσοστώσεις αποφέρει νέους προγενέστερους εκτιµητές του 

προτύπου ανάπτυξης. 

Αυτό το σηµείο γίνεται ακριβές µε το ακόλουθο παράδειγµα: 

Παράδειγµα G. Έστω  είναι οι προγενέστεροι εκτιµητές των α0, α1, …, αn και έστω 

ɵ ɵ ɵ
0 1, ,..., nγ γ γ  ότι είναι οι προγενέστεροι εκτιµητές των γ0, γ1, …, γn έτσι ώστε κάθε 

ένας από αυτούς τους εκτιµητές να βασίζεται πλήρως σε εξωτερικές πληροφορίες. 

Τότε οι προγενέστεροι εκτιµητές  

� � ɵ ɵ
,1 2 3( )

LD CC

i i i n ia a S aα α π κ= + +  

µε α1+α2+α3=1 και 
� � ɵ ɵ

ɶ ɵ ɵ ɵ

,1 2 3

1 2 3

( )
LD CC

i i i n i

CL AD

k k k k

a a S a

b b b

α α π κ

γ γ γ γ

= + +

= + +
 

ɶ ɵ ɵ ɵ
1 2 3

CL AD

k k k kb b bγ γ γ γ= + +   

µε b1+b2+b3=1 να είναι οι προγενέστεροι εκτιµητές των α0, α1, …, αn και γ0, γ1, …, γn 

αντίστοιχα, οι οποίοι µέσα από τα βάρη α1,α2,α3 και b1,b2,b3 εκφράζουν την 

αξιοπιστία που έχει αποδοθεί στους προγενέστερους εκτιµητές � iα , ɵ ,

LD

i nS , ɵ
CC

iπ κ και 

ɵ
kγ , ɵ

CL

kγ , ɵ
AD

kγ αντίστοιχα. 
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ΜΕΡΟΣ 2Ο  

Στοχαστικές Μέθοδοι Αποθεµατοποίησης στις Γενικές Ασφαλίσεις 

 

 Τα τελευταία χρόνια έχει παρατηρηθεί αυξηµένο ενδιαφέρον για τα στοχαστικά 

µοντέλα αποθεµατοποίησης ζηµιών στο χώρο των ασφαλειών, παρόλα αυτά 

χρησιµοποιούνται από έναν περιορισµένο αριθµό χρηστών. Κάποιοι λόγοι είναι η 

έλλειψη κατανόησης των µεθόδων αυτών, η έλλειψη κατάλληλου λογισµικού κ.ά. Ο 

βασικός όµως λόγος είναι ότι τα στοχαστικά µοντέλα είχαν σχεδιαστεί για να 

παράγουν ακριβώς τις ίδιες εκτιµήσεις για τα αποθέµατα µε την παραδοσιακή 

ντετερµινιστική τεχνική της «chain ladder». Αναµφισβήτητα, λοιπόν γεννάται το 

ερώτηµα «γιατί να χρησιµοποιηθεί µια πολύπλοκη στοχαστική διαδικασία για την 

εκτίµηση των αποθεµάτων, όταν η απλή ντετερµινιστική διαδικασία επαρκεί»; Η 

απάντηση είναι ότι πέρα από την εκτίµηση του αποθέµατος υπάρχουν και άλλα 

θέµατα του µοντέλου που είναι σηµαντικά, όπως οι εκτιµήσεις της µεταβλητότητας 

των εκτιµήσεων των παραµέτρων, οι υποκείµενες κατανεµηµένες υποθέσεις του 

µοντέλου που ταιριάζουν και µία εκτίµηση της πιστότητας του µοντέλου. Είναι 

επίσης χρήσιµο να γνωρίζουµε που τα δεδοµένα αποκλίνουν από το µοντέλο που 

χρησιµοποιείται, και να έχουµε κάποια πλαίσια µέσα στα οποία άλλα µοντέλα 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν και να συγκριθούν. 

Η επιλογή του στοχαστικού µοντέλου ή της µεθόδου πρόβλεψης είναι επιλογή του 

αναλογιστή και το οποίο ίσως έχει µια σηµαντική επίδραση στο αποτέλεσµα. Στο 

κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε τις πιο σηµαντικές στοχαστικές µεθόδους. Οι 

στοχαστικές µέθοδοι αποθεµατοποίησης ζηµιών διακρίνονται στους ακόλουθους 

τύπους: 

� Αθροιστικές µέθοδοι (Cumulative methods): Αυτές οι µέθοδοι παράγουν 

εκτιµήσεις σχετικές µε τον ντετερµινιστικό αλγόριθµο της µεθόδου «chain 

ladder». Επίσης αυτές οι µέθοδοι µετρούν την µεταβλητότητα των αναλογιών 

σύνδεσης. Γενικά απαιτούν από το χρήστη να επιλέξει τον τύπο της 

κατανοµής (π.χ. κανονική ή λογαριθµοκανονική). 

Π.χ. µέθοδος Mack 
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� Μέθοδοι Προσοµοίωσης (Simulation methods): Στις µεθόδους αυτές η 

υποκείµενη υπόθεση είναι ότι τα δεδοµένα της προσοµοίωσης έχουν τις ίδιες 

στατιστικές ιδιότητες µε τα παρατηρούµενα δεδοµένα. Γενικά είναι 

ευκολότερη η χρήση µεθόδων προσοµοίωσης από την άντληση ενός 

µαθηµατικού τύπου. 

Π.χ. Bootstrapping µέθοδος 

 

� Μπεϋζιανές µέθοδοι (Bayesian methods): Οι άλλες µέθοδοι αντλούν 

παραµέτρους άµεσα από τα ιστορικά δεδοµένα, ενώ οι Μπεϋζιανές µέθοδοι 

χρησιµοποιούν τα δεδοµένα ως ένα δεύτερο βήµα για να βελτιώσουν τις 

αρχικές προσδοκίες για τις παραµέτρους του χρήστη. Ο χρήστης κάνει 

υποθέσεις σύµφωνα µε τις αρχικές κατανοµές των παραµέτρων. 

Π.χ. το µοντέλο του Verall (2000) 

 

� Βαθµιαίες προσεγγίσεις (Incremental approaches): Οι µέθοδοι αυτές 

βασίζονται στις πληρωµές πρόσθετων ζηµιών. Επίσης σε αυτές τις µεθόδους 

προσαρµόζουν την καµπύλη σε διαστάσεις ετών ανάπτυξης ή ατυχηµάτων ή 

ηµερολογιακών. 

Π.χ. Το γενικό γραµµικό µοντέλο  

Παρακάτω παρουσιάζονται τα σηµαντικότερα από τα στοχαστικά µοντέλα που έχουν 

προταθεί, η µεταξύ τους σχέση, πως αυτές οι µέθοδοι µπορούν να εφαρµοστούν στην 

πράξη και ποια είναι τα χαρακτηριστικά τους. 
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2.1  Μέθοδος Mack 

 

Ο Mack (1993) ανέπτυξε µία µέθοδος χωρίς τη χρήση κατανοµής για να εκτιµήσει 

την πρόβλεψη του λάθους των εκτιµητών Chain Ladder αποθεµάτων. Για την 

αποθεµατοποίηση ζηµιών µια ασφαλιστική εταιρεία συνήθως διαιρεί το 

χαρτοφυλάκιό της σε υποχαρτοφυλάκια έτσι ώστε η ανάπτυξη συµπεριφοράς του 

κάθε υποχαρτοφυλακίου να θεωρείται οµογενής. Τότε, για κάθε υποχαρτοφυλάκιο 

µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος Chain Ladder για τον υπολογισµό των αποθεµάτων 

και του λάθους πρόβλεψης.  

Αλλά τελικά χρειάζεται να υπολογιστούν τα αποθέµατα όλου του χαρτοφυλακίου και 

το λάθος πρόβλεψής τους. Οι εκτιµήσεις των αποθεµάτων ζηµιών κάθε 

υποχαρτοφυλακίου µπορεί να προστεθούν και να δώσουν το τελικό απόθεµα ζηµιών 

όλου του χαρτοφυλακίου, αυτό µπορεί να γίνει και στην περίπτωση των διασπορών 

των προβλέψεων υπό την προϋπόθεση ότι τα υποχαρτοφυλάκια είναι ανεξάρτητα. 

Στην πραγµατικότητα όµως η ανεξαρτησία αυτή δεν επαληθεύεται, οπότε δεν µπορεί 

να εφαρµοστεί η µέθοδος Chain Ladder για την πρόβλεψη του λάθους πρόβλεψης του 

αποθέµατος.  

Η πρόβλεψη του λάθους της πρόβλεψης 

Αρχικά εκτιµούµε το λάθος της πρόβλεψης για το ποσό των τελευταίων ζηµιών ενός 

έτους ατυχήµατος.  

Έστω Cik>0 είναι το σύνολο των ζηµιών του έτους ατυχήµατος i, 1≤ i ≤ n, µετά από k 

χρόνια ανάπτυξης, 1≤ k ≤ n,για ένα συγκεκριµένο υποχαρτοφυλάκιο. Τα ποσά Cik µε 

i+k≤n+1 είναι παρατηρήσιµα και εµείς ενδιαφερόµαστε να προβλέψουµε τα ποσά Cin 

για i=2, 3, …, n. Η µέθοδος Chain Ladder το κάνει αυτό µε τον επαναληπτικό τύπο: 

� � �
, 1ik i k kC C f= − ∗  

Με αρχική τιµή � , 1 , 1i n i i n iC C+ − = + −  και τον παράγοντα: 

�

1
1 , 11
1

, 1 , 1

n k
n kik i ki

ikk i
k k

C C
f F

C C

+ −
+ − −=
=

< − < −

= = ∗∑ ∑  
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ο οποίος είναι ο σταθµισµένος µέσος των ατοµικών παραγόντων ανάπτυξης 

,

, 1

: i k
ik

i k

C
F

C −

=  µε 
1

, 1 , 11
:

n k

k i ki
C C

+ −

< − −=
=∑  

Θεωρούµε : “Tk”:όλες τις µεταβλητές {C ij | 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ k, i+j≤n+1} µε το χρόνο 

ανάπτυξης k δεδοµένο. 

                    “Tn”:όταν θεωρείται όλο το τρίγωνο δεδοµένο 

                    “Tik”:όταν θεωρoύνται οι µεταβλητές {C ij | 1≤ j ≤ k} δεδοµένες  

Σύµφωνα µε τις στοχαστικές υποθέσεις ισχύει ότι : 

(1) Ε[Fik| Ti, k-1) = fk 

Και  

(2) Var[Fik| Ti, k-1) =
2

, 1

k

i kC

σ

−

 

Για όλα τα 1≤i≤n και 2≤k≤n όπου fk και 
2
kσ  είναι άγνωστοι παράµετροι, τα � kf  και 

�
, 1i n iC + −  είναι αµερόληπτα αν τα χρόνια ατυχηµάτων είναι ανεξάρτητα. Οι υποθέσεις 

(1) και (2) µαζί µε την υπόθεση της ανεξαρτησίας των ετών ατυχηµάτων αποτελούν 

τη βάση για όσα θα αναφέρουµε παρακάτω. 

Το λάθος πρόβλεψης mse(� ,i nC ) για το τελευταίο ποσό ζηµιών ενός έτους ατυχήµατος 

ορίζεται ως: 

mse (� ,i nC ) :=E((Cin - � ,i nC )2| Tn) 

επειδή για λόγους αποθεµατοποίησης µόνο η µελλοντική µεταβλητότητα δεδοµένων 

των παρατηρήσιµων δεδοµένων µας ενδιαφέρει, το παραπάνω το γράφουµε ως: 

mse (� ,i nC ) := Var(Cin| Tn+1-i)+ (E(� ,i nC | Tn+1-i)- � ,i nC )2 

όπου για λόγους εκτίµησης προσεγγίζεται από: 

mse (� ,i nC ) ≈ Var(Cin| Tn+1-i)+ Var(� ,i nC | Tn+1-i) 
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όπου Var(Cin| Tn+1-i) ονοµάζεται το τυχαίο λάθος και Var(� ,i nC | Tn+1-i) το λάθος 

εκτίµησης . Για λόγους απλοποίησης αν i+k>n+1 οι προβλέψεις Ε(Cin),  Ε( � ,i nC ) και 

οι διασπορές Var(Cin ),  Var (� ,i nC ) είναι το ίδιο µε Ε( , 1|i n n iC T + − ),  Ε( � , 1|i n n iC T + − ) και 

τις διασπορές Var( , 1|i n n iC T + − ),  Var (� , 1|i n n iC T + − ) . 

Στη συνέχεια συνάγουµε επαναλήψεις για το τυχαίο λάθος και το συστηµατικό λάθος.  

Οπότε έχουµε τις σχέσεις: 

Ε(Cik| Ti,k-1)= Ci,k-1 fk 

Var(Cik| Ti,k-1)= Ci,k-1 
2
kσ  

Τότε για i+k>n+1 

Var(Cik)= E(Var(Cik| Ti,k-1))+ Var(E(Cik| Ti,k-1))= E(Ci,k-1) 
2
kσ + Var(Ci,k-1) 

2
kf  

Αυτό παράγει για τον εκτιµητή � ( )inVar C  του τυχαίου λάθους Var(Cin) του ποσού των 

τελευταίων ζηµιών την επανάληψη: 

�Var (Cik)=�Var  (Ci,k-1) �
2

kf + � , 1i kC −
�

2

kσ  

µε την αρχική τιµή : 

�Var (Ci,n+1-i)=0 

καθώς το Ci,n+1-i είναι γνωστό. Ένας αµερόληπτος εκτιµητής του �
2

kσ  δίνεται από τον 

ακόλουθο τύπο: 

� �( )
1 22

, 1
1

1 n k

k i k ik k
i

C F f
n k

σ
+ −

−
=

= −
− ∑  

Παροµοίως,  

� � �
, 1ik i k kC C f= − ∗  

Οπότε παράγεται: 
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� � �( )( ) � �( )( ), 1 , 11 1( ) | |ik i k i kk kk kVar C E Var C f T Var E C f T− −− −= + =                                    

 � �( ) �( )2 2
, 1 , 11( | )i k i kk kkE C Var f T Var C f− −−= +  

Οπότε ο επαναληπτικός τύπος για τον εκτιµητή � ( )inVar C  του λάθους εκτίµησης 

�( )inVar C  των τελευταίων ζηµιών Cin µπορούν να συναχθούν από τον τύπο: 

� �( ) � �( ) �
�

2
2

2
, , 1 , 1

, 1

k
i k i k i kk

k

Var C Var C f C
C

σ
− −

< −

= +  

Επειδή 

�
�

2

1
, 1

( | )
k

kk
k

Var f T
C

σ
−

< −

=  

Εδώ η αρχική τιµή είναι :  

� �( ), 1 0i n iVar C + − =  

επειδή � , 1i n iC + −  είδη παρατηρήσιµο. Οπότε ο επαναληπτικός τύπος για την εκτίµηση 

όλου του λάθους πρόβλεψης είναι: 

Εκτιµούµε το λάθος της πρόβλεψης του συνολικού ποσού των τελευταίων ζηµιών Οι 

ετήσιες αναφορές µιας ασφαλιστικής εταιρείας κάνουν συνήθως εκτιµήσεις µόνο για 

αποθέµατα όλων των ετών ατυχηµάτων µαζί .Για να εκτιµήσουµε ένα διάστηµα για 

αυτού του συνολικού ποσού, πρέπει να εκτιµήσουµε το λάθος εκτίµησης και το λάθος 

πρόβλεψης για όλα τα έτη ατυχηµάτων µαζί.   

Το C1n είναι ήδη γνωστό και δεν απαιτείται καµία εκτίµηση. Εποµένως το πρώτο έτος 

ατυχήµατος δεν  προσθέτει κάτι στο τυχαίο λάθος και στο λάθος εκτίµησης. 

Παίρνοντας αυτό ως δεδοµένο, η πρόβλεψη του λάθους πρόβλεψης                    

�

2

n

in

i

mse C
=

 
 
 
∑ για όλα τα έτη ατυχήµατος ορίζεται ως : 
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� �

2

2 2

: ( ) |
n n

in inin n
i i

mse C E C C T
= =

    
= −    

     
∑ ∑  

Έτσι έχουµε : 

� �( ) �

2

1
2 2 2

| |
n n n

in in inin n n i
i i i

mse C Var C T E C T C+ −
= = =

     
= + −     

     
∑ ∑ ∑  

                      

�( ) �( )
�( ) �( ) �( ) �( )

�( )

2

1
2 2

2 1 1

1
2 2

| |

2 | |

| |

n n

in inin n n i
i i

in in jn jni j n n i n j

n n

inin n n i
i i

Var C T E C T C

E C T C E C T C

Var C T Var C T

+ −
= =

≤ < ≤ + − + −

+ −
= =

 
= + − 

 

+ − −

 
≈ + 

 

∑ ∑

∑

∑ ∑

   

                       � �( )2 12 , |in jmi j n n iCov C C T≤ < ≤ + −+ ∑  

Η αντίστοιχη εκτίµηση είναι : 

� � � � � �( )
�

�

�
2 2

22

, 1 , 1

2 3 , 1 , 1

n n
k k

in i k kk
i i k k k

mse C mse C f C
CCν

σ σ
− ≥ −

= = + − ≥ − < −

      = + +          
∑ ∑  

Η επανάληψη αρχίζει µε k=2. 
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2.2   Μέθοδος Bootstrap 

 

Όπου το λάθος της εκτίµησης είναι δύσκολο ή αδύνατον να υπολογιστεί αναλυτικά, 

είναι σύνηθες να υιοθετηθεί η µέθοδος «bootstrap». Στην αποθεµατοποίηση ζηµιών 

εµείς ενδιαφερόµαστε να προβλέψουµε το λάθος του συνόλου των τυχαίων 

µεταβλητών και η µέθοδος «bootstrap» είναι από τις πιο κατάλληλες µεθόδους για 

αυτή τη διαδικασία. Σε προβλήµατα τύπου παλινδρόµησης, είναι σύνηθες να 

χρησιµοποιείται η µέθοδος «bootstrap» στα υπόλοιπα και όχι στα δεδοµένα. Όµως 

είναι σηµαντικό να χρησιµοποιήσουµε ένα κατάλληλο ορισµό για τα υπόλοιπα του 

προβλήµατος που ασχολούµαστε. Στα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα τα υπόλοιπα 

απαιτείται να έχουν προσεγγιστικά τις ιδιότητες της κανονικής κατανοµής. Τα πιο 

συνήθη υπόλοιπα είναι τα Deviance και τα Pearson. Μια Τρίτη κατηγορία υπολοίπων 

λιγότερο συνήθη είναι τα λεγόµενα Anscombe υπόλοιπα. Παρακάτω παραθέτουµε τα 

είδη υπολοίπων που αναφέραµε, τα οποία είναι κατάλληλα για το Γενικευµένο 

Γραµµικό µοντέλο Poisson και είναι τα: 

• Μη κλιµακωτό Deviance υπόλοιπο 

 

( ) 2( log( / )Dr sign C m C C m C m= − − +   

 

• Μη κλιµακωτό Pearson  υπόλοιπο 

 

P

C m
r

m

−
=   

 

• Μη κλιµακωτά Anscombe υπόλοιπα 

 

2/3 2/3

1/6

3
( )

2
A

C m
r

m

−
=  
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Η διαδικασία «bootstrap» περιλαµβάνει την δειγµατοληψία, µε επανατοποθέτηση, 

από τα υπόλοιπα. Ένα «bootstrap» δείγµα δεδοµένων δηµιουργείται αντιστρέφοντας 

τον τύπο για τα υπόλοιπα χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα που έχουν παρθεί ως δείγµα. 

∆εδοµένων των r και m, δεν µπορεί να λυθεί αναλυτικά η  

( ) 2( log( / )Dr sign C m C C m C m= − − +  

για τις παρατηρούµενες πρόσθετες ζηµιές, C, κάνοντας τα Deviance υπόλοιπα 

λιγότερο κατάλληλα για «bootstrapping». Όµως είναι εύκολο να λύσουµε την 

εξίσωση  

P

C m
r

m

−
=  

ως προς C. ∆εδοµένου του υπολοίπου Pearson Pr
∗  µαζί µε την διαφορά της 

ονοµαστικής αξίας από την τρέχουσα τιµή m, οι αντίστοιχες πρόσθετες ζηµιές C∗ , 

δίνονται από τον τύπο: 

PC r m m∗ ∗= +  

Είναι επίσης πιθανό να λύσουµε τα υπόλοιπα Anscombe ως προς C, αλλά δεν 

αναφερόµαστε πιο εκτενώς εδώ γιατί χρησιµοποιούνται πιο σπάνια. 

Έχοντας αποκτήσει το δείγµα «bootstrap» το µοντέλο µετατρέπεται και τα στατιστικά 

στοιχεία που µας ενδιαφέρουν. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται πολλές φορές, κάθε 

φορά παρέχοντας ένα νέο «bootstrap» δείγµα και τα στατιστικά στοιχεία που µας 

ενδιαφέρουν. Το τυπικό λάθος της «bootstrap» µεθόδου είναι η τυπική απόκλιση της 

«bootstrap» στατιστικής.  

Στην στοχαστική αποθεµατοποίηση ζηµιών, η δειγµατοληψία των υπολοίπων (µε 

επανατοποθέτηση) δίνει ένα νέο τρίγωνο από πληρωµές ζηµιών. Οφείλουµε να 

ταιριάξουµε το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο «overdispersed» Poisson στο δείγµα 

«bootstrap» για να εκτιµήσουµε τα «bootstrap» αποθέµατα. Όµως µπορούµε να 

πάρουµε όµοια αποτελέσµατα χρησιµοποιώντας την τυπική µεθοδολογία της «chain 

ladder». 
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Η χρησιµότητα της µεθόδου «bootstrap» σε αυτό το σηµείο γίνεται εµφανής: δεν 

απαιτείται να σχεδιάσουµε κάποιο λογισµικό , ένα λογιστικό φύλλο είναι αρκετό. Για 

να υπολογίσουµε το τυπικό λάθος των εκτιµήσεων των αποθεµάτων, είναι αναγκαίο 

να επαναληφθεί η διαδικασία πολλές φορές (έστω Ν), κάθε φορά δηµιουργώντας ένα 

νέο «bootstrap» δείγµα και αποκτώντας υπολογισµούς για τα αποθέµατα της «chain 

ladder». Τα τυπικά «bootstrap» λάθη είναι οι τυπικές αποκλίσεις Ν «bootstrap» 

εκτιµήσεων των αποθεµάτων. Η διαδικασία είναι γρήγορη, διαρκεί µόνο λίγα 

δευτερόλεπτα στην οθόνη ενός υπολογιστή. 

Το «bootstrap» τυπικό λάθος είναι µια εκτίµηση της τετραγωνικής ρίζας της 

εκτιµώµενης διασποράς. Όµως αυτό δεν µπορεί να συγκριθεί άµεσα µε το ισοδύναµο 

αναλυτικό το «bootstrap» τυπικό λάθος, γιατί δεν λαµβάνουµε υπόψη τον αριθµό των 

παραµέτρων που χρησιµοποιούνται στο µοντέλο: η «bootstrap» διαδικασία απλά 

χρησιµοποιεί τα υπόλοιπα χωρίς να λαµβάνεται υπόψη πως αυτά αποκτήθηκαν. Οι  

αναλυτικές εκτιµήσεις της εκτίµησης της διασποράς λαµβάνουν υπόψη τους τον 

αριθµό των εκτιµώµενων µεταβλητών αφού περιλαµβάνουν διασπορά και όρους 

συνδιακύµανσης που συνεπάγεται ότι περιλαµβάνουν την βαθµιαία παράµετρο φ 

στους υπολογισµούς τους. Η βαθµιαία παράµετρος εκτιµάται είτε µε το µοντέλο της 

απόκλισης να χωρίζεται από τους βαθµούς της ελευθερίας, είτε η στατιστική Pearson 

X2 να χωρίζεται από τους βαθµούς ελευθερίας, η επιλογή έχει µικρή διαφορά. Η 

απόκλιση και το Pearson X2 υπολογίζονται από το άθροισµα των τετραγώνων των 

αντίστοιχων υπολοίπων. Ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας υπολογίζονται ως το 

πλήθος των δεδοµένων ελαττωµένα από τον αριθµό των παραµέτρων που 

τοποθετούνται στο µοντέλο. Εποµένως η Deviance βαθµωτή παράµετρος δίνεται από 

τον τύπο: 

2
D

D

r

n p
Φ =

−
∑  

Και η βαθµωτή παράµετρος Pearson δίνεται από τον τύπο: 

2
P

P

r

n p
Φ =

−
∑  

όπου n είναι ο αριθµός των δεδοµένων στο δείγµα, p είναι ο αριθµός των παραµέτρων 

που εκτιµώνται και την άθροιση να γίνεται γύρω από τον αριθµό (n) των υπολοίπων. 
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Για συνοχή, χρησιµοποιούµε την βαθµιαία παράµετρο Pearson στην αναλυτική 

εκτίµηση της διασποράς και τα υπόλοιπα Pearson στην διαδικασία «bootstrap». Η 

εκτίµηση «bootstrap»της διασποράς είναι ανάλογη µε την αναλυτική εκτίµηση της 

διασποράς χωρίς να προσαρµόσουµε µε τον αριθµό των παραµέτρων. Για να κάνουµε 

σύγκριση µεταξύ των διασπορών που υπολογίζονται από τις δύο µεθόδους πρέπει να 

κάνουµε µία προσαρµογή της εκτίµησης της διασποράς µε τη µέθοδο  «bootstrap» 

και να λάβουµε υπόψη τον αριθµό των παραµέτρων που χρησιµοποιούνται στο 

µοντέλο. Η κατάλληλη προσαρµογή είναι να πολλαπλασιάσουµε την εκτίµηση της 

διασποράς µε τη µέθοδο «bootstrap» µε n/(n-p). 

Για να έχουµε το λάθος πρόβλεψης µε τη µέθοδο «bootstrap», είναι αναγκαίο να 

προσθέσουµε µία εκτίµηση στην διασπορά της διαδικασίας, η οποία είναι απλά η 

βαθµιαία παράµετρος πολλαπλασιασµένη µε τους εκτιµητές αποθεµάτων. Οι 

εκτιµητές αποθεµάτων δίνονται από την αρχική πρόβλεψη από την τεχνική «chain 

ladder», και η βαθµιαία παράµετρος υπολογίζεται από την άθροιση των τετραγώνων 

των υπολοίπων που χρησιµοποιήθηκαν στην «bootstrap» διαδικασία. Η διασπορά της 

διαδικασίας µπορεί να υπολογιστεί από ένα λογιστικό φύλλο. Η πρόβλεψη του 

λάθους «bootstrap» δίνεται από τον τύπο: 

2( ( ))bs P bs

n
PE R SE R

n p
= Φ +

−
 

Όπου R είναι ένα έτος ατυχήµατος ή το συνολικό απόθεµα, και SEbs(R) είναι το 

τυπικό λάθος των εκτιµώµενων αποθεµάτων όπως  υπολογίστηκαν µε τη µέθοδο  

«bootstrap» (England, 1999).  
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2.3   Μπεϋζιανές µέθοδοι (Bayesian methods) 

 

Το πρόβληµα 

 

Για να δηλώσουµε το πρόβληµα συµβολίζουµε µε Χij είτε το προσαυξηµένο ποσό των 

ζηµιών ή τον αριθµό των ζηµιών που απορρέουν από το έτος προέλευσης ϊ και 

πληρώνονται στο έτος ανάπτυξης j και ας υποθέσουµε ότι είµαστε στο έτος n και ότι 

ξέρουµε όλες τις παρελθοντικές πληροφορίες, οι οποίες είναι Χij για i= 1, 2, …,n και 

j=1, 2, …,n+1-i.  

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 1 2 … j … n-1 n 

0 X11 X12 … X1j … X1,n-1 X1,n 

1 X21 X22 … X2j … X2,n-1   

…
 

…
 

…
 … 

…
 …     

I Xi1 Xi2 … Xi,n+1-i       

…
 

…
 

…
           

n-1 Xn-1,1 Xn-1,2           

N Xn,1             

 

Τα δεδοµένα σχηµατίζουν ένα τρίγωνο και αυτό κάνει πιο εύκολη την διαδικασία, 

όµως η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και σε άλλα σχήµατα δεδοµένων. Το 

πρόβληµα αποτελείται από τις προβλέψιµες παρατηρήσεις Χij για i= 1, 2, …,n και 

j=n+ 2-i, n+3-i,…,n τα οποία αντιστοιχούν στο κάτω-δεξιά τµήµα του τριγώνου που 

αναπαρίσταται στον παραπάνω πίνακα. Ας συµβολίσουµε µε 

 
2

n

i ij
j n i

R X
= + −

= ∑  

το άθροισµα των ζηµιών για κάθε έτος προέλευσης i= 1, 2, …,n. Από την κατανοµή 

του Ri το απαιτούµενο αποθεµατικό που αντιστοιχεί σε κάθε έτος προέλευσης µπορεί 

να υπολογιστεί επιλέγοντας το µέτρο της κεντρικής τάσης ή το επιθυµητό 
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ποσοστηµόριο στην κατανοµή των εκκρεµών ζηµιών. Το συνολικό αποθεµατικό 

µπορεί να υπολογιστεί από την κατανοµή 

2

n

i
i

R R
=

=∑  

Σύµφωνα µε τους England και Verall (2002) και τον Pinheiro et al (2003) οι 

περισσότερες από τις στοχαστικές διαδικασίες βασίζονται στη χρήση γενικευµένων 

γραµµικών µοντέλων, αυτό όµως δεν είναι αναγκαίο και στην περίπτωση του 

µοντέλου του Bayes. Τα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα µπορούν να περιγραφούν 

ακολούθως. Αν Υij είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές για όλα τα i και j µε 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(y/µij,φ) που ανήκει στην εκθετική οικογένεια, 

µij= Ε[Χij] και φ µια βαθµωτή παράµετρος. Ο µέσος µij σχετίζεται µε ένα σύνολο από 

παράγοντες µέσω της σχέσης nij=g(µij) µε  nij=c+αi+βj. Συνήθως παίρνουµε α1=β1=0. 

Για µοντέλα που βασίζονται στην κατανοµή Poisson ή Γάµµα Χij= Υij και για 

µοντέλα που βασίζονται στην κανονική κατανοµή είναι Υij =log Χij. 

Σε άλλες προσεγγιστικές προσεγγίσεις (Mack, 1991) υποθέτουµε ότι οι πρόσθετες 

ζηµιές ακολουθούν την κατανοµή Γάµµα : ,ij
ij

a
X G a

m

 
  
 

∼ . Σε όλες τις περιπτώσεις 

η βασική υπόθεση είναι ότι τα Χij  και τα Υij  θεωρούνται ανεξάρτητα για όλα τα i και 

j. Αυτό στην πραγµατικότητα όµως δεν ισχύει επειδή οι πρόσθετες ζηµιές αυξάνονται 

ή µειώνονται κατά τα έτη ανάπτυξης. Με σκοπό να ξεπεράσουµε αυτόν τον 

περιορισµό της ανεξαρτησίας, ο Krener (2005) πρότεινε το ακόλουθο µοντέλο: 

, 1ij j i j ijX a X −= +∈  

για όλα τα i, j =1, …, n, όπου αj είναι ο άγνωστος αυξητικός παράγοντας και ij∈  είναι 

ανεξάρτητα λάθη έτσι ώστε ( ), 1| 0ij i jE X −∈ =  και ( ), 1 , 1|ij i j j i jVar X Xν− −∈ = . Αυτό το 

µοντέλο είναι το πιο απλό και ευρέως χρησιµοποιούµενο όταν υπάρχει συσχέτιση. Σε 

αυτό το µοντέλο που αναπτύσσουµε υπάρχει συσχέτιση µεταξύ των χρόνων 

ανάπτυξης στα στις πρόσθετες ζηµιές (Alba et al., 2008). 
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Περίπτωση ανεξαρτησίας 

 

Υποθέτουµε ότι τα πρόσθετα ποσά ζηµιών {Χij} ακολουθούν µια ανεξάρτητη 

διαδικασία  Γάµµα, δηλαδή Χij ~G(αij, βij) ανεξάρτητα για i=1, 2, …,n έτσι ώστε 

Ε[Χij]= αij / βij . Για να δώσουµε στις παραµέτρους µια ερµηνεία θεωρούµε αij= αi για 

όλα τα j και βij= βi για όλα τα i. To αi µπορεί να ερµηνευτεί ως το µέσο συνολικό 

ποσό που πληρώνεται για τις ζηµιές που έχουν έτος προέλευσης i. Για το βj θεωρούµε 

ότι ικανοποιεί: 

1

1
1

n

j jβ=

=∑  

Έτσι το  
1

jβ
  µπορεί να ερµηνευτεί ως το µέσο των συνολικών ζηµιών του j έτους 

ανάπτυξης. 

Για να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους του µοντέλου και να προβλέψουµε τις 

µελλοντικές ζηµιές ακολουθούµε µια Μπεϋζιανή προσέγγιση. Αρχικά πρέπει να 

ορίσουµε τις κατανοµές των παραµέτρων α=( α1, α2, …, αn) και β=( β1, β2, …, βn). 

Θεωρούµε ότι τα αi~ Ga (αα, βα) για i=1, 2, …,n είναι ανεξάρτητα και ότι η κατανοµή 

των 1/βj ακολουθεί την κατανοµή Dirichlet (1/ β1, 1/ β2,… , 1/ βn)~ Dir(c1, c2, …,cn). 

Αυτό σηµαίνει πως το β ακολουθεί µια αντίστροφη κατανοµή Dirichlet                       

β ~ Ι- Dir(c1, c2, …,cn), µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

( )
( )

1
1 1

1 1 1

11

1

| 1
n

j

n

cj n n
j c

j jn
jj

j
j

c

c
c

π β β β
−

− −
= − − −

==

=

 
Γ 

  = − 
 Γ

∑
∑∏

∏
  

βj∈(1, ∞) και 
1

1

1/ 1
n

j
j

β
−

=

≤∑  

Οι προηγούµενες πληροφορίες χρειάζεται να ενηµερωθούν µε πληροφορίες από τα 

διαθέσιµα δεδοµένα Χ={ Χ ij, i=1, 2, …, n, j=1, 2, …, n+1-i}. 
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 Οι µεταγενέστερες υποθετικές κατανοµές των αi είναι 

( )
( )

( )
1

1

1

1
| , 0

i

a a

a
n i

a b
i i j ij i

ji

a x a e x I a
a

π β β
+ −

− −

=

 
∝ > 
Γ  

∏   

µε 

1

11j j
k j

β β
−

−

≠

 
≥ − 
 
∑  για j=1, …, n-1 και 

1
1

1

1

1
n

n j
j

β β
−

−
−

=

 
= − 
 
∑  

Με µπεϋζιανό περιεχόµενο το πρόβληµα της πρόβλεψης των µελλοντικών 

παρατηρήσεων λύνεται θεωρώντας την προγνωστική κατανοµή, η οποία στην 

περίπτωση αυτή δίνεται από τον τύπο: 

( ) ( ) ( )| | , , |F
ij ij i i j j i jf x x Ga x a a x da dβ π β β= ∫∫  

για i=1, 2, …,n και j=n+2-i, n+3-i, …, n. Ο εκθέτης F χρησιµοποιείται για να δηλώσει 

ένα µελλοντικό γεγονός.   

 

Περίπτωση εξάρτησης 

 

Για να µοντελοποιήσουµε την συσχέτιση µεταξύ των Χij κατά τα χρόνια ανάπτυξης 

χρησιµοποιούµε την συσχετισµένη Γάµµα διαδικασία που εισήχθη από τους Nieto-

Barajas και Walker (2002). H συσχετισµένη διαδικασία Γάµµα {Χ ij} κατασκευάζεται 

µέσω της διαδικασίας {Ζij} µε τον  ακόλουθο τρόπο: 

Για κάθε i: Xi, 1~Ga(αi1, βi1) και για κάθε j=2, 3, … 

Zij |Xi, j-1~P0 (γijXi,j-1) και επίσης Χij | Zij ~ Ga (αij+Zij, βij+γij) όπου οι παράµετροι αij, βij 

και γij είναι θετικοί για όλα τα i και j. Για κάθε i η {Χ ij}είναι  µια Μαρκοβιανή 

διαδικασία µε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

Ε[Χij |Xi,j-1]=
, 1ij ij i j

ij ij

a xγ

β γ
−+

+
  και Var[Χij |Xi,j-1]=

, 1

2

2

( )
ij ij i j

ij ij

a xγ

β γ
−+

+
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Κατά την αποθεµατοποίηση ζηµιών υποθέτουµε ότι : 

� για κάθε χρόνο προέλευσης i, το {Χ ij} ακολουθεί µια µη στάσιµη 

συσχετισµένη διαδικασία Γάµµα κατά το χρόνο ανάπτυξης j και  

� για διαφορετικά χρόνια προέλευσης i και  i΄, i ≠ i΄, υποθέτουµε ότι οι 

διαδικασίες {Χ ij} και  {Χ i΄ j} είναι  ανεξάρτητες . 

Εποµένως για κάθε i=1, ..,n οι διαδικασίες {Χ ij} θα ορίζονται µέσω των διαδικασιών 

{Ζ ij} και  τα σύνολα των παραµέτρων {αij}, {β ij}και  {γ ij}. Θεωρούµε  αij= αi για όλα τα 

j, βij=βj και γij=γj για όλα τα i . Σύµφωνα µε τα παραπάνω συνεπάγεται ότι η 

προσδοκώµενη τιµή του Χij δεδοµένου του Χi,j-1 έχει τη µορφή : 

Ε[Χij | Χi,j-1]=(1-λj) i

j

α
β

 +λj Χi,j-1 

µε λj=
j

j i

γ

β γ+
  και λj ( )0,1∈ , j=1, ...,n. Από τον τελευταίο τύπο φαίνεται ότι το Χij 

είναι ένας κυρτός συνδυασµός των ποσοτήτων αi/βj και του συνολικού ποσού ζηµιών 

από το προηγούµενο έτος Χi,j-1 . Ο συντελεστής λj µπορεί να ερµηνευτεί ως 

αποτέλεσµα της εξάρτησης, όσο µεγαλύτερο είναι το λj τόσο µεγαλύτερη εξάρτηση 

υπάρχει µεταξύ των Χij και Χi,j-1. Επιπλέον το Ζij εκφράζει την προσαύξηση στο µέσο 

συνολικό ποσό αi, συγκεκριµένα για την χρονιά ανάπτυξης j, το οποίο µας επιτρέπει 

να µετράµε την εξάρτηση µεταξύ των ετών j-1 και j. Ένα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό 

αυτής της διαδικασίας είναι ότι αν γj=0 για όλα τα j, τότε τα λj είναι µηδέν και τότε το 

µοντέλο παίρνει τη µορφή του ανεξάρτητου µοντέλου. 

Έστω Χ={Χ ij, i=1, 2, …,n, j=1, 2, …, n+1-i}, Z={Χij, i=1, 2, …,n,  j= 2, …, n+1-i}, 

α=(α1, α2, …, αn), β=(β1, β2, …, βn) και γ=(γ1, γ2, …, γn), τότε το µοντέλο, που 

προτείνουµε στο πρόβληµα που περιγράψαµε µε την τριγωνική µορφή, συνοψίζεται 

από την ακόλουθη κατανοµή : 

f(x,z|α,β,γ)= ( ) ( ) ( ){ }
1

1 1 , 1
1 2

| , | | ,
n n i

i i ij j i j ij i ij j j
i j

Ga x a Po z x Ga x a zβ γ β γ
+ −

−
= =

 
∗ + + 

 
∏ ∏   
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Επίσης ισχύει πάλι: 
1

1
1

n

j jβ=

=∑ . Χρησιµοποιούµε τις ίδιες κατανοµές για τα α και β 

όπως στην εξαρτηµένη περίπτωση. Επιπλέον θεωρούµε γj~Ga (αγ, bγ), για j=2, …,n, 

τα οποία µεταξύ τους είναι ανεξάρτητα. 

Οι προηγούµενες πληροφορίες ενηµερώνονται µε τα διαθέσιµα δεδοµένα Χ και Ζ. 

Τότε η πιθανότητα για (α, β, γ) δίνεται από τον τύπο: 

lim (α, β, γ| x, z)∞ f(x, z | α, β, γ) 

Οι προγενέστερες κατανοµές για (α, β, γ) χαρακτηρίζονται από τρεις υποθέσεις: 

i. Οι υποθετικές προγενέστερες κατανοµές των αi είναι: 

π(αi | x, z, β, γ) ∝   ( ) ( )
( )

1

1 1
2

1

2

( )

| ,

ia
n i

i j j ij
j

i a an i

i ij
j

x x

Ga a a b
a a zι

β β γ
+ −

=

+ −

=

 
+ 

 

Γ Γ +

∏

∏
 

      Υποθέτουµε ακόµη ότι τα αi ανεξάρτητα δεδοµένων των (x, z, β, γ). 

 

ii. Οι υποθετικές προγενέστερες κατανοµές των βj είναι: 

π(β1 | x, z, α, γ, β-1) ( )1 11 1

111 1
1 1

1
n n

n
i i ii i

na x

kk
e

γγ β
β β= =

−−− − − −

=

∑ ∑∝ ∗ −∑   

µε 
1

1
1

1

1 k
k

β β
−

−

≠

 
≥ − 
 
∑  και  

π(βj | x, z, α, γ, β-j) ∝ ( ) ( )1 1

1 1

11
1 1

1

1
nn i n j

i ij j iji ji

na z x

j j j k
k

e
γ

β γβ γ β β
+ − + −

= =

−−+ − − − −

=

 ∑ ∑+ − 
 
∑   

      µε βj≥(1- 1
k

k j

β −

≠
∑ )-1 για  j=2, …, n-1 και βn=(1 –

1
1

1

n

j
j

β
−

−

=
∑ )-1   
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iii.  Τέλος, οι υποθετικές προγενέστερες κατανοµές των γj είναι:     

π(γj|x,z,α,γ) 

∝ ( ) ( )1 1 1
11 1 1

( )
( | , )

n i n j n j
i ij ij j ij iji i i

a z z x x

j j j je Ga a b
γ

γ γβ γ γ γ
+ − + − + −

−= = =
+ − +∑ ∑ ∑+  

για j=2, .., n.. Αυτές οι προγενέστερες κατανοµές του γj δεδοµένων των (x, z, α, β) 

είναι επίσης ανεξάρτητες. 

 

iv. Οι υποθετικές κατανοµές των Ζij δίνονται από τον τύπο : 

f(zij | x, α, β, γ)

{ }, 1( )

(1 ) ( )

ijz

j j j i j ij

ij i ij

x x

z a z

γ β γ −+
∝

Γ + Γ +  

µε zij ∈   (0, 1, … } για i= 1, …, n και j=1, … , n+1-i 

Ορίζουµε µε παρόµοιο τρόπο τις µελλοντικές προβλεπόµενες αυξητικές ζηµιές 

F
ijX για i=2, 3, …, n και j= n+2-I, n+3-i, …,n. Ισχύει ότι  

( )1 1|F F F
ij ij j ijZ X Po Xγ− −∼   και | ( , )F F F

ij ij i ij j jX Z Ga a Z β γ+ +∼  

Συγκεκριµένα , 1 , 1
F
i n i i n iX X+ − + −=  για i=1, …, n. H προβλεπόµενη κατανοµή σε 

αυτήν την περίπτωση γίνεται: 

( )| ,F F
ij ijf x z x = ( | , ) ( , , | , )F F

ij i ij j j i i i i j jGa x a z a x z da d dβ γ π β γ β γ+ +∫∫∫  

Παρατηρούµε ότι η προβλεπόµενη κατανοµή εξαρτάται από την µεταβλητή Ζij. Έτσι 

για να µπορέσουµε να κάνουµε τις ζητούµενες προβλέψεις, υπολογίζουµε και την 

παρακάτω κατανοµή: 

( )1| ,F F
ij ijf z x x− = , 1( | ) ( | , )F F

ij j i j i jPo z x x z dγ π γ γ−∫  

Με την χρήση των δύο παραπάνω κατανοµών µπορούµε να κάνουµε οποιαδήποτε 

πρόβλεψη. Αξίζει να σηµειωθεί ότι και το ανεξάρτητο και το εξαρτηµένο µοντέλο 

ορίζονται από βασικές παραµετρικές κατανοµές. 
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Συµπεράσµατα 

 

� Υποθέσαµε ότι οι πρόσθετες ζηµιές ακολουθούν την κατανοµή Γάµµα, έτσι 

µας παρέχεται ένα επαρκές µοντέλο για αυτόν τον τύπο δεδοµένων που 

ανταποκρίνεται περισσότερο στην πραγµατικότητα. 

� Στην περίπτωση της εξαρτηµένης περίπτωσης θεωρούµε ότι υπάρχει 

συσχέτιση µεταξύ των ετών ανάπτυξης και όχι µεταξύ των ετών συµβάντων. 

� Το µοντέλο χαρακτηρίζεται ως Μπεϋζιανό γιατί χρησιµοποιεί προγενέστερες 

κατανοµές για όλες τις παραµέτρους. 
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2.4 Γενικευµένο Γραµµικό Μοντέλο 

 

Οι McCullagh και Nelder (1989) παρείχαν µια λεπτοµερής εισαγωγή στα  

Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα. Στα βιβλία του Atkins et al. (1989) και Dobson 

(1990)  παρατίθενται πολλά παραδείγµατα εφαρµογών της µεθόδου Γενικευµένου 

Γραµµικού Μοντέλου. Οι Hardin και Hilbe (2007) παρείχαν ένα εγχειρίδιο µε οδηγίες 

για ανάλυση δεδοµένων µε τη χρήση της µεθόδου του Γενικευµένου Γραµµικού 

Μοντέλου. Οι Anderson et al. (2005), Coutts (1984), Brockman και Wright (1992) 

έκαναν πολύ καλές αναφορές στον υπολογισµό  του καθαρού κινδύνου από το 

Γενικευµένο  Γραµµικό Μοντέλο. 

 

Το  Μοντέλο  

 

Τα Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα είναι µια γενίκευση του κλασικού γραµµικού 

µοντέλου σύµφωνα µε το οποίο ο µέσος του πληθυσµού εξαρτάται από ένα γραµµικό 

εκτιµητή µέσω µίας συνάρτησης σύνδεσης.  

Ένα γενικευµένο Γραµµικό Μοντέλο αποτελείται από τις  ακόλουθες τρεις 

συνιστώσες: 

1) Την Y  που ακολουθεί κατανοµή από την εκθετική οικογένεια µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας να έχει τη µορφή 

 

f(y; θ, φ) = exp 
[ ]( )

( ) ( , )
( )

y
d c

V

µ θ
µ θ µ ϕ

ϕ µ
 −

+ 
 
∫  

 

όπου θ ονοµάζεται η φυσική παράµετρος, φ είναι µία παράµετρος διασποράς 

µ=µ(θ)=Ε(Υ) και V(Y) = φV(µ) για δεδοµένη συνάρτηση διασποράς V και 

γνωστή διµεταβλητή συνάρτηση c. Η εκθετική κατανοµή είναι ευέλικτη και 

µπορεί να µοντελοποιήσει συνεχή, δυαδικά και µετρήσιµα δεδοµένα. 
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2) Για ένα τυχαίο δείγµα Υ1, …, Υn, η γραµµική συνιστώσα ορίζεται ως : 

 

ni =
'
iX β, i=1,…, n 

 

3) Μια µονότονη διαφορίσιµη συνάρτηση g περιγράφει πως ο προσδοκούµενος 

µέσος µi= E(Yi) σχετίζεται µε τον γραµµικό εκτιµητή ni  

 

g (µi)= ni, i=1,…, n 

 

Η µέθοδος εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας χρησιµοποιείται για να 

υπολογίσουµε την παράµετρο β. Για ένα ανεξάρτητο τυχαίο παρατηρήσιµο 

δείγµα y1, y2, …,yn , θεωρούµε την log πιθανοφάνεια της β. 

 

l (β) = ln L(β) =
[ ]

1

( )
( ) ( , )

( )

n i i
i ii

i

y
d c y

V

µ θ
µ θ ϕ

ϕ µ=

 −
+ 

 
∑ ∫  

 

και την παράγωγό του : 

 

 

1 1

( )( ) ( )

( )

n ni i i i i

i i
i i i

d y d dXdl dl

d d d V dX d

µ µ µ ββ β
β µ β ϕ µ β β= =

−
= =∑ ∑   

 

όπου 

 

1

'

( ) 1

( )
i i

i i i

d dg X

dX dX g

µ β
β β µ

−

= =  

 

άρα 

 

'
'1

( )( ) 1

( ) ( )

n i i
ii

i i

ydl
X

d V g

µβ
β ϕ µ µ=

−
=∑  
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Αν Υi ακολουθεί µια κανονική κατανοµή, τότε 
'( ) 1ig µ =  και ( ) 1iV µ =  για όλα τα i.  

Θέτοντας : 

( )
0

dl

d

β
β

=  έχει ως αποτέλεσµα 
'

1
( ) 0

n

i i ii
X y Xβ

=
− =∑  

Σε κάποιες περιπτώσεις που δεν είναι διαθέσιµη λύση µε την απλή επίλυση των 

εξισώσεων που προκύπτουν από τα παραπάνω, χρησιµοποιούνται αριθµητικές 

µέθοδοι όπως είναι η µέθοδος Newton – Raphson. 

 

Αποθεµατοποίηση ζηµιών µε το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο 

 

Έστω ότι η συνάρτηση ατυχηµάτων l(t) είναι µια στοχαστική διαδικασία που 

αντιπροσωπεύει την συχνότητα µε την οποία συµβαίνουν οι ζηµιές στον χρόνο t. 

∆ηλαδή µια συνάρτηση ατυχηµάτων l(t) µας λέει πώς τα ατυχήµατα συµβαίνουν. 

Οι συνολικές ζηµιές L(t1, t2) που συµβαίνουν την χρονική περίοδο (t1, t2) µπορούν να 

γραφτούν ως εξής:  

( ) 2

1
1 2, ( )

t

t
L t t l t dt= ∫  

Η συνάρτηση ανάπτυξης των ατυχηµάτων D (t) είναι µια στοχαστική διαδικασία το 

ποσοστό των ατυχηµάτων που πληρώνονται µέσα σε t χρόνια µετά το συµβάν του 

ατυχήµατος. Είναι ξεκάθαρο ότι D(t)=0 για t≤0 και lim ( ) 1t D t→∞ =  Για ένα δεδοµένο 

χρόνο Τ>t, το l(t) D(T-t) αντιπροσωπεύει το συνολικό ποσό πληρωµών στο χρόνο Τ 

για ζηµιές που συµβαίνουν την χρονική στιγµή t. 

∆εδοµένου µιας συνάρτησης ατυχηµάτων l(t) και µια στοχαστική συνάρτηση 

ανάπτυξης ατυχηµάτων D(t), οι συνολικές πληρωµένες ζηµιές από τα ατυχήµατα που 

συνέβησαν την χρονική περίοδο (t1, t2) στο χρόνο ανάπτυξης Τ≥t1≥t2 , ορίζονται ως: 

( ) 2

1
1 2, , ( ) ( )

t

t
L T t t l t D T t dt= −∫   
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Η διαφορά L(t1, t2) - L(T, t1, t2) είναι οι απλήρωτες ζηµιές που ονοµάζεται και 

απόθεµα ζηµιών. 

Έστω  

R(T)= L(t1, t2) - L(T, t1, t2)= [ ]
2

1

( ) 1 ( )
t

t

l t D T t dt− −∫ , για Τ≥t1≥t2 

Ότι είναι το απόθεµα ζηµιών για τις υφιστάµενες ζηµιές της χρονικής περιόδου (t1,t2). 

Στην περίπτωση των προεξοφληµένων αποθεµάτων, χρειάζεται να προσθέσουµε ένα 

προεξοφλητικό παράγοντα στην παραπάνω ανάλυση. ‘Έστω δ(t) η στοχαστική ισχύς 

του επιτοκίου τη χρονική στιγµή t. Υποθέτουµε ότι η διαδικασία είναι συνεχής τότε 

ορίζουµε ως B(t)=
0

( )
t

s dsδ∫  το συνολικό επιτόκιο της περιόδου (0, t) και γενικότερα 

B(Τ+t)-Β(t)= ( )
T t

T
s dsδ

+

∫  είναι το συνολικό επιτόκιο για το χρονικό διάστηµα          

(Τ, Τ+t) . 

Θεωρούµε ότι για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή όπου t1<t< t2 όπου συµβαίνουν 

οι ζηµιές l(t). Τότε l(t) d(s-t)ds θα αναπτυχθούν στο µέλλον ότι s>t που υποθέτουµε 

d(t)= D΄(t). Εποµένως η διαφορά της τιµής µεταξύ της ονοµαστικής αξίας και τις 

τιµής εκείνη την χρονική στιγµή δίνεται από το e-[B(s)-B(T)] l(t)d(s-t)ds. Τελικά 

ολοκληρώνοντας για όλες τις µελλοντικές στιγµές ανάπτυξης s ( ),T∈ ∞ . 

Επίσης ορίζεται: 

Ζ(Τ) =
[ ]2

1

( ) ( )( ) ( )
t B s B T

t T
l t e D s t dsdt

t

∞ − − ∂
−

∂∫ ∫  

ως η διαφορά της ονοµαστικής αξίας και της αξίας στο χρόνο T των απλήρωτων 

αποθεµάτων ατυχηµάτων για την περίοδο (t1, t2). 

Εισάγουµε τις ακόλουθες υποθέσεις για να υπολογίσουµε την προσδοκώµενη τιµή 

της R(t) και της Ζ(Τ) : 

(1) Η συνάρτηση ατυχηµάτων l(t), η συνάρτηση ανάπτυξης ατυχηµάτων D(t) και 

η ισχύς του επιτοκίου δ(t) είναι ανεξάρτητες. Από την υπόθεση αυτή 

συνεπάγεται ότι: 
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Θεώρηµα 1: ∆εδοµένων των Ε[l(t)], Ε[D(t)] και Ε[Β(s)], για συγκεκριµένα t και s, 

τότε  

Ε[R(t)]= [ ] [ ]{ }2

1

( ) 1 ( )
t

t
E l t E D T t dt− −∫ ,  T≥t2 ≥ t1 

Ε[Z(T)]= 
[ ] [ ]2

1

( ) ( ) ( )
tE B s

T t
e E l t E D s t dtds

t

∞ − ∂ − ∂ ∫ ∫   

 

Είναι προφανές ότι τα αποθέµατα ζηµιών εξαρτώνται µόνο από την προσδοκώµενη 

συνάρτηση ζηµιών και την προσδοκώµενη συνάρτηση ανάπτυξης ζηµιών. 

Χρησιµοποιώντας το Γενικευµένο Γραµµικό Μοντέλο θα υπολογίσουµε αυτές τις δυο 

συναρτήσεις. 

Στην πράξη οι συναρτήσεις ατυχηµάτων και ανάπτυξης ατυχηµάτων µπορεί να είναι 

πολύπλοκες. Ακόµη και αν είναι διαθέσιµος µεγάλος αριθµός ιστορικών δεδοµένων, 

η διαδικασία ανάπτυξης µπορεί να αλλάξει µε το χρόνο. Η µελλοντική ισχύς του 

επιτοκίου είναι άγνωστη. 

(2) Όλες οι περίοδοι ασφαλιστηρίου είναι ένα έτος και το ποσό έκθεσης στον 

κίνδυνο του ασφαλιστικού συµβολαίου εξαπλώνεται οµοιόµορφα σε όλη την 

περίοδο του ασφαλιστηρίου. 

 

(3) Η προσδοκώµενη τιµή της συνάρτησης ανάπτυξης των ατυχηµάτων D είναι 

της µορφής Ε[D(t)]= 1-α-t , όπου το α είναι µια σταθερά και α>1. 

 

(4) Η µελλοντική ισχύς του επιτοκίου είναι µια γνωστή σταθερά δ≥0. 

 

Λήµµα 1: ∆εδοµένης της τρίτης υπόθεσης ,ο προσδοκώµενος µέσος χρόνος 

ανάπτυξης είναι Ε(τ)=
1

ln a
, για α>1. 
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Η πρώτη υπόθεση µας παρακινεί να εκτιµήσουµε τις προσδοκώµενες τιµές της 

συνάρτησης ατυχηµάτων Ε[l(t)], της συνάρτησης ανάπτυξης ατυχηµάτων Ε[D(t)] και 

της συνάρτησης προεξοφλητικού επιτοκίου Ε[Β(s)]. Η υπόθεση (2) µας απαλλάσσει 

από την εποχικότητα άλλων κατανεµηµένων σχηµάτων. Σύµφωνα µε την Τρίτη 

υπόθεση το Ε[D(t)] παίρνει τη µορφή της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής µιας 

εκθετικής κατανοµής, η οποία είναι κατάλληλη για υψηλής συχνότητας/χαµηλής 

δριµύτητας επιχειρηµατικής γραµµής όπως είναι οι ασφάλειες αυτοκινήτων.  

Έχοντας κάνει όλες αυτές τις υποθέσεις µπορούµε να εκτιµήσουµε την 

προσδοκώµενη τιµή της συνάρτησης ατυχηµάτων l(t) και της συνάρτησης ανάπτυξης 

D(t) µέσα στα πλαίσια του Γενικευµένου Γραµµικού Μοντέλου. 

Θεωρούµε ένα σύνολο παρατηρήσιµων ζηµιών κάτω από ένα σύστηµα ταξινόµησης. 

Έστω ότι το κελί i συµβολίζει µια γενική τάξη ορισµένη από το σύστηµα 

ταξινόµησης. Το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο µπορεί να γραφεί ως ακολούθως.  

Αν : 

• f i είναι η συχνότητα στο κελί i 

• zi η δριµύτητα των ζηµιών στο κελί i 

• τi είναι η µέση πληρωµή του χρόνου στο κελί i 

• wi(t) ο αριθµός των εκθέσεων στο κελί i και στο χρόνο t. 

• nfi, nzi και nτi είναι οι γραµµικοί εκτιµητές της συχνότητας των ζηµιών, της 

δριµύτητας και των µέσων πληρωµών στο κελί i αντίστοιχα. 

• gf, gz και gτ είναι οι συναρτήσεις σύνδεσης του γενικευµένου γραµµικού 

µοντέλου, της συχνότητας των ζηµιών, της δριµύτητας και των µέσων 

πληρωµών στο κελί i αντίστοιχα. 

Για κάθε κελί i, το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο δίνει την προσδοκώµενη τιµή της 

συχνότητας των ζηµιών, της δριµύτητας και των µέσων πληρωµών στο κελί i 

αντίστοιχα: 

Ε[f i]=
1( )

if fg n− , 

Ε[zi]=
1( )

if zg n− , 

Ε[τi]=
1( )

ifg nτ
− . 
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Από το Λήµµα 1, την υπόθεση (2) και την τελευταία σχέση έχουµε ότι : 

1
1

1 1
( ) exp

ln ( )i

i

i
i

g n a
a g nτ τ

τ τ

−
−

  
= ⇒ =  

  
 

Σύµφωνα µε την υπόθεση (2), παίρνουµε ότι η προσδοκώµενη συχνότητα συνολικών 

ατυχηµάτων Ε[l i(t)] και η συνάρτηση ανάπτυξης ατυχηµάτων Ε[D i(t)] στο κελί i και 

στο χρόνο t είναι: 

Ε[l i(t)]= wi(t)
1 1( ) ( )

i if f s sg n g n− −
  

Ε[D i(t)]= 1

1
exp

( )
i

g nτ τ
−

  
 
  

 

Εποµένως 

Ε[Ri(t)]= 
2

1

( )
t

it
l t∫ {1- Ε[D i(T-t)] }dt  

Ε[Z i(t)]= [ ] [ ]2

1

( ) ( ) ( )
t

iT t
e s t E l t E E D s t dtds

s
δ∞ ∂ − − ∂ ∫ ∫   

Ως εκ τούτου, αθροίζοντας σε όλα τα κελιά του χαρτοφυλακίου, έχουµε τις συνολικές 

ζηµιές και το προεξοφληµένο απόθεµα ζηµιών αντίστοιχα : 

Ε[R(T)]= [ ]( )ii
E R T∑ , 

Ε[Z(T)]= [ ]( )ii
E Z T∑ . 

 

Παρατηρήσεις 

Το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο σε σύγκριση µε τα παραδοσιακά που βασίζονταν 

στην τριγωνική ανάπτυξη ζηµιών µας δίνει περισσότερες πληροφορίες, όπως είναι η 

έκθεση των ασφαλίστρων, τα ατυχήµατα και η ανάπτυξη των ατυχηµάτων. Επίσης το 

µοντέλο αυτό µας παρέχει πιο λεπτοµερή περιγραφή της εκτίµησης των αποθεµάτων 

των ζηµιών. 
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2.5   Το γενικευµένο βελτιωτικό µοντέλο (generalized additive model) 

 

Οι Renshaw και Verrall (1994) όρισαν το γενικευµένο γραµµικό µοντέλο που 

βασιζόταν στην µέθοδο «chain ladder» και πρότειναν και κάποια άλλα γενικευµένα 

γραµµικά µοντέλα που ήταν χρήσιµα στην αποθεµατοποίηση ζηµιών. Οι Hastie και 

Tibshirani, (1990,1993) διατήρησαν την υποκείµενη δοµή των γενικευµένων 

γραµµικών µοντέλων, αλλά αντικατέστησαν τον γραµµικό εκτιµητή από µία µη 

παραµετρική εξοµαλυντική διαδικασία. Παραδείγµατα τέτοιων µη παραµετρικών 

εξοµαλυντικών διαδικασιών αποτελούν η εξοµάλυνση Whittaker και η εξοµάλυνση 

του Σταθµισµένου Κινητού Μέσου. Αυτού του είδους οι εξοµαλυντές 

χρησιµοποιούνται και στην αποθεµατοποίηση των ζηµιών. Το γενικευµένο 

βελτιωτικό µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί σε µια µεγάλη ποικιλία µοντέλων, γεγονός 

που δεν ισχύει για το γραµµικό «chain ladder» µοντέλο (Verall, 1996). 

Ο σκοπός που χρησιµοποιείται το γενικευµένο βελτιωτικό µοντέλο είναι : 

• η εξοµάλυνση γύρω από τα χρόνια ατυχηµάτων. Το µοντέλο «chain ladder» 

είναι υπερπαραµετρικοποιηµένο και έτσι δεν υπάρχουν αρκετές πληροφορίες 

για τα χρόνια ατυχηµάτων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα µια µη αξιόπιστη 

αποθεµατοποίηση ζηµιών. 

• Τα χρόνια ατυχηµάτων είναι περισσότερο συσχετισµένα µεταξύ τους από ότι 

.συνεπάγεται η παραµετρικοποίηση της τεχνικής «chain ladder». Πολλές 

προτάσεις έχουν γίνει πάνω σε αυτό, όπως η οµαδοποίηση των χρόνων 

ατυχηµάτων χρησιµοποιώντας πολλαπλές συγκρίσεις t-test, η µέθοδος Bayes 

και η εµπειρική µέθοδος Bayes, και το φιλτράρισµα Kalman (Verall,1989, De 

Jong και Zehnwirth, 1983). Το γενικευµένο βελτιωτικό µοντέλο προσφέρει 

µία µέθοδο που έχει περισσότερες οµοιότητες µε το φιλτράρισµα του Kalman 

και του δυναµικού γενικευµένου γραµµικού µοντέλου, αλλά πλεονεκτεί ως 

προς αυτές τις µεθόδου. 
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Το γενικευµένο βελτιωτικό µοντέλο 

 

Το βελτιωτικό µοντέλο βασίζεται στην υπόθεση ότι υπάρχουν γνωστές παράµετροι 

π0, π1, …, πn  ( )0,∈ ∞  και άγνωστες παραµέτρους ζ0, ζ1, …, ζn έτσι ώστε να ισχύει η 

ταυτότητα : 

Ε[Ζi,k]=ζkπi      για όλα τα i, k ∈{0, 1, …, n}. 

Αν οι παράµετροι π1, …, πn ερµηνεύονται ως τα ασφάλιστρα ή άλλη µονάδα 

µέτρησης των ετών ατυχηµάτων, τότε η υπόθεση είναι ότι για κάθε έτος ανάπτυξης k, 

οι προσδοκώµενοι οριακοί συντελεστές ζηµιών:  

ζi,k := Ε[ ,i k

i

Z

π
] είναι ταυτόσηµοι για όλα τα χρόνια ατυχηµάτων. 

Αν     αi:= πi 0

n

kk
ζ

=∑   και   γk:= 
0

0

k

ll
n

ll

ζ

ζ
=

=

∑
∑

  

παρατηρούµε ότι    Ε[Si,k]= γk αi  για όλα τα i, k ∈{0, 1, …, n} έτσι ώστε αi = Ε[Si,n] 

και οι παράµετροι γ0, γ1, …,γn σχηµατίζουν ένα σχέδιο ανάπτυξης για αθροιστικές 

ποσοστώσεις.  

Οι βελτιωτικοί εκτιµητές των πρόσθετων ζηµιών Ζi,k µε i k n+ ≥  ορίζονται ως : 

� �:
AD AD

ik k iZ ζ π=  

και οι βελτιωτικοί εκτιµητές των αθροιστικών ζηµιών Si,k µε i k n+ ≥  ορίζονται ως ; 

ɵ �
,, 1

:
ADAD k
i lik i n i l n i

S S Z− = − +
= +∑  

όπου  

� ,0

0

:

n k
AD i kj
k n k

jj

z
ζ

π

−

=
−

=

=
∑
∑

 

είναι η βελτιωτικός οριακός συντελεστής ζηµιών το έτος ανάπτυξης k. 
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Αν 

 
ɵ

�

�

0

0

:

ADk
AD ll
k ADn

ll

ζ
γ

ζ
=

=

=∑
∑

     

και 

ɵ �
0

:
ADAD n

i li l
a π ζ

=
= ∑  

οι βελτιωτικοί εκτιµητές των µη παρατηρήσιµων αθροιστικών ζηµιών µπορούν να 

γραφτούν ως: 

ɵ ɵ ɵ ɵ
1,: ( )

AD AD AD AD

ik ik ni n iS S aγ γ −−= + −  

Αυτό δείχνει ότι οι βελτιωτικοί εκτιµητές των αθροιστικών ζηµιών δεν είναι τίποτα 

άλλο από τους εκτιµητές Bornhuetter- Ferguson σύµφωνα µε τα βελτιωτικές 

συνολικές ποσοστώσεις ɵ
AD

kγ  και οι προγενέστεροι εκτιµητές ɵ
AD

ia  των τελευταίων 

προσδοκώµενων ζηµιών. Με άλλα λόγια το βελτιωτικό µοντέλο είναι µια ειδική 

περίπτωση της µεθόδου Bornhuetter- Ferguson µε προγενέστερους εκτιµητές των 

αθροιστικών ποσοστώσεων και των τελευταίων προσδοκώµενων ζηµιών να 

βασίζονται σε εσωτερικές και εξωτερικές πληροφορίες. 

Οι προσδοκώµενες συνολικές συχνότητες ατυχηµάτων  

,: i n
i

i

S
k E

π
 

=  
 

 

ικανοποιούν την σχέση: 

,0

n

i i ll
k ζ

=
=∑  

Αφού οι προσδοκώµενες πρόσθετες συχνότητες ατυχηµάτων είναι όµοιες για όλα τα 

χρόνια ατυχηµάτων, αυτό συνεπάγεται επίσης ότι οι προσδοκώµενες συνολικές 

συχνότητες ατυχηµάτων είναι όµοιες για όλα τα χρόνια ατυχηµάτων. Εποµένως, η 

πρόσθετη συχνότητα ατυχηµάτων  
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ɵ �
0

:
ADAD n

ll
k ζ

=
=∑  

Μπορεί να ερµηνευτεί ως ένας εκτιµητής της τελευταίας προσδοκώµενης πρόσθετης 

συχνότητας ατυχηµάτων 

0
:

n

ll
k ζ

=
=∑   

κοινό για όλα τα χρόνια ατυχηµάτων. Επιπλέον οι προγενέστεροι εκτιµητές ɵ
AD

ia  

µπορούν να γραφούν ως  

ɵ ɵ:
AD AD

i ia kπ=  

Και άρα ισχύει : 

ɵ

ɵ

,0

0

n
AD i n jj

ADn

n jj

s
k

γ

−=

−=

=
∑
∑

 

Αυτό δείχνει ότι οι βελτιωτικοί εκτιµητές των µη παρατηρήσιµων αθροιστικών 

ζηµιών δεν είναι τίποτα άλλο από τους Cape – Cod εκτιµητές λαµβάνοντας υπόψη τις 

βελτιωτικές συνολικές ποσοστώσεις  ɵ
AD

kγ . Με άλλα λόγια το βελτιωτικό µοντέλο 

είναι µια συγκεκριµένη περίπτωση της µεθόδου Cape – Cod µε προγενέστερους 

εκτιµητές των συνολικών ποσοστώσεων που βασίζονται σε εσωτερικές και 

εξωτερικές πληροφορίες (Zhou et al., 2006). 
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2.6   Πολυµεταβλητό βελτιωτικό µοντέλο πρόβλεψης ζηµιών 

 

Μεγάλη πρόοδος έχει σηµειωθεί στο χώρο της Αναλογιστικής µε την επίτευξη της 

χρήσης του πολυµεταβλητού µοντέλου. 

Πρόσφατα οι Radtke και Schmidt (2004) εισήγαγαν τα πολυµεταβλητά µοντέλα στην 

αποθεµατοποίηση ζηµιών. Η ανάπτυξη άρχισε µε µια συγκεκριµένη διδιάστατη 

επέκταση της µεθόδου «chain-ladder» που πρότειναν οι Quarg και Mack (2004) που 

εφαρµόζεται σε υφιστάµενες αποζηµιώσεις του ίδιου χαρτοφυλακίου. Ουσιαστικά, ο 

Braun (2004) πρότεινε ένα άλλο διδιάστατο µοντέλο µε σκοπό να κατασκευάσουν 

συσχετισµένους-εξαρτηµένους εκτιµητές για την πρόβλεψη των λαθών των 

µονοπαραγοντικών εκτιµητών της µεθόδου «chain-ladder». Το µοντέλο του Braun 

επεκτάθηκε από τους Pr hl και Schmidt (2005) που ανέπτυξε µία πολυµεταβλητή 

έκδοση της µεθόδου «chain-ladder». Ο Kremer (2005) πρότεινε µια άλλη 

πολυµεταβλητή επέκταση της µεθόδου «chain-ladder», η οποία είναι λιγότερο 

κατάλληλη για εφαρµογές, αφού απαιτεί την αντιστροφή πολύ µεγαλύτερων πινάκων 

(Klaus et al., 2006). 

Όµως µέχρι τώρα κανένα επίσηµο έγγραφο δεν έχει δικαιολογήσει την επέκταση του 

πολυµεταβλητού µοντέλου. Εδώ θα περιγράψουµε µια γενική πολυµεταβλητή 

επέκταση του βελτιωτικού µοντέλου (additive model) και προσδιορίζουµε, κάτω από 

τις υποθέσεις αυτού του µοντέλου, τους εκτιµητές Gauss-Markov για τις µη 

παρατηρήσιµες αυξητικές ζηµιές.  

Έστω (Ω, F, P) είναι ένας χώρος πιθανοτήτων µέσα στον οποίο όλες οι τυχαίες 

µεταβλητές ορίζονται. Θεωρούµε ότι όλες οι µεταβλητές είναι διπλά ολοκληρώσιµες 

και ότι τα τυχαία διανύσµατα έχουν διπλά ολοκληρώσιµες µεταβλητές.  

 

Πρόβλεψη στο γραµµικό µοντέλο 

Θεωρούµε το τυχαίο διάνυσµα X και υποθέτουµε ότι το X ικανοποιεί το γραµµικό 

µοντέλο  

Ε[X]= Αβ      
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όπου Α είναι ένας πίνακας και β ένα άγνωστο διάνυσµα παραµέτρων. 

Υποθέτουµε ότι κάποιες από τις συνιστώσες του  X είναι παρατηρήσιµες, ενώ 

µερικές δεν είναι. Τότε το τυχαίο διάνυσµα Χ1, το οποίο αποτελείται από τις 

παρατηρίσιµες συνιστώσες του X και το τυχαίο διάνυσµα X2, το οποίο αποτελείται 

από τις µη παρατηρήσιµες συνιστώσες του X ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις: 

Ε[X1]= Α1 β 

Ε[X2]= Α2 β 

για τους υποπίνακες Α1 και Α2 του Α. 

Υποθέτουµε επίσης ότι οι πίνακες  

Σ11 := Var [X1] 

Σ12 := Cov [X2, X1] 

είναι γνωστοί και ότι ο πίνακας Σ11 είναι αντιστρέψιµος. Αφού οι συνιστώσες του X2 

είναι άγνωστες, µόνο το τυχαίο διάνυσµα X1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον 

υπολογισµό της παραµέτρου β. Ο εκτιµητής του β είναι : 

( )
11 1

1 1 1 111 11
: A A A Xβ

−− −∗ = ∑ ∑  

Ας θεωρήσουµε τώρα την πρόβλεψη του µη παρατηρήσιµου τυχαίου διανύσµατος 

DX2, που D είναι πίνακας κατάλληλης διάστασης. Μία τυχαία µεταβλητή �Y  είναι µια 

πρόβλεψη για το DX2 . Για µια πρόβλεψη  �Y  του DX2 , ο αριθµός 

�( ) �( )2 2E Y DX Y DX − −
  ] 

λέγεται το αναµενόµενο τετραγωνικό λάθος πρόβλεψης του  �Y  . 

Ένα παρατηρήσιµο τυχαίο διάνυσµα  �Y λέγεται ότι είναι  

 Μία γραµµική πρόβλεψη του DX2 αν υπάρχει πίνακας Q έτσι ώστε � 1Y QX=   

 Ένας αµερόληπτος εκτιµητής του DX2 αν Ε[ �Y  ]=[ 2DX ] 
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 Ένας Gauss- Markov εκτιµητής του DX2, αν είναι ένας γραµµικός 

αµερόληπτος εκτιµητής του DX2 και αν ελαχιστοποιεί το προσδοκώµενο 

τετραγωνικό λάθος της εκτίµησης για όλους τους αµερόληπτους γραµµικούς 

εκτιµητές του DX2. 

Έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα: 

Πρόταση 1: (Θεώρηµα Gauss Markov) Υπάρχει ένας µοναδικός εκτιµητής Υ* (DX 2) 

του DX2 ο οποίος ικανοποιεί: 

( ) ( )( )1
2 2 21 11 1 1Y DX D A X Aβ β∗ ∗ − ∗= + Σ Σ −  

Συγκεκριµένα, Υ* (DX 2)= DΥ* (X 2) . 

 

Εφαρµογή στην Αποθεµατοποίηση Ζηµιών 

 

Θεωρούµε m χαρτοφυλάκια που όλα έχουν τον ίδιο αριθµό ετών ανάπτυξης. 

 Τα m χαρτοφυλάκια ίσως ερµηνευτούν ως υποχαρτοφυλάκια ενός συνολικού 

χαρτοφυλακίου. Για το χαρτοφυλάκιο p ∈ {1, 2, …, m}, συµβολίζουµε µε ( )
,
p

i kZ  το 

αυξητικό µέγεθος ζηµιών του χρόνου ατυχήµατος i ∈ {0, 1, …, n} και του έτους 

ανάπτυξης k ∈ {0, 1, …, n}. 

Για i, k ∈ {0, 1, …, n} ,παίρνουµε το τυχαίο διάνυσµα των αυξητικών ζηµιών που 

έχει διάσταση m : 

( )
, , (1,..., ): ( )p

i k i k p mZ Z ∈=  
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Οι παρατηρήσιµες επαυξήσεις των ζηµιών έχουν την ακόλουθη τριγωνική µορφή: 

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
συµβάντος 0 1 … k … n-i … n-1 n 

0 Z0,0 Z0,1 … Z0,k … Z0,n-i … Z0,n-1 Z0,n 

1 Z1.0 Z1.1 … Z1.k … Z1.n-i … Z1.n-1   

…
 

…
 

…
 … 

…
 … 

…
 

      

I Zi,0 Zi,1 … Zi,k … Zi,n-i       

…
 

…
 

…
 … 

…
           

n-k Zn-k,0 Zn-k,1 … Zn-k,k           

…
 

…
 

…
               

n-1 Zn-1,0 Zn-1,1               

N Zn-1,n                 

 

Εµείς τώρα διατυπώνουµε το πολυµεταβλητό βελτιωτικό µοντέλο : 

Υπάρχουν θετικά ορισµένοι συµµετρικοί πίνακες V0, V1, …,Vn και  Σ0, Σ1, …,Σn και 

τα άγνωστα διανύσµατα ζ0, ζ1, …,ζn έτσι ώστε 

Ε[Ζi,k]= V i ζk 

και  

1/2 1/2

, ,1

   i=j  k=l
,

0                
i k i

i k j

V V
Cov Z Z

αν και

αλλιως

 Σ
  =  


 

για όλα τα i, j, k, l ∈ {0, 1, …, n}. 

Το πολυµεταβλητό βελτιωτικό µοντέλο είναι µία γενική επέκταση του 

µονοπαραγοντικού βελτιωτικού µοντέλου που τεκµηριώθηκε από τον Schmidt 

(2004b). Συγκεκριµένα, κάθε ένας από τους πίνακες ίσως επιλεγεί να είναι διαγώνιος 

έτσι ώστε να αντιπροσωπεύει τον όγκο των µέτρων του έτους συµβάντος i.  

Υποθέτουµε ότι οι υποθέσεις του βελτιωτικού πολυµεταβλητού µοντέλου 

πληρούνται. 
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Εξαιτίας των υποθέσεων στις προσδοκίες των αυξητικών ζηµιών, το πολυµεταβλητό 

βελτιωτικό µοντέλο είναι ένα γραµµικό µοντέλο.  

Ορίζουµε: 

0

1

1

1

...

:

...

k

k

k

n

ζ

ζ

ζ
β

ζ

ζ

ζ

−

+

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 
 

 

Και για όλα τα i, k ∈ {0, 1, …, n} ορίζουµε  

Αi, k :=( 0  0  … 0  Vi  0  …  0) 

που ο πίνακας Vi συµβαίνει στην θέση k+1. Τότε έχουµε  

Ε[Ζi,k]= Αi,k β 

για όλα τα i, k ∈ {0, 1, …, n}. Έστω ότι µε  Ζ1 και Α1 συµβολίζουµε ένα διάνυσµα 

κορµό και ένα πίνακα κορµό που αποτελούνται από τα διανύσµατα  Ζi,k και τους 

πίνακες Αi,k αντίστοιχα µε i+k≤n και Ζ2 και Α2 συµβολίζουµε ένα διάνυσµα κορµό 

και ένα πίνακα κορµό που αποτελούνται από τα διανύσµατα  Ζi,k και τους πίνακες Αi,k 

αντίστοιχα µε i+k>n. Τότε έχουµε : 

Ε[Ζ1]= Α1β 

Ε[Ζ2]= Α2β 

Συνεπώς, το πολυµεταβλητό βελτιωτικό µοντέλο είναι ένα γραµµικό µοντέλο. 

Το ακόλουθο αποτέλεσµα παρέχει έναν τύπο για τους Gauss-Markov εκτιµητές των  

µη παρατηρήσιµων αυξητικών ζηµιών: 
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Θεώρηµα 2: Για όλα τα i, k ∈ {0, 1, …, n} τέτοια ώστε i+k>n, o Gauss-Markov 

εκτιµητής Υ*( Ζi,k) του Ζi,k να ικανοποιεί τη σχέση : 

( ) ( ) ( )
11 11/2 1/2 1/2 1/2 1

, ,0 0

n k n k

i k i j j j j j j kj k j k
Y Z V V V V V V Z

−− − − − −

= =
∗ = ∑ ∑ ∑ ∑  

To θεώρηµα Gauss-Markov συνεπάγεται ότι οι εκτιµητές Gauss-Markov για το 

σύνολο των µη παρατηρήσιµων αυξητικών ζηµιών ενός δεδοµένου έτους ατυχήµατος 

και για το σύνολο όλων των µη παρατηρήσιµων αυξητικών ζηµιών επιτυγχάνεται από 

το σύνολο των Gauss-Markov εκτιµητών για χωριστές µη παρατηρήσιµες ζηµιές. 

To θεώρηµα Gauss-Markov συνεπάγεται ακόµη ότι δεδοµένων ενός έτους 

ατυχήµατος και ενός έτους ανάπτυξης, ο Gauss-Markov εκτιµητής για τις µη 

πατατηρήσιµες αυξητικές ζηµιές 1΄ Ζi,k του συνολικού χαρτοφυλακίου είναι ίσες µε 

το ποσό  1΄Υ* (Ζi,k) των Gauss-Markov εκτιµητών των µη παρατηρήσιµων αυξητικών 

ζηµιών των υποχαρτοφυλακίων, το 1 συµβολίζει µοναδιαίο διάνυσµα διάστασης m µε 

όλες τις συντεταγµένες ίσες µε 1. 

 

Εκτίµηση της διασποράς των παραµέτρων 

 

Στην περίπτωση που m=1, δηλαδή στην µονοπαραγοντική περίπτωση, οι παράµετροι 

της διασποράς Σ0, Σ1, …,  Σn αποσύρονται από τους τύπους των εκτιµητών           

Gauss-Markov.  

Στην περίπτωση που m≥2, µόνο η παράµετρος της διασποράς Σn αποσύρεται από 

τους τύπους των εκτιµητών Gauss-Markov του µοντέλου, οι παράµετροι της 

διασποράς Σ0, Σ1, …,  Σn-1 πρέπει να εκτιµηθούν.  

Για κάθε k ∈ {0, 1, …, n-1}, το τυχαίο διάνυσµα  

( )
1

,0 0
:

n k n k

k j j kj j
V Zζ

−− −

= =
= ∑ ∑

∼

 

είναι ένας αµερόληπτος γραµµικός εκτιµητής του ζk  
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και ο τυχαίος πίνακας 

1/2 1/2
, ,0

1
:

n k

k j j k j k j k j k jj
V Z V Z V V

n k
ζ ζ

− − −

=

  Σ = − −  −   
∑

∼ ∼ ∼

 

είναι ένας θετικά ηµιορισµένος εκτιµητής του θετικά ορισµένου πίνακα Σk. Επιπλέον 

όταν οι πίνακες Vj είναι όλοι διαγώνιοι, τότε όλα τα διαγώνια στοιχεία του τυχαίου 

πίνακα είναι αµερόληπτοι εκτιµητές των διαγώνιων στοιχείων του Σk αλλά  τα µη 

διαγώνια στοιχεία του υποτιµούν τα αντίστοιχα στοιχεία του Σk. Η αµεροληψία του 

εκτιµητή του Σk δεν είναι απαραίτητη. Όµως ο εκτιµητής του Σk είναι απαραίτητο να 

είναι θετικά ηµιορισµένος . 

Στις πρακτικές εφαρµογές είναι αναγκαίο να ελέγχουµε αν οι προτεινόµενοι 

εκτιµητές των παραµέτρων της διασποράς είναι αντιστρέψιµοι ή όχι, και να 

τροποποιούµε εκείνους τους εκτιµητές που δεν είναι αντιστρέψιµοι. Άλλος πιθανός 

τρόπος για την εκτίµηση των παραµέτρων διασποράς συνίσταται στη χρήση 

εξωτερικών πληροφοριών, που δεν βρίσκονται στο τρίγωνο του µοντέλου και 

προέρχονται από άλλα τρίγωνα από παρόµοια χαρτοφυλάκια ή από αγορές ή από 

στατιστικές. 
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2.7   Εκτίµηση του αποθεµατικού ζηµιών όταν η σφοδρότητα ζηµιών 

ακολουθεί την Λογαριθµοκανονική κατανοµή 

 

Είναι απαραίτητο οι αναλογιστές να εκτιµούν και  ένα µέτρο διασποράς του 

αποθέµατος ζηµιών. Το µέτρο αυτό διασποράς χρησιµοποιείται ως µέτρο για το πόσο 

ασφαλής είναι µια µέθοδος πρόβλεψης του αποθεµατικού. Τα τελευταία είκοσι 

χρόνια έχει αναπτυχθεί µια ποικιλία µεθόδων που περιγράφουν πως µπορούν να 

εκτιµηθούν τα συστηµατικά λάθη κατά την εκτίµηση του αποθεµατικού. Ο Hayne 

(1985) παρείχε µια εκτίµηση της στατιστικής διασποράς αναπτύσσοντας την µέθοδο 

παραγόντων, κάνοντας την υπόθεση ότι οι παράγοντες ακολουθούν την 

Λογαριθµοκανονική κατανοµή. Ο Verall (1991) υπολόγισε αµερόληπτες εκτιµήσεις 

των συνολικών απαιτήσεων καθώς  και των συστηµατικών λαθών αυτών των 

εκτιµήσεων. Ο Mack (1993) υπολόγισε χωρίς τη χρήση κατανοµών το συστηµατικό 

λάθος του αποθεµατικού που υπολογίστηκε µε την τεχνική chain ladder. Οι England 

και Verall έκαναν µια αναλυτική εκτίµηση του προβλεπόµενου λάθους του 

αποθεµατικού. Ο De Alba (2002) έδωσε µια Μπεϋζιανή προσέγγιση για την 

προσέγγιση των εκτιµήσεων και κάποιων µέτρων όπως είναι η διασπορά και τα 

τεταρτηµόρια (Han et al., 2008). 

Η µέθοδος αυτή είναι µια εναλλαγή της τεχνική chain ladder που δίνει αµερόληπτες 

εκτιµήσεις για τα αποθεµατικά και για τα αντίστοιχα συστηµατικά λάθη. Η 

σφοδρότητα ζηµιών αφού υπολογίζεται από την συσσώρευση των ζηµιών είναι 

θετική. Σε κάποιες περιπτώσεις όµως που συµβαίνουν καταστροφικά γεγονότα και 

απαιτούνται άµεσες πληρωµές η σφοδρότητα είναι µεγάλη και ασταθής. 

 

 Υποθέσεις 

 

Έστω Lij η σφοδρότητα ζηµιών µεταξύ του χρόνου j και j+1 για το i-οστο χρόνο του 

ασφαλιστηρίου. Ισχύει: 

L ij=
, 1i j

ij

c

c
+

, i=1, 2,… ,m-1  j=1, 2,… , n-1 
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To ijC  αντιπροσωπεύει το δεδουλευµένο ποσό των ζηµιών στο j-οστο χρόνο και στο 

i-οστο ασφαλιστήριο χρόνο1. Υποθέτουµε: 

1. Τα  L1j, L2j, …, Lm-1j είναι όµοια κατανεµηµένα µε το Lj για κάθε j. 

2. L1, L2, …, Ln-1 είναι ανεξάρτητα 

3. Τα Lj ακολουθούν Λογαριθµοκανονική κατανοµή µε παραµέτρους µj και σj
2. 

Υποθέτουµε ότι ijc  είναι εµπειρικές ζηµιές ή πραγµατοποιήσεις των ijC . Τότε οι 

εµπειρικές ζηµιές συνοψίζονται σε ένα τρίγωνο ανάπτυξης ζηµιών που τα δεδοµένα 

έχουν προσαρµοστεί στον πληθωρισµό και στις πιθανότητες ζηµιάς.  

Έτος εξέλιξης 
Έτος 
έκδοσης 1 2 3 … n-2 n-1 n 

1 C11 C12 C13 … C1,n-2 C1,n-1 C1,n 

2 C21 C22 C23 … C2,n-2 C2,n-1   

3 C31 C32 C33 … C3,n-2     

…
 

…
 

…
 

…
 

…
       

m-2 Cm-2,1 Cm-2,2 Cm-2,3         

m-1 Cm-1,1 Cm-1,2           

m Cm,1             

Εδώ θεωρούµε ότι το ασφαλιστήριο έτος ισοδυναµεί µε ένα ηµερολογιακό έτος, θα 

µπορούσε όµως να ήταν ένα τρίµηνο ή ένας µήνας. Ο σκοπός της αποθεµατοποίησης 

ζηµιών είναι να προβλέψουµε τους αριθµούς στο χαµηλότερο τµήµα του τριγώνου.  

 

Αµεροληψία 

 

Αφού έχουµε υποθέσει ότι  το Lj ακολουθεί Λογαριθµοκανονική κατανοµή µε 

παραµέτρους µj και σj
2, έχουµε το  

θj=E[Lj]=exp
2

2
j

j

σ
µ
 

+  
 

 

                                                 
1 Σαν όρος αφορά το χρονικό διάστηµα που ισχύει ένα ασφαλ. συµβόλαιο 
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Όταν m>n οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας για τις παραµέτρους µj και σj
2 είναι: 

�

1

1
, 1,2,..., 1

m j

j ij
i

Y j n
m j

µ
−

=

= = −
− ∑ ,      και  

� �( )
2

2

1

1
, 1,2,..., 1

m j

j jij
i

Y j n
m j

σ µ
−

=

= − = −
− ∑  

όπου Υij =log(Lij),  i =1, 2, …, m-1 ,         j=1, 2, …, min{n-1, m-1} 

Τότε η µέγιστη πιθανοφάνεια για την εκτιµήτρια ɵ jθ   της θj δίνεται από: 

ɵ �
�

2

exp( )
2

j
j j

σ
θ µ= +  

Αυτό αναφέρεται από τον Finney(1941). Περισσότερες λεπτοµέρειες µας δίνει ο 

Verrall (1991).  

Για να διορθωθεί η µεροληψία ο Finney (1941) εισήγαγε την συνάρτηση  

0

( 2 )
( )

( 2)...( 2 ) !

n n

k n

k k n t
g t

k k k n n

∞

=

+
=

+ +∑   

Ο δείκτης κ συµβολίζει τους βαθµούς ελευθερίας που σχετίζονται µε το �
2

jσ .  Σε αυτή 

την περίπτωση κ=m-j-1. Έτσι : 

�( )
�

2

1exp
2

j

jj m jg
σ

θ µ − −

 
 =
 
 

∼

 

είναι µια αµερόληπτη εκτίµηση του θj µε j=1,2,…,n-1 

Όµως όταν είµαι m=n και j=n-1 υπάρχει ένα µόνο δεδοµένο διαθέσιµο για τον 

υπολογισµό του � 1nµ −   και �
2

1nσ −  . Οι βαθµοί ελευθερίας που σχετίζονται µε το �
2

1nσ −  

είναι µηδέν. Χρησιµοποιούµε την εκτίµηση του Mack (1993) : 
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�
�

�

� �{ }
4

2 2 22
1 2 32

3

min ,min /
n

n n n

n

σ
σ σ σ

σ

−
− − −

−

  
=  

  
 

µε 
�

2

1

0 2
n

g
σ −
 
 
 
 

 να προσεγγίζεται από το 
�

2

exp
2

jσ 
 
 
 

 

Η διασπορά της jθ
∼

 έστω ότι είναι η 2
jτ  , για την οποία ισχύει: 

22
2
j j jE Eτ θ θ

    = −       

∼ ∼

 

όπου  µια αµερόληπτη εκτιµήτρια του 
2

jE θ
 
 
 

∼

 δίνεται από τον τύπο: 

�
�

2
22

1exp(2 )
2

j

jj m jg
σ

θ µ − −

  
  =

  
  

∼

 

Για να βρούµε µια αµερόληπτη εκτιµήτρια του 
2

jE θ  
    

∼

 : 

�
�

222

2exp( ) exp(2 )
2

j

jj j jE
σ

θ µ µ σ
     = + = +        

∼

 

Σύµφωνα µε την αναλογία των Finney(1941) και Verrall (1991) µια αµερόληπτη 

εκτιµήτρια που προκύπτει για την παραπάνω σχέση είναι : 

�( ) 2
1

2
exp 2 1j m j jg s

m j
µ − −

  
−  −  

 

όπου �
2

2 1

1
jj

m
s

m j
σ

−
=

− −
 . Έτσι λοιπόν µια αµερόληπτη εκτιµήτρια για το 2

jτ  δίνεται 

από τον τύπο : 
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�( )
�

�

2
2

2
2

1 1

2
exp 2

2 1
j

jjj m j m j

m j
g g

m j

σ
τ µ σ− − − −

     − −   = −      − −     

∼

 

Αν m=n και j=n-1 το 2
jτ
∼

 προσεγγίζεται σύµφωνα µε τον Finney (1941) από τον τύπο: 

�( ) 2 2 2
1 1 1exp 2 exp( )(1 ) exp( )j n n nµ σ σ σ− − − + −   

 

Αµερόληπτη εκτίµηση του αποθεµατικού 

 

Έστω  

1

1

nTE
i jj m i

L L
−Λ

= + −
=∏ ,       i =1 ,.., m                      , και  

1

1

nTE TE
i i jj m i

E Lθ θ
−Λ Λ

= + −
 = =  ∏       i =1 ,.., m 

όπου TE
iL Λ  είναι η σφοδρότητα ζηµιών για το i-στο ασφαλιστήριο έτος στο τελευταίο 

έτος ανάπτυξης . Τότε η προσδοκώµενη τελική ζηµιά για το i-στο ασφαλιστήριο έτος 

υπολογίζεται από το ci, m+1-i  πολλαπλασιασµένο µε το 
TE
iθ

Λ  , όπου ci, m+1-i   η 

συσσωρευµένη ζηµιά για το τρέχον έτος. Υποθέτουµε ότι οι ζηµιές που έχουν 

πληρωθεί για το i-στο ασφαλιστήριο έτος είναι pi, m+1- i. Άρα µια αµερόληπτη 

εκτίµηση για το αποθεµατικό για το i-στο ασφαλιστήριο έτος είναι ίσο µε: 

1

, 1 , 11

n

i m i j i m ij m i
c pθ

−

+ − + −= + −
∗ −∏  

Άρα µια αµερόληπτη εκτίµηση για το συνολικό αποθεµατικό (δηλαδή για όλα τα έτη 

ατυχηµάτων) δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 

1

, 1 , 11
1

m
n

i m i j i m ij m i
i

c pθ
−

+ − + −= + −
=

 ∗ −
 ∑ ∏  
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Αν 2
iV  είναι η διασπορά για το i-οστο χρόνο του ασφαλιστηρίου. Ισχύει: 

2
1 12

1 1

n n

j jj m i j m i
E Eθ θ

− −

= + − = + −

    −        
∏ ∏

∼ ∼

 

αφού 

�( )
�

2
1 1

11 1
exp

2

n n j

jj m jj m i j m i
g

σ
θ µ

− −

− −= + − = + −

 
 =
 
 

∏ ∏
∼

 

και 

�( )
�

2
2

1 12
11 1

exp
2

n n j

jj m jj m i j m i
g

σ
θ µ

− −

− −= + − = + −

  
  =

  
  

∏ ∏
∼

 

Τότε: 

�( )
�

�

2
2

21 112 2
, 1 1 11 1 1

2
exp 2

2 1

n nn j
jji i m i m j m jj m i j m i j m i

m j
V c g g

m j

σ
µ σ

− −−

+ − − − − −= + − = + − = + −

     − −   = ∗ −      − −     

∑ ∏ ∏

 

Εκτίµηση της διασποράς του συνολικού αποθεµατικού 

 

Ο υπολογισµός της διασποράς του συνολικού αποθεµατικού δεν είναι εύκολος για 

αυτό το λόγο χρησιµοποιούµε µια επαναληπτική διαδικασία. Αν Ν είναι ο δείκτης 

που δηλώνει τα χρόνια ανάπτυξης και παίρνει τιµές από 2 µέχρι n, τότε η αµερόληπτη 

εκτίµηση του συνολικού αποθεµατικού για όλα τα ατελή ασφαλιστήρια χρόνια από 

m-N+2 µέχρι το τέλος του χρόνου ανάπτυξης Ν δίνεται από τον τύπο: 

1

, 1 , 11
2

m
N

i m i j i m ij m i
i m N

c pθ
−

+ − + −= + −
= − +

 −  
∑ ∏

∼

 

Επειδή τα ποσά  pi, m+1- i  είναι σταθερά δεν συµπεριλαµβάνονται στην εκτίµηση της 

διασποράς. Έστω  
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1

, 1 1
2

m
N

N i m i jj m i
i m N

T c θ
−

+ − = + −
= − +

 =   
∑ ∏

∼

 

όπου NT  είναι η εκτίµηση για τις πρόσθετες ζηµιές από το τέλος του έτους ανάπτυξης 

Ν. Τότε, το ΤΝ είναι µια αµερόληπτη εκτίµηση του Ε[ΤΝ] και 2
NT  χρησιµοποιείται ως 

αµερόληπτη εκτίµηση του Ε[ 2
NT ]. Υποθέτουµε ότι (2)

NT  ορίζεται ως µια αµερόληπτη 

εκτίµηση του (Ε[ΤΝ])2. Μια αµερόληπτη εκτίµηση της διασποράς του ΤΝ δίνεται από 

τη διαφορά   (ΤΝ)2 - (2)
NT . 

Για τον επόµενο χρόνο Ν+1 έχουµε : 

( 1) 1

1 , 1 1,1
( 1) 2

m
N

N i m i j N m N N Nj m i
i m N

T c T cθ θ
+ −

+ + − − += + −
= − + +

   = = +    
∑ ∏

∼ ∼

 

Εποµένως  

[ ] ( )1 1, 1,N N m N N N N m N N NE T E T c E T c Eθ θ+ − + − +
    = + = +       

∼ ∼

 

και 

[ ]( ) ( )
2 2

22

1 1, 1,N N m N N N N m N N NE T E T c E E T c Eθ θ+ − + − +

         = + = +               

∼ ∼

 

Επειδή ισχύει ότι : 

�( )
�

2

1exp
2

j

jj m jg
σ

θ µ − −

 
 =
 
 

∼

 

Και επειδή µια αµερόληπτη εκτιµήτρια του 
2

jE θ  
    

∼

 είναι : 

�( ) 2
1

2
exp 2 1j m j jg s

m j
µ − −

  
−  −  
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Καταλήγουµε ότι οι αµερόληπτες εκτιµήσεις της διασποράς της συνολικής ζηµιάς 

από το τέλος ανάπτυξης του έτους Ν+1 δίνονται από τους ακόλουθους 

επαναληπτικούς τύπους: 

( ) ( ) �( )
�

( ) ( ) �( ) �

2

1 1, 1

2
(2) (2) 2

1 1, 1, 1

1 exp
2

2
2 2 exp 2

1

N

NN N m N N m N

NNN N m N N N m N N m N

T T c g

m N
T T c T c g

m N

σ
µ

µ σ

+ − + − −

+ − + − + − −

 
 = +
 
 

− − = + +  − − 

 

Οι αρχικές τιµές δίνονται : 

Ν=2 

�( )
�

�( ) �

2

1

12 ,1 2

2
(2) 2

112 ,1 2

exp
2

3
exp 2

2

m m

m m

T c g

m
T c g

m

σ
µ

µ σ

−

−

 
 =
 
 

− =  − 

 

Αφού Τ1=0 και (2)
1 0T = . Τα βήµατα (1) και (2) επαναλαµβάνονται µέχρι το n να 

πάρει την τιµή Ν+1. Τότε µια αµερόληπτη εκτίµηση της διασποράς του συνολικού 

αποθεµατικού είναι ίσο µε:  ( )2 (2)
n nT T−  

 

Εφαρµογή του µοντέλου Bornhuetter- Ferguson  

 

Η Bornhuetter- Ferguson µέθοδος χρησιµοποιεί συνδυασµό της σφοδρότητας ζηµιών 

και των προσδοκώµενων ζηµιών για να υπολογίσει το αποθεµατικό. Το βασικό 

πλεονέκτηµα του BF µοντέλου είναι ότι µειώνει την επίδραση των µη 

προσδοκώµενων ζηµιών και έτσι αυξάνεται η σταθερότητα του µοντέλου. Η 

προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί για να εκτιµήσει τα συστηµατικά λάθη 

του αποθεµατικού που υπολογίστηκε από το BF µοντέλο.Για τα ασφαλιστήρια χρόνια 

i=1,2, …, m οι προσδοκώµενες ζηµιές από άλλες πηγές είναι ELi. Τότε το εκτιµώµενο 

αποθεµατικό για το ασφαλιστήριο έτος i θα είναι 
1

1iEL
LΤΕΛ

 − 
 

. Επιπλέον το 1/Lj 
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ακολουθεί µια Λογαριθµοκανονική κατανοµή µε παραµέτρους µj και 
2
jσ  . Ως εκ 

τούτου : 

�( )
�

2

'
1exp

2
j

jj m jg
σ

θ µ − −

 
 = −
 
 

∼

, j=1, 2, …, n-1 

είναι αµερόληπτες εκτιµήσεις του Ε[1/Lj]  j=1, 2, …, n-1. Επιπλέον η κατανοµή που 

ακολουθεί το 1/ LΤΕΛ είναι Λογαριθµοκανονική µε παραµέτρους 
1

1

n

jj m i
µ

−

= + −∑  και 

1 2

1

n

jj m i
σ

−

= + −∑ . 

Συνεπώς µια αµερόληπτη εκτίµηση για το Ε[1/ LΤΕΛ]  για το i-οστό ασφαλιστήριο 

έτος είναι  
1 '

1

n

jj m i
θ

−

= + −∏
∼

 . Έτσι µια αµερόληπτη εκτίµηση του αποθέµατος για το 

ασφαλιστήριο έτος i δίνεται από τον τύπο: 

( )
�

2
11

11 1
1 exp

2

nn j

i j m jj m i j m i
EL g

σ
µ

−−

− −= + − = + −

  
  − −

    
∑ ∏  

Ενώ η αντίστοιχη αµερόληπτη εκτίµηση της διασποράς  για το ασφαλιστήριο έτος i 

δίνεται από τον τύπο: 

( )
�

�

2
21 112 2

1 11 1 1

2
exp 2

2 1

n nn j
ji j m j m jj m i j m i j m i

m j
V EL g g

m j

σ
µ σ

− −−

− − − −= + − = + − = + −

    − −  = − ∗ −    − −    
∑ ∏ ∏

∼

Όσο για τη διασπορά του συνολικού αποθεµατικού, θεωρούµε  ότι ο 

1' '

2 1

Nm

N i ji m N j m i
T EL θ

−

= − + = + −
=∑ ∏

∼

 

 είναι ο όρος που προκαλεί διασπορά στην εκτίµηση του συνολικού αποθεµατικού. 

Στο τέλος του χρόνου Ν+1 έχουµε: 

( )( 1) 1' ' ' '
1 1( 1) 2 1

Nm

N i j N m N Ni m N j m i
T EL T ELθ θ

+ −

+ − += − + + = + −
= = +∑ ∏

∼ ∼

 

Και έτσι προκύπτει ένας επαναληπτικός τύπος. 
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Συµπεράσµατα 

 

� Εφαρµόζοντας το µοντέλο αυτό κάνουµε την εξής υπόθεση. Αρχικά θεωρούµε 

ότι το µέγεθος της διασποράς της σφοδρότητας των ζηµιών ελαττώνεται 

καθώς οι ζηµιές προσεγγίζουν την τελευταία τιµή. Αν τα δεδοµένα 

παρουσιάζουν σηµαντική µεταβλητότητα προς το τέλος των χρόνων 

ανάπτυξης, χρειάζονται πιο πολλά δεδοµένα για µια ακριβή µέτρηση. 

� Χρησιµοποιώντας την µέθοδο αυτή µπορούµε να βρούµε αµερόληπτες 

εκτιµήσεις για όλα τα αποθεµατικά και τα αντίστοιχα συστηµατικά λάθη. 

Επιπλέον αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί στην µέθοδο Bornhuetter- 

Ferguson και τα συστηµατικά λάθη της µεθόδου µπορούν να 

ποσοτικοποιηθούν. Εποµένως αυτή η µέθοδος είναι ένα χρήσιµο εργαλείο για 

την αποθεµατοποίηση ζηµιών. 
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2.8   Το µοντέλο Poisson  

 

Το µοντέλο 

 

Έστω Cij οι πρόσθετες ζηµιές . Και το σύνολο των ζηµιών ορίζεται από το: 

1

j

ij ikk
D c

=
=∑   

Και  

{λ j: j=2, …, n} 

ορίζονται οι παράγοντες ανάπτυξης όπως υπολογίστηκαν από τη µέθοδο «chain 

ladder». 

 Θεωρούµε : 

Cij ~ ανεξάρτητη κατανοµή Poisson 

Όπου Ε[Cij[= xiyj και 1
1

n

kk
y

=
=∑ . Προφανώς xi=E[Din], το οποίο αποτελεί το σύνολο 

των τελευταίων προσδοκώµενων ζηµιών (µέχρι το τελευταίο έτος ανάπτυξης). Οι 

παράµετροι {y j : j=1, …, n; 
1

1
n

kk
y

=
=∑ } θα αναφέρονται ως οι «παράµετροι της 

στήλης». Οι «παράµετροι της στήλης» θα ερµηνεύονται ως τα µέρη των τελευταίων 

ζηµιών που εµφανίζονται σε κάθε έτος ανάπτυξης. Το µοντέλο αυτό µπορεί να 

ξαναπαραµετροποιηθεί όπως εµφανίζεται ακολούθως: 

Cij ~ ανεξάρτητη κατανοµή Poisson 

µε 1

1

i i
ij n i

kk

z y
E c

y
− +

=

  =  ∑
 και 1

1
n

kk
y

=
=∑ . 

Σε αυτήν την περίπτωση zi= E[Di,n-i+1], η οποία είναι η προσδοκώµενη τιµή των 

ζηµιών µέχρι το τελευταίο έτος ανάπτυξης όταν το έτος ατυχήµατος είναι το i. 

Χρησιµοποιώντας την παραµετρικοποίηση, η πιθανοφάνεια είναι: 
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1/

1 1

1 1

ij

i i n i

c

z y si i

n n i n i

i j
ij

z y
e

s
L

c

− +−

− + − +

= =

  
  
  =  
 
  

∏ ∏ , όπου 1

m

n kk
S y

=
=∑  

Έτσι 

( )

( )

1

1

, 1

, 1

1

1 11

1 1
1

1 1

1 1

, 1

, 1
1

/
exp

!

/

!

!

! !

ij
n i

ijj

ij

i n i i

i n i i

cn i

c i jn n i j n ij
ii j

n i ij

c

n n i j n iD z
ii j

ij

D z
i n ii
n

i n i iji

z y y S
L z

S c

y S
z e

c

Dz e

D c

− +

=

− +

− +

− +

− + − +=

= =
− +

− + − +−

= =

−
− +
−

− +
=

    ∑    = −         

  
  =  

    

=

∑
∏ ∏

∏ ∏

( )1

111 1
/

ijcn n i

j n iii j
y S

− +

− ++= =

            
∏ ∏

∏

 

Το L µπορεί να γραφτεί ως L=LDLC όπου: 

, 1

1
, 1!

i n i iD z
n i

D i
i n i

z e
L

D

− + −

=
− +

  
=  

  
∏  

Και  

( )1, 1
111 1

1

!
/

!

ijcn n ii n i
C j n in ii j

iji

D
L y S

c

− +− +
− +− += =

=

 
  =     

∏ ∏
∏

 

Έτσι το L είναι το γινόµενο της πιθανοφάνειας του zi και της πιθανοφάνειας για       

{ yj : j=1, .., n,  
1

1
n

jj
y

=
=∑ }  Ο πρώτος όρος είναι η πιθανότητα για Di, n-i+1 και ο 

δεύτερος όρος είναι η πιθανότητα για {C ij: j=1, …, n-i+1}, υποθέτοντας το Di, n-i+1. 

Είναι προφανές ότι η µέγιστη πιθανοφάνεια του zi εκτιµάται ότι είναι Di, n-i+1. Αυτό 

που επίσης είναι ξεκάθαρο είναι ότι η ίδια εκτίµηση για το                                         

{y j : j=1, .., n,  
1

1
n

jj
y

=
=∑ } επιτυγχάνεται όταν  L ή LC µεγιστοποιείται.  
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Η σύνδεση µεταξύ αυτών των εκτιµήσεων και των εκτιµήσεων των παραγόντων 

ανάπτυξης στην τεχνική «chain ladder» είναι η ακόλουθη. Αποδεικνύεται ότι οι 

«παράµετροι της στήλης» {yj : j=1, …, n; 
1

1
n

jj
y

=
=∑ }, σχετίζονται µε τους 

παράγοντες ανάπτυξης της τεχνικής «chain ladder» µέσω λj= Sj / Sj-1 . Έτσι οι 

εκτιµήσεις  µέγιστης πιθανοφάνειας των παραγόντων ανάπτυξης ɵ jλ  µπορεί να 

επιτευχθούν από τις εκτιµήσεις της µέγιστης πιθανοφάνειας των «παραµέτρων της 

στήλης» στο πολλαπλασιαστικό µοντέλο ɵ jy : 

ɵ
ɵ

ɵ

1
1

1

j

kk
j j

kk

y

y
λ =

−

=

=∑
∑

 

Αυτό µας δίνει τους ίδιους παράγοντες ανάπτυξης µε τη µέθοδο «chain ladder», 

ɵ

1

1
1

, 11

n j

iji
j n j

i ji

D

D
λ

− +

=
− +

−=

= ∑
∑

 

Εποµένως, η τεχνική «chain ladder» µπορεί να θεωρηθεί ως ένας αλγόριθµος 

παραγωγής των εκτιµητών της µέγιστης πιθανοφάνειας είτε για την µη εξαρτηµένη 

πιθανοφάνεια {C ij: j=1, …, n-i+1; i=1, …, n}, L ή για την εξαρτηµένη πιθανοφάνεια, 

θεωρώντας δεδοµένο {D i, n-i+1: i=1,…,n}, LC. Αξίζει να σηµειωθεί ότι: 

1. ∆εν είναι αναγκαίο να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική «chain ladder» για να 

υπολογίσουµε τους εκτιµητές των παραγόντων ανάπτυξης, υπάρχουν και 

άλλοι τρόποι που µπορούν να υπολογιστούν αυτοί οι εκτιµητές. 

 

2. Είναι πιθανό να µπορεί αυτό το µοντέλο να εκτιµήσει τους παράγοντες 

ανάπτυξης και τις «παραµέτρους της στήλης» ακόµη και όταν κάποιες 

πρόσθετες ζηµιές είναι αρνητικές, αν και κάποια λογιστικά πακέτα 

αντιµετωπίζουν δυσκολίες σε αυτήν την περίπτωση. 
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2.9 Αποθεµατοποίηση ζηµιών µε την οικογένεια µοντέλων 

overdispersed2  Poisson 

 

Όταν εφαρµόζουµε το µοντέλο Poisson για την αποθεµατοποίηση ζηµιών, 

υποθέτουµε πως οι πρόσθετες απαιτήσεις είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την 

κατανοµή Poisson µε τις προσδοκίες να εξαρτώνται από δυο παράγοντες, το χρόνο 

συµβάντος και το χρόνο ανάπτυξης. 

Στο overdispersed Poisson µοντέλο µε παράµετρο α ( )0,∈ ∞ , υποθέτουµε ότι οι 

πρόσθετες απαιτήσεις είναι ανεξάρτητες και ανήκουν στην εκθετική οικογένεια 

διασπορών µε Var[X] /E[X]=α.  Κάθε overdispersed Poisson µοντέλο µπορεί α 

µετατραπεί στο µοντέλο Poisson διαιρώντας όλες τις πρόσθετες απαιτήσεις µε την 

παράµετρο. 

 

Η οικογένεια εκθετικών διασπορών 

 

Θεωρούµε : 

• Ένα σύνολο Borel D ∈ B( R), ένα ανοιχτό διάστηµα Θ⊆Rκαι ένα µη κενό 

σύνολο Φ⊆  (0, ∞ )  

• Μία συνάρτηση b: Θ→R και µία συνάρτηση c: D×Φ→R η οποία είναι 

µετρήσιµη ως προς την πρώτη µεταβλητή και 

• Ένα πεπερασµένο µέτρο ν:  B( R) → [0, ∞ ]. 

Τις περισσότερες περιπτώσεις το ν είναι είτε το µέτρο Lebesgue ή το µετρήσιµο 

µέτρο συγκεντρωµένο στο Ν0. 

Η κατανοµή PX της τυχαίας µεταβλητής Χ ανήκει στην οικογένεια εκθετικών 

διασπορών (D, ν, Θ, Φ, b, c), εάν υπάρχει θ ∈Θ και φ∈ Φ που ικανοποιούν τη σχέση  

, ( ) ( )XP f x dv xθ ϕ= ∫  που η συνάρτηση  , ( ) :f x R Rθ ϕ +→  δίνεται από τον τύπο  

                                                 
2 Όταν παρουσιάζονται στα δεδοµένα µεγαλύτερη διασπορά από ότι προσδοκούταν. 
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,

( )
exp ( ; ,  x D

( ) :

0                                      ,αλλιώς

x b
c x

f xθ ϕ

θ θ
ϕ αν

ϕ
  −

+ ∈  =   



 

Η συνάρτηση , ( )f xθ ϕ  ονοµάζεται πυκνότητα του Χ. 

 

Η κανονική οικογένεια εκθετικών διασπορών  

 

Μια οικογένεια εκθετικών διασπορών (D, ν, Θ, Φ, b, c) ονοµάζεται κανονική αν η 

συνάρτηση b είναι δυο φορές παραγωγίσιµη µε b΄ (́θ)>0 και 2
, ( ) ( )x f x dv xθ ϕ < ∞∫  για 

όλα τα θ∈Θ και φ ∈Φ. 

 

Λήµµα 2: Υποθέτουµε ότι η εκθετική οικογένεια διασπορών (D, ν, Θ, Φ, b, c) είναι 

µια κανονική εκθετική κατανοµή διασπορών. Εάν Χ µια τυχαία µεταβλητή µε 

πυκνότητα , ( )f xθ ϕ  τότε : 

Ε[Χ]=b΄(θ) και Var[X]=φ b΄΄(θ) 

 

Η οικογένεια overdispersed3 Poisson 

 

Μία κανονική οικογένεια εκθετικών διασπορών (D, ν, Θ, Φ, b, c) λέγεται οικογένεια 

overdispersed Poisson µε παράµετρο α ∈(0,∞ ) αν η ταυτότητα : 

Var[X]=α Ε[Χ] 

για κάθε τυχαία µεταβλητή Χ µε PX ∈ (D, ν, Θ, Φ, b, c)  

 

                                                 
3 Όταν παρουσιάζονται στα δεδοµένα µεγαλύτερη διασπορά από ότι προσδοκούταν. 
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Λήµµα 3: Υποθέτουµε ότι (D, ν, Θ, Φ, b, c) είναι µια οικογένεια overdispersed 

Poisson µε παράµετρο α. Τότε το Φ είναι ένα µονοσύνολο και υπάρχει β ∈(0,∞ )  και 

γ ∈ R τέτοιο ώστε  

( )b e

θ
α
ϕϕ

θ β γ
α

 
 
 = +  

για κάθε θ∈Θ. Επιπλέον η συνάρτηση της διασποράς ικανοποιεί τη σχέση : 

V (µ) =
α
ϕ µ 

για όλα τα µ ∈ b (́Θ). 

 

Θεώρηµα 3: Θεωρούµε α ∈(0,∞ ). Τότε για τυχαία µεταβλητή Χ, ισχύει η ακόλουθη 

ισοδυναµία : 

1  Η τυχαία µεταβλητή Χ / α ακολουθεί κατανοµή Poisson  

2  Η κατανοµή του Χ ανήκει σε µια οικογένεια overdispersed Poisson µε παράµετρο 

α. 

Συνέπεια του παραπάνω θεωρήµατος είναι ότι η οικογένεια overdispersed Poisson µε 

παράµετρο α=1 είναι ταυτόσηµη µε την κατανοµή Poisson. 

 

 

 

 

 

 

 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  100 

2.10  Μοντέλο Αξιοπιστίας 

 

Το µοντέλο  αξιοπιστίας έχει ως στόχο την πρόβλεψη ενός γραµµικού συνδυασµού Τ 

των πρόσθετων ζηµιών από έναν εκτιµητή της µορφής 

�
, ,

0 0

n jn

j l j l
j l

T zα α
−

= =

= +∑∑  

Αυτοί οι εκτιµητές λέγονται επιτρεπτοί. Ας σηµειώσουµε ότι: 

 Οι επιτρεπτοί εκτιµητές δεν είναι αναγκαστικά γραµµικοί ως προς τις 

παρατηρήσιµες πρόσθετες ζηµιές  

 και δεν υποθέτουµε ότι οι προβλέψεις είναι αµερόληπτες 

Η γενική µορφή του προβλήµατος πρόβλεψης είναι λογική αφού αυτό περιλαµβάνει 

την πρόβλεψη των τελευταίων συνολικά ζηµιών Si,n οι οποίες είναι άθροισµα των 

παρατηρήσιµων πρόσθετων ζηµιών Ζi,0, Ζi,1, …, Ζi,n-i και των µη παρατηρήσιµων 

πρόσθετων ζηµιών Ζi,n-i+1, …, Ζi,n. 

Για ένα ποσό Τ των πρόσθετων ζηµιών, ένας επιτρεπτός εκτιµητής λέγεται 

αξιόπιστος εκτιµητής του Τ αν ελαχιστοποιεί το προσδοκώµενο τετράγωνο του 

λάθους του εκτιµητή  

�( )2

E T T −  
    

για όλους τους αποδεκτούς εκτιµητές �T .  

Ισχύει: 

(1) Για κάθε ποσό Τ πρόσθετων ζηµιών, υπάρχει ένας αξιόπιστος εκτιµητής �
CR

T  και 

ο αξιόπιστος εκτιµητής είναι µοναδικός. 

(2) Αν Τ1 και Τ2 είναι ποσά των πρόσθετων ζηµιών και εάν c1 και c2 είναι 

πραγµατικοί αριθµοί, τότε ο αξιόπιστος εκτιµητής του  Τ := c1 Τ1+ c2 Τ2 ικανοποιεί  

� � �
1 21 2

CR CR CR
T c T c T= +  
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∆ηλαδή ο αξιόπιστος εκτιµητής είναι γραµµικός. 

(3) Αν Τ είναι ένα σύνολο πρόσθετων ζηµιών τότε ένας αποδεκτός εκτιµητής �T
∗
είναι 

αξιόπιστος εκτιµητής του Τ αν ικανοποιεί την κανονική ισότητα : 

� [ ]E T E T
∗  =    

και  

�
, ,j l j lE T Z E TZ

∗   =          για όλα τα j, l ϵ{0, 1, …, n} έτσι ώστε j+l≤n 

(4) Ο αξιόπιστος εκτιµητής κάποιου ποσού πρόσθετων ζηµιών είναι αµερόληπτος. 

Εξαιτίας του (2) είναι επαρκές να προσδιορίσουµε τους εκτιµητές αξιοπιστίας των 

πρόσθετων ζηµιών Ζi,k. Στην περίπτωση που i+k≤n, έχουµε  

�
, ,

CR

i k i kZ Z=  

Στην περίπτωση που i+k≥n+1: 

�
, , , , , ,0 0

CR n n b
i k i k i k b m b mb m

Z Zα α
−

= =
= +∑ ∑  

Και προσδιορίζουµε τους συντελεστές από τις κανονικές εξισώσεις 

, , , , , ,0 0

n n b

i k i k b m b m i kb m
E Z E Zα α

−

= =
   + =   ∑ ∑  

και  

, , , , , , ,0 0

n n b

i k i k b m b m i k j lb m
E Z E Z Zα α

−

= =
   + =   ∑ ∑  

τα οποία ισοδύναµα µπορούν να γραφούν: 

, , , , , ,0 0
[ ]

n n b

i k i k b m b m i kb m
E Z E Zα α

−

= =
 + =  ∑ ∑  

και  
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, , , , , , ,0 0
[ , ]

n n b

i k b m b m j l i k j lb m
Cov Z Z Cov Z Zα

−

= =
 =  ∑ ∑   για όλα τα j, l ϵ{0, 1, …, n} 

έτσι ώστε j+l≤n. 

Έτσι παρατηρούµε ότι ο αξιόπιστος εκτιµητής µίας µη παρατηρήσιµης πρόσθετης 

ζηµιάς είναι πλήρως προσδιορισµένος από την πρώτη και δεύτερη στιγµή των 

πρόσθετων ζηµιών. Λύνοντας τις δυο κανονικές εξισώσεις σε δυο βήµατα: 

• Οι κανονικές εξισώσεις που περιλαµβάνουν τις συνδιακυµάνσεις σχηµατίζουν 

ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων για τους συντελεστές , , ,i k b mα . Το γεγονός 

ότι ο αξιόπιστος εκτιµητής υπάρχει συνεπάγεται ότι το σύστηµα αυτών των 

γραµµικών εξισώσεων έχει τουλάχιστον µια λύση. 

 

• Καταχωρώντας κάποια λύση στην κανονική εξίσωση που περιλαµβάνει τις 

προσδοκίες προκύπτει ο συντελεστής ,i kα . 

Πρέπει να σηµειωθεί πως το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων ίσως έχει αρκετές 

λύσεις. Αυτό σηµαίνει ότι ο αξιόπιστος εκτιµητής Ζi,k, ο οποίος είναι γνωστό ότι είναι 

µοναδικός µπορεί να παρουσιαστεί µε αρκετούς τρόπους. 

Στα περισσότερα µοντέλα αξιοπιστίας για αποθεµατοποίηση ζηµιών υποτίθεται ότι 

δύο πρόσθετες ζηµιές από διαφορετικά έτη ατυχήµατος είναι ασυσχέτιστες. Σε αυτήν 

την περίπτωση ο αξιόπιστος εκτιµητής µιας µη παρατηρούµενης πρόσθετης ζηµιάς 

Ζi,k µπορεί να γραφεί : 

�
, , , , , ,0

CR n i
i k i k i k b m i mm

Z Zα α
−

=
= +∑  

Και οι συντελεστές µπορούν να προσδιοριστούν  από τις µειωµένες κανονικές 

εξισώσεις 

, , , , , ,0
[ ] [ ]

n i

i k i k b m i m i km
E Z E Zα α

−

=
+ =∑  

και  

, , , , , , ,0
[ , ] [ , ]

n i

i k b m i m j l i k j lm
Cov Z Z Cov Z Zα

−

=
=∑  για όλα τα l ϵ{0, 1, …, n-i}. 
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2.11  Μοντελοποίηση αρνητικών δεδοµένων στα στοχαστικά µοντέλα 

αποθεµατοποίησης  

 

Τα δεδοµένα των πρόσθετων ζηµιών συχνά έχουν αρνητικές τιµές. Στην περίπτωση 

όµως αυτή δεν ικανοποιούνται κάποιες από τις υποθέσεις των στοχαστικών µοντέλων 

εξαιτίας των αρνητικών τιµών. Τεχνικές έχουν αναπτυχθεί για την µοντελοποίηση 

των δεδοµένων πρόσθετων ζηµιών που περιέχουν αρνητικές τιµές. Για παράδειγµα ο 

Mack (1994) πρότεινε να µην λαµβάνουν υπόψη τους αυτές τις τιµές στην ανάλυση. 

Άλλα µοντέλα αντιµετώπισαν το πρόβληµα αυτό µε τη χρήση της λύσης της 

σταθεράς. Σύµφωνα µε αυτήν την λύση προστίθεται µία σταθερά σε όλες τις 

προγενέστερες πρόσθετες ζηµιές της ανάλυσης, η οποία τις εξαναγκάζει να οριστούν 

θετικά. Η ίδια σταθερά από τις προβλέψεις που γίνονται (Kunkler, 2006). 

Στο Λογαριθµοκανονικό µοντέλο υποθέτουµε ότι οι πρόσθετες ζηµιές είναι θετικά 

ορισµένες εξαιτίας του λογαριθµικού µετασχηµατισµού που γίνεται στα δεδοµένα 

των πρόσθετων ζηµιών. Η λύση της σταθεράς είχε τροποποιηθεί για το 

Λογαριθµοκανονικό χρησιµοποιώντας µια Λογαριθµοκανονική κατανοµή τριών 

παραµέτρων. Οι τρεις παράµετροι αποτελούνται από το µέσο , τη διασπορά και µια 

σταθερή παράµετρο. Αυτή η  προσέγγιση δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα όταν δεν 

είναι πολλές οι αρνητικές πρόσθετες ζηµιές, πρέπει όµως να δοθεί προσοχή στο 

γεγονός ότι η τελική πρόβλεψη ποικίλει εξαρτώµενη από την τιµή της σταθερής 

παραµέτρου. 

Στα µοντέλα Poisson ο περιορισµός για την µη αρνητικότητα των τιµών είναι 

λιγότερο αυστηρός, αφού υποθέτει όλες οι τιµές των πρόσθετων ζηµιών ότι είναι µη 

αρνητικές. Η λύση στο πρόβληµα αυτό είναι η χρήση του «overdispersed» Poisson 

µοντέλου.  

Θα παρουσιάσουµε ένα εναλλακτικό µοντέλο για την αντιµετώπιση των περιορισµών 

ως προς τις αρνητικές τιµές που ανέπτυξε ο Kerner to 2004. 
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Το εναλλακτικό µοντέλο 

  

Ένας εναλλακτικός τρόπος να µοντελοποιηθούν τα αυθεντικά δεδοµένα ζηµιών 

y={y ij: i=1, 2, …,nα , j=1, 2, …, nα-i+1} που περιλαµβάνουν και θετικές και 

αρνητικές τιµές είναι να χωριστούν αρχικά σε δυο σύνολα : το πρώτο σύνολο περιέχει 

αρνητικές πρόσθετες ζηµιές S(-)={y ij: yij<0} και το δεύτερο που περιέχει όλες τις 

θετικές πρόσθετες ζηµιές S(+)={y ij: yij>0}. Για χάρη της πληρότητας , το yij 

αντιπροσωπεύει µία παρατηρήσιµη πρόσθετη αξίωση στην i-οστό περίοδο 

ατυχήµατος και τη j-οστό περίοδο ανάπτυξης, το nα αντιπροσωπεύει τον αριθµό των 

περιόδων ατυχηµάτων και nd αντιπροσωπεύει τον αριθµό των περιόδων ανάπτυξης. 

Τα σύνολα S(-) και S(+) 
δηµιουργούνται από ένα µίγµα δεδοµένων z={ z ij: i=1, 2, …,nα 

, j=1, 2, …, nα-i+1}, το οποίο ορίζεται ως εξής: 

1   y 0

1      y > 0 
ij

ij
ij

z
αν

αν

− <
= 


 

Έτσι οι πιθανές τιµές για κάθε zij είναι Rz={ z ij, zij=-1, 1}. 

Το µοντέλο αυτό βασίζεται στο µίγµα δεδοµένων z, που συνδυάζουν ένα 

αντανακλώµενο (reflected) γενικευµένο γραµµικό µοντέλο και ένα σύνηθες 

γενικευµένο γραµµικό µοντέλο. Το αντανακλώµενο γενικευµένο γραµµικό µοντέλο 

χρησιµοποιείται για την µοντελοποίηση των αρνητικών δεδοµένων, ενώ το σύνηθες 

γενικευµένο γραµµικό µοντέλο για την µοντελοποίηση των θετικών δεδοµένων . 

Κάποιος µπορεί να µοντελοποιήσει τις απόλυτες τιµές των αρνητικών πρόσθετων 

ζηµιών. Έτσι επιτυγχάνεται η δηµιουργία ενός µικτού συνόλου δεδοµένων 

 q= {qij: i=1, 2, …,nα , j=1, 2, …, nα-i+1}, το οποίο ορίζεται από  qij =yij zij 

Τα µικτά δεδοµένα q δεν υπόκεινται σε κανένα περιορισµό αφού υποχρεούνται από 

τον ορισµό τους να είναι θετικά ορισµένα ,  

qij>0, όταν yij>0, αφού zij=1 

qij>0, όταν yij<0, αφού zij=-1 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  105 

Ο πολλαπλασιασµός των πρόσθετων ζηµιών y από το µίγµα δεδοµένων z  

πραγµατοποιεί ένα βασικό µετασχηµατισµό που «αντανακλά» τις αρνητικές τιµές στο 

y. 

Όλα όσα αναφέραµε απαιτούνται για την παραγωγή προβλέψεων για τις µελλοντικές 

πρόσθετες ζηµιές δεδοµένων µε   

y
∼

={ ijy
∼

: i=1, 2, …,nα , j=1, 2, …, nα-i+1}  

να είναι οι µελλοντικές προβλέψεις και για το µελλοντικό µίγµα δεδοµένων  

z
∼

={ ijz
∼

: i=1, 2, …,nα , j=1, 2, …, nα-i+1}  

και για τα σύνθετα δεδοµένα  

q
∼

={ q
∼

ij: i=1, 2, …,nα , j=1, 2, …, nα-i+1},  

αφού  η σχέση για τα µελλοντικά δεδοµένα είναι : 

ij
ij

ij

q
y

z
=

∼

∼

∼
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2.12  Μοντελοποιώντας τα µηδενικά δεδοµένα στην στοχαστική 

αποθεµατοποίηση ζηµιών 

 

Πολλά από τα στοχαστικά  µοντέλα, όπως το Λογαριθµοκανονικό µοντέλο, 

υπόκεινται στον περιορισµό ότι οι αυξητικές ζηµιές πρέπει να είναι µεγαλύτερες του 

µηδενός. Πρακτικά όµως αυτό δεν µπορεί να ισχύει γιατί πολλά δεδοµένα είναι 

µηδενικά ή /και αρνητικά. Παρακάτω θα περιγράψουµε ένα µίγµα µοντέλων που 

επεκτείνει τα στοχαστικά αποθεµατικά µοντέλα και για αυξητικές ζηµιές που είναι 

µηδενικές. Θα επικεντρωθούµε στην εφαρµογή της επέκτασης αυτής στο 

Λογαριθµοκανονικό  µοντέλο, παρόλο που τα πλαίσια του µοντέλου είναι ευέλικτα 

και για εφαρµογή σε άλλα στοχαστικά µοντέλα αποθεµατοποίησης (Kunkler, 2004). 

 

Το πρόβληµα 

Έστω y= { yij: i=1, 2, …, na, j=1, 2, …, na-i+1 } ότι αντιπροσωπεύει ένα τριγωνικό 

σχεδιάγραµµα δεδοµένων αυξητικών ζηµιών, που yij είναι µια πρόσθετη αξίωση στη 

i-οστή περίοδο συµβάντος ζηµιάς και στη j-οστή περίοδο ανάπτυξης, na ο αριθµός 

των περιόδων συµβάντος ζηµιών, nd ο αριθµός των περιόδων των ετών συµβάντος 

ζηµιών. Είναι τυπικό ότι ο αριθµός των περιόδων ανάπτυξης είναι ίσος µε τον αριθµό 

των περιόδων των ετών ανάπτυξης (na= nd). Θα θεωρήσουµε το σύνολο µε τις 

πιθανές τιµές για κάθε yij είναι Ry ={ y ij: 0≤ yij<∞ }, το οποίο παρατηρούµε ότι 

περιλαµβάνει και µηδενικά. Έτσι η υπόθεση του Λογαριθµοκανονικού µοντέλου για 

θετικές αυξητικές ζηµιές ικανοποιείται. 

 

Μία λύση 

 

Μία λύση στο πρόβληµα είναι να χωρίσουµε τα δεδοµένα σε δύο σύνολα. Όταν το yij 

είναι ίσο µε το µηδέν, τοποθετείται στο ένα σύνολο, S(0)={ y ij: yij=0}, και όταν yij 

είναι µεγαλύτερα από το µηδέν τοποθετείται στο άλλο σύνολο, S(+)={ y ij: yij>0}. Στο 

µοντέλο χρησιµοποιούµε επιπλέον το πρόσθετο παρατηρήσιµο δείκτη του τριγωνικού 

σχεδιαγράµµατος z ={ z ij: i=1, 2, …, na, j=1, 2, …, na-i+1 }, που ονοµάζεται το µικτό 

τρίγωνο δεδοµένων και ορίζεται ως: 
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0  ,  y 0

1   ,  y > 0 
ij

ij
ij

z
αν

αν

=
= 


 

όπου το εύρος των πιθανών τιµών για κάθε zij είναι RZ= {  zij: zij=0,1}. Τα yij τότε 

µοντελοποιούνται υποθέτοντας τα zij. 

Η πρόβλεψη αρχίζει µε την συνδεδεµένη µεταγενέστερη προγνωστική κατανοµή, η 

οποία µπορεί να παραγοντοποιηθεί σε : 

, | , | | ,ij ij ijij ijp y z y z p z z p y z y     =     
     

∼ ∼ ∼ ∼ ∼

 

Για το πρόβληµα αποθεµατοποίησης ζηµιών, το ενδιαφέρον για τα µελλοντικά 

αυξητικά δεδοµένα y
∼

 , όπου z
∼

 είναι µια ενοχλητική παράµετρος και µπορεί να 

µετακινηθεί παίρνοντας το µέσο όρο αυτού, ώστε να αποκτήσουµε την οριακή 

µεταγενέστερη προγνωστική κατανοµή που δίνεται από: 

 

, | , | 0, 0 | | 1, 1|

(1 ) | 0, | 1,

ij ij ij ij ijij ij ij

ij ijj jij ij

p y z y z p y z y p z z p y z y p z z

p y z y p y z yλ λ

         = = = + = = =         
         

   = − = + =   
   

∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

 

όπου οι άγνωστοι παράµετροι του µίγµατος  λj =P(zij=1) αντιπροσωπεύουν την 

πιθανότητα που σχετίζεται µε µια αυξητική αξίωση στην j-οστό περίοδο ανάπτυξης 

που είναι θετικά ορισµένη και (1- λj) =P(zij=0) αντιπροσωπεύουν την πιθανότητα 

που σχετίζεται µε µια αυξητική αξίωση στην j-οστό περίοδο ανάπτυξης που είναι 

µηδέν µε λj+(1- λj)=1. 

Η οριακή µεταγενέστερη προφητική κατανοµή για ijy
∼

 είναι ένα σταθµισµένο 

σύνολο των δύο συστατικών | 0,ijijp y z y = 
 

∼ ∼

 και | 1,ijijp y z y = 
 

∼ ∼

, µε τα βάρη τους 

να προσδιορίζονται από τα λj .  
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Πράγµατι αυτό είναι ένα µικτό µοντέλο που επεκτείνει τα στοχαστικά αποθεµατικά 

µοντέλα για δεδοµένα αυξητικών ζηµιών που περιέχουν µηδέν. 

Η κατανοµή για τα zij, που ονοµάζεται δειγµατική µικτή κατανοµή, είναι διακριτή. 

Υποτίθεται ότι µέσα στη j-οστή περίοδο ανάπτυξης όπου κάθε zij είναι ανταλλάξιµα 

και είναι µια τυχαία ανεξάρτητη µεταβλητή Bernoulli που δίνεται από: 

( ) ( )1| 1
ijij

zz

ij j j jp z λ λ λ
−

= −  

Έστω z.j αντιπροσωπεύει των θετικά ορισµένων αυξητικών ζηµιών στην περίοδο 

ανάπτυξης j, όπου j=1, 2, …, nd , έτσι ώστε 

( )

. 1

a jn

j iji
z z

=
=∑  

όπου ( ) 1a j an n j= − +  αντιπροσωπεύει τον αριθµό των περιόδων συµβάντων 

ζηµιών (παρατηρήσεις) στη j-οστή περίοδο ανάπτυξης. Κάθε . jz  είναι το σύνολο των 

( )a jn  ανεξάρτητων και οµοιόµορφα κατανεµηµένων Bernoulli τυχαίων µεταβλητών, 

όπου µια τυχαία µεταβλητή Bernoulli δίνεται από  

( ) ( ) ( )( ) . ( ) .. .( )

.
.

| 1 1
a j j a j jj j

n z n za j z z

j j j j j j
j

n
p z

z
λ λ λ λ λ

− − 
= − ∝ −  
 

 

Υποτίθεται ότι το εύρος των πιθανών τιµών για κάθε πιθανότητα λj είναι Rλ= {  λj: 0< 

λj <1}. Πολλές αναλύσεις των πιθανοτήτων χρησιµοποιούν µία συνάρτηση 

σύνδεσης l(.), να µετατρέψουµε την Rλ σε Rl(λ)= {  λj: -∞< l(λj )<∞ }, το οποίο 

είναι πιο κατάλληλο εφαρµογή για τα γραµµικά µοντέλα. 

( ) ( )
( )( )

1

log , logistic model
1

,Probit model

log log ,Συµπληρωµατικό log - log model

j

j

j j

j

λ

λ

λ λ

λ

−

  
   −  


= Φ


−
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όπου Φ-1 είναι η αντίστροφη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής µιας κανονικής 

κατανοµής. Πρακτικά θα προσδοκούσαµε  

( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )( )

1

exp
, logistic model

1 exp

,Probit model

exp exp ,Συµπληρωµατικό log - log model

j

j

j j

j

X

X

l X X

X

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

δ δ

δ

−



 +



= Φ

 −




  

µια σχέση µεταξύ κάθε  λj . Στην περίπτωση που µελετάµε έχει επιλεγεί κάθε λj να 

ικανοποιεί τη σχέση: 

l(λj) = 1

0

j

dd
δ

−

=∑  

Αν και η παραπάνω σχέση προσφέρει µια ευέλικτη δοµή που επιτρέπει στις 

παραµέτρους δέλτα να µετακινηθούν (αν τους θέσουµε µε µηδέν) ή να τους θέσουµε 

ίσους µε την παράµετρο της προηγούµενης αναπτυξιακής περιόδου. Για παράδειγµα 

το απλό γραµµικό µοντέλο είναι µια ειδική περίπτωση που έχουµε θέσει δd= δ0 όταν 

d=0 και δd= δ1 όταν δ>1, µε  

l(λj) =δ0+(j-1)δ1 

Το µοντέλο l(λj) = 
1

0

j

dd
δ

−

=∑  µπορεί να εκφραστεί σε µορφή πινάκων : 

l (λ) =Χδδ 

όπου λ είναι ένα nd ˣ 1 διάνυσµα των µικτών παραµέτρων, l(λ) ένα nd ˣ 1 διάνυσµα 

των µετασχηµατισµένων µικτών παραµέτρων, Χδ ένα nd ˣ kd γνωστός πίνακας και δ 

ένα kd x  1 διάνυσµα παραµέτρων.  

Η µεταγενέστερη µικτή κατανοµή για λ δίνεται από  

( ) ( ) ( ).
1

| |
dn

j j j
j

p z p p zλ λ λ
=

∝∏  

όπου ρ(λj) µέσα σε κάθε περίοδο ανάπτυξης j είναι η προγενέστερη µικτή κατανοµή 

για λj και ρ(z.j/λj) είναι η δειγµατική µικτή κατανοµή όπου όπως έχουµε αναφέρει έχει 

∆ιωνυµική κατανοµή. 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  110 

Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι η προγενέστερη µικτή κατανοµή µπορεί να γραφτεί 

σε όρους δ µε : 

( ) ( ) ( ).
1

| |
dn

j
j

p z p p zδ δ δ
=

∝ ∏  

όπου ρ(δ) είναι η προγενέστερη µικτή κατανοµή για δ και ρ(z.j/λj) η δειγµατική µικτή 

κατανοµή µέσα στη j περίοδο ανάπτυξης: 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ). ( ) .
1 1

. | 1
j a j jz n z

j j j
p z l X l Xδ δδ δ δ

−
− −∝ −  

Η πιθανότητα εκτίµησης του λj µπορεί να υπολογιστεί ( )( )1

j
l Xδδ
− από : 

� ( )( )1
j j

l Xδλ δ−=  

όπου l-1(.)  είναι η αντίστροφη της επιλεγµένης συνάρτησης σύνδεσης, έτσι ώστε 

( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )( )

1

exp
, logistic model

1 exp

,Probit model

exp exp ,Συµπληρωµατικό log - log model

j

j

j j

j

X

X

l X X

X

δ

δ

δ δ

δ

δ

δ

δ δ

δ

−



 +



= Φ

 −




 

όπου Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση της κανονικής κατανοµής. 

 Ο αναλυτής έχει τον πλήρη έλεγχο των προγενέστερων µικτών κατανοµών και ο 

προσδιορισµός µπορεί να επιτευχθεί σε όρους του λj ή σε όρους του δ. Σε αυτήν την 

περίπτωση τα περισσότερα Μπεϋζιανά µοντέλα γενικά έχουν τρεις τύπους 

προγενέστερων κατανοµών από τους οποίους επιλέγουµε. Ο πρώτος τύπος είναι µη 

πληροφοριακός προγενέστερος που p(λj)=1 ή p(δ)=1, τα οποία αναγκαία 

υποδεικνύουν ότι δεν υπάρχουν προγενέστερες πληροφορίες. Ο δεύτερος τύπος µια 

συζευγµένη προγενέστερη κατανοµή, το οποίο σηµαίνει ότι ο τύπος της 

προγενέστερης κατανοµής είναι η ίδια µε την µεταγενέστερη κατανοµή. Ο τρίτος 

τύπος είναι µια συζευγµένη προγενέστερη κατανοµή, η οποία περιλαµβάνει όλες τις 

κατανοµές που δεν ανήκουν στους δυο πρώτους τύπους. 
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Με πιθανότητες όπως λj εἰναι ευκολότερο να ασχοληθούµε µε συντελεστές όπως 

είναι το δ. Εδώ υποθέτουµε ότι η προγενέστερη µικτή κατανοµή για λj είναι µια Βήτα 

κατανοµή που δίνεται από 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 11 11 1

j jj j
b bj j a a

j j j j j

j j

a b
p

a b
λ λ λ λ λ

− −− −Γ +
= − ∝ −
Γ Γ

 

ὀπου αj, bj>0 και Γ(.) είναι η συνάρτηση Γάµµα που δίνεται από : 

( ) 1

0

x tx t e dt
∞ − −Γ = ∫  

ὀπου x≥0. Μία τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή Bήτα έχει αναµενόµενη τιµή  

( )/j j ja a b+  

και διασπορά 

( ) ( )( )2
/ 1j j j j j ja b a b a b+ + +  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι όταν τα αj, bj αυξάνονται η διασπορά µειώνεται. Επίσης 

σηµειώστε ότι το λj έχει µια οµοιόµορφη κατανοµή στο [0, 1] όταν αj= bj=1. 

Αντικαθιστώντας την Βήτα προγενέστερη µικτή κατανοµή στη σχέση µε τη 

διωνυµική δειγµατική µικτή κατανοµή προκύπτει 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ..

( ) ..

11

1

11

1

11

1

| 1 1

1

1

d
j a j jj j

d
j a j jj j

d
jj

n
b n za z

j j j j
j

n
b n za z

j j
j

n
ba

j j
j

p zλ λ λ λ λ

λ λ

λ λ
∗∗

− −−

=

+ − −+ −

=

−−

=

∝ − −

= −

= −

∏

∏

∏

 

 

ὀπου την j-οστή περίοδο ανάπτυξης η µορφή είναι της κατανοµής Βήτα µε 

παραµέτρους  
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.j j ja a z∗ = +  

και  

( ) .j j a j jb b n z∗ = + −  

Έτσι η κατανοµή Βήτα είναι συνδυαστική προγενέστερη κατανοµή για την 

∆ιωνυµική κατανοµή. Η Βήτα προγενέστερη κατανοµή στη j-οστή περίοδο 

ανάπτυξης προσθέτει αj-1 επιπλέον παρατηρήσεις µε τον αριθµό 1 και  bj-1 επιπλέον 

παρατηρήσεις µε µηδενικά. Για τριγωνικά σχεδιαγράµµατα ανάπτυξης ζηµιών, το 

δείγµα αλλάζει σε κάθε περίοδο ανάπτυξης κα τείνει να είναι µικρό στις τελευταίες 

περιόδους ανάπτυξης. Στην Βήτα προγενέστερη κατανοµή, ο αναλυτής πρέπει να 

µειώνει και το αj και το bj στην ουρά των τριγωνικών δεδοµένων έτσι ώστε οι 

προγενέστερες κατανοµές να µην έχουν σηµαντική επίδραση στην µεταγενέστερη 

κατανοµή. Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορούν να βρεθούν στο Gelman et al. 

(1995). 

Η δειγµατική κοινή κατανοµή για yij και zij µπορούν να παραγοντοποιηθούν : 

( ) ( ) ( ), | , | | ,ij ij j ij j ij ijp y z p z p y zθ λ λ θ=  

όπου p(zij | λj) είναι η δειγµατική µικτή κατανοµή και p(yij |zij , θ) η υποθετική 

δειγµατική κατανοµή για yij. Το zij είναι µια βοηθητική παράµετρος και µπορεί να 

µετακινηθεί παίρνοντας µέσο όρο γύρω από αυτό και αποκτεί την οριακή δειγµατική 

κατανοµή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

0 1

, | , Pr 0 | | 0, Pr 1| | 1,

1 | 0, | 1,

ij ij j ij j ij ij ij j ij ij

j ij ij j ij ij

p y z z p y z z p y z

p y z p y z

θ λ λ θ λ θ

λ θ λ θ

= = = + = = =

= − = + =

 

Η οριακή δειγµατική κατανοµή για yij είναι ένα σταθµισµένο σύνολο δύο 

δειγµατικών κατανοµών p(yij |zij=0 , θ0) και και p(yij |zij=1 , θ1) µε τα βάρη να 

προσδιορίζονται από λj. Το τριγωνικό σχεδιάγραµµα που αντιπροσωπεύει τα 

αυξητικά δεδοµένα ζηµιών χωρίζεται σε δυο σύνολα (S(0) και S(+)), τα οποία 

µοντελοποιούνται χωριστά . Μια συνάρτηση δείκτης Ι(Α) ορίζεται ως Ι(Α)=1 όταν 

ικανοποιείται η συνθήκη Α και Ι(Α)=0 αλλιώς. 
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Η οριακή δειγµατική κατανοµή  για yij µπορεί να ξαναγραφεί ως  

( ) ( ) ( )
0( ) 1| , 1 | 1,

ijij j j z j ij ijp y I p y zθ λ λ λ θ
=

= − + =  

όπου ο δείκτης για το θ στο δεύτερο συστατικό της δειγµατικής κατανοµής p(yij | zij 

=1,θ1) µπορεί τώρα να παραληφθεί αφού δεν υπάρχει ευκαιρία για ασάφεια.  

Όταν λj είναι µικρότερο του 0, το µικτό µοντέλο θα παράγει µικρότερες προβλέψεις 

από ένα µοντέλο που οι µηδενικές πρόσθετες ζηµιές µετακινήθηκαν όλες µαζί από 

την ανάλυση.  

Το εύρος των πιθανών τιµών για yij στο δεύτερο µέρος της δειγµατικής κατανοµής 

όπως φαίνεται στην τελευταία σχέση είναι θετικά ορισµένη. Πράγµατι το 

Λογαριθµοκανονικό µοντέλο µπορεί τώρα να εφαρµοστεί αφού του µοντέλου η 

θετικά ορισµένη υπόθεση ικανοποιείται.  

Για να απλοποιήσουµε τη σηµείωση αυτή, έστω y+ αντιπροσωπεύει τα µη 

συµπληρωµένα δεδοµένα ζηµιών του τριγωνικού σχεδιαγράµµατος που αποτελείται 

από αυξητικές ζηµιές που είναι θετικές, yijϵ S
(+). 
Το δεύτερο µέρος της δειγµατικής 

κατανοµής µπορεί να εκφραστεί σε όρους y+ αφού p(y+|θ)≡p(yij |zij=1, θ). 

Υποτίθεται ότ y+ είναι µια τυχαία µεταβλητή µε µια Λογαριθµοκανονική δειγµατική 

κατανοµή να δίνεται από  

( )2log( ) | ,y N X Iβθ β σ+
∼  

όπου θ=[β, σ2, Ι] ένας ny|z ˟  ny|z  ταυτοτικός πίνακας, 

 ( )
1

/ 11 1

a a

ij

n n i

y z zi j
n I

− +

== =
=∑ ∑  

ο αριθµός των yij που περιλαµβάνονται στο Λογαριθµοκανονικό µοντέλο, β ένα kβ ˣ 1 

διάνυσµα και Χβ ένας ny|z ˟ kβ γνωστός πίνακας ο οποίος δεν είναι τυχαίος και έχει 

κατασταλεί από τις υποθετικές καταστάσεις. Ο τύπος του Χββ δίνεται από  

( )
1 2

1 1

j i j

i d tij
d t

X a lββ γ
− + −

= =

= + +∑ ∑  

Αν και η παραπάνω σχέση είναι υπερπαραµετρικοποιηµένη, αυτή παρέχει µια 

ευέλικτη δοµή και επιτρέπει στις παραµέτρους να µετακινηθούν (θέτοντας µε µηδέν) 
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ή θέτοντας ίσες µε την προηγούµενη παράµετρο. Η κοινή προγενέστερη κατανοµή 

για β και σ2 µπορεί να παραγοντοποιηθεί σε  

( ) ( ) ( )2 2 2, | | , |p y p y p yβ σ β σ σ+ + +=  

Όπου η υποθετική προγενέστερη κατανοµή για το β είναι 

� ( )( )12 2, | , Ty N X Xβ ββ σ β σ
−+

∼  

Και η οριακή προγενέστερη κατανοµή για σ2 είναι 

( )2 2 2
|| ,y zy Inv x n k sβσ + − −∼  

Οι εκτιµητές για το β και σ2 υπολογίζονται από  

� ( ) ( )1
logT TX X X yβ β ββ

− +=  

και  

( ) �( ) ( ) �( )2

|

1
log log

T

y z

s y X y X
n k β β

β

β β+ += − −
−

 

αντίστοιχα. Υποτίθεται επίσης ότι p(β, σ2) έχει ένα µη πληροφοριακό παρελθόν που 

δίνεται από  

( ) ( ) 12 2,p β σ σ
−

∝  

όπου η εναλλακτική προγενέστερη κατανοµή µπορεί να βρεθεί στο Gelman et al. 

(1995). 

 Η υιοθέτηση µιας Μπεϋζιανής προσέγγισης επιτρέπει  σε έναν αναλυτή να 

ενσωµατώσει την αβεβαιότητα στην παράµετρο της διασποράς σ2, η οποία υποτίθεται 

ότι έχει µια  κλιµακωτή αντίστροφη κατανοµή Χ2. Από µια µη µπεϋζιανή οπτική η 

οριακή προγενέστερη κατανοµή για σ2 θα είναι ρ(σ2|y+)=1 έτσι ώστε µόνο η 

αβεβαιότητα στο β να µοντελοποιείται. 
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3. Όρια εµπιστοσύνης για προεξοφληµένα αποθέµατα ζηµιών 

 

Επειδή τα προεξοφληµένα αποθέµατα IBNR είναι ένα σύνολο εξαρτηµένων 

Λογαριθµοκανονικών τυχαίων µεταβλητών, η συνάρτηση κατανοµής δεν µπορεί να 

προσδιοριστεί αναλυτικά. Εποµένως, αντί να υπολογιστεί η ακριβής κατανοµή, θα 

αναζητήσουµε όρια κατά την έννοια του «πιο ευνοϊκού/λιγότερο επικίνδυνου» και 

«λιγότερο ευνοϊκού /περισσότερο επικίνδυνου», µε µια πιο απλή δοµή. Αυτή η 

τεχνική χρησιµοποιείται από την αναλογιστική βιβλιογραφία. Όταν το κατώτερο και 

ανώτερο όριο είναι κοντά το ένα στο άλλο, µπορούν να παρέχουν αξιόπιστες 

πληροφορίες για την αυθεντική και πιο περίπλοκη µεταβλητή. Η έννοια «λιγότερο 

ευνοϊκή» ή «περισσότερο επικίνδυνη» µεταβλητή θα οριστεί µε τη βοήθεια της 

κυρτής διάταξης (Hoedemakers, 2003). 

 

Ορισµός 1: Μία τυχαία µεταβλητή V είναι µικρότερη από µια τυχαία µεταβλητή W 

σε κυρτή διάταξη αν Ε[u(V)]≤ Ε[u(W)] για όλες τις κυρτές συναρτήσεις u: R→R: 

x→u(x), υπό την προϋπόθεση ότι οι προσδοκίες υπάρχουν. 

 Αυτό συµβολίζεται ως : 

                                                      cxV W≤  

 

Όταν λέµε 

cxV W≤  

αυτό  σηµαίνει ότι το W είναι πιο πιθανό να πάρει ακραίες τιµές από το V. Σε όρους 

θεωρίας χρησιµότητας αυτό σηµαίνει ότι η ζηµιά V είναι προτιµότερη από τη ζηµιά 

W, αυτό συνεπάγεται Var[V]≤ Var[W]. 
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Κυρτά όρια για άθροισµα τυχαίων µεταβλητών 

 

Θεώρηµα 4: Θεωρούµε ένα αυθαίρετο άθροισµα τυχαίων µεταβλητών : 

V=X1+X2+…+Xn και ορίζουµε τις σχετικές στοχαστικές ποσότητες 

[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1 2

' 1 1 1
| | |

1 1 1

| | ... | ,

... ,

...

n

n

n

u X Z X Z X Z

u X X X

V E X Z E X Z E X Z

V F U F U F U

V F U F U F U

− − −

− − −

= + + +

= + + +

= + + +

 

µε U µια οµοιόµορφη τυχαία κατανοµή (0, 1) και µε Ζ µια αυθαίρετη τυχαία 

µεταβλητή ανεξάρτητη της U. Η ακόλουθη σχέση τότε ισχύει: 

'
1 cx cx u cx uV V V V≤ ≤ ≤  

 

Για κάθε j=1, …,n οι όροι στην αρχική µεταβλητή V και οι αντίστοιχοι όροι στα άνω 

όρια Vu και Vu΄ είναι όµοια κατανεµηµένοι : 

( ) ( )1 1
|j j

d d

j X X ZX F U F U− −= =  

Για τα χαµηλότερα όρια, οι ισότητες των κατανοµών Χj και Ε[Χj|Ζ] µόνο ισχύει στην 

περίπτωση που όλα τα Χj, δεδοµένου Ζ=z, είναι σταθερά για κάθε z. 

 

Αυτά τα αποτελέσµατα µπορούν να γενικευτούν στην περίπτωση που V αποτελείται 

από ένα άθροισµα µονότονων συναρτήσεων φj τυχαίων µεταβλητών Χj, απλά 

αντικαθιστώντας το Υj για φj(Χj) και εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 4. 
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Θεώρηµα 5: Υποθέτουµε ότι τα διανύσµατα Χ και Υ, δεδοµένου της τυχαίας 

µεταβλητής Ζ, είναι αµοιβαία ανεξάρτητες και το Ζ ανεξάρτητο του Υ. Θεωρείτε δύο 

ανεξάρτητες οµοιόµορφα κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές U, V στο (0, 1). Αν οι 

Χi και Υi είναι µη αρνητικές τυχαίες µεταβλητές, τότε βρίσκουµε ότι ισχύουν οι 

ακόλουθες σχέσεις : 

'
1 cx cx u cx uW W W W≤ ≤ ≤  

µε 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2

' 1 1 1 1 1 1
| | |

1 1 1 1 1 1

...

| | ... | ,

... ,

...
n n

n

n n

n n

u X Z Y X Z Y X Z Y

u X Y X Y X Y

W X Y X Y X Y

W E X Z E Y E X Z E Y E X Z E Y

W F U F V F U F V F U F V

W F U F V F U F V F U F V

− − − − − −

− − − − − −

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

και όπου U, V και Z είναι αµοιβαίως ανεξάρτητα. 

 

Από το παραπάνω θεώρηµα τα προηγούµενα αποτελέσµατα επεκτείνονται από τα 

συνήθη ποσά των µεταβλητών στα ποσά των βαθµωτών προϊόντων των ανεξάρτητων 

τυχαίων µεταβλητών. 

 

Ανώτερα και κατώτερα όρια για το προεξοφληµένο IBNR απόθεµα 

 

Όπως έχουµε περιγράψει στο προηγούµενο θεώρηµα για το προεξοφληµένο ΙΒΝR 

απόθεµα: 

( )( ) 1

2 2

ij ij

t t
B Y i j t

i j t i

S e
∧

→
− + − − +∈

= = + −

=∑ ∑  

Εισάγουµε τις τυχαίες µεταβλητές Vij και  Wij να ορίζονται από  

( )1 ,       V ijW

ij ij

ij

W B Y i j t eβ
∧→ 

= − + − − = 
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Υποθέτουµε τώρα µια υποθετική κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Ζ 

οριζόµενη ως ακολούθως: 

1
2 2

t t

ij i j t
i j t i

Z v Y+ − −
= = + −

=∑ ∑  

Θα υπολογίσουµε το κατώτατο και ανώτερο όριο για την ακόλουθη επιλογή των 

παραµέτρων: 

( )

( )

2

1 2

2

1
exp ( ) 1

2

1
exp ( ) 1

2

t t

ij kl
k i l t k

t

ij
l j

v B k l t

B i l t

β µ δ

β µ δ

→

= + = + −

→

=

  = − + − − +  
  

  + − + − − +  
  

∑ ∑

∑
 

Ζ είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός της πρώτης τάξης προσέγγισης του  

( )( ) 1

2 2

ij ij

t t
B Y i j t

i j t i

S e β
∧

→
− + − − +∈

= = + −

=∑ ∑
∼

 

Για µια πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή, κάθε γραµµικός συνδυασµός των 

συστατικών του έχει µια µονοπαραγοντική κανονική κατανοµή, έτσι Ζ είναι κανονικά 

κατανεµηµένο. Επίσης, (Wij, Z) έχει µια διωνυµική κανονική κατανοµή. Υποθέτοντας 

δεδοµένου Ζ=z, Wij έχει µια µονοπαραγοντική κανονική κατανοµή µε µέσο και 

διασπορά να δίνονται από  

[ ]( )| ij
ij ij ij

w
E W Z z E W z E Z

z

σ
ρ

σ
   = = + −     

Και  

( )2 2| 1ij ij ijVar W Z z wσ ρ = = −   

Όπου ρij δηλώνει την συσχέτιση µεταξύ Ζ και Wij. 
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Πρόταση 2: Έστω S, Sl, Su΄ και Su ορίζονται όπως ακολούθως: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2

1 2 2 2
1

2 2

' 1 2 1 1

2 2

1 1

2 2

exp ,

1 1
exp [ ] 1 ,

2 2

exp [ ] 1 ,

exp [ ]

ij

ij

t t

ij ij
i j t i

t t

ij ij ij ij ij ij
i j t i

t t

u ij ij ij ij ij
i j t i

t t

u ij ij
i j t i

S W

S E W w U w

S E W w U w W V

S E W w U V

ρ σ ρ σ σ

ρ σ ρ σ σ

σ σ

= = + −

−

= = + −

− − −
∈

= = + −

− −
∈

= = + −

= +∈

 = + Φ + − + 
 

= + Φ + − Φ + Φ

= + Φ + Φ

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑∑
 

Όπου U, V και W eείναι αµοιβαίως ανεξάρτητες οµοιόµορφες κατανεµηµένες στο    

(0, 1) τυχαίες µεταβλητές και Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της    

Ν(0, 1) κατανοµής. Τότε έχουµε: 

'
1 cx cx u cx uS S S S≤ ≤ ≤  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  120 

4. Επιλογή µοντέλου και εκτίµηση προβλέψεων 

 

Στην ερώτηση ποιο είναι το καλύτερο µοντέλο, δεν απαιτείται να απαντήσουµε 

κάποιο συγκεκριµένο, αλλά µπορούµε να επιλέξουµε ένα σύνολο µοντέλων και να 

χρησιµοποιούµε ένα γραµµικό συνδυασµό αυτών. 

Αρχίζουµε µε ένα σύνολο επεξηγηµατικών µεταβλητών, αυτές µπορεί να είναι είτε 

στοχαστικές, είτε ντετερµινιστικές. Στην περίπτωση των στοχαστικών εµείς ίσως 

ανατρέξουµε στις παρελθοντικές παρατηρήσεις. Ένας τρόπος είναι να τρέξουµε όλες 

τις δυνατές παλινδροµήσεις (2r 
παλινδροµήσεις – για r µεταβλητές), αυτή η 

διαδικασία όµως δεν είναι βολική για µεγάλο αριθµό µεταβλητών.  

Ο πιο απλός τρόπος είναι η σταδιακή διαδικασία παλινδρόµησης, η οποία εισάγει 

όλες τις παλινδροµούσες µεταβλητές βήµα προς βήµα, αρχίζοντας µε αυτή που δίνει 

την καλύτερη προσαρµογή, έπειτα προσθέτουµε εκείνη που δίνει την καλύτερη 

βελτίωση για το R2 κ.ο.κ. Η διαδικασία σταµατάει όταν καµία επιπλέον µεταβλητή 

δεν αποφέρει σηµαντική βελτίωση. Το πρόβληµα είναι ότι σε αυτήν την περίπτωση 

δεν εφαρµόζεται της t-κατανοµής και της F οι πίνακες και αυτό έχει ως συνέπεια να 

πάρουµε λάθος αποφάσεις. 

Η προς τα πίσω διαδικασία αποκλεισµού αρχίζει µε το µεγαλύτερο µοντέλο και σε 

κάθε βήµα χάνει µια µεταβλητή της οποίας η κατανοµή έχει την µικρότερη απόλυτη 

τιµή της t-στατιστικής. Με µια τέτοια διαδικασία ο χρήστης έχει µικρότερο κίνδυνο 

χρησιµοποιώντας t στατιστική. Αν κάποιος χρησιµοποιεί επίπεδο σηµαντικότητας το 

ποσοστό 100α η συνολική µετά από p τεστ θα είναι ίση µε 1-(1-α)p. Ένα µειονέκτηµα 

αυτής της διαδικασίας είναι ότι στα πολυσυγγραµµικά προβλήµατα στα αρχικά 

βήµατα, σε σχέση µε το Χ΄Χ που δεν αντιστρέφεται. Μια καλή λύση είναι να 

αρχίσουµε µε τη διαδικασία της σταδιακής παλινδρόµησης που συζητήθηκε 

παραπάνω και να κάνουµε ένα µεγάλο αριθµό από  τεστ σε κάθε βήµα. 

Έπειτα πρέπει να αποφασίσουµε πιο κριτήριο θα χρησιµοποιήσουµε. Η πιθανότητα 

του να χρησιµοποιήσουµε F-test ή t-test έχει ήδη αναφερθεί. Τώρα θα συνεχίσουµε 

µε έξω από το δείγµα πρόβλεψη είναι ο στόχος. Ένα κριτήριο που παράγεται από το 

στόχο αυτό είναι το Cp, γνωστό και ως Mallow κριτήριο, MC, 

( )2
2P

p

RSS
MC C N p

s
= = − −  
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όπου RSSP είναι το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων που περιλαµβάνει p 

παραµέτρους. Ν είναι ο συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων και S2 είναι ίσο µε 

RSS/(N-Q) , µε Q τον αριθµό των ερµηνευτικών µεταβλητών. 

Τέλος, σύντοµα αναφέρουµε ότι υπάρχει µια σχολή από αυτούς που υποστηρίζουν ότι 

η επιλογή του µοντέλου είναι η επιλογή του βέλτιστου. Οι ποσοστώσεις γύρω από το 

γραµµικό πρέπει να προστεθούν γιατί τα βάρη εξαρτώνται από τις παρατηρήσεις. Ένα 

σύνολο  µοντέλων έχει µικρότερο κίνδυνο από ότι µόνα τους τα µοντέλα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Αλεξάνδρα Γεωργίου  122 

5. Συµπεράσµατα 

 

Από την µελέτη των βασικών στοχαστικών µοντέλων που έχουν αναπτυχθεί για την 

αποθεµατοποίηση ζηµιών καταλήγουµε στα εξής συµπεράσµατα που αφορούν σηµεία 

που πλεονεκτούν, αλλά και µειονεκτούν αυτές οι µέθοδοι, καθώς επίσης και σηµεία 

που διαφέρουν ή µοιάζουν. 

• Στην ερώτηση «ποιο µοντέλο είναι το καλύτερο;» δεν υπάρχει καµία άµεση 

απάντηση. Θα πρέπει τα δεδοµένα να εξεταστούν µε λεπτοµέρεια ώστε να 

βρεθεί το πιο κατάλληλο µοντέλο. 

 

• Οι στοχαστικές µέθοδοι θεωρείται ότι χρησιµοποιούνται στις περιπτώσεις  

που αποτυγχάνουν οι ντετερµινιστικές. Στην πραγµατικότητα όµως η 

προσφορά των στοχαστικών είναι µεγαλύτερη αφού µπορούν να µας 

παρέχουν πληροφορίες που είναι πολύ χρήσιµες στην διαδικασία 

αποθεµατοποίησης και γενικότερα στην διοίκηση της επιχείρησης. 

 

• Με την µέθοδο «chain ladder» µπορούµε να κάνουµε πρόβλεψη για τις ζηµιές, 

όµως κάθε πρόβλεψη πρέπει να συνοδεύεται και από τον υπολογισµό της 

διασποράς που είναι η εκτίµηση του λάθους πρόβλεψης. Αυτή η ανάγκη 

οδήγησε στην ανάπτυξη στοχαστικών µεθόδων που δίνουν ίδιες προβλέψεις 

µε την τεχνική της «chain ladder», αλλά επιπλέον παρέχουν και ένα µέτρο για 

το λάθος της εκτίµησης. Η εκτίµηση του λάθους µπορεί να γίνει και τον 

προσδιορισµό της κατανοµής που ακολουθούν τα δεδοµένα (όπως στη µέθοδο 

overdispersed Poisson) ή µε τον προσδιορισµό µόνο της κατανοµής των δύο 

πρώτων στιγµών (µέθοδος Mack). 

 

• Παρόλο που το µοντέλα Poisson (ή overdispersed Poisson) και το µοντέλο του 

Mack ξαναπαράγουν τους ιστορικούς εκτιµητές της αποθεµατοποίησης 

ζηµιών του µοντέλου «chain ladder», διαφέρουν µεταξύ τους. Για παράδειγµα 

τα πραγµατικά προσδοκώµενα αποθέµατα ζηµιών που περιγράφονται από τα 

δυο µοντέλα είναι διαφορετικά, όπως επίσης και το γεγονός ότι το µοντέλο 
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Poisson αποκλίνει από τον ιστορικό αλγόριθµο «chain ladder» σε αρκετές 

πλευρές γεγονός που δεν ισχύει για το µοντέλο του Mack. 

 

• Τα Μπεϋζιανά µοντέλα πλεονεκτούν στο γεγονός ότι µε τη χρήση της 

κατανοµής πρόγνωσης των αποθεµατικών εκτιµήσεων µπορεί να υπολογιστεί 

και το τυπικό λάθος της πρόβλεψης µε τον υπολογισµό απλά της τυπικής 

απόκλισης των εκτιµήσεων του αποθέµατος, χωρίς τη χρήση πολύπλοκων 

τύπων. Τα Μπεϋζιανά µοντέλα έχουν επίσης το πλεονέκτηµα ότι η 

αναλογιστική κρίση µπορεί να αναγνωριστεί µέσα από την επιλογή των 

προγενέστερων πληροφοριακών κατανοµών. Αυτό είναι επίσης ένα µεγάλο 

µειονέκτηµα αφού επιτρέπει την κατάχρηση µεθόδων. Πρακτικές δυσκολίες 

σχετιζόµενες µε τα Μπεϋζιανά µοντέλα περιλαµβάνουν την επιλογή  

κατανοµής και ασφάλειας ώστε το λογισµικό να συγκλίνει στη βέλτιστη λύση. 

Μειονεκτεί επίσης επειδή δεν µπορεί να εφαρµοστεί από το Excel, το οποίο το 

χρησιµοποιούν οι περισσότεροι επαγγελµατίες. 

 

• Οι στοχαστικές µέθοδοι προσοµοίωσης είναι πιο εύκολα εφαρµόσιµοι, γιατί 

δεν περιλαµβάνουν πολύπλοκους τύπους και άρα δεν απαιτούν πολύπλοκους 

υπολογισµούς. Η µέθοδος προσοµοίωσης bootstrapping όµως είναι δύσκολο 

να εφαρµοστεί, όταν η ανάπτυξη είναι αρνητική η ανάπτυξη των ζηµιών. 

Επίσης, δεν περιλαµβάνει η µέθοδος αυτή την κρίση του αναλογιστή και 

προγενέστερες πληροφορίες. 

 

• Το λάθος πρόβλεψης µπορεί να έχει µεγάλη τιµή, αυτό µπορεί να οφείλεται 

στον µικρό αριθµό δεδοµένων ή στη χρήση µοντέλου εκτίµησης που δεν 

ταιριάζει στην περίπτωση. 

 

• Η ευελιξία των Γενικευµένων Γραµµικών Μοντέλων δίνει στον χρήστη τη 

δυνατότητα να διερευνά διαφορετικές υποκείµενες κατανοµές ώστε να µπορεί 

να κατανοεί καλύτερα τα δεδοµένα. Αυτό µπορεί να γίνει µε τη χρήση 

βασικών στατιστικών πακέτων και µε τη µέθοδο αυτήν παίρνουµε καλύτερες 

προσεγγίσεις για θετικά δεδοµένα. Τα Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα δίνουν 

περισσότερο λεπτοµερείς πληροφορίες όπως η έκταση των ζηµιών και η 
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ανάπτυξη των ζηµιών, γενικότερα δίνουν µια πιο λεπτοµερή εκτίµηση του 

αποθέµατος των ζηµιών. 

 

• Περιορισµούς ως προς τα αρνητικά δεδοµένα παρουσιάζουν η 

Λογαριθµοκανονική και η Poisson µέθοδος, στην περίπτωση τέτοιων 

δεδοµένων χρησιµοποιείται εναλλακτική µέθοδος.  
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