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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΜΕΣΟΥ ΚΑΙ ΓΕΝΙΚΕΥΣΕΙΣ ΤΟΥΣ 

 

4.1. Εισαγωγή 

 

Το πρόβληµα της ισονοµίας δύο ανεξάρτητων δειγµάτων έχει µελετηθεί εκτενώς στη 

διεθνή βιβλιογραφία. Ένας δηµοφιλής και ελεύθερος κατανοµής έλεγχος για δύο 

δείγµατα µεγέθους m ,n  είναι ο από κοινού έλεγχος διαµέσου (joint median test) των 

Mood (1954) και Westenberg (1948, 1952). Αν τα δείγµατα mXXX ,...,, 21  και 

nYYY ,...,, 21  προέρχονται από τις κατανοµές F  και G  αντίστοιχα, τότε ο 

συγκεκριµένος έλεγχος βασίζεται στο πλήθος των −Y παρατηρήσεων που είναι 

µικρότερες (προηγούνται) από τη µεσαία παρατήρηση δ  του συνόλου των )( nm +  

παρατηρήσεων. Η µηδενική υπόθεση GFH =:0  µπορεί να εξετασθεί µε τη βοήθεια 

των αναλογιών των −X  και −Y παρατηρήσεων που βρίσκονται πριν τη διάµεσο δ . 

Πρόσθετες γενικεύσεις του παραπάνω ελέγχου για διάφορα τεταρτηµόρια του από 

κοινού δείγµατος, έχουν προταθεί στην εργασία του Massey (1951).  

  Εναλλακτικά, ο Mathisen (1943) έχει εισάγει έναν έλεγχο που βασίζεται στη 

διάµεσο για τη σύγκριση των κατανοµών δύο δειγµάτων. Συγκεκριµένα το τεστ του 

Mathisen (1943) (control median test) στηρίζεται στο πλήθος των −Y παρατηρήσεων 

που είναι µικρότερες από τη διάµεσο του −X δείγµατος, µε την προϋπόθεση ότι το 

µέγεθος του −X  και −Y  δείγµατος είναι περιττό και άρτιο αντίστοιχα. Αξίζει να 

σηµειωθεί ότι οι Kimball et al. (1957) χρησιµοποίησαν τον παραπάνω έλεγχο για τη 

µελέτη των χρόνων επιβίωσης πειραµατικών µονάδων που ήταν χωρισµένες σε δύο 

οµάδες και υποβάλλονταν σε ακτινοβολία, µε σκοπό την εξέταση της επίδρασης ενός 

φαρµάκου ενάντια στον ιονισµό της ακτινοβολίας. Το φάρµακο χορηγήθηκε µόνο 

στις µονάδες της πειραµατικής οµάδας, στην οποία καταγράφονται οι χρόνοι θανάτου 

µέχρι το θάνατο της µεσαίας µονάδας της οµάδας ελέγχου. Ο αριθµός των θανάτων 

που συµβαίνουν πριν το θάνατο της µεσαίας µονάδας της οµάδας ελέγχου, αποτελεί 
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το κριτήριο για τη λήψη της απόφασης για το αν το φάρµακο συντελεί στην επιβίωση 

µιας πειραµατικής µονάδας που υποβάλλεται σε ακτινοβολία. Μολονότι ο Bowker 

(1944) επισήµανε ότι η παραπάνω συνάρτηση δεν θα είναι συνεπής σε ορισµένες 

περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα όταν οι κατανοµές των δύο δειγµάτων έχουν τη 

ίδια διάµεσο, η συνάρτηση κρίνεται συνεπής για εναλλακτικές υποθέσεις 

µετατόπισης θέσης. Ο Gart (1963) µελέτησε ιδιότητες της διαµέσου ως 

ελεγχοσυνάρτησης, αποδεικνύοντας ότι είναι ασυµπτωτικά τόσο αποτελεσµατική όσο 

το από κοινού τεστ διαµέσου που περιγράφηκε παραπάνω. Πρόσθετα, ο Gastwirth 

(1968) επισήµανε ότι η χρήση της διαµέσου σε ελέγχους για το αν δύο δείγµατα 

προέρχονται από την ίδια κατανοµή, µειώνει το πλήθος των παρατηρήσεων που 

απαιτούνται για την εφαρµογή τους.  

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι η διάµεσος του δείγµατος αντιστοιχεί 

στη στατιστική συνάρτηση προτεραιότητας )(rP  µε 2/)1( += mr  (m περιττός), που 

χρησιµοποιεί το άθροισµα των συχνοτήτων rMMM ,...,, 21 , όπως αυτά ορίσθηκαν 

στο Κεφάλαιο 3 για δύο δείγµατα mXXX ,...,, 21  και nYYY ,...,, 21 . Συνεπώς, είναι 

δυνατόν να κατασκευαστούν πρόσθετες στατιστικές συναρτήσεις που ορίζονται µε τη 

βοήθεια των iM . Για παράδειγµα, οι  Haga (1959) και Hajek & Sidak (1967) 

µελέτησαν τις συναρτήσεις )( 1

*

1

*

11 MMMM nm +−+ ++  και 

),min(),min( 1

*

1

*

11 MMMM nm ++ − , όπου οι 11 , +mMM  εκφράζουν το πλήθος των 

−Y παρατηρήσεων που είναι µικρότερες από την πρώτη διατεταγµένη παρατήρηση 

mX :1  και µεγαλύτερες από την −m οστή mmX :  αντίστοιχα, ενώ οι 
*

1

*

1 , +nMM  

εκφράζουν το πλήθος των −X παρατηρήσεων που είναι µικρότερες από την πρώτη 

διατεταγµένη παρατήρηση nY :1  και µεγαλύτερες από την −n οστή nnY :  αντίστοιχα.  

Η χρήση της δειγµατικής διαµέσου βρίσκει σηµαντικές εφαρµογές στο 

Στατιστικό Έλεγχο Ποιότητας για την παρακολούθηση µιας παραγωγικής 

διαδικασίας. Οι Janacek & Meikle (1997) πρότειναν την κατασκευή ενός µη 

παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου τύπου Shewhart  που απεικονίζει τη διάµεσο 

του δείγµατος που εξετάζεται από τη διεργασία. Ας υποθέσουµε ότι λαµβάνεται ένα 

δείγµα αναφοράς mXXX ,...,, 21  από την εντός ελέγχου διεργασία, δηλαδή έχουµε ένα 

τυχαίο δείγµα µεγέθους m  που προέρχεται από την εντός ελέγχου (αθροιστική) 

κατανοµή )()( xFxFX = , όπου το µέγεθος m  είναι συνήθως µεγάλο. Στη συνέχεια, 
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εξάγονται από την παραγωγική διαδικασία τυχαία δείγµατα (test samples) που είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ τους (και από το δείγµα αναφοράς) και ενδιαφερόµαστε να 

ελέγξουµε αν η παρατηρούµενη διεργασία παραµένει εντός ελέγχου ή όχι. Με άλλα 

λόγια, αν nYYY ,...,, 21  είναι ένα τυχαίο δείγµα που λαµβάνεται από διεργασία µε 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής )()( xGxFY = , τότε ο στόχος είναι η γρήγορη 

ανίχνευση µιας πιθανής αλλαγής στην κατανοµή της διεργασίας από )(xF  σε )(xG , 

δηλαδή ο έλεγχος της µηδενικής υπόθεσης )()(:0 xGxFH =  έναντι της δίπλευρης 

εναλλακτικής )()(:1 xGxFH ≠ . Στο διάγραµµα των Janacek & Meikle (1997), αντί 

να γίνει χρήση των δειγµατικών µέσων, υπολογίζεται η δειγµατική διάµεσος δ  του 

εξεταζόµενου τυχαίου δείγµατος και συγκρίνεται µε τα όρια ελέγχου, όπως αυτά 

έχουν καθορισθεί µε βάση το δείγµα αναφοράς. ∆εδοµένου ότι η εντός ελέγχου 

κατανοµή είναι άγνωστη, χρησιµοποιούνται ως όρια ελέγχου δύο διατεταγµένες 

παρατηρήσεις του δείγµατος αναφοράς. Σύµφωνα µε τους Janacek & Meikle (1997), 

διατάσσουµε σε αύξουσα σειρά τις παρατηρήσεις του δείγµατος αναφοράς 

mmmm XXX ::2:1 ... ≤≤≤  

και στη συνέχεια επιλέγουµε δύο συµµετρικά όρια ελέγχου, όπως φαίνεται παρακάτω 

maXLCL :=     και    
mamXUCL :1+−= . 

Η παράµετρος σχεδιασµού ma ≤≤1  προσδιορίζεται κατά τέτοιο τρόπο ώστε η 

πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού (FAR), δηλαδή η πιθανότητα το διάγραµµα να 

παράγει λανθασµένο σήµα ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου, να µην υπερβαίνει 

ένα προκαθορισµένο επίπεδο f , δηλαδή  

fHUCLLCLP −≥<< 1)( 0δ . 

Το βασικό πλεονέκτηµα του παραπάνω διαγράµµατος ελέγχου αποτελεί το γεγονός 

ότι, εξαιτίας της χρήσης της διαµέσου του εξεταζόµενου τυχαίου δείγµατος (αντί της 

µέσης τιµής του), δεν είναι ευαίσθητο σε πιθανά λάθη µετρήσεων και επιπλέον 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις που το υπό µελέτη µετρήσιµο 

χαρακτηριστικό περιλαµβάνει µια υποκειµενική αξιολόγηση ή ακόµη και διατάξιµα 

δεδοµένα. Ο Πίνακας 4.1 παρουσιάζει τις πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού για 

το διάγραµµα των Janacek & Meikle (1997), για διάφορες επιλογές των µεγεθών των 

δύο δειγµάτων nm,  και της παραµέτρου σχεδιασµού a . 
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Πίνακας 4.1. Πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού του διαγράµµατος των  

                       Janacek και Meikle (1997) 

 ∆είγµα αναφοράς µεγέθους m 

25 30 35      40 
n a 

FAR FAR FAR FAR  

5 1 0.0049 0.0031 0.0020 0.0014 

 2 0.0196 0.0117 0.0054 0.0054 

 3 0.0439 0.0278 0.0186 0.0131 

 4 0.0826 0.0528 0.0357 0.0252 

 5 0.1359 0.0877 0.0598 0.0425 

7 1 0.0020 

 

0.0011 0.0006 0.0004 

 2 0.0089 0.0049 0.0029 0.0019 

 3 0.0244 0.0137 0.0082 0.0052 

 4 0.0517 0.0294 0.0179 0.0115 

 5 0.0938 0.0542 0.0335 0.0217 

9 1 0.0009 0.0004 0.0002 0.0001 

 2 0.0048 0.0024 0.0013 0.0007 

 3 0.0149 0.0075 0.0041 0.0024 

 4 0.0348 0.0179 0.0099 0.0058 

5 0.0686 0.0360 0.0202 0.0121 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

  

Επεκτείνοντας την ιδέα των Janacek & Meikle (1997), οι Chakraborti et al. (2004) 

µελέτησαν µία κλάση µη παραµετρικών διαγραµµάτων ελέγχου τύπου Shewhart , τα 

οποία χρησιµοποιούν ως όρια ελέγχου κατάλληλα επιλεγµένες διατεταγµένες 

παρατηρήσεις 
mbma XX :: , , mba ≤<≤1 , του δείγµατος αναφοράς. Αφού πρώτα 

συλλεγεί ένα τυχαίο δείγµα nYYY ,...,, 21  από τη διεργασία, υπολογίζεται η −j οστή 

διατεταγµένη παρατήρηση njY :  και συγκρίνεται µε τα όρια ελέγχου 

mbma XUCLXLCL :: , == . Αν η τιµή της njY :  βρεθεί µεταξύ των ορίων ελέγχου, τότε η 

διεργασία κρίνεται ότι είναι εντός ελέγχου, ενώ σε διαφορετική περίπτωση η 

διεργασία έχει µετατοπιστεί σε κατάσταση εκτός ελέγχου και απαιτείται διερεύνηση 

για τις αιτίες που προκάλεσαν τη µετατόπιση.  

 Η πιθανότητα ότι το προτεινόµενο διάγραµµα δεν παράγει σήµα για εκτός 

ελέγχου µετατόπιση, µπορεί να εκφρασθεί µε τη βοήθεια της στατιστικής συνάρτησης 

προτεραιότητας )( jP , όπως αυτή ορίζεται στο Κεφάλαιο 3. Συγκεκριµένα, το συµβάν 

ότι η τιµή της njY :  βρίσκεται ανάµεσα στις διατεταγµένες παρατηρήσεις maX :
 και 

mbX :
 είναι ισοδύναµο µε το συµβάν ότι η συνάρτηση )( jP  παίρνει τιµές µεταξύ a  και 

1−b . Συνεπώς ισχύει η ακόλουθη σχέση  
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Πίνακας 4.2. Πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού του διαγράµµατος των 

                       Chakraborti et al. (2004) για δεδοµένο σχεδιασµό 2/)1(( += nj , )1+−= amb  

 
 ∆είγµα αναφοράς µεγέθους m 

50 100  500 1000 
f n 

a FAR a FAR a FAR a FAR 

0.01 5 3 0.0036 7 0.0043 40 0.0048 82 0.0050 

 11 6 0.0047 15 0.0043 83 0.0049 167 0.0049 

 25 13 0.0031 23 0.0040 127 0.0047 258 0.0050 

0.005 5 2 00015 

 

5 0.0018 31 0.0023 64 0.0025 

 11 5 0.0013 13 0.0023 72 0.0024 146 0.0024 

 25 9 0.0016 21 0.0020 118 0.0024 239 0.0025 

0.0027 5 1 0.0004 4 0.0010 25 0.0013 51 0.0013 

 11 5 0.0013 11 0.0011 64 0.0013 130 0.0013 

 25 8 0.0008 19 0.0009 110 0.0013 224 0.0013 

)1()( )(::: −≤≤=≤≤= bPaPXYXPp jmbnjma .   (4.1) 

Πράγµατι, δεδοµένου ότι η κατανοµή είναι συνεχής, η ανίσωση  mbnj XY :: ≤  ισχύει αν 

και µόνο αν το πολύ )1( −b  −X παρατηρήσεις είναι µικρότερες από την njY : , ενώ µε 

παρόµοιο τρόπο διαπιστώνουµε ότι η διάταξη njma YX :: ≤  είναι αληθής αν και µόνο 

αν τουλάχιστον a  −X παρατηρήσεις είναι µικρότερες από την njY : . Αξίζει να 

σηµειωθεί ότι η πιθανότητα p−1 , όπως αυτή προκύπτει από τη σχέση (4.1), είναι η 

πιθανότητα το διάγραµµα να δώσει σήµα ότι η διεργασία µετατοπίστηκε σε εκτός 

ελέγχου κατάσταση. Ο προσδιορισµός των παραµέτρων σχεδιασµού jnm ,,  γίνεται 

µε τέτοιο τρόπο ώστε η πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού (FAR) να µην 

υπερβαίνει ένα προκαθορισµένο επίπεδο f . Η χρήση των αποτελεσµάτων για τις 

στατιστικές συναρτήσεις προτεραιότητας, που παρουσιάσθηκαν στο Κεφάλαιο 3, 

οδηγεί στην ακόλουθη απλή συνθήκη, η οποία χρησιµοποιείται για την επιλογή του 

σχεδιασµού του προτεινόµενου µη παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου   

∑
−

=

−≥










 +












−

−−+









 −+

1

1

1

b

aw

f

n

nm

wm

wjnm

w

wj

.   (4.2) 

Ο Πίνακας 4.2 παρουσιάζει τις πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού για το 

διάγραµµα των Chakraborti et al. (2004), για διάφορες επιλογές των nm,  και των 

παραµέτρων σχεδιασµού aj, , ώστε να ικανοποιείται η (4.2) για 

0027.0,05.0,01.0=f .     
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Από τις λεπτοµερείς αριθµητικές συγκρίσεις που υλοποιούνται στην εργασία των 

Chakraborti et al. (2004), είναι σαφές ότι το προτεινόµενο διάγραµµα υπερέχει ενός 

−X διαγράµµατος ελέγχου σε όλες τις περιπτώσεις που εξετάσθηκαν. Ωστόσο το 

βασικό µειονέκτηµα του συγκεκριµένου διαγράµµατος είναι ότι η απόφαση βασίζεται 

σε µία µόνο διατεταγµένη παρατήρηση (διάµεσος ή κάποιο άλλο ποσοστηµόριο). Το 

γεγονός αυτό έχει ως πιθανό αποτέλεσµα, ότι ενώ η συγκεκριµένη παρατήρηση 

µπορεί να βρίσκεται µεταξύ των ορίων ελέγχου, ταυτόχρονα το µεγαλύτερο πλήθος 

των παρατηρήσεων του εξεταζόµενου δείγµατος να βρίσκεται εκτός των ορίων 

αυτών. Σε αυτές τις περιπτώσεις, το διάγραµµα θα δίνει σήµα ότι η διεργασία 

βρίσκεται εντός ελέγχου, ενώ στην πραγµατικότητα θα υπάρχει ισχυρή ένδειξη για το 

αντίθετο συµπέρασµα.  

 Για το λόγο αυτό, προτείνεται στη συνέχεια ένα νέο µη παραµετρικό 

διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart , το οποίο λαµβάνει υπόψιν του, όχι µόνο τη 

θέση της −j οστής διατεταγµένης παρατήρησης του εξεταζόµενου δείγµατος, αλλά 

και το πλήθος των παρατηρήσεων του που βρίσκονται µεταξύ των ορίων ελέγχου.  

 Στην Παράγραφο 4.2 προτείνουµε την κατασκευή ενός νέου µη παραµετρικού 

διαγράµµατος ελέγχου, ενώ στις Παραγράφους 4.3 και 4.4 υπολογίζονται, για εντός 

και εκτός ελέγχου καταστάσεις αντίστοιχα, η χαρακτηριστική καµπύλη και η 

πιθανότητα συναγερµού του. Η κατανοµή του µήκους ροής του νέου διαγράµµατος 

ελέγχου µελετάται στην Παράγραφο 4.5, ενώ στην Παράγραφο 4.6 προτείνεται µια 

παραλλαγή του αρχικού διαγράµµατος. Τέλος, στην Παράγραφο 4.7, υλοποιούνται 

αριθµητικές συγκρίσεις ώστε να επαληθευτεί η αποτελεσµατικότητα και αντοχή των 

δύο νέων διαγραµµάτων σε εντός και εκτός ελέγχου καταστάσεις, όταν αυτά 

συγκρίνονται τόσο µε γνωστά παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου (όπως το 

−X διάγραµµα ελέγχου), όσο και µε το ελεύθερο κατανοµής διάγραµµα των 

Chakraborti et al. (2004).    

   

4.2. Ένα νέο µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου  

 

Έστω ότι ένα δείγµα αναφοράς mXXX ,...,, 21  συλλέγεται από την εντός ελέγχου 

κατανοµή )(xF , δηλαδή όταν γνωρίζουµε ότι η παραγωγική διαδικασία είναι εντός 

ελέγχου. Στη συνέχεια, λαµβάνουµε ένα τυχαίο δείγµα nYYY ,...,, 21  από τη διεργασία 

και θέλουµε να αποφασίσουµε αν παραµένει εντός ελέγχου ή αν έχει µετατοπιστεί σε 
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µια εκτός ελέγχου κατανοµή )(xG . Για το σκοπό αυτό, επιλέγουµε δύο 

συγκεκριµένες διατεταγµένες παρατηρήσεις από το δείγµα αναφοράς και τις 

χρησιµοποιούµε ως όρια ελέγχου του προτεινόµενου διαγράµµατος, όπως φαίνεται 

παρακάτω  

maXLCL :=  , mbXUCL := , 

όπου mba ≤<≤1 . Για τη διατύπωση του κανόνα απόφασης του νέου διαγράµµατος 

χρησιµοποιούµε την −j οστή διατεταγµένη παρατήρηση njY :  σε συνδυασµό µε την 

ακόλουθη στατιστική συνάρτηση  

),;,...,,( ::21 mbman XXYYYRR = }:},...,2,1{{ :: mbima XYXni ≤≤∈= . 

Πιο συγκεκριµένα, η παραγωγική διαδικασία κρίνεται ότι είναι εντός ελέγχου, αν 

επαληθεύονται οι δύο επόµενες συνθήκες 

.και: rRUCLYLCL nj ≥≤≤    (4.3) 

Οι παράµετροι rjba ,,,  είναι παράµετροι σχεδιασµού του προτεινόµενου 

διαγράµµατος. Στη διεθνή βιβλιογραφία, έχουν προταθεί δύο τρόποι προσδιορισµού 

των παραµέτρων σχεδιασµού ενός διαγράµµατος ελέγχου. Σύµφωνα µε τον πρώτο 

τρόπο, αρχικά καθορίζουµε µια συγκεκριµένη πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού 

(FAR) που θέλουµε να πετύχουµε στο διάγραµµα και στη συνέχεια προχωρούµε στην 

κατασκευή του διαγράµµατος. Η πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού (FAR) του 

νέου διαγράµµατος, δηλαδή η πιθανότητα το διάγραµµα να παράγει σήµα για εκτός 

ελέγχου µετατόπιση της διεργασίας, ενώ στην πραγµατικότητα βρίσκεται εντός 

ελέγχου, δίνεται από τη σχέση  

)και(1 : rRUCLYLCLPFAR njC ≥≤≤−= , 

όπου ο δείκτης C  δηλώνει ότι η διεργασία είναι εντός ελέγχου, δηλαδή GF = .  

 Ο δεύτερος τρόπος προσδιορισµού των παραµέτρων σχεδιασµού του 

διαγράµµατος, είναι η χρήση µιας συγκεκριµένης τιµής του εντός ελέγχου µέσου 

µήκους ροής inARL , όπως για παράδειγµα 370 ή 500. Το inARL  του νέου 

διαγράµµατος έχει, όπως θα αποδειχθεί στη συνέχεια, την ίδια τιµή για όλες τις 

συνεχείς κατανοµές, συνεπώς το νέο διάγραµµα είναι ένα µη παραµετρικό διάγραµµα 

ελέγχου. Ωστόσο η κατανοµή του µήκους ροής N  δεν είναι γεωµετρική, συνεπώς δεν 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε στη συγκεκριµένη περίπτωση τα γνωστά 

αποτελέσµατα για την κατανοµή αυτή. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα ότι το inARL  του 

διαγράµµατος δεν θα είναι ίσο µε το αντίστροφο της πιθανότητας να παραχθεί σήµα 
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για εκτός ελέγχου µετατόπιση, όπως συµβαίνει (βλ. Κεφάλαιο 3 του παρόντος 

κειµένου) για άλλα διαγράµµατα ελέγχου. Για το λόγο αυτό, θα προχωρήσουµε στον 

υπολογισµό της κατανοµής του εντός ελέγχου µήκους ροής για το συγκεκριµένο 

διάγραµµα, χρησιµοποιώντας µια τεχνική δέσµευσης που εφαρµόσθηκε για πρώτη 

φορά στην εργασία του Chakraborti (2000).  

  Αν οι παρατηρήσεις nYYY ,...,, 21  του εξεταζόµενου δείγµατος ακολουθούν µια 

συνεχή κατανοµή )(xG , τότε η πιθανότητα ότι το προτεινόµενο διάγραµµα δεν 

παράγει σήµα για εκτός ελέγχου µετατόπιση δίνεται στην ακόλουθη σχέση  

)),;,...,,(και(),;,,,,,( ::21::: rXXYYYRXYXPGFrjbanmpp mbmanmbnjma ≥≤≤== .  

 (4.4) 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η παραπάνω πιθανότητα είναι η χαρακτηριστική καµπύλη 

(operating characteristic curve) του διαγράµµατος, ενώ η πιθανότητα να παραχθεί 

σήµα για εκτός ελέγχου µετατόπιση είναι ίση µε p−1 . Συνεπώς, υπό τη µηδενική 

υπόθεση GFH =:0 , η πιθανότητα FAR του διαγράµµατος είναι ίση µε  

),;,,,,,(1 FFrjbanmpFAR −= .  

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε µια έκφραση για την πιθανότητα p , όπως αυτή 

ορίζεται στην (4.4). Για το σκοπό αυτό, χρειαζόµαστε το ακόλουθο αποτέλεσµα, το 

οποίο παρουσιάζει και ανεξάρτητο ενδιαφέρον από τη σκοπιά της Θεωρίας 

Κατανοµών.  

 

Λήµµα 4.1. Έστω ότι nUUU ,...,, 21  είναι ένα τυχαίο δείγµα που προέρχεται από την 

οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1) και ας συµβολίσουµε µε njU :  την −j οστή 

διατεταγµένη παρατήρησή του. Τότε, η ποσότητα  

10),}:},...,2,1{{και();,( : ≤<≤≥≤≤∈≤≤= wvrwUvniwUvPrwvq inj  

µπορεί να εκφρασθεί µε τη βοήθεια των πολυωνυµικών πιθανοτήτων 

321 )1()(
!!!

!

)1()(
)!()!1()!1(

!
),(

321

11

,

rrr

djndccj

dc

wvwv
rrr

n

wvwv
djndccj

n
wvq

−−=

−−
−−++−−

= −−++−−

 

( djnrdcrcjr −−=++=−−= 321 ,1,1 ), ως εξής  
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10,),();,(
11

, ≤<≤= ∑
−≤+≤−

wvwvqrwvq
ndcr

dc . 

Απόδειξη. Το συµβάν { wUv nj ≤≤ :  και rwUvni i ≥≤≤∈ }:},...,2,1{{ } µπορεί να 

µελετηθεί ως εξής: µία από τις τυχαίες µεταβλητές nUUU ,...,, 21  λαµβάνει τιµή 

],[ wvu∈  και επιπλέον 1−≥+ rdc  −U µεταβλητές βρίσκονται µέσα στο διάστηµα 

],[ wv , έτσι ώστε (βλ. Σχήµα 4.1)  

• )1( −− cj  −U µεταβλητές να είναι µικρότερες ή ίσες από v , 

• c  −U µεταβλητές να είναι µεγαλύτερες από v  και µικρότερες από u , 

• d  −U µεταβλητές να είναι µεγαλύτερες από u  και µικρότερες από w , 

•  )( djn −−  −U µεταβλητές να είναι µεγαλύτερες από w . 

ΣΧΗΜΑ 4.1.  

44 844 76 1−−

•−−−−−−−−

cj

v u

c

o
44 844 76
−−−−−−−−

4484476 d

−−−−−−−
44 844 76 djn

w

−−

−−−−−−−−•  

Η πιθανότητα να παρατηρηθεί µια παρόµοια διάταξη µπορεί εύκολα να γραφεί ως 

πολυωνυµική πιθανότητα  

.)1()()(
)!(!!)!1(

! 1 djndccj wuwvuv
djndccj

n −−−− −−−⋅
−−−−

 

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω έκφραση ως προς u  για wuv ≤≤ , προκύπτει η 

ακόλουθη ποσότητα  

duwuwvuv
djndccj

n
wvq djndw

v

ccj

dc

−−−− −−−
−−−−

= ∫ )1()()(
)!(!!)!1(

!
),( 1

, , 

και η ζητούµενη πιθανότητα θα βρεθεί, αν αθροίσουµε για όλες τις δυνατές τιµές των 

dc, , δηλαδή για όλες τις µη αρνητικές ακέραιες τιµές των dc,  που ικανοποιούν τις 

συνθήκες  

.1,1 ndcrdc ≤++≥++  

Μετασχηµατίζοντας τη µεταβλητή ολοκλήρωσης u  σε 
vw

vu
t

−
−

= , παίρνουµε ότι  

∫ −−−
−−−−

= ++−−−− 1

0

11

, )1()()1(
)!(!!)!1(

!
),( dtttvwwv

djndccj

n
wvq dcdcdjncj

dc  
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και η απόδειξη του Λήµµατος ολοκληρώνεται, παρατηρώντας ότι  

)!1(

!!

)2(

)1()1(
)1,1()1(

1

0 ++
=

++Γ
+Γ+Γ

=++=−∫
dc

dc

dc

dc
dcBdttt dc . 

� 

4.3. Μελέτη της χαρακτηριστικής καµπύλης και της πιθανότητας λανθασµένου    

συναγερµού του νέου διαγράµµατος ελέγχου 

Στη συνέχεια θα αποδείξουµε µια σχέση υπολογισµού της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης λειτουργίας του νέου διαγράµµατος, όπως αυτή ορίζεται στην (4.4).   

Πρόταση 4.1. Η χαρακτηριστική συνάρτηση λειτουργίας του διαγράµµατος ελέγχου που 

ορίζεται στην (4.4) δίνεται στην ακόλουθη σχέση  

dsdttsfrtFGsFGqGFrjbanmpp
t

),()));(()),(((),;,,,,,(
1

0 0

11∫ ∫ −−== , 

όπου 

10,),();,(
11

, ≤<≤= ∑
−≤+≤−

wvwvqrwvq
ndcr

dc ,    

djndccj

dc wvwv
djndccj

n
wvq −−++−− −−











−−++−−
= )1()(

,1,1
),( 11

,          (4.5) 

όπου ),( tsf  είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας δύο διατεταγµένων 

παρατηρήσεων από την οµοιόµορφη κατανοµή, ενώ, ως συνήθως, µε 

321

321321

,
!!!

!

,,
nnnn

nnn

n

nnn

n
++==










 

συµβολίζουµε τους πολυωνυµικούς συντελεστές.  

Απόδειξη. Αν θεωρήσουµε ότι η πιθανότητα p  στο δεξί µέλος της (4.4) είναι η µέση 

τιµή για την από κοινού κατανοµή των διατεταγµένων παρατηρήσεων mbma XX :: , , 

τότε µπορούµε να εκφράσουµε την p  ως εξής  

)]),;,...,,(και([ ::21:::, ::
rXXYYYRXYXPEp mbmanmbnjmaXX mbma

≥≤≤= . 

Λαµβάνοντας υπόψιν ότι mama UXF :: )( = , mbmb UXF :: )( = , όπου mbma UU :: ,  είναι οι 

διατεταγµένες παρατηρήσεις από ένα τυχαίο δείγµα mUUU ,...,, 21   που προέρχεται 

από την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα )1,0( , παίρνουµε ότι 

)]),);(),...,(),((και)(([ ::21:::, ::
rUUYFYFYFRUYFUPEp mbmanmbnjmaUU mbma

≥≤≤= . 
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Συνεπώς 

dsdttsfrtsYFYFYFRtYFsPp
t

nnj ),(]),);(),...,(),((and)([
1

0 0
21:∫ ∫ ≥≤≤= ,    (4.6) 

όπου  

bmaba tsts
bmaba

m
tsf −−−− −−

−−−−
= )1()(

)!()!1()!1(

!
),( 11 ,  0 < s < t < 1,  (4.7) 

είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των mbma UU :: ,  (βλ. Κεφάλαιο 1). Η 

πιθανότητα που βρίσκεται στο ολοκλήρωµα της (4.6), µπορεί να γραφεί ισοδύναµα 

στην ακόλουθη µορφή  

]))(),(;,...,,(και)()([ 11

21

1

:

1 rtFsFYYYRtFYsFP nnj ≥≤≤ −−−−  

]))(),();(),...,(),((και)()()([ 11

21

1

:

1 rtGFsGFYGYGYGRtGFYGsGFP nnj ≥≤≤= −−−− . 

∆εδοµένου ότι οι τυχαίες µεταβλητές )(),...,(),( 21 nYGYGYG  ακολουθούν την 

οµοιόµορφη κατανοµή στο (0,1), µια άµεση εφαρµογή του προηγούµενου Λήµµατος 

οδηγεί στη σχέση  

=≥≤≤ −−−− ]))(),(;,...,,(και)()([ 11

21

1

:

1 rtGFsGFUUURtGFUsGFP nnj
 

));(),(( 11 rtGFsGFq −−=  

και η απόδειξη της Πρότασης ολοκληρώθηκε.  

� 

Θέτοντας GF =  στην Πρόταση 4.1, προκύπτει µια ακριβής έκφραση για την 

πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού του νέου διαγράµµατος ελέγχου, όπως 

φαίνεται στο ακόλουθο Πόρισµα.  

Πόρισµα 4.1. Η πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού του διαγράµµατος ελέγχου που 

ορίζεται στην (4.3) είναι ίση µε  

.
11

2

1
11

∑
−≤+≤−










 +












++

−++
⋅











−−

−−−+
⋅











−

−+−

−=
ndcr

n

nm

dc

adcb

djn

jdbnm

a

acj

FAR  

Απόδειξη. ∆εδοµένου ότι η πιθανότητα FAR παραπέµπει στην περίπτωση που η 

διεργασία είναι εντός ελέγχου, έχουµε GF =  και η Πρόταση 4.1, στη συγκεκριµένη 

περίπτωση, δίνει το ακόλουθο αποτέλεσµα 
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.),(),(),();,(),;,,,,,(
1

0

1

)0,1max(

1

0 0 ,

1

0 0
∑ ∑ ∫ ∫∫ ∫
−

=

−−

−−=

===
n

c

cn

crd

t

dc

t

dsdttsftsqdsdttsfrtsqFFrjbanmpp

Χρησιµοποιώντας την (4.7) και λαµβάνοντας υπόψιν ότι το επόµενο ολοκλήρωµα  

∫ ∫ −+−−−++−−+ −−
1

0 0

2 )1()( dsdttsts
t bmdjnabdccja  

γράφεται (υλοποιώντας το µετασχηµατισµό 
t

s
z =  στο εσωτερικό ολοκλήρωµα) στη 

µορφή 

=−− −+−−−++−+−−++ ∫∫ dttdzzzt bmdjnabdcacjbdj )1())1((
1

0

21

0

1                             

                        

),1,(
)(

)1()1(

)1)(1,1(
1

0

1

+−+−−++
++Γ

+−++Γ−+−Γ
=

−+−++−+−= −+−−−++∫

bmdjnbdjB
bdj

abdcacj

dttabdcacjBt bmdjnbdj

 

(4.8) 

καταλήγουµε στο ζητούµενο αποτέλεσµα.                      � 

 

4.4. Μελέτη του νέου διαγράµµατος ελέγχου για εναλλακτικές υποθέσεις τύπου 

Lehmann 

Αν η διεργασία µετατοπιστεί σε εκτός ελέγχου κατάσταση, η Πρόταση 4.1 παρέχει 

την πιθανότητα ότι το διάγραµµα ελέγχου δεν παράγει σήµα, γεγονός που δεν είναι το 

επιθυµητό. Είναι φανερό ότι η συγκεκριµένη πιθανότητα εξαρτάται τόσο από την 

εντός ελέγχου κατανοµή )(xF , όσο και από την εκτός ελέγχου )(xG . ∆εδοµένου ότι 

το τελικό αποτέλεσµα εξαρτάται από τη µορφή της συνάρτησης 1−FG o , θα ήταν 

παράλογο να αναµένουµε µια ακριβή έκφραση στη γενική περίπτωση. Ωστόσο για 

την κλάση των εναλλακτικών υποθέσεων τύπου Lehmann, που περιγράφονται στο 

Κεφάλαιο 3 του παρόντος κειµένου, η έκφραση της Πρότασης 4.1 µπορεί να 

οδηγήσει σε µια κοµψή και ακριβή µορφή. Αξίζει να σηµειωθεί ότι όταν η εκτός 

ελέγχου κατανοµή έχει τη µορφή γ)]([)( xFxG =  ( γ))(1(1)( xFxG −−= ), όπου γ  

είναι θετικός ακέραιος, η εναλλακτική υπόθεση τύπου Lehmann δηλώνει ότι οι 

−Y µεταβλητές κατανέµονται ως η µεγαλύτερη (µικρότερη) από το πλήθος γ  

−X µεταβλητών. Μια εναλλακτική υπόθεση της µορφής γ))(1(1)( xFxG −−=  

καλύπτει τις περιπτώσεις που η εντός ελέγχου κατανοµή είναι εκθετική µε µέσο λ  
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και οι µετατοπίσεις που θέλουµε να ανιχνεύσουµε δηµιουργούνται µε αλλαγή της 

παραµέτρου λ . Με ανάλογο τρόπο, η υπόθεση της µορφής γ)]([)( xFxG =  καλύπτει 

τις περιπτώσεις που  η εντός ελέγχου κατανοµή είναι οµοιόµορφη στο διάστηµα (0,1), 

ενώ η εκτός ελέγχου διεργασία περιγράφεται από την οικογένεια κατανοµών µε 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής γxxG =)( , 10 << x . Το ακόλουθο πόρισµα δίνει 

µια ακριβή έκφραση για τη χαρακτηριστική συνάρτηση λειτουργίας p  για την 

περίπτωση των εναλλακτικών υποθέσεων τύπου Lehmann.  

Πόρισµα 4.2.  α. Η χαρακτηριστική συνάρτηση λειτουργίας );,,,,,( γrjbanmpp =  

του διαγράµµατος ελέγχου που ορίζεται στην (4.3), υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου 

Lehmann γ)]([)( xFxG = , δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

∑
−≤+≤−

×










−−++−−










−−
−=

11 ,1,1,,
)();,,,,,(

ndcr djndccj

n

bmaba

m
abarjbanmp γ  

                        );1,)(()1;,)1(( djnbmbdjBdcabacjB −−+−++++−+−− γγ γγ , 

όπου  

∑∫
=

−− +









−=−−=

l

k

klba bkaB
k

l
dxxxxlbaB

0

1

0

11 ),()1()1()1();,( γγ
γ . 

β. Η χαρακτηριστική συνάρτηση λειτουργίας );,,,,,( γrjbanmpp ′=′  του 

διαγράµµατος ελέγχου που ορίζεται στην (4.3), υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου 

Lehmann γ))(1(1)( xFxG −−= , δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

);,1,1,1,,();,,,,,(' γγ rjnambmnmprjbanmp +−+−+−= . 

Απόδειξη. α. Υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου Lehmann γ)]([)( xFxG = , είναι 

σαφές ότι  

γγ xxFFxFGxFG === −−− ))((())(())(( 111
o  

και συνεπώς η Πρόταση 4.1 οδηγεί στην ακόλουθη σχέση  

dsdttsfrtsqrjbanmpp
t

),();,();,,,,,(
1

0 0∫ ∫== γγγ           

                                      ∑ ∫ ∫
−≤+≤−

=
11

1

0 0 , ),(),(
ndcr

t

dc dsdttsftsq γγ . 
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Αντικαθιστώντας τις ποσότητες ),(,

γγ tsq dc  και ),( tsf  µέσω των (4.5) και (4.7) 

αντίστοιχα, προκύπτει ότι  

);,,,,,(
,1,1,,

)( ,
11

γrjbanmI
djndccj

n

bmaba

m
abap dc

ndcr

∑
−≤+≤−

×










−−++−−










−−
−= , 

όπου  

);,,,,,(, γrjbanmI dc = .)1()()1()(
1

0 0

111)1(∫ ∫ −−−−−++−+−− −−−− dsdttsttsts
t bmabdjndcacj γγγγ  

Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό tsz /= , το τελευταίο (διπλό) ολοκλήρωµα, 

γράφεται ως γινόµενο ολοκληρωµάτων, όπως φαίνεται στην ακόλουθη σχέση 

);,,,,,(, γrjbanmI dc = ( )×−−∫ ++−−−+−−1

0

111)1( )1()1( dzzzz dcabacj γγ   

                                                                              =−−∫ −−−−++1

0

1)( )1()1( dtttt djnbmbdj γγ  

                      );1,)(()1;,)1(( djnbmbdjBdcabacjB −−+−++++−+−−= γγ γγ  

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.  

β. Υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου Lehmann γ))(1(1)( xFxG −−= , είναι σαφές 

ότι  

γγγ )1(1)))(((1(1)))((1(1))(())(( 1111 xxFFxFFxFGxFG −−=−−=−−== −−−−
o  

και συνεπώς η Πρόταση 4.1 οδηγεί στην ακόλουθη σχέση  

dsdttsftsqrjbanmpp
t

),())1(1,)1(1();,,,,,(''
1

0 0∫ ∫ −−−−== γγγ       

                                              ∑ ∫ ∫
−≤+≤−

−−−−=
11

1

0 0 , ),())1(1,)1(1(
ndcr

t

dc dsdttsftsq γγ . 

Αντικαθιστώντας τις ποσότητες ))1(1,)1(1(,
γγ tsq dc −−−−  και ),( tsf  µέσω των 

(4.5) και (4.7) αντίστοιχα, καταλήγουµε σε µια αντίστοιχη σχέση µε αυτή που 

αποδείχθηκε στο µέρος (α) του συγκεκριµένου Πορίσµατος, η οποία µπορεί εύκολα 

να δειχθεί ότι ταυτίζεται µε την πιθανότητα );,1,1,1,,( γrjnambmnmp +−+−+− .  

     � 

Υπολογίζοντας την πιθανότητα p  µε τη βοήθεια του Πορίσµατος 4.2, οι ποσότητες 

p−1  και p′−1  εκφράζουν τις πιθανότητες συναγερµού (alarm rates), όταν η 

διεργασία έχει πράγµατι µετατοπιστεί σε µια κατανοµή τύπου Lehmann µε 

παράµετρο 0>γ .  
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Πίνακας 4.3. Πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού για δεδοµένο σχεδιασµό 

                               ( 1+−= amb , 2/)1( += nj ) 

∆είγµα αναφοράς µεγέθους m 

40 60  100 200 
n r 

a FAR a FAR a FAR a FAR 

5 1 5 0.0425 9 0.0616 16 0.0689 30 0.0559 

  6 0.0654 10 0.0800 17 0.0805 33 0.0719 

  7 0.0943 11 0.1011 18 0.0931 37 0.0971 

 2 5 0.0482 8 0.0531 14 0.0572 27 0.0495 

  6 0.0759 9 0.0721 15 0.0690 30 0.0665 

  7 0.1116 10 0.0950 16 0.0821 34 0.0942 

 3 4 0.0647 6 0.0626 10 0.0608 19 0.0520 

  5 0.1091 7 0.0911 11 0.0773 21 0.0674 

  6 0.1656 8 0.1252 12 0.0959 24 0.0946 

11 3 8 0.0459 

 

13 0.0558 23 0.0653 44 0.0481 

  9 0.0737 14 0.0770 24 0.0796 48 0.0737 

  10 0.1129 15 0.1039 25 0.0961 51 0.0988 

 4 7 0.0363 11 0.0384 20 0.0517 40 0.0472 

  8 0.0642 12 0.0574 21 0.0657 43 0.0687 

  9 0.1061 13 0.0895 22 0.0824 46 0.0968 

 5 6 0.0375 10 0.0530 17 0.0532 34 0.0496 

  7 0.0715 11 0.0807 18 0.0696 37 0.0750 

  8 0.1228 12 0.1172 19 0.0892 39 0.0962 

25 7 9 0.0211 15 0.0324 27 0.0475 55 0.0462 

  10 0.0431 16 0.0536 28 0.0652 57 0.0651 

  11 0.0825 17 0.0857 29 0.0881 59 0.0900 

 10 7 0.0144 12 0.0287 22 0.0500 45 0.0525 

  8 0.0364 13 0.0526 23 0.0714 47 0.0761 

  9 0.0798 14 0.0898 24 0.0991 49 0.1070 

 12 6 0.0212 10 0.0327 18 0.0462 37 0.0490 

  7 0.0539 11 0.0611 19 0.0675 39 0.0726 

  8 0.1148 12 0.1048 20 0.0953 41 0.1036 

Ο Πίνακας 4.3 παρουσιάζει τις πιθανότητες FAR του νέου διαγράµµατος για 

διάφορους σχεδιασµούς που αντιστοιχούν σε διαφορετικές τιµές των rjnmba ,,,,, . 

Οι υπολογισµοί έχουν υλοποιηθεί µε τη βοήθεια του Πορίσµατος 4.1. Προκειµένου 

να µειωθεί το πλήθος των παραµέτρων που περιέχονται στον επόµενο Πίνακα, 

µελετήθηκε µόνο η περίπτωση που η −j οστή njY :  είναι η διάµεσος του 

εξεταζόµενου δείγµατος nYYY ,...,, 21  (n περιττός ακέραιος) και τα όρια ελέγχου 

επιλέγονται συµµετρικά, δηλαδή 1+−= amb . Είναι προφανές ότι το υπολογιστικό 

βάρος θα είναι το ίδιο, αν εξετασθούν και άλλες τιµές των aj,  και b , ωστόσο θα 

είναι πολύ εκτεταµένη η παρουσίαση των αντίστοιχων πινάκων.  Ο Πίνακας 4.3 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός µη παραµετρικού διαγράµµατος 
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ελέγχου που στοχεύει σε µια προκαθορισµένη πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού 

f . Η χρήση των τεσσάρων παραµέτρων ),,,( ranm  στο συγκεκριµένο διάγραµµα, 

µας προσφέρει την ευελιξία να σταθεροποιήσουµε ορισµένες από αυτές και στη 

συνέχεια να αναζητήσουµε τη βέλτιστη επιλογή για τις υπόλοιπες, ή εναλλακτικά να 

βρούµε έναν αποδεκτό συνδυασµό των παραπάνω παραµέτρων που ικανοποιεί 

συγκεκριµένες απαιτήσεις. Για παράδειγµα, αν έχουµε ένα δείγµα αναφοράς 

µεγέθους 100=m  και τα τυχαία δείγµατα που εξετάζουµε από τη διεργασία, 

επιθυµούµε να είναι µεγέθους 25=n , τότε µία πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού 

(σχεδόν) ίση µε 05.0=f  µπορεί να επιτευχθεί χρησιµοποιώντας  

• την 27
η
 µικρότερη και µεγαλύτερη παρατήρηση του δείγµατος αναφοράς 

)27( =a  και 7=r  (FAR=0.0475) ή 

• την 22
η
 µικρότερη και µεγαλύτερη παρατήρηση του δείγµατος αναφοράς 

)22( =a  και =r 10 (FAR=0.0500) ή 

• την 18
η
 µικρότερη και µεγαλύτερη παρατήρηση του δείγµατος αναφοράς 

(a=18)  και =r 12 (FAR=0.0462). 

Στις περιπτώσεις εναλλακτικών υποθέσεων τύπου Lehmann µπορούν να εξαχθούν 

διάφορα χρήσιµα συµπεράσµατα για την απόδοση του διαγράµµατος ελέγχου µε τη 

βοήθεια του Πίνακα 4.4. Στο συγκεκριµένο πίνακα, υπολογίζονται οι πιθανότητες 

συναγερµού για διάφορες τιµές των παραµέτρων σχεδιασµού ranm ,,,  και της 

παραµέτρου της εκτός ελέγχου κατανοµής 0>γ . Για λόγους παρουσίασης, 

συµπεριλήφθηκαν µόνο οι ακόλουθες δύο περιπτώσεις:  

(i) Η οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1) ως εντός ελέγχου κατανοµή 

( 10,)( <<= xxxF ) και µια εκτός ελέγχου κατανοµή της µορφής γxxG =)( , 

4,4.0=γ . Οι πιθανότητες συναγερµού υπολογίζονται µε τη βοήθεια του µέρους 

(α) του Πορίσµατος 4.2.  Είναι προφανές ότι τα ίδια αποτελέσµατα θα προκύψουν 

αν η x αντικατασταθεί µε οποιαδήποτε συνεχή κατανοµή F(x). 

(ii) Η εκθετική µε µέσο 1 ( 0),exp(1)( >−−= xxxF ) ως εντός ελέγχου κατανοµή, 

και µια εκθετική ως εκτός ελέγχου κατανοµή µε µέσο 4/1,4.0/1/1 =γ . Στη 

συνέχεια, υπολογίζονται οι πιθανότητες συναγερµού µε τη βοήθεια του µέρους 

(β) του Πορίσµατος 4.2.  Είναι προφανές ότι τα ίδια αποτελέσµατα θα προκύψουν 

αν η )exp( x−  αντικατασταθεί µε οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση επιβίωσης 

)(1 xF− . 
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Πίνακας 4.4. Πιθανότητες συναγερµού (AR) για δεδοµένο σχεδιασµό ( 1+−= amb ,   

                   2/)1( += nj ) και για γ=0.4 (άνω είσοδος) και γ=4  (κάτω είσοδος) 

∆είγµα αναφοράς µεγέθους m 

40 60 100 200 n r 
a AR a AR a AR a AR 

5 1 5 0.3637 

0.3448 

9 0.4298 

0.4371 

16 0.4580 

0.4874 

30 0.4388 

0.4517 
  6 0.4238 

0.4278 

 

10 0.4678 

0.5040 

17 0.4805 

0.5283 

33 0.4734 

0.5167 

  7 0.4797 

0.5226 

 

11 0.5041 

0.5674 

18 0.5024 

0.5677 

37 0.5172 

0.5975 

 2 5 0.3718 

0.3292 

 

8 0.3993 

0.3681 

14 0.4215 

0.4021 

27 0.4122 

0.3845 

  6 0.4359 

0.4279 

 

9 0.4421 

0.4372 

15 0.4471 

0.4452 

30 0.4510 

0.4517 

  7 0.4969 

0.5227 

 

10 0.4834 

0.5040 

16 0.4722 

0.4874 

34 0.5010 

0.5376 

 3 4 0.3660 

0.2324 

 

6 0.3728 

0.2313 

10 0.3785 

0.2298 

19 0.3646 

0.2070 

  5 0.4518 

0.3300 

 

7 0.4312 

0.2992 

11 0.4142 

0.2720 

21 0.4010 

0.2498 

  6 0.5317 

0.4294 

 

8 0.4871 

0.3689 

12 0.4490 

0.3153 

24 0.4539 

0.3169 

11 3 8 0.5389 

0.6379 

 

13 0.5943 

0.7301 

23 0.6382 

0.8029 

44 0.6193 

0.7902 

  9 0.6052 

0.7319 

 

14 0.6373 

0.7878 

24 0.6633 

0.8337 

48 0.6707 

0.8547 

  10 0.6667 

0.8085 

 

15 0.6780 

0.8362 

25 0.6875 

0.8607 

51 0.7067 

0.8921 

 4 7 0.4797 

0.5287 

 

11 0.5145 

0.5876 

 

20 0.5744 

0.6870 

40 0.5810 

0.7078 

  8 0.5561 

0.6379 

 

12 0.5660 

0.6631 

21 0.6047 

0.7300 

43 0.6266 

0.7713 

  9 0.6123 

0.6381 

 

13 0.6156 

0.7301 

22 0.6343 

0.7682 

46 0.6702 

0.8246 

 5 6 0.4349 

0.4101 

 

10 0.5049 

0.5054 

17 0.5252 

0.5381 

34 0.5314 

0.5521 

  7 0.5257 

0.5288 

 

11 0.5656 

0.5877 

18 0.5623 

0.5908 

37 0.5875 

0.6343 

  8 0.6123 

0.6381 

 

12 0.6239 

0.6632 

19 0.5985 

0.6406 

39 0.6236 

0.6844 

25 7 9 0.6365 

0.7714 

15 0.7338 

0.8901 

27 0.8057 

0.9572 

55 0.8311 

0.9791 
  10 0.7148 

0.8534 

16 0.7805 

0.9263 

28 0.8303 

0.9688 

57 0.8542 

0.9859 

  11 0.7833 

0.9112 

17 0.8223 

0.9521 

29 0.8530 

0.9776 

59 0.8753 

0.9907 

 10 7 0.4817 

0.5345 

12 0.6050 

0.7001 

22 0.7053 

0.8314 

45 0.7387 

0.8850 

  8 0.5898 

0.6638 

13 0.6759 

0.7781 

23 0.7451 

0.8680 

47 0.7775 

0.9152 

  9 0.6910 

0.7714 

14 0.7412 

0.8412 

24 0.7822 

0.8981 

49 0.8130 

0.9386 

 12 6 0.4594 

0.3940 

10 0.5638 

0.5069 

18 0.6518 

0.6180 

37 0.6925 

0.6815 

  7 0.5910 

0.5347 

11 0.6519 

0.6087 

19 0.7031 

0.6810 

39 0.7425 

0.7456 

  8 0.7100 

0.6643 

12 0.7313 

0.7004 

20 0.7503 

0.7381 

41 0.7876 

0.8009 
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Με βάση τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στους Πίνακες 4.3 και 4.4, µπορούµε 

να επιλέξουµε έναν σχεδιασµό, ο οποίος όχι µόνο να επιτυγχάνει µια επιθυµητή τιµή 

πιθανότητας λανθασµένου συναγερµού, αλλά ταυτόχρονα να είναι αποτελεσµατικό 

στην ανίχνευση συγκεκριµένων µετατοπίσεων της εντός ελέγχου κατανοµής που 

αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές της παραµέτρου γ  των εναλλακτικών υποθέσεων 

τύπου Lehmann. Για παράδειγµα, στην περίπτωση 25,100 == nm  που περιγράφηκε 

νωρίτερα, εκ των τριών επιλογών σχεδιασµού για την επίτευξη πιθανότητας 

05.0≅FAR , ο σχεδιασµός που αντιστοιχεί στις τιµές 27=a  και 7=r  προσφέρει τη 

µεγαλύτερη πιθανότητα ανίχνευσης µιας µετατόπισης σε κατανοµή τύπου Lehmann 

µε 4.0=γ  ( 8057.0=AR ) και 4=γ  ( 9572.0=AR ).       

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ένα δεύτερο κριτήριο για την αξιολόγηση της 

απόδοσης ενός διαγράµµατος ελέγχου (και κατά συνέπεια για τον προσδιορισµό των 

κατάλληλων παραµέτρων σχεδιασµού) προκύπτει από την εξέταση της κατανοµής 

του µήκους ροής (run length distribution), δηλαδή την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής N  που απαριθµεί το πλήθος των δειγµάτων µέχρι να παραχθεί για πρώτη 

φορά σήµα για εκτός ελέγχου µετατόπιση.  

 

4.5. Μελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του νέου διαγράµµατος ελέγχου  

 Μολονότι το νέο διάγραµµα ελέγχου είναι ένα διάγραµµα τύπου Shewhart , η 

κατανοµή του µήκους ροής του δεν είναι γεωµετρική, διότι τα συµβάντα παραγωγής 

σήµατος για εκτός ελέγχου µετατόπιση δεν είναι ανεξάρτητα και συνεπώς το µέσο 

µήκος ροής ( ARL )  δεν είναι ίσο µε τον αντίστροφο της πιθανότητας παραγωγής 

σήµατος. Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε µια τεχνική δέσµευσης, ώστε να 

καταλήξουµε σε µια ακριβή έκφραση για την κατανοµή του µήκους ροής, καθώς και 

τη µέση τιµή της. Αν παρατηρήσουµε ότι, δοθέντων των ama xX =: , bmb xX =: , η 

µεταβλητή N  ακολουθεί µια γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας  

)),;,...,,(και(),( 21: rxxYYYRxYxPxxp banbnjaba ≥≤≤=  

και συνάρτηση πιθανότητας  

k

ba

k

ba

k

baba xxpxxpxxpxxp )],([)],([)),())(,(1( 11 −=− −− , 

τότε η µη δεσµευµένη κατανοµή της N  µπορεί να εκφρασθεί ως  

)()1()( kDkDkNP −−== ,     (4.9) 
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όπου 1)0( =D  και  

,...2,1,}),({()( ::, ::
== kXXpEkD k

mbmaXX mbma
. 

Ακολουθώντας αντίστοιχα βήµατα µε αυτά της Πρότασης 4.1 για τον υπολογισµό της 

χαρακτηριστικής καµπύλης του διαγράµµατος ελέγχου, µπορούµε να καταλήξουµε 

στην επόµενη έκφραση για την ποσότητα στην (4.9)  

          ∫ ∫ −−=
1

0 0

11 ),());(),(()(
t k dsdttsfrtGFsGFqkD ,   (4.10) 

όπου το );,( rwvq  δίνεται στην (4.5). Είναι σαφές ότι η κατανοµή του µήκους ροής 

εξαρτάται από τις κατανοµές GF ,  µέσω της συνάρτησης 1−FG o . Αν η διεργασία 

είναι εντός ελέγχου, δηλαδή ισχύει ότι GF = , η σχέση (4.10) παίρνει την ακόλουθη 

µορφή  

∫ ∫=
1

0 0
),();,()(

t k

C dsdttsfrtsqkD .    (4.11) 

Η αναµενόµενη τιµή της κατανοµής του µήκους ροής, δηλαδή το µέσο µήκος ροής 

( ARL ), το οποίο είναι ίσως το πιο δηµοφιλές µέτρο αξιολόγησης της απόδοσης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου, µπορεί να εκφρασθεί µε τη βοήθεια των ποσοτήτων )(kD . 

Αυτό επιτυγχάνεται παρατηρώντας ότι, δοθέντων των bmbama xXxX == :: , , η µέση 

τιµή της µεταβλητής N  ισούται µε  

∑ ∑
∞

=

∞

=

=>
0 0

)),(()(
k k

k

ba xxpkNP , 

οπότε  

.)(])),([()(
0 0

::, ::
∑ ∑
∞

=

∞

=

===
k k

k

mbmaXX kDXXpENEARL
mbma

 

Συνεπώς, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( inARL ) δίνεται στην ακόλουθη σχέση 

∑
∞

=

=
0

)(
k

Cin kDARL , 

όπου )(kDC ορίζεται στην (4.11), ή ισοδύναµα 

∫ ∫ −
=

1

0 0
),(

);,(1

1t

in dsdttsf
rtsq

ARL .   (4.12) 

Οι παραπάνω εκφράσεις για το µέσο µήκος ροής µπορούν να υπολογισθούν 

αριθµητικά για οποιαδήποτε επιλογή των παραµέτρων σχεδιασµού rjnmba ,,,,, .  
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Πίνακας 4.5. Τα inARL  για καθορισµένη τιµή FAR  και δεδοµένο σχεδιασµό  

                        ( 1+−= amb , 2/)1( += nj ) 

FAR  m n ),( UCLLCL  r  
Ακριβές 

FAR  
inARL  

0.01 50 5 (3,48) 1 0.0072 635.7 

  11 (7,44) 1 0.0093 642.2 

  25 (6,45) 13 0.0097 3957820 

 100 5 (7,94) 1 0.0086 214.9 

  11 (6,95) 7 0.0091 518.8 

  25 (8,93) 16 0.0082 4820 

 500 5 (38,463) 2 0.0091 121 

  11 (33,468) 7 0.00999 127.7 

  25 (120,381) 7 0.0095 221 

 1000 5 (79,922) 2 0.00997 105.2 

  11 (96,905) 6 0.0098 113.2 

  25 (243,758) 7 0.00994 115.6 

0.005 50 5 (2,49) 1 0.003 5671 

  11 (5,46) 2 0.0025 9503.1 

  25 (7,44) 11 0.0048 9073150 

 100 5 (5,96) 1 0.00352 678.4 

  11 (5,96) 7 0.0046 1700.2 

  25 (15,86) 11 0.00445 6223 

 500 5 (20,481) 3 0.00477 254.1 

  11 (56,445) 5 0.0049 260.1 

  25 (90,411) 10 0.00499 319.8 

 1000 5 (62,939) 2 0.0049 217.7 

  11 (136,865) 4 0.0049 223.9 

  25 (129,872) 13 0.00497 258.7 

0.0027 50 5 (1,50) 1 0.0008 ∞  

  11 (5,46) 2 0.0025 9503.1 

  25 (7,44) 10 0.0021 29347500
 

 100 5 (4,97) 2 0.00214 1508 

  11 (9,92) 5 0.0023 2540.4 

  25 (12,89) 12 0.0019 45381 

 500 5 (16,485) 3 0.0026 503.8 

  11 (64,437) 2 0.00263 456 

  25 (101,400) 8 0.0026 599.1 

 1000 5 (49,952) 2 0.0025 442.7 

  11 (49,952) 7 0.00267 449.7 

  25 (189,812) 9 0.00269 476.1 
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Στον Πίνακα 4.5, παρουσιάζονται οι εντός ελέγχου τιµές inARL  για επιλεγµένες τιµές 

των nm, . Αρχικά χρησιµοποιείται το Πόρισµα 4.1 για την κατασκευή του 

διαγράµµατος µε ονοµαστικές τιµές FAR  ίσες µε 0.01, 0.005 και 0.0027 (το οποίο 

σχετίζεται µε το µέσο µήκος ροής 370=inARL  για ένα −X διάγραµµα τύπου 

Shewhart ). Η διατεταγµένη παρατήρηση του εξεταζόµενου δείγµατος που 

απεικονίζεται στο διάγραµµα είναι η διάµεσος, ενώ τα ba,  επιλέγονται συµµετρικά 

)1( +−= amb . Η παράµετρος σχεδιασµού r , επιλέγεται σε κάθε περίπτωση 

κατάλληλα ώστε το διάγραµµα να επιτυγχάνει πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού, 

όσο το δυνατόν πιο κοντά στην τιµή−στόχο κάθε φορά (0.01, 0.005, 0.0027). Τέλος, 

το inARL  υπολογίζεται µε τη βοήθεια των σχέσεων (4.9) και (4.12). 

 Για παράδειγµα, µε τη βοήθεια του Πίνακα 4.5, αν χρησιµοποιήσουµε δείγµα 

αναφοράς µεγέθους 500=m  και εξετάζουµε το αν η διεργασία παραµένει εντός 

ελέγχου µε τη βοήθεια τυχαίων δειγµάτων µεγέθους 11=n  που εξάγονται από αυτή, 

τότε ο σχεδιασµός 7,6,468,33 ==== rjba  παράγει λανθασµένο συναγερµό µε 

πιθανότητα 0.00999, ενώ αναµένεται να δώσει 7.127=inARL . 

 

4.6. Μία παραλλαγή του νέου διαγράµµατος ελέγχου  

Μία παραλλαγή του παραπάνω µη παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου προκύπτει 

αν, για τη διατύπωση του κανόνα απόφασης, λάβουµε υπόψιν το πλήθος των 

παρατηρήσεων του εξεταζόµενου δείγµατος που βρίσκονται ανάµεσα σε κάθε ένα 

όριο ελέγχου και τη στατιστική συνάρτηση που χρησιµοποιείται. Πιο συγκεκριµένα, 

αφού συλλεγεί ένα τυχαίο δείγµα nYYY ,...,, 21  από τη διεργασία, χρησιµοποιείται η 

−j οστή διατεταγµένη παρατήρηση σε συνδυασµό µε τις επόµενες δύο στατιστικές 

συναρτήσεις  

),;,...,,( ::2111 njman YXYYYRR = }:},...,2,1{{ :: njima YYXni ≤≤∈= , 

),;,...,,( ::2122 mbnjn XYYYYRR = }:},...,2,1{{ :: mbinj XYYni ≤≤∈= . 

Στη συνέχεια, η διεργασία θεωρείται ότι είναι εντός ελέγχου, αν ικανοποιούνται οι 

ακόλουθες τρεις συνθήκες  

.και, 2211: rRrRUCLYLCL nj ≥≥≤≤   (4.13) 
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Οι παράµετροι 21 ,,,, rrjba  είναι οι παράµετροι σχεδιασµού του προτεινόµενου 

ελεύθερου κατανοµής διαγράµµατος ελέγχου. Η πιθανότητα λανθασµένου 

συναγερµού του διαγράµµατος θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση  

),και,(1 2211: rRrRUCLYLCLPFAR njC ≥≥≤≤−=  

όπου ο δείκτης C  δηλώνει ότι η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου. Αν 

συµβολίσουµε µε *p  την πιθανότητα ότι το νέο διάγραµµα δεν παράγει σήµα, 

δηλαδή  

)και,(),;,,,,,,( 2211:::21

** rRrRXYXPGFrrjbanmpp mbnjma ≥≥≤≤== , 

τότε η πιθανότητα FAR  θα γράφεται στη µορφή  

),;,,,,,,(1 21 FFrrjbanmpFAR −= .  

Ακολουθώντας ανάλογα βήµατα µε αυτά της ανάλυσης του διαγράµµατος ελέγχου 

που µελετήθηκε στις Παραγράφους 4.3 και 4.4, µπορούµε να καταλήξουµε σε ακριβή 

έκφραση για την πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού και το µέσο µήκος ροής του 

νέου διαγράµµατος. 

 Πρόταση 4.2. Η χαρακτηριστική καµπύλη του διαγράµµατος ελέγχου που ορίζεται 

στην (4.13) δίνεται από την ακόλουθη σχέση  

dsdttsfrrtGFsGFqGFrrjbanmpp
t

),(),);(),((),;,,,,,,(
1

0 0 21

11*

21

** ∫ ∫ −−== , 

όπου 

10,),(),;,(
1 1

,21

*

1 2

≤<≤= ∑ ∑
−

=

−−

=

wvwvqrrwvq
n

rc

cn

rd
dc    (4.14) 

και ),(, wvq dc  είναι η ποσότητα που ορίστηκε στη σχέση (4.5). 

Θέτοντας GF =  στην Πρόταση 4.2, µπορούµε να καταλήξουµε στην ακόλουθη 

ακριβή µορφή για την πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού του νέου διαγράµµατος 

ελέγχου.  

Πόρισµα 4.3. Η πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού του διαγράµµατος ελέγχου που 

ορίζεται στην (4.13) δίνεται από την ακόλουθη σχέση 
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Απόδειξη. ∆εδοµένου ότι η πιθανότητα FAR παραπέµπει στην περίπτωση που η 

διεργασία είναι εντός ελέγχου, έχουµε ότι GF =  και η Πρόταση 4.2 στη 

συγκεκριµένη περίπτωση παίρνει την ακόλουθη µορφή  

∫ ∫==
1

0 0 21

*

21

** ),(),;,(),;,,,,,,(
t

dsdttsfrrtsqFFrrjbanmpp     

                                                   .),(),(
1 1

1

0 0 ,

1 2

∑ ∑ ∫ ∫
−

=

−−

=

=
n

rc

cn

rd

t

dc dsdttsftsq  

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7) και (4.8), προκύπτει το ζητούµενο αποτέλεσµα.  

� 

Το επόµενο Πόρισµα δίνει την ακριβή έκφραση για τη χαρακτηριστική καµπύλης *p  

για την περίπτωση των εναλλακτικών υποθέσεων τύπου Lehmann .  

Πόρισµα 4.4. α. Η χαρακτηριστική καµπύλη );,,,,,,( 21
** γrrjbanmpp =  του 

διαγράµµατος ελέγχου που ορίζεται στην (4.13), υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου 

Lehmann γ)]([)( xFxG = , δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

∑∑
−

=

−−

=

×










−−++−−










−−
−=

1 1

21

*

1 2 ,1,1,,
)();,,,,,,(

n

rc

cn

rd djndccj

n

bmaba

m
abarrjbanmp γ  

                        );1,)(()1;,)1(( djnbmbdjBdcabacjB −−+−++++−+−− γγ γγ , 

όπου  

∑∫
=

−− +









−=−−=

l

k

klba bkaB
k

l
dxxxxlbaB

0

1

0

11 ),()1()1()1();,( γγ
γ . 

β. Η χαρακτηριστική καµπύλη );,,,,,,( 21

**** γrrjbanmpp =  του διαγράµµατος 

ελέγχου που ορίζεται στην (4.13), υπό την εναλλακτική υπόθεση τύπου Lehmann 

γ))(1(1)( xFxG −−= , δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

);,,1,1,1,,();,,,,,,( 21

*

21

** γγ rrjnambmnmprrjbanmp +−+−+−= . 
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Πίνακας 4.6. Πιθανότητες λανθασµένου συναγερµού για δεδοµένο σχεδιασµό 

                               ( 1+−= amb , 2/)1( += nj ) 

∆είγµα αναφοράς µεγέθους m 

40 60   100 200 
n r1      r2 

a FAR a FAR a FAR a FAR 

5  1      0   2 0.0316 2 0.0149 3 0.0111 7 0.0132 

  3 0.0616 4 0.0478 7 0.0496 14 0.0476 

  4 0.0999 6 0.0969 10 0.0943 20 0.0922 

 1      1  1 0.0202 2 0.0279 2 0.0108 5 0.0138 

  2 0.0575 3 0.0538 5 0.0505 10 0.0479 

  3 0.1090 4 0.0865 7 0.0903 15 0.0988 

11 2      1   3 0.0186 

 

4 0.0107 8 0.0144 16 0.0120 

  4 0.0392 7 0.0518 12 0.0499 24 0.0452 

  6 0.1138 9 0.1053 15 0.0977 30 0.0917 

 2      2  2 0.0116 4 0.0183 6 0.0106 13 0.0107 

  3 0.0306 6 0.0547 10 0.0479 21 0.0496 

  5 0.1095 7 0.0831 13 0.1025 26 0.0955 

25 6      5  3 0.0183 5 0.0175 8 0.0097 18 0.0109 

  4 0.0455 7 0.0596 12 0.0525 25 0.0505 

  5 0.0927 8 0.0960 14 0.0971 29 0.0967 

 6      6  2 0.0080 4 0.0118 7 0.0087 16 0.0099 

  3 0.0631 6 0.0489 11 0.0539 22 0.0427 

  5 0.1246 7 0.0836 13 0.1029 26 0.0879 

 

Για την απόδειξη του Πορίσµατος 4.4, ακολουθούµε τα βήµατα της απόδειξης του 

Πορίσµατος 4.2 του παρόντος κειµένου. Τέλος, το µέσο µήκος ροής του 

προτεινόµενου διαγράµµατος, µπορεί να εκφρασθεί ως εξής 

∑
∞

=

=
0

* )(
k

kDARL , 

όπου  

∫ ∫ −−=
1

0 0 21

11** ),(),);(),(()()(
t k dsdttsfrrtGFsGFqkD . 

Συνεπώς, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του διαγράµµατος δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  

∫ ∫ −
=

1

0 0
21

*
),(

),;,(1

1t

in dsdttsf
rrtsq

ARL .  

Η παραπάνω έκφραση για το µέσο µήκος ροής µπορεί να υπολογισθεί αριθµητικά για 

οποιαδήποτε επιλογή των παραµέτρων σχεδιασµού 21 ,,,,,, rrjnmba . Στον Πίνακα 

4.6, παρουσιάζονται οι εντός ελέγχου τιµές FAR  για επιλεγµένες τιµές των nm, . 
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4.7. Αριθµητικές συγκρίσεις   

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούµενες Παραγράφους, ένα βασικό πλεονέκτηµα 

ενός µη παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου είναι ότι το εντός ελέγχου µέσο µήκος 

ροής ( inARL ) δεν εξαρτάται από την κατανοµή της διεργασίας. Επιπλέον, τα 

παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου (βλ. Κεφάλαιο 3 του παρόντος κειµένου) 

επηρεάζονται σηµαντικά από τυχόν αλλαγή του τύπου της κατανοµής του υπό µελέτη 

χαρακτηριστικού. Ένα ενδιαφέρον στοιχείο των δύο διαγραµµάτων που 

περιγράφονται στο παρόν Κεφάλαιο είναι ότι έχουν καλή απόδοση για µια ευρεία 

κλάση κατανοµών.  

 Η απόδοση ενός διαγράµµατος ελέγχου αξιολογείται µε τη βοήθεια της 

κατανοµής του µήκους ροής του, αλλά και την πιθανότητα να παράγει (ή όχι) σήµα 

για εκτός ελέγχου µετατόπιση, όταν η διεργασία έχει πράγµατι µετατοπιστεί. Ένας 

τρόπος σύγκρισης δύο διαφορετικών διαγραµµάτων είναι να επιλεχθεί κατάλληλος 

σχεδιασµός ώστε να επιτυγχάνουν στην πράξη την ίδια (περίπου) πιθανότητα 

λανθασµένου σχεδιασµού και στη συνέχεια να υπολογισθούν τα εντός ελέγχου µέσα 

µήκη ροής τους. Εναλλακτικά, µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια κοινή τιµή−στόχος για 

τα inARL  και στη συνέχεια να συγκρίνουµε τις εκτός ελέγχου µέσες τιµές του µήκους 

ροής τους ( outARL ) για διάφορες µετατοπίσεις της κατανοµής της διεργασίας.  

 Στον ακόλουθο Πίνακα, συγκρίνουµε την απόδοση των δύο διαγραµµάτων 

που αναλύθηκαν εκτενώς στο κεφάλαιο του παρόντος κειµένου. Πιο συγκεκριµένα, 

καθορίζοντας το επίπεδο πιθανότητας λανθασµένου συναγερµού προσδιορίζουµε 

κατάλληλα τις παραµέτρους των δύο διαγραµµάτων και υπολογίζουµε τα εντός 

ελέγχου µέσα µήκη ροής τους. Υπό την επικεφαλίδα ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 συνοψίζουµε τα 

αποτελέσµατα που σχετίζονται µε το µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου που 

ορίζεται στην (4.3), ενώ για το διάγραµµα που ορίζεται στην (4.13) οι αντίστοιχες 

τιµές βρίσκονται κάτω από τον τίτλο ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 2.  
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Πίνακας 4.7.  Σύγκριση των inARL  των δύο διαγραµµάτων ελέγχου µε ίδια τιµή του FAR 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 2 

FAR m n 
(LCL, UCL)     r 

Ακριβές 

FAR 
ARLin (LCL, UCL) r1  r2 

Ακριβές 

FAR 
ARLin 

0.05 100 5     (9, 92)         3 0.047 30.40 (7,94) 1  0 0.049 29.97 

  11     (21, 80)       3 0.043 34.91 (12,89) 2  1 0.049 33.90 

 200 5    (18, 183)      3 0.045 26.21 (14,187) 1  0 0.048 25.58 

  11   (26, 175)       6 0.045 30.67 (24,177) 2  1 0.045 28.93 

0.10 100 5     (12, 89)       3 0.096 12.98 (10,91) 1  0 0.094 13.40 

  11    (25, 76)       3 0.096 13.63 (15,86) 2  1 0.098 14.35 

 200 5   (24, 177)      3 0.095 11.76 (20,181) 1  1 0.092 12.19 

  11    (46, 155)     4 0.097 12.19 (30,171) 2  1 0.092 12.94 

 

Από τον Πίνακα 4.7 είναι σαφές ότι τα δύο µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου 

παρουσιάζουν παρόµοια απόδοση, αφού για την ίδια (σχεδόν) τιµή FAR , 

πετυχαίνουν πολύ κοντινές τιµές του µέσου µήκους ροής τους. Για το λόγο αυτό, στη 

συνέχεια θα περιορίσουµε το ενδιαφέρον µας στην αξιολόγηση µόνο του ενός από τα 

δύο διαγράµµατα και µάλιστα εκείνου που ορίζεται στην (4.3), δεδοµένου ότι 

υπάρχουν επαρκείς ενδείξεις ότι µε κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων, το δεύτερο 

διάγραµµα εµφανίζει ισοδύναµα αποτελέσµατα.  

Στον Πίνακα 4.8, έχουµε καθορίσει τρία διαφορετικά επίπεδα για την 

πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού και διάφορες τιµές των παραµέτρων nm, . Για 

κάθε επιλογή, χρησιµοποιήσαµε το Πόρισµα 4.1 για την κατασκευή του 

διαγράµµατος και την επιλογή των παραµέτρων σχεδιασµού rba ,,  ώστε η ακριβής 

τιµή της πιθανότητας FAR  να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στο προκαθορισµένο 

επιθυµητό επίπεδο. Στη συνέχεια, υπολογίζεται αριθµητικά µε τη βοήθεια της (4.12) 

το αναµενόµενο µέσο µήκος του διαγράµµατος που προκύπτει,. Τα αποτελέσµατα 

συνοψίζονται υπό την επικεφαλίδα ΝΕΟ, ενώ ο χαρακτηρισµός WLC −−  

αναφέρεται στα αντίστοιχα αποτελέσµατα του διαγράµµατος των Chakraborti et al. 

(2004) (δεδοµένου ότι χρησιµοποιήσαµε τις ίδιες επιλογές για τα FARnm ,, , το 

συγκεκριµένο µέρος του Πίνακα 4.8, έχει ληφθεί από την τελευταία εργασία).  
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Πίνακας 4.8.  Σύγκριση των inARL  των διαγραµµάτων ελέγχου µε ίδια τιµή του FAR 

C−L−W ΝΕΟ 

FAR m n 
(LCL, UCL) 

Ακριβές 

FAR 
ARLin (LCL, UCL) r 

Ακριβές 

FAR 
ARLin 

0.01 50 5 (3, 48) 0.0072 635.7 (3,48) 1 0.0072 635.7 

  11 (7, 44) 0.0093 642.2 (7,44) 1 0.0093 642.2 

  25 (10, 41) 0.0061 10990 (6,45) 13 0.0097 3957820 

 100 5 (7, 94) 0.00864 214.9 (7,94) 1 0.00864 214.9 

  11 (15, 86) 0.00856 245 (6,95) 7 0.0091 518.8 

  25 (23, 78) 0.00804 510.8 (8,93) 16 0.0082 4820 

 500 5 (40, 461) 0.00954 114.5 (38,463) 2 0.0091 121 

  11 (83, 418) 0.00988 113.3 (33,468) 7 0.00999 127.7 

  25 (127, 374) 0.00946 128.3 (120,381) 7 0.0095 221 

 1000 5 (82, 919) 0.00998 104.6 (79,922) 2 0.00997 105.2 

  11 (167, 834) 0.00974 108.4 (96,905) 6 0.0098 113.2 

  25 (258, 743) 0.00994 109.8 (243,758) 7 0.00994 115.6 

0.005 50 5 (2, 49) 0.003 5671 (2,49) 1 0.003 5671 

  11 (5, 46) 0.0025 9503 (5,46) 2 0.0025 9503.1 

  25 (9, 42) 0.0031 44750 (7,44) 11 0.0048 9073150 

 100 5 (5, 96) 0.00352 678.4 (5,96) 1 0.00352 678.4 

  11 (13, 88) 0.0045 574.5 (5,96) 7 0.0046 1700.2 

  25 (21, 80) 0.004 1488 (15,86) 11 0.00445 6223 

 500 5 (31, 470) 0.00466 242.3 (20,481) 3 0.00477 254.1 

  11 (72, 429) 0.0048 240.9 (56,445) 5 0.0049 260.1 

  25 (118, 383) 0.00486 261 (90,411) 10 0.00499 319.8 

 1000 5 (64, 937) 0.00492 215.1 (62,939) 2 0.0049 217.7 

  11 (146, 855) 0.00488 219.8 (136,865) 4 0.0049 223.9 

  25 (239, 762) 0.0049 227.5 (129,872) 13 0.00497 258.7 

0.0027 50 5 (1, 50) 0.0008 ∞  (1,50) 1 0.0008 ∞  

  11 (5, 46) 0.0025 9503 (5,46) 2 0.0025 9503.1 

  25 (8, 43) 0.0015 173700 (7,44) 10 0.0021 29347500
 

 100 5 (4, 97) 0.00204 1550 (4,97) 2 0.00214 1508 

  11 (11, 90) 0.00212 1630 (9,92) 5 0.0023 2540.4 

  25 (19, 82) 0.00184 5183 (12,89) 12 0.0019 45381 

 500 5 (25, 476) 0.00254 460.2 (16,485) 3 0.0026 503.8 

  11 (64, 437) 0.00262 456.1 (64,437) 2 0.00263 456 

  25 (110, 391) 0.00254 526.2 (101,400) 8 0.0026 599.1 

 1000 5 (51, 950) 0.00258 419.5 (49,952) 2 0.0025 442.7 

  11 (130, 871) 0.00262 219.8 (49,952) 7 0.00267 449.7 

  25 (224, 777) 0.00266 430.2 (189,812) 9 0.00269 476.1 
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Ο Πίνακας 4.8 τεκµηριώνει ότι, υπό την ίδια τιµή FAR , το νέο διάγραµµα 

ελέγχου παρουσιάζει, για όλες τις περιπτώσεις που µελετήθηκαν , καλύτερη απόδοση 

από το διάγραµµα WLC −− , ως προς τις τιµές inARL .  

Όπως φαίνεται από τον παραπάνω Πίνακα, το −X διάγραµµα δεν είναι 

ανθεκτικό (robust) ως προς το inARL . Για ένα δείγµα µεγέθους 5=n , οι Chakraborti 

et al. (2004) υπολόγισαν αρχικά τις παραµέτρους του διαγράµµατος ώστε 

500=inARL  υπό την κανονική κατανοµή )1,0(N  και στη συνέχεια τις τιµές του 

inARL  για το −X διάγραµµα για διάφορες κατανοµές (Laplace, µετατοπισµένη 

κανονική, Γάµµα και Student t). Οι συγκεκριµένες τιµές κυµάνθηκαν από 329.67 

(Student t κατανοµή µε 40 βαθµούς ελευθερίας) έως 118 (Γάµµα κατανοµή). 

Επιπλέον, το προτεινόµενο διάγραµµα των Chakraborti et al. (2004) που βασίζεται 

στη διάµεσο του εξεταζόµενου δείγµατος µεγέθους 5=n  επιτυγχάνει εντός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής ίσο µε 501.89, το οποίο είναι αρκετά κοντά στην τιµή 500, για 

1000=m , 48=a  και 9531=+−= amb  (το FAR είναι ίσο µε 0.0022). ∆εδοµένου 

ότι η συγκεκριµένη τιµή του inARL  παραµένει ίδια για όλες τις συνεχείς κατανοµές, 

προκύπτει ότι το προτεινόµενο διάγραµµα παρουσιάζει µεγαλύτερη αντοχή ως προς 

τα inARL  έναντι του −X διαγράµµατος τύπου Shewhart. Με τη βοήθεια της (4.12) 

και του Πορίσµατος 4.1, υπολογίζουµε, για το νέο ελεύθερο κατανοµής διάγραµµα 

ελέγχου, και τις επιλογές των παραµέτρων  

2,9551,46,3,1000,5 ==+−===== rambajmn , 

τις τιµές των FAR  και inARL  οι οποίες είναι ίσες µε 00204.0=FAR  και 

03.536=inARL . Συνεπώς, αν εφαρµοσθεί το προτεινόµενο διάγραµµα, θα έχουµε ένα 

αποτελεσµατικότερο διάγραµµα ελέγχου ως προς τις τιµές inARL  που επιτυγχάνει.  

 Στη συνέχεια θα συγκρίνουµε την απόδοση των παραπάνω διαγραµµάτων 

ελέγχου χρησιµοποιώντας ίδια τιµή inARL  και υπολογίζοντας τις εκτός ελέγχου τιµές 

outARL  για συγκεκριµένες µετατοπίσεις. Ας θεωρήσουµε µια διεργασία, η οποία 

αρχικά βρίσκεται σε εντός ελέγχου κατάσταση (ακολουθώντας κανονική κατανοµή 

)1,0(N ), ενώ στη συνέχεια µετατοπίζεται στην κατανοµή ),0( θN .  
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Πίνακας 4.9. Σύγκριση των outARL  των διαγραµµάτων ελέγχου µε την ίδια inARL  τιµή.  

        Εντός ελέγχου κατανοµή: N(0, 1) και εκτός ελέγχου κατανοµή: N(0,θ). 

        Κάθε ARLout  κελί περιλαµβάνει τις τιµές που επιτυγχάνονται για θ =1.1, 1.2 και 1.3,   

         αντίστοιχα 

 C-L-W ΝΕΟ X  

ARLin m  n  (LCL, UCL) 
Ακριβές 

ARLin 
ARLout (LCL, UCL) r  

Ακριβές 
ARLin 

ARLout ARLout 

370 200 5 (11,190) 385.5 162.8 

83.7 

49.4 

(11,190) 2 363.6 

 

 

150.2 

75.5 

43.6 

156.6 

80.5 

47.6 

  11 (27,174) 372.4 157.2 

80.9 

47.9 

(22,179) 5 367.8 114.2 

47.2 

23.9 

156.6 

80.5 

47.6 

  25 (46,155) 375.7 155.8 

79.6 

47.0 

(43,158) 8 374.1 108.6 

42.0 

20.1 

156.6 

80.5 

47.6 

 500 5 (27,474) 365.5 157.0 

81.5 

48.4 

(18,473) 3 350.4 124.9 

56.7 

30.6 

156.6 

80.5 

47.6 

  11 (67,434) 355.3 152.6 

79.3 

47.2 

(39,462) 2 373.8 106.4 

41.6 

20.3 

156.6 

80.5 

47.6 

  25 (114,387) 367.3 156.1 

80.6 

47.8 

(89,412) 10 366.2 88.2 

31.1 

14.3 

156.6 

80.5 

47.6 

500 200 5 (10,191) 520.1 209.3 

103.7 

59.5 

(7,194) 3 500.2 164.3 

70.5 

36.5 

207.1 

102.2 

58.5 

  11 (26,175) 460.5 187.7 

94.1 

54.6 

(21,180) 5 496.8 146.2 

58.0 

28.5 

207.1 

102.2 

58.5 

  25 (45,156) 472.5 188.4 

93.5 

54.0 

(26,175) 13 497.8 86.1 

25.3 

10.6 

207.1 

102.2 

58.5 

 500 5 (24,477) 520.3 211.4 

105.1 

60.4 

(16,485) 3 503.8 168.8 

73.1 

38.0 

207.1 

102.2 

58.5 

  11 (63,438) 497.2 202.5 

101.0 

58.2 

(37,464) 6 500.7 134.9 

50.6 

23.9 

207.1 

102.2 

58.5 

  25 (111,390) 480.1 195.4 

97.7 

56.4 

(87,414) 10 483.8 110.2 

37.3 

16.6 

207.1 

102.2 

58.5 

  

Στον Πίνακα 4.9, παρουσιάζουµε τις τιµές outARL  για το διάγραµµα C−L−W, το 

προτεινόµενο διάγραµµα, και το −X διάγραµµα τύπου Shewhart για 

500,370=inARL , 500,200=m , 25,11,5=n  ( 2/)1( += nj ) και 312111 .,.,.θ = . Οι 

παράµετροι σχεδιασµού maXLCL := , mamXUCL :1+−= , r  έχουν καθορισθεί µε τη 

βοήθεια της (4.12), έτσι ώστε οι τιµές inARL  να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στην 
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τιµή−στόχο. Στη συνέχεια, η εκτός ελέγχου outARL  τιµή υπολογίζεται αριθµητικά µε 

τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης   

∫ ∫∑ −−

∞

= ΦΦ−
==

1

0 0 11
0

),(
)));(()),(((1

1
)(

t

k

dsdttsf
rtGsGq

kDARL  

(εφαρµόζοντας την (4.10) για ))(()( 11 tGtGF −− Φ= ).  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι, αν και η µετατόπιση της κατανοµής που 

πραγµατοποιείται αφορά µόνο τη διακύµανση της κατανοµής, το προτεινόµενο µη 

παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου είναι αποτελεσµατικό στην ανίχνευσή της, πράγµα 

που οφείλεται στην ενσωµάτωση της πρόσθετης συνθήκης να βρίσκεται ανάµεσα στα 

όρια ελέγχου επαρκές πλήθος των παρατηρήσεων του εξεταζόµενου δείγµατος.   

Τέλος, προκειµένου να συγκρίνουµε γραφικά τα εκτός ελέγχου µέσα µήκη 

ροής του −X διαγράµµατος τύπου Shewhart και του προτεινόµενου διαγράµµατος, 

όπως αυτό ορίζεται στην (4.3), υπολογίζουµε, υπό δύο διαφορετικές εντός ελέγχου 

κατανοµές (Student t µε 4 βαθµούς ελευθερίας και Εκθετική) τα outARL  για 

διαφορετικές µετατοπίσεις της τυπικής απόκλισης. Οι παράµετροι σχεδιασµού 

επιλέγονται έτσι ώστε το inARL  να είναι σχεδόν ίσο µε 500, ενώ για την εκθετική 

κατανοµή, χρησιµοποιήσαµε ένα µονόπλευρο διάγραµµα, αφού είναι δυνατές µόνο 

θετικές µετατοπίσεις. Τα συγκεκριµένα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα Σχήµατα 

4.2 και 4.3, όπου είναι σαφές ότι,  

 

Σχήµα 4.2. Εκτός ελέγχου ARL για την εκθετική κατανοµή 
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σε περιπτώσεις κατανοµών µε βαριές ουρές (όπως η Student t) ή µε έντονη λοξότητα 

(όπως η Εκθετική), το νέο διάγραµµα είναι πιο αποτελεσµατικό από το 

−X διάγραµµα τύπου Shewhart .  

Σχήµα 4.3. Εκτός ελέγχου ARL για την κατανοµή Student µε 4 βαθµούς ελευθερίας. 

 

0.5 1 1.5 2 2.5 

100 

200 

300 

 400 γραµµαδιάX −

Νέο µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου  
ARL 

500 

Μετατόπιση 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 136 

 

 

 

 

 

 

 


