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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

 

ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

 

 

3.1. Εισαγωγή  

 

Ο Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας (Statistical Quality Control) είναι ένα χρήσιµο 

εργαλείο σε όλα τα στάδια εξέλιξης και παραγωγής ενός προϊόντος, όπως στον 

σχεδιασµό του, στον εργαστηριακό έλεγχο του σχεδιασµού που εφαρµόζεται, στη 

διάρκεια της παραγωγικής διαδικασίας καθώς και τον έλεγχο των εισερχόµενων 

υλικών που χρησιµοποιούνται. Ο αντικειµενικός σκοπός του Στατιστικού Ελέγχου 

Ποιότητας είναι η εξασφάλιση της υψηλής ποιότητας του παραγόµενου προϊόντος 

στα πλαίσια του βέλτιστου οικονοµικού σχεδιασµού. Η ποιότητα ενός προϊόντος 

µπορεί να εκτιµηθεί και να ορισθεί µε διάφορους τρόπους. Οι βασικές διαστάσεις της 

ποιότητας ενός αντικειµένου (dimensions of Quality) είναι η αξιοπιστία (Reliability), 

η απόδοση (Performance), η αντοχή (Durability),  η εµφάνιση (Aesthetics), η 

δυνατότητα επισκευής (Serviceability) και η τήρηση των προδιαγραφών κατασκευής 

του (Conformance to standards). Λεπτοµερής εξέταση των διαστάσεων της ποιότητας 

ενός αντικειµένου, δίνεται στην εργασία του Garvin (1987).      

 Κατά την παραγωγή ενός προϊόντος, η ικανοποίηση των αρχικών απαιτήσεων 

σχετικά µε την ποιότητά του, µπορεί να εξασφαλισθεί µέσω µιας σταθερής και 

επαναλαµβανόµενης διαδικασίας, η οποία να λειτουργεί µε µικρή µεταβλητότητα 

(variability) γύρω από τις προσδοκώµενες (ή ονοµαστικές) τιµές της ποιότητας του 

αντικειµένου (βλ. Taguchi (1986)). Ο Στατιστικός Έλεγχος ∆ιεργασιών (Statistical 

Process Control) εφαρµόζεται στην παρακολούθηση µιας παραγωγικής διαδικασίας 

για την επίτευξη της σταθερότητας και τη βελτίωση της ικανότητάς της, µέσω της 

µείωσης της µεταβλητότητας που παρουσιάζει. Τα βασικά εργαλεία που χρησιµοποιεί 

είναι το φύλλο ελέγχου (Check sheet), το διάγραµµα Pareto (Pareto chart), το 

διάγραµµα διασποράς (Scatter diagram), το Ιστόγραµµα (Histogram) και το 

διάγραµµα ελέγχου (Control chart). Για παράδειγµα, το διάγραµµα Pareto είναι ένα 

ραβδόγραµµα συχνοτήτων που χρησιµοποιείται για την ταξινόµηση των 
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ελαττωµάτων που προκύπτουν στην παραγωγή, ανάλογα µε τη συχνότητα που αυτά 

εµφανίζονται (βλ. Albin & Friedman (1992) και Wilkinson (2006)). Για λεπτοµερή 

περιγραφή του σχεδιασµού και της ερµηνείας των διαγραµµάτων Pareto, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί το βιβλίο του ∆αµιανού (1996).  

 Σε κάθε παραγωγική διαδικασία, ανεξάρτητα από το πόσο σωστά έχει 

σχεδιασθεί και πόσο προσεκτικά επιβλέπεται, υπάρχει µια έµφυτη ή φυσική 

µεταβλητότητα, η οποία οφείλεται στην επίδραση πολλών και (συνήθως) µικρών 

αναπόφευκτων αιτίων. Όταν η διεργασία λειτουργεί µόνο µε την παρουσία της 

φυσικής µεταβλητότητας, τότε λέγεται πως βρίσκεται σε κατάσταση στατιστικού 

ελέγχου ή πιο απλά εντός ελέγχου (in−control). ∆ιαφορετικά, όταν παρουσιάζονται 

µορφές ειδικής µεταβλητότητας που οφείλονται σε µηχανικές ρυθµίσεις, λειτουργικά 

λάθη ή ελαττωµατικές πρώτες ύλες, τότε η διεργασία λέγεται πως βρίσκεται εκτός 

ελέγχου (out−of−control). Στις περιπτώσεις αυτές, ο Στατιστικός Έλεγχος ∆ιεργασιών 

στοχεύει στη γρήγορη ανίχνευση των παραπάνω αιτίων, ώστε να διορθωθούν έγκαιρα 

µειώνοντας το οικονοµικό κόστος που αποφέρει η παραγωγή ελαττωµατικών 

προϊόντων. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε πολλές περιπτώσεις ελέγχου, είναι εφικτό να 

εντοπισθούν µόνο ορισµένα αίτια που ευθύνονται για τη δυσλειτουργία της 

παραγωγής, ενώ ίσως η σηµαντικότερη να παραµένει ανερµήνευτη. Για 

αναλυτικότερη περιγραφή και αντιµετώπιση του συγκεκριµένου φαινοµένου, που 

ονοµάζεται masking problem, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις 

εργασίες των Guess et al. (1991) και Yaschin (2007).    

 Τα διαγράµµατα ελέγχου, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, βοηθούν στον 

εντοπισµό ειδικών αιτίων µεταβλητότητας σε µια διεργασία, µε στόχο την επίτευξη 

µιας εντός ελέγχου διαδικασίας. ∆ιαισθητικά, σε περιπτώσεις ανεπιθύµητης 

µετατόπισης της διεργασίας, ένα διάγραµµα ελέγχου οφείλει να την ανιχνεύσει όσο 

το δυνατόν γρηγορότερα και να παράγει σήµα ότι η παραγωγική διαδικασία είναι 

εκτός ελέγχου. Είναι προφανές ότι η αποτελεσµατικότητα ενός διαγράµµατος ελέγχου 

καθορίζεται από το πόσο γρήγορα θα καταφέρει να δώσει έγκυρο σήµα ότι η 

διεργασία βρίσκεται εκτός ελέγχου. Επιπλέον, τα διαγράµµατα ελέγχου 

χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση των παραµέτρων µιας παραγωγικής διαδικασίας 

και γενικότερα για τον καθορισµό της ικανότητάς της, µε σκοπό τη βελτίωση της 

ποιότητας του προϊόντος που παράγεται ή ισοδύναµα στη µείωση της 

µεταβλητότητας που παρουσιάζει.   
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 Τα διαγράµµατα Στατιστικού Ελέγχου Ποιότητας έχουν εισαχθεί στην 

εργασία του Shewhart (1926), ενώ στη συνέχεια έχουν προταθεί διάφορες 

παραλλαγές τους για την παρακολούθηση ενός συνεχούς χαρακτηριστικού. Για την 

περιγραφή του τρόπου κατασκευής και λειτουργίας ενός διαγράµµατος ελέγχου, ας 

υποθέσουµε ότι σε µια παραγωγική διαδικασία ενδιαφερόµαστε να µελετήσουµε τη 

συµπεριφορά µιας κρίσιµης ποσότητας ενός (µετρήσιµου) χαρακτηριστικού X  των 

προϊόντων που εξάγονται. Για το σκοπό αυτό λαµβάνουµε τυχαία δείγµατα του 

προϊόντος σε διαφορετικές χρονικές στιγµές και χρησιµοποιώντας τις  µετρήσεις 

αυτές, υπολογίζουµε την τιµή µιας κατάλληλα επιλεγµένης στατιστικής συνάρτησης 

που εκτιµά την υπό µελέτη κρίσιµη ποσότητα. Ένα τυπικό διάγραµµα ελέγχου είναι 

µια γραφική παράσταση του στατιστικής συνάρτησης που έχει µετρηθεί ή 

υπολογισθεί µε τη βοήθεια ενός τυχαίου δείγµατος, έναντι του αύξοντα αριθµού του 

δείγµατος αυτού. Το διάγραµµα περιλαµβάνει δύο οριζόντιες γραµµές που 

ονοµάζονται άνω και κάτω όριο ελέγχου (upper and lower control limit). Οι δύο 

ακραίες αυτές γραµµές έχουν κατάλληλα σχεδιασθεί ώστε, αν η διεργασία είναι εντός 

ελέγχου, τότε (σχεδόν) όλα τα σηµεία να τοποθετούνται εντός των δύο γραµµών. Όσο 

τα δεδοµένα εµφανίζονται εντός των ορίων ελέγχου και η συµπεριφορά τους δεν 

παρουσιάζει κάποια συστηµατική συµπεριφορά, τότε υποθέτουµε ότι η παραγωγική 

διαδικασία βρίσκεται εντός ελέγχου και δεν προχωρούµε σε καµία διορθωτική 

παρέµβαση. Αντίθετα, αν κάποιο σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων ελέγχου, έχουµε 

ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου και αντιµετωπίζουµε µια κατάσταση 

συναγερµού (alarm).      

Στην εφαρµογή των διαγραµµάτων ελέγχου, δύο διαφορετικές φάσεις έχουν 

χρησιµοποιηθεί στη διεθνή βιβλιογραφία: Η Φάση Ι και η Φάση ΙΙ (βλ. Woodall 

(2000)). Στη Φάση Ι, βασικός στόχος είναι ο έλεγχος παρελθοντικών δεδοµένων, 

προκειµένου να διαπιστωθεί αν προέρχονται από εντός ελέγχου διεργασία ή όχι. Όταν 

η διαδικασία βρεθεί εντός ελέγχου, τότε µια συνήθης πρακτική είναι η εκτίµηση των 

παραµέτρων της µε τη βοήθεια ενός δείγµατος αναφοράς και χρήση αυτών για τον 

καθορισµό των ορίων ελέγχου που θα χρησιµοποιηθούν στη Φάση ΙΙ. Γενικότερα, για 

το βέλτιστο οικονοµικό σχεδιασµό των διαγραµµάτων ελέγχου, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Bather (1963) και Lorenzen & Vance 

(1986).  

 Στη Φάση ΙΙ, σκοπός είναι ο έλεγχος µελλοντικών δεδοµένων ώστε να 

διαπιστωθεί αν η διεργασία συνεχίζει να παραµένει εντός ελέγχου ή αν έχει 
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µετατοπιστεί σε εκτός ελέγχου κατάσταση. Η πιο συνήθης µέθοδος για τη λήψη 

απόφασης είναι η εφαρµογή ενός διαγράµµατος ελέγχου. Κάθε νέα παρατήρηση ή 

δείγµα παρατηρήσεων ελέγχεται και µε τη βοήθεια συγκεκριµένων κανόνων 

διαπιστώνεται αν η κατάσταση της υπό παρακολούθηση διεργασίας έχει αλλάξει ή 

έχει µείνει σταθερή. Ο αριθµός των δειγµάτων ή υποσυνόλων που πρέπει να ληφθούν 

από την παραγωγική διαδικασία πριν το διάγραµµα ελέγχου δώσει το πρώτο σήµα για 

εκτός ελέγχου κατάσταση, είναι τυχαία µεταβλητή και ονοµάζεται µήκος ροής (run 

length). Η κατανοµή του µήκους ροής χρησιµοποιείται συχνά για την αξιολόγηση της 

απόδοσης ενός διαγράµµατος ελέγχου, ενώ η αναµενόµενη τιµή αυτής της 

κατανοµής, που ονοµάζεται µέσο µήκος ροής (average run length, ARL), είναι ίσως 

το δηµοφιλέστερο µέτρο σύγκρισης δύο διαγραµµάτων ελέγχου. Εξ ορισµού, το 

µήκος ροής είναι µια τυχαία µεταβλητή που παίρνει θετικές ακέραιες τιµές, συνεπώς 

το µέσο µήκος ροής (ARL) δεν είναι κατάλληλο µέτρο αξιολόγησης ενός 

διαγράµµατος, όταν η κατανοµή παρουσιάζει λοξότητα. Για το λόγο αυτό, σε πολλές 

περιπτώσεις χρησιµοποιούνται διαφορετικά µέτρα, όπως η διάµεσος ή άλλα 

ποσοστηµόρια (βλ. Human & Graham (2008)). Το επιθυµητό είναι το µέσο µήκος 

ροής να είναι µεγάλο όταν η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου και µικρό, όταν η 

διεργασία είναι εκτός ελέγχου. Η πιθανότητα λανθασµένου συναγερµού (false alarm 

rate, FAR) είναι η πιθανότητα να παράγει ένα διάγραµµα ελέγχου σήµα ότι η 

διεργασία µετατοπίστηκε σε εκτός ελέγχου κατάσταση, ενώ στην πραγµατικότητα 

παραµένει εντός ελέγχου. ∆ύο διαγράµµατα ελέγχου µπορούν να συγκριθούν µε τη 

βοήθεια των εκτός ελέγχου µέσων µηκών ροής τους ( outARL ), έχοντας όµως 

εξασφαλίσει ότι τα εντός ελέγχου µέσα µήκη ροής τους ( inARL ) ή οι πιθανότητες 

λανθασµένου συναγερµού είναι (σχεδόν) ίσα. Με άλλα λόγια, αν δύο διαγράµµατα 

ελέγχου σχεδιασθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε η απόδοση τους να είναι σχεδόν ίδια κατά 

τη διάρκεια της εντός ελέγχου λειτουργίας, τότε η συγκριτική τους αξιολόγηση 

µπορεί να επιτευχθεί µε τη σύγκριση των outARL  που παρουσιάζουν. Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ενός 

διαγράµµατος ελέγχου, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες 

των Fu et al. (2002) και Fu et al. (2003).       

 Στο παρόν Κεφάλαιο, θα παρουσιάσουµε σε συντοµία γνωστά διαγράµµατα 

ελέγχου για παρακολούθηση ενός ποιοτικού χαρακτηριστικού που έχουν προταθεί 

στη διεθνή βιβλιογραφία. Πιο συγκεκριµένα, στην Παράγραφο 3.2 θα αναφερθούµε 
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σε τεχνικές στατιστικού ελέγχου διεργασιών, στις οποίες βασική υπόθεση είναι ότι το 

υπό µελέτη χαρακτηριστικό ακολουθεί µια γνωστή κατανοµή (συνήθως την κανονική 

κατανοµή). Τα διαγράµµατα αυτά είναι γνωστά ως παραµετρικά (parametric control 

charts) και µπορούν να εφαρµοσθούν µόνο αν η παραπάνω υπόθεση ικανοποιείται 

στην πράξη. Το αντικείµενο µελέτης της Παραγράφου 3.3, είναι διαγράµµατα 

ελέγχου που µπορούν να εφαρµοσθούν ανεξάρτητα της κατανοµής που ακολουθεί το 

υπό µελέτη χαρακτηριστικό και συνεπώς δεν προϋποθέτουν τη γνώση της κατανοµής 

των παρατηρούµενων τιµών. Τα διαγράµµατα αυτά είναι γνωστά ως µη παραµετρικά 

(non−parametric) ή ελεύθερα κατανοµής (distribution−free). Τέλος, η Παράγραφος 

3.4 περιλαµβάνει µια ξεχωριστή οικογένεια µη παραµετρικών διαγραµµάτων ελέγχου 

που βασίζονται, για τον καθορισµό των ορίων ελέγχου τους, στην εµπειρική 

κατανοµή παρελθοντικών δεδοµένων, γνωστή  ως κατανοµή αναφοράς (reference 

distribution).   

 

3.2. Παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου 

Τα παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου είναι τεχνικές που βασίζονται σε µια γνωστή 

κατανοµή, δηλαδή η διεργασία θεωρείται πως ακολουθεί µια συγκεκριµένη κατανοµή 

(συνήθως την κανονική). Αυτό σηµαίνει ότι οι στατιστικές ιδιότητες των 

διαγραµµάτων αυτών είναι ακριβείς, µόνο αν ικανοποιείται η παραπάνω υπόθεση. Το 

πιο γνωστό παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου είναι το διάγραµµα τύπου Shewhart. Αν 

W  είναι η στατιστική συνάρτηση που εκτιµά την κρίσιµη ποσότητα του υπό µελέτη 

χαρακτηριστικού, τότε ένα τυπικό διάγραµµα Shewhart περιλαµβάνει µία κεντρική 

γραµµή (center line, CL) που αντιπροσωπεύει (συνήθως) τη µέση τιµή της W  (όταν η 

διεργασία είναι εντός ελέγχου), και δύο ακόµη οριζόντιες γραµµές που ονοµάζονται 

άνω και κάτω όριο ελέγχου (upper and lower control limit, UCL and LCL). Για την 

κατασκευή των παραπάνω διαγραµµάτων, χρησιµοποιείται συνήθως το µοντέλο 

ορίων L  σίγµα που τοποθετεί τα όρια ελέγχου σε απόσταση L  µονάδων τυπικής 

απόκλισης Wσ  από την κεντρική γραµµή Wµ , όπως φαίνεται παρακάτω  

WW LUCL σµ +=  

              WCL µ=  

WW LLCL σµ −= . 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι δηµοφιλέστερη επιλογή για την απόσταση σL  των ορίων 

από την κεντρική γραµµή, είναι τρεις µονάδες τυπικής απόκλισης, και το µοντέλο 

αυτό είναι γνωστό ως µοντέλο τριών σίγµα (three sigma control chart). Αν 

ενδιαφερόµαστε για τη µέση τιµή µ  του υπό µελέτη χαρακτηριστικού, τότε 

χρησιµοποιούµε το δειγµατικό µέσο X  για εκτίµησή της και το διάγραµµα ελέγχου 

παίρνει τη µορφή  

XX
UCL σµ 3+=  

              
X

CL µ=  

XX
LCL σµ 3−= . 

(3.1) 

Για το µοντέλο των τριών σίγµα που περιγράφεται στη (3.1), γνωρίζουµε ότι αν η 

κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης X  είναι κανονική και η διεργασία είναι εντός 

ελέγχου, τότε η πιθανότητα να πάρει η X  τιµή εκτός των ορίων ελέγχου ή ισοδύναµα 

το διάγραµµα ελέγχου να δώσει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου είναι ίση 

µε 0.0027. Το γεγονός αυτό σηµαίνει ότι το X −διάγραµµα ( X −chart) παράγει 

λανθασµένο συναγερµό µε πιθανότητα 0.27%. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, η εκτός 

ελέγχου κατάσταση σηµαίνει ότι ο µέσος της διεργασίας έχει µετατοπισθεί προς τα 

πάνω ή προς τα κάτω και αυτό µεταφράζεται σε αύξηση των παραγόµενων προϊόντων 

που δεν ικανοποιούν τις απαιτήσεις. Γενικότερα η ικανότητα ανίχνευσης τέτοιων 

µετατοπίσεων µειώνεται όταν λαµβάνονται από την παραγωγή µικρά µεγέθη 

δειγµάτων (βλ. Champ & Jones (2004) και Chakraborti (2006)).  

 Όταν η µέση τιµή και η διακύµανση της διεργασίας είναι γνωστές, τότε το 

µήκος ροής N  ακολουθεί Γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο p , όπου p  είναι η 

πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο του διαγράµµατος εκτός των ορίων ελέγχου. 

Συνεπώς το µέσο µήκος ροής ενός X −διαγράµµατος είναι ίσο µε 

p
ARL

1
= .  

Για µια διεργασία που βρίσκεται εντός ελέγχου και στην περίπτωση που 

χρησιµοποιούµε το µοντέλο των τριών σίγµα για την κατασκευή του 

X −διαγράµµατος, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής, δεδοµένου ότι η κατανοµή του 

δειγµατικού µέσου είναι κανονική, είναι  
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370
0027.0

1
==inARL .  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν η µέση τιµή ή η διακύµανση της διεργασίας που µελετάµε, 

δεν είναι γνωστή, τότε πρέπει να την (ή τις) εκτιµήσουµε µε τη βοήθεια των 

δεδοµένων που διαθέτουµε. Κατά συνέπεια τα όρια ελέγχου του διαγράµµατος που 

θα κατασκευασθεί θα στηρίζονται στις παραπάνω εκτιµήσεις. Για περισσότερες 

λεπτοµέρειες σχετικά µε τις µεθόδους εκτίµησης των ορίων ελέγχου ενός 

X −διαγράµµατος, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των 

Nedumaran & Pignatiello (2001) και Tsai et al. (2005). Στις περιπτώσεις αυτές, η 

κατανοµή του µήκους ροής δεν είναι η γεωµετρική, αφού τα ενδεχόµενα να δοθεί 

σήµα κινδύνου στο −i οστό δείγµα, όπου ,...2,1=i , δεν είναι πλέον ανεξάρτητα (βλ. 

Chakraborti (2000)). Οι Ghosh et al. (1981) και Del Castillo (1996) µελέτησαν την 

περίπτωση που η διακύµανση είναι άγνωστη, ενώ οι Burroughs et al. (1993) 

παρουσίασαν αποτελέσµατα σχετικά µε τα διαγράµµατα τύπου Shewhart σε 

περιπτώσεις που τόσο η µέση τιµή, όσο και η διακύµανση είναι άγνωστες.      

 Στα διαγράµµατα τύπου Shewhart, η λήψη της απόφασης για το αν η 

διεργασία βρίσκεται εντός ή εκτός στατιστικού ελέγχου, στηρίζεται αποκλειστικά σε 

ένα µόνο δείγµα, αγνοώντας τις πληροφορίες που µπορούµε να πάρουµε από τα 

προηγούµενα δείγµατα που εξέρχονται από τη διεργασία. Για το λόγο αυτό έχουν 

αναπτυχθεί διαγράµµατα ελέγχου που αξιοποιούν περισσότερα από ένα δείγµατα και 

ονοµάζονται διαγράµµατα ελέγχου µε µνήµη (control charts with memory). Για 

παράδειγµα, το διάγραµµα ελέγχου κινούµενου µέσου (moving average control chart) 

χρησιµοποιεί τους µέσους των k  πιο πρόσφατων δειγµάτων. Πιο συγκεκριµένα, η 

στατιστική συνάρτηση που απεικονίζεται στο διάγραµµα αυτό δίνεται από τον 

ακόλουθο τύπο  

k

XXX
M kttt

t
11 ... +−− +++

= ,     kt ≥ , 

όπου iX  είναι ο µέσος των παρατηρήσεων του −i οστού δείγµατος που λαµβάνεται 

από την παραγωγική διαδικασία. Για την παρουσίαση των ιδιοτήτων του 

διαγράµµατος κινούµενου µέσου, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στο 

κείµενο των Derman & Ross (1997, σελ. 129−132). Πρόσθετα, αν τα παρελθοντικά 

δείγµατα σταθµιστούν µε εκθετικά βάρη, τότε προκύπτει το διάγραµµα ελέγχου 
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εκθετικά σταθµισµένου κινούµενου µέσου (Exponentially Weighted Moving Average, 

EWMA), στο οποίο απεικονίζεται η στατιστική συνάρτηση  

1)1( −−+= ttt WXW εε ,     1≥t  

όπου 10 << ε .  Τα διαγράµµατα EWMA προτάθηκαν αρχικά από τον Roberts 

(1959), ενώ οι ιδιότητες και γενικεύσεις τους µελετήθηκαν εκτενώς στη διεθνή 

βιβλιογραφία (βλ. Lucas & Saccucci (1990) ή Han & Tsung (2004)). Τα 

συγκεκριµένα διαγράµµατα ελέγχου µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την από 

κοινού παρακολούθηση της µέσης τιµής και της διακύµανσης µιας διεργασίας (βλ. 

Gan (1995)), ακόµη και σε περιπτώσεις που οι παράµετροι τους είναι άγνωστες και 

έχουν εκτιµηθεί (βλ. Jones et al. (2001)). Η απόδοση του παραπάνω διαγράµµατος σε 

περιπτώσεις που η κανονικότητα του υπό µελέτη χαρακτηριστικού παραβιάζεται έχει 

εξετασθεί στην εργασία των Maravelakis et al. (2005). Πρόσθετα, για την ανίχνευση 

µετατόπισης του µέσου της διεργασίας, έχουν προταθεί στην εργασία του Page 

(1954), τα διαγράµµατα συσσωρευµένων αθροισµάτων (Cumulative Sum Control 

charts, CUSUM), στα οποία απεικονίζεται η στατιστική συνάρτηση  

10 )( −+−= ttt YYXY ,  1≥t , 

όπου 0Y  είναι η τιµή στόχος. Η κατανοµή του µήκους ροής ενός CUSUM 

διαγράµµατος έχει µελετηθεί στις εργασίες των Brook & Evans (1972),  Jones et al. 

(2004) και Luceno & Puig−Pey (2000), ενώ για το σχεδιασµό του, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Zantek (2006) και Rogerson (2006) (βλ. 

επίσης Αντζουλάκος (2006)).   

 

3.3. Μη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου  

Τα µη παραµετρικά ή ελεύθερα κατανοµής διαγράµµατα ελέγχου, όπως έχει ήδη 

αναφερθεί, έχουν ιδιότητες που δεν εξαρτώνται από την κανονικότητα ή κάποια άλλη 

συγκεκριµένη παραµετρική κατανοµή. Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο όρος «µη 

παραµετρικά» δεν δηλώνει ότι στο σχεδιασµό των διαγραµµάτων αυτών δεν 

περιλαµβάνονται παράµετροι και κατά συνέπεια ο όρος «ελεύθερα κατανοµής» 

φαίνεται να προσδιορίζει καλύτερα τη φύση των διαγραµµάτων αυτών. Για την 

ανάπτυξη και θεωρητική µελέτη των µη παραµετρικών διαγραµµάτων ελέγχου 

χρησιµοποιούνται κατά βάση οι κλασικές µη παραµετρικές τεχνικές 

συµπερασµατολογίας που αντιµετωπίζουν αποτελεσµατικά το πρόβληµα ελέγχου 
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υποθέσεων όταν η κατανοµή δεν έχει καθορισθεί. Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στο κείµενο των Gibbons & Chakraborti 

(2003) ή τις εργασίες των Balakrishnan et al. (2006) και Aki (1987).  

 Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα των µη παραµετρικών διαγραµµάτων ελέγχου 

είναι ότι η εφαρµογή τους δεν απαιτεί την υπόθεση κάποιας συγκεκριµένης 

κατανοµής για την υπό µελέτη διεργασία. Για το λόγο αυτό, το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής είναι το ίδιο για όλες τις συνεχείς κατανοµές. Επιπλέον, η διακύµανση 

της διεργασίας δεν χρειάζεται να είναι γνωστή ή να εκτιµηθεί, ενώ επιπλέον τα 

διαγράµµατα αυτά παρουσιάζουν αντοχή στην παρουσία έκτροπων παρατηρήσεων 

και σε περιπτώσεις που ο υπό µελέτη πληθυσµός ακολουθεί λοξή ή µε βαριές ουρές 

κατανοµή. Για µια λεπτοµερή ανασκόπηση των µη παραµετρικών διαγραµµάτων 

ελέγχου, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Chakraborti 

et al. (2001) και Chakraborti (2007).   

 Ας υποθέσουµε ότι παρακολουθούµε µια παραγωγική διαδικασία και έστω 

inii XXX ,...,, 21 , ,...2,1=i , δείγµατα µεγέθους n , που λαµβάνουµε από τη διεργασία 

( ijX  είναι η −j οστή παρατήρηση του −i οστού δείγµατος που λαµβάνεται από την 

παραγωγή) µε σκοπό να ανιχνεύσουµε αν παραµένει εντός ελέγχου ή έχει 

µετατοπισθεί σε εκτός ελέγχου κατάσταση. Οι Amin et al. (1995) προκειµένου να 

κατασκευάσουν ένα µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart  

χρησιµοποίησαν τη προσηµική στατιστική συνάρτηση (sign test statistic) 

∑
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και 0θ  είναι η εντός ελέγχου τιµή της διαµέσου της διεργασίας. Αν iT  είναι η 

συνήθης προσηµική συνάρτηση (usual sign statistic) που µετρά το πλήθος των 

παρατηρήσεων των δειγµάτων που είναι µεγαλύτερες ή ίσες από τη διάµεσο 0θ , τότε 

είναι γνωστό ότι   

nTSN ii −= 2 . 
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∆εδοµένου ότι  κατανοµή της iT  είναι η διωνυµική µε παράµετρους n  και 5.0=p , 

έπεται ότι η εντός ελέγχου κατανοµή της iSN  είναι συµµετρική γύρω από το µηδέν 

και συνεπώς τα όρια ελέγχου του προσηµικού διαγράµµατος (sign control chart) που 

προκύπτει θα είναι cLCL −=  και cUCL =  αντίστοιχα, όπου c  είναι ένας θετικός 

ακέραιος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Amin et al. (1995) εφάρµοσαν για το 

παραπάνω διάγραµµα ελέγχου κανόνες ροών (run rules), παρουσιάζοντας αριθµητικά 

αποτελέσµατα για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής, ενώ χρησιµοποιήσαν την 

προσηµική συνάρτηση iSN  για την κατασκευή ενός CUSUM  διαγράµµατος (sign 

CUSUM chart) για την παρακολούθηση της διαµέσου µιας διεργασίας, 

αποδεικνύοντας µάλιστα ότι είναι αποτελεσµατικότερο από το αντίστοιχο προσηµικό 

διάγραµµα τύπου Shewhart . Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τη χρήση της 

προσηµικής συνάρτησης στην παρακολούθηση µιας διεργασίας, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία του Arnold (1985).   

Ιδιαίτερα δηµοφιλή είναι τα µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου που 

χρησιµοποιούν προσηµικές−βαθµολογικές συναρτήσεις (signed−rank statistics). Στην 

εργασία του Reynolds (1975), µελετώνται διαγράµµατα που βασίζονται σε 

προσηµικούς διαδοχικούς βαθµούς (signed sequential ranks) των παρατηρήσεων, ο 

Miller (1970) εισήγαγε έναν έλεγχο που χρησιµοποιεί την προσηµική−βαθµολογική 

στατιστική συνάρτηση του Wilcoxon, ενώ οι McGilchrist & Woodyer (1975) 

πρότειναν ένα διάγραµµα CUSUM  για τη µελέτη της διαµέσου της κατανοµής 

βροχοπτώσεων που βασίζεται σε προσηµικούς βαθµούς.  Οι Bakir & Reynolds (1979) 

πρότειναν ένα διάγραµµα CUSUM  για την παρακολούθηση του µέσου µιας 

διεργασίας, που βασίζεται στην ιδέα της βαθµολόγησης (ranking) των παρατηρήσεων 

εντός του δείγµατος, στο οποίο ανήκουν. Η συγκεκριµένη ιδέα είχε αρχικά 

εφαρµοσθεί από τους Wilcoxon et al. (1963) και Van der Laan (1966) για την 

κατασκευή ενός ελέγχου για δύο διαδοχικά δείγµατα.  

Αν ijR  είναι ο βαθµός της απόλυτης τιµής ijX  της κάθε παρατήρησης  

µεταξύ όλων των απόλυτων τιµών των παρατηρήσεων του −i οστού δείγµατος, για 

nj ,...2,1=  και ,...2,1=i , τότε η Wilcoxon προσηµική−βαθµολογική στατιστική 

συνάρτηση που απεικονίζεται στο διάγραµµα των Bakir & Reynolds (1979) δίνεται 

στον ακόλουθο τύπο  
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Η διαδικασία που προτείνεται, χρησιµοποιεί το συσσωρευµένο άθροισµα των 

,..., 21 SRSR , τα οποία είναι µια ακολουθία ανεξάρτητων προσηµικών−βαθµολογικών 

συναρτήσεων τύπου Wilcoxon και εκφράζουν τις διαφορές µεταξύ των αθροισµάτων 

των βαθµών των ijX  που αντιστοιχούν σε θετικές και αρνητικές τιµές αντίστοιχα. 

Το συγκεκριµένο διάγραµµα δίνει σήµα ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου στο 

−i οστό δείγµα, αν ικανοποιείται µία εκ των δύο παρακάτω ανισώσεων 
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όπου οι ποσότητες hk ,  είναι παράµετροι σχεδιασµού του διαγράµµατος.  

Για την παρακολούθηση της διαµέσου µιας διεργασίας, ας θεωρήσουµε ότι 

λαµβάνουµε διαδοχικά και ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα inii XXX ,...,, 21  και έστω ότι  

00201 ,...,, θθθ −−− inii XXX  είναι οι απόλυτες τιµές των αποκλίσεων των 

παρατηρήσεων από τη διάµεσο του −i οστού δείγµατος και ijR  ο βαθµός της 

ποσότητας 0θ−ijX , για nj ,...2,1= , µεταξύ των n  απόλυτων αποκλίσεων (από τη 

διάµεσο), όπου 0θ  είναι η εντός ελέγχου τιµή της διαµέσου. Ο Bakir (2004) 

χρησιµοποίησε την ακόλουθη µορφή προσηµικής−βαθµολογικής συνάρτησης 

Wilcoxon 
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για την κατασκευή ενός µη παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου τύπου Shewhart , 

και υπολόγισε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( inARL ) και την πιθανότητα 

λανθασµένου συναγερµού (FAR ) µε τη βοήθεια της κατανοµής της συνάρτησης 

Wilcoxon +W  που εκφράζει το συνολικό άθροισµα των βαθµών µόνο για τις θετικές 

αποκλίσεις ( 0θ−ijX ). Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι ισχύει η σχέση  

2

)1(
2

+
−=′ + nn

WRS , 
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οπότε προκύπτει ότι η συνάρτηση RS ′  είναι συµµετρική γύρω από το µηδέν. 

Συνεπώς η εντός ελέγχου κατανοµή της RS ′  υπολογίζεται από την κατανοµή της +W  

υπό τη µηδενική υπόθεση (null distribution) της  που έχει µελετηθεί εκτενώς στη 

διεθνή βιβλιογραφία (βλ. Wilcoxon et al. (1972)).  

 Οι Chakraborti & Eryilmaz (2007) πρότειναν απλές παραλλαγές του  

διαγράµµατος του Bakir (2004), εφαρµόζοντας σε αυτό κανόνες ροών τύπου 

2−από−2. Πιο συγκεκριµένα, κατασκεύασαν τα διαγράµµατα 2−από−2 KL και 

2−από−2 DR, χρησιµοποιώντας τη στατιστική συνάρτηση RS ′ . Το πρώτο διάγραµµα 

δίνει σήµα ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου αν οι τιµές της RS ′  των δύο πιο 

πρόσφατων δειγµάτων, βρίσκονται πάνω ή κάτω από τα όρια ελέγχου, ενώ στο 

δεύτερο διάγραµµα το σήµα παράγεται ακόµη και αν η µια τιµή βρίσκεται πάνω και η 

δεύτερη κάτω από τα όρια ελέγχου. Για µια γενική επισκόπηση κανόνων ροών που 

εφαρµόζονται σε διαγράµµατα ελέγχου, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στις εργασίες των Koutras et al. (2007), Bersimis et al. (2007) και Ρακιτζή (2008).  

 Οι Amin & Searcy (1991) πρότειναν ένα µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου 

τύπου EWMA  που βασίζεται στη βαθµολόγηση των παρατηρήσεων εντός του 

δείγµατος. Συγκεκριµένα, η στατιστική συνάρτηση που απεικονίζεται στο διάγραµµα 

δίνεται στην ακόλουθη σχέση  

1)1( −−+= iii ZSRZ λλ ,      10 << λ , 

όπου η αρχική τιµή 0Z  είναι η τιµή στόχος που έχει καθορισθεί.    

 Στην εργασία του  McDonald (1990), προτείνεται ένα διάγραµµα ελέγχου 

CUSUM  που βασίζεται στους διαδοχικούς βαθµούς (sequential ranks) των 

παρατηρήσεων, οι οποίοι ορίσθηκαν αρχικά στην εργασία του Parent (1965) µέσω 

του τύπου  
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όπου )(⋅I  είναι η συνήθης δείκτρια συνάρτηση. Το διάγραµµα στηρίζεται στις 

συναρτήσεις )1/( += iRU ii , ,...2,1=i , οι οποίες είναι ανεξάρτητες τυχαίες 

µεταβλητές και ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή (σε εντός ελέγχου διεργασία) στο 
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. Το σήµα για εκτός ελέγχου κατάσταση δίνεται όταν 

ικανοποιείται η ανίσωση hTi ≥ , όπου  
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( )0,max 1 kUTT iii −+= −  

και kh, είναι οι παράµετροι σχεδιασµού του διαγράµµατος. 

Ολοκληρώνοντας τη σύντοµη ανασκόπηση, αξίζει να αναφερθεί ότι οι 

Bhattacharya & Frierson (1981) πρότειναν ένα µη παραµετρικό διάγραµµα ελέγχου 

τύπου CUSUM , χρησιµοποιώντας σταθµισµένα αθροίσµατα των διαδοχικών βαθµών 

iR  των παρατηρήσεων nXXX ,...,, 21  που λαµβάνονται από την παραγωγική 

διαδικασία. Πιο συγκεκριµένα, αν εισάγουµε τις ποσότητες iZ   
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τότε στο παραπάνω διάγραµµα απεικονίζεται µια κανονικοποιηµένη µορφή των 

ποσοτήτων ∑
=

=
k

i
ik ZS

1

, nk ≤≤1 , που δίνεται ως ακολούθως   
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3.4. Μη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου µε χρήση µιας εµπειρικής 

κατανοµής αναφοράς  

Μια ενδιαφέρουσα ιδέα στην κατασκευή και το σχεδιασµό ενός διαγράµµατος 

ελέγχου είναι να υποθέσουµε ότι είναι διαθέσιµο ένα αρχικό δείγµα αναφοράς 

(reference sample) ή µια κατανοµή αναφοράς (reference distribution), τα οποία 

αφορούν τη διεργασία που µας ενδιαφέρει όταν αυτή βρίσκεται εντός ελέγχου. Οι 

Park & Reynolds (1987) πρότειναν διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart  και 

CUSUM  για την παρακολούθηση της παραµέτρου θέσης µιας παραγωγικής 

διαδικασίας, για περιπτώσεις που η εντός ελέγχου τιµή της παραµέτρου δεν είναι 

γνωστή. Τα συγκεκριµένα διαγράµµατα στηρίζονται στις συναρτήσεις γραµµικής 

τοποθέτησης (linear placement statistics) που έχουν εισαχθεί στην εργασία των 

Orban & Wolfe (1982) για τη σύγκριση δειγµάτων που λαµβάνονται από τη 

διεργασία µε ένα σταθερό δείγµα που έχει συλλεχθεί όταν η διεργασία βρισκόταν 

εντός ελέγχου. Οι Hackl & Ledolter (1991) χρησιµοποίησαν την έννοια των 

κανονικοποιηµένων βαθµών (standardized ranks) iR  των παρατηρήσεων iX  που 

ορίζονται στην ακόλουθη σχέση  








 −=
2

1
)(2 0 ii XFR , 
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όπου 0F  είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για την εντός ελέγχου διεργασία. 

Ωστόσο, αν η 0F  δεν είναι γνωστή, τότε ο κανονικοποιηµένος βαθµός παίρνει τη 

µορφή 

( )
n

nR
R i
i

2/)1(2 * +−
=′ , 

όπου ένα δείγµα αναφοράς µεγέθους )1( −n  είναι διαθέσιµο όταν η διεργασία είναι 

εντός ελέγχου. Επιπλέον, συµβολίζουµε µε *

iR  το βαθµό της −i οστής παρατήρησης 

ως προς το δείγµα αναφοράς, έτσι ώστε  

∑
−

=

>+=
1

1

* )(1
n

j
jii XXIR . 

Η στατιστική συνάρτηση που απεικονίζεται στο προτεινόµενο διάγραµµα τύπου 

EWMA  δίνεται από τον τύπο  

    iii RTT λλ +−= −1)1( , 

όπου 0T  είναι συνήθως το µηδέν και ]1,0(∈λ .  

Ο Yaschin (1992) µελέτησε την κατανοµή του µήκους ροής ενός µη 

παραµετρικού  διαγράµµατος ελέγχου CUSUM , σε περιπτώσεις που η κατανοµή της 

διεργασίας είναι άγνωστη. Συγκεκριµένα, για τη σηµειακή εκτίµηση διαφόρων 

χαρακτηριστικών του µήκους ροής, πρότεινε την αντικατάσταση της πραγµατικής 

κατανοµής των δεδοµένων, µε µια εµπειρική κατανοµή ενός δείγµατος αναφοράς. 

Πρόσθετα,  ο Bakir (2006) κατασκεύασε διαγράµµατα ελέγχου για την 

παρακολούθηση του κέντρου µιας διεργασίας, βασιζόµενος σε 

προσηµικές−βαθµολογικές συναρτήσεις, οι οποίες αντί να βαθµολογούν τις 

παρατηρήσεις του δείγµατος που εξέρχεται από τη διεργασία, βαθµολογούν 

συναρτήσεις αυτών των παρατηρήσεων. Οι συγκεκριµένες 

προσηµικές−βαθµολογικές συναρτήσεις ονοµάζονται signed rank−like statistics και 

οφείλουν την ονοµασία τους στον Moses (1963). Αν δ  είναι η διάµεσος του 

δείγµατος αναφοράς που λαµβάνεται από την διεργασία όταν βρίσκεται εντός 

ελέγχου και ijR  είναι ο βαθµός της απόλυτης τιµής της απόκλισης δ−ijX  ανάµεσα 

στις αποκλίσεις δ−1iX , δ−2iX ,..., δ−inX , τότε το προτεινόµενο διάγραµµα του 

Bakir (2006) απεικονίζει την ακόλουθη στατιστική συνάρτηση 

∑
=

−=
n

j
ijiji RXsign

1

** )( δϕ . 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου 

που βασίζονται σε ένα δείγµα αναφοράς και χρησιµοποιούν διατεταγµένες 

παρατηρήσεις του δείγµατος αυτού στον προσδιορισµό των ορίων ελέγχου αλλά και 

στον κανόνα απόφασης για το αν η διεργασία κρίνεται ότι βρίσκεται εντός ή εκτός 

στατιστικού ελέγχου. Οι Willemain & Runger (1996) πρότειναν το σχεδιασµό 

διαγραµµάτων ελέγχου µε τη βοήθεια µιας εµπειρικής κατανοµής αναφοράς 

(empirical reference distribution), η οποία αναφέρεται στα δεδοµένα της διεργασίας 

όταν αυτή λειτουργεί κάτω από κανονικές συνθήκες, δηλαδή µε την παρουσία µόνο 

της φυσικής µεταβλητότητας. Ας θεωρήσουµε ότι mXXX ,...,, 21  είναι ένα δείγµα 

αναφοράς µεγέθους m  που λαµβάνεται από την εντός ελέγχου διεργασία και έστω F  

η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής του. Τα όρια ελέγχου του προτεινόµενου 

διαγράµµατος είναι δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις )()( , kbk XX +  του παραπάνω 

δείγµατος, όπου mk ≤≤0  και 11 +−≤≤ kmb  (σύµβαση: −∞=)0(X  και 

+∞=+ )1(mX ). Για την παρακολούθηση της παραγωγικής διαδικασίας, λαµβάνουµε 

µεµονωµένες παρατηρήσεις Y από αυτήν και τις συγκρίνουµε µε τα όρια ελέγχου. Η 

πιθανότητα να βρεθεί µια παρατήρηση Y  µεταξύ των ορίων ελέγχου δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  

)()()( )()()()( kbkbkk XFXFXYXPp −=≤≤= ++ . 

∆εδοµένου ότι οι διατεταγµένες παρατηρήσεις είναι τυχαίες µεταβλητές, είναι 

προφανές ότι και η πιθανότητα p  θα είναι µια τυχαία µεταβλητή. Πιο συγκεκριµένα 

η p  θα ακολουθεί Βήτα κατανοµή, µε συνάρτηση πυκνότητας 

bmb pp
bmb

m
pg −− −

−−
= )1(

)!()!1(

!
)( 1 , 

ενώ η αναµενόµενη τιµή και η διακύµανσή της, δίνονται αντίστοιχα ως ακολούθως  

1
)(

+
=
m

b
pE  

και  

)2()1(

)1(
)(

2 ++

+−
=

mm

bmb
pVar . 

Για το προτεινόµενο διάγραµµα των Willemain & Runger (1996), δεδοµένων των 

ορίων ελέγχου που έχουν επιλεγεί, το µήκος ροής N  ακολουθεί γεωµετρική 

κατανοµή µε παράµετρο ( p−1 ). Συνεπώς, το αναµενόµενο µέσο µήκος ροής όταν η 
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διεργασία είναι εντός ελέγχου, δεδοµένου ότι γνωρίζουµε την πιθανότητα p , δίνεται 

από την ακόλουθη σχέση  

p
ARLin −

=
1

1
. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ποσότητα inARL  είναι τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 

πυκνότητας  

1

1

)(

)1(

)!()!1(

!
)(

+

−−
⋅

−−
=

m

in

b

in
in

ARL

ARL

bmb

m
ARLh , 1≥inARL  

και µέση τιµή  

bm

m
ARLE in −

=)( .     (3.2) 

Είναι προφανές από την τελευταία σχέση ότι, αν χρησιµοποιούµε δείγµα αναφοράς 

µεγέθους m , τότε η µέγιστη τιµή του αναµενόµενου εντός ελέγχου µέσου µήκους 

ροής του παραπάνω διαγράµµατος µε συµµετρικά όρια ελέγχου είναι ίση µε 4/m .  

Για το λόγο αυτό, προκειµένου να πετύχουµε στην πράξη την επιθυµητή τιµή για το 

inARL  σε ένα συµµετρικό διάγραµµα ελέγχου, χρειαζόµαστε τουλάχιστον 

)(4 inARLE  παρατηρήσεις (για την εύρεση του κατάλληλου (και ελάχιστου δυνατού) 

µεγέθους δείγµατος για την ανάπτυξη ασφαλών στατιστικών συµπερασµάτων, βλ. 

επίσης τη µονογραφία του Κυριακούση (2008)). Με τη βοήθεια της (3.2), 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.1 διάφοροι συνδυασµοί των παραµέτρων bkm ,,  του 

προτεινόµενου διαγράµµατος που παράγουν 4.370≅inARL .  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Ion & Klaassen (2005) πρότειναν ένα µη παραµετρικό 

διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart , το οποίο αποτελεί ειδική περίπτωση του 

διαγράµµατος των Willemain & Runger (1996) µε την έννοια ότι κατασκευάζεται µε 

τυχαία επιλογή µεταξύ των σχεδιασµών ( annbk −== ,0 ) και ( 1,0 +−== annbk ), 

όπου [ ]anna )1( +=  είναι το ακέραιο µέρος του αριθµού an )1( + .   

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου 

που βασίζονται στις ελεύθερες κατανοµής ποσότητες )(rP  που ονοµάζονται 

στατιστικές συναρτήσεις προτεραιότητας (precedence statistics). Τα συγκεκριµένα 

διαγράµµατα στηρίζονται σε ένα εντός ελέγχου δείγµα αναφοράς (reference sample) 

για την εκτίµηση των ορίων ελέγχου, ενώ από την παραγωγική διαδικασία 

εξετάζονται διαδοχικά και ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα (test samples), µε τη βοήθεια 
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των οποίων λαµβάνεται η απόφαση για το αν η διεργασία παραµένει εντός ελέγχου ή 

όχι. 

   Πίνακας 3.1. Υπολογισµός του inARL  για διάφορες τιµές των παραµέτρων 

                         σχεδιασµού του διαγράµµατος των Willemain & Runger (1996) 

 

m  k  b  inARL  

741 

1112 

1478 

3334 

5186 

7038 

3 

4 

5 
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15 

20 

736 

1105 

1473 

3315 

5157 

6999 

370.5 

370.7 

370.5 

370.4 

370.4 

370.4 

8890 

10742 

14446 

18150 

21854 

29262 

36670 

25 

30 

40 

50 

60 

80 

100 

8841 

10683 

13667 

18051 

21735 

29103 

36471 

370.4 

370.4 

370.4 

370.4 

370.4 

370.4 

370.4 

 

 Αξίζει να σηµειωθεί ότι η λήψη τυχαίων δειγµάτων µεγέθους n  αποτελεί µια 

βασική διαφορά των διαγραµµάτων αυτών σε σχέση µε το διάγραµµα των Willemain 

& Runger (1996), στο οποίο ο κανόνας απόφασης στηρίζεται σε µεµονωµένες 

παρατηρήσεις.    

Μία από τις πρώτες προσπάθειες διερεύνησης των ιδιοτήτων και της χρήσης 

των στατιστικών ελέγχων προτεραιότητας (precedence tests), ως µία γρήγορη και 

αποτελεσµατική διαδικασία ελέγχου χρόνων ζωής, οφείλεται στον Epstein (1955). 

Συγκεκριµένα, ο Epstein εξέτασε την περίπτωση δύο πληθυσµών που προέρχονται 

από την κανονική κατανοµή, και µελέτησε εµπειρικά έναν έλεγχο που βασίζεται στο 

πλήθος των παρατηρήσεων του ενός πληθυσµού που ξεπερνούν την τιµή της 

−r οστής διατεταγµένης παρατήρησης του δεύτερου. Ακολούθως, ο Nelson (1963) 

χρησιµοποίησε τη στατιστική συνάρτηση προτεραιότητας για την κατασκευή ενός 

ελεύθερου κατανοµής ελέγχου χρόνων ζωής που βασίζεται στη διάταξη πρόωρων 
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αποτυχιών και επιτρέπει τη γρήγορη λήψη αποφάσεων ακόµη και σε περιπτώσεις 

(δεξιά) περικοµµένων παρατηρήσεων.  

    Ας υποθέσουµε ότι mXXX ,...,, 21  και nYYY ,...,, 21  είναι δύο ανεξάρτητα 

τυχαία δείγµατα µεγέθους m  και n  που προέρχονται από τις κατανοµές XF  και YF  

αντίστοιχα. Στόχος µας είναι ο έλεγχος της µηδενικής υπόθεσης ότι οι δύο κατανοµές 

είναι ισόνοµες, έναντι της εναλλακτικής ότι µία από τις δύο κατανοµές είναι 

στοχαστικά µεγαλύτερη από την άλλη. Πιο συγκεκριµένα, η διατύπωση των δύο 

υποθέσεων δίνεται ακολούθως  

YX FFH =:0  έναντι YX FFH <:1 .    (3.2) 

Αν mmmm XXX ::2:1 ,...,,  και nnnn YYY ::2:1 ,...,,  είναι οι διατεταγµένες παρατηρήσεις των 

δύο παραπάνω τυχαίων δειγµάτων, τότε συµβολίζουµε µε 1M  το πλήθος των 

−Y παρατηρήσεων που είναι µικρότερες από την mX :1  και µε iM  το πλήθος των 

−Y παρατηρήσεων που βρίσκονται µεταξύ των miX :1−  και miX : , mi ,...,3,2= . Αξίζει 

να σηµειωθεί ότι οι ποσότητες iM  σχετίζονται µε τις γνωστές exceedance  

στατιστικές συναρτήσεις υπέρβασης (exceedance statistics), των οποίων οι ιδιότητες 

έχουν µελετηθεί στη διεθνή βιβλιογραφία (βλ. Fligner & Wolfe (1976) και Randles & 

Wolfe (1979)). H στατιστική συνάρτηση προτεραιότητας, η οποία εκφράζει το 

πλήθος των −Y παρατηρήσεων που προηγούνται της −r οστής διατεταγµένης 

−X παρατήρησης, ορίζεται από τον ακόλουθο τύπο  

∑
=

=
r

i
ir MP

1
)( .      (3.3) 

Για παράδειγµα, όπως φαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα, για 4,8,4 === rnm  

Σχήµα 3.1. Σχηµατική παρουσίαση ενός στατιστικού ελέγχου προτεραιότητας 

                   01 =m       32 =m                    43 =m                    14 =m  

 •    •     •          •      •     •      •                 •  
                                   nY :1 nY :2  nY :3       nY :4   nY :5  nY :6   nY :7             nY :8  

 

 

 

                                        

                              •                       •                                    •                   •  
                             mX :1         mX :2           mX :3     mX :4  

η στατιστική συνάρτηση )(rP  είναι ίση µε  
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81430)4( =+++=P . 

Είναι σαφές ότι µεγάλες τιµές της συνάρτησης )(rP  δίνουν ένδειξη για την απόρριψη 

της µηδενικής υπόθεσης 0H  έναντι της εναλλακτικής 1H . Για καθορισµένο επίπεδο 

σηµαντικότητας a , η κρίσιµη περιοχή θα είναι της µορφής { }nss ,...,1, + , όπου  

):( 0)( YXr FFHsPPa =≥= . 

Υπό τη µηδενική υπόθεση YX FFH =:0 , τα δύο διαθέσιµα δείγµατα mXXX ,...,, 21  

και nYYY ,...,, 21  είναι ισόνοµα, οπότε το πλήθος των τρόπων επιλογής του 

−Y δείγµατος µεγέθους n  από ένα σύνολο )( nm +  παρατηρήσεων, είναι ίσο µε 










 +

n

nm
 . Παρατηρώντας ότι το συµβάν jP r =)(  εκφράζει το πλήθος των τρόπων 

επιλογής j  από τις πρώτες )1( −+ rj  διατεταγµένες παρατηρήσεις και στη συνέχεια 

)( jn −  από τις υπόλοιπες )( rjnm −−+  για τη δηµιουργία του −Y δείγµατος, 

µπορούµε να γράψουµε την ακόλουθη σχέση  










 +












−

−−+









 −+

===

m

nm

jn

rjnm

j

rj

FFHjPP YXr

1

):( 0)( .                   (3.4) 

Εναλλακτικά, µπορούµε να καταλήξουµε στην κατανοµή της στατιστικής 

συνάρτησης )(rP  (υπό τη µηδενική υπόθεση), αν, δεδοµένης της τιµής xX mr =: , 

γράψουµε την πιθανότητα ότι j  παρατηρήσεις του δείγµατος nYYY ,...,, 21  

προηγούνται της mrX :  ως εξής  

         )τηνπρινωνπαρατηρήσετωνπλήθος( :: xXjXYP mrmr ==− = 

( ) ( ) jn

Y

j

Y xFxF
j

n
−−










= )(1)( . 

Στη συνέχεια, ολοκληρώνοντας ως προς x  για να πάρουµε τη δέσµευση που τέθηκε 

για το mrX : , λαµβάνουµε τα εξής  

== )( )( jPP r  

               ∫
∞

∞−
==−= dxxfxXjXYP mrmrmr )()τηνπρινωνπαρατηρήσετωνπλήθος( :::     
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               ( ) ( )∫
∞

∞−

−−
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
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
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
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X
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X xFxF
j
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)(1)(  

                          ( ) ( ) dxxfxFxF
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m
X

rm
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r

Y )()(1)(
)!()!1(

! 1 −− −
−−

× , 

(3.5) 

όπου η συνάρτηση )(: xf mr  ορίζεται στο πρώτο Κεφάλαιο.  

Υπό τη µηδενική υπόθεση, µπορούµε να καταλήξουµε στην κατανοµή της 

)(rP , όπως αυτή δίνεται στην (3.4). Στον Πίνακα 3.2 παρουσιάζονται, για 

διαφορετικές τιµές των µεγεθών δειγµάτων nm,  και 5,4,3,2,1=r , η κρίσιµη τιµή s  

και το ακριβές επίπεδο σηµαντικότητας a  που επιτυγχάνεται (το δυνατόν 

πλησιέστερα στην τιµή 0.05).  

Πίνακας 3.2. Κρίσιµες τιµές s  και ακριβή επίπεδα σηµαντικότητας a  για   

                       στατιστικούς ελέγχους προτεραιότητας  

 1=r  2=r  3=r  4=r  5=r  

n  m  s  a  s  a  s  a  s  a  s  a  

10 10 4 0.043 6 0.029 7 0.035 8 0.035 9 0.029 

10 15 3 0.052 4 0.064 5 0.062 6 0.053 7 0.042 

15 15 4 0.049 6 0.040 7 0.054 8 0.064 10 0.033 

15 20 3 0.070 5 0.040 6 0.046 7 0.047 8 0.045 

20 20 4 0.053 6 0.046 7 0.064 9 0.041 10 0.048 

20 25 4 0.033 5 0.052 6 0.064 8 0.034 9 0.036 

25 25 4 0.055 6 0.049 8 0.037 9 0.048 10 0.057 

25 30 4 0.037 5 0.061 7 0.038 8 0.045 9 0.049 

30 30 4 0.056 6 0.051 8 0.040 9 0.052 10 0.063 

 Η επιλογή της συνάρτησης )(rP  ως στατιστική συνάρτηση που απεικονίζεται σε ένα 

διάγραµµα, οδηγεί στην κατασκευή ενός µη παραµετρικού διαγράµµατος ελέγχου 

προτεραιότητας (precedence control chart). Πράγµατι, η εντός ελέγχου κατανοµή της 

)(rP , όπως αυτή δίνεται στην (3.4), εξαρτάται µόνο από τις παραµέτρους σχεδιασµού 
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jnm ,,  και όχι από την κατανοµή της διεργασίας. Συνεπώς, ένας κανόνας απόφασης 

που βασίζεται στην )(rP , αλλά και το εντός ελέγχου µήκος ροής, θα είναι ελεύθερα 

κατανοµής, µε την προϋπόθεση ότι η κατανοµή της διεργασίας είναι συνεχής. Με 

άλλα λόγια, τα διαγράµµατα ελέγχου που στηρίζονται σε στατιστικές συναρτήσεις 

προτεραιότητας, είναι ανεξάρτητα της κατανοµής της διεργασίας, οπότε ανήκουν 

στην κατηγορία των µη παραµετρικών διαγραµµάτων.  

 Οι Eilbott & Nadles (1965) µελέτησαν τις ιδιότητες των στατιστικών ελέγχων 

προτεραιότητας, στις περιπτώσεις που οι κατανοµές YX FF ,  είναι εκθετικές, 

προσδιορίζοντας την ισχύ τους. Στην εργασία του Shorack (1967) τα αποτελέσµατα 

των Eilbott & Nadles (1965) επεκτείνονται σε µία ευρύτερη κλάση εναλλακτικών 

υποθέσεων της µορφής ( )γ)()(: xFxFH XYA = , όπου γ  είναι ένας θετικός ακέραιος 

αριθµός. Οι παραπάνω υποθέσεις, που έχουν εισαχθεί από τον Lehmann (1953), 

ονοµάζονται εναλλακτικές τύπου Lehmann  (Lehmann alternatives) και 

περιλαµβάνουν την κλάση των εκθετικών και των Weibull κατανοµών. Είναι χρήσιµο 

να γίνει διάκριση των εναλλακτικών υποθέσεων Lehmann  στις κλάσεις:  

(i) ( )γ)()(:1 xFxFH XY = , για 1>γ ( 1<γ ), η οποία για µικρές τιµές της 

παραµέτρου γ , αντιστοιχεί σε µετατόπιση προς τα δεξιά (προς τα 

αριστερά) της κατανοµής YF  ως προς την XF  

(ii) ( )γ)(11)(:2 xFxFH XY −−= , για 1>γ ( 1<γ ), η οποία για µικρές 

τιµές της παραµέτρου γ , αντιστοιχεί σε µετατόπιση προς τα αριστερά 

(προς τα δεξιά) της κατανοµής YF  ως προς την XF .  

Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις εναλλακτικές υποθέσεις τύπου 

Lehmann , ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Davies 

(1971) και Lehmann (1975). Οι Lin & Sukhatme (1992) µελέτησαν την ισχύ των 

στατιστικών ελέγχων προτεραιότητας έναντι της εναλλακτικής 2H  για 1<γ , ενώ για 

τις υπόλοιπες κλάσεις εναλλακτικών υποθέσεων, αντίστοιχα αποτελέσµατα 

παρουσιάζονται στην εργασία των Van der Laan & Chakraborti (2001). Ο Slud 

(1992) γενίκευσε τους ελέγχους προτεραιότητας, υλοποιώντας συγκρίσεις του 

−r οστού ποσοστηµορίου Kaplan−Meier του ενός δείγµατος, µε το αντίστοιχο 

−s οστό ποσοστηµόριο του δεύτερου δείγµατος. Για αναλυτικότερη περιγραφή των 

ιδιοτήτων των στατιστικών ελέγχων προτεραιότητας, αλλά και ανασκόπηση της 
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σχετικής διεθνούς βιβλιογραφίας για πλήρη και περικοµµένα δεδοµένα, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Chakraborti & Van der 

Laan (1996, 1997) και τη µονογραφία των Balakrishnan & Ng (2006).  

 Αξίζει να σηµειωθεί ότι η εναλλακτική υπόθεση ( )γ)()(:1 xFxFH XY =  ανήκει 

στη γενικότερη κλάση εναλλακτικών )()(: xFxFH XYA < , για 1>γ . Η ισχύς του 

ελέγχου είναι η πιθανότητα απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης 0H , ενώ ισχύει η 

εναλλακτική υπόθεση. Υπό την 1H , η σχέση (3.5) γράφεται ως εξής  
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Υλοποιώντας κατάλληλους µετασχηµατισµούς στο παραπάνω ολοκλήρωµα, 

συµπεραίνουµε ότι η ισχύς του στατιστικού ελέγχου προτεραιότητας δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  
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Μια ιδιαίτερα δηµοφιλής επιλογή στατιστικής συνάρτησης προτεραιότητας 

για τον έλεγχο ισονοµίας δύο δειγµάτων και συνεπώς για την κατασκευή ενός 

ελεύθερου κατανοµής διαγράµµατος ελέγχου, είναι 2/)1( += nr  µε n  περιττό. Στη 

συγκεκριµένη περίπτωση, η παρατήρηση )(rY  του τυχαίου δείγµατος που λαµβάνεται 

από τη διεργασία είναι η διάµεσος, η οποία συγκρίνεται µε τα όρια ελέγχου που έχουν 

εκτιµηθεί από κατάλληλες διατεταγµένες παρατηρήσεις του δείγµατος αναφοράς. Οι 

Janacek & Meikle (1997) πρότειναν την κατασκευή ενός µη παραµετρικού 

διαγράµµατος ελέγχου τύπου Shewhart  που βασίζεται στη διάµεσο µε όρια που 

υπολογίζονται µε τη βοήθεια ενός εντός ελέγχου δείγµατος αναφοράς, ενώ οι 

Chakraborti et al. (2004)  και Balakrishnan et al. (2008a, 2008c) µελέτησαν το 
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παραπάνω διάγραµµα, υπολογίζοντας το µέσο µήκος ροής του µε τη βοήθεια µιας 

τεχνικής δέσµευσης (βλ. Chakraborti (2000)) και προτείνοντας ταυτόχρονα 

πρόσθετες γενικεύσεις του. Τα µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου µε χρήση της 

διαµέσου και ορισµένες νέες γενικεύσεις αυτών µελετώνται εκτενώς στο Κεφάλαιο 4 

του παρόντος κειµένου.  

Πρόσθετα, για τον έλεγχο υποθέσεων που διατυπώνονται στην (3.2) ή 

ισοδύναµα για την κατασκευή διαγραµµάτων ελέγχου προτεραιότητας, µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί η στατιστική συνάρτηση Wilcoxon rank−sum, η οποία έχει εισαχθεί 

στην εργασία του  Wilcoxon (1945). Ορισµένα νέα µη παραµετρικά διαγράµµατα 

ελέγχου που κάνουν χρήση της παραπάνω βαθµολογικής συνάρτησης σε συνδυασµό 

µε ένα εντός ελέγχου δείγµα αναφοράς για την εκτίµηση των ορίων ελέγχου, 

εξετάζονται εκτενώς στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος κειµένου.  
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