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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  
 

 
ΘΕΩΡΙΑ ∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 
 

 
1.1 Εισαγωγή 

 
Η Θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων (theory of order statistics) ασχολείται µε τις 

ιδιότητες και εφαρµογές διατεταγµένων τυχαίων µεταβλητών, καθώς και 

συναρτήσεων των µεταβλητών αυτών. Αν n τυχαίες µεταβλητές niX i ,...,2,1, =  

διαταχθούν σε αύξουσα σειρά µεγέθους, τότε οδηγούµαστε στο διατεταγµένο δείγµα   

,... ::2:1 nnnn XXX ≤≤≤  

όπου µε nX :1  έχουµε συµβολίσει τη µικρότερη διατεταγµένη παρατήρηση του 

δείγµατος, nX :2  τη δεύτερη µικρότερη διατεταγµένη παρατήρηση του δείγµατος,..., 

nnX :  τη µεγαλύτερη διατεταγµένη παρατήρηση του δείγµατος (γενικά µε niX :  έχει 

συµβολιστεί η i−οστή διατεταγµένη παρατήρηση σε ένα δείγµα µεγέθους n). Αξίζει 

να σηµειωθεί ότι ακόµη και στην περίπτωση που οι µη διατεταγµένες τυχαίες 

µεταβλητές iX  είναι ανεξάρτητες  και ισόνοµες (independent and identically 

distributed, i.i.d.), οι τυχαίες µεταβλητές niX : , ni ,...,2,1=  είναι εξαρτηµένες λόγω 

των παραπάνω ανισοτικών σχέσεων που πρέπει να ικανοποιούν. 

 Παραδείγµατα τυχαίων µεταβλητών niX :  που παρουσιάζουν ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον, είναι οι ακραίες τιµές (extreme values) },...,,min{ 21:1 nn XXXX =  και 

},...,,max{ 21: nnn XXXX = , καθώς επίσης και συναρτήσεις, όπως το εύρος (range) 

nnn XXW :1: −= , η διάµεσος (median)  
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 η ακραία απόκλιση από το δειγµατικό µέσο (extreme deviate from the sample mean) 

XX nn −: , ενώ στις περιπτώσεις, στις οποίες το τυχαίο δείγµα ακολουθεί κανονική 

κατανοµή Ν(µ,σ
2
), ιδιαίτερα χρήσιµη είναι και η κατανοµή του τυποποιηµένου εύρους 
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(studentized range) νSW / , όπου νS  είναι µια αµερόληπτη εκτιµήτρια της 

παραµέτρου σ µε ν βαθµούς ελευθερίας. Οι ακραίες τιµές συµβάλουν σηµαντικά στη 

στατιστική µελέτη φυσικών φαινοµένων (π.χ. πληµµυρών, ξηρασίας) και στη θεωρία 

πλειστηριασµών (Krishna(2002)), το εύρος χρησιµοποιείται στον Έλεγχο Ποιότητας 

ως απλή εκτίµηση της τυπικής απόκλισης σ του υπό µελέτη χαρακτηριστικού, η 

διάµεσος βρίσκει εφαρµογές στις χρονοσειρές και στην κατασκευή µη παραµετρικών 

διαγραµµάτων ελέγχου,  η ακραία απόκλιση αποτελεί βασικό εργαλείο για τον 

εντοπισµό έκτροπων παρατηρήσεων (outliers) (Grubbs (1969), Barnett & Lewis 

(1984)), ενώ το τυποποιηµένο εύρος, που εξετάζεται λεπτοµερώς στις εργασίες του 

Borenius (1959, 1966), χρησιµοποιείται σε ελέγχους βιοϊσοδυναµίας και προβλήµατα 

ανάλυσης διακύµανσης.  

 Οι Sarhan & Greenberg (1957, 1962) χρησιµοποίησαν γραµµικές συναρτήσεις 

διατεταγµένων παρατηρήσεων για να εκτιµήσουν παραµέτρους θέσης και κλίµακας, 

τόσο σε πλήρη όσο και σε ελλιπή δεδοµένα (η συνάρτηση πυκνότητας µιας 

γραµµικής συνάρτησης διατεταγµένων παρατηρήσεων υπολογίζεται σε ειδικές 

περιπτώσεις κατανοµών, όπως για παράδειγµα για την εκθετική και την οµοιόµορφη 

στις εργασίες των Ali & Obaidullah (1982) και Ali & Mead (1969) αντίστοιχα). 

Εκτενής µελέτη γραµµικών εκτιµήσεων της µέσης τιµής σε κανονικούς πληθυσµούς, 

όπως για παράδειγµα  
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•  Winsorized µέσος: 
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•  Τροποποιηµένη εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας (modified maximum 

likelihood estimator):  
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•  Γραµµικά σταθµισµένος µέσος (linearly weighted mean): 
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πραγµατοποιείται στην εργασία των David & Shu (1978), µε βάση τους πίνακες που 

δίνονται στην εργασία των David et al. (1977). Επιπλέον, η ακραία τιµή nX :1  έχει 

χρησιµοποιηθεί εκτενώς για την εκτίµηση παραµέτρων σε µη κανονικές κατανοµές. 

Συγκεκριµένα, οι Cohen & Whitten (1980, 1981, 1982, 1985, 1986, 1988), Cohen 

(1988) και Cohen et al. (1984, 1985) υπολόγισαν εκτιµήτριες µέγιστης πιθανοφάνειας 

για τις παραµέτρους διαφόρων κατανοµών, όπως της Weibull, της 

λογαριθµοκανονικής ή της γενικευµένης Γάµµα κατανοµής.  

 Ένα ακόµη πεδίο στο οποίο η θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων παίζει 

σηµαντικό ρόλο, είναι η ταξινόµηση (ranking) και επιλογή πληθυσµών όταν η βασική 

υπόθεση είναι ότι οι τυχαίες µεταβλητές προέρχονται από διαφορετικούς 

πληθυσµούς. Στόχος είναι η αξιολόγηση και επιλογή του καλύτερου πληθυσµού µε 

βάση τα διαθέσιµα δεδοµένα. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στη µονογραφή των Gibbons et al. (1977). Επιπλέον, η 

θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων βρίσκει εφαρµογή στη διαδικασία πολλαπλών 

συγκρίσεων, όταν οι εµπλεκόµενες τυχαίες µεταβλητές δεν είναι ισόνοµες (βλ. 

Hochberg & Tamhane (1987)), αλλά και στη δηµιουργία µη παραµετρικών 

διαστηµάτων εµπιστοσύνης για διάφορα ποσοστηµόρια (ή διαφορές αυτών) της 

κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής (βλ. Krewski (1976), Guildbaud (1983, 2001), 

Fligner & Wolfe (1979) και Bristol (1990)). 

 Η θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων έχει επίσης ουσιαστική συµβολή στη 

µελέτη συστηµάτων αξιοπιστίας. Ένα σύστηµα n µονάδων ονοµάζεται 

k−από−τα−n:G αν λειτουργεί όταν και µόνο όταν λειτουργούν τουλάχιστον k από τις 

n µονάδες του. Είναι φανερό ότι, ο χρόνος έως την αποτυχία του συστήµατος (δηλαδή 

ο χρόνος ζωής του συστήµατος) είναι η )1( +− kn −οστή διατεταγµένη παρατήρηση ή 

ισοδύναµα ο χρόνος µέχρι να µείνουν σε λειτουργία λιγότερες από k µονάδες. Οι 

ειδικές περιπτώσεις 1=k  και nk = , αντιστοιχούν στο παράλληλο και το σειριακό 

σύστηµα. Στη Θεωρία Αξιοπιστίας υπάρχει πληθώρα συστηµάτων, των οποίων ο 

χρόνος ζωής µπορεί να µελετηθεί µε τη βοήθεια των κατανοµών των διατεταγµένων 

παρατηρήσεων. Αναλυτικότερη παρουσίαση δίνεται σε επόµενο κεφάλαιο του 

παρόντος κειµένου. Επιπλέον, στοχαστικές διατάξεις ανάµεσα στους χρόνους ζωής 

συστηµάτων αξιοπιστίας, οι οποίες υλοποιούνται µε τη στοχαστική σύγκριση 

διατεταγµένων παρατηρήσεων, προσφέρουν σηµαντικές πληροφορίες για την 
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ποιότητα και τη λειτουργία των συστηµάτων αυτών (βλ. Kim (1993), Bapat & 

Korwar (1994), Boland et al. (1994), Hu et al. (2001) και Korwar (2003)).  

 Σηµαντική είναι επίσης η συµβολή της θεωρίας διατεταγµένων παρατηρήσεων 

στο Στατιστικό Έλεγχο Ποιότητας. Βασικά εργαλεία για την παρακολούθηση µιας 

παραγωγικής διαδικασίας, είναι τα διαγράµµατα ελέγχου (control charts), τα οποία 

έχουν στόχο να εντοπίσουν τυχόν ειδικά αίτια µεταβλητότητας του υπό µελέτη 

χαρακτηριστικού. Η κατασκευή πολλών διαγραµµάτων ελέγχου βασίζεται σε 

διατεταγµένες παρατηρήσεις ή συναρτήσεις αυτών, όπως είναι το εύρος (R charts) 

και η διάµεσος (median charts). Επιπροσθέτως, πολλοί στατιστικοί έλεγχοι καλής 

προσαρµογής των δεδοµένων σε συγκεκριµένη κατανοµή στηρίζονται σε 

διατεταγµένες παρατηρήσεις, καθώς βασίζονται σε αποκλίσεις ανάµεσα στην 

εµπειρική και τη θεωρητική κατανοµή του υπό µελέτη δείγµατος (βλ. Tiku (1988)). 

Για παράδειγµα ένα γράφηµα των διατεταγµένων παρατηρήσεων έναντι απλών 

συναρτήσεων των τάξεων (ranks) τους, έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα χρήσιµο για 

παρόµοια προβλήµατα. Στην εργασία του Nelson (1972) έχει αναπτυχθεί η 

συγκεκριµένη τεχνική (µε γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης κινδύνου (hazard 

function)), προκειµένου να εκτιµηθούν παράµετροι από προοδευτικά λογοκριµένα 

δείγµατα (progressively censored samples).  

 H µελέτη των διατεταγµένων παρατηρήσεων έχει επεκταθεί και στις 

περιπτώσεις που οι τυχαίες µεταβλητές niX : , ni ,...,2,1=  είναι εξαρτηµένες και µη 

ισόνοµες. Οι Boncelet (1987) και Sathe & Dixit (1990) αποδεικνύουν αναδροµικές 

σχέσεις για τον υπολογισµό της κατανοµής τέτοιων διατεταγµένων παρατηρήσεων, 

ενώ στις εργασίες των Sen (1970), Pledger & Proschan (1971), Proschan & 

Sethuraman (1976), Hu & Hu (1998) και Kim et al. (1988) παρουσιάζονται 

ενδιαφέροντα αποτελέσµατα (ανισοτικές σχέσεις για την αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής και στοχαστικές διατάξεις ανάµεσα σε εξαρτηµένες και µη ισόνοµες 

τυχαίες µεταβλητές) που βρίσκουν εφαρµογή σε συστήµατα αξιοπιστίας µε 

εξαρτηµένες και µη ισόνοµες µονάδες. Για εκτενή ανάλυση µη ισόνοµων 

διατεταγµένων παρατηρήσεων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στην 

εργασία του Balakrishnan (2007). Τέλος, µία ακόµη εφαρµογή της θεωρίας των 

διατεταγµένων παρατηρήσεων εντοπίζεται σε τεχνικές συµπίεσης δεδοµένων (data 

compression), στις οποίες µεγάλος αριθµός δεδοµένων αντικαθίσταται µε µικρό 

αριθµό κατάλληλα επιλεγµένων διατεταγµένων παρατηρήσεων (για περισσότερες 
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λεπτοµέρειες ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία των 

Eisenberger & Posner (1965)). Η συγκεκριµένη εφαρµογή χρήζει ιδιαίτερης σηµασίας 

σε προγράµµατα διαστηµικών αποστολών. 

 

1.2 Από κοινού κατανοµή n διατεταγµένων παρατηρήσεων 

 

Στη συνέχεια θα υποθέτουµε ότι nXXX ,...,, 21  είναι ανεξάρτητες και απόλυτα 

συνεχείς τυχαίες µεταβλητές µε κοινή συνάρτηση πιθανότητας )(xf  και αθροιστική 

συνάρτηση κατανοµής )(xF  και θα συµβολίζουµε µε nnnn XXX ::2:1 ...,,,  τις 

αντίστοιχες διατεταγµένες παρατηρήσεις. Τότε, δεδοµένων των αντίστοιχων 

παρατηρούµενων τιµών nnnn xxx ::2:1 ... ≤≤≤  για τις n διατεταγµένες παρατηρήσεις, οι 

τυχαίες µεταβλητές iX  ),...,2,1( ni =  λαµβάνουν τις τιµές nik
x : , οι οποίες λόγω 

συµµετρίας είναι ισοπίθανες για κάθε µία από τις !n  µεταθέσεις ),...,,( 21 niii  των 

ακεραίων },...,2,1{ n . Ως αποτέλεσµα, καταλήγουµε στην ακόλουθη µορφή για την 

από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των n διατεταγµένων παρατηρήσεων (βλ. 

Balakrishnan & Cohen (1991))   

∏
=

=
n

i
ninnnnnn xfnxxxf

1
:::2:1:,...,2,1 ),(!),...,,(  ∞<<<<<∞− nnnn xxx ::2:1 ... .   (1.1)  

 Για παράδειγµα, αν οι τυχαίες µεταβλητές iX  ),...,2,1( ni =  ακολουθούν την 

οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1), τότε η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

των n διατεταγµένων παρατηρήσεων θα δίνεται από τον τύπο  

!),...,,( ::2:1:,...,2,1 nxxxf nnnnnn = , 1...0 ::2:1 <<<<< nnnn xxx .   (1.2) 

 

1.3 Από κοινού κατανοµή δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων 

 

Έστω ότι λαµβάνονται δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις njni XX :: ,  ( nji ≤<≤1 )από 

το σύνολο των n τυχαίων µεταβλητών nnnn XXX ::2:1 ...,,, .  Ένας τρόπος για να 

καταλήξουµε στην από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των njni XX :: , , είναι 

ολοκληρώνοντας την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των n διατεταγµένων 

παρατηρήσεων, που δίνεται στη σχέση (1.1), ως προς ,...,,, :1:2:1 ninn XXX −  

,...,,, :1:2:1 njnini XXX −++  nnnjnj XXX ::2:1 ...,,, ++ . Έτσι παίρνουµε  

        )()(!),( :::::, njninjninji xfxfnxxf =  
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(1.3) 

 

Υπολογίζοντας τα παραπάνω ολοκληρώµατα λαµβάνουµε αντιστοίχως τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα  
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις για τις τρεις οµάδες ολοκληρωµάτων στη 

σχέση (1.3), η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των njni XX :: ,  παίρνει την 

ακόλουθη µορφή  

1

::

1

::::, ))}()({)}({
)!()!1()!1(

!
),( −−− −

−−−−
= ij

ninj

i

ninjninji xFxFxF
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n
xxf  

 

)()())}(1{ ::: njni

jn

nj xfxfxF −−× ,     ∞<<<∞− njni xx :: .  (1.4) 

 

Αν θέσουµε στη σχέση (1.4) 1=i  και nj = , τότε προκύπτει εύκολα η από κοινού 

συνάρτηση πυκνότητας της µικρότερης και της µεγαλύτερης διατεταγµένης 

παρατήρησης, η οποία θα δίνεται από τον τύπο  

)()()}()(){1(),( ::1

2

:1:::1:,1 nnn

n

nnnnnnnn xfxfxFxFnnxxf −−−= , ∞<<<∞− nnn xx ::1 . 

Θέτοντας 1+= ij  στη σχέση (1.4) µπορούµε να πάρουµε την από κοινού συνάρτηση 

πυκνότητας δύο οποιονδήποτε διαδοχικών διατεταγµένων παρατηρήσεων nini XX :1: , +  

( 11 −≤≤ ni ) , η οποία θα έχει την εξής µορφή   
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Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των διατεταγµένων παρατηρήσεων 

njni XX :: ,  ( nji ≤<≤1 ), όπως αυτή δίνεται στη σχέση (1.4), είναι δυνατόν να 

µελετηθεί και µε έναν δεύτερο εναλλακτικό τρόπο, ο οποίος είναι αλγεβρικά 

απλούστερος και επιτρέπει περαιτέρω γενικεύσεις που µπορούν να εφαρµοσθούν σε 

πολυπλοκότερα προβλήµατα (ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στα 

κείµενα των David (2003), David & Shu (1978) και Arnold & Balakrishnan (1989)). 

Πιο συγκεκριµένα, το ενδεχόµενο ( njnjnjnjnininini xxXxxxXx :::::::: , δδ +≤<+≤< ) 

αντιστοιχεί στην ακόλουθη τοποθέτηση των τυχαίων µεταβλητών iX  του αρχικού 

δείγµατος: µία από τις τυχαίες µεταβλητές iX  ),...,2,1( ni =  λαµβάνει τιµή στο 

διάστηµα ],( ::: ninini xxx δ+ , µία δεύτερη λαµβάνει τιµή στο διάστηµα 

],( ::: njnjnj xxx δ+  και για τις υπόλοιπες ικανοποιούνται οι επόµενοι περιορισµοί (βλ. 

και σχήµα 1.1) : 

• ( 1−i ) τυχαίες µεταβλητές είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή nix : , 

• ( 1−− ij ) τυχαίες µεταβλητές είναι µεγαλύτερες από την τιµή 

nini xx :: δ+   και µικρότερες ή ίσες από την τιµή njx : ,   

• ( jn − ) τυχαίες µεταβλητές είναι µεγαλύτερες από την τιµή njnj xx :: δ+ . 

ΣΧΗΜΑ 1.1. 

nix

i

:

]

148476 −

∞−
−−−−−−

nini xx ::

]

1

δ+
−−−
876

njx

ij

:

]

148476 −−

−−−−−−
}

njnj xx ::

]

1

δ+
−−−

48476 jn−

∞
−−−−−− . 

Η πιθανότητα να παρατηρηθεί η παραπάνω διάταξη δίνεται από την ακόλουθη 

έκφραση η οποία προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας της πολυωνυµικής 

κατανοµής   

=+≤<+≤< ),( :::::::: njnjnjnjnininini xxXxxxXxP δδ  

                  1

:::

1

: )}()({)}({
)!()!1()!1(

! −−− +−
−−−−

= ij

nininj

i

ni xxFxFxF
jniji

n
δ  

                 )}()({)}(1{ ::::: ninini

jn

njnj xFxxFxxF −++−× − δδ  

                 )}()({ ::: njnjnj xFxxF −+× δ  

                 ))((O))((O 2

:::

2

: njninjni xxxx δδδδ ++ . 
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Στις ποσότητες ))((O :

2

: njni xx δδ  και ))((O 2

:: njni xx δδ  έχουν ενσωµατωθεί οι 

πιθανότητες ότι παραπάνω από µία τ.µ. iX ni ,...,2,1, =  λαµβάνουν τιµή στα 

διαστήµατα ],( ::: ninini xxx δ+  και ],( ::: njnjnj xxx δ+  αντίστοιχα. Συνεπώς η από κοινού 

συνάρτηση πυκνότητας των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni XX :: ,  ( nji ≤<≤1 ) 

θα προκύψει από την τελευταία σχέση ως εξής  

njni

njnjnjnjnininini

x
x

njninji
xx

xxXxxxXxP
xxf

nj

ni
::

::::::::

0
0

:::,

),(
lim),(

:

: δδ

δδ

δ
δ

+≤<+≤<
=

→
→

 

                       1

::

1

: )}()({)}({
)!()!1()!1(

! −−− −
−−−−

= ij

ninj

i

ni xFxFxF
jniji

n
 

                                    ,),()()}(1{ ::::: ∞<<<∞−−× −
njninjni

jn

nj xxxfxfxF  

οπότε καταλήγουµε και πάλι στην έκφραση (1.4).  

  Στην περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές iX ni ,...,2,1, =  ακολουθούν 

οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1), η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των 

ακραίων τιµών nnn XX ::1 ,  δίνεται από τον ακόλουθο τύπο  

2

:1:::1:,1 ))(1(),( −−−= n

nnnnnnnn xxnnxxf ,           10 ::1 <<< nnn xx . 

 Η τελευταία έκφραση έχει σηµαντική συµβολή στη µελέτη των κατανοµών του 

εύρους και του µέσου εύρους (midrange). Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Gumbel (1944, 1947), 

Gumbel et al. (1965) και τις µονογραφές των Casella & Berger (2002) και Gumbel 

(1958).     

 Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί πως η από κοινού αθροιστική 

συνάρτηση κατανοµής των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni XX :: ,  ( nji ≤<≤1 ) 

προκύπτει αν ολοκληρώσουµε την έκφραση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας 

των njni XX :: , , όπως αυτή δίνεται στη σχέση (1.4), διαδοχικά ως προς niX :  και njX : . 

Έτσι θα πάρουµε  

),( :::, njninji xxF ,)1()(
)!()!1()!1(

!
122

1

12

1

1

)(

0

)(

0

: :

dtdttttt
jniji

n jnijixF xFni nj −−−− −−
−−−−

= ∫ ∫  

 

∞<<<∞− njni xx :: .  (1.5) 
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Εναλλακτικά, η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής των njni XX :: ,  µπορεί 

να εκφρασθεί ως ακολούθως 

),(),( :::::::, njnjnininjninji xXxXPxxF ≤≤=  

                        =P(τουλάχιστον i τ.µ. iX  είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή nix :   

                              και τουλάχιστον j είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή njx : ) 

                       ∑∑
= =

=
n

js

s

ir

P (ακριβώς r τ.µ. iX  είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή nix :    

                                   και ακριβώς s τ.µ. iX  είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή njx : )   

                        .)}(1{)}()({)}({
)!()!(!

!
::::∑∑

= =

−− −−
−−

=
n

js

s

ir

sn

nj

rs

ninj

r

ni xFxFxFxF
snrsr

n
 

Συνεπώς η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής των διατεταγµένων 

παρατηρήσεων njni XX :: ,  ( nji ≤<≤1 ) αποτελεί την ουρά της δισδιάστατης 

διωνυµικής κατανοµής στην ορθογώνια περιοχή ),(),...,1,(),,( nnijij + . Σηµειώνουµε 

ότι, συγκρίνοντας τις δύο παραπάνω εκφράσεις, προκύπτει η ακόλουθη χρήσιµη 

ισότητα (για 10 21 <<< pp ) 

∑∑
= =

−− =−−
−−

n

js

s

ir

snrsr pppp
snrsr

n
)1()(

)!()!(!

!
2121                                        

                                  .)1()(
)!()!1()!1(

!
122

1

12

1

10 0

1 2

dtdttttt
jniji

n jnijip p −−−− −−
−−−−

= ∫ ∫  

Είναι φανερό από τη σχέση (1.5), πως η από κοινού αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni XX :: ,  είναι µια µη πλήρης 

διδιάστατη συνάρτηση Βήτα. Μια διαφορετική προσέγγιση της παραπάνω 

συνάρτησης δίνεται στην εργασία του Galambos (1975). Η συσχέτιση των 

διατεταγµένων παρατηρήσεων njni XX :: ,  έχει µελετηθεί από τους Bofinger & 

Bofinger (1965) για την περίπτωση της δισδιάστατης κανονικής κατανοµής, ενώ για 

µη κανονικές κατανοµές από τον Bofinger (1970). Για µια γενικότερη ανασκόπηση 

στα αποτελέσµατα της συσχέτισης πολυµεταβλητών δεδοµένων, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία του Barnett (1976).         

Στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα για να 

µελετήσουµε δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις στην περίπτωση που οι τυχαίες 

µεταβλητές iU  ),...,2,1( ni =  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες, και  προέρχονται από 
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την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1). Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.4), η 

από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni UU :: ,  

( nji ≤<≤1 ) παίρνει την ακόλουθη µορφή  

jn

nj

ij

ninj

i

ninjninji uuuu
jniji

n
uuf −−−− −−

−−−−
= )1()(

)!()!1()!1(

!
),( :

1

::

1

::::, ,  

10 :: ≤<≤ njni uu . 

(1.6) 

Αξίζει να επισηµανθεί ότι η (1.6) είναι η συνάρτηση πυκνότητας της  δισδιάστατης 

κατανοµής Βήτα (ή κατανοµής  Dirichlet), ενώ ο σταθερός όρος που εµφανίζεται 

στην ίδια σχέση είναι της µορφής 1)}1,,({ −+−− jnijiB , όπου ),,( cbaB  είναι η 

τριπαραµετρική πλήρης συνάρτηση Βήτα  

)(

)()()(
),,(

cbaΓ

cΓbΓaΓ
cbaB

++
= , 

και  

∫
∞ −−=
0

1)( dttezΓ zt  

είναι η πλήρης συνάρτηση Γάµµα.  

Με τη βοήθεια της σχέσης (1.6), µπορούµε να υπολογίσουµε την ),( ji mm −οστή 

ροπή των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni UU :: , , όπως φαίνεται παρακάτω 

jinjninji

u m

nj

m

ni

m

nj

m

ni

mm

nji duduuufuuUUE
j jijiji ),()( :::,

1

0 0 ::::

),(

:, ∫ ∫==µ  

                                )1,(),(
)!()!1()!1(

!
+−++−+

−−−−
= jnmmjBijmiB

jniji

n
jii , 

ενώ µετά από αλγεβρικές απλοποιήσεις καταλήγουµε στην ακόλουθη έκφραση  

)!1(

)!1(

)!1(

)!1(

)!(

!)(

:, −+

−++

−

−+

++
=

i

jii

ji

mm

nji
mj

mmj

i

mi

mmn

n
jiµ . 

Θέτοντας στην τελευταία σχέση 1== ji mm , λαµβάνουµε τον ακόλουθο τύπο  

)2)(1(

)1(
)( :::, ++

+
==

nn

ji
UUE njninjiµ ,       nji ≤<≤1 , 

και εισάγοντας τον συµβολισµό 

,)( :: inini pUE ==µ  

υπολογίζεται η συνδιακύµανση των δύο τυχαίων µεταβλητών njni UU :: , , ως εξής 
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)2(
),( :::,:: +

=−=
n

qp
UUCov

ji

njninjinjni µµµ , 

όπου  

2+
=
n

i
pi , jj pq −= 1 . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι από την τελευταία σχέση είναι φανερό ότι η συνδιακύµανση 

των τ.µ. njni UU :: ,  είναι µη µηδενική, γεγονός που επιβεβαιώνει ότι δύο διατεταγµένες 

παρατηρήσεις από ένα τυχαίο δείγµα είναι εξαρτηµένες µεταβλητές. Ωστόσο, οι 

τυχαίες µεταβλητές njni UU :: /  και njU :  αποδεικνύεται ότι είναι ανεξάρτητες και ότι 

ακολουθούν Βήτα κατανοµές µε παραµέτρους ),( iji −  και )1,( +− jnj  αντίστοιχα. 

Πρόσθετες ενδιαφέρουσες ιδιότητες σχετικά µε διατεταγµένες παρατηρήσεις από την 

οµοιόµορφη κατανοµή δίνονται στις εργασίες των Malmquist (1950) και David & 

Johnson (1954).   

 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο τριγωνικός κανόνας (triangle rule)  που 

ικανοποιούν οι ),( ji mm −οστές ροπές των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni UU :: , , 

για nji ≤<≤2 , όπως φαίνεται στον ακόλουθο τύπο  

),(

1:1,1

),(

:1,1

),(

:,1

),(

:, )1()()1( jijijiji mm

nji

mm

nji

mm

nji

mm

nji njniji −−−−−− =+−+−+− µµµµ ,   ,...2,1, =ji mm . 

Η τελευταία αναδροµική σχέση που αρχικά αποδείχθηκε στην εργασία του 

Govindarajulu (1963), επιτρέπει τον υπολογισµό των ),( ji mm −οστών ροπών από 

)1( −n  κατάλληλα επιλεγµένα ζεύγη διατεταγµένων παρατηρήσεων, αν είναι 

διαθέσιµες οι συγκεκριµένες ροπές στα δείγµατα µεγέθους µικρότερου από n . 

Παράλληλα, οι Srikantan (1962)  και Balakrishan et al. (1992) έχουν αποδείξει, για 

nji ≤<≤1 , την ακόλουθη αναδροµική σχέση για τις ),( ji mm −οστές ροπές 

),(

:1,

1

1

1),(

:,

1

1

1
)1( jiji mm

srr

j

ir

n

rjns

jinsmm

nji

s

n

jn

rs

i

r
+

−

= ++−=

+−−+






















−

−−











−

−
−=∑ ∑ µµ ,  ,...2,1, =ji mm , 

ενώ οι συνδιακυµάνσεις δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων njni UU :: , , για 

nji ≤<≤2 , ικανοποιούν την ακόλουθη αναδροµική σχέση (βλ. Balakrishnan 

(1989)) 

),()1(),()(),()1( :1:1::1:: njninjninjni UUCovjnUUCovijUUCovi −−− +−+−+−                                                  

                                           )})((),({ :1:1:11:11:11:1 njnjnininjni UUCovn µµµµ −−+= −−−−−−−−− . 
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Για γενικότερα αποτελέσµατα σχετικά µε τη συνδιακύµανση συναρτήσεων 

διατεταγµένων παρατηρήσεων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στην 

εργασία του Qi (1994).   

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.5), η από κοινού αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής των διατεταγµένων παρατηρήσεων njni UU :: ,  για την περίπτωση που οι 

τυχαίες µεταβλητές iU ni ,...,2,1, =  ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο 

διάστηµα (0,1), παίρνει την ακόλουθη µορφή  

),( :::, njninji uuF ,)1()(
)!()!1()!1(

!
122

1

12

1

10 0

: :

dtdttttt
jniji

n jnijiu uni nj −−−− −−
−−−−

= ∫ ∫  

10 :: ≤<≤ njni uu .  (1.7) 

1.4 Κατανοµή µίας διατεταγµένης παρατήρησης 

 

Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε την κατανοµή µιας διατεταγµένης 

παρατήρησης niX :  )1( ni ≤≤  που επιλέγεται από το σύνολο των n ανεξάρτητων και 

ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών nnnn XXX ::2:1 ...,,, . Ακολουθώντας ίδια µεθοδολογία 

µε αυτή που εφαρµόσθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, η συνάρτηση πυκνότητας 

της niX :  µπορεί να προκύψει από τη σχέση (1.1) µε διαδοχικές ολοκληρώσεις ως 

προς ,...,,, :1:2:1 ninn XXX − nnnjni XXX ::2:1 ...,,, ++ , όπως φαίνεται ακολούθως  

                  )(!)( ::: ninini xfnxf = ninni

x

n

x

dxdxxfxf
nn

:1:1:1:1 )()(
:2:1

−−∞−∞−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅× ∫∫  

  nnninn

x

x nix
dxdxxfxf

ni

nini
::1::1 )()(

:2

::

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅× ++

∞

∫∫
+

. 

 

 Ωστόσο, γνωρίζοντας την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας (1.4) δύο 

διατεταγµένων παρατηρήσεων niX : , njX : , nji ≤<≤1 , µπορούµε να καταλήξουµε 

στη ζητούµενη πυκνότητα της niX : , ολοκληρώνοντας την έκφραση (1.4) µόνο ως 

προς njX : . Πιο συγκεκριµένα, η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της niX :  

)1( ni ≤≤  παίρνει την παρακάτω µορφή  

)()}(1{)}({
)!()!1(

!
)( ::

1

::: ni

in

ni

i

ninini xfxFxF
ini

n
xf −− −

−−
= ,    .: ∞<<∞− nix       

(1.8) 
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Για παράδειγµα, η συνάρτηση πυκνότητας της ελάχιστης και της µέγιστης 

διατεταγµένης παρατήρησης προκύπτει θέτοντας στη σχέση (1.8) 1=i  και ni =  

αντίστοιχα, οπότε θα πάρουµε  

)()}(1{)( :1

1

:1:1:1 n

n

nnn xfxFnxf −−= ,  ∞<<∞− nx :1  

και  

)()}({)( :

1

::: nn

n

nnnnnn xfxFnxf −= ,  ∞<<∞− nnx : . 

Εναλλακτικά, προκειµένου να υπολογίσουµε την περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας 

της niX : ni ,...,2,1, = , µπορούµε να εκφράσουµε το ενδεχόµενο 

( nininini xxXx :::: δ+≤< ) ως εξής: µία από τις τυχαίες µεταβλητές iX  ),...,2,1( ni =  

λαµβάνει τιµή στο διάστηµα ],( ::: ninini xxx δ+  έτσι ώστε (βλ. το ακόλουθο 

σχεδιάγραµµα) 

• ( 1−i ) τυχαίες µεταβλητές  να είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή nix : ,  

• ( in − ) τυχαίες µεταβλητές  να είναι µεγαλύτερες από την τιµή nini xx :: δ+ . 

ΣΧΗΜΑ 1.2. 

nix

i

:

]

148476 −

∞−
−−−−−−

nini xx ::

]

1

δ+
−−−
876 48476 in−

∞
−−−−−− . 

Η πιθανότητα να παρατηρηθεί η παραπάνω διάταξη εκφράζεται ως εξής  

=+≤< )( :::: nininini xxXxP δ in

nini

i

ni xxFxF
ini

n −− +−
−−

)}(1{)}({
)!()!1(

!
::

1

: δ  

                                               )}()({ ::: ninini xFxxF −+× δ ))(( 2

:nixO δ+ , 

όπου ο όρος ))((O 2

:nixδ  αντιστοιχεί στην πιθανότητα ότι παραπάνω από µία τ.µ. iX  

),...,2,1( ni =  λαµβάνουν τιµή στο διάστηµα ],( ::: ninini xxx δ+ . Συνεπώς η συνάρτηση 

πυκνότητας της διατεταγµένης παρατήρησης niX :  )1( ni ≤≤  προκύπτει από την 

τελευταία σχέση ως ακολούθως  

ni

nininini

x
nini

x

xxXxP
xf

ni
:

::::

0
::

)(
lim)(
: δ

δ
δ

+≤<
=

→
   

               )()}(1{)}({
)!()!1(

!
::

1

: ni

in

ni

i

ni xfxFxF
ini

n −− −
−−

= ,                  ,: ∞<<∞− nix  

(1.9) 

και έτσι καταλήγουµε και πάλι στην έκφραση (1.8).  
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Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της niX : ni ≤≤1,  µπορεί να εκφρασθεί όπως 

φαίνεται παρακάτω 

         )()( :::: nininini xXPxF ≤=   

                             =P(τουλάχιστον i τ.µ. iX  είναι µικρότερες ή ίσες από την τιµή nix : )  

                            rn

ni

r

ni

n

ir

xFxF
r

n −

=

−







=∑ )}(1{)}({ :: .               

(1.10) 

Είναι φανερό από την τελευταία σχέση πως η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της 

niX :  εκφράζεται µέσω της ουράς (tail probability) της διωνυµικής κατανοµής 

))(,( :nixFnb , όπου n είναι το πλήθος των δοκιµών και )( :nixF  η πιθανότητα 

επιτυχίας. Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι η αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής της niX :  µπορεί εναλλακτικά να γραφεί µε τη βοήθεια της αρνητικής 

διωνυµικής κατανοµής, όπως απέδειξαν οι Pinsker et al. (1986). Πράγµατι, έχουµε 

διαδοχικά    

)()( :::: nininini xXPxF ≤=   

                             =P(συµβαίνουν i επιτυχίες σε σύνολο το πολύ n δοκιµών µε  

                                    πιθανότητα επιτυχίας )(xF )  

                            

{ } { } { } { }

{ } { } .,)(1)(
1

1
...

)(1)(
1

)(1)(
1

1
10

∞<<∞−−










−

−
++

−










−
+−











−

−
=

−
xxFxF

i

n

xFxF
i

i
xFxF

i

i

ini

ii

                      

                                         

Ταυτόχρονα είναι γνωστό πως η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της niX : , για 

ni ≤≤1 , ικανοποιεί τις ακόλουθες αναδροµικές σχέσεις (βλ. David & Shu (1978)) 

{ } { } rnr

nrnrnr xFxF
r

n
xFxF

−
+ −










+= )(1)()()( ::1:  

και  

{ } { } rnr

nrnrnr xFxF
r

n
xFxF

−
− −











−

−
+= )(1)(

1

1
)()( :1:: , 

για 1,...,2,1 −= nr .  
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 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο τριγωνικός κανόνας (triangle rule)  που 

ικανοποιούν οι ροπές µιας διατεταγµένης παρατήρησης niU : , για 11 −≤≤ ni , όπως 

φαίνεται στον ακόλουθο τύπο  

)(

1:

)(

:

)(

:1 )( m

ni

m

ni

m

ni nini −+ =−+ µµµ ,     ,...2,1=m . 

Eναλλακτικά, οι ροπές −m τάξης µπορούν να υπολογισθούν από την επόµενη 

έκφραση 

)(

:

)(

:

1

1
)1( m

rr

n

ir

irm

ni

i

r

r

n
µµ ∑

=

−












−

−










−= .  

Αν θέσουµε 2/ni =  στον παραπάνω τριγωνικό κανόνα, παίρνουµε  

  )(

1:2/

)(

:2/

)(

:12/ }{
2

1 m

nn

m

nn

m

nn −+ =+ µµµ , 

και για την ειδική περίπτωση 1=m , προκύπτει άµεσα η σχέση 

1:2/:2/:12/ }{
2

1
−+ =+ nnnnnn µµµ  

ή ισοδύναµα 

)()}(
2

1
{ 1:2/:2/:12/ −+ =+ nnnnnn XEXXE , 

η οποία δηλώνει ότι η αναµενόµενη τιµή της δειγµατικής διαµέσου σε ένα δείγµα 

µεγέθους n , είναι ίση µε την αναµενόµενη τιµή της δειγµατικής διαµέσου σε ένα 

δείγµα περιττού µεγέθους )1( −n .    

Στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα για τη συνάρτηση 

πυκνότητας και την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής µίας διατεταγµένης 

παρατήρησης για την περίπτωση, που οι τυχαίες µεταβλητές iU ni ,...,2,1, =  είναι 

ανεξάρτητες, ισόνοµες και προέρχονται από την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

(0,1). Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.8), η συνάρτηση πυκνότητας της διατεταγµένης 

παρατήρησης niU :  δίνεται από τον ακόλουθο τύπο  

in

ni

i

ninini uu
ini

n
uf −− −

−−
= )1(

)!()!1(

!
)( :

1

::: ,                   ,10 : ≤≤ niu  

και είναι φανερό πως η κατανοµή της τ.µ. niU :  ταυτίζεται µε την κατανοµή Βήτα µε 

παραµέτρους i και 1+− in  (για εκτενή µελέτη της κατανοµής Βήτα ο αναγνώστης 

παραπέµπεται στα κείµενα των Johnson et al. (1995) και Κούτρας (2002)).       
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Με τη βοήθεια της τελευταίας σχέσης, µπορούµε να υπολογίσουµε την m−οστή ροπή 

της διατεταγµένης παρατήρησης niU : , ως εξής 

)1,(/)1,()()(
1

0 :::::

)(

: +−+−+=== ∫ iniBinmiBduufuUE ninini

m

ni

m

ni

m

niµ  

ή ισοδύναµα  

)!1(

)!1(

)!(

!)(

: −
−+

+
=

i

mi

mn

nm

niµ , 

 

Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της niU :  δίνεται, σύµφωνα µε την (1.10), από 

τον ακόλουθο τύπο  

rn

ni

r

ni

n

ir
niU uu

r

n
uF

ni

−

=

−







=∑ )1()( ::::

 

ή εναλλακτικά (βλ. σχέση (1.9))  

=)( :: niU uF
ni

dttt
ini

nniu ini∫ −− −
−−

:

0

1 )1(
)!()!1(

!
,        ,10 : ≤≤ niu  

(1.11) 

η οποία είναι µια συνάρτηση Βήτα.  

Συγκρίνοντας τις τελευταίες σχέσεις µε τις (1.9) και (1.10), καταλήγουµε στην 

ακόλουθη έκφραση για την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής µίας διατεταγµένης 

παρατήρησης niX :  )1( ni ≤≤ , από τυχαίο δείγµα µεγέθους n που προέρχεται από 

οποιαδήποτε κατανοµή F ,   

=)( :: nini xF dttt
ini

nnixF ini∫ −− −
−−

)(

0

1:

)1(
)!()!1(

!
,  ∞<<∞− nix : . 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι, στη διεθνή βιβλιογραφία έχουν διατυπωθεί 

και αποδειχθεί αντίστοιχα αποτελέσµατα υπολογισµού των ροπών µιας διατεταγµένης 

παρατήρησης που προέρχεται από άλλες συνεχείς κατανοµές, όπως για παράδειγµα 

την κατανοµή Pareto (Huang (1991)), την εκθετική κατανοµή (Joshi (1978, 1982)), 

την κατανοµή Weibull (Lieblein (1955)), τη λογιστική (Gupta & Shah (1965), 

Balakrishnan & Kocherlakota (1986)) την κανονική (Teichroew (1956), Sarhan & 

Greenberg (1956)), την κατανοµή Γάµµα (Gupta (1960)), κ.α.  

 

1.5 Ιδιότητες των διατεταγµένων παρατηρήσεων 

 

Στη συγκεκριµένη παράγραφο θα παρουσιάσουµε γνωστά αποτελέσµατα που 

αφορούν τις διατεταγµένες παρατηρήσεις, τα οποία θα φανούν χρήσιµα σε επόµενα 
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κεφάλαια. Θεωρούµε ότι nUUU ...,,, 21  είναι ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n  που 

προέρχεται από την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1) και nXXX ...,,, 21  ένα 

τυχαίο δείγµα µεγέθους n  που προέρχεται από µία κατανοµή )(xF . Επιπλέον, 

nnnn UUU ::2:1 ...,,,  και nnnn XXX ::2:1 ...,,,  είναι τα διατεταγµένα δείγµατα που 

προκύπτουν από τα παραπάνω δείγµατα αντιστοίχως. Είναι γνωστό ότι αν η 

κατανοµή )(xF  είναι συνεχής, τότε ο µετασχηµατισµός )(XFU =  παράγει την 

οµοιόµορφη κατανοµή. Συνεπώς, όταν η )(xF  είναι συνεχής ισχύει ότι 

                                                        ni

d

ni UXF :: )( = ,             ni ,...,2,1= , 

όπου 
d

=  συµβολίζει την ταύτιση των κατανοµών που ακολουθούν οι δύο τυχαίες 

µεταβλητές. Αν )(1 ⋅−F  είναι η αντίστροφη αθροιστική συνάρτηση, η οποία ορίζεται 

ως ακολούθως  

                                                })(:inf{)(1 uxFxuF ≥=− ,             10 << u  

τότε θα ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις  

uuFF ≥− ))(( 1 ,          xxFF ≤− ))(( 1  

και οδηγούµαστε  στην ισοδυναµία (βλ. Serfling (1980)) 

xuFxFu ≤⇔≤ − )()( 1 . 

Συνεπώς, για 1)(0 ≤≤ xF , έχουµε τα εξής  

))(())(())()(()()( 1 xUFPxFUPxFXFPxXPxF ≤=≤=≤=≤= − , 

ή ισοδύναµα  

              i

d

i XUF =− )(1 ,                ni ,...,2,1=    (1.12) 

και 

                                        ni

d

ni XUF ::

1 )( =− ,           ni ,...,2,1= .   (1.13) 

Οι σχέσεις (1.12) και (1.13), οι οποίες είχαν αρχικά παρατηρηθεί από τους Scheffe 

και Tukey (1945), µπορούν (µε τη βοήθεια της σχέσης (1.11)) να οδηγήσουν στην 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής και τη συνάρτηση πυκνότητας της διατεταγµένης 

παρατήρησης niX : ni ≤≤1, . Επιπλέον, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 

κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης ενός ποσοστηµορίου )(1 pF −  του πληθυσµού, 

των οποίων τα όρια είναι διατεταγµένες παρατηρήσεις. Πιο συγκεκριµένα, αν η 

κατανοµή είναι απόλυτα συνεχής, τότε ppFF =− ))(( 1  και συνεπώς έχουµε  
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)())(())(( ::

1

: pUPpXFPpFXP ninini ≤=≤=≤ −
.)1(∑

=

−−









=

n

ir

rnr pp
r

n
 

Όµως για ji < , ισχύουν τα ακόλουθα  

))(),(())(( 1

:

1

:

1

: pFXpFXPpFXP njnini

−−− <≤=≤  

                                                           ))(),(( 1

:

1

: pFXpFXP njni

−− ≥≤+  

                                                       ))(())(( :

1

:

1

: njninj XpFXPpFXP ≤≤+<= −− . 

Εφόσον η τυχαία µεταβλητή njX :  είναι απόλυτα συνεχής, η τελευταία ισότητα 

γράφεται στην ακόλουθη µορφή  

))(())(())(( 1

:

1

::

1

: pFXPpFXPXpFXP njninjni

−−− ≤−≤=≤≤  

           .)1(
1

∑
−

=

−−









=

j

ir

rnr pp
r

n
              (1.14) 

Συνεπώς µπορούµε να κατασκευάσουµε διάστηµα εµπιστοσύνης για την ποσότητα 

)(1 pF −  της µορφής ],[ :: njni YY  µε συντελεστή που δίνεται στην (1.14). Είναι φανερό 

πως το διάστηµα εµπιστοσύνης που δηµιουργείται µε τον τρόπο αυτό δεν εξαρτάται 

από την κατανοµή F  και µπορεί να προσδιορισθεί µε τη βοήθεια των πινάκων της 

διωνυµικής κατανοµής. Η συγκεκριµένη µέθοδος µπορεί να γενικευθεί για την 

κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης για διαφορές ποσοστηµορίων, όπως για 

παράδειγµα για το γνωστό ενδοτεταρτηµοριακό εύρος (interquartile range). Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις 

εργασίες των Thompson (1936), McKinnon (1964) και Hettmansperger & Sheather 

(1986). 

 Οι επόµενες δύο προτάσεις συνδέουν τη δεσµευµένη κατανοµή 

διατεταγµένων παρατηρήσεων (η δέσµευση αναφέρεται σε µία διατεταγµένη 

παρατήρηση) µε την κατανοµή διατεταγµένων παρατηρήσεων που προέρχονται από 

πληθυσµό, του οποίου η κατανοµή είναι µία περικοµµένη µορφή της αρχικής 

κατανοµής F  του πληθυσµού. 

Πρόταση 1.1.  Έστω nXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n  που προέρχεται από 

µία κατανοµή )(xF  και nnnn XXX ::2:1 ...,,,  το αντίστοιχο διατεταγµένο δείγµα. Τότε η 

δεσµευµένη κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής njX : , δοθέντος ότι ini xX =:  για ji < , 

είναι ίδια µε την κατανοµή της )( ij − −οστής διατεταγµένης παρατήρησης από ένα 
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δείγµα µεγέθους )( in −  που προέρχεται από την περικοµµένη (αριστερά στην τιµή ix ) 

κατανοµή )(xF . 

 

Πρόταση 1.2.  Έστω nXXX ...,,, 21  ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n  που προέρχεται από 

µία κατανοµή )(xF  και nnnn XXX ::2:1 ...,,,  το αντίστοιχο διατεταγµένο δείγµα. Τότε η 

δεσµευµένη κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής niX : , δοθέντος ότι jnj xX =:  για ji < , 

είναι ίδια µε την κατανοµή της i −οστής διατεταγµένης παρατήρησης από ένα δείγµα 

µεγέθους )1( −j  που προέρχεται από την περικοµµένη (δεξιά στην τιµή jx ) κατανοµή 

)(xF .       

Τα αποτελέσµατα των παραπάνω προτάσεων γενικεύονται και στην 

περίπτωση που η δέσµευση γίνεται µε δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις. Για τις 

αποδείξεις των Προτάσεων 1.1 και 1.2, αλλά και τις γενικεύσεις αυτών, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στη µονογραφή των Arnold et al. (1992). 

Στην περίπτωση που η κατανοµή του υπό µελέτη δείγµατος nXXX ...,,, 21  

είναι συµµετρική γύρω από το µηδέν, η κατανοµή των διατεταγµένων παρατηρήσεων 

niX : ni ≤≤1, , παρουσιάζει ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Πιο συγκεκριµένα, 

χρησιµοποιώντας τις ακόλουθες σχέσεις  

)()( xfxf =− ,       )(1)( xFxF −=− , 

η σχέση (1.8) οδηγεί στο συµπέρασµα  

nin

d

ni XX :1: +−=  

ενώ από τη σχέση (1.4) έχουµε το εξής  

),(),( :1:1:: ninnjn

d

njni XXXX +−+− −−= .   

Τα δύο τελευταία αποτελέσµατα µειώνουν σηµαντικά το υπολογιστικό βάρος των 

ροπών των διατεταγµένων παρατηρήσεων που προέρχονται από συµµετρικές 

κατανοµές. Για παράδειγµα, για τις ροπές )( :

)(

:

m

ni

m

ni XE=µ  µίας διατεταγµένης 

παρατήρησης niX : ni ≤≤1, , ισχύει ότι  

)(

:1

)(

: )1( m

nin

mm

ni +−−= µµ , 

και συνεπώς για 1=m , προκύπτει η ακόλουθη σχέση 

ninni :1: +−−= µµ , 
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ενώ για τις ροπές 
),(

:,
ji mm

njiµ  δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων njni XX :: , , nji ≤<≤1 , 

έχουµε ότι  

),(

:1,1

),(

:, )1( jijiji mm

ninjn

mmmm

nji +−+−
+−= µµ , 

και παίρνουµε 

ninnjnnji :1,:1:, +−+−= µµ . 

Τέλος, για τη συνδιακύµανση των njni XX :: , , nji ≤<≤1 , ισχύει   

),(),( :1:1:: ninnjnnjni XXCovXXCov +−+−= .  

Η θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων έχει σηµαντική συµβολή στη µελέτη 

συστηµάτων αξιοπιστίας. Για παράδειγµα, ο χρόνος ζωής ενός συστήµατος 

k−από−τα−n: F, το οποίο αποτυγχάνει αν και µόνο αν αποτύχουν τουλάχιστον k 

µονάδες του, ταυτίζεται µε τον −k οστό διατεταγµένο χρόνο ζωής των µονάδων του, 

δηλαδή ο χρόνος ζωής του παραπάνω συστήµατος έχει την ίδια κατανοµή µε τη 

διατεταγµένη παρατήρηση nkX :  που προέρχεται από ένα σύνολο τυχαίων 

µεταβλητών nXXX ...,,, 21  (το iX , ni ,...,2,1=  παριστάνει το χρόνο ζωής της 

−i οστής µονάδας του συστήµατος). Με ανάλογο τρόπο προκύπτει πως στο σύστηµα 

k−από−τα−n:G, όπως αυτό ορίζεται στην Παράγραφο 1.1, η )1( +− kn −οστή 

διατεταγµένη αποτυχία µονάδας του προκαλεί την αποτυχία του συστήµατος, δηλαδή 

ο χρόνος ζωής του παραπάνω συστήµατος έχει την ίδια κατανοµή µε τη διατεταγµένη 

παρατήρηση nknX :1+−  που προέρχεται από ένα σύνολο τυχαίων µεταβλητών 

nXXX ...,,, 21 . Η εφαρµογή των αποτελεσµάτων της εργασίας του Cole (1951) 

προσφέρει, για τον παραπάνω τύπο συστηµάτων, αναδροµικές σχέσεις για το χρόνο 

ζωής τους. Πρόσθετα συµπεράσµατα σχετικά µε αναδροµικές σχέσεις διατεταγµένων 

παρατηρήσεων περιλαµβάνονται στις εργασίες των Arnold (1977), Joshi (1971) και 

Joshi & Balakrishnan (1982). 

  

1.6 Ιδιότητες γήρανσης των διατεταγµένων παρατηρήσεων 

 

Στη συγκεκριµένη παράγραφο θα µελετήσουµε ιδιότητες γήρανσης των 

διατεταγµένων παρατηρήσεων που προέρχονται από διάφορες κλάσεις κατανοµών. 

Συγκεκριµένα, αφού δώσουµε σύντοµα τους απαραίτητους ορισµούς, θα εξετάσουµε 

αν διατηρείται το είδος γήρανσης της κατανοµής της −i οστής διατεταγµένης 
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παρατήρησης ενός τυχαίου δείγµατος µεγέθους n . Τα αποτελέσµατα που θα 

παρουσιασθούν στην παρούσα παράγραφο είναι γνωστά στη διεθνή βιβλιογραφία και 

βρίσκουν σηµαντικές εφαρµογές στη Θεωρία Αξιοπιστίας, όπως για παράδειγµα στη 

µελέτη του χρόνου ζωής του συστήµατος k−από−τα−n: F.  

Θεωρούµε ένα σύστηµα αξιοπιστίας µε n  µονάδες. Έστω ότι µια µονάδα έχει 

λειτουργήσει χωρίς αποτυχία στο χρονικό διάστηµα ],0[ t για t 0≥ . Αν συµβολίσουµε 

µε iX , ni ≤≤1 , το χρόνο ζωής της µονάδας (τυχαία µεταβλητή), τότε η πιθανότητα 

να λειτουργήσει  χωρίς αποτυχία για t∆  επιπλέον χρονικές µονάδες, δηλαδή µε άλλα 

λόγια η πιθανότητα να επιβιώσει στο χρονικό διάστηµα ],( ttt ∆+  θα είναι ίση µε    

)(

)(

)(

)(
)(

tR

∆ttR

tXP

∆ttXP
tX∆ttXP

i

i

ii

+
=

>

+>
=>+> , 

όπου )()( tXPtR i >=  εκφράζει την πιθανότητα να ζήσει η µονάδα µέχρι τη χρονική 

στιγµή t (αξιοπιστία της µονάδας τη στιγµή t). Επιπλέον η πιθανότητα αποτυχίας της 

µονάδας στο ίδιο αυτό διάστηµα ],( ttt ∆+  θα είναι  

)(

)()(

)(

)(
)(

tR

∆ttRtR

tXP

∆ttXtP
tX∆ttXP

i

i

ii

+−
=

>

+≤<
=>+≤ .              (1.15) 

Αν υπάρχει η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης αξιοπιστίας R(t),  τότε θα δίνεται 

από τον τύπο    

∆t

tR∆ttR
tR

∆t

' )()(
lim)(

0

−+
=

→
                                       (1.16) 

οπότε  

=
)(

)(

tR

tR'

 
)(

)()(1
lim

)()(
lim

)(

1

00 tR

tR∆ttR

∆t∆t

tR∆ttR

tR ∆t∆t

−+
=

−+
→→

.    (1.17) 

 

   Από τις σχέσεις (1.15) , (1.16) , (1.17)  παίρνουµε    

=−
)(

)(

tR

tR'

∆t

tXxtXP ii

∆t

)(
lim

0

>+≤
→

. 

 Ο λόγος  
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λ(t)=
∆t

tX∆ttXP

tR

tR ii

∆t

' )(
lim

)(

)(

0

>+≤
=−

→
 

είναι η  (στιγµιαία)  βαθµίδα αποτυχίας  (failure rate, hazard rate, intensity of 

failures) και εκφράζει το δεσµευµένο ρυθµό αποτυχίας της µονάδας στο διάστηµα 

],( ttt ∆+  για 0→∆t , δεδοµένου ότι tX i > . Η συνάρτηση αυτή µπορεί να 

ερµηνευθεί σαν ρυθµός αποτυχίας µε την ακόλουθη έννοια. Αν υπάρχει µεγάλος 

αριθµός µονάδων (έστω n(t)) σε λειτουργία τη στιγµή t, τότε η ποσότητα 

n(t) )(tλ⋅ είναι, κατά προσέγγιση, ίση µε τον αριθµό αποτυχιών ανά µονάδα χρόνου 

(εναλλακτικά µπορούµε να πούµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι, κατά προσέγγιση, 

ίση µε τον αριθµό αποτυχιών ανά µονάδα χρόνου, ανά µονάδα σε κίνδυνο). 

Επιπρόσθετα, αν T  είναι ο χρόνος ζωής ενός συστήµατος που αποτελείται από n  

µονάδες και )(tRT  η αξιοπιστία του, τότε η βαθµίδα αποτυχίας )(tTλ  του 

συστήµατος θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση  

)(

)(
)(

tR

tR
t

T

'

T
T −=λ . 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τη βαθµίδα αποτυχίας ενός µονότονου 

συστήµατος, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Esary & 

Proschan (1963), Esary & Marshall (1964) και τις µονογραφές των Barlow & 

Proschan (1965, 1975).   

Στη συνέχεια θα δώσουµε τους ορισµούς ορισµένων κλάσεων κατανοµών, οι 

οποίες θα µας απασχολήσουν στη συνέχεια της συγκεκριµένης Παραγράφου. Η 

οικογένεια των κατανοµών µε την ιδιότητα η βαθµίδα αποτυχίας τους να είναι 

αύξουσα (φθίνουσα) συνάρτηση του t , ονοµάζεται οικογένεια Increasing Failure 

Rate (IFR) (Decreasing Failure Rate (DFR)). Πιο συγκεκριµένα, η οικογένεια 

κατανοµών IFR (DFR) ορίζεται ως ακολούθως. 

Ορισµός 1.1. Μια µη διακριτή κατανοµή F  είναι IFR (DFR) αν και µόνο αν  ο λόγος  

=
−
−+
)(1

)()(

tF

tFxtF

)(

)()(

tF

tFxtF −+
 

 αυξάνεται (µειώνεται)  ως προς  t,   ή ισοδύναµα αν η συνάρτηση 

)(

)(
)/(

tF

xtF
txF

+
=  

είναι φθίνουσα (αύξουσα) ως προς  t,  για 0≥t  και για 0>x  ώστε 1)( <tF . 
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Ο επόµενος ορισµός αφορά τις οικογένειες κατανοµών Increasing Failure Rate on 

Average (IFRA) και Decreasing Failure Rate on Average (DFRA).  

Ορισµός 1.2. Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι IFRA  (DFRA) αν για 0>t  ο λόγος  

t

dss
t

∫0 )(λ
 

 αυξάνεται (µειώνεται) ως προς το t.  

∆ιαισθητικά, αν µια κατανοµή είναι IFRA (DFRA), τότε η βαθµίδα αποτυχίας της 

αυξάνεται (µειώνεται), όχι συνεχώς (όπως στην περίπτωση µιας IFR (DFR) 

κατανοµής), αλλά «κατά µέσο όρο». Ο επόµενος ορισµός αφορά τις οικογένειες 

κατανοµών NBU (new better than used) και NWU (new worse than used).  

Ορισµός 1.3.  Μια κατανοµή F(t) είναι NBU (NWU) αν και µόνο αν 

)()()()( yFxFyxF ≥≤+   για 0, ≥yx . 

   Η ιδιότητα NBU (NWU) δηλώνει ότι η πιθανότητα επιβίωσης πέρα από την ηλικία 

x+y, δεδοµένου ότι η µονάδα λειτουργεί τη χρονική στιγµή x , η οποία δίνεται από 

τον τύπο 

)(/)( xFyxF +  

είναι µικρότερη ή ίση (µεγαλύτερη ή ίση) από την πιθανότητα επιβίωσης πέραν του 

χρόνου y για µια καινούρια µονάδα. (η ισότητα ισχύει µόνο στην περίπτωση της 

εκθετικής κατανοµής). 

Θεωρούµε στη συνέχεια ότι nXXX ,...,, 21  είναι  ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους 

n που προέρχεται από µία κατανοµή )(xF  και nnnn XXX ::2:1 ...,,,  είναι οι αντίστοιχες 

διατεταγµένες παρατηρήσεις. Οι Barlow & Proschan (1975) απέδειξαν τη διατήρηση 

των ιδιοτήτων γήρανσης των παρατηρήσεων του αρχικού δείγµατος, όπως φαίνεται 

στην ακόλουθη Πρόταση.  

Πρόταση 1.3.  (α) Αν η κατανοµή F  των τυχαίων µεταβλητών iX , ni ,...,2,1= , είναι    

                         IFR ( IFRA ), τότε και η κατανοµή niF :  των niX :  είναι IFR ( IFRA ). 

                        (β) Αν η κατανοµή 1F  της τυχαίας µεταβλητής 1X  είναι IFR ( IFRA ),  

                        τότε και η κατανοµή niF :  των niX : , ni ,...,2,1= , είναι IFR ( IFRA ). 
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Στην εργασία του Takahasi (1988) αποδεικνύεται η ακόλουθη Πρόταση, που 

σχετίζεται µε τη διατήρηση της ιδιότητας IFR  )(DFR  από την −i οστή διατεταγµένη 

παρατήρηση niX :  στην αµέσως επόµενη (προηγούµενη) του ίδιου τυχαίου δείγµατος.      

Πρόταση 1.4.  (α) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX : , 1,...,2,1 −= ni ,  

                              είναι IFR , τότε και η κατανοµή της niX :1+  είναι IFR . 

                         (β) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX : , ni ,...,3,2= , είναι  

                              DFR , τότε και η κατανοµή  της niX :1−  είναι DFR . 

Ο Nagaraja (1990) γενίκευσε τα αποτελέσµατα της Πρότασης 1.4, µελετώντας τη 

διατήρηση ιδιοτήτων γήρανσης από την −i οστή διατεταγµένη παρατήρηση niX :  ενός 

τυχαίου δείγµατος µεγέθους n  σε διατεταγµένες παρατηρήσεις διαφορετικού 

µεγέθους. Τα αποτελέσµατα της εργασίας του δίνονται στην Πρόταση 1.5.  

Πρόταση 1.5.  (α) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX : , 1,...,2,1 −= ni ,  

                         είναι IFR , τότε και οι κατανοµές 1: −niF , 1:1 ++ niF   των 1: −niX , 1:1 ++ niX    

                         είναι IFR . 

                         (β) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX : , ni ,...,3,2= , είναι  

                        DFR , τότε και οι κατανοµές 1:1 −− niF , 1: +niF   των 1:1 −− niX , 1: +niX  είναι   

                        DFR . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η Πρόταση 1.5 ισχύει και για άλλες οικογένειες κατανοµών, 

όπως η IFRA  (DFRA ) και NBU  (NWU ). Ένα πρόσθετο αποτέλεσµα διατήρησης 

προκύπτει αν ικανοποιείται µια συγκεκριµένη συνθήκη για την τάξη της 

διατεταγµένης παρατήρησης, όπως φαίνεται στην ακόλουθη Πρόταση.  

 Πρόταση 1.6.  (α) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX :  είναι IFR  και 

                                
2

3+
≤
n

i , τότε και η κατανοµή  της 2:1 ++ niX  είναι IFR . 

                         (β) Αν η κατανοµή niF :  της τυχαίας µεταβλητής niX :  και 
2

1+
≤
n

i  είναι  

                              DFR , τότε και η κατανοµή  της 2:1 −− niX  είναι DFR . 

Οι Προτάσεις 1.5 και 1.6 βρίσκουν ποικίλες εφαρµογές και ενδιαφέρουσες ερµηνείες. 

Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ότι το µέγεθος n  του δείγµατος είναι περιττός 
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αριθµός και θέσουµε 
2

1+
=
n

i , τότε η διατεταγµένη παρατήρηση nnni XX :2/)1(: +=  

εκφράζει τη δειγµατική διάµεσο. Συνεπώς µπορούµε να συµπεράνουµε ότι αν η 

διάµεσος ενός δείγµατος µεγέθους n  ακολουθεί IFR  (DFR ) κατανοµή, τότε και οι 

διάµεσοι όλων των δειγµάτων µε (περιττό) µέγεθος µεγαλύτερο (µικρότερο) από n  

ακολουθούν IFR  (DFR ) κατανοµές. Επιπλέον, τα παραπάνω αποτελέσµατα 

συντελούν και στη µελέτη του χρόνου ζωής συστηµάτων αξιοπιστίας µε ανεξάρτητες 

και ισόνοµες µονάδες. Συγκεκριµένα, αν ο χρόνος ζωής ενός παράλληλου 

συστήµατος µε n  µονάδες ακολουθεί κατανοµή NBUIFRAIFR ή, , τότε όλα τα 

παράλληλα συστήµατα µε περισσότερες (από n ) µονάδες έχουν χρόνους ζωής µε 

αυτές τις ιδιότητες αντίστοιχα. Παρόµοια συµπεράσµατα εξάγονται και για τις 

κλάσεις κατανοµών DFRADFR, και NWU .    

 

1.7 Στοχαστική σύγκριση των διατεταγµένων παρατηρήσεων 

 

Η ιδέα της στοχαστικής διάταξης µεταξύ δύο τυχαίων µεταβλητών είναι ένα χρήσιµο 

εργαλείο στη σύγκριση των χρόνων ζωής συστηµάτων αξιοπιστίας. Στη διεθνή 

βιβλιογραφία υπάρχουν διάφοροι τύποι στοχαστικής σύγκρισης, ωστόσο στο παρόν 

κείµενο θα περιοριστούµε στη συνήθη στοχαστική διάταξη (usual stochastic 

ordering), στη διάταξη µε βάση τη βαθµίδα αποτυχίας (hazard rate ordering) και τη 

διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας (likelihood ratio ordering), οι ορισµοί των οποίων 

δίνονται παρακάτω (για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις στοχαστικές 

διατάξεις µεταξύ τυχαίων µεταβλητών ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στη µονογραφία των Shaked & Shanthikumar (1994)).  

Ορισµός 1.4. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.), τότε λέµε ότι η τ.µ. Τ2 είναι 

µεγαλύτερη από την Τ1 ως προς τη συνήθη στοχαστική διάταξη (συµβολικά 21 TT st≤ ) 

αν ισχύει η σχέση 

)()(
21
tFtF TT ≤  για όλα τα t. 

Πιο απλά η συγκεκριµένη διάταξη σηµαίνει ότι, για κάθε t, η τ.µ. Τ2 είναι πιο πιθανόν 

να υπερβεί την τιµή t από ότι η Τ1.        

Ορισµός 1.5. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.), τότε λέµε ότι η τ.µ. Τ2 είναι 

µεγαλύτερη από την Τ1 ως προς τη διάταξη βαθµίδας αποτυχίας (συµβολικά 21 TT hr≤ ) 

αν η συνάρτηση  
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)(/)(
12
tFtF TT   

είναι αύξουσα ως προς t. 

Ο ορισµός της διάταξης αυτής είναι ισοδύναµος µε την ακόλουθη ανίσωση  

.0,κάθεγια],[][ 1122 ≥>>−≥>>− xtxTtxTPxTtxTP  

Συνεπώς διαισθητικά η διάταξη βαθµίδας αποτυχίας σηµαίνει ότι ο υπολειπόµενος 

χρόνος ζωής της Τ2 είναι στοχαστικά µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο υπολειπόµενο 

χρόνο ζωής της Τ1, δεδοµένου ότι έχουν και οι δύο επιβιώσει µέχρι τη χρονική στιγµή 

t (βλ. Boland & El-Neweihi  (1995)).   

Ορισµός 1.6. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.), τότε λέµε ότι η τ.µ. Τ2 είναι 

µεγαλύτερη από την Τ1 ως προς τη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας (συµβολικά 

21 TT lr≤ ) αν η συνάρτηση  

)(/)(
12
tftf TT   

είναι αύξουσα ως προς t. 

   Από τον ορισµό αυτό έχουµε ότι αν 21 TT lr≤ , τότε η πιθανότητα 

)(
2

ttTtP ∆+≤≤ , 

η οποία είναι ανάλογη προς τη συνάρτηση πυκνότητας )(
2
tf

T
, αυξάνεται µε 

µεγαλύτερο ρυθµό έναντι της πιθανότητας  

)(
1

ttTtP ∆+≤≤ , 

η οποία είναι ανάλογη προς τη συνάρτηση πυκνότητας )(
1
tf

T
, για το ίδιο πλάτος ∆t. 

Για τους παραπάνω τύπους διάταξης µεταξύ δύο τυχαίων µεταβλητών 1T  και 2T  

ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές 

⇒≤ 21 TT lr ⇒≤ 21 TT hr 21 TT st≤ . 

Η επόµενη πρόταση θεµελιώνει στοχαστικές συγκρίσεις µεταξύ δύο διατεταγµένων 

παρατηρήσεων ενός τυχαίου δείγµατος nXXX ,...,, 21 . 

Πρόταση 1.7. (α) Αν 11 −≤≤ ni  τότε ισχύει τη σχέση 

nihrni XX :1: +≤ . 

 (β) Αν ισχύει ότι )()( tt nj λλ ≥ , για 1,...,2,1 −= nj  και 0≥t , τότε  

                       nihrni XX :1:1 ≤−− ,    1,...,3,2 −= ni . 
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 (γ) Αν ισχύει ότι )()( tt nj λλ ≤ , για 1,...,2,1 −= nj  και 0≥t , τότε  

                       nihrni XX :1: ≥− ,    1,...,2,1 −= ni . 

Επιπλέον, αν οι τυχαίες µεταβλητές nXXX ,...,, 21  είναι ανεξάρτητες και η κατανοµή 

της 1X  είναι απόλυτα συνεχής, τότε ισχύουν οι ακόλουθες διατάξεις λόγου 

πιθανοφάνειας 

1:1: ++≤ nnlrnn XX ,    ,...2,1=n  

και  

nlrn XX :11:1 ≤+ ,    ,...2,1=n .             (1.18) 

Θεωρούµε τώρα ότι mYYY ,...,, 21  είναι ένα δεύτερο τυχαίο δείγµα µεγέθους m που 

προέρχεται από την κατανοµή G , και συµβολίζουµε µε mmmm YYY ::2:1 ...,,,  τις 

αντίστοιχες διατεταγµένες παρατηρήσεις. Είναι γνωστό ότι, για mn = , η στοχαστική 

διάταξη µεταξύ δύο τυχαίων µεταβλητών ii YX , , ni ,...,2,1= , διατηρείται και µεταξύ 

των αντίστοιχων διατεταγµένων παρατηρήσεων, δηλαδή ισχύει η ακόλουθη 

συνεπαγωγή  

    nistniisti YXYX :: ≤⇒≤ ,   ni ,...,2,1= . 

Στην εργασία του Ma (1997), για την ειδική περίπτωση mn = , αποδεικνύεται η 

ακόλουθη Πρόταση. 

Πρόταση 1.8. Αν οι τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) nXXX ,...,, 21  είναι ισόνοµες αλλά όχι 

ανεξάρτητες και οι τ.µ. nYYY ,...,, 21  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες, τότε ισχύουν τα 

ακόλουθα 

 (α) Αν nnstnn YX :: ≤ , τότε ισχύει ότι nistni YX :: ≤ , για ni ,...,2,1= .  

 (β) Αν nstn YX :1:1 ≥ , τότε ισχύει ότι nistni YX :: ≥ , για ni ,...,2,1= .  

Οι Lillo et al. (2001) εξετάζουν τη διατήρηση της διάταξης λόγου πιθανοφάνειας για 

τη γενική περίπτωση mn ≠ . Συγκεκριµένα, αν για όλες τις τιµές ni ,...,2,1= , ισχύει 

ότι ilri XY ≤ , τότε προκύπτουν οι ακόλουθες διατάξεις  

nslrmr XY :: ≤ ,  για sr ≤   και  snrm −≥− . 
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Οι στοχαστικές διατάξεις µεταξύ διατεταγµένων παρατηρήσεων έχουν ιδιαίτερη 

συµβολή στη µελέτη και σύγκριση των χρόνων ζωής µονότονων συστηµάτων 

αξιοπιστίας. Είναι γνωστό ότι οι χρόνοι ζωής των σειριακών συστηµάτων 

διατάσσονται σύµφωνα µε τη συνήθη στοχαστική διάταξη, δηλαδή ότι ισχύει  

1:1:1 +≤ isti XX ,  ni ,...,2,1= . 

Οι Hu et al. (2001) απέδειξαν πως οι χρόνοι ζωής 1:1:1 , +ii XX  διατάσσονται και 

σύµφωνα µε τη διάταξη λόγου πιθανοφάνειας, όταν οι µονάδες είναι ανεξάρτητες και 

ικανοποιούν τη σχέση nlrlrlr XXX ≥≥≥ ...21 . Οι Navarro & Shaked (2006) 

µελέτησαν την περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές iX , ni ,...,2,1= , είναι 

εξαρτηµένες, συµπεραίνοντας ότι οι χρόνοι ζωής των σειριακών συστηµάτων µε 

εξαρτηµένες µονάδες δεν ικανοποιούν πάντα τη διάταξη κατά βαθµίδα αποτυχίας. Για 

τη συγκεκριµένη περίπτωση, στην εργασία του Navarro (2008) διατυπώνονται 

συνθήκες που αν ικανοποιούνται, τότε τα σειριακά συστήµατα διατάσσονται 

σύµφωνα µε την παραπάνω διάταξη.  

  Επιπλέον, οι Khaledi & Kochar (2000) και Boland et al. (1994) θεµελιώνουν 

στοχαστικές συγκρίσεις για παράλληλα συστήµατα, ενώ οι Mi & Shaked (2002) 

απέδειξαν ότι, αν οι µονάδες διατάσσονται στοχαστικά, τότε και τα συστήµατα 

k−από−τα−n:F που αποτελούνται από αυτές διατάσσονται σύµφωνα µε τη 

στοχαστική διάταξη. Οι Pledger & Proschan (1971) παρουσιάζουν ενδιαφέροντα 

αποτελέσµατα για τα συστήµατα k−από−τα−n:F, τα οποία γενικεύονται περαιτέρω 

στην εργασία των Proschan & Sethuraman (1976), ενώ οι υπολειπόµενοι χρόνοι ζωής 

των παραπάνω συστηµάτων διατάσσονται στοχαστικά από τους Khaledi & Shaked 

(2007). Για πρόσθετα αποτελέσµατα σχετικά µε στοχαστικές συγκρίσεις 

υπολειπόµενων χρόνων ζωής που συνδέονται µε ιδιότητες γήρανσης µονότονων 

συστηµάτων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Ahmad 

& Kayid (2003), Belzunce et al. (2004) και Belzunce et al. (1999). Τέλος, αξίζει να 

σηµειωθεί ότι οι Li & Zuo (2002) και Li & Chen (2004) εξέτασαν τις τυχαίες 

µεταβλητές ][ :::1 tXXX nknnknnkn =− −−+− , µελετώντας τις ιδιότητες γήρανσης τους, 

ενώ οι Li & Zuo (2004) συνέκριναν την ][ 11 YXYX >−  µε την ][ 22 YXYX >−  

σύµφωνα µε τη συνήθη στοχαστική διάταξη, διατυπώνοντας σηµαντικά 

συµπεράσµατα για τους χρόνους ζωής των συστηµάτων k−από−τα−n:F.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  

 

 
ΜΕΛΕΤΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΩΝ ΓΗΡΑΝΣΗΣ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ 

ΥΠΟΓΡΑΦΗΣ 
 

 

 
2.1 Εισαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουµε ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό των συστηµάτων 

αξιοπιστίας που ονοµάζεται υπογραφή (signature) και παρουσιάζουµε αποτελέσµατα 

που τη σχετίζουν µε τους χρόνους ζωής των συστηµάτων. Συγκεκριµένα, στην 

Παράγραφο 2.2 δίνονται οι απαραίτητοι ορισµοί βασικών εννοιών των δοµών 

αξιοπιστίας, καθώς επίσης και γνωστά αποτελέσµατα που συνδέουν την υπογραφή 

ενός συστήµατος µε τα σύνολα διακοπής και τη συνάρτηση αξιοπιστίας του. Στην 

Παράγραφο 2.3 παρουσιάζεται µια νέα µέθοδος εύρεσης της γεννήτριας των 

συντεταγµένων της υπογραφής ενός συστήµατος, ενώ στην Παράγραφο 2.4 η µελέτη 

επικεντρώνεται στη διατήρηση ιδιοτήτων γήρανσης κατά το σχηµατισµό ενός 

µονότονου συστήµατος. Πιο συγκεκριµένα, διατυπώνονται συνθήκες, οι οποίες αν 

ισχύουν, εξασφαλίζουν τη διατήρηση του είδους γήρανσης των µονάδων και στο 

σύστηµα που σχηµατίζουν.  

 Το σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n: F αποτελεί το αντικείµενο µελέτης της 

Παραγράφου 2.5, όπου εφαρµόζονται τα γενικότερα αποτελέσµατα των 

προηγούµενων παραγράφων για το συγκεκριµένο σύστηµα, θεµελιώνονται 

αναδροµικές σχέσεις για τον υπολογισµό της υπογραφής του, αποδεικνύεται µια 

ενδιαφέρουσα σχέση που συνδέει τις υπογραφές του ευθύγραµµου και του κυκλικού 

συστήµατος και παρουσιάζονται διάφορα αριθµητικά αποτελέσµατα. Στις 

Παραγράφους 2.6 και 2.7 πραγµατοποιείται η ανάλυση δύο παραλλαγών του 

παραπάνω συστήµατος, ενώ η Παράγραφος 2.8 περιλαµβάνει αποτελέσµατα σχετικά 

µε τη στοχαστική διάταξη των χρόνων ζωής συστηµάτων αξιοπιστίας µε χρήση της 

υπογραφής τους.  
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2.2 Βασικές έννοιες της δοµικής αξιοπιστίας 

 

Στην παράγραφο αυτή εισάγουµε θεµελιώδεις έννοιες για τη µελέτη συστηµάτων 

αξιοπιστίας. Η απόδοση ενός συστήµατος, αλλά και των µονάδων που το αποτελούν, 

µπορεί να µετρηθεί µε διάφορους τρόπους.  Συνηθέστερα, για την περιγραφή της 

κατάστασης της i−µονάδας (i=1,2,...,n) ενός συστήµατος αξιοπιστίας χρησιµοποιείται 

µια δείκτρια συνάρτηση που ορίζεται ως εξής  
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   Όµοια το σύστηµα, ανάλογα µε το ποιες µονάδες του λειτουργούν και ποιες όχι, 

δύναται και αυτό να βρεθεί σε δύο καταστάσεις: λειτουργία ή µη λειτουργία. Για την 

περιγραφή της κατάστασης του συστήµατος µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια αντίστοιχη 

δείκτρια συνάρτηση που ορίζεται ως εξής  
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Η κατάσταση του συστήµατος καθορίζεται πλήρως από τις καταστάσεις των µονάδων 

που το αποτελούν, δηλαδή  

),...,,()( 21 nxxxϕϕϕ == x  

όπου x ),...,,( 21 nxxx=  είναι το διάνυσµα κατάστασης των n  µονάδων του 

συστήµατος.  

Ορισµός 2.1. Η συνάρτηση { } { }1,01,0: →n
φ  η οποία σε κάθε διάνυσµα κατάστασης x  

των µονάδων του συστήµατος απεικονίζει την κατάσταση )(xϕ  του συστήµατος, λέγεται 

συνάρτηση δοµής (structure function) του συστήµατος. 

Ένα φυσικό σύστηµα θα ήταν κάπως ασυνήθιστο (ή πιθανόν φτωχά 

σχεδιασµένο) αν η βελτίωση της απόδοσης µίας µονάδας του προκαλούσε 

χειροτέρευση του συστήµατος (αυτό θα σήµαινε µετάβαση του συστήµατος από 

κατάσταση λειτουργίας σε κατάσταση αποτυχίας). Για το λόγο αυτό περιορίζουµε το 

ενδιαφέρον µας σε συναρτήσεις δοµής που είναι αύξουσες ως προς την ποιότητα κάθε 

µονάδας, µε την έννοια ότι η βελτίωση µίας µονάδας του συστήµατος συνεπάγεται 



 31 

και την παράλληλη βελτίωση (ή τουλάχιστον τη µη χειροτέρευση) του συστήµατος. 

Επιπλέον για να αποφύγουµε µελέτη συστηµάτων µε ελάχιστη αξία και σηµασία, δεν 

θα µελετήσουµε συστήµατα, η κατάσταση των οποίων δεν εξαρτάται από την 

κατάσταση των µονάδων τους. Έχοντας τα παραπάνω υπόψη φτάνουµε στον επόµενο 

ορισµό.  

Ορισµός 2.2. Ένα σύστηµα ονοµάζεται µονότονο ή µονότονης δοµής (coherent 

structure) αν ισχύουν τα εξής  

α. Η συνάρτηση δοµής του )(xϕ  είναι αύξουσα, δηλαδή 

αν niyx ii ,...,2,1, =≤ , τότε )(xϕ )(),...,,(),...,,( 2121 yϕϕϕ =≤= nn yyyxxx , 

β. Κάθε µονάδα του επηρεάζει το σύστηµα, δηλαδή η φ  δεν είναι σταθερή ως προς 

κάποια συντεταγµένη. 

Όταν για τα διανύσµατα x,y { }n1,0∈  ισχύει  niyx ii ,...,2,1, =≤ , θα γράφουµε x≤y  

συνεπώς η συνθήκη (α) παίρνει την ακόλουθη µορφή 

αν x≤y, τότε (φ x)≤ (φ y). 

Συναρτήσεις δοµής που είναι αύξουσες (µε την έννοια που δίνεται στη συνθήκη (α) 

του Ορισµού 2.2) ονοµάζονται ηµι−µονότονες (semi-coherent). Τα µόνα 

ηµι−µονότονα συστήµατα που δεν είναι µονότονα είναι οι δύο περιπτώσεις  )(xϕ 1≡  

και )(xϕ 0≡ , δηλαδή ένα σύστηµα που δουλεύει πάντα ή ένα σύστηµα που δεν 

δουλεύει ποτέ. Στις περιπτώσεις αυτές οι µονάδες δεν επηρεάζουν προφανώς την 

κατάσταση του συστήµατος και συνεπώς για τέτοια συστήµατα δεν ισχύει η συνθήκη 

(β) του παραπάνω ορισµού (βλ. Ramamurthy (1990)). 

Η ιδιότητα της συνάρτησης δοµής των µονότονων συστηµάτων να είναι 

αύξουσα φαίνεται να περιγράφει πολλά πραγµατικά συστήµατα. Σε περιπτώσεις που  

λειτουργούν επαρκείς µονάδες για να εξασφαλίσουν τη λειτουργία του συστήµατος, 

τότε η λειτουργία επιπλέον µονάδων θα µπορούσε να βελτιώσει µόνο τα πράγµατα, 

ενώ αντίθετα αν έχουν αποτύχει επαρκείς µονάδες ώστε να προκληθεί αποτυχία του 

συστήµατος, τότε η αποτυχία και επιπλέον µονάδων δεν θα µπορούσε να βελτιώσει 

την κατάσταση του συστήµατος (να το επαναφέρει σε λειτουργία). 

   Η συνθήκη (α) είναι ισοδύναµη µε το ότι η φ  είναι αύξουσα κατά συντεταγµένες, 

δηλαδή ότι, για όλα τα i=1,2,…,n, ισχύει 

),1(),0( xx ii ϕϕ ≤ , για κάθε x , 
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ενώ για κάθε µονότονο σύστηµα ισχύουν τα ακόλουθα  

φ (0)=0, φ (1)=1. 

Για τον υπολογισµό της συνάρτησης δοµής ενός µονότονου συστήµατος αξιοπιστίας 

χρειάζονται οι εξής έννοιες.  

•Ένα διάνυσµα x { }n1,0∈  καλείται ελάχιστο διάνυσµα λειτουργίας (ε.δ.λ.) (minimal 

path vector) αν 1)( =xϕ και 0)( =yϕ , για κάθε y<x. 

•Αν το διάνυσµα x { }n1,0∈  είναι ελάχιστο διάνυσµα λειτουργίας τότε το 

},...,2,1{}1:{ nxiP ix ⊆==  καλείται ελάχιστο σύνολο λειτουργίας (ε.σ.λ.) (minimal 

path set). 

•Ένα διάνυσµα x { }n1,0∈  καλείται ελάχιστο διάνυσµα διακοπής (ε.δ.δ.) (minimal cut 

vector) αν   0)( =xϕ  και 1)( =yϕ , για κάθε y>x. 

•Αν το διάνυσµα x { }n1,0∈  είναι ελάχιστο διάνυσµα διακοπής τότε το 

},...,2,1{}0:{ nxiC ix ⊆==  καλείται ελάχιστο σύνολο διακοπής (ε.σ.δ.) (minimal cut 

set).  

Για την κατάσταση ενός µονότονου συστήµατος αξιοπιστίας ισχύει η ακόλουθη 

Πρόταση.  

  

Πρόταση 2.1. α. Ένα µονότονο σύστηµα λειτουργεί ( 1)( =xϕ ) αν και µόνο αν όλες οι 

µονάδες κάποιου ε.σ.λ. λειτουργούν (δηλαδή PixP i ∈∀=∃ ,1: ), 

β. Ένα µονότονο σύστηµα δεν λειτουργεί ( 0)( =xϕ ) αν και µόνο αν όλες οι µονάδες 

κάποιου ε.σ.δ. δεν λειτουργούν. ( ),0: CixC i ∈∀=∃ . 

Ο υπολογισµός της συνάρτησης δοµής ενός µονότονου συστήµατος αξιοπιστίας 

επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια των ακόλουθων Προτάσεων.  

Πρόταση 2.2. Αν P = { }
MPPP ,...,, 21  είναι η οικογένεια των ελαχίστων συνόλων 

λειτουργίας (ε.σ.λ.) µιας µονότονης δοµής, τότε η συνάρτηση δοµής δίνεται από τον 

τύπο 

=)(xϕ
{ }∏ ∏ ∏ ∏

∈ = ∈ = ∈∈
−−==

j j jPi

M

j Pi

M

j Pi
iii

Mj
xxx C

1 1
,...,2,1

)1(1max . 
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Πρόταση 2.3. Αν C = { }NCCC ,...,, 21  είναι η οικογένεια των ελαχίστων συνόλων 

διακοπής (ε.σ.δ.) µιας µονότονης δοµής, τότε η συνάρτηση δοµής δίνεται ως 

ακολούθως 

=)(xϕ
{ } ∏ ∏ ∏ ∏

∈ = ∈ = ∈∈
=−−=−−

j j jCi

N

j Ci

N

j Ci
iii

Nj
xxx

1 1
,...,2,1

))1(1())1(1(min C . 

Για την απόδειξη των Προτάσεων 2.2 και 2.3 και πληθώρα παραδειγµάτων 

υπολογισµού γνωστών συστηµάτων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στα κείµενα των Gertsbakh (1989) και Κούτρας (2007). 

 Οι συναρτήσεις δοµής προσφέρουν ένα δείκτη προσδιορισµού του συγκριτικού 

επιπέδου των µονότονων συστηµάτων, ωστόσο δεν έχουν αποδειχθεί ιδιαίτερα 

χρήσιµες στο ρόλο αυτό. Μολονότι η συνάρτηση δοµής για κάθε µονότονο σύστηµα 

είναι µοναδική, οι συγκεκριµένες συναρτήσεις είναι αλγεβρικές παραστάσεις που 

είναι δύσκολο να συγκριθούν και να υπολογισθούν (όπως φαίνεται από τις Προτάσεις 

2.2 και 2.3). Το παραπάνω πρόβληµα επιδεινώνεται από το γεγονός ότι η 

µετονοµασία των µονάδων του συστήµατος προκαλεί την αλλαγή της συνάρτησης 

δοµής σε µία ισοδύναµη µορφή. Στην εργασία του Samaniego (1985) προτείνεται 

ένας εναλλακτικός δείκτης για την κατάσταση ενός µονότονου συστήµατος, ο οποίος 

ονοµάζεται υπογραφή (signature). Ο ορισµός της υπογραφής ενός συστήµατος, που 

δίνεται στη συγκεκριµένη εργασία, περιλαµβάνει την υπόθεση ότι οι µονάδες του 

συστήµατος είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες (independently, identically distributed). 

Πιο συγκεκριµένα, θεωρούµε ένα µονότονο σύστηµα µε n ανεξάρτητες και ισόνοµες 

µονάδες (i.i.d.), των οποίων οι χρόνοι ζωής nXXX ,...,, 21  προέρχονται από µια 

συνεχή κατανοµή F. Αν Τ είναι ο χρόνος ζωής του συστήµατος, τότε η αποτυχία του 

συστήµατος θα συµπίπτει πάντα µε το χρόνο ζωής της i−οστής µονάδας για κάποιο 

{ }ni ,...,2,1∈ . Συγκεκριµένα αν )(iX  δηλώνει το i−οστό µικρότερο χρόνο ζωής 

µονάδας, για ni ,...,2,1= , τότε έχουµε ότι ο χρόνος ζωής του συστήµατος 

{ }
)()2()1( ,...,, nXXXT ∈  µε πιθανότητα 1. 

Ορισµός 2.3. Υπογραφή (signature) ενός µονότονου i.i.d συστήµατος µε n µονάδες 

ονοµάζεται  το διάνυσµα πιθανότητας ),...,,( 21
′= nssss  µε συντεταγµένες 

 )( )(ii XTPs == ,   ni ,...,2,1=     (2.1) 
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όπου { }
)()2()1( ,...,, nXXX  είναι το διατεταγµένο τυχαίο δείγµα από τη συνεχή κατανοµή 

F των χρόνων ζωής των µονάδων του συστήµατος. 

 Η ιδέα της  υπογραφής ενός συστήµατος αναπτύχθηκε φυσιολογικά από µια 

συγκεκριµένη ιδιότητα των µονότονων συστηµάτων, στα οποία οι µονάδες είναι 

ισόνοµες και ανεξάρτητες. Για τέτοια συστήµατα, η πιθανότητα ότι το σύστηµα 

αποτυγχάνει στην i−οστή αποτυχία µονάδας δεν εξαρτάται από την κατανοµή F των 

χρόνων ζωής των µονάδων. Αντίθετα η πιθανότητα αυτή είναι συνάρτηση µόνο του 

σχεδιασµού του συστήµατος, συνεπώς η υπογραφή αποτελεί καθαρό µέτρο 

αξιολόγησης του σχεδιασµού ενός συστήµατος αξιοπιστίας. Η υπόθεση ισόνοµων και 

ανεξάρτητων µονάδων σε ένα σύστηµα βοηθάει στη σύγκριση µεταξύ συστηµάτων 

αξιοπιστίας, µιας και εξαλείφει παράδοξα συµπεράσµατα, όπως το γεγονός ότι ένα 

σειριακό σύστηµα µε καλές µονάδες µπορεί να έχει καλύτερη απόδοση από ένα 

παράλληλο σύστηµα µε χαµηλής ποιότητας µονάδες, µολονότι ένα παράλληλο 

σύστηµα είναι σαφώς ανώτερο (ως προς το σχεδιασµό του) από ένα σειριακό.  

 Ανάµεσα στα πλεονεκτήµατα της υπογραφής ως µέτρου αξιολόγησης του 

σχεδιασµού ενός συστήµατος, περιλαµβάνεται το γεγονός ότι µπορούν να 

εφαρµοσθούν οι βασικές µαθηµατικές αρχές της Συνδυαστικής συντελώντας στον 

σχετικά εύκολο υπολογισµό της. Επιπλέον, είναι ξεκάθαρο πως µπορεί να 

εφαρµοσθεί η θεωρία διατεταγµένων παρατηρήσεων από τυχαία i.i.d. δείγµατα που 

προέρχονται από µια συνεχή κατανοµή F  για τη διερεύνηση των χαρακτηριστικών 

των χρόνων ζωής των µονάδων ενός συστήµατος (για περισσότερες λεπτοµέρειες, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Boland & Samaniego 

(2004) ή Navarro et al. (2008)). 

 Το γεγονός ότι η υπογραφή s εξαρτάται µόνο από την τυπολογία του 

συστήµατος, και όχι από την κατανοµή F, είναι συνέπεια του γεγονότος ότι κάθε µία 

από τις  n! διατάξεις των χρόνων ζωής nXXX ,...,, 21  των µονάδων του συστήµατος 

είναι το ίδιο πιθανόν να συµβεί υπό την i.i.d. υπόθεση. Συνεπώς η πιθανότητα ότι η 

αποτυχία της i−οστής µονάδας είναι µοιραία για το σύστηµα εξαρτάται αποκλειστικά 

από την πιθανότητα ότι η τελευταία µονάδα που λειτουργεί σε ένα ελάχιστο σύνολο 

διακοπής (ε.σ.δ.) είναι ταυτόχρονα η i−οστή µονάδα που αποτυγχάνει γενικά στο 

σύστηµα. Με άλλα λόγια για να υπολογισθεί η υπογραφή s ενός συστήµατος αρκεί να 

εξετασθούν τα ε.σ.δ. και να µετρηθούν πόσοι συνδυασµοί ανάµεσα στις ισοπίθανες 



 35 

µεταθέσεις των  nXXX ,...,, 21  συµπίπτουν ακριβώς µε την αποτυχία κάποιου ε.σ.δ. 

κατά το συµβάν )(iX . Εποµένως εναλλακτικά η υπογραφή s ενός µονότονου 

συστήµατος µε n µονάδες µπορεί να δοθεί µέσω των µεταθέσεων των χρόνων ζωής 

nXXX ,...,, 21  των µονάδων του συστήµατος ως εξής. 

Ορισµός 2.4. Υπογραφή (signature) ενός µονότονου i.i.d συστήµατος µε n µονάδες 

ονοµάζεται  το διάνυσµα πιθανότητας ))(),...,(),(( 21
′= nsnsns ns  µε συντεταγµένες της 

µορφής 

!
)(

n

A
ns i

i = , 

όπου iA  είναι το πλήθος των µεταθέσεων των χρόνων ζωής των µονάδων του 

συστήµατος για τις οποίες η i−οστή αποτυχία προκαλεί αποτυχία του.  

Στο σηµείο αυτό θα εισάγουµε την έννοια των ελαχίστων διατεταγµένων συνόλων 

διακοπής, τα οποία θα χρησιµοποιήσουµε σε ένα διαφορετικό ορισµό της υπογραφής 

ενός µονότονου συστήµατος αξιοπιστίας.  

Ορισµός 2.5. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε n µονάδες και },..,2,1{ nC =  το σύνολο 

που δηλώνει τις µονάδες αυτές. Ένα υποσύνολο )}(),...,2(),1({ kK πππ=∗   (όπου π 

είναι κάποια µετάθεση των n,...,2,1  µε nk ≤ ) του συνόλου C ορίζεται ως διατεταγµένο 

σύνολο διακοπής αν οι σχέσεις )()()2()2()1()1( ,...,, kk XXXXXX πππ ===  υποδηλώνουν 

για το χρόνο ζωής του συστήµατος Τ ότι ισχύει Τ )(kXπ≤ . Επιπλέον το σύνολο ∗K  

είναι ελάχιστο διατεταγµένο σύνολο διακοπής αν είναι διατεταγµένο σύνολο διακοπής 

ενώ το σύνολο )}1(),...,2(),1({ −kπππ δεν είναι.   

 ∆ιαιρώντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος στον Ορισµό 

2.4 της υπογραφής που δόθηκε παραπάνω µε την ποσότητα )!( in − , προκύπτει ένας 

ισοδύναµος ορισµός της υπογραφής που χρησιµοποιεί τα ελάχιστα διατεταγµένα 

σύνολα διακοπής του συστήµατος, όπως φαίνεται στον ακόλουθο τύπο   

i

i
n

i
ns

)(

µεγέθουςδιακοπήςσυνόλωννωνδιατεταγµέελαχίστωνπλήθος
)( = , 
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 Στην εναλλακτική αυτή έκφραση για τις συντεταγµένες )(nsi  του διανύσµατος 

της υπογραφής ενός συστήµατος λαµβάνονται υπόψη µόνο οι διατάξεις των i από τις 

n µονάδες. Συνεπώς µπορούµε να βλέπουµε την i−οστή συντεταγµένη της υπογραφής 

ενός συστήµατος σαν την αναλογία των διατεταγµένων υποσυνόλων µεγέθους i του 

},...2,1{ n , που είναι ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα διακοπής. Με άλλα λόγια για να 

υπολογίσουµε την υπογραφή ενός συστήµατος πρέπει πρώτα να βρούµε τα ελάχιστα 

διατεταγµένα σύνολα διακοπής και στη συνέχεια µε βάση τον τελευταίο τύπο να 

προσδιορίσουµε όλες τις συντεταγµένες )(nsi . Τα ελάχιστα διατεταγµένα σύνολα 

διακοπής είναι σύνολα που περιέχουν k  µονάδες, ώστε ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος να µην υπερβαίνει τον k −οστό διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας του 

συγκεκριµένου συνόλου και ταυτόχρονα αφαιρώντας τη µονάδα µε τον k −οστό 

διατεταγµένο χρόνο, το σύνολο να παύει να είναι διατεταγµένο σύνολο διακοπής.  

 Η χρησιµότητα της υπογραφής στη µελέτη του χρόνου ζωής ενός συστήµατος 

αξιοπιστίας, γίνεται φανερή από την ακόλουθη πρόταση, η οποία αρχικά δόθηκε στην 

εργασία του Samaniego (1985) και παρουσιάζεται εκτενώς στη µονογραφία του 

Samaniego (2007).  

Πρόταση 2.4. Έστω nXXX ,...,, 21  οι χρόνοι ζωής των n ισόνοµων και ανεξάρτητων 

µονάδων ενός µονότονου συστήµατος και Τ ο χρόνος ζωής του συστήµατος. Τότε ισχύει 

η ακόλουθη σχέση 

∑ ∑
=

−

=

−








=>

n

i

i

j

jnj

i (tFF(t
j

n
nstTP

1

1

0

))())()()( ,   (2.2)  

όπου )(1)( tFtF −= .   

  Για την απόδειξη της Πρότασης 2.4 ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στην εργασία των Kochar et al. (1999).  

 Η Πρόταση 2.4 δηλώνει ότι αν έχουµε ένα σύστηµα µε ανεξάρτητες και 

ισόνοµες µονάδες από µια κατανοµή F, τότε η κατανοµή του χρόνου ζωής Τ του 

συστήµατος µπορεί να εκφρασθεί ως µια συνάρτηση, η οποία εξαρτάται από το 

σχεδιασµό του συστήµατος µόνο µέσω της υπογραφής του. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η 

σχέση (2.2) µπορεί να γενικευτεί και να εφαρµοσθεί στην περίπτωση όπου οι χρόνοι 

ζωής των µονάδων ενός συστήµατος είναι ανταλλάξιµοι (exchangeable).   
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 Επειδή το πλήθος των µονότονων συστηµάτων µε n µονάδες είναι αρκετά 

µεγάλο (αυξάνεται εκθετικά µε το n), αποτελέσµατα που αποδεικνύουν σχέσεις 

ανάµεσα σε συγκεκριµένα συστήµατα συµβάλουν στη µείωση του υπολογιστικού 

βάρους των υπογραφών όλων των συστηµάτων. Η ακόλουθη πρόταση µειώνει το 

βάρος αυτό στο µισό, δίνοντας µια σχέση που συνδέει την υπογραφή ενός 

συστήµατος µε την υπογραφή του αντίστοιχου δυϊκού του. 

Πρόταση 2.5. Έστω s η υπογραφή ενός συστήµατος µε n ισόνοµες και ανεξάρτητες 

µονάδες και συνάρτηση δοµής φ  και έστω το δυϊκό του σύστηµα µε υπογραφή s
D
 και 

συνάρτηση δοµής Dφ . Τότε ισχύει η ακόλουθη σχέση 

)()( 1 nsns D

ini +−= ,    για .,...,2,1 ni =  

Για την απόδειξη της Πρότασης 2.5 ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στην εργασία των Kochar et al. (1999). 

 Στη συνέχεια θα δώσουµε µια πρόταση, η οποία αρχικά θεµελιώθηκε στην 

εργασία του Boland (2001) και δίνει τη σχέση που έχει η υπογραφή ενός συστήµατος 

µε τα σύνολα λειτουργίας του. Για ένα µονότονο σύστηµα µε χρόνο ζωής T ορίζουµε 

το διάνυσµα ))(),...,(),(( 21 nanana nT =α , όπου  











=

i

n

i
nai

µεγέθουςςλειτουργίασυνόλωνπλήθος
)( .   (2.3) 

Με άλλα λόγια το )(nai  εκφράζει την αναλογία (ποσοστό) των υποσυνόλων 

µεγέθους i, τα οποία είναι σύνολα λειτουργίας για το σύστηµα.  

Πρόταση 2.6. Έστω ένα µονότονο i.i.d. σύστηµα µε n µονάδες και υπογραφή 

))(),...,(),(( 21
′= nsnsns ns . Τότε οι συντεταγµένες του διανύσµατος s συνδέονται µε τις 

αντίστοιχες του διανύσµατος ))(),...,(),(( 21
′= nanana nα  µε την ακόλουθη  σχέση  

ninsna
n

inj
ji ,...,2,1,)()(
1

== ∑
+−=

. 

ή ισοδύναµα  

ninanans inini ,...,2,1),()()( 1 =−= −+− .    (2.4) 

(σύµβαση: 0)(0 =na ).           
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Επιπρόσθετα, το διάνυσµα της υπογραφής ενός συστήµατος αξιοπιστίας συνδέεται µε 

τις ποσότητες rd  που ονοµάζονται dominations και οι οποίες χρησιµοποιούνται στον 

υπολογισµό της πιθανότητας λειτουργίας ενός δικτύου αξιοπιστίας (για περισσότερες 

λεπτοµέρειες, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Boland 

et al. (2001) ή Agrawal & Barlow (1984)).  Οι ποσότητες rd  ικανοποιούν τις σχέσεις  

1,0
1

0 == ∑
=

n

r
rdd , 

και εκφράζονται µέσω των συντεταγµένων nisi ,...,2,1, = , του διανύσµατος της 

υπογραφής ενός συστήµατος αξιοπιστίας, µε την ακόλουθη σχέση  
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2.3 Γεννήτρια συνάρτηση της υπογραφής ενός µονότονου συστήµατος 

 

Έστω nXXX ,...,, 21  οι χρόνοι ζωής των n µονάδων ενός µονότονου συστήµατος και 

Τ ο χρόνος ζωής του συστήµατος. Στην παρούσα ενότητα, υποθέτουµε πως οι 

µονάδες είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d.) και συνεπώς η πιθανότητα το 

σύστηµα να αποτύχει κατά την αποτυχία της −i οστής µονάδας του, δεν εξαρτάται 

από τη συνεχή κατανοµή F  των χρόνων iX  µόνο µέσω της τιµής της )(tF  τη 

χρονική στιγµή t  που το εξετάζουµε. Επιπλέον, συµβολίζουµε µε )(nri  το πλήθος 

των συνόλων λειτουργίας του συστήµατος που περιέχουν i  µονάδες και µε )( pRn  τη 

συνάρτηση αξιοπιστίας του συστήµατος ( )(1 tFpq =−=  είναι η συνήθης 

πιθανότητα αποτυχίας των µονάδων του). Στην επόµενη Πρόταση θα αποδείξουµε τη 

σχέση που συνδέει τη διπλή γεννήτρια συνάρτηση ),( txH  των )(nri , ni ≤≤1  και τη 

διπλή γεννήτρια συνάρτηση  των ποσοτήτων  

.1,)( nins
i

n
i i ≤≤







 

Πρόταση 2.7. Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των nins
i

n
i i ≤≤









1,)( , δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση 
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 39 

όπου  
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−==

1 1
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in xtnrtxtGtxH .   (2.6) 

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας τη σχέση (2.3) στο δεξί µέλος της σχέσης (2.4), 

παίρνουµε διαδοχικά  
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οπότε καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση  
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   (2.7) 

Συνεπώς η γεννήτρια συνάρτηση των ποσοτήτων nins
i

n
i i ≤≤







1,)( , γράφεται στη 

µορφή  
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Εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό 1−= ij , ni ≤≤1 , οι τρεις όροι στο δεξί µέλος 

της τελευταίας σχέσης, παίρνουν τη µορφή  
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αντίστοιχα και καταλήγουµε άµεσα στο ζητούµενο αποτέλεσµα.  

3333 
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Στην επόµενη Πρόταση θα αποδείξουµε τη σχέση που συνδέει τη γεννήτρια 

συνάρτηση της αξιοπιστίας )( pRn  ενός συστήµατος αξιοπιστίας 

∑
∞

=

=
1

)();(
n

n

n zpRpzR  

και τη διπλή γεννήτρια συνάρτηση των ποσοτήτων  

.1,)( nins
i

n
i i ≤≤







 

Η απόδειξη της Πρότασης θα βασιστεί στο ακόλουθο αποτέλεσµα.  

Λήµµα 2.1. Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των )(nri , ni ≤≤1 , δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  
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Απόδειξη. Η συνάρτηση αξιοπιστίας ενός µονότονου συστήµατος µε n µονάδες 

εκφράζεται µέσω του πλήθους )(nri  ως ακολούθως (βλ. Boland et al. (2004)) 
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Συνεπώς η γεννήτρια της συνάρτησης αξιοπιστίας )( pRn , ,...2,1=n , παίρνει τη 

µορφή  
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Εφαρµόζοντας τους µετασχηµατισµούς  

q

p
t = ,  qzx =  

προκύπτουν άµεσα τα ακόλουθα  

t

t
p

+
=
1

, )1( txz +=  

και καταλήγουµε στο ζητούµενο αποτέλεσµα. 
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Πρόταση 2.8. Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των nins
i

n
i i ≤≤









1,)( , δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  
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(2.9) 

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας την έκφραση (2.8) στη σχέση (2.5), το ζητούµενο 

αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα.   3333 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της Πρότασης 2.8, είναι φανερό ότι, αν γνωρίζουµε 

την αξιοπιστία ενός µονότονου συστήµατος, ή ισοδύναµα τη γεννήτρια συνάρτησή 

της, τότε µπορούµε να υπολογίσουµε τη γεννήτρια ενός απλού πολλαπλασίου της 

υπογραφής του (για εκτενή ανάλυση των γεννητριών συναρτήσεων συνδυασµών ή 

διατάξεων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις µονογραφίες των  

Κούτρα (2001, Κεφ. 5) και Χαραλαµπίδη (1996, Κεφ. 6)). Εφαρµογές της παραπάνω 

µεθοδολογίας για τον υπολογισµό του διανύσµατος της υπογραφής για διάφορες 

οικογένειες συστηµάτων, θα παρουσιασθούν σε επόµενες Παραγράφους του 

παρόντος Κεφαλαίου.    

 

2.4 Συνθήκες διατήρησης της ιδιότητας IFR ενός µονότονου συστήµατος  

 

Ένα πρόβληµα, το οποίο παρουσιάζει µεγάλο θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον, 

είναι η διατήρηση του είδους γήρανσης κάτω από διάφορες πράξεις, όπως ο 

σχηµατισµός µονότονων συστηµάτων, η µίξη ή άθροιση τυχαίων µεταβλητών. Στην 

παράγραφο αυτή, θα δούµε αναλυτικά την περίπτωση της ιδιότητας IFR, εξετάζοντας 

αν το συγκεκριµένο είδος γήρανσης των µονάδων διατηρείται ή όχι όταν µε αυτές 

σχηµατίζεται ένα µονότονο σύστηµα. Η οικογένεια των κατανοµών µε την ιδιότητα η 

βαθµίδα αποτυχίας τους να είναι αύξουσα συνάρτηση του t , ονοµάζεται οικογένεια 

Increasing Failure Rate (IFR), όπως έχει ήδη ορισθεί στο Κεφάλαιο 1.   

Αν nXXX ,...,, 21  οι χρόνοι ζωής των n µονάδων ενός µονότονου συστήµατος 

και T  ο χρόνος ζωής του συστήµατος, τότε γνωρίζουµε πως οι χρόνοι ζωής iX  

)1( ni ≤≤  των µονάδων είναι IFR , δεν είναι απαραίτητο και ο χρόνος ζωής T  του 

συστήµατος να διατηρεί τη συγκεκριµένη ιδιότητα. Για παράδειγµα, αν οι δύο  

µονάδες σχηµατίζουν ένα παράλληλο σύστηµα και οι χρόνοι ζωής τους 21 , XX  

ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1λ  και 2λ  αντίστοιχα, τότε η βαθµίδα 

αποτυχίας του συστήµατος δίνεται από την ακόλουθη σχέση  
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Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι η βαθµίδα αποτυχίας του συστήµατος δεν είναι 

αύξουσα σε ολόκληρο το διάστηµα ),0[ +∞ . Για παράδειγµα, αν θέσουµε 4.01 =λ  και 

6.02 =λ , τότε η γραφική παράσταση της βαθµίδας αποτυχίας του συστήµατος 

δίνεται στο ακόλουθο σχήµα   

ΣΧΗΜΑ 2.1 

 

5 10 15 t 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

λ(t)

λ1=0.4 

λ2=0.6 

 

όπου παρατηρούµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα 

της µορφής ),0( 0t  και γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα της µορφής [to, )∞+ . 

Συνεπώς συµπεραίνουµε ότι η οικογένεια κατανοµών IFR  δεν είναι κλειστή ως προς 

το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. Αντίθετα, υπάρχουν κλειστές κλάσεις 

κατανοµών ως προς τη διατήρηση των ιδιοτήτων των µονάδων σε ένα µονότονο 

σύστηµα, όπως οι οικογένειες κατανοµών IFRA  (Birnbaum et al. (1966)), NBU  

(Esary et al. (1970)), NBAFR  (Loh (1984)) και NBUFR  (Gohout & Kuhnert (1995)). 

Στη συνέχεια θα διατυπώσουµε συνθήκες, κάτω από τις οποίες, η µη κλειστή κλάση 

κατατοµών IFR  (ως προς το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων), καθίσταται 

κλειστή. Η ακόλουθη Πρόταση δίνει µια συνθήκη, η οποία επαρκεί ώστε, κατά το 

σχηµατισµό ενός µονότονου συστήµατος, η ιδιότητα IFR να διατηρείται (Esary & 

Proschan (1963)). 

Πρόταση 2.9. Έστω ένα µονότονο σύστηµα µε συνάρτηση αξιοπιστίας 

),...,,()( 21 nSS pppRR =p , για το οποίο ισχύουν τα εξής 

α. οι µονάδες είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d.) µε χρόνους ζωής IFR και  

β. η συνάρτηση που δίνεται από τη σχέση 
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όπου ),...,,()( pppRpr s= είναι η αξιοπιστία του συστήµατος, είναι φθίνουσα. Τότε ο 

χρόνος ζωής του συστήµατος είναι IFR.  

Η Πρόταση 2.9 προσφέρει έναν τρόπο, µε τον οποίο µπορούµε να εξετάζουµε 

εάν ένα µονότονο σύστηµα διατηρεί την ιδιότητα IFR των µονάδων του. Ωστόσο το 

παραπάνω αποτέλεσµα δεν καλύπτει όλες τις περιπτώσεις. Για παράδειγµα, αν η 

συνάρτηση )(xg  είναι αύξουσα και οι ... dii  µονάδες του συστήµατος είναι IFR, τότε 

δεν µπορούµε να εξάγουµε συµπεράσµατα σχετικά µε τις ιδιότητες γήρανσης του 

χρόνου ζωής του συστήµατος. Η επόµενη Πρόταση, η οποία παρέχει µια αναγκαία 

και ικανή συνθήκη, ώστε ένα µονότονο σύστηµα να διατηρεί την ιδιότητα IFR, έχει 

διατυπωθεί και αποδειχθεί στην εργασία του Samaniego (1985).      

Πρόταση 2.10. Ένα µονότονο σύστηµα που αποτελείται από n ανεξάρτητες και  

ισόνοµες µονάδες, είναι κλειστό ως προς την ιδιότητα IFR, αν και µόνο αν  η 

συνάρτηση )(xh , η οποία ορίζεται από τον τύπο  
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όπου )()( )(ii XTPns == , ni ,...,2,1= , είναι η i–οστή συντεταγµένη της υπογραφής s  

του συστήµατος, είναι αύξουσα ως προς x, για ).,0( +∞∈x  

Ο χαρακτηρισµός των IFR κλειστών συστηµάτων, ο οποίος τεκµηριώνεται από 

την  προηγούµενη Πρόταση, δίνει µια µέθοδο για να µπορούµε να καθορίσουµε αν 

ένα σύστηµα µε ανεξάρτητες και ισόνοµες µονάδες διατηρεί τη ιδιότητα IFR. 

∆εδοµένου ότι αυτά τα συστήµατα χρησιµοποιούνται συχνά στην Εφαρµοσµένη 

Μηχανική, το παραπάνω αποτέλεσµα έχει µεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον. Ωστόσο, σε 

ορισµένες περιπτώσεις η πολύπλοκη µορφή της συνάρτησης )(xh  καθιστά την 

εύρεση της µονοτονίας της ιδιαίτερα δύσκολη. Στην Πρόταση 2.11 που ακολουθεί 

(βλ. επίσης Triantafyllou & Koutras (2008)), αποδεικνύουµε µία επαρκή συνθήκη, η 

οποία εξασφαλίζει τη µη διατήρηση της ιδιότητας IFR  στο σχηµατισµό µονότονων 

συστηµάτων. Το συγκριτικό της πλεονέκτηµα σε σχέση µε τα προηγούµενα 

αποτελέσµατα διατήρησης (ή µη) της ιδιότητας IFR , είναι ότι για την εφαρµογή της 



 44 

απαιτεί τον υπολογισµό µόνο δύο συντεταγµένων του διανύσµατος της υπογραφής s  

και επιπλέον δεν βασίζεται στη µελέτη της µονοτονίας συνάρτησης αλλά σε µια απλή 

ανισοτική σχέση. Η απόδειξη της Πρότασης βασίζεται στο ακόλουθο αποτέλεσµα, 

που αφορά τη µονοτονία µιας ρητής συνάρτησης.        

Λήµµα 2.2. Έστω  
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µία ρητή συνάρτηση ως προς x , µε 0≠mα  και 0≠mβ . Αν ισχύει  

011 >− −− mmmm βαβα , 

τότε υπάρχει ένας θετικός αριθµός 0x , τέτοιος ώστε η συνάρτηση )(xz  να είναι 

γνησίως φθίνουσα για 0xx > .  

Απόδειξη. Η συνάρτηση )/1()( xzxf =  µπορεί να εκφρασθεί ως ακολούθως  
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ενώ η πρώτη παράγωγος της παραπάνω συνάρτησης παίρνει τη µορφή  
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∆εδοµένου ότι  

0)()(lim
2

11
0

>−=′ −
−−

→
mmmmm

x

xf ββαβα , 

προκύπτει ότι υπάρχει ένα 0>ε , τέτοιο ώστε 0)( >′ xf  για ε<< x0 . Συνεπώς η 

συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα για ε<< x0 , γεγονός που οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι η συνάρτηση )/1()( xfxz =  είναι φθίνουσα για 0

1
xx =>

ε
.    

3 

Πρόταση 2.11.  Έστω 0n  )1( 0 nn ≤≤  το ελάχιστο πλήθος µονάδων που πρέπει να 

λειτουργούν σε ένα σύστηµα αξιοπιστίας ώστε το σύστηµα να συνεχίζει να λειτουργεί. 

Αν ισχύει 

)()()( 10 00
nsinns ii +−> ,     (2.12) 
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για 00 nni −= , τότε το σύστηµα δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR .   

Απόδειξη. Αφού το 0n  είναι το ελάχιστο πλήθος µονάδων του συστήµατος που 

πρέπει να λειτουργούν ώστε αυτό να συνεχίζει να βρίσκεται σε κατάσταση 

λειτουργίας, η πιθανότητα ότι η αποτυχία της −i οστής µονάδας είναι µοιραία για το 

σύστηµα είναι ίση µε µηδέν για όλες τις τιµές .20 ninn ≤≤+−  Αυτό σηµαίνει ότι η 

τελευταία µη µηδενική συντεταγµένη )(nsi  στο διάνυσµα της υπογραφής 

))(),...,(),(( 21
′nsnsns n  του συστήµατος είναι η )(10

ns nn +− . Είναι φανερό ότι η 

συνάρτηση )(xh , όπως αυτή ορίζεται στη σχέση (2.10), είναι µια ρητή συνάρτηση ως 

προς x , µε κοινό βαθµό αριθµητή και παρονοµαστή ίσο µε 0nnm −= . Συνεπώς η 

)(xh  µπορεί, σε συνδυασµό µε το αποτέλεσµα του Λήµµατος 2.2, να χρησιµοποιηθεί 

κατάλληλα οδηγώντας στη διατύπωση επαρκούς συνθήκης µη διατήρησης της IFR  

ιδιότητας κατά το σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων. Πιο συγκεκριµένα, άµεση 

σύγκριση των σχέσεων (2.10) και (2.11) αποκαλύπτει τα ακόλουθα  
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Επιπρόσθετα ισχύει  
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και δεδοµένου ότι )()()( 100
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+=∑  και 0im = , η τελευταία σχέση οδηγεί 

στην παρακάτω ισότητα  
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Λόγω της σχέσης (2.12) θα ισχύει 011 >− −− mmmm βαβα  και η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε.               3 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ειδική περίπτωση nn =0 , η οποία εξαιρέθηκε από 

την Πρόταση 2.11 (επειδή στη συγκεκριµένη περίπτωση θα ισχύει 00 =i  και η 

συντεταγµένη )(0 ns  δεν έχει νόηµα), αντιπροσωπεύει το παράλληλο σύστηµα µε n  

µονάδες, το οποίο όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως δεν διατηρεί την ιδιότητα 

IFR  (για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τη διατήρηση ιδιοτήτων γήρανσης 

κατά το σχηµατισµό παράλληλων συστηµάτων, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης 

παραπέµπεται στις εργασίες των Abouammoh & El−Neweihi (1986), Hendi et al. 

(1993), Cai & Wu (1997) και Li (2004)).  

Από τη σχέση (2.12) είναι φανερό ότι ένα µονότονο σύστηµα δεν διατηρεί την 

ιδιότητα IFR , αν η πιθανότητα να αποτύχει κατά την −+− )1( 0nn οστή 

διατεταγµένη αποτυχία µιας µονάδας του είναι µεγαλύτερη από 0nnm −=  φορές την 

πιθανότητα το σύστηµα να αποτύχει αργότερα. Επιπλέον, αν συµβολίσουµε µε 
0n

d  

την αναλογία  

)(

)(

10

0

0 ns

ns
d

i

i

n

+

= ,  

τότε η σχέση (2.12) παίρνει τη µορφή  

1
0

0 >
n

d n
. 

Η τελευταία σχέση µας δίνει τη δυνατότητα να συµπεραίνουµε τη µη διατήρηση της 

ιδιότητας IFR  µέσω ενός απλού γραφήµατος. Συγκεκριµένα, παρασταίνοντας, σε ένα 

σύστηµα ορθογωνίων αξόνων, την ποσότητα 
0n

d  συναρτήσει του 0n , 

ΣΧΗΜΑ 2.2 

                                    
0n

d   

 

                                   

                       

 

                                                                                              0n   

Μη διατήρηση της IFR 
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αν για ένα σύστηµα αξιοπιστίας, το σηµείο ),( 00
nd n  ανήκει στο άνω ηµιεπίπεδο που 

ορίζεται από τη διχοτόµο της γωνίας του πρώτου τεταρτηµορίου (δηλαδή την ευθεία 

00
nd n = ), συµπεραίνουµε πως το σύστηµα δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR .   

2.5 ∆ιατήρηση της ιδιότητας IFR σε ένα σύστηµα συνεχόµενο k−−−−από−−−−τα−−−−n: F  
 

Στη συγκεκριµένη παράγραφο θα µελετήσουµε την ειδική περίπτωση ενός µονότονου 

συστήµατος, που ονοµάζεται σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n: F (consecutive 

k−out−of−n: F system), αποδεικνύοντας (µε ανεξάρτητο τρόπο) ορισµένες ιδιότητες 

του, αλλά και εφαρµόζοντας τα γενικά αποτελέσµατα των Παραγράφων 2.3 και 2.4 

για το συγκεκριµένο σύστηµα. Το σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n:F αποτυγχάνει 

όταν αποτύχουν τουλάχιστον k συνεχόµενες µονάδες από τις n. Οι συγκεκριµένες 

δοµές αξιοπιστίας, οι οποίες έχουν εισαχθεί από τους Kontoleon (1980) και Chiang 

και Niu (1981), εφαρµόζονται συχνά σε συστήµατα τηλεπικοινωνιών, σε δίκτυα 

µεταφοράς υγρών, καθώς και στο σχεδιασµό ολοκληρωµένων κυκλωµάτων (για 

περισσότερες λεπτοµέρειες ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις 

εργασίες των Chao et al. (1995), Derman et al. (1982) και Kuo et al. (1994)). 

Γενικεύσεις και παραλλαγές των συστηµάτων συνεχόµενα−k−από−τα−n: F 

αποτελούν τα συστήµατα κυκλικά συνεχόµενα k−από−τα−n: F (Du & Hwang (1988) 

και Boland & Papastavridis (1999)), τα συστήµατα συνεχόµενα−σταθµισµένα−k−από 

−τα−n: F (Chang et al. (1998) και Wu & Chen (1994)), τα δισδιάστατα συστήµατα 

συνεχόµενα k−από−τα−n: F (Koutras et al. (1993) και Koutras et al. (1996)), τα 

συστήµατα r−µεταξύ−k−από−τα−n: F (Griffith (1986), Boutsikas & Koutras (2000)), 

τα συστήµατα αυστηρώς συνεχόµενα k−από−τα−n: F  (Papastavridis (1986) και 

Philippou & Makri (1987)) και τα συστήµατα m−συνεχόµενα−k−από−τα−n: F 

(Papastavridis (1990), Godbole (1993) και Papastavridis & Koutras (1993b)). 

Ορισµένες παραλλαγές των συστηµάτων συνεχόµενων k-από-τα-n:F που 

αναφέρθηκαν παραπάνω, θα µελετηθούν διεξοδικά σε επόµενες παραγράφους του 

παρόντος κεφαλαίου.   

 Τα ε.σ.δ. ενός συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F, είναι τα σύνολα 

},...,2,1{},1,...,3,2{},,...,2,1{ nknknkk +−+−+ , δηλαδή όλα τα υποσύνολα του 

συνόλου },...,2,1{ n  µε k διαδοχικά στοιχεία. Για την οικογένεια των ε.σ.δ. γράφουµε 

}1,...,2,1},1,...,1,{{ +−=−++= knjkjjjC . 
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Συνεπώς η συνάρτηση δοµής του δίνεται, µε τη βοήθεια της Πρότασης 2.2, ως εξής  

∏ ∏
+−

=

+−

=

−−=
1

1

1

))1(1()(
kn

j

kj

ji
ixxϕ . 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας ενός συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F, το οποίο 

αποτελείται από ισόνοµες και ανεξάρτητες µονάδες µε κοινή αξιοπιστία p , παίρνει 

την ακόλουθη µορφή  

∑
=

− −−+−=
n

j

jjn

n ppkjnjNpR
0

)1()1;1,()( , 

όπου η ποσότητα )1;1,( −+− kjnjN  εκφράζει το πλήθος των τρόπων µε τους 

οποίους j όµοια αντικείµενα µπορούν να τοποθετηθούν σε )1( +− jn  διαφορετικά 

κελιά, µε την προϋπόθεση ότι σε κάθε κελί µπορούν να τοποθετηθούν το πολύ ( 1−k ) 

αντικείµενα. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τον υπολογισµό της 

συνάρτησης αξιοπιστίας ενός συστήµατος συνεχόµενο−k−από−τα−n:F, ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Derman et al. (1982), 

Wu & Chen (1993), Sfakianakis & Papastavridis (1993), Papastavridis & Koutras 

(1993a) και Chao, Fu & Koutras (1995).  

  Ας θεωρήσουµε ένα ευθύγραµµο σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n:F. Τότε 

ένα σύνολο λειτουργίας του θα προκύψει αν διατάξουµε τις i  µονάδες που 

λειτουργούν σε µία ευθεία γραµµή, οπότε και δηµιουργούνται )1( +i  κενά κελιά 

(( 1−i ) κενά κελιά ανάµεσα στις i  διαδοχικές µονάδες που λειτουργούν, ένα πριν την 

πρώτη και ένα µετά την τελευταία). Στη συνέχεια κατανέµουµε τις υπόλοιπες )( in −  

µονάδες που έχουν αποτύχει, έτσι ώστε κανένα από τα κελιά να µην περιέχει k  ή και 

περισσότερες µονάδες. Συνεπώς, αν συµβολίσουµε µε ),( mrM  το πλήθος των 

τρόπων µε τους οποίους r  όµοια αντικείµενα µπορούν να τοποθετηθούν σε m  

διαφορετικά κελιά, έτσι ώστε κάθε κελί να περιέχει το πολύ ( 1−k ) αντικείµενα, είναι 

προφανές ότι το πλήθος των συνόλων λειτουργίας του συστήµατος µε i  µονάδες να 

λειτουργούν µπορεί να εκφρασθεί ως ακολούθως  

)1,()( +−= iinMnri .    (2.13) 

Αξίζει να σηµειωθεί πως η παραπάνω ποσότητα ταυτίζεται µε τους αριθµούς 

)1;1,( −+− kiniN , οι οποίοι αρχικά αναπτύχθηκαν από τους Derman et al. (1982) 

για τη µελέτη της αξιοπιστίας ενός συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F (για 

περισσότερες λεπτοµέρειες για τους παραπάνω αριθµούς ο ενδιαφερόµενος 
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αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Kaplansky (1943), Charalambides 

(1991) και Hwang & Yao (1991)).  

 Προκειµένου να υπολογίσουµε το διάνυσµα της υπογραφής ενός συστήµατος 

συνεχόµενου k−από−τα−n:F, αρκεί να βρούµε τη γεννήτρια συνάρτηση του  πλήθους 

)(nri  των συνόλων λειτουργίας του και να χρησιµοποιήσουµε την   Πρόταση 2.7, 

ώστε να καταλήξουµε σε αναδροµικές σχέσεις που θα επιτρέπουν τον υπολογισµό 

των συντεταγµένων της υπογραφής του. Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται στην 

επόµενη Πρόταση.     

Πρόταση 2.12. Έστω ότι )(nsi , ni ,...,2,1= , είναι η υπογραφή ενός ευθύγραµµου 

συστήµατος συνεχόµενο−k−από−τα−n:F. Τότε 

 (α) Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των nins
i

n
i i ≤≤
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 (β) Οι ποσότητες ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  ικανοποιούν την ακόλουθη 
αναδροµική σχέση  
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(2.15) 

για 1,...,1,0 −= ni  και 22 +≥ kn . 

Απόδειξη. (α) Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση του πλήθους ),( mrM , ,...2,1=r , των 

τρόπων κατανοµής r  διαφορετικών αντικειµένων σε m  όµοια κελιά, κάθε ένα από τα 

οποία έχει χωρητικότητα )1( −k , είναι ίση µε  
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είναι το µέσο αρίθµησης για κάθε ένα από τα κελιά (βλ. Charalambides (2002)). 

Πολλαπλασιάζοντας µε mx  και αθροίζοντας για όλες τις τιµές ,...2,1=m , έχουµε ότι  

∑∑
∞

=

∞

= −
=

1 1 )(1

)(
),(

m r

mr

txf

txf
xtmrM .    (2.16) 

Λόγω της σχέσης (2.12), η ποσότητα ),( txH , όπως αυτή ορίζεται στη σχέση (2.6), 

γράφεται ως εξής 
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Εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό min =+− 1  στο εσωτερικό άθροισµα, η 

τελευταία σχέση παίρνει την ακόλουθη µορφή 
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και µε τη βοήθεια της σχέσης (2.16) καταλήγουµε στην έκφραση  
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Στη συνέχεια, αφού υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης ),( txH , 

όπως φαίνεται ακολούθως 
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αντικαθιστούµε τις παραπάνω εκφράσεις στη σχέση (2.5) και, ύστερα από κάποιες 

αλγεβρικές πράξεις, καταλήγουµε στη ζητούµενη έκφραση για τη γεννήτρια 

συνάρτηση των ποσοτήτων .1,)( nins
i

n
i i ≤≤







 Αξίζει να σηµειωθεί ότι η µορφή της 

συνάρτησης ),( txH  µπορεί να προκύψει και ως ειδική περίπτωση ενός γενικότερου 

αποτελέσµατος των Koutras & Papastavridis (1993).  

(β) Αν συµβολίσουµε µε )(tcn  την ποσότητα 
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και γράψουµε τη σχέση (2.17) στη µορφή  
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µπορούµε να καταλήξουµε σε αναδροµική σχέση για τις ποσότητες )(tcn . Πιο 

συγκεκριµένα, παρατηρώντας πως οι συντελεστές των όρων 1+nx  στο αριστερό µέλος 

της τελευταίας σχέσης πρέπει να είναι ίσοι µε µηδέν για 12 +≥ kn , προκύπτει η 

ακόλουθη αναδροµική σχέση  
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Αντικαθιστώντας τις ποσότητες )(tcn  µε τη βοήθεια της σχέσης (2.17) και 

εφαρµόζοντας κατάλληλους µετασχηµατισµούς στις µεταβλητές άθροισης, παίρνουµε  
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 Στη συνέχεια επιλέγουµε τους συντελεστές των όρων it , ni ,...,2,1=  στα δύο µέλη 

της τελευταίας σχέσης, θέτουµε ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  και υλοποιώντας 

αλγεβρικές απλοποιήσεις, καταλήγουµε στην ακόλουθη αναδροµική σχέση για τα 

)(nqi   
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Πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους της τελευταίας  σχέσης µε )!1( −i  και 

εκτελώντας κατάλληλες αλγεβρικές πράξεις, προκύπτει άµεσα το ζητούµενο 

αποτέλεσµα.  

      3 

Προκειµένου να αξιοποιηθεί η αναδροµική σχέση (2.15), απαιτείται ένα πλήθος από 

κατάλληλες αρχικές συνθήκες. Οι συνθήκες αυτές µπορούν να προκύψουν αν 

χρησιµοποιήσουµε ξανά τη σχέση (2.18), αλλά αυτή τη φορά επιλέξουµε τους 

συντελεστές των όρων 1+nx , για 12 +< kn . Ένα επαρκές σύνολο αρχικών συνθηκών 

που επιτρέπει τον υπολογισµό των ποσοτήτων )(nqi  (και συνεπώς των 

συντεταγµένων )(nsi  του διανύσµατος της υπογραφής), δίνεται ακολούθως  

,0)( =nqi για  11 −≤≤≤ kni , 
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Οι επιπρόσθετες τιµές των )(nqi , για 221 +≤<+ knk , που είναι αναγκαίες πριν τη 

χρήση της αναδροµικής σχέσης (2.15), µπορούν να προκύψουν µε την ίδια 

διαδικασία, θέτοντας 0)( =nqi  αν kini <≤≤ ,0,0  ή kn <  και στις περιπτώσεις 

αρνητικών τιµών των )(nqi .  

 Αξίζει να σηµειωθεί στο σηµείο αυτό ότι έπειτα από αλγεβρικές πράξεις, το δεξί 

µέλος της σχέσης (2.14) µπορεί να δώσει την επόµενη εναλλακτική έκφραση για τη 

διπλή γεννήτρια συνάρτηση των ποσοτήτων nins
i

n
i i ≤≤
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Αναπτύσσοντας την τελευταία έκφραση, µπορούµε να καταλήξουµε σε µία 

διαφορετική αναδροµική σχέση για τις συντεταγµένες )(nsi  της υπογραφής 

ακολουθώντας τα ίδια βήµατα µε αυτά της απόδειξης της Πρότασης 2.12. ∆εδοµένου 

ότι η συγκεκριµένη αναδροµή που θα προκύψει, θα εκφράζει τις ποσότητες )(nsi  

συναρτήσει όλων των )( rns ji −− , 22,...,1,0 −= kj , ki 2,...,2,1= , και θα έχει 

περιπλοκότερη µορφή από τη σχέση (2.15), δεν προχωρούµε στην υλοποίηση της 

συγκεκριµένης προσέγγισης.  

 Εναλλακτικά, µπορούµε να καταλήξουµε σε αναδροµική σχέση για τις 

συντεταγµένες )(nsi  της υπογραφής ενός συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F 

χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της Πρότασης 2.8. Πιο συγκεκριµένα, γράφοντας τη 

γεννήτρια της συνάρτησης αξιοπιστίας του ευθύγραµµου συστήµατος 

συνεχόµενο−k−από−τα−n:F στην ακόλουθη έκφραση (βλ. Koutras & Papastavridis 

(1993)) 
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και αντικαθιστώντας την τελευταία έκφραση  στη σχέση (2.9), προκύπτει η επόµενη 

ρητή συνάρτηση  
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η οποία ταυτίζεται µε τη διπλή γεννήτρια των ποσοτήτων nins
i

n
i i ≤≤









1,)( , στην 

οποία καταλήξαµε στο (α) µέρος της Πρότασης 2.12. Έχοντας πλέον τη συνάρτηση 

),( txL , µπορούµε ακολουθώντας τα ίδια βήµατα να οδηγηθούµε στην αναδροµική 

σχέση (2.15).  

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί στην Παράγραφο 2.2, η ποσότητα 

)(!)( nsnns ii =  

είναι πάντα ένας ακέραιος αριθµός. Στην πραγµατικότητα, το )(nsi  µετρά πόσοι 

συνδυασµοί ανάµεσα στις ισοπίθανες µεταθέσεις των χρόνων ζωής nXXX ,...,, 21  

των µονάδων του συστήµατος συµπίπτουν ακριβώς µε την αποτυχία κάποιου ε.σ.δ. 
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κατά την −i οστή διατεταγµένη αποτυχία µονάδας του συστήµατος. Συνεπώς θα είχε 

ενδιαφέρον να υπολογίσουµε πρώτα τους ακέραιους αριθµούς )(nsi  και στη συνέχεια 

να προχωρήσουµε στον προσδιορισµό των συντεταγµένων )(nsi  της υπογραφής του 

συστήµατος. Από τη σχέση (2.15), δεν είναι δύσκολο να επαληθεύσουµε ότι οι 

ποσότητες )(nsi , ni ≤≤1 , ικανοποιούν την ακόλουθη αναδροµική σχέση 
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για 1,...,1,0 −= ni  και 22 +≥ kn , µε αρχικές συνθήκες   

,0)( =nsi για  11 −≤≤≤ kni , 
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Οι επιπρόσθετες τιµές των )(nsi , για 221 +≤<+ knk , που είναι αναγκαίες πριν τη 

χρήση της παραπάνω αναδροµικής σχέσης, µπορούν να προκύψουν µε την ίδια 

διαδικασία, θέτοντας 0)( =nsi  αν kini <≤≤ ,0,0  ή kn <  και στις περιπτώσεις 

αρνητικών τιµών των )(nsi . Ο Πίνακας 2.1 δίνει τις ποσότητες )(nsi  για συστήµατα 

συνεχόµενα k−από−τα−n:F, για nk ≤≤2  και .10,...,3,2=n  
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 Πίνακας 2.1. Οι ποσότητες )(nsi  για συστήµατα συνεχόµενα k−από−τα−n:F    

  i 

n k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 2 0 2         

3 2 0 4 2        

 3 0 0 6        

4 2 0 12 12 0       

 3 0 0 12 12       

 4 0 0 0 24       

5 2 0 48 60 12 0      

 3 0 0 36 60 24      

 4 0 0 0 48 72      

 5 0 0 0 0 120      

6 2 0 240 336 144 0 0     

 3 0 0 144 288 288 0     

 4 0 0 0 144 336 240     

 5 0 0 0 0 240 480     

 6 0 0 0 0 0 720     

7 2 0 1440 2160 1296 144 0 0    

 3 0 0 720 1584 2016 720 0    

 4 0 0 0 576 1584 2160 720    

 5 0 0 0 0 720 2160 2160    

 6 0 0 0 0 0 1440 3600    

 7 0 0 0 0 0 0 720    

8 2 0 10080 15840 11520 2880 0 0 0   

 3 0 0 4320 10080 14400 10080 1440 0   

 4 0 0 0 2880 8640 14400 14400 0   

 5 0 0 0 0 2880 10080 17280 10080   

 6 0 0 0 0 0 4320 15840 20160   

 7 0 0 0 0 0 0 10080 30240   

 8 0 0 0 0 0 0 0 40320   

9 2 0 80640 131040 10810 40320 2870 0 0 0  

 3 0 0 30240 73440 112340 103680 43200 0 0  

 4 0 0 0 17280 54720 100800 129600 60480 0  

 5 0 0 0 0 78560 54720 112320 76960 40320  

 6 0 0 0 0 0 17280 73440 151200 120960  

 7 0 0 0 0 0 0 30240 131040 201600  

 8 0 0 0 0 0 0 0 80640 282240  

 9 0 0 0 0 0 0 0 0 362880  

10 2 0 725760 1209600 1088640 518400 86400 0 0 0 0 

 3 0 0 1693440 604800 967680 1036800 656640 120960 0 0 

 4 0 0 0 120960 397440 777600 1123200 967680 241920 0 
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 5 0 0 0 0 86400 345600 777600 1209600 1209600 0 

 6 0 0 0 0 0 86400 397440 967680 1451520 725760 

 7 0 0 0 0 0 0 120960 604800 1451520 1451520 

 8 0 0 0 0 0 0 0 241920 1209600 2177280 

 9 0 0 0 0 0 0 0 0 725760 2903040 

 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3628800 

      

 

Όπως είναι γνωστό, σε ένα σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n:F, οι µονάδες 

µπορούν να διαταχθούν σε ευθεία γραµµή (ευθύγραµµο σύστηµα) ή σε κυκλική 

µορφή (κυκλικό σύστηµα). Το κυκλικό σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n:F 

εξετάστηκε για πρώτη φορά στην εργασία των Derman et al. (1982), ενώ οι Lambiris 

& Papastavridis (1985), Hwang (1986) και Kossow & Preuss (1989) µελέτησαν την 

αξιοπιστία του, αποδεικνύοντας αναδροµικές σχέσεις και κλειστούς τύπους 

υπολογισµού της.  

Για τον υπολογισµό της υπογραφής cs  ενός κυκλικού συστήµατος 

συνεχόµενο−k−από−τα−n:F µπορούµε να εφαρµόσουµε την ίδια µεθοδολογία µε 

αυτή που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω για το ευθύγραµµο σύστηµα και να 

καταλήξουµε σε αναδροµική σχέση για τις συντεταγµένες της. Για το σκοπό αυτό 

είναι απαραίτητη η εύρεση αρχικά της γεννήτριας συνάρτησης των ποσοτήτων 

nins
i

n
i c

i ≤≤









1,)( . Αυτή δίνεται στην ακόλουθη Πρόταση. 

Πρόταση 2.13. Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των nins
i

n
i c

i ≤≤









1,)( , δίνεται από 

τη σχέση  
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(2.20) 

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.8 για ένα κυκλικό σύστηµα συνεχόµενο 

k−από−τα−n:F, µπορούµε να γράψουµε  
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όπου );( pzRC  είναι η γεννήτρια συνάρτηση της αξιοπιστίας του συστήµατος. 

Ωστόσο η γεννήτρια );( pzRC  µπορεί να γραφεί στην ακόλουθη µορφή  
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και συνεπώς  
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Το δεξί µέλος της (2.20) προκύπτει άµεσα αν υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους 

της γεννήτριας συνάρτησης ως προς x  και t , όπως φαίνεται παρακάτω  
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και τις αντικαταστήσουµε κατάλληλα στην (2.21).                                              3 

Με βάση το αποτέλεσµα της Πρότασης 2.13, µπορούµε να βρούµε αναδροµική σχέση 

για τις συντεταγµένες της υπογραφής του κυκλικού συστήµατος συνεχόµενου 

k−από−τα−n:F, ακολουθώντας αντίστοιχα βήµατα µε αυτά της απόδειξης του (β) 

µέρους της Πρότασης 2.12, που αφορούσε την περίπτωση του ευθύγραµµου 

συστήµατος. Ωστόσο η επόµενη Πρόταση µας απαλλάσσει από την πολυπλοκότητα 

της προαναφερθείσας διαδικασίας, προσφέροντας έναν αλγεβρικά συντοµότερο 

τρόπο για τον προσδιορισµό της υπογραφής του κυκλικού συστήµατος συνεχόµενου 

k−από−τα−n:F.  

Πρόταση 2.14. Αν c

is  και is , ni ≤≤1 , είναι οι υπογραφές ενός κυκλικού και ενός 

ευθύγραµµου συστήµατος συνεχόµενο k−από−τα−n:F αντίστοιχα, τότε  

.1,)1()( ninsns i

c

i ≤≤−=           (2.22) 
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Απόδειξη. Εφαρµόζοντας το γενικό αποτέλεσµα της σχέσης (2.7) για ένα 

ευθύγραµµο συνεχόµενο σύστηµα k−από−τα−(n−1):F και ένα κυκλικό συνεχόµενο 

k−από−τα−n:F, προκύπτουν τα εξής  
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,                (2.24) 

όπου το πλήθος )1,()( +−= iinMnri  έχει περιγραφεί νωρίτερα, ενώ η ποσότητα 

)1,()( +−= iinMnr C

c

i  αναφέρεται στην περίπτωση όπου η πρώτη και η τελευταία 

µονάδα του συστήµατος είναι γειτονικές. Με άλλα λόγια, η ποσότητα ),( mrM C  

εκφράζει το πλήθος των τρόπων κατανοµής r  όµοιων αντικειµένων σε m  

διαφορετικά κελιά m,...,2,1 , έτσι ώστε κάθε ένα από τα κελιά 1,...,3,2 −m , να 

περιέχει το πολύ )1( −k  µονάδες και τα κελιά 1 και m  να περιέχουν, συνολικά και τα 

δύο µαζί, το πολύ )1( −k  µονάδες. Οι Koutras & Papastavridis (1993) έχουν 

αποδείξει πως οι ποσότητες ),( mrM C  µπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει των 

)1,( −mrM  ως ακολούθως  
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Με τη βοήθεια της τελευταίας σχέσης, προκύπτει ότι  
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Στη συνέχεια αντικαθιστούµε δύο φορές το συγκεκριµένο αποτέλεσµα στο δεξί µέλος 

της σχέσης (2.24), ώστε να καταλήξουµε στην ακόλουθη έκφραση  
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και κάνοντας χρήση της (2.23), προκύπτει η επόµενη ισότητα  
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Από την τελευταία σχέση προκύπτει άµεσα ο ισχυρισµός της Πρότασης.   

                   3   

 Εναλλακτικά, µπορούµε να αποδείξουµε τη σχέση (2.22) µεταξύ των 

υπογραφών ευθύγραµµου και κυκλικού συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F, µε 

τη βοήθεια των γεννητριών συναρτήσεων ),( txL , ),( txC  που δίνονται στις (2.19) 

και (2.20) αντίστοιχα και του επόµενου Λήµµατος. 

Λήµµα 2.3. (α) Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των )()( ns
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                     (β) Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των )1(
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Απόδειξη. (α) Η διπλή γεννήτρια συνάρτηση των )()( ns
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και το δεξί µέλος της (2.25) προκύπτει άµεσα αν παρατηρήσουµε ότι  
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(β) Χρησιµοποιώντας την ακόλουθη προφανή ταυτότητα  



 60 








 −
+






 −
−=







 −

i

n
i

i

n
in

i

n
ni

11
)1(

1
, 

συµπεραίνουµε ότι  

∑∑

∑∑∑∑

∞

=

−

=

−

∞

=

−

=

∞

=

−

=

−








 −
+

−








 −
−=−









 −

2

1

1

1

2

1

12

1

1

)1(
1

)1(
1

)1()1(
1

n

n

i

ni

i

n

n

i

ni

i
n

n

i

ni

i

xtns
i

n
ix

xtns
i

n
inxtns

i

n
ni

 

και η ζητούµενη σχέση (2.26) προκύπτει άµεσα, αν παρατηρήσουµε ότι ο δεύτερος 

όρος του δεξιού µέλους της τελευταίας σχέσης ταυτίζεται µε τη συνάρτηση ),( txL , 

ενώ ο πρώτος της όρος γράφεται ως ακολούθως  

 

    3333   
Προκειµένου να καταλήξουµε στη σχέση (2.22), αντικαθιστούµε τις συναρτήσεις 

),( txC , ),( txL  στις σχέσεις (2.25) και (2.26) αντίστοιχα, οπότε προκύπτει ότι  
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και η (εναλλακτική) απόδειξη για τη σχέση ανάµεσα στις υπογραφές του 

ευθύγραµµου και κυκλικού συστήµατος συνεχόµενου k−από−τα−n:F ολοκληρώνεται 

µε απλοποίηση των συντελεστών των )1(),( −nsns i

C

i  και στα δύο µέλη της 

τελευταίας ισότητας.  

 Στη συνέχεια θα µελετήσουµε αναλυτικά την οικογένεια των συνεχόµενα− 

2−από−τα−n:F συστηµάτων, εφαρµόζοντας τα γενικότερα αποτελέσµατα 

προηγούµενων Προτάσεων που αφορούσαν το σύστηµα συνεχόµενο k−από−τα−n:F 

για 1≥k . Συγκεκριµένα, θα προχωρήσουµε στον υπολογισµό της υπογραφής του και 

την απόδειξη Προτάσεων σχετικά µε τη µη διατήρηση της IFR  ιδιότητας ενός 
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συστήµατος συνεχόµενου 2−από−τα−n:F. Στην ειδική περίπτωση 2=n , το 

συνεχόµενο 2−από−τα−2 σύστηµα µε ισόνοµες µονάδες είναι στην πραγµατικότητα 

ισοδύναµο µε ένα παράλληλο σύστηµα δύο µονάδων, µιας και για να αποτύχει το 

σύστηµα αυτό θα πρέπει να αποτύχουν και οι 2 µονάδες του (όπως ακριβώς 

συµβαίνει και στο παράλληλο). Συνεπώς η υπογραφή του θα είναι  

)1,0( ′=s . 

Για τον υπολογισµό των συντεταγµένων της υπογραφής ενός συστήµατος συνεχόµενο 

2−από−τα−n:F, χρειαζόµαστε τη γεννήτρια συνάρτηση των ποσοτήτων 
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n
i i ≤≤









1,)( , η οποία προκύπτει αν θέσουµε 2=k  στη σχέση (2.14) , όπως 

φαίνεται παρακάτω  
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Με αλγεβρικές πράξεις στο δεξί µέλος της (2.27), παίρνουµε διαδοχικά  
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Γράφοντας την τελευταία έκφραση σε µορφή διπλής δυναµοσειράς και επιλέγοντας 

τους συντελεστές ni xt , συµπεραίνουµε ότι  
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Από την τελευταία σχέση προκύπτει άµεσα ο ακόλουθος κλειστός τύπος υπολογισµού 

των συντεταγµένων της υπογραφής ενός συστήµατος συνεχόµενο−2−από−τα−n:F 
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Επιπρόσθετα, αν, χρησιµοποιώντας τις ποσότητες )(tcn  που ορίζονται στη σχέση 

(2.17), γράψουµε τη σχέση (2.27) στη µορφή  
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προκύπτει (παρατηρώντας ότι οι συντελεστές των nx  στο αριστερό µέλος είναι ίσοι 

µε µηδέν για 4≥n ) ότι   
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Στη συνέχεια επιλέγουµε τους συντελεστές των 1+it , ni ,...,1,0=  και µε τη βοήθεια 

της (2.17) προκύπτει η ακόλουθη αναδροµική σχέση για τις συντεταγµένες )(nsi   
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για ni ≤≤1  και 5≥n . Ένα επαρκές σύνολο αρχικών συνθηκών για την παραπάνω 

αναδροµική σχέση δίνεται ακολούθως  
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(επιπλέον θέτουµε 0)( =nsi  για 0≤i  ή nj < ). 

Προκειµένου να εξετάσουµε αν το σύστηµα συνεχόµενο 2−από−τα−n:F διατηρεί την 

ιδιότητα IFR  ή όχι για τις τιµές 2≥n , θα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 2.11. Πιο 

συγκεκριµένα, αν n  είναι άρτιος αριθµός, τότε οι παράµετροι που ορίζονται στη 

συγκεκριµένη Πρόταση, είναι  
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και έχουµε τα εξής  
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(2.28) 

Είναι προφανές ότι το δεξί µέλος της τελευταίας σχέσης είναι µεγαλύτερο από την 

ποσότητα 0n , για 50 ≥n , οπότε εξάγουµε την ακόλουθη σχέση 

5,)()( 010 00
≥> + nnsnns ii .  

Η τελευταία ανίσωση, µε τη βοήθεια της Πρότασης 2.11, συνεπάγεται ότι το σύστηµα 

συνεχόµενο 2−από−τα−n:F δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR  για τους άρτιους αριθµούς 

10≥n .   

 Αν το n  είναι περιττός αριθµός, τότε οι παράµετροι που ορίζονται στη Πρόταση 

2.11, είναι  

2

1
,

2

1
000

+
=−=

−
=

n
nni

n
n  

και ακολουθώντας ανάλογα βήµατα, έχουµε διαδοχικά  
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(2.29) 

για 10 ≥n . Εποµένως συµπεραίνουµε πως το σύστηµα συνεχόµενο 2−από−τα−n:F 

δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR  για τους περιττούς αριθµούς 3≥n .   
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Η παραπάνω διαδικασία δεν καλύπτει τις περιπτώσεις των συστηµάτων συνεχόµενα− 

2−από−τα−n:F για 8,6,4,2=n . Αυτές µπορούν να εξετασθούν εύκολα µε τη βοήθεια 

της ικανής και αναγκαίας συνθήκης της Πρότασης 2.10. Για παράδειγµα, αν 4=n  

υπολογίζουµε τη συνάρτηση )(xh  µε τη βοήθεια του Πίνακα 2.1, όπως φαίνεται 

παρακάτω   
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Είναι φανερό πως η συνάρτηση )(xh  είναι αύξουσα ως προς x  και συνεπώς το 

σύστηµα συνεχόµενο−2−από−τα−4:F διατηρεί την ιδιότητα IFR . Το ίδιο 

συµπέρασµα εξάγεται µε ανάλογο τρόπο για τις υπόλοιπες περιπτώσεις 8,6,2=n . 

 Αποτελέσµατα σχετικά µε τη διατήρηση (ή µη) της ιδιότητας IFR  κατά το 

σχηµατισµό ενός συστήµατος συνεχόµενο−k−από−τα−n:F, έχουν αποδειχθεί και στην 

εργασία των Hwang & Yao (1990), ενώ οι Cui et al. (1995) και Cui (2002) µελέτησαν 

το παραπάνω πρόβληµα σε σχέση µε το εύρος των τιµών του µεγέθους n  των 

συγκεκριµένων συστηµάτων. 

 

2.6 ∆ιατήρηση της ιδιότητας IFR σε ένα σύστηµα−−−−r−−−−µεταξύ−−−−συνεχόµενων−−−−k−−−− 
       από−−−−τα−−−−n: F  
 

Ένα σύστηµα−r−µεταξύ−συνεχόµενων−k−από−τα−n: F (r−within−consecutive− k− 

out−of−n: Fail system) αποτελείται από n  γραµµικά διατεταγµένες µονάδες και 

αποτυγχάνει αν και µόνο αν υπάρχουν k  συνεχόµενες µονάδες, εκ των οποίων 

τουλάχιστον r  έχουν αποτύχει ( nkr ≤≤≤1 ). Το συγκεκριµένο σύστηµα έχει 

εισαχθεί στην εργασία του Griffith (1986), ωστόσο η µελέτη του µαθηµατικού 

µοντέλου που το διέπει, είχε πραγµατοποιηθεί νωρίτερα στις εργασίες των Greenberg 

(1970) και Saperstein (1973, 1975). Φράγµατα για τη συνάρτηση αξιοπιστίας του 

συγκεκριµένου συστήµατος έχουν προταθεί από τους Papastavridis & Koutras 

(1993b) και Μπούτσικας (2000), ενώ η σύνδεση του µε το γνωστό γενικευµένο 

πρόβληµα των γενεθλίων οφείλεται στην εργασία των Kounias & Sfakianakis (1991). 

Αξίζει να σηµειωθεί πως στην ειδική περίπτωση kr = , το σύστηµα ταυτίζεται µε το 

σύστηµα συνεχόµενο−k−από−τα−n: F, ενώ στην ειδική περίπτωση nk =  µε το 

σύστηµα k−από−τα−n: F.  
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 Από τον ορισµό του συγκεκριµένου συστήµατος προκύπτει ότι τα ε.σ.δ. είναι 

όλα τα υποσύνολα του }1,...,1,{ −++ kiii  µεγέθους r , για 1,...,2,1 +−= kni . Λόγω 

της πολυπλοκότητας της µορφής της συνάρτησης δοµής του, η εύρεση του 

διανύσµατος της υπογραφής του κρίνεται ιδιαίτερα αναγκαία. Η ακόλουθη Πρόταση 

προσφέρει µία αναδροµική σχέση για τις συντεταγµένες του διανύσµατος της 

υπογραφής ενός συστήµατος−2−µεταξύ−συνεχόµενων−k−από−τα−n: F µε 

ανεξάρτητες και ισόνοµες µονάδες και κοινή αξιοπιστία p . 

  

Πρόταση 2.15. Έστω ότι )(nsi , ni ,...,2,1= , είναι η υπογραφή ενός συστήµατος−2− 

µεταξύ−συνεχόµενων−k−από−τα−n: F.  
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 (β) Οι ποσότητες ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  ικανοποιούν την ακόλουθη 
αναδροµική σχέση  
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 (2.31) 

Απόδειξη. (α) Εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.8 για ένα σύστηµα−r−µεταξύ− 

συνεχόµενων−k−από−τα−n: F προκύπτει η ακόλουθη ισότητα 
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όπου );( pzR  είναι η γεννήτρια συνάρτηση  της αξιοπιστίας του συστήµατος. 

Επιπλέον, η γεννήτρια συνάρτηση );( pzR , δίνεται από την επόµενη σχέση  
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και συνεπώς  
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Το δεξί µέλος της σχέσης (2.30) προκύπτει αν υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους 

της γεννήτριας συνάρτησης ως προς x  και t , όπως φαίνεται ακολούθως  
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και τις αντικαταστήσουµε κατάλληλα στη σχέση (2.32). 

(β) Αν συµβολίσουµε µε )(tcn την ποσότητα 
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και γράψουµε τη σχέση (2.30) στη µορφή  

])2()2)1((22[)()1()1( 2122

1

22 kkk

n

n

n

k txxktxtkxxxtxtctxxx +−+−−+−=−−− +
∞

=
∑ , 

        (2.34) 

µπορούµε να καταλήξουµε σε αναδροµική σχέση για τις ποσότητες )(tcn . Πιο 

συγκεκριµένα, παρατηρώντας πως οι συντελεστές των όρων 1+nx  στο αριστερό µέλος 

της τελευταίας σχέσης πρέπει να είναι ίσοι µε µηδέν για 22 +≥ kn , προκύπτει η 

ακόλουθη αναδροµική σχέση  
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Αντικαθιστώντας τις ποσότητες )(tcn  µε τη βοήθεια της σχέσης (2.33) και 

εφαρµόζοντας κατάλληλους µετασχηµατισµούς στις µεταβλητές άθροισης, παίρνουµε 

ότι  
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Στη συνέχεια επιλέγουµε τους συντελεστές των όρων it , ni ,...,2,1=  στα δύο µέλη 

της τελευταίας σχέσης, θέτουµε ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  και υλοποιώντας 

αλγεβρικές απλοποιήσεις, καταλήγουµε στην ακόλουθη αναδροµική σχέση για τα 

)(nqi   
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Πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους της τελευταίας  σχέσης µε )!1( −i  και 

εκτελώντας κατάλληλες αλγεβρικές πράξεις, προκύπτει άµεσα το ζητούµενο 

αποτέλεσµα.               3      

Προκειµένου να αξιοποιηθεί η αναδροµική σχέση (2.31), απαιτείται ένα πλήθος από 

κατάλληλες αρχικές συνθήκες. Οι συνθήκες αυτές µπορούν να προκύψουν αν 
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χρησιµοποιήσουµε ξανά τη σχέση (2.34), αλλά αυτή τη φορά επιλέξουµε τους 

συντελεστές των όρων 1+nx , για 22 +< kn . 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι η παραπάνω προσέγγιση µπορεί να 

εφαρµοσθεί (µε κόστος τις πιο περίπλοκες αλγεβρικές πράξεις) για την ανάλυση του 

συστήµατος−r−µεταξύ−συνεχόµενων−k−από−τα−n: F για 2>r . Ο Πίνακας 2.2 δίνει 

τις συντεταγµένες του διανύσµατος της υπογραφής για συστήµατα 

−2−µεταξύ−συνεχόµενων−3−από−τα−n: F µε 10,...,4,3=n . 

Πίνακας 2.2. Οι συντεταγµένες )(nsi  της υπογραφής για συστήµατα−2−µεταξύ−    
                       συνεχόµενων−3− από−τα−n:F 
 i 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 0 1 0        

4 0 5/6 1/6 0       

5 0 7/10 3/10 0 0      

6 0 3/5 2/5 0 0 0     

7 0 11/21 47/105 1/35 0 0 0    

8 0 13/28 13/28 1/14 0 0 0 0   

9 0 5/12 13/28 5/42 0 0 0 0 0  

10 0 17/45 41/90 17/105 1/210 0 0 0 0 0 

 

Με τη βοήθεια του Πίνακα 2.2 και της Πρότασης 2.11, µπορούµε να εξετάσουµε αν 

ένα σύστηµα−2−µεταξύ−συνεχόµενων−3−από−τα−n: F διατηρεί την ιδιότητα IFR  ή 

όχι. Για παράδειγµα αν 7=n , τότε εύκολα διαπιστώνεται ότι το ελάχιστο πλήθος 

µονάδων που πρέπει να λειτουργούν ώστε το σύστηµα να συνεχίζει να λειτουργεί 

είναι 40 =n  και η συνθήκη (2.12) παίρνει τη µορφή  

)7()37()7( 43 ss −>  

ή ισοδύναµα  

35

4

105

47
> , 

που ισχύει. Συνεπώς, προκύπτει άµεσα ότι το σύστηµα−2−µεταξύ− συνεχόµενο− 

3−από−τα−7: F δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR .    
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2.7 ∆ιατήρηση της ιδιότητας IFR σε ένα σύστηµα m−−−−συνεχόµενο−−−−k−−−−από−−−−τα−−−−n:F 
  

 

Ένα σύστηµα m−συνεχόµενο−k−από−τα−n: F (m−consecutive k−out−of−n: Fail 

system) αποτελείται από n  γραµµικά διατεταγµένες µονάδες και αποτυγχάνει αν και 

µόνο αν υπάρχουν τουλάχιστον m  ροές από k  συνεχόµενες µονάδες που έχουν 

αποτύχει ( nk ≤≤1 ), µε την προϋπόθεση ότι δεν επικαλύπτει η µία ροή την άλλη. Το 

συγκεκριµένο σύστηµα αξιοπιστίας, το οποίο έχει εισαχθεί στην εργασία του Griffith 

(1986), είναι στενά συνδεδεµένο µε τις ∆ιωνυµικές κατανοµές τάξης k  (βλ. Aki & 

Hirano (1989), Charalambides (1986) και Phillipou & Makri (1986)), ή ισοδύναµα µε 

τις κατανοµές των ροών επιτυχίας. Στις εργασίες των Papastavridis (1990) και 

Godbole (1993), έχουν αποδειχθεί αναδροµικές σχέσεις και φράγµατα για τη 

συνάρτηση αξιοπιστίας των παραπάνω συστηµάτων, ενώ στις εργασίες των Godbole 

(1990, 1991) και Fu (1992) µελετήθηκε το πρόβληµα προσέγγισης από µια κατανοµή 

Poisson. Αξίζει να σηµειωθεί πως στην ειδική περίπτωση 1=m , το συγκεκριµένο 

σύστηµα ταυτίζεται µε το σύστηµα συνεχόµενο−k−από−τα−n: F.  

Η ακόλουθη Πρόταση προσφέρει µία αναδροµική σχέση για τις συντεταγµένες του 

διανύσµατος της υπογραφής ενός συστήµατος m−συνεχόµενο−k−από−τα−n: F που 

αποτελείται από ανεξάρτητες και ισόνοµες µονάδες µε κοινή αξιοπιστία p . 

 Πρόταση 2.16. Έστω )(nsi , ni ,...,2,1= , η υπογραφή ενός συστήµατος 

m−συνεχόµενου− k−από−τα−n: F.  

 (α) Η διµεταβλητή γεννήτρια συνάρτηση των nins
i

n
i i ≤≤
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                 τη σχέση  
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 (β) Οι ποσότητες ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  και 2=m , ικανοποιούν την   

                 ακόλουθη αναδροµική σχέση  
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 (2.36) 

Απόδειξη. (α) Εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.8 για ένα σύστηµα m−συνεχόµενο− 

k−από−τα−n: F προκύπτει η ακόλουθη ισότητα 
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όπου );( pzR  είναι η γεννήτρια συνάρτηση  της αξιοπιστίας του συστήµατος. 

Επιπλέον, η συνάρτηση );( pzR  δίνεται στην επόµενη σχέση (βλ.  Koutras (1996)) 
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Το δεξί µέλος της ζητούµενης σχέσης προκύπτει αν υπολογίσουµε τις µερικές 

παραγώγους της γεννήτριας συνάρτησης ως προς x  και t  και τις αντικαταστήσουµε 
κατάλληλα στη σχέση (2.37).  

(β) Χρησιµοποιώντας τις ποσότητες )(tcn , όπως έχουν ορισθεί στη σχέση (2.17) και 

γράφοντας τη σχέση (2.35), για 2=m , στη µορφή  
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        (2.38) 

µπορούµε να καταλήξουµε σε αναδροµική σχέση για τις ποσότητες )(tcn . Πιο 

συγκεκριµένα, παρατηρώντας πως οι συντελεστές των όρων 1+nx  στο αριστερό µέλος 
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της τελευταίας σχέσης πρέπει να είναι ίσοι µε µηδέν για 33 +≥ kn , προκύπτει η 

ακόλουθη αναδροµική σχέση  
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Αντικαθιστώντας τις ποσότητες )(tcn  µε τη βοήθεια της σχέσης (2.17) και 

εφαρµόζοντας κατάλληλους µετασχηµατισµούς στις µεταβλητές άθροισης, 

παίρνουµε, επιλέγοντας τους συντελεστές των όρων it , ni ,...,2,1=  στα δύο µέλη, 

την ακόλουθη σχέση  
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Στη συνέχεια θέτουµε ninsnnq iii ,...,2,1),()()( ==  και υλοποιώντας αλγεβρικές 

απλοποιήσεις, καταλήγουµε στη ζητούµενη αναδροµική σχέση για τα )(nqi .   

3 

Προκειµένου να αξιοποιηθεί η αναδροµική σχέση (2.36), απαιτείται ένα πλήθος από 

κατάλληλες αρχικές συνθήκες. Οι συνθήκες αυτές µπορούν να προκύψουν αν 

χρησιµοποιήσουµε ξανά τη σχέση (2.38), αλλά αυτή τη φορά επιλέξουµε τους 

συντελεστές των όρων 1+nx , για 33 +< kn . 

 Ο Πίνακας 2.3 δίνει τις συντεταγµένες του διανύσµατος της υπογραφής για 

συστήµατα 2−συνεχόµενα−2−από−τα−n: F, µε 10,...,3,2=n . 

Πίνακας 2.3. Οι συντεταγµένες )(nsi  της υπογραφής για συστήµατα−2−    
                       συνεχόµενα−2− από−τα−n:F 
 i 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0 0         

3 0 0 0        

4 0 0 0 1       

5 0 0 0 3/5 2/5      

6 0 0 0 2/5 3/5 0     

7 0 0 0 2/7 12/21 1/7 0    

8 0 0 0 3/14 1/2 2/7 0 0   

9 0 0 0 1/6 3/7 5/14 1/21 0 0  

10 0 0 0 2/15 11/30 8/21 5/42 0 0 0 

 

Με τη βοήθεια του Πίνακα 2.3 και της Πρότασης 2.11, µπορούµε να εξετάσουµε αν 

το σύστηµα−2−συνεχόµενο−2−από−τα−n: F διατηρεί την ιδιότητα IFR  ή όχι. Για 

παράδειγµα αν 7=n , εύκολα διαπιστώνεται ότι το ελάχιστο πλήθος µονάδων που 

πρέπει να λειτουργούν ώστε το σύστηµα να συνεχίζει να λειτουργεί είναι 20 =n  και 

η συνθήκη (2.12) παίρνει τη µορφή  

)7()57()7( 65 ss −>  

ή ισοδύναµα  

7

2

21

12
> , 

που ισχύει. Συνεπώς, προκύπτει άµεσα ότι το σύστηµα−2−συνεχόµενο−2−από−τα−7: 

F δεν διατηρεί την ιδιότητα IFR . 
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2.8 Στοχαστική σύγκριση µονότονων συστηµάτων µε τη βοήθεια της υπογραφής  

 

Στην παράγραφο αυτή θα διατυπώσουµε τρεις διαφορετικούς τρόπους σύγκρισης της 

απόδοσης µονότονων συστηµάτων. Τα αποτελέσµατα στηρίζονται στη διάταξη των 

διανυσµάτων της υπογραφής των συστηµάτων και οδηγούν σε συµπεράσµατα 

σχετικά µε τις κατανοµές των χρόνων ζωής τους.  

 Είναι συχνά πιθανό να µπορούµε να κρίνουµε ένα σύστηµα ως καλύτερο από 

ένα άλλο µε µια απλή παρατήρηση των υπογραφών τους, όπως για παράδειγµα σε 

συστήµατα k−από−τα−n: G, για nk ≤ . Ένα σύστηµα k−από−τα−n: G λειτουργεί αν 

λειτουργούν τουλάχιστον k από τις n µονάδες, ή ισοδύναµα αποτυγχάνει αν 

αποτύχουν τουλάχιστον )1( +− kn µονάδες. Συνεπώς η πιθανότητα ότι ο χρόνος ζωής 

του συστήµατος ταυτίζεται µε το χρόνο ζωής Χ(i) της i–διατεταγµένης µονάδας (ως 

προς τη σειρά αποτυχίας) για όλα τα kni −= ,...,2,1  είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή  

kniγιαXTP i −=== ,...,2,1,0)( )( . 

Ταυτόχρονα, το σύστηµα παύει να λειτουργεί όταν µόνο )1( −k  µονάδες του 

βρίσκονται σε λειτουργία και άρα  

1)( )1(1 === +−+− knkn XTPs . 

Η πιθανότητα το σύστηµα να αποτύχει ταυτόχρονα µε την i–οστή µονάδα για 

1+−> kni  είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή µε άλλα λόγια οι )1( −k  τελευταίες 

συντεταγµένες του διανύσµατος της υπογραφής δίνονται από την ακόλουθη σχέση 

niknXTPs ii ≤<+−=== 1για,0)( )( . 

Τελικά η υπογραφή του συστήµατος k−από−τα−n: G δίνεται από τον ακόλουθο τύπο 

=t
nks / )0,...,0,0,1,0,...0,0(

1

321321
−− kkn

. 

Με βάση τα παραπάνω, ένα σύστηµα 2−από−τα−4:G  µε ανεξάρτητες και ισόνοµες 

µονάδες έχει υπογραφή )0,1,0,0(4/2
′=s , ενώ ένα σύστηµα 3−από−τα−4:G έχει 

υπογραφή )0,0,1,0(4/3
′=s . Συνεπώς οι δύο υπογραφές είναι ικανές να 

ποσοτικοποιήσουν το γεγονός ότι ένα σύστηµα 2−από−τα−4:G είναι καλύτερο από 

ένα σύστηµα 3−από−τα−4:G, το οποίο έχει τις ίδιες µονάδες µε το πρώτο.  Πράγµατι 
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αυτό είναι εµφανές, καθώς, σύµφωνα µε τα δύο διανύσµατα 4/2s  και 4/3s  , ο χρόνος 

ζωής του συστήµατος 2−από−τα−4:G ταυτίζεται, µε πιθανότητα 1, µε τον τρίτο 

διατεταγµένο χρόνο ζωής µονάδας του συστήµατος, ενώ ο χρόνος ζωής του 

συστήµατος 3−από−τα−4:G ταυτίζεται,  µε πιθανότητα 1, µε το δεύτερο διατεταγµένο 

χρόνο ζωής µονάδας του, άρα το σύστηµα 2−από−τα−4:G τείνει να διαρκέσει 

περισσότερο από το σύστηµα 3−από−τα−4:G.  Ωστόσο, στις περισσότερες 

περιπτώσεις, η σύγκριση των χρόνων ζωής δύο µονότονων συστηµάτων αξιοπιστίας 

δεν είναι δυνατόν να θεµελιωθεί µε τον απλό τρόπο που περιγράψαµε παραπάνω. Για 

να γίνει εφικτή η πραγµατοποίηση στοχαστικών συγκρίσεων για τους χρόνους ζωής 

συστηµάτων µέσω της υπογραφής τους έχουν εισαχθεί διάφορες έννοιες στοχαστικών 

διατάξεων για τις υπογραφές δύο συστηµάτων. Οι ακόλουθοι ορισµοί που 

αναφέρονται σε διάταξη υπογραφών δίνονται σε αντιστοιχία µε τους Ορισµούς 1.4, 

1.5 και 1.6 για στοχαστική διάταξη τυχαίων χρόνων ζωής. 

Ορισµός 2.6. Αν ),...,,( 112111 nsss=s , ),...,,( 222212 nsss=s  είναι οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η υπογραφή 2s  είναι µεγαλύτερη από τη 1s  ως 

προς τη συνήθη στοχαστική διάταξη (συµβολικά 21 ss st≤ ) αν ισχύει η σχέση 

∑∑
==

≤
n

ij
j

n

ij
j ss 21  για όλα τα ni ,...,2,1= .   (2.40) 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η συνθήκη (2.40) είναι ισοδύναµη µε την ανίσωση  

ii aa 21 ≤ , για όλα τα ni ,...,2,1=  

όπου )(11 naa ii =  και )(22 naa ii =  είναι οι ποσότητες που ορίζονται στη σχέση (2.3). 

Επιπλέον, αν οι συναρτήσεις δοµής 21 ,ϕϕ  των δύο συστηµάτων έχουν την ιδιότητα 

)()( 21 xx ϕϕ ≤ , για όλα τα διανύσµατα κατάστασης x  των µονάδων τους, τότε οι 

αντίστοιχες υπογραφές ικανοποιούν τη σχέση 21 ss st≤ . Ωστόσο το αντίστροφο δεν 

ισχύει (για την εύρεση κατάλληλου αντιπαραδείγµατος, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στο κείµενο των Block & Borges (1984)).  

Ορισµός 2.7. Αν ),...,,( 112111 nsss=s , ),...,,( 222212 nsss=s  είναι οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η υπογραφή 2s  είναι µεγαλύτερη από τη 1s  1s  
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ως προς τη διάταξη βαθµίδας αποτυχίας (συµβολικά 21 ss hr≤ ) αν ο λόγος 

∑∑
==

n

ij
j

n

ij
j ss 12 /  είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς i, για ni ,...,2,1= .                      (2.41) 

Ορισµός 2.8. Αν ),...,,( 112111 nsss=s , ),...,,( 222212 nsss=s  είναι οι υπογραφές δύο 

συστηµάτων µε n µονάδες , τότε λέµε ότι η υπογραφή 2s  είναι µεγαλύτερη από τη 1s  ως 

προς τη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας (συµβολικά 21 ss lr≤ ) αν ο λόγος ii ss 12 /  

είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς i, για ni ,...,2,1= . 

    (2.42) 

Η σχέση ανάµεσα σε δύο στοχαστικά διατεταγµένες υπογραφές µονότονων 

συστηµάτων και τους αντίστοιχους χρόνους ζωής τους, τεκµηριώνεται στις 

ακόλουθες Προτάσεις. 

Πρόταση 2.17. Έστω 1s , 2s  οι υπογραφές δύο µονότονων συστηµάτων µε n 

ανεξάρτητες και ισόνοµες µονάδες και 21 ,TT  οι αντίστοιχοι χρόνοι ζωής τους. Τότε 

ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές 

(α) 21 ss st≤  ⇒ 21 TT st≤  

(β) 21 ss hr≤  ⇒ 21 TT hr≤  

(γ) 21 ss lr≤  ⇒ 21 TT lr≤ . 

Για την απόδειξη της Πρότασης 2.17, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 

στην εργασία των Kochar et al. (1999). Η  σηµασία των παραπάνω αποτελεσµάτων 

έγκειται στο γεγονός ότι προσφέρουν απλές επαρκείς συνθήκες για τη δοµή 

(αναφορικά µε τις υπογραφές) δύο συστηµάτων, οι οποίες θεµελιώνουν στοχαστικές 

διατάξεις των αντίστοιχων χρόνων ζωής τους (ανεξάρτητα των πραγµατικών χρόνων 

ζωής των µονάδων των συστηµάτων αυτών). Για τους τρεις τύπους διάταξης δύο 

υπογραφών  ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές  

21 ss lr≤ ⇒ 21 ss hr≤ ⇒ 21 ss st≤ . 

Οι αντίστροφες συνεπαγωγές δεν ισχύουν γενικά όπως φαίνεται και από το επόµενο 

παράδειγµα, όπου δίνονται δύο µονότονα συστήµατα, των οποίων οι υπογραφές 

ικανοποιούν κάποιες αλλά όχι όλες τις παραπάνω σχέσεις στοχαστικής διάταξης. Ας 

θεωρήσουµε τα συστήµατα που φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα.  
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ΣΧΗΜΑ 2.3 

 

 

 

       

 

  

 

 

                        Σύστηµα 1                                                      Σύστηµα  2  

Οι υπογραφές των δύο συστηµάτων του Σχήµατος 2.3 είναι αντίστοιχα τα διανύσµατα  

1s ,0,
6

1
,

12

7
,

4

1
′







=    2s

′







= 0,
2

1
,

4

1
,

4

1
. 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι οι ισχύουν οι στοχαστικές διατάξεις   

21 ss st≤ ,     21 ss hr≤ , 

ενώ για τη διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας έχουµε διαδοχικά, για 3,2,1=i , 

1

4

1
4

1

41

31 ==
s

s
,   

3

7

4

1
12

7

42

32 ==
s

s
,   

3

1

2

1
6

1

43

33 ==
s

s
 

οπότε συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση 
i

i

s

s

4

3  δεν είναι αύξουσα ως προς i και από τον 

Ορισµό 2.8 έχουµε ότι  

21 ss rl//≤/ . 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Navarro et al. (2005) γενίκευσαν τα 

αποτελέσµατα της Πρότασης 2.17, για µονότονα συστήµατα µε (πιθανώς) 

εξαρτηµένες µονάδες, ενώ οι Navarro et al. (2008) θεµελίωσαν στοχαστικές 

συγκρίσεις µεταξύ χρόνων ζωής µονότονων συστηµάτων διαφορετικού µεγέθους.  

Οι Boland & Samaniego (2004a) απέδειξαν (µε χρήση της υπογραφής) την ακόλουθη 

Πρόταση που αναφέρεται στη στοχαστική διάταξη των χρόνων ζωής των 

συστηµάτων συνεχόµενων 2−από−τα−n: F.   

Πρόταση 2.18. Έστω 
n

T
2
 ο χρόνος ζωής ενός συστήµατος 2−από−τα−n: F µε 

ανεξάρτητες κα ισόνοµες µονάδες. Τότε ισχύει  

 2 

 3  4 

 1  1 

 2 

 3 

 4 
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122 +≥
nstn

TT . 

Το αποτέλεσµα της Πρότασης 2.18 µπορεί να γενικευθεί και για το σύστηµα 

συνεχόµενο−k−από−τα−n:F, για 2>k . Το συγκεκριµένο συµπέρασµα αποδεικνύεται 

στην εργασία των Boland & Samaniego (2004b), χρησιµοποιώντας µια διαφορετική 

προσέγγιση. Για πρόσθετα αποτελέσµατα σχετικά µε στοχαστικές διατάξεις των 

χρόνων ζωής των συστηµάτων k−από−τα−n: F και k−από−τα−n: G, ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Eryilmaz (2007) και Korwar (2003) 

αντίστοιχα.   

 Ως παράδειγµα το πως τα νέα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν στο παρόν 

Κεφάλαιο µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη στοχαστική σύγκριση χρόνων ζωής 

δοµών αξιοπιστίας, ας θεωρήσουµε την οικογένεια των συστηµάτων k−από−τα−n: F 

και τα συστήµατα συνεχόµενα k−από−τα−n: F (ευθύγραµµα και κυκλικά). Για την 

υπογραφή ))(),...,(),(()( 21
′= nsnsnsn ns  της πρώτης κλάσης, γνωρίζουµε ότι  





 =
=

ά,διαφορετικ,0

,1
)(

ki
nsi  

ενώ οι υπογραφές των συνεχόµενων συστηµάτων (ευθύγραµµων και κυκλικών) 

k−από−τα−n: F µπορούν εύκολα να υπολογισθούν µε τη βοήθεια των Προτάσεων 

2.12 και 2.14 αντίστοιχα. Στη συνέχεια, η συνθήκη (2.40) µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για τη θεµελίωση της συνήθους στοχαστικής διάταξης µεταξύ των χρόνων ζωής τους.  

Ο Πίνακας 2.4 παρουσιάζει τη στοχαστική διάταξη που µπορεί να επιτευχθεί 

ανάµεσα στις οικογένειες συστηµάτων που αναφέρθηκαν παραπάνω για 5=n  και για 

όλες τις τιµές .5,...,2,1=k  Είναι προφανές ότι η περίπτωση 1=k  αντιστοιχεί στο 

σειριακό και η τιµή 5=k  στο παράλληλο σύστηµα µε πέντε µονάδες.    

Από τον Πίνακα 2.4, διαπιστώνουµε ότι τα έντεκα (11) µονότονα συστήµατα 

µπορούν να διαταχθούν σχεδόν πλήρως. Πιο συγκεκριµένα, για 52 ζεύγη από τις 

55
2

11
=









πιθανές ανά δύο συγκρίσεις µεταξύ των συστηµάτων µεγέθους 5, 

υλοποιείται στοχαστική σύγκριση. Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα υπολειπόµενα τρία 

ζεύγη δεν είναι δυνατόν να διαταχθούν, όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί µέσω της 

σύγκρισης των συναρτήσεων αξιοπιστίας τους στην απλή περίπτωση όπου όλες οι 

µονάδες έχουν εκθετικούς χρόνους ζωής.  
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Ορισµένες συγκρίσεις που απεικονίζονται στον Πίνακα 2.4, µπορούν να 

θεµελιωθούν και µε εναλλακτικό τρόπο, όπως για παράδειγµα εξετάζοντας αν είναι 

δυνατόν να διαταχθούν οι αντίστοιχες οικογένειες των ε.σ.δ. των συστηµάτων. Αυτό 

είναι εφικτό, αν για παράδειγµα, συγκρίνουµε συστήµατα µε την ίδια τιµή του k . 

Έτσι, το σύστηµα k−από−τα−n: F έχει µεγαλύτερη οικογένεια ε.σ.δ. σε σχέση µε το 

σύστηµα συνεχόµενο κυκλικό k−από−τα−n: F και το τελευταίο έχει µεγαλύτερη 

οικογένεια ε.σ.δ. από το σύστηµα συνεχόµενο ευθύγραµµο k−από−τα−n: F. 

Ωστόσο, υπάρχουν ορισµένα ζεύγη συστηµάτων για τα οποία οι οικογένειες 

των ε.σ.δ. τους δεν µπορούν να διαταχθούν. Μια τέτοια περίπτωση προκύπτει αν 

συγκρίνουµε το σύστηµα 2−από−τα−5: F (το οποίο έχει 10
2

5
=









 ε.σ.λ. της µορφής 

{ }ji, , µε 51 ≤<≤ ji ) µε το ευθύγραµµο σύστηµα  3−από−τα−5: F (το οποίο έχει 

τρία ε.σ.δ. της µορφής { }2,1, ++ iii , 3,2,1=i ). Στη συγκεκριµένη περίπτωση, οι 

υπογραφές των συστηµάτων µπορούν να υπολογισθούν εύκολα µέσω της Πρότασης 

2.12 ως εξής  

( )′= 0,0,0,1,0)(1 ns , 

′







=
10

2
,

10

5
,

10

3
,0,0)(2 ns  

αντίστοιχα και βάσει της (2.40) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο χρόνος ζωής του 

πρώτου συστήµατος είναι στοχαστικά µικρότερος από το χρόνο ζωής του δεύτερου.     
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Πίνακας 2.4. Στοχαστική διάταξη για συστήµατα µεγέθους 5=n .    

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 Σειριακό Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο  

2-από-τα-5 

 

Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο 

3-από-τα-5 

 

Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο 

4-από-τα-5 

 

2-από-

τα-5 

 

 

3-από-

τα-5 

 

 

4-από-

τα-5 

 

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

2-από-τα-5 

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

3-από-τα-5 

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

4-από-τα-5 

Παράλληλο 

Σειριακό 

st=  st<  st<  st<  st<  st<  st<  st<  st<  st<  st<  

Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο 

2-από-τα-5 

 

 
st=  st<  st<  st>  --- 

st<  st>  st<  st<  st<  

Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο 

3-από-τα-5 

 

  
st=  st<  st>  st>  --- 

st>  st>  --- 
st<  

Συνεχόµενο 

Ευθύγραµµο 

4-από-τα-5 

 

   
st=  st>  st>  st>  st>  st>  st>  st<  

 

2-από-τα-5 

 

 

    
st=  st<  st<  st<  st<  st<  st<  

 

3-από-τα-5 

 
     

st=  st<  st>  st<  st<  st<  

 

4-από-τα-5 

 
      

st=  st>  st>  st=  st<  

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

2-από-τα-5 
       

st=  st<  st<  st<  

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

3-από-τα-5         
st=  st<  st<  

Συνεχόµενο 

Κυκλικό 

4-από-τα-5 
         

st=  st<  

Παράλληλο 

          
st=  
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