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Εισαγωγή

΄Οταν κάποιος ανακαλύψει την αλήθεια για κάτι µε µεγάλο κόπο,

τότε, επιθεωρώντας πιο προσεκτικά την ανακάλυψή του,

συχνά διαπιστώνει ότι αυτό που τον κούρασε πολύ για να ̙ρεθεί

ϑα µπορούσε να παρατηρηθεί µε την µεγαλύτερη ευκολία.

—Galileo Galilei (1564–1642)

Τα σοβαρά προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε δεν µπορούν να λυθούν

αν µείνουµε στο ίδιο επίπεδο σκέψης που είχαµε όταν τα δηµιουργήσαµε.

—Albert Einstein (1879–1955)

∆ύο από τα σηµαντικότερα προβλήµατα της Υπολογιστικής Στατιστικής είναι η

προσοµοίωση από κάποια κατανοµή π και ο υπολογισµός ολοκληρωµάτων της

µορφής

Eπ(h) =

∫

X
h(x)π(dx), (1.1)

όπου X το στήριγµα (support) της π και h µία συνάρτηση για την οποία το

ολοκλήρωµα (1.1) υπάρχει και είναι πεπερασµένο. Για προφανείς λόγους, η

π αναφέρεται ως κατανοµή–στόχος.

Καθώς αυξάνεται η πολυπλοκότητα των παραπάνω προβληµάτων ή/και η διά-

σταση του X , η αντιµετώπισή τους µε «άµεσες» τεχνικές γίνεται όλο και πιο

δύσκολη, αν όχι αδύνατη. Γι’ αυτόν το λόγο, µία πληθώρα τεχνικών Monte Carlo

(MC) και Markov Chain Monte Carlo (MCMC) έχει προταθεί στη ̙ιβλιογραφία.

Αυτές οι τεχνικές προσοµοιώνουν τιµές τυχαίων µεταβλητών µε χρήση ηλεκτρο-

νικού υπολογιστή και εκτιµούν την Eπ(h) µέσω κατάλληλων συναρτήσεών των

προσοµοιωµένων τιµών. Οι τεχνικές MC παράγουν ανεξάρτητες παρατηρήσεις

είτε απ’ ευθείας από την κατανοµή–στόχο π είτε από κάποια διαφορετική κατανο-
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µή «πρότασης». Οι τεχνικές MCMC προσοµοιώνουν αλυσίδες Markov µε οριακή

κατανοµή την π και εποµένως οι παρατηρήσεις είναι εξαρτηµένες.

Στην περιοχή υπάρχει εκτενής ̙ιβλιογραφία. Για παράδειγµα, στα ̙ιβλία των

Gilks et al. (1996), Chen et al. (2000), Liu (2001), Robert and Casella (1999,

2004), Berg (2004), Gamerman and Lopes (2006) και Rubinstein (2007) γίνεται

µία εµπεριστατωµένη παρουσίαση των µεθόδων MC και MCMC και εφαρµογών

τους.

Στόχος και περίγραµµα της διατριβής

Στόχος της διατριβής είναι η µελέτη των κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων και

εφαρµογών τους σε διάφορα σχήµατα MC και MCMC. Για κάθε σταθµισµένο

δείγµα ορίζεται µία στοχαστική διαδικασία µε άλµατα (jump process) η οποία,

υπό κατάλληλες συνθήκες, συγκλίνει ασθενώς στην κατανοµή–στόχο. Μέσω αυτής

της οπτικής διευρύνεται η χρήση ενός από τους σηµαντικότερους αλγορίθµους

MC, του δειγµατολήπτη σπουδαιότητας (importance sampling), ο οποίος µπορεί

πλέον να ϑεωρηθεί ως µία γενική µέθοδος προσοµοίωσης από την κατανοµή–

στόχο και όχι απλώς ως µία τεχνική εκτίµησης ολοκληρωµάτων της µορφής (1.1).

Επίσης, υπό τη νέα αυτή οπτική µπορούµε να δούµε και γνωστά σχήµατα MCMC.

Τα κεφάλαια της διατριβής έχουν οργανωθεί ως εξής :

Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται ανασκόπηση κάποιων γνωστών τεχνικών MC, όπως

η µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης, ο δειγµατολήπτης σπουδαιότητας και κάποιες

παραλλαγές του καθώς και η προσοµοίωση µέσω διακριτοποίησης. Στη συνέ-

χεια περιγράφονται οι δύο ̙ασικότεροι αλγόριθµοι MCMC, δηλαδή ο αλγόριθµος

Metropolis–Hastings (MH) και ο δειγµατολήπτης Gibbs.

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα της διατρι-

̙ής. Θεωρώντας τα «κατάλληλα» σταθµισµένα δείγµατα ως ηµιµαρκοβιανές δια-

δικασίες, αποδεικνύεται η σύγκλισή τους στην κατανοµή–στόχο. Πιο συγκεκρι-

µένα, ορίζεται µία διαδικασία µε άλµατα η οποία σχετίζεται µε τα κατάλληλα

σταθµισµένα δείγµατα και για αυτήν αποδεικνύεται η σύγκλιση στην π υπό ορι-

σµένες συνθήκες. ΄Επειτα µελετούνται υπό αυτήν την οπτική γνωστοί αλγόριθµοι

MC και MCMC, όπως ο δειγµατολήπτης σπουδαιότητας και ο αλγόριθµος MH.

Μέσω αυτής της διαδικασίας µάς δίνεται η δυνατότητα να πάρουµε εκτιµητές µε

µικρότερη διασπορά.

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζεται µία νέα τεχνική προσοµοίωσης µέσω δια-

κριτοποίησης και στάθµισης. ∆ιακριτοποιώντας την κατανοµή–στόχο π µέσω της

διαµέρισης του στηρίγµατός της σε έναν πεπερασµένο αριθµό υποσυνόλων και

αντιµετωπίζοντάς την ως διακριτή, απλοποιείται σηµαντικά το πρόβληµα της προ-
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σοµοίωσης, καθώς η προσοµοίωση από διακριτές κατανοµές είναι γενικά µία

τυπική διαδικασία. Επί πλέον η προκύπτουσα ακολουθία σταθµίζεται κατάλληλα

όπως στο δειγµατολήπτη σπουδαιότητας. Τότε η διαδικασία µε άλµατα που σχετί-


εται µε την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία αποδεικνύεται ότι συγκλίνει στην

κατανοµή–στόχο π. Η προτεινόµενη τεχνική µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την

απλοποίηση γνωστών αλγόριθµων MCMC. Εφαρµόζοντας αυτήν την τεχνική σε

γνωστά σύνολα δεδοµένων διαπιστώσαµε ότι οι αυτοσυσχετίσεις σχεδόν µηδενίζο-

νται επιτρέποντας την εκτίµηση των τυπικών σφαλµάτων των εκτιµητών µε απλές

τεχνικές για ανεξάρτητα δείγµατα.

Μελετώντας τα κατάλληλα σταθµισµένα δείγµατα και τις εφαρµογές τους προέ-

κυψαν διάφορα ενδιαφέροντα ϑέµατα, κάποια από τα οποία παρουσιάζονται στο

Κεφάλαιο 5. ΄Ενα από αυτά είναι η εκτίµηση των ̙αρών στον αλγόριθµο ΜΗ. Στο

τρίτο κεφάλαιο ̙λέπουµε ότι αντικαθιστώντας τα τυχαία ̙άρη του αλγόριθµου

ΜΗ µε τις µέσες τιµές τους προκύπτουν εκτιµητές µε µικρότερη διασπορά. ΄Οµως

στην πράξη ο υπολογισµός αυτών των µέσων τιµών γίνεται µόνο σε πολύ απλές

εφαρµογές. Μπορούµε όµως να τις εκτιµήσουµε χρησιµοποιώντας ολόκληρη την

αρχική ακολουθία ΜΗ. Προσοµοιώσεις µάς έδειξαν ότι όχι µόνο έχουµε µικρότερη

διασπορά αντικαθιστώντας τα τυχαία ̙άρη του αλγορίθµου ΜΗ µε τις εκτιµώµενες

µέσες τιµές τους, αλλά και ότι ο νέος εκτιµητής έχει µικρότερη διασπορά και από

αυτόν µε τα «ακριβή» ̙άρη.

Επί πλέον η ανάγκη για επαναδειγµατοληψία (resampling) σε µεγάλα σύ-

νολα δεδοµένων µάς οδήγησε στην ανάπτυξη µίας τεχνικής δύο ̙ηµάτων για την

προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή. Η νέα αυτή µέθοδος µπορεί να

ενσωµατωθεί σε όλες τις ήδη γνωστές µεθόδους προσοµοίωσης από την πολυω-

νυµική κατανοµή ̙ελτιώνοντας σηµαντικά το χρόνο υλοποίησης τους, ειδικά σε

κάποιες γλώσσες προγραµµατισµού, όπως το Matlab και το Mathematica.

Η διατριβή ολοκληρώνεται µε µία σύνοψη των σηµαντικότερων αποτελεσµάτων

και την παράθεση κάποιων ανοικτών ϑεµάτων.
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Αλγόριθµοι Monte Carlo και Markov Chain

Monte Carlo

Η γνώση προσφέρει πολλά προβλήµατα, η άγνοια όµως σίγουρα δεν τα επιλύει.

—Ανώνυµος

Σοφός είναι ο άνθρωπος που ξέρει χρήσιµα πράγµατα όχι εκείνος που ξέρει πολλά.

—Αισχύλος (525–456 π.Χ.)

2.1 Μέθοδοι Monte Carlo

Οι µέθοδοι Monte Carlo (MC) αρχικά εµφανίστηκαν στη ̙ιβλιογραφία µε το πιο

γενικό όνοµα «Στατιστική ∆ειγµατοληψία» (Statistical Sampling). Η συστηµατι-

κή µελέτη τους ξεκινάει από τους ερευνητές Stanislaw Ulam, Enrico Fermi, John

von Neumann και Nicholas Metropolis, οι οποίοι εργάζονταν κατά τη δεκαετία

του ΄40 σε ένα πρόγραµµα για το σχεδιασµό και την ανάπτυξη πυρηνικών όπλων

στο εθνικό εργαστήριο του Los Alamos. Το όνοµά τους οφείλεται στο διάσηµο

καζίνο του Monte Carlo στην πρωτεύουσα του Μονακό.

Παρ’ όλο που αυτές οι µέθοδοι είναι ευρέως διαδεδοµένες, δεν υπάρχει στη

̙ιβλιογραφία κάποιος επίσηµος ορισµός για τον όρο «Μέθοδος Monte Carlo».

Αυτό οφείλεται ίσως στη ϕύση και την ποικιλοµορφία των µεθόδων αυτών, που

παράγουν ορισµούς µέσω συγκεκριµένων παραδειγµάτων. Αν ϑα ϑέλαµε να δώ-

σουµε έναν ανεπίσηµο ορισµό, ϑα λέγαµε ότι µε τον όρο «Μέθοδος Monte Carlo»

µπορούµε να αναφερόµαστε σε κάθε τεχνική η οποία προσοµοιώνει παρατηρήσεις

x1, x2 . . . , xn από κάποια κατανοµή και χρησιµοποιώντας κατάλληλους δειγµατι-

κούς µέσους ή σταθµισµένους δειγµατικούς µέσους προσεγγίζει τις µαθηµατικές

ελπίδες που µας ενδιαφέρουν.
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Σε ό,τι ακολουθεί, ϑα συµβολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα (X,Y, . . .) τις

τυχαίες µεταβλητές και µε πεζά (x, y, . . .) τις τιµές τους. ΄Οταν όµως δε συντρέχει

κάποιος λόγος να αναφερθούµε στις ίδιες τις τυχαίες µεταβλητές, ϑα συµβολίζουµε

µε κεφαλαία γράµµατα και αυτές και τις προσοµοιωµένες τιµές τους.

2.1.1 Ολοκλήρωση Monte Carlo

΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα1

I =

∫

X
f(x) dx,

όπου X ⊆ R
d, d ≥ 1. Γράφοντας την f(x) ως γινόµενο µίας πυκνότητας πιθανό-

τητας π(·) και µίας συνάρτησης h(·), δηλαδή f(x) = h(x)π(x), έχουµε

I =

∫

X
f(x)dx =

∫

X
h(x)π(x)dx = Eπ (h) .

΄Οταν η Eπ (h) υπάρχει και είναι πεπερασµένη ϑα γράφουµε h ∈ L(π). Παίρνο-

ντας ένα τυχαίο δείγµα (X1, . . . , Xn) από την π, µπορούµε να προσεγγίσουµε την

Eπ (h) µε το δειγµατικό µέσο

h̄n =
1

n

n
∑

i=1

h(Xi). (2.1)

Από τον Ισχυρό Νόµο των Μεγάλων Αριθµών (ΙΝΜΑ), ο δειγµατικός µέσος h̄n

συγκλίνει σχεδόν ̙εβαίως στην Eπ (h) καθώς n ↑ ∞. Επίσης, όταν σ2 = Varπ(h) <

∞, ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ), δηλαδή έχουµε

√
n

{

h̄n − Eπ(h)
}

σ

d−→ N (0, 1) καθώς n ↑ ∞,

όπου N (µ, τ 2) συµβολίζει την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ και διασπορά

τ 2. Στις περιπτώσεις που το σ δεν είναι γνωστό, µπορούµε να το αντικαταστήσουµε

µε ένα συνεπή εκτιµητή του, όπως για παράδειγµα τον

σ̂n =

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

{h(Xi) − h̄n}2. (2.2)

1Το ολοκλήρωµα I, όπως και όλα τα ολοκληρώµατα που εµφανίζονται στη συνέχεια, υποτίθεται

καλά ορισµένο και πεπερασµένο.
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Λόγω του Θεώρηµατος Slutsky, το ΚΟΘ εξακολουθεί να ισχύει, ώστε

√
n

{

h̄n − Eπ(h)
}

σ̂n

d−→ N (0, 1) καθώς n ↑ ∞.

Εποµένως, η Eπ(h) µπορεί να εκτιµηθεί µε το 100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης

[

h̄n − zα/2
σ̂n√
n

, h̄n + zα/2
σ̂n√
n

]

.

Είναι σαφές ότι η ακρίβεια της εκτίµησης της Eπ(h) εξαρτάται από την ασυµπτω-

τική διασπορά σ2. Ως εκ τούτου, όσο µικρότερη ασυµπτωτική διασπορά έχει ένας

εκτιµητής της Eπ(h) τόσο αποδοτικότερος είναι. Μερικές ϕορές, η εύρεση απο-

δοτικότερων εκτιµητών από τον απλό δειγµατικό µέσο στην (2.1) µπορεί να είναι

απλή διαδικασία.

Παράδειγµα 2.1. ΄Εστω d > 1 και xi = (x
(1)
i , x

(2)
i ), µε την x

(2)
i να αποτελείται

από k < d συνιστώσες της xi. Σε περίπτωση που είναι δυνατό να υπολογιστεί η

δεσµευµένη µέση τιµή Eπ

{

h(X)|X(2) = x(2)
}

, µία εναλλακτική προσέγγιση της

Eπ(h) είναι η

h̄RB
n =

1

n

n
∑

i=1

Eπ{h(X)|X(2) = x
(2)
i }.

Ο εκτιµητής h̄RB
n έχει επίσης µέση τιµή Eπ(h), αφού

Eπ[Eπ{h(X)|X(2)}] = Eπ [h(X)] .

Προφανώς, ο h̄RB
n συγκλίνει σχεδόν ̙εβαίως στην Eπ(h) λόγω του ΙΝΜΑ. Επίσης,

ισχύει το ΚΟΘ και για αυτόν. Η ακρίβειά του είναι µάλιστα µεγαλύτερη ή ίση της

ακρίβειας του h̄n, αφού

σ2 = Varπ{h(X)}
= Varπ{Eπ[h(X)|X(2)]} + Eπ{Varπ[h(X)|X(2)]}
≥ Varπ{Eπ[h(X)|X(2)]}.

Λόγω της οµοιότητας του εκτιµητή h̄RB
n µε αυτόν που προκύπτει από το Θεώρηµα

Rao–Blackwell, στη ̙ιβλιογραφία αναφέρεται ως Rao–Blackwellized εκτιµητής

(εξ’ ου και το «RB» στο συµβολισµό του). Συνεπώς σε περιπτώσεις που το υπο-

λογιστικό κόστος δεν είναι µεγάλο, είναι προτιµότερο να χρησιµοποιείται ο h̄RB
n

αντί του h̄n. ¤

Τα τυχαία δείγµατα που χρησιµοποιούνται για την προσέγγιση ποσοτήτων της

µορφής Eπ(h) λαµβάνονται µέσω προσοµοίωσης. Στη συνέχεια ϑα περιγραφούν
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κάποιες ̙ασικές µέθοδοι προσοµοίωσης οι οποίες σχετίζονται άµεσα µε το περιε-

χόµενο της διατριβής.

2.1.2 Μέθοδος Αντιστροφής

Η µέθοδος της Αντιστροφής είναι η απλούστερη µέθοδος προσοµοίωσης τυχαίων

µεταβλητών. Βασίζεται στην αντιστροφή της συνάρτησης κατανοµής. Παρ’ όλο

που ως έννοια η αντιστροφή έχει νόηµα µόνο στην περίπτωση όπου η συνάρτηση

κατανοµής είναι γνησίως αύξουσα και εποµένως ένα προς ένα, στην πραγµατι-

κότητα αυτό δεν είναι απαραίτητο· αρκεί η έννοια της γενικευµένης αντίστροφης

συνάρτησης.

Ορισµός 2.1. Γενικευµενη Αντιστροφη Συναρτηση. ΄Εστω F : R → R µία αύ-

ξουσα συνάρτηση. Ως γενικευµένη αντίστροφή της ορίζεται η συνάρτηση

F−(u) = inf {x : F (x) ≥ u} .

Στην περίπτωση που η F είναι γνησίως αύξουσα, τότε µπορεί να δει κανείς

εύκολα ότι η γενικευµένη αντίστροφή της συµπίπτει µε την αντίστροφη συνάρτηση

F−1.

Λήµµα 2.1. Ληµµα Αντιστροφης. ΄Εστω F µία συνάρτηση κατανοµής. Αν U ∼
U(0, 1) τότε η X = F−(U) έχει συνάρτηση κατανοµής F .

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ (0, 1). Επειδή η F (·) είναι δεξιά συνεχής, ισχύει F (F−(u)) ≥
u. Επίσης, από τον ορισµό της γενικευµένης αντίστροφης συνάρτησης, για κάθε

x ∈ R ισχύει F−(F (x)) ≤ x. Εποµένως,

{

(u, x) : F−(u) ≤ x
}

= {(u, x) : F (x) ≥ u} ,

άρα

P(X ≤ x) = P
{

F−(U) ≤ x
}

= P {U ≤ F (x)} = F (x).

Στην πράξη, προκειµένου να προσοµοιώσουµε ένα τυχαίο δείγµα από κάποια

κατανοµή–στόχο π µε συνάρτηση κατανοµής F, παράγουµε ένα τυχαίο δείγµα

(u1, . . . , un) από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1) και ϑέτουµε

xi = F−(ui) για i = 1, . . . , n.

Τότε το (x1, . . . , xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την π.

∆υστυχώς, η αντιστροφή της συνάρτησης κατανοµής είναι συχνά πολύ δύ-

σκολη, αν όχι αδύνατη διαδικασία. ΄Ετσι η µέθοδος της Αντιστροφής µπορεί να
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εφαρµοστεί σε πολύ λίγες περιπτώσεις. Γι’ αυτό καταφεύγουµε σε άλλες τεχνικές

όπως αυτές που ϑα περιγράψουµε στις επόµενες ενότητες.

2.1.3 Μέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης

Η µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης (Accept–Reject method) ή, πιο απλά, µέθοδος

Απόρριψης (Rejection method), εισήχθη από τον von Neumann (1951). Είναι

µία µέθοδος για την υλοποίηση της οποίας απαιτείται η γνώση µόνο της συναρ-

τησιακής µορφής της κατανοµής–στόχου π, δηλαδή χρειάζεται να γνωρίζουµε τη

µορφή της εκτός ίσως από κάποια πολλαπλασιαστική σταθερά. ΄Οπως ϑα δούµε

και στις επόµενες ενότητες, η γνώση της κατανοµής–στόχου εκτός από µία πολ-

λαπλασιαστική σταθερά είναι ακριβώς ό,τι χρειάζονται οι περισσότερες µέθοδοι

προσοµοίωσης.

Η µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης ̙ασίζεται στην προσοµοίωση από κάποια

άλλη κατανοµή g, η προσοµοίωση από την οποία είναι µάλλον απλούστερη δια-

δικασία. Οι τιµές που προσοµοιώνονται από την g προτείνονται ως παρατηρήσεις

από την π και γίνονται αποδεκτές µε κάποια πιθανότητα διαφορετικά απορρί-

πτονται. (Εξ ου και «µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης»). Για αυτόν το λόγο, η

κατανοµή g αναφέρεται και ως κατανοµή πρότασης.

΄Εστω ότι η κατανοµή–στόχος είναι απόλυτα συνεχής ως προς το µέτρο µ µε

αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας π(x), x ∈ X . Θεωρούµε µία άλλη κατανοµή,

επίσης απόλυτα συνεχή ως προς το µ, µε πυκνότητα πιθανότητας g(x), τέτοια ώστε

π(x) ≤ Mg(x) για κάθε x ∈ X

για κάποιο ϑετικό αριθµό M . Τότε ισχύει το εξής :

Πρόταση 2.1. ΄Εστω Y ∼ g και U ∼ U(0, 1) ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Η

δεσµευµένη κατανοµή της Y δοθέντος U ≤ π(Y )/Mg(Y ) είναι η π.

Απόδειξη. Για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ισχύει

P

(

Y ∈ A
∣

∣U ≤ π(Y )

Mg(Y )

)

=
P

(

Y ∈ A,U ≤ π(Y )
Mg(Y )

)

P

(

U ≤ π(Y )
Mg(Y )

)

=

∫

A

∫ π(y)/Mg(y)

0
g(y)duµ(dy)

∫

X
∫ π(y)/Mg(y)

0
g(y)duµ(dy)

=

∫

A
π(y)

Mg(y)
g(y)µ(dy)

∫

X
π(y)

Mg(y)
g(y)µ(dy)

=

∫

A

π(y)µ(dy).
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Στην πράξη, η Πρόταση 2.1 εφαρµόζεται ως εξής. Παράγουµε ανεξάρτητες

παρατηρήσεις Y1, Y2, . . . από την g µαζί µε αντίστοιχες ανεξάρτητες παρατηρήσεις

U1, U2, . . . από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1). Οι Yi για τις οποίες ισχύει Ui ≤
π(Yi)/Mg(Yi) γίνονται αποδεκτές ως παρατηρήσεις από την π ενώ οι υπόλοιπες

απορρίπτονται.

Η διαδικασία προσοµοίωσης µίας παρατήρησης από την π µέσω της µεθόδου

Αποδοχής–Απόρριψης περιγράφεται στον ακόλουθο αλγόριθµο.

Αλγόριθµος 2.1. Αλγόριθµος Αποδοχής–Απόρριψης

1. Προσοµοίωσε Y ∼ g και U ∼ U(0, 1)

2. Αν U ≤ π(Y )

Mg(Y )
επίστρεψε Y ∼ π, διαφορετικά πήγαινε στο Βήµα 1.

Παρατηρούµε ότι αν η ανισότητα π(x) ≤ Mg(x) ισχύει για κάθε x ∈ X , ϑα ισχύει

και για οποιοδήποτε M ′ > M . ΄Αρα η µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης µπορεί να

εφαρµοστεί µε οποιοδήποτε M ′ στη ϑέση του M , οπότε δε χρειάζεται να υπολο-

γίσουµε το supx π(x)/g(x) αλλά αρκεί να ̙ρούµε απλώς ένα άνω ϕράγµα του.

Προφανώς, όσο µεγαλύτερο είναι το M τόσο περισσότερες τιµές απορρίπτονται.

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί και σε περιπτώσεις που η π

ή/και η g είναι γνωστές εκτός από κάποιες πολλαπλασιαστικές σταθερές. Πράγ-

µατι, έστω π(x) = cππ̃(x), g(x) = cgg̃(x) µε τις συναρτήσεις π̃, g̃ να είναι

γνωστές και τις σταθερές κανονικοποίησης cπ, cg ενδεχοµένως άγνωστες. ΄Εστω

επίσης ότι ισχύει π̃(x) ≤ M̃g̃(x), ∀x ∈ X , όπου M̃ είναι κάποια ϑετική στα-

ϑερά. Εύκολα ϕαίνεται ότι υπάρχει ϑετική σταθερά M ≤ cπM̃/cg τέτοια ώστε

π(x) ≤ Mg(x),∀x ∈ X . Επί πλέον, ισχύει π̃(x)/M̃g̃(x) ≤ π(x)/Mg(x), ∀x ∈ X .

Εποµένως, ο αλγόριθµος που αποδέχεται µία Y ∼ g αν U ≤ π̃(Y )/M̃g̃(Y ), είναι

ένας αλγόριθµος Αποδοχής–Απόρριψης που προσοµοιώνει παρατηρήσεις από την

π. Η διαφορά του από τον Αλγόριθµο 2.1 είναι ότι αποδέχεται δυσκολότερα τις

Y .

Η συνθήκη π(x) ≤ Mg(x), ∀x ∈ X , ισοδυναµεί µε το να είναι ο λόγος

π(x)/g(x) άνω ϕραγµένος στο X . Στις περιπτώσεις που το X είναι άπειρο σύ-

νολο, προκειµένου να συµβαίνει αυτό ϑα πρέπει η g να έχει πιο ̙αριές ουρές από

την π. Για παράδειγµα, είναι αδύνατο να χρησιµοποιήσουµε τον παραπάνω αλ-

γόριθµο για να προσοµοιώσουµε παρατηρήσεις από µία κατανοµή Cauchy χρη-

σιµοποιώντας ως κατανοµή πρότασης µία κανονική κατανοµή. Παρεµπιπτόντως,

το αντίστροφο δουλεύει αρκετά ικανοποιητικά.

Κάποια επί πλέον χρήσιµα χαρακτηριστικά της µεθόδου είναι τα ακόλουθα.
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Πρόταση 2.2. Η πιθανότητα αποδοχής της Y στον Αλγόριθµο 2.1 ισούται µε 1/M .

Απόδειξη.

P(Y γίνεται δεκτή) = P

(

U ≤ π(Y )

Mg(Y )

)

=

∫

X

∫ π(y)/Mg(y)

0

g(y)duµ(dy)

=

∫

X

π(y)

Mg(y)
g(y)µ(dy)

=
1

M

∫

X
π(y)µ(dy)

=
1

M
.

Επειδή οι Y που προτείνονται παράγονται ανεξάρτητα, για την παραγωγή

µίας παρατήρησης από την π µέσω της µεθόδου Αποδοχής–Απόρριψης πραγ-

µατοποιούνται ανεξάρτητα πειράµατα Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 1/M

µέχρι να εµφανιστεί η πρώτη επιτυχία. Εποµένως ο αριθµός των προτεινόµενων

τιµών µέχρι την πρώτη αποδοχή ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε πιθανό-

τητα επιτυχίας 1/M , οπότε ο αναµενόµενος αριθµός προτάσεων µέχρι την πρώτη

αποδοχή ισούται µε M . Μπορούµε λοιπόν να συγκρίνουµε διάφορες κατανο-

µές πρότασης g1, g2, . . . µε ̙άση τα αντίστοιχα ϕράγµατα M1,M2, . . . των λόγων

π(x)/g1(x), π(x)/g2(x), . . .. Σύµφωνα λοιπόν µε τα παραπάνω, καλύτερη επιλογή

κατανοµής πρότασης είναι εκείνη µε το µικρότερο M , αφού απαιτείται µικρότερος

µέσος αριθµός προτάσεων µέχρι να γίνει δεκτή µία τιµή.

Πρόταση 2.3. Η δεσµευµένη κατανοµή της Y δοθέντος ότι απορρίπτεται έχει πυ-

κνότητα
Mg(y) − π(y)

M − 1
.

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς, από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας παίρνουµε

P(Y ∈ A) = P(Y ∈ A|Y γίνεται δεκτή) P(Y γίνεται δεκτή) +

P(Y ∈ A|Y απορρίπτεται) P(Y απορρίπτεται).

Εποµένως,

P(Y ∈ A|Y απορρίπτεται)

=
P(Y ∈ A) − P(Y ∈ A|Y γίνεται δεκτή) P(Y γίνεται δεκτή)

P(Y απορρίπτεται)
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και επειδή Y ∼ g,

P(Y ∈ A|Y απορρίπτεται) =

∫

A
g(y)µ(dy) − (1/M)

∫

A
π(y)µ(dy)

1 − 1/M

=

∫

A

Mg(y) − π(y)

M − 1
µ(dy).

Στη ̙ιβλιογραφία υπάρχουν αρκετές παραλλαγές της µεθόδου Αποδοχής–

Απόρριψης, όπως η µέθοδος Envelop Accept–Reject, ο Adaptive Rejection Sa­

mpler και πολλές άλλες. Μια εµπεριστατωµένη παρουσίαση τέτοιων µεθόδων

δίνεται από τους Robert and Casella (2004).

2.1.4 ∆ειγµατοληψία σπουδαιότητας

Η δειγµατοληψία σπουδαιότητας (Importance Sampling–IS) [Marshall, (1956)]

είναι µία άλλη γνωστή µέθοδος MC η οποία χρησιµοποιείται για την προσέγγιση

ολοκληρωµάτων της µορφής (1.1) µέσω προσοµοίωσης από κάποια διαφορετική

κατανοµή πρότασης g.

΄Εστω ότι οι π και g είναι απολύτως συνεχείς ως προς κάποιο µέτρο µ µε το

στήριγµα της g να περιέχει το στήριγµα της π, δηλαδή

X = {x : π(x) > 0} ⊆ {x : g(x) > 0} . (2.3)

Επειδή ενδιαφερόµαστε για την προσέγγιση της Eπ(h) =
∫

X h(x)π(x)µ(dx), αυτό

που στην πραγµατικότητα χρειαζόµαστε είναι το στήριγµα της g να περιέχει το σύ-

νολο στο οποίο το γινόµενο h(x)π(x) είναι διάφορο του µηδενός. Αυτό προφανώς

εξασφαλίζεται από την (2.3).

Παρατηρούµε ότι

Eπ [h(X)] =

∫

X
h(x)π(x)µ(dx)

=

∫

X

h(x)π(x)

g(x)
g(x)µ(dx)

= Eg

[

h(X)π(X)

g(X)

]

= Eg [w(X)h(X)] ,

όπου w(X) = π(X)/g(X). Εποµένως, αν προσοµοιώσουµε ένα τυχαίο δείγµα
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X1, . . . , Xn από την g, µπορούµε να εκτιµήσουµε την Eπ(h) µε την ποσότητα

h̄IS
n =

∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)

n
(2.4)

όπου

w(Xi) = π(Xi)/g(Xi), i = 1, . . . , n.

Τα w(Xi) λέγονται ̙άρη σπουδαιότητας (importance weights) ενώ η g λέγεται

είτε κατανοµή σπουδαιότητας (importance distribution) είτε κατανοµή πρότασης

(proposal distribution) όπως και στη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης.

Από τον ΙΝΜΑ έχουµε ότι

1

n

n
∑

i=1

w(Xi)h(Xi)
σ.β.−→ Eg{w(X)h(X)} = Eπ(h) (2.5)

για κάθε h ∈ L(π). Εποµένως, ο εκτιµητής h̄IS
n συγκλίνει ισχυρά στην Eπ(h).

Εναλλακτικά, ϑα µπορούσαµε να εκτιµήσουµε την Eπ(h) µε τον

ĥIS
n =

∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)
∑n

i=1 w(Xi)
. (2.6)

Για να το δούµε αυτό, ας διαιρέσουµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του ĥIS
n

µε n:

ĥIS
n =

∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)/n
∑n

i=1 w(Xi)/n
.

Από την (2.5) έχουµε ότι ο αριθµητής του ĥIS
n συγκλίνει ισχυρά στην Eπ(h), ενώ ο

παρονοµαστής του στη µονάδα. Εποµένως, ο ĥIS
n συγκλίνει ισχυρά στην Eπ(h).

Ο εκτιµητής ĥIS
n είναι πιο γενικός από τον h̄IS

n γιατί µπορεί να χρησιµοποιηθεί

ακόµα και στην περίπτωση που τα ̙άρη σπουδαιότητας είναι γνωστά εκτός από

κάποια πολλαπλασιαστική σταθερά, δηλαδή w(Xi) = cw̃(Xi) για κάθε i, όπου

c > 0. Τότε ο εκτιµητής ĥIS
n παίρνει τη µορφή

ĥIS
n =

∑n
i=1 w̃(Xi)h(Xi)
∑n

i=1 w̃(Xi)
=

c−1
∑n

i=1 w(Xi)h(Xi)/n

c−1
∑n

i=1 w(Xi)/n
.

Σε αυτήν την περίπτωση το όριο του παρονοµαστή του ĥIS
n διαφέρει από τη µονάδα

αφού
1

n

∑

w̃(Xi) =
c−1

n

∑

w(Xi)
σ.β.−→ c−1

Eg{w(X)} = c−1, (2.7)
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ενώ για τον αριθµητή ισχύει

1

n

∑

w̃(Xi)h(Xi) =
c−1

n

∑

w(Xi)h(Xi)
σ.β.−→ c−1

Eg{w(X)h(X)} = c−1
Eπ(h).

(2.8)

Εποµένως, ο λόγος τους συγκλίνει και πάλι στην επιθυµητή ποσότητα Eπ(h).

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι η υπόθεση της ανεξαρτησίας

των Xi δεν είναι απαραίτητη, καθώς οι εκτιµητές ĥIS
n και h̄IS

n συγκλίνουν στη

Eπ(h) κάτω από πιο γενικές συνθήκες. Για παράδειγµα, αν τα Xi σχηµατίζουν

µια εργοδική αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή την g, τότε από το Εργοδικό

Θεώρηµα τα παραπάνω όρια εξακολουθούν να ισχύουν.

Η δειγµατοληψία σπουδαιότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί της µεθόδου

Αποδοχής–Απόρριψης σε περιπτώσεις που δεν είναι δυνατό να ̙ρεθεί µία κατα-

νοµή πρότασης g και µία σταθερά M τέτοια ώστε να ισχύει π(x) ≤ Mg(x) για

κάθε x ∈ X ή το M είναι πολύ µεγάλο οπότε ο µέσος αριθµός απορρίψεων µέχρι

την πρώτη αποδοχή είναι πολύ µεγάλος. Επίσης, έχει αποδειχθεί (δες Liu, 1996,

Robert and Casella, 2004, Tan, 2006) ότι η δειγµατοληψία σπουδαιότητας είναι

αποδοτικότερη από τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης. Γι’ αυτό, η δειγµατολη-

ψία σπουδαιότητας έχει µεγάλο εύρος εφαρµογών και επί πλέον έχει αποδειχθεί

ιδανική τεχνική για την εκτίµηση πιθανοτήτων σπάνιων ενδεχοµένων.

Ιδιότητες των εκτιµητών IS

Ο h̄IS
n είναι αµερόληπτος εκτιµητής της Eπ(h), αφού

Eg(h̄
IS
n ) = Eg

(∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)

n

)

=
1

n

n
∑

i=1

Eg {w(Xi)h(Xi)}

= Eg {w(X)h(X)}
= Eπ {h(X)} .

Επίσης, αφού τα (X1, . . . , Xn) αποτελούν τυχαίο δείγµα από την g, η διασπορά

του h̄IS
n ϑα ισούται µε

Varg(h̄
IS
n ) = Varg

(∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)

n

)

=
1

n2

n
∑

i=1

Varg {w(Xi)h(Xi)}

=
1

n
Varg {w(X)h(X)} .
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Υπό την προϋπόθεση ότι η Varg {w(X)h(X)} = σ2
h είναι πεπερασµένη, ισχύει το

ΚΟΘ √
n

{

h̄IS
n − Eπ(h)

} d−→ N (0, σ2
h) καθώς n ↑ ∞.

Η διασπορά σ2
h µπορεί να εκτιµηθεί από τη δειγµατική διασπορά των w(Xi)h(Xi)

σ̂2
h =

1

n

n
∑

i=1

{

w(Xi)h(Xi) − h̄IS
n

}2
.

Παρατήρηση 2.1. Αποδεικνύεται (δες Robert and Casella, 2004) ότι αν επιλέ-

ξουµε ως κατανοµή πρότασης την

g∗(x) =
|h(x)|π(x)

∫

X |h(z)|π(z)µ(dz)
,

τότε η διασπορά του εκτιµητή (2.4) ελαχιστοποιείται. Η προσοµοίωση όµως από

την g∗ δεν είναι εύκολη διαδικασία αφού ο παρονοµαστής της ισούται µε Eπ(|h|),
που είναι άγνωστη ποσότητα. Για παράδειγµα, αν ισχύει h > 0 τότε ο παρο-

νοµαστής της ισούται µε Eπ(h), δηλαδή ακριβώς την ποσότητα που ϑέλουµε να

εκτιµήσουµε ! Ως εκ τούτου, στην πράξη χρησιµοποιείται ως κατανοµή πρότασης

κάποια διαφορετική κατανοµή. ¤

Ο εκτιµητής ĥIS
n δεν είναι αµερόληπτος εκτιµητής της Eπ(h), συγκλίνει όµως,

όπως είδαµε, ισχυρά σε αυτήν την ποσότητα. Με εφαρµογή της µεθόδου δέλτα

̙λέπουµε ότι για τον ĥIS
n ισχύει το ΚΟΘ

√
n{ĥIS

n − Eπ(h)} d−→ N (0, τ 2
h) καθώς n ↑ ∞,

όπου

τ 2
h = Eg

{

w(X)2h(X)2
}

− 2 Eπ(h) Eg

{

w(X)2h(X)
}

+ [Eπ(h)]2 Eg

{

w(X)2
}

= Eπ

{

w(X)h(X)2
}

− 2 Eπ(h) Eπ {w(X)h(X)} + [Eπ(h)]2 Eπ {w(X)} .

Είναι εύκολο να δούµε ότι ένας συνεπής εκτιµητής της τ 2
h είναι ο

τ̂ 2
h =

1

n

n
∑

i=1

w(Xi)
2h(Xi)

2 − 2 ĥIS
n

1

n

n
∑

i=1

w(Xi)
2h(Xi) + (ĥIS

n )2 1

n

n
∑

i=1

w(Xi)
2,

ο οποίος µετά από πράξεις παίρνει τη µορφή

τ̂ 2
h =

1

n

n
∑

i=1

w(Xi)
2{h(Xi) − ĥIS

n }2.

Στις περιπτώσεις που δε γνωρίζουµε ακριβώς τα ̙άρη σπουδαιότητας w(xi), δηλα-
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δή γνωρίζουµε τα w̃(Xi), όπου w(Xi) = cw̃(Xi), i = 1, . . . , n, εξακολουθεί ϕυσικά

να ισχύει το ΚΟΘ. Το µόνο που αλλάζει είναι η εκτίµηση της ασυµπτωτικής δια-

σποράς. Σε αυτήν την περίπτωση, η ασυµπτωτική διασπορά εκτιµάται από την

ποσότητα

τ̃ 2
h =

∑n
i=1 w(Xi)

2{h(Xi) − ĥIS
n }2

nw̄2
n

.

όπου w̄n =
∑n

i=1 w(Xi)/n.

2.1.5 ∆ειγµατοληψία σπουδαιότητας µε rejection control

Πολύ συχνά η προσοµοίωση από την κατανοµή πρότασης g δίνει τιµές που δεν

είναι σηµαντικές, µε την έννοια ότι έχουν πολύ µικρό ̙άρος σπουδαιότητας. Προ-

ϕανώς, αυτές οι τιµές δεν έχουν µεγάλη συµµετοχή στην εκτίµηση της Eπ(h) ό-

ποιον από τους εκτιµητές h̄IS
n , ĥIS

n κι αν χρησιµοποιήσουµε. Γι’ αυτόν το λόγο,

πολλές ϕορές κρίνεται απαραίτητο να «απαλλαγούµε» από τις ασήµαντες τιµές.

Μία στρατηγική που µπορούµε να ακολουθήσουµε είναι η ακόλουθη: Σε πε-

̺ίπτωση που το ̙άρος σπουδαιότητας w(x) µιας προσοµοιωµένης τιµής x από

την g είναι πολύ µικρό, αποφασίζουµε µε κάποια πιθανότητα για το αν ϑα συ-

µπεριλάβουµε ή όχι αυτήν την τιµή στο δείγµα µας. Επιλέγουµε µία σταθερά k

και ϑεωρούµε ότι ένα ̙άρος είναι µικρό αν είναι µικρότερο από αυτήν τη στα-

ϑερά, δηλαδή αν w(x) < k. Τότε, µία τιµή µε µικρό ̙άρος w(x) γίνεται δεκτή

µε πιθανότητα w(x)/k, διαφορετικά απορρίπτεται. Η συγκεκριµένη τεχνική είναι

προφανώς µία διαδικασία αποδοχής–απόρριψης.

Είναι σαφές ότι αυτή η διαδικασία µεταβάλλει την κατανοµή πρότασης, αφού

οι τιµές που γίνονται δεκτές δεν είναι πλέον παρατηρήσεις από την g. Παρ’ όλο

που µία X που συµπεριλαµβάνεται στο δείγµα έχει προσοµοιωθεί αρχικά από την

g, έχει εισέλθει σε αυτό µε πιθανότητα

α(X) = min

{

1,
w(X)

k

}

,

δηλαδή µε πιθανότητα ένα αν w(X) ≥ k και µε πιθανότητα w(X)/k διαφορετικά.

΄Ετσι, µετά την προσοµοίωση της X από την g, προσοµοιώνουµε µία ανεξάρτητη

U ∼ U(0, 1) και αποδεχόµαστε το X αν U ≤ α(X). Ως εκ τούτου, για µία

παρατήρηση που έχει γίνει δεκτή ισχύει

P{X ∈ A|U ≤ α(X)} =
P{X ∈ A,U ≤ α(X)}

P{U ≤ α(X)}

=

∫

A

∫ α(x)

0
g(x)duµ(dx)

∫

X
∫ α(x)

0
g(x)duµ(dx)
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=

∫

A
α(x)g(x)µ(dx)

∫

X α(x)g(x)µ(dx)

=

∫

A
min {π(x), kg(x)}µ(dx)

∫

X min {π(x), kg(x)}µ(dx)
,

πράγµα που σηµαίνει ότι στην πραγµατικότητα η πυκνότητα πιθανότητας της

κατανοµής πρότασης είναι η

gk(x) =
min {π(x), kg(x)}

∫

min {π(x), kg(x)}µ(dx)
.

Συνήθως, η σταθερά κανονικοποίησης
∫

min {π(x), kg(x)}µ(dx) είναι αδύνατο

να υπολογιστεί αναλυτικά. Γι’ αυτό χρησιµοποιούµε αντί της gk τη µη κανονικο-

ποιηµένη εκδοχή της

g̃k(x) = min {π(x), kg(x)}

προκειµένου να υπολογίσουµε τα (µη κανονικοποιηµένα) ̙άρη w̃k(Xi).

Ο λόγος που χρησιµοποιείται η παραπάνω παραλλαγή της δειγµατοληψίας

σπουδαιότητας είναι διττός. Πρώτον, όπως ήδη αναφέραµε, απορρίπτονται εκ των

προτέρων οι «µη σηµαντικές» τιµές και δεύτερον, µπορεί να αποδειχθεί ότι η

πυκνότητα gk(x) είναι (υπό µία έννοια) πιο κοντά στην κατανοµή–στόχο π απ’

ό,τι η αρχική κατανοµή g. Μπορεί επίσης να δειχθεί ότι ισχύει Vargk
(wk(X)) ≤

Varg(w(X)) (δες Liu, 2001). Αξίζει τέλος να σηµειωθεί ότι αν ο λόγος w(x) =

π(x)/g(x) είναι άνω ϕραγµένος από κάποια σταθερά w∗ και επιλέξουµε k = w∗,

τότε η παραπάνω µέθοδος συµπίπτει µε τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης.

2.1.6 ∆ειγµατοληψία/Επαναδειγµατοληψία Σπουδαιότητας

Μία εναλλακτική µέθοδος για να απαλλάξουµε το δείγµα µας από τιµές µε

µικρά ̙άρη είναι η ∆ειγµατοληψία/Επαναδειγµατοληψία Σπουδαιότητας (Sa­

mpling Importance Resampling, SIR) η οποία εισήχθη από τον Rubin (1987,

1988). Η µέθοδος αυτή µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί και ως εναλλακτική

µέθοδος για την παραγωγή ενός τυχαίου δείγµατος από την κατανοµή–στόχο π.

Πιο συγκεκριµένα, αρχικά ένα τυχαίο δείγµα x1, . . . , xn παράγεται από την g.

΄Επειτα, ένα δείγµα y1, . . . , ym, m ≤ n, επιλέγεται από τα x1, . . . , xn µε επανα-

τοποθέτηση και µε πιθανότητα w(xi)/
∑n

j=1 w(xj) για το κάθε xi, i = 1, . . . , n.

Καθώς n ↑ ∞, το δείγµα που παίρνουµε µε τη µέθοδο αυτή είναι προσεγγιστικά

ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή–στόχο π. Πράγµατι,

P(Yi ∈ A) =
n

∑

i=1

w(xi)
∑n

j=1 w(xj)
IA(xi)
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=

∑n
i=1 w(xi)IA(xi)/n
∑n

j=1 w(xj)/n

d−→ Eg {w(X)IA(X)}
Eg {w(X)}

=

∫

A
w(x)g(x)µ(dx)

∫

X w(x)g(x)µ(dx)

= π(A),

όπου

IA(x) =

{

1, αν x ∈ A

0 αν x /∈ A.

Να σηµειωθεί ότι, εφ’ όσον η δειγµατοληψία γίνεται µε επανατοποθέτηση, η yi

είναι ανεξάρτητη από την yj για i 6= j, συνεπώς ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε

τις παρατηρήσεις y1, . . . , ym ως τυχαίο δείγµα από την π. Οι Smith and Gelfand

(1992) τεκµηρίωσαν αυτόν τον ισχυρισµό ϑεωρώντας την επαναδειγµατοληψία ως

ένα σταθµισµένο bootstrap. ∆εν πρέπει ϕυσικά να παραβλέπουµε το γεγονός ότι

όλα συµβαίνουν δοθέντος του αρχικού προσοµοιωµένου δείγµατος (x1, . . . , xn).

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι η επαναδειγµατοληψία είναι

µία ιδιαίτερα χρονοβόρα διαδικασία, αφού στην πράξη τα µεγέθη των δειγµάτων

n και m είναι πολύ µεγάλα. Για παράδειγµα, οι McAllister and Ianelli (1997)

εφάρµοσαν ένα σχήµα SIR όπου κατά την επαναδειγµατοληψία ένα δείγµα µεγέ-

ϑους m = 104 επιλέγεται από ένα αρχικό δείγµα µεγέθους n = 3 × 106. Γενικά,

η επαναδειγµατοληψία ισοδυναµεί µε την προσοµοίωση ενός τυχαίου διανύσµα-

τος από µία πολυωνυµική κατανοµή. Στο Κεφάλαιο 5 της διατριβής προτείνεται

µία διαδικασία δύο ̙ηµάτων η οποία ̙ελτιώνει σηµαντικά το χρόνο προσοµοί-

ωσης από την πολυωνυµική κατανοµή όταν τα n και m είναι µεγάλα και, κατ’

επέκταση, το χρόνο επαναδειγµατοληψίας.

Θα πρέπει τέλος να αναφέρουµε ότι η επαναδειγµατοληψία µπορεί να γίνει

και χωρίς επανατοποθέτηση. Για παράδειγµα, οι Gelman et al. (1990) προτείνουν

δειγµατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση για να αποφύγουν µεγάλο αριθµό µη

σηµαντικών παρατηρήσεων όταν η κατανοµή πρότασης δεν είναι «κοντά» στην

κατανοµή–στόχο. Εν τούτοις, στη ̙ιβλιογραφία κυριαρχεί η δειγµατοληψία µε

επανατοποθέτηση.

2.1.7 Προσοµοίωση µέσω διακριτοποίησης

Σε περίπτωση που η κατανοµή–στόχος π είναι απολύτως συνεχής, µία διαφορετική

µέθοδος για την προσέγγιση της µέσης τιµής Eπ(h) ̙ασίζεται στη διακριτοποίησή

της. Η διακριτοποίηση της π συνδέεται µε τη διακριτοποίηση του στηρίγµατός

της. Με τον όρο «διακριτοποίηση» της π εννοούµε την αντικατάστασή της από

µία απλή κατανοµή g µε το ίδιο στήριγµα.
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Ορισµός 2.2. ΄Εστω E = (E1, . . . , Em) µία µετρήσιµη διαµέριση του συνόλου X .

Κάθε συνεχής κατανοµή µε σταθερή πυκνότητα πιθανότητας σε κάθε Ei καλείται

απλή ως προς τη διαµέριση E .

Ορισµός 2.3. ΄Εστω E = (E1, . . . , Em) µία µετρήσιµη διαµέριση του στηρίγµατος

X της π µε L(Ei) > 0, i = 1, . . . ,m, όπου L είναι το µέτρο Lebesgue. Για δεδοµένα

σηµεία {x∗
1, . . . , x

∗
m} µε x∗

i ∈ Ei, i = 1, . . . ,m, η απλή κατανοµή

g(x) ∝
m

∑

i=1

π(x∗
i )

L(Ei)
I(x ∈ Ei) (2.9)

λέγεται διακριτοποίηση της π που αντιστοιχεί στο σύνολο {(x∗
i , Ei)}m

i=1.

Παράδειγµα 2.2. ΄Εστω X = (α, β] όπου α και β σταθερές τέτοιες ώστε −∞ <

a < b < ∞. Μία διακριτοποίηση της π µπορεί να προκύψει παίρνοντας

Ei =
(

α +
i − 1

m
(β − α), α +

i

m
(β − α)

]

και

x∗
i = α +

i − 1/2

m
(β − α),

δηλαδή το µέσο του διαστήµατος Ei, i = 1, . . . ,m. Τότε, η αντίστοιχη διακριτο-

ποίηση της π έχει τη µορφή

g(x) ∝
m

∑

i=1

π(x∗
i )I(x ∈ Ei), (2.10)

καθώς L(Ei) ≡ (β − α)/m για όλα τα i. ¤

Οι Kozlov and Koller (1997) απέδειξαν ότι η ̙έλτιστη — υπό την απόκλιση

Kullback–Leibler — τιµή της απλής κατανοµής g στο υποσύνολο Ei ισούται µε
∫

Ei
π(x)dx/L(Ei). Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις το παραπάνω ολοκλή-

̺ωµα είναι πολύ δύσκολος, αν όχι αδύνατο, να υπολογιστεί. Για παράδειγµα,

µια τέτοια περίπτωση είναι όταν γνωρίζουµε την π εκτός από κάποια πολλαπλα-

σιαστική σταθερά. Στην πράξη, λοιπόν, είναι πιο ̙ολικό να κατασκευάζουµε την

απλή κατανοµή χρησιµοποιώντας κατάλληλα αντιπροσωπευτικά σηµεία x∗
i , όπως

για παράδειγµα τα µέσα των διαστηµάτων ή κάποια τοπικά ακρότατα της π.

Μία διακριτοποίηση µπορεί να γίνει είτε µε τυχαίο είτε µε ντετερµινιστικό

τρόπο. Για παράδειγµα, οι Fu and Wang (2002) προτείνουν µία τυχαία δια-

κριτοποίηση ενός ϕραγµένου στηρίγµατος. Πιο συγκεκριµένα, διακριτοποιούν

ένα ϕραγµένο σύνολο της µορφής (α, β)k σε m το πλήθος υποσύνολα ως εξής :

Παράγουν ανεξάρτητες παρατηρήσεις x1, x2, . . . , xnmk από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή στο διάστηµα (α, β). Κάθε k διαδοχικές παρατηρήσεις λαµβάνονται ως µια
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k-διάστατη παρατήρηση από την οµοιόµορφη κατανοµή στο σύνολο (α, β)k, δηλα-

δή οι x(j) = (x(j−1)k+1, x(j−1)k+2, . . . , xjk), j = 1, 2, . . . ,mn, αποτελούν ένα τυχαίο

δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή στο (α, β)k. ΄Εστω x[j], j = 1, 2, . . . mn, οι

διατεταγµένες παρατηρήσεις ως προς την τιµή της πυκνότητας–στόχου, δηλαδή

αν i > j τότε π(x[i]) ≥ π(x[j]). Ακολούθως οι «διατεταγµένες» παρατηρήσεις χω-

̺ίζονται έτσι ώστε να δηµιουργηθούν m σύνολα, Ei =
{

x[j] : (i − 1)n < j ≤ in
}

.

Τότε µπορεί να οριστεί η απλή κατανοµή

g(x) ∝
m

∑

i=1

αiI(x ∈ Ei),

όπου

αi =

∑in
j=(i−1)n+1 π(x[j])
∑mn

j=1 π(x[j])
. (2.11)

Η προσοµοίωση από τη διακριτή κατανοµή (2.11) είναι τυπική διαδικασία. Πρώτα

επιλέγεται ένα σύνολο Ei µε πιθανότητα αi και στη συνέχεια προσοµοιώνεται το

x από την οµοιόµορφη κατανοµή στο Ei. Τότε, αν x1, x2, . . . , xN είναι ένα τυχαίο

δείγµα που έχει προκύψει από αυτήν τη διαδικασία, οι Fu and Wang (2002)

απέδειξαν ότι για κάθε συνάρτηση h ∈ L(π) ισχύει

lim
n,m↑∞

1

n

n
∑

i=1

h(xi)
p−→ Eπ(h) =

∫

X
h(x)π(x)dx. (2.12)

Καθώς το m αυξάνεται, η π προσεγγίζεται καλύτερα και οι εκτιµητές που προκύ-

πτουν είναι πιο ακριβείς. Οι Fu and Wang (2002) υποστηρίζουν ότι µία κατάλ-

ληλη τιµή για το m είναι µεταξύ 200 και 500 για πυκνότητες διάστασης µικρότερης

του πέντε ενώ µία τιµή µεταξύ 1000 και 100000 είναι κατάλληλη για πυκνότητες

µεγαλύτερης διάστασης.

Οι Sainudiin and York (2005) προτείνουν ένα ντετερµινιστικό τρόπο διακρι-

τοποίησης του στηρίγµατος προκειµένου να ̙ελτιώσουν την αποδοτικότητα µίας

µεθόδου Αποδοχής–Απόρριψης. Επίσης, προτείνουν µία προσαρµοζόµενη (ada­

ptive) εκδοχή της διακριτοποίησης για ακόµα µεγαλύτερη αποδοτικότητα του

αλγορίθµου, δηλαδή για µεγαλύτερη αύξηση της πιθανότητας αποδοχής των προ-

τεινόµενων τιµών.

Οι Liang et al. (2006) διαµερίζουν το στήριγµα X σε m υποσύνολα ̙ασιζόµενοι

στη συνάρτηση ενέργειας (energy function) U(x) = − log [π(x)]. Συγκεκριµένα,

ϑεωρούν τα υποσύνολα

E1 = {x : U(x) ≤ u1} , . . . , Ei = {x : ui−1 < U(x) ≤ ui} , . . . ,

Em = {x : U(x) > um−1} ,
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όπου u1, . . . , um−1 προεπιλεγµένοι αριθµοί και έπειτα χρησιµοποιούν µία εκδοχή

δειγµατοληψίας σπουδαιότητας για να προσοµοιώσουν από την κατανοµή–στόχο

π.

Τέλος, οι Neil et al. (2007) προτείνουν µία δυναµική διακριτοποίηση του στη-

̺ίγµατος X προκειµένου να προσεγγίσουν την πραγµατική πυκνότητα πιθανότη-

τας π µέσω της διακριτοποίησής της σε ένα αποδεκτό επίπεδο ακρίβειας. Κατα-

σκευάζουν µία ακολουθία διακριτοποιήσεων του X και σε κάθε ̙ήµα ελέγχουν

αν η g έχει προσεγγίσει την π εκτιµώντας ένα ϕράγµα της απόκλισης Kullback–

Leibler. Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι η προσέγγιση να ϕτάσει σε κάποιο προ-

επιλεγµένο επίπεδο ακρίβειας.

2.2 Αλγόριθµοι Markov Chain Monte Carlo

Μία διαφορετική προσέγγιση στα δύο ̙ασικά προβλήµατα της Υπολογιστικής

Στατιστικής, γίνεται µέσω των τεχνικών Markov chain Monte Carlo (MCMC). Οι

τεχνικές αυτές προσοµοιώνουν παρατηρήσεις οι οποίες ακολουθούν (συνήθως)

προσεγγιστικά την κατανοµή–στόχο π. Η ̙ασική ιδέα των µεθόδων MCMC είναι

η προσοµοίωση µίας εργοδικής αλυσίδας Markov µε στάσιµη (οριακή) κατανο-

µή την κατανοµή–στόχο π. Κάποια στοιχεία της ϑεωρίας των αλυσίδων Markov

παρατίθενται στο Παράρτηµα Α.

Ορισµός 2.4. Μέθοδος Markov chain Monte Carlo (MCMC) για την προσοµοίωση

παρατηρήσεων από κάποια κατανοµή–στόχο π λέγεται κάθε µέθοδος προσοµοίωσης

η οποία παράγει µία αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή την π.

΄Εστω X0, X1, X2, . . . µία ακολουθία που προκύπτει από κάποια µέθοδο MCMC

µε κατανοµή–στόχο π. Από τη ϕύση των µεθόδων MCMC προκύπτει ότι

• οι παρατηρήσεις δεν είναι ανεξάρτητες και

• οι (περιθωριακές) κατανοµές τους γενικά διαφέρουν από την π.

Παρ’ όλ’ αυτά, υπό κατάλληλες συνθήκες το Εργοδικό Θεώρηµα εξασφαλίζει την

ισχυρή σύγκλιση του δειγµατικού µέσου

h̄n =

∑n−1
i=0 h(Xi)

n
(2.13)

στην προς εκτίµηση ποσότητα Eπ(h) για κάθε h ∈ L(π). Να σηµειωθεί εδώ ότι όταν

αναφερόµαστε σε αλυσίδες Markov, ο όρος που χρησιµοποιείται για τον h̄n είναι

εργοδικός µέσος (αντί για δειγµατικός µέσος). Αυτόν τον όρο ϑα χρησιµοποιούµε

και εµείς στη συνέχεια.
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΄Εστω µ0, µ1, µ2, . . . η ακολουθία των (περιθωριακών) κατανοµών των X0, X1,

X2, . . .. Είναι σαφές ότι όσο πιο «κοντά» στην κατανοµή–στόχο π ̙ρίσκεται η µ0,

τόσο καλύτερη ϑα είναι η προσέγγιση της Eπ(h) από τον h̄n. Από τη ϑεωρία των

αλυσίδων Markov γνωρίζουµε ότι, υπό κατάλληλες συνθήκες, η απόσταση µεταξύ

µk και π ϕθίνει ως προς k. Γι’ αυτόν το λόγο, συχνά αγνοούµε τους πρώτους όρους

της ακολουθίας, ας πούµε τους πρώτους m, και χρησιµοποιούµε τον εκτιµητή

ĥBI =
1

n − m

n−1
∑

i=m

h(Xi), (2.14)

αντί του h̄n. ΄Ετσι, ουσιαστικά αντικαθιστούµε την ακολουθία X0, X1, X2, . . . µε

την ακολουθία Xm, Xm+1, Xm+2, . . .. Η αρχική κατανοµή της τελευταίας είναι

η µm η οποία ̙ρίσκεται κοντύτερα στην π από ό,τι η µ0. Το χρονικό διάστηµα

που αντιστοιχεί στις παρατηρήσεις που αγνοούµε, δηλαδή το διάστηµα µέχρι το

χρόνο m, αναφέρεται ως περίοδος burn–in (εξ ου και το «ΒΙ» στο συµβολισµό του

εκτιµητή).

Η επιλογή του µήκους της περιόδου burn–in, m, µπορεί να γίνει µε διάφορους

τρόπους. Για παράδειγµα, στις περιπτώσεις που είναι δυνατόν να προσδιοριστεί

κάποια γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία (bk)k∈Z+, µε bk να είναι ένα άνω ϕράγµα της

απόστασης της µk από την π, ϑα µπορούσε να ληφθεί ως m ο πρώτος δείκτης k

για τον οποίο ισχύει bk ≤ 0.01. Σε διαφορετική περίπτωση, ϑα µπορούσε ως περί-

οδος burn­in να ληφθεί ένα ποσοστό του συνολικού µήκους της προσοµοιωµένης

αλυσίδας, π.χ. το πρώτο 10%. Φυσικά, σε περίπτωση που µ0 = π η αλυσίδα

ξεκινάει σε στασιµότητα και δεν είναι αναγκαίος ο καθορισµός κάποιας περιόδου

burn–in. Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι η προσοµοίωση µίας στάσιµης αλυ-

σίδας Markov, δηλαδή µίας αλυσίδας Markov µε αρχική κατανοµή τη στάσιµη

κατανοµή της, αναφέρεται ως τέλεια δειγµατοληψία (perfect sampling) και η ανά-

πτυξη µεθόδων που το επιτυγχάνουν αποτελεί µία ξεχωριστή ερευνητική περιοχή

(δες Propp and Wilson, 1996, Robert and Casella, 2004 και τις αναφορές εκεί).

Από τη ϑεωρία των αλυσίδων Markov, για τον εκτιµητή (2.13) (αλλά και για

τον (2.14)) ισχύει το ακόλουθο.

Θεώρηµα 2.1. Υπό κατάλληλες συνθήκες,

√
n{ĥn − Eπ(h)} d−→ N (0, σ2

h) καθώς n ↑ ∞,

όπου

σ2
h = σ2

(

1 + 2
∞

∑

i=1

ρi

)

,

µε σ2 = Varπ {h(X)} και ρi = Corrπ (h(X0), h(Xi)), i = 1, 2, . . ..



2.2 Αλγόριθµοι MCMC 23

Η ποσότητα

τint(h) =
1

2

(

1 + 2
∞

∑

i=1

ρi

)

,

καλείται χρόνος ολοκληρωµένης αυτοσυσχέτισης (integrated autocorrelation time)

της h (δες Liu, 2001). Εύκολα ϕαίνεται ότι

nσ2
h = 2σ2τint(h),

πράγµα που σηµαίνει ότι η διασπορά του εκτιµητή που προκύπτει από την ακο-

λουθία MCMC ισούται µε τη διασπορά ενός εκτιµητή που προκύπτει από ένα

τυχαίο δείγµα µεγέθους n/(2τint(h)) από την π. Ο όρος n/(2τint(h)) καλείται

αποδοτικό µέγεθος δείγµατος (effective sample size, ESS).

Η εκτίµηση της ασυµπτωτικής διασποράς σ2
h δεν είναι απλή διαδικασία όπως

συµβαίνει στην περίπτωση που οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες. Για αυτόν το

σκοπό υπάρχουν διάφορες µέθοδοι, άλλες απλοϊκές και άλλες πιο σύνθετες (δες

Geyer, 1992, Hobert et al., 2002, Rosenthal, 2007, και τις αναφορές εκεί). Για

παράδειγµα, η σ2
h µπορεί να εκτιµηθεί από την

σ̂2
h = σ̂2

(

1 + 2
k

∑

i=1

ri

)

όπου σ̂2 είναι ένας εκτιµητής της διασποράς σ2 (π.χ. η δειγµατική διασπορά

των προσοµοιωµένων παρατηρήσεων), ri είναι ο δειγµατικός συντελεστής αυτο-

συσχέτισης i υστέρησης (lag) και k ένας ϑετικός ακέραιος ο οποίος είναι είτε

προκαθορισµένος είτε καθορίζεται από την προσοµοιωµένη αλυσίδα. Συχνά, αντί

ολόκληρης της προσοµοιωµένης αλυσίδας, χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της

Eπ(h) ένας m-σκελετός της µε m > 1. Επειδή οι αυτοσυσχετίσεις ϕθίνουν ως

προς την υστέρηση, η ασυµπτωτική διασπορά αυτού του εκτιµητή ϑα επηρεάζεται

λιγότερο από αυτές. Εναλλακτικά µπορούµε να προσοµοιώσουµε m ανεξάρτητες

αλυσίδες Markov µήκους n και να εκτιµήσουµε την σ2
h µε τη δειγµατική διασπο-

̺ά των m (ανεξάρτητων) εργοδικών µέσων. (Αυτή τη διαδικασία ϑα χρησιµοποιή-

σουµε στα Κεφάλαια 4 και 5 προκειµένου να εκτιµήσουµε τα τυπικά σφάλµατα

των εργοδικών µέσων στα εκεί παραδείγµατα.)

Η πιο «ακριβής» µέθοδος ̙ασίζεται στον καθορισµό σηµείων αναγεννήσεων

της αλυσίδας. Τότε, τα τµήµατα µεταξύ αυτών των σηµείων είναι ανεξάρτητα

τυχαία διανύσµατα µε συνέπεια να µπορεί να εφαρµοστεί ένα κλασσικό ΚΟΘ για

τον εργοδικό µέσο (δες Mykland et al., 1995, Hobert et al., 2002)

Παρ’ όλο που οι πρώτοι αλγόριθµοι MCMC εµφανίστηκαν κατά τη δεκαετία

του ΄50, η στατιστική κοινότητα τους ανακάλυψε στην πραγµατικότητα 35–40 χρό-

νια αργότερα. Αυτή η «ανακάλυψη» έδωσε νέα ώθηση στη Μπεϋζιανή Στατιστική
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η οποία ̙ρισκόταν µέχρι τότε στη σκιά της «κλασσικής» Στατιστικής, κυρίως

λόγω των δυσκολιών που προέκυπταν στην ανάλυση πολύπλοκων µοντέλων µε µη

συζυγείς εκ των προτέρων κατανοµές. ΄Ετσι, κατά τις δύο τελευταίες δεκαετίες

οι αλγόριθµοι MCMC έχουν τραβήξει την προσοχή πολλών ερευνητών της Στα-

τιστικής αλλά και των Πιθανοτήτων, µια που η ϑεωρητική µελέτη των αλυσίδων

Markov που προσοµοιώνονται παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι δύο ̙ασικότεροι αλγόριθµοι MCMC, δηλαδή

ο αλγόριθµος Metropolis–Hastings και ο δειγµατολήπτης Gibbs.

2.2.1 Αλγόριθµος Metropolis–Hastings

Ο αλγόριθµος Metropolis–Hastings (MH) έχει χαρακτηριστεί από τους εκδότες

του περιοδικού Computing in Science and Engineering ως ένας από τους δέκα

αλγορίθµους που επηρέασαν περισσότερο τις επιστήµες κατά τον εικοστό αιώνα.

Αρχικά, µία ειδική µορφή της σηµερινής του έκφρασης εισήχθη από τους Me­

tropolis et al. (1953) ως µέθοδος ̙ελτιστοποίησης σε ένα διακριτό χώρο καταστά-

σεων2. Το άρθρο δηµοσιεύτηκε στο περιοδικό Journal of Chemical Physics και

απευθυνόταν κυρίως σε ϕυσικούς. Για δεκαετίες δεν αξιολογήθηκε από τους στα-

τιστικούς κυρίως λόγω της οπτικής αλλά και του τρόπου παρουσίασής του. Στην

αντίληψη των στατιστικών υπέπεσε για πρώτη ϕορά το 1964. Οι Hammersley and

Handscomb (1964) τον αναφέρουν στο ̙ιβλίο τους Monte Carlo Methods ως µία

µέθοδο υπολογισµού ολοκληρωµάτων, όχι όµως ως γενική µέθοδο προσοµοίωσης

παρατηρήσεων από κάποια κατανοµή–στόχο. Η µέθοδος γενικεύτηκε, ̙ελτιώθηκε

και γράφτηκε υπό µία νέα, περισσότερο «στατιστική» οπτική από τον Hastings

(1970). Ο Hastings παρουσίασε επίσης τον αλγόριθµο ως έναν τρόπο προσοµοί-

ωσης από κάποια πολυδιάστατη κατανοµή–στόχο. Παρ’ όλ’ αυτά, ο αλγόριθµος

MH δεν ήταν ευρέως διαδεδοµένος µέχρι τη δεκαετία του ΄90. Τότε, το άρθρο των

Gelfand and Smith (1990) αλλά και η παρουσίαση του Luke Tierney σε συνέδριο

στο Ohio State University το 1991 (όπως αναφέρει ο Kass, 1997) σε συνδυασµό

µε τη διαρκώς αυξανόµενη υπολογιστική ισχύ, έδωσαν ώθηση έτσι ώστε σήµερα ο

αλγόριθµος MH να ϑεωρείται ένα από τα σηµαντικότερα εργαλεία της Υπολογιστι-

κής Στατιστικής. Για περισσότερες πληροφορίες για την ιστορία του αλγορίθµου

MH και των δηµιουργών του δες Hitchcock (2003) και τις αναφορές εκεί.

Περιγραφή του αλγορίθµου ΜΗ

΄Εστω π η κατανοµή–στόχος και X το στήριγµά της. Ξεκινάµε από κάποια κατά-

σταση y0 ∈ X µε π(y0) > 0, που µπορεί είτε να έχει προκύψει από προσοµοίωση

2Ο Metropolis ϑεωρείται ο πατέρας των µεθόδων Monte Carlo, όχι µόνο γιατί επινόησε το

όνοµά τους αλλά επειδή ήταν ο πρώτος που υλοποίησε ένα πείραµα Monte Carlo στον υπολογιστή

MANIAC (Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and Computer) το 1948.
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είτε να έχει επιλεχθεί αυθαίρετα. Τη χρονική στιγµή t, δεδοµένου ότι ̙ρισκόµα-

στε στην κατάσταση Yt = yt, παράγουµε µία «υποψήφια» τιµή z για την επόµενη

κατάσταση Yt+1 από κάποια κατανοµή πρότασης q(yt, z) ≡ q(z|yt) η οποία είναι

δυνατόν να εξαρτάται από την τρέχουσα κατάσταση yt. Η υποψήφια τιµή z γίνεται

αποδεκτή µε πιθανότητα

a(yt, z) = min

{

1,
π(z)q(z, yt)

π(yt)q(yt, z)

}

.

Αν η υποψήφια τιµή γίνει αποδεκτή τότε ϑέτουµε Yt+1 = z, διαφορετικά ϑέτουµε

Yt+1 = yt. Η πιθανότητα a(y, z) ονοµάζεται πιθανότητα αποδοχής (acceptance

probability).

Αλγόριθµος 2.2. Αλγόριθµος MH

0. Θέσε Y0 = y0 τέτοιο ώστε π(y0) > 0 και t = 0.

1. Στο χρόνο t + 1, δοθέντος Yt = yt:

• Προσοµοίωσε Z ∼ q(yt, z) και U ∼ U(0, 1)

• Αν U ≤ a(yt, z) ϑέσε Yt+1 = z διαφορετικά ϑέσε Yt+1 = yt.

2. Θέσε t = t + 1 και πήγαινε στο Βήµα 1.

Προφανώς, η πιθανότητα αποδοχής a(yt, z) ορίζεται µόνο όταν π(yt) > 0.

΄Οµως, δεδοµένου του ότι π(y0) > 0, αυτό ισχύει για κάθε t ∈ N µια και για

υποψήφιες τιµές z µε π(z) = 0 η πιθανότητα αποδοχής µηδενίζεται και αυτές

απορρίπτονται αµέσως.

∆εδοµένου ότι η τιµή που παίρνει τελικά η Yt+1 εξαρτάται µόνον από την

τιµή yt της Yt και όχι από τις προηγούµενες τιµές yt−1, yt−2, . . ., είναι ϕανερό

ότι η ακολουθία που προκύπτει από τον αλγόριθµο ΜΗ είναι προσοµοίωση µίας

αλυσίδας Markov. Ο πυρήνας µετάβασης της αλυσίδας είναι

K(y, dz) = α(y, z)q(y, dz) + {1 − R(y)} δy(dz),

όπου δy η σηµειακή µάζα στο y (point mass) και R(y) =
∫

α(y, z)q(y, z)µ(dz), ο

οποίος ικανοποιεί τη λεπτοµερή συνθήκη ισορροπίας

π(y)K(y, z) = π(z)K(z, y), ∀y, z ∈ X .

Πράγµατι,

π(y)K(y, z) = π(y) {α(y, z)q(y, z) + {1 − R(y)} δy(z)}

= π(y)q(y, z) min

{

1,
π(z)q(z, y)

π(y)q(y, z)

}

+ π(y)δy(z) (1 − R(y))



26 Αλγόριθµοι MC και MCMC

= min{π(y)q(y, z), π(z)q(z, y)} + π(z)δz(y) (1 − R(z))

= π(z)q(z, y) min

{

1,
π(y)q(y, z)

π(z)q(z, y)

}

+ π(z)δz(y) (1 − R(z))

= π(z)K(z, y), y, z ∈ X .

Εποµένως η αλυσίδα Markov που παράγεται από την παραπάνω διαδικασία εί-

ναι αντιστρέψιµη και έχει την π ως στάσιµη (οριακή) κατανοµή. Προφανώς, αν

Yt ∼ π, τότε και Yt+1 ∼ π. Συνεπώς, αν καταφέρουµε να προσοµοιώσουµε µία

παρατήρηση από τη στάσιµη κατανοµή π, όλες οι υπόλοιπες τιµές ϑα προέρχονται

επίσης από την ίδια κατανοµή.

Καθώς η αλυσίδα MH έχει εκ κατασκευής την π ως στάσιµη κατανοµή, εάν

επί πλέον είναι Harris επαναληπτική και απεριοδική, µπορεί να εφαρµοστεί το

Εργοδικό Θεώρηµα και να εξασφαλίσει τη σύγκλιση κάθε εργοδικού µέσου στην

αντίστοιχη µέση τιµή. Μία ικανή συνθήκη για να είναι η αλυσίδα MH απεριοδική

είναι τα ενδεχόµενα της µορφής {Yt+1 = Yt} να έχουν ϑετική πιθανότητα ή,

ισοδύναµα, να ισχύει

P
{

π(Yt)q(Yt, Yt+1) ≤ π(Yt+1)q(Yt+1, Yt)
}

< 1. (2.15)

Για να είναι Harris επαναληπτική, ϑα πρέπει να είναι π–µη διαχωρίσιµη. Μία

ικανή συνθήκη για αυτό είναι

q(y, z) > 0 για κάθε (y, z) ∈ X × X . (2.16)

Πιο συγκεκριµένα, ισχύει το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.2. Εφ’ όσον ικανοποιούνται οι (2.15) και (2.16) ισχύουν τα εξής :

(α) Αν h ∈ L(π), τότε

1

n

n−1
∑

t=0

h(Yt)
σ.β.−→

∫

X
h(y)π(dy).

(̙) Εαν επί πλέον η (Yt)t≥0 είναι απεριοδική, τότε

lim
n↑∞

‖P(Yn ∈ ·) − π(·)‖ = 0.

΄Ενα από τα σηµαντικότερα πλεονεκτήµατα του αλγορίθµου ΜΗ είναι ότι εξα-

σφαλίζει υπό ελάχιστες συνθήκες τη σύγκλιση της ακολουθίας που προσοµοιώνε-

ται στην κατανοµή–στόχο π. Επίσης, ένα άλλο σηµαντικό πλεονέκτηµά του είναι

ότι για την υλοποίησή του χρειαζόµαστε µόνο τη συναρτησιακή µορφή των π και

q. Σε περιπτώσεις δε που η q είναι συµµετρική, ούτε η συναρτησιακή µορφή της

µας είναι απαραίτητη.
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Ειδικές µορφές του αλγορίθµου Metropolis–Hastings

Η επιλογή της κατανοµής πρότασης στον αλγόριθµο ΜΗ δεν είναι εξέχουσας ση-

µασίας για τη σύγκλιση της αλυσίδας Markov στην κατανοµή–στόχο π. ΄Οπως

είπαµε προηγουµένως, η κατανοµή πρότασης επιλέγεται αυθαίρετα και µπορεί

να έχει οποιαδήποτε µορφή, αρκεί να εξασφαλίζονται οι συνθήκες σύγκλισης στην

κατανοµή–στόχο. Από την άλλη µεριά όµως, η κατανοµή πρότασης επηρεάζει ση-

µαντικά την ταχύτητα σύγκλισης της αλυσίδας στην οριακή κατανοµή της. ΄Οσο

πιο «κοντά» είναι η κατανοµή πρότασης στην κατανοµή–στόχο, τόσο πιο γρήγορα

επιτυγχάνεται η επιθυµητή σύγκλιση. Επίσης, η q ϑα πρέπει να είναι τέτοια ώστε

η προσοµοίωση από αυτήν να είναι εύκολη και γρήγορη διαδικασία.

Ανάλογα µε τη µορφή της κατανοµής πρότασης, ο αλγόριθµος MH παίρνει

διαφορετικές εκφράσεις. ∆ύο από τις σηµαντικότερες είναι οι ακόλουθες.

Ανεξάρτητος δειγµατολήπτης ΜΗ (Independent Sampler MH). Εάν η κατανοµή

πρότασης είναι της µορφής

q(y, z) = q(z),

είναι δηλαδή ανεξάρτητη από την τρέχουσα κατάσταση, τότε έχουµε έναν ανε-

ξάρτητο δειγµατολήπτη ΜΗ. Σε αυτήν την περίπτωση, η πιθανότητα αποδοχής

παίρνει τη µορφή

a(y, z) = min

{

1,
r(z)

r(y)

}

όπου r(x) = π(x)/q(x).

Παρ’ όλο που τα z παράγονται ανεξάρτητα, η προκύπτουσα ακολουθία δεν

αποτελείται από ανεξάρτητες παρατηρήσεις αφού η πιθανότητα αποδοχής τής z

εξαρτάται και από την τιµή της Yt. Εξαιρείται η τετριµµένη περίπτωση π ≡ q,

όπου τότε παίρνουµε πραγµατικά ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή–στόχο π.

Ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης µπορεί είτε να συγκλίνει πολύ γρήγορα είτε

να οδηγήσει σε αλυσίδες µε υπερβολικά αργή σύγκλιση. Αν η q είναι µία καλή

προσέγγιση της π µε πιο ̙αριές ουρές από αυτή, τότε ο αλγόριθµος δεν παρα-

µένει για µεγάλα διαστήµατα στις ουρές της κατανοµής πρότασης κάτι που έχει

ως αποτέλεσµα τη γρήγορη σύγκλισή του. Οι Mengersen and Tweedie (1996)

απέδειξαν ότι αν

r∗ = sup
x

π(x)

q(x)
< ∞,

τότε η αλυσίδα που προσοµοιώνεται είναι οµοιόµορφα εργοδική µε

||P(Yt ∈ ·) − π|| ≤ (1 − 1/r∗)t, t ∈ Z+.

Γενικά, για την Yt ισχύουν οι ιδιότητες του Θεωρήµατος 2.2 αν και µόνο αν η q
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είναι παντού ϑετική στο στήριγµα της π.

Ο Liu (1996) συνέκρινε τον ανεξάρτητο δειγµατολήπτη ΜΗ µε τον αλγόριθµο

Αποδοχής–Απόρριψης και τη δειγµατοληψία σπουδαιότητας. ΄Εδειξε ότι η ασυµ-

πτωτική διασπορά του αλγορίθµου Αποδοχής–Απόρριψης είναι µικρότερη από

αυτήν του ανεξάρτητου δειγµατολήπτη ΜΗ αλλά είναι ασυµπτωτικά συγκρίσιµες.

Αποδεικνύει επίσης ότι η δειγµατοληψία σπουδαιότητας κυριαρχεί έναντι των άλ-

λων δύο τεχνικών.

Τυχαίος Περίπατος ΜΗ (Random Walk MH). Στην περίπτωση που η κατανοµή

πρότασης ικανοποιεί τη σχέση

q(y − z) = q(z − y)

έχουµε έναν τυχαίο περίπατο ΜΗ. Στον τυχαίο περίπατο ΜΗ, ως κατανοµές

πρότασης χρησιµοποιούνται συµµετρικές κατανοµές µε κέντρο κάθε ϕορά την

προηγούµενη κατάσταση. Για παράδειγµα, τέτοιες κατανοµές πρότασης είναι η

q(x, ·) ∼ N (x, σ2), η q(x, ·) ∼ U(x − σ, x + σ) και άλλες. Σε αυτές τις περιπτώ-

σεις, η παράµετρος κλίµακας πρέπει να επιλεχθεί µε ιδιαίτερη προσοχή. Αν η

παράµετρος κλίµακας της κατανοµής πρότασης έχει µεγάλη τιµή, οδηγούµαστε

σε αλγορίθµους µε υψηλά ποσοστά αποδοχής αλλά αργή σύγκλιση ενώ αν έχει

µικρή τιµή έχουµε χαµηλά ποσοστά αποδοχής µε γρηγορότερη σύγκλιση. ∆ιά-

ϕορες τεχνικές ευρέσεως του ̙έλτιστου ποσοστού αποδοχής είχαν προταθεί στη

̙ιβλιογραφία (Besag and Green, 1993, Besag et al. 1995), αλλά πρώτοι οι Ro­

berts et al. (1997) δηµοσίευσαν ϑεωρητικά αποτελέσµατα για τη ̙έλτιστη τιµή

της παραµέτρου κλίµακας για τον αλγόριθµο ΜΗ µε κατανοµή πρότασης την κα-

νονική. Απέδειξαν ότι για πολυδιάστατες κατανοµές–στόχους που αποτελούνται

από ανεξάρτητες και ισόνοµες συνιστώσες, ο ̺υθµός αποδοχής που ̙ελτιστοποιεί

την αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου είναι 0.234. Ακολούθως διάφοροι συγ-

γραφείς µελέτησαν το ̺υθµό αποδοχής σε πιο γενικές περιπτώσεις και κατέληξαν

σε αντίστοιχα αποτελέσµατα µε αυτά των Roberts et al. (1997) (δες Breyer and

Roberts, 2000, Roberts and Rosenthal, 2001, Neal and Roberts, 2006, Bédard,

2006). Το πρώτο άρθρο στη ̙ιβλιογραφία που δίνει διαφορετικά αποτελέσµατα

από αυτά των Roberts et al. (1997), είναι των Bédard and Rosenthal (2007) το

οποίο περιγράφει συνθήκες κάτω από τις οποίες ο ̙έλτιστος ̺υθµός αποδοχής

είναι διαφορετικός από το 0.234 ακόµα και στην περίπτωση που η κατανοµή–

στόχος αποτελείται από ανεξάρτητες και ισόνοµες συνιστώσες (δες επίσης Bédard,

2008, και τις αναφορές εκεί).

Ο τυχαίος περίπατος ΜΗ είναι ειδική περίπτωση του συµµετρικού ΜΗ όπου η

κατανοµή πρότασης είναι συµµετρική, δηλαδή ισχύει q(y, z) = q(z, y). Σε αυτήν

την περίπτωση, η πιθανότητα αποδοχής παίρνει τη µορφή
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a(y, z) = min

{

1,
π(z)

π(y)

}

.

Να σηµειωθεί ότι σε αυτήν τη µορφή διατυπώθηκε ο αλγόριθµος για πρώτη ϕορά

από τους Metropolis et al. (1953).

2.2.2 ∆ειγµατολήπτης Gibbs

Ο δειγµατολήπτης Gibbs εισήχθη από τους Geman and Geman (1984). Σε εκείνο

το άρθρο, η µέθοδος εφαρµόστηκε για τη µπεϋζιανή µελέτη τυχαίων πεδίων Gibbs

(Gibbs random fields) σε ένα διακριτό πρόβληµα επεξεργασίας εικόνας χωρίς ό-

µως να ολοκληρωθεί. Το άρθρο ̙ασίστηκε σε εκείνα των Metropolis et al. (1953),

Hastings (1970) και Peskun (1973). Οι Gelfand and Smith (1990) µε τη σειρά

τους, χρησιµοποίησαν το δειγµατολήπτη Gibbs δίνοντας νέα ώθηση στις µπεϋ-


ιανές µεθόδους. Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι και παλαιότερα

άρθρα, όπως αυτά των Besag (1974, 1986), Tanner and Wong (1987), Besag

and Clifford (1989) και Qian and Titterington (1990) είχαν προτείνει παρόµοιες

λύσεις, αλλά δεν είχαν ̙ρει αντίστοιχη ανταπόκριση στη στατιστική κοινότητα.

Περιγραφή του αλγορίθµου

΄Εστω ότι η κατανοµή–στόχος π είναι p-διάστατη µε p ≥ 2. Για ένα τυχαίο διάνυσµα

X = (X1, . . . , Xp) ∼ π έστω πi η δεσµευµένη κατανοµή της Xi δοθεισών όλων των

υπολοίπων, δηλαδή

Xi|X1 = x1, . . . , Xi−1 = xi−1, Xi+1 = xi+1, . . . , Xp = xp ∼
πi(xi|x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xp), i = 1, . . . , p.

Οι π1, . . . , πp καλούνται πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές (full conditional distribu­

tions). Ο δειγµατολήπτης Gibbs προσοµοιώνει διαδοχικά τις X1, . . . , Xp ως εξής :

Αλγόριθµος 2.3. ∆ειγµατολήπτης Gibbs

0. Θέσε X0 = (x0
1, . . . , x

0
p)

1. Στο χρόνο t δοθέντος X t−1 = (xt−1
1 , . . . , xt−1

p ) προσοµοίωσε

X t
1 ∼ π1(x1|xt−1

2 , xt−1
3 , . . . , xt−1

p )

X t
2 ∼ π2(x2|xt

1, x
t−1
3 , . . . , xt−1

p )
...

X t
p ∼ πp(xp|xt

1, x
t
2 . . . , xt

p−1)

2. Θέσε t = t + 1 και πήγαινε στο Βήµα 1.
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Η ακολουθία που προκύπτει είναι προσοµοίωση µίας αλυσίδας Markov. Πράγ-

µατι, για την προσοµοίωση του Xt = (X t
1, . . . , X

t
p) έχουν χρησιµοποιηθεί µόνο

οι τιµές του Xt−1 = (X t−1
1 , . . . , X t−1

p ), εποµένως η κατάσταση Xt εξαρτάται µόνο

από την Xt−1 και όχι από τις προηγούµενες καταστάσεις της ακολουθίας. Η

πυκνότητα πιθανότητας µετάβασης της αλυσίδας είναι

K
(

(xt−1
1 , xt−1

2 , . . . , xt−1
p ), (xt

1, x
t
2, . . . , x

t
p)

)

=

π1(x
t
1|xt−1

2 , xt−1
3 , . . . , xt−1

p ) × π2(x
t
2|xt

1, x
t−1
3 , . . . , xt−1

p ) × · · ·×
πp(x

t
p|xt

1, x
t
2, . . . , x

t
p−1). (2.17)

Η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας Markov µε πυρήνα µετάβασης (2.17) είναι η

π. Για να το δούµε αυτό, ας υποθέσουµε ότι Xt−1 ∼ π. Τότε,

(X t
1, X

t−1
2 , . . . , X t−1

p ) ∼
∫

xt−1
1

π1(x
t
1|xt−1

2 , . . . , xt−1
p ) π(xt−1

1 , xt−1
2 , . . . , xt−1

p )dxt−1
1

= π1(x
t
1|xt−1

2 , . . . , xt−1
p ) π(xt−1

2 , . . . , xt−1
p )

= π(xt
1, x

t−1
2 , . . . , xt−1

p ),

όπου π(xt−1
2 , . . . , xt−1

p ) συµβολίζει την πυκνότητα της περιθωριακής κατανοµής

των X t−1
2 , . . . , X t−1

p . Εποµένως, το τυχαίο διάνυσµα (X t
1, X

t−1
2 , . . . , X t−1

p ) ακο-

λουθεί την κατανοµή π. Συνεχίζοντας έτσι, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι

(X t
1, . . . , X

t
i , X

t−1
i+1 . . . , X t−1

p ) ∼ π για κάθε i = 1, . . . , p − 1.

Ολοκληρώνοντας τέλος και ως προς xt−1
p , καταλήγουµε στο ότι Xt = (X t

1, . . . , X
t
p)

∼ π, πράγµα που σηµαίνει ότι η π είναι η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας.

Βλέπουµε ότι ο δειγµατολήπτης Gibbs χρησιµοποιεί µόνο τις πλήρεις δεσµευ-

µένες κατανοµές προκειµένου να προσοµοιώσει µία ακολουθία Markov µε οριακή

κατανοµή την κατανοµή–στόχο. Εποµένως, ακόµη και σε προβλήµατα µεγάλης

διάστασης, όλες οι προσοµοιώσεις είναι δυνατόν να γίνουν από µονοδιάστατες κα-

τανοµές, κάτι που είναι ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα. Σε πολλά όµως προβλήµατα

οι πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές δεν είναι διαθέσιµες σε κλειστή µορφή, γι’

αυτό καταφεύγουµε σε υβριδικές µορφές του δειγµατολήπτη Gibbs.

Ορισµός 2.5. ΄Ενας υβριδικός δειγµατολήπτης Gibbs είναι ένας δειγµατολήπτης

Gibbs όπου τουλάχιστον µία προσοµοίωση από την αντίστοιχη πλήρη δεσµευµένη

κατανοµή έχει αντικατασταθεί από ένα ̙ήµα ΜΗ.

Η γενική µορφή του υβριδικού δειγµατολήπτη Gibbs είναι η εξής :
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Αλγόριθµος 2.4. Υβριδικός δειγµατολήπτης Gibbs

0. Θέσε X0 = (x0
1, . . . , x

0
p).

1. Στο χρόνο t δοθέντος X t−1 = (xt−1
1 , . . . , xt−1

p ), για i = 1, 2, . . . , p

• Προσοµοίωσε zi ∼ qi(zi|xt
1, . . . , x

t
i−1, x

t−1
i , xt−1

i+1, . . . x
t−1
p ).

• Θέσε xt
i = zi µε πιθανότητα

α(xt−1
i , zi) = min

{

1,
πi(zi|xt

1, . . . , x
t
i−1, x

t−1
i+1, . . . , x

t−1
p )

πi(x
t−1
i |xt

1, . . . , x
t
i−1, x

t−1
i+1, . . . , x

t−1
p )

×

qi(x
t−1
i |xt

1, . . . , x
t
i−1, zi, x

t−1
i+1, . . . , x

t−1
p )

qi(zi|xt
1, . . . , x

t
i−1, x

t−1
i , xt−1

i+1, . . . , x
t−1
p )

}

διαφορετικά ϑέσε xt
i = xt−1

i .

2. Θέσε t = t + 1 και πήγαινε στο Βήµα 1.

Να σηµειωθεί ότι στην ειδική περίπτωση όπου

qi(zi|xt
1, . . . , x

t
i−1, x

t
i, x

t−1
i+1, . . . , x

t−1
p ) = πi(zi|xt

1, . . . , x
t
i−1, x

t−1
i+1, . . . , x

t−1
p )

για κάποιο i, τότε η προτεινόµενη τιµή zi γίνεται αποδεκτή µε πιθανότητα ένα.

(Αυτό ϑα είναι ένα ̙ήµα του τυπικού δειγµατολήπτη Gibbs.)

Μπορεί να δειχτεί ότι η αλυσίδα Markov που προκύπτει από έναν υβριδι-

κό δειγµατολήπτη Gibbs έχει την κατανοµή–στόχο ως οριακή κατανοµή. Παρ’

όλο που η απόδειξη δεν είναι δύσκολη, είναι κουραστικό να την παρακολουθή-

σει κανείς λόγω των πολλών δεικτών στους συµβολισµούς και γι’ αυτόν το λόγο

παραλείπεται.

2.2.3 Ανεξάρτητοι δειγµατολήπτες µε γεωµετρικά ̙άρη

Με τον όρο ανεξάρτητοι δεγµατολήπτες αναφερόµαστε σε σχήµατα προσοµοίωσης

όπου οι παραγόµενες τυχαίες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες. Σε κάθε παραγό-

µενη τυχαία µεταβλητή αντιστοιχεί ένα ̙άρος το οποίο ισούται µε το πλήθος των

διαδοχικών επαναλήψεών της στην τελική ακολουθία. Οι Sahu and Zhigljavsky

(2003) και ο Gåsemyr (2002) κατασκευάζουν ανεξάρτητους δειγµατολήπτες µε

γεωµετρικά ̙άρη µε αποτέλεσµα οι προκύπτουσες ακολουθίες να είναι αλυσίδες

Markov.

Ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης των Sahu and Zhigljavsky (2003) µπορεί να

περιγραφεί ως εξής. ΄Εστω Z = (Zn)n∈N µία ακολουθία που αποτελείται από

ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές από κάποια κατανοµή πρότασης



32 Αλγόριθµοι MC και MCMC

g̃. Στο Zn αντιστοιχίζεται ένα τυχαίο ̙άρος ξn το οποίο ακολουθεί γεωµετρική

κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

P(ξn = m|Zn = z) =
1

1 + κw̃(z)

{

κw̃(z)

1 + κw̃(z)

}m

, m = 0, 1, 2, . . . ,

όπου w̃(z) = π(z)/g̃(z). Να σηµειωθεί ότι αν ξn = 0 τότε το αντίστοιχο Zn δε

συµµετέχει καθόλου στην ακολουθία, µε άλλα λόγια απορρίπτεται.

Αλγόριθµος 2.5. Ανεξάρτητος δειγµατολήπτης Sahu and Zhigljavsky

0 Θέσε n = 1, m = 0

1 Προσοµοίωσε Zn ∼ g̃(·)
2 Προσοµοίωσε ξn ∼ Ge({1 + κw̃(Zn)}−1) και αν ξn > 0 ϑέσε

Xm+1, . . . , Xm+ξn
= Zn και m = m + ξn

3 Αν n = N τότε σταµάτα, διαφορετικά ϑέσε n = n + 1 και

πήγαινε στο Βήµα 1

Η ακολουθία (Xn)n∈N που προκύπτει είναι µία αλυσίδα Markov µε πυκνότητα

µετάβασης

K(xn−1, xn) = {1 − α(xn−1)} δxn−1(xn) + α(xn−1)
g̃(xn) {1 − α(xn)}

∫

{1 − α(z)} g̃(z)µ(dz)

όπου α(x) = {1 + κw̃(x)}−1
. Επί πλέον, αν

w̃∗ = sup
x

π(x)/g̃(x) < ∞,

τότε

||P(Yt ∈ ·) − π|| ≤ (1 + κw̃∗)−t, t = 1, 2, . . . .

Ο Gåsemyr (2002) γενίκευσε τον παραπάνω δειγµατολήπτη τροποποιώντας τον

κανόνα απόρριψης. Συγκεκριµένα, µετά την παραγωγή της Zn ∼ g̃, ο Gåsemyr

αποδέχεται ή απορρίπτει αυτή την τιµή ανάλογα µε το αποτέλεσµα µίας δοκιµής

Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας q(zn). Αν η Zn γίνει δεκτή τότε σταθµίζεται µε

ένα ̙άρος το οποίο ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας

P(ξn = m|Zn = z) = a(z){1 − a(z)}m−1, m = 1, 2, . . . ,

όπου a(z) ∝ q(z)/w̃(z). Θέτοντας a(z) = {1 + κw̃(z)}−1 και q(z) = κw̃(z){1 +
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κw̃(z)}−1 ο δειγµατολήπτης του Gåsemyr συµπίπτει µε αυτόν των Sahu and

Zhigljavsky (2003). Ο Gåsemyr (2002) έδειξε ότι οι q(z) = min{1, κw̃(z)} και

a(z) = min{1, 1/κw̃(z)} είναι ̙έλτιστες επιλογές, καθώς ελαχιστοποιούν την

ασυµπτωτική διασπορά των εκτιµητών. Αν επί πλέον w̃∗ < ∞, η αλυσίδα Markov

είναι οµοιόµορφα εργοδική. ΄Οταν κ > 1/w̃∗,

||P(Yt ∈ ·) − π|| ≤ (1 − 1/κw̃∗)t, t = 1, 2, . . . .

Η περίπτωση κ 6 1/w̃∗ αντιστοιχεί στο δειγµατολήπτη απόρριψης οπότε έχουµε

Yt ∼ π, ∀ t ∈ Z+.

2.3 ΄Αλλοι αλγόριθµοι

Εκτός από τους ̙ασικούς αλγορίθµους MC και MCMC που αναφέρθηκαν στις

προηγούµενες ενότητες υπάρχει πληθώρα άλλων σύνθετων τεχνικών για την προ-

σοµοίωση από κάποια κατανοµή–στόχο π και την εκτίµηση µέσων τιµών της µορ-

ϕής Eπ [h(X)].

Η µέθοδος Population Monte Carlo (PMC) που επινοήθηκε από τους Cappé

et al. (2004) είναι ένας συνδυασµός τεχνικών. Συγκεκριµένα, ο αλγόριθµος PMC

δανείζεται από τους αλγορίθµους MCMC τον τρόπο κατασκευής της κατανοµής

πρότασης, από τον αλγόριθµο SIR τη στάθµιση και τη ̙ελτίωση του δείγµατος

και από τη δειγµατοληψία σπουδαιότητας την κατασκευή των εκτιµητών. Θα

µπορούσαµε να πούµε ότι ο αλγόριθµος PMC είναι κατ’ ουσίαν µία επαναλη-

πτική δειγµατοληψία σπουδαιότητας που σε κάθε επανάληψη αναπροσαρµόζει

την κατανοµή πρότασης και παράγει ένα δείγµα προσεγγιστικά κατανεµηµένο

από την κατανοµή–στόχο. Το δείγµα που παράγεται σε κάθε επανάληψη από

τον αλγόριθµο PMC µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα τυπικό δείγµα δειγµατοληψίας

σπουδαιότητας. Ως εκ τούτου, η διαδικασία µπορεί να σταµατήσει χωρίς να εί-

ναι απαραίτητος ο προσδιορισµός κάποιας περιόδου burn–in· τη χρονική στιγµή

που η κατανοµή πρότασης είναι µία καλή προσέγγιση της κατανοµής–στόχου ο

αλγόριθµος µπορεί να σταµατήσει.

Υπάρχουν κάποιες οµοιότητες του αλγορίθµου PMC µε προηγούµενες προ-

τάσεις στη ̙ιβλιογραφία και ειδικότερα µε αυτές των Berzuini et al. (1997) και

Gilks and Berzuini (2001). Αυτοί προτείνουν επίσης επαναληπτικές διαδικα-

σίες µε ένα ̙ήµα επαναδειγµατοληψίας ̙ασισµένο στα ̙άρη σπουδαιότητας. Η

̙ασική διαφορά τους µε τον αλγόριθµο PMC είναι ότι χρησιµοποιούν ένα ̙ήµα

επαναδειγµατοληψίας πριν την πρόταση της καινούργιας τιµής, µε αποτέλεσµα

να παραµένουν στο πλαίσιο των αλγορίθµων MCMC και να πρέπει να χρησιµο-

ποιούν πυρήνα µετάβασης µε στάσιµη κατανοµή την κατανοµή–στόχο. Επίσης
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ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι η προσέγγιση του Chopin (2002) είναι µία ειδική

περίπτωση του αλγορίθµου PMC σε ένα µπεϋζιανό πλαίσιο, όπου η κατανοµή

πρότασης σε κάθε επανάληψη είναι η εκ των υστέρων κατανοµή που συνδέεται µε

ένα µέρος των παρατηρηθέντων δεδοµένων.

Μία γενικότερη κατηγορία τεχνικών είναι οι αλγόριθµοι Sequential Monte

Carlo (SMC). Οι αλγόριθµοι SMC προσοµοιώνουν ένα δείγµα από µία p-διάστατη

(p ≥ 2) κατανοµή ακολουθιακά. Σε κάθε ̙ήµα του αλγορίθµου προσοµοιώνε-

ται µία συνιστώσα της κατανοµής–στόχου δεσµεύοντας στις ήδη προσοµοιωµέ-

νες συνιστώσες. Αυτό γίνεται µέσω ενός πυρήνα µετάβασης για κάθε συνιστώσα

ο οποίος έχει στάσιµη κατανοµή την περιθωριακή κατανοµή της. Στο προσο-

µοιωµένο δείγµα γίνεται επαναδειγµατοληψία πριν προχωρήσουµε στην επόµενη

συνιστώσα, έτσι ώστε να εξασφαλίσουµε «καλές» τιµές για τη συνέχεια.

΄Ενα κοινό χαρακτηριστικό των δύο παραπάνω τεχνικών είναι η επαναδειγµα-

τοληψία. Η επαναδειγµατοληψία είναι µια ιδιαίτερα χρονοβόρα διαδικασία και

ισοδυναµεί µε την προσοµοίωση ενός τυχαίου διανύσµατος από την πολυωνυµι-

κή κατανοµής µε πλήθος κατηγοριών ίσο µε το µέγεθος του αρχικού δείγµατος

και πλήθος δοκιµών ίσο µε τον αριθµό των παρατηρήσεων που ϑα έχουµε µετά

την επαναδειγµατοληψία. Για την προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή

έχει προταθεί στη ̙ιβλιογραφία ένα µεγάλο πλήθος τεχνικών. Ο υπολογιστικός

χρόνος για κάθε µία από αυτές τις τεχνικές εξαρτάται από το πλήθος των κατηγο-

̺ιών ή/και το πλήθος των δοκιµών της πολυωνυµικής κατανοµής µε αποτέλεσµα

οι αλγόριθµοι PMC και SMC να γίνονται υπολογιστικά «ασύµφοροι». Στο Κε-

ϕάλαιο 5 προτείνεται µία τεχνική δύο ̙ηµάτων η οποία µπορεί να προσαρµοστεί

σε όλες τις ήδη γνωστές τεχνικές προσοµοίωσης από την πολυωνυµική κατανοµή

και να ̙ελτιώσει σηµαντικά τον υπολογιστικό χρόνο και κατ’ επέκταση το χρόνο

υλοποίησης των παραπάνω τεχνικών.
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Σταθµισµένα δείγµατα ως ηµιµαρκοβιανές

διαδικασίες

Από τις διαφορές γεννιέται η πιο όµορφη αρµονία.

—Ηράκλειτος (544-483 π.Χ)

Τα µαθηµατικά είναι η τέχνη να δίνεις το ίδιο όνοµα σε διαφορετικά πράγµατα.

—Henri Poincaré (1854–1912)

3.1 Εισαγωγή

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, εκτός από τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων, ένας

άλλος στόχος των µεθόδων προσοµοίωσης είναι να παράγουν παρατηρήσεις από

κάποια κατανοµή–στόχο π. Ο λόγος γι’ αυτό είναι ότι συχνά χρειάζεται να εκτιµη-

ϑούν χαρακτηριστικά της κατανοµής–στόχου τα οποία δε µπορούν να εκφραστούν

ως µέσες τιµές, για παράδειγµα να υπολογιστούν ποσοστηµόρια, να ̙ρεθεί ο αριθ-

µός των κορυφών της ή να κατασκευαστεί ένα ιστόγραµµά της. Η δειγµατοληψία

σπουδαιότητας µε µία πρώτη µατιά δεν πετυχαίνει αυτόν το στόχο, αφού παράγει

όλες τις παρατηρήσεις από την κατανοµή πρότασης g. Και όπως επισηµαίνεται

από τον Liu (1996),

‘‘The distribution of samples obtained from importance sampling is, however, always

biased from the target, and the distribution of that obtained from Metropolized inde­

pendent sampling ... practically differs from the target distribution.’’

Μία µέθοδος που προσπαθεί να ξεπεράσει αυτό το µειονέκτηµα είναι η µέ-

ϑοδος SIR, την οποία παρουσιάσαµε στην Ενότητα 2.1.6. Καθώς n ↑ ∞, η SIR

παράγει ένα δείγµα προσεγγιστικά κατανεµηµένο από την π.
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Σε αυτήν την ενότητα ϑα αποδείξουµε ότι το παραγόµενο δείγµα από τη g συ-

γκλίνει υπό µία έννοια στην κατανοµή–στόχο π. Πιο συγκεκριµένα, ϑα ορίσουµε

µία διαδικασία µε άλµατα (jump process) η οποία σχετίζεται µε τη σταθµισµένη

ακολουθία που προκύπτει και ϑα αποδείξουµε ότι αυτή συγκλίνει στην κατανοµή–

στόχο π.

Υπό αυτήν την οπτική, η δειγµατοληψία σπουδαιότητας δε διαφέρει σηµαντικά

από τις τεχνικές MCMC. Θα δούµε µάλιστα ότι κάποιες από αυτές είναι ειδικές

περιπτώσεις της διαδικασίας µε άλµατα που σχετίζεται µε κάποια σταθµισµένη

ακολουθία (για παράδειγµα ο αλγόριθµος ΜΗ, δες Ενότητα 3.3). Ως εκ τούτου,

προκειµένου να προσοµοιώσουµε ένα δείγµα προσεγγιστικά κατανεµηµένο από

την π, η επαναδειγµατοληψία δεν κρίνεται αναγκαία. ΄Ετσι έχουµε σηµαντική µεί-

ωση του υπολογιστικού χρόνου που χρειάζεται για την παραγωγή ενός δείγµατος

από την π, αφού η επαναδειγµατοληψία είναι µία χρονοβόρα διαδικασία. Επί-

σης, υπό αυτήν την οπτική, η δειγµατοληψία σπουδαιότητας µπορεί να ϑεωρηθεί

ως µία γενική τεχνική προσοµοίωσης και όχι µόνο ως µία µέθοδος εκτίµησης

ολοκληρωµάτων.

3.2 Βασικοί ορισµοί

Μία από τις ̙ασικές έννοιες στις οποίες στηριζόµαστε είναι αυτή των κατάλληλα

σταθµισµένων δειγµάτων (properly weighted samples), η οποία εισήχθη αρχικά

από τους Liu and Chen (1998) (δες επίσης Liu, 2001) ως γενίκευση της δειγµα-

τοληψίας σπουδαιότητας.

Ορισµός 3.1. ΄Ενα σύνολο σταθµισµένων παρατηρήσεων {(Xi, ξi)}n
i=1 λέγεται κα-

τάλληλα σταθµισµένο ως προς µία κατανοµή π αν για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση

h, ισχύει

E{ξih(Xi)} = κ Eπ{h(Xi)}, για i = 1, . . . , n, (3.1)

όπου κ κάποια ϑετική σταθερά.

Ο Liu (2001) δίνει και τον ακόλουθο ισοδύναµο ορισµό.

Ορισµός 3.2. ΄Ενα σύνολο σταθµισµένων παρατηρήσεων {(Xi, ξi)}n
i=1 λέγεται κα-

τάλληλα σταθµισµένο ως προς µία κατανοµή π αν

E{ξi|Xi = x} = κ π(x)/g(x), για i = 1, . . . , n, (3.2)

όπου Xi ∼ g και κ κάποια ϑετική σταθερά.

Παρατήρηση 3.1. ΄Εστω X1, X2, . . . η ακολουθία που προκύπτει από τη δειγµα-

τοληψία σπουδαιότητας µε κατανοµή–στόχο π και κατανοµή πρότασης g. Σταθ-

µίζοντας το κάθε Xi µε το αντίστοιχο ̙άρος σπουδαιότητας w(Xi) = π(Xi)/g(Xi),
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̙λέπουµε αµέσως ότι η ακολουθία (Xn, w(Xn))n≥1 είναι κατάλληλα σταθµισµένη

ως προς την π, αφού

E{w(Xi)|Xi = x} = w(x), για i = 1, . . . , n.

¤

Γενικά ισχύει το ακόλουθο:

Πρόταση 3.1. Αν {(Xi, ξi)}n
i=1 είναι ένα κατάλληλα σταθµισµένο τυχαίο δείγµα,

τότε

E(ξi) = κ

και

Var(ξi) = κ2
{

Eπ [(w(Xi)] − 1
}

+ Eg

{

Var(ξi|Xi)
}

.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των δεσµευµένων µέσων τιµών παίρ-

νουµε

E(ξi) = Eg

{

E(ξi|Xi)
}

= Eg

{

κw(Xi)
}

=
∫

κw(xi)g(xi)µ(dxi)

= κ

και

Var(ξi) = Varg

{

E(ξi|Xi)
}

+ Eg

{

Var(ξi|Xi)
}

= Varg

{

κw(Xi)
}

+ Eg

{

Var(ξi|Xi)
}

= Eg

{

κ2w2(Xi)
}

−
(

Eg {κw(Xi)}
)2

+ Eg

{

Var(ξi|Xi)
}

= κ2
(

Eπ {w(Xi)} − 1
)

+ Eg

{

Var(ξi|Xi)
}

µια και Eg

{

w2(Xi)
}

= Eπ {w(Xi)}.

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε τον ορισµό–κλειδί αυτού του κεφαλαίου. Θα ορί-

σουµε τη διαδικασία µε άλµατα (jump process) που σχετίζεται µε τις κατάλληλα

σταθµισµένες ακολουθίες.

Ορισµός 3.3. Ας ϑεωρήσουµε µία σταθµισµένη ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ =
(

(X0, ξ0),

(X1, ξ1), . . .
)

όπου τα ξi είναι ϑετικά ̙άρη. ΄Εστω

S0 = 0, Sn =
n−1
∑

i=0

ξi, n ≥ 1,
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Σχήµα 3.1: Η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία

(Xn, ξn)n∈Z+ .

και

Nt = sup{n : Sn ≤ t}, t ≥ 0. (3.3)

Τότε η στοχαστική διαδικασία Y = (Yt)t≥0 που ορίζεται από τη σχέση

Yt = XNt
, t ≥ 0,

ϑα λέγεται διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία

(Xn, ξn)n∈Z+ .

Η διαδικασία (Sn)n∈Z+ έχει τη µορφή ανανεωτικής διαδικασίας. Στην ειδική

περίπτωση όπου τα ξi είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, η (Sn)n∈Z+ είναι

µία καθαρή ανανεωτική διαδικασία. Η (Nt)t≥0 είναι η αντίστοιχη διαδικασία

απαρίθµησης η οποία µετράει τον αριθµό των αλµάτων της διαδικασίας (Yt)t≥0

στο χρονικό διάστηµα [0, t].

Στο Σχήµα 3.1 απεικονίζεται η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη

σταθµισµένη ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.3, το ̙άρος ξi

παριστάνει τώρα το χρόνο παραµονής της διαδικασίας (Yt)t≥0 στην κατάσταση Xi.

Πρόταση 3.2. ΄Εστω X = (Xn)n∈Z+ µία Harris εργοδική αλυσίδα Markov µε χώρο

καταστάσεων (X ,B(X )) και στάσιµη κατανοµή g. ΄Εστω επίσης ότι το ξn εξαρτάται

µόνο από το Xn και ισχύει

E(ξn|Xn = x) = κw(x) = κ π(x)/g(x)

για κάποια ϑετική σταθερά κ. Τότε η διαδικασία µε άλµατα (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε
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τη σταθµισµένη ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ συγκλίνει ασθενώς στην π, δηλαδή ισχύει

lim
t↑∞

P (Yt ∈ A) = π(A), ∀A ∈ B(X ). (3.4)

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει από τη ϑεωρία των ηµιµαρκοβιανών διαδικασιών

(δες Παράρτηµα Α και Limnios and Oprişan, 2000). Υπό αυτές τις συνθήκες, η Y

είναι µία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µε εµφυτευµένη αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+

και χρόνους παραµονής (ξn)n∈Z+. Εποµένως, για κάθε A ∈ B(X ),

lim
t↑∞

P(Yt ∈ A) =

∫

A
E(ξ|x)g(x)µ(dx)

∫

X E(ξ|x)g(x)µ(dx)

=

∫

A
κw(x)g(x)µ(dx)

∫

X κw(x)g(x)µ(dx)

=

∫

A
π(x)µ(dx)

∫

X π(x)µ(dx)

= π(A).

Μία ειδική περίπτωση που έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον προκύπτει όταν ξn ≡
κw(Xn) για κάποια σταθερά κ > 0. Τότε ισχύει το ακόλουθο:

Πόρισµα 3.1. Αν (Xn)n∈Z+ είναι µία Harris εργοδική αλυσίδα Markov µε στάσιµη

κατανοµή την g, τότε η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη

ακολουθία (Xn, κw(Xn))n∈Z+ έχει την π ως οριακή κατανοµή.

Το Πόρισµα 3.1 ουσιαστικά αποδεικνύει τη σύγκλιση της σταθµισµένης ακο-

λουθίας που προκύπτει από την κλασσική δειγµατοληψία σπουδαιότητας στην

κατανοµή–στόχο π, αφού κάθε ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών από

την g σχηµατίζει τετριµµένα µία αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή την g.

Στην πραγµατικότητα, η σύγκλιση στην κατανοµή–στόχο ισχύει για τη διαδικα-

σία µε άλµατα (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία

(Xn, w(Xn))n∈Z+. Επί πλέον, από τα παραπάνω συνάγεται ότι η σύγκλιση ισχύει

και στη γενικότερη περίπτωση κατά την οποία η ακολουθία (Xn)n∈Z+ αποτελεί

µία Harris εργοδική αλυσίδα Markov.

Παράδειγµα 3.1. ΄Εστω ότι η κατανοµή–στόχος είναι η µείξη κανονικών κατανο-

µών

π ∼ 1

3
N (0, 9) +

1

3
N (5, 1) +

1

3
N (15, 4)
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Σχήµα 3.2: Ιστογράµµατα των τιµών Y1, Y3, Y10 και N10 από m = 10000 ανεξάρτητες

δειγµατοληψίες σπουδαιότητας µε κατανοµή στόχο π ∼ 1
3 N (0, 9)+ 1

3 N (5, 1)+ 1
3 N (15, 4)

και κατανοµή πρότασης g ∼ C(0, 10).

ενώ η κατανοµή πρότασης g είναι η κατανοµή Cauchy C(0, 10), δηλαδή αυτή που

έχει παράµετρο ϑέσης 0 και παράµετρο κλίµακας 10. ΄Εχουµε τρέξει m = 10000

ανεξάρτητους δειγµατολήπτες σπουδαιότητας και για κάθε έναν από αυτούς έ-

χουµε καταγράψει τις τιµές Y1, Y3 και Y10 της διαδικασίας µε άλµατα που σχετί-


εται µε τις σταθµισµένες ακολουθίες τους. Συγκεκριµένα, έχουµε ορίσει

Yt =



































X1 αν 0 ≤ t < w(X1)

X2 αν w(X1) ≤ t < w(X1) + w(X2)
...

...

Xn αν
∑n−1

j=1 w(Xj) ≤ t <
∑n

j=1 w(Xj)
...

...

(Να σηµειωθεί ότι σε σχέση µε τον Ορισµό 3.3, η ακολουθία ξεκινάει από το X1

αντί για το X0.) Επίσης, προκειµένου να σχηµατίσουµε µία ιδέα για το πλήθος

των ανεξάρτητων προσοµοιώσεων από την κατανοµή πρότασης που απαιτούνται

ώστε να πάρουµε την παρατήρηση Y10, έχουµε καταγράψει την τιµή N10 για κάθε

έναν ανεξάρτητο δειγµατολήπτη.

Στο Σχήµα 3.2 ̙λέπουµε τα αντίστοιχα ιστογράµµατα. Παρατηρούµε ότι η

Y συγκλίνει πολύ γρήγορα στην π, αφού ήδη το ιστόγραµµα της Y10 δε διαφέ-
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̺ει σηµαντικά από την κατανοµή–στόχο. Επίσης, η εκτίµηση Monte Carlo της

ποσότητας E(N10) είναι 11.8 µε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης [11.7, 11.9]. Αυτό

υποδεικνύει ότι κατά µέσο όρο απαιτείται ιδιαίτερα µικρό δείγµα (κατά µέσο όρο

δώδεκα προσοµοιώσεις) από την κατανοµή πρότασης προκειµένου να επιτευχθεί

σύγκλιση στην κατανοµή–στόχο. ¤

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, µία εναλλακτική µέθοδος για την προσοµοίωση

ενός προσεγγιστικά π–κατανεµηµένου δείγµατος µέσω κατάλληλα σταθµισµένων

δειγµάτων είναι η SIR. Μέσω αυτής της τεχνικής οι µη σηµαντικές παρατηρήσεις

της αρχικής ακολουθίας απορρίπτονται ενώ οι σηµαντικές επαναλαµβάνονται κά-

ποιες ϕορές. ΄Ετσι, η διαδικασία SIR δίνει στις αρχικές παρατηρήσεις νέα (ακέ-

̺αια) ̙άρη. Οι δεσµευµένες µέσες τιµές των καινούργιων ̙αρών δοθείσης όλης

της αρχικής ακολουθίας είναι ανάλογες των αντίστοιχων αρχικών ̙αρών διαιρε-

µένων µε το άθροισµά τους. Αυτό είναι συνέπεια του ότι τα νέα ̙άρη προκύπτουν

από την πολυωνυµική κατανοµή µε πιθανότητες w(Xi)/
∑

j w(Xj), i = 1, . . . , n,

οπότε η δεσµευµένη µέση τιµή τους ϑα είναι ανάλογη αυτής της ποσότητας. Επο-

µένως, υπό τον όρο ότι το αρχικό δείγµα είναι µεγάλο, ο SIR παράγει ένα προ-

σεγγιστικά κατάλληλα σταθµισµένο δείγµα ως προς την κατανοµή–στόχο. Ωστόσο

είναι προφανές ότι αν το αρχικό δείγµα δεν περιλαµβάνει «καλές» τιµές, η επα-

ναδειγµατοληψία δε ϑα συνεισφέρει σηµαντικά. Από την άλλη πλευρά, αν το

σταθµισµένο δείγµα δίνει µία καλή προσέγγιση της κατανοµής–στόχου, το ίδιο ϑα

ισχύει και για την ακολουθία που προκύπτει από τον αλγόριθµο SIR. Γενικά λοι-

πόν, η ποιότητα των παραγόµενων δειγµάτων και από τις δύο παραπάνω τεχνικές

αναµένεται να είναι παρόµοια. Γι’ αυτό, αν ο σκοπός της προσοµοίωσης είναι η

διερεύνηση της κατανοµής–στόχου και όχι η αποθήκευση «καλών» τιµών της, ο

αλγόριθµος SIR δεν προσφέρει τίποτα περισσότερο από την (απλή) δειγµατοληψία

σπουδαιότητας.

Παράδειγµα 3.2. Προκειµένου να πάρουµε µία ιδέα για την ποιότητα του σταθ-

µισµένου δείγµατος που παράγεται από τη δειγµατοληψία σπουδαιότητας και του

(µη σταθµισµένου) δείγµατος που προκύπτει από τον αλγόριθµο SIR, ϑεωρούµε

ξανά τις κατανοµές του Παραδείγµατος 3.1. ΄Ενα τυχαίο δείγµα µεγέθους 10000

παρατηρήσεων από την κατανοµή Cauchy C(0, 10) σταθµίστηκε κατάλληλα ως

προς την κατανοµή–στόχο. Επίσης, 10000 παρατηρήσεις επελέγησαν έπειτα από

επαναδειγµατοληψία µε επανατοποθέτηση από το αρχικό δείγµα µε πιθανότητες

ανάλογες των ̙αρών τους. Στο Σχήµα 3.3 ̙λέπουµε το ιστόγραµµα του δείγµατος

µετά την επαναδειγµατοληψία και το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος

που αντιστοιχεί στο ίδιο εύρος. Αυτό είναι το εύρος που αντιστοιχεί στο 64% του

σταθµισµένου δείγµατος, µε τη συνολική µάζα πιθανότητας που δεν εµφανίζεται

στο ιστόγραµµα να είναι περίπου 5 × 10−5. ∆εξιά από κάθε ιστόγραµµα απει-

κονίζεται το αντίστοιχο QQ­plot. Επί πλέον, στο Σχήµα 3.3 περιλαµβάνονται για
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Σχήµα 3.3: Τα ιστογράµµατα και τα QQ­plots των δειγµάτων τα οποία προσοµοιώθηκαν

από µία δειγµατοληψία σπουδαιότητας (IS) και από έναν SIR µε κατανοµή–στόχο και

κατανοµή πρότασης αυτές του Παραδείγµατος 3.1. Το τρίτο ιστόγραµµα και QQ­plot

(IID) αντιστοιχεί σε ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή–στόχο.

λόγους σύγκρισης το ιστόγραµµα και το QQ­plot ενός τυχαίου δείγµατος από την

κατανοµή–στόχο. Είναι σαφές ότι τα τρία σχήµατα δεν παρουσιάζουν καµµία ση-

µαντική διαφορά. ¤

Υπό τις υποθέσεις της Πρότασης 3.1, ο σταθµισµένος µέσος

ĥn =

∑n−1
i=0 ξih(Xi)
∑n−1

i=0 ξi

(3.5)

συγκλίνει σχεδόν ̙εβαίως στην Eπ(h) για κάθε h ∈ L(π). Επίσης, σύµφωνα µε

τον Ορισµό 3.3, ο εκτιµητής (3.5) µπορεί να γραφεί στη µορφή

ĥn =
1

Sn

∫ Sn

0

h(Ys)ν(ds),
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όπου ν είναι είτε το µέτρο Lebesgue είτε το µέτρο απαρίθµησης ανάλογα µε το αν

τα ̙άρη είναι συνεχή ή διακριτά. Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι στην περί-

πτωση του κλασσικού εκτιµητή IS (δηλαδή όταν ξn ≡ κw(Xn)), αυτό δικαιολογεί

περισσότερο τη χρήση του εκτιµητή ĥIS
n στη (2.6) αντί του h̄IS

n στη (2.4).

Σε περιπτώσεις που ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, η ασυµπτωτική δια-

σπορά του σταθµισµένου µέσου (3.5) είναι

σ2(h) = σ2
IS(h) +

1

κ2
Eg

[

Var{ξ|X}{h(X) − Eπ(h)}2
]

, (3.6)

όπου σ2
IS(h) η ασυµπτωτική διασπορά του εκτιµητή IS

ĥIS
n =

∑n−1
i=0 w(Xi)h(Xi)
∑n−1

i=0 w(Xi)
.

Αυτό προκύπτει από τη µέθοδο δέλτα (δες Παράρτηµα Β). Επειδή

Eg

[

Var{ξ|X}{h(X) − Eπ(h)}2
]

≥ 0,

µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν P {Var(ξ|X) = 0} = 1, η τυχαιοποίηση

των ̙αρών αυξάνει τη διασπορά ενός εκτιµητή (εξαιρείται η τετριµµένη περίπτωση

όπου η h είναι σταθερή συνάρτηση). Εποµένως, ο εκτιµητής που προκύπτει

από τη δειγµατοληψία σπουδαιότητας είναι πάντοτε πιο ακριβής. Γενικά, όσο

µικρότερη είναι η διασπορά των ̙αρών τόσο πιο ακριβής είναι ο εκτιµητής.

Η Πρόταση 3.2 µας δίνει ένα ισχυρότερο αποτέλεσµα από αυτό της σύγκλισης

των µέσων Cesàro

ĥt = t−1

∫ t

0

h(Ys)ν(ds)

στην Eπ(h). Εξασφαλίζει τη σύγκλιση κατά κατανοµή της παραγόµενης ακολου-

ϑίας κατά τρόπο αντίστοιχο µε των µεθόδων MCMC. Καθώς η σχεδόν ̙έβαιη σύ-

γκλιση του ĥt (και του ĥn) στην Eπ(h) είναι συνέπεια αυτής της ιδιότητας, η

Πρόταση 3.2 περιγράφει τον πραγµατικό τρόπο σύγκλισης του σταθµισµένου

δείγµατος στην κατανοµή–στόχο. Ως εκ τούτου, κάθε κατάλληλα σταθµισµένο

δείγµα, όπως για παράδειγµα αυτό που προκύπτει από την κλασσική δειγµα-

τοληψία σπουδαιότητας, µπορεί να ϑεωρηθεί αντάξιος ανταγωνιστής αυτών που

προκύπτουν από τις τεχνικές MCMC.

3.3 Στάσιµα σταθµισµένα δείγµατα

΄Εστω p(v|x)ν(dv) η δεσµευµένη κατανοµή του ξi δοθέντος Xi = x, όπου ν είναι

το µέτρο Lebesgue αν έχουµε απολύτως συνεχή ̙άρη ή το µέτρο απαρίθµησης αν
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έχουµε διακριτά ̙άρη. ΄Εστω επίσης

P (u|x) =

∫

[u,∞)

p(v|x)ν(dv) = P(ξ ≥ u|x).

Σε αυτήν την ενότητα ϑα συζητήσουµε µία τροποποίηση της συνηθισµένης µε-

ϑόδου στάθµισης κάτω από την οποία είναι δυνατόν να πάρουµε στάσιµα σταθ-

µισµένα δείγµατα από την κατανοµή–στόχο π. Με τον όρο στάσιµα σταθµισµένα

δείγµατα εννοούµε σταθµισµένα δείγµατα για τα οποία η διαδικασία µε άλµατα

(Yt)t≥0 που σχετίζεται µε αυτά ̙ρίσκεται από κάποια στιγµή t0 ≥ 0 και έπειτα σε

στασιµότητα, δηλαδή ισχύει

Yt ∼ π για κάθε t ≥ t0.

΄Εστω (Yt)t≥0 µία ηµιµαρκοβιανή αλυσίδα µε εµφυτευµένη αλυσίδα Markov

(Xn)n∈Z+ και χρόνους παραµονής (ξn)n∈Z+. ΄Εστω επίσης Sn, Nt και (Vt)t≥0 η

ανανεωτική διαδικασία, η διαδικασία απαρίθµησης και ο υπολειπόµενος χρόνος

µέχρι την επόµενη ανανέωση αντίστοιχα. Τότε, η (Yt, Vt)t>0 είναι µία διαδικασία

Markov µε στάσιµη κατανοµή π(y)pe(v|y), όπου

pe(v|y) =
P (v|y)

κw(y)

(δες Παράρτηµα Α).

΄Εστω ότι µπορούµε να παράγουµε X0 ∼ π. Τότε αν το X0 σταθµιστεί από κά-

ποιο ξ0 το οποίο έχει παραχθεί από την pe(·|x0) (αντί από την p(·|x0)), η διαδικασία

(Yt, Vt)t≥0 ξεκινάει σε στασιµότητα οπότε Yt ∼ π, ∀ t ≥ 0. Τότε, ο εκτιµητής

ĥt = t−1

∫ t

0

h(Ys)ν(ds) = t−1
{

∑Nt−1
j=0 ξjh(Xj) + (t − SNt

)h(XNt
)
}

είναι αµερόληπτος εκτιµητής της Eπ(h) για κάθε (σταθερό) χρόνο t > 0. Αυτό

προκύπτει από το ότι

E

(
∫ t

0

h(Ys)v(ds)

)

=

∫ t

0

E[h(Ys)]v(ds) =

∫ t

0

Eπ(h)v(ds) = tEπ(h)

Στην ειδική περίπτωση της δειγµατοληψίας σπουδαιότητας όπου ξi = κw(Xi),

ισχύει

pe(v|y) ∼ U(0, κw(y)),



3.4 Η περίπτωση των εκθετικών ̙αρών 45

αφού

pe(v|y) =
P (v|y)

κw(y)
=

P(κw(y) ≥ v|y)

κw(y)
=

{

1
κw(y)

, αν 0 ≤ v ≤ κw(y),

0, διαφορετικά.

Εποµένως, αν X0 ∼ π, U ∼ U(0, 1) και X1, X2, . . . είναι ακολουθία ανεξάρτη-

των τυχαίων µεταβλητών από την g (ή µία εργοδική αλυσίδα Markov µε στάσιµη

κατανοµή την g), ο εκτιµητής ĥt γίνεται

ĥt = t−1
{

Uκw(X0)h(X0) +
∑Nt−1

j=1 κw(Xj)h(Xj) + (t − SNt
)h(XNt

)
}

.

Γενικά, η προσοµοίωση από την pe(v|y) µπορεί να γίνει σε δύο στάδια. Αρχικά

παράγουµε µία παρατήρηση

T ∼ q(t|y) ∝ tp(t|y)

και έπειτα παράγουµε V από την οµοιόµορφη κατανοµή στο (0, T ) (συνεχής πε-

̺ίπτωση) ή στο {1, . . . , T} (διακριτή περίπτωση). Αυτό επιβεβαιώνεται από το

ακόλουθο:

Λήµµα 3.1. Η κατανοµή της V δοθέντος Y = y είναι η pe(v|y).

Απόδειξη. Η από κοινού κατανοµή των V, T δοθέντος Y = y είναι

V, T |Y = y ∼ 1

t
× tp(t|y)

E(t|y)
I(0 < v ≤ t)

οπότε ολοκληρώνοντας ως προς t έχουµε

V |Y = y ∼
∫

[v,∞)

p(t|y)

E(T |y)
v(dt) =

P (v|y)

E(T |y)
.

Παράδειγµα 3.3. (α) Αν η p είναι µία κατανοµή γάµµα µε παράµετρο µορφής α,

τότε και η q ϑα είναι επίσης γάµµα µε παράµετρο µορφής α + 1.

(̙) Αν η p είναι κατανοµή Poisson τότε η q ϑα είναι περικεκοµµένη (truncated)

κατανοµή Poisson µε την ίδια παράµετρο.

3.4 Η περίπτωση των εκθετικών ̙αρών

Σε αυτήν την ενότητα ϑα ϑεωρήσουµε την περίπτωση όπου δεσµεύοντας στο

Xn = x, το ξn ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή κw(x). Τότε, η διαδι-

κασία µε άλµατα (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία
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(Xn, ξn)n≥0 είναι µία διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου. Μία ειδική περίπτωση

ενός τέτοιου δειγµατοληπτικού σχήµατος είναι ο αλγόριθµος MCMC γεννήσεων–

ϑανάτων (birth and death MCMC algorithm: δες Stephens, 2000, Cappé et al.,

2003).

Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι ϑέλουµε ένα δείγµα συνολικού µήκους N και η

κατανοµή πρότασης είναι η g(·|·) µε στάσιµη κατανοµή την g. Τότε ο αλγόριθµος

ϑα πάρει την ακόλουθη γενική µορφή:

Αλγόριθµος 3.1.

0 Θέσε n = 1 και t0 = 0

1 Προσοµοίωσε Zn ∼ g(·|Zn−1)

2 Προσοµοίωσε ξn ∼ E(κw(Zn)), ϑέσε tn = tn−1 + ξn και

Xt = Zn, t ∈ [tn−1, min {tn, N}).
3 Αν tn ≥ N τότε σταµάτησε διαφορετικά ϑέσε n = n + 1 και

επίστρεψε στο Βήµα 1

Στο ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο έχει ενδιαφέρον και πέρα από το πλαίσιο

της προσοµοίωσης, αποδεικνύεται ότι αν µία µαρκοβιανή αλυσίδα (Xn)n∈Z+ είναι

οµοιόµορφα εργοδική και επί πλέον η συνάρτηση w(x) είναι άνω ϕραγµένη, τότε η

αντίστοιχη µαρκοβιανή διαδικασία µε άλµατα είναι επίσης οµοιόµορφα εργοδική.

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω (Xn, ξn)n∈Z+ µία σταθµισµένη ακολουθία η οποία ικανοποιεί

τις παρακάτω δύο συνθήκες :

1. Η ακολουθία X = (Xn)n∈Z+ είναι µία εργοδική αλυσίδα Markov µε στάσιµη

κατανοµή την g και κατανοµή µετάβασης την g(·|·) και ικανοποιεί την ακόλουθη

συνθήκη Doeblin. Υπάρχει µία πυκνότητα πιθανότητας g0 και µία µη αρνητική

σταθερά β ∈ (0, 1) τέτοια ώστε

g(z|y) > βg0(z), ∀ z, y ∈ X . (3.7)

2. Η δεσµευµένη κατανοµή του ξn δοθέντος Xn = x είναι εκθετική µε µέση

τιµή κw(x) = κπ(x)/g(x), όπου π είναι µία πυκνότητα πιθανότητας και w∗ =

supx∈X w(x) < ∞.

Τότε, για τη διαδικασία Markov Y = (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη

ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ ισχύει

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ ≤ exp{−βt/κw∗}, t > 0. (3.8)
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Προκειµένου να αποδείξουµε το Θεώρηµα 3.1 ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο

Λήµµα.

Λήµµα 3.2. Υπό τις συνθήκες του Θεωρήµατος 3.1 ισχύει

lim
t↓0

{

1 − β
(

1 − e−t/κw∗
)

∫

X
e−t/κw(z)g0(z)µ(dz)

}1/t

= exp{−β/κw∗}. (3.9)

Απόδειξη. ΄Εστω

a(t) = 1 − β
(

1 − e−t/κw∗
)

∫

X
e−t/κw(z)g0(z)µ(dz).

∆εδοµένου ότι
∫

X
g0(z)µ(dz) = 1,

προσθαφαιρώντας την ποσότητα β
(

1 − e−t/κw∗
)

καταλήγουµε στο ότι

a(t) = 1 − β
(

1 − e−t/κw∗
)

+ β
(

1 − e−t/κw∗
)

∫

X

(

1 − e−t/κw(z)
)

g0(z)µ(dz).

Παρατηρούµε ότι η συνθήκη (3.7) υποδηλώνει ότι

g(z) ≥ βg0(z), ∀ z ∈ X ,

αφού

g(z) =

∫

y∈X
g(z|y)g(y)µ(dy) ≥

∫

y∈X
βg0(z)g(y)µ(dy) = βg0(z), ∀ z.

Εποµένως,

β

∫

X

(

1 − e−t/κw(z)
)

g0(z)µ(dz) ≤
∫

X

(

1 − e−t/κw(z)
)

g(z)µ(dz) = Pg(ξ0 ≤ t).

Για t ↓ 0, ισχύει Pg(ξ0 ≤ t) ↓ 0, άρα

β

∫

X

(

1 − e−t/κw(z)
)

g0(z)µ(dz) = o(1).

Επίσης ισχύει 1 − e−t/κw∗

= O(t), αφού

lim
t↓0

1 − e−t/κw∗

t
=

1

κw∗ .

Εποµένως,

β
(

1 − e−t/κw∗
)

∫

X

(

1 − e−t/κw(z)
)

g0(z)µ(dz) = o(t)
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και συνεπώς,

1 − β
(

1 − e−t/κw∗
)

≤ a(t) ≤ 1 − β
(

1 − e−t/κw∗
)

+ o(t).

Υψώνοντας στην 1/t και παίρνοντας τα όρια για t ↓ 0 προκύπτει το επιθυµητό

αποτέλεσµα.

Είµαστε πλέον έτοιµοι να αποδείξουµε το Θεώρηµα 3.1.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. ΄Εστω δ > 0. Αφού η (Yt)t≥0 είναι µία διαδικασία

Markov, ο αντίστοιχος δ–σκελετός της, δηλαδη η ακολουθία (Ynδ)n∈Z+, σχηµατίζει

µία αλυσίδα Markov µε πυρήνα µετάβασης

P
δ(y,A) = P{Yδ ∈ A|Y0 = y}

(δες Παράρτηµα Α). Είναι

P
δ(y,A) = P{ξ0 > δ, y ∈ A|X0 = y} +

∞
∑

m=1

P {Sm ≤ δ < Sm+1, Xm ∈ A|X0 = y}

> P{ξ0 ≤ δ, ξ1 > δ,X1 ∈ A|X0 = y}
= P{ξ0 ≤ δ|X0 = y}P{ξ1 > δ,X1 ∈ A|X0 = y}

=
{

1 − e−δ/κw(y)
}

∫

A

e−δ/κw(z)g(z|y)µ(dz)

>
{

1 − e−δ/κw∗
}

∫

A

e−δ/κw(z)βg0(z)µ(dz)

= εδQδ(A), ∀ y ∈ X ,

όπου

εδ = β
{

1 − e−δ/κw∗
}

∫

X
e−δ/κw(z)g0(z)µ(dz)

και

Qδ(A) =

∫

A
e−δ/κw(z)g0(z)µ(dz)

∫

X e−δ/κw(z)g0(z)µ(dz)
.

Βλέπουµε λοιπόν ότι η αλυσίδα (Ynδ)n∈Z+ ικανοποιεί τη συνθήκη Doeblin. Αυτό

συνεπάγεται ότι

‖P(Ynδ ∈ ·) − π‖ ≤ (1 − εδ)
n, ∀ n ∈ Z+,

(δες Παράρτηµα Α). Θέτοντας τώρα t = nδ παίρνουµε

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ ≤ {(1 − εt/n)n/t}t, ∀ n ∈ Z+.
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Τέλος, επειδή

lim
n↑∞

(1 − εt/n)n/t = lim
t↓0

(1 − εt)
1/t

το αποτέλεσµα προκύπτει από το Λήµµα 3.2. ¤

Παρατήρηση 3.2. Στην ειδική περίπτωση που η (Xn)n∈Z+ είναι ακολουθία ανε-

ξάρτητων g–κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών, η συνθήκη (3.7) ισχύει για β = 1

και g0 = g. Τότε η νόρµα ολικής µεταβολής δεν είναι µεγαλύτερη από exp{−t/κw∗},

δηλαδή ισχύει

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ ≤ exp{−t/κw∗}, t > 0. (3.10)

¤

Παράδειγµα 3.4. Ας ϑεωρήσουµε πάλι τις κατανοµές του Παραδείγµατος 3.1

για τις οποίες µπορούµε να υπολογίσουµε αριθµητικά ότι w∗ ≈ 6.905. ΄Εστω

X = (Xn)n∈Z+ η ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν

την κατανοµή Cauchy C(0, 10) και η δεσµευµένη κατανοµή του ξn δοθέντος του

Xn = xn είναι εκθετική µε µέση τιµή w(xn). Τότε από την Πρόταση 3.1 έχουµε

ότι για τη διαδικασία µε άλµατα (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε αυτήν τη σταθµισµένη

ακολουθία ισχύει

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ ≤ exp{−t/6.905}, t ≥ 0.

Για παράδειγµα, για t ≥ 31.8 η νόρµα ολικής µεταβολής είναι µικρότερη από

0.01, πράγµα που σηµαίνει ότι η κατανοµή της Yt έχει πλησιάσει πολύ κοντά

στην οριακή κατανοµή π.

3.5 Στάσιµες ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες

Αν η (Xn)n∈Z+ είναι µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών

µε κατανοµή g και ο ̺υθµός κινδύνου (hazard rate) p(v|y)/P (v|y) του ξ είναι

οµοιόµορφα ϕραγµένος µακριά από το µηδέν, δηλαδή αν

ε∗ = inf
v,y

p(v|y)

P (v|y)
> 0, (3.11)

τότε η µέθοδος Αποδοχής–Απόρριψης µπορεί να δώσει µία στάσιµη ηµιµαρκοβια-

νή διαδικασία (δες Παράρτηµα Α). Πράγµατι, ϑέτοντας

pe(v|y) =
P (v|y)

κw(y)
,
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έχουµε ότι αν (x, ξ) είναι µία παρατήρηση από την g(x)p(ξ|x) τότε

π(x)pe(ξ|x)

g(x)p(ξ|x)
=

P (ξ|x)

κp(ξ|x)
≤ 1

κε∗
.

Εποµένως µπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης µε κα-

τανοµή–στόχο την π(x)pe(ξ|x) και κατανοµή πρότασης την g(x)p(ξ|x). Μετά την

προσοµοίωση της (x, ξ) από την κατανοµή πρότασης, παράγουµε U ∼ U(0, 1) και

αν ισχύει

U ≤ ε∗P (ξ|x)/p(ξ|x)

τότε η (x, ξ) µπορεί να ϑεωρηθεί ως παρατήρηση από την π(x)pe(ξ|x).

Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις για την υλοποίηση της παραπάνω µεθόδου Απο-

δοχής–Απόρριψης, µπορούµε να αποδείξουµε το ακόλουθο.

Λήµµα 3.3. Αν η (3.11) ισχύει, τότε

(i) w∗ = supx∈X w(x) < ∞ και

(ii) υπάρχει a > 1 τέτοιο ώστε

Eg{aξ} =

∫∫

avg(y)p(v|y)ν(dv)µ(dy) < ∞.

Απόδειξη. (i) ΄Εχουµε ότι
p(v|y)

P (v|y)
≥ ε∗, ∀ v, y. (3.12)

΄Αρα

p(v|y) ≥ ε∗P (v|y), ∀ v, y

⇒
∫

p(v|y)ν(dv) ≥ ε∗

∫

P (v|y)ν(dv), ∀ y

⇔ 1 ≥ ε∗

∫

κw(y)pǫ(v|y)ν(dv), ∀ y

⇔ 1 ≥ ε∗κw(y), ∀ y

⇔ w(y) ≤ 1/κε∗, ∀ y,

οπότε w∗ = supy w(y) 6 1/κε∗ < ∞.

(ii) Αρχικά ϑα αποδείξουµε µέσω επαγωγής ότι

E{ξm|y} ≤ m!/εm
∗ , m ≥ 1. (3.13)

Από το (i) έχουµε ότι η (3.13) ισχύει για m = 1. ΄Εστω ότι ισχύει για κάποιο m.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και για m + 1. Πράγµατι,
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E{ξm|y} =

∫

vmp(v|y)ν(dv)

≥ ε∗

∫

vmP (v|y)ν(dv) (από την (3.12))

= ε∗

∫

vm

(
∫

[v,∞)

p(u|y)ν(du)

)

ν(dv)

= ε∗

∫
(

∫

[0,u]

vmν(dv)

)

p(u|y)ν(du)

≥ ε∗

∫
(

∫ u

v=0

vmdv

)

p(u|y)ν(du) (γιατί
∫

[0,u]
vmν(dv) ≥

∫ u

0
vmdv)

= ε∗

∫

um+1

m + 1
p(u|y)ν(du)

=
ε∗

m + 1
E{ξm+1|y}, ∀ y,

οπότε

E{ξm+1|y} 6 (m + 1)!/εm+1
∗ ,

άρα ισχύει και για m + 1. Τώρα,

E{aξ|y} = E{eξ log a|y}

= E

{ ∞
∑

m=0

(log a)mξm

m!
|y

}

=
∞

∑

m=0

(log a)m

m!
E{ξm|y}

≤
∞

∑

m=0

(log a)m

m!

m!

εm
∗

=
1

1 − log a/ε∗
< ∞

για κάθε a ∈ [1, exp{ε∗}). Προφανώς, το ίδιο ισχύει και για την

Eg{aξ} = Eg[E{aξ|Y }],

πράγµα που αποδεικνύει τον ισχυρισµό. ¤

Σύµφωνα µε το Λήµµα 3.2(i), αν µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος Αποδοχής–

Απόρριψης για το (x, ξ) µε κατανοµή–στόχο π(x)pe(ξ|x) και κατανοµή πρότασης

την g(x)p(ξ|x), ϑα µπορεί να εφαρµοστεί και για το x, πράγµα που σηµαίνει

ότι δεν κερδίζουµε κάτι παραπάνω προσοµοιώνοντας το 
ευγάρι (x, ξ). ΄Οµως, το
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Λήµµα 3.2(ii) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό ενός ϕράγµατος της

νόρµας ολικής µεταβολής µεταξύ της Yt και της στάσιµης κατανοµής π.

Θεώρηµα 3.2. ΄Εστω (Xn)n∈Z+ µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων

µεταβλητών µε κατανοµή g και έστω ότι ισχύει η (3.11). Τότε για τη διαδικασία

µε άλµατα Y = (Yt)t≥0 που σχετίζεται µε την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία

(Xn, ξn)n∈Z+ , ισχύουν τα εξής :

(i) Υπάρχει ένας σχεδόν ̙εβαίως πεπερασµένος χρόνος τ ≥ 0, τέτοιος ώστε

Yt ∼ π για t ≥ τ.

(ii) Η νόρµα ολικής µεταβολής µεταξύ της κατανοµής της Yt και της π συγκλίνει

εκθετικά στο µηδέν ως προς το t, δηλαδή υπάρχει ένα ρ > 1 τέτοιο ώστε

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ = O(ρ−t).

Απόδειξη. (i) Σε κάθε ̙ήµα, µετά την παρατήρηση του (Xn, ξn), παράγουµε µία

ανεξάρτητη τυχαία µεταβλητή Un ∼ U(0, 1). ΄Εστω N το πρώτο n ∈ Z+ για το

οποίο ισχύει

Un ≤ ε∗P (ξn|xn)/p(ξn|xn).

Τότε, από τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης έχουµε

(YSN
, VSN

) = (XN , ξN) ∼ π(·)pe(·|·).

Καθώς η τελευταία είναι η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας Markov (Yt, Vt)t≥0, ϑα

ισχύει

Yt ∼ π για κάθε t ≥ τ = SN .

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ο χρόνος τ είναι πεπερασµένος µε πιθανότητα ένα. Από

τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης έχουµε ότι N + 1 ∼ G(κε∗). Επί πλέον, από την

Πρόταση 2.3 τα (X, ξ) τα οποία έχουν απορριφθεί έχουν δεσµευµένη πυκνότητα

r(x, v) =
g(x)p(v|x) − κε∗π(x)pe(v|x)

1 − κε∗
= g(x)

p(v|x) − ε∗P (v|x)

1 − κε∗
.

Να σηµειωθεί ότι για κάθε a για το οποίο ϕg(a) = Eg{aξ} < ∞, ισχύει επίσης

ϕr(a) = Er{aξ} < ∞, αφού r(x, v) ≤ g(x)p(v|x)/(1−κε∗) για όλα τα x, v. Επειδή

η συνάρτηση ϕr(a) είναι συνεχής και αύξουσα για a ≥ 1 µε ϕr(1) = 1, ϑα υπάρχει

ρ > 1 τέτοιο ώστε ϕr(ρ)(1 − κε∗) < 1. Τότε,



3.5 Στάσιµες ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες 53

P(τ > t) = P(SN > t)

≤ ρ−t
E{ρSN}

= ρ−t
E{E(ρ

∑N
i=1 ξi|N)}

= ρ−t
E{∏N

i=1 E(ρξi|N)}
= ρ−t

E{ϕr(ρ)N}

=
κε∗ρ

−t

1 − ϕr(ρ) + κε∗ϕr(ρ)
(3.14)

το οποίο συγκλίνει στο µηδέν καθώς t ↑ ∞. Αυτό συνεπάγεται

P(τ < ∞) = 1.

(ii) ΄Εστω A ένα µετρήσιµο σύνολο. Τότε, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Ολικής Πι-

ϑανότητας παίρνουµε

|P(Yt ∈ A) − π(A)| = |P(Yt ∈ A|τ > t)P(τ > t) +

P(Yt ∈ A|τ ≤ t)P(τ ≤ t) − π(A)|. (3.15)

Από το (i) έχουµε ότι

P(Yt ∈ A|τ ≤ t) = π(A)

οπότε η (3.17) γίνεται

|P(Yt ∈ A) − π(A)| = |P(Yt ∈ A|τ > t)P(τ > t) + π(A)P(τ ≤ t) − π(A)|
= |P(Yt ∈ A|τ > t)P(τ > t) − π(A)

(

1 − P(τ ≤ t)
)

|
= |P(Yt ∈ A|τ > t)P(τ > t) − π(A)P(τ > t)|
= |P(τ > t) [P(Yt ∈ A|τ > t) − π(A)] |
= P(τ > t) |P(Yt ∈ A|τ > t) − π(A)|
≤ P(τ > t),

µε την τελευταία ανισότητα να ισχύει λόγω του ότι |P(Yt ∈ A|τ > t) − π(A)| ≤ 1.

Τότε,

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ = sup
A∈B(X )

|P(Yt ∈ A) − π(A)| ≤ P(τ > t) = O(ρ−t)

λόγω της (3.14).

Το Θεώρηµα 3.2 δεν καλύπτει την περίπτωση του δειγµατολήπτη σπουδαιό-
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X0

S0 = 0

X1

S1

X2

S2 S3 . . .

XN−1

SN−1

XN

SN

{

w(XN )U ′

τ

Yτ

{

Vτ

XN+1

SN+1 . . .

Σχήµα 3.4: Προσδιορισµός του χρόνου τ για την ακολουθία των ̙αρών σπουδαιότητας.

τητας, αφού τότε p(v|x) ∼ δκw(x)(v) καθώς pe(v|x) ∼ U(0, κw(x)). Παρ’ όλ’ αυτά,

µπορούµε να διατυπώσουµε ένα αντίστοιχο αποτέλεσµα για τον κλασσικό δειγµα-

τολήπτη σπουδαιότητας.

Θεώρηµα 3.3. ΄Εστω (Xn)n∈Z+ µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων

µεταβλητών µε κατανοµή g σταθµισµένη µε ξi = w(xi) = π(xi)/g(xi), i = 1, . . . , n.

Αν w∗ = supx w(x) < ∞, τότε για τη διαδικασία µε άλµατα Y = (Yt)t≥0 ισχύει

‖P(Yt ∈ ·) − π‖ → 0 µε εκθετική ταχύτητα.

Απόδειξη. ΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2, αφού παραχθεί το Xn,

παράγουµε επί πλέον µία ανεξάρτητη τυχαία µεταβλητή Un ∼ U(0, 1) και συµ-

̙ολίζουµε µε N την πρώτη ϕορά που συµβαίνει Un ≤ w(Xn)/w∗. Τη χρο-

νική στιγµή N παράγουµε ακόµα µία ανεξάρτητη U ′ ∼ U(0, 1) και ϑέτουµε

τ = SN + w(XN)U ′. Τότε Yτ = XN ∼ π (από τη µέθοδο Αποδοχής–Απόρριψης)

και Vτ = w(XN)(1−U ′). Η τελευταία, δοθέντος Yτ = y, είναι οµοιόµορφα κατανε-

µηµένη στο (0, w(y)). ΄Ετσι, η (Yτ , Vτ ) έχει τη στάσιµη κατανοµή της διαδικασίας

Markov (Yt, Vt)t≥0 και κατά συνέπεια Yt ∼ π για t ≥ τ από την ισχυρή ιδιότητα

Markov (δες και Σχήµα 3.4).

Παρατηρούµε τώρα ότι, δεσµεύοντας στο N , το SN + w(XN)U ′ είναι στοχαστι-

κά µικρότερο από το w∗ ∑N
j=0 Uj, όπου U0, U1, . . . , UN είναι ανεξάρτητες τυχαίες

µεταβλητές από την U(0, 1). Αυτό είναι ξεκάθαρο για n = 0. Για να το δούµε και

για n ≥ 1 αρκεί να παρατηρήσουµε ότι τα πρώτα n − 1 Xi έχουν «απορριφθεί»

και αυτό συνεπάγεται ότι µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι

Uj > w(Xj)/w
∗, j = 0, 1, . . . , n − 1.
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΄Ετσι,

P(τ > t) = P{SN + w(XN)U ′ > t}
≤ P(w∗ ∑N

j=0 Uj > t)

= P(
∑N

j=0 Uj > t/w∗).

Αλλά για σταθερό n ≥ 0 και 0 ≤ x ≤ n ισχύει

P(
∑n

j=0 Uj > x) = 1 − 1

(n + 1)!

⌊x⌋
∑

m=0

(−1)m

(

n + 1

m

)

(x − m)n+1,

όπου ⌊x⌋ συµβολίζει το ακέραιο µέρος του x (δες Feller, 1971, σελ.27). ΄Ετσι,

P(
∑N

j=0 Uj > t/w∗) = 1 − 1

w∗

∞
∑

n=0

(

1 − 1

w∗

)n
1

(n + 1)!
×

⌊t/w∗⌋
∑

m=0

(−1)m

(

n + 1

m

)

(t/w∗ − m)n+1. (3.16)

Η παραπάνω ποσότητα είναι ένα άνω ϕράγµα της νόρµας ολικής µεταβολής

της κατανοµής της διδιάστατης διαδικασίας (Yt, Vt)t≥0 από τη στάσιµη κατανο-

µή της καθώς είναι µικρότερη ή ίσο από το P(τ > t). Αυτό ισχύει και για το

‖P(Yt ∈ ·) − π‖. Τελικά, από την προφανή ανισότητα
∑N

j=0 Uj ≤ N + 1,

P{∑N
j=0 Uj > t/w∗} ≤ P{N > t/w∗ − 1} ≤ P{N > ⌊t/w∗⌋} =

(

1 − 1

w∗

)⌊t/w∗⌋
,

η οποία δηλώνει ότι η ποσότητα στην (3.16) συγκλίνει στο µηδέν τουλάχιστον

εκθετικά ως προς το t.

3.6 Ο αλγόριθµος MH

Σε αυτήν την ενότητα ϑα µελετήσουµε τον αλγόριθµο ΜΗ υπό την οπτική των

κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων.

Ας ϑεωρήσουµε έναν αλγόριθµο ΜΗ µε κατανοµή–στόχο π και κατανοµή πρό-

τασης q(·|·) και ας ϑυµηθούµε ότι τη χρονική στιγµή t + 1, δοθέντος Yt = y,

παράγουµε Z ∼ q(z|y) και ϑέτουµε Yt+1 = z µε πιθανότητα

a(y, z) = min

{

1,
π(z)q(y|z)

π(y)q(z|y)

}

ή Yt+1 = y µε πιθανότητα 1 − a(y, z). ΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 2.3.1 ο αλ-
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γόριθµος προσοµοιώνει µία αντιστρέψιµη αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή

την π. Το ακόλουθο ϑεώρηµα περιγράφει τη δοµή της λεπτοµερέστερα.

Θεώρηµα 3.4. ΄Εστω X = (Xn)n∈Z+ η ακολουθία των παρατηρήσεων που γίνονται

δεκτές σε έναν αλγόριθµο MH µε κατανοµή–στόχο π και κατανοµή πρότασης q(·|·).
΄Εστω επίσης ξn ο αριθµός επαναλήψεων της κατάστασης xn µέχρι την αποδοχή της

επόµενης κατάστασης xn+1. Τότε ισχύουν τα εξής :

(α) Η δεσµευµένη κατανοµή του ξn δοθέντος Xn = xn είναι γεωµετρική µε πιθανότητα

επιτυχίας
∫

α(xn, z)q(z|xn)µ(dz), δηλαδή έχει συνάρτηση µάζας πιθανότητας

p(ξ|xn) =
{∫

a(xn, z)q(z|xn)µ(dz)
}{

1 −
∫

a(xn, z)q(z|xn)µ(dz)
}ξ−1

,

ξ = 1, 2, . . . .

(̙) Η X είναι αλυσίδα Markov µε πυκνότητα µετάβασης

g(xn|xn−1) =
a(xn−1, xn)q(xn|xn−1)

∫

a(xn−1, z)q(z|xn−1)µ(dz)

=
min{π(xn−1)q(xn|xn−1), π(xn)q(xn−1|xn)}

∫

min{π(xn−1)q(z|xn−1), π(z)q(xn−1|z)}µ(dz)
. (3.17)

(γ) Η X = (Xn)n∈Z+ είναι αντιστρέψιµη µε στάσιµη κατανοµή

g(x) ∝
∫

min{π(x)q(z|x), π(z)q(x|z)}µ(dz). (3.18)

(δ) Η ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ είναι κατάλληλα σταθµισµένη ως προς την π.

Απόδειξη. (α) ∆οθέντος Xn = xn, η πιθανότητα µία προτεινόµενη κατάσταση Z να

γίνει δεκτή ισούται µε

P(Z γίνεται δεκτή|Xn = xn) = P(U ≤ a(xn, Z)|Xn = xn)

=

∫

X

∫ a(xn,z)

0

q(z|xn)duµ(dz)

=

∫

X
a(xn, z)q(z|xn)µ(dz).

Εποµένως, µέχρι την αποδοχή της επόµενης κατάστασης πραγµατοποιούνται ανε-

ξάρτητα πειράµατα Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας
∫

a(xn, z)q(z|xn)µ(dz) µέ-

χρι να εµφανιστεί η πρώτη επιτυχία. Είναι λοιπόν προφανές ότι

ξn|Xn = xn ∼ Ge
(∫

a(xn, z)q(z|xn)µ(dz)
)

.
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(̙) Η ακολουθία (Xn)n∈Z+ είναι προφανώς µία αλυσίδα Markov µια που η κατα-

νοµή των προτεινόµενων για την κατάσταση Xn+1 τιµών εξαρτάται µόνο από την

τιµή της Xn και όχι από τις προηγούµενες καταστάσεις. Ο πυρήνας µετάβασης

της αλυσίδας είναι

P(Xn+1 ∈ A|Xn = x) =

=
∞

∑

k=1

P(Zk ∈ A και γίνεται δεκτό| Xn = x)×

P(Z1, . . . , Zk−1 έχουν απορριφθεί |Xn = x)

=
∞

∑

k=1

∫

A

q(z|x)a(x, z)µ(dz)×

P(Z1, . . . , Zk−1 έχουν απορριφθεί |Xn = x)

=

∫

A

a(x, z)q(z|x)µ(dz)×
∞

∑

k=1

P(Z1, . . . , Zk−1 έχουν απορριφθεί |Xn = x)

=

∫

A

a(x, z)q(z|x)µ(dz)
∞

∑

k=1

(
∫

X
[1 − a(x, z)q(z|x)] µ(dz)

)k−1

=

∫

A

a(x, z)q(z|x)µ(dz)
1

1 −
(∫

X [1 − a(x, z)] q(z|x)µ(dz)
)

=

∫

A

a(x, z)q(z|x)µ(dz)
1

1 − 1 +
∫

X a(x, z)q(z|x)µ(dz)

=

∫

A
a(x, z)q(z|x)µ(dz)

∫

X a(x, z)q(z|x)µ(dz)
.

΄Αρα η X έχει πυκνότητα µετάβασης

g(xn|xn−1) =
a(xn−1, xn)q(xn|xn−1)

∫

X a(xn−1, z)q(z|xn−1)µ(dz)
.

(γ) Η g(xn|xn−1) ικανοποιεί τη λεπτοµερή συνθήκη ισορροπίας

g(xn−1)g(xn|xn−1) = g(xn)g(xn−1|xn),

αφού

g(xn−1)g(xn|xn−1) =

∫

min{π(xn−1)q(z|xn−1), π(z)q(xn−1|z)}µ(dz) ×

min{π(xn−1)q(xn|xn−1), π(xn)q(xn−1|xn)}
∫

min{π(xn−1)q(z|xn−1), π(z)q(xn−1|z)}µ(dz)
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= min{π(xn−1)q(xn|xn−1), π(xn)q(xn−1|xn)}

Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε την ποσότητα

∫

min{π(xn)q(z|xn), π(z)q(xn|z)}µ(dz)

έχουµε

g(xn−1)g(xn|xn−1) =

∫

min{π(xn)q(z|xn), π(z)q(xn|z)}µ(dz) ×

min{π(xn−1)q(xn|xn−1), π(xn)q(xn−1|xn)}
∫

min{π(xn)q(z|xn), π(z)q(xn|z)}µ(dz)

= g(xn)g(xn−1|xn).

Η συνάρτηση g(x) όταν κανονικοποιηθεί είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-

τας, αφού
∫

g(x)µ(dx) 6
∫∫

π(x)q(z|x)µ(dz)µ(dx) = 1,

εποµένως είναι η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας Markov X.

(δ) Η δεσµευµένη µέση τιµή του ξn είναι

E{ξn|Xn = xn} =
{∫

a(xn, z)q(z|xn)µ(dz)
}−1

=

{
∫

min

{

1,
π(z)q(xn|z)

π(xn)q(z|xn)

}

q(z|xn)µ(dz)

}−1

=
π(xn)

∫

min {π(z)q(xn|z), π(xn)q(z|xn)}µ(dz)

∝ π(xn)/g(xn),

άρα η ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ είναι κατάλληλα σταθµισµένη ως προς την π.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2, η διαδικασία µε άλµατα (Yt)t≥0 που σχετίζεται

µε την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+ είναι µία ηµιµαρκοβιανή

διαδικασία. Λόγω όµως της έλλειψης µνήµης της γεωµετρικής κατανοµής, η

(Yt)t≥0 είναι απλά µία αλυσίδα Markov. Είναι ϕανερό ότι συµπίπτει µε την αρχική

ακολουθία ΜΗ.

Παρ’ όλο που η (Yt)t≥0 είναι ακριβώς η αρχική ακολουθία ΜΗ, είµαστε τώρα

σε ϑέση να κάνουµε κάποιες ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις για τους εκτιµητές που
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προκύπτουν από αυτήν. ΄Εστω

ĥn =

∑n−1
i=0 ξih(Xi)
∑n−1

i=0 ξi

ο εκτιµητής της Eπ(h) που προκύπτει από τη σταθµισµένη ακολουθία (Xn, ξn)n∈Z+.

Προφανώς, ĥn ≡ h̄Sn
, όπου

h̄n =
1

n

n−1
∑

i=0

h(Yi)

ο εκτιµητής της Eπ(h) που προκύπτει από την αρχική ακολουθία ΜΗ και Sn =
∑n−1

i=0 ξi. Η ασυµπτωτική διασπορά του ĥn δίνεται από τη σχέση (3.6). Εποµέ-

νως, αν στη ϑέση των γεωµετρικών χρόνων παραµονής ξn χρησιµοποιηθούν άλλοι

χρόνοι ξ′n µε

E(ξ′n|Xn = x) = E(ξn|Xn = x) και Var(ξ′n|Xn = x) ≤ Var(ξn|Xn = x),

µε την ανισότητα να είναι αυστηρή για x ∈ A µε g(A) > 0, τότε ο εκτιµητής

που ϑα προκύψει ϑα είναι ασυµπτωτικά αποδοτικότερος από τον ĥn. Βέβαια,

η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη νέα σταθµισµένη ακολουθία δεν

ϑα είναι µαρκοβιανή αλλά ηµιµαρκοβιανή. ΄Οµως η Πρόταση 3.2 εξασφαλίζει τη

σύγκλισή της στην π. Σε αυτήν την περίπτωση δεν ϑα έχουµε µία µέθοδο MCMC,

αλλά µία µέθοδο Semi–Markov Chain Monte Carlo.

Είναι σαφές ότι η καλύτερη επιλογή για τους χρόνους παραµονής είναι ακρι-

̙ώς τα ̙άρη σπουδαιότητας w(xi) ∝ π(xi)/g(xi). Στις περιπτώσεις λοιπόν που

οι ποσότητες w(xi) µπορούν να υπολογιστούν (εκτός ίσως από κάποια πολλαπλα-

σιαστική σταθερά), δεν υπάρχει λόγος για τη χρήση τυχαίων ̙αρών.

3.7 Ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης των Sahu and

Zhigljavsky

Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε τον ανεξάρτητο δειγµατολήπτη των Sahu

and Zhigljavsky (2003) υπό την οπτική των κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων.

Υπενθυµίζουµε ότι ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης των Sahu and Zhigljavsky

(2003) παράγει µία ακολουθία Z = (Zn)n∈N από ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες

µεταβλητές από κάποια κατανοµή πρότασης g̃ και σε κάθε ένα Zn αντιστοιχίζει

ένα ̙άρος ξn το οποίο ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας

α(z) =
1

1 + κw̃(z)
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όπου w̃(x) = π(x)/g̃(x). ΄Οταν ξn = 0 τότε το αντίστοιχο Zn απορρίπτεται.

΄Εστω τώρα X = (Xn)n∈N η ακολουθία των καταστάσεων που έχουν γίνει απο-

δεκτές από τη (Zn)n∈N, δηλαδή αυτές που έχουν ̙άρος ξn > 0. Είναι ξεκάθαρο ότι

η X αποτελείται από ανεξάρτητες και ισόνοµες παρατηρήσεις από την κατανοµή

g(x) =
g̃(x)P(ξ > 0|x)

∫

X g̃(z)P(ξ > 0|z)µ(dz)
=

π(x)/[1 + κw̃(x)]
∫

X π(z)/[1 + κw̃(z)]µ(dz)
,

αφού

P(ξ > 0|x) = 1 − P(ξ = 0|x) = 1 − 1

1 + κw̃(z)
=

κw̃(z)

1 + κw̃(z)
.

Επί πλέον, η Xn σταθµίζεται µε το ̙άρος ξn το οποίο ακολουθεί γεωµετρική

κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

P(ξn = m|Xn = x) =
1

1 + κw̃(x)

{

κw̃(x)

1 + κw̃(x)

}m−1

, m = 1, 2, . . . .

Καθώς

E(ξn|Xn = x) = 1 + κw̃(x)

∝
{

∫

X

π(z)

1 + κw̃(z)
µ(dz)

}

{1 + κw̃(x)}

=
π(x)

g(x)

= w(x),

η ακολουθία (Xn, ξn)n∈N είναι κατάλληλα σταθµισµένη ως προς την π και η διαδι-

κασία µε άλµατα Y = (Yt)t∈Z+ που σχετίζεται µε αυτήν είναι µία αλυσίδα Markov

µε οριακή κατανοµή π.

Η νέα αυτή οπτική µάς επιτρέπει τη χρήση οποιασδήποτε κατανοµής για τα

̙άρη, εκτός από τη γεωµετρική, αρκεί E(ξi|Xi) = κw(Xi) για κάθε i. Αν για

παράδειγµα δοθέντος Xi = xi, το ξi ακολουθεί κατανοµή Poisson P(κw(xi)), τότε

η διασπορά του ξi|Xi = xi είναι µικρότερη από αυτήν του αρχικού αλγορίθµου

των Sahu and Zhigljavsky (2003), αφού

VarPoi(ξi|Xi = xi) = κw(xi) < κw(xi)
(

1 + κw(xi)
)

= VarGe(ξi|Xi = xi).

Χρησιµοποιώντας την κατανοµή Poisson για τα ̙άρη, υπάρχει µείωση στον αριθ-

µό των παρατηρήσεων X, οι οποίες απορρίπτονται. Πιο συγκεκριµένα, χρησιµο-

ποιώντας την κατανοµή Poisson έχουµε

PPoi(ξ = 0) = EPoi [I(ξ = 0)] = Eg (EPoi [I(ξ = 0)|X]) = Eg

[

e−κw(X)
]

,
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ενώ χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική κατανοµή ισχύει

PGe(ξ = 0) = EGe [I(ξ = 0)] = Eg (EGe [I(ξ = 0)|X]) = Eg

[

(

1 + κw(X)
)−1

]

.

Επειδή όµως et − t − 1 ≥ 0, ∀t ∈ R, µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν

t = 0, έχουµε

e−κw(x) < [1 + κw(x)]−1

άρα

PPoi(ξ = 0) < PGe(ξ = 0).

Επίσης, έχει ενδιαφέρον να παρατηρηθεί ότι η Ραο–Μπλακγουελοποιηµένη

εκδοχή του εκτιµητή ĥn όταν τα ̙άρη ακολουθούν την κατανοµή Poisson ταυτί-


εται µε τον εκτιµητή IS.

Πρόταση 3.3. Αν ξ|X = x ∼ P(κw(x)), τότε η Ραο–Μπλακγουελοποιηµένη έκ-

ϕραση του εκτιµητή ĥn,

ĥRB
n = E

{

ĥn|X1, . . . , Xn,
∑

ξj

}

ταυτίζεται µε τον εκτιµητή IS

ĥIS
n =

∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)
∑n

i=1 w(Xi)
.

Απόδειξη. ∆εσµεύοντας στα X1, . . . , Xn, τα ξi είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλη-

τές µε κατανοµές Poisson. ΄Ετσι, η δεσµευµένη κατανοµή τους δοθέντος και του
∑

ξj είναι πολυωνυµική. ΄Αρα

E [ξi|X1, . . . , Xn,
∑

ξj] =
n

∑

j=1

ξj
κw(Xi)

∑

κw(Xj)

=
w(Xi)

∑n
j=1 ξj

∑n
j=1 w(xj)

και συνεπώς

ĥRB
n = E

{∑n
i=1 ξih(Xi)
∑n

i=1 ξi

∣

∣

∣

∣

X1, . . . , Xn,
∑

ξx

}

=

∑n
i=1 E [ξi|X1, . . . , Xn,

∑

ξi] h(Xi)
∑n

i=1 ξi

=
1

∑

ξj

n
∑

i=1

w(Xi)
∑

ξj
∑n

j=1 w(Xj)
h(xi)
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=

∑n
i=1 w(Xi)h(Xi)
∑n

i=1 w(Xi)

= ĥIS
n .

3.8 ΄Αλλοι IS εκτιµητές

΄Εστω y0, y1, y2, . . . οι προσοµοιωµένες τιµές από κάποια µέθοδο MCMC µε κατα-

νοµή–στόχο την π και κατανοµή πρότασης την π(yn|yn−1). Μία απλοϊκή µέθοδος

για τη διάγνωση της σύγκλισης αυτής της αλυσίδας στην κατανοµή–στόχο είναι ο

έλεγχος της σύγκλισης διάφορων εκτιµητών στις αντίστοιχες ποσότητες Eπ(h) που

µας ενδιαφέρουν (δες Robert and Casella, 1999, σελ.382).

΄Ενας τέτοιος εκτιµητής είναι ο

h̃n =

n
∑

i=1

π(yi)

π(yi|yi−1)
h(yi)

n
∑

i=1

π(yi)

π(yi|yi−1)

µε την προϋπόθεση ότι ο λόγος π(yi)/π(yi|yi−1) µπορεί να υπολογιστεί εκτός από

κάποια πολλαπλασιαστική σταθερά. Ορίζοντας ξi = π(yi)/π(yi|yi−1), µπορεί να

δειχτεί ότι η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία

(yi, ξi)i∈N συγκλίνει στην π. Πράγµατι, έστω xi = (x
(1)
i , x

(2)
i ) = (yi−1, yi). Τότε, η

ακολουθία (xn)n∈N είναι µία αλυσίδα Markov µε πυρήνα µετάβασης

g(xi|xi−1) = δ
x
(2)
i−1

(x
(1)
i )π(x

(2)
i |x(1)

i ),

όπου δx(·) είναι το µέτρο Dirac στο x. Η οριακή κατανοµή της έχει πυκνότητα

g(x) = π(x(1))π(x(2)|x(1)).

Θέτοντας

ξi =
π(x

(1)
i )π(x

(2)
i )

π(x
(1)
i )π(x

(2)
i |x(1)

i )
=

π(yi)

π(yi|yi−1)
, i = 1, 2, . . . ,

οδηγούµαστε στην ακολουθία (xi, ξi)i∈N η οποία είναι κατάλληλα σταθµισµένη

ως προς το γινόµενο π(x(1))π(x(2)). ΄Ετσι, η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται

µε την περιθωριακή ακολουθία (x
(2)
i , ξi)i∈N = (yi, ξi)i∈N έχει την π ως οριακή

κατανοµή.
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Οι Robert and Casella (1999) παρουσιάζουν και έναν εναλλακτικό εκτιµητή

για τη διάγνωση της σύγκλισης στην περίπτωση του αλγορίθµου ΜΗ. Ας ϑεωρή-

σουµε πάλι τον αλγόριθµο ΜΗ µε κατανοµή–στόχο π και κατανοµή πρότασης

q(·|·). Ας συµβολίσουµε τώρα µε y0, y1, . . . , yM όλη την προσοµοιωµένη ακολου-

ϑία (η οποία συµπεριλαµβάνει επίσης και τις καταστάσεις που έχουν απορρι-

ϕθεί) και µε y0, yσ1 , . . . , yσn
τις καταστάσεις που έχουν γίνει δεκτές. Ορίζοντας

τi = sup{σj : σj < i}, η yτi
είναι η τελευταία κατάσταση που έγινε δεκτή πριν

από τη χρονική στιγµή i. Αυτό σηµαίνει ότι το yi έχει παραχθεί από την q(·|yτi
).

Ο εκτιµητής IS της Eπ(h) που χρησιµοποιείται σε αυτήν την περίπτωση έχει τη

µορφή

h̃n =

M
∑

i=1

π(yi)

q(yi|yτi
)

h(yi)

M
∑

i=1

π(yi)

q(yi|yτi
)

.

Ορίζοντας τώρα ξi = π(yi)/q(yi|yτi
), µπορεί να δειχτεί ότι η διαδικασία µε

άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία (yi, ξi)i∈N συγκλίνει στην π.

Για να το δείξουµε αυτό, ορίζουµε xi = (x
(1)
i , x

(2)
i ) = (yτi

, yi). Σε περίπτωση που

τi < i − 1, ϑα ισχύει τi = τi−1 και έτσι x
(1)
i = x

(1)
i−1. Από την άλλη πλευρά, εάν

τi = i−1 τότε x
(1)
i = x

(2)
i−1. Το τελευταίο συµβαίνει µε πιθανότητα a(x

(1)
i−1, x

(2)
i−1) (δες

(3.6)), ενώ το πρώτο συµβαίνει µε πιθανότητα 1−a(x
(1)
i−1, x

(2)
i−1). ΄Ετσι, η ακολουθία

x1, x2, . . . είναι µία αλυσίδα Markov µε πυκνότητα µετάβασης

g(xi|xi−1) =
{

[1 − a(x
(1)
i−1, x

(2)
i−1)] δx

(1)
i−1

(x
(1)
i ) + a(x

(1)
i−1, x

(2)
i−1) δ

x
(2)
i−1

(x
(1)
i )

}

q(x
(2)
i |x(1)

i ).

Η στάσιµη κατανοµή αυτής της αλυσίδας είναι η π(x(1))q(x(2)|x(1)) καθώς η y0, yτ1 ,

yτ2 , . . . είναι η πραγµατική ακολουθία ΜΗ. Σταθµίζοντας τώρα κάθε xi µε

ξi =
π(x

(2)
i )π(x

(1)
i )

π(x
(1)
i )q(x

(2)
i |x(1)

i )
=

π(yi)

q(yi|yτi
)

παίρνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα για την περιθωριακή ακολουθία (x
(2)
i , ξi)i∈N =

(yi, ξi)i∈N.
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Προσοµοίωση από την κατανοµή–στόχο

µέσω διακριτοποίησης και στάθµισης

Εάν µπόρεσα να δω πιο µακριά, είναι γιατί

στεκόµουν πάνω σε ώµους γιγάντων.

—Isaac Newton (1642–1727)

΄Ολοι οι άνθρωποι από τη ϕύση τους επιθυµούν την γνώση.

— Αριστοτέλης (384–322 π.Χ. )

4.1 Εισαγωγή

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει στην Ενότητα 2.1.7, η διακριτοποίηση του χώρου κα-

ταστάσεων X µίας πυκνότητας πιθανότητας π είναι µία απλή προσέγγιση για την

αντιµετώπιση προβληµάτων, όπως η προσοµοίωση από «προβληµατικές» κατα-

νοµές. Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε µία τεχνική η οποία συνδυάζει τη

διακριτοποίηση της κατανοµής–στόχου π και την κατάλληλη στάθµιση της προ-

κύπτουσας ακολουθίας. Πιο συγκεκριµένα:

1. ∆ιαµερίζουµε το στήριγµα X (ή κάποια/ες από τις διαστάσεις του) µε ντετερ-

µινιστικό τρόπο σε έναν προκαθορισµένο πεπερασµένο αριθµό υποσυνόλων.

2. Προσοµοιώνουµε παρατηρήσεις είτε από την αντίστοιχη διακριτοποίηση g

της κατανοµής–στόχου π είτε από µία αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή

την g.

3. Σταθµίζουµε τις προσοµοιωµένες παρατηρήσεις µε τα αντίστοιχα ̙άρη σπου-

δαιότητας w = π/g.
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Σύµφωνα µε το Πόρισµα 3.1, η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε την

προκύπτουσα κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία είναι µία ηµιµαρκοβιανή δια-

δικασία η οποία συγκλίνει ασθενώς στην κατανοµή–στόχο π. Γι’ αυτό, σε αντίθεση

µε τη µέθοδο των Fu and Wang (2002) η οποία ̙ασίζεται στο γεγονός ότι η g είναι

µία καλή προσέγγιση της π, η µέθοδος που προτείνεται εδώ απαιτεί σηµαντικά µι-

κρότερο αριθµό υποσυνόλων προκειµένου να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσµατα.

Για την υλοποίηση της εν λόγω τεχνικής απαιτείται η γνώση µόνο της συναρ-

τησιακής µορφής της κατανοµής–στόχου π, όπως και στις περισσότερες MC και

MCMC τεχνικές. Αυτό είναι ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα, καθώς σε πολλά πραγ-

µατικά προβλήµατα και ειδικά στις περιπτώσεις µπεϋζιανής µοντελοποίησης µε

µη συζυγείς εκ των προτέρων κατανοµές, η σταθερά κανονικοποίησης είναι δύ-

σκολο να υπολογιστεί.

Η παραπάνω προσέγγιση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να απλοποιηθούν

γνωστές MC και MCMC τεχνικές. Επίσης, έπειτα από προσοµοιώσεις διαπιστώ-

ϑηκε ότι, µε κατάλληλη επιλογή της διακριτοποίησης, οι αυτοσυσχετίσεις των

σταθµισµένων δειγµάτων σχεδόν µηδενίζονται. Αυτό επιτρέπει την εκτίµηση των

τυπικών σφαλµάτων Monte Carlo µέσω διαδικασιών για ανεξάρτητα δείγµατα και

όχι άλλων περισσότερο περίπλοκων τεχνικών που εφαρµόζονται στις περιπτώσεις

που υπάρχουν αυτοσυσχετίσεις.

Στις επόµενες ενότητες περιγράφουµε αναλυτικά τη µέθοδο και παρουσιά-


ουµε τα πλεονεκτήµατά της µέσω µίας σειράς παραδειγµάτων. Αρχικά παραθέ-

τουµε µία σειρά απλών εφαρµογών για να δούµε πώς µπορούν να τροποποιηθούν

γνωστοί αλγόριθµοι MC και MCMC χρησιµοποιώντας την προτεινόµενη µέθοδο.

Επίσης, η µέθοδος εφαρµόζεται σε πραγµατικά σύνολα δεδοµένων που συχνά

χρησιµοποιούνται ως σηµεία αναφοράς στην Υπολογιστική Μπεϋζιανή Στατιστι-

κή.

4.2 Περιγραφή της µεθόδου

΄Εστω π µία συνεχής κατανοµή–στόχος µε στήριγµα X η οποία είναι γνωστή εκτός

από κάποια πολλαπλασιαστική σταθερά. Χωρίς ̙λάβη της γενικότητας ϑα υπο-

ϑέσουµε ότι το X είναι ϕραγµένο σύνολο. Σε διαφορετική περίπτωση, µπορούµε

να τροποποιήσουµε το πρόβληµα κάνοντας κατάλληλους µετασχηµατισµούς. Για

παράδειγµα, αν X = R τότε αντί της X ∼ π µπορούµε να ϑέσουµε ως στόχο την

προσοµοίωση της Y = eX/(1 + eX) που έχει στήριγµα το (0, 1).

Το πρώτο ̙ήµα της προτεινόµενης διαδικασίας είναι η διαµέριση του X (ή

κάποιας/ων εκ των διαστάσεών του) µε ντετερµινιστικό τρόπο σε ένα προκαθο-

̺ισµένο αριθµό υποσυνόλων m. ΄Εστω E = (E1, . . . , Em) µία τέτοια διαµέριση
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και

g(x) ∝
m

∑

i=1

π(x∗
i )

L(Ei)
I(x ∈ Ei),

η αντίστοιχη διακριτοποίηση της π, όπου x∗
i ∈ Ei και 0 < L(Ei) < ∞ για όλα τα

i = 1, . . . ,m (δες Ενότητα 2.1.7).

Κατ’ αντιστοιχία µε τη δειγµατοληψία σπουδαιότητας, η g χρησιµοποιείται ως

κατανοµή πρότασης. Προκειµένου να προσοµοιώσουµε από αυτήν, επιλέγουµε το

σύνολο Ei µε πιθανότητα ανάλογη του π(x∗
i )/L(Ei) και έπειτα το Xi προσοµοιώνε-

ται οµοιόµορφα σε αυτό το υποσύνολο. Στο Xi αντιστοιχίζεται το ̙άρος σπουδαιό-

τητας w(Xi) = π(Xi)/g(Xi), οπότε προκύπτει η κατάλληλα σταθµισµένη ως προς

την π ακολουθία
(

Xn, w(Xn)
)

n≥1
. Η διαδικασία µε άλµατα (Yt)t≥0 που συνδέεται

µε αυτή την κατάλληλα σταθµισµένη ακολουθία συγκλίνει στην κατανοµή–στόχο

π (δες Πόρισµα 3.1), οπότε το παραγόµενο δείγµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί όχι

µόνο για την εκτίµηση µέσων τιµών της µορφής Eπ(h), αλλά και χαρακτηριστικών

της π που δεν εκφράζονται ως ολοκληρώµατα.

4.3 Παραδείγµατα

4.3.1 Προσοµοίωση από κατανοµή ̙ήτα

Θεωρούµε την κατανοµή ̙ήτα Beta(2, 2),

π(x) ∝ x(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1.

∆ιακριτοποιούµε το διάστηµα [0, 1] σε m = 10 ισοµήκη υποδιαστήµατα και επι-

λέγουµε ως νέα κατανοµή–στόχο τη διακριτοποίηση της π,

g(x) ∝ x[m](1 − x[m]), 0 ≤ x ≤ 1,

όπου x[m] = (2 ⌊mx⌋ + 1) /2m.

Για να προσοµοιώσουµε από την g, αρχικά επιλέγουµε ένα υποσύνολο από τη

διακριτή κατανοµή

p(i) ∝
(

2i − 1

2m

) (

1 − 2i − 1

2m

)

, i = 1, . . . ,m,

και έπειτα παράγουµε u ∼ U(0, 1) και ϑέτουµε x = (u + i − 1)/m.

΄Εστω

w(x) =
π(x)

g(x)
∝ x(1 − x)

x[m](1 − x[m])

το ̙άρος σπουδαιότητας που αντιστοιχίζεται στο x. Η σταθµισµένη ακολουθία
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n
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Σχήµα 4.1: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (xi, w(xi))16i610000 και σύγκλιση

του σταθµισµένου µέσου x̂IS
n =

∑

w(xi)xi/
∑

w(xi) για m = 10 (συνεχής γραµµή)

και του δειγµατικού µέσου προσοµοιωµένων παρατηρήσεων από την κατανοµή–στόχο

(διακεκοµµένη γραµµή).

(xn, w(xn))n≥1 είναι κατάλληλα σταθµισµένη ως προς την π, οπότε από την Πρό-

ταση 3.2, η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε αυτήν συγκλίνει στην π. Στο

Σχήµα 4.1(α) µπορούµε να δούµε το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος

(xi, w(xi))1≤i≤10000 µαζί µε την καµπύλη της κατανοµής ̙ήτα (της κατανοµής–

στόχου).

p πραγµστικό Εκτιµηθέν

εκατοστηµόριο εκατοστηµόριο

0.05 0.13535 0.13174

0.10 0.19580 0.19317

0.25 0.32635 0.32832

0.50 0.50000 0.50221

0.75 0.67365 0.67860

0.90 0.80420 0.80312

0.95 0.86465 0.86412

Πίνακας 4.1: Εκατοστηµόρια κατανοµής Beta(2, 2).

Επίσης, στον Πίνακα 4.1 ̙λέπουµε τις εκτιµήσεις επιλεγµένων ποσοστιαίων

σηµείων της κατανοµής Beta(2, 2) µαζί µε τις αντίστοιχες πραγµατικές τιµές. Πα-

̺ατηρούµε ότι οι εκτιµήσεις που παίρνουµε µέσω της προτεινόµενης µεθόδου

είναι πολύ κοντά στις πραγµατικές τιµές.

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι η προτεινόµενη µέθοδος,

στο συγκεκριµένο παράδειγµα, δεν απαιτεί µεγάλο m προκειµένου να επιτευχθεί

σύγκλιση. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 4.1(̙) µπορούµε να δούµε τη γρήγορη

σύγκλιση του σταθµισµένου µέσου x̂IS
n =

∑

w(xi)xi/
∑

w(xi) στη µέση τιµή της
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κατανοµής–στόχου. Επίσης στο ίδιο σχήµα ϕαίνεται και η σύγκλιση της ακολου-

ϑίας των µέσων ενός προσοµοιωµένου τυχαίου δείγµατος για λόγους σύγκρισης.

Παρατηρούµε ότι ο x̂IS
n (συνεχής γραµµή) δε συµπεριφέρεται πολύ διαφορετικά

ως προς τη σύγκλιση από το δειγµατικό µέσο των προσοµοιωµένων παρατηρήσεων

από την κατανοµή–στόχο (διακεκοµµένη γραµµή).

4.3.2 Προσοµοίωση από την κατανοµή Dirichlet

΄Εστω ότι η κατανοµή–στόχος είναι µία διδιάστατη κατανοµή Dirichlet D(α, β; γ)

µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

π(x) ≡ π(x1, x2) ∝ xα−1
1 xβ−1

2 (1 − x1 − x2)
γ−1, 0 ≤ x1, x2, x1 + x2 ≤ 1.

όπου α, β, γ > 0. Εδώ το στήριγµα X είναι ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κορυφές

την αρχή των αξόνων και τα σηµεία (0, 1) και (1, 0).

Μία διακριτοποιήση του X ϑα µπορούσε να είναι η ακόλουθη. Αρχικά µπο-

̺ούµε να χωρίσουµε το ορθογώνιο τρίγωνο σε M = m2 µικρότερα τρίγωνα µε

εµβαδόν ίσο µε 1/(2m2) το κάθε ένα ως εξής : Χωρίζουµε κάθε άξονα σε m ισο-

µήκη διαστήµατα και ϕέρουµε από κάθε άκρο των διαστηµάτων αυτών µία ευθεία

παράλληλη στους άξονες. ΄Επειτα σχεδιάζουµε τις ευθείες που ενώνουν τα ση-

µεία (i/m, 0) και (0, i/m), i = 1, . . . ,m − 1 (δες Σχήµα 4.2(α)). Για αυτήν τη

διακριτοποίηση επιλέγουµε ως αντιπροσωπευτικά σηµεία τα

x[m1],i =
2i − 1

2m
, x[m2],jk =

j + 3(k − 1)

3m
,

για i = 1, . . . ,m, j = 1, 2 και k = 1, . . . ,m − i − j + 2. Τότε η αντίστοιχη απλή

κατανοµή παίρνει τη µορφή

g(x) ∝
m

∑

i=1

2
∑

j=1

m−i−j+2
∑

k=1

xα−1
[m1],ix

β−1
[m2],jk(1 − x[m1],i − x[m2],jk)

γ−1I(x ∈ Eijk),

όπου Eijk είναι το τρίγωνο που περιέχει το σηµείο (x[m1],ix[m2],jk). Για να προσο-

µοιώσουµε από την g, ένα από τα τρίγωνα επιλέγεται µε πιθανότητα

p(i, j, k) ∝ xα−1
[m1],ix

β−1
[m2],jk(1 − x[m1],i − x[m2],jk)

γ−1

και έπειτα το (x1, x2) παράγεται από την οµοιόµορφη κατανοµή στο Eijk (για την

προσοµοίωση από την οµοιόµορφη κατανοµή στο Eijk χρησιµοποιείται η µέθοδος

Αποδοχής–Απόρριψης).

Μία εναλλακτική διακριτοποίηση προκύπτει αν χωρίσουµε το αρχικό τρίγωνο

σε m τρίγωνα όπως και προηγουµένως και σε m(m − 1)/2 τετράγωνα τα οποία
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(α) (̙)

Σχήµα 4.2: Οι δυο εναλλακτικές διακριτοποιήσεις του χώρου καταστάσεων της διδιάστα-

της κατανοµής Dirichlet, µε m = 8. Με τις τελείες σηµειώνονται τα αντίστοιχα αντιπρο-

σωπευτικά σηµεία.

έχουν διπλάσιο εµβαδόν από τα τρίγωνα (δες Σχήµα 4.2(̙)). Σε αυτήν την περί-

πτωση, επιλέγουµε ως αντιπροσωπευτικά σηµεία τα

x[m1],i =
2i − 1

2m
, x[m2],j =

3(j − 1) + 1

3m
,

για i = 1, . . . ,m και j = 1, . . . ,m − i + 1. Φυσικά, τα εµβαδά των τριγώνων και

των τετραγώνων διαφέρουν µεταξύ τους οπότε η αντίστοιχη απλή κατανοµή g ϑα

έχει τη µορφή

g(x) ∝
∑

i,j

L(Eij)
−1xα−1

[m1],ix
β−1
[m2],j(1 − x[m1],i − x[m2],j)

γ−1I(x ∈ Eij)

όπου

L(Eij) =

{

1/m2, i + j ≤ m,

1/(2m2), i + j = m + 1.

Τα αποτελέσµατα που παίρνουµε δεν εξαρτώνται από τη µέθοδο που επιλέ-

γεται για τη διακριτοποίηση. Στο Σχήµα 4.3 απεικονίζονται τα ιστογράµµατα

των σταθµισµένων δειγµάτων (x1,i, w(x1,i))16i6n και (x2,i, w(x2,i))16i6n µαζί µε

τις αντίστοιχες καµπύλες των περιθωριακών πυκνοτήτων των X1 και X2, όπου

(X1, X2) ∼ D(3, 4, 5), n = 10000 και m = 15, χρησιµοποιώντας την πρώτη δια-

κριτοποίηση. Μπορούµε να επισηµάνουµε τη σύγκλιση της διαδικασίας µε άλ-

µατα που σχετίζεται µε το σταθµισµένο δείγµα στην κατανοµή–στόχο. Επί πλέον,

το δεξί γράφηµα δείχνει την πολύ γρήγορη σύγκλιση των σταθµισµένων µέσων

x̂IS
1n =

∑

w(x1,i)x1,i/
∑

w(x1,i) και x̂IS
2n =

∑

w(x2,i)x2,i/
∑

w(x2,i) στις αντίστοι-

χες µέσες τιµές της κατανοµής–στόχου.
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Σχήµα 4.3: Ιστογράµµατα των σταθµισµένων δειγµάτων (x1,i, w(x1,i))16i610000 και

(x2,i, w(x2,i))16i610000 για m = 15 και η σύγκλιση των x̂IS
1n =

∑

w(x1,i)x1,i/
∑

w(x1,i)
και ˆx2n

IS =
∑

w(x2,i)x2,i/
∑

w(x2,i) (συνεχής γραµµή) και των δειγµατικών µέσων ενός

τυχαίου δείγµατος από την κατανοµή στόχο (διακεκοµµένη γραµµή).

Μπορούµε να εργαστούµε µε αντίστοιχο τρόπο και σε περισσότερες διαστάσεις.

Για παράδειγµα, αν έχουµε µία τριδιάστατη κατανοµή Dirichlet (X1, X2, X3) ∼
D(α1, α2, α3; α4), ο χώρος καταστάσεων είναι µία πυραµίδα µε κορυφές την αρχή

των αξόνων και τα σηµεία (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Σε αυτήν την περίπτωση,

διακριτοποιώντας το χώρο καταστάσεων προκύπτουν m(m + 1)/2 πυραµίδες,

m(m − 1)/2 κύβοι χωρίς µία µικρή πυραµίδα και m(m − 1)(m − 2)/6 κύβοι.

Επιλέγοντας αντιπροσωπευτικά σηµεία που ανήκουν σε κάθε ένα από αυτά τα

τριδιάστατα σχήµατα, µπορούµε εύκολα να προσοµοιώσουµε από την g, όπου σε

αυτήν την περίπτωση το L(Ei) είναι ο όγκος του σχήµατος Ei, i = 1, . . . ,M, και

M = {m(m+1)(m+2)}/6. Βέβαια, όσο αυξάνει η διάσταση του χώρου καταστά-

σεων X , τόσο πιο περίπλοκη γίνεται η διακριτοποίησή του και τόσο πιο αργός ο

αλγόριθµος.
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Σχήµα 4.4: ∆ιάγραµµα διασποράς του συνόλου δεδοµένων dugongs.

4.3.3 Σύνολο δεδοµένων dugongs

Το σύνολο δεδοµένων dugongs αναλύθηκε αρχικά από τον Ratkowsky (1983) και

έκτοτε έχει χρησιµοποιηθεί από πολλούς ερευνητές προκειµένου να εφαρµόσουν

ή να συγκρίνουν διάφορες υπολογιστικές τεχνικές (Carlin and Gelfand, 1991,

Gilks et al., 1998, Zahu and Zhigljavsky, 2003, Petris and Tardella, 2003,

Brockwell and Kadane, 2005). Τα δεδοµένα αποτελούνται από µετρήσεις του

µήκους (y) και της ηλικίας (x) n = 27 ϑαλάσσιων ελεφάντων (dugongs), οι οποίοι

είχαν συλλεχθεί κοντά στο Townsville του Queensland (δες Πίνακα 4.2). Στο

Σχήµα 4.4 απεικονίζεται το διάγραµµα διασποράς αυτών των δεδοµένων.

Ηλικία (xi) 1.0 1.5 1.5 1.5 2.5 4.0 5.0 5.0 7.0

Μήκος (yi) 1.80 1.85 1.87 1.77 2.02 2.27 2.15 2.26 2.35

Ηλικία (xi) 8.0 8.5 9.0 9.5 9.5 10.0 12.0 12.0 13.0

Μήκος (yi) 2.47 2.19 2.26 2.40 2.39 2.41 2.50 2.32 2.43

Ηλικία (xi) 13.0 14.5 15.5 15.5 16.5 17.0 22.5 29.0 31.5

Μήκος (yi) 2.47 2.56 2.65 2.47 2.64 2.56 2.70 2.72 2.57

Πίνακας 4.2: Το σύνολο δεδοµένων dugongs.

Οι Carlin & Gelfand (1991) µοντελοποίησαν τα δεδοµένα χρησιµοποιώντας

µία µη γραµµική συνάρτηση χωρίς σηµείο καµπής και µία ασύµπτωτη καθώς το

x τείνει στο άπειρο. Συγκεκριµένα, υπέθεσαν ότι

yi ∼ N (α − βγxi , τ−1), i = 1, . . . , n,

όπου α, β, τ > 0 και 0 < γ < 1. Ως εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων
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του µοντέλου ϑεώρησαν την

q(α, β, γ, τ) ∝ α−1τ 1/2, α > 0, β > 0, 0 < γ < 1, τ > 0.

Αυτό σηµαίνει ότι ϑεώρησαν τις παραµέτρους του µοντέλου ανεξάρτητες µε γ ∼
U(0, 1), και α, β, τ να έχουν κάποιες καταχρηστικές (γενικευµένες) εκ των προτέ-

̺ων κατανοµές. Εµείς εδώ ϑα ϑεωρήσουµε επίσης ότι οι παράµετροι είναι εκ των

προτέρων ανεξάρτητες αλλά ότι ακολουθούν τις σχετικά ασαφείς κατανοµές

α ∼ N (0, τ−1
α )I(α > 0),

β ∼ N (0, τ−1
β )I(β > 0),

γ ∼ U(0, 1),

τ ∼ G(k, k),

µε τα = τβ = 10−4 και k = 10−3. Το γεγονός ότι οι παραπάνω κατανοµές είναι

καθαρές κατανοµές πιθανότητας εξασφαλίζει ότι το ίδιο ϑα ισχύει και για την εκ

των υστέρων κατανοµή. Να σηµειωθεί ότι τις ίδιες εκ των προτέρων κατανοµές

ϑεώρησαν και οι Sahu and Zhigljavsky (2003) αλλά χωρίς τον περιορισµό του

παραµετρικού χώρου, πιθανόν για λόγους απλότητας.

Η εκ των υστέρων κατανοµή του θ = (α, β, γ, τ) είναι η

π(θ|data) ∝ f(data|θ)f(α)f(β)f(γ)f(τ)

∝ τn/2+k−1 exp

{

−τ

2

n
∑

i=1

(yi − α + βγxi)2

}

×

exp

{

−τk − ταα2

2
− τββ2

2

}

,

α > 0, β > 0, τ > 0, 0 < γ < 1.

Για την παραγωγή παρατηρήσεων από την π(θ|data) µπορεί να χρησιµοποιηθεί

ο δειγµατολήπτης Gibbs ενσωµατώνοντας ένα ̙ήµα Metropolis για το γ, αφού η

πλήρης δεσµευµένη κατανοµή του γ δεν είναι κάποια «γνωστή» κατανοµή, αντί-

ϑετα µε τις πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές των α, β (περικεκοµµένες κανονικές)

και τ (γάµµα). Αντί αυτού, εδώ προτείνεται η ακόλουθη διαδικασία. ∆ιαµερίζουµε

το χώρο καταστάσεων (0, 1) του γ σε m ισοµήκη διαστήµατα και επιλέγουµε ως

κατανοµή–στόχο τη διακριτοποίηση της π

g(θ|data) ∝ f(data|α, β, γ[m], τ)f(α)f(β)f(γ)f(τ)
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Σχήµα 4.5: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (αi, w(θi))1≤i≤10000 και σύγκλιση

του α̂n επιλέγοντας ως γ[m] το κέντρο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 50.

∝ τn/2+k−1 exp
{

−τ

2

∑

(yi − α + βγxi

[m])
2
}

×

exp

{

−τk − ταα2

2
− τββ2

2

}

,

α > 0, β > 0, τ > 0, 0 < γ < 1.

όπου το γ[m] µπορεί να είναι οποιοδήποτε σηµείο µέσα σε κάθε υποδιάστηµα.
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Σχήµα 4.6: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (βi, w(θi))1≤i≤10000 και σύγκλιση

του β̂n επιλέγοντας ως γ[m] το κέντρο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 50.

Λόγω του ότι η πλήρης δεσµευµένη κατανοµή του γ είναι τώρα µία απλή κατα-

νοµή, η προσοµοίωση από αυτήν είναι εύκολη διαδικασία. Ως αντιπροσωπευτικό

σηµείο κάθε υποδιαστήµατος ϑα µπορούσε να επιλεγεί το µέσο του. (Για τη σύ-

γκλιση των σταθµισµένων εκτιµητών µε γ[m] το µέσο του κάθε υποδιαστήµατος και

m = 50, δες Σχήµατα 4.5–4.8. Επίσης στα ίδια σχήµατα απεικονίζονται και τα

ιστογράµµατα των αντίστοιχων σταθµισµένων δειγµάτων.) Προκειµένου όµως να



4.3 Παραδείγµατα 75

γ̂n

π
υ
κ
ν
ό
τη

τα

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 2000 4000 6000 8000 10000

0.85

0.86

0.87

0.88

γ n

Σχήµα 4.7: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (γi, w(θi))1≤i≤10000 και σύγκλιση

του γ̂n επιλέγοντας ως γ[m] το κέντρο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 50.

εξασφαλίσουµε ότι οι εργοδικοί µέσοι µπορεί να έχουν πεπερασµένη διασπορά,

είναι απαραίτητο να επιλέξουµε πολύ συγκεκριµένα σηµεία.
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Σχήµα 4.8: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (τi, w(θi))1≤i≤10000 και σύγκλιση

του τ̂n επιλέγοντας ως γ[m] το κέντρο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 50.

Λήµµα 4.1. Αν γ[m] είναι το σηµείο που µεγιστοποιεί την π(θ|data) ως προς γ

µέσα σε κάθε ένα από τα m υποδιαστήµατα του (0, 1), τότε η διασπορά των ̙αρών

σπουδαιότητας είναι πεπερασµένη.

Απόδειξη. Η δεύτερη ̺οπή των ̙αρών ισούται µε

∫

θ

w2(θ)g(θ)dθ =

∫

θ

w(θ)π(θ)dθ =

∫

α,β,γ,τ

exp

{

−τ

2

[

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 −
n

∑

i

(yi − α + βγxi

[m])
2

]}

×

τn/2+k−1 exp

{

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 − τk − ταα2

2
− τββ2

2

}

dα dβ dγ dτ =
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∫

α,β,γ,τ

τn/2+k−1 exp

{

−τ

[

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 − 1

2

n
∑

i

(yi − α + βγxi

[m])
2 + k

]}

×

exp

(

−ταα2

2
− τββ2

2

)

dα dβ dγ dτ.

Προκειµένου το ολοκλήρωµα ως προς τ να είναι πεπερασµένο, ϑα πρέπει να

εξασφαλίσουµε ότι η ποσότητα
∑

(yi −α+βγxi)2 − 1
2

∑

(yi −α+βγxi

[m])
2 +k είναι

ϑετική για κάθε α, β και γ. Αυτό απαιτεί να επιλέξουµε ως γ[m] το µέγιστο της π

ως προς γ σε κάθε διάστηµα. Ολοκληρώνοντας τότε ως προς τ ϑα έχουµε

∫

θ

w2(θ)g(θ)dθ =

=

∫

α,β,γ

Γ(n/2 + k) exp
(

− ταα2

2
− τββ2

2

)

{

∑n
i (yi − α + βγxi)2 − 1

2

∑n
i (yi − α + βγxi

[m])
2 + k

}n/2+k
dα dβ dγ

≤ Γ(n/2 + k)k−n/2−k

∫

α,β

exp

(

−ταα2

2
− τββ2

2

)

dα dβ < ∞.

∆ουλεύοντας µε αντίστοιχο τρόπο, µπορούµε να δείξουµε εύκολα ότι και τα

∫

θ

α2w2(θ)d(α),

∫

θ

β2w2(θ)d(β) και

∫

θ

τ 2w2(θ)d(τ)

είναι πεπερασµένα. (Το γ είναι ϕραγµένο εποµένως δεν τίθεται ϑέµα µη ύπαρξης

των ̺οπών του.) Πιο συγκεκριµένα:

E(α2|β,γ, τ) =

∫

θ

α2w2(θ)g(θ)dθ =

∫

α,β,γ,τ

α2 exp

{

−τ

2

[

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 −
n

∑

i

(yi − α + βγxi

[m])
2

]}

×

τn/2+k−1 exp

{

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 − τk − ταα2

2
− τββ2

2

}

dα dβ dγ dτ =

∫

α,β,γ

α2Γ(n/2 + k) exp
(

− ταα2

2
− τββ2

2

)

{

∑n
i (yi − α + βγxi)2 − 1

2

∑n
i (yi − α + βγxi

[m])
2 + k

}n/2+k
dα dβ dγ ≤

Γ(n/2 + k)k−n/2−k

∫

α,β

α2 exp

(

−ταα2

2
− τββ2

2

)

dα dβ < ∞.

Η απόδειξη για την E(β2|α, γ, τ) είναι σχεδόν ίδια και γι’ αυτό παραλείπεται.
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Τέλος,

E(τ 2|α, β, γ) =

∫

θ

τ 2w2(θ)g(θ)dθ =

∫

α,β,γ,τ

τ 2 exp

{

−τ

2

[

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 −
n

∑

i

(yi − α + βγxi

[m])
2

]}

×

τn/2+k−1 exp

{

n
∑

i

(yi − α + βγxi)2 − τk − ταα2

2
− τββ2

2

}

dα dβ dγ dτ =

∫

α,β,γ

Γ(n/2 + k + 2) exp
(

− ταα2

2
− τββ2

2

)

{

∑n
i (yi − α + βγxi)2 − 1

2

∑n
i (yi − α + βγxi

[m])
2 + k

}n/2+k+2
dα dβ dγ ≤

Γ(n/2 + k + 2)k−n/2−k−2

∫

α,β

exp

(

−ταα2

2
− τββ2

2

)

dα dβ < ∞.

Η προσοµοίωση από την πλήρη δεσµευµένη κατανοµή του γ είναι πλέον µία

τυπική διαδικασία και γίνεται σε δύο στάδια. Αρχικά επιλέγουµε µε πιθανότητα

p(j|α, β, τ, data) ∝ g(α, β, γ[m], τ |data), j = 1, . . . ,m,

ένα από τα m διαστήµατα και έπειτα παράγουµε u ∼ U(0, 1) και ϑέτουµε γ =

(j+u−1)/m. Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου, στο διάνυσµα των παραµέτρων

θ αντιστοιχίζεται ̙άρος

w(θ) ∝ π(θ|data)

g(θ|data)
=

f(data|α, β, γ, τ)

f(data|α, β, γ[m], τ)
,

οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2, η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε

αυτήν τη σταθµισµένη ακολουθία συγκλίνει στην π.

Επιλέγοντας τώρα ως γ[m] το µέγιστο κάθε υποδιαστήµατος υλοποιήσαµε τον

προτεινόµενο αλγόριθµο για m = 20. Στα Σχήµατα 4.9–4.12 ̙λέπουµε τα ιστο-

γράµµατα και τις συγκλίσεις των σταθµισµένων µέσων α̂IS
n =

∑n
i=1 w(θi)αi/

∑n
i=1 w(θi), β̂IS

n =
∑n

i=1 w(θi)βi/
∑n

i=1 w(θi), γ̂IS
n =

∑n
i=1 w(θi)γi/

∑n
i=1 w(θi)

και τ̂ IS
n =

∑n
i=1 w(θi)τi/

∑n
i=1 w(θi) στις εκ των υστέρων µέσες τιµές E{α|data},

E{β|data}, E{γ|data} και E{τ |data} αντίστοιχα. Οι παραπάνω µέσες τιµές εί-

ναι υπολογισµένες από ένα δείγµα µεγέθους 10000 παρατηρήσεων µετά από µία

περίοδο burn–in 1000 επαναλήψεων, µε m = 20.

Εκτός από τη γρήγορη σύγκλιση, κάτι άλλο που παρατηρούµε στα Σχή-

µατα 4.9–4.12 είναι η σηµαντική µείωση των αυτοσυσχετίσεων των γινοµένων

(αiw(θi))i≥1, (βiw(θi))i≥1, (γiw(θi))i≥1 και (τiw(θi))i≥1 σε σχέση µε αυτές των

(αi)i≥1, (βi)i≥1, (γi)i≥1 και (τi)i≥1. Οι αυτοσυσχετίσεις όλων των ακολουθιών των

γινοµένων µπορεί να ϑεωρηθεί ότι σχεδόν µηδενίζονται (δες Σχήµατα 4.9–4.12).
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Αυτό είναι ένα ιδιαίτερα σηµαντικό χαρακτηριστικό της προτεινόµενης τεχνικής

αφού λόγω αυτού επιτρέπεται η χρήση απλών τεχνικών για ανεξάρτητα δείγµατα

για τον υπολογισµό των διασπορών των εκτιµητών λόγου (ratio estimator) αντί

σύνθετων τεχνικών που εφαρµόζονται σε µεθόδους MCMC.

Προκειµένου να συγκρίνουµε την προτεινόµενη µέθοδο µε τη µέθοδο που

χρησιµοποιεί το WinBugs για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, υλοποιήσαµε

τις δύο τεχνικές χρησιµοποιώντας τις ίδιες εκ των προτέρων κατανοµές και τις ίδιες

αρχικές τιµές. Στο Σχήµα 4.13 απεικονίζονται οι συγκλίσεις των εκτιµητών και οι

αντίστοιχες αυτοσυσχετίσεις για τις δύο µεθόδους. ΄Οπως µπορούµε να δούµε, η

σύγκλιση στις εκ των υστέρων µέσες τιµές για όλες τις παραµέτρους είναι σχεδόν

ίδια για τις δύο µεθόδους. Χρησιµοποιώντας όµως την προτεινόµενη µέθοδο

έχουµε σηµαντική µείωση των αυτοσυσχετίσεων µε αποτέλεσµα να παίρνουµε

εκτιµητές µε µικρότερες διασπορές που υπολογίζονται εύκολα χρησιµοποιώντας

απλές τεχνικές για τυχαία δείγµατα.

Στον Πίνακα 4.3 παρουσιάζονται οι εκτιµήσεις και τα αντίστοιχα τυπικά σφάλ-

µατα από τις δύο µεθόδους (οι οποίες υπολογίστηκαν από 100 ανεξάρτητες αλυ-

σίδες).

Παράµετροι Εκτιµήσεις Εκτιµήσεις

Πρ. Μεθόδου WinBugs

α 2.660 (0.055) 2.650 (0.073)

β 0.975 (0.069) 0.973 (0.077)

γ 0.867 (0.023) 0.861 (0.034)

Πίνακας 4.3: Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων του µοντέλου (και τα αντίστοιχα τυπικά

σφάλµατα) υπολογισµένες σε ένα δείγµα µεγέθους 10000 µετά από µία περίοδο burn–

in 1000 επαναλήψεων, χρησιµοποιώντας την προτεινόµενη µέθοδο µε m = 20 και την

αντίστοιχη µέθοδο του Winbugs.
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Σχήµα 4.9: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (αi, w(θi))1≤i≤10000, σύγκλιση του

α̂n και διαγράµµατα αυτοσυσχετίσεων για τα (αi)1≤i≤10000 (α) και τα (αiw(θi))1≤i≤10000

(̙) επιλέγοντας ως γ[m] το µέγιστο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 20.
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Σχήµα 4.10: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (βi, w(θi))1≤i≤10000, σύγκλιση του

β̂n και διαγράµµατα αυτοσυσχετίσεων για τα (βi)1≤i≤10000 (α) και τα (βiw(θi))1≤i≤10000

(̙) επιλέγοντας ως γ[m] το µέγιστο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 20.
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Σχήµα 4.11: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (γi, w(θi))1≤i≤10000, σύγκλιση του

γ̂n και διαγράµµατα αυτοσυσχετίσεων για τα (γi)1≤i≤10000 (α) και τα (γiw(θi))1≤i≤10000

(̙) επιλέγοντας ως γ[m] το µέγιστο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 20.
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Σχήµα 4.12: Ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (τi, w(θi))1≤i≤10000, σύγκλιση του

τ̂n και διαγράµµατα αυτοσυσχετίσεων για τα (τi)1≤i≤10000 (α) και τα (τiw(θi))1≤i≤10000 (̙)

επιλέγοντας ως τ[m] το µέγιστο κάθε υποδιαστήµατος µε m = 20.
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Σχήµα 4.13: Σύγκλιση των εκτιµητών των παραµέτρων του µοντέλου και οι αυτοσυσχε-

τίσεις των γινοµένων (αiw(θi))16i610000, (βiw(θi))16i610000 (γiw(θi))16i610000 (δεύτερη

στήλη) και των αντίστοιχων δειγµάτων που έχουµε πάρει από το WinBugs.

4.3.4 Σύνολο δεδοµένων Challenger

Το διαστηµικό λεωφορείο Challenger εξερράγη κατά τη διάρκεια της απογείω-

σής του το 1986. Η έκρηξη προκλήθηκε από ̙λάβη ενός Ο–δακτυλίου. Οι Ο–

δακτύλιοι είναι ελαστικοί δακτύλιοι οι οποίοι σφραγίζουν κυκλικά κάποια διάκενα

στην επιφάνεια του σκάφους. Πιστεύεται ότι το ατύχηµα οφείλεται στην ασυνήθι-

στα χαµηλή ϑερµοκρασία του περιβάλλοντος κατά την ώρα της εκτόξευσης, καθώς

η πιθανότητα ̙λάβης των Ο–δακτυλίων αυξάνεται όταν η ϑερµοκρασία µειώνεται

(Dalal et al., 1989). Αυτό το συµπέρασµα διατυπώθηκε έπειτα από διεξοδική

ανάλυση δεδοµένων από προηγούµενες εκτοξεύσεις διαστηµικών λεωφορείων και

̙λαβών στους Ο–δακτυλίους.

xi 53 57 58 63 66 67 67 67 68 69 70 70 70 70 72 73 75 75 76 76 78 79 81

yi 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Πίνακας 4.4: Το σύνολο δεδοµένων Challenger: yi = 1 σηµαίνει ̙λάβη στον i Ο–

δακτύλιο.

΄Εστω yi η µεταβλητή που δείχνει την κατάσταση του Ο–δακτυλίου µε yi =

1 αν παρουσιάζεται ̙λάβη και 0 για κανονική λειτουργία του i δακτυλίου και

xi η ϑερµοκρασία (σε ̙αθµούς Fahrenheit) κατά την ώρα της απογείωσης, i =
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1, . . . , 23 (δες Πίνακα 4.4). ΄Ενα λογικό µοντέλο για να περιγραφούν τα δεδοµένα

είναι το µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης. Σύµφωνα µε αυτό,

P(Y = 1|x) = p(x) =
exp(α + βx)

1 + exp(α + βx)
,

δηλαδή η p(x) παριστάνει την πιθανότητα ̙λάβης ενός Ο–δακτυλίου στη ϑερµο-

κρασία x.

Θεωρούµε τις ίδιες εκ των προτέρων κατανοµές για τις παραµέτρους του µο-

ντέλου µε αυτές που χρησιµοποιούν οι Robert and Casella (1999). Τα α, β είναι

εκ των προτέρων ανεξάρτητα µε eα να ακολουθεί εκθετική κατανοµή και το β να

έχει µία οµοιόµορφη (καταχρηστική) κατανοµή στο R:

π(α, β) = πα(α)πβ(β) = eα−eα/b, α ∈ R, β ∈ R,

όπου b µια ϑετική σταθερά. ΄Εστω α̂ = 15.043 η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας

του α. Ακολουθώντας τους Robert and Casella (1999), ϑέτουµε b = eα̂+γ, όπου

γ = 0.577216 είναι η σταθερά του Euler. Η επιλογή αυτή γίνεται έτσι ώστε το b να

είναι η τιµή για την οποία ισχύει E(α) = α̂, αφού

E(α) =

∫ ∞

−∞

1

b
eαe−eα/bdα =

∫ ∞

0

log w
1

b
e−w/bdw = log b − γ.

΄Ετσι, η εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων του µοντέλου ϑα είναι

π(α, β|data) ∝ f(data|α, β)πα(α)πβ(β)

∝
23
∏

i=1

{

exp(α + βxi)

1 + exp(α + βxi)

}yi
{

1

1 + exp(α + βxi)

}1−yi

eα−eα/b,

α ∈ R, β ∈ R.

Για να υλοποιήσουµε το δειγµατολήπτη Gibbs χρειάζονται οι πλήρεις δεσµευ-

µένες κατανοµές των α και β. ΄Οµως αυτές δεν είναι δυνατόν να ̙ρεθούν σε

κλειστή µορφή. Προκειµένου να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε την προτεινόµενη µέθοδο, δηλαδή να διακριτοποιήσουµε το

χώρο καταστάσεων και έπειτα να σταθµίσουµε κατάλληλα το δείγµα που έχει πα-

̺αχθεί. Ο χώρος καταστάσεων του (α, β) είναι το R
2 που είναι µη ϕραγµένο

σύνολο. Για να υλοποιήσουµε την προτεινόµενη µέθοδο είναι απαραίτητος ένας

µετασχηµατισµός έτσι ώστε ο νέος χώρος να προκύψει ϕραγµένος. Θέτοντας

θ =
exp{(α − α̂)/λ1}

1 + exp{(α − α̂)/λ1}
και η =

exp{(β − β̂)/λ2}
1 + exp{(β − β̂)/λ2}

,
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όπου λ1 και λ2 ϑετικές σταθερές και α̂, β̂ οι εκτιµήσεις µέγιστης πιθανοφάνειας

των α, β, ο χώρος καταστάσεων του (θ, η) είναι το ϕραγµένο σύνολο (0, 1)2.

Η εκ των υστέρων κατανοµή του (θ, η) είναι

π(θ, η|data) ∝ f(data|θ, η)πα

(

α̂ + λ1 logit(θ)
)

πβ

(

β̂ + λ2 logit(η)
)

θ(1 − θ)η(1 − η)
,

(θ, η) ∈ (0, 1)2,

όπου logit(x) = log
(

x
1−x

)

. Επιλέγουµε ως νέα κατανοµή–στόχο την

g(θ, η|data) ∝ f(data|θ[m1], η[m2])πα

(

α̂ + λ1 logit(θ[m1])
)

πβ

(

β̂ + λ2 logit(η[m2])
)

θ[m1](1 − θ[m1]) η[m2](1 − η[m2])
,

(θ, η) ∈ (0, 1)2,

όπου m1, m2 τα πλήθη των υποσυνόλων στα οποία έχουν διαµεριστεί οι χώροι

καταστάσεων των θ και η αντίστοιχα και θ[m1] = (2[m1θ]+1)/2m1, η[m2] = (2[m2η]+

1)/2m2 τα µέσα των υποδιαστηµάτων. Η εφαρµογή του δειγµατολήπτη Gibbs

χρησιµοποιώντας ως κατανοµή–στόχο τη g είναι πλέον µια εύκολη διαδικασία. Σε

κάθε επανάληψη σταθµίζουµε το (θ, η) µε το w(θ, η) = π(θ, η|data)/g(θ, η|data).

Λήµµα 4.2. Για κατάλληλες τιµές των λ1 και λ2, η διασπορά των ̙αρών σπουδαιό-

τητας είναι πεπερασµένη.

Απόδειξη. Η δεύτερη ̺οπή των ̙αρών ισούται µε

∫∫

w2(θ, η)g(θ, η)dθ dη =

∫∫

w(θ, η)π(θ, η)dθ dη

=

m1
∑

j=1

m2
∑

k=1

∫ j/m1

θ=(j−1)/m1

∫ k/m2

η=(k−1)/m2

w(θ, η)π(θ, η)dθ dη

=

m1
∑

j=1

m2
∑

k=1

Cjk×

∫ j/m1

θ=(j−1)/m1

∫ k/m2

η=(k−1)/m2

exp {2α̂ + 2λ1 logit(θ) − 2 exp [α̂ + λ1 logit(θ)] /b}
θ2(1 − θ)2η2(1 − η)2

×
n

∏

i=1

exp
{

2yi

[

α̂ + λ1 logit(θ) + β̂xi + λ2xi logit(η)
]}

{

1 + exp
[

α̂ + λ1 logit(θ) + β̂xi + λ2xi logit(η)
]}2 dθ dη,

όπου C−1
jk ισούται µε την τιµή της προς ολοκλήρωση συνάρτησης υπολογισµένης

στα σηµεία θ[m1], η[m2], δηλαδή στα µέσα των διαστηµάτων [(j − 1)/m1, j/m1],

[(k − 1)/m2, k/m2], αντίστοιχα. Ορίζοντας τώρα C∗ = max Cjk < ∞, ισχύει η

ανισότητα
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∫∫

w(θ, η)2g(θ, η)dθ dη ≤

C∗
∫ 1

θ=0

∫ 1

η=0

exp {2α̂ + 2λ1 logit(θ) − 2 exp [α̂ + λ1 logit(θ)] /b}
θ2(1 − θ)2η2(1 − η)2

×
n

∏

i=1

exp
{

2yi

[

α̂ + λ1 logit(θ) + β̂xi + λ2xi logit(η)
]}

{

1 + exp
[

α̂ + λ1 logit(θ) + β̂xi + λ2xi logit(η)
]}2 dθ dη =

C∗∗
∫ 1

θ=0

∫ 1

η=0

exp {2λ1 logit(θ) − 2 exp [λ1 logit(θ)] /b}
θ2(1 − θ)2η2(1 − η)2

×

exp
{

2λ1 logit(θ)
∑

yi + 2λ2 logit(η)
∑

xiyi

}

∏n
i=1

{

1 + C1 exp
[

λ1 logit(θ) + β̂xi + λ2xi logit(η)
]}2 ,

όπου C∗∗ = C∗ exp{2α̂(2
∑

yi + 1) + 2β̂
∑

xiyi − 2 exp(α̂)/b} και C1 = exp(α̂).

Θέτοντας sy =
∑

yi, sx =
∑

xi, sxy =
∑

xiyi, το τελευταίο ολοκλήρωµα γίνεται

∫ 1

θ=0

∫ 1

η=0

(

θ
1−θ

)2λ1(sy+1)( η
1−η

)2λ2sxy
exp

{

− 2b−1
(

θ
1−θ

)λ1
}

θ2(1 − θ)2η2(1 − η)2
∏n

i=1

{

1 + C1 exp(β̂xi)
(

θ
1−θ

)λ1
(

η
1−η

)λ2xi
}2

dθ dη.

Κάνοντας τώρα την αλλαγή µεταβλητών v = θ
1−θ

και u = η
1−η

, το ολοκλήρωµα

παίρνει τη µορφή

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

v2λ1(sy+1)u2λ2sxy

∏n
i=1

{

1 + C1 exp(β̂xi)vλ1uλ2xi

}2

(

1 +
1

u

)2(

1 +
1

v

)2

e−2vλ1/bdudv.

Ας ϑεωρήσουµε αρχικά το ολοκλήρωµα ως προς u,

Iv ≡
∫ ∞

0

u2λ2sxy

∏n
i=1

{

1 + C1 exp(β̂xi)vλ1uλ2xi

}2

(

1 +
1

u

)2

du.

Ισχύει
∏n

i=1

{

1 + C1 exp(β̂xi)v
λ1uλ2xi

}

> 1 + C1 exp(β̂sx)v
nλ1uλ2sx , οπότε

Iv 6

∫ ∞

0

u2λ2sxy

{1 + C2vnλ1uλ2sx}2

(

1 +
1

u

)2

du ≡ I∗
v ,

όπου C2 = C1 exp(β̂sx). Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής t = C2v
nλ1uλ2sx και

ϑέτοντας C3 = C
1/λ2sx

2 , C4 = λ2sxC3C
2sxy/sx

2 , έχουµε

I∗
v =

1

C4vλ1(2sxy+λ−1
2 )/x̄

∫ ∞

0

t(2sxy+λ−1
2 )/sx−1

(1 + t)2

(

1 +
C3v

λ1/λ2x̄

t1/λ2sx

)2

dt

=
1

C4vλ1(2sxy+λ−1
2 )/x̄

{
∫ ∞

0

t(2sxy+1/λ2)/sx−1

(1 + t)2
dt +
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2C3v
λ1/λ2x̄

∫ ∞

0

t2sxy/sx−1

(1 + t)2
dt + C2

3v
2λ1/λ2x̄

∫ ∞

0

t(2sxy−1/λ2)/sx−1

(1 + t)2
dt

}

.

Για κάθε λ2 τέτοιο ώστε

(2sxy + 1/λ2)/sx < 2, (4.1)

όλα τα παραπάνω ολοκληρώµατα είναι πεπερασµένα.

Το I ϑα είναι πεπερασµένο αν

Ij ≡
∫ ∞

0

v2λ1(sy+1)−{2λ1sxy+(1−j)λ1/λ2}/x̄−2(1 + v)2e−2v/bdv < ∞, για j = 0, 1, 2.

Αυτό ϑα ισχύει αν

2λ1(sy + 1) − (2λ1sxy + λ1/λ2)/x̄ − 1 > 0. (4.2)

Υπό τις συνθήκες (4.1) και (4.2) η διασπορά των ̙αρών είναι πεπερασµένη1.

Στο Σχήµα 4.14 ̙λέπουµε το ιστόγραµµα, τις αυτοσυσχετίσεις και τη σύ-

γκλιση των σταθµισµένων µέσων α̂IS
n =

∑n
i=1 w(θi, ηi)αi/

∑n
i=1 w(θi, ηi) και β̂IS

n =
∑n

i=1 w(θi, ηi)βi/
∑n

i=1 w(θi, ηi) στις εκ των υστέρων µέσες τιµές E{α|data} και

E{β|data} αντίστοιχα µε mα = 250, mβ = 200, λ1 = 0.5 και λ2 = 1, υπολο-

γισµένα από ένα προσοµοιωµένο δείγµα µήκους 50000 µετά από µία περίοδο

burn­in µήκους 5000 επαναλήψεων. Να σηµειωθεί ότι για αυτές τις τιµές των λ1

και λ2 ικανοποιούνται οι συνθήκες (4.1) και (4.2) αφού

(2sxy + 1)/sx = 893/1600 < 2

και

2sy − (2sxy + 1)/x̄ = 1861/1600 > 0.

Μπορούµε να παρατηρήσουµε (Σχήµα 4.14) ότι οι αυτοσυσχετίσεις των γι-

νοµένων (αiw(θi, ηi))16i650000 και (βiw(θi, ηi))16i650000 σχεδόν µηδενίζονται, µε

αποτέλεσµα να µας επιτρέπεται να εκτιµήσουµε τα τυπικά σφάλµατα Monte Carlo

χρησιµοποιώντας τεχνικές για τυχαία δείγµατα. Για να το επιβεβαιώσουµε αυτό,

τρέξαµε 100 ανεξάρτητες αλυσίδες συνολικού µήκους 55000 η κάθε µια. Μετά

από µία περίοδο burn–in µήκους 5000 επαναλήψεων, υπολογίζονται κατ’ αρ-

χάς για κάθε αλυσίδα τα τυπικά σφάλµατα των α̂IS
n και β̂IS

n χρησιµοποιώντας τον

τύπο για τον εκτιµητή λόγου για ανεξάρτητα δείγµατα. ΄Επειτα υπολογίζεται το

µέσο τυπικό σφάλµα στις 100 αλυσίδες το οποίο ισούται µε 0.0307 για το α̂IS
n

και 5.37 × 10−4 για το β̂IS
n . Από την άλλη πλευρά έστω (α̂IS

n,1, . . . , α̂
IS
n,100) και

1Οι συνθήκες (4.1) και (4.2) δεν είναι καθόλου περιοριστικές, αφού η συνθήκη (4.1) ικανοποιεί-

ται για κάθε λ2 > 1/2308 ενώ η συνθήκη (4.2) ικανοποιείται για κάθε λ1 > 1600λ2/(2408λ2−23).
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Σχήµα 4.14: Ιστόγραµµα και αυτοσυσχετίσεις των γινοµένων (αiw(θi, ηi))16i650000 και

(βiw(θi, ηi))16i650000 και σύγκλιση των σταθµισµένων µέσων α̂IS
n και β̂IS

n όπου mα = 250
και mβ = 200 για το σύνολό δεδοµένων Challenger.

(β̂IS
n,1, . . . , β̂

IS
n,100) οι εκτιµητές των E(α|data) και E(β|data) για κάθε µία από τις

100 ανεξάρτητες αλυσίδες. Χρησιµοποιώντας τα τυχαία δείγµατα (α̂IS
n,i)(1≤i≤100)

και (β̂IS
n,i)(1≤i≤100) των εργοδικών µέσων, τα εκτιµώµενα τυπικά σφάλµατα είναι

0.0354 και 5.45 × 10−4 αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι είναι πολύ κοντά στις αντί-

στοιχες εκτιµήσεις που παίρνουµε χρησιµοποιώντας τους τύπους για ανεξάρτητα

δείγµατα.

Τέλος ϑα πρέπει να σηµειωθεί ότι οι σταθερές λ1 και λ2 επηρεάζουν ση-

µαντικά τις αυτοσυσχετίσεις των ακολουθιών των γινοµένων (αiw(θi, ηi))i≥1 και

(βiw(θi, ηi))i≥1 όπως ϕαίνεται και στα Σχήµατα 4.15–4.16 όποτε η επιλογή τους

ϑα πρέπει να γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε οι αυτοσυσχετίσεις να ελαχιστοποιού-

νται. Αυτό που επηρεάζει περισσότερο τις αυτοσυσχετίσεις των γινοµένων των

ακολουθιών των αw και βw είναι η τιµή του λ2· όσο µικρότερη τιµή παίρνει τόσο

αυξάνονται οι αυτοσυσχετίσεις.



4.3 Παραδείγµατα 89

λ1

2 1 0.5

2
0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

λ2

1
0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.2
0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.1
0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

0.25

0.5

0.75

1.

Σχήµα 4.15: ∆ιάγραµµα αυτοσυσχετίσεων της ακολουθίας των γινοµένων (αiw(θi, ηi))i≥1

για διάφορες τιµές των λ1 και λ2.
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Σχήµα 4.16: ∆ιάγραµµα αυτοσυσχετίσεων της ακολουθίας των γινοµένων (βiw(θi, ηi))i≥1

για διάφορες τιµές των λ1 και λ2.
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Ειδικά Θέµατα

Μη µόνον όσα ̙λέπετε πιστεύετε.

—Κωνσταντίνος Καβάφης (1863–1933)

Κατά τη µελέτη των κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων προέκυψαν διάφορα

άλλα ενδιαφέροντα ϑέµατα. Στο παρόν κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε δύο από

αυτά. Το πρώτο αφορά στη ̙ελτίωση των εκτιµητών ΜΗ ως προς την ασυµπτωτική

διασπορά και το δεύτερο στην προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή.

5.1 Βελτίωση των εκτιµητών MH

΄Οπως αποδείχτηκε στην Ενότητα 3.3, αν τα ϕυσικά τυχαία ̙άρη των παρατη-

̺ήσεων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο ΜΗ αντικατασταθούν από τις µέσες

τιµές τους, τότε παίρνουµε εκτιµητές µε µικρότερη ασυµπτωτική διασπορά. ΄Ενα

εύλογο ερώτηµα που προκύπτει είναι γιατί να µη χρησιµοποιούνται αυτές οι µέ-

σες τιµές ως ̙άρη σε κάθε περίπτωση. Η απάντηση είναι µάλλον αποθαρρυντική,

αφού ο υπολογισµός τους µπορεί να γίνει µόνο σε πολύ απλές περιπτώσεις όπως

των παραδειγµάτων που ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια. Μπορούµε όµως, ό-

πως ϑα δούµε στην επόµενη ενότητα, να καταφύγουµε στην εκτίµηση αυτών των

«̙έλτιστων» ̙αρών χρησιµοποιώντας ολόκληρη την ακολουθία MH. Μάλιστα, οι

εκτιµητές που προκύπτουν αντικαθιστώντας τα «̙έλτιστα» ̙άρη µε τις εκτιµή-

σεις τους, ϕαίνεται να έχουν µικρότερη διασπορά και από τους εκτιµητές µε τα

«̙έλτιστα» ̙άρη.

5.1.1 Υπολογισµός των ̙αρών του αλγορίθµου ΜΗ

Ο ακριβής υπολογισµός των ̙αρών ενός αλγορίθµου ΜΗ γίνεται µόνο σε πολύ

απλές περιπτώσεις όπως αυτές που ϑα αναφέρουµε στη συνέχεια.
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Παράδειγµα 5.1. Ας ϑεωρήσουµε έναν ανεξάρτητο δειγµατολήπτη ΜΗ µε κατανοµή–

στόχο

π(x) = px(1 − p)1−x, x ∈ {0, 1} ,

όπου p < 1/2 και κατανοµή–πρότασης q(0) = q(1) = 1/2.

΄Εστω X = (Xn)n∈Z+ η ακολουθία των καταστάσεων που γίνονται αποδεκτές

από τον παραπάνω αλγόριθµο ΜΗ. Η (Xn)n∈Z+ είναι µία αλυσίδα Markov µε

πυκνότητα µετάβασης

g(xi|xi−1) =
min {π(xi−1), π(xi)}

∑

z min {π(xi−1), π(z)}

και στάσιµη κατανοµή

g(x) ∝ 1

2

∑

z

min {π(x), π(z)}

∝ 1

2

(

min {π(x), π(0)} + min {π(x), π(1)}
)

,

(δες Ενότητα 3.3). Υπολογίζουµε εύκολα

g(0) ∝ 1

2

(

min {π(0), π(0)} + min {π(0), π(1)}
)

∝ 1

2

(

π(0) + π(1)
)

=
1

2
(1 − p + p)

=
1

2

και

g(1) ∝ 1

2
(min {π(0), π(1)} + min {π(1), π(1)})

∝ 1

2
(π(1) + π(1))

=
1

2
(p + p)

= p.

Αν σταθµίζουµε το κάθε xi µε το ̙άρος w(xi) ∝ π(xi)/g(xi), όπου

w(x) =
π(x)

g(x)
∝ π(x)

1
2

(

min {π(x), π(0)} + min {π(x), π(1)}
) ,
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δηλαδή

w(0) =
π(0)

g(0)
∝ π(0)

1
2
(min {π(0), π(0)} + min {π(0), π(1)}) = 2(1 − p)

και

w(1) =
π(1)

g(1)
∝ π(1)

1
2
(min {π(1), π(0)} + min {π(1), π(1)}) = 1,

τότε η ακολουθία (xn, w(xn))n∈Z+ είναι κατάλληλα σταθµισµένη ως προς την π

και η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε αυτή ϑα έχει την π ως οριακή

κατανοµή. Εποµένως, ο «εκτιµητής» της Eπ(h)

ĥw =

∑n
i=1 w(xi)h(xi)
∑n

i=1 w(xi)

=
2(1 − p)

∑n
i=1 h(xi)I(xi = 0) +

∑n
i=1 h(xi)I(xi = 1)

2(1 − p)
∑n

i=1 I(xi = 0) +
∑n

i=1 I(xi = 1)

=
2(1 − p)h(0)(n − ∑n

i=1 xi) + h(1)
∑n

i=1 xi

2(1 − p)(n − ∑n
i=1 xi) +

∑n
i=1 xi

=
2(1 − p)h(0)(1 − x̄) + h(1)x̄

2(1 − p)(1 − x̄) + x̄

έχει µικρότερη ασυµπτωτική διασπορά από τον αρχικό εκτιµητή ΜΗ.

Παράδειγµα 5.2. ΄Εστω ότι κατανοµή–στόχος είναι η εκθετική µε µέση τιµή 1,

π(x) = e−xI(x > 0)

και κατανοµή πρότασης η εκθετική µε µέση τιµή θ,

q(z|x) ≡ q(z) = θe−θzI(z > 0),

όπου θ < 1 (η επιλογή του θ γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να εξασφαλίζεται ότι

οι διασπορές των εκτιµητών ΜΗ είναι πεπερασµένες). ΄Εστω X = (Xn)n∈Z+ η

ακολουθία των καταστάσεων που έχουν γίνει δεκτές από τον αντίστοιχο αλγόριθµο

ΜΗ. Η (Xn)n∈Z+ είναι αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή την

g(x) ∝
∫

min{π(x)q(z), π(z)q(x)}dz

=

∫ ∞

0

min{θe−(x+θz), θe−(z+θx)}dz.
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Επειδή θe−(x+θz) < θe−(z+θx) αν και µόνο αν z < x, έχουµε

g(x) ∝
∫ x

0

θe−(x+θz)dz +

∫ ∞

x

θe−(z+θx)dz

= e−x

∫ x

0

θe−θzdz + θe−θx

∫ ∞

x

e−zdz

= e−x(−e−θx + 1) + θe−θxe−x

= e−x(θ+1)(θ − 1 + exθ).

Για κάθε κατάσταση xi που έχουµε αποδεχθεί µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

ως ̙άρος το w(xi) = π(xi)/g(xi), όπου

w(x) ∝
{

e−xθ(θ − 1 + eθx)
}−1

,

αντί του ̙άρους που προκύπτει ϕυσικά από τον αλγόριθµο ΜΗ. ΄Ετσι, έχουµε µεί-

ωση της διασποράς οποιουδήποτε εργοδικού µέσου. Επί πλέον, η συνεχής δια-

δικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία (xn, w(xn))n∈Z+

έχει την π ως οριακή κατανοµή.

Παράδειγµα 5.3. Θεωρούµε τον αλγόριθµο ΜΗ µε κατανοµή–στόχο την τυπική

κανονική κατανοµή,

π(x) ∝ e−x2/2, x ∈ R,

και κατανοµή πρότασης

q(x) ∝ e−x2/2σ2

, x ∈ R,

µε σ2 > 1. (΄Οπως και στο Παράδειγµα 5.2, η επιλογή του σ2 γίνεται µε τέτοιο

τρόπο ώστε να εξασφαλίζεται ότι οι διασπορές των εκτιµητών ΜΗ είναι πεπερα-

σµένες.)

Η οριακή κατανοµή της ακολουθίας X = (Xn)n∈Z+ των καταστάσεων που

έχουν γίνει αποδεκτές είναι

g(x) ∝
∫

min {π(x)q(z), π(z)q(x)} dz

∝
∫

min
{

e−x2/2−z2/2σ2

, e−x2/2σ2−x2/2
}

dz.

Για να ισχύει

e−x2/2−z2/2σ2

< e−x2/2σ2−x2/2
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ϑα πρέπει −x < z < x. ΄Αρα

g(x) ∝
∫ −x

−∞
e−z2/2−x2/2σ2

dz +

∫ x

−x

e−x2/2−z2/2σ2

dz +

∫ ∞

x

e−z2/2−x2/2σ2

dz

∝ e−x2/2σ2

∫ −x

−∞
e−z2/2dz + e−x2/2

∫ x

−x

e−z2/2σ2

dz + e−x2/2σ2

∫ ∞

x

e−z2/2dz

= e−x2/2

∫ x

−x

e−z2/2σ2

dz + 2e−x2/2σ2

∫ −x

−∞
e−z2/2dz

∝ σe−x2/2
P(−|x|/σ < Z < |x|/σ) + 2e−x2/2σ2

P(Z < −|x|)

∝ σe−x2/2{2Φ(|x|/σ) − 1} + 2e−x2/2σ2

Φ(−|x|)

και τα ̙άρη σπουδαιότητας ϑα ισούνται µε

w(x) =
π(x)

g(x)

∝ e−x2/2

σe−x2/2(2Φ(|x|/σ) − 1) + 2e−x2/2σ2Φ(−|x|)

∝
[

σ{2Φ(|x|/σ) − 1} + 2 exp{(1 − 1/σ2)x2/2}Φ(−|x|)
]−1

Η διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία (xn,

w(xn))n∈Z+ έχει την π ως οριακή κατανοµή και ο αντίστοιχος εκτιµητής ĥw έ-

χει µικρότερη διασπορά από τον αρχικό εκτιµητή ΜΗ.

Παράδειγµα 5.4. (Τυχαιοσ Περιπατοσ ΜΗ) Ας ϑεωρήσουµε πάλι ως κατανοµή–

στόχο την τυπική κανονική κατανοµή

π(x) ∝ e−x2/2, x ∈ R,

και κατανοµή πρότασης την

q(z|x) ∝ e−(z−x)2/2σ2

, x ∈ R,

µε σ2 > 1. Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε ένα τυχαίο περίπατο ΜΗ.

Η ακολουθία X = (Xn)n∈Z+ των καταστάσεων που έχουν γίνει δεκτές έχει ως

στάσιµη κατανοµή την

g(x) ∝
∫

min {π(x)g(z|x), π(z)g(x|z)} dz

∝
∫

min

{

e−
x2

2
− (z−x)2

2σ2 , e−
z2

2
− (x−z)2

2σ2

}

dz

∝
∫

e−
(x−z)2

2σ2 min
{

e−
x2

2 , e−
z2

2

}

dz.



96 Ειδικά Θέµατα

Για να ισχύει e−x2/2 < e−z2/2 ϑα πρέπει −x < z < x. ΄Αρα

g(x) ∝
∫ x

−x

e−
x2

2
− (x−z)2

2σ2 dz +

∫ −x

−∞
e−

z2

2
− (x−z)2

2σ2 dz +

∫ ∞

x

e−
z2

2
− (x−z)2

2σ2 dz

∝ e−
x2

2

∫ x

−x

e−
(x−z)2

2σ2 dz + e
− x2

2(1+σ2)

∫ −x

−∞
e
− 1+σ2

2σ2

(

z− x

1+σ2

)2

dz +

e
− x2

2(1+σ2)

∫ ∞

x

e
− 1+σ2

2σ2

(

z− x

1+σ2

)2

dz

∝ σe−
x2

2 P

(−|x| − x

σ
< Z <

|x| − x

σ

)

+ e
− x2

2(1+σ2)
σ√

1 + σ2
×

{

P

(

Z >
|x|(σ2 + 1) − x

σ
√

1 + σ2

)

+ P

(

Z <
−|x|(σ2 + 1) − x

σ
√

1 + σ2

)}

Τα ̙άρη σπουδαιότητας ϑα είναι ίσα µε

w(x) =
π(x)

g(x)

∝
{

σP

(−|x| − x

σ
< Z <

|x| − x

σ

)}−1

+

e
− x2σ2

2(1+σ2)

σ√
1+σ2

{

P

(

Z < −|x|(σ2+1)−x

σ
√

1+σ2

)

+ P

(

Z > |x|(1+σ2)−x

σ
√

1+σ2

)} .

Η συνεχής διαδικασία µε άλµατα που σχετίζεται µε τη σταθµισµένη ακολουθία

(xn, w(xn))n∈Z+ έχει την π ως οριακή κατανοµή και ο σταθµισµένος εκτιµητής ĥw

έχει µικρότερη διασπορά από τον εκτιµητή ΜΗ.

5.1.2 Εκτίµηση των ̙αρών του αλγορίθµου MH

Παρ’ όλο που τα ̙άρη σπουδαιότητας γενικά δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν,

έχουµε τη δυνατότητα να τα εκτιµήσουµε χρησιµοποιώντας την ίδια την ακολουθία

MH. Στην Ενότητα 3.3 δείξαµε ότι

w(x)−1 ∝
∫

a(x, z)q(z|x)µ(dz)

=

∫

min

{

q(z|x)

π(z)
,
q(x|z)

π(x)

}

π(z)µ(dz)

= Eπ

[

min

{

q(Z|x)

π(Z)
,
q(x|Z)

π(x)

}]

,

συνεπώς το ̙άρος είναι το αντίστροφο µίας µέσης τιµής ως προς την κατανοµή–

στόχο π. Είναι ξεκάθαρο ότι αυτή η µέση τιµή µπορεί να εκτιµηθεί συνεπώς από
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την ποσότητα

ŵ(x)−1 =
n

∑

j=1

ξjmin

{

q(xj|xi)

π(xj)
,
q(xi|xj)

π(xi)

}/ n
∑

j=1

ξj. (5.1)

Αν ορίσουµε

Ax := {z : π(x)q(z|x) 6 π(z)q(x|z)},

το w(xi) εκτιµάται µε το

ŵ(xi) =
n

∑

j=1

ξj

/{ n
∑

j=1

ξj
q(xj|xi)

π(xj)
I(xj ∈ Axi

) +
1

π(xi)

n
∑

j=1

ξjq(xi|xj)I(xj ∈ Ac
xi

)

}

.

Στην πραγµατικότητα, το ŵ(xi) εκτιµά µια ποσότητα ανάλογη του w(xi), αλλά

αυτό είναι το µόνο που χρειαζόµαστε (δες Ενότητα 2.1.4).

Στην περίπτωση που η κατανοµή πρότασης είναι συµµετρική, δηλαδή

q(z|x) = q(x|z) για όλα τα x, z,

τότε το w(xi)
−1 δίνεται από τη σχέση

w(xi)
−1 =

∫

a(x, z)q(z|x)µ(dz) =

∫

Ax

q(z|x)µ(dz) +
1

π(x)

∫

Ac
x

q(x|z)π(z)µ(dz).

Αν επί πλέον η q(z|x) είναι τέτοια ώστε το Ax να δίνεται σε κλειστή µορφή (όπως

π.χ. αν είναι κανονική κατανοµή), το πρώτο ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί

αναλυτικά. Σε τέτοια περίπτωση, το w(xi) µπορεί να εκτιµηθεί από την ποσότητα

ŵ(xi) =

{

∫

Ax

q(z|x)µ(dz) +

∑n
j=1 ξjq(xi|xj)I(xj ∈ Ac

xi
)

π(xi)
∑n

j=1 ξj

}−1

.

Παράδειγµα 5.1 (συνέχεια). Ας επιστρέψουµε στο παράδειγµα του ανεξάρτητου

δειγµατολήπτη ΜΗ µε κατανοµή–στόχο π την κατανοµή Bernoulli µε πιθανότητα

επιτυχίας p < 1/2 και κατανοµή πρότασης την g(0) = g(1) = 1/2. Προκειµένου

να εκτιµήσουµε τα ̙άρη σπουδαιότητας σε αυτό το παράδειγµα ϑα χρησιµοποιή-

σουµε την αρχική ακολουθία ΜΗ, οπότε ϑα έχουµε

ŵ(xi) =

∑n
j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

q(xj)

π(xj)
, q(xi)

π(xi)

} =
2
∑n

j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

1
π(xj)

, 1
π(xi)

} .
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Για xi = 0 παίρνουµε

ŵ(0) =
2
∑n

j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

1
π(xj)

, 1
π(0)

}

=
2
∑n

j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

1
π(xj)

, 1
1−p

}

=
2
∑n

j=1 ξj

1
1−p

∑n
j=1 ξj

= 2(1 − p).

Παρατηρούµε ότι σε αυτήν την περίπτωση το «εκτιµώµενο» ̙άρος ισούται µε την

ακριβή τιµή του w(0). Επίσης,

ŵ(1) =
2
∑n

j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

1
π(xj)

, 1
π(1)

}

=
2
∑n

j=1 ξj

∑n
j=1 ξj min

{

1
π(xj)

, 1
p

}

=
2
∑n

j=1 ξj

1
p

∑n
j=1 ξjI(xj = 1) + 1

1−p

∑n
j=1 ξjI(xj = 0)

.

Προκειµένου να εκτιµήσουµε τις διασπορές των εκτιµητών ĥMH =
∑

ξixi/
∑

ξi,

ĥw =
∑

w(xi)xi/w(xi) και ĥŵ =
∑

ŵ(xi)xi/
∑

ŵ(xi), της µέσης τιµής της κα-

τανοµής Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p, τρέξαµε 50 ανεξάρτητες αλυσίδες

Markov (µήκους 10000 παρατηρήσεων η κάθε µία) για διάφορές τιµές του p. Στον

Πίνακα 5.1 ̙λέπουµε τις εκτιµήσεις της µέσης τιµής µαζί µε τις εκτιµήσεις των

τυπικών σφαλµάτων τους (µέσα σε παρενθέσεις). Βλέπουµε ότι ο εκτιµητής ĥw έ-

χει µικρότερη διασπορά από τον ĥMH για κάθε τιµή του p, όπως και αναµενόταν.

Αυτό που έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι ότι ο εκτιµητής ĥŵ έχει τη µικρότερη

διασπορά από όλους για κάθε τιµή του p. Ειδικότερα, για µικρές τιµές του p, το

τυπικό σφάλµα του ĥŵ είναι περίπου δύο ϕορές µικρότερο από αυτά των ĥMH και

ĥw. Από την άλλη πλευρά, όσο αυξάνεται η τιµή του p τόσο µικραίνει η διαφορά

των εκτιµήσεων των τυπικών σφαλµάτων του ĥŵ από τους άλλους δύο. Μάλιστα,

για p = 0.49, ϑα λέγαµε ότι οι τρεις εκτιµητές ταυτίζονται (δίνουν ακριβώς την ίδια

εκτίµηση για τη µέση τιµή και τα τυπικά σφάλµατά τους (̙λέπε Πίνακα 5.1).

Επίσης ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι ο υπολογισµός του εκτιµητή ĥŵ απαι-
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p ΜΗ w ŵ
0.05 0.0506(0.0038) 0.0506(0.0036) 0.0501(0.0020)
0.10 0.0994(0.0045) 0.0993(0.0043) 0.0995(0.0026)
0.15 0.1512(0.0058) 0.1514(0.0055) 0.1509(0.0036)
0.20 0.2022(0.0063) 0.2024(0.0061) 0.2018(0.0042)
0.25 0.2512(0.0056) 0.2511(0.0055) 0.2508(0.0042)
0.30 0.3015(0.0059) 0.3010(0.0057) 0.3007(0.0046)
0.35 0.3473(0.0064) 0.3473(0.0060) 0.3489(0.0051)
0.40 0.4005(0.0063) 0.4005(0.0059) 0.4008(0.0053)
0.45 0.4584(0.0056) 0.4502(0.0055) 0.4502(0.0053)
0.49 0.4960(0.0054) 0.4960(0.0054) 0.4960(0.0054)

Πίνακας 5.1: «Εκτιµήσεις» της µέσης τιµής p της κατανοµής Bernoulli για διάφορες

τιµές του p. Σε παρενθέσεις παρατίθενται τα αντίστοιχα τυπικά σφάλµατα.

τεί πρόσθετο υπολογιστικό κόστος, αφού για να υπολογίσουµε το κάθε ̙άρος ŵi

χρησιµοποιούµε ολόκληρη την αρχική ακολουθία ΜΗ. Το υπολογιστικό κόστος

εξαρτάται από την απόσταση της κατανοµής πρότασης από την κατανοµή–στόχο.

΄Οσο πιο «µακριά» είναι η κατανοµή πρότασης από την κατανοµή–στόχο, τόσο

λιγότερο πρόσθετο υπολογιστικό χρόνο χρειαζόµαστε για τον υπολογισµό των ŵi

(δες Πίνακα 5.2). Σύµφωνα, λοιπόν, µε τις παραπάνω προσοµοιώσεις όσο µεγα-

λύτερη είναι η απόσταση της κατανοµής πρότασης από την κατανοµή–στόχο, τόσο

µικρότερη είναι η διασπορά του εκτιµητή ĥŵ από αυτήν των ĥMH και ĥw και τόσο

λιγότερο χρόνο χρειαζόµαστε για τον υπολογισµό των ŵi. ΄Αρα λοιπόν, σε τέτοιες

περιπτώσεις ο ĥŵ ϑα µπορούσε να ϑεωρηθεί καταλληλότερος.

p 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.49
Μέσος 0.06 0.12 0.21 0.31 0.43 0.59 0.75 0.95 1.09 1.31
χρόνος

Πίνακας 5.2: Μέσος πρόσθετος χρόνος (sec) για τον υπολογισµό του ĥŵ

¤

Παράδειγµα 5.2 (συνέχεια). Σε αυτό το παράδειγµα η κατανοµή–στόχος ήταν η

π(x) = e−xI(x > 0) ενώ κατανοµή πρότασης η q(x) = θe−θxI(x > 0) µε θ < 1,

οπότε Ax = (0, x]. Η εκτίµηση του w(xi) τότε ϑα ισούται µε

ŵ(xi) =
n

∑

j=1

ξj

/{ n
∑

j=1

ξje
(1−θ)xj I(xj ≤ xi) + e(1−θ)xi

n
∑

j=1

ξjI(xj > xi)

}

,
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για i = 1, . . . , n.

Υλοποιήσαµε τον παραπάνω αλγόριθµο MH για θ = 1/2 και προσοµοιώσαµε

µία αλυσίδα Markov συνολικού µήκους n = 10000 παρατηρήσεων. Τα εκτιµώ-

µενα ̙άρη σε αυτήν την περίπτωση ισούνται µε

ŵ(xi) =
n

∑

j=1

ξj

/{ n
∑

j=1

ξje
xj/2I(xj ≤ xi) + exi/2

n
∑

j=1

ξjI(xj > xi)

}

,

για i = 1, . . . , n.

Στο Σχήµα 5.2 ̙λέπουµε τη σύγκλιση των εκτιµητών
∑n

i=1 ξix
2
i /

∑n
i=1 ξi και

∑n
i=1 ŵ(xi)x

2
i /

∑n
i=1 ŵ(xi) στη δεύτερη ̺οπή της κατανοµής–στόχου. ∆εν έχουµε

συµπεριλάβει σε αυτό το γράφηµα τη σύγκλιση του εκτιµητή που προκύπτει χρη-

σιµοποιώντας τα ακριβή ̙άρη καθώς δε διακρινόταν από τον αντίστοιχο εκτιµητή

µε τα εκτιµηθέντα ̙άρη. Το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (xi, ŵ(xi))

δείχνει µία αρκετά καλή προσαρµογή στην κατανοµή–στόχο. Επί πλέον, τρέ-

ξαµε 50 ανεξάρτητες αλυσίδες ΜΗ προκειµένου να εκτιµήσουµε τη διασπορά των

αντίστοιχων εκτιµητών. Οι εκτιµήσεις της πρώτης και της δεύτερης ̺οπής κα-

ϑώς επίσης και οι εκτιµήσεις των τυπικών σφαλµάτων τους παρουσιάζονται στον

Πίνακα 5.3.

΄Οπως αναµενόταν, ο εκτιµητής που προκύπτει χρησιµοποιώντας τα ακριβή

̙άρη έχει µικρότερο τυπικό σφάλµα από τον αρχικό εκτιµητή ΜΗ. ΄Οµως και σε

αυτό το παράδειγµα, ο εκτιµητής µε τα εκτιµηθέντα ̙άρη έχει µικρότερο τυπικό

σφάλµα και από αυτόν µε τα ακριβή ̙άρη.

ΜΗ w ŵ
E(X) 1.002966 1.002820 1.002231

(0.0144) (0.0136) (0.0116)

E(X2) 2.010166 2.010080 2.007799

(0.0539) (0.0459) (0.0426)

Πίνακας 5.3: Εκτιµήσεις της πρώτης και της δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου

π(x) = e−xI(x > 0). Σε παρενθέσεις παρατίθενται τα αντίστοιχα εκτιµηθέντα τυπικά

σφάλµατα.

Στον Πίνακα 5.4 παρουσιάζεται ο µέσος πρόσθετος χρόνος που χρειάζεται ο

εκτιµητής ĥŵ για να υπολογιστεί για διάφορές τιµές της παραµέτρου θ. Και σε

αυτήν την περίπτωση καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο εκτιµητής ĥŵ µπορεί

να ϑεωρηθεί καταλληλότερος σε περιπτώσεις που η κατανοµή πρότασης δεν είναι

«κοντά» στην κατανοµή–στόχο.
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θ 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
Μέσος 0.09 0.28 0.57 0.88 1.20 1.49 1.75 1.96 2.05
χρόνος

Πίνακας 5.4: Μέσος πρόσθετος χρόνος (sec) για τον υπολογισµό του ĥŵ
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Σχήµα 5.1: Αριστερά ̙λέπουµε τη σύγκλιση του σταθµισµένου εκτιµητή
∑n

i=1 ξix
2
i /

∑n
i=1 ξi (διακεκοµµένη γραµµή) και του

∑n
i=1 ŵ(xi)x

2
i /

∑n
i=1 ŵ(xi) (συνεχής

γραµµή) στη δεύτερη ̺οπή της κατανοµής–στόχου π(x) = e−xI(x > 0). ∆εξιά ̙λέπουµε

το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (xi, ŵ(xi))16i610000 µαζί µε την π(x).

¤

Παράδειγµα 5.3 (συνέχεια). Σε αυτό το παράδειγµα όπου π(x) ∝ exp (−x2/2) , x ∈
R και q(x) ∝ exp (−x2/2σ2) , x ∈ R, µε σ2 > 1 έχουµε ότι

Ax = {z : |z| ≤ |x|}

οπότε οι εκτιµήσεις των w(xi) ισούνται µε

ŵ(xi) =
σ

∑n
j=1 ξj

dw(xi)

όπου

dw(xi) =
n

∑

j=1

ξj exp
{(

1 − 1/σ2
)

x2
j/2

}

I(|xj| ≤ |xi|) +

exp
{(

1 − 1/σ2
)

x2
i /2

}

n
∑

j=1

ξjI(|xj| > |xi|).

Τρέξαµε 50 ανεξάρτητες αλυσίδες ΜΗ µε κατανοµή πρότασης q(x) ∝ e−x2/2σ2
, για
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Σχήµα 5.2: Αριστερά ̙λέπουµε το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγµατος (xi, w(xi))
µαζί µε την καµπύλη της τυπικής κανονικής κατανοµής. ∆εξιά ̙λέπουµε τη σύγκλιση

των σταθµισµένων µέσων
∑

w(xi)xi/
∑

w(xi) (συνεχής γραµµή) και
∑

ξixi/
∑

ξi (δια-

κεκοµµένη γραµµή).

δύο διαφορετικές τιµές του σ2 = 22 και 52 προκειµένου να εκτιµήσουµε τα τυπικά

σφάλµατα των αντίστοιχων εκτιµητών. Οι εκτιµήσεις της πρώτης και της δεύτερης

̺οπής καθώς επίσης και τα αντίστοιχα τυπικά τους σφάλµατα παρουσιάζονται

στον Πίνακα 5.5.

σ2 = 22 Χρόνος

ΜΗ W Ŵ (sec)

E(X2) 0.999556 0.999012 0.999033

(0.0086) (0.0077) (0.0063) 56.83

σ2 = 52

ΜΗ W Ŵ
E(X2) 1.003964 1.003440 1.002014

(0.0164) (0.0126) (0.0096) 10.45

Πίνακας 5.5: Εκτιµήσεις της δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝ e−x2/2,

χρησιµοποιώντας ως κατανοµή πρότασης την q(x) ∝ e−x2/2σ2
, µε σ2 = 22 και 52. Σε

παρενθέσεις παρατίθενται τα αντίστοιχα εκτιµηθέντα τυπικά σφάλµατα. Μέσος πρόσθετος

χρόνος για τον υπολογισµό του εκτιµητή ĥŵ.

Τα αποτελέσµατα που παίρνουµε είναι αντίστοιχα µε αυτά του προηγούµενου

παραδείγµατος. Ο εκτιµητής µε τα ̙άρη σπουδαιότητας έχει µικρότερη διασπο-

̺ά από τον κλασσικό εκτιµητή ΜΗ ενώ αυτός µε τα εκτιµώµενα ̙άρη έχει τη

µικρότερη διασπορά από όλους τους υπόλοιπους.

Επίσης στο Σχήµα 5.2 απεικονίζεται το ιστόγραµµα του σταθµισµένου δείγ-

µατος (xi, w(xi))i≥0 µαζί µε την καµπύλη της τυπικής κανονικής κατανοµής (της

κατανοµής–στόχου) και η σύγκλιση των σταθµισµένων µέσων
∑

w(xi)xi/
∑

w(xi)

(συνεχής γραµµή) και
∑

ξixi/
∑

ξi (διακεκοµµένη γραµµή), όπου ξi τα ̙άρη του
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αλγορίθµου ΜΗ, µε
∑

ξi = 10000. ¤

Παράδειγµα 5.4 (συνέχεια). Σε αυτό το παράδειγµα όπου π(x) ∝ e−x2/2 και

q(z|x) ∝ e−(z−x)2/2σ2
µε σ2 > 1, τρέξαµε 50 ανεξάρτητες αλυσίδες ΜΗ µε σ2 = 22

και 52, προκειµένου να εκτιµήσουµε τη διασπορά των αντίστοιχων εκτιµητών.

Οι εκτιµήσεις της πρώτης και της δεύτερης ̺οπής καθώς επίσης και οι εκτιµή-

σεις των τυπικών σφαλµάτων τους παρουσιάζονται στους Πίνακες 5.6–5.7. Επί-

σης, στα Σχήµατα 5.3–5.4 ϕαίνονται οι τιµές των εκτιµητών της πρώτης και της

δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝ e−x2/2 των σταθµισµένων εκτι-

µητών
∑n

i=1 ŵ(xi)x
2
i /

∑n
i=1 ŵ(xi) (συνεχής γραµµή),

∑n
i=1 w(xi)x

2
i /

∑n
i=1 w(xi)

(διακεκοµµένη γραµµή) και
∑n

i=1 ξix
2
i /

∑n
i=1 ξi (κουκκίδες), για κάθε µία από

τις 50 ανεξάρτητες αλυσίδες. Εύκολα διακρίνουµε ότι ο εκτιµητής
∑n

i=1 ŵ(xi)x
2
i /

∑n
i=1 ŵ(xi) έχει τη µικρότερη µεταβλητότητα µεταξύ των εκτιµητών που παίρνουµε

από τις 50 προσοµοιωµένες αλυσίδες.

ΜΗ w ŵ
E(X) 0.002074 0.001411 0.000645

(0.0224) (0.0195) (0.0137)

E(X2) 0.997682 0.996682 0.994579

(0.0250) (0.0244) (0.0174)

Πίνακας 5.6: Εκτιµήσεις της δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝ e−x2/2,

χρησιµοποιώντας ως κατανοµή πρότασης τη q(z|x) ∝ e−(z−x)2/2σ2
µε σ2 = 22. Σε παρεν-

ϑέσεις παρατίθενται τα αντίστοιχα εκτιµηθέντα τυπικά σφάλµατα.

ΜΗ w ŵ
E(X) -0.001334 0.000755 0.001125

(0.0240) (0.0211) (0.0199)

E(X2) 1.006340 1.003072 0.999312

(0.0460) (0.0385) (0.0274)

Πίνακας 5.7: Εκτιµήσεις της δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝ e−x2/2,

χρησιµοποιώντας ως κατανοµή πρότασης τη q(z|x) ∝ e−(z−x)2/2σ2
, µε σ2 = 52. Σε

παρενθέσεις παρατίθενται τα αντίστοιχα εκτιµηθέντα τυπικά σφάλµατα.

¤

΄Ενα εύλογο ερώτηµα που προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση είναι αν ϑα

µπορούσε να συνεχιστεί αυτή η διαδικασία και να χρησιµοποιηθούν τα ŵ(xi), έτσι

ώστε να πάρουµε νέες εκτιµήσεις των ̙αρών, ˆ̂w(xi), και έναν νέο εκτιµητή ĥ ˆ̂w =
∑ ˆ̂w(xi)h(xi)/

∑ ˆ̂w(xi). Προκειµένου να ελέγξουµε τις ιδιότητες του εκτιµητή
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ĥ ˆ̂w τρέξαµε 50 ανεξάρτητους τυχαίους περιπάτους ΜΗ (όπως στο Παράδειγµα

4.4) και εκτιµήσαµε το τυπικό σφάλµα του νέου εκτιµητή. Η εκτίµηση ήταν

0.0212. Ο εκτιµητής ĥ ˆ̂w έχει σαφώς µικρότερο τυπικό σφάλµα από τον εκτιµητή

ΜΗ και από αυτόν µε τα γνωστά ̙άρη, έχει όµως µεγαλύτερο τυπικό σφάλµα

από αυτό του εκτιµητή µε τα αρχικά εκτιµώµενα ̙άρη. Συµπεραίνουµε ότι µία

τέτοια διαδικασία µάλλον δεν ϑα είχε νόηµα να συνεχιστεί αφού αφ’ ενός µεν

η υλοποίησή της χρειάζεται περισσότερο χρόνο, αφ’ ετέρου δε οι εκτιµητές που

προκύπτουν δεν έχουν µικρότερη διασπορά.

Συνοψίζοντας, ϑα πρέπει να πούµε ότι ̙λέποντας τον αλγόριθµο ΜΗ υπό την

οπτική των κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων, µάς δίνεται η δυνατότητα να

πάρουµε εκτιµητές µε µικρότερη διασπορά επιλέγοντας για ̙άρη ποσότητες ανά-

λογες των w(xi). Στην πράξη όµως ο υπολογισµός της ποσότητας w(xi) µπορεί

να γίνει µόνο σε πολύ απλά παραδείγµατα γι’ αυτό προτείνεται η εκτίµηση των

̙αρών χρησιµοποιώντας ολόκληρη την ακολουθία ΜΗ. Τα αποτελέσµατα από τις

προσοµοιώσεις σε απλά παραδείγµατα είναι ιδιαίτερα ενθαρρυντικά προς αυτή

την κατεύθυνση. Εµπειρικά είδαµε ότι οι εκτιµητές αυτοί έχουν ακόµα µικρό-

τερη διασπορά και από τους εκτιµητές µε τα ακριβή ̙άρη. Οι ασυµπτωτικές

ιδιότητες των προτεινόµενων εκτιµητών δεν έχουν ακόµα διερευνηθεί, είναι όµως

ενδιαφέρον αντικείµενο για περαιτέρω έρευνα.
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Σχήµα 5.3: Οι εκτιµήσεις της πρώτης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝
e−x2/2 των σταθµισµένων εκτιµητών

∑n
i=1 ŵ(xi)xi/

∑n
i=1 ŵ(xi) (συνεχής γραµµή),

∑n
i=1 w(xi)xi/

∑n
i=1 w(xi) (διακεκοµµένη γραµµή) και

∑n
i=1 ξixi/

∑n
i=1 ξi (κουκκίδες),

για κάθε µία από τις 50 ανεξάρτητες αλυσίδες.
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Σχήµα 5.4: Οι εκτιµήσεις της δεύτερης ̺οπής της κατανοµής–στόχου π(x) ∝
e−x2/2 των σταθµισµένων εκτιµητών

∑n
i=1 ŵ(xi)x

2
i /

∑n
i=1 ŵ(xi) (συνεχής γραµµή),

∑n
i=1 w(xi)x

2
i /

∑n
i=1 w(xi) (διακεκοµµένη γραµµή) και

∑n
i=1 ξix

2
i /

∑n
i=1 ξi (κουκκίδες),

για κάθε µία από τις 50 ανεξάρτητες αλυσίδες.
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5.2 Προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή

΄Οπως αναφέρθηκε στην Ενότητα 2.1.6, στους αλγορίθµους SIR, PMC και σε όλες

τις τεχνικές SMC, εφαρµόζεται επαναδειγµατοληψία σε κάθε επανάληψη ή κάθε

κάποιο αριθµό επαναλήψεων. Ουσιαστικά, από ένα σύνολο n παρατηρήσεων

επιλέγονται µε επανατοποθέτηση T παρατηρήσεις µε αντίστοιχες πιθανότητες wi,

όπου
∑n

i=1 wi = 1. Αυτή η διαδικασία είναι ισοδύναµη µε την προσοµοίωση από

την πολυωνυµική κατανοµή Mn(T,w), όπου w = (w1, . . . , wn).

Σε αυτές τις εφαρµογές τα n και T έχουν τυπικά ιδιαίτερα µεγάλες τιµές.

Είναι προφανές λοιπόν ότι ο υπολογιστικός χρόνος για µία τέτοια διαδικασία

είναι εξαιρετικά µεγάλος, ειδικότερα όταν επαναλαµβάνεται σε κάθε ̙ήµα. Σε

µία προσπάθεια υπολογιστικής οικονοµίας, αναπτύξαµε µία τεχνική δύο ̙ηµάτων

για την προσοµοίωση από µία πολυωνυµική κατανοµή Mn(T,w) µε µεγάλα T

και n. Η τεχνική προσαρµόζεται σε όλες τις ήδη γνωστές µεθόδους και µειώνει

σηµαντικά τον απαιτούµενο υπολογιστικό χρόνο.

Πριν προχωρήσουµε, ας δώσουµε κάποιους συµβολισµούς. ΄Εστω p = (p1, . . . ,

pn) ένα διάνυσµα πιθανοτήτων µε pi > 0, i = 1, . . . , n, και
∑n

i=1 pi = 1. ΄Ενα τυ-

χαίο διάνυσµα X = (X1, . . . , Xn) ακολουθεί την πολυωνυµική κατανοµήMn(T ;p)

αν έχει συνάρτηση µάζας πιθανότητας

P(X = x) = P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
T !

∏n
i=1 xi!

n
∏

i=1

pxi

i , (5.2)

για ακεραίους 0 ≤ xi ≤ T , i = 1, . . . , n, και
∑n

i=1 xi = T .

Λόγω της ευρείας χρήσης της πολυωνυµικής κατανοµής (δες McCulloch and

Rossi, 1994, Imai and Van Dyk, 2005, Song et al., 2007, Johnson et al., 1996,

και τις αναφορές εκεί) έχουν προταθεί στη ̙ιβλιογραφία αρκετές τεχνικές για

την προσοµοίωση από αυτήν. Η τροποποίηση που προτείνεται εδώ µπορεί να

ενσωµατωθεί σε κάθε ήδη γνωστή τεχνική, επιφέροντας µείωση του χρόνου προ-

σοµοίωσης ενός δείγµατος, ειδικά σε περιπτώσεις όπου τα πλήθη των κατηγοριών

n και των δοκιµών T είναι µεγάλα. Η µείωση του χρόνου επιβεβαιώνεται µέσω

προσοµοιώσεων που υλοποιήθηκαν σε διάφορες γλώσσες προγραµµατισµού όπως

η Fortran, η R, το Matlab και Mathematica.

5.2.1 Γνωστές µέθοδοι προσοµοίωσης

Ο πιο άµεσος τρόπος για να παράγουµε ένα τυχαίο δείγµα από την πολυωνυµι-

κή κατανοµή Mn(T ;p) είναι η «ακολουθιακή αναζήτηση» (sequential search,

δες Devroye, 1986), η οποία επίσης λέγεται και «άµεση µέθοδος» (direct method)

και ̙ασίζεται στο Λήµµα Αντιστροφής. ΄Εστω Pi =
∑i

j=1 pj, i = 1, . . . , n, οι αθροι-
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στικές πιθανότητες του p. Η µέθοδος αρχικοποιεί το διάνυσµα X ϑέτοντας µηδέν

σε κάθε ϑέση του και παράγει ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές U1, . . . , UT από την

οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1). Τότε, η i-ιοστή συνιστώσα του X αυξάνεται κατά

ένα αν ικανοποιείται η σχέση

Pi−1 < Uj 6 Pi, για j = 1, 2, . . . , T.

Μία εναλλακτική µέθοδος για την προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατα-

νοµή ̙ασίζεται στην ακόλουθη γνωστή ιδιότητά της : Αν X ∼ Mn(T,p) τότε η X1

ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή B(T ; p1) και

Xi|
∑i−1

j=1 Xj = ti−1 ∼ B
(

T − ti−1; pi/(1 − Pi−1)
)

, για i = 2, . . . , n.

Σύµφωνα µε αυτή την ιδιότητα, το τυχαίο διάνυσµα (X1, . . . , Xn) µπορεί να προ-

σοµοιωθεί ακολουθιακά από τις αντίστοιχες διωνυµικές κατανοµές. Για την προ-

σοµοίωση τυχαίων µεταβλητών από τη διωνυµική κατανοµή έχουν προταθεί διά-

ϕοροι αλγόριθµοι όπως αυτοί των Ahrens and Dieter (1980), Kachivichyanukul

(1982) και Kemp (1986). Αυτή η µέθοδος καλείται συνήθως «δεσµευµένη µέθο-

δος» (conditional method).

Μία άλλη µέθοδος είναι αυτή των Brown and Bromberg (1984). Πρόκειται για

µία τεχνική δύο επιπέδων η οποία ̙ασίζεται στην ιδιότητα ότι η δεσµευµένη κα-

τανοµή ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών Poisson δοθέντος του αθροίσµατός τους

είναι πολυωνυµική. Τέλος, µία πιο γενική µέθοδος που ϑα µπορούσε να χρησι-

µοποιηθεί για την προσοµοίωση παρατηρήσεων από την πολυωνυµική κατανοµή

είναι η µέθοδος alias η οποία έχει προταθεί από τον Walker (1977) και είναι µία

γενική µέθοδος προσοµοίωσης διακριτών τυχαίων µεταβλητών µε πεπερασµένο

στήριγµα.

Μία σύγκριση των παραπάνω µεθόδων γίνεται από τον Davis (1993) ο οποίος

καταλήγει στο ότι η δεσµευµένη µέθοδος σε συνδυασµό µε τον αλγόριθµο του

Kemp για την προσοµοίωση από τη διωνυµική κατανοµή

‘‘...is a good all­purpose algorithm for multinomial random variate generation, since it

provides a nice balance between the competing criteria of execution speed and simpli­

city’’.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε µια παραλλαγή δύο ̙ηµάτων για τη προσο-

µοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή.
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5.2.2 ∆ιαδικασία δύο ̙ηµάτων

΄Εστω A = {1, . . . , n} και B = {B1, . . . , Bm} µια αυθαίρετη διαµέριση του A η

οποία αποτελείται από µη κενά σύνολα. ΄Εστω nj ο πληθάριθµος του συνόλου

Bj. Προφανώς,
∑m

j=1 nj = n. ΄Εστω επίσης X = (X1, . . . , Xn) ≡ (Xi; i ∈ A) ένα

τυχαίο διάνυσµα και p = (pi; i ∈ A) ένα διάνυσµα πιθανοτήτων. Για j = 1, . . . ,m,

έστω X(j) = (Xi; i ∈ Bj), p(j) = (pi; i ∈ Bj) και qj =
∑

i∈Bj
pi. Τότε ισχύει το

ακόλουθο:

Λήµµα 5.1. Αν K = (K1, . . . , Km) ∼ Mm(T ;q) και οι τυχαίες µεταβλητές X(1),

. . . ,X(m) είναι ανεξάρτητες δοθέντος K = k = (k1, · · · , km) µε

X(j)|K = k ∼ Mnj
(kj;p

(j)/qj), j = 1, . . . ,m,

τότε

X ∼ Mn(T ;p).

Απόδειξη. ∆εσµεύοντας στο K = k παίρνουµε

P(X = x|K = k) =
m
∏

j=1

P(X(j) = x(j)|K = k)

=
m
∏

j=1

kj!
∏

i∈Bj
pxi

i

q
kj

j

∏

i∈Bj
xi!

I(
∑

i∈Bj
xi = kj)

και αθροίζοντας ως προς όλες τις δυνατές διαµερίσεις µήκους m του T έχουµε

P(X = x) =
∑

(k1,...,km)

P(X = x|K = k)P(K = k)

=

{

m
∏

j=1

kj!
∏

i∈Bj
pxi

i

q
kj

j

∏

i∈Bj
xi!

I(
∑

i∈Bj
xi = kj)

}

T !
∏m

j=1 q
kj

j
∏m

j=1 kj!
I(

∑m
j=1 kj = T )

=
T !

∏n
i=1 xi!

n
∏

i=1

pxi

i I(
∑n

i=1 xi = T ).

Η δεύτερη ισότητα ισχύει καθώς kj =
∑

i∈Bj
xi και έτσι σε κάθε x = (x1, . . . , xn)

αντιστοιχεί µία µοναδική διαµέριση (k1, . . . , km).

Βάσει του Λήµµατος 5.1, προκειµένου να προσοµοιώσουµε από την πολυω-
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νυµική κατανοµή Mn(T ;p) µπορούµε να ακολουθήσουµε την εξής διαδικασία :

Βήµα 0. ∆ιαµερίζουµε το σύνολο των κατηγοριών σε m το πλήθος υποσύ-

νολα τα οποία περιέχουν n1, . . . , nm κατηγορίες αντίστοιχα.

Βήµα 1. Προσοµοιώνουµε τους αριθµούς των παρατηρήσεων K1, . . . , Km

που αντιστοιχούν σε κάθε ένα από τα m υποσύνολα.

Βήµα 2. Προσοµοιώνουµε Kj το πλήθος παρατηρήσεις για το j υποσύ-

νολο, για j = 1, . . . ,m.

Ας υποθέσουµε για λόγους ευκολίας ότι n = km. Μία δυνατή επιλογή για το

j-οστό σύνολο είναι να περιέχει τις κατηγορίες από (j−1)k+1 µέχρι jk. Σε αυτήν

την περίπτωση, qj =
∑jk

i=(j−1)k+1 pi, j = 1, . . . ,m. Να σηµειωθεί ότι πριν προχω-

̺ήσουµε στην κατασκευή των υποσυνόλων, είναι προτιµότερο να διατάξουµε τις

κατηγορίες σύµφωνα µε τις πιθανότητές τους σε ϕθίνουσα σειρά, αφού µε αυτόν

τον τρόπο έχουµε µείωση του απαιτούµενου χρόνου προσοµοίωσης ανεξάρτητα

από τη µέθοδο που χρησιµοποιείται.

Θεωρητικά, η προσοµοίωση παρατηρήσεων χρησιµοποιώντας την προτεινό-

µενη διαδικασία σε συνδυασµό µε οποιαδήποτε υπάρχουσα τεχνική έχει τον ίδιο

ακριβώς αναµενόµενο χρόνο µε την αρχική µέθοδο. Στην πράξη όµως, η τεχνική

αυτή οδηγεί σε πολύ πιο γρήγορους αλγορίθµους. Τα εµπειρικά αποτελέσµατα

που παρουσιάζονται στην επόµενη ενότητα επιβεβαιώνουν τη χρησιµότητα ενσω-

µάτωσης της προτεινόµενης διαδικασίας, ειδικά όταν τα T και n είναι µεγάλα.

5.2.3 Εµπειρικά αποτελέσµατα

Προκειµένου να συγκρίνουµε τον υπολογιστικό χρόνο που χρειάζεται η προτει-

νόµενη µέθοδος για την προσοµοίωση ενός τυχαίου διανύσµατος από την πο-

λυωνυµική κατανοµή σε σχέση µε τις κλασσικές µεθόδους, ϑεωρήσαµε την πο-

λυωνυµική κατανοµή Mn(T ;p = (p1, . . . , pn)) µε p1 = · · · = pn = 1/n για

διάφορες τιµές των n και T . Οι γλώσσες προγραµµατισµού που χρησιµοποιή-

ϑηκαν είναι οι Matlab, Mathematica, R και Fortran και καταγράφηκαν οι

αντίστοιχοι υπολογιστικοί χρόνοι (χρόνοι CPU). Στις περιπτώσεις που ήταν διαθέ-

σιµες, χρησιµοποιήθηκαν οι εσωτερικές υπορουτίνες για την προσοµοίωση από

την πολυωνυµική κατανοµή. Οι R και Fortran έχουν ενσωµατωµένες υπο-

̺ουτίνες για την προσωµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή οι οποίες χρη-

σιµοποιούν τη δεσµευµένη µέθοδο σε συνδυασµό µε τον αλγόριθµο του Kach­

itvichyanukal (1982) για την προσοµοίωση από τη διωνυµική κατανοµή. Το

Mathematica χρησιµοποιεί επίσης τη δεσµευµένη µέθοδο αλλά το δείγµα από

τη διωνυµική κατανοµή παράγεται αθροίζοντας ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές

Bernoulli. Από την άλλη πλευρά, στο Matlab δεν υπάρχει εσωτερική συνάρτηση
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για την προσοµοίωση από την πολυωνυµική κατανοµή γι’ αυτό χρησιµοποιή-

σαµε δύο ̺ουτίνες η οποίες είναι διαθέσιµες στο ‘‘Matlab central file exchange’’

(http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange) και στο

‘‘Lightspeed Matlab toolbox’’ (http://research.microsoft.com/∼minka
/software/lightspeed). Η πρώτη ̺ουτίνα είναι γραµµένη από τους Trujillo–

Ortiz et al. και χρησιµοποιεί την άµεση µέθοδο και η δεύτερη ̺ουτίνα από τον

Minka και χρησιµοποιεί τη δεσµευµένη µέθοδο για την πολυωνυµική κατανοµή

σε συνδυασµό είτε µε την ακολουθιακή διερεύνηση είτε τη µέθοδο του Kemp για

τη διωνυµική κατανοµή ανάλογα µε τη µέση τιµή της τελευταίας.

Τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.6. Στο

Mathematica και στην R, η µείωση του χρόνου CPU είναι πολύ σηµαντική

σε όλες σχεδόν τις περιπτώσεις, ειδικά για µεγάλες τιµές των T και n. Για παρά-

δειγµα, στο Mathematica η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να γίνει πάνω από 50

ϕορές ταχύτερη από την κλασσική διαδικασία (T = 104, n = 105,m = 103). Στην

R, οι ̺ουτίνες µπορούν να γίνουν µέχρι και 25 ϕορές γρηγορότερες αλλά µόνο

στις περιπτώσεις όπου το n είναι αρκετά µεγάλο. Η µείωση του χρόνου υλοποίη-

σης της προσοµοίωσης στο Matlab εξαρτάται από το ποια από τις δύο ̺ουτίνες

ϑα χρησιµοποιηθεί. Για τη συνάρτηση που χρησιµοποιεί την άµεση µέθοδο, τα

αποτελέσµατα είναι αντίστοιχα µε αυτά των R και Mathematica. Σε αυτήν την

περίπτωση, η µέγιστη µείωση επιτυγχάνεται για T = 100, n = 105 και m = 1000

όπου η προτεινόµενη διαδικασία είναι 1000 ϕορές γρηγορότερη από την αντί-

στοιχη τυπική διαδικασία. Από την άλλη πλευρά, όταν χρησιµοποιείται η ̺ουτίνα

του Minka, σηµαντική ̙ελτίωση στο χρόνο επιτυγχάνεται κυρίως όταν T ≪ n.

Στο σηµείο αυτό, ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι χρησιµοποιώντας την πρώτη

συνάρτηση του Matlab σε συνδυασµό µε την προτεινόµενη παραλλαγή µε κα-

τάλληλο m, οδηγούµαστε σε πολύ γρηγορότερη διαδικασία από αυτήν του Minka

ανεξάρτητα από το αν στη δεύτερη ενσωµατώνουµε την τροποποίηση ή όχι. Στο

Σχήµα 5.5 απεικονίζονται οι µέσοι χρόνοι που χρειάζονται στο Matlab (αριστερά)

και στην R (δεξιά) για την προσοµοίωση ενός τυχαίου διανύσµατος χρησιµοποιώ-

ντας την τυπική διαδικασία (συνεχής γραµµή) και την προτεινόµενη διαδικασία

δύο ̙ηµάτων µε m = 100 (διακεκοµµένη γραµµή) και m = 1000 (κουκκίδες) για

T = 100 και για διάφορες τιµές του n. Η υπεροχή της προτεινόµενης διαδικασίας

είναι ϕανερή ειδικά για µεγάλες τιµές του n.

Η µείωση του χρόνου CPU στην Fortran δεν είναι τόσο σηµαντική όσο στις

υπόλοιπες γλώσσες προγραµµατισµού και επιτυγχάνεται κυρίως όταν T ≪ n.

Από την άλλη πλευρά, όταν το T είναι της ίδιας τάξης µε το n, η µείωση εί-

ναι αµελητέα. Αυτή η συµπεριφορά είναι πιθανόν συνέπεια του γεγονότος ότι

η Fortran, σε αντίθεση µε όλες τις άλλες γλώσσες προγραµµατισµού που δο-

κιµάστηκαν, υπόκειται σε µεταγλώττιση (compilation) και είναι σχεδιασµένη να
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Σχήµα 5.5: Ο µέσος χρόνος που χρειάζεται ο κλασσικός αλγόριθµος (συνεχής γραµµή)

και η παραλλαγή δυο ̙ηµάτων µε m = 100 (διακεκοµµένη γραµµή) και µε m = 1000
(κουκκίδες) για την προσοµοίωση µιας παρατήρησης από την πολυωνυµική κατανοµή

Mn(T = 100;p = (1/n, . . . , 1/n)) στο Matlab (αριστερά) και στην R (δεξιά) για διάφορές

τιµές του n.

κατασκευάζει γρήγορους εκτελέσιµους κώδικες για επιστηµονικό προγραµµατι-

σµό. Εικάζεται λοιπόν ότι η Fortran παρουσιάζει τη µικρότερη µείωση στον

υπολογιστικό χρόνο που χρειάζεται για την προσοµοίωση παρατηρήσεων από την

πολυωνυµική κατανοµή σε σχέση µε όλες τις άλλες γλώσσες προγραµµατισµού

που χρησιµοποιήθηκαν για δύο κυρίως λόγους. Πρώτον, γιατί ο αρχικός χρόνος

που χρειάζεται η Fortran για να προσοµοιώσει ένα τυχαίο διάνυσµα από την

πολυωνυµική κατανοµή είναι πολλές τάξεις µεγέθους µικρότερος από τον αντί-

στοιχο χρόνο σε όλες τις άλλες γλώσσες προγραµµατισµού. ∆εύτερον, η µεταγλώτ-

τιση παράγει ένα εκτελέσιµο πρόγραµµα το οποίο είναι ουσιαστικά ανεπηρέαστο

από τις επαναλήψεις (loops) που απαιτεί η προσοµοίωση. Από την άλλη πλευρά,

το Mathematica, το Matlab και η R είναι γλώσσες προγραµµατισµού µε εν-

σωµατωµένο µεταφραστή (interpreted languages), οπότε ο υπολογιστικός χρόνος

που χρειάζονται αυξάνεται µε τον αριθµό των επαναλήψεων. Καταλήγοντας, συ-

µπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει ουσιαστικός λόγος για τη χρήση της προτεινόµενης

µεθόδου στην Fortran.

Η όλη διαδικασία υλοποιήθηκε και για πολυωνυµικές κατανοµές µε διαφο-

̺ετικά διανύσµατα πιθανοτήτων. Πιο συγκεκριµένα, προσοµοιώθηκαν ανεξάρ-

τητες τυχαίες µεταβλητές U1, . . . , Un από την οµοιόµορφη U(0, 1) και ορίστηκε

pi = Ui/
∑n

j=1 Uj για i = 1, . . . , n. Τα αποτελέσµατα αυτών των προσοµοιώ-

σεων δε διαφέρουν από αυτά που παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.8. Ακολούθως,

προκειµένου να διαπιστώσουµε την επίδραση της διάταξης του διανύσµατος των

πιθανοτήτων στον υπολογιστικό χρόνο σε σχέση µε την προτεινόµενη διαδικα-
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m∗ m∗

n n

Σχήµα 5.6: Βέλτιστο m (m∗) στο R όταν T = 1000 (αριστερά) και T = 10000 (δεξιά). Η

συνεχής γραµµή απεικονίζει το
√

n.

σία, προσοµοιώθηκε ένα τυχαίο διάνυσµα από την Mn(T,p(1)) και ένα από την

Mn(T,p(2)), όπου p
(1)
i = 2i/{n(n + 1)} και p

(2)
i = p

(1)
n−i+1, i = 1, . . . , n. Προ-

ϕανώς, ο υπολογιστικός χρόνος που χρειαζόµαστε για την προσοµοίωση από τη

δεύτερη πολυωνυµική κατανοµή είναι µικρότερος από ό,τι από την πρώτη χρησι-

µοποιώντας τις κλασσικές µεθόδους. Η µείωση του χρόνου που επιτυγχάνεται µε

τη χρήση της προτεινόµενης διαδικασίας είναι παρόµοια και για τις δυο περιπτώ-

σεις.

΄Οσον αφορά στην επιλογή του αριθµού των υποσυνόλων m, εκτεταµένες µελέ-

τες προσοµοίωσης έδειξαν ότι η ̙έλτιστη τιµή του m, έστω m∗, δεν εξαρτάται από

το διάνυσµα των πιθανοτήτων p. Στην R και στο Matlab, το m∗ είναι της τάξης

του
√

n ενώ στο Mathematica µοιάζει να είναι γραµµικό ως προς το n. Επί

πλέον, στην R το m∗ δεν εξαρτάται από τον αριθµό των δοκιµών T . Σε αυτήν την

περίπτωση, επιλέγοντας το m είτε ίσο µε
√

n είτε µε ένα διαιρέτη τού n κοντά στο√
n, έχουµε µία καλή επιλογή για τον αριθµό των υποσυνόλων της διαµέρισης

των κατηγοριών της πολυωνυµικής κατανοµής (δες Σχήµα 5.6). Από την άλλη

πλευρά, στο Matlab, η εξάρτηση του m∗ από το T είναι της τάξης του log(T ),

οπότε το m∗ µπορεί να δοθεί ως ένας διαιρέτης του n ο οποίος είναι κοντά στο

log(T )
√

n. Στο Mathematica, µία απλή γραµµική παλινδρόµηση του m∗ στο n

ταιριάζει σχεδόν τέλεια (R2 > 0.95 για όλα τα T ). Ο αριθµός των δοκιµών επη-

̺εάζει µόνο το σταθερό όρο της παλινδρόµησης, ο οποίος όµως στις περισσότερες

περιπτώσεις δεν είναι στατιστικά σηµαντικός. Επί πλέον, για όλα τα T η κλίση

της ευθείας παλινδρόµησης εκτιµάται µε .004. Τελικά, ϑα µπορούσαµε να πούµε

ότι για το Mathematica, η τιµή .004n (ή ένας διαιρέτης του n κοντά σε αυτήν

την τιµή) είναι µία αρκετά ικανοποιητική επιλογή για το m. Πάντως, η διαφορά

στον υπολογιστικό χρόνο είναι πολύ µικρή όταν το m είναι ίσο µε κάποιο διαιρέτη

του n κοντά στις ̙έλτιστες επιλογές για κάθε γλώσσα προγραµµατισµού, οπότε
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δεν κρίνεται µεγάλης σπουδαιότητας η χρήση του ̙έλτιστου m κάθε ϕορά.

Ολοκληρώνοντας, ϑα πρέπει να επισηµάνουµε τα εξής : Παρ’ όλο που ο αναµε-

νόµενος υπολογιστικός χρόνος της προτεινόµενης παραλλαγής για την προσοµοί-

ωση από την πολυωνυµική κατανοµή είναι ο ίδιος µε τους αντίστοιχους χρόνους

των κλασσικών µεθόδων και επί πλέον αντί για την προσοµοίωση από µία µόνο

πολυωνυµική κατανοµή χρειάζεται να προσοµοιώσουµε από m+1 πολυωνυµικές

κατανοµές, στις περισσότερες περιπτώσεις η µέθοδος δύο ̙ηµάτων επιφέρει ση-

µαντική µείωση στον υπολογιστικό χρόνο. Εποµένως είναι εξαιρετικά χρήσιµη,

αν όχι απαραίτητη, όταν τα T και n είναι πολύ µεγάλα, δηλαδή σε περιπτώσεις

όπως αυτές των αλγορίθµων SIR και PMC.
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T n m Matlab Mathematica R Fortran
TO M

Κ Π Κ Π Κ Π Κ Π Κ Π

102 103 10 .06 .03 .07 .06 .13 .05 .16 .25 .07 .06
102 .02 .05 .09 .28 .04

104 10 2.17 .42 .62 .52 2.64 .71 .51 .30 .58 .56
102 .13 .33 .57 .28 .25
103 .04 .12 .84 .34 .11

105 10 267.36 20.31 6.14 5.31 192.33 20.47 7.61 .65 5.78 6.91
102 2.28 3.03 7.37 .33 2.49
103 .25 .57 5.42 .34 .46
104 2.21 .71 9.98 .71 .67

103 103 10 .15 .06 .07 .07 .46 .09 1.55 2.38 .08 .07
102 .05 .07 .13 2.40 .07

104 10 2.96 .49 .64 .61 6.04 1.02 4.88 2.65 .64 .63
102 .26 .54 .63 2.49 .57
103 .31 .42 1.21 3.01 .37

105 10 278.19 24.31 6.22 6.04 228.12 24.03 74.89 5.99 6.17 6.76
102 4.30 5.23 7.78 2.87 5.66
103 1.43 3.24 5.93 3.10 2.62
104 3.41 1.19 14.14 6.34 1.10

104 103 10 1.08 .12 .09 .09 3.74 .45 15.5 23.46 .12 .12
102 .15 .10 .51 23.85 .12

104 10 12.52 1.31 .64 .65 41.08 4.30 49.39 26.83 .76 .78
102 .45 .64 1.35 24.58 .73
103 1.38 .65 4.59 27.15 .78

105 10 375.01 29.48 6.22 6.18 567.98 57.25 772.81 59.20 6.70 7.31
102 5.04 6.08 11.77 27.90 6.48
103 3.56 5.41 10.18 28.15 6.04
104 14.32 4.19 47.21 61.66 3.81

Πίνακας 5.8: Υπολογιστικός χρόνος (sec) που χρειάζεται για την παραγωγή ενός τυ-

χαίου δείγµατος από την πολυωνυµική κατανοµή Mn(T ;p = (1/n, . . . , 1/n)) σε διάφο-

̺ες γλώσσες προγραµµατισµού και για διάφορες τιµές των T , n και m χρησιµοποιώντας

την προτεινόµενη (Π) και την κλασσική (Κ) µέθοδο. Οι στήλες µε τίτλο TO και M πα-

̺ουσιάζουν τα αποτελέσµατα χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση των Trujillo–Ortiz et al. και

του Minka αντίστοιχα στο Matlab. Επίσης, ο υπολογιστικός χρόνος στη Fortran είναι

πολλαπλασιασµένος µε το 100.
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Σύνοψη - Συµπεράσµατα–Μελλοντικές

κατευθύνσεις

Η τέχνη να γράφεις είναι η τέχνη να συντοµεύεις.

—Anton Tchekhov (1860 – 1904)

∆εν µπορούµε να τα πούµε όλα σ’ ένα έργο κάτι πρέπει ν’ αφήσουµε.

—Γιώργος Σεφέρης (1900–1971)

Σύνοψη–Συµπεράσµατα

Στα πλαίσια της διδακτορικής διατριβής ασχολήθηκα µε τα κατάλληλα σταθµι-

σµένα δείγµατα και εφαρµογές τους. Θεώρησα τα κατάλληλα σταθµισµένα δείγ-

µατα ως προς κάποια κατανοµή–στόχο π από µία διαφορετική οπτική. Ουσιαστι-

κά, ϑεω̺ώντας τα ̙άρη ως χρόνους παραµονής στην αντίστοιχη κατάσταση µέχρι

το επόµενο άλµα, όρισα κατάλληλες διαδικασίες µε άλµατα (Ορισµός 3.3). ΄Οταν

η αρχική ακολουθία σχηµατίζει µία εργοδική αλυσίδα Markov, η διαδικασία µε

άλµατα που σχετίζεται µε αυτήν είναι ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µε οριακή κα-

τανοµή την π (Πρόταση 3.1). Υπό αυτήν την οπτική τα κατάλληλα σταθµισµένα

δείγµατα συµπεριφέρονται µε αντίστοιχο τρόπο όπως και οι κλασσικοί αλγόριθµοι

MCMC.

Μέσω αυτής της οπτικής ο δειγµατολήπτης σπουδαιότητας µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί ως µία γενική τεχνική προσοµοίωσης και όχι απλά ως µία µέθοδος

εκτίµησης ολοκληρωµάτων της µορφής (1.1), όπως ϑεωρείτο µέχρι τώρα. Επί

πλέον κάποιες κλασσικές τεχνικές MCMC (όπως ο αλγόριθµος ΜΗ) µπορούν να

µελετηθούν υπό την οπτική των κατάλληλα σταθµισµένων δειγµάτων, δίνοντάς
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µας τη δυνατότητα να πάρουµε εκτιµητές µε µικρότερη διασπορά (δες Ενότητα

3.3).

΄Οταν τα δείγµατα είναι ανεξάρτητα και το µέσο ̙άρος τους είναι ϕραγµένο

προτείνεται µία τροποποίηση της συνηθισµένης στάθµισης η οποία οδηγεί σε στά-

σιµα σταθµισµένα δείγµατα από την κατανοµή–στόχο π (δες Ενότητα 3.2.1). Επί

πλέον για κάποιες ειδικές περιπτώσεις, συµπεριλαµβανοµένου και του δειγµα-

τολήπτη σπουδαιότητας, υπολογίστηκε η ταχύτητα σύγκλισης στην οριακή κα-

τανοµή (δες Ενότητα 3.5). Στο Θεώρηµα 3.1 αποδεικνύεται υπό συνθήκες η

οµοιόµορφη σύγκλιση της διαδικασίας µε άλµατα. Επίσης µέσω της µεθόδου

Αποδοχής–Απόρριψης µπορούµε να προσοµοιώσουµε µία στάσιµη ηµιµαρκοβια-

νή διαδικασία.

Στο Κεφάλαιο 4 προτείνεται µία νέα µέθοδος προσοµοίωσης από κάποια κα-

τανοµή–στόχο π, η οποία συνδυάζει τη διακριτοποίηση της π µε την κατάλληλη

στάθµιση της προκύπτουσας ακολουθίας. Η µέθοδος αυτή µπορεί να χρησιµοποι-

ηθεί για να τροποποιηθούν γνωστοί αλγόριθµοι MCMC µε σκοπό την ευκολότερη

υλοποίησή τους. ΄Οσον αφορά στις αυτοσυσχετίσεις της ακολουθίας του γινοµέ-

νου των συνιστωσών του σταθµισµένου δείγµατος που προκύπτει µέσω της νέας

τεχνικής, ϕαίνεται ότι υπάρχει σηµαντική µείωση σε σχέση µε τους κλασσικούς

αλγόριθµους, τουλάχιστον στα παραδείγµατα που έχουµε εξετάσει. Αυτό µπορεί

να διευκολύνει την εκτίµηση των τυπικών σφαλµάτων των εργοδικών µέσων.

Μελλοντικές κατευθύνσεις

Μελετώντας τα κατάλληλα σταθµισµένα δείγµατα και τις εφαρµογές τους προέκυ-

ψαν διάφορα ενδιαφέροντα ϑέµατα κάποια από τα οποία αντιµετωπίστηκαν ενώ

κάποια άλλα αποτελούν αντικείµενα για περαιτέρω έρευνα.

΄Ενα από τα σηµαντικότερα ϑέµατα που ϑα µας απασχολήσουν στο µέλλον

είναι η διερεύνηση των ασυµπτωτικών ιδιοτήτων των εκτιµητών που προκύπτουν

αντικαθιστώντας τα κλασσικά ̙άρη του αλγορίθµου ΜΗ µε τις εκτιµήσεις των

µέσων τιµών τους οι οποίες υπολογίζονται χρησιµοποιώντας την αρχική ακολου-

ϑία ΜΗ. Προσοµοιωµένα αποτελέσµατα µας υποδεικνύουν ότι ο εκτιµητής µε

τα εκτιµώµενα ̙άρη έχει µικρότερη διασπορά ακόµα κι από τον εκτιµητή που

χρησιµοποιεί ως ̙άρη τις πραγµατικές µέσες τιµές.

Επίσης ενδιαφέρον παρουσιάζει και η µελέτη εκτιµητών που προκύπτουν αντι-

καθιστώντας τα κλασσικά ̙άρη του υβριδικού δειγµατολήπτη Gibbs µε τις αντί-

στοιχες εκτιµήσεις των µέσων τιµών τους. Για παράδειγµα, αν (X,Y ) ∼ π ϑεω-

̺ούµε έναν υβριδικό δειγµατολήπτη Gibbs, όπου η ακολουθία (Xt)t≥0 παράγεται

από την πλήρως δεσµευµένη κατανοµή πX|Y (·|y), ενώ η (Yt)t≥0 από ένα ̙ήµα MH

µε κατανοµή–στόχο την πY |X(·|x) και κατανοµή πρότασης q(·|y, x). Τότε, τα Yi
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που γίνονται δεκτά, επαναλαµβάνονται στο δείγµα κάποιον (ϑετικό) αριθµό ϕορών

ξi ο οποίος ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας

α∗
MH(yi) =

∫

a∗(yi, z, x)q(z|yi, x)µ(dz),

όπου

α∗(yi, z) = min

{

1,
πY |X(z|x)q(yi|z, x)

πY |X(yi|x)q(z|yi, x)

}

.

Αυτό συνεπάγεται ότι

E{ξ|yi} =
{∫

a∗(yi, z)q(z|yi, x)µ(dz)
}−1

. (6.1)

Το ολοκλήρωµα (6.1) µπορεί να εκφραστεί ως µία µέση τιµή και ενδεχοµένως

να εκτιµηθεί χρησιµοποιώντας την αρχική ακολουθία MH. Εποµένως, και στην

περίπτωση του υβριδικού δειγµατολήπτη Gibbs έχουµε τη δυνατότητα να χρη-

σιµοποιήσουµε αντί για τα τυχαία ̙άρη που προκύπτουν ϕυσικά από το ̙ήµα

MH, εκτιµώµενα ̙άρη και πιθανόν να πάρουµε και εδώ εκτιµητές µε µικρότερες

διασπορές.

΄Ενα ακόµα ανοιχτό ϑέµα είναι η περαιτέρω διερεύνηση ιδιοτήτων της προτεινό-

µενης µεθόδου για την προσοµοίωση παρατηρήσεων από κάποια κατανοµή–στόχο

π µέσω διακριτοποίησης και στάθµισης.

Τέλος, εξαιρετικό ενδιαφέρον ϑα είχε να υπολογιστούν οι ταχύτητες σύγκλισης

της διαδικασίας µε άλµατα που σχετίζεται µε τα κατάλληλα σταθµισµένα δείγµατα

σε πιο γενικές περιπτώσεις.
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α A

Μαρκοβιανές και Ηµιµαρκοβιανές

διαδικασίες

Τίποτα δεν είναι τόσο

πρακτικό όσο η Θεωρία.

—J. Robert Oppenheimer (1904–1967)

Η µνήµη όπου και να την αγγίξεις πονεί

—Γιώργος Σεφέρης (1900–1971)

Α.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο έχουµε συγκεντρώσει ̙ασικές έννοιες και αποτελέσµατα σχε-

τικά µε τις µαρκοβιανές αλυσίδες και τις ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες, τα οποία

είναι αναγκαία για την κατανόηση και την απόδειξη ̙ασικών ιδιοτήτων των µεθό-

δων προσοµοίωσης που αναπτύσσονται στα προηγούµενα κεφάλαια1.

΄Επειτα από τις πρωτοποριακές µελέτες των W. Doeblin, J.L. Doob, T. Harris

και S. Orey, στις αλυσίδες Markov είναι αφιερωµένη µία πληθώρα συγγραµµάτων

(π.χ. Feller, 1970, 1971, Revuz, 1975, Nummelin, 1984, Meyn and Tweedie,

1993, Norris, 1997, Tierney, 1994, Nummelin, 2002), τα οποία καλύπτουν µία

ευρεία περιοχή της ϑεωρίας και των εφαρµογών τους.

Για τις ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες (semi–Markov processes), η ̙ιβλιογραφία

είναι επίσης µεγάλη. Από το 1954 που εισήχθησαν ανεξάρτητα από τρεις συγγρα-

ϕείς, τους Lévy (1954), Smith (1954) και Takács (1954) η ̙ιβλιογραφία αυξάνεται

1Οι αποδείξεις των ϑεωρηµάτων και των προτάσεων αυτού του κεφαλαίου αναφέρονται µόνο

όπου κρίνεται απαραίτητο, διαφορετικά ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στην αντί-

στοιχη ̙ιβλιογραφία.
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̺αγδαία. ΄Ηδη το άρθρο επισκόπησης του Teugels (1976) περιλαµβάνει περίπου

1000 αναφορές από πάνω από 800 συγγραφείς. Μια εκτεταµένη παρουσίαση των

ηµιµαρκοβιανών διαδικασιών και των ̙ασικών εφαρµογών τους γίνεται στα ̙ιβλία

των Janssen and Limnios (1999), Limnios and Oprişan (2001) και Janssen and

Raimondo (2006).

Α.2 Μαρκοβιανές αλυσίδες

Η ϑεωρία των µαρκοβιανών διαδικασιών έχει ως αντικείµενο τη µελέτη οικογενειών

τυχαίων µεταβλητών (Xt)t∈T όπου t είναι µία παράµετρος µε τιµές σε ένα διατε-

ταγµένο σύνολο T , ενώ οι τιµές των τυχαίων µεταβλητών Xt ανήκουν σε ένα σύνολο

X και έχουν τη µαρκοβιανή ιδιότητα, δηλαδή όλο το παρελθόν της ακολουθίας

ανάγεται στην κατάσταση της τελευταίας χρονικής στιγµής που παρατηρήθηκε.

Κατ’ αρχάς, δύο ̙ασικά στοιχεία µίας µαρκοβιανής διαδικασίας (Xt)t∈T είναι :

• Το σύνολο X των τιµών των τυχαίων µεταβλητών (Xt)t∈T το οποίο συνήθως

καλείται χώρος καταστάσεων. ΄Οταν το X έχει πεπερασµένο ή αριθµήσιµο

πλήθος στοιχείων τότε η διαδικασία καλείται διαδικασία µε διακριτό χώρο

καταστάσεων ενώ σε διαφορετική περίπτωση έχουµε µία διαδικασία µε γε-

νικό χώρο καταστάσεων.

• Το σύνολο T των τιµών της παραµέτρου t, το οποίο συνήθως είναι ένα υποσύ-

νολο του R. Οι πιο συνηθισµένες περιπτώσεις είναι T = Z+ = {0, 1, 2, . . .}
και [0,∞). Γενικά, όταν το T είναι ένα αριθµήσιµο σύνολο η διαδικασία

(Xt)t∈T καλείται διαδικασία Markov διακριτού χρόνου ή πιο απλά αλυσίδα

Markov και ϑα γράφουµε (Xn)n∈Z+. Αν το T είναι συνεχές σύνολο τότε η

(Xt)t∈T καλείται διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε κατά κύριο λόγο µε αλυσίδες Markov

µε γενικό χώρο καταστάσεων.

Α.2.1 Βασικοί ορισµοί

Ορισµός Α.1. ΄Εστω (X ,B(X )) ένας µετρήσιµος χώρος και (Ω,F , P) ένας χώρος

πιθανότητας. ΄Εστω επίσης (Xn)n∈Z+ µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών µε τιµές

στον (Ω,F , P). Η (Xn)n∈Z+ ϑα καλείται αλυσίδα Markov αν

P(Xn+1 ∈ B|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(Xn+1 ∈ B|Xn = xn), (Α.1)

∀B ∈ B(X ), n = 0, 1, . . . , και xn, xn−1, . . . , x0 ∈ X .
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Η πρώτη άµεση συνέπεια της (Α.1) είναι ότι για κάθε s > 0 ισχύει

P(Xn+s ∈ B|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(Xn+s ∈ B|Xn = xn). (Α.2)

Ορισµός Α.2. Μία αλυσίδα Markov λέγεται οµογενής (homogeneous) αν η δεσµευ-

µένη κατανοµή του Xn+1 δοθέντος Xn = x δεν εξαρτάται από το n για κάθε x ∈ X .

Ορισµός Α.3. ΄Ενας πυρήνας µετάβασης είναι µία συνάρτηση K η οποία ορίζεται

στο σύνολο X × B(X ) και είναι τέτοια ώστε

(α) για κάθε x ∈ X , το K(x, ·) είναι ένα µέτρο πιθανότητας και

(̙) για κάθε A ∈ B(X ), η K(·, A) είναι µία µετρήσιµη συνάρτηση.

Κάθε πυρήνας µετάβασης ορίζει µία αλυσίδα Markov και αντίστροφα, κάθε

οµογενής αλυσίδα Markov ορίζει ένα πυρήνα µετάβασης

K(x,A) ≡ P(X1 ∈ A|X0 = x), x ∈ X , A ∈ B(X ).

Να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που ο χώρος καταστάσεων X είναι διακριτός,

τότε ο πυρήνας µετάβασης K µετατρέπεται σε πίνακα (µετάβασης) µε στοιχεία

Kij = P(X1 = j|X0 = i), i, j ∈ X .

Μία µαρκοβιανή αλυσίδα καθορίζεται πλήρως από την κατανοµή τής X0 η οποία

καλείται αρχική κατανοµή και από τον πυρήνα µετάβασής της. Πιο συγκεκριµένα,

η αρχική κατάσταση X0 επιλέγεται σύµφωνα µε κάποια αρχική κατανοµή µ0.

΄Επειτα, η κατάσταση X1 επιλέγεται τυχαία από τη δεσµευµένη κατανοµή

P(X1 ∈ B|X0 = x0), B ∈ B(X ),

και αυτή η διαδικασία συνεχίζεται. Γενικά ισχύει ότι

P(X1 ∈ A1|X0 = x) = K(x,A1)

P
(

(X1, X2) ∈ A1 × A2|X0 = x
)

=

∫

A1

K(y1, A2)K(x, dy1)

...

P
(

(X1, . . . , Xn) ∈ A1 × . . . ,×An|X0 = x
)

=

∫

A1

· · ·
∫

An−1

K(yn−1, An)

×K(yn−2, dyn−1) × · · · × K(x, dy1).

Ορισµός Α.4. Η συνάρτηση

Kn(x,B) = P(Xn ∈ B|X0 = x0) (Α.3)
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λέγεται πυρήνας µετάβασης n τάξης.

Για τον πυρήνα µετάβασης n τάξης ισχύει

Kn(x,B) =

∫

X
Kn−1(y,B)K(x, dy) =

∫

X
K(y,B)Kn−1(x, dy)

για όλα τα B ∈ B(X ), x ∈ X , n = 1, 2, . . .. Για n = 0 ϑέτουµε

K0(x, ·) = δx(·),

όπου δx(·) το µέτρο Dirac στο x ∈ X ,

δx(A) =

{

1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

Στην πραγµατικότητα η Kn(·, ·), n ≥ 1, είναι πυρήνας µετάβασης για την ακολου-

ϑία X0, Xn, X2n, . . . που είναι επίσης αλυσίδα Markov.

Ορισµός Α.5. Η αλυσίδα Markov Xn = (Xnk)k∈Z+ που έχει πυρήνα µετάβασης

τον (Α.3) καλείται n-σκελετός (n-skeleton) της αλυσίδας X.

Ορισµός Α.6. ΄Εστω (X ,B(X )) ένας µετρήσιµος χώρος και (Ω,F , P) ένας χώρος

πιθανότητας. ΄Εστω (Xt)t≥0 µία στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου µε τιµές

στον (Ω,F , P). Η (Xt)t≥0 καλείται διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου αν

P(Xt+s ∈ B|Xu = xu, u ≤ s) = P(Xt+s ∈ B|Xs = xs). (Α.4)

Θα συµβολίζουµε µε Ps,t(x,A) την πιθανότητα P(Xt ∈ A|Xs = x). Η πιθανότητα

Ps,t(x,A) καλείται πιθανότητα µετάβασης της (Xt)t∈R+. Από τον ορισµό προκύπτει

ότι

Ps,s+(x,A) = IA(x).

Ορισµός Α.7. Μια διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου (Xt)t≥0 λέγεται οµογενής

αν η Ps,t(x,A) εξαρτάται µόνο από τη διαφορά t − s, δηλαδή αν

Ps,t(x,A) = P0,t−s(x,A),

για όλα τα x ∈ X , A ∈ B(X ) και (t, s) ∈ R
2
+, s < t.

Πρόταση Α.1. ΄Εστω (Xt)t≥0 µια διαδικασία Markov συνεχούς χρόνου και δ > 0.

Η Xδ = (Xnδ)n∈Z+ , είναι µία αλυσίδα Markov.

Λήµµα Α.1. Εξισωσεις Chapman–Kolmogorov. Για κάθε (m,n) ∈ N
2, x ∈ X και

A ∈ B(X ) ισχύει

Km+n(x,A) =

∫

X
Kn(y,A)Km(x, dy)
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Ορισµός Α.8. Αν υπάρχει ένα µέτρο πιθανότητας π που να ικανοποιεί την εξίσωση

π(A) =

∫

π(dx)K(x,A)

τότε λέµε ότι αποτελεί µία στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας.

Ο όρος «στάσιµη κατανοµή» δικαιολογείται από το ότι αν η αρχική κατανοµή

είναι η π τότε η κατανοµή όλων των Xi είναι η π. ΄Εστω Eµ η µέση τιµή ως προς

την κατανοµή Pµ, όπου µ ένα αρχικό µέτρο. Στην περίπτωση όπου το µ είναι το

µέτρο Dirac στο x ∈ X τότε ϑα γράφουµε Ex.

Πρόταση Α.2. Ασθενης Μαρκοβιανη Ιδιοτητα. Για κάθε αρχική κατανοµή µ και

για κάθε συνάρτηση h ισχύει

Eµ [h(Xn+1, Xn+2, . . .)|x0, . . . , xn] = Exn
[h(Xn+1, Xn+2, . . .)]

µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει η µέση τιµή.

Η ασθενής Μαρκοβιανή ιδιότητα ουσιαστικά δεν είναι τίποτα άλλο παρά µία

αναδιατύπωση της ιδιότητας έλλειψης µνήµης των Μαρκοβιανών αλυσίδων. Αν h

είναι η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου A, τότε η παραπάνω πρόταση ανάγεται

στον Ορισµό Α.2.

Ορισµός Α.9. Για κάθε A ∈ B(X ) η τυχαία µεταβλητή

τA =

{

min {n ≥ 1 : Xn ∈ A}, αν Xn ∈ A για κάποιο n < ∞,

∞, αν Xn /∈ A για κάθε n,

καλείται χρόνος πρώτης επιστροφής στο A.

Είναι εύκολο να δειχτεί ότι για κάθε A ∈ B(X ) το τA είναι ένας χρόνος τερµατι-

σµού (stopping time), δηλαδή το ενδεχόµενο {τA > n} περιέχεται στη σ–άλγεβρα

που επάγεται από τις (X0, . . . , Xn).

Ορισµός Α.10. Για κάθε σύνολο A ∈ B(X ) η τυχαία µεταβλητή

ηA =
∞

∑

n=1

IA(Xn) (Α.5)

καλείται χρόνος κατοχής του A.

Πρόταση Α.3. Ισχυρη Μαρκοβιανη Ιδιοτητα. Για κάθε αρχική κατανοµή µ και για

κάθε χρόνο τερµατισµού τ ο οποίος είναι σχεδόν ̙εβαίως πεπερασµένος, ισχύει

Eµ [h(Xτ+1, Xτ+2, . . .)|x1, . . . , xτ ] = Exτ
[h(X1, X2, . . .)]
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µε την προϋπόθεση ότι αυτές οι µέσες τιµές υπάρχουν.

Μη διαχωρισιµότητα (Irreducibility)

Ορισµός Α.11. ΄Εστω ένα µέτρο φ ορισµένο στη σ-άλγεβρα B(X ). Αν για κάθε

x ∈ X και A ∈ B(X ) µε φ(A) > 0 υπάρχει ένα n ≥ 1 τέτοιο ώστε

Kn(x,A) > 0 για όλα τα x ∈ X ,

ή, ισοδύναµα, αν

P(τA < ∞|X0 = x) > 0 για όλα τα x ∈ X ,

τότε η αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ λέγεται φ–µη διαχωρίσιµη. Μία αλυσίδα λέγεται

ισχυρά φ–µη διαχωρίσιµη αν n = 1 για όλα τα µετρήσιµα σύνολα A.

Με απλά λόγια, ο Ορισµός Α.11. λέει το εξής : Αν το A είναι µη µηδενικό

σύνολο ως προς το µέτρο φ, τότε, από οποιοδήποτε σηµείο x ∈ X κι αν ξεκινήσει

η αλυσίδα, η πιθανότητα να περάσει κάποτε από το A είναι ϑετική. Συνεπώς, η

αλυσίδα είναι φ–µη διαχωρίσιµη αν από οπουδήποτε κι αν ξεκινήσει, η πιθανότητα

να περάσει από όλα τα φ–ϑετικά σύνολα είναι ϑετική. ΄Οταν ο χώρος καταστάσεων

της αλυσίδας Markov είναι διακριτός, τότε η αλυσίδα είναι µη διαχωρίσιµη αν

όλες οι καταστάσεις της επικοινωνούν µεταξύ τους.

Θεώρηµα Α.1. Αν η αλυσίδα είναι φ–µη διαχωρίσιµη για κάποιο µέτρο φ, τότε

υπάρχει ένα µέγιστο (maximal) µέτρο ψ τέτοιο ώστε

1. η αλυσίδα είναι ψ–µη διαχωρίσιµη,

2. κάθε µέτρο φ′ για το οποίο η αλυσίδα είναι φ′–µη διαχωρίσιµη είναι απολύτως

συνεχές ως προς το ψ, δηλαδή για κάθε A ∈ B(X ) µε ψ(A) = 0 ισχύει

φ′(A) = 0 και

3. αν ψ(A) = 0 τότε ψ({x : P n(x,A) > 0 για κάποιο n ≥ 1}) = 0.

Με απλά λόγια : Αν η αλυσίδα είναι φ–µη διαχωρίσιµη για κάποιο µέτρο φ τότε

υπάρχει κάποιο µέτρο ψ το οποίο καθορίζει όλα τα σύνολα στα οποία µπορεί αυτή

να ̙ρεθεί µε ϑετική πιθανότητα. Γενικά, η φ–µη διαχωρισιµότητα δεν καθορίζει

όλα παρά µόνο κάποια από αυτά τα σύνολα, αυτά µε φ(A) > 0. ∆εν εξασφαλίζει

ότι αν φ(A) = 0 τότε η αλυσίδα έχει µηδενική πιθανότητα να επισκεφθεί το A.

Αντιθέτως, από την τρίτη ιδιότητα, ̙λέπουµε ότι για το µέγιστο µέτρο ψ, αν κάποιο

σύνολο A είναι ψ–µηδενικό τότε το σύνολο τών x ∈ X από τα οποία αν ξεκινήσει η

αλυσίδα ϑα ̙ρεθεί κάποτε στο A µε ϑετική πιθανότητα είναι επίσης ψ–µηδενικό.
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Απεριοδικότητα (Aperiodicity)

Ορισµός Α.12. Η αλυσίδα λέγεται περιοδική αν υπάρχει µία διαµέριση A1, . . . , Ad

∈ B(X ) τού X τέτοια ώστε

P(x,Aj+1) = 1, ∀x ∈ Aj (µε Ad+1 ≡ A1).

Αν δε συµβαίνει κάτι τέτοιο η αλυσίδα λέγεται απεριοδική.

Για παράδειγµα, έστω ότι η αλυσίδα είναι περιοδική µε d = 2 και X0 ∈ A1. Τότε

υποχρεωτικά X1 ∈ A2, X2 ∈ A1, X3 ∈ A2, X4 ∈ A1 κλπ. ∆ηλαδή, η αλυσίδα

πηδάει σε κάθε ̙ήµα από το ένα σύνολο στο άλλο. Αυτό έχει ως συνέπεια το

εξής : Εάν ξέρουµε από ποιο από τα δύο σύνολα ξεκινάει η αλυσίδα, γνωρίζουµε

σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή σε ποιο από τα δύο σύνολα ϑα ̙ρεθεί.

Μεταβατικότητα και Επαναληπτικότητα (Transience and Recurrence )

Ορισµός Α.13. ΄Ενα σύνολο A ∈ B(X ) ονοµάζεται οµοιόµορφα µεταβατικό (uni­

formly transient) αν υπάρχει µία σταθερά M < ∞ τέτοια ώστε

Ex (ηA) ≤ M για κάθε x ∈ A.

Ορισµός Α.14. ΄Ενα σύνολο A ∈ B(X ) λέγεται επαναληπτικό αν

Ex (ηA) = ∞ για κάθε x ∈ A.

Με απλά λόγια : ΄Ενα σύνολο A λέγεται επαναληπτικό αν, δεδοµένου του ότι

η αλυσίδα ξεκινάει από κάποιο σηµείο του, αναµένουµε άπειρες επιστροφές σε

αυτό.

Ορισµός Α.15. Μία αλυσίδα λέγεται επαναληπτική αν κάθε σύνολο το οποίο αυτή

µπορεί να επισκεφθεί µε ϑετική πιθανότητα είναι επαναληπτικό.

Ο Harris (1956) εισήγαγε µία ισχυρότερη ιδιότητα από την επαναληπτικότητα,

η οποία πήρε και το όνοµά του.

Ορισµός Α.16. ΄Ενα σύνολο A ∈ B(X ) ϑα λέγεται Harris επαναληπτικό αν

P(ηA = ∞|X0 = x) = 1 για κάθε x ∈ A.

Αν η αλυσίδα είναι ψ–µη διαχωρίσιµη (µε ψ µέγιστο) και κάθε ψ–ϑετικό σύνολο

είναι Harris επαναληπτικό τότε η αλυσίδα λέγεται Harris επαναληπτική. Αποδει-

κνύεται ότι αν µία αλυσίδα είναι Harris επαναληπτική, τότε

P(ηA = ∞|X0 = x) = 1 για κάθε x ∈ X .
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Με απλά λόγια : ΄Ενα σύνολο A λέγεται Harris επαναληπτικό αν η αλυσίδα επι-

στρέφει σε αυτό άπειρες ϕορές µε πιθανότητα ένα. (Αυτό προφανώς είναι πολύ

ισχυρότερο από το να απειρίζεται ο αναµενόµενος αριθµός επιστροφών στο σύ-

νολο.) Μία Harris επαναληπτική αλυσίδα επισκέπτεται κάθε µη µηδενικό σύνολο

άπειρες ϕορές µε πιθανότητα ένα από όποιο σηµείο κι αν ξεκινήσει.

Πρόταση Α.4. Αν για κάθε A ∈ B(X ) ισχύει

P(τA < ∞|X0 = x) = 1 για κάθε x ∈ A

τότε

P(ηA = ∞|X0 = x) = 1 για κάθε x ∈ A

και η (Xn)n∈Z+ είναι Harris επαναληπτική αλυσίδα.

Στην περίπτωση διακριτού χώρου καταστάσεων η επαναληπτικότητα και η Har­

ris επαναληπτικότητα είναι ισοδύναµες εννοιες.

Οι Tierney (1994) και Chan and Geyer (1994) αναλύουν το ̺όλο της Harris

επαναληπτικότητας στους αλγόριθµους MCMC και επισηµαίνουν ότι η Harris

επαναληπτικότητα ισχύει για τους περισσότερους από αυτούς.

Ορισµός Α.17. Αν µία ψ–µη διαχωρίσιµη αλυσίδα έχει µία στάσιµη κατανοµή π

τότε λέγεται ϑετική.

Ορισµός Α.18. Αν µία αλυσίδα είναι Harris επαναληπτική και ϑετική τότε λέγεται

ϑετική Harris.

Θεώρηµα Α.2. Αν η αλυσίδα είναι µη διαχωρίσιµη και έχει µία στάσιµη κατανοµή

π, τότε αυτή είναι µοναδική.

Θεώρηµα Α.3. Αν µία αλυσίδα (Xn)n∈Z+ είναι ϑετική, τότε είναι και επαναληπτική.

Θεώρηµα Α.4. Αν η (Xn)n∈Z+ είναι µία επαναληπτική αλυσίδα και έχει την π ως

στάσιµη κατανοµή, τότε αυτή είναι µοναδική.

Αντιστρεψιµότητα (Reversibility)

Μια άλλη ιδιότητα που µπορεί να έχει µία αλυσίδα Markov είναι η αντιστρεψι-

µότητα. Η ιδιότητα της αντιστρεψιµότητας µας λέει ότι η κατεύθυνση του χρόνου

δεν επηρεάζει τη δυναµική της αλυσίδας.

Ορισµός Α.19. Μία αλυσίδα Markov µε χώρο καταστάσεων X και πυρήνα µετά-

̙ασης K λέγεται αντιστρέψιµη ως προς µία κατανοµή π ορισµένη στο X , αν

∫

A

∫

B

π(dx)K(x, dy) =

∫

B

∫

A

π(dy)K(y, dx), ∀A,B ∈ B(X ). (Α.6)
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Αποδεικνύεται εύκολα ότι σε αυτήν την περίπτωση η π είναι η στάσιµη κατανοµή

τής αλυσίδας.

Ορισµός Α.20. Μία αλυσίδα Markov µε χώρο καταστάσεων X και πυρήνα µετά-

̙ασης K ικανοποιεί τη λεπτοµερή συνθήκη ισορροπίας (detailed balance condition)

αν ικανοποιεί τη Σχέση (Α.6).

Η αλυσίδα είναι αντιστρέψιµη ως προς την π αν και µόνον αν, υπό στασιµότητα

(δηλαδή αν Xn ∼ π),

P{Xn ∈ A,Xn+1 ∈ B} =

∫

x∈A

∫

y∈B

π(dx)K(x, dy)

=

∫

x∈A

∫

y∈B

π(dy)K(y, dx)

= P{Xn ∈ B,Xn+1 ∈ A}.

Εργοδικότητα (Ergodicity)

Συνήθως, η απόσταση δύο µέτρων µ, ν ορισµένων πάνω σε µία σ–άλγεβρα B
µετριέται ̙άσει τής νόρµας ολικής µεταβολής (total variation norm)

||µ − ν|| = sup
A∈B

|µ(A) − ν(A)|.

Θεώρηµα Α.5. Αν υπάρχει µία κατανοµή πιθανότητας π και για κάθε αρχική κα-

τάσταση x ∈ X ισχύει

lim
n→∞

||Pn(x, ·) − π|| = 0,

η αλυσίδα λέγεται εργοδική και η π είναι η στάσιµη κατανοµή της.

Θεώρηµα Α.6. Αν η (Xn)n∈Z+ είναι µία Harris ϑετική και απεριοδική αλυσίδα

Markov µε στάσιµη κατανοµή π, τότε

lim
n↑∞

||Pµ(Xn ∈ ·) − π|| = 0

για οποιαδήποτε αρχική κατανοµή µ.

Θεώρηµα Α.7. Αν µία αλυσίδα είναι Harris ϑετική και απεριοδική µε στάσιµη

κατανοµή π, τότε είναι εργοδική και για οποιαδήποτε αρχική κατανοµή µ0

• η ‖µn − π‖ είναι ϕθίνουσα ως προς n και

• lim
n↑∞

‖µn − π‖ = 0,

όπου µn είναι η κατανοµή τής Xn.
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Το παραπάνω σηµαίνει ότι οποιαδήποτε και αν είναι η αρχική κατανοµή, η κα-

τανοµή τής Xn πλησιάζει όλο και περισσότερο τη στάσιµη κατανοµή π καθώς

µεγαλώνει το n.

Θεώρηµα Α.8. Εργοδικο Θεωρηµα. Αν X0, X1, X2, . . . µία Harris ϑετική αλυσίδα

Markov µε στάσιµη κατανοµή π και h ∈ L(π), δηλαδή Eπ(|h|) < ∞, τότε

1

n

n−1
∑

i=0

h(Xi)
σ.β.−→ Eπ(h) καθώς n ↑ ∞.

Σηµαντικό ̺όλο στη µελέτη των αλυσίδων Markov παίζει και η ταχύτητα σύ-

γκλισης του µn στην π αφού εκτός των άλλων µία ελάχιστη ταχύτητα σύγκλισης

απαιτείται για την ισχύ του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος. Επίσης, ο υπο-

λογισµός της ταχύτητας σύγκλισης είναι εξέχουσας σπουδαιότητας για τους αλ-

γορίθµους MCMC, αφού η ταχύτητα σύγκλισης συνδέεται άµεσα µε τα κριτήρια

τερµατισµού αυτών των αλγορίθµων.

Ορισµός Α.21. Μια αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ είναι γεωµετρικά εργοδική αν είναι

Harris ϑετική µε κάποια στάσιµη κατανοµή π και υπάρχει ένα r > 1 τέτοιο ώστε

∞
∑

n=1

rn||µn − π|| < ∞, ∀x ∈ X .

Ο Ορισµός Α.21 συνεπάγεται ότι η Kn(x, ·) συγκλίνει στην π µε τουλάχιστον

εκθετική ταχύτητα, αφού

||Kn(x, ·) − π|| ≤ C(x)r−n, n = 1, 2, . . . , ∀x ∈ X , (Α.7)

όπου

C(x) =
∞

∑

n=1

rn||Kn(x, ·) − π||.

Αν το X είναι πεπερασµένο τότε όλες οι µη-διαχωρίσιµες και απεριοδικές

αλυσίδες Markov είναι γεωµετρικά εργοδικές. ΄Οµως, στη γενική περίπτωση τα

πράγµατα είναι διαφορετικά. Για παράδειγµα, οι Mengersen and Tweedie (1996)

έδειξαν ότι ένας συµµετρικός τυχαίος περίπατος ΜΗ είναι γεωµετρικά εργοδικός

αν και µόνο αν η π έχει πεπερασµένες εκθετικές ̺οπές (δες επίσης Roberts and

Tweedie, 1996).

Ορισµός Α.22. Μία αλυσίδα (Xn)n∈Z+ είναι οµοιόµορφα εργοδική αν

lim
n→∞

sup
x∈X

||Kn(x, ·) − π|| = 0.



Α.2 Μαρκοβιανές αλυσίδες 129

Θεώρηµα Α.9. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Η αλυσίδα (Xn)n∈Z+ είναι οµοιόµορφα εργοδική.

2. Υπάρχουν R < ∞ και r > 1 τέτοια ώστε

||Kn(x, ·) − π|| < R r−n, n = 1, 2, . . . , ∀x ∈ X .

Ορισµός Α.23. Συνθηκη Doeblin Η αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ ικανοποιεί τη συν-

ϑήκη Doeblin αν υπάρχουν ένα µέτρο πιθανότητας v, ǫ < 1 και δ > 0 τέτοια ώστε

για κάποιο m να ισχύει

v(A) > ǫ =⇒ P(Xm ∈ A|X0 = x) ≥ δ, ∀x ∈ X .

Θεώρηµα Α.10. Μία απεριοδική ψ-µη διαχωρίσιµη αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ ικα-

νοποιεί τη συνθήκη Doeblin αν και µόνο αν είναι οµοιόµορφα εργοδική.

Θεώρηµα Α.11. Αν υπάρχει β ∈ (0, 1) και κάποιο µέτρο πιθανότητας u τέτοιο ώστε

K(x,A) ≥ βu(A), ∀x ∈ X , A ∈ B(X ),

τότε

||P (Xn ∈ A|X0 = x) − π|| < (1 − β)n, n = 1, 2, . . .

Θεώρηµα Α.12. Αν η αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ έχει µία στάσιµη κατανοµή π, οι

παρακάτω δυο προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Αν h ∈ L(π) τότε ισχύει

lim
n→∞

∑n
i=1 h(Xi)

n
=

∫

h(x)π(dx).

2. Η αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ είναι Harris επαναληπτική.

Για την απόδειξη δες Robert and Casella (2004) σελ. 242.

Κεντρικά Οριακά Θεωρήµατα

Θεώρηµα Α.13. Αν η αλυσίδα Markov (Xn)n∈Z+ είναι απεριοδική, µη διαχωρίσιµη

και αντιστρέψιµη µε στάσιµη κατανοµή π και

0 < γ2
h = Varπ

[

h2(X0)
]

+ 2
∞

∑

k=1

Covπ [h(X0)h(Xk)] < ∞ (Α.8)

τότε ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, δηλαδή

√
n{ĥn − Eπ(h)} d−→ N (0, γ2

h).
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Αν η αλυσίδα Markov δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν αρκεί να είναι πεπε-

̺ασµένη µόνο η δεύτερη ̺οπή για να ισχύει το ΚΟΘ, αλλά χρειάζεται και κάτι

παραπάνω.

Θεώρηµα Α.14. Αν η (Xn)n∈Z+ είναι µία απεριοδική, µη διαχωρίσιµη, ϑετικά Har­

ris επαναληπτική, µε στάσιµη κατανοµή την π και γεωµετρικά εργοδική και αν επί

πλέον ισχύει

Eπ

[

|h(X)2+ǫ|
]

< ∞ (Α.9)

για κάποιο ǫ > 0, τότε

√
n{ĥn − Eπ(h)} d−→ N (0, γ2

h).

όπου η γ2
h δίνεται από την (Α.8).

Μία άλλη προσέγγιση του ΚΟΘ για τις αλυσίδες Markov δίνεται από τους

Hobert et al. (2002). Επίσης, ΚΟΘ για τις αλυσίδες Markov ισχύουν και κάτω

από πιο γενικές συνθήκες (δες Rosenthal, 2007, και τις αναφορές εκεί).

Α.3 Ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες

Α.3.1 Βασικοί ορισµοί

Ορισµός Α.24. ΄Εστω Y = (Yt)t≥0 µία στοχαστική διαδικασία µε τιµές στο (X ,B(X )).

Η Y είναι µία διαδικασία µε άλµατα (jump process) αν για κάθε t υπάρχει ένα

δ = δ(t) τέτοιο ώστε

Yt+h = Yt για κάθε h ∈ [0, δ).

Ορισµός Α.25. ΄Εστω X = (Xn)n∈Z+ µία αλυσίδα Markov και ξ = (ξn)n∈Z+ µία

ακολουθία ϑετικών τυχαίων µεταβλητών για την οποία ισχύει το εξής : ∆οθείσης της

X οι ξ0, ξ1, . . . είναι ανεξάρτητες και η δεσµευµένη κατανοµή της ξn εξαρτάται µόνο

από τις Xn και Xn+1. Αν S0 = 0, Sn =
∑n−1

j=0 ξj, n = 1, 2, . . ., τότε η διαδικασία µε

άλµατα Y = (Yt)t≥0 µε

Yt = Xn αν Sn ≤ t < Sn+1

καλείται ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µε εµφυτευµένη αλυσίδα Markov X και χρό-

νους παραµονής ξ.

Με απλά λόγια : Μία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία παράγεται από µία αλυσίδα

Markov που ο χρόνος παραµονής σε κάθε κατάστασή της είναι τυχαία µεταβλητή

και εξαρτάται από τη συγκεκριµένη κατάσταση και από την κατάσταση στην οποία

ϑα µεταβεί ακολούθως η αλυσίδα. Φυσικά, οι χρόνοι παραµονής ϑα µπορούσαν

να είναι µία ντετερµινιστική συνάρτηση των Xn, Xn+1.
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Μία ειδική περίπτωση ηµιµαρκοβιανής διαδικασίας προκύπτει αν στον Ορι-

σµό Α.25 η δεσµευµένη κατανοµή του ξn εξαρτάται µόνο από την Xn (και όχι και

από την Xn+1). Στην πραγµατικότητα, κάθε ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µπορεί

να αναχθεί σε αυτήν την ειδική περίπτωση. Για να το δούµε αυτό, ας ϑεωρήσουµε

την ακολουθία X̌ = (X̌n)n∈Z+ όπου X̌n = (Xn, Xn+1), n = 0, 1, . . .. Η X̌ είναι

προφανώς µία (διδιάστατη) αλυσίδα Markov. Χρησιµοποιώντας τους χρόνους πα-

̺αµονής ξ, µπορούµε να ορίσουµε µία (διδιάστατη) ηµιµαρκοβιανή διαδικασία

Y̌ = (Y̌t)t≥0 όπου Y̌t = X̌n αν Sn ≤ t < Sn+1. Τότε, δοθείσης της X̌, η δεσµευ-

µένη κατανοµή της ξn εξαρτάται µόνο από την X̌n (που αποτελείται από τις Xn

και Xn+1) και η αρχική ηµιµαρκοβιανή διαδικασία Y είναι η µία συνιστώσα της

Y̌ . Ως εκ τούτου, χωρίς ̙λάβη της γενικότητας, ϑα ϑεωρούµε στη συνέχεια ότι ο

χρόνος παραµονής στην κατάσταση Xn εξαρτάται µόνον από αυτήν.

Στην περίπτωση που οι δεσµευµένες κατανοµές των χρόνων παραµονής είναι

εκθετικές, η Y είναι µία µαρκοβιανή διαδικασία µε άλµατα (Markov jump pro­

cess) λόγω της έλλειψης µνήµης της εκθετικής κατανοµής. Το ίδιο συµβαίνει

στην περίπτωση που οι χρόνοι παραµονής είναι διακριτοί και οι δεσµευµένες κα-

τανοµές τους είναι γεωµετρικές. Τότε, η διαδικασία διακριτού χρόνου είναι µία

αλυσίδα Markov.

΄Οπως κάθε οµογενής αλυσίδα Markov καθορίζεται πλήρως από την αρχική

κατανοµή και τον πυρήνα µετάβασης, το ίδιο συµβαίνει και για τις ηµιµαρκοβιανές

διαδικασίες.

Ορισµός Α.26. ΄Εστω Y = (Yt)t≥0 µία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µε εµφυτευ-

µένη αλυσίδα Markov X και χρόνους παραµονής ξ. Ως ηµιµαρκοβιανός πυρήνας

µετάβασης της διαδικασία ορίζεται η συνάρτηση Q : X × B(X ) × [0,∞) → R µε

Q(x,A, t) = P(Xn+1 ∈ A, ξn 6 t|Xn = x).

Αν K(·, ·) είναι ο πυρήνας µετάβασης της εµφυτευµένης αλυσίδας Markov τότε

ισχύει

K(x,A) = Q(x,A,∞) ∀x ∈ X , A ∈ B(X ).

Στην περίπτωση που ο χρόνος παραµονής σε κάθε κατάσταση εξαρτάται µόνο

από αυτήν και όχι και από την επόµενη, ο ηµιµαρκοβιανός πυρήνας παίρνει τη

µορφή Q(x,A, t) = K(x,A)P (t|x), όπου P (t|x) είναι η συνάρτηση κατανοµής της

δεσµευµένης κατανοµής της ξn δοθέντος Xn = x. Χωρίς ̙λάβη της γενικότητας,

ϑα ϑεωρούµε στη συνέχεια ότι ο χρόνος παραµονής στην κατάσταση Xn εξαρτάται

µόνον από αυτήν.

Μία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία κληρονοµεί ιδιότητες της εµφυτευµένης αλυ-

σίδας Markov. ΄Ετσι, µία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία λέγεται φ-µη διαχωρίσιµη,

επαναληπτική κλπ. αν αυτό συµβαίνει για την εµφυτευµένη αλυσίδα Markov.



132 Μαρκοβιανές και Ηµιµαρκοβιανές διαδικασίες

Α.3.2 Σχετικές διαδικασίες Markov

΄Εστω Y = (Yt)t≥0 µία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία µε χρόνους παραµονής ξ =

(ξn)n∈Z+ και S0 = 0, Sn =
∑n−1

j=0 ξj. Θεωρούµε τη στοχαστική διαδικασία (Nt)t≥0

µε

Nt = sup{n : Sn ≤ t}

που απαριθµεί τον αριθµό των αλµάτων που έχουν συµβεί µέχρι το χρόνο t.

Ορισµός Α.27. Οι στοχαστικές διαδικασίες U = (Ut)t≥0, V = (Vt)t≥0 όπου

Ut = t − SNt
και Vt = SNt+1 − t,

λέγονται παρελθών χρόνος από την τελευταία ανανέωση (backward reccurence

time) και υπολειπόµενος χρόνος µέχρι την επόµενη ανανέωση (forward reccurence

time) αντίστοιχα.

Θεώρηµα Α.15. Οι διδιάστατες στοχαστικές διαδικασίες (Yt, Ut)t≥0 και (Yt, Vt)t≥0

είναι µαρκοβιανές.

Θεώρηµα Α.16. Εάν η εµφυτευµένη αλυσίδα Markov είναι Harris εργοδική µε

στάσιµη κατανοµή g και ισχύει E(ξn|Xn = x) < ∞ για κάθε x, τότε οι διδιάστατες

µαρκοβιανές διαδικασίες (Yt, Ut)t≥0 και (Yt, Vt)t≥0 έχουν (την ίδια) στάσιµη κατα-

νοµή

g(y)P (v|y), (Α.10)

όπου P (v|x) = P(ξn ≥ v|Xn = x).

Ολοκληρώνοντας την Α.10 ως προς v παίρνουµε το ακόλουθο:

Θεώρηµα Α.17. Υπό τις συνθήκες του Θεωρήµατος Α.16, η ηµιµαρκοβιανή διαδι-

κασία έχει οριακή κατανοµή π(y) = g(y)E(ξn|Xn = y).

Εποµένως ισχύει το ακόλουθο:

Πόρισµα Α.1. Αν η εµφυτευµένη αλυσίδα Markov είναι Harris εργοδική και ισχύει

E(ξn|Xn = x) < ∞ για κάθε x, τότε για κάθε A ∈ B(X ) ισχύει

lim
t↑∞

P(Yt ∈ A) = π(A).

Ορισµός Α.28. Μία ηµιµαρκοβιανή διαδικασία (Yt)t≥0 ϑα λέγεται στάσιµη αν είναι

στάσιµη η διδιάστατη µαρκοβιανή διαδικασία (Yt, Vt)t≥0.

Προφανώς, αν η (Yt)t≥0 είναι στάσιµη τότε Yt ∼ π για κάθε t ≥ 0.



Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α B

Υπολογισµός διασποράς εκτιµητή λόγου

΄Εστω (Xi)i≥1 µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών από

την g ή µια αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή την g. ΄Εστω επίσης (Xi, ξi)I≥1

ένα κατάλληλο σταθµισµένο δείγµα ως προς την π. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα

υπολογίσουµε την ασυµπτωτική διασπορά του εκτιµητή λόγου

ĥn =

∑n
i=1 ξih(Xi)
∑n

i=1 ξi

(Β.1)

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο δέλτα. Στην ειδική περίπτωση όπου ξi = w(xi) =

π(xi)/g(xi) παίρνουµε τον εκτιµητή IS.

Μεθοδος ∆ελτα. Αν για την ακολουθία τών p–διάστατων τυχαίων διανυσµάτων

X1,X2, . . . ισχύει

√
n(Xn − µ)

d−→ Np(0,Σ) καθώς n ↑ ∞

και η g(x) = g(x1, . . . , xp) είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση p µεταβλητών µε

▽g(x) =

(

∂

∂x1

g(x), . . . ,
∂

∂xp

g(x)

)′
και ▽g(µ) 6= 0,

τότε √
n(g(Xn) − g(µ))

d−→ N (0,▽g(µ)′Σ▽g(µ)).

Αν (X1, Y1), (X2, Y2), . . . είναι µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων διδιά-

στατων τυχαίων διανυσµάτων µε E(Xi) = µX , E(Yi) = µY 6= 0, Var(Xi) = σ2
X ,

Var(Yi) = σ2
Y , Cov(Xi, Yi) = σXY , γνωρίζουµε ότι

√
n

{(

X̄n

Ȳn

)

−
(

µX

µY

)}

d−→ N2

[(

0

0

)

,

(

σ2
X σXY

σXY σ2
Y

)]

.

Για g(x, y) = x/y έχουµε ▽g(x, y) = (1/y,−x/y2)′ οπότε εφαρµόζοντας την µέ-
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ϑοδο δέλτα παίρνουµε

√
n

(

X̄n

Ȳn

− µX

µY

)

d−→ N
[

0,
1

µ2
Y

(

σ2
X − 2

µX

µY

σXY +
µ2

X

µ2
Y

σ2
Y

)]

.

Εφαρµόζοντας το παραπάνω µε w(Xi)h(Xi) στην ϑέση τού Xi και w(Xi) στην

ϑέση τού Yi παίρνουµε

µX = Eg [w(Xi)h(Xi)] = Eπ [h(Xi)] (Β.2)

µY = Eg [w(Xi)] = 1 (Β.3)

σ2
X = Var [w(Xi)h(Xi)] (Β.4)

σ2
Y = Var [w(Xi)] (Β.5)

σXY = Cov [w(Xi)h(Xi), w(Xi)]

= Eg

[

w2(Xi)h(Xi)
]

− Eg [w(Xi)] Eg [w(Xi)h(Xi)]

= Eπ [w(Xi)h(Xi)] − Eπ [h(Xi)] (Β.6)

οπότε η διασπορά του εκτιµητή IS ϑα ισούται µε

σ2
IS = Var [w(Xi)h(Xi)] + E

2
π [h(Xi)]

(

2 + Var [w(Xi)]
)

−
2 Eπ [h(Xi)] Eπ [w(Xi)h(Xi)] . (Β.7)

Ισχύει επίσης το ΚΟΘ, δηλαδή

√
n{ĥn − Eπ(h)} d−→ N (0, σ2

IS).

΄Ενας συνεπής εκτιµητής τής σ2
IS είναι ο

σ̂2
IS =

n
∑n

i=1 w(Xi)
2{h(Xi) − ĥn}2

{∑n
i=1 w(Xi)}2

.

Συνεπώς, µπορούµε να υπολογίσουµε 100(1 − α)% προσεγγιστικά διαστήµατα

εµπιστοσύνης για την Eπ(h),

[ ĥn − zα/2σ̂IS/
√

n , ĥn + zα/2σ̂IS/
√

n ] .

Εφαρµόζοντας τώρα το παραπάνω στη γενικότερη περίπτωση, µε ξih(Xi) στην

ϑέση τού Xi και ξi στην ϑέση τού Yi παίρνουµε

µX = Eg [ξih(Xi)] = Eg

(

E [ξih(Xi)|Xi]
)

= Eg

(

κw(Xi)h(Xi)
)

= κ Eπ [h(Xi)] (Β.8)
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µY = Eg

(

E [ξi|Xi]
)

= Eg

(

κw(Xi)
)

= κ (Β.9)

σ2
X = Var [ξih(Xi)]

= Var
(

E [ξih(Xi)|Xi]
)

+ E
(

Var [ξih(Xi)|Xi]
)

= Var
(

h(Xi)E [ξi|Xi]
)

+ E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

= Var
(

h(Xi)κ w(Xi)
)

+ E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

= κ2
Var

(

h(Xi)w(Xi)
)

+ E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

(Β.10)

σ2
Y = Var [ξi]

= Var
(

E [ξi|Xi]
)

+ E
(

Var [ξih|Xi]
)

= κ2
Var [w(Xi)] + E

(

Var [ξi|Xi]
)

(Β.11)

σXY = Cov [ξih(Xi), ξi]

= Eg

[

ξ2
i h(Xi)

]

− Eg [ξi] Eg [ξih(Xi)]

= Eg

(

h(Xi)E
[

ξ2
i |Xi

] )

− κ2
Eπ [h(Xi)]

= Eg

(

h(Xi)
{

Var [ξi|Xi] + (E [ξi|Xi])
2} )

− κ2
Eπ [h(Xi)]

= Eg

(

h(Xi)
{

Var [ξi|Xi] + κ2 w2(Xi)
} )

− κ2
Eπ [h(Xi)]

= Eg

(

h(Xi)Var [ξi|Xi]
)

+ κ2
Eg

(

h(Xi)w
2(Xi)

)

−
κ2

Eπ [h(Xi)] (Β.12)

οπότε

σ2 =
1

κ2

{

κ2
Var

(

h(Xi)w(Xi)
)

+ E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

− 2
κ Eπ [h(Xi)]

κ
×

[

Eg

(

h(Xi)Var [ξi|Xi]
)

+ κ2
Eg

(

h(Xi)w(2Xi)
)

− κ2
Eπ [h(Xi)]

]

+

κ2 (Eπ [h(Xi)])
2

κ2

[

κ2
Var [w(Xi)] + E

(

Var [ξi|Xi]
)]

}

= Var [h(Xi)w(Xi)] − 2E
[

h(Xi)w
2(Xi)

]

Eπ [h(Xi)] + 2
(

Eπ [h(Xi)]
)2

+

Eπ [h(Xi)]
)2

Var [w(Xi)] +
1

κ2

{

E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

−

2E
(

Var [ξi|Xi]
)

Eπ [h(Xi)] + Var [ξi|Xi] (Eπ [h(Xi)])
2
}

= σ2
IS +

1

κ2

{

E
(

h2(Xi)Var [ξih|Xi]
)

−

2E
(

Var [ξi|Xi]
)

Eπ [h(Xi)] + Var [ξi|Xi] (Eπ [h(Xi)])
2
}

= σ2
IS +

1

κ2
Eg

{

Var [ξih(Xi)|Xi] (h(Xi) − Eπ [h(Xi)])
2
}

Στην περίπτωση που η ακολουθία (Xi)i≥1 είναι µια αλυσίδα Markov, αυτό που

αλλάζει στον υπολογισµό της διασποράς των εκτιµητών λόγου είναι ότι πρέπει να

συνυπολογιστούν και οι αυτοσυσχετίσεις.

Πιο συγκεκριµένα, οι Σχέσεις (Β.4)–(Β.5) και (Β.10)–(Β.11) Θα πάρουν τη
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µορφή

σ2
X = Var [w(X1)h(X1)] + 2

∞
∑

j=2

Cov [w(X1)h(X1), w(Xj)h(Xj)] (Β.13)

σ2
X′ = Var [ξ1h(X1)] + 2

∞
∑

j=2

Cov [ξ1h(X1), ξjh(Xj)] (Β.14)

σ2
Y = Var [w(X1)] + 2

∞
∑

j=2

Cov [w(X1), w(Xj)] (Β.15)

σ2
Y ′ = Var [ξ1] + 2

∞
∑

j=2

Cov [ξ1, ξj] (Β.16)

όπου

Cov [ξ1h(X1), ξjh(Xj)] = E [ξ1h(X1)ξjh(Xj)] − E [ξ1h(X1)] E [ξjh(Xj)]

= E
{

E [ξ1h(X1)ξjh(Xj)|X1, Xj]
}

−
E
{

E [ξ1h(X1)|X1] E
{

E [ξjh(Xj)|Xj]
}

= κ2
{

E [w(X1)h(X1)w(Xj)h(Xj)] −

Eπ [h(X1)] Eπ [h(Xj)]
}

= κ2
Cov [w(X1)h(X1), w(Xj)h(Xj)] . (Β.17)

Αντίστοιχα έχουµε

Cov [ξ1, ξj] = κ2
Cov [w(X1), w(Xj)] . (Β.18)

Εποµένως και στην περίπτωση των αλυσίδων Markov η σχέση που συνδέει τη

διασπορά του IS εκτιµητή µε τον γενικό εκτιµητή λόγου είναι

σ2 = σ2
IS +

1

κ2
Eg

{

Var [ξih(Xi)|Xi] (h(Xi) − Eπ [h(Xi)]
2 }

.

Λήµµα Β.1. Ισχύει

Eg{ξih(Xi)ξjf(Xj)} =











κ2Eg{w(Xi)
2h(Xi)f(Xj)} + Eg{Var(ξi|Xi)h(Xi)f(Xi)},

i = j,

κ2Eg{w(Xi)h(Xi)w(Xj)f(Xj)}, i 6= j.

Απόδειξη. ∆εσµεύοντας στα Xi, Xj παίρνουµε

Eg {ξih(Xi)ξjf(Xj)} =E [E {ξih(Xi)ξjf(Xj)} |Xi, Xj]

=E [h(Xi)f(Xj)E (ξiξj|Xi, Xj)] .



Υπολογισµός διασποράς εκτιµητή λόγου 137

Εποµένως, για i 6= j,

Eg {ξih(Xi)ξjf(Xj)} =Eg [h(Xi)f(Xj)E (ξiξj|Xi, Xj)]

=Eg [h(Xi)f(Xj)E (ξi|Xi) E (ξj|Xj)]

=Eg [h(Xi)f(Xj)κw (Xi) κw (Xj)]

=κ2
Eg [h(Xi)f(Xj)w (Xi) w (Xj)]

ενώ για i = j,

Eg

{

ξ2
i h(Xi)f(Xi)

}

=Eg

[

h(Xi)f(Xi)E
(

ξ2
i |Xi

)]

=Eg

[

h(Xi)f(Xi)
{

Var(ξi|Xi) +
(

E(ξi|Xi)
)2

}]

=Eg [h(Xi)f(Xi)Var(ξi|Xi)] + Eg

[

h(Xi)f(Xi)κ
2w2(Xi)

]

=Eg [h(Xi)f(Xi)Var(ξi|Xi)] + κ2
Eg

[

h(Xi)f(Xi)w
2(Xi)

]

.
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