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Bounds, Approximations and

Monotonicity Properties in Risk

Theory

We consider the renewal risk model, often referred to as the Sparre Andersen
risk model. In this model, the insurer’s surplus at time t, is given by

U(t) = u+ ct−
Nt∑
k=1

Yk,

where u ≥ 0 is the initial surplus, c is the rate of premium income per unit time
and Nt is the number of claims in the time interval (0, t]. The individual claim
amounts Y1, Y2, . . . are positive, independent and identically distributed (i.i.d.)
random variables with common distribution function (d.f.) P (t) = Pr(Y ≤ t),
tail P (t) = 1−P (t) = Pr(Y > t), density p(t) and mean E(Y ) = m <∞. These
claim amounts are also independent of Nt, and the corresponding interclaim
times T1, T2, . . . are generally distributed with common mean E(T1). Let T
denote the time of ruin, i.e. the time that the surplus becomes negative for the
first time and note that T is a defective random variable. The probability of
ruin is then defined by

ψ(u) = P (T <∞|U(0) = u).

The d.f. of the deficit at ruin, namely

H(u, y) = Pr(|U(T )| ≤ y, T <∞|U(0) = u),

was introduced by Gerber et al. (1987) and represents the probability that,
starting with a surplus u, ruin occurs and the deficit |U(T )| at the time of ruin
T does not exceed y ≥ 0. It is also convenient to define the proper d.f. of the
deficit,

Hu(y) =
H(u, y)

ψ(u)
= Pr(|U(T )| ≤ y | T <∞, U(0) = u)

vii
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with tail Hu(y) = 1 −Hu(y).
Monotonicity properties for the distribution Hu(y) in the classical risk mo-

del, i.e. when claims arrive according to a Poisson process, have been discussed
by Willmot and Lin (1998). Earlier, Dickson and Dos Reis (1996) have exami-
ned conditions under which Hu(y) is a monotone function of u. Willmot and
Lin (1998) have shown that some of these conditions cannot be met in practice
and, using numerical studies, raised some further questions about which condi-
tions guarantee that Hu(y) varies monotonically in u. Here, we obtain various
monotonicity properties for the distribution Hu(y) and other related quantities
in the renewal risk model, giving answers to some of these questions. Moreover,
we introduce a new reliability class of distributions that plays and important
part in the analysis. We also provide generalisations (expressed in terms of the
distribution of the deficit) of the well-known new worse than used property of
the probability of non-ruin in the renewal model.

Furthermore, we derive a generalisation of the Lundberg condition, in the
renewal model, by studying a defective renewal equation. This generalisation
explains why the monotonicity of the function Hu(y) in u is important. We
obtain a similar condition as Lundberg’s for the d.f. H∞(y), which has been
defined by Willmot (2002). As an application of this generalisation, we give
some new exponential bounds for the probability of ruin, the stop-loss premium
and the tail of deficit. Numerical examples are also presented to illustrate our
results.

For the classical risk model with Poisson arrivals, we study the (bivariate)

tail of the joint distribution of the surplus prior to and at ruin. We also derive

some exact expressions and new bounds for this tail, and we suggest three

numerical methods that yield upper and lower bounds for it. As a byproduct

of the analysis, we obtain new upper and lower bounds for the probability and

the tail of the deficit at ruin. Many of these bounds improve and generalise

corresponding bounds that have appeared earlier. For the numerical bounds,

their performance is compared against bounds available in the literature.
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��� �� !��������

&���� �����	��� !� �����$�
�� ��� ���
�� ��������� 5�� ��� ��
&����!� ���

��������� �
5��� 5��� �� ���5���!� ����� �
�����5� #
�5��
� �� Willmot and

Lin (1998) �!$���	����� �� ��������!��� ��� Dickson and Dos Reis� "���

���
�!���� ���� IFR ��
������ �
���!����%��� ������
�����!��� ����-�� 5�� �

Hu(y) ��� ����� !��5���� � �
� u� ��% ���� DFR ��
������ �
	��� 5�� ���

������ !�� ����	�� ��� ����� ���
������ ��� ���������� �� ��5���-� ��� ����

�����!��� ��� Dickson and Dos Reis� 1�� �� �5�� ���5 �������� 5�� ��� ����

DFR ��
������ � Hu(y) ��� ����� !��5���� � �
� u� ��
� �� �%���� �&����

��5���-� 	 �&���� ������
&����!�� �!�� �����������!�� ��� ?�����5��
�@ ����

������5 !������ 5�� ���� DFR ��
������ �� ��������!� ��� Dickson and Dos

Reis ����� ����5� *A�� $������� ��5 �� ��
��&��� � !�������� ����
�	����

��� ������
�!��� ������� ����� �������
� �
����	 ��� �&��� ��&
��� � �������

��� �&���B �����&!�� ��5!� �� !�������� �&����� &���� �����	��� ��������

���� ��������!��� ��� Willmot (2002)� ���&���!� !�� ��� ��&�� ������!%�

� ����� ���)�� ��!�����5 
5�� ���� ��&���	 !��  ���� ���������!� ��� ���


�� �����	 NWU ���5���� ��� ��� �����5���� !� �
������� ��� ���������5

!������� �
���!����%��� ��� ������!	 ��� �����!!����

"�� ��$&���� 8 �
�����!�� ��� ���������5 !������ �� ���
�� ���������

!�� ��������� �� ����	�� ��� Lundberg �
���!����%��� ��� ��
& �� ���

����!	 ��� �����!!���� H(u, y)� ���& �� ����!	 �� �
�������� ������ ���

�� ��������� ���	 ����� � ��
��� �� �����!!����	 ���������	 �-����� !��

��� ���&
����� (
���!����%��� �� ��������� ��� Lundberg ��� �� ���5����

!�������� ��� ��� ������!	 ��� �����!!��� ������� 5�� �� ����� �
��������

Hu(y)� ��� �� !����	���!� ��� ��$&���� 6� �
�����!� ��������!��� !������

��� ��� �� ���&
���� eRu ψ(u) ��� ��� �������& $
&�!��� ��� ��� �����5����

�
�������� �� ���5 �� �
5�� ��
����&)��!� ��� �$�
!��� ��� �� �
���!5���

�� �� !�������� �� ���&
���� Hu(y) ��� ���������5 !������� A� Willmot

et al. (2001) ������ ��� ���������5 !������ &�� ��� �&�� $
&�!��� ��� ���

�����5���� �
������� ��� 5!� ����� ������� �� ������������ ��5!� ��� ���

������5 !�������  � $
&�!��� ��� �
�������� ��5 �� ��������� ��� Lundberg

��5 �� !�� ����
& ����� �� ���	 !�
$	 ��� ��5 ��� &��� ����� ����
���!� !� ��

$
&�!��� ��� Willmot (2002) ��� Willmot et al. (2001)�  ���� ���� ��
������

��� ����������%� ������!%� �
�����!� ���!�������� ����� ��� ����������
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	�� �����& ��������!����

"�� ��$&���� 4 !������!� ��� ��
& �� ��5 ������ ������!	 ��� �����&��

!��� ��
��% �
�� ��� ���& �� ����!	 �� �
�������� ��� ������5 !������

�� ���
�� ��������� ;���)5!���� ��� ��������!��� ��� Gerber and Shiu

(1998)� ��
����&)��!� !�� ��� ��5���-� ��� ��� �����!!����	 ���������	 �-�����

��� ���������� � ��
��&�� ��
&� #
���& � �����!!����	 ���������	 �-�����

��������&����� ��5 ��� Schmidli (1999)� ����� ����� Dickson (1992)� #�5 ���

�-����� ���	� �
�����!� �&���� ��
���� ��$
&��� ��� ��� $
&�!��� ��� ��

������
�!��� ��
&�  ���� �����!� �
�� �
��!����� !��5��� ��� ��� ��
���

&�� ��� �&�� $
��!&��� ��� ��� ��
& �� ��5 ������ ������!	 ��� �����&��

!��� ��
��% �
�� ��� ���& �� ����!	 �� �
��������

"�� ��$&���� 9 �$�
!5)��!� �� ��������!��� ��� ��$������ 4 ��� ���

��5 ������ ������!	 ��� �����&�!��� �
�� ��� !��& �� �
������� !� ����5 ��

�
��!� ���� &�� ��� �&��� $
&�!��� ��� ��� �����5���� �
������� ��� ����

���5 !������� ����& ��5 �� $
&�!��� �����%���� ��� ���������� 	�� ��&
�����

$
&�!����  � �
��!����& ��
�����!��� ��� �����!� �������� ��� ��5���� ���

$
��!&��� !� �� ����� !� �����5��
� $
&�!���� ��
����&)��!� ����� ���

�����& $
&�!��� ��� ��������� ������ ��� �� ���&
���� H(u, x, y)�  ����

�����������!� !�
��& ���!������& ��������!��� ���� ��
������ 5��� � �����

��!	 ���

���� ��	��� ���� ��&�� ��� ����������%� ������!%��



�������� �

��� !��  "# $��%��# &��'(��� )

*���&!# !�����#

��� �����	�


"�� ��$&���� ���5 �������� �� ��
�� ������ ��� �
��!��� �����& ��������!��

�� ��� ����� ���
������ ��� ��5����� �� �
������ �����5��
� ��
��
&$��!�

�� ������5 ��� �� ���������5 !������ �� ���
�� ���������  � ���������5

!������ ����� ��� �����5 ��5 �� ������5 !������� ��������� ������� � ������

��� ���������	 �
���
!��	 ��� !�
��& ��
�����!��� ��
��� �� �����5����

�
�������� A� �����!!����� ���������� �-��%��� ��� �� ��&��� ������!%� ��

-�������� ��������� ��� ��!�����& �
������ ��� ��� �-����	 ���� ��������!&�

��� ��� ��&
���� ��� ��5!��� ��$&����� "��� ��������� ��
&�
�$� !����&!�

�&���� ������ ��&��� ������!%� !� ��
�& ��
&�

��� ������ �������

"�� !������ ���5� �����5 ��� � !������ Cramér-Lundberg� ���
��!� 5�� ��

���5���!� !�� ��$�������	 ����
�� U(t) �� �
����	 ����!	 t �����

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
k=1

Yk, ?.�.�3@

5��� u ����� �� �
���5 �����!����5� c �� �������5 ��$&����
� ��� ���
%���� ��

��$����!���� ��� !��&�� ��� �
5��� ?�����@ ��� � �����-�
∑N(t)

k=1 Yk ����� �� ���

������ ���)�!�%��� ��� ���
%��� � ��$�������	 ����
�� ���� ��$����!����

?�-���@ !��
� �� �
����	 ����!	 t� �����5��
�� � N(t) ��
���&��� ��� �
��!5 ���

���)�!�%���� !��
� �� �
����	 ����!	 t ��� ��������� ��� ������!	 Poisson !�

��
&!��
� λ t� 1�� t = 0 ����� N(0) = 0� #�5!�� 5�� ������ N(t) = 0 �����

4
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∑N(t)
k=1 Yk = 0� A� ������ !�������� ?��!�@ Y1, Y2, . . . ��$
&)��� �� !����� ���

���)�!�%����� ����� !���-� ��� ���-&
���� ��� ��5��!� !� ������!	 P ���

(0,∞)� ����5���� p ��� ����
��!��� !��� ��!	 m� ��������� �� !����� ���

���)�!�%���� ����� ���-&
���� ��5 ��� �
��!5 ��� ���)�!�%����� A� ����&�

!���� �
5��� T1, T2, . . . !���-� ��� ��������%� ���)�!�%���� ����� ���-&
�����

��5��!� ��!� ��� ���������� ��� �������	 ������!	 !� ��
&!��
� λ�

�

�
0

u

U(t)

t

�
���

�
�
���

�
�
�
�
�
�

�
��

�
�
�
�
�
�
�

���
�
��

�
�
�
�
�
�
� �

U(T−)

�
|U(T )|

T

"�	!�C #����-� �����&�!���

"�� ��
��&�� ��	!�� ��
���&����� �
�$��& � �����-� ��� �����&�!���� A�

������� ��
&����� �
�!!� ?!� ����� c@ ����� � ��-��� ��� �����&�!��� ��%

�� �������!!��� �&���� �
�!!� ����� �� ���)�!�%���� '��
��!� 5�� �������

�
������� 5��� �� ���5���!� ����� ��� �
%�� $�
& �
�����5� < ����	�� ���

�
���� �� ������ ��� �� !� ����� �
������� !� �����5���� 3 ����� λm < c� ���

���	 ��� !��&�� ��� �
5��� �� ���!��5!��� �-��� �� ����� ���5��
� ��5 ��

������ #��5 ��!����� 5�� U(t) −→ ∞ ����5� ������ ���% t −→ ∞� ���������

�
&$��!�

θ =
c− λm

λm
> 0

��� �� ��
��%
�� ��$&���� ��� !��������

< �����5���� �
������� �����

ψ(u) = Pr
{

inf
t>0

U(t) < 0 |U(0) = u
}
. ?.�.�.@

#� T ����� � �
5�� �
������� ��� �
�)���� ��5 �� �����

T =

{
∞, �� U(t) ≥ 0 ��� �&�� t > 0

inf{t > 0 |U(t) < 0}, ���$�
����&,



0

�5�� !�� �����
� ��$
��� �� �����5���� �
������� �����

ψ(u) = Pr(T <∞|U(0) = u). ?.�.�6@

;������� �� ������ &�
���!� ��� ��&
��� ��� �����
� !��� �� ����� (2.2.1)

�
�)��!� ��� ������ �� ������-� !���-� ��� ������!%� ?����� Rolski et al.

(1999, p.28)@�

2����%� �5�5�5 < ������-� ����� ��� ������	 ��� �������)�� ��� ������!	
��� ��
���!��� X + Y � 5��� �� ��!� X ��� Y ����� ���-&
���� !���-� ��� !�
������!� F ��� G ����������� < ������-� F ∗G ��� F ��� G �����

F ∗G(x) =

∫ ∞

−∞
F (x− t) dG(t).

�������� �
&$��!� !� F ∗2 = F ∗ F �� ������-� �����
� �&-�� �� F � ��

��&���� �
5�� F ∗n ����� � n−���	 ������-� �� F � ��� ��5!� �
	��!� ������
����� � ��
& !�� ������!	�

2����%� �5�5�5 < ��
& !�� ������!	 G ����� !�� $������� ���&
���� ���
������� !�

G(x) = lim
y→∞

G(y) −G(x).

��� �
��� ��$
��� ��� ��� �����5���� �
������� ����� � ���� ��� Polla-

czeck - Khinchine ?����� Asmussen (2000, Chapter 3)@

ψ(u) =
∞∑
n=1

(1 − φ)φnP ∗n
e (u) ?.�.�8@

5��� φ = ψ(0) = λm/c = 1/(1 + θ)� P ∗n
e � ��
& �� n����	 �&-� ������-�

�� Pe� 5��� Pe � ������!	 ���

���� �� P !�

Pe(x) =

∫ x

0
P (t) dt

m
,

���&
���� ����5���� �����5����

pe(x) =
P (x)

m

��� ��
&

Pe(x) =

∫ ∞
x
P (t) dt

m
.

*����� ��5 ��� (2.2.4) �
������� 5�� � �����5���� �
������� ����� � ��
& ��

������� ���!��
��	 ������!	

H(u) =

∞∑
n=0

(1 − φ)φn P ∗n
e (u), ?.�.�4@
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5��� � P ∗n
e � ������-� n����	 �&-�� �� ������!	 Pe� < H(u) ���!&)����

������!	 !� �
�������� ����� !�� !����	 ������!	 !� ��� ������ 5�� ���� !&)�

��� u = 0� H(0) = 1 − φ� ��� ����� �����	 ��� u > 0�

"�� ������5 !������� � ���5���� φ pe(y) dy ����� � �����5���� �� ���5���!�

�� ����� ��� �
%�� $�
& �&�� ��5 �� �
���5 �����!����5 ��� �� ����� !���-� ���

��!%� u−y ��� u−y−dy ?����� Bowers et al. (1986, Chapter 13)@� "�� ������5

!������ � ������!	 ���

���� Pe(x) ��!������ !� ��� ������!	 ��� ���!����%�

�>%�� < ������ ��� ���!����%� �>%� �-������� ���� ��5!��� ��
&�
�$��

����� ��!�����5 ��� ��� ��$�������	 ����
�� �� ���
�)�� �� !����� ��� ���

���!!��� |U(T )| ���� ��
������ ��� ����� �
��������  �� ������ ��� �����!!��
�� ���	����� �� Gerber et al. (1987) ��� � ������!	 ��� �
�)���� �

H(u, y) = Pr(|U(T )| ≤ y, T <∞|U(0) = u), ?.�.�9@

!� ��
&

H(u, y) = Pr(|U(T )| > y, T <∞|U(0) = u). ?.�.�0@

< ������!	 H(u, y) ����� �����!!����	 ����� limy→∞H(u, y) = ψ(u) < 1� +�����

��5!� 5�� H(u, 0) = ψ(u)� ��������� !�� �
	��!� ������!	 ��� �� !����	���!�

���������
� ��� ��$&���� 6 ��� 8 ����� � ������!	 ��� �����!!��� �������

5�� �� ����� �
�������� �����	

Hu(y) =
H(u, y)

ψ(u)
= Pr(|U(T )| ≤ y | T <∞, U(0) = u). ?.�.�7@

A� Dufresne and Gerber (1988) ���	����� !�� ��5!� ��!�����	 ������ ���

����� �� ���5���!� ��
��% �
�� �� �
�������� U(T−)� < ��5 ������ ������!	

��� �����&�!��� ��
��% �
�� �� �
������� ��� ��� �����!!��� ���& �� ����!	

�� �
������� �����

H(u, x, y) = Pr(U(T−) ≤ x, |U(T )| ≤ y, T <∞|U(0) = u).

"�� ��$&���� 4 ��� 9 !����&!� !� ����� �����!�
��� ��� ��
& �� ��
��&��

������!	�

��� �����	��� �������

 � ���������5 !������� �����5 ��� � !������ Sparre Andersen� ����� !�� ���

������� ��� �������� !������� ��� ��
��
&>�!� ���� �
�����!��� ��
&�
�$��

5��� ���
��!� 5�� � �
��!5 ��� ���)�!�%���� N(t) !��
� �� �
����	 ����!	 t

����� !�� ���������	 �����-�� A� ����&!���� �
5��� T1�T2���� !���-� ��� ��������

�%� ���)�!�%���� ����� ���-&
����� ��5��!� ��!� ��� ���������� !�� ������!	



:

K !� !��� ��!	 E(T1)� < ����	�� ��� �
���� �� ������ ��� �� !� ����� �
�������

!� �����5���� 3 �����

m < cE(T1).

��������� ������

c = (1 + θ)m/E(T1)

5��� θ > 0 ����� �� ��
��%
�� ��$&�����

 � ���!����& �>� ����� !�� ������ ��� �
��
����� ��5 �� ���
�� ��� ������

�� ��
��&��� ��� ���)��� ��!�����5 
5�� ��� ��5����� �� ����
��	� *A��

������!� ��� ��
��&�� ��	!��� ���
��!� !�� $������� ���������

u = U(0) > u1 = U(T4) > u2 = U(T7) > u3 = U(T9) > . . . .

 5�� �� ���!����& �>� ������� 5�� �� ����� ���	 � ��%�� �&�� ��5 �� u, u1, u2, u3...

�
�)����� � �� ���$�
�

X1 = u− u1

X2 = u1 − u2

X3 = u2 − u3

���
���

��� ����� ���-&
����� ��5��!� ��!� !� ���&
���� ������!	 F � ����5���� f �

��
& F = 1 − F ��� !��� ��!	 μ� *A�� $������� ��5 �� ��	!�� �� X1 �����

�� !����� �� ��%�� ��� �����&�!��� �&�� ��5 �� u� 5��� ���5 ��!��� ���

�
%�� $�
&� < ���������� ������)���� ���
%��� �%
� � ��� �
���5 ������

!����5 �� u1� ���!���� �� X2 ����� �� !����� �� ��%�� ��� �����&�!���

�&�� ��5 �� u1� ������ *����� ��% ��� ������5 !������ � ������!	 ��� ���!����

�%� �>%� ?������!	 ���

����@ ����� &!��� �������!��� !� ��� ������!	 ���

���)�!�%����� ��� ���������5 !������ �&�� ������ ��� ��!�������

# ��!�������!� !� S =
∑N

i=1Xi �� ������ &�
���!� ��� ���!����%� �>%�

!��
� �� ����!	 �� �
�������� < ������ !�������	 N ��������� �� ���!��
��	

������!	 !�

Pr(N = n) = (1 − φ)φn, n = 1, 2, . . . ,

5��� φ = ψ(0)�  5�� ������ P (S > u) = ψ(u)� ?����� Bowers et al., (1986, Cha-

pter 12@ @� #�5 ��� ��������� ����� ����� $���
5 5�� � �����5���� �
�������

��� �������	
��� ��
� ��	 ���	����� ��� ���	������ LaTex� ��� ��� �� ��	� ���
	�����
����� 	� �	������� ��� �
�
���! "���	��	��! ��	 #� ��	��	��! $�	���
�! ��� %����	���
���
%�	��	&!' ��� ����� ����	��& (��
��
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����� � ��
& !�� ������� ���!��
��	 ������!	� &!��� �������!��� !� ���

������!	 ��� ���!����%� �>%� F � ��������� ����!� 5��

E(S) = E(Xi)E(N) =
φμ

1 − φ
.
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"�	!�C ���!����& �>�

A� ��$
&��� (2.2.2) ��� (2.2.3) ��� ��� �����5���� �
������� ������� ���

�&��� ��% � ���� ��� Pollaczeck - Khinchine ?����� �� ����� (2.2.4)@ ������ ��

����������	���!� ��� Pe !� F � �����	

ψ(u) =
∞∑
n=1

(1 − φ)φnF ∗n(u). ?.�6�3@

1����& ��5 ��% ��� ��� �-	� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� ��� ������5

!������ �� ��!����)���� !� Pe ?��$&���� 4 ��� 9@ ��% ��� ���������5 !������

�� ��!����)���� !� F ?��$&���� 6 ��� 8@� A� ������ ��� �����&�!��� ��
��%

�
�� �� �
������� U(T−) ��� ��� �����!!��� ���& �� ����!	 �� �
�������

|U(T )| ����� ���� ��� ��� ��� !�������
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��� ���������
� ���������
�

A ���������	 �
���
!��	 ����� !�� �������
� �
	��!� ������ ��� ���
�� ������

��� ���% ��� �� &���� �%
�� ��� �$�
!��!���� �������	���� "�!����)����

!� R > 0 ��� ���������� ��� �-����� Lundberg ?� �
� r@

MX(r) =

∫ ∞

0

erx dF (x) =
1

φ
, ?.�8�3@

5��� MX(r) ?	 MF (r)@ ����� � 
�������	�
�� ��� ���!����%� �>%� ��� ��!���

r�

*���� (−∞, γ) !� γ ≥ 0� �� !�������
� ������5 ��&���!� ��� ����� ��&
��� �


�������	�
�� MX(r) ��� ��������!� 5�� limr→γMX(r) = ∞� "�� "�	!��� .�3

��� .�. ����
����!� �
�$��& �����
� ��
���%���� 5��� �� �&�� ��	!� � ��!����

��
���&��� �� 
�������	�
�� MX(r) !� r ∈ (−∞,∞) ��� � �
�)5���� ������

����� � y(r) = 1/φ� #�5 ��% ��� ��� �-	 5��� ���$�
5!���� ��� ���������	

�
���
!��	 �� ������!� ��� �
%�� �
�$��	 ��
&����� ��� "�	!��� .�3� 5���

�� R ����� � ���!�!��� ��� ��!���� ��!	 A�

0 R
r

A

1

1��

0 Γ
r

1

1��

"�	!� .�3C

"�� ������5 !������ �� ���
�� �������� ��� �������!� �
��!5 ��� ��

���������	 �
���
!��	 ����� � �-	� A ���������	 �
���
!��	 R ����� �

!��
5��
� �����	 ���� �� �-����� ?� �
� r@

1 + (1 + θ)mr = MY (r), ?.�8�.@

5��� MY (r) =
∫ ∞

0
ert dP (t) � 
�������	�
�� �� ������!	 ��� !������ ���

���)�!�%���� P �



3.

0 Γ
r

1

1��

0
r

1

1��

"�	!� .�.C

< ���5���� ��� �
%�� !��� �� �-����� (2.4.2) ����� !�� �
�!!��	 ���&
�

���� ��� r� ��% � 
�������	�
�� MY (r) ��� �����
� !��� ����� ��-���� ���

��
�	 ?��
�$�� �� ����� &��@� #�5 ��� ��5���� 5�� λm < c ?�������!� θ > 0@

�
������� 5�� � ����� (1 + θ)m �� ������ 1 + (1 + θ)mr ����� !�������
� ��5

��� ����� M
′
Y (0) = m ��� ��!��� r = 0� #�5 �� "�	!� .�6 ������!� 5�� �

�-����� (2.4.2) ���� ��� ������ r = 0 ��� r = R� ��
���
��!� ��5!� ��5 ��

����� (2.4.2) 5�� �� MY (r) = ∞ ��� �&�� r > 0 �5�� ��� ��&
��� � ���������	

�
���
!��	� 1�� ��
&����!�� �� � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ���������

!�� ������!	 Pareto �5�� � ���������	 �
���
!��	 ��� ��&
���� "�� ��$&�

���� 4 �� ������	���!� !�� ��������� �� (2.4.2) ?����� ����� (5.2.3)@� ���

!�������� �� Gerber and Shiu (1998)�

��� �������!� ����� !� ��� (2.4.1) ��� ���������5 !������ ����� ?�����

Rolski et al. (1999, p.255)@

MT1(−cr)MY (r) = 1, ?.�8�6@

5��� MT1 � MY ����� �� 
�������	�
�� ��� ����&!���� �
5��� ��� ��� ���)��

!�%����� ����������� ������ !��
�� �� �������%��� ����� 5�� �� �� ����&!����

�
5��� ���������� ��� �������	 ������!	� �5�� � (2.4.3) ������ !��& ��5 ����

�
&-�� ���� (2.4.2)�

��������� ��� ��
&�
�$� ��
����&)��!� ��� ��
&����!� ��� ��� ��
��� ���

���������	 �
���
!��	 ��� ���������5 !�������


��'������ �5&5�5 '��
��!� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� � �����
���	 !� P (x) = 1− e−bx� x ≥ 0�  5�� ��5 Willmot (2002, Example 3.1@ � �����
��!	 ��� ���!����%� �>%� ��������� ��� ���� ������!	� ������ F (x) = 1−e−bx�
#�5 �� ����� (2.4.1)� !� ���� �
&-�� �
������� 5�� R = (1 − φ) b�
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0 R
r

A

1

"�	!� .�6C

��� ������ ����� �!���"� �"� ��#����"��� $��%

��� ��

��
�����!��� ��
��� �� �����5���� �
������� 5��� ����� �����	 � ������!	

��� ���)�!�%���� ��&
���� !���-� &���� ���� Asmussen (2000)� Bowers

et al. (1986)� Gerber et al. (1987)� Dufrense and Gerber (1989)� Rolski et

al. (1999) ��� Willmot and Lin (2001)� < ��
��� �� ψ(u) ��� ����� �&���

�$���	 !� ��������� !��5���� < ����!��%���� ����� ��� �
���	!��� �����

� ��
��� &�� ��� �&�� $
��!&��� ���% ��� !������ �
���!������ ��	��

�
����%� !����& ��� ��
��� $
��!&��� ��� ��� �����5���� �
�������� 5��

��� ��
&����!� ��� Cai and Garrido (1998, 1999)� De Vylder and Goovaerts

(1984)� Politis (2005)� Willmot and Lin (1997)� Willmot et al. (2001)� �����

��
����
�����5 5�� ��� ������5 !������ ������ ψ(0) = 1/(1+θ)� ��� ��!����� 5��

� �����5���� �
������� 5��� �� �
���5 �����!����5 ����� 0 ���
�&)���� !5��

��5 �� ��
��%
�� ��$&���� θ�


��'������ �5"5�5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� � �������	
!� ��
&

P (x) = e−bx, x ≥ 0.

 5�� ��5 Willmot (2002, Example 3.1@ � �����5���� �
������� ��� ���������5
!������ ����� ψ(u) = φ e−Ru� 5��� R = (1 − φ) b ?����� ��
&����!� 2.4.1@�
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��'������ �5"5�5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ��������� !�-�
�������%� !� ��
&

P (x) = q e−b1 x + (1 − q) e−b2 x, x ≥ 0,

5��� 0 < q < 1 ��� ��
� ��&�� �� �����5���� ��������!� 5�� b1 < b2�
 5�� ��5 Willmot (2002, Example 3.2@ � �����5���� �
������� ��� ���������5
!������ �����

ψ(u) = C1 e
−r1 u + C2 e

−r2 u, u ≥ 0,

5��� r1 = R� r2 �� ����� �� �-����� (2.4.3) !� 0 < r1 < b1 < r2 < b2 ���

C1 =
r2 (b1 − r1)(b2 − r1)

b1 b2 (r2 − r1)
,

C2 =
r1 (r2 − b1)(b2 − r2)

b1 b2 (r2 − r1)
.


��'������ �5"5#5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� !�� !�-� ���
1&!!�?2, β@ !� ����5����

p(x) = qβ2
1xe

−β1x + (1 − q)β2
2xe

−β2x.

'��
��!� 5�� q = 1/2 � β1 = 1.268 ��� β2 = 4.732� 1�� ���� �� ��!� ���
��
�!��
��� � �
%�� 
��	 ����� m = 1� 1�� λ = 1 ��� c = 2� �� Gerber et al.
(1987) ����-�� 5�� � �����5���� �
������� ��� ������5 !������ �����

ψ(u) = 0.517e−0.506u − 0.070e−1.765u + 0.089e−3.544u − 0.036e−5.685u.


��'������ �5"5&5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ��������� ���
Erlang(2,2) !� ����5����

p(x) = 4xe−2x, x ≥ 0,

��� 5�� � ������!	 ��� ����&!���� �
5��� ���� ��� ���� ����5���� ?���������5
!������@� 1�� c = 1.1 � Dickson (1998) ����-� 5�� � �����5���� �
������� �����

ψ(u) = 0.8841 e−0.1818u − 0.0109 e−2.7892u.

��& ������������ �����	���� �'��(����

*���� 0 < φ < 1 ��� G ����� !�� ������!	 ��� [0,∞) !� G(0) = 0� '��
��!� 5��

� ���&
���� Z(u) ���������� !�� �����!!����	 ���������	 �-����� 5��� ������

Z(u) = φ

∫ u

0

Z(u− t) dG(t) + z(u), u ≥ 0, ?.�9�3@
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5��� z(u) ����� !�� �����	 ���&
���� ��� [0,∞)� �-��%��� �� !�
$	 (2.6.1)

������&!� ����& �� ��
���� ��� �$�
!��!���� �������	���� 5�� ��� ��
&�

����!� ��� ���
�� �������� ��� ��� ���
�� ��
%�� D����!�
��� ��� �� �����!�

!����� ���������� �-��%��� �������� ���� Willmot and Lin (2001)�

*���� � ������� ���!��
��	 ������!	 H(u) ��� �
�)���� ��5 �� �����

V (u) =

∞∑
n=0

(1 − φ)φnG∗n(u), ?.�9�.@

5��� G∗n � ������-� n����	 �&-�� �� G� < ������!	 V (u) ���� !&)� ��� 0

V (0) = 1 − φ ��� ����� �����	 ��� u > 0� ��������� ���� ���� ���������5 
5��

��� ���� �� (2.6.1)� ��� �
&$����

Z(u) =
1

1 − φ

∫ u

0+

z(u − t) dV (t) + z(u). ?.�9�6@

"�� ���
�� ��� ���������%� �-��%���� � ������ �� ����� ������
%��!�

���&
���� ���& Riemann ?directly Riemann integrable@ ����� ���
������ ���

���� !�������� !���-� &���� ��5 ��� Feller (1971)� Ross (1983)� Asmussen

(1987)� ��� Rolski et al. (1999)�

2����%� �5.5�5 '��
��!� !�� ���&
���� k(x) �
��!��� ��� [0,∞)� 1�� �&��
a > 0� ���� mn(a) �� supremum ��� mn(a) �� infimum �� k(x) ��� ��&���!�
[(n−1)a, na]� D�!� 5�� � k(x) ����� ����� ������
%��!� ���& Riemann� �� ���
�&�� a > 0 �� ��
���!���

∑∞
n=1mn(a) ���

∑∞
n=1mn(a) ����� ����
��!���� ���

lim
a→∞

a
∞∑
n=1

mn(a) = lim
a→∞

a
∞∑
n=1

mn(a).

1�� �� ����� !�� ���&
���� k(x) ����� ������
%��!� ���& Riemann �
���

�� ������ !�� ��5 �� ��
��&�� ����	��C

a) � k(x) ����� !� �
�����	� $������� ��� ������
%��!� ���& Riemann�

b) � k(x) ����� !��5���� ��� ������� ������
%��!��

c) � k(x) $
&����� ��5 !�� ����� ������
%��!� ���&
���� ���& Riemann�

d) � k(x) ����� !� �
�����	� �����	 ��� ���������� ���

∞∑
n=1

mn(1) <∞.

e) � k(x) ����� �����
	 ��� �����	!��� [n, n+ 1]� n = 0, 1, ... ��� ������� ����

���
%��!��

 � ��5!��� ���!������5 ��������!� ��&
��� ���� Asmussen (1987, p.161)�



39

1���� �5.5�5 ���� R > 0 � 	�������� ���������� ��� ��� � 	������
eRu z(u) ����� �	���� ����������� ���� Riemann �� (0,∞)
 ���� �����

lim
u→∞

eRu Z(u) =

∫ ∞
0
eRy z(y) dy

φ
∫ ∞

0
y eRy dG(y)

.

E�� ������ ��
���%��� �� (2.6.3) ��� �� !����	���!� ��
�� ��� ��5!���

��$&���� ����� �� �����!!����� ���������� �-��%��� ��� ����������� � �����5�

���� �
������� ψ(u) ��� � ��
& ��� �����!!��� ���& �� ����!	 �� �
�������

H(u, y)� "�� ���������5 !������� ���
��!� ��� ������!	 ��� ���!����%� ��

>%� F ��� ��� ������!	 !� �
������� ?������� ���!��
��	@ ��� �
������� ��5

��� (2.3.1)

H(u) = 1 − ψ(u) =
∞∑
n=0

(1 − φ)φnF ∗n(u). ?.�9�8@

 5�� � �����5���� �
������� ���������� ��� �����!!����	 ���������	 �-�����

?����� Willmot and Lin (2001)@

ψ(u) = φ

∫ u

0

ψ(u− t) dF (t) + φF (u) ?.�9�4@

� ����� ���� ����

ψ(u) =
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t) dH(t) + φF (u). ?.�9�9@

��������� � �����!!����	 ���������	 �-����� ��� ���������� � ���5���� H(u, y)

?����� Willmot (2002)@� �����

H(u, y) = φ

∫ u

0

H(u− t, y) dF (t) + φF (u+ y) ?.�9�0@

��� ���� ����

H(u, y) =
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u+ y − t) dH(t) + φF (u+ y). ?.�9�7@

������ !��
�� �� �������%��� �&���� 5�� ��� y = 0 ��� ������ (2.6.7) ���

(2.6.8)� ���
���!� �� ������ (2.6.5) ��� (2.6.6)� ����������� "�� ������5 !�����

�� ������� �� ���� �����!!����� ���������� �-��%��� ��� �� ψ(u) ��� H(u, y)�

5��� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� � ������!	 ���

���� Pe� "��

��$&���� 4 !����&!� ��� �����!!����	 ���������	 �-����� �� ��5 ������ ��
&

��� �����&�!��� ��
��% �
�� �� �
������� ��� ��� �����!!��� ���& �� ����!	

�� �
�������� ��� ������5 !�������
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 ���� �$�
!5)���� �� D	!!� 2.6.1 ��� �� ψ(u) ��� H(u, y)� ����!� ���

���!�������� �����

lim
u→∞

eRu ψ(u) =

∫ ∞
0
eRy F (y) dy∫ ∞

0
y eRy dF (y)

. ?.�9�:@

���

lim
u→∞

eRuH(u, y) =

∫ ∞
0
eRy F (u+ y) dy∫ ∞
0
y eRy dF (y)

, ?.�9�3/@

�����������

��) ��*���� ������(� �'������ ��

"� ���	 ��� ��
&�
�$�� �����!� ��� �
��!�� ��� ��&���� ������!%� �-���

������ ��� �� �
���!����	���!� ��� ��5!��� ��$&���� ��� ��� ��
��
&$�����

!� �����!�
��� ���� Barlow and Proschan (1981) ��� ���� Willmot and Lin

(2001)� *���� � �����	 ��!� X ��� ��
���&��� �� �
5�� )�	 ��5 �-�
�	!��� !�

���&
���� ������!	 G(x) = Pr(X ≤ x) ��� ��
& G(x) = 1−G(x) = Pr(X >

x)� x ≥ 0� #� � G ����� ������� �����	� �����	 ���� ����5���� g = G
′
�5��

� ���!��� �������� ?failure rate@ �� G ?������!� �� ���!��� �������� ��

X ��� ��������� ��� ������!	 G@ ����� λG(x) = g(x)/G(x)� < λG(x) �
&$����

�������!�

λG(x) = lim
h→0

G(x) −G(x+ h)

hG(x)

= lim
h→0

1

h

[
1 − G(x+ h)

G(x)

]

= lim
h→0

1

h
[1 − Pr(X > x+ h |X > x)]

= lim
h→0

1

h
[Pr(X ≤ x+ h |X > x)].

#�5 ��� ��������� ����� ���
���!� !�� �����-� ��� �� ��!��
�$�
& �� ��-�&

��
& �� ������!	 ��&���� !� �� ��!� ��� ���� � ���!��� ��������� �����5�

��
�� !��
� ��!� ��� �� λG(x) ����� !�� �����-� 5�� � ������!	 G ���� ��
�& ��5

��-�& ��
&� ��% 5��� �� ��!� ��� λG(x) ����� !��&�� �5�� ����!� !�� �����-�

���$
�& ��5 ��-�& ��
&�

2����%� �5,5�5 ��� ������!	 G ����� IFR (DFR) 5��� ��� �&�� x, y ≥ 0 �
���&
���� G(x+ y)/G(x) ����� $������� ?��-����@ � �
� x� ��������� �� �
������!	 G ����� ������� �����	� �5�� � G ����� IFR (DFR) 5��� � ���!���
�������� λG(x) = g(x)/G(x) ����� ��-���� ?$�������@ ���&
���� ��� x�
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��'������ �5,5�5 < �������	 ������!	 !� ��
&

G(x) = e−bx, x ≥ 0,

5��� b > 0� ����� � !������	 ������!	 ��� ����� ����
5�� IFR ��� DFR�


��'������ �5,5�5 < !�-� �������%� !� ��
&

G(x) = q e−b1x + (1 − q) e−b2x, x ≥ 0,

5��� b2 > b1 > 0 ��� 0 < q < 1� ����� DFR�


��'������ �5,5#5 < ������!	 1&!!� !� ����5����

g(x) =
λa xa−1 e−λx

Γ(a)
, x ≥ 0,

5��� λ > 0� a > 0 ����� IFR �� a ≥ 1 ��� DFR �� 0 < a ≤ 1�


��'������ �5,5&5 < ������!	 Weibull !� ��
&

G(x) = e−λx
a

, x ≥ 0,

5��� λ > 0 ��� a > 0� ����� IFR �� a ≥ 1 ��� DFR �� 0 < a ≤ 1�


��'������ �5,5"5 < ������!	 Pareto !� ��
&

G(x) =

(
λ

λ+ x

)a

, x ≥ 0,

5��� λ > 0 ��� a > 0� ����� DFR�


��'������ �5,5.5 < ������!	 Burr !� ��
&

G(x) =

(
λ

λ+ xr

)a

, x ≥ 0,

5��� λ > 0� a > 0 ��� r > 0 ����� DFR �� 0 < r ≤ 1�

'��
��!� ��� �������5!��� �
5�� )�	 Tx = X − t |X > x ��� x ≥ 0� <

��
& ��� �������5!���� �
5��� )�	 �����

Pr(Tx > t) = Pr(X − x > t |X > x) =
G(x+ t)

G(x)
, t ≥ 0.

���!���� � ������!	 ��� Tx �����

Pr(Tx ≤ t) = 1 − G(x+ t)

G(x)
, t ≥ 0.



3:

< !��� ��!	 ��� Tx� ���!&)���� !��� �������5!��� �
5�� )�	 ?MRL@ ���

�����

rG(x) = E(Tx) =

∫ ∞

0

Pr(Tx > t) dt =

∫ ∞

0

G(x+ t)

G(x)
dt, t ≥ 0. ?.�0�3@

*���� Ge(x) � ������!	 ���

���� �� G� !�

Ge(x) =

∫ x

0
G(t) dt∫ ∞

0
G(t) dt

, x ≥ 0,

!� ��
&

Ge(x) = 1 −Ge(x) =

∫ ∞
x
G(t) dt∫ ∞

0
G(t) dt

��� ����5����

ge(x) =
G(x)∫ ∞

0
G(t) dt

.

< ���!��� �������� �� Ge ��������� &!��� !� �� !��� �������5!��� �
5��

)�	 �� G� �
&�!����

λGe(x) =
ge(x)

Ge(x)
=

G(x)∫ ∞
x
G(t) dt

=
1

rG(x)
.

2����%� �5,5�5 ��� ������!	 G ����� DMRL (IMRL) 5��� � ���&
���� rG(x)
����� $������� ?��-����@�

#�5 ��� A
��!5 2.7.1 ��� ��� (2.7.1) �
������� 5�� � ��&�� IFR (DFR)

��
������� ���� ��&�� DMRL (IMRL)�

2����%� �5,5#5 ��� ������!	 G ����� NBU (NWU) 5��� ��� �&�� x, y ≥ 0
������ G(x+ y) ≤ (≥)G(x)G(y)�

< ��&�� IFR (DFR) ��
������� ���� ��&�� NBU (NWU)� �������� ���

��&
��� ����
��� !���-� ��� ��&���� NBU (NWU) ��� DMRL (IMRL)�

2����%� �5,5&5 ��� ������!	 G ����� 2-NBU (2-NWU) 5��� ��� �&�� x, y ≥ 0
������ Ge(x+ y) ≤ (≥)Ge(x)Ge(y)�

< ��&�� DMRL (IMRL) ��
������� ���� ��&�� 2-NBU (2-NWU)� #�5!�

��� ��&
��� ����
��� !���-� ��� ��&���� 2-NBU (2-NWU) ��� NBU (NWU)�

2����%� �5,5"5 ��� ������!	 G ����� UBAE (UWAE) 5��� ��� �&�� x, y ≥ 0
������ Ge(x+ y) ≥ (≤)Ge(x) e

−y/rG(∞)�



./

< ��&�� UBAE (UWAE) ����� ��
���
� ��5 ��� ��&�� DMRL (IMRL)� ��%

��� ��&
��� ����
��� !���-� ��� ��&���� UBAE (UWAE) ��� 2-NBU (2-NWU)�

2����%� �5,5.5 ��� ������!	 G ����� NBUC (NWUC) 5��� ��� �&�� x, y ≥ 0
������ Ge(x+ y) ≤ (≥)Ge(x)G(y)�

< ��&�� NBUC (NWUC) ����� ��
���
� ��5 �� ��&��� NBU (NWU) ���

2-NBU (2-NWU)�

2����%� �5,5,5 ��� ������!	 G ����� NBUE (NWUE) 5��� ��� �&�� x ≥ 0
������ Ge(x) ≤ (≥)G(x)�

< ��&�� NBUE (NWUE) ����� ��
���
� ��5 ��� ��&�� NBUC (NWUC)�

��
���5��
� �����!�
��� ��� �� ��&��� ����� ���% ��� ��� &��� ��&���

������!%�� ��&
���� ��� ������ ��� Willmot and Lin (2001, Chapter 2)� "��

��5!��� ��&�
�!!� ������!� ��������& �� ����� ��� ��&
��� ��&!��� ��� ��&�

��� ��� ���$�
�!��

�

IFR(DFR)

�

DMRL(IMRL)

UBAE(UWAE)

� NBU(NWU)

� 2-NBU(2-NWU) �

�

NBUC(NWUC)

�

NBUE(NWUE)

��+ ��������� �� ,���* ���*

"��� ��
&�
�$� ���	 �� ���$�
��!� ��� �
��!�� ��� �&���� �����& ���!����

���& ��������!��� ������!%� !� ��
�& ��
&� ��� ����� ���
������ ��� ��������

�� ����
��	� "�����
�!��� �� !����	���!� ��� ��&�� ��� ����������%� �����

��!%� ��� ��� ��&�� ������!%� L� �� ����� ����� ��
�� ������ ��� �%
� ���
�$�
!��!���� �������	���� ��	�� �
�����%� ����� ��������� !� �� ��&���

����� !���-� &���� �� Cai and Tang (2004)� Chistyakov (1964)� Embrechts

and Goldie (1980, 1982)� Embrechts and Veraverbeke (1982)� Klüppelberg

(1988, 1989a, 1989b)� Ng and Tang (2004) ��� Teugels (1975)� "�� ��!��� ���5

����)��!� 5�� �� ��������!��� ��� ���$�
����� ��� �������� ����������� ����

Goldie and Klüppelberg (1998)�
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2����%� �565�5 *���� (Xi)i∈N !�� ��������� ?�����%�@ ���-&
����� ��� ��5�
��!�� ��!� ���� %��� G(x) < 1 ��� �&�� x > 0� A
�)��!�

G(x) = 1 −G(x)

��� ��
& �� G ���

G∗n(x) = 1 −G∗n(x) = P (X1 + ... +Xn > x)

� ��
& �� n−���	 �&-� ������-� �� G� D�!� 5�� � G ����� !�� ����������	
������!	 ?G ∈ S@ �� ������ !�� ��5 �� ��5!��� ����	��C
(a)

lim
x→∞

G∗n(x)

G(x)
= n

��� �&���� ?5��@ n ≥ 2�
(b)

lim
x→∞

P (X1 + ...+Xn > x)

P (max{X1, ..., Xn} > x)
= 1 .

�

 �������� .�7�3
 (i) A Chistyakov (1964) ������-� 5�� �� ������ �� (a) ���
�
�����!���� �
��!�� ��� �&���� n = 2 �5�� ������ ��� ��� �&�� n > 2� A�
Embrechts - Goldie (1982) ������-�� ��� �� (a)� 5�� �� ������ ��� �&���� n ≥ 2
�5�� �� ������ ��� ��� n = 2�
(ii) < �������!�� ��� (a) ��� (b) ���� �
���� ��5 ��� Embrechts and Goldie
(1980) ��� � ��5���-� ����� � �-	C

P (max{X1, ..., Xn} > x) = 1 −Gn(x) = G(x)

n−1∑
k=0

Gk(x) ∼ nG(x),

���% x→ ∞� A ��!�����!5 f(x) ∼ g(x) ��!����� 5�� limx→∞ f(x)/g(x) = 1�
*����

lim
x→∞

P (X1 + ... +Xn > x)

P (max{X1, ..., Xn} > x)
= lim

x→∞
Gn∗(x)

nG(x)
= 1 .

(iii) +������ ��5 Chistyakov (1964) �� ��
��&�� ����������

G ∈ S ⇒
∫ ∞

0

eεx dG(x) = ∞ ?.�7�3@

⇒ lim
x→∞

G(x)

e−εx
= ∞ ?.�7�.@

��� �&�� ε > 0� #�5 ��� (2.8.1) �
������� 5�� �� ����������� ������!� ���
����� 
�������	�
��� ��������� ��5 ��� (2.8.2) ��!��
�����!� 5�� �� ��
� ���
����������%� ������!%� ������� ��� �
�& ��� / ��5 5�� !�� �������	 ��
&�



..

��� ���� ��&�� ������!%� !� ��
�& ��
& ����� � ��&�� L�
2����%� �565�5 D�!� 5�� � ������!	 G ��	��� ��� ��&�� L (G ∈ L) �� ���
�&�� y ∈ R

lim
x→∞

G(x− y)

G(x)
= 1 .

A Chistyakov ?3:98@ ����-� 5�� � ��&�� L ����� ��
���
� ��5 ��� ��&�� ���

����������%� �����	 5�� G ∈ S ⇒ G ∈ L� ,�����!�)���� 5�� Pe ��� F �����

�� ������!� ��� ���!����%� �>%� ��� ������5 ��� ��� ���������5 !�������

����������� ���$�
��!� ��� �����& ��������!���� �� ����� �� ����� �
	��!�

��� ���������

3@ "�� ������5 !������ �� ���
�� �������� ������ 5��

Pe ∈ S ⇔ 1 − ψ ∈ S ⇔ lim
u→∞

ψ(u)

Pe(u)
=

φ

1 − φ
. ?.�7�6@

.@ "�� ���������5 !������ �� ���
�� �������� ������ 5��

Pe ∈ S ⇔ 1 − ψ ∈ S ⇒ lim
u→∞

ψ(u)

Pe(u)
=

φ

1 − φ
. ?.�7�8@



�������� +

�'�, " �# ���� ����#

��� �����	�


*���� Hu(y) � ������!	 ��� �����!!��� ������� 5�� �� ����� �
�������� -����

�%��� !� ��� �
���5 �����!����5 u ?����� (2.2.8)@� A� Dickson and Dos Reis

(1996) !��������� ��� ������5 !������� �� !�������� �� ���&
���� Hu(y) �

�
� u� "�� ��$&���� ���5 �
�����!� ��������!���� ��� ���������5 !�������

��� �$�
��� �� !�������� �� Hu(y) ���% ��� &���� �����	��� �� ����� ����

��%���� ��� ���������� �� ��������!��� ��� Dickson and Dos Reis (1996) ���

Willmot and Lin (1998)� ���&���!� !�� ��� ��&�� ������!%� � ����� ���)�� ���

!�����5 
5�� ���� ��&���	 !�� �������� ��� ���������5 !������� ���������!�

��� ��
�� �����	 NWU ���5���� ��� ��� �����5���� !� �
�������� ��$
&)���

�� ��� 5
�� !� ��� ������!	 ��� �����!!����  ���� �&���!� !�� �������

�
��!���� ���������%� ����&-��� ��� ���
�� ���������

��� -������ � �����*�	�

"��� ��
&�
�$� ���	 !����&!� �� !�������� �� ���&
���� H(u, y)/F(u+ y)

� �
� u �����
%��� �� y �����
5 ��� � �
� y �����
%��� �� u �����
5�

��� ��
���%��� ��� DFR ��� IFR ��&���� ������!%�� 1����& � ��������!5

��� H(u, y) ��� F (u+y) ����� ������� ?�� �
���� ��
���%��� !� �$���5@ ���

��* ���5 !� �����$�
�� � ��!��
�$�
& ��� ��������

7�8��� #5�5�5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� IFR# ���� ���
���� y ≥ 0 � 	������ H(u, y)/F (u+ y) ����� ��$�	� �� ���� u


�*%���95

E���
%��� ��� (2.6.8) !� F (u+ y) �
������� 5��

H(u, y)

F (u+ y)
=

φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t) + φ. ?6�.�3@

.6



.8

#� � F ����� IFR �5�� ��5 ��� A
��!5 2.7.1 � �� ������ F (u+ y − t)/F (u+ y)

����� ��-���� ���&
���� � �
� u ��� �&�� t ∈ [0, u + y]� *����� ��� �&��

0 ≤ s < u� ����!� 5��

0 ≤ F (s+ y − t)

F (s+ y)
≤ F (u+ y − t)

F (u+ y)

��� �&�� t ∈ [0, s + y]� A�����
%����� ��� ��
��&�� ����� � �
� t ���

��&���!� (0, s] �
������� 5��∫ s

0+

F (s+ y − t)

F (s+ y)
dH(t) ≤

∫ s

0+

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t) ≤

∫ u

0+

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t),

5��� � ��������� ������� �$������� ��� �����5 5�� �� ���5���� !��� ��� ��

�����
%!��� ����� ������� ���!���� ��
∫ u

0+
F (u+ y− t)/F (u+ y) dH(t) �����

��-���� ���&
���� � �
� u� *����� ��5 ��� (3.2.1) � �5�� H(u, y)/F (u+ y)

����� ��-���� ���&
���� � �
� u� �

#�5 �� ��
��&�� ��%
�!� ����!� �� ��5����� ��������!��


%����� #5�5�5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� IFR# ���� �
	������ ψ(u)/F (u) ����� ��$�	� �� ���� u


�*%���95

�
������� &!��� ��5 �� '�%
�!� 3.2.1 ��� y = 0� �

"�� ��!��� ���5 ���&���!� !�� ��� ��&�� ������!%� ��� ����� ��
���
� ��

IFR�

2����%� #5�5�5 ��� ������!	 G ��	��� ���� ��&�� ICR ?Increasing Convolu-
tion Ratio@ �� � ���&
���� G∗2(u)/G(u) ����� ��-���� � �
� u�

�� 5
�� ��&��-�� � G �������� ICR 5��� ����� !��
5��
� ���& ���!���

�������� ��5 ��� G∗2� ��
���5��
� �����!�
��� ��� ��&��-� ���& ���!���
�������� ?hazard rate order@ ��&
���� ���� Shaked and Shanthikumar (1994)

��� Müller and Stoyan (2002)� "�� ��������� �����������!� 5�� � IFR ��&��

������!%� ��
������� ���� ICR ��� ����������!� �� �5
��!� 3.2.2 ���� ICR

��
�������

1���� #5�5#5 !� ��� 	������ ��������� G ����� NBU# ���� G(0) = 0


�*%���95

�����	 � G ����� NBU� ��� �&�� u, y ≥ 0� ������ G(u + y) ≤ G(u)G(y)� 1��

u = 0� ����� $���
5 5�� G(y) ≤ G(0)G(y)� 	 �������!�� 1 ≤ G(0)� �����	

G(y) ≤ 1 ��� �&�� y ≥ 0� �
������� 5�� G(0) = 0� �
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�%��� #5�5&5 !� ��� �������� G ����� IFR ���� ����� ICR


�*%���95

#� � G ����� IFR� �5�� ����� NBU� "����%� ��5 �� D	!!� 3.2.3 ������ G(0) = 0�

 5�� ����!�

G∗2(u)

G(u)
=

1 − ∫ u

0
G(u− t) dG(t)

G(u)

=
1 −G(u) +

∫ u

0
G(u− t) dG(t)

G(u)

= 1 +

∫ u

0

G(u− t)

G(u)
dG(t). ?6�.�.@

#� � G ����� IFR �5�� � ���&
���� G(u + t)/G(u) ����� $������� � �
�

u ≥ 0� ��� t ≥ 0� �����
5 ��� ��!����� 5�� � G(u − t)/G(u) ����� ��-���� �

�
� u� ��� t ∈ [0, u] �����
5� �
��)5!���� 5�� �� '�%
�!� 3.2.1 �
�������

5�� � ���&
����
∫ u

0
G(u− t)/G(u) dG(t) ����� ��-���� � �
� u� ��5�� ��5 ���

(3.2.2) �
������� 5�� � G ����� ICR� �

"�!��%���!� 5��� �� � ���&
����
∫ u

0
G(u − t)/G(u) dG(t) ����� ��-���� �

�
� u� �5�� ��� �
������� 5�� � ���&
���� G(u−t)/G(u) ����� ��-���� � �
�

u� ��� t ∈ [0, u] �����
5 ?����� ��
&����!� 3.2.7@� *����� ��5 �� ����� (3.2.2)�

�
������� 5�� � ��&�� ICR ����� ��
���
� �� IFR�

 � ��5!��� �	!!� �-���� ����� ���� �
��!5 �� ��&�� ICR ���
	��!� !5��

�� ������-� �����
� �&-���

1���� #5�5"5 !� ��� �������� G ����� ICR# ���� � 	������ G∗n(u)/G(u)
����� ��$�	� �� ���� u ��� ���� n ≥ 2 


�*%���9 :�*�����;5

1�� n = 2 ������ ��5 ��� �
��!5 �� ��&�� ICR� ,�������!� 5�� ������ ���

n = k > 2 ��� �� ���-��!� 5�� ������ ��� n = k + 1� �
&�!���� �����

G∗(k+1)(u)

G(u)
=

1 − ∫ u

0
G∗k(u− t) dG(t)

G(u)

=
1 −G(u) +

∫ u

0
G∗k(u− t) dG(t)

G(u)

= 1 +

∫ u

0

G∗k(u− t)

G(u)
dG(t). ?6�.�6@
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�����	 ��5 ��5����� � ���&
���� G∗k(u)/G(u) ����� ��-���� � �
� u� �
��

������ 5�� G∗k(u)/G(u) ≥ G∗k(0)/G(0)� *���� ��� �&�� u > s ≥ 0� ����!�

∫ u

0

G∗k(u− t)

G(u)
dG(t) −

∫ s

0

G∗k(s− t)

G(s)
dG(t)

=

∫ s

0

[
G∗k(u− t)

G(u− t)

G(u− t)

G(u)
− G∗k(s− t)

G(s− t)

G(s− t)

G(s)

]
dG(t)

+

∫ u

s

G∗k(u− t)

G(u− t)

G(u− t)

G(u)
dG(t)

≥
∫ s

0

G∗k(u− t)

G(u− t)

[
G(u− t)

G(u)
− G(s− t)

G(s)

]
dG(t) +

∫ u

s

G∗k(u− t)

G(u− t)

G(u− t)

G(u)
dG(t)

≥
∫ s

0

G∗k(0)

G(0)

[
G(u− t)

G(u)
− G(s− t)

G(s)

]
dG(t) +

∫ u

s

G∗k(0)

G(0)

G(u− t)

G(u)
dG(t)

=
G∗k(0)

G(0)

[ ∫ u

0

G(u− t)

G(u)
dG(t) −

∫ s

0

G(s− t)

G(s)
dG(t)

]
≥ 0,

5��� � ��������� ����5���� �$������� ��� 5�� � G ����� ICR� *���� � ���&
����

∫ u

0

G∗k(u− t)

G(u)
dG(t)

����� ��-���� � �
� u� #�5 �� ����� (3.2.3) �
������� 5�� � ���&
����

G∗(k+1)(u)/G(u) ����� ��-���� � �
� u� �

 � ��
��&�� ��������!� ��������� �� ��������!� ��� ��
��!��� 3.2.2�

7�8��� #5�5.5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� ICR# ���� �
	������ ψ(u)/F (u) ����� ��$�	� �� ���� u


�*%���95

#�5 ��� (2.3.1) ����
%��� !� F (u) ����!�

ψ(u)

F (u)
=

∞∑
n=1

(1 − φ)φn
F ∗n(u)

F (u)
.

+������!� �
������� 5��

ψ(u)

F (u)
= (1 − φ)φ+

∞∑
n=2

(1 − φ)φn
F ∗n(u)

F (u)
.
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#�5 ��� ��������� ����� ��� �� D	!!� 3.2.5� � ψ(u)/F (u) ����� ��-���� �

?&���
�@ &�
���!� ��-���%� ����
�	����� �

 � ������
�$� ��� ��
��!��� 3.2.2 ��� ������� 1�� �5��� ���5����� ���

��
��&�� ��
&����!� ���
��!� �� ������5 !�������


��'������ #5�5,5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� !�� !�-� ���
�����%� !� ����5����

p(x) =
1

2
3 e−3x +

1

2
7 e−7x,

��� ��
��%
�� ��$&���� θ = 2/5 ?����� Gerber et al. (1987, Example 1)@�
1��
�)��!� 5�� � !�-� �������%� ��	��� ���� ��&�� DFR� < ������!	 ��� ����
!����%� �>%� ������ ������ !�-� �������%� !� ��
&

F (x) =

∫ ∞
u
P (t) dt

m
=

7

10
e−3x +

3

10
e−7x.

��������� � �����5���� �
������� �����

ψ(u) =
24

35
e−u +

1

35
e−6u.

��
���
��!� 5��� ��% � ������!	 ��� ���!����%� �>%� ����� DFR� � �5��
ψ(u)/F (u) ����� ��-���� ���&
����� #�5!�� ��5 �� ����� (3.2.2)� �&�����
���� �����
��� �
&-��� �
������� 5��

F ∗2(u)

F (u)
= 1 +

3

20
(5 − 50

3 + 7e4u
+ 14u)

��� ����� !�� ��-���� ���&
���� � �
� u� �����	 � F ����� DFR ��� ICR � �

 � ��5!��� ��
&����!� ������� 5�� � !�-� ��� �������%� ��� ����� �&��� ICR�


��'������ #5�565 '��
��!� ��� ������!	 G !� ��
&

G(x) =
1

10
e−x +

9

10
e−2x.

#�5 ��� ?6�.�.@� �&����� �
&-��� �
������� 5��

G∗2(u)

G(u)
= 1 +

1

10

(
18 + u+

18(13u− 10)

9 + e2u

)
.

*A�� ������!� ��� "�	!� 3.1 � ���&
���� G∗2(u)/G(u) ��� ����� ��-�����
�����	 � ������!	 G ��� ����� ICR�
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2 4 6 8 10
u

1

2

3

4

5
G2�u�

"�	!� 6�3C < G2(u) = G∗2(u)/G(u) ��� ����� ��-�����

 �������� 6�.�3
 % 	������ H(u, y)/F (u+ y) &�� ������ �� ����� ������
'����	� �� ���� u
 �	���������� &�� 	������ &������ ��� ���'�� [0, a] ��
����� �� �����H(u, y)/F (u+y) �� ����� ������ '����	� �� ���� u
  �������#
��� ��� � �������� 	������ ����� ������ '����	� � ��� &������ ���
���'�� [0, a]
 ����# ����&� H(0, y) = φF (y) ()���� ��� (2.6.7)*# �����

H(a, y)

F (a+ y)
<
H(0, y)

F (y)
= φ,

��	 ����� �����
 ��� ��&��� �������� (���� y = 0*# �������� �� ����� � �����
ψ(u)/F (u) &�� ������ �� ����� ������ '����	� �� ���� u �� u ∈ [0, a]


"�� ��������� �� ���-��!� ��� ��&���� ��������!� !� ���5 ��� '��
	!���

3.2.1� !����%��� �� !�������� � �
� y� "�� ��!��� ���5� ���$�
��!� ���

��������!� ��� Szekli (1986) �� ����� ����� ���� �
	��!� ��� ���������

1���� #5�505 !� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR# ���� ��� � ����,
���� ��� ���������� 	"�� F ����� DFR


7�8��� #5�5�-5 !� � P ����� DFR# ���� ��� ���� u ≥ 0 � 	������
H(u, y)/F(u + y) ����� '����	� �� ���� y
 !� � F ����� IFR# ���� ��� ��,
�� u ≥ 0 � 	������ H(u, y)/F (u+ y) ����� ��$�	� �� ���� y


�*%���95

#� � F ����� DFR ?IFR@� �5�� � ���&
���� F (u+y− t)/F (u+y) ����� $�������



.:

?��-����@ � �
� y� ��� �&�� u ≥ 0 ��� t ∈ [0, u]� '�!�)��!� �� ����� (3.2.1)�

� ����� �����

H(u, y)

F (u+ y)
=

φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t) + φ.

*����� ��� �&�� y > w ≥ 0� �����	 � F ����� DFR ?IFR@� ����!�

F (u+ w − t)

F (u+ w)
≥ (≤)

F (u+ y − t)

F (u+ y)
.

#�5 ��� ����5���� ���	 �
������� 5��

∫ u

0+

F (u+ w − t)

F (u+ w)
dH(t) ≥ (≤)

∫ u

0+

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t).

����������&)���� !� φ/(1 − φ) ��� �
��������� �� φ ��� ��� ��� !��� ��

��������� ������ �
������� 5�� ��� y > w ≥ 0�

H(u, w)

F (u+ w)
≥ (≤)

H(u, y)

F (u+ y)
. ?6�.�8@

"����% � H(u, y)/F (u + y) ����� $������� ?��-����@ � �
� y� < ��5���-�

������
%����� �
���!����%��� �� D	!!� 3.2.9� �

#�5 ��� (3.2.4) ��
���
��!� 5�� ��� w = 0� �� � P ����� DFR ?� F �����

IFR@� �5��
ψ(u)

F (u)
=

H(u, 0)

F (u+ 0)
≥ (≤)

H(u, y)

F (u+ y)
.

A� ������ ���� ����� ���������� ��5 ��� Willmot (2002, Corollary 3.2)�


�%��� #5�5��5 !� � P ����� DFR# ���� ��� ���� u ≥ 0# � 	������
H(u, y)/F(y) ����� ��$�	� �� ���� y
 !� � F ����� IFR# ���� ��� ���� u ≥ 0#
� 	������ H(u, y)/F (y) ����� '����	� �� ���� y


�*%���95

,�������!� 5�� � F ����� DFR ?IFR@�  5�� ��� �&�� u ≥ 0 ��� t ∈ [0, u]� �

F (u + y − t)/F (y) ����� ��-���� ?$�������@ � �
� y� E���
%��� �&�� 5
�

�� ?.�9�7@ !� F (y)� �
������� 5��

H(u, y)

F (y)
=

φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u+ y − t)

F (y)
dH(t) + φ

F (u+ y)

F (y)
.
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(
���!����%��� �� ���� ������
	!��� 5�� ���� ��5���-� ��� '��
	!��� 3.2.10�

����!� 5�� ��� �&�� y > w ≥ 0�

H(u, w)

F (w)
≤ (≥)

H(u, y)

F (y)
.

#�5 �� D	!!� 3.2.9� � ��5���-� ������
%����� �

1�� w = 0� � Willmot (2002, Theorem 3.2) ����-� 5�� � ��������� �����

������ �� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� NWU (NBU)�

"�� ��5!��� ��
�����!��� ����������!� �� '�%
�!� 3.2.10 ��� ��� �
5����

3.2.11 ��� ��
���%��� DFR ��� IFR�


��'������ #5�5��5 '��
��!� �� ��
&����!� 3.2.7� 5��� � ������!	 ��� ����
)�!�%���� ����� !�� !�-� ��� �������%� ?��� ����� DFR@� < ��
& ��� �����!!���
������� ��5

H(u, y) = 0.142857

[
3

2
e−7(u+y) +

7

2
e−3(u+y)

]

+ 0.0142857 e−7(u+y)

{
eu

[
6e5u + 9 − 7e4u (5e3u − 6e5u + 1)

]
− 15

}
.

A ��������� ���� �
����>� ��5 ��� (2.6.8) �&����� �� �
&-�� ���Mathema-
tica� "�� "�	!� 3.2 ������!� 5�� � ���&
���� H(u, y)/F (u+ y) ����� $�������
� �
� y� 5��� �� u �&
�� �� ��!� 3 ��� 8� �������� ��� "�	!� 3.3 ��
���
��!�
5�� ��� �� ���� ��!� ��� u� � ���&
���� H(u, y)/F (y) ����� ��-���� � �
� y�

0.5 1 1.5 2 2.5 3
y

6.2

6.4

6.6

6.8

7

7.2

7.4

0.5 1 1.5 2 2.5 3
y

2600

2700

2800

2900

3000

"�	!� 6�.C < ���&
���� H(u, y)/F (u+ y) ����� $������� � �
� y� ��� u = 1
?�
����
&@ ��� u = 4 ?��-�&@�
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
y

0.25

0.3

0.35

0.4

0.5 1 1.5 2 2.5 3
y

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

"�	!� 6�6C < ���&
���� H(u, y)/F (y) ����� ��-���� � �
� y� ��� u = 1
?�
����
&@ ��� u = 4 ?��-�&@�


��'������ #5�5�#5 '��
��!� �� ��
&����!� 2.5.4 5��� � ������!	 ��� ��
��)�!�%���� ����� � Erlang(2,2)� #�5 ��� Dickson (1998) � ��
& �� ������!	
��� ���!����%� �>%� ������� ��5 �� �����

F (y) = 1.14521 [0.8732− 0.8732 (1 − e−2y) + 0.7175 e−2y y]

��� � ��
& ��� �����!!��� �����

H(u, y) = 0.8841 e−0.1818u − 0.0109 e−2.7892u

+ 0.0109 e−2.7892u (1 − e−2y) − 0.8841 e−0.1818u (1 − e−2y)

+ 0.2172 e−2.7892u−2y y + 0.5003 e−0.1818u−2y y.

< ������!	 ��� ���!����%� �>%� ����� IFR� "�� "�	!��� 3.4 ��� 3.5 ������!�
5�� � ���&
���� H(u, y)/F (u+ y) ����� ��-���� � �
� y� ��% � H(u, y)/F (y)
����� $������� � �
� y� 5��� �� u �&
�� �� ��!� 3 ��� 8�

��� �������� �����"��� ������� �� ��� �"� �%

�����
 ��� ���� ������

"��� ��
&�
�$� ���	 !����&!� �&���� ����� ����	��� %��� �� ����
�	���

Hu(y) = H(u, y)/ψ(u) ��� H(u, y) �� ����� !��5���� � �
� u�

*���� Fu(x) � �����5���� �� ���5���!� ��
��% �
�� �� �
������� �� �����

!��
5��
� 	 ��� ��5 �� x� ������� 5�� ��!������ �
������� -����%��� ��5 ���

�
���5 �����!����5 u� �����	

Fu(x) = Pr(|U(T−)| ≤ x | T <∞, U(0) = u).
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"�	!� 6�8C < ���&
���� H(u, y)/F (u+ y) ����� &�-���� � �
� y� ��� u = 1
?�
����
&@ ��� u = 4 ?��-�&@�

A
�)��!� !� fu(x) = dFu(x)/dx ��� ����5���� �� Fu(x)� "�� ������5 !�������

�� Dickson and Dos Reis (1996, Theorem 4) ���������� �� ��
��&�� ��%
�!��

7�8��� #5#5�5 (Dickson and Dos Reis, 1996*
 ��� ������ �������# �� �
fu(x) ����� ��$�	� �� ���� u ��� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR
(IFR*# ���� � 	������ Hu(y) ����� '����	� (��$�	�* �� ���� u


"�� �������� �� Willmot and Lin (1998) �
���!����%��� �
��!����& ��
��

����!��� ����-�� ?��� ������5 �&��� !������@ 5��� �����&� �� � ������!	 ���

���)�!�%���� P ����� IFR� �5�� � ���&
���� Hu(y) ��� ����� �&��� ��-����

� �
� u� �����5��
�� ���
%��� 5�� � ������!	 ��� ��5)�!��%���� P �����

!�� Erlang(a, a) !� a = 3, 10� ������������ ��
�����!��� 5��� � Hu(y) �����

���� �
�	 ��-���� ��� !��& ����� $�������� 1�� �5��� ���
5���� ��
����&�

)��!� ���� ������ 3.1 ��� 3.2 �
��!��� ��5 �� ��������!��� ��� Willmot

and Lin (1998)� "�!��%���!� 5�� ���� ������ ����� H0(y) ����� � ������!	

��� ���!����%� �>%� ��� H∞(y) = limu→∞Hu(y) ����� � �
���	 ������!	 ���

�����!!���� �� ��� H∞(y) �� ���������!� �����% ��� ��5!��� ��$&�����

��������� ���� DFR ��
������ �� Willmot and Lin (1998) ����������� 5�� ���

u > x� � ���&
���� fu(x) ����� $������� � �
� u ���$�
���� 5�� �����5� ��

��������!� ��� ���
	!��� �� ����� �&��� ��
� �� ���$�
��� !�� ��5���-� 	

�&���� ������
&����!��

"�� ��������� �����������!� 5�� � ����
��!5 ��� Dickson and Dos Reis

(1996) ����� ����	 ���� ��
������ ��� DFR ������!%� ��� ?�����5��
�@ ����

������5 !������� ����� �-����!����� 5�� ��� ��������!��& !�� � !�������� ��
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������ 6�3C Erlang(10,10)� θ = 1 ?Willmot and Lin, 1998@�

y u H(u, y) Hu(y) ψ(u) H0(y) H∞(y)
/�3/ /�3/ /�/4.9 /�33/7 /�8088 /�3/// /�./.6

/�.4 /�/499 /�36/9 /�8668
/�4/ /�/936 /�30/: /�6479
3�// /�/888 /�./77 /�.3.0
.�// /�/386 /�./.. /�/0/9

/�.4 /�3/ /�3636 /�.09: /�8088 /�.4// /�880:
/�.4 /�38/4 /�6.8. /�8668
/�4/ /�3840 /�8/98 /�6479
3�// /�/:09 /�8477 /�.3.0
.�// /�/639 /�887/ /�/0/9

/�4/ /�3/ /�.477 /�4840 /�8088 /�8:07 /�0.70
/�.4 /�.904 /�9306 /�8668
/�4/ /�.467 /�0/00 /�6479
3�// /�3490 /�060/ /�.3.0
.�// /�/434 /�0.7: /�/0/9

3�// /�3/ /�8.:/ /�:/88 /�8088 /�708: /�:477
/�.4 /�8/48 /�:648 /�8668
/�4/ /�686: /�:4:3 /�6479
3�// /�./8. /�:4:: /�.3.0
.�// /�/900 /�:47: /�/0/9

.�// /�3/ /�8083 /�:::4 /�8088 /�:::. /�:::7
/�.4 /�8666 /�:::0 /�8668
/�4/ /�6474 /�:::: /�647:
3�// /�.3.0 /�:::7 /�.3.0
.�// /�/0/9 /�:::7 /�/0/9
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������ 6�.C Erlang(10,10)� θ = 4 ?Willmot and Lin, 1998@�

y u H(u, y) Hu(y) ψ(u) H0(y) H∞(y)
/�3/ /�3/ /�/./8 /�333/ /�3767 /�3/// /�.886

/�.4 /�/.3/ /�36.3 /�34:/
/�4/ /�/.3/ /�37/4 /�339.
3�// /�/33. /�.46. /�/886
.�// /�//33 /�.8.: /�//80

/�.4 /�3/ /�/43/ /�.006 /�3767 /�.4// /�4384
/�.4 /�/4.3 /�6.07 /�34:/
/�4/ /�/8:9 /�8.94 /�339.
3�// /�/.69 /�46.8 /�/886
.�// /�//.8 /�43.7 /�//80

/�4/ /�3/ /�3//4 /�4898 /�3767 /�8:07 /�078:
/�.4 /�/::/ /�9..7 /�34:/
/�4/ /�/743 /�0630 /�339.
3�// /�/644 /�7/33 /�/886
.�// /�//60 /�078. /�//80

3�// /�3/ /�3998 /�:/8: /�3767 /�708: /�:038
/�.4 /�38:3 /�:60: /�34:/
/�4/ /�33.8 /�:990 /�339.
3�// /�/86. /�:086 /�/886
.�// /�//89 /�:038 /�//80

.�// /�3/ /�3767 /�:::4 /�3767 /�:::. /�::::
/�.4 /�34:/ /�:::7 /�34:/
/�4/ /�339. /�:::: /�339.
3�// /�/886 /�:::: /�/886
.�// /�//80 /�:::: /�//80
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1 2 3 4 5
y

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

1 2 3 4 5
y

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

"�	!� 6�4C < ���&
���� H(u, y)/F (y) ����� $������� � �
� y� ��� u = 1
?�
����
&@ ��� u = 4 ?��-�&@�

fu(x) �����& ��� ���)�� ������ 
5���  � ��5!��� �	!!� ����� ��� ��������!�

��� Shanthikumar (1988) ��� �������� ��� ���
������ �
������ ��� ���������

1���� #5#5�5 ��� ���������� �������# �� � �������� ��� ���������� 	"��
F ����� DFR# ���� � ���������� �� ���������� 1 − ψ ����� DFR


#�5 ��� Rolski et al. (1999)� ���
�)��!� 5�� � �����	 ���&
���� H(u) =

1 − ψ(u) ?u > 0@ ����� ��
�������!� ��� (0,+∞) ��� ��
�������!� ��5 ��-�&

��� 0�

7�8��� #5#5#5 ��� ���������� �������# �� � �������� ��� ���+������� P
����� DFR# ���� � 	������ H(u, y)/ψ(u+ y) ����� ��$�	� �� ���� u


�*%���95

< ����� (2.6.8) !��
�� �� �
�$�� �

H(u, y) =
φ

1 − φ

∫ u

0−
F (u+ y − t) dH(t)

=
φ

1 − φ

∫ u+y

0−
F (u+ y − t) dH(t) − φ

1 − φ

∫ u+y

u

F (u+ y − t) dH(t)

��� �
���!����%��� �� ����� (2.6.6) �
������� 5��

H(u, y) = ψ(u+ y) − φ

1 − φ

∫ u+y

u

F (u+ y − t) dH(t). ?6�6�3@

E���
%��� 5��� ��� 5
�� �� ��������� ����� !� ψ(u+y) ��� ���
%��

�� 5�� h(t) dt = dH(t) ��� t > 0� ����!� 5��

H(u, y)

ψ(u+ y)
= 1 − φ

1 − φ

∫ u+y

u

F (u+ y − t)

ψ(u+ y)
h(t) dt. ?6�6�.@
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A
�)��!� �� ���&
����

G(u, y) =

∫ u+y

u

F (u+ y − t)

ψ(u+ y)
h(t) dt.

'������ v = u+ y − t� ��!��
�����!� 5��

G(u, y) =

∫ y

0

F (v)

ψ(u+ y)
h(u+ y − v) dv,

�� ����� ����� ��� !�

G(u, y) =

∫ y

0

F (v)
ψ(u+ y − v)

ψ(u+ y)

h(u+ y − v)

ψ(u+ y − v)
dv.

�����	 � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR� �5�� ��5 �� D	!!� 3.2.9

��� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� DFR� #�5 �� D	!!� 3.3.2� �

1−ψ ����� ����� DFR� *���� ��5 ��� A
��!5 2.7.1 �
������� 5�� �� ����
�	���

ψ(u+y−v)/ψ(u+y) ��� h(u+y−v)/ψ(u+y−v) ����� $������� � �
� u ���
�&�� 0 ≤ v ≤ y� ���
%��� �� y ≥ 0 �����
5� ���!���� ��� �&�� u > s ≥ 0

��� v ∈ [0, y] ?���
��!� �� y �����
5@� ����!�

F (v)
ψ(s+ y − v)

ψ(s+ y)

h(s+ y − v)

ψ(s+ y − v)
≥ F (v)

ψ(u+ y − v)

ψ(u+ y)

h(u+ y − v)

ψ(u+ y − v)
.

A�����
%����� ���& !��� � �
� v ��� ��&���!� (0, y]� �
������� 5��

G(s, y) ≥ G(u, y).

"����%� � ���&
���� G(u, y) ����� $������� � �
� u� ��5�� ��5 ��� (3.3.2)

����!� 5�� � �5�� H(u, y)/ψ(u+ y) ����� ��-���� ���&
���� � �
� u� �

#�5 �� '�%
�!� 3.3.3 �
�������� �� ��
��&�� ��������!���� �� ����� ���

�������� �� ��������!� ��� Dickson and Dos Reis (1996) ���� ��
������ ���

� ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR�


%����� #5#5&5 ��� ���������� �������# �� � �������� ��� ���+������� P
����� DFR# ���� � 	������ Hu(y) ����� '����	� �� ���� u


�*%���95

�����	 � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR� ��5 �� D	!!� 3.2.9 ��� �

������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� DFR� #�5 �� D	!!� 3.3.2� � 1−ψ �����

����� DFR� "����%� � ���&
����

Hu(y) =
H(u, y)

ψ(u+ y)

ψ(u+ y)

ψ(u)
,
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����� ��-���� � �
� u � ���5!��� ��-���%� ����
�	����� ���������

Hu(y) = 1 −Hu(y),

��5�� � Hu(y) ����� $������� � �
� u� �


%����� #5#5"5 ��� ������ �������# �� � �������� ��� ���+������� P �����
IMRL# ���� � 	������ Hu(y) ����� '����	� �� ���� u


�*%���95

�����	 � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� IMRL� �
������� 5�� ��� � ���

����!	 ��� ���!����%� �>%� F (u) =
∫ u

0
P (x) dx/m ����� DFR ?����� Barlow

and Proschan (1981) @� "�����)���� 5�� �� �5
��!� 3.3.4� �����	���!� ���

)����!���� �


%����� #5#5.5 ��� ���������� �������# �� � �������� ��� ���+������� P
����� DFR# ���� � 	������ H(u, y) ����� '����	� �� ���� u


�*%���95

�
������� ��5 �� �5
��!� 3.3.4� �


%����� #5#5,5 ��� ������ �������# �� � �������� ��� ���+������� P �����
IMRL# ���� � 	������ H(u, y) ����� '����	� �� ���� u


�*%���95

�
������� ��5 �� �5
��!� 3.3.5� �

"�� ��5!��� ��
&����!�� �� ����� ��&
��� ��� Willmot (2002, Example 3.1)

����������!� �� ��������!��� ��� '��
�!&��� 3.2.1� 3.2.10 ��� 3.3.3 ?���

���������5 !������@�


��'������ #5#565 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ��������� ���
�������	 ������!	 !� P (x) = 1− e−bx� '�!�)��!� 5�� � �������	 ������!	 �����
IFR ��� DFR�

< ������!	 ��� ���!����%� �>%� ����� �&�� � �������	 !� ��
&

F (x) = e−bx.

< �����5���� �
������� �����

ψ(u) = φ e−Ru
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��� � ��
& �� ������!	 ��� �����!!��� �����

H(u, y) = φ e−Ru e−by,

5��� R = (1 − φ) b � ���������	 �
���
!��	 !� 0 < R < b� ���!���� ��
����
�	��� H(u, y)/ψ(u+y) ��� H(u, y)/F (u+y) ����� ��-���� � �
� u ���
�&�� y ≥ 0 ?�����
5@� ��������� � ���&
���� H(u, y)/F(u + y) ����� �����
	
� �
� y ��� �&�� u ≥ 0 ?�����
5@�

*��� �
%��!�� !� ���
����5 ��
�� �����$�
��� ����� �� ������ �� ������
�$�

��� ��
��!��� 3.3.5�

7�8��� #5#505 !� � 	������ Hu(y) ����� '����	� �� ���� u ��� ����
y ≥ 0# ���� � F ����� NWU


�*%���95

E���
%��� ��� (2.6.7) !� ψ(u) ���
���!�

H(u, y)

ψ(u)
= φ

∫ u

0

H(u− t, y)

ψ(u− t)

ψ(u− t)

ψ(u)
dF (t) + φ

F (u+ y)

ψ(u)
.

#�5 ��5����� � ���&
���� Hu(y) = H(u, y)/ψ(u) ����� $������� � �
� u ���

�&�� y ≥ 0� ��� ��!����� 5�� � Hu(y) = H(u, y)/ψ(u) ����� ��-���� � �
� u

��� �&�� y ≥ 0� ���!����

H(u, y)

ψ(u)
≤ φ

∫ u

0

H(u, y)

ψ(u)

ψ(u− t)

ψ(u)
dF (t) + φ

F (u+ y)

ψ(u)
.

�&����� ���� �
&-�� ��� �
���!����%��� ��� (2.6.5) � ��������� ����� �
&�

$����

F (u)Hu(y) ≤ F (u+ y).

*A!�� ��5 ��5���� Hu(y) ≥ H0(y) = F (y) ��� � ��5���-� ������
%����� �

"�� ��������� ���
��!� �� ���$�
& ψ(u+ y) −H(u, y)�

7�8��� #5#5�-5 !� � �������� ��� �� ���������� H(u) = 1 − ψ(u) �����
�����# ���� � 	������ ψ(u+ y) −H(u, y) ����� '����	� �� ���� u


�*%���95

#�5 ��� (3.3.1) ����!� 5��

ψ(u+ y) −H(u, y) =
φ

1 − φ

∫ u+y

u

F (u+ y − t) dH(t).
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'� ���-��!� 5�� � ���&
���� ψ(u+y)−H(u, y) ����� $������� � �
� u ?���
���

!� �� y �����
5@� ��� ����� �� ���� !� �� 5�� � ���&
����
∫ u+y

u
F (u+y− t) dH(t)

����� $������� � �
� u� �
&�!���� �������

v = u+ y − t

��� ��!�&����� ��5>� 5�� dH(t) = h(t) dt ��� t > 0� �
������� 5��

∫ u+y

u

F (u+ y − t) h(t) dt =

∫ y

0

F (v) h(u+ y − v) dv.

*����� �� s < u ��� �
���!����%��� 5�� � ���&
���� ����5���� h(u) �����

$������� � �
� u > 0 ?��5���� ���
	!���@� ��� �&�� v ∈ (0, y] ����!� 5��

F (v) h(s+ y − v) > F (v) h(u+ y − v) .

A�����
%����� � �
� v ��� ��&���!� (0, y]� ������!� 5��∫ y

0

F (v) h(s+ y − v) dv ≥
∫ y

0

F (v) h(u+ y − v) dv.

���!���� � ���&
���� ψ(u+ y) −H(u, y) ����� $������� � �
� u� �

#�5 �� ��
��&�� ��%
�!� �
�������� �� ��5����� ��������!����


%����� #5#5��5 !� � �������� H(u) ����� �����# ���� � H(u, y) ����� '����	�
�� ���� u


�*%���95

*���� u > s ≥ 0�  5�� ��5 �� '�%
�!� 3.3.10 ����!�

ψ(u+ y) −H(u, y) ≤ ψ(s+ y) −H(s, y).

'�!�)���� 5�� H(u, y) = ψ(u) −H(u, y) ��� �&����� ���� �
&-�� �
�������

5��

H(s, y)−H(u, y) ≥ [H(s+ y) −H(s)] − [H(u+ y) −H(u)].

�����	 ��5 ��5����� � H(u) ����� ������ ��5 ��� ��������� ������� ��!��
���

���!� 5�� H(s, y) −H(u, y) ≥ 0 ��� � ��5���-� ������
%����� �


%����� #5#5��5 !� � �������� H(u) ����� �����# ���� ��� ���� u, y ≥ 0#
�����

H(u, y) ≥ φF (y) − [ψ(y) − ψ(u+ y)].
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�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 3.3.10� �����

ψ(u+ y) −H(u, y) ≤ ψ(0 + y) −H(0, y) = ψ(y) − φF (y).

D������ � �
� H(u, y)� �
������� �� ��������!� ��� ��
��!���� �

 �������� 6�6�3
 ?i@ #� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� DFR� �5��
��5 �� D	!!� 3.3.2 � H(u) = 1 − ψ(u) ����� DFR� ��5�� � H(u) ����� ������
��������� �� � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR� �5�� ��5 �� D	!!�
3.2.9 � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� DFR� ���!���� � ����	�� ���
'�%
�!��� 3.3.10 ��
������� ��� ����	�� ��� '��
	!��� 3.3.3�
?ii@  � �&�� $
&�!� ��� ���������� ��
��!��� ������� ��
��� ��� ��
���%���
?a@ u = 0�
?b@ y = 0�
?c@ y → ∞�
��% ���� ��
������ ��� u→ ∞ ����� !� �����5�

2 4 6 8 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

g�x�

2 4 6 8 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

ΛG�x�

"�	!� 6�9C < ������!	 G ����� ����� ���& 5�� DFR�

 ���� �����!� ��� �����5 ��
&����!� !�� ������!	 ��� ����� ����� ���&

��� ����� DFR�


��'������ #5#5�#5 *���� !�� ������!	 !� ���&
���� ����5����

g(x) =
1

2
2 e−2x +

1

2
12 x e−x

�����	 !�-� !�� �������	 !� ��
&!��
� 2 ��� !�� Erlang !� ��
�!��
�� 2 ���
1�  ��� � ������!	 G �����

G(x) =
1

2
e−x (−1 − x+ coshx+ 3sinhx)
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5��� coshx = (ex+e−x)/2 ��� sinhx = (ex−e−x)/2 �� ���
�����5 ����!����� ���
�!������ ����������� #� λG(x) = g(x)/G(x) � ���!��� �������� �� ������!	
G� ��5 �� "�	!� 3.6 $������� ����
& 5�� � G ����� ����� ?�
����
5 �
&$�!�@�
��% ��� ����� DFR ?��-�5 �
&$�!�@�

��� -������ � �"� ���*��"�"� H(u, y)

"��� �
�����!��� ��
&�
�$� !����	��!�� �&�� ��5 �
��!��� ����	��� ��

!�������� ��� ����
�	���� Hu(y) ��� H(u, y) � �
� u� ��� �&�� y ≥ 0

?�����
5@� "���5 �� ��
��
&$�� ���	 ����� !��� ��5 ��� ��
&����!� ��

�������!� �� �������� ��� ��&
��� �� �
��!� �� !�������� �� ���&
����

H(u, y) = ψ(u) − H(u, y) � �
� u� 1����&� � ���&
���� ���	 ��� !��
��

�� ����� ��-���� � �
� u ��� �&�� y ≥ 0� ��5�� ��5 �� ������ (2.6.7) ���

(3.3.1) �
������� 5��

φF (u+ y) ≤ H(u, y) ≤ ψ(u+ y),

��� ��!����� 5�� limu→∞H(u, y) = 0�

# ��������!� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ��������� �� !�-� �������

�%� !� ����5����

p(x) = q b1 e
−b1x + (1 − q) b2 e

−b2x.

'�!�)��!� 5�� � !�-� �������%� ����� DFR� "�� ��
������ ���	 !��
��!� ��

����������!� ��� �����5���� �
������� ψ(u) ?����� �� ��
&����!� 2.5.2@ ���

��� ��
& ��� �����!!��� H(u, y) ?����� ����� 2.6.8@� "�� ��������� �� ���!�

�� !�������� �� H(u, y) �� �&���� ��
���%��� ?��� ������5 !������@�

 ������� - � *���� q = 1/5� b1 = 1� b2 = 3�

"�� "�	!��� 3.7 ��� 3.8 ��
����&)���� � !�������� �� ���&
���� H(u, 2) ���

θ = 0.05, 0.5, 1, 1.5� ����������� 1�� !��
� ��!� ��� θ� ��
���
��!� 5�� �
���&

����� ��-���� ��� ���5��� $�������� �&�� �� θ !����%���� � ���&
����H(u, 2)

������� $��������

 ������� . � *���� q = 1/2� b1 = 3� b2 = 6�

"�� "�	!� 3.9 ��
����&)���� � !�������� �� ���&
���� H(u, 2) ��� θ =

0.05, 0.5� ����������� *A��� θ > 0.5� � H(u, 2) ����� $��������

"�� �����	 ��
������� �&����� �
��!��� �����
��� �
&-�� � ��
& ���
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2 4 6 8 10
u

0.045

0.055

0.06

0.065

0.07

0.075

barH�u,2�

2 4 6 8 10
u

0.01

0.02

0.03

0.04

barH�u,2�

"�	!� 6�0C ��������� �� H(u, 2) ��� θ = 0.05 ?�
����
&@ ��� θ = 0.5 ?��-�&@�

2 4 6 8 10
u

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03
barH�u,2�

2 4 6 8 10
u

0.005

0.01

0.015

0.02

barH�u,2�

"�	!� 6�7C ��������� �� H(u, 2) ��� θ = 1 ?�
����
&@ ��� θ = 1.5 ?��-�&@�

�����!!��� �����

H(u, y) =
φ

1 − φ

{
q1C1r1
b1 − r1

e−b1y e−r1u − q1C1r1
b1 − r1

e−b1y e−b1u

− q1C2r2
r2 − b1

e−b1y e−r2u +
q1C2r2
r2 − b1

e−b1y e−b1u

+
(1 − q1)C1r1
b2 − r1

e−b2y e−r1u − (1 − q1)C1r1
b2 − r1

e−b2y e−b2u

+
(1 − q1)C2r2
b2 − r2

e−b2y e−r2u − (1 − q1)C2r2
b2 − r2

e−b2y e−b2u
}

+φq1 e
−b1y e−b1u + φ(1 − q1) e

−b2y e−b2u.
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1 2 3 4 5 6
u

0.0008

0.0012

0.0014

0.0016

0.0018

barH�u,2�

1 2 3 4 5 6
u

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

barH�u,2�

"�	!� 6�:C ��������� �� H(u, 2) ��� θ = 0.05 ?�
����
&@ ��� θ = 0.5 ?��-�&@�

��
�����)���� � �
� u �
������� 5��

dH(u, y)

du
=

φ

1 − φ
A(u, y)− B(u, y),

5���

A(u, y) =
q1C1r1
b1 − r1

e−b1y [b1 e
−b1u − r1 e

−r1u] +
q1C2r2
r2 − b1

e−b1y [r2 e
−r2u − b1 e

−b1u]

+
(1 − q1)C1r1
b2 − r1

e−b2y [b2 e
−b2u − r1 e

−r1u]

+
(1 − q1)C2r2
b2 − r2

e−b2y [b2 e
−b2u − r2 e

−r2u]

���

B(u, y) = φq1b1 e
−b1y e−b1u + φ(1 − q1)b2 e

−b2y e−b2u.

#�5 �� ��������� ������ �
������� 5�� � ���&
���� H(u, y) ����� ��-���� �

�
� u ?y > 0 �����
�@ ��
B(u, y)

A(u, y)
≤ φ

1 − φ

��� $������� ��
B(u, y)

A(u, y)
≥ φ

1 − φ
.

��� ��������� �$����� ��� �"� ������
 ���

���� ������

A Brown (1990) ����-� 5�� �&�� ������� ���!��
��	 ������!	 ����� NWU� *�����

��� ��� �����5���� �
�������� ��� ����� � ��
& !�� ������� ���!��
��	
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������!	 ?����� ����� (2.2.4) 	 (2.3.1)@� ������ 5��

ψ(u+ y) ≥ ψ(u)ψ(y) ?6�4�3@

��� �&�� u, y ≥ 0� #
���& �
�5��
�� � Willmot (2002, Corollary 2.2) ����-� 5��

�� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ��	��� ���� ��&�� NWU� �5��

ψ(u+ y) ≥ ψ(u)ψ(y)

φ
. ?6�4�.@

*��� ��&���� ��������!� ��� ��� ��
& ��� �����!!��� H(u, y) ����� �� ��
��

�&���

7�8��� #5"5�5 !� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR# ���� ��� ����
u, x, y ≥ 0# ����� ���

H(u+ x, y) ≥ H(u, y)H(x, y)

φ
.

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 3.3.3 ����!� 5��

H(u, y)

ψ(u+ y)
≤ H(u+ x, y)

ψ(u+ x+ y)
,

�� ����� �
&$���� ��� ��� !�
$	

ψ(u+ x+ y)

ψ(u+ y)
≤ H(u+ x, y)

H(u, y)
.

#�5 �� D	!!� 3.2.9� ��� ��!�)���� 5�� � ��&�� ������!%� DFR ��
������� ����

NWU� ����!� ��5 �� ����� (3.5.2) 5��

H(u+ x, y)

H(u, y)
≥ ψ(u+ x+ y)

ψ(u+ y)
≥ ψ(x)

φ
≥ H(x, y)

φ
,

��* 5��� �
������� �� )����!���� �

"�� ��������� ���������!� �� ����� (3.5.2)�


�%��� #5"5�5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� NWU# ���� ���
���� u, x, y ≥ 0# ����� ���

H(u+ x, y) ≥ F (y)
H(u, y)H(x, y)

φ
.



84

�*%���95

*����� $���
5 5�� � (2.6.8) !��
�� �� �
�$�� � �-	

H(u+ x, y) =
φ

1 − φ

∫ u+x

0−
F (u+ x+ y − t) dH(t).

D5�� ��� 5�� � F ����� NWU� �
������� � �����

H(u+ x, y) ≥ φ

1 − φ
F (y)

∫ u+x

0−
F (u+ x− t) dH(t)

� ����� ����� 5��

H(u+ x, y) ≥ F (y)ψ(u+ x). ?6�4�6@

#�5 ��� (3.5.1) ��� �� �����5 5�� ��� �&�� u, y ≥ 0 ����� H(u, y) ≤ ψ(u)� �

��5���-� ������
%����� �

 � ��5!��� ��������!� ��������� �� '�%
�!� 6�. ��� Willmot (2002)�


�%��� #5"5#5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� NWU (NBU)#
���� ��� ���� u, x, y ≥ 0# �����

H(u, x+ y) ≥ (≤)F (x)H(u, y).

�*%���95

�&�� ��5 ��� (2.6.8)� ����!� ��� ��5����

H(u, x+ y) =
φ

1 − φ

∫ u

0−
F (u+ x+ y − t) dH(t).

�����	 � F ����� NWU (NBU)� �
������� 5��

H(u, x+ y) ≥ (≤)
φ

1 − φ
F (x)

∫ u

0−
F (u+ y − t) dH(t)

� ����� �����

H(u, x+ y) ≥ (≤)F (x)H(u, y), ?6�4�8@

��� � ��5���-� ������
%����� �

��& ���$����
 ��*��'"

*���� Zu !�� ��!� !� ���&
���� ������!	 Hu� �����	 Pr(Zu ≤ y) = Hu(y)�

 5�� � Zu ��
���&��� �� �����!!� �� ����!	 �� �
�������� ������� 5�� ��

����� �
������� -����%��� ��5 ��� �
���5 �����!����5 u� #�5 �� �5
��!�

3.3.4 ?�5
��!� 3.3.5@ ������!� 5�� �� � P ����� DFR ?	 IMRL ��� ������5

!������@� �5�� � {Zu, u ≥ 0} ����� !�� ���������� ��!� �� ����� ����� ���������&
��������!����
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2����%� #5.5�5 ��� ��!� X ����� ���������& !��
5��
� ��5 ��� ��!� Y ���
��!����)���� !� X ≤st Y 5��� ��� �&�� �
��!����5 �
��!5 t ������

Pr(X ≤ t) ≥ Pr(Y ≤ t).

���!���� �� � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR� �5�� ��5 �� �5�


��!� 3.3.4 ����!� 5�� ��� �&�� u > w ≥ 0 ��� ��� �&�� y ≥ 0 ?�����
5@�

������

Hw(y) ≥ Hu(y),

�����	

Pr(Zw ≤ y) ≥ Pr(Zu ≤ y).

#��5 ������� 5�� Zw ≤st Zu�

��������� �� ��5!��� ��������!� ��� Willmot (2002, Theorem 3.2) ����

&!��� ����� !� �� ���������	 ��&��-��


�%��� #5.5�5 (Willmot 2002* !� � �������� ��� ���������� 	"�� F �����
NBU (NWU) ���� ��� ���� u, y ≥ 0 �����

Hu(y) ≤ (≥)F (y). ?6�9�3@

�*%���95

#�5 ��� (2.6.8) ��� ��� A
��!5 2.7.3 ����!�

H(u, y) ≤ (≥)
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (y)F (u− t) dH(t) + φF (y)F (u)

= F (y)

[
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t) dH(t) + φF (u)

]
.

(
���!����%��� ��� (2.6.6) ���� ��
��&�� ����� �
������� 5��

H(u, y) ≤ (≥)F (y)ψ(u)

��� ����
%��� !� ψ(u) � ��5���-� ������
%������ �

'�!�)���� 5�� H0(y) = F (y) � (3.6.1) �
&$���� �

Zu ≤st (≥st)Z0.

"�� ��!��� ���5 ����)��!� 5�� X ≥order Y ��!����� 5�� Y ≤order X�

"���5 �� ��
��
&$�� ���	 ����� �� !����	���!� ��
����
� �� ��&��-�

�
���!����%��� ��� ��!� Zu� 1�� �� �5�� ���5 !� ����� ���
������� �� �
��!��

��� ���������� ?����� Shaked and Shanthikumar (1994) ���Müller and Stoyan

(2002)@�
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2����%� #5.5�5 *����X ��� Y ��� !� �
������ ��!� !� ����
�	��� ������!%�
K� G �����������
?a@ < X ����� !��
5��
� ��5 ��� Y ���& ��-���� ��
�	 ��&��-� ?increasing
convex order@ ��� ��!����)��!� !� X ≤icx Y � ��

E[f(X)] ≤ E[f(Y )],

��� 5�� �� ��-���� ��� ��
�� ����
�	��� f ��� �� ����� ��&
���� �� !���
��!��
?b@ < X ����� !��
5��
� ��5 ��� Y ���& ��-���� ����� ��&��-� ?increasing
concave order@ ��� ��!����)��!� !� X ≤icv Y � ��

E[f(X)] ≤ E[f(Y )],

��� 5�� �� ��-���� ��� ����� ����
�	��� f ��� �� ����� ��&
���� �� !���
��!��
?c@ < X ����� !��
5��
� ��5 ��� Y ���& Laplace ��&��-� ?Laplace order@ ���
��!����)��!� !� X ≤Lt Y � ��

E[f(X)] ≤ E[f(Y )],

��� 5�� �� ��	
� !��5���� ��� ������� ����
�	��� f ��� �� ����� ��&
����
�� !��� ��!��

"��� �
&-� �� ��
��&�� �
��!�� ����� ������� �� �$�
!������� 1�� ���5 ��

�5�� �����!�� ���� ��5!��� �
5���� ?����� Müller and Stoyan (2002)@� ������

���!��� ��� ��
����
�)��� �� ����&-�� ���� ��� ��� ����� ��� ���
���� ����

��&���� ��� �� �������	����

2����%� #5.5#5 *����X ��� Y ��� !� �
������ ��!� !� ����
�	��� ������!%�
K� G ��� ��
� K = 1 −K� G = 1 −G� �����������
?a@����� X ≤icx Y �� ��� !5�� �� ��� �&�� x ≥ 0 ������∫ ∞

x

K(t) dt ≤
∫ ∞

x

G(t) dt.

?b@����� X ≤icv Y �� ��� !5�� �� ��� �&�� x ≥ 0 ������∫ x

0

K(t) dt ≥
∫ x

0

G(t) dt.

?c@����� X ≤Lt Y �� ��� !5�� �� ��� �&�� s ≥ 0 ������∫ ∞

0

e−stK(t) dt ≤
∫ ∞

0

e−stG(t) dt.
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A� ������ !���-� ��� ����&-��� ��� �
����$�
�!� �������� ��� ��
��&��

��&�
�!!�� 5��� E(X) ��� E(Y ) �� !��� ��!� ��� ��!� X ��� Y � �����������

�

X ≤st Y

X ≤icx Y
�

X ≤Lt Y� X ≤icv Y �

�

E(X) ≤ E(Y )

"�� ��������� �������� �� �
��!�� ��� ��&���� ������!%� ��� �� �
���!�����

	���!� ��� ��5!��� ��������!���� ��
���5��
� �����!�
��� ��� �� ��&���

���� ��&
���� ��� �
����� ��� Deshpande et al. (1986) ��� Belzunce et al.

(1999)�

2����%� #5.5&5 (a) ��� ������!	 G ����� NBU(2) (NWU(2)) �� ��� �&��
x, y ≥ 0 ������ ∫ x

0

G(t+ y) dt ≤ (≥)G(y)

∫ x

0

G(t) dt.

(b) ��� ������!	 G ����� NBULt ?NWULt@ �� ��� �&�� x, s ≥ 0 ������∫ ∞

0

e−stG(t + x) dt ≤ (≥)G(x)

∫ ∞

0

e−stG(t) dt.

"�� ��5!��� ��������!���� �
���!������!� �� ��
��&�� ��&��� ������!%�

���% ��� �� ��&��� NBUE (NWUE) ��� NBUC (NWUC) ?����� ��$&���� .@

��� ���
�� ��������� < ����� ��� ��&
��� !���-� ��� ��&���� ��� �
����$��


�!� ������� ��� ��
��&�� �
&$�!��

�

NBU (NWU)

NBUC (NWUC) �

NBULt ?NWULt@� NBU(2) (NWU(2)) �

�

NBUE (NWUE)

7�8��� #5.5�5 !� � �������� ��� ���������� 	"�� F ����� NBUE (NWUE)#
���� ��� ���� u ≥ 0# �����

E(Zu) ≤ (≥)E(Z0).
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�*%���95

*���� Fe � ������!	 ���

���� �� F �  5�� ��5 �� ����� (2.6.8) �
������� 5��

H(u, w) =
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u+ w − t) dH(t) + φF (u+ w)

=
φμ

1 − φ

∫ u

0+

fe(u+ w − t) dH(t) + φμ fe(u+ w). ?6�9�.@

A�����
%����� � �
� w ��� ��&���!� [0,∞)� ����!�∫ ∞

0

H(u, w) dw =
φμ

1 − φ

∫ ∞

0

∫ u

0+

fe(u+ w − t) dH(t) dw + φμ

∫ ∞

0

fe(u+ w) dw

=
φμ

1 − φ

∫ u

0+

∫ ∞

0

fe(u+ w − t) dw dH(t) + φμF e(u)

=
φμ

1 − φ

∫ u

0+

F e(u− t) dH(t) + φμF e(u). ?6�9�6@

*����� �� � F ����� NBUE (NWUE)� �����	 F e(u) ≤ (≥)F (u)� �5�� ��5 ���

(3.6.3) ����!�∫ ∞

0

H(u, w) dw ≤ (≥)
φμ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t) dH(t) + φμF (u) = μψ(u),

5��� ���� ��������� ��5���� �
���!����	��!� ��� (2.6.6)� E���
%��� !� ψ(u)

��!��
�����!� 5�� ∫ ∞

0

Hu(w) dw ≤ (≥)μ. ?6�9�8@

'�!�)���� 5�� H0(y) = F (y)� �
������� �� )����!���� �

�� ��&���� �
5�� ������������� �� ��5����� ��������!��

7�8��� #5.5#5 !� � F ����� NBUC (NWUC)# ���� ��� ���� u ≥ 0# �����

Zu ≤icx (≥icx)Z0.

�*%���95

*���� 5�� � F ����� NBUC (NWUC)� �����	 F e(x+ y) ≤ (≥)F e(x)F (y)� #�5

��� (3.6.2) ������
%����� � �
� w ��� ��&���!� [x,∞) ���
���!�∫ ∞

x

H(u, w) dw ≤ (≥)
φμ

1 − φ

∫ u

0+

F e(x)F (u− t) dH(t) + φμF e(x)F (u)

= μF e(x)ψ(u).
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E���
%��� !� ψ(u) �
������� 5��∫ ∞

x

Hu(w) dw ≤ (≥)

∫ ∞

x

F (w) dw

��� � ��5���-� ������
%����� �

7�8��� #5.5&5 !� � F ����� NBU(2) (NWU(2))# ���� ��� ���� u ≥ 0# �����

Zu ≤icv (≥icv)Z0.

�*%���95

#�5 ��� (2.6.8) ������
%����� � �
� w ��� ��&���!� [0, x] ��!�)���� 5��

H(u, y) = ψ(u) −H(u, y)� ����!�∫ x

0

[ψ(u)−H(u, w)] dw =
φ

1 − φ

∫ x

0

∫ u

0+

F (u+w−t) dH(t) dw+φ

∫ x

0

F (u+w) dw.

+������!��∫ x

0

H(u, w) dw = xψ(u)− φ

1 − φ

∫ u

0+

∫ x

0

F (u+w−t) dw dH(t)−φ
∫ x

0

F (u+w) dw.

#� � F ����� NBU(2) (NWU(2))� ��5 ��� ��
��&�� ����� ����!�∫ x

0

H(u, w) dw ≥ (≤) xψ(u) − φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t)

∫ x

0

F (w) dw dH(t)

−φF (u)

∫ x

0

F (w) dw

= xψ(u) −
∫ x

0

F (w) dw

(
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t) dH(t) + φF (u)

)
.

(
���!����%��� ��� (2.6.6) ���
���!�∫ x

0

H(u, w) dw ≥ (≤)xψ(u) −
∫ x

0

F (w) dw ψ(u)

��� ����
%��� !� ψ(u) �
������� 5��∫ x

0

Hu(w) dw ≥ (≤)x−
∫ x

0

F (w) dw.

#�5 �� �����5 5��

x−
∫ x

0

F (w) dw =

∫ x

0

1 dw−
∫ x

0

F (w) dw =

∫ x

0

F (w) dw,

� ��5���-� ������
%����� �
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7�8��� #5.5"5 !� � �������� F ����� NBULt (NWULt*# ���� ��� ���� u ≥ 0#
�����

Zu ≤Lt (≥Lt)Z0.

�*%���95

#�5 ��� (2.6.7) ����!�∫ ∞

0

e−swH(u, w) dw =
φ

1 − φ

∫ ∞

0

e−sw
∫ u

0+

F (u+ w − t) dH(t) dw

+φ

∫ ∞

0

e−sw F (u+ w) dw.

+������!�∫ ∞

0

e−swH(u, w) dw =
φ

1 − φ

∫ u

0+

∫ ∞

0

e−sw F (u+ w − t) dw dH(t)

+φ

∫ ∞

0

e−sw F (u+ w) dw.

#� � F ����� NBULt ?NWULt@ ��5 ��� ��
��&�� ����� �
������� 5��∫ ∞

0

e−swH(u, w) dw ≤ (≥)
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t)

∫ ∞

0

e−sw F (w) dw dH(t)

+φF (u)

∫ ∞

0

e−sw F (u) dw

=

∫ ∞

0

e−sw F (u) dw

[
φ

1 − φ

∫ u

0+

F (u− t)dH(t) + φF (u)

]
.

(
���!����%��� ��� (2.6.6) ���
���!�∫ ∞

0

e−swH(u, w) dw ≤ (≥)

∫ ∞

0

e−sw F (u) dw ψ(u).

E���
%��� !� ψ(u)� � ��5���-� ������
%������ �
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��� ����&��"  "# ��$�&"#

Lundberg &�� �!� �&$� �&�

�%���� �

��� �����	�


"�� ��$&���� ���5 ��
����&)��!�� ��� ���������5 !������ �� ���
�� ������

���� !�� ��������� �� ����	�� ��� Lundberg ?����� ��
&�
�$� .�8@ �
����

!����%��� ��� ��
& �� ������!	 ��� �����!!���� H(u, y)� ���& �� ����!	

�� �
�������� #�5 �� ��������� ���	 ��� �� ���5���� !�������� ��� ��� ���

����!	 ��� �����!!���� ������� 5�� �� ����� �
������� Hu(y)� ��� !����	��!�

��� ��$&���� 6� �
�����!� ��������!��� !�������� ��� �� ���&
���� eRu ψ(u)�

�� ���5 ��� �
5�� �����!� ��� �$�
!��� ��� �� �
���!5���� �� !��������

�� ���&
���� Hu(y) ��� ���������5 !������� #
���&� �� Dickson and Dos

Reis (1996)� �
���!�������� �� !�������� �� ���&
���� Hu(y) ��� ������5

!������� �
������� �� !�������� &���� �����	��� ��� ���
�� ��������� 5��

��� ��
&����!� �� !�������� ��� ��������� �
5��� 5��� �� ���5���!� ��
�!����

�
�����5� ��������� ��5 �� ��������� �� ����	�� ��� Lundberg� ��������&�

)��!� ��� �������& $
&�!��� ��� ��� �����5���� �
��������  � $
&�!��� ���&

��5 �� !�� ����
& ����� �� ���	 !�
$	 ��� ��5 ��� &��� ����� ����
���!� !� ��

$
&�!��� ��� Willmot (2002) ��� Willmot et al. (2001)�  ���� ���� ��
������

5��� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� ����� ��
�& ��
&� !����&!� ���!������

��� ����� ����������� �&���� ��5 �� ��������!��� ��� ��
����&��!� ����

��
&�
�$� .�7�

4.
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��� -�� ��� ���" �"� ���#
"� Lundberg

"��� ��
&�
�$� ���	� ���������!� �� ����	�� ��� Lundberg ?����� �����

(4.2.1)@ ��� ���������5 !������� �
���!����%��� ��� ������!	 ��� �����!!��

��� '��
��!� 5�� ��&
��� � ���������	 �
���
!��	 R > 0� ��� ��!�����

5�� ∫ ∞

0

eRx dF (x) =
1

φ
. ?8�.�3@

�� �����	
��� ���& ��
&������ ������!� 5�� !�� �������!� ��$
��� �����

?����� Grandell (1991)@ ∫ ∞

0

eRx F (x) dx =
1 − φ

φR
. ?8�.�.@

1���� &5�5�5 ���� u ≥ 0 ������
 ���� ��� y ≥ 0# � 	������

Λu(y) =
φ

1 − φ
[ψ(u+ y) − ψ(u)ψ(y)],

���������� ��� ������������ ���������� �$���

Λu(y) = φ

∫ y

0

Λu(y − t) dF (t) + φH(u, y). ?8�.�6@

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� .�. ��� Willmot (2002)� ������ 5��

ψ(u+ y) − ψ(u)ψ(y) =

∫ y

0−
H(u, y − t) dH(t).

����������&)���� �&�� !��� �� ��������� �-����� !� φ/(1−φ)� �
�������

5��

Λu(y) =
φ

1 − φ

∫ y

0−
H(u, y − t) dH(t). ?8�.�8@

(
���!����%��� ��� �
��!5 �� ������!	 !� �
������� ?����� (2.6.2)@ ���

�� �����	 !�
$	 ��� �� ���� !�� �����!!����	 ���������	 �-����� ?�����

Asmussen (1987)@� ��5 ��� (4.2.4) ��!��
�����!� 5�� � ���&
���� Λu(y) ������

����� ��� (4.2.3)� �

"��� (4.2.3)� �� ����
�	��� Λu(y)� H(u, y) ����� $
��!��� ?&
� ��� $
��!��

�� �� ����
��!��� �����	!���@� ��������� ��5 Chadjiconstantinidis and Politis

(2007, p.45) �
������� 5��H(u, y) ≤ φF (y)/(1−φ) ��� ��!����� 5�� � ���&
����

eRyH(u, y) ����� ����� ������
%��!� ���& Riemann � �
� y ?����� ��
&�

�
�$� .�9@� #�5 �� ��
��&�� �	!!�� �
������� !�� ����	�� ��� �� ���������	

�
���
!��	 ��� �������� ��������� �� (4.2.2)�
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7�8��� &5�5�5 /�� ���� u ≥ 0# ����� ���∫ ∞

0

eRyH(u, y) dy =
1

R
[e−Ru − ψ(u)]. ?8�.�4@

�*%���95

#�5 �� ����� (4.2.3)� �$�
!5)���� �� D	!!� 2.6.1 ��� �� ���&
���� Λu(y)�

����!�

lim
y→∞

eRy Λu(y) =

∫ ∞
0
eRyH(u, y) dy∫ ∞

0
y eRy dF (y)

.

#���������%��� �� ���&
���� Λu(y)� ���
���!� 5��

φ

1 − φ
lim
y→∞

eRy [ψ(u+ y) − ψ(u)ψ(y)] =

∫ ∞
0
eRyH(u, y) dy∫ ∞

0
y eRy dF (y)

. ?8�.�9@

1�� u = 0� � (4.2.6) �������

lim
y→∞

eRy ψ(y) =

∫ ∞
0
eRy F (y) dy∫ ∞

0
y eRy dF (y)

�� ����� ���������� ��� (2.6.9)� ���!���

lim
y→∞

[eRyψ(u+ y) − eRyψ(u)ψ(y)] = e−Ru lim
y→∞

eR(u+y)ψ(u+ y) − ψ(u) lim
y→∞

eRyψ(y)

=

∫ ∞
0
eRy F (y) dy∫ ∞

0
y eRy dF (y)

(e−Ru − ψ(u)). ?8�.�0@

< ����� (4.2.6) !��� �� ����� (4.2.7) �������∫ ∞

0

eRyH(u, y) dy =
φ

1 − φ

∫ ∞

0

eRyF (y) dy [e−Ru − ψ(u)]

��� �
���!����%��� ��� (4.2.2)� �����	���!� �� )����!���� �

#�5 ��� (2.6.7)� �
������� 5�� H(0, y) = φF (y)� *����� �� ��� ����� (4.2.5)

�����!� u = 0� �
������� � (4.2.2)� '�!�)��!� 5�� � H(u, y) = ψ(u) −H(u, y)

����� !�� �����!!����	 ������!	 � �
� y� !� u ≥ 0 �����
5�  � ��5!���

��������!� ����� !�� ��������� �� ����	�� ��� Lundberg�


%����� &5�5#5 /�� ���� u ≥ 0# ����� ���∫ ∞

0

eR(u+y) dH(u, y) = 1, ?8�.�7@

���	 � ��������� ������� �� ���� y
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�*%���95

#�5 ��� (4.2.5)� �&����� �����	
��� ���& ��
&������ �
������� 5��

[
eRyH(u, y)

]∞
y=0

+

∫ ∞

0

eRy dH(u, y) = e−Ru − ψ(u) ,

��* 5��� ����!� 5��

−ψ(u) +

∫ ∞

0

eRy dH(u, y) = e−Ru − ψ(u).

E���
&$���� ��� 5
� ψ(u) ��� ���������� ��� �������5 5
� e−Ru ��� �
%��
!���� ��!�&���!� �� )����!���� �

#�5 �� '�%
�!� 4.2.2 �
������� &!��� � ��
�� �����	 ����5���� Lund-

berg�


%����� &5�5&5 /�� ���� u ≥ 0# ����� ���

ψ(u) ≤ e−Ru.

#� Zu ����� !�� ��!� ��� ��������� ��� ������!	 Hu ?����� ����� (2.2.8)@�

!��
��!� �� �
��!� �� 
�������	�
�� MZu(R) ��� ��!��� R ����
�	��� ��

�����5���� �
��������  � ��5!��� ��������!� ���� ���������� �
���& ��5 ���

Gerber (1979, Chapter 9) �
���!����%��� martingales ?����� ������ Asmussen

(2000, p.24) @� ��
����&)��!� !�� ��� ���	 ��5���-��


�%��� &5�5"5 /�� ���� u ≥ 0# � 	�������� ���������� R ���������� ��
���

MZu(R) =
e−Ru

ψ(u)
.

�*%���95

�
&�!���� ��5 �� �5
��!� 4.2.3 ��� ��� (2.2.8)� �
������� 5��∫ ∞

0

ψ(u) eRu eRy dHu(y) = 1,

� ����� ����� ∫ ∞

0

eRy dHu(y) =
e−Ru

ψ(u)
.

�

7�8��� &5�5.5 !� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR# ���� � 	���,
��� e−Ru/ψ(u) ����� ��$�	� 	������ ��	 u ≥ 0
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�*%���95

E���
%��� ��� ����� (4.2.5) !� �� ψ(u)� �
������� 5��

e−Ru

ψ(u)
= 1 +R

∫ ∞

0

eRy
H(u, y)

ψ(u)
dy. ?8�.�:@

#�5 �� �5
��!� 3.3.4� ������!� 5�� � ���&
���� H(u, y)/ψ(u) ����� ��-����

� �
� u� *����� ��5 ��� ?4.2.9@� �
������� 5�� � ���&
���� e−Ru/ψ(u) �����

��-���� ���&
���� ��� u� �


%����� &5�5,5 !� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR# ���� ��� ����
u, y ≥ 0# �����

ψ(u+ y) ≤ ψ(u) e−Ry. ?8�.�3/@

�*%���95

 � ��������!� ��� ��
��!��� �
������� &!��� �����	 � ���&
���� e−Ru/ψ(u)

����� ��-���� � �
� u� �
&�!���� ��� �&�� u, y ≥ 0 ����!�

e−R(u+y)

ψ(u+ y)
≥ e−Ru

ψ(u)

��5 �� ����� �
������� �� )����!���� �

 �������� 8�.�3
 i) % 	������ ψu(y) = ψ(u + y)/ψ(u) �����+���� 	�����,
������ �	�� ��� ������� ����������� ��������� H(u) = 1 − ψ(u) (��� ��,
�������� ������������ ������ ������� �� &�� ��� ������ ��	 Willmot (2002)*

!�� ��� (4.2.10) ��������� ��� ψu(y) ≤ e−Ry
 ��������# ��� �� ��� (3.3.1)
������ ������ �� &�������� ������ ��� H(u, y) ≤ ψ(u + y) � Hu(y) ≤ ψu(y)

0� ���� �����# ���� � P ����� DFR# ���� ��� ��������� ��� �� ��� ��������
Lundberg ����� ��� ��� Hu(y) ��� ψu(y)

(ii) ��� ������ �������# �� 1������ 4.2.6 ��� ��  ����� 4.2.7 ����	� ����
� P ������ ��� �	������ ���� IMRL ()����  ����� 3.3.5*


��� -�� ���#
" ��� �"� ����
 ������
 ���

���� ������

"�!$��� !� �� ��
�� �����5 ���!������5 ��������!� ��� Cramér-Lundberg�

���
�)��!� 5��

lim
u→∞

eRu ψ(u) = C , ?8�6�3@

5���

C =
1 − φ

φR
∫ ∞

0
y eRy dF (y)

. ?8�6�.@
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#�
∫ ∞

0
e(R+ε)t dF (t) <∞ ��� �&���� ε > 0� �5�� ��5 ���Willmot(2002, Theorem

3.4) ��� ��� ?4.2.2@ �
������� 5�� limu→∞Hu(y) = H∞(y)� 5���

H∞(y) =
φR

1 − φ

∫ ∞

0

eRt F (t+ y) dt, y ≥ 0. ?8�6�6@

"�� ��5!��� ��%
�!�� �����!� !�� ����	�� ��&���� !� ���	� ��� Lundberg ���

��� �
���	 ������!	 ��� �����!!��� H∞(y) = 1 −H∞(y)�

7�8��� &5#5�5 ���� ��� �������� A(y) �� �	�� A(y) = 1 − A(y)# y ≥ 0

2������	�� ��� ��� ���� u, y ≥ 0# ����� Hu(y) ≤ k A(y) ��� ������ k ��
0 < k <∞
 !� ∫ ∞

0
eRy A(y) dy <∞# ����∫ ∞

0

eRy dH∞(y) =
1

C
, ?8�6�8@

���	 � ������ C ���+���� ��� (4.3.2)


�*%���95

����������&)���� �� ��� !��� �� ����� Hu(y) ≤ k A(y) !� eRy ��� �������


%����� � �
� y ��� ��&���!� [0,∞)� ����!�∫ ∞

0

eRyHu(y) dy ≤ k

∫ ∞

0

eRy A(y) dy <∞. ?8�6�4@

E���
%��� �� ��� !��� �� (4.2.5) !� ψ(u) ��� ���
����� �� 5
�� ���% u→ ∞
�
������� 5��

lim
u→∞

∫ ∞

0

eRyHu(y) dy =
1 − C

C R
.

(
���!����%��� ��� (4.3.5)� ��5 �� '�%
�!� �� ��
��
��!��� "�������

!��
��!� �� ���&-��!� ���� ��������� ����� �� ���
& ��� �
��� !� �� �����	�


�!� ∫ ∞

0

eRyH∞(y) dy =
1 − C

CR
. ?8�6�9@

�&����� �����	
��� ���& ��
&������ � ��5���-� ������
%������ �

#� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F ����� NBU� �5�� ��5 Willmot (2002,

Theorem 3.2) ������ � ����	�� ��� '��
	!��� 4.3.1 ��� A(y) = F (y) ���

k = 1� ��������� �� � ������!	 ��� ���)�!�%���� P ����� DFR� �5�� ��5

�� �5
��!� 3.3.4� � ���&
���� Hu(y) = 1 −Hu(y) ����� ��-���� � �
� u ���

�
���!����%��� �� '�%
�!� �� ���5���� "������� ��!�&���!� ��� ?8�6�9@�

'��
��!� �� 5
�� �� �������5!��� ���!��
��	 ��
&� ψ∞(y) = limu→∞ ψu(y)�

#�5 ��� (4.3.1)� �
������� &!��� �� ��5����� ��������!��
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1���� &5#5�5 /�� ���� y ≥ 0# ����� ψ∞(y) = e−Ry 



�%��� &5#5#5 /�� ���� y ≥ 0# ����� H∞(y) ≤ e−Ry


�*%���95

*A�� ����!� ��� ��
��	
��� 4.2.1� ��� �&�� u, y ≥ 0� ������ 5�� Hu(y) ≤ ψu(y)�

���
����� �� 5
�� u → ∞� ��5 �� D	!!� 4.3.2 �
������� �� )����!���� �

"�� �������� �� ��
��
&$��� ���
��!� �� ������5 !������� 5��� F (u) =∫ u

0
P (t) dt/m ��� ��
����&)��!� �
��!��� ��������� ������ ��� �� C ?�����

����� (4.3.1)@ �$�
!5)���� �� '�%
�!� 4.3.1� #�5 ��� Lin (1996) ���Willmot

(1998)� �� � F ����� NBUC (NWUC)� �5�� C ≥ (≤)φ� 5��� φ = 1/(1 + θ)� <

��5���� C = φ ������ !5�� ���� ��
������ ��� � P ����� � �������	 ������!	�


%����� &5#5&5 ��� ������ ������� �� � P ����� NBUC# ���� C ≥ φ/(φ+mR)


�*%���95

#�5 �� �5
��!� 0 ��� Willmot and Lin (1998)� ������ Hu(y) ≤ P (y)� �����	∫ ∞
0
eRy P (y) dy = m/φ <∞� ��5 ��� (4.3.6)� ����!�∫ ∞

0

eRyH∞(y) dy ≤
∫ ∞

0

eRy P (y) dy.

+������!�� ������
1 − C

CR
≤ m

φ

��� ������� � �
� C� � ��5���-� ������
%������ �


%����� &5#5"5 ��� ������ �������# �� � P ����� NBUE# ���� C ≥ 1 −mR


�*%���95

#� R ≥ 1/m� �5�� �
�$��% �� �5
��!� ������ ��5�� C ≥ 0� #� R < 1/m�

��5 �� �5
��!� 7 ��� Willmot and Lin (1998)� ������ Hu(y) ≤ e−y/m� �����	∫ ∞
0
eRy e−y/m dy = m/(1 −mR) <∞� ��5 ��� (4.3.6)� ����!�∫ ∞

0

eRyH∞(y) dy ≤
∫ ∞

0

eRy e−y/m dy.

+������!�� ������
1 − C

CR
≤ m

1 −mR

��� ������� � �
� C � ��5���-� ������
%������ �


%����� &5#5.5 ��� ������ ������� �� � P ����� NWAE# ���� C ≥ 1 −
rP (∞)R# ���	 rP (∞) = limx→∞ rP (x)




4:

�*%���95

#� R ≥ 1/rP (∞)� �5�� �� ��������!� ����� �
�$���� #� R < 1/rP (∞)�

�5�� ��5 �� �5
��!� 3/�.�. ��� Willmot and Lin (2001)� Hu(y) ≤ e−y/rP (∞)�

#������%��� ��� ���� ���������� 5�� ���� ��5���-� ��� ��
��!��� 8�6�4� �

��5���-� ������
%������ �

��� �#���* .�*�����

"��� ��
&�
�$� ���	� �� ���������!� ��
�� !� �������& $
&�!��� ��� ���

�����5���� �
�������� A� Willmot et al. (2001) �
���!�������� �� ����
�	�

���

αL(u) = inf
0≤z≤u,F (z)≥0

eRz F (z)∫ ∞
z
eRt dF (t)

,

αU(u) = sup
0≤z≤u,F (z)≥0

eRz F (z)∫ ∞
z
eRt dF (t)

.

��� ������������ �������& $
&�!��� ��� ��� �����5���� �
������� ��� ��������

��5 �� �����

αL(u) e−Ru ≤ ψ(u) ≤ αU(u) e−Ru. ?8�8�3@

�����	 � ��������!5 ��� ����
�	���� αL(u) ��� αU(u) ����� �� ����� ��
��

��%��� �������� ��5!� ��� ��� ������5 !������� ��� ��5!��� ��%
�!� �����!�

��� �������& $
&�!��� �� ��������
� !�
$	�

7�8��� &5&5�5 /�� ���� u ≥ 0# ����� ���

e−Ru − 1 − φ

1 − φ+ φF (u)
≤ ψ(u) ≤

(
1 − φR

∫ ∞

u

eRyF (y) dy

)
e−Ru. ?8�8�.@

�*%���95

1�� �� �&�� $
&�!� �
���!������!� �� &�� $
&�!� ��� Chadjiconstantinidis

and Politis (2007) ��� ��� ��
& ��� �����!!����

H(u, y) ≤ φ

1 − φ
F (y)

[
1 − ψ(u)

]
?8�8�6@

��� �� �&�� $
&�!� ��� De Vylder and Goovaerts (1984) ��� ��� �����5����

�
��������

ψ(u) ≥ φF (u)

1 − φ+ φF (u)
.

#�5 �� ��������� $
&�!� �
������� 5��

1 − ψ(u) ≤ 1 − φ

1 − φ+ φF (u)
. ?8�8�8@



9/

#�5 �� ������ ?8�8�6@ ��� ?8�8�8@� ����!�

H(u, y) ≤ φ

1 − φ
F (y)

1 − φ

1 − φ+ φF (u)
=

φF (y)

1 − φ+ φF (u)
.

#�5 �� ������ ?8�.�.@ ��� ?8�.�4@� �
������� 5��

e−Ru − ψ(u) = R

∫ ∞

0

eRyH(u, y) dy

≤ φR

1 − φ+ φF (u)

∫ ∞

0

eRy F (y) dy

=
φR

1 − φ+ φF (u)

1 − φ

φR
.

D������ � �
� ψ(u)� �
������� �� )����!��� �&�� $
&�!�� 1�� �� &��

$
&�!�� ��5 ��� (2.6.7)� ������ H(u, y) ≥ φF (u+y)� ���!���� ��5 ��� (4.2.5)

����!�

e−Ru − ψ(u) = R

∫ ∞

0

eRyH(u, y) dy

≥ φR

∫ ∞

0

eRy F (u+ y) dy

= φR e−Ru
∫ ∞

u

eRy F (y) dy.

D������ � �
� ψ(u)� �
������� �� &�� $
&�!� �� (4.4.2)� �

 �������� 8�8�3
 �� ��� '����� ��	 1��������� 4.4.1 )�������� ��� ��������
Lundberg
 ��������# ����&� � 	������

∫ ∞
u
eRy F (y) dy ����� '����	� �� ����

u# ���������

φ ≤ 1 − φR

∫ ∞

u

eRy F (y) dy ≤ 1.

�� ���� '����� ��	 1��������� 4.4.1# &���� ������������� ����������� ���
�������� ��	 �� φ ����� ����� �� ����&�
 ��� )�)������'�� 	�����	� ����
'������� ��� ��� ���������� ���������� ��	 ����� ������������� ���� �� φ �����
����� �� ����&�# ���� ��� ����&����� ��� Kalashnikov (1997, p.177)


#�5 Willmot (2002, relation 3.32) ���
�)��!� 5�� �� � ������!	 ��� ���)��

!�%���� P ����� DFR� �5��

F (u)∫ ∞
u
eRy dF (y)

≤ ψ(u) ≤ φ e−Ru. ?8�8�4@

< �����
� ������� �� (4.4.5) �
������� ��� ��5 �� ����� (4.2.10) ��� u =

0� "�� �������� ��
����&)��!� ��� �&�� �������5 $
&�!� ��� ��� �����5����

�
�������� �
���!����%��� ��� ���!������5 ���� ��� Cramér-Lundberg�
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1 2 3 4
u

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

"�	!� 8�3C �&�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u)� ��� θ = 0.5�


�%��� &5&5�5 !� � �������� ��� ���+������� ����� DFR# ���� ��� ����
u ≥ 0# ����� ���

ψ(u) ≥ C e−Ru.

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 4.2.6� � ���&
���� eRu ψ(u) ����� $������� � �
� u� < ��5�

���-� ������
%����� �
���!����%��� ��� (4.3.1)� �

"�� ��5!��� ��
&����!�� ��� ���$�
���� ��� ������5 !������ �� ���
��

��������� ����
����!� �� �&�� $
&�!� �� �
5���� 4.4.2 ��� ��� �����5����

�
������� !� �� ���������� �� ����� (4.4.5)�


��'������ &5&5#5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� !�� !�-� ���
�����%� !� ����5����

p(x) =
1

5
e−x +

12

5
e−3x.

'�!�)��!� 5�� �&�� !�-� �������%� ������!%� ��	��� ���� ��&�� DFR� "��
"�	!� 4.1� � �������!!��� �
�!!	 ����� �� �&�� $
&�!� ��� ��� �����5���� �
��
������ ��� ������� ��� ����� (4.4.5)� ��% � �����	 �
�!!	 ����� �� ����������
�&�� $
&�!� ��� �
������� ��5 ��� �
5���� 4.4.2� ��� θ = 0.5� ��
���
��!��
5�� !5�� ��� !��
� ��!� ��� u < 1� �� $
&�!� ��� ����� � Willmot (2002) �����
������
� ��5 �� $
&�!� �� �
5���� 4.4.2�

"�� ��������!� ��� ���������� ��������&)��!� &�� ��� �&�� $
&�!��� ���

�� ���������	 �
���
!��	 R ��� �� ���&
���� ψ(u)/
∫ ∞
u
ψ(y) dy�



9.

7�8��� &5&5&5 !� � P ����� DFR# ����

(1 − φ)C

φμ
≤ R ≤ ψ(u)∫ ∞

u
ψ(y) dy

≤ 1 − φ

μ
, ?8�8�9@

���	 μ ����� � ��� ���� ��� F 


�*%���95

#�5 ��� ?8�.�3/@� ������
%����� � �
� y ∈ [0,∞)� �
������� 5��∫ ∞

0

ψ(u+ y) dy ≤ ψ(u)

∫ ∞

0

e−Ry dy.

+������!�� ����!� ∫ ∞

u

ψ(y) dy ≤ ψ(u)
1

R
,

��� � �����
� ����5���� ���� ?8�8�9@ ������������ ��������� �����	 � P �����

DFR� ��5 �� D	!!� 3.2.9 ��� �� D	!!� 3.3.2� � ������!	 H(u) = 1−ψ(u) �����

����� DFR� *����� � ���&
����
∫ ∞

0
ψ(u+ y) dy/ψ(u) ����� ��-���� � �
� u�

��5�� � ���&
���� ψ(u)/
∫ ∞
u
ψ(y) dy ����� $������� � �
� u� ���!���

ψ(u)∫ ∞
u
ψ(y) dy

≤ ψ(0)∫ ∞
0
ψ(y) dy

=
φ

E(S)
.

'�!�)���� 5�� E(S) = φμ/(1 − φ) ?����� ��
&�
�$� .�6@� �
������� � �
���

����5���� �� (4.4.6)� 1�� ��� �
%�� ����5���� ���� (4.4.6)� ��5 ��� �
5����

4.4.2 ������
%����� �&�� � �
� y ∈ [0,∞)� �
������� 5��

E(S) ≥ C

R

��� � ��5���-� ������
%����� �

< ���&
���� ψ(u)/
∫ ∞
u
ψ(y) dy ��
����&)���� ����& ��� ���
�� ���������

1�� ��
&����!�� � !��� ��!	 ��� �����!!��� ������� 5�� �� ����� �
�������

?����� Willmot (2002, relation 3.20)@ �����

γ(u) = E(|U(T )| |T <∞, U(0) = u) =

∫ ∞
u
ψ(y) dy

ψ(u)
− φμ

1 − φ
.

���!���� �&�� ��5 �� ����	�� ��� '��
	!��� 4.4.4� ����!�

μ ≤ γ(u) ≤ 1

R
− φμ

1 − φ
.

"�� ��������� !����&!� ��� ���!������	 ��!��
�$�
& �� γ(u)�
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�%��� &5&5"5 3����

lim
u→∞

γ(u) =
1

R
− φμ

1 − φ
.

�*%���95

#�5 ��� (4.4.1) ��� ��!�&����� ��5>� 5�� � ���&
���� αL(u) ����� $�������

��% � αU(u) ����� ��-���� � �
� u� ����!�

ψ(u+ y)

ψ(u)
≤ αU(∞) e−R(u+y)

αL(∞) e−Ru
=
αU(∞)

αL(∞)
e−Ry.

�$�
!5)���� �� ��%
�!� �� ��
��
��!��� "������� ��� �
���!����%���

�� D	!!� 4.3.2� ���
���!�

lim
u→∞

∫ ∞

0

ψ(u+ y)

ψ(u)
dy =

∫ ∞

0

lim
u→∞

ψ(u+ y)

ψ(u)
dy =

∫ ∞

0

e−Ry dy =
1

R

��� � ��5���-� ������
%����� �

 �������� 8�8�.
 �4��� � �������� ��� ���+������� P �����	��� ��� ����,
���� �������� �� ��������� b# ���� ��� Willmot (2002) � �������� ��� �����,
����� 	"�� F �����	��� ���� ��� �������� �������� �� ��������� b ��� ���
���� μ = 1/b
 !�� ��� (4.2.1)# )����	�� ��� � 	�������� ���������� ��,
��� R = (1 − φ)b
 ��� �������� �	��# ����� ������ �� &�������� ������# ���
����	� �� ������� �� ��� (4.4.6) ��� ��� limu→∞ γ(u) = μ


< ���&
���� πS(u) =
∫ ∞
u
ψ(y) dy ����� �� ��$&����
� ������	 )�!�� ?stop-

loss premium@ �� ������ !�������	 S =
∑N

i=1Xi� A� Cai and Garrido (1998)

��� �� Chadjiconstantinidis and Politis (2005) ������������ $
&�!��� ��� ��

���&
���� ���	� "�� ��������� �����!� �&���� ��� $
&�!��� ��� ��� πS(u)�


�%��� &5&5.5 /�� ���� u ≥ 0# �����

πS(u) ≤
[

1

R
− φ

∫ ∞

u

eRy F (y) dy

]
e−Ru + φ πF (u), ?8�8�0@

���	 πF (u) =
∫ ∞
u
F (y) dy


�*%���95

#�5 �� �����
� ������� �� (4.4.2)� ������
%����� ��� [0,∞)� ���
���!�

πS(u) ≤ 1

R
e−Ru − φR

∫ ∞

u

∫ ∞

t

eRy e−Rt F (y) dy dt.

�&����� �����	 ��� ����5 �����	
�!�� ����!�

πS(u) ≤ 1

R
e−Ru − φR

∫ ∞

u

∫ y

u

eRy e−Rt F (y) dt dy.

���& ��5 ���� �����
��� �
&-�� � ��5���-� ������
%������ �
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7�8��� &5&5,5 !� � F ����� NWUE (NBUE)# ����

π(u) ≥ (≤)E(S) e−uφ/E(S).

�*%���95

#� rF (u) ≥ (≤)μ� �����	 � F ����� NWUE (NBUE)� ��5 �� '�%
�!� 6�3/ ���

Chadjiconstantinidis and Politis (2005) �
������� 5�� ��� �&�� t ≥ 0� ������

[E(S) + μ]ψ(t)/πS(t) ≥ (≤)1.

*����� ��� 0 ≤ u <∞�

[E(S) + μ]

∫ u

0

ψ(t)

πS(t)
dt ≤ u.

*A!� � ���&
���� −logπS(t) ����� ��5 ��-�& ��
�������!� !� (−logπS(t))′ =

ψ(t)/π(t)� ��5��

[E(S) + μ] [logπS(0) − logπS(u)] ≥ (≤)u.

D�!�&����� ��5>� 5�� πS(0) = E(S)� E(S) + μ = E(S)/φ ��� �&����� ����

�
&-��� � ��5���-� ������
%������ �

A� Willmot et al (2001) ����-�� 5�� �� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� F

����� NWUC (NBUC)� �5��

ψ(u) ≤ (≥)φ e−Ru, ?8�8�7@

����������� �� &�� �������5 $
&�!� �� (4.4.5) ��� �
������� ��� �&�� $
&��

!� 5��� � F ����� NBUC�

7�8��� &5&565 !� � F ����� NWUC (NBUC)# ���� ��� ���� u ≥ 0# ���
�������� �������� ��� (����* '����� ��� �	�� ��� (4.4.8) &������ ��� �� ���

ψ(u) ≤ (≥)φ e−Ru − φ2 e−Ru
∫ ∞

u

eRt dF (t) + φF (u). ?8�8�:@

�*%���95

(
���!����%��� �� ������ (2.6.5)� (4.2.1) ��� (4.4.8)� �
������� 5��

ψ(u) = φ

∫ u

0

ψ(u− t) dF (t) + φF (u)

≤ φ

∫ u

0

φ e−R(u−t) dF (t) + φF (u)

= φ2 e−Ru
∫ u

0

eRt dF (t) + φF (u)

= φ2 e−Ru
[

1

φ
−

∫ ∞

u

eRt dF (t)

]
+ φF (u)

= φ e−Ru − φ2 e−Ru
∫ ∞

u

eRt dF (t) + φF (u).
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#�5 Willmot et al. (2001)� �����	 � F ����� NWUC� ����!� αU(u) = φ� ��

�������� � ���&
���� αU(u) ����� ��-���� � �
� u� ��5�� ��� u ≥ z ≥ 0�

����!�
eRz F (z)∫ ∞
z
eRt dF (t)

≤ φ.

#�5 ��� ��������� ������ �
������� 5��

F (u) ≤ φ e−Ru
∫ ∞

u

eRt dF (t),

��� ��!����� 5��

−φ2 e−Ru
∫ ∞

u

eRt dF (t) + φF (u) ≤ 0.

*����� �� �������5 &�� $
&�!� �� ����� (4.4.9) ����� ������
� ��5 �� �����

������ �� ����� (4.4.8)� "��� ��
������ 5��� � F ����� NBUC� �
��)5!����

!� ��� ���� �
5�� ��!�&����� ��5>� 5�� αL(u) = φ ��� 5�� � ���&
���� αL(u)

����� $������� � �
� u� �

#������%��� ��� ���� ���������� 5�� �� '�%
�!� 4.4.8 ��� ��!�&�����

��5>� 5�� ���� DFR ��
������ ����� φ ≥ C� !��
��!� �� �����%���!� �� �&��

$
&�!� ��� ������� ���� �
5���� 4.4.2�


�%��� &5&505 !� � �������� ��� ���+������� ����� DFR# ���� ��� ����
u ≥ 0# ����� ���

ψ(u) ≥ C e−Ru − C φ e−Ru
∫ ∞

u

eRt dF (t) + φF (u).

"�� ��������� �����!� ��� &�� �������5 $
&�!� ��� ��� ��
& ��� �����!!���

H(u, y)�

7�8��� &5&5�-5 !� � �������� ��� ���+������� P ����� DFR# ���� ���
���� u, y ≥ 0# ����� ���

H(u, y) ≤ φH∞(y)

(
e−Ru − φ e−Ru

∫ ∞

u

eRt dF (t) + F (u)

)
,

���	 � H∞(y) &������ ��� (4.3.3)


�*%���95

#�5 �� �5
��!� 3.3.4� 5��� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� DFR� �5�� �

���&
���� H(u, y)/ψ(u) ����� ��-���� � �
� u� ���!����

H(u, y)

ψ(u)
≤ H∞(y).
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2 4 6 8 10
u

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

"�	!� 8�.C *#�� $
&�!� ��� ��� H(u, y)� ��� 0 ≤ u ≤ 10 ��� y = 2 �

#�5 �� '�%
�!� 4.4.8 ��� ��!�)���� 5�� � ��&�� NWUC ����� ��
���
� ��

DFR� � ��5���-� ������
%������ �

 � ��5!��� ��
&����!�� ���$�
���� ��� ������5 !������ �� ���
�� ����

������ ����
������ �� &�� $
&�!� ��� '��
	!��� 4.4.10 !� ��� �
��!����	

��!	 �� ��
& ��� �����!!���� D����!�
��� ��� ��� ��������!5 �� H(u, y)

�������� ��� &
�
� ��� Willmot (2002, Example 3.2)�


��'������ &5&5��5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� !�� !�-�
�������%� !� ��
&

P (x) =
1

2
e−x +

1

2
e−2x.

'��
��!� 5�� �� ��
��%
�� ��$&���� ����� θ = 0.4� "�� "�	!��� 4.2 ��� 4.3� �
�������!!��� �
�!!	 ����� � �
��!����	 ��!	 �� H(u, y)� ��% � �����	 �
�!!	
����� �� &�� $
&�!� ��� �
������� ��5 �� '�%
�!� 4.4.10� "�����
�!���� ���
"�	!� 4.2 ���
��!� 5�� 0 ≤ u ≤ 10 ��� y = 2� ��% ��� "�	!� 4.3 ���
��!� 5��
u = 2 ��� 0 ≤ y ≤ 3�

��� ������	��* ������������

*��� ��5 ��� ������� !� ������ ��% ����� � ��������!5 �� �
���	 ���

����!	 ��� �����!!��� H∞(y) = limu→∞H(u, y)/ψ(u) 5��� � ������!	 ���

���!����%� �>%� ���� ��
�& ��
&� *A�� ����!� ���� ��
&�
�$� 8�6� ����
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
y

0.1

0.2

0.3

0.4

"�	!� 8�6C *#�� $
&�!� ��� ��� H(u, y)� ��� u = 2 ��� 0 ≤ y ≤ 3�

��
������ ��� ��&
��� � ���������	 �
���
!��	 R� ���
�)��!� ��5 �� ����

�� (4.3.3) !�� ��
��	 ��$
��� ��� ��� �
���	 ������!	 ��� �����!!���� *���

&��� �����5 ��������!� ����� !�� ��������� �� (2.8.4)� �
���!����%��� ���

������!	 ��� �����!!����

7�8��� &5"5�5 ��� ���������� �������# �� � 1 − ψ ∈ L# ����

lim
u→∞

H(u, y)

ψ(u+ y)
= 1, y ≥ 0.

�*%���95

< ���&
���� F (u + y − t) ����� ��-���� � �
� t� ���!���� ��5 �� �����

(3.3.1)� �
������� 5��

L(u, y) ≤ H(u, y) ≤ U(u, y), ?8�4�3@

5���

L(u, y) := ψ(u+ y) − φ

1 − φ
F (y) [ψ(u)− ψ(u+ y)]

���

U(u, y) := ψ(u+ y) − φ

1 − φ
[ψ(u) − ψ(u+ y)].

E���
%��� �� ���&
���� L(u, y) !� ψ(u+ y)� ��!�&���!�

L(u, y)

ψ(u+ y)
= 1 − F (y)

[
ψ(u)

ψ(u+ y)
− 1

]
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#�5 ��� ��5���� ����!� 5�� limu→∞ ψ(u)/ψ(u+ y) = 1� ��5�� ���
����� ���

��
��&�� ����� �� 5
�� u→ ∞ ����!�

lim
u→∞

L(u, y)

ψ(u+ y)
= 1.

�� 5!��� �
5�� ������������� 5��

lim
u→∞

U(u, y)

ψ(u+ y)
= 1.

"����%� ��5 �� ����� (4.5.1)� ����
%��� !� ψ(u + y) ��� ���
����� �� 5
��

u→ ∞ �
������� �� )����!���� �

"�� �5
��!� ��� ���������� �������)��!� ��� �
���	 ������!	 ��� �����!!��

�� ���� ��
������ 5��� ����!� ������!� !� ��
�& ��
&� ����� ��
�� �����5

5�� �� ���	 ��� ��
������ ��� ��&
��� � ���������	 �
���
!��	�


%����� &5"5�5 ��� ���������� �������# �� � 1 − ψ(u) ∈ L# ����

H∞(y) = lim
u→∞

H(u, y)

ψ(u)
= 1, y ≥ 0.

�*%���95

+�����

lim
u→∞

H(u, y)

ψ(u)
= lim

u→∞
H(u, y)

ψ(u+ y)

ψ(u+ y)

ψ(u)
.

#�5 �� '�%
�!� 4.5.1 � ��5���-� ������
%������ �

"�� ��5!��� ��������!� �����������!� 5�� �&�� ��5 ��� ��5���� ��� ���


��!��� 4.5.2� � ������!	 H∞(y) ��� ���� !��� ��!	�


%����� &5"5#5 !� 1 − ψ ∈ L ���� ����� ��� ∫ ∞
0
H∞(y) dy = ∞


 �������� 8�4�3
 ��� ����
5��
� ����	��� ���& ��
���5��
� ���
���� ���
'�%
�!� 4.5.1 ?��� ���* �������� ��� ��
��!��� 4.5.2 ��� 4.5.3@ ����� � F ∈ S�
#��5 �
������� ��5 ��� (2.8.4) ��� �� �����5 5�� � ��&�� S ��
������� ����
��&�� L�

'�!�)���� 5�� H(u, 0) = ψ(u) ?����� �� ��
&�
�$� .�9@� ���������!� ���

(2.8.4) �
���!����%��� ��� ������!	 ��� �����!!����


%����� &5"5&5 ��� ���������� �������# �� Pe ∈ S# ����

lim
u→∞

H(u, y)

Pe(u+ y)
=

φ

1 − φ
, y ≥ 0.
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�*%���95

�����

lim
u→∞

H(u, y)

Pe(u+ y)
= lim

u→∞
H(u, y)

ψ(u+ y)

ψ(u+ y)

Pe(u+ y)
.

#�5 �� '�%
�!� 4.5.1 ��� �� ����� (2.8.4)� � ��5���-� ������
%������ �

7�8��� &5"5"5 ��� ���������� �������# �� � �������� ��� ���������� 	"��
F ∈ L# ����

lim
y→∞

H(u, y)

F (u+ y)
=

φ

1 − φ
[1 − ψ(u)], u ≥ 0.

�*%���95

#�&���� 5�� �
����	��!� ��� '�%
�!� 4.5.1� �����	 � ���&
���� F (u+y−t)
����� ��-���� � �
� t� ����!�

1 − ψ(u) ≤
∫ u

0−

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t) ≤ F (y)

F (u+ y)
[1 − ψ(u)].

#�5 ��� (2.6.8)� ����
%��� !� F (u+ y)� �
������� 5��

H(u, y)

F (u+ y)
=

φ

1 − φ

∫ u

0−

F (u+ y − t)

F (u+ y)
dH(t).

���!���� ��5 �� ��� ��������� ������� ����!� 5��

φ

1 − φ
[1 − ψ(u)] ≤ H(u, y)

F (u+ y)
≤ φ

1 − φ

F (y)

F (u+ y)
[1 − ψ(u)].

���
����� y → ∞ ��� ��!�&����� ��5>� 5�� limy→∞ F (y)/F (u + y) = 1�

�
������� �� ��������!� ��� ���
	!���� �



�������� .

/%���� � ���  "� �0, &����(

&� �����  � 0�������� �# 0%��

&�� �� �  " 1%��&�0��

��� �����	�


"�� ��$&���� ���5� !������!� ��� ��
& �� ��5 ������ ������!	 ��� �����&�

�!��� ��
��% �
�� ��� ���& �� ����!	 �� �
�������� ��� ������5 !������

�� ���
�� ��������� ;
�����!� �&���� ��
���� ��$
&��� ��� ��� $
&�!���

��� ���	� ��� ��
& ��� �����!� �
�� �
��!����� !��5��� ��� ��� ��
��� &��

��� �&�� $
��!&���� *A�� �� ���!� ��� ��$&���� 9� ��� ��������!� �� ��&�

���� ���	 ����� 5�� �
�����!� ��� &�� ��� �&�� $
&�!��� ��� ��� �����5����

�
������� ��� ��� ��
& ��� �����!!����

��� /����� �������

1�� �� ������5 !������ �� ���
�� ��������� �� Gerber and Shiu (1998) ��%�


���� ��� ���5����

mδ(u) = E{e−δu w(U(T−), |U(T )|) I(T <∞) |U(0) = u}, ?4�.�3@

5��� w(t, s)� 0 ≤ t, s < ∞ ����� !�� �����	 ���&
����� δ ≥ 0 ��� I(A) �����

� �����
�� ���&
���� ��� ������!���� A� < ���&
���� ���	 ���� !��������

���������
�� !���-� &����� ��5 ��� Willmot and Lin (1999), Lin and Willmot

(2000), Cheng and Tang (2003), Dickson and Drekic (2004), Li and Garrido

(2004, 2005)� Gerber and Shiu (2005) ��� Pitts and Politis (2007)�

A� Gerber and Shiu (1998) �
	��� 5�� � mδ(u) ���������� ��� �����!!����	

0/
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���������	 �-����� ?����� ����� Lin and Willmot (2000, relation (1.3)@

mδ(u) =
λ

c

∫ u

0

mδ(u− t)

∫ ∞

t

e−ρ(s−t) dP (s)dt

+
λ

c
eρu

∫ ∞

u

e−ρt
∫ ∞

t

w(t, s− t) dP (s)dt. ?4�.�.@

��% �� ρ = ρ(δ) ����� � �����	 ���� ?� �
� ξ@ �� �������!��� �-�����

Lundberg

δ + λ− cξ = λ p̂(ξ), ?4�.�6@

5��� p̂(ξ) =
∫ ∞

0
e−ξx p(x) dx� � !������!����!5 Laplace �� p� #� � �-�����

���	 ���� !�� �
�����	 ����� −R � �5�� �� R ����� � ���������	 �
���
!��	�

A Dickson (1992) ��� �� Gerber and Shiu (1997) ��%
���� ��5!� ��� ��5 ������

����5���� ��� U(T−) ��� |U(T )|� *����� fδ(x, y|u) � ?�����!!����	@ ����5����
���	� 5��� u �� �
���5 �����!����5� A� Gerber and Shiu (1997) ����-�� 5��

5��� u = 0� ������ fδ(x, y|0) = λc−1p(x + y)e−ρx� ��% ��� �����
��� u ����!�
5��

fδ(x, y|u) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

fδ(x, y|0) 1−ψδ(u)
1−ψδ(0)

x > u > 0,

fδ(x, y|0) ψδ(u−x)−ψδ(u)
1−ψδ(0)

0 < x ≤ u,

?4�.�8@

5��� ψδ(u) = E(e−δ u I(T < ∞) |U(0) = u)� "�� ��������� ���
��!� ���

��
������ 5��� δ = 0 ��� ��� ������� x, y ≥ 0� �� ���&
���� w(t, s) = I(t >

x, s > y)�  5�� � mδ(u) �����)���� !� ���

H(u, x, y) = P (U(T−) > x, |U(T )| > y, T <∞|U(0) = u), ?4�.�4@

��� ��
���&��� ��� ��
& �� ��5 ������ ������!	 ��� �����&�!��� �
�� ��� !��&

�� �
�������� 1�� x = 0� ��5 ��� (5.2.5)� ��!�&���!� ��� ��
& �� ������!	

��� �����!!��� ?����� (2.2.7)@� ��% ��� x = y = 0� ��5 ��� (5.2.5)� ���
���!�

��� �����5���� �
������� ψ(u) ?����� (2.2.3)@�

A ��
�� ����5 !� ����� � ��
��� ����� &�� ��� �&��� $
��!&��� ��� ��

���&
���� H(u, x, y) ���� ?4�.�4@� *#�� $
&�!��� ��� ��� ��5 ������ ������!	

��� U(T−) ��� |U(T )| ����� �
���� �
5�$��� ��5 ��� Ng and Yang (2005a,

2005b)� "� ���� �� �
����� 5!�� ��������� 5�� � ���������	 �
���
!��	

��&
���� ��� ��!����� 5�� �� $
&�!��� ��� ��� !��
��� �� �
���!���������

�� ��
���%��� 5��� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ���� ��
�& ��
&� �&�� ���

������&!� ����& ���� �
&-�� A� Dickson et al. (1995)� �
���!�������� ������

�������� ���5
��!�� ��� ��� ��������!5 �� ���� ������!	� �
������)����

��� �����-� ��� �����&�!��� ��5 !�� ����
��	 �����-� !� �
	�� ��
���!&���

����� Riemann� "��� ��
&�
�$� 4�6� �
�����!� ��� ���������	 �-����� ���



0.

�� ���&
���� H(u, x, y)� ��� ��5 ���	� ����������!� !�� ��
��	 ��$
��� ���

u ≤ x� "��� ��
&�
�$� 4�8� �$�
!5)��!� �
�� �
��!����� !��5��� ��� ���

��
��� $
��!&��� �� H(u, x, y)�

��� 0 �����	��
 �' �	�" ��� �"� H(u, x, y)

*���� Pe � ������!	 ���

���� �� ������!	 ��� ���)�!�%���� P � �
�)5!���

��� �&�� x ≥ 0 ��5 Pe(x) = μ−1
∫ x

0
P (t)dt�  � ��5!��� ��������!� ��&
���

��� Schmidli (1999, Theorem 1)� ?����� ����� Dickson (1992)@� 1�� �5���

���
5����� ��
����&)��!� !�� ��� ��5���-��


�%��� "5#5�5 % 	������ H(u, x, y) ���������� ��� ������������ ������,
���� �$���

H(u, x, y) = φ

∫ u

0

H(u− t, x, y) dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y}), ?4�6�3@

� ����� ���� ���

H(u, x, y) =
φ

1 − φ

∫ u

0+

Pe(max{u+y−t, x+y}) dH(t)+φPe(max{u+y, x+y}).
?4�6�.@

�*%���95

#�5 �� ����� ?4�.�.@� ��� δ = 0 ?&
� ρ = 0@ ��� w(t, s) = I(t > x, s > y)�

����!�

H(u, x, y) =
λ

c

∫ u

0

H(u− t, x, y)P (t) dt

+
λ

c

∫ ∞

u

∫ ∞

0

I(t > x, s > y) p(t+ s) dsdt

=
λμ

c

∫ u

0

H(u− t, x, y) dPe(t) +
λ

c

∫ ∞

max{u,x}
P (t + y) dt

=
λμ

c

∫ u

0

H(u− t, x, y) dPe(t) +
λμ

c
Pe(max{u+ y, x+ y}),

?4�6�6@

��5 ��� ����� �
������� � (5.3.1)� < ����� ?4�6�.@ �
������� ��5 �� �����	

!�
$	 �� ���� !�� �����!!����	 ���������	 �-����� ?����� Asmussen,

(1987, Ch.VI)@� ��!��%����� 5�� H(0) = 1 − φ� �

1�� x = 0� ��5 ��� (5.3.1)� �
������� � �����!!����	 ���������	 �-�����

��� ��� ��
& ��� �����!!��� ?����� ?.�9�0@ @� ��% ��� x = y = 0� ��5 ���

���� ����� �
������� � �����!!����	 ���������	 �-����� ��� ��� �����5����
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�
������� ?����� ?.�9�4@ @� ����� �
�$��� ��5 ��� ��
��&�� �
5���� 5�� �
����

�� !����	���!� �� ��� ��
���%��� u ≤ x ��� u > x -���
���&� < ��
������

u ≤ x ����� !�� ���� ���	 !�
$	 ��� �� ���&
���� H(u, x, y)� 5�� $�������

��� ��5!��� ��������!�� < ��5���-� ��� ��
��!��� ��� ��������� �������

�
���!����%��� ��� ?4�6�3@� ��� �����
� ��5���-� ������� ������
%����� ���

?4�.�8@ ��� $�
��


%����� "5#5�5 /�� u ≤ x ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) =
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [1 − ψ(u)]. ?4�6�8@

����� ����5� $���
5 5�� ��� u ≤ x� 5��� ���
�)��!� ��� ψ(u)� �� �5
��!�

5.3.2 !� ����� &!��� !�� ��$
��� �� H(u, x, y)� "��� ��
������ 5��� � �����5�

���� �
������� ����� &������� �
���!����%��� �&�� ?&��@ $
&�!��� ��� ���

ψ(u)� �
�����!� &�� ?�&��@ $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y)� 1�� ��
&����!�� ����

5�� L(u) ?U(u)@ ����� ��� �&�� ?&��@ $
&�!� ��� ��� �����5���� �
������� !�

�
���5 �����!����5 u�  5�� ��� u ≤ x ��� ��� �&�� y ≥ 0� ����!�

φ

1 − φ
Pe(x+ y) [1− U(u)] ≤ H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ
Pe(x+ y) [1 − L(u)].

��� 1�*����� ��� �"� H(u, x, y) ���� u > x

'��
��!� �%
� ��� ��
������ 5��� u > x ��� �����!� ���� ��
��	 ���� ��� ��

���&
���� H(u, x, y)�


�%��� "5&5�5 /�� u > x ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) =
φ

1 − φ

(∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) + Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]

)
+φPe(u+ y). ?4�8�3@

�*%���95

1�� u > x� � �-����� (5.3.2) �
&$����

H(u, x, y) =
φ

1 − φ

∫ u−x

0+

Pe(max{u+ y − z, x+ y}) dH(z)

+
φ

1 − φ

∫ u

u−x
Pe(max{u+ y − z, x+ y}) dH(z) + φPe(u+ y)

=
φ

1 − φ

∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z)

+
φ

1 − φ

∫ u

u−x
Pe(x+ y) dH(z) + φPe(u+ y)
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��� � ��5���-� ������
%����� �

 �������� 4�8�3
 % 	������ H(u, x, y) ����� 	����� ��� x = u# &���&�

lim
x→u−

H(u, x, y) = lim
x→u+

H(u, x, y) =
φ

(1 − φ)
Pe(u+ y) [1 − ψ(u)].

*A��� u > x� ��5 �� �
5���� 5.4.1� ��!��
�����!� 5�� &�� ?�&��@ $
&�!���

��� �� �����	
�!�
∫ u−x

0+
Pe(u + y − z) dH(z) ������ &�� ?�&��@ $
&�!��� ���

��� H(u, x, y)�


�%��� "5&5�5 /�� u > x ��� y ≥ 0# ��� ��� '����� ��� ��� H(u, x, y) &������
��� �� ���

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ
Pe(x+ y)[φ− ψ(u)] + φPe(u+ y), ?4�8�.@

��� ��� ���� '����� �����

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
Pe(u+ y)[1 − ψ(u− x)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]

}
.

?4�8�6@
!� �������� � H = 1 − ψ ���� '����	� �	������� h �� (0,∞)# ���� �����

H(u, x, y) ≤ φ (φ− ψ(u− x))

(1 − φ)(u− x)

∫ u−x

0

Pe(u+ y − z) dz

+
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)] + φPe(u+ y).?4�8�8@

�*%���95

�����	 � Pe(u+ y − z) ����� ��-���� � �
� z� ��5 ��� ?4�8�3@ ����!� 5��

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
Pe(u+ y − (u− x)) [φ− ψ(u− x)]

+ Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]
}

+ φPe(u+ y)

=
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [φ− ψ(u)] + φPe(u+ y),

��� � ��5���-� �� ?4�8�.@ ������
%����� 1�� �� �&�� $
&�!� ���� ?4�8�6@� ��5

��� (5.4.1) ����!�

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
Pe(u+ y) [φ− ψ(u− x)] + Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]

}
+φPe(u+ y)

=
φ

1 − φ

{
Pe(u+ y)[1 − ψ(u− x)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]

}
,



04

5��� � ��������� ��5���� �
����>� �&����� ��� �
&-� !���-� ��� φPe(u+ y)

��� φ/(1−φ)Pe(u+y)[1−ψ(u)]�  ���� �� &�� $
&�!� ���� ?4�8�8@� �
�������

��5 ��� ?4�8�3@ ��� �� D	!!� 6 ��� Cai and Garrido (1998)� �
���!����%���

-��& �� �����5 5�� � ���&
���� Pe(u+ y − z) ����� ��-���� � �
� z� �

 �������� 4�8�.
 (i* !� ���	�� x = 0 ��� (5.4.3)# ���� ������	�� �� �����	��
'�����

H(u, y) ≥ φ

1 − φ
Pe(u+ y)[1 − ψ(u)], ?4�8�4@

�� ����� ���� ���&������ ������ ��� ��	� Chadjiconstantinidis and Politis (2007)

(ii* !�� ��� Szekli (1986, Proposition 2.1)# ���	�� ��� �� � �������� Pe �����
DFR# ���� � H = 1 − ψ ����� �����
 ��������# ����� ����� ��� �� � Pe �����
DFR# ���� � �������� ��� ���+������� P ����� IMRL ()���� ��� ����&�����
Willmot and Lin (2001))
 ����# � ��� ?4�8�8@ ����� ��� �������� ���	 �
P ����� IMRL


"�� ��������� �
�����!� &�� ��� �&�� $
&�!��� ��� �� ���&
����H(u, x, y)

�
���!����%��� �
�� �
��!����� !��5���� �� ����� ����)����� ���� �������

�&����� ��� ������
%!���
∫ u−x

0+
Pe(u+y−z) dH(z) !� ���&����� ��
���!���

��� ��
������ ��� �����5���� �
������� ψ(u)� "��� �
%�� �
��!����	 !�����

�
���!������!� ��� ���5�� ��� �
���)��� ?����� "�	!� 5.1 @� *���� u > x ≥ 0

��� y ≥ 0 �����
&� 1�� z ∈ (0, u− x]� �
�)��!� �� ���&
���� g(z) ���� %���

g(z) = Pe(u+ y − z), z ∈ (0, u− x]. ?4�8�9@

��
���
��!� 5�� � g ����� ��-���� ��� ��
�	 ��� (0, u−x]� (
���!����%��� ��
���5���� ���� ��� ��� g ��� ��� ���5�� ��� �
���)���� �
�����!� ��� ��5!���

�	!!� ��� &�� $
&�!� ��� �� �����	
�!�
∫ u−x

0+
Pe(u+ y − z) dH(z)�

1�� �� �
��!����� !��5��� ��� ���������!� ��� ��������� �
���!������!�

!�� ���!�
��� ��� �����	!��� (0, u − x]� "�� ��5����� ��� ��$������ !� dn
��!����)��!� �� !	�� �� ���!�
���� �����	

dn =
u− x

n
. ?4�8�0@

?"�!��%���!� 5�� �� dn �-�
�&��� ��5 �� u, x�@

1���� "5&5#5 3���� ���∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) ≤ n

u− x

n∑
k=1

{[
Pe(u+ y − k dn)

−Pe(u+ y − (k − 1) dn
] ∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz

}
−Pe(x+ y)ψ(u− x) + φPe(u+ y). ?4�8�7@
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0 �u�x��2 u�x
z

g�z�

A
B

C

"�	!� 4�3C *#�� $
&�!� ��� n = 2 �
���!����%��� ��� ���5�� ��� �
���)����

�*%���95

"��� �
�)5���� &-���� ���
��!� �� ���!�
��� ��� �����	!��� (0, u− x] !�

(0, u− x] =
⋃

k=1,2,...,n

((k − 1) dn, k dn] . ?4�8�:@

*���� wk−1,n(z) � �-����� �� ������ ��� ���
����� ��5 �� ��!��� ((k−1) dn, g((k−
1) dn) ��� (k dn, g(kdn))�  5�� ����!�

wk−1,n(z) = n
g(k dn) − g((k − 1) dn)

u− x
(z − (k − 1) dn) + g ((k − 1) dn) ,

��� �
���!����%��� ��� (5.4.6)� ���
���!� 5��

wk−1,n(z) = n
Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

u− x
(z − (k − 1) dn)

+Pe (u+ y − (k − 1) dn) . ?4�8�3/@

�����	 � g ����� ��-���� ��� ��
�	 ��� (0, u− x]� ����!� 5��∫ k dn

(k−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≤
∫ k dn

(k−1) dn

wk−1,n(z) dH(z)

= n
Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

u− x

×
∫ k dn

(k−1) dn

(z − (k − 1) dn) dH(z)

+Pe(u+ y − (k − 1) dn) [ψ((k − 1) dn) − ψ(k dn)].



00

�&����� �����	
��� ���& ��
&����� �
������� 5��

∫ k dn

(k−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≤ n
Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

u− x

×
{[

(z − (k − 1) dn)H(z)

]k dn

(k−1) dn

−
∫ k dn

(k−1) dn

H(z) dz

}

+Pe (u+ y − (k − 1) dn) [ψ ((k − 1) dn) − ψ (k dn)] ,

�� ����� ������ ��!�)���� 5�� H(z) = 1 − ψ(z)�

∫ k dn

(k−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≤ n
Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

u− x

×
{
dnH(k dn) − dn +

∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz

}
+Pe(u+ y − (k − 1) dn) [ψ((k − 1) dn) − ψ(k dn)].

+������!�� ����!�

∫ k dn

(k−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≤ n
Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

u− x

×
∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz − Pe (u+ y − k dn) ψ (k dn)

+Pe (u+ y − (k − 1) dn) ψ ((k − 1) dn) .?4�8�33@

��������� ��
���
��!� 5��

∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) =

n∑
k=1

∫ k dn

(k−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z). ?4�8�3.@

���&����� ��� (5.4.11) ���� (5.4.12) ��� ��5 �� �����5 5��

−Pe(x+ y)ψ(u− x) + φPe(u+ y) = −
n∑
k=1

Pe (u+ y − k dn)ψ (k dn)

+
n∑
k=1

Pe (u+ y − (k − 1) dn)ψ ((k − 1) dn) ,

� ��5���-� ������
%������ �

�� �&�� �� ��
��&�� �	!!�� �����!� ��� �����5 &�� $
&�!� ��� �� ���&
�

���� H(u, x, y)�



07

7�8��� "5&5&5 3���� ���

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
n

u− x

n∑
k=1

([
Pe(u+ y − k dn)

−Pe(u+ y − (k − 1) dn)
] ∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz

)

−Pe(x+ y)ψ(u− x) + Pe(u+ y)

}
. ?4�8�36@

�*%���95

���&����� ��� (5.4.8) ���� (5.4.1)� ��!��
�����!� 5��

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
n

u− x

n∑
k=1

(
[Pe(u+ y − k dn)

−Pe(u+ y − (k − 1) dn) ]

∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz

)
−Pe(x+ y)ψ(u− x) + φPe(u+ y)

+Pe(u+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]

}
+ φPe(u+ y).

E���
&$���� ��� ���5���� Pe(x+ y)ψ(u− x) ��� ��5 �� �����5 5��

φ

1 − φ
φPe(u+ y) + φPe(u+ y) =

φ

1 − φ
Pe(u+ y),

�
������� � ����� ?4�8�36@� �

����� �
�$��� 5�� �� &�� $
&�!� ��� ������� ��� '�%
�!� 5.4.4 �����%�

����� 5�� ��-&����� �� n� ��% ��� �
���& !��&�� ��!� ��� n� �
������)�� !�

������������	 ��
����� ��� �
��!����	 ��!	 �� H(u, x, y)� ��������� ����� ��

-����!����� 5��� 5�� $������� ��� �
��!����& ��
�����!��� ��� ��
����&)��!�

��� ��$&���� 9� ������
��� ���& ��5!� ��� ��� !��
� ��!� ��� n� 1�� �� �5��

���5� �����!� �
�� &�� $
&�!��� ��� n = 1� n = 2 ��� n = 3�


%����� "5&5"5 /�� n = 1# �����

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
Pe(x+ y) − Pe(u+ y)

u− x

∫ u−x

0

ψ(z) dz

−Pe(x+ y)ψ(u− x) + Pe(u+ y)

}
.



0:

/�� n = 2# �����

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
2
Pe(u+ y − u−x

2
) − Pe(u+ y)

u− x

∫ u−x
2

0

ψ(z) dz

+ 2
Pe(x+ y) − Pe(u+ y − u−x

2
)

u− x

∫ u−x

u−x
2

ψ(z) dz

−Pe(x+ y)ψ(u− x) + Pe(u+ y)

}
.

/�� n = 3# �����

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
3
Pe(u+ y − u−x

3
) − Pe(u+ y)

u− x

∫ u−x
3

0

ψ(z) dz

+ 3
Pe(u+ y − 2 u−x

3
) − Pe(u+ y − u−x

3
)

u− x

∫ 2 u−x
3

u−x
3

ψ(z) dz

+ 3
Pe(x+ y) − Pe(u+ y − 2 u−x

3
)

u− x

∫ u−x

2 u−x
3

ψ(z) dz

−Pe(x+ y)ψ(u− x) + Pe(u+ y)

}
.

"��� ��
������ ��� ��� ���
�)��!� ��� �����5���� �
�������� !��
��!�

�� ����������	���!� ��� ψ(u) !� ��� ���&����� &�� 	 �&�� $
&�!�� 1�� ���


&����!�� �� L(u)(U(u)) ����� ��� �&�� ?&��@ $
&�!� ��� ��� ψ(u)� �5�� ���

n = 1� ��5 �� '�%
�!� 5.4.4 ���
���!�

H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ

{
Pe(x+ y) − Pe(u+ y)

u− x

∫ u−x

0

U(z) dz

−Pe(x+ y)L(u− x) + Pe(u+ y)

}
. ?4�8�38@

,�&
���� ��� �������
�$�� ����& &�� ��� �&�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u)� 1��

��
&����!�� ��� ���� �����5 �&�� $
&�!� ����� ��� De Vylder and Goovaerts

(1984)�

LDG(u) :=
φPe(u)

1 − φPe(u)
, ?4�8�34@

��% &�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u) ��&
���� ���� Willmot and Lin (1997), Cai

and Garrido (1998, 1999)� ��� Chadjiconstantinidis and Politis (2005)�

"�� ��������� �
�����!� �&�� $
&�!��� ��� �� ���&
���� H(u, x, y) � '�!��

)��!� 5�� ��� �
���5 �&�� $
&�!� ��� ���	� ��� ���5���� ������� ���� (5.4.3)�

��� u > x� ��
����&)��!� ��� ��5!� �
��!����� !��5��� !� ����5 �� �����%�

���!� �� $
&�!� ���5� (
���!������!� ��� �&�� �� ���!�
��� ��� �����	!���
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0 z1,2 �u�x��2 z2,2 u�x
z

g�z�

A B

C

D

E

"�	!� 4�.C �&�� $
&�!��� �
���!����%��� ��� �
%�� !� !����� ��� n = 2 �

(0, u−x] ���� 5�� ���	 �
������ ��� ?4�8�:@� "��� �
%�� !� !������ �
������
!� �� ��!��� ��!	 ��� �$����!���� ��� ��������& ��!��� �� ���!�
���� "��

"�	!� 5.2 $������� �
�$��& � !����� ���	� ;�����!� 5�� �� �$����!��� ���

��!��� A(0, g(0))� C((u− x)/2, g((u− x)/2))) ��� E(u− x, g(u− x))� ��!������

��� ��!��� B(z1,2, wC(z1,2)) ��� D(z2,2, wC(z2,2))� 5��� wC(z) ����� � �-����� ��

�$����!��� ��� ��!��� C� A �����
� ������ ��� zk,2 (k = 1, 2) ��!����)�� ��

��	�� ��� ������!&��� ���& �� ���!�
��� ��� �����	!��� (0, u − x]� 1����&�

��� !�� ���!�
���� 5�� ���	 ��� ������� ���� (5.4.9)� ��� ��� �&�� k = 1, 2, ..., n�

�
�)��!� !� zk,n �� ��!��� ��!	 ��� ��� �$����!���� ��� ��!��� ���!�
��� !�

���!�!��� (k − 1)dn ��� kdn� ���
%��� 5�� z0,n = 0 ��� zn+1,n = u− x�

1���� "5&5.5 ���� pe � �	������� ��� ��������� Pe
 ����# ��� ���� n =
1, 2, . . . , �� ����� zk,n �����

zk,n =
(u− x) [k pe(u+ y − k dn) − (k − 1) pe(u+ y − (k − 1) dn)]/n

pe(u+ y − k dn) − pe(u+ y − (k − 1) dn)

− Pe(u+ y − k dn) − Pe(u+ y − (k − 1) dn)

pe(u+ y − k dn) − pe(u+ y − (k − 1) dn)
?4�8�39@



73

��� k = 1, 2, ..., n# ��� ����� ���∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) ≥
n+1∑
k=1

{
pe(u+ y − (k − 1) dn)

×
[ ∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz − (zk,n − (k − 1) dn)ψ(zk,n) − ((k − 1) dn − zk−1,n)ψ(zk−1,n)

]

+Pe(u+ y − (k − 1) dn) [ψ(zk−1,n) − ψ(zk,n)]

}
. ?4�8�30@

�*%���95

< �-��%��� ��� �$����!���� ��� ��!��� ���!�
��� (k − 1) dn ��� k dn �����

wk−1,n(z) = pe (u+ y − (k − 1) dn) (z − (k − 1) dn)

+Pe (u+ y − (k − 1) dn) , ?4�8�37@

���

wk,n(z) = pe (u+ y − k dn) (z − k dn) + Pe (u+ y − k dn) , ?4�8�3:@

����������� 1�� �� �
��!� �� ��!��� ��!	 ��� ��������%� �$����!����� ���

���!� ��� �-����� wk−1,n(z) = wk,n(z)� ���&����� �� (5.4.18) ��� (5.4.19)

���� ��������� ��$
��� ��� ������� � �
� z� ���
���!� �� ����� (5.4.16)�

��������� �
���!����%��� -��& ��� ?4�8�37@� ����!�∫ zk,n

zk−1,n

Pe(u+ y − z) dH(z) ≥
∫ zk,n

zk−1,n

wk−1,n(z) dH(z)

= pe (u+ y − (k − 1) dn)

∫ zk,n

zk−1,n

(z − (k − 1) dn) dH(z)

+ Pe (u+ y − (k − 1) dn) [ψ(zk−1,n) − ψ(zk,n)].?4�8�./@

�&����� �����	
��� ���& ��
&������ ������!� 5�� ��
∫ zk,n

zk−1,n
(z − (k − 1) dn) dH(z)

������� !�∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz − (zk,n − (k − 1) dn) ψ(zk,n) − ((k − 1) dn − zk−1,n) ψ(zk−1,n).

?4�8�.3@

'�!�)���� 5�� z0,n = 0 ��� zn+1,n = u− x� !�� &��� ���!�
��� ��� �����	!���

(0, u− x] �����

(0, u− x] =
⋃

k=1,2,...,n+1

(zk−1,n , zk,n],

���� %���∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) =
n+1∑
k=1

∫ zk,n

zk−1,n

Pe(u+ y − z) dH(z). ?4�8�..@

#���������%��� �� ?4�8�./@ ��� ?4�8�.3@ ���� ?4�8�..@ �
������� � ?4�8�30@� �



7.

1���� "5&5,5 ���� f ��� 	������ �� (0, a]# ��� ��� � f �� ����� &��,
'������ ��� ��� �� z ∈ (0, a] (&�$�� &��'������ �� ��&��*
 1������� ���
&�������

(0, a] =
⋃

k=1,2,...,n

(
0, k

a

n

]
?4�8�.6@

��	 &��������� (0, a]
 ���� (zk,n, wk,n(zk,n)) = (zk,n, wk−1,n(zk,n))# k = 1, 2, ..., n#
�� ����� ����� ��� �'��������� �� &��&����� ����� &�������� ��� ���
f

′
((k − 1) a/n) �= f

′
(k a/n)
 ���� ��� ���� k = 1, 2, ..., n# ����� ���

f
(
k
a

n

)
− f

(
(k − 1)

a

n

)
−

(
zk,n − (k − 1)

a

n

)
f

′
(
(k − 1)

a

n

)
=

(
k
a

n
− zk,n

)
f

′
(
k
a

n

)
.

�*%���95

A� �-��%��� ��� �$����!���� ��� ��!��� ((κ−1)a/n, f((κ−1)a/n)) ��� (κa/n, f(κa/n))

����� ����������

wκ−1,n(z) = f
′
(
(κ− 1)

a

n

) (
z − (κ− 1)

a

n

)
+ f

(
(κ− 1)

a

n

)
���

wκ,n(z) = f
′
(
κ
a

n

) (
z − κ

a

n

)
+ f

(
κ
a

n

)
.

1�� z = zκ,n ��!�&���!�

wκ−1,n(zκ,n) = wκ,n(zκ,n),

��* 5��� !� �������&����� �
������� �� )����!���� �

"�� ��5!��� ��%
�!� �����!� ��� �����5 �&�� $
&�!� ��� ��� H(u, x, y)�

7�8��� "5&565 /�� u > x ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n+1∑
k=1

pe(u+ y − (k − 1) dn)

∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz

−Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)

}
, ?4�8�.8@

���	 �� ����� ��� zk,n (n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , n) &������� ��� ��� ?4�8�39@


�*%���95

���&����� ��� (5.4.17) ���� (5.4.1)� ����!�

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n+1∑
k=1

[
pe(u+ y − (k − 1) dn)

( ∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz

− (zk,n − (k − 1) dn)ψ(zk,n) − ((k − 1) dn − zk−1,n)ψ(zk−1,n)

)]

+

n∑
k=1

(Pe(u+ y − (k − 1) dn) [ψ(zk−1,n) − ψ(zk,n)])

+Pe(x+ y) [ψ(zn,n) − ψ(u)]

}
+ φPe(u+ y).
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�� ���� �
&-�� �
������� 5��

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n+1∑
k=1

pe(u+ y − (k − 1) dn)

∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz

−
n+1∑
k=1

(zk,n − (k − 1) dn) pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk,n)

−
n+1∑
k=1

((k − 1) dn − zk−1,n) pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk−1,n)

+

n∑
k=1

Pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk−1,n)

−
n∑
k=1

Pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk,n)

+Pe(x+ y)ψ(zn,n) − Pe(x+ y)ψ(u)

}
+ φPe(u+ y).

#�5 ��� ��������� ������ �&����� �����	 ��� �
��� ��� ��!��%����� 5��

z0,n = 0 ��� zn+1,n = u− x� ����!�

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n+1∑
k=1

pe(u+ y − (k − 1) dn)

∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz

−
n∑
k=1

(zk,n − (k − 1) dn) pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk,n)

−
n∑
k=1

(k dn − zk,n) pe(u+ y − k dn)ψ(zk,n)

+

n−1∑
k=1

Pe(u+ y − k dn)ψ(zk,n) + φPe(u+ y)

−
n∑
k=1

Pe(u+ y − (k − 1) dn)ψ(zk,n)

+Pe(x+ y)ψ(zn,n) − Pe(x+ y)ψ(u)

}
+ φPe(u+ y).

(
���!����%��� 5��

n−1∑
k=1

Pe (u+ y − k dn) ψ(zk,n) + Pe(x+y)ψ(zn,n) =

n∑
k=1

Pe (u+ y − k dn) ψ(zk,n)

��� �$�
!5)���� �� D	!!� 5.4.7 ��� �� ���&
���� Pe(u+ y− z) ?� ���&
����

��� z@� � ��5���-� ������
%������ �
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%����� "5&505 /�� n = 1# ���	��

z1,1 =
(u− x) pe(x+ y) − [Pe(x+ y) − Pe(u+ y)]

pe(x+ y) − pe(u+ y)
,

���

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
pe(u+ y)

∫ z1,1

0

ψ(z) dz + pe(x+ y)

∫ u−x

z1,1

ψ(z) dz

− Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)

}
.

/�� n = 2# ���	��

z1,2 =
u−x

2
pe(u+ y − u−x

2
) − [Pe(u+ y − u−x

2
) − Pe(u+ y)]

pe(u+ y − u−x
2

) − pe(u+ y)
,

z2,2 =
u−x

2
[2 pe(x+ y) − pe(u+ y − u−x

2
)] − [Pe(x+ y) − Pe(u+ y − u−x

2
)]

pe(x+ y) − pe(u+ y − u−x
2

)

���

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
pe(u+ y)

∫ z1,2

0

ψ(z) dz + pe(u+ y − u− x

2
)

∫ z2,2

z1,2

ψ(z) dz

+ pe(x+ y)

∫ u−x

z2,2

ψ(z) dz − Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)

}
.

"�� ��������� ��
����&)��!� !�� �����
� !����� ��� ��� ��
��� �&�� $
���

!&��� ��� ��� H(u, x, y)� �� ���	 �� !������ 5�� ������!� ��� ��� "�	!�

5.3� �
���!������!� �&�� �� �$����!��� ��� ��!��� ���!�
���� ��
� 5!� ��

�
�����!� �� ��!��� ��!	 ����

1���� "5&5�-5 /�� u > x ��� y ≥ 0# ����� ���∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) ≥
n∑
k=1

{
pe(u+ y − (k − 1) dn)

[ ∫ k dn

(k−1) dn

ψ(z) dz − dn ψ(k dn)

]

+Pe(u+ y − (k − 1) dn) [ψ((k − 1) dn) − ψ(k dn)]

}
.?4�8�.4@

�*%���95

*A�� �&��!� ��� ��� D	!!� 5.4.6� � �-����� �� �$����!��� #; ��� ��!���

#((κ− 1) dn, g((κ− 1) dn)) �����

wκ−1,n(z) = pe (u+ y − (κ− 1) dn) (z − (κ− 1) dn)

+ Pe (u+ y − (κ− 1) dn) .
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���!����

∫ κ dn

(κ−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≥
∫ κ dn

(κ−1) dn

wκ−1,n(z) dH(z)

= pe (u+ y − (κ− 1) dn)

∫ κ dn

(κ−1) dn

(z − (κ− 1) dn) dH(z)

+Pe (u+ y − (κ− 1) dn) [ψ ((κ− 1) dn) − ψ (κ dn)] . ?4�8�.9@

�&����� �����	
��� ���& ��
&����� �
������� ��5 ��� ��������� ����� 5��

∫ κdn

(κ−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z) ≥ pe (u+ y − (κ− 1) dn){
[(z − (κ− 1) dn) H(z)]κdn

(κ−1) dn
−

∫ κdn

(κ−1) dn

H(z) dz

}
+Pe (u+ y − (κ− 1) dn) [ψ ((κ− 1) dn) − ψ (κ dn)]

= pe (u+ y − (κ− 1) dn)

[∫ κdn

(κ−1) dn

ψ(z) dz − dn ψ (κ dn)

]
+Pe (u+ y − (κ− 1) dn) [ψ ((κ− 1) dn) − ψ (κ dn)] .

*�����

∫ u−x

0+

Pe(u+ y − z) dH(z) =

n∑
κ=1

∫ κdn

(κ−1) dn

Pe(u+ y − z) dH(z)

≥
n∑
κ=1

{
pe (u+ y − (κ− 1) dn)

[∫ κdn

(κ−1) dn

ψ(z) dz − dn ψ (κ dn)

]

+Pe (u+ y − (κ− 1) dn) [ψ ((κ− 1) dn) − ψ (κ dn)]

}
.

�

1���� "5&5��5 ���� ��� ����������� 	������ f(z) ������� �� z ∈ (0, a]
��� ��� ����� 	������ � ��������� ��� &�$�� �� 5
 ���� ����� ��� � f(z) �����
��$�	� ��� �	���
 1������� ����� ��� &������� ��	 &��������� (0, a] ���
���'��

[0, a] = ∪κ=1,2,...,n

(
0, κ

a

n

]
.

����
f

(
κ
a

n

)
− f

(
(κ− 1)

a

n

)
− a

n
f

′
(
(κ− 1)

a

n

)
≥ 0

��� ���� κ = 1, 2, ..., n
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0 �u�x��3 2�u�x��3 u�x
z

g�z�

A B

C
D

E

F

G

"�	!� 4�6C �&�� $
&�!��� �
���!����%��� �� �����
� !� !����� ��� n = 3�

�*%���95

< �-����� �� �$����!��� ��� ��!��� ((κ− 1)a/n, f((κ− 1)a/n)) �����

wκ−1,n(z) = f
′
(
(κ− 1)

a

n

) (
z − (κ− 1)

a

n

)
+ f

(
(κ− 1)

a

n

)
.

�����	 � ���&
���� f(z) ����� ��-���� ��� ��
�	� ������ 5��

f
(
κ
a

n

)
≥ wκ−1,n(z)

��� �&�� κ = 1, 2, ..., n ��� z ∈ ((κ − 1)a/n, κ a/n]� #� ���� ��
��&�� �����

����������	���!� �� wκ−1,n(z) ��� z = κ a/n� �
������� �� )����!���� �

A
�)��!� �� ����
�	���

Cκ,n(u, x, y) : = Pe

(
u+ y − κ

u− x

n

)
− Pe

(
u+ y − (κ− 1)

u− x

n

)

− u− x

n
pe

(
u+ y − (κ− 1)

u− x

n

)
?4�8�.0@

��� κ = 1, 2, ..., n�

*��� �����5 �&�� $
&�!� ��� �� ���&
���� H(u, x, y) ����� �� ��
��&���

7�8��� "5&5��5 /�� ���� u > x ��� y ≥ 0# ����� ���

Cκ,n(u, x, y) ≥ 0
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���

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n∑
κ=1

pe (u+ y − (κ− 1) dn)

∫ κ dn

(κ−1) dn

ψ(z) dz

+
n∑
κ=1

Cκ,n(u, x, y)ψ (κ dn) − Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)

}
.

?4�8�.7@

�*%���95

#�5 �� D	!!� 5.4.11� �
������� &!��� 5�� ��� f(z) = Pe(u+ y − z)�

Cκ,n(u, x, y) ≥ 0.

#���������%��� ��� (5.4.25) ���� (5.4.1) �
������� 5��

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n∑
κ=1

(
pe (u+ y − (κ− 1) dn)

[ ∫ κdn

(κ−1) dn

ψ(z) dz − dn ψ (κ dn)

]

+Pe(u+ y − (κ− 1) dn)[ψ((κ− 1) dn) − ψ(κ dn)]

)

+Pe(x+ y)ψ(u− x) − Pe(x+ y)ψ(u)

}
+ φPe(u+ y). ?4�8�.:@

�&����� �
&-�� ��� �����
� !��� �� ����� (5.4.29)� ��!�&���!� 5��

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n∑
κ=1

pe(u+ y − (κ− 1) dn)

∫ κ dn

(κ−1) dn

ψ(z) dz

−
n∑
κ=1

dn pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

+

n∑
κ=1

Pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ((κ− 1) dn)

−
n∑
κ=1

Pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

+Pe(x+ y)ψ(u− x) − Pe(x+ y)ψ(u)

}
+ φPe(u+ y).

1
&$���� �� 5
�� ��� ��
���!&��� ���� %��� �� �!$������� ������ �� ψ(κ dn)
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�
������� 5��

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n∑
κ=1

pe(u+ y − (κ− 1) dn)

∫ κ dn

(κ−1) dn

ψ(z) dz

−
n∑
κ=1

dn pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

+
n−1∑
κ=0

Pe(u+ y − κ dn)ψ(κ dn)

−
n∑
κ=1

Pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

+Pe(x+ y)ψ(u− x) − Pe(x+ y)ψ(u)

}
+ φPe(u+ y).

D�!�&����� ��5>� 5��

n∑
κ=0

Pe(u+ y − κ dn)ψ(κ dn) =
n∑
κ=1

Pe(u+ y − κ dn)ψ(κ dn) + φPe(u+ y),

n−1∑
κ=1

Pe(u+ y− κ dn)ψ(κ dn) + Pe(x+ y)ψ(u− x) =

n∑
κ=1

Pe(u+ y− κ dn)ψ(κ dn)

���
φ

1 − φ
φPe(u+ y) + φPe(u+ y) =

φ

1 − φ
Pe(u+ y),

����!� 5��

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{ n∑
κ=1

pe(u+ y − (κ− 1) dn)

∫ κdn

(κ−1) dn

ψ(z) dz

−
n∑
κ=1

dn pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

+
n∑
κ=1

Pe(u+ y − κ dn)ψ(κ dn)

−
n∑
κ=1

Pe(u+ y − (κ− 1) dn)ψ(κ dn)

− Pe(x+ y)ψ(u) + φPe(u+ y)

}
.

;�&)���� ����5 ��
&����� �� ψ(κ dn) ��� ��!�&����� ��5>� ��� �
��!5 ���

����
�	���� Cκ,n(u, x, y) ?����� (5.4.27)@� �
������� �� )����!���� �



7:


%����� "5&5�#5 /�� n = 1# �����

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
pe(u+ y)

∫ u−x

0

ψ(z) dz + C1,1(u, x, y)ψ(u− x)

−Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)
}
,

���	 � 	������ C1,1(u, x, y) ���+���� ��� �� ���

C1,1(u, x, y) = Pe(x+ y) − Pe(u+ y) − (u− x) pe(u+ y).

/�� n = 2# �����

H(u, x, y) ≥ φ

1 − φ

{
pe(u+ y)

∫ u−x
2

0

ψ(z) dz + pe

(
u+ y − u− x

2

) ∫ u−x

u−x
2

ψ(z) dz

+C1,2(u, x, y)ψ

(
u− x

2

)
+ C2,2(u, x, y)ψ(u− x)

−Pe(x+ y)ψ(u) + Pe(u+ y)
}
,

���	 �� 	�������� C1,2(u, x, y) ��� C2,2(u, x, y) ���+����� ��� ��� �����

C1,2(u, x, y) = Pe

(
u+ y − u− x

2

)
− Pe(u+ y) − u− x

2
pe(u+ y)

���

C2,2(u, x, y) = Pe(x+ y) − Pe

(
u+ y − u− x

2

)
− u− x

2
pe

(
u+ y − u− x

2

)
.

 �������� 4�8�6
 (i* 4� &�� ����&�� ��� ��� ����� ���� '�������� ���
H(u, x, y) ��	 &������� �� 1�������� 5.4.8 ��� 5.4.12 �� ���'������� �� �,
$�� �� 0���&�� - ��� 0���&�� .# ���������

(ii* % 0���&�� - ����� ��� ����)�� ��� �� 0���&� .
  ����� �	��# � 0�,

��&�� . ����� ��������� (��� �������*# �'�� &�� ������� ��� 	�������� ���
������ ����� zk,n
 ��������# ���� �� &���� ��� �� ���������� ����&�������
�� 6�'����� 7 � ������ ���������� �� ����������� ��	 ������	�� ��� ��� &��
����&�	� ����� ������	 �&��


(iii* ����� �$��������� ��� �� ��� (�� ��������* ��� ��� ���� '������� ��	
�������'���� � �	�� �� ��'����� &�� �$�������� ��� ������� 	������ ��� ��
�������� ��� ���+�������
 ����# � ����&������ ��	 ��������	�� ������ ��
������������� ��� ���� � �������� ��� ���+������� ���� )���� �	��
 !�� ���
���� �����# �� '������� ��� �������	� �� ���������� ���������� ��� ��������
�����+���� �� �����+�	�� �� ���������� ���������� � ��� ��� ���� '������� ���



:/

�	���
 !� �� '������� ��� ��� ψ(u) &�� ����� ����# ���� �� '������� ��� ���
H(u, x, y) &�� ����� ����� ����
 !� ���� �� '������� ��� ��� ψ(u) ����� ������
����# ���� ���� '������� ��� ��� �� ���������� ����&������� �� 6�'����� 7#
�� ���� '������� ��� ��� H(u, x, y) ����� ���� ����� �� ��� '������� �����
��� ���� � &������� �������� ����� ������ &��������� (&���&� ��� ������ �����
��	 n*




�������� 2

�%�$�" �&� 0�%�'����� �3

�&$� �&� �%���� � &��

���0 � �&� �0� ��!��� �

&�� �����	�


"�� ��$&���� ���5� �$�
!5)��!� �� ��������!��� ��� ��$������ 4 ��� ���

��5 ������ ������!	 ��� �����&�!��� �
�� ��� !��& �� �
������� !� ����5 ��

�
��!� ���� &�� ��� �&��� $
&�!��� ��� ��� �����5���� �
�������� ��� ����

���5 !������� ����& ��5 �� $
&�!��� �����%���� ��� ���������� 	�� ��&
�����

$
&�!����  � �
��!����& ��
�����!��� ��� �����!� �������� ��� ��5���� ���

$
��!&��� !� �� ����� !� �����5��
� $
&�!���� �
5�$��� �
����� ���

����� ��
����&)����� $
&�!��� ��� ��� ψ(u)� ����� ��� Cai and Garrido (1998,

1999), Politis (2005)� ��� Chadjiconstantinidis and Politis (2005)� ��
����&�

)��!� ����� �������& $
&�!��� ��� �� ���&
���� H(u, x, y) �&�� ��� �&����

��������� ������ ��� ��� ���� ���&
�����  ���� �
�����!� !�
��& ���!����

���& ��������!��� ���� ��
������ 5��� � ������!	 ��� ���!����%� �>%� ����

��
�& ��
&�

&�� 1�*����� ��� �"� ��#����"�� $����� ��

"��� ��
&�
�$� ���	� ��
����&)��!� &�� ��� �&�� $
&�!��� ��� ��� �����5���

�� �
��������  � ��5!��� ��������!� ��&
��� ���� Politis (2005, Lemma 2.1

and 2.2)� 1�� ��� ���
5���� ��� �
��!&���� ��
����&)��!� !�� ��� ��5���-�

�
���!����%��� �� ��������!��� ��� �
�����!���� ��$�������

:3



:.


�%��� .5�5�5 /�� u > 0# �� E(S) <∞# ���� �����

ψ(u) ≤ uφPe(u) + φE(S)Pe(u)

u+ φE(S)Pe(u)
. ?9�.�3@

��������# �� � �������� ��� ���+������� ����� P ����� 2-NWU# ���	��

ψ(u) ≤ uφPe(u) + φE(S)Pe(u)

u+ E(S)Pe(u)
. ?9�.�.@

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 5.4.4� ��� n = 1 ��� ��� x = y = 0� �
������� 5�� ��� u > 0

������

ψ(u) ≤ φ

{
1 − Pe(u)

u

∫ u

0

ψ(z) dz + Pe(u)

}
. ?9�.�6@

A� Cai and Garrido (1998, Lemma 1) ����-�� 5��∫ u

0

ψ(z) dz ≤ E(S) [1 − ψ(u)].

#�5 �� ��� ��������� ������ �
������� 5��

ψ(u) ≤ φ

{
1 − Pe(u)

u
E(S) [1 − ψ(u)] + Pe(u)

}
.

D������ � �
� ψ(u) �����	���!� ���� (6.2.1)� #� � P ����� 2-NWU ���

��!����� 5�� � Pe ����� NWU ?����� Willmot (2001)@� �5�� ��5 ��� Politis (2005,

Lemma 2.1)� ∫ u

0

ψ(z) dz ≤ E(S)

[
1 − ψ(u)

φ

]
. ?9�.�8@

#�5 ��� ��������� ����� ��� ��� (6.2.3)� �
������� 5��

ψ(u) ≤ φ

{
1 − Pe(u)

u
E(S)

[
1 − ψ(u)

φ

]
+ Pe(u)

}
.

��� ������� �� ��������� ����� � �
� ψ(u)� ����!� ��� (6.2.2)� �

 �������� 9�.�3
 1�� u→ 0� ������� �� ������ (6.2.1) ��� (6.2.2)� �
&�!����
�
���!����%��� ��� ���5�� ��� De Hospital� ����!�

ψ(0) = φ ≤ lim
u→0

uφPe(u) + φE(S)Pe(u)

u+ φE(S)Pe(u)

= lim
u→0

[uφPe(u) + φE(S)Pe(u)]
′

[u+ φE(S)Pe(u)]
′

= φ
1 + E(S) pe(0)

1 + φE(S) pe(0)
,
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�� ����� ����� ������ #� � P ����� 2-NWU� �5�� �&����� �� ���� �
&-�� �����
�	���!� ��� φ ≤ φ�  ���)��!� 5�� �� $
&�!� ���� (6.2.1) ��� ����� ���!������&
��
��� ��� 0� ��% �� $
&�!� ���� (6.2.2) ����� ���!������& ��
��� ��� 0�

"�� �������� �� ��
��
&$��� ��
����&)��!� ��� &�� ��� �&�� $
&�!���

��� ��� ψ(u)�

7�8��� .5�5�5 ���� U(u) ��� 	������ ��� ��� ψ(u) ≤ U(u) ��� ����
u > 0
 ���� ��� ���� n = 1, 2, . . .# ����� ���

ψ(u) ≤ φ
n

u

n∑
k=1

([
Pe(u− k u/n) − Pe(u− (k − 1) u/n)

]

×
∫ k u/n

(k−1)u/n

U(z) dz

)
+ φPe(u). ?9�.�4@

�*%���95

1�� x = 0 ��� y = 0� ��5 ��� (5.4.13)� �
������� 5��

ψ(u) ≤ φ

1 − φ

{
n

u

n∑
k=1

([
Pe(u− k u/n) − Pe(u− (k − 1) u/n)

]

×
∫ k u/n

(k−1) u/n

ψ(z) dz

)
− ψ(u) + Pe(u)

}
. ?9�.�9@

D������ � �
� ψ(u) ��� �
���!����%��� 5�� ψ(u) ≤ U(u)� � ��5���-� ����

���
%������ �

*A�� ����!� 	�� ���$�
��� �
�����& ��5 �� '�%
�!� 6.2.2 ��!�&���!� ���&

&�� $
&�!��� ��5!� ��� ��� !��
� ��!� ��� n�


%����� .5�5#5 /�� n = 1# �����

ψ(u) ≤ φ
1

u
[1 − Pe(u)]

∫ u

0

U(z) dz + φPe(u).

/�� n = 2# �����

ψ(u) ≤ φ
2

u

[
Pe

(u
2

)
− Pe(u)

] ∫ u
2

0

U(z) dz

+φ
2

u

[
1 − Pe

(u
2

)] ∫ u

u
2

U(z) dz + φPe(u).

/�� n = 3# �����
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ψ(u) ≤ φ
3

u

[
Pe

(
2
u

3

)
− Pe(u)

] ∫ u
3

0

U(z) dz

+φ
3

u

[
Pe

(u
3

)
− Pe

(
2
u

3

)] ∫ 2 u
3

3
u

U(z) dz

+φ
3

u

[
1 − Pe

(u
3

)] ∫ u

2 u
3

U(z) dz + φPe(u).

"�� ��������� �����!� �&�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u) �
���!����%��� �� ���

�5��� 3 ��� . ��� �
�����!���� ��$�������  � �
%�� $
&�!� �
������� &!���

��5 �� ������ 3�

7�8��� .5�5&5 ���� L(u) ��� 	������ ��� ��� ψ(u) ≥ L(u) ��� ����
u > 0
 ���� ��� ���� n = 1, 2, . . .# ����� ���

ψ(u) ≥ φ
n+1∑
k=1

pe (u− (k − 1) u/n)

∫ zk,n

zk−1,n

L(z) dH(z) + φPe(u), ?9�.�0@

���	 �� ����� zk,n ��� k = 1, 2, ..., n, 	������+����� ��� �� ���

zk,n =
u [k pe(u− k u/n) − (k − 1) pe(u− (k − 1) u/n)]/n

pe(u− k u/n) − pe(u− (k − 1) u/n)

− Pe(u− k u/n) − Pe(u− (k − 1) u/n)

pe(u− k u/n) − pe(u− (k − 1) u/n)
.

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 5.4.8� ������� x = 0 ��� y = 0� ���
���!� 5��

ψ(u) ≥ φ

1 − φ

{
n+1∑
k=1

pe (u− (k − 1) u/n)

∫ zk,n

zk−1,n

ψ(z) dz − ψ(u) + Pe(u)

}
.

D������ � �
� ψ(u) ��� �
���!����%��� ��� ��5����� �
������� �� )�����

!���� �

#�5 �� '�%
�!� 6.2.4� ��� !��
� ��!� ��� n �
�����!� �&�� $
&�!��� ���

��� ψ(u)�


%����� .5�5"5 /�� n = 1# ���	��

ψ(u) = φ pe(u)

∫ z1,1

0

L(z) dz + φ pe(0)

∫ u

z1,1

L(z) dz + φPe(u),

���	

z1,1 =
u pe(0) − [1 − Pe(u)]

pe(0) − pe(u)
.
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/�� n = 2# ���	��

ψ(u) = φ pe(u)

∫ z1,2

0

L(z) dz + φ pe

(u
2

) ∫ z2,2

z1,2

L(z) dz

+φ pe(0)

∫ u

z2,2

L(z) dz + φPe(u),

���	

z1,2 =
u
2
pe(

u
2
) − [Pe(

u
2
) − Pe(u)]

pe(
u
2
) − pe(u)

���

z2,2 =
u
2
[2 pe(0) − pe(

u
2
)] − [1 − Pe(

u
2
)]

pe(0) − pe(
u
2
)

.

 � ��5!��� ��������!� ����� ����� ��� �&�� $
&�!� ��� ��� ψ(u) �
���!��

���%��� �� ������ . ��� �
�����!���� ��$�������

7�8��� .5�5.5 ���� L(u) ��� 	������ ��� ��� ψ(u) ≥ L(u) ��� ����
u > 0
 ���� ��� ���� n = 1, 2, . . .# ��������� ���

ψ(u) ≥
φ

∑n
k=1 pe(u− (k − 1) u/n)

∫ ku/n
(k−1)u/n

L(z) dz + φ
∑n

k=1Ck,n(u)L(ku/n) + φPe(u)

1 − φCn,n(u)
,

?9�.�7@
���	

Ck,n(u) := Pe (u− k u/n) − Pe (u− (k − 1) u/n) − u/n pe (u− (k − 1) u/n) .

�*%���95

#�5 �� '�%
�!� 5.4.12� ������� x = 0 ��� y = 0� ���
���!�

ψ(u) ≥ φ

1 − φ

{
n∑
k=1

pe (u− (k − 1) u/n)

∫ k u/n

(k−1) u/n

ψ(z) dz

+

n∑
k=1

Ck,n(u)ψ (k u/n) − ψ(u) + Pe(u)

}
.

1
&$����
∑n

k=1Ck,n(u)ψ (k u/n) =
∑n−1

k=1 Ck,n(u)ψ (k u/n) + φCn,n(u)ψ(u)�

��� ������� ��� ��������� ����� � �
� ψ(u)� ���
���!�

ψ(u) ≥
φ

∑n
k=1 pe(u− (k − 1) u/n)

∫ ku/n
(k−1)u/n

ψ(z) dz + φ
∑n

k=1Ck,n(u)ψ(ku/n) + φPe(u)

1 − φCn,n(u)

?��!��%���!� 5�� 1−φCn,n(u) > 0@� �����	 ψ(u) ≥ L(u)� �
������� � (6.2.8)� �

#�5 �� '�%
�!� 6.2.6� ��� !��
� ��!� ��� n� �
�����!� �&�� $
&�!��� ���

��� ψ(u)�
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%����� .5�5,5 /�� n = 1# ���	��

ψ(u) ≥ φ pe(u)
∫ u

0
L(z) dz + φPe(u)

1 − φC1,1(u)
,

���	 � 	������ C1,1(u) ���+���� ��� ��� ���

C1,1(u) = 1 − Pe(u) − u pe(u) ≥ 0.

/�� n = 2# ���	��

ψ(u) ≥
φ pe(u)

∫ u
2

0
L(z) dz + φ pe(

u
2
)

∫ u
u
2
L(z) dz + φC1,2(u)L(u

2
) + φPe(u)

1 − φC2,2(u)
,

���	 �� 	�������� C1,2(u) ��� C2,2(u) ���+����� ��� ��� �����

C1,2(u) = Pe

(u
2

)
− Pe(u) − u

2
pe(u) ≥ 0

���
C2,2(u) = 1 − Pe

(u
2

)
− u

2
pe

(u
2

)
≥ 0.

&�� ���#�"��* ������ �����


��'������ .5#5�5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ����� !�� !�-� ���
1&!!�?2, β@ !� ����5����

p(x) = qβ2
1xe

−β1x + (1 − q)β2
2xe

−β2x.

'����!� q = 1/2� β1 = 1.268 ��� β2 = 4.732� 1�� ���� �� ��!� ��� ��
�!��
���
� �
%�� 
��	 ����� m = 1� 1�� λ = 1 ��� c = 2� �� Gerber et al. (1987) ����-��
5�� � �����5���� �
������� �����

ψ(u) = 0.517e−0.506u − 0.070e−1.765u + 0.089e−3.544u − 0.036e−5.685u.

A� ������ 6.1� 6.2 ��� 6.3 ������ &�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y)� !����&��

����� �&�� $�
& !�� ��5 �� ��!� ��� u� x ��� y� "�����
�!��� �� $
&�!� U0

������� ��5 ��� ?4�8�.@� ��% �� U1� U2 ��� U3 ����� �� $
&�!��� ��� �
��������

��5 �� '�%
�!� 5.4.4 ��� n = 1� n = 2 ��� n = 3� ����������� #�5 ��� ���

���� 6.1 ��� 6.2� ������!� 5�� �� $
&�!� U0 ����� ������������5 5��� �� u �����

!��
5 ��� �� x ����� !��&��� ��% 5�� �� u ��-&��� ���F	 �� x !��
������ �� $
&�!�

���5 ������� ���
5��
�� ��
���
��!�� ����� 5�� �� U1 ����� ���� ������
� ��5

�� U0� ��% �� U2 ����� !�� ���	 �
�������� �� �
��!����	 ��!	� "��� ������

6.3� ��� u = 4 ��� x = 1� ������!� 5�� ��� 5�� �� ��!� ��� y� �� $
&�!� U0

����� ��
���� �
���&��� �� �
��!����	 ��!	� #�5 ��� &��� !�
�&� ���
�����
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������ 9�3C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 1 ��� y = 0.5�

u ��!	 U0(u) U1(u) U2(u) U3(u)
3�4 /�3.4949 /�363644 /�3.9/64 /�3.404/ /�3.49:7
. /�/:0.03 /�3343:8 /�/::8/3 /�/:00:0 /�/:04/8
6 /�/47.70 /�3/83:: /�/9030: /�/9/866 /�/4:.66
8 /�/64/96 /�3/844. /�/4389/ /�/67768 /�/6903.
4 /�/.33.4 /�3/06:8 /�/8.::4 /�/.47.. /�/.634.

������ 9�.C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 4 ��� y = 0.5�

x ��!	 U0(x) U1(x) U2(x) U3(x)
/ /�/83..7 /�.9393/ /�/:9/// /�/463:: /�/8980.
/�4 /�/6:633 /�3986/7 /�/9:03/ /�/89/:8 /�/8..97
3 /�/64/96 /�3/844. /�/4389/ /�/67768 /�/6903.
. /�/.8438 /�/8./.9 /�/.7/00 /�/.4608 /�/.87:6
6 /�/344/. /�/37//0 /�/34760 /�/34474 /�/3446:

������ 9�6C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 4 ��� x = 1�

y ��!	 U0(y) U1(y) U2(y) U3(y)
/ /�/40793 /�390::0 /�/77666 /�/9606: /�/9/86:
3 /�/./:0: /�/98/79 /�/6366: /�/.6699 /�/../.6
. /�//0.4. /�/..:49 /�/333.6 /�//7380 /�//0988
6 /�//.8.3 /�//0787 /�//607/ /�//.069 /�//.44:
8 /�///077 /�//.4:: /�//3.89 /�///7:8 /�///764
4 /�///.4. /�///783 /�///8/. /�///.70 /�///.90
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n = 1 ��� '�%
�!� 5.4.4� ������!� 5�� �� ������5 �$&�!� ��� $
&�!��� �����

��
���� 4/G� �� ����� !��%����� ���& �
�������� ��� 3/G ��� n = 2� ��� ���

4G ��� n = 3�

A� ������ 6.4� 6.5� ��� 6.6 ��
������ �� �&�� $
&�!��� ��� �
�������� ��5

�� '��
	!��� 5.4.8 ��� 5.4.12� ��% �� L0 ����� �� $
&�!� ��5 �� ����� ?4�8�6@�

�����5��
�� �� ����� ��� ������� �� L1, L2 ����� �� $
&�!��� ��� �
��������

��5 �� '�%
�!� 5.4.8 ���
����� n = 1 ��� n = 2 ?������ 3@� ����������� ��%

�� L3, L4 ����� �� $
&�!��� ��� �
�������� ��5 �� '�%
�!� 4�8�3. ?������

.@� -��& ��� n = 1 ��� n = 2� �����������  � zk,n �������)����� ��5 �� �����

?4�8�39@ ��� �� ��!� ��� �������� ���� ������ 6.7� 6.8 ��� 6.9� '�!�)��!� 5�� �

������ 3 ����� �����& ��
������
� ��5 �� ������ .�  � ���������!� ��� ����

� ������ . ����� 5�� ��� �
��&)���� �� �
��!� �� ��!� ��� zk,n� ��� ��!�����

5�� ����� �
��!����& ������
� !������

'�!�)��!�� ������ 5�� 5�� �� $
&�!��� ��� ��
��
&$����� ���� ��
&�
��

$� 4�6 ���$�
����� ���� ��
������ 5��� u > x� ���$�
����& ����!� !�� ��
��	

��$
��� ��� ��� H(u, x, y) ?����� �5
��!� 5.3.2@� "��� ������ 6.4� 5��� !����

�&����!� �� �
���5 �����!����5 u� ��
���
��!� 5�� ��� !��
� ��!� ��� u� �

������ 3 ����� !�� ���� ���	 �
�������� �� �
��!����	 ��!	 ��5!� ��� 5���

n = 1� < �������� ��� $
��!&��� ��� ������� ��� n = 2 �� ����� !� n = 1� ���

!� �� ��� !��5���� ����� !�������
� 5�� �� u ��-&���� "��� ������ 6.5� 5���

�� x !����&������� ��
���
��!� 5�� ��� x ≥ 1� �� $
&�!��� ��� �
�������� ��5

�� ������ 3 ��� n = 1 ����� ��
���� ��� ���� ��
����� !� ������ �� ���5���

. ��� n = 2� *��� �����5 ��5��� ���� ������ 6.4� 6.5� ��� 6.6 ����� 5�� ��

$
&�!��� ����� ������
� 5��� �� u 	 �� y !��%����� 	 5��� �� x ��-&������

"��� ������ 6.10 ��� 6.11� ���
��!� x = 0 ��� ����
����!� �� $
&�!���

��� ���
���!� �
���!����%��� ��� ���5�� ��� �
���)��� ?'�%
�!� 5.4.4@� !�

	�� ��&
����� $
&�!��� ��� ��� ��
& ��� �����!!���� "�� ��!��� ���5� �����

)��!� 5�� 5�� ���& �� $
&�!��� �������� �� ��%�� �� �����5���� �
��������

�����5��
�� �� UW ����� �� &�� $
&�!� ��� ��� H(u, y) ��� �
	�� � Willmot

(2002, Theorem 3.2)�

UW :=
1

1 − φ
[ψ(u+ y) − ψ(u)ψ(y)],

��% �� UCP ����� �� ���������� &�� $
&�!� ��� Chadjiconstantinidis and Politis

(2007, Theorem 2.1)

UCP :=
1

1 − φ
[ψ(u+ y)− ψ(u)ψ(y)]− φ

(1 − φ)2
[φ− ψ(y)] [1− ψ(u)]Pe(u+ y).

����� �
�$��� 5�� �� UCP ����� ������
� ��5 �� UW � (
���!������!� �� ���

���& $
&�!��� ��� �� ����
����!� �� $
&�!��� ��� �
�������� ��5 �� �����
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������ 9�8C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 1 ��� y = 0.5�

u ��!	 L0(u) L1(u) L2(u) L3(u) L4(u)
3�4 /�3.4949 /�3.33:4 /�3.4890 /�3.49/: /�3.4/.8 /�3.4876
. /�/:0.03 /�/79484 /�/:9.4: /�/:0/33 /�/:86.6 /�/:96:6
6 /�/47.70 /�/83.87 /�/48967 /�/40.94 /�/8:496 /�/44.08
8 /�/64/96 /�/3:.90 /�/.:90. /�/66600 /�/.8348 /�/6/947
4 /�/.33.4 /�//:6.9 /�/340:4 /�/3:3:: /�/33467 /�/399/0

������ 9�4C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 4 ��� y = 0.5�

x ��!	 L0(x) L1(x) L2(x) L3(x) L4(x)
/ /�/83..7 /�//:839 /�/.9379 /�/69//. /�/39/.7 /�/.:787
/�4 /�/6:633 /�/39883 /�/6/.84 /�/69663 /�/...69 /�/6./30
3 /�/64/96 /�/3:.90 /�/.:90. /�/66600 /�/.8348 /�/6/947
. /�/.8438 /�/376/9 /�/.6/70 /�/.83/7 /�/.33:3 /�/.6664
6 /�/344/. /�/38/03 /�/34684 /�/34893 /�/34/93 /�/34690

?4�8�.@ ��� �� '�%
�!� 5.4.4 ?��� !��
� ��!� ��� n@� �����5��
�� �� $
&�!���

UW ��� UCP ����� ���& ��� !��
�� ��� ��� !��&�� ��!� ��� u ?������ 6.10@ ���

��� !��
� ��!� ��� y ?������ 6.11@� 5��� �� &�� $
&�!��� ��� �
�������� ��5

�� ����� ?4�8�.@ ��� �� '�%
�!� 5.4.4 �������� ������
� ���% �� u !��%������

	 �� y ��-&����

"��� ������ 6.12 ��� 6.13� ����
����!� �� �&�� $
&�!��� ��� �
��������

��5 �� ��� !��5��� �� ��
��
&$�� 4�6� !� �� �&�� $
&�!� ��� Chadjicon-

stantinidis and Politis (2007, Theorem 2.4) ��� ��� ��
& ��� �����!!���� ���

�����

LCP :=
1

1 − φ

{
ψ(u+ y) − ψ(u)ψ(y)− [1 − ψ(u)] [ψ(y)− φPe(y)]

}
.

*A�� $������� ��5 ��� ������ ������ ��� !��������!� ��� �� $
&�!� LCP
����� 5�� ���
��� ��� �
������ ��!��


��'������ .5#5�5 *���� 5�� � ������!	 ��� ���)�!�%���� ��������� ���
������!	 Pareto !�

P (x) = 1 − 1

(1 + x)3
.

< !��� ��!	 ����� m = 1/2� ,�������!� 5�� �� ��
��%
�� ��$&���� ����� θ =
1/10� ��� ��!����� 5�� φ = 10/11�
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������ 9�9C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 4 ��� x = 1�

y ��!	 L0(y) L1(y) L2(y) L3(y) L4(y)
/ /�/40793 /�/63::7 /�/8:369 /�/44373 /�/8/683 /�/4/:63
3 /�/./:0: /�/3387. /�/30980 /�/3::.3 /�/386./ /�/37.83
. /�//0.4. /�//6:87 /�//9/8. /�//9747 /�//8774 /�//9.46
6 /�//.8.3 /�//3636 /�//.//8 /�//..76 /�//3934 /�//./04
8 /�///077 /�///8.9 /�///94/ /�///08. /�///4.. /�///906
4 /�///.4. /�///369 /�///./0 /�///.60 /�///399 /�///.38

������ 9�0C 1�� x = 0.5 ��� y = 1�

������ 3� ��
��� ��� z1,1� z1,2 ��� z2,2�
u z1,1 z1,2 z2,2
3�4 /�.90 /�3.: /�60:
. /�497 /�.90 /�090
6 3�.04 /�409 3�497
8 .�3/4 /�:6/ .�8/8
4 6�/37 3�6.6 6�.04

������ 9�7C 1�� u = 4 ��� y = 0.5�

������ 3� ��
��� ��� z1,1� z1,2 ��� z2,2�
x z1,1 z1,2 z2,2
/ 6�/0/ 3�6/8 6�667
/�4 .�48/ 3�338 .�767
3 .�3/4 /�:6/ .�8/8
. 3�6/8 /�476 3�409
6 /�476 /�.03 /�003

������ 9�:C 1�� u = 4 ��� x = 1�

������ 3� ��
��� ��� z1,1� z1,2 ��� z2,2�
y z1,1 z1,2 z2,2
/ .�/:4 /�:.. .�8/:
3 .�36/ /�:64 .�836
. .�39: /�:86 .�86/
6 .�3:. /�:87 .�88/
8 .�./7 /�:4. .�889
4 .�.37 /�:44 .�84/
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������ 9�3/C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 0 ��� y = 2�

u ��!	 U0(u) U1(u) U2(u) U3(u) UW (u) UCP (u)
/�3 /�/90488 /�/90034 /�/90480 /�/90484 /�/90484 /�300696 /�364/89
3 /�/8..8. /�/4646. /�/8696: /�/8.479 /�/8.6:8 /�3364.4 /�/:3304
6 /�/38988 /�/40043 /�/.4//8 /�/30/63 /�/34970 /�/8/68/ /�/603/0
4 /�//4.:0 /�/946.. /�/./039 /�//7680 /�//94:3 /�/389.0 /�/38.99
3/ /�///8.. /�/0/6:6 /�/369.: /�//3093 /�///:30 /�//3394 /�//3398

������ 9�33C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 3 ��� x = 0�

y ��!	 U0(y) U1(y) U2(y) U3(y) UW (y) UCP (y)
/�3 /�3/./89 /�603776 /�3940.4 /�33049. /�3/7:60 /�3/0440 /�3/443.
/�. /�/:.6/9 /�6686/8 /�387::7 /�3/9/8: /�/:786/ /�3/6497 /�/:7:6/
3 /�/8360. /�3434/7 /�/99789 /�/80.4/ /�/86:4/ /�/97.69 /�/9.3//
6 /�//8:0. /�/./900 /�//7788 /�//4797 /�//4698 /�/.836: /�/..787
4 /�///4.: /�//.68/ /�///:70 /�///964 /�///404 /�//708: /�//74:9

������ 9�3.C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 0 ��� y = 2�

u ��!	 L0(u) L1(u) L2(u) L3(u) L4(u) LCP (u)
/�/4 /�/9:398 /�/9:3.3 /�/9:398 /�/9:398 /�/9:398 /�/9:398 /�/96403
/�. /�/988.. /�/9673/ /�/9883. /�/988./ /�/98674 /�/9883. /�/8.70.
3 /�/8..8. /�/64474 /�/8347. /�/8./03 /�/8/669 /�/8390/ �/�/80/:.
6 /�/38988 /�//4334 /�/3363. /�/36479 /�//0:78 /�/33:/9 �/�3967.7
4 /�//4.:0 /�///408 /�//.084 /�//83:. /�//3/90 /�//.:4: �/�./9/9.

������ 9�36C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 3 ��� x = 0�

y ��!	 L0(y) L1(y) L2(y) L3(y) L4(y) LCP (y)
/�/4 /�3/06/. /�/8.:3: /�/78904 /�3//944 /�/94..0 /�/:/.34 /�/77.98
/�. /�/:.6/9 /�/69964 /�/0376. /�/79.8/ /�/440:: /�/00049 /�/..489
3 /�/8360. /�/344/: /�/6.969 /�/679:. /�/.674. /�/68883 �/�38/934
6 /�//8:0. /�//3997 /�//609. /�//840: /�//.9/4 /�//6:08 �/�363//0
4 /�///4.: /�///390 /�///6:/ /�///87. /�///.96 /�///836 �/�/4:380
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������ 9�38C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 50 ��� y = 30�

u ��!	 U0(u) U1(u) U2(u) U3(u)
9/ /�//3...64 /�//38:3.: /�//38/607 /�//38//76 /�//38//.0
7/ /�///73303 /�//3840/9 /�//33/:03 /�//3/70./ /�//3/7633
3// /�///4980: /�//3860/7 /�///777:3 /�///789.7 /�///767:7
3./ /�///8/073 /�//38.886 /�///06347 /�///90674 /�///9989/
34/ /�///.7.60 /�//383.97 /�///403/3 /�///8::38 /�///8770/
.// /�///37:70 /�//38/..9 /�///83../ /�///66/9/ /�///6./68

������ 9�34C *#�� $
���!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 200 ��� y = 50�

x ��!	 U0(x) U1(x) U2(x) U3(x)
3/ /�///.3.43 /�//.849:/ /�///4.369 /�///64486 /�///667/8
8/ /�///3:97: /�//3333:6 /�///6.097 /�///.99:6 /�///.4:3:
0/ /�///37:39 /�///96437 /�///.4449 /�///..:7. /�///..4:4
3// /�///39786 /�///836/6 /�///.3:0: /�///./70. /�///./97.
34/ /�///39/67 /�///.6:67 /�///3709: /�///37400 /�///3748/
3:/ /�///34780 /�///30/:3 /�///3903: /�///39034 /�///39038

������ 9�39C *#�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 100 ��� u = 200�

y ��!	 U0(y) U1(y) U2(y) U3(y)
6/ /�///30608 /�///48996 /�///.0690 /�///.496: /�///.464.
4/ /�///39786 /�///836/6 /�///.3:0: /�///./70. /�///./97.
3// /�///33/66 /�///.68:: /�///38/.: /�///364:3 /�///36433
34/ /�////764. /�///34398 /�////:7/7 /�////:9/3 /�////:493
.// /�////9334 /�///3/4:0 /�////0.9: /�////034: /�////0360
.4/ /�////8:66 /�////07.8 /�////4938 /�////448: /�////4469

������ 9�30C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 50 ��� y = 30�

u ��!	 L0(u) L1(u) L2(u) L3(u) L4(u)
9/ /�//3...64 /�//3/6646 /�//3/:763 /�//33//.0 /�//3/:4:3 /�//3/:777
7/ /�///73303 /�///99878 /�///0347. /�///03764 /�///0383/ /�///0390/
3// /�///4980: /�///89/.4 /�///8:668 /�///8:4/9 /�///8:.60 /�///8:8/3
3./ /�///8/073 /�///668/9 /�///649.8 /�///64067 /�///64490 /�///64903
34/ /�///.7.60 /�///.3:07 /�///.6.:/ /�///.6648 /�///.6.9/ /�///.6637
.// /�///37:70 /�///3.3:7 /�///3.760 /�///3.799 /�///3.7.4 /�///3.74/
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������ 9�37C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� u = 200 ��� y = 50�

x ��!	 L0(x) L1(x) L2(x) L3(x) L4(x)
3/ /�///.3.43 /�////86/6 /�////87/4 /�////876/ /�////806. /�////8046
8/ /�///3:97: /�///3/976 /�///3337. /�///33./. /�///33383 /�///33340
0/ /�///37:39 /�///3.:84 /�///3688/ /�///36849 /�///36833 /�///368.8
3// /�///39786 /�///38//3 /�///3887: /�///384/6 /�///38899 /�///38807
34/ /�///39/67 /�///38764 /�///34.:7 /�///346/: /�///34.7. /�///34.:/
3:/ /�///34780 /�///34.6/ /�///34463 /�///34468 /�///344.3 /�///344.9

������ 9�3:C �&�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) 5��� x = 100 ��� u = 200�

y ��!	 L0(y) L1(y) L2(y) L3(y) L4(y)
6/ /�///30608 /�///39.44 /�///30/3: /�///30/69 /�///39743 /�///39797
4/ /�///39786 /�///38//3 /�///3887: /�///384/6 /�///38899 /�///38807
3// /�///33/66 /�////::0: /�///3/.:8 /�///3/6/3 /�///3/.46 /�///3/.47
34/ /�////764. /�////0860 /�////096/ /�////0968 /�////0933 /�////0938
.// /�////9334 /�////4089 /�////470. /�////4704 /�////4796 /�////4794
.4/ /�////8:66 /�////8497 /�////8949 /�////8947 /�////894. /�////8946

"��� ������ 6.14� 6.15 ��� 6.16� �����!� &�� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y)�

!����&������ �&�� $�
& ��� ��5 �� u� x ��� y� �����5��
�� �� $
&�!� U0 �����

��� ��5 �� ����� ?4�8�.@� ��� �� $
&�!��� U1� U2 ��� U3 ����� -��& �� $
&�!���

��� �
�������� ��5 �� '�%
�!� 5.4.4 ��� n = 1� n = 2 ��� n = 3� ���������

��� ��
���
��!� 5�� ��% � �����5���� �
������� ��� ����� �����	 ��� ����

��� ������������!� !� ���&����� $
&�!��� ��� "�����
�!��� �
���!�������

!� �� ������ (5.4.15) ��� (6.2.2)� 1�� ��� ������
� �����!��� ��� $
��!&���

���� ������ ������ � �
%�� ��	�� ����� ��� ��!	 �� H(u, x, y) ����
� ��5

�
���!������ "��� ������ 6.14� ������!� 5�� ���% �� u !����%���� �� U2

����� ���� ������
� ��5 �� U1� ��% ����� ���� ���
5��
� ��5 �� U3� "��� ������

6.15� ��
���
��!� 5�� ��� !��
� ��!� ��� x� �� U2 ����� ��!�����& ������
�

��5 �� U1 ��% ?-��&@ � �������� ��� U3 �� ����� !� �� U2 ��� ����� ��!�����	�

��������� ����� $���
5 ��5 �� ��!� ��� ������ 5�� ���% �� x ��-&������ ��

��!� ��� $
��!&��� ����� ����& ��� ��!� �� H(u, x, y) ��� �
�������� ��5

��� �
���!������ A ������ 6.16 ��
����� �� ��!� ��� $
��!&��� ���% ��

y !����&������� ��
���
��!� 5�� � ������	 �������� ��5 �� U1 ��� U0 �����

��
���� 4/G ��� !��
�� ��!� ��� y� ��� ���5 !��%����� �� �&���� ���!5 ���%

�� y ������� !�������
�� "��� ������ 6.16� ������!� ?�&��@ 5�� 5��� �� ���

!� ��� u, x, y ����� !��&��� ��&
��� !��
5 ��
�� �� �&���� �
���!����	��� ��

'�%
�!� 5.4.4 ��� n = 2 	 n = 3� �� ����
��� !� �� &�� $
&�!� ��� n = 1�
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"��� ������ 6.17� 6.18 ��� 6.19� �
�����!� �&�� $
&�!��� �
���!����%��

�� �� ��� !��5��� ��� �
�������� ��5 �� '�%
�!� 5.4.8 ?������ 3@ ���

�� '�%
�!� 5.4.12 ?������ .@� A� ��	�� L1 ��� L2 ���� ������ ����� ��

$
&�!��� ��� �
�������� ��5 �� ������ 3 ��� n = 1 ��� n = 2� �����������

��% �� ��	�� L3 ��� L4 ������������ ��� $
&�!��� �� ���5��� .� ���
�����

�&�� n = 1 ��� n = 2� < ��	�� L0 ����� �� $
&�!� ���� ?4�8�6@� ��% � �
%��

��	�� �� �&�� ������ ����� �� ��!� �� H(u, x, y) ��� �
�������� !��& ��5

�
���!������ "� ����� ��� ������ ������!� 5�� ��� ������!� !� ��
�& ��
&�

� ��
������� ��� $
��!&��� �
���!����%��� ����!�� ��5 �� ��� !��5��� ���

�����%����� ��!�����& ��� �� ��&$�
� ��!� ��� n� ���!���� ��� �� ��� !������

������ ������������& ��������!��� ��5!� ��� ��� !��
� ��!� ��� n� ���������

�� ����
����!� �� �&�� ��� &�� $
&�!��� ��� ��
����&)����� ���� ������

6.14 �% 6.19� ������!� 5�� �� ����� ��
���%���� ��� !�� ����!��� ������	

��� u, x, y� �� &�� $
&�!��� ����� ���� ����& ��� �&�� $
&�!����  � �����5

����
������ �� �
���!������� ��� $
��!���� ���%� ��� �
&-�� 1�� ��
&����!��

��5 ��� ������ 6.14 ��� 6.17� ����!� 5��

0.00110027 ≤ H(60, 50, 30) ≤ 0.00140027.

��������� ��
���
��!� 5�� �� �&�� $
&�!��� ���� ������ 6.17 �% 6.19 �����

��� ����& ��� �
���!���!��� ��!� �� H(u, x, y) �� ����� !� �� &�� $
&�!���

��� �������� ���� ������ 6.14 �% 6.16�

������ 9�./C *#�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u)�

u UCP (u) U1(u) U2(u) U3(u) UCG(u)
/�4 /�796463.6 /�74/:6638 /�78:.:.94 /�787:0044 /�747/674/
3 /�7.808..0 /�7394:7.6 /�7/:790.0 /�7/78:0:8 /�7396.94/
6 /�9:70.:47 /�066.6/99 /�9:780:/9 /�9:/687./ /�90:737:6
4 /�9/47486. /�904:989. /�937/0/4. /�9/836990 /�403:49:.
3/ /�84849.4. /�4043930. /�87.7./4. /�893063:/ /�60:673/0
4/ /�343466.. /�.:96.830 /�30708849 /�39./3.:. /�/.4434.3
3// /�/7.94/0. /�3:7.3.4: /�3//66.03 /�/7:993./ /�//6/8:74
4// /�/307.49. /�/98:7030 /�/...0036 /�/3:9.974 /�////846:

 ���� ���� ������ 6.20 ��� 6.21 ����
����!� �� $
&�!��� ��� ��� �����

�5���� �
������� ψ(u) ��� ��
����&��!� ���� ��
&�
�$� 9�. !� &��� 	��

�����& $
&�!���� "�����
�!���� ��� ������ 6.20� �� $
&�!� UCP ����� �� &��

$
&�!� ��� ��� �����5���� �
������� ��� ������� ��� '�%
�!� 8�4 ��� Chadji-

constantinidis and Politis (2005)� ��% �� $
&�!��� U1� U2 ��� U3 �������� ��5 ��

?9�.�4@ ��� n = 1, 2, 3 �
���!����%��� �� U(u) = UCP (u) ��� �
���5 $
&�!��



3/4

������ 9�.3C �&�� $
&�!��� ��� ��� ψ(u)�

u LDG(u) L1,P (u) L2,P (u) LCG(u) L3(u) L4(u)
/�4 /�7396.946 /�76/.3988 /�7.8:4440 /�7.40::.9 /�76630:98 /�76443::8
3 /�038.7403 /�04490.0/ /�088736:/ /�04/0.778 /�04930/80 /�096/68.4
6 /�67893467 /�8:990803 /�8840.78: /�4.9..9.. /�80640867 /�8:4/.:93
4 /�.306:36/ /�6394.86. /�.93484:/ /�607/.:8/ /�.:/979/9 /�638:39.4
3/ /�/0966477 /�33.39999 /�/:/97.94 /�30409./4 /�3/8:0:39 /�337.8.47
4/ /�//67.::4 /�//6:99.0 /�//8/.733 /�//86/./3 /�//86976. /�//843.3/
3// /�///:0:68 /�///:7078 /�//3//8.3 /�///:7696 /�//3/4.:. /�//3/9679
4// /�////6:78 /�////6:74 /�////8//6 /�////6:74 /�////8/80 /�////8/8:

< ��������� ��	�� ����� �� &�� $
&�!� ��� Cai and Garrido (1999)� 1�� !��
�

��!� ��� u� �� &�� $
��!��& !� ����� ������
� ��5 �� �
���5 $
&�!� UCP (u)�

1�� !��
�� ��� !��&�� ��!� ��� u� �� $
&�!� ��� Cai and Garrido(1999) �����

���� ������
� ����
����& !� �� &��� $
&�!���� ��� �-	���� ��� ���5 �������

���� ��
��	
��� 5.4.3 ?����� (iii)@� ��!��%����� 5�� �� �
���5 $
&�!� UCP (u)

������� ���� ���
5��
� �� ����� !� �� UCG(u) ��� !��&�� ��!� ��� u� "���

������ 6.21� �� $
&�!� LDG ����� �� $
&�!� �� ?4�8�34@�  � $
&�!��� L1,P

��� L2,P ����� �� $
&�!��� ��5 ��� Politis (2005, Table 1)� ��% �� $
&�!� LCG
�
������� ��5 �� !����� ��� Cai and Garrido (1999)� A� ��������� ��� ��	��

���� ������ 6.21 ����� �� �&�� $
&�!��� ��� �
�������� ��5 �� '�%
�!� 6.2.6

��� n = 1 ��� n = 2� �
���!����%��� L(u) = LDG(u)� ��� ���& �
�)����� !�

L3(u) ��� L4(u)� ����������� ;�����!� 5�� �� $
&�!��� ��5 �� '�%
�!� 6.2.6

����� ������
� ��� !��
� ��!� ��� �
����� �����!������ ?u ≤ 1@� ���& ���

��� !��&�� ��!� ��� u� �����%����� �&��� �� �
���5 $
&�!� LDG(u)� 1��

�� ����&!��� ��!� ��� u� �� �&�� $
&�!� ��� Cai and Garrido (1999) �����

������
�� "�� ��!��� ���5 ����� �-����!����� 5�� �� LDG(u) ����� ��� ����&

��� LCG(u) ��5 5�� �� UCP (u) ��� UCG(u)� < ��
��	
��� ���	 �-���� �����

�� �&�� $
&�!��� ��� '��
	!��� 6.2.6 ����� ��� ������������& �� ����� !� ��

&�� $
&�!��� ��� '��
	!��� 6.2.2�

&�� ��������� �$����� ��� �"� H(u, x, y)

���� u ≤ x

"��� ��
&�
�$� ���	� �� !����	���!� �&���� ��������� ������ ��� ���H(u, x, y)

�
���!����%��� ��� ��
��	 ���� ��� ��
��!��� 5.3.2�


�%��� .5&5�5 /�� u ≥ x ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) ≥ H(x, u, y). ?9�8�3@
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'� ���-��!� 5�� �� �&�� $
&�!� �� (5.4.3) ����� !�������
� ��5 ��� ���5����

H(x, u, y) =
φ

1 − φ
Pe(u+ y)[1 − ψ(x)]

��� ����� � ��
��	 ����� ��� ��
��!��� 5.3.2� ���&)���� �� ����� ��� u ���

x �� ���&
���� H(u, x, y) ��� u ≥ x� �
&�!����

φ

1 − φ

{
Pe(u+ y)[1 − ψ(u− x)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]

}
− φ

1 − φ
Pe(u+ y)[1 − ψ(x)]

=
φ

1 − φ

{
Pe(u+ y)[1 − ψ(u− x) − 1 + ψ(x)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]

}
=

φ

1 − φ

{−Pe(u+ y)[ψ(u− x) − ψ(x)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]
}

≥ φ

1 − φ

{−Pe(u+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)] + Pe(x+ y)[ψ(u− x) − ψ(u)]
}

=
φ

1 − φ

{
[ψ(u− x) − ψ(u)] [Pe(x+ y) − Pe(u+ y)]

}
.

< ��������� ���5����� �5�� �� !�������� ��� ����
�	���� ψ ��� Pe ����� !�

�
�����	 ��� u ≥ x� ��� �� )����!��� �� �
5���� ������� �


�%��� .5&5�5 /�� u+ w ≤ x ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u+ w, x, y) ≥ H(u, x, y)H(w, x, y). ?9�8�.@

�*%���95

;���)5!���� ��� �����5 5�� ��� �&�� u, w, x, y ≥ 0� ����!�

H(u, x, y) ≤ 1 ≤ 1 − ψ(u+ w)

1 − ψ(w)
.

����������&)���� !� φ/(1 − φ)Pe(x+ y) [1 − ψ(w)]� �
������� 5��

H(u, x, y)
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [1− ψ(w)] ≤ φ

1 − φ
Pe(x+ y) [1 − ψ(u+ w)].

(
���!����%��� ��� �5
��!� 5.3.2� � ��5���-� ������
%������ �


�%��� .5&5#5 /�� u ≥ x+ z ��� y ≥ 0# ����� ���

H(u, x+ z, y) ≥ H(x, u, y)H(z, u, y). ?9�8�6@
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�
������� ��5 �� �
��&��� 6.4.1 ��� 6.4.2� �
&�!����

H(u, x+ z, y) ≥ H(x+ z, u, y) ≥ H(x, u, y)H(z, u, y).

�

 �������� 9�8�3
 (i* !�� ���  ����� 6.4.1# ��������� ��� ��� u ≥ x ��� y ≥ x
�����

H(u, x, y) ≥ H(x, y, u)

(ii* !�� ���  ����� 6.4.2 ��� �� ����	���� ���# ���	�� ��� ��� u+w ≤ x
��� u+ w ≤ y# �����

H(u+ w, y, x) ≥ H(u, y, x)H(w, y, x).

&�� �#���* .�*�����

 � $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) ��� ������-�!� ��� �
�����!��� ��$&���� ��

$�
!5)����� �����&� �����	 ��� ������	���� ������!	 �� �� ���������� �� ����

)�!�%���� "��� ��
&�
�$� ���	� �
�����!� $
&�!��� ��� ��� H(u, x, y) �&��

��5 ��� ��5���� 5�� ��&
��� � ���������	 �
���
!��	 R� � ����� ����������

��� (2.4.1)� *���� �� ����
�	���

σL(u) = inf
0≤z≤u,Pe(z)>0

eRz Pe(z)∫ ∞
z
eRt dPe(t)

, σU (u) = sup
0≤z≤u,Pe(z)>0

eRz Pe(z)∫ ∞
z
eRt dPe(t)

.

 5�� ��5 ��� Willmot et al. (2001)� ���
�)��!� 5��

σL(u) e−Ru ≤ ψ(u) ≤ σU(u) e−Ru. ?9�4�3@

 � ��5!��� ��������!� �
������� &!��� ��5 �� �5
��!� 5.3.2 ��� ��� ?9�4�3@�


%����� .5"5�5 /�� u ≤ x ��� y ≥ 0# ����� ���

φ

1 − φ
Pe(x+y) [1−σU(u) e−Ru] ≤ H(u, x, y) ≤ φ

1 − φ
Pe(x+y) [1−σL(u) e−Ru].

A� Willmot et al. (2001) �
	��� �������& $
&�!��� ��� �� ���� !�� �����!�

!����	 ���������	 �-������ *����� �$�� �H(u, x, y)� ���������� !�� ?�����!!��

���	@ ���������	 �-����� �� ��������!��& ��� �$�
!5)����� ��� �� ���&
����

��� !����&!�� �����5��
�� ��������!� 5�� �� x, y ≥ 0 ����� �����
& ��� �
�)��!�

�� ����
�	���

σL,x,y(u) = inf
0≤z≤u,Pe(z)>0

eRz Pe(max{z + y, x+ y})∫ ∞
z
eRt dPe(t)
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���

σU,x,y(u) = sup
0≤z≤u,Pe(z)>0

eRz Pe(max{z + y, x+ y})∫ ∞
z
eRt dPe(t)

��� �&�� u ≥ 0�  5�� ��5 ��� Willmot et al. (2001,Theorem 3.1) ����!�

σL,x,y(u) e
−Ru ≤ H(u, x, y) ≤ σU,x,y(u) e

−Ru. ?9�4�.@

"�� ��5!��� ��%
�!� �����%���!� �� ��
��&�� ��������!��

7�8��� .5"5�5 /�� ���� u, x, y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) ≥ σL,x,y(u) e
−Ru−φ σL,x,y(u) e−Ru

∫ ∞

u

eRt dPe(t)+φPe(max{u+y, x+y})

���

H(u, x, y) ≤ σU,x,y(u) e
−Ru−φ σU,x,y(u) e−Ru

∫ ∞

u

eRt dPe(t)+φPe(max{u+y, x+y}),

��� �� '������� �	�� ����� �������� ��� �� '������� ��� ���� ?9�4�.@


�*%���95

#�5 �� ?8�.�3@� ?4�6�3@� ?9�4�.@ ��� �� �����5 5�� � ���&
���� σL,x,y(u) �����

$������� � �
� u� ���
���!� 5��

H(u, x, y) = φ

∫ u

0

H(u− t, x, y) dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y})

≥ φ

∫ u

0

σL,x,y(u− t) e−R(u−t) dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y})

≥ φ σL,x,y(u) e
−Ru

∫ u

0

eRt dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y})

= φ σL,x,y(u) e
−Ru

[
1

φ
−

∫ ∞

u

eRt dPe(t)

]
+ φPe(max{u+ y, x+ y})

= σL,x,y(u) e
−Ru − φ σL,x,y(u)

∫ ∞

u

eRt dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y}).

��������� ��5 ��� �
��!5 �� σL,x,y(u)� �
������� &!��� 5��

Pe(max{z + y, x+ y}) ≥ e−Rz σL,x,y(u)
∫ ∞

z

eRt dPe(t)

��� 0 ≤ z ≤ u� *����� ����!�

σL,x,y(u) e
−Ru − φαL,x,y(u) e

−Ru
∫ ∞

u

eRt dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y}) ≥ σL,x,y(u) e
−Ru,
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�
&�!� ��� ��!����� 5�� �� �&�� $
&�!� ��� ���
	!��� �������� !�� ��������

��� ����������� $
&�!��� ���� ?9�4�.@� 1�� �� &�� $
&�!� ���������!� ��&�

���� ����������� ��!�&����� ��5>� 5�� � ���&
���� σU,x,y(u) ����� ��-���� �

�
� u� ������
�$���� �� ����5����� �

'��
��!� �� ����
�	��� ?� �
� u ��� �����
& x, y ≥ 0@

βL,x,y(u) = inf
0≤z≤u,Pe(z)>0

Pe(max{z + y, x+ y})
Pe(z)

,

βU,x,y(u) = sup
0≤z≤u,Pe(z)>0

Pe(max{z + y, x+ y})
Pe(z)

,

��� �� αL(u)� αU(u)� 5�� �
������� ���� ��
&�
�$� 8�8� ��� �&�� u ≥ 0�

 5�� ��5 ��� Willmot et al. (2001,Theorem 3.1) ����!�

αL(u) βL,x,y(u) e
−Ru ≤ H(u, x, y) ≤ αU(u) βU,x,y(u) e

−Ru.

(
���!����%��� ��&���� ������
	!���� 5�� ��� '�%
�!� 6.5.2 !��
��!�

�� �����%���!� �� ��
��&�� $
&�!���� 1�� �� �5�� ���5 ��
�������!� ���

��5���-��

7�8��� .5"5#5 /�� ���� u, x, y ≥ 0# ����� ���

H(u, x, y) ≥ αL(u) βL,x,y(u) e
−Ru

−φαL(u) βL,x,y(u) e
−Ru

∫ ∞

u

eRt dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y})
���

H(u, x, y) ≤ αU(u) βU,x,y(u) e
−Ru

−φαU(u) βU,x,y(u) e
−Ru

∫ ∞

u

eRt dPe(t) + φPe(max{u+ y, x+ y}).

&�& ������	��* ������������

A �����5 ��5�� ���	 �� ��������� ��
��
&$�� �� ����
��	 ����� � ���

������� �&����� ��������!&��� ��� ��
����&��!� ���� ��
&�
�$� 8�4� ���

������5 !������ �� ���
�� ��������� �
&�!���� �� !����	���!� ���!������&

��������!��� ����!&��� ��� ��
������ ��� ��
& �� ��5 ������ ������!	 ���

�����&�!��� �
�� ��� !��& �� �
������� H(u, x, y)� ��!�)���� 5�� ��� x = 0

���
���!� ��� ��
& ��� �����!!��� H(u, y)�

7�8��� .5.5�5 ��� ������ �������# �� � �������� ��� ���������� 	"��
������ ��� ���� ��� 	����������� ��������� (Pe ∈ S*# ����

lim
u→∞

H(u, x, y)

Pe(u+ y − x)
=

φ

1 − φ
, x, y ≥ 0.
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*A��� u > x� ��5 ��� (5.4.1)� ����!�

H(u, x, y) =
φ

1 − φ

∫ u−x

0−
Pe(u+ y − t) dH(t) +

φ

1 − φ
Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]

=
φ

1 − φ

∫ u

0−
Pe(u+ y − t) dH(t) − φ

1 − φ

∫ u

u−x
Pe(u+ y − t) dH(t)

+
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)]

= H(u, y) − φ

1 − φ

∫ u

u−x
Pe(u+ y − t) dH(t)

+
φ

1 − φ
Pe(x+ y) [ψ(u− x) − ψ(u)].

E���
%��� ��� �� ��� !��� �� ��
��&�� �-����� !� Pe(u+y−x) ��!�&���!�
5�� ��� �&�� u > x�

H(u, x, y)

Pe(u+ y − x)
=

H(u, y)

Pe(u+ y − x)
− φ

1 − φ

∫ u

u−x

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ y − x)
dH(t)

+
φ

1 − φ
Pe(x+ y)

[
ψ(u− x)

Pe(u+ y − x)
− ψ(u)

Pe(u+ y − x)

]
.

?9�9�3@

1
&$����
H(u, y)

Pe(u+ y − x)
=

H(u, y)

Pe(u+ y)

Pe(u+ y)

Pe(u+ y − x)
,

��5 �� �5
��!� 4.5.4 ��� ��!�)���� 5�� � ��&�� L ����� ��
���
� ��5 ��� S�
����!�

lim
u→∞

H(u, y)

Pe(u+ y − x)
=

φ

1 − φ
. ?9�9�.@

#�5!�� ������ 5��

lim
u→∞

ψ(u− x)

Pe(u+ y − x)
= lim

u→∞

[
ψ(u− x)

ψ(u+ y − x)

ψ(u+ y − x)

Pe(u+ y − x)

]
=

φ

1 − φ

���

lim
u→∞

ψ(u)

Pe(u+ y − x)
= lim

u→∞

[
ψ(u)

ψ(u+ y − x)

ψ(u+ y − x)

Pe(u+ y − x)

]
=

φ

1 − φ
,

��5��

lim
u→∞

[
ψ(u− x)

Pe(u+ y − x)
− ψ(u)

Pe(u+ y − x)

]
= 0. ?9�9�6@
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< ���&
���� Pe(u+ y − t) ����� ��-���� � �
� t� �
&�!� ��� ��!����� 5��∫ u

u−x

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ y − x)
dH(t) ≥ Pe(x+ y)

[
ψ(u− x)

Pe(u+ y − x)
− ψ(u)

Pe(u+ y − x)

]

��� ∫ u

u−x

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ y − x)
dH(t) ≥ Pe(y)

[
ψ(u− x)

Pe(u+ y − x)
− ψ(u)

Pe(u+ y − x)

]
.

#�5 ��� (6.6.3) ��� �� ��� ��������� ������� �
������ 5��

lim
u→∞

∫ u

u−x

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ y − x)
dH(t) = 0. ?9�9�8@

*����� ��5 �� ������ (6.6.1)� (6.6.3) ��� (6.6.4)� ����!� �� )����!���� �

7�8��� .5.5�5 ��� ������ �������# �� � �������� ��� ���������� 	"��
Pe ∈ L# ����

lim
x→∞

H(u, x, y)

Pe(u+ x+ y)
=

φ

1 − φ
[1 − ψ(u)].

�*%���95

*A��� u ≤ x� ��5 ��� (5.3.4)� ����
%��� !� Pe(u+ x+ y) ����!�

H(u, x, y)

Pe(u+ x+ y)
=

φ

1 − φ

Pe(x+ y)

Pe(u+ x+ y)
[1 − ψ(u)].

���
����� x → ∞ ��� ��5 �� �����5 5�� Pe ∈ L �����	 limx→∞ Pe(x +

y)/Pe(u+ x+ y) = 1� �
������� �� )����!���� �

7�8��� .5.5#5 ��� ������ �������# �� � �������� ��� ���������� 	"��
Pe ∈ L# ����

lim
y→∞

H(u, x, y)

Pe(u+ x+ y)
=

φ

1 − φ
[1 − ψ(u)].

�*%���95

�
��)5!���� 5�� ��� '�%
�!� 6.6.2� ��� u ≤ x� ������ �� ��������!� ���

���
	!���� 1�� u > x� ��
���
��!� 5��

Pe(u+ y)

Pe(u+ x+ y)
[1−ψ(u−x)] ≤

∫ u−x

0−

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ x+ y)
dH(t) ≤ Pe(x+ y)

Pe(u+ x+ y)
[1−ψ(u−x)].

#�5 ��� ��������� ����� ��� �����	 Pe ∈ L� ��!��
�����!� 5��

lim
y→∞

∫ u

u−x

Pe(u+ y − t)

Pe(u+ x+ y)
dH(t) = 1 − ψ(u− x). ?9�9�4@
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#�5!�� ��5 ��� (5.4.1) ����
%��� !� Pe(u+ x+ y) �
������� 5��

H(u, x, y)

Pe(u+ x+ y)
=

φ

1 − φ

(∫ u−x

0−

Pe(u+ y − z)

Pe(u+ x+ y)
dH(z) +

Pe(x+ y)

Pe(u+ x+ y)
[ψ(u− x) − ψ(u)]

)
.

#� ���� ��������� ����� �&
��!� �� 5
�� y → ∞ ��� �
���!����	���!� ���

(6.6.5) ��� ��� ��5���� 5�� Pe ∈ L� !��& ��5 ���� �����
��� �
&-��� �
�������
�� )����!���� �
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