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Περίληψη 
 

 

Η έλικα του DNA αποτελεί ένα σηµαντικό κοµµάτι µελέτης στο χώρο της Μοριακής 

Βιολογίας. Όλες οι λειτουργίες και τα κληρονοµικά γνωρίσµατα των οργανισµών 

αποκαλύπτονται µέσα από τη µελέτη των δοµικών λίθων του νουκλεϊνικού οξέος DNA. Για 

το λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί διάφορες Βάσεις ∆εδοµένων, µια εκ των οποίων είναι η 

GenBank, οι οποίες διαχειρίζονται τον µεγάλο αριθµό ακολουθιακών δοµών που συλλέγουν 

καθηµερινά. Στη παρούσα εργασία γίνεται παρουσίαση των µαθηµατικών και των 

στατιστικών εργαλείων για την διαχείριση και την ανάλυση αυτών των δεδοµένων. 

Συγκεκριµένα, γίνεται σύγκριση δύο αλυσίδων DNA αντιστοιχίζοντας την ακολουθιακή 

τους δοµή προς εύρεση κοινών χαρακτηριστικών ή προέλευσης των οργανισµών. Η σύγκριση 

αυτή επιτυγχάνεται µε τη χρήση αλγορίθµων ∆υναµικού Προγραµµατισµού για την εύρεση 

των βέλτιστων µεταξύ τους αντιστοιχίσεων. Οι αντιστοιχίες µεταξύ των αλυσίδων επιτρέπουν 

την εµφάνιση αντικαταστάσεων, προσθηκών ή διαγραφών βάσεων, ακόµα και αναστροφών 

που αφορούν την αντιστοίχιση µε το αντίστροφο συµπλήρωµα µιας ακολουθίας. Ακόµα 

περιγράφεται ένας σηµαντικός αλγόριθµος εύρεσης επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών 

(tandem repeats) σε µια ακολουθία DNA που η συχνότητα εµφάνισής τους διαπιστώνει την 

παρουσία σηµαντικών γενετικών προβληµάτων. 

Με αφορµή τη σηµαντικότητα της εµφάνισης των επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών 

γίνεται παρουσίαση ενός µοντέλου πιθανοτήτων. Πλέον, οι υπό µελέτη ακολουθίες DNA 

είναι ίσου µήκους και οδηγούν σε µια δίτιµη ακολουθία επιτυχιών και αποτυχιών για την 

οποία µελετάται η ακριβής κατανοµή του συνολικού αριθµού επιτυχιών στις ροές ενός 

τουλάχιστον επιθυµητού αριθµού επιτυχιών. Στην παρούσα εργασία περιγράφονται ορισµένα 

πρόσφατα δηµοσιευµένα αποτελέσµατα που αφορούν την ακριβή κατανοµή της 

προαναφερθείσας στατιστικής συνάρτησης.  



 



 

 
 

Abstract 
 

 

The helix of DNA has become an important area of study in the field of Molecular 

Biology.  The performance and the heredity of several organisms may be revealed by the 

study of small molecules that the DNA consists of, the nucleotides. For this reason, lots of 

databases have been developed, such as GenBank, where all publicly available DNA 

sequences are collected on a daily basis. In the present study, mathematical and statistical 

models that have been developed for the DNA sequences analysis are presented. 

The comparison of two DNA molecules is usually carried out by aligning the single strands 

of the molecules one on top of the other. Dynamic programming algorithms are a useful 

framework where the sequence matching problems can be embedded in order to find the 

optimal alignments. In that case, substitutions, insertions or deletions, even inversions are 

allowed in the alignment process. An important algorithm is presented for finding tandem 

repeats which have been considered that offer a strong evidence for the occurrence of several 

genetic diseases. 

Given the prominent significance of tandem repeats in biological studies, an interesting 

statistic closely associated to them is described in some detail. In that case, the sequences 

under study are taken to have the same length, they are aligned one on top of the other and are 

converted into a sequence of successes/matches. In the new bistate sequence what we are 

looking at is the total number of successes in success runs of length k or longer. In the present 

thesis we present several recently published results on its exact distribution evaluation.  
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 
 

 

Εισαγωγή 
 

 

1.1   Παρουσίαση της Αλυσίδας DNA 
 
1.1.1   Ορισµός του DNA  

 

To DNA (δεσοξυριβονουκλεϊνικό οξύ) είναι ένα είδος νουκλεϊνικού οξέος, που 

διακρίνεται για την ικανότητά του να κατευθύνει τη σύνθεση των πρωτεϊνών στα κύτταρα 

και να ελέγχει όλες τις λειτουργίες και τα κληρονοµικά γνωρίσµατα των οργανισµών. 

Εντοπίζεται στον πυρήνα των ευκαρυωτικών κυττάρων (κύτταρα που διαθέτουν πυρήνα) ως 

συστατικό των χρωµοσωµάτων αλλά ένα µικρό ποσοστό µπορεί να βρεθεί στα µιτοχόνδρια 

και στους χλωροπλάστες. Σε κάθε άνθρωπο, στον πυρήνα των κυττάρων τους συναντάται το 

ίδιο DNA. 

Όλη η πληροφορία του νουκλεϊνικού οξέος DNA αποθηκεύεται κωδικοποιηµένη στους 

δοµικούς του λίθους, τα νουκλεοτίδια (nucleotides). Τα νουκλεοτίδια προέρχονται από τη 

σύνδεση, µε οµοιοπολικό δεσµό, τριών διαφορετικών µορίων: Μιας πεντόζης (σάκχαρο µε 

πέντε άτοµα άνθρακα) που ονοµάζεται δεσοξυριβόζη, ενός µορίου φωσφορικού οξέος και 

µιας οργανικής αζωτούχας βάσης (base). Οι αζωτούχες βάσεις που συναντώνται στο µόριο 

του DNA είναι η αδενίνη (A), η γουανίνη (G), η θυµίνη (T) και η κυτοσίνη (C). Οι βάσεις 

αδενίνη (A) και γουανίνη (G) ανήκουν στις πουρίνες (purines) και οι βάσεις θυµίνη (T) και  

κυτοσίνη (C) στις πυριµιδίνες  (pyrimidines). 

Τα µονοφωσφορικά νουκλεοτίδια ενώνονται µεταξύ τους µε οµοιοπολικό δεσµό 

δηµιουργώντας ένα πολυνουκλεοτίδιο, δηλαδή έναν απεριόριστο αριθµό διαφορετικών 

αλληλουχιών νουκλεοτιδίων. Έτσι, εµφανίζονται µεγάλου µήκους αλυσίδες νουκλεϊνικών 

οξέων που δικαιολογούν τη µοναδική ιδιότητα του DNA να είναι ο φορέας όλων των 

πληροφοριών που χρειάζεται ένας οργανισµός για να οικοδοµηθεί και να λειτουργήσει. Το 

βακτήριο του εντέρου Escherichia coli (E. coli) είναι ένας οργανισµός που περιέχει 6106.4 ×  

ζεύγη βάσεων ενώ το ανθρώπινο DNA συνίσταται από 9103×  ζεύγη βάσεων. Περισσότερο 
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από 99% των βάσεων είναι τα ίδια σε όλους τους ανθρώπους, Clote & Backofen (2000). 

 

 

1.1.2    ∆οµή του DNA  

 

Τα πολυνουκλεοτίδια διατάσσονται στο χώρο σύµφωνα µε το µοντέλο της διπλής έλικας 

του DNA (double-stranded DNA) που προτάθηκε το 1953 από τους Watson και Crick. Το 

µοντέλο παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.1 και έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

 Αποτελείται από δύο πολυνουκλεοτιδικές αλυσίδες, τους κλώνους (strands), που 

σχηµατίζουν διπλή έλικα. Σε κάθε κλώνο οι αζωτούχες βάσεις είναι κάθετες στον κύριο 

άξονα του µορίου και προεξέχουν προς το εσωτερικό του, ενώ οι δύο κλώνοι συγκρατούνται 

µεταξύ τους µε δεσµούς υδρογόνου που σχηµατίζονται µεταξύ των βάσεων.   

 

 

                                                                   Σχήµα  1.1 
Τµήµα µορίου DNA  
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Τα ζεύγη των βάσεων (base pairs) είναι καθορισµένα και έτσι συναντάµε την αδενίνη (A) 

µε τη θυµίνη (T) και τη γουανίνη (G) µε τη κυτοσίνη (C) σύµφωνα µε τους κανόνες των 

Watson-Crick (1953). Οι βάσεις αυτές που συνδέονται µεταξύ τους χαρακτηρίζονται ως 

συµπληρωµατικές (complementary bases) και η ιδέα αυτής της συµπληρωµατικότητας 

παρουσιάζεται µε το παρακάτω παράδειγµα του Waterman (1995). 

Θεωρούµε το τµήµα της αλυσίδας DNA 

 

35 ′′ ACCTGAC  

 

όπου τα σύµβολα 5′  και 3′  χρησιµοποιούνται για να δηλώσουν την καθορισµένη 

«κατεύθυνση» του τµήµατος του µορίου DNA. 

 

Τότε το τµήµα αυτό συνδέεται µε το συµπληρωµατικό του σύµφωνα µε το παρακάτω 

σχήµα. 
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35

′′

′′

GTCAGGT

CAGTCCA
 

 

 

1.2   Ειδικοί Σχηµατισµοί και η Σηµασία τους  

 
Η µελέτη της αλυσίδας DNA εστιάζεται στον έναν από τους δύο κλώνους του µορίου ο 

οποίος αντιµετωπίζεται ως µια ακολουθία  γραµµάτων από το σύνολο  B = {A,C,G,T}. Σε µια 

ακολουθία αναζητούνται συγκεκριµένοι σχηµατισµοί νουκλεοτιδίων (pattern of nucleotides) 

οι οποίοι συνήθως σχηµατίζονται από 2-5 βάσεις. Στο χώρο της Βιολογίας, το ενδιαφέρον 

των επιστηµόνων έχει στραφεί κυρίως στην αναζήτηση συγκεκριµένων σχηµατισµών µε 3 

βάσεις που επαναλαµβάνονται περισσότερο από 2 φορές ο ένας µετά τον άλλο (tandem 

repeats). Η επαναλαµβανόµενη εµφάνιση των τρινουκλεοτιδίων σε φυσιολογικά πλαίσια 

αποτελεί το 10% του ανθρώπινου γονιδίου και παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη 

του ανοσοποιητικού συστήµατος των κυττάρων. Όµως, τα τελευταία χρόνια η έρευνα για τον 

προσδιορισµό των επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών οδήγησε στην ανακάλυψη της 
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συσχέτισης  των διαδοχικών τρινουκλεοτιδίων µε την εµφάνιση κάποιων ασθενειών. Η 

έρευνα  αυτή εφιστάται κυρίως σε 5 ασθένειες που προσβάλουν τον ανθρώπινο οργανισµό 

και προκύπτουν από τον επαναλαµβανόµενο αριθµό εµφάνισης των σχηµατισµών αυτών στις 

ακολουθίες DNA, Benson (1999). 

Οι   Verkerk   et  al.   (1991)   αναφέρουν   ότι   το   σύνδροµο   X,  µια µορφή διανοητικής  

καθυστέρησης που εµφανίζεται στο χρωµόσωµα Χ (fragile-X mental retardation), οφείλεται 

στη συνεχόµενη επανάληψη του προτύπου CGG στην αλυσίδα DNA περισσότερες από 200 

φορές. Μια παρόµοια διαρκής επανάληψη ενός προτύπου 3 βάσεων έχει εντοπιστεί και σε 

άλλες ασθένειες.  

Η µυοτονική δυστροφία (myotonic dystrophy) είναι µια κληρονοµική ασθένεια που 

προσβάλει τους µύες και προκύπτει από τη διαδοχική εµφάνιση των προτύπων AGC/CTG. 

Στα άτοµα που δεν έχουν προσβληθεί από την ασθένεια αυτή, τα συγκεκριµένα πρότυπα 

εµφανίζονται από 5 έως 27 φορές. Οι πάσχοντες της συγκεκριµένης ασθένειας έχουν το 

λιγότερο 50 επαναλήψεις των προτύπων, ενώ µπορεί να εµφανίζονται έως και µερικές 

χιλιάδες πρότυπα, Fu et al. (1992). 

Η «αταξία» του Friedreich (Friedreich�s ataxia), που οφείλει το όνοµά της στο Γερµανό 

γιατρό Nicolaus Friedreich, είναι µια κληρονοµική ασθένεια που προσβάλει και τα δύο 

φύλα. Οι Campuzano et al. (1996) παρατήρησαν ότι προέρχεται από τη συνεχή επανάληψη 

του προτύπου GAA στο DNA των µιτοχονδρίων του ανθρώπου περισσότερες από 1000 

φορές, ενώ ένας υγιής άνθρωπος διαθέτει από 8-30 διαδοχικές επαναλήψεις του προτύπου. 

Ακόµα µελετήθηκαν δύο ασθένειες που προκύπτουν από τη διαδοχική επανάληψη στην 

αλυσίδα DNA του προτύπου CAG. Σύµφωνα µε έρευνα της οµάδας Huntington�s Disease 

Collaborative Research Group (1993), άτοµα που νοσούν µε την ασθένεια του Huntington 

(Huntington�s Disease) εµφανίζουν τον συγκεκριµένο σχηµατισµό κατ� επανάληψη από 40 

έως 100 φορές, ενώ σε φυσιολογικά πλαίσια ο σχηµατισµός επαναλαµβάνεται ως 26 φορές. 

Στην περίπτωση της ασθένειας της νωτιαίας και βολβικής µυϊκής ατροφίας ή ασθένεια του 

Kennedy (spinal and bulbar muscular atrophy or Kennedy�s disease), η οποία προσβάλει 

µόνο τους άντρες, οι La Spada et al. (1991) παρατήρησαν την επανάληψη του σχηµατισµού 

CAG πάνω από 35 φορές στο γονίδιο AR(1) (androgen receptor). 

Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η αναζήτηση οµοιοτήτων µεταξύ των 

ακολουθιών δύο διαφορετικών οργανισµών που µπορεί να συνεπάγεται τη συσχέτιση µεταξύ 
                                                

(1) Το γονίδιο AR είναι ένα τµήµα DNA που εντοπίζεται στο χρωµόσωµα X και παρέχει την πληροφορία για 
την παραγωγή της πρωτεΐνης που ονοµάζεται υποδοχέας ανδρογόνων.  
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των λειτουργιών τους ή της προέλευσης τους. Κατά τη διαδικασία σύγκρισης των 

ακολουθιών, αναζητούνται κάποια τµήµατα (υπακολουθίες) που ταυτίζονται. Συνήθως οι 

ακολουθίες έχουν διαφορετικό µήκος και η ανεύρεση των κοινών υπακολουθιών 

αντιµετωπίζεται µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Οι ακολουθίες είτε στοιχίζονται η  µία κάτω 

από την άλλη (aligned without shifts), είτε ελέγχονται όλες οι διαδοχικές δυνατές στοιχίσεις 

(the shifting case) αναζητώντας την καλύτερη ή σχεδόν την καλύτερη αντιστοίχιση µεταξύ 

αυτών, γεγονός που αποτελεί πιο πολύπλοκο πρόβληµα. Και στις δύο περιπτώσεις 

χρησιµοποιείται µια δίτιµη µεταβλητή που λαµβάνει την τιµή 1, στην περίπτωση που οι 

βάσεις που βρίσκονται η µία κάτω από την άλλη είναι οι ίδιες (matching case) και την τιµή 0 

όταν οι βάσεις είναι διαφορετικές. 

 

 

1.3    Προβλήµατα Εντοπισµού Ειδικών Σχηµατισµών 

 

Προηγουµένως αναφερθήκαµε στη σηµασία των ειδικών σχηµατισµών στις ακολουθίες 

DNA για την εξέλιξη του κλάδου της Μοριακής Βιολογίας. Ωστόσο, η αναγνώρισή τους στις 

αλυσίδες DNA περιορίζεται σηµαντικά εξαιτίας του µεγάλου µήκους των αλυσίδων. Όταν 

αναζητούνται συγκεκριµένοι επαναλαµβανόµενοι σχηµατισµοί σε µια ακολουθία, ο 

εντοπισµός τους δεν είναι εύκολος, αφού ο έλικας του DNA είναι ένα βιολογικό µόριο που 

υπόκειται σε τυχαίες µεταλλαγές στο χρόνο. Έτσι, οι επαναλαµβανόµενοι σχηµατισµοί 

συνίστανται από «κατά προσέγγιση» αντίγραφα (approximate copies), στα οποία 

εµφανίζονται διαφορετικές βάσεις κατά την επανάληψη ή παρεµβάλλονται βάσεις µεταξύ 

των αντιγράφων. Το θέµα αυτό απασχόλησε τον Benson (1999) που εισήγαγε ένα λογισµικό, 

που ονοµάζεται Tandem Repeat Finder (TRF), για την εύρεση των «κατά προσέγγιση» 

επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών. Ακόµα, η σύγκριση δύο ακολουθιών οι οποίες έχουν 

µεγάλα µήκη οδηγεί σε χρονοβόρες διαδικασίες όταν µάλιστα ελέγχονται όλες οι δυνατές 

διαδοχικές στοιχίσεις (the shifting case). Έτσι, έχουν δοθεί λύσεις µε χρήση ασυµπτωτικών 

αποτελεσµάτων από τους Gordon et al. (1986) για το πρόβληµα της αντιστοίχισης (sequence 

alignment)  και από τους Arratia et al. (1986, 1990a) για την εύρεση κοινών προτύπων µεταξύ 

δύο ακολουθιών (perfect matches) ή κοινών  προτύπων όπου επιτρέπονται και µη κοινά 

γράµµατα (mismatches).                                                                                                                                       
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Growth of the International Nucleotide 
Sequence Database Collaboration

1

B
ase P

airs In B
illions

GenBank® EMBL DDBJ

1.4   Βάσεις ∆εδοµένων DNA 

 

Ο µεγάλος αριθµός δεδοµένων των ακολουθιών έχει οδηγήσει στην ανάπτυξη των βάσεων 

δεδοµένων DNA που συλλέγουν και διαχειρίζονται όλες τις διαθέσιµες ακολουθίες DNA που 

έχουν δηµοσιευθεί σε διάφορες εργασίες. Συγκεκριµένα µεταξύ αυτών συγκαταλέγονται τρεις 

µεγάλες βάσεις δεδοµένων. Στην Ευρώπη βρίσκεται ο οργανισµός European Molecular 

Biology Laboratory (EMBL), στην Ιαπωνία η τράπεζα δεδοµένων DNA DataBank of Japan 

(DDBJ) και στην Αµερική η GenBank στο ∆ιεθνές Κέντρο Πληροφόρησης Βιοτεχνολογίας 

(International Centre for Biotechnology Information). Αυτοί οι οργανισµοί αποτελούν µέρος 

της ∆ιεθνούς Συνεργασίας Βάσεων ∆εδοµένων Ακολουθιών Νουκλεοτιδίων (International 

Nucleotide Sequence Database Collaboration) και συνεργάζονται καθηµερινά για την 

ανταλλαγή δεδοµένων. 

 

Σχήµα 1.2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από τις παραπάνω Βάσεις ξεχωρίζει ως προς τον όγκο των δεδοµένων η GenBank, που 

εµπλουτίζει το υλικό που διαθέτει κάθε δύο µήνες. Από πληροφορίες µέσω του ∆ιαδικτύου 

και συγκεκριµένα της διευθύνσεως http://www.ncbi.nlm.nih.gov/Genbank οι βάσεις 

δεδοµένων DNA της GenBank ξεπερνούν σήµερα τα 100 giga ενώ από το παραπάνω 
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διάγραµµα (Σχήµα 1.2), είναι εµφανής η υπεροχή της σε σχέση µε τις άλλες δύο Βιβλιοθήκες 

∆εδοµένων. Μάλιστα σύµφωνα µε την έκδοση του Οκτωβρίου του 2005 (GenBank® Release 

150) περιέχει περισσότερες από 46 εκατοµµύρια καταχωρήσεις ακολουθιών και συνολικά 

περισσότερα από 51 δισεκατοµµύρια ζεύγη βάσεων.  

Οι ακολουθίες που διαθέτει  η GenBank  µπορούν να αναζητηθούν µέσω της National 

Centre  for  Biotechnology Information (NCBI). Κάθε καταχωρηµένη ακολουθία συνοδεύεται 

από µια περιεκτική περιγραφή της. ∆ίνεται ο επιστηµονικός ορισµός που συχνά 

χρησιµοποιείται στη βιβλιογραφία ή το κοινό όνοµα του οργανισµού τον οποίο αφορά η 

ακολουθία. Παρέχεται ένας αριθµός πρόσβασης, δηλαδή ένας κωδικός που περιγράφει την 

ακολουθία και κάποιες λέξεις-κλειδιά που περιγράφουν προϊόντα γονιδίων (gene products) 

της καταχώρησης. Επίσης, παρέχονται στοιχεία που αφορούν το πλήθος των  νουκλεοτιδικών 

βάσεων που έχουν χρησιµοποιηθεί σε διάφορα άρθρα, όπως και ο τίτλος των άρθρων, οι 

συγγραφείς, τα ονόµατα των δηµοσιευµάτων, κάποια σχόλια και χαρακτηριστικά και το 

τµήµα της αλυσίδας που έχει αποκωδικοποιηθεί. 

 

 

Ένα χαρακτηριστικό υπόδειγµα αυτής της εγγραφής της GenBank που βρέθηκε στην  

∆ιεύθυνση http://www.ncbi.nlm.nih.gov/entrez/viewer.fcgi?db=nucleotide&val=198054 

παρουσιάζεται παρακάτω. 

 

 
LOCUS       MUSIGVCD 153 bp DNA linear   

            ROD 27-APR-1993 

DEFINITION  Mouse Ig germline H-chain D region, 5' flank. 

ACCESSION   M60958 

VERSION     M60958.1  GI:198054 

KEYWORDS    D-region; germline; immunoglobulin heavy chain. 

SOURCE      Mus musculus (house mouse) 

  ORGANISM  Mus musculus 

            Eukaryota; Metazoa; Chordata; Craniata; Vertebrata;   

            Euteleostomi; 

            Mammalia; Eutheria; Euarchontoglires; Glires; Rodentia; 

            Sciurognathi; Muroidea; Muridae; Murinae; Mus. 

REFERENCE   1  (bases 1 to 153) 

  AUTHORS   Gu,H., Kitamura,D. and Rajewsky,K. 
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  TITLE     B cell development regulated by gene rearrangement: arrest of 

            maturation by membrane-bound D mu protein and selection of DH 

            element reading frames 

  JOURNAL   Cell 65 (1), 47-54 (1991) 

   PUBMED   2013094 

COMMENT     Original source text: Mouse, DNA. 

FEATURES             Location/Qualifiers 

     source          1..153 

                     /organism="Mus musculus" 

                     /mol_type="genomic DNA" 

                     /strain="CB20" 

                     /db_xref="taxon:10090" 

ORIGIN       

        1 gagtaaaaat gctggatgtc tcttaaggat ggcccctgac actctgcact gctacctctg 

       61 gccccaccag acaatgttcc tgcagaacct gttaccttac ttggcaggga tttttgtcaa 

      121 gggatctatt actgtgtcta ctatggtaac tac 

// 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2 
 

 

Αριθµητικοί Αλγόριθµοι Αντιστοίχισης  
∆υο Ακολουθιών DNA  

 

 

2.1   Εισαγωγή 

 

Η εξέλιξη της Μοριακής Βιολογίας εµφανίζεται από τα µέσα του 1960 µε τη σύγκριση των 

µέχρι τότε διαθέσιµων πρωτεϊνικών ακολουθιών προς αναζήτηση οµοιοτήτων µεταξύ των 

οργανισµών. Αρχίζουν να µελετώνται οι αλλαγές που υπεισέρχονται σε µια ακολουθία DNA 

κατά την εξέλιξη των οργανισµών στο πέρασµα του χρόνου. Έτσι, προκύπτει για τη  

σύγκριση των ακολουθιών, η εισαγωγή των αριθµητικών αλγορίθµων στο χώρο της 

Βιολογίας, επιδιώκοντας την άριστη αντιστοίχιση (optimal alignment) µεταξύ δύο 

ακολουθιών κατά την τοποθέτηση της µιας κάτω από την άλλη. Οι αλγόριθµοι, που 

χρησιµοποιούνται στο συγκεκριµένο κεφάλαιο, εντάσσονται στην περιοχή του ∆υναµικού 

Προγραµµατισµού (Dynamic Programming) που πρωτοεισήχθηκε από τους Needleman & 

Wunsch (1970). 

Το ενδιαφέρον για την εξέλιξη των µορίων εστιάζεται στη µελέτη και σύγκριση 

ακολουθιών DNA για τον έλεγχο ύπαρξης κοινού προγόνου µεταξύ των οργανισµών. Κατά 

τη διαδικασία σύγκρισης δύο ακολουθιών, οι αλλαγές που παρατηρούνται µεταξύ τους 

προέρχονται από αντικαταστάσεις νουκλεϊνικών βάσεων και οφείλονται σε προσθήκες ή 

αφαιρέσεις βάσεων. Θεωρώντας την ακολουθία a ACTGC=  παρατηρείται ότι η 

αντικατάσταση της βάσης  Ta =3  από τη  βάση C  οδηγεί στην ακολουθία b ACCGC= .  

Τότε η στοίχιση µεταξύ τους είναι η παρακάτω  

 

CGCCA
CGTCA

:b
:a

. 

 

Αν επιπλέον παρατηρηθεί αφαίρεση της βάσης Ca =2 , θα προκύψει η ακολουθία 
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c CGCA −=  όπου η βάση 2a  έχει αντικατασταθεί από ένα µηδενικό στοιχείο και η µεταξύ 

τους στοίχιση τότε είναι η εξής 

 

CGCA
CGTCA

−:c
:a

. 

 

Στη συνέχεια η εισαγωγή της βάσης T  µεταξύ των βάσεων  Gc =3  και Cc =4 οδηγεί σε 

µια νέα ακολουθία d ACGTC=  και η στοίχιση µε την ακολουθία a είναι η εξής  

 

CTGCA
CGTCA

−
−

:d
:a

. 

 

Ακολουθώντας διαδοχικά τις αλλαγές που υφίσταται η ακολουθία a ACTGC=  ώστε να 

προκύψει η ακολουθία d ACGTC= , η στοίχιση που προκύπτει µεταξύ τους είναι η 

ακόλουθη:   

 

                                               
CTGCA

CGTCA

−

−
|||                                      (2.1) 

 

όπου παρατηρούνται 3 βάσεις της ακολουθίας a να είναι ταυτόσηµες (identities) µε 3 βάσεις 

της ακολουθίας d κατά την τοποθέτηση της µιας ακολουθίας κάτω από την άλλη. Η 

υποκατάσταση της βάσης  T  από τη  βάση C  οδηγεί στην αντιστοίχιση δύο µη-οµοίων 

βάσεων, που ονοµάζεται αντικατάσταση (substitution ή mismatch), ενώ ακόµα η αφαίρεση 

(deletion) της κυτοσίνης της ακολουθίας a και η προσθήκη (insertion) της θυµίνης στην 

ακολουθία d εµφανίζονται µε τη µορφή αντιστοίχισης βάσης µε το µηδενικό στοιχείο �-� 

(gap).  

Η αντιστοίχιση µεταξύ των παραπάνω ακολουθιών θα µπορούσε να είναι διαφορετική, αν 

δεν ήταν γνωστές οι αλλαγές που υφίσταται η ακολουθία a ώστε να προκύψει η d . Για 

παράδειγµα θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε την αντιστοίχιση 
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.||||
CTGCA

CGTCA

−

−
     

 

Έτσι, παρατηρούνται 4 οµοιότητες (identities) και 2 αντιστοιχίσεις βάσεων µε το µηδενικό 

στοιχείο �-�. Εδώ δε γίνεται διαχωρισµός µεταξύ προσθήκης ή αφαίρεσης βάσης διότι δεν 

είναι γνωστά τα ενδιάµεσα στάδια που αποφέρουν την αντιστοίχιση. Θα µπορούσε να 

θεωρηθεί ότι κατά την εξέλιξη των οργανισµών δύο µόνο βάσεις είτε προστέθηκαν είτε 

αφαιρέθηκαν, ενώ οι υπόλοιπες βάσεις παρέµειναν οι ίδιες. Έχει επικρατήσει οι έννοιες της 

προσθήκης και της αφαίρεσης βάσεων να θεωρούνται πανοµοιότυπες και σύµφωνα µε τον 

Kruskal (1983) χαρακτηρίζονται ως indels από τα πρώτα γράµµατα των λέξεων insertions-

deletions. Όπως είναι φανερό από το παραπάνω παράδειγµα, η στοίχιση µεταξύ δύο 

ακολουθιών µπορεί να επιτευχθεί µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους, η χρήση όµως 

αριθµητικών αλγορίθµων µας επιτρέπει την εύρεση της άριστης στοίχισης, Waterman (1995). 

Πριν παρουσιαστούν οι αλγόριθµοι, είναι απαραίτητη η εισαγωγή των scores της 

αντιστοίχισης, µια υπολογιστική εκτίµηση της οµοιότητας δύο ακολουθιών. Έστω p  η  

πιθανότητα οµοιότητας δύο βάσεων κατά τη στοίχιση, q  η πιθανότητα υποκατάστασης  και 

r  η πιθανότητα εµφάνισης ενός  indel. Τότε η πιθανότητα της στοίχισης (2.1) ισούται µε 
23Pr qrp=  και το score της στοίχισης S  προσδιορίζεται, αφού πρώτα λογαριθµίσουµε την 

πιθανότητα, ως εξής: 

 

        )(log5Prlog sS −= ,             όπου =)(log5 s σταθερή ποσότητα 

                                

δµ 23
))/(log(2))/(log())/(log(3

)log(log2)log(log)log(log3

)(log5)(log2log)(log3

−−=
−−=

−+−+−=

−++=

rsqssp

srsqsp

srqp

 

 

όπου θεωρούµε το s  τέτοιο ώστε να ισχύει 1)/log( =sp  και θέτουµε )/log( qs=µ  και 

)/log( rs=δ . Ο συντελεστής του slog , όπου στην περίπτωση µας ισούται µε την τιµή 5, 

επιλέγεται ίσος µε  

))(#2/1()(#)(# indelsonssubstitutiidentities ++  
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ώστε να οδηγεί σε score της µορφής  

 

)(#)(#)(# indelsonssubstitutiidentitiesS ×−×−= δµ . 

 

Γενικά, το score ορίζεται  από την παρακάτω σχέση: 

 

{ })(#)(#)(#max indelsonssubstitutiidentitiesS ×−×−= δµ , 

 

όπου το µέγιστο λαµβάνεται ως προς όλες τις δυνατές αντιστοιχίσεις µεταξύ δυο ακολουθιών. 

 

 

2.2    Το πλήθος των Αντιστοιχίσεων 

 

Θεωρούµε τις ακολουθίες  a= naaa ...21  και  b mbbb ...21=  µεγέθους n  και m  αντίστοιχα, 

όπου  τα  στοιχεία    niai ,...,2,1, =    και   mjb j ,...,2,1, =    προέρχονται    από    το   σύνολο 

B = {A, C, G, T}. Η αντιστοίχιση µπορεί να επιτευχθεί αυξάνοντας τα µήκη των δύο 

ακολουθιών σε L  µε την προσθήκη µηδενικών στοιχείων �-� (gaps). Έτσι, η ακολουθία a 

µετατρέπεται στην ακολουθία **
2

*
1

* ...a Laaa=  και η ακολουθία b στην **
2

*
1

* ...b Lbbb=  ενώ η 

στοίχιση µεταξύ τους είναι η ακόλουθη 

 

........
.......

**
2

*
1

**
2

*
1

L

L

bbb
aaa

 

 

Το µήκος L  των δύο νέων ακολουθιών *a  και *b  κυµαίνεται µεταξύ του µέγιστου µήκους 

της µίας εκ των δύο ακολουθιών και του αθροίσµατος των µηκών τους, δηλαδή 

( ) mnLmn +≤≤,max . Η περίπτωση mnL +=  προκύπτει από την αντιστοίχιση των βάσεων 

των δύο ακολουθιών µε µηδενικά στοιχεία 

 

.......
......

1

1

m

n

bb
aa
−−

−−
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Η αντιστοίχιση δύο µηδενικών στοιχείων 







−
−

 δεν είναι αποδεκτή, καθώς δεν έχει νόηµα 

το «ταίριασµα» (matching) µεταξύ δύο αφαιρέσεων. 

Το πλήθος όλων των δυνατών αντιστοιχίσεων (number of sequence alignments) δύο 

ακολουθιών a και b µήκους n  και m  αντίστοιχα είναι σύµφωνα µε τον Laquer (1981) 

συνυφασµένο µε τους  αριθµούς των  Stanton & Cowan (1970). 

Ορίζουµε ),( mnf  το πλήθος των αντιστοιχίσεων µιας ακολουθίας µήκους n  µε µια m  

µήκους ακολουθία. Τότε ισχύουν: 

 

                           (i)      )1,()1,1(),1(),( −+−−+−= mnfmnfmnfmnf  

και  

                           (ii)    122/14/5 )21()(2~),( +− + nnnnf π ,  

 

όπου η ισοδυναµία )(~)( ndnc δηλώνει ότι 1
)(
)(lim =

nd
nc , καθώς ∞→n . 

 

Η σχέση (i) µε την αρχική συνθήκη  

 

1),0()0,( == jfif , για κάθε ni ,...,1=  και mj ,...,1=  

 

προκύπτει από την παρατήρηση του Waterman (1984b) ότι οι αντιστοιχίες µεταξύ δύο 

ακολουθιών µπορεί να καταλήγουν σε µία από τις 3 περιπτώσεις: 

 

−...
... na

           
m

n

b
a

...

...
           

mb...
... −

     

 

Η περίπτωση 







−

na
 αντιστοιχεί σε αφαίρεση της βάσης na , η περίπτωση 









m

n

b
a

 αντιστοιχεί 

σε οµοιότητα ή αντικατάσταση βάσης µε άλλη βάση και η περίπτωση 






 −

mb
 σε προσθήκη της 

βάσης mb . 
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Η σχέση (ii) δίνει το πλήθος των δυνατών αντιστοιχίσεων δύο ακολουθιών ίσου µήκους n . 

 

Ωστόσο η εξίσωση )1,()1,1(),1(),( −+−−+−= mnfmnfmnfmnf  υπερεκτιµά το 

πλήθος των δυνατών αντιστοιχίσεων αφού οι περιπτώσεις αντιστοίχισης  

 

j

i

b
a
−

−
      και     

−
−

j

i

b
a

 

 

είναι  ταυτόσηµες  στο χώρο  της Βιολογίας. Γι� αυτό γίνεται χρήση της συνάρτησης  ),( mng   

που τις παραπάνω περιπτώσεις τις αντιµετωπίζει σαν µία.   

 

Αν µια αντιστοίχιση καταλήγει σε  







−

na
, τότε εµφανίζονται 3 πιθανές περιπτώσεις: 

 

−
−

m

nn

b
aa

...

... 1            
−−

−

...

... 1 nn aa
           

−
−

m

n

b
a

...

...
 

 

ενώ στην περίπτωση  






 −

mb
, οι πιθανότητες είναι:  

 

mm

n

bb
a

1...
...

−

−
           

mm bb 1...
...

−

−−
           

m

n

b
a
−

−
...
...

. 

 

Το νέο πλήθος αντιστοιχίσεων ),( mng για το οποίο ισχύει ),(),( mnfmng ≤  ικανοποιεί 

την αναδροµική σχέση  

 

)1,1()1,1()1,(),1(),( −−−−−+−+−= mngmngmngmngmng  

                                 ).1,(),1( −+−= mngmng  

 

Η νέα συνάρτηση ικανοποιεί την αρχική συνθήκη  1)0,1()1,0()0,0( === ggg  και ισούται 

µε το ∆ιωνυµικό Συντελεστή (binomial coefficient)  
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,
1

),( 






 +
=







 +
=







 +
=

n
m

m
mn

n
mn

mng  

 

όπου το σύµβολο 







⋅
⋅

 παριστάνει τον αριθµό των επαναληπτικών συνδυασµών των 1+m  

στοιχείων ανά n . 

Στην περίπτωση ακολουθιών ίσου µήκους εφαρµόζεται ο τύπος του Stirling  

 

nn
enn −+

2
1

2~! π  

 

και προκύπτει η σχέση 

 

( )
( )

=









=








=

−+

−+

2

2
1

22
12

2

2

)2(2~
!

!22
),(

nn

nn

en

en
n

n
n
n

nng

π

π  

                                      ( ) nn

nnn

en

en
2122

22
12

2
12

2

22
−+

−++

=
π

π  

                                                                             
2
1

2
1

2
1

2
1

2

2

22

π

−

= nn

 

                                                                             ( ) 122
−

= πnn ,  καθώς ∞→n .                (2.2) 

 
 
Συχνά οι Βιολόγοι ενδιαφέρονται για αντιστοιχίσεις µεταξύ ακολουθιών στις οποίες οι 

οµοιότητες βάσεων ή οι αντιστοιχίες µεταξύ διαφορετικών βάσεων εµφανίζονται σε blocks 

µεγέθους τουλάχιστον b  χωρίς την παρουσία  indels. Με αυτό το κίνητρο οι Griggs et al. 

(1986) παρουσίασαν µια καινούργια συνάρτηση για το πλήθος των αντιστοιχίσεων.  

Η νέα συνάρτηση ),( nbg  εκφράζει το πλήθος των αντιστοιχίσεων δύο ακολουθιών ίσου 

µήκους n  επιτρέποντας οι αντιστοιχίες µεταξύ οµοίων ή ανόµοιων βάσεων (identities & 

mismatches) να συµβαίνουν σε blocks µεγέθους τουλάχιστον b . Οι βάσεις ακολουθιών στην 

αντιστοίχιση αντικαθίστανται από το 0 και το 1, όπου το 0 δηλώνει την παρουσία µηδενικού 
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στοιχείου �-� και το 1 παραπέµπει σε παρουσία βάσης. Η συνάρτηση ),( nbg  εκφράζει το 

πλήθος εµφάνισης των πινάκων µε στοιχεία το 0 και το 1 διαστάσεων L×2 , έτσι ώστε κάθε  

γραµµή να περιέχει ακριβώς n  άσσους και κάθε στήλη να περιέχει τουλάχιστον 1 άσσο ενώ 

στήλες µε 2 άσσους να παρουσιάζονται συνεχόµενες σε µέγεθος τουλάχιστον b .  

Ένα παράδειγµα δύο διαφορετικών αντιστοιχίσεων δύο ακολουθιών παρουσιάζεται στο 

Σχήµα 2.1. Πρόκειται για ακολουθίες αγγελιοφόρου RNA (mRNA). Το RNA είναι το δεύτερο 

είδος νουκλεϊνικού οξέος και ο βιολογικός ρόλος του συγκεκριµένου τύπου είναι η µεταφορά 

της γενετικής πληροφορίας από το DNA στα ριβοσώµατα για τη σύνθεση µιας 

πολυπεπτιδικής αλυσίδας (οι άλλοι δύο τύποι του µορίου RNA είναι το µεταφορικό RNA 

(tRNA) και το ριβοσωµικό RNA (rRNA)). Στο µόριο του RNA συναντώνται οι αζωτούχες 

βάσεις: αδενίνη (A), γουανίνη (G), ουρακίλη (U) και κυτοσίνη (C). Η πρώτη ακολουθία που 

χρησιµοποιείται είναι β-hemoglobin mRNA όρνιθας όπου διατίθενται τα νουκλεοτίδια 115-

171 και η δεύτερη ακολουθία είναι α-hemoglobin mRNA όρνιθας µε νουκλεοτίδια 118-156. 

Οι δύο mRNA ακολουθίες είναι γνωστό ότι προέρχονται από έναν κοινό πρόγονο, Fitch & 

Smith (1983).    

Οι περιπτώσεις (a) και (c) αποτελούν δύο διαφορετικούς τρόπους αντιστοίχισης µεταξύ 

των ακολουθιών και προκύπτουν για διαφορετικές τιµές των παραµέτρων βα ,  µιας 

συνάρτησης )1()( −+= kkg βα , που ανατίθεται στην αντιστοίχιση για την επιβάρυνση 

εµφάνισης k  συνεχόµενων indels κατά την εφαρµογή των αλγορίθµων. Πιο λεπτοµερής 

αναφορά στη συνάρτηση )(kg  θα γίνει στην Παράγραφο 2.3.1. Στην περίπτωση (a) οι 

παράµετροι έχουν τεθεί ίσοι µε το 0. Η περίπτωση αντιστοίχισης (c) αποτελεί µια άριστη 

αντιστοίχιση για συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων βα ,  και ανήκει σε ένα σύνολο 

άριστων αντιστοιχίσεων για τις ίδιες τιµές των παραµέτρων που ονοµάζεται «σύνολο λύσης» 

(solution set). Οι Fitch & Smith (1983) παρουσίασαν άλλες ακόµα 6 άριστες αντιστοιχίσεις 

από 6 διαφορετικά «σύνολα λύσης» µε διαφορετικές τιµές των παραµέτρων το καθένα. Στην 

αντιστοίχιση (c) οι Griggs et al. (1986) παρατήρησαν τις αντιστοιχίες µεταξύ οµοίων και 

ανόµοιων βάσεων να συµβαίνουν σε blocks µεγέθους τουλάχιστον 3. Έτσι, η αντιστοίχιση 

αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι ανήκει στην κατηγορία για την οποία ισχύει 3≤b , ενώ για την 

περίπτωση αντιστοίχισης (a) ισχύει 1=b . Οι περιπτώσεις (b) και (d) είναι αντίστοιχα η 

αναγωγή των περιπτώσεων (a) και (c) σε 0 και 1.  

Μας ενδιαφέρει η ασυµπτωτική συµπεριφορά της συνάρτησης ),( nbg  για ορισµένες τιµές 
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του b  καθώς  ∞→n . Αντιστοιχίσεις µεταξύ δύο ακολουθιών στις οποίες, µετά την αναγωγή 

τους σε 0 και 1, το άθροισµα κάθε στήλης ισούται µε 1, δηλαδή αντιστοιχίσεις βάσης µε  

µηδενικό στοιχείο, παραπέµπουν σε µεταθέσεις ακολουθιών µήκους n . Έτσι, εµφανίζονται 

n  στήλες µε 1 στην 1η γραµµή και n  στήλες µε 1 στη 2η γραµµή δηµιουργώντας 

αντιστοιχίσεις µήκους nL 2= . Αυτή η περίπτωση είναι ικανοποιητική για οποιαδήποτε τιµή 

της παραµέτρου b και έτσι προκύπτει η ισχύς της σχέσης  

 









≥

n
n

nbg
2

),( . 

 

Εφαρµόζοντας στο συνδυασµό 







n
n2

 τον τύπο του Stirling για σταθερή τιµή του b καθώς 

το ∞→n , προκύπτει ότι (βλέπε Σχέση (2.2)) 

 

( ) ( ))1(4),( 2/1 onnbg n +≥ −π , 

 

όπου )1(o  παριστάνει µια µηδενική ακολουθία για ∞→n . 

 

Μια προσέγγιση για τη συνάρτηση ),( nbg  για 1≥b  δίνεται µέσω του παρακάτω 

θεωρήµατος των Griggs et al. (1986). 

 

Θεώρηµα 2.1 

Έστω η συνάρτηση ),( nbg  που εκφράζει τον αριθµό των αντιστοιχίσεων δύο ακολουθιών 

ίσου µήκους n , όπου οι αντιστοιχίες µεταξύ των βάσεων εµφανίζονται σε blocks µεγέθους  

τουλάχιστον 1≥b . Ορίζουµε τη συνάρτηση  

 
22 )1(4)1()( +−−−= xxxxxh b  

 

και έστω { }0)(:min == xhxρ , η µικρότερη θετική ρίζα της εξίσωσης 0)( =xh . Τότε ισχύει 

 

( ) n
bnnbg −− ργ 2/1~),( , καθώς  ∞→n  
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όπου 2/1))()(1( −′−+−= ρπρρργ hb
b . 

 

Παρατηρείται για τη συνάρτηση 122132 4884961)( +++ −+−−+−= bbb xxxxxxxh  ότι 

1)0( =h  και 0
4
3

4
1

4
3)

4
1(

22

<









+






−






=

b

h . Έτσι, η συνάρτηση h  σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα Bolzano έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ρίζα στο διάστηµα ).
4
1,0(   

 

Από τον ορισµό της συνάρτησης ),( nbg  προκύπτει, για 1=b , η ισότητα ),(),1( nnfng = , 

αφού τότε η συνάρτηση ),1( ng  υπολογίζει όλες τις δυνατές αντιστοιχίσεις µεταξύ 2 

ακολουθιών. Η ισότητα αποδεικνύεται ακόµα µε την εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.1 για 

1=b . Η συνάρτηση )(xh  παίρνει τη µορφή: 164)1()( 22 +−=−−= xxxxxh  και 

µηδενίζεται για τις τιµές 223 +=x  ή 223 −=x . Η µικρότερη θετική ρίζα της εξίσωσης 

είναι η 223 −=ρ  και µε αντικατάσταση στη σχέση 2/1))()(1( −′−+−= ρπρρργ hb
b ,  όπου 

62)( −=′ xxh , προκύπτει η τιµή  5727.01 =γ . Το πλήθος των αντιστοιχίσεων 2 ακολουθιών 

µήκους n  για 1=b  προκύπτει ισοδύναµο µε nnng )828.5()5727.0(~),1( 2/1− . Όµως ισχύει  

122/14/5 )21()(2~),( +− + nnnnf π , όπου nn )828.5()21( 2 =+ . Έτσι καταλήγουµε στην 

ισοδυναµία ),(),1( nnfng = . 

 

 

Λήµµα 2.1 

Η µοναδική πραγµατική και θετική ρίζα (smallest modulus) της συνάρτησης )(xh  είναι η 

ρ  και µάλιστα η ρ  είναι απλή ρίζα της ).(xh  

 

 

Για διάφορες τιµές της παραµέτρου b , η συνάρτηση )(xh παίρνει τις παρακάτω µορφές 

όπως φαίνεται από τις επόµενες γραφικές παραστάσεις µέσω Mathematica.  
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Σχήµα 2.2  

Γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης )(xh για διάφορες τιµές της παραµέτρου b  

 

 
 

                   

 
               

Στον πίνακα που ακολουθεί εµφανίζονται οι τιµές των ρ  και bγ  για διάφορες τιµές της 

παραµέτρου b . 

Πίνακας 2.1 

 

b ρ  bγ  

1 0.1716 0.57268 

2 0.2213 0.53206 

3 0.2410 0.54290 

4 0.2475 0.55520 

5 0.2493 0.56109 

10 0.2499 0.564183
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Οι Griggs et al. (1986) από τις τιµές του Πίνακα 2.1 παρατήρησαν ότι καθώς το ∞→b , η 

µικρότερη ρίζα ρ  της )(xh αυξάνεται και προσεγγίζει την τιµή 
4
1  και έτσι οδηγήθηκαν στο 

εξής πόρισµα. 

 

Πόρισµα 2.1 

Καθώς ∞→b  προκύπτουν ότι 
4
1→ρ  και 2/1−→ πγb . 

 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τις τιµές της συνάρτησης ),( nbg  για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων b  και n . 

 

Πίνακας 2.2 

Τιµές της συνάρτησης ),( nbg  

 

      b 

  n 

1 5 9 10 

100 7510056.2 ×  5910165.1 ×  5810075.9 ×  5810068.9 ×  

200 15110220.5 ×  11910712.1 ×  11910032.1 ×  11910031.1 ×  

300 22810530.1 ×  17910903.2 × 17910355.1 ×  17910353.1 ×  

400 30410758.4 ×  23910223.5 × 23910888.1 × 23910883.1 ×  

500 38110528.1 ×  29910705.9 × 29910717.2 × 29910707.2 ×  

600 45710008.5 ×  36010840.1 × 35910990.3 × 35910972.3 ×  

700 53410665.1 ×  42010539.3 × 41910942.5 × 41910911.5 ×  

800 61010591.5 ×  48010877.6 × 47910941.8 × 47910887.8 ×  

900 68710892.1 ×  54110347.1 ×  54010356.1 × 54010347.1 ×  

1000 76310445.6 ×  60110654.6 × 60010069.2 × 60010054.2 ×  

 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα παρατηρείται µείωση των τιµών της συνάρτησης 

),( nbg  για σταθερές τιµές του µήκους n  των ακολουθιών καθώς αυξάνει το µέγεθος των 
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blocks. Ακόµα παρατηρούνται οι τιµές της συνάρτησης ),( nbg  για 5=b , 9=b  και 10=b  

να πλησιάζουν µεταξύ τους για σταθερές τιµές του n . Έτσι, καθώς η τιµή του b αυξάνεται ο 

λόγος των τιµών της συνάρτησης ),( nbg  τείνει στη µονάδα. 

 

 

2.3   Συνολική Στοίχιση µε τη Μέθοδο της Απόστασης  

 

Στις αρχές του 1970 αρκετοί Μαθηµατικοί και ανάµεσα τους ο Stan Ulam (1972) 

εισήγαγαν την έννοια της απόστασης για την εύρεση της καλύτερης στοίχισης µεταξύ δύο 

ακολουθιών a και b. Στη Μαθηµατική Ανάλυση, η απόσταση ),( yxD  ορίζεται ως µια 

συνάρτηση σε ένα µετρικό χώρο µε τις εξής ιδιότητες: 

 

1. 0),( =yxD  αν και µόνο αν yx =  

2. ),(),( xyDyxD =      (Ιδιότητα της Συµµετρίας)                                                          

3. ),(),(),( yzDzxDyxD +≤  για οποιαδήποτε zyx ,,     (Τριγωνική Ανισότητα). 

 

Θεωρώντας τις δύο ακολουθίες  a= naaa ...21  και b mbbb ...21= , ορίζουµε ως ),( bad  τη 

µετρική της απόστασης  µεταξύ των βάσεων a  και b  από το σύνολο B = {A,C,G,T}. 

∆εδοµένης της 1ης ιδιότητας της µετρικής, στην περίπτωση οµοίων βάσεων ισχύει 

0),( =aad , ενώ για ανόµοιες βάσεις ισχύει 0),( >bad , όπου συνήθως επιλέγεται η τιµή 

1),( =bad . Στο χώρο των ακολουθιών, η απόσταση d  αντιπροσωπεύει το κόστος µεταβολής 

της βάσης a  στη βάση b  κατά την αντιστοίχισή τους. Στην περίπτωση αντιστοίχισης βάσης 

µε µηδενικό στοιχείο χρησιµοποιείται η συνάρτηση )(ag  που εκφράζει το θετικό κόστος 

προσθήκης ή αφαίρεσης µιας βάσης a  σύµφωνα µε τη σχέση ),(),()( adadag −=−= .  

Τότε η απόσταση µεταξύ των ακολουθιών a και b, λαµβάνοντας υπόψη όλες τις 

αντιστοιχίσεις µεταξύ των βάσεων, ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση στοίχισης µε το 

µικρότερο σταθµικό άθροισµα (weighted sum) των αντικαταστάσεων (mismatches), των 

προσθηκών (insertions) και των αφαιρέσεων (deletions) βάσεων και προκύπτει από τη σχέση: 

∑
=

=
L

i
ii badD

1

** ),(min),( ba . 
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Τα στοιχεία ** , ii ba  για Li ,...,1=  αποτελούν τα στοιχεία των ακολουθιών *a  και *b  κατά 

την αντιστοίχιση  

**
2

*
1

**
2

*
1

.......

.......

L

L

bbb
aaa

. 

 

Αν η ),( bad είναι µια µετρική στο σύνολο B = {A,C,G,T}, τότε και η απόσταση )ba,(D  

θα είναι µια µετρική στο χώρο των ακολουθιών και χαρακτηρίζεται ως απόσταση του 

Levenshtein  (Levenshtein distance)  ικανοποιώντας όλες τις παραπάνω ιδιότητες, 

Levenshtein (1965). 

Το θεώρηµα που ακολουθεί οφείλεται στον Sellers (1974) και δίνει έναν τρόπο 

υπολογισµού της ελάχιστης ολικής απόστασης. 

 

Θεώρηµα 2.2 

Έστω οι ακολουθίες  a= naaa ...21   και   b mbbb ...21= . Θέτουµε  τις αρχικές συνθήκες     

 

00,0 =D    ,   ∑
=

−=
j

k
kj bdD

1
,0 ),(   , ∑

=
−=

i

k
ki adD

1
0, ),( . 

 

Αν η απόσταση µεταξύ των τµηµάτων iaa ,...,1  και jbb ,...,1  των ακολουθιών a και b 

αντίστοιχα ορίζεται από τη σχέση 

 

)...,...( 2121, jiji bbbaaaDD = , για ni ≤≤0  και mj ≤≤0  

 

τότε υπολογίζεται από τον αναδροµικό τύπο  

 

















−+
+

−+
=

−

−−

−

),(
),,(

),,(
min

1,

1,1

,1

,

jji

jiji

iji

ji

bdD
badD

adD
D . 

 

Η ελάχιστη ολική απόσταση (minimum global distance) στοίχισης µεταξύ των δύο 

ακολουθιών είναι ίση µε .,mnD  
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Απόδειξη 

Η στοίχιση των τµηµάτων iaaa ...21  και  jbbb ...21  δύο ακολουθιών a και b θα καταλήγει σε 

µία από τις τρεις περιπτώσεις  

−K

K ia
       

j

i

b
a

K

K
       

jbK

K−
. 

 

Αν η βέλτιστη στοίχιση καταλήγει σε 







−

ia
, τότε το κόστος στοίχισης είναι 

),(,1 −+− iji adD  µιας και η στοίχιση για τα τµήµατα 121 ... −iaaa  και jbbb ...21  θα είναι βέλτιστη. 

Αν    η    βέλτιστη   στοίχιση   καταλήγει    σε   








j

i

b
a

,   τότε  το   κόστος    στοίχισης   είναι  

),(1,1 jiji badD +−−  µιας και η στοίχιση για τα τµήµατα 121 ... −iaaa  και 121 ... −jbbb  θα είναι 

βέλτιστη. 

Αν η βέλτιστη στοίχιση καταλήγει σε 






 −

jb
, τότε το κόστος στοίχισης είναι 

),(1, jji bdD −+−  µιας και η στοίχιση για τα τµήµατα iaaa ...21  και 121 ... −jbbb θα είναι βέλτιστη. 

Για να επιτύχουµε την καλύτερη δυνατή στοίχιση (optimal alignment) χρειάζεται να 

βρούµε το µικρότερο κόστος των τριών περιπτώσεων και έτσι αποδεικνύεται το θεώρηµα του 

Sellers (1974).                                                                                                                             � 

 

Ο Αλγόριθµος 2.1 είναι η διατύπωση του θεωρήµατος µε σταθερό κόστος αντιστοίχισης 

των βάσεων των ακολουθιών µε µηδενικά στοιχεία ίσο µε ).,(),( ji bdad −=−=δ  

Αλγόριθµος 2.1 

Βήµα 1 : Θέτουµε 01,1 =D , 

                               δ)1(1, −= iDi  για 11 +≤≤ ni   και  

                               δ)1(,1 −= jD j  για 11 +≤≤ mj . 

Βήµα 2 : Υπολογίζουµε κάθε κελί ),( ji ( 2≥i & 2≥j )  του πίνακα από τη σχέση  

                { }δδ +++= −−−− 1,1,1,1, ),,(,min jijijijiji DbadDDD .  

Βήµα 3 : Επαναλαµβάνουµε το  Βήµα 2  για 12 +≤≤ ni και 12 +≤≤ mj . 
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Η εύρεση της άριστης στοίχισης µεταξύ δύο ακολουθιών επιτυγχάνεται µε χρήση του 

παραπάνω αλγορίθµου του οποίου ο χρόνος περάτωσης είναι της τάξης )(nmO  ή )( 2nO  αν 

mn = . Στον αλγόριθµο ορίζουµε τις δύο ακολουθίες a και b, την απόσταση ),( bad  και το 

κόστος αντιστοίχισης των βάσεων των ακολουθιών µε µηδενικά στοιχεία ίσο µε δ  

υπολογίζοντας έτσι τον πίνακα της απόστασης D . 

 

Μια υλοποίηση του παραπάνω αλγορίθµου στο Mathematica  για τις ακολουθίες  

CTGCTGATATAGa =  και CTGGGTGATTAGb =  µε τιµές των παραµέτρων 1=δ , για 

την εµφάνιση indel, και 1=µ , για την αντιστοίχιση µη-οµοίων βάσεων, είναι η ακόλουθη: 

 

 
 

Στο Σχήµα 2.3 που ακολουθεί, δίνεται ο πίνακας D  µε ελάχιστη ολική απόσταση 

στοίχισης ίση µε 3, =mnD . Οι υπογραµµισµένοι αριθµοί παραπέµπουν στα ζεύγη βάσεων που 

αντιστοιχίζονται για την εύρεση της άριστης αντιστοίχισης (optimal alignment) των δύο 

ακολουθιών. Η άριστη στοίχιση, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.4, επιτυγχάνεται µε µια 

διαδικασία  που  θα  περιγραφεί  αναλυτικά στην Παράγραφο 2.8.  Η  διαδικασία  ονοµάζεται 
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tracebacks και αποτυπώνει κάθε φορά µε βήµατα προς τα πίσω το ένα εκ των 3 ζευγών 

βάσεων που περιλήφθηκε στον υπολογισµό της τιµής jiD , . Ξεκινώντας από το τελευταίο 

ζεύγος )1,1( ++ mn του πίνακα, τα 3 ζεύγη που συµµετείχαν στον υπολογισµό της τιµής 

1,1 ++ mnD  είναι τα )1,( +mn , ),1( mn +  και ),( mn . Όµως τελικά η τιµή 1,1 ++ mnD  προκύπτει από 

τη συµµετοχή του ζεύγους ),( mn  και έτσι προκύπτει η αντιστοίχιση του ζεύγους 







C
C

. Η 

τιµή κάθε κελιού ),( ji  προκύπτει από την επιλογή του ενός από τα κελιά ),1( ji − , )1,( −ji  

και )1,1( −− ji . Σε περίπτωση που υπάρξουν περισσότερες από µια επιλογές, που δίνουν την 

ίδια τιµή, τότε οι πιθανές θέσεις τοποθετούνται σε έναν σωρό (stack) και ακολουθείται η 

αρχή last in-first out για την αποτύπωση των άριστων αντιστοιχίσεων.  

 

Σχήµα 2.3 

Στοίχιση µε τη µέθοδο της απόστασης 

 

G G G T G A T T A G C T
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
G 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
C 2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10
T 3 2 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 9
G 4 3 2 2 3 2 3 4 5 6 7 8 9
A 5 4 3 3 3 3 2 3 4 5 6 7 8
T 6 5 4 4 3 4 3 2 3 4 5 6 7
A 7 6 5 5 4 4 4 3 3 3 4 5 6
T 8 7 6 6 5 5 5 4 3 4 4 5 5
A 9 8 7 7 6 6 5 5 4 3 4 5 6
G 10 9 8 7 7 6 6 6 5 4 3 4 5
C 11 10 9 8 8 7 7 7 6 5 4 3 4
T 12 11 10 9 8 8 8 7 7 6 5 4 3

 
 

 

Σχήµα 2.4 

Άριστη στοίχιση 

 

TCGATTAGTGGG

TCGATATAGTCG

−

−
||||||||||  
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2.3.1 Συναρτήσεις που αφορούν στοίχιση Βάσης-Μηδενικού Στοιχείου   

 

Συχνά µετά τη στοίχιση δύο ακολουθιών µπορεί n βάσεις που βρίσκονται σε σειρά να 

αντιστοιχίζονται µε µηδενικά στοιχεία �-� (gaps) σχηµατίζοντας 1 indel µεγέθους n. 

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Sellers (1974), η αφαίρεση (ή προσθήκη) βάσεων είναι 

αποτέλεσµα αρκετών ξεχωριστών αφαιρέσεων (ή προσθηκών). Στη Βιολογία όµως, η 

αφαίρεση  (ή προσθήκη) πολλαπλών βάσεων κατά την εξέλιξη ενός οργανισµού µπορεί να 

αποτελεί ένα γεγονός και να µην είναι άθροισµα ξεχωριστών αφαιρέσεων (ή προσθηκών). 

Έτσι, κρίνεται απαραίτητος ο ορισµός συναρτήσεων που εξαρτώνται από το µέγεθος των 

indels. Συγκεκριµένα, ορίζουµε τη συνάρτηση ℜ→Νkg :)(  που εκφράζει τη στάθµη 

στοίχισης k συνεχόµενων βάσεων από το σύνολο B = {A,C,G,T} µε το µηδενικό στοιχείο. 

Για τη συνάρτηση αυτή ισχύει η υποπροσθετική συνθήκη (subadditivity condition) 

)1()( kgkg ≤ , έτσι η προσθήκη ή αφαίρεση ενός block βάσεων είναι πιο πιθανή από την 

αθροιστική προσθήκη ή αφαίρεση ξεχωριστών βάσεων του block, Lange (2002). Μια 

γενίκευση του Θεωρήµατος 2.2 αποτελεί ο Αλγόριθµος WSB µέσω του επόµενου 

θεωρήµατος, Waterman, Smith & Beyer (1976). 

 

Θεώρηµα 2.3 

Έστω ℜ→Ν:)(kg  ο συντελεστής (βάρος) εµφάνισης k  συνεχόµενων indels και ),( bad  

το κόστος µεταβολής της βάσης a  της ακολουθίας naa ...a 1=  στη βάση b  της ακολουθίας 

mbb ...b 1=  κατά την διαδικασία της στοίχισης. Τότε για δύο ακολουθίες ορίζουµε την 

απόσταση  

 

)..,...( 11, jiji bbaaDD =  

 

για την οποία ισχύουν τα εξής 

 

)(

)(
0

0,

,0

0,0

igD

jgD
D
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j

=

=
=
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Ο χρόνος υπολογισµού του παραπάνω αλγορίθµου είναι τάξης  
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και )( 3nO σε περίπτωση ακολουθιών ίσου µήκους ( mn = ), Lange (2002). 

Ο χρόνος αυτός µπορεί να µειωθεί για διαφορετικές µορφές της συνάρτησης )(kg . 

Σύµφωνα  µε τον Gotoh (1982), η εφαρµογή του αλγορίθµου για γραµµικές συναρτήσεις 

(linear functions) της µορφής )1()( −+= kkg βα , όπου βα , : σταθεροί αριθµοί, µειώνει το 

χρόνο υπολογισµού σε )(nmO  ή )( 2nO  για mn = . Η εισαγωγή του νέου αλγορίθµου 

προϋποθέτει τη χρήση τριών πινάκων αντί του ενός και εκφράζεται µέσω του θεωρήµατος 

που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 2.4 

Έστω )1()( −+= kkg βα  η γραµµική συνάρτηση βάρους εµφάνισης k  συνεχόµενων 

indels (affine gap penalty) και ),( bad  το κόστος µεταβολής της βάσης a  της ακολουθίας 

naa ...a 1=   στη βάση  b  της ακολουθίας nbb ...b 1= . Ορίζουµε τους πίνακες )( , jiE , )( , jiF  και  

)( , jiD  για τους οποίους ισχύουν τα εξής: 
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Τότε  
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Απόδειξη 

Αρκεί να αποδειχτούν οι ισότητες που αφορούν τους πίνακες )( , jiE και )( , jiF  για ni ≤≤1  

και mj ≤≤1 . 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.3  για τους δύο πίνακες ισχύουν  

 

{ }jkkgDE kjiji ≤≤+= − 1:)(min ,,  

{ }illgDF jliji ≤≤+= − 1:)(min ,, . 

 

Για την πρώτη ισότητα έχουµε, κάνοντας χρήση της ιδιότητας β+=+ )()1( kgkg  που 

ισχύει για τη γραµµική συνάρτηση βάρους που χρησιµοποιούµε: 

 

{ }jkkgDE kjiji ≤≤+= − 1:)(min ,,  

                                                       { }{ }jkkgDgD kjiji ≤≤++= −− 2:)(min),1(min ,1,  

                                                       

{ }{ }
{ }{ }
{ }{ }
{ }{ }

{ } .,min

11:)(min,min

11:)(min,min

11:)1(min,min

111:)(min,min

1,1,

)1(,1,

)1(,1,

1,1,

,1,

βα
βα

βα
α
α

++=

+−≤≤++=

−≤≤+++=

−≤≤+++=

−≤−≤++=

−−

−−−

−−−

−−−

−−

jiji

ljiji

ljiji

ljiji

kjiji

ED

jllgDD

jllgDD

jllgDD

jkkgDD

 

Όµοια αποδεικνύεται και η δεύτερη ισότητα.                                                                        � 

 

Η συνάρτηση )(kg  µπορεί ακόµη να είναι κοίλη (concave) και τότε ισχύει η συνθήκη 

)()()()( kglkgkmglkmg −+≤+−++  για 0,, ≥lkm . Μια µορφή αυτής της συνάρτησης 

µπορεί να είναι η εξής )log()( kkg βα +=  µε την οποία ασχολήθηκαν  οι Waterman (1984a) 

και Myers & Miller (1988a) που παρουσίασαν έναν πολύπλοκο αλγόριθµο αλλά µείωσαν το 

χρόνο υπολογισµού σε ))log(( 2 nnO . Οι Galil & Giancarlo (1989) επεκτάθηκαν και σε 

αλγορίθµους στην περίπτωση κυρτής συνάρτησης (convex) )(kg . Για αυτής της µορφής τις 

συναρτήσεις ισχύει η αντίστροφη συνθήκη )()()()( kglkgkmglkmg −+≥+−++  για 

0,, ≥lkm . Ωστόσο,  η χρήση των κυρτών συναρτήσεων δεν αρµόζει στη Βιολογία για τη 

σύγκριση των ακολουθιών, Waterman (1995). 

Στον Αλγόριθµο του Sellers η τιµή κάθε κελιού ),( ji  προκύπτει από τον έλεγχο των τιµών 
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3 κελιών, )1,1( −− ji , ),1( ji −  και )1,( −ji , ενώ στην περίπτωση εισαγωγής πολλαπλών 

indels µε χρήση της συνάρτησης )(kg  συνολικά ελέγχονται οι τιµές )1( ++ ji  κελιών, της 

−i γραµµής, της −j στήλης και η τιµή του κελιού )1,1( −− ji . Με τους τρόπους αυτούς, η 

άριστη αντιστοίχιση µεταξύ των ακολουθιών µπορεί να θεωρηθεί ως άθροισµα πολλών 

διαδοχικών βηµάτων µέχρι την  κατάληξη στο ζεύγος βάσεων ),( ji . Υπάρχει ένας ακόµη 

τρόπος που επιτυγχάνει τη συντοµότερη πορεία (shortest path) µε τη βοήθεια µιας 

εναλλακτικής συνάρτησης  g�  που δίνεται από τη σχέση  

 

.0,:)(min)(�
1 






 ≤≤== ∑ ∑

=

k

i
iii klkllgkg  

 

Τότε η τιµή κάθε κελιού ),( ji  προκύπτει από τον έλεγχο των τιµών µιας ορθογώνιας 

περιοχής κελιών 1)1)(1( −++ ji , µε εξαίρεση το κελί ),( ji .  

Για τη συνάρτηση αυτή ισχύει η υποπροσθετική ανισότητα (subadditivity condition) 

 

)(�)(�)(� lgkglkg +≤+  , για 0, ≥lk . 

 

Αν µας ενδιαφέρει η γραµµική συνάρτηση  )1()( −+= kkg βα  µε  βα ≤≤0  , τότε η 

συνάρτηση που προτιµάται να χρησιµοποιηθεί είναι η kkg α=)(� , ενώ αν ισχύει βα > , τότε 

)()(� kgkg = . Η συνάρτηση g�  δεν µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µονότονη ή κοίλη αφού όταν 

kkg =)( , µε 3≠k  και 0)3( =g  τότε προκύπτει 3mod)(� kkg = , Waterman (1995). 

Για την εύρεση των τιµών της g�  χρησιµοποιείται ο επόµενος αλγόριθµος: 

 

Αλγόριθµος 2.2 

Βήµα 1 : Ορίζουµε τη συνάρτηση )1()( −+= kkg βα  και τα µήκη των ακολουθιών, n και m. 

Βήµα 2 : Αναθέτουµε την τιµή της συνάρτησης g  στην g� , )()(� kgkg = , ξεκινώντας από την 

                τιµή 1=k . 

Βήµα 3 : Η   τιµή   της  g�   προκύπτει από  τη   σχέση   { })(�),()(�min)(� kgikgigkg −+= ,  για 

                1,...,1 −= ki . 

Βήµα 4 : Επαναλαµβάνουµε τα  Βήµατα 2,3  για { }mnk ,max1 ≤≤ . 
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Μια υλοποίηση του παραπάνω αλγορίθµου στο Mathematica για τη συνάρτηση kkg =)(  

µε 3≠k  και 0)3( =g , επιλέγοντας για τα µήκη τις τιµές 13=n  και 14=m , οδηγεί στις 

τιµές της συνάρτησης 3mod)(� kkg = . 

 

 
 

 

2.3.2   Βάρη εξαρτώµενα  από τις θέσεις των ζευγών Βάσεων των Ακολουθιών  

 

Τα βάρη (weights) που αναθέτουµε στην αντιστοίχιση µη-οµοίων βάσεων µεταξύ δύο 

ακολουθιών µπορεί να εξαρτώνται από τις θέσεις των βάσεων στις ακολουθίες. Μια 

τροποποίηση του Θεωρήµατος του Gotoh για γραµµικές συναρτήσεις εµφάνισης gaps είναι η 

εξής: 

{ }
{ }jjijjiji

ijiijiji

EDE

FDF

δγ
βα

++=

++=

−−

−−

1,1,,

,1,1,

,min

,min
 

 

και τότε η απόσταση µεταξύ των ακολουθιών ορίζεται ως εξής 

 

{ }jijijijijiji EFbasDD ,,,1,1, ,),,(min += −− . 

 

Εδώ η συνάρτηση  ),(, jiji bas  αντιπροσωπεύει το κόστος αντιστοίχισης δύο διαφορετικών 

βάσεων ia , jb  και εξαρτάται από τις θέσεις τους ),( ji στις ακολουθίες a και b αντίστοιχα. 

Στη θέση i  της ακολουθίας a , το κόστος είναι iα , αν η αφαίρεση της βάσης ia  προκαλεί τη 
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στοίχιση βάσης µε µηδενικό στοιχείο και iβ  , αν επεκτείνεται η αντιστοιχία µε µηδενικό 

στοιχείο. Οµοίως, ορίζονται τα βάρη µε την αφαίρεση της βάσης jb  της ακολουθίας b.  

Σε αυτήν την περίπτωση µεταβλητού βάρους είναι προφανής η ισχύς της σχέσης  

)...,...()...,...( 1111 bbaaDbbaaD mnmn ≠  για τις ακολουθίες a και b και τις αντίστροφες τους. 

Αυτό το πρόβληµα διορθώνεται αν ισχύουν ii βα =  και jj δγ =  για όλα τα ji,  ή αν όλες οι 

παράµετροι jjii δγβα ,,,  είναι σταθερές.  

Εφαρµόζοντας µεταβλητά βάρη κατά την στοίχιση δύο ακολουθιών προκύπτουν 

αλγόριθµοι τάξης )( 2nO , Gribskov et al. (1987).  

 

 

2.4   Συνολική Στοίχιση µε τη Μέθοδο της Οµοιότητας 

 

Ο πρώτος αλγόριθµος αντιστοίχισης δύο ακολουθιών παρουσιάστηκε από τους Needleman 

& Wunsch (1970). Ο αλγόριθµος αυτός αποτέλεσε έµπνευση για τον Sellers (1974) που 

εισήγαγε τη Μέθοδο της Απόστασης όπως περιγράφηκε στην Παράγραφο 2.2. Στη 

συγκεκριµένη µέθοδο χρησιµοποιείται µια συνάρτηση ),( bas  που ονοµάζεται συνάρτηση 

οµοιότητας (similarity function). Η συνάρτηση αυτή µετρά την οµοιότητα µεταξύ των 

βάσεων κατά τη στοίχιση και παίρνει θετικές τιµές στην περίπτωση ταυτόσηµων  βάσεων, 

0),( >aas , και αρνητικές τιµές όταν οι βάσεις είναι διαφορετικές, 0),( <bas  όταν ba ≠ . Η 

αντιστοίχιση βάσης µε µηδενικό στοιχείο σταθµίζεται αρνητικά, έτσι ώστε 

)(),(),( ahasas −=−=− . 

Τότε η οµοιότητα (similarity) µεταξύ των ακολουθιών  a και b ορίζεται από τη σχέση: 

 

∑
=

=
L

i
ii basS

1

** ),(max)b,a( , 

 

όπου το µέγιστο λαµβάνεται για όλες τις δυνατές αντιστοιχίσεις µεταξύ των ακολουθιών.  

Ο αλγόριθµος των Needleman-Wunsch για την εύρεση της βέλτιστης αντιστοίχισης 

(optimal alignment) των δύο ακολουθιών εκφράζεται µέσω του Θεωρήµατος 2.5. 
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Θεώρηµα 2.5 

Έστω οι ακολουθίες  a= naaa ...21  και  b mbbb ...21= . Θέτουµε  τις αρχικές συνθήκες  

    

00,0 =S    ,   ∑
=

−=
j

k
kj bsS

1
,0 ),(    και   ∑

=
−=

i

k
ki asS

1
0, ),( . 

 

Αν η οµοιότητα µεταξύ των τµηµάτων iaa ,...,1  και jbb ,...,1  των ακολουθιών a και b 

αντίστοιχα ορίζεται από τη σχέση 

 

)...,...( 2121, jiji bbbaaaSS = , για ni ≤≤0  και mj ≤≤0  

 

τότε υπολογίζεται από τον αναδροµικό τύπο  

 

















−+
+

−+
=

−

−−

−

),(
),,(

),,(
max

1,

1,1

,1

,

jji

jiji

iji

ji

bsS
basS

asS
S . 

 

Η µέγιστη ολική οµοιότητα (maximum global similarity) στοίχισης µεταξύ των δύο 

ακολουθιών είναι ίση µε .,mnS  

 

 

Ο Αλγόριθµος 2.3  είναι η διατύπωση του θεωρήµατος µε σταθερή τιµή κόστους  

αντιστοίχισης των βάσεων των ακολουθιών µε µηδενικά στοιχεία ίση µε 

.�),(),( δ−=−=− ji bsas  

 

 

Αλγόριθµος 2.3 

Βήµα 1 : Θέτουµε 01,1 =S , 

                               δ�)1(1, −−= iSi  για 11 +≤≤ ni   και  

                               δ�)1(,1 −−= jS j  για 11 +≤≤ mj . 
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Βήµα 2 : Υπολογίζουµε κάθε κελί ),( ji ( 2≥i & 2≥j )  του πίνακα από τη σχέση  

                { }δδ �),,(,�max 1,1,1,1, −+−= −−−− jijijijiji SbasSSS .  

Βήµα 3 : Επαναλαµβάνουµε το  Βήµα 2  για 12 +≤≤ ni και 12 +≤≤ mj . 

 

 

Μια υλοποίηση του Αλγορίθµου 2.3 µέσω Mathematica στις ακολουθίες 

CTGCTGATATAGa =  και CTGGGTGATTAGb =  µε τιµές της συνάρτησης οµοιότητας 

1),( =aas , 1),( −=bas  για ba ≠  και τιµή της παραµέτρου 2� =δ  δίνεται παρακάτω µε 

πίνακα οµοιότητας S  που παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.5. 
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Σχήµα 2.5 

Στοίχιση µε τη µέθοδο της οµοιότητας 

 

 - G G G T G A T T A G C T
- 0 -2 -4 -6 -8 -10 -12 -14 -16 -18 -20 -22 -24
G -2 1 -1 -3 -5 -7 -9 -11 -13 -15 -17 -19 -21
C -4 -1 0 -2 -4 -6 -8 -10 -12 -14 -16 -16 -18
T -6 -3 -2 -1 -1 -3 -5 -7 -9 -11 -13 -15 -15
G -8 -5 -2 -1 -2 0 -2 -4 -6 -8 -10 -12 -14
A -10 -7 -4 -3 -2 -2 1 -1 -3 -5 -7 -9 -11
T -12 -9 -6 -5 -2 -3 -1 2 0 -2 -4 -6 -8
A -14 -11 -8 -7 -4 -3 -2 0 1 1 -1 -3 -5
T -16 -13 -10 -9 -6 -5 -4 -1 1 0 0 -2 -2
A -18 -15 -12 -11 -8 -7 -4 -3 -1 2 0 -1 -3
G -20 -17 -14 -11 -10 -7 -6 -5 -3 0 3 1 -1
C -22 -19 -16 -13 -12 -9 -8 -7 -5 -2 1 4 2
T -24 -21 -18 -15 -12 -11 -10 -7 -6 -4 -1 2 5

 

 

Η άριστη στοίχιση προκύπτει µε τον ίδιο τρόπο που περιγράφηκε στη Μέθοδο Απόστασης 

και δίνεται στο σχήµα που ακολουθεί, όπως παρουσιάστηκε στο Σχήµα 2.4.  

 

Σχήµα 2.6 

Άριστη στοίχιση 

 

TCGATTAGTGGG

TCGATATAGTCG

−

−
||||||||||  

 

 

Όµοια µε τη Μέθοδο της Απόστασης, στην περίπτωση εµφάνισης πολλαπλών indels κατά 

την αντιστοίχιση ακολουθιών, ισχύει το επόµενο θεώρηµα.   

 

Θεώρηµα 2.6 

Έστω ℜ→Ν:)(kh  ο συντελεστής (βάρος) εµφάνισης k  συνεχόµενων indels και ),( bas  

το µέτρο οµοιότητας της βάσης a  της ακολουθίας naa ...a 1=  µε τη βάση b  της ακολουθίας 

mbb ...b 1= . Τότε για δύο ακολουθίες ορίζουµε την οµοιότητα  
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)..,...( 11, jiji bbaaSS =  

για την οποία ισχύουν οι σχέσεις 

 

 

 

 

Ο χρόνος υπολογισµού του αλγορίθµου µειώνεται για γραµµικές συναρτήσεις της µορφής   

)1()( −+= kkg βα , όπου βα ,  σταθεροί αριθµοί. Όµοια µε τη Μέθοδο της Απόστασης ο 

νέος αλγόριθµος εκφράζεται µε το θεώρηµα που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 2.7 

Έστω )1()( −+= kkg βα  η γραµµική συνάρτηση βάρους εµφάνισης k  συνεχόµενων 

indels (affine gap penalty) και ),( bas  το µέτρο οµοιότητας µιας βάσης a  της πρώτης 

ακολουθίας  µε µια βάση b  της δεύτερης ακολουθίας. Ορίζουµε τους πίνακες )( , jiE , 

)( , jiF και )( , jiS για τους οποίους ισχύουν τα εξής: 

 

iihS

jjhS
S

i

j

∀−=

∀−=
=

),(

),(
0

0,

,0

0,0

                     
iE
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i

j

∀−∞=
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,
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{ }
{ }.,max

,max

1,1,,

,1,1,

βα
βα
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−−=
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−−

jijiji

jijiji

ESE

FSF
 

                               

Τότε  η οµοιότητα των ακολουθιών ισούται µε  
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Οι δύο µέθοδοι αντιστοίχισης µεταξύ δύο ακολουθιών, που περιγράφηκαν µε τους 

αλγορίθµους Needleman-Wunsch και Sellers είναι ισοδύναµοι. Η ισοδυναµία αυτή 

αποδεικνύεται µε το θεώρηµα που ακολουθεί και οφείλεται στους Smith, Waterman & Fitch 

(1981). 

 

Θεώρηµα 2.8 

Έστω ),( bad  η µετρική που εκφράζει την απόσταση µεταξύ δύο βάσεων a  και b  µε 

συνάρτηση βάρους εµφάνισης k  συνεχόµενων indels )(kg  και ),( bas  το µέτρο οµοιότητας 

µε score εµφάνισης indels )(kh . Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια σταθερά c, τέτοια ώστε να 

ισχύουν  οι σχέσεις  

),(),( badcbas −=  και  
2

)()( kckgkh −= . 

 

Τότε µια αντιστοίχιση µεταξύ δύο ακολουθιών είναι βέλτιστη µε τη Μέθοδο της 

Απόστασης αν και µόνο αν είναι βέλτιστη µε τη Μέθοδο της Οµοιότητας και ισχύει  

 

2
)()ba,()ba,( mncSD +=+ ,  όπου  ),(max0 , badc ba≤≤ . 

 

 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τις ακολουθίες naa ...a 1=  και mbb ...b 1= . Τότε κατά τη διαδικασία 

αντιστοίχισής τους ισχύει για το άθροισµα των µεγεθών τους  

 

k
k

kmatchesmn ∆+=+ ∑)(#2 , 

 

όπου µε  #matches  εκφράζεται το πλήθος των ζευγών βάσεων που αντιστοιχίζονται, είτε 

είναι όµοια είτε όχι, και µε k∆  ο αριθµός εµφάνισης indels µεγέθους k. Από τον ορισµό της 

απόστασης ισχύει  

                             






 ∆+= ∑ ∑

matches k
kkgbadD )(),(min)ba,(  
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Σύµφωνα µε αυτό το θεώρηµα η χρήση οποιασδήποτε από τις δύο µεθόδους αποφέρει τα 

ίδια συµπεράσµατα.  

 

 

2.5   Προσαρµογή µιας Ακολουθίας Μικρού Μήκους  σε Ακολουθία Μεγάλου                 

Μήκους  
 

Ένα θέµα που ενδιαφέρει τη Βιολογία είναι η εύρεση της κατά προσέγγιση βέλτιστης 

προσαρµογής µιας ακολουθίας µικρού µήκους σε µια ακολουθία µεγάλου µήκους. Το 

γεγονός αυτό βρίσκει εφαρµογή στην αναζήτηση προτύπων που έχουν λειτουργική σηµασία 

σε µια ακολουθία DNA, όπως το πρότυπο TATAAT  στην ακολουθία του βακτηρίου 

Escherichia coli, Waterman (1995). 

Για τη διατύπωση του προβλήµατος θεωρούµε µια ακολουθία a  µήκους n και µια 

ακολουθία b  µήκους m, έτσι ώστε mn << . Τότε υπάρχει ένας αλγόριθµος τάξης  

 

)()( 3

1
nmOkln

m

k

m

kl
=−∑∑

= =
 

 

για την εύρεση της βέλτιστης προσαρµογής της ακολουθίας  a  στην b  µέσω της σχέσης  

 

{ }mlkbbbbST llkk ≤≤≤= −+ 1:)...,a(max)ba,( 11 . 
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Η σχέση αυτή υπολογίζει τη µέγιστη οµοιότητα της ακολουθίας a  µε ένα τµήµα της 

ακολουθίας b  µήκους (l-k+1) µε τη Μέθοδο της Οµοιότητας. 

 

Ο χρόνος υλοποίησης του αλγορίθµου µπορεί να µειωθεί σε O(nm) µέσω µιας 

διαφορετικής προσέγγισης που αναγράφεται στο βιβλίο του Waterman (1995). 

 

Θεώρηµα 2.9 

Έστω οι ακολουθίες naa ...a 1=  και mbb ...b 1=  µε mn << . Ορίζουµε την ποσότητα  

 

{ }jkbbbaaaST jkkiji ≤≤= + 1:)...,...(max 121,  

 

που εκφράζει τη µέγιστη οµοιότητα µεταξύ του τµήµατος  iaaa ...21  µιας ακολουθίας a και 

ενός τµήµατος  jkk bbb ...1+  της ακολουθίας b, που λαµβάνεται ως προς k , σε κάθε θέση (i,j). 

 

(i) Θέτουµε τις αρχικές συνθήκες   

 

,0,0 =jT   για mj ≤≤0        και       ∑
=

−=
i

k
ki asT

1
0, ),( ,  για ni ≤≤1 . 

 

Τότε κάθε τιµή του πίνακα  T  µεγέθους  )1()1( +×+ mn   προκύπτει από τη σχέση 
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(ii) Η εύρεση του καλύτερου προτύπου βρίσκεται αναζητώντας στην τελευταία γραµµή 

του πίνακα τη µέγιστη τιµή, µέσω της σχέσης  

 

{ }njTT jn ≤≤= 1:max ,ba, . 
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Ο παρακάτω αλγόριθµος είναι η διατύπωση του θεωρήµατος µε σταθερό κόστος 

αντιστοίχισης των βάσεων των ακολουθιών µε µηδενικά στοιχεία ίσο µε 

.�),(),( δ−=−=− ji bsas  

 

 

Αλγόριθµος 2.4 

Βήµα 1 : Θέτουµε  0,1 =jT  για 11 +≤≤ mj   και  

                                δ�)1(1, −−= iTi  για .12 +≤≤ ni  

Βήµα 2 : Υπολογίζουµε κάθε κελί ),( ji ( 2≥i  & 2≥j )  του πίνακα από τη σχέση  

                { }δδ �),,(,�max 1,1,1,1, −+−= −−−− jijijijiji TbasTTT .  

Βήµα 3 : Επαναλαµβάνουµε το  Βήµα 2  για 12 +≤≤ ni και 12 +≤≤ mj . 

 

 

Η συνάρτηση ),( bas , όπως έχει περιγραφεί, εκφράζει το κόστος αντιστοίχισης δύο 

στοιχείων από το σύνολο  D = {A,C,G,T,-}. Θα εφαρµόσουµε τον παραπάνω αλγόριθµο για 

τις ακολουθίες TATAAT=a  και   
TCGGAAGAGAGTGATAGCGCCCGGTATGGCA

AACCTTTCGAATGGCGCAAGACACCATCG=b
 , µε 

στόχο την εύρεση της καλύτερης προσαρµογής του προτύπου a  στην ακολουθία του 

βακτηρίου E. coli. Επιλέγουµε για τη συνάρτηση ),( bas  τις τιµές που ακολουθούν  

 

                                                  

1   , αν ba =  

                                            ),( bas =         -1  , αν ba ≠  

               2   , αν −=a  ή −=b . 

 

 

Παρακάτω δίνεται ένα πρόγραµµα µε εντολές του Mathematica για την υλοποίηση του 

Αλγορίθµου 2.4.   
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Με εφαρµογή του προγράµµατος αυτού προκύπτει ο πίνακας στο Σχήµα 2.7.  

 

Από την τελευταία γραµµή αναζητούµε τη µέγιστη τιµή : { } 2601:),6(max =≤≤ jjT  και 

βρίσκουµε δύο λύσεις στις θέσεις (6,13) και (6,43). Οι λύσεις αυτές αντιστοιχούν στις δύο 

στοιχίσεις  

 

TAAGCT

TAATAT
||||            και           

TAGTAC

TAATAT
|||| . 

 

Παρατηρείται µια καλή προσαρµογή, αφού και στις δύο περιπτώσεις αντιστοίχισης 

εµφανίζονται 4 ίσα ζεύγη βάσεων, ενώ 2 βάσεις του προτύπου  TATAAT   δεν είναι όµοιες µε 

τις βάσεις του τµήµατος της ακολουθίας a.  
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Σχήµα 2.7 

 

- G A C A C C A T C G A
T -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
A -3 0 -2 0 -2 -2 0 -1 0 -2 0
T -5 -2 -1 -2 -1 -3 -2 1 -1 -1 -2
A -7 -4 -3 0 -2 -2 -2 -1 0 -2 0
A -9 -6 -5 -2 -1 -3 -1 -3 -2 -1 -1
T -11 -8 -7 -4 -3 -2 -3 0 -2 -3 -2

 

A T G G C G C A A A A C
-1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 -2 -2 -2 -2 0 0 0 0 -2

-1 1 -1 -1 -3 -3 -3 -2 -1 -1 -1 -1
-1 -1 0 -2 -2 -4 -4 -2 -1 0 0 -2
1 -1 -2 -1 -3 -3 -5 -3 -1 0 1 -1

-1 2 0 -2 -2 -4 -4 -5 -3 -2 -1 0

 

C T T T C G C G G T A T
-1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1
-2 -1 0 0 0 -2 -2 -2 -2 -1 2 0
-3 -1 0 1 -1 -1 -3 -3 -3 -1 0 3
-2 -3 -2 -1 0 -2 -2 -4 -4 -3 0 1
-3 -3 -4 -3 -2 -1 -3 -3 -5 -5 -2 -1
-2 -2 -2 -3 -4 -3 -2 -4 -4 -4 -4 -1

 

G G C A T G A T A G C G
-1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1
0 -2 -2 0 -1 0 0 -1 2 0 -2 -2
1 -1 -3 -2 1 -1 -1 1 0 1 -1 -3
2 0 -2 -2 -1 0 0 -1 2 0 0 -2
0 1 -1 -1 -3 -2 1 -1 0 1 -1 -1

-2 -1 0 -2 0 -2 -1 2 0 -1 0 -2

 

C C C G G A A G A G A G T
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
-2 -2 -2 -2 -2 0 0 -2 0 -2 0 -2 -1
-3 -3 -3 -3 -3 -2 -1 -1 -2 -1 -2 -1 -1
-4 -4 -4 -4 -4 -2 -1 -2 0 -2 0 -2 -2
-3 -5 -5 -5 -5 -3 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -3
-2 -4 -6 -6 -6 -5 -3 -2 -3 -2 -2 -2 0
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Η προσαρµογή µιας ακολουθίας µικρού µήκους σε µια ακολουθία µεγάλου µήκους 

προκύπτει µε ανάλογη εφαρµογή της Μεθόδου της Απόστασης και εκφράζεται µε το 

θεώρηµα που ακολουθεί, Sellers (1980). 

 

 

Θεώρηµα 2.10 

Έστω οι ακολουθίες naa ...a 1=  και mbb ...b 1=  µε mn << . Ορίζουµε την ποσότητα  

 

{ }jkbbbaaaDD jkkiji ≤≤= + 1:)...,...(min 121,  

 

που εκφράζει την ελάχιστη απόσταση µιας ακολουθίας a και ενός τµήµατος της ακολουθίας b 

σε κάθε θέση (i,j). 

 

(i) Θέτουµε τις αρχικές συνθήκες   

 

,0,0 =jD   για mj ≤≤0        και       ∑
=

−=
i

k
ki adD

1
0, ),( ,  για ni ≤≤1 . 

 

Τότε κάθε τιµή του πίνακα  D  που κατασκευάζουµε, µεγέθους  )1()1( +×+ mn προκύπτει 

από τη σχέση 

 

















−+
+

−+
=

−

−−

−

),(
),(

),(
min

1,

1,1

,1

,

jji

jiji

iji

ji

bdD
badD

adD
D . 

 

(ii) Η εύρεση του καλύτερου προτύπου βρίσκεται αναζητώντας στην τελευταία γραµµή 

του πίνακα την ελάχιστη τιµή, µέσω της σχέσης  

 

{ }njDD jn ≤≤= 1:min ,ba, . 
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2.6   Τοπική Στοίχιση και Groups 

 
Ένα ακόµα θέµα που παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον είναι η αντιστοίχιση µεταξύ 

τµηµάτων (segments) ακολουθιών, που ονοµάζεται «τοπική» αντιστοίχιση (local alignment). 

Το πρόβληµα αυτό πρωτοαπασχόλησε τον Sellers (1979, 1980) που βασίστηκε στη χρήση της 

µετρικής της απόστασης για τον υπολογισµό των �forward� και �backward� πινάκων.  Μια   

όµως  πιο  εύχρηστη  µέθοδος  που  στηρίζεται  σε  συναρτήσεις  οµοιότητας, περιγράφεται 

από τους Smith & Waterman (1981a,b). 

Η ιδέα της µεθόδου είναι η εύρεση της µέγιστης οµοιότητας µεταξύ τµηµάτων των δύο 

ακολουθιών naa ...a 1=  και mbb ...b 1=  µε τη βοήθεια ενός πίνακα H µεγέθους 

)1()1( +×+ mn . Ο αλγόριθµος περιλαµβάνει τη συνάρτηση οµοιότητας ),( bas  µεταξύ δυο 

βάσεων a  & b  και τη συνάρτηση )(kg  που εκφράζει το συντελεστή εµφάνισης indel 

µεγέθους k. Ο υπολογισµός της «τοπικής» αντιστοίχισης γίνεται µε χρήση του θεωρήµατος 

που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 2.11 

Έστω οι ακολουθίες naa ...a 1=  και mbb ...b 1= . Ορίζουµε την ποσότητα  

 

{ }jyixbbbaaaSH jyyixxji ≤≤≤≤= ++ 1,1:)...,...(;0max 11,  

 

που εκφράζει τη µέγιστη οµοιότητα για δύο τµήµατα των ακολουθιών a και b που 

καταλήγουν στις βάσεις ia  και jb . 

 

 (i)  Θέτουµε τις αρχικές συνθήκες   

 

,0,00, == ji HH      για  ni ≤≤0      και     mj ≤≤0 . 

 

Τότε κάθε στοιχείο του πίνακα  H  µεγέθους  )1()1( +×+ mn  υπολογίζεται από τη σχέση 
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{ }
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,

,
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, . 

 

(ii) Το ζεύγος των τµηµάτων µε τη µέγιστη οµοιότητα εντοπίζεται µε την εύρεση της 

µέγιστης τιµής του πίνακα H  

 

{ }mlnkHH lk ≤≤≤≤= 1,1:max ,ba, . 

 

Στη σχέση υπολογισµού των στοιχείων του πίνακα H συµπεριλαµβάνεται η τιµή του 

µηδενός προς αποφυγή εµφάνισης αρνητικής τιµής, που υποδεικνύει τη µη-οµοιότητα µεταξύ 

των βάσεων ia  και jb . 

 

Η περίπτωση της γραµµικής µορφής της συνάρτησης )(kg  περιγράφεται στο επόµενο 

θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 2.12 

Έστω )1()( −+= kkg βα  η γραµµική συνάρτηση βάρους εµφάνισης k  συνεχόµενων 

indels (affine gap penalty) και ),( bas  το µέτρο οµοιότητας της βάσης a  της πρώτης 

ακολουθίας  µε τη βάση b  της δεύτερης ακολουθίας. Ορίζουµε τους πίνακες )( , jiE , )( , jiF και 

)( , jiH  για τους οποίους ισχύουν τα εξής: 

 

                                              0,,, === jijiji HFE , αν 0=⋅ ji  

                                              
{ }
{ }βα

βα
−−=

−−=

−−

−−

jijiji

jijiji

FHF

EHE

,1,1,

1,1,,

,max

,max
 

                                         

Τότε    
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Κατά τη διαδικασία εύρεσης του ζεύγους τµηµάτων µε την άριστη «τοπική» αντιστοίχιση 

µπορεί να βρεθούν περισσότερες από µια θέσεις στον πίνακα Η που εµφανίζουν τη µέγιστη 

τιµή { }mlnkHH lk ≤≤≤≤= 1,1:max ,ba, . Απ� αυτές τις θέσεις θα επιλεγεί η θέση (i,j), που 

ικανοποιεί ένα από τα επόµενα κριτήρια: 

 

(i) lkji HH ,, =  και  lkji +<+    ή 

(ii) lkji HH ,, =  ,  lkji +=+  και ki < . 

 

Στη συνέχεια είναι απαραίτητη η εύρεση της θέσης (p,q) που αντιστοιχεί στο τελικό 

ζεύγος βάσεων σύµφωνα µε τη διαδικασία των tracebacks. Σε περίπτωση εύρεσης δύο 

υποψήφιων θέσεων (p,q) και (r,s), έχει καθιερωθεί η επιλογή της θέσης που αντιστοιχεί σε 

µικρότερου µήκους τοπική στοίχιση. Έτσι, επιλέγεται η θέση (p,q), αν ισχύει qpsr +<+  ή 

srqp +=+  και rp > , Waterman (1984). 

Με τη µέθοδο που περιγράφηκε, βρίσκεται µόνο ένα ζεύγος τµηµάτων άριστης 

αντιστοίχισης, ενώ στο χώρο της Βιολογίας ενδιαφέρονται για την εύρεση περισσότερων 

«τοπικών» αντιστοιχίσεων που δεν έχουν µεταξύ τους κανένα κοινό ζεύγος αντιστοίχισης 

(non-intersecting alignments). Οι Waterman & Eggert (1987) περιγράφουν µια µέθοδο 

επαναϋπολογισµού του πίνακα Η και χρησιµοποιούν την πρόταση των Kruskal & Sankoff 

(1983) για αντικατάσταση των τιµών των θέσεων (i,j), που εµπλέκονται στην προηγούµενη 

άριστη «τοπική» αντιστοίχιση, µε 0. Ο επαναϋπολογισµός του πίνακα H επηρεάζει τις τιµές 

του πίνακα που βρίσκονται δίπλα σε εκείνες που αντιστοιχούν στην αρχική «τοπική» 

στοίχιση και συγκεκριµένα τις τιµές προς τα δεξιά και προς τα κάτω. Η µέθοδος που θα 

περιγραφεί αφορά την περίπτωση µεµονωµένης αντιστοίχισης βάσης µε µηδενικό στοιχείο, 

όπου η συνάρτηση )(kg  δίνεται από τη σχέση δkkg =)( . Ο τύπος αυτός προκύπτει από τη 

γραµµική συνάρτηση )1()( −+= kkg βα  για δβα == .   
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Έστω (i,j) η θέση που αντιστοιχεί στο πρώτο ζεύγος βάσεων της αρχικής «τοπικής» 

αντιστοίχισης. Τότε ο νέος πίνακας *H  ικανοποιεί τη σχέση  lklk HH ,
*
, =   για  ik <  ή jl < . 

Για τη θέση (i,j) ορίζουµε την τιµή του πίνακα ως εξής : { }δδ −−= −−
*

1,
*

,1
*
, ,,0max jijiji HHH . 

Στη συνέχεια θεωρούµε  τη γραµµή ),( li  µε jl >  και επαναϋπολογίζουµε για  

,...2,1 ++= jjl  τις τιµές του πίνακα µέχρι η νέα τιµή *
,liH  να ισούται µε την τιµή liH ,  του 

προηγούµενου πίνακα. Τότε για τις  υπόλοιπες τιµές της i - γραµµής θα ισχύει lili HH ,
*
, = . 

Ανάλογα, θεωρούµε τη στήλη ),( jk µε ik >  και επαναϋπολογίζουµε για  ,...2,1 ++= iik  

µέχρι η νέα τιµή  *
, jkH  να ισούται µε την προηγούµενη jkH , . Η διαδικασία συνεχίζεται και 

υπολογίζουµε το νέο πίνακα *H .  

Η  µέθοδος  αυτή  µπορεί  να  τροποποιηθεί κατάλληλα  για  την περίπτωση της γραµµικής  

µορφής της συνάρτησης )1()( −+= kkg βα . Πλέον υπολογίζονται τρεις πίνακες *H  , *E  

και *F όπου η διαδικασία υπολογισµού των στοιχείων των πινάκων προχωρά κατά γραµµή 

και στήλη µέχρι την ισχύ των ισοτήτων: *
,, jiji HH = , *

,, jiji EE =  και *
,, jiji FF = . 

 

Ο αλγόριθµος που περιγράφει το Θεώρηµα 2.11 για την περίπτωση της απλής συνάρτησης 

δkkg =)(  είναι ο ακόλουθος: 

 

Αλγόριθµος 2.5 

 Βήµα 1 : Θέτουµε  0,11, == ji HH  για 11 +≤≤ ni  και 11 +≤≤ mj . 

 Βήµα 2 : Υπολογίζουµε το κελί ),( ji ( 2≥i  & 2≥j )  του πίνακα από τη σχέση  

                { }δδ −+−= −−−− 1,1,1,1, ),,(,,0max jijijijiji HbasHHH .  

Βήµα 3 : Επαναλαµβάνουµε το  Βήµα 2  για 12 +≤≤ ni και 12 +≤≤ mj . 

 

 
 
Η υλοποίηση του αλγορίθµου για την τοπική αντιστοίχιση παρουσιάζεται  παρακάτω  µε 

το παράδειγµα των Waterman & Eggert (1987). 
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Η ακολουθία GTACACTGCTTGCACCAATCTACTa =  συγκρίνεται µε την ακολουθία 

GAACCTACTCTACTAGTCCGAGGGb =  µε τιµές 10),( =aas , 9),( −=bas  αν ba ≠  και 

kkg 20)( =  (δηλαδή 20=δ ). Από τον Αλγόριθµο 2.5 προκύπτει ο αρχικός πίνακας Η  

(Σχήµα 2.8), όπου βρίσκοντας τη µέγιστη τιµή 62ba, =H  στη θέση (11,21) µε τη διαδικασία 

των tracebacks προκύπτει η «τοπική» αντιστοίχιση  

 

TCATCTAACC

TCATCTCATC
|||||||| . 

 

 

Η επόµενη καλύτερη «τοπική» αντιστοίχιση προκύπτει µε τη βοήθεια του Αλγορίθµου 2.6 

για 61*
, =baH  που αντιστοιχεί στη θέση (17,21) και είναι η εξής  
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TCGTCATCATC

TCATCTCATC
|||||||||

−
. 

 

 

Αλγόριθµος 2.6 

 Βήµα 1 : Έστω  (k,l)  το  1ο  ζεύγος  βάσεων  της  τοπικής  αντιστοίχισης  τότε  θέτουµε 

                jiji HH ,
*
, =  για i k<  ή j l< . 

 Βήµα 2 : Θέτουµε { }δδ −−= −−
*

1,
*

,1
*
. ,,0max lklklk HHH .  

Βήµα 3 : Υπολογίζουµε τις τιµές της k-γραµµής για lj >  από τη σχέση  

               { }δδ −+−= −−−−
*

1,
*

1,1
*

,1
*
, ),,(,,0max jkjkjkjkjk HbasHHH  µέχρι jkjk HH ,

*
, = . Οι  

                υπόλοιπες τιµές της k-γραµµής θα είναι ίσες µε τις τιµές του πίνακα Η. 

Βήµα 4 : Υπολογίζουµε τις τιµές της l-στήλης για ki >  από τη σχέση  

               { }δδ −+−= −−−−
*

1,
*

1,1
*

,1
*
, ),,(,,0max lilililili HbasHHH  µέχρι lili HH ,

*
, = . Οι  

                υπόλοιπες τιµές της l-στήλης θα είναι ίσες µε τις τιµές του πίνακα Η. 

Βήµα 5 : Επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 2,3 & 4 για τα υπόλοιπα ζεύγη αντιστοίχισης. 

Βήµα 6 : Τα υπόλοιπα κελιά υπολογίζονται από τη σχέση  

               { }δδ −+−= −−−− 1,1,1,1, ),,(,,0max jijijijiji HbasHHH .
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Η υλοποίηση του αλγορίθµου, όπου στη λίστα  lst1 περιέχονται τα ζεύγη της πρώτης 

τοπικής αντιστοίχισης, είναι η επόµενη: 

 

 
 

Ο νέος πίνακας *H  που προκύπτει δίνεται στο Σχήµα 2.9 και υπολογίζεται µε τη βοήθεια 

του  Αλγορίθµου 2.6.  Οι αριθµοί  µε  πλάγια  έντονη γραφή  αντιστοιχούν στα ζεύγη της 2ης 

τοπικής αντιστοίχισης ενώ οι αριθµοί µε πλάγια και υπογραµµισµένη γραφή στις νέες τιµές 

του πίνακα που προκύπτουν από τη µεθοδολογία των Waterman & Eggert (1987). 

                  

                                                            

2.6.1   Επαναλαµβανόµενα Πρότυπα (Tandem Repeats) 

 

Η εµφάνιση  επαναλαµβανόµενων προτύπων (tandem repeats) σε µια ακολουθία DNA 

είναι σηµαντική για τον καθορισµό των λειτουργιών του οργανισµού. Η αύξηση της  

συχνότητάς τους έχει συνδεθεί µε την παρουσία κάποιων ασθενειών και έτσι κρίνεται 
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απαραίτητη η εύρεση αυτών των ειδικών σχηµατισµών µε τη βοήθεια αριθµητικών 

αλγορίθµων. Έχουν προταθεί διάφοροι αλγόριθµοι για την εύρεση αυτών των σχηµατισµών 

που αυτοί είτε δίνονται  εκ  των  προτέρων   και   ελέγχεται    η  συχνότητα  εµφάνισής  τους  

κατά τη  διαδικασία  της  στοίχισης (Myers & Miller (1989) και Fischetti et al. (1992)) είτε 

αναζητούνται άγνωστου µήκους επαναλαµβανόµενοι σχηµατισµοί. Η περίπτωση εύρεσης 

ενός γνωστού σχηµατισµού µήκους k σε µια  ακολουθία µήκους n, που θα µας απασχολήσει 

στη συνέχεια, εντάσσεται στην περιοχή του Wraparound ∆υναµικού Προγραµµατισµού 

(Wraparound Dynamic Programming) ο οποίος οφείλει την ονοµασία του στον τρόπο 

σύνθεσης του αλγορίθµου κατά την αντιστοίχιση της ακολουθίας µε τον συγκεκριµένο 

σχηµατισµό. Η τεχνική αυτής της µεθόδου περιλαµβάνει µια συνάρτηση οµοιότητας και 

διαφοροποιείται από τους αλγορίθµους που έχουµε συναντήσει µέχρι τώρα διότι οι τιµές των 

κελιών κάθε γραµµής αναθεωρούνται κατά το δεύτερο υπολογισµό σύµφωνα µε τον Benson 

(1997).    

Ο Αλγόριθµος, που θα περιγραφεί, εισήχθη πρώτα από τους Myers & Miller (1988b) και 

στη συνέχεια βελτιώθηκε από τους  Fischetti et al. (1992) και βασίζεται σε δύο 

παρατηρήσεις: 

1. Θεωρούµε την ακολουθία a µήκους n και την ακολουθία b µήκους k που 

επαναλαµβάνεται τουλάχιστον n φορές. Τότε ο πίνακας που δηµιουργείται κατά τη 

διαδικασία της αντιστοίχισης θα αποτελείται από n γραµµές και nk στήλες. Είναι σαφής η 

ανεξαρτησία της τιµής στο κελί (i,j) µε την τιµή του κελιού (i,j-k) της i γραµµής, αφού η τιµή 

κάθε κελιού επηρεάζεται µόνο από γειτονικά κελιά. Το κελί  (i,j-k)  θα πάρει κάποια τιµή 

score αλλά εξαιτίας της επαναληπτικής φύσης του προτύπου b, την ίδια τιµή score θα 

παρουσιάζει και το κελί (i,j). Όµως, αν ληφθεί υπ� όψιν ο συνυπολογισµός της αρνητικής 

τιµής που οφείλεται στις k αφαιρέσεις στην τιµή του score, τότε το κελί (i,j-k)  θα έχει 

µεγαλύτερο score από το κελί (i,j). Έτσι, καταλήγουµε σε αντίφαση αφού προηγουµένως 

δεχτήκαµε την ισότητα των scores των δύο κελιών. 

Ορίζουµε jiR ,  την τιµή του βέλτιστου score του κελιού (i,j+1) για την αντιστοίχιση µιας 

ακολουθίας iaaa ...21  µε το πρότυπο 121 ... +jbbb , όπου 11 −≤≤ kj . Υποθέτουµε ότι η τιµή 

jiR ,1−  , για 11 −≤≤ kj  είναι γνωστή και υπολογίζουµε την τιµή *
, jiR  από τη σχέση  

 

{ }δδ −+−= −+−−− jijijijiji RbasRRR ,111,11,
*
, ),,(,,0max , όπου ni ≤≤0  και 11 −≤≤ kj . 
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Για  1=j  από τη δοσµένη σχέση προκύπτει ότι χρειάζεται να γνωρίζουµε τις τιµές 0,iR και 

0,1−iR  που όµως δεν είναι γνωστές εκ των προτέρων αλλά λόγω περιοδικότητας θα ισχύουν οι 

σχέσεις 1,0, −= kii RR  και 1,10,1 −−− = kii RR . Έτσι, θέτουµε εξαρχής 00, =iR  για να  υπολογίσουµε 

την τιµή *
1,iR . Εποµένως, θα ισχύει 1,

*
1, ii RR = , εκτός αν η σωστή αντιστοίχιση προέρχεται από 

την αντιστοίχιση που καταλήγει σε ia  και 1−kb . Καθώς ο αλγόριθµος συνεχίζεται, 

καταλήγουµε στον υπολογισµό της τιµής  *
1, −kiR  από την ισότητα *

1,1, −− = kiki RR  εκτός και αν η 

αντιστοίχιση προέρχεται από την τιµή 0,iR . Αυτό όµως δεν µπορεί να ισχύει οπότε 

*
1,1, −− = kiki RR . 

2. Ο επαναϋπολογισµός της i-γραµµής µε χρήση της σωστής τιµής 1,0, −= kii RR  δίνει τις 

τιµές jiR ,  για 11 −≤≤ kj . 

Έτσι, προκύπτει ένας αλγόριθµος της τάξης )(nkO  που υπολογίζει τις τιµές των scores 

ενός πίνακα R  διαστάσεων kn ×+ )1(  και περιγράφεται µε τα παρακάτω βήµατα. 

 

Αλγόριθµος 2.7 (Wraparound Dynamic Programming) 

Βήµα 1 : Θέτουµε 0,1 =jR , για kj ≤≤1  και  

                               01, =iR , για 11 +≤≤ ni . 

Βήµα 2 : Υπολογίζουµε για την i- γραµµή του πίνακα, ξεκινώντας από 2=i , τις τιµές  

                { }δδ −+−= −−−− jijijijiji RbasRRR ,11,11,, ),,(,,0max   για kj ,...,2= .  

Βήµα 3 : Θέτουµε για  2=i  την τιµή { }δδ −+−= −− 1,11,1,1, ),,(,,0max iikikii RbasRRR .  

Βήµα 4 :  Επαναϋπολογίζουµε τις τιµές της i- γραµµής για  2=i  από τη σχέση                            

                { }δδ −+−= −−−− jijijijiji RbasRRR ,11,11,, ),,(,,0max   για kj ,...,2= .  

Βήµα 5 :  Επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 2,3 και 4 για 3=i  µέχρι 1+n . 

Βήµα 6 :  Βρίσκουµε την καλύτερη τιµή του score από τη σχέση  

                { }kjniRR ji ≤≤+≤≤= 1,12:maxb)(a, , . 

 

Η υλοποίηση του Αλγορίθµου Wraparound Dynamic Programming  παρουσιάζεται µέσω 

του  Mathematica  για την αντιστοίχιση του επαναλαµβανόµενου σχηµατισµού CGG  και 
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ενός τµήµατος της ακολουθίας DNA του γονιδίου X-FMR-1 (fragile-X mental retardation)  

a= CGCGGCGTGCGGCAG , Benson &  Waterman (1994).  

 

 
 

Σχήµα 2.10 

Αντιστοίχιση ακολουθίας µε τον επαναλαµβανόµενο σχηµατισµό CGG  

 
C G G

 0 0 0
C 2 0 0
G 0 4 2
T 1 2 3
G 2 3 4
C 6 4 2
G 4 8 6
G 8 6 10
C 12 10 8
A 10 11 9
G 11 12 13
C 15 13 11
G 13 17 15
C 17 15 16
G 15 19 17
G 19 17 21
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Ο Αλγόριθµος 2.7 για τις τιµές των παραµέτρων 2),( =aas  στην περίπτωση αντιστοίχισης 

δύο ίδιων βάσεων, 1),( −=bas  κατά την αντικατάσταση βάσης από βάση και 2=δ  στην  

περίπτωση εµφάνισης indel δίνει τον πίνακα τιµών των scores ),( jiR  µε µέγιστη τιµή 

21b)(a, =R  στη θέση (16,3). 

Η αντιστοίχιση µεταξύ της ακολουθίας και του επαναλαµβανόµενου προτύπου υλοποιείται 

στο Mathematica µε τροποποίηση της µεθόδου των tracebacks ως εξής: 

 

 
  

Η τροποποιηµένη µέθοδος των tracebacks δίνει σε µια λίστα l τα ζεύγη βάσεων που 

αντιστοιχίζονται και η αντιστοίχιση που προκύπτει δίνεται παρακάτω. 

 

GGCGGCGGCGGCGGC

GGCGCGACGGCGTGC

−

−
|||||||||||||  

 

Οι Benson &  Waterman (1994), βασισµένοι στον Αλγόριθµο Wraparound Dynamic 

Programming,  δηµιούργησαν ένα πρόγραµµα στη Γλώσσα Προγραµµατισµού C  σύµφωνα 

µε το οποίο ανιχνεύονται σε µια ακολουθία DNA όλα τα «ύποπτα» πρότυπα µεγέθους µέχρι 

32 βάσεων που µπορεί να  επαναλαµβάνονται έως και 27 φορές. Για κάθε πρότυπο που 
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εντοπίζει το Πρόγραµµα, εφαρµόζεται ο Αλγόριθµος  Wraparound Dynamic Programming  

και αποτυπώνονται οι αντιστοιχίσεις µεταξύ της ακολουθίας και του προτύπου. Ένα 

παράδειγµα εύρεσης ενός προτύπου µεγέθους 7 που επαναλαµβάνεται ακριβώς (exact 

matching) πάνω από 7 φορές στο ανθρώπινο γονίδιο carbonic anhydrase II ( CAII ) 

παρουσιάζεται παρακάτω: 

 
C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G

C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G  A T C C C C G

 

 

 

 

 

2.7   Αλγόριθµοι Γραµµικού Χώρου 

 

Η εύρεση της κοινής υπακολουθίας δύο µεγάλου µήκους ακολουθιών κατά τη διαδικασία 

της ολικής (global) ή της τοπικής (local) αντιστοίχισης εκτός από αρκετό χρόνο υπολογισµού 

απαιτεί και αρκετό χώρο στη µνήµη ενός Η/Υ. Έτσι, κρίνεται απαραίτητη η εισαγωγή 

Αλγορίθµων ∆υναµικού Προγραµµατισµού που αποσκοπούν στη µείωση του χώρου που 

καταλαµβάνουν κατά την πραγµατοποίησή τους. Η µείωση σε χώρο ανάλογο του 

αθροίσµατος των µηκών των ακολουθιών στη διαδικασία της ολικής αντιστοίχισης οφείλεται 

στον Hirschberg (1975). Έτσι, επιτυγχάνεται η εύρεση της βέλτιστης ολικής αντιστοίχισης σε 

γραµµικό χώρο (linear space). Οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται για την απλή περίπτωση 

της συνάρτησης δkkg =)(  πραγµατοποιούνται µε µεθόδους οµοιότητας (similarity methods). 

Θεωρούµε τον παρακάτω αλγόριθµο που αποτελεί εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.5 στην 

περίπτωση της συνάρτησης δkkg =)( . 

 

Αλγόριθµος 2.8  (A) 

Βήµα 0 :  ∆ηλώνουµε τις δύο ακολουθίες a και b, την τιµή του δ  και υπολογίζουµε τις τιµές 

               της συνάρτησης ),( ji bas  για 1,...,1 += ni  και 1,...,1 += mj . 

Βήµα 1 :  Αναθέτουµε στην 1η στήλη τις τιµές δ)1(1, −−← iSi  για  1,...,1 += ni  και στην 1η  

A T C C C C G  A T C C C C G A T C C C

A T C C C C G  A T C C C C G  A T C C C
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                γραµµή τις τιµές δ)1(,1 −−← jS j  για 1,...,1 += mj . 

Βήµα 2 : Υπολογίζουµε τις τιµές του υπόλοιπου mn ×  πίνακα από τη σχέση  

                { }δδ −+−= −−−− jijijijiji SbasSSS ,11,11,, ),,(,max  για 1,...,2 += ni  

                 και 1,...,2 += mj .  

Βήµα 3 : Αναθέτουµε την τιµή 1,1 ++← mnSS .  

 

 

Ο χρόνος περάτωσης του αλγορίθµου αυτού είναι τάξης )(nmO  και ο χώρος που 

καταλαµβάνει στη µνήµη του Η/Υ είναι επίσης τάξης )(nmO . Ο Hirschberg (1975) για την 

εισαγωγή των αλγορίθµων του, βασίστηκε στην παρατήρηση της εξάρτησης του υπολογισµού 

των τιµών της −i γραµµής  από τις τιµές της −− )1(i γραµµής και παρουσίασε τον παρακάτω 

αλγόριθµο µε χρόνο υπολογισµού τάξης )(nmO και γραµµικό χώρο τάξης )( mnO + . Είναι 

αξιοσηµείωτο ότι δεν υπολογίζει τις τιµές ενός )1()1( +×+ mn  πίνακα  αλλά κάθε φορά 

αναθεωρεί τις τιµές µιας λίστας  )1( +m  στοιχείων µε χρήση ενός πίνακα διαστάσεων 

)1(2 +× m . Το τελευταίο στοιχείο της  λίστας που προκύπτει αντιστοιχεί στο στοιχείο 1,1 ++ mnS  

που δίνει ο προηγούµενος αλγόριθµος. 

 

Αλγόριθµος 2.9  (B) 

Βήµα 0 :  ∆ηλώνουµε τις δύο ακολουθίες a και b, την τιµή του δ  και υπολογίζουµε τις τιµές 

               της συνάρτησης ),( ji bas  για 1,...,1 += ni  και 1,...,1 += mj . 

Βήµα 1 :  Αναθέτουµε στη 2η γραµµή του )1(2 +× m πίνακα τις τιµές δ)1(,2 −−← jT j   

                για 1,...,1 += mj . 

Βήµα 2 :  Αναθέτουµε στην 1η γραµµή  τις τιµές jj TT ,2,1 ←   για 1,...,1 += mj . 

Βήµα 3 :  Αναθέτουµε την τιµή δ)1(1,2 −−← iT , όπου 2≥i . 

Βήµα 4 :  Υπολογίζουµε τις τιµές της 2ης γραµµής από τη σχέση  

                { }δδ −+−= −− 1,21,1,1,2 ),,(,max jjijjj TbasTTT  για 1,...,2 += mj .  

Βήµα 5 :   Επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 2,3 και 4 για 12 +≤≤ ni . 

Βήµα 6 :    Αναθέτουµε jjn TS ,2, ←  για 1,...,1 += mj . 
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Μια υλοποίηση του αλγορίθµου στο Mathematica στις ακολουθίες 

CTGCTGATATAGa =  και CTGGGTGATTAGb =  µε 1),( =aas , 1),( −=bas  για 

ba ≠ και 1=δ , παρουσιάζεται ακολούθως και δίνει τις ίδιες τιµές στις λίστες µε τις τιµές 

στις γραµµές του πίνακα S . 

 

 
 

Ωστόσο η εφαρµογή του αλγορίθµου κρίνεται ανεπαρκής για την εύρεση της άριστης 

αντιστοίχισης. Όµως, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για κατάλληλες υπακολουθίες των 

ακολουθιών a και b δίνοντας την καλύτερη αντιστοίχιση καταλαµβάνοντας γραµµικό χώρο. 

Συγκεκριµένα, επιλέγοντας µια υπακολουθία της ακολουθίας a µεγέθους ίσου µε  



=
2
ni  , 

όπου =n µήκος της ακολουθίας a, µπορούµε να εφαρµόσουµε τον Αλγόριθµο 2.9 (Β)  για τις 

ακολουθίες: 

 

ii aaa ...a 21,1 =       και      mm bbb ...b 21,1 =  

και για τις ακολουθίες  

111, ...a� +−+ = innin aaa       και      111, ...b� bbb mmm −=  
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όπου µε  1,a� +in  και 1,b� m  δηλώνονται οι αντίστροφες ακολουθίες. 

 

Στην πρώτη εφαρµογή του Αλγόριθµου B τυπώνονται οι τιµές των scores )0,a( ,1 /iS , 

),a( 1,1 bS i , ),a( 21,1 bbS i , � , )...,a( 21,1 mi bbbS  και  αντίστοιχα στη δεύτερη οι τιµές )0,a�( 1, /+inS , 

),a�( 1, min bS + , ),a�( 11, −+ mmin bbS , �, )...,a�( 111, bbbS mmin −+ , οι οποίες τοποθετούνται σε δύο λίστες. 

Στη συνέχεια επιλέγεται η τιµή M που µεγιστοποιεί το άθροισµα ενός στοιχείου της πρώτης 

λίστας που βρίσκεται στη θέση j  µε το στοιχείο της θέσης 1+− jm  της άλλης λίστας, για 

1,...,1 += mj και τίθεται ως k  η ελάχιστη  τιµή του j  σε περίπτωση εµφάνισης της µέγιστης 

τιµής περισσότερες από µια φορές. Η τιµή του k  επιλέγεται για την εφαρµογή του νέου  

Αλγορίθµου 2.10 (C) στις ακολουθίες i,1a  & k,1b  και στην εφαρµογή του στις ακολουθίες   

ni ,1a +  & mk ,1b + , όπου το ζεύγος τιµών ( kn ,
2 



 )  χαρακτηρίζεται ως βέλτιστο µεσαίο σηµείο 

της αντιστοίχισης (optimal midpoint of alignment). Στην ουσία ο Αλγόριθµος C επιτυγχάνει 

διαχωρισµό του προβλήµατος σε υποπροβλήµατα σύµφωνα µε το παρακάτω σχεδιάγραµµα , 

όπου 



=
2

* ni  και kj =* . Η καµπύλη δείχνει την ενδεχόµενη βέλτιστη αντιστοίχιση, Myers 

& Miller (1988b). 

 

 

Σχήµα 2.11 

Απεικόνιση εφαρµογής του Αλγορίθµου C 

 
 

Η διατύπωση του αλγορίθµου σε µορφή βηµάτων είναι η εξής: 
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Αλγόριθµος C 

Βήµα 0 :  ∆ηλώνουµε τις δύο ακολουθίες a και b, την τιµή του δ  και υπολογίζουµε τις τιµές 

               της συνάρτησης ),( ji bas  για 1,...,1 += ni  και 1,...,1 += mj . 

Βήµα 1 :  Αν ισχύει 0=m  τότε αναθέτουµε ""−←c  διαφορετικά  

                αν 1=n  και { }11),,(max),(: 11 +≤≤=∃ mkbasbasj kj  

                τότε αναθέτουµε ),1( jc ←  

                       διαφορετικά ""−←c . 

Βήµα 2 :  Θέτουµε [ ]2/ni ← και εφαρµόζουµε τον Αλγόριθµο B ως εξής 

                 Αλγόριθµο )1,b,a,,( m1,i1, SmiB   

                 Αλγόριθµο )2,b�,a�,,( m,11in, SminB +−                   

Βήµα 3 :  Αναθέτουµε τις τιµές 

                { }11:)1(2)(1max +≤≤+−+← mjjmSjSM  

                { }MjmSjSjk =+−+← )1(2)(1:min  

Βήµα 4 :  Εφαρµόζουµε από την αρχή τον Αλγόριθµο C ως εξής 

                 Αλγόριθµο ),b,a,,( 1k1,i1, ckiC   

                Αλγόριθµο ),b,a,,( 2m1,kn1,i ckminC ++−−                            

Βήµα 5 :  Αναθέτουµε 21 || ccc ←   

 

Στο τελευταίο Βήµα µε 21 || cc  δηλώνεται η αλληλουχία των δύο λιστών 1c και 2c  που 

περιέχουν τις θέσεις των βάσεων που αντιστοιχίζονται.  

 

Ο Αλγόριθµος C µπορεί να τροποποιηθεί κατάλληλα για την περίπτωση της µορφής της 

συνάρτησης )1()( −+= kkg βα , Myers & Miller (1988b). Με την ελάττωση του χώρου για 

την πραγµατοποίηση τοπικής αντιστοίχισης ασχολήθηκαν οι Huang & Miller (1991). 

Συγκεκριµένα υπολόγισαν k βέλτιστες «µη - τεµνόµενες» (non - intersecting) τοπικές 

αντιστοιχίσεις καταλαµβάνοντας  χώρο τάξης )( kmnO ++ . Οι αντιστοιχίσεις θεωρούνται 

«µη � τεµνόµενες» όταν δεν έχουν µεταξύ τους κοινά ζεύγη βάσεων.  

Ένας ακόµα γρήγορος αλγόριθµος που καταλαµβάνει χώρο τάξης }),min{( , mnDO mn  

προσδιορίζει τη βέλτιστη αντιστοίχιση µε µεθόδους απόστασης. Αν δεν επιδιώκεται η 
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αντιστοίχιση, τότε ο χώρος που καταλαµβάνει είναι τάξης )( ,mnDO , Ukkonen (1983, 1984). 

Ο Ukkonen (1983) παρουσιάζει έναν αλγόριθµο υπολογίζοντας την απόσταση των 

ακολουθιών a και b σύµφωνα µε τη σχέση  

 

{ } { }{ })(min,)(min),,(min ,1,11,1, kgDkgDbadDD jkikkjikjijiji +++= −≥−≥−−  

 

και θεωρεί ότι στην περίπτωση αντιστοίχισης διαφορετικών βάσεων ισχύει η ισότητα 

1),( =bad . Το Λήµµα στο οποίο βασίστηκε  για την  εφαρµογή  του  αλγορίθµου του,  ισχύει 

και στη γενική περίπτωση εµφάνισης πολλαπλών indels.                                     

 

Λήµµα 2.2 

Έστω δύο ακολουθίες a και b µεγέθους n και m αντίστοιχα. Τότε για την κατασκευή του 

πίνακα τιµών jiD ,  για  11 +≤≤ ni  και  11 +≤≤ mj  ισχύει η σχέση  

 

jijiji DDD ,1,1, 1 ≤≤− −− . 

 

Απόδειξη  

Η απόδειξη θα γίνει επαγωγικά ως προς το άθροισµα ji + . Η σχέση 1,1, 1 −−≤− jiji DD  

είναι προφανής από τον ορισµό της Απόστασης. Για την απόδειξη της σχέσης  jiji DD ,1,1 ≤−−  

παρατηρούνται τα εξής: Σε περίπτωση που για τη θέση ),( ji  ισχύει η ισότητα  

),(1,1, jijiji badDD += −− , ανάλογα µε την αντιστοίχιση των βάσεων ia  και jb  θα ισχύει είτε 

11,1, += −− jiji DD  είτε 1,1, −−= jiji DD . Άρα και για τις δυο εκδοχές ισχύει 1,1, −−≥ jiji DD . 

∆ιαφορετικά έστω ότι ισχύει )(,, kgDD jkiji += − . Επαγωγικά, αφού jikji +≤−+  θα 

ισχύει 1),1(, −+−− ≥ jkijki DD  και έτσι προκύπτει )()( 1,1,, kgDkgDD jkijkiji +≥+= −−−− . Αφού 

όµως 1,11,1 )( −−−−− ≥+ jijki DkgD  τελικά προκύπτει το ζητούµενο, 1,1, −−≥ jiji DD .                       � 

 

Η σηµαντικότητα του Λήµµατος είναι η απόδειξη της ύπαρξης µιας µη-φθίνουσας 

συνάρτησης  ciiD +,  ως προς  i σύµφωνα µε την οποία οι τιµές του πίνακα είναι 

κατανεµηµένες από τη µικρότερη, 01,1 =D , που αντιστοιχεί στην αντιστοίχιση των δύο 
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µηδενικών στοιχείων, µέχρι τη µεγαλύτερη 1,1 ++ mnD . Θεωρώντας kkg =)( , η βασική ιδέα του 

αλγορίθµου του Ukkonen (1983) είναι η µετακίνηση κατά µήκος της κύριας διαγωνίου από 

τη θέση (1,1), όπου 01,1 =D , µέχρι τη θέση (i,i) ώστε να προκύψει 1, =iiD . Γενικά στόχος 

του αλγορίθµου είναι η εστίαση στις θέσεις αλλαγών των τιµών των κελιών, όταν η τιµή 

kD cii =+,  αλλάζει σε 11,1 +=+++ kD cii . Στη συνέχεια ελέγχουµε όλες τις θέσεις για τις οποίες 

ισχύει cij =−  έως ότου 1, += kD ji . Η επέκταση στην τιµή 1+k  καθορίζεται από τις 

προηγούµενες  τιµές  ,...1, −kk  και  από τον έλεγχο της  ισότητας των βάσεων. Η  διαδικασία  

συνεχίζεται µέχρι την εύρεση της τιµής 1,1 ++ mnD . 

 

 

2.8    Παραγωγή Αντιστοιχίσεων µε χρήση Tracebacks 

 
Η αντιστοίχιση µεταξύ δύο ακολουθιών πραγµατοποιείται µετά την εύρεση του πίνακα 

των scores. Υπάρχουν δύο µέθοδοι που καταλήγουν στην εύρεση όλων των άριστων 

αντιστοιχίσεων και στηρίζονται στην προς τα πίσω αποτύπωση των ζευγών βάσεων από την 

µέγιστη τιµή του score µέχρι τη µικρότερη (traceback). Η πρώτη µέθοδος επιδιώκει την 

αποθήκευση σε µια λίστα των δεικτών (saving pointers) που συµµετέχουν στον υπολογισµό 

κάθε τιµής jiD ,  κατά τη διάρκεια εξέλιξης του αλγορίθµου. Στην απλή περίπτωση της 

συνάρτησης δkkg =)( , κάθε τιµή στη θέση ),( ji  µπορεί να προκύψει από τη συµβολή των 

τιµών των γειτονικών θέσεων ),1( ji − , )1,1( −− ji  και )1,( −ji σύµφωνα µε τη σχέση  

 

{ }δδ +++= −−−− 1,1,1,1, ),,(,min jijijijiji DbasDDD . 

 

Έτσι, αφού βρεθεί η µέγιστη τιµή 1,1 ++ mnD  οι δείκτες  «ακολουθούνται» προς τα πίσω για την 

παραγωγή της άριστης στοίχισης. 

 

Η δεύτερη µέθοδος επιτυγχάνεται µετά τον υπολογισµό και την αποθήκευση του πίνακα 

jiD , , επαναϋπολογίζοντας (recomputation) τις τιµές  δ+− jiD ,1 ,  ),(1,1 jiji basD +−−  και  

δ+−1, jiD  ώστε να βρεθεί εκείνη που συµβάλλει στον καθορισµό της τιµής jiD , . Οι Wagner 
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& Fischer (1974) πρότειναν τον αλγόριθµο που ακολουθεί, µε χρόνο εκτέλεσης τάξης 

)( mnO + .  

 

Αλγόριθµος 2.11 (Wagner & Fischer) 

Βήµα 0 :  Αφού βρεθεί ο πίνακας jiD ,  θέτουµε 1+= ni  και 1+= mj . 

Βήµα 1 :  Αν ισχύει δ+= − jiji DD ,1, , τότε θέτουµε 1−= ii . 

Βήµα 2 :  Αν ισχύει δ+= −1,, jiji DD , τότε θέτουµε 1−= jj .  

Βήµα 3 :  Αποτυπώνεται το ζεύγος ),( ji . 

Βήµα 4 :  Θέτουµε 1−= ii  και 1−= jj . 

Βήµα 5 :  Τα Βήµατα 1, 2, 3 & 4 επαναλαµβάνονται  καθώς 1≠i  και 1≠j . 

 

 

Η υλοποίηση του αλγορίθµου στο Mathematica για τις ακολουθίες 

CTGCTGATATAGa =  και CTGGGTGATTAGb =  µε 1=δ  και 1=µ , αφού πρώτα 

εφαρµοστεί ο Αλγόριθµος 2.1, παρουσιάζεται παρακάτω. 

 

 

 
 

 

Τα ζεύγη βάσεων που αντιστοιχίζονται αποτυπώνονται σε µια λίστα l και η άριστη 

αντιστοίχιση παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.12. 
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Σχήµα 2.12 

Άριστη στοίχιση 

 

TCGATTAGTGGG

TCGATATAGTCG

−

−
||||||||||  

 

 

Ο Αλγόριθµος µπορεί να εφαρµοστεί και στην περίπτωση αντιστοίχισης µε τη µέθοδο 

οµοιότητας όπου υπολογίζεται ο πίνακας jiS , σύµφωνα µε τη σχέση  

 

{ }, 1, 1, 1 , 1max , ( , ),i j i j i j i j i jS S δ S s a b S δ− − − −= − + − . 

 

Πολλές φορές από τη βέλτιστη τιµή του score µε τη διαδικασία των  tracebacks  µπορεί να 

προκύψουν περισσότερες από µία άριστες αντιστοιχίσεις µεταξύ των ακολουθιών. Αυτό 

συµβαίνει στην περίπτωση προέλευσης της τιµής του κελιού ),( ji  από περισσότερες από µία  

εκ των τιµών δ+− jiD ,1 ,  ),(1,1 jiji basD +−−  και  δ+−1, jiD , όταν αυτές προκύψουν ίσες. Τότε 

οι θέσεις των πιθανών επιλογών τοποθετούνται σε έναν σωρό (stack) και σύµφωνα µε την 

αρχή last in � first out αποτυπώνεται η άριστη αντιστοίχιση. Μετά την αποτύπωση µιας 

άριστης αντιστοίχισης, επιστρέφουµε στο σωρό για την αποτύπωση των υπολοίπων άριστων 

αντιστοιχίσεων.  

Ο αλγόριθµος επιδέχεται κατάλληλες τροποποιήσεις για την παραγωγή των τοπικών 

αντιστοιχίσεων. Οι δυνατότητες επιλογής της τιµής της θέσης ),( ji  είναι 4 

συµπεριλαµβανοµένου του µηδενός, πιο συγκεκριµένα δ−− jiH ,1 , ),(1,1 jiji basH +−− , 

δ+−1, jiH  και 0. Πλέον η µέγιστη τιµή του score αναζητείται µέσα από όλες τις τιµές του 

πίνακα και όχι από την τιµή της θέσης )1,1( ++ mn  ενώ  η επιλογή του 0 κατά τη διαδικασία 

των tracebacks δηλώνει τη λήξη της τοπικής αντιστοίχισης.  

 

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται στην περίπτωση της τοπικής αντιστοίχισης είναι ο 

ακόλουθος:  
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Αλγόριθµος 2.12 

Βήµα 0 :  Αφού βρεθεί ο πίνακας H , βρίσκουµε τη θέση  ),( ji  για την οποία ισχύει  

                { }11,11:max ,, +≤≤+≤≤= mlnkHH lkji . 

Βήµα 1 :  Αν ισχύει δ−= − jiji HH ,1, , τότε θέτουµε 1−= ii . 

Βήµα 2 :  Αν ισχύει δ−= −1,, jiji HH , τότε θέτουµε 1−= jj .  

Βήµα 3 :  Αποτυπώνεται το ζεύγος ),( ji . 

Βήµα 4 :  ∆ιαφορετικά θέτουµε  1−= ii  και 1−= jj . 

Βήµα 5 :  Τα Βήµατα 1, 2, 3 & 4 επαναλαµβάνονται  καθώς 0, >jiH . 

 

 

Η υλοποίηση του αλγορίθµου στο Mathematica για την εύρεση της «πρώτης» τοπικής 

αντιστοίχισης των δυο ακολουθιών, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.8, είναι η ακόλουθη: 

 

 
 

Η περίπτωση εµφάνισης πολλαπλών indels προϋποθέτει την εφαρµογή του αλγορίθµου 

ελέγχοντας τις τιµές 3 πινάκων, Clote & Backofen (2000). 
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2.9   Σχεδόν-Άριστες Αντιστοιχίσεις 
 

Η άριστη αντιστοίχιση µεταξύ δύο ακολουθιών που προκύπτει από τις µεθόδους που µέχρι 

τώρα έχουν περιγραφεί δεν ανταποκρίνεται πολλές φορές στην «αληθή» αντιστοίχιση, που 

προκαλείται από τις µεταβολές που έχει υποστεί µια ακολουθία ώστε να προκύψει µια άλλη. 

Αυτό κυρίως οφείλεται στην αυθαιρεσία επιλογής των παραµέτρων στην πραγµατοποίηση 

των αριθµητικών αλγορίθµων και σε κάποιους άγνωστης φύσης περιορισµούς στις 

ακολουθίες.  Για την καταπολέµηση αυτών των δυσκολιών έχει προταθεί ένας αλγόριθµος για 

την παραγωγή όλων των αντιστοιχίσεων µε τιµή του score µέσα στα όρια µιας 

διευκρινισµένης απόστασης από το µέγιστο. Ο αλγόριθµος αυτός επιτυγχάνει την εύρεση 

όλων των σχεδόν άριστων αντιστοιχίσεων (near optimal alignments) και εφαρµόζεται στην 

περίπτωση του πίνακα των scores απόστασης ή οµοιότητας. 

 

Αφού υπολογιστεί ο πίνακας jiD ,  στην απλή περίπτωση της συνάρτησης  δkkg =)(  που 

δίνεται από τη σχέση 

 

{ }, 1, 1, 1 , 1min , ( , ),i j i j i j i j i jD D δ D d a b D δ− − − −= + + + ,  για  1,...,1 += ni  και 1,...,1 += mj  

 

και βρεθεί η µέγιστη τιµή του score 1,1 ++ mnD , το πρόβληµα που τίθεται είναι η εύρεση όλων 

των αντιστοιχίσεων µε score µικρότερο ή ίσο µιας τιµής eD mn +++ 1,1 , όπου 0≥e . Στην ουσία 

προσεγγίζεται µια τροποποίηση της διαδικασίας των tracebacks.  Έστω jiT ,  το score 

αντιστοίχισης κατά την πραγµατοποίηση της διαδικασίας  traceback από τη θέση 

)1,1( ++ mn στη θέση ),( ji . Η τιµή jiT ,  ορίζεται ως το άθροισµα των τιµών για τα βάρη που 

αναλογούν στις αντιστοιχίες των βάσεων σε όλα τα βήµατα που ακολουθούνται από τη θέση 

)1,1( ++ mn µέχρι την εξαιρετέα τιµή της θέσης  ),( ji . Η εύρεση της επόµενης θέσης στη 

διαδικασία των  tracebacks εξαρτάται από την ισχύ των παρακάτω υποθέσεων: 

 

1. Αν ισχύει eDDT mnjiji +≤++ ++− 1,1,1, )( δ  επιλέγεται η θέση  ),1( ji − µε δ+=− jiji TT ,,1  

2. Αν ισχύει eDbadDT mnjijiji +≤++ ++−− 1,11,1, )),((  επιλέγεται η θέση  )1,1( −− ji µε 

),(,1,1 jijiji badTT +=−−  
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3. Αν ισχύει eDDT mnjiji +≤++ ++− 1,11,, )( δ  επιλέγεται η θέση  )1,( −ji µε δ+=− jiji TT ,1,  

 

Κρίνεται απαραίτητη η εξέταση της περίπτωσης επιλογής περισσότερων από µιας θέσης. 

Γι� αυτό επιδιώκεται η αποθήκευση σε έναν σωρό των πιθανών δεικτών και η αποτύπωση 

όλων των αντιστοιχίσεων σύµφωνα µε την αρχή last in � first out, Waterman (1983). 

Οι Vingron & Argos (1990) αναφέρουν µια διαφορετική προσέγγιση του προβλήµατος 

χωρίς την απαίτηση εύρεσης όλων των σχεδόν άριστων αντιστοιχίσεων. Στην περίπτωση 

υπολογισµού του πίνακα οµοιότητας jiS ,  ελέγχεται η συµµετοχή της θέσης ),( ji  σε 

οποιαδήποτε σχεδόν άριστη αντιστοίχιση µε τη βοήθεια της σχέσης 

 

eSbbaaSbasbbaaS mnmjnijiji −≥++ ++++−− 1,1111111 )...,...(),()...,...( . 

 

 Έτσι για την εφαρµογή της µεθοδολογίας απαιτείται ο υπολογισµός δύο πινάκων 

οµοιότητας για τις ακολουθίες naaa ...a 21=  - mbbb ...b 21=  και τις αντίστροφες τους 

11...a� aaa nn −=   -  11...b� bbb mm −= .  

 

 

2.10   Αναστροφές 

 

Η αναστροφή (inversion) µιας ακολουθίας DNA ορίζεται ως το αντίστροφο συµπλήρωµα 

(reverse complement) της ακολουθίας. Ο Wagner (1975) ασχολήθηκε µε την αντιστοίχιση 

µεταξύ δύο ακολουθιών επιτρέποντας αντικαταστάσεις (substitutions), προσθήκες  

(insertions), αφαιρέσεις (deletions) και αναστροφές (inversions) βάσεων.  Όµως, η εισαγωγή 

των αναστροφών απαιτούσε αρκετό χρόνο αριθµητικού υπολογισµού και θεωρήθηκε 

υπολογιστικά µη εφαρµόσιµη. Η επόµενη απόπειρα εύρεσης άριστης αντιστοίχισης 

επιτρέποντας τις αναστροφές πραγµατοποιήθηκε µέσω µιας διαφορετικής προσέγγισης. 

Οι Schöniger & Waterman (1992) περιγράφουν δύο αλγορίθµους για την εύρεση της 

βέλτιστης τοπικής αντιστοίχισης µεταξύ δύο ακολουθιών DNA επιτρέποντας την εµφάνιση 

αναστροφών µε χρήση της γραµµικής συνάρτησης )(kg  ανάθεσης indels, όπου οι 

αναστροφές δεν επιτρέπεται να τέµνονται µεταξύ τους. Ο λόγος της συµπληρωµατικότητας 

του αντίστροφου τµήµατος της ακολουθίας αφορά τη διατήρηση της πολικότητας (polarity) 
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της ακολουθίας DNA. 

Η τοπική αντιστοίχιση δύο ακολουθιών a και b επιτυγχάνεται µε χρήση της συνάρτησης  

 

)...,...(),;,( 11 hjjigg bbbaaaHjihgZ −+=  

 

όπου µε ),;,( jihgZ ορίζεται η αντιστοίχιση του τµήµατος igg aaa ...1+  της ακολουθίας a µε το 

τµήµα jhh bbb ...1+  της ακολουθίας b µετά την αναστροφή του µε αρχικό ζεύγος αντιστοίχισης 

µε δείκτες ( hg, ) και τελικό ζεύγος µε δείκτες ( ji, ). Η συνάρτηση H  έχει οριστεί µέσω του 

Θεωρήµατος 2.12 µε συναρτήσεις ),(1 bas  και )1()( 111 −+= kkg βα . Η εφαρµογή  της  

αναστροφής  επιβαρύνει µε κόστος γ  την πραγµατοποίηση ενός δεύτερου αλγορίθµου για τις    

αρχικές     ακολουθίες     a     και    b    µε      αντίστοιχες        συναρτήσεις        ),(2 bas      και  

)1()( 222 −+= kkg βα .   

Ο αλγόριθµος που ακολουθεί υπολογίζει όλες τις τοπικές αντιστοιχίσεις που µπορούν να 

πραγµατοποιηθούν για δύο ακολουθίες DNA επιτρέποντας την ύπαρξη αναστροφών. 

 

Αλγόριθµος 2.13 (All Inversions)  

Βήµα 0 :  Ορίζουµε τις ακολουθίες a και b µε την εισαγωγή ενός µηδενικού στοιχείου σε 

                κάθε µία. 

Βήµα 1 :  Για 1=i  ή 1=j  θέτουµε 0),(),(),( === jiWjiVjiU . 

Βήµα 2 :  Ξεκινώντας από 2=i  και 2=j  υπολογίζουµε τις σχέσεις 

                { }22 ),1(,),1(max),( αβ +−+−= jiWjiUjiU   

                { }22 )1,(,)1,(max),( αβ +−+−= jiWjiVjiV . 

Βήµα 3 :  Για ig ,...,2=  και jh ,...,2=  υπολογίζεται η συνάρτηση ),;,( jihgZ . 

Βήµα 4 :  Υπολογίζεται η ποσότητα 

{ }















+−−

++−−
= ≤≤

≤≤
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γ
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Βήµα 5 :  Τα Βήµατα 2, 3 & 4 επαναλαµβάνονται  για  1,...,3 += ni και 1,...,3 += mj . 

Βήµα 6 :  Το score της καλύτερης αναστροφής βρίσκεται µέσω της σχέσης  

{ }12,12:),(max +≤≤+≤≤ mjnijiW . 
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Ο αλγόριθµος αυτός υπολογίζει όλες τις βέλτιστες τοπικές αντιστοιχίσεις των ακολουθιών 

σε υπολογιστικό χρόνο τάξης )( 6nO  για mn =  (Βήµα 3). Όµως, στη Βιολογία ενδιαφέρονται 

µόνο για τις τοπικές αντιστοιχίσεις, όπου οι αντιστοιχίσεις µεταξύ της ακολουθίας a και της 

ανάστροφης της b είναι µεγάλου µήκους, σύµφωνα µε τους Howe et al. (1988) και Zhou et al. 

(1988), οπότε ο αλγόριθµος χρειάζεται να τροποποιηθεί ώστε να ικανοποιήσει αυτό το αίτηµα 

στο µικρότερο δυνατό υπολογιστικό χρόνο. 

 

Ένας αποδοτικός αλγόριθµος πραγµατοποιείται σε δύο µέρη µειώνοντας αρκετά το χρόνο 

εύρεσης της βέλτιστης αναστροφής. Πρώτα εφαρµόζεται ο αλγόριθµος τοπικής αντιστοίχισης 

για τις ακολουθίες  a naa ...1=  και b(inv)
1...bbm=  που περιγράφεται µέσω του Θεωρήµατος 

2.12 µε συναρτήσεις ),(1 bas  και )1()( 111 −+= kkg βα . Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 

επαναϋπολογισµού   του   πίνακα   H  των  Waterman &  Eggert  (1987),  προκύπτουν  οι   K   

βέλτιστες τοπικές αντιστοιχίσεις γι� αυτές τις ακολουθίες. Έτσι, για την παραγωγή της λίστας 

L των βέλτιστων αντιστοιχίσεων ο απαιτούµενος χρόνος υπολογισµού είναι τάξης 

)(
1

2∑
=

+
K

i
iLnmO , όπου το iL  συµβολίζει το µήκος της  i αντιστοίχισης. Η επιλογή του K  είναι 

αυθαίρετη αλλά ικανή να µειώσει το χρόνο υπολογισµού εύρεσης των τοπικών 

αντιστοιχίσεων. Ο χρόνος υπολογισµού µπορεί ακόµα να µειωθεί επιλέγοντας κατάλληλη 

τιµή 1C , ώστε να υπάρχει µικρή πιθανότητα εύρεσης K -οστής αντιστοίχισης µε τιµή του 

score µεγαλύτερη από αυτήν. 

   

 

Αλγόριθµος 2.14 (Best Inversions)  

Βήµα 0 :  Ορίζουµε τις ακολουθίες a και b µε την εισαγωγή ενός µηδενικού στοιχείου σε 

                κάθε µία. 

(I) 

Βήµα 1 :  Εφαρµόζουµε τη µέθοδο των Waterman - Eggert στις ακολουθίες a και b(inv)  

                και προκύπτει η λίστα  L { }λτιστεςβέKjihgjihgZ :),(),,(),,;,(= . 

(II) 

Βήµα 2 :  Για 1=i  ή 1=j  θέτουµε 0),(),(),( === jiWjiVjiU .   

Βήµα 3 :  Ξεκινώντας από 2=i  και 2=j  υπολογίζουµε τις ποσότητες 
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                { }22 ),1(,),1(max),( βα +−+−= jiUjiWjiU   

                { }22 )1,(,)1,(max),( βα +−+−= jiVjiWjiV  

                
{ }

.
0),,(),,(),,()1,1(

,),;,()1,1(max
max),(

2 











+−−

++−−
=

jiVjiUbasjiW

jihgZhgW
jiW

ji

L
γ

 

Βήµα 4 :  Τα Βήµατα 2 & 3 επαναλαµβάνονται  για  1,...,3 += ni  και 1,...,3 += mj . 

Βήµα 6 :  Το score της καλύτερης αναστροφής βρίσκεται µέσω της σχέσης  

{ }12,12:),(max +≤≤+≤≤ mjnijiW . 

 

 

Η εφαρµογή του παραπάνω αλγορίθµου προϋποθέτει την εισαγωγή δύο συναρτήσεων για 

τον υπολογισµό της οµοιότητας των βάσεων, ),(1 bas και ),(2 bas , και δύο συναρτήσεων για 

την ανάθεση indels, )(1 kg και )(2 kg . Οι συναρτήσεις αυτές µπορεί να έχουν ίδιες τιµές ή 

διαφορετικές. Η επιλογή των τιµών των παραµέτρων εξαρτάται από την εµπειρία εφαρµογής 

των αλγορίθµων και τον τρόπο λειτουργίας της αντιστοίχισης κατά την αναστροφή της 

ακολουθίας b σε σχέση µε την αντιστοίχιση των ακολουθιών a και b. Αν οι δύο αντιστοιχίσεις 

εκτυλίσσονται διαφορετικά, τότε οι τιµές των παραµέτρων των συναρτήσεων ),(1 bas - 

),(2 bas  και )(1 kg - )(2 kg  είναι διαφορετικές. Η παράµετρος γ  ικανοποιεί τη σχέση )1(g≥γ  

ενώ η επιλογή της τιµής του K  είναι θέµα εµπειρίας και καθορίζεται κατά την εξέλιξη του 

αλγορίθµου της τοπικής αντιστοίχισης.  

 

Μια υλοποίηση του Μέρους (Ι) του Αλγορίθµου 2.14 στο Mathematica  για τις ακολουθίες 

ACTCCAATCTACTa =  και CTGTACTGTGGCCACTCTCGb = είναι η ακόλουθη: 
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Με τις παραπάνω εντολές αρχικά τυπώνεται ο πίνακας των scores H  από τον οποίο 

βρίσκουµε την 1η βέλτιστη τοπική αντιστοίχιση για τις ακολουθίες a και b(inv) , δηλαδή την 1η 

αναστροφή (inversion). Έχουν επιλεγεί η συνάρτηση οµοιότητας να είναι ίση µε: 

 

 





≠−
=

=
ba
ba

bas
,11

,10
),(1  
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και η συνάρτηση ανάθεσης indels η εξής:   

 

)1(520)(1 −−−= kkg . 

 

Με την εφαρµογή της µεθόδου των tracebacks για την εύρεση της 1ης αναστροφής 

βρίσκουµε τη µέγιστη τιµή του score ίση µε 39),;,( =jihgZ , όπου 10=g , 15=i , 10=h  

και 15=j , αφού έχουµε αγνοήσει την αρχική εισαγωγή των µηδενικών στοιχείων (gaps) στις 

δύο ακολουθίες . Μια υλοποίηση της µεθόδου στο Mathematica είναι η εξής: 

 

 
 

από την οποία αποτυπώνεται η λίστα lst1 µε τα εξής ζεύγη βάσεων: 

 

 
 

Στη συνέχεια, επιλέγοντας την τιµή 2=K , εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο των Waterman-

Eggert  για την εύρεση της 2ης αναστροφής και η υλοποίηση του αλγορίθµου είναι η επόµενη.  
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Εφαρµόζουµε πάλι τη µέθοδο των tracebacks για την εύρεση της 2ης αναστροφής και 

βρίσκουµε τη µέγιστη τιµή του score ίση µε 30),;,( =jihgZ , όπου 7=g , 9=i , 13=h  και  
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15=j , αφού έχουµε αγνοήσει την αρχική εισαγωγή των µηδενικών στοιχείων (gaps) στις 

δύο ακολουθίες . Έτσι, αποτυπώνεται η λίστα lst2 µε τα εξής ζεύγη βάσεων: 

 

 
 

Οι δύο πίνακες που βρέθηκαν µε τους παραπάνω αλγορίθµους, παρουσιάζονται αντίστοιχα 

στα  Σχήµατα 2.13 & 2.14 στα οποία εµφανίζονται οι παρακάτω βέλτιστες τοπικές 

αντιστοιχίσεις: 

 

CGACAT

CGTCAT
|||||  

και 

 

CAT

CAT
||| . 

 

Η υλοποίηση του Μέρους (II) του Αλγορίθµου 2.14 στο Mathematica  µε συνάρτηση 

οµοιότητας ),(),( 12 basbas = , συνάρτηση ανάθεσης  indels )()( 12 kgkg =  και κόστος 

αναστροφής ίσο µε 2−=γ  δίνεται παρακάτω απ� όπου προκύπτει η άριστη τοπική 

αντιστοίχιση µε χρήση της 1ης αναστροφής. 

 

GTCCTCTCACC

GTTATCTAACC

∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗
||||||||  

 

Στη βέλτιστη τοπική αντιστοίχιση, µε αστερίσκο έχουν αντικατασταθεί τα ζεύγη βάσεων 

που έχουν αντιστοιχηθεί κατά την εφαρµογή της 1ης αναστροφής.  Ο τελικός πίνακας W  και 

η άριστη αντιστοίχιση παρουσιάζονται στο Σχήµα 2.15. Η έντονη γραφή και υπογράµµιση 

δηλώνει τα ζεύγη βάσεων της άριστης τοπικής αντιστοίχισης, ενώ µε πλάγια γραφή και 

υπογράµµιση δηλώνεται η άριστη τοπική αντιστοίχιση µε χρήση της 1ης αναστροφής.  
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  3 
 

 

Ένα Μοντέλο Πιθανοτήτων για τη Μελέτη 
Ακολουθιών DNA 

 

 

3.1   Εισαγωγή 
 

Στην παράγραφο αυτή, εξετάζουµε το πρόβληµα της αντιστοίχισης δύο αλυσίδων DNA 

ίσου µήκους, όπου η µία ακολουθία συγκρίνεται µε την άλλη, αντιστοιχίζοντας την i-οστή 

βάση της µιας µε την i-οστή βάση της άλλης, για .,2,1 K=i  Στην περίπτωση αυτή, 

παραλείπεται το µηδενικό στοιχείο �-� και δεν χρησιµοποιούνται οι έννοιες της προσθήκης ή 

αφαίρεσης βάσεων (indels) κατά την τοποθέτηση της µιας ακολουθίας κάτω από την άλλη. 

Όταν, κατά την αντιστοίχιση, βρίσκουµε ταυτόσηµες βάσεις λέµε ότι έχουµε σύµπτωση των 

στοιχείων (match) ενώ όταν εµφανίζονται διαφορετικές µεταξύ τους βάσεις, έχουµε µη 

σύµπτωση (mismatch). Οι δύο αυτές έννοιες στο χώρο των πιθανοτήτων µεταφράζονται ως 

επιτυχία (success) και αποτυχία (failure) αντίστοιχα ή συµβολικά χρησιµοποιούνται η µονάδα 

«1» και το µηδέν «0». Έτσι, όλη η διαδικασία αντιστοίχισης δύο ακολουθιών DNA ανάγεται 

σε µια ακολουθία δύο αποτελεσµάτων, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα που 

αντιστοιχίζονται δύο τµήµατα ακολουθιών µήκους 12=n . 

 

 

 

 

 

Η ακολουθία δίτιµων αποτελεσµάτων µελετάται ως προς την εµφάνιση ροών επιτυχιών 

(success runs), γενικευµένων ροών επιτυχιών ή συναρτήσεων σάρωσης (scans) και ειδικών 

σχηµατισµών (patterns). Οι ροές επιτυχιών αποτελούν µια αδιάκοπη σειρά επιτυχιών που 

εµφανίζονται µεταξύ δυο αποτυχιών ενώ οι σαρώσεις, ως µια γενίκευση των ροών, 

αποτελούν τµήµατα ακολουθιών στα οποία µεταξύ των επιτυχιών επιτρέπεται η παρουσία 

G A C T T G A T G G T C 
G G C T A T A T G A T C 

   1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 
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ενός µεγίστου αριθµού αποτυχιών. Έτσι, λέγοντας r -γενικευµένη ροή επιτυχιών µήκους k , 

εννοούµε τον αριθµό των τµηµάτων (windows) µήκους k στα οποία περιέχονται τουλάχιστον 

r  επιτυχίες σε µια ακολουθία n  αποτελεσµάτων. Οι ροές επιτυχιών και οι συναρτήσεις 

σάρωσης αποτελούν ειδικές περιπτώσεις των προτύπων ή των σχηµατισµών που βρίσκουν 

µεγάλη εφαρµογή στο πεδίο των ακολουθιών DNA για τη µελέτη ειδικών 

επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών (tandem repeats).  

Όσον αφορά τις ροές που σχετίζονται µε δίτιµες δοκιµές Bernoulli, γίνεται χρήση 

διάφορων στατιστικών συναρτήσεων. Ωστόσο, στην παρούσα διπλωµατική θα περιοριστούµε 

στη µελέτη της ακριβούς κατανοµής της στατιστικής συνάρτησης knS ,
(2) (k-tuple statistic), 

που εκφράζει το συνολικό αριθµό επιτυχιών στις ροές επιτυχίας µεγέθους τουλάχιστον 

k (total number of successes in success runs of length at least k ).  

Για αυτήν τη στατιστική συνάρτηση έχει µελετηθεί εκτενώς η ασυµπτωτική της κατανοµή 

και έχουν δοθεί προσεγγίσεις και φράγµατα. Ακόµα, µε χρήση τεχνικών συνδυαστικής 

ανάλυσης (combinatory analysis)  έχει µελετηθεί η ακριβής κατανοµή της, που όµως είναι 

αρκετά δύσκολο να υπολογιστεί. Αρκετά πρόσφατα, µε τις µελέτες των Fu (1986) και Fu & 

Koutras (1994), η ακριβής κατανοµή της αντιµετωπίζεται µε έναν διαφορετικό τρόπο µε τη 

χρήση της τεχνικής της περιγραφής της τυχαίας µεταβλητής, που µας ενδιαφέρει, µε µια 

πεπερασµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα (finite Markov chain imbedding ή FMCI). Σύµφωνα µε 

αυτήν την τεχνική, αρκεί να οριστούν ένας κατάλληλος χώρος καταστάσεων (state space), 

µια διαµέριση (partition) και οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης (transition probability 

matrices) της αλυσίδας. Η προσέγγιση αυτή µπορεί να εφαρµοστεί σε ακολουθίες δίτιµων 

αποτελεσµάτων (bistate trials) ή πολλαπλών αποτελεσµάτων (multistate trials) που είναι 

ανεξάρτητα και ισόνοµα κατανεµηµένα (independent and identically distributed ή i.i.d.) ή σε 

ακολουθίες µε Μαρκοβιανά εξαρτηµένες δίτιµες δοκιµές µε πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης  

 

FF FS

SF SS

p p
p p
 

=  
 

A  

 

ή ακόµα και σε ακολουθία ανεξάρτητων αλλά όχι ισόνοµων δίτιµων αποτελεσµάτων.  

 
                                                
(2) Ο συµβολισµός που χρησιµοποιείται είναι σύµφωνος µε την εργασία της Lou (2003). Στη βιβλιογραφία 
χρησιµοποιούνται επίσης και οι συµβολισµοί k

nS  ή k
nR . 
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3.2   Θεωρία των Ροών και των Σχηµατισµών (Theory of Runs and Patterns) 

 

Η στοχαστική ανάλυση των αλυσίδων DNA βασίζεται στη θεωρία των ροών και των 

σχηµατισµών (theory of runs and patterns) για δίτιµες (bistate) δοκιµές Bernoulli. Όπως 

έχουµε αναφέρει, η ανίχνευση των επαναλαµβανόµενων ειδικών σχηµατισµών κρίνεται 

απαραίτητη για τον κλάδο της Μοριακής Βιολογίας. Με αφορµή τη σηµαντικότητα της 

ανίχνευσης των σχηµατισµών αυτών σε ακολουθίες DNA, η στατιστική συνάρτηση knS ,  

βρίσκει σηµαντική εφαρµογή. Παρακάτω περιγράφεται η διαδικασία εµφάνισης 

επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών σε ακολουθίες DNA. 

Το µόριο του DNA υφίσταται τυχαίες µεταβολές (random mutations) καθώς οι γενετικές 

πληροφορίες µεταβιβάζονται από γενιά σε γενιά. Για το λόγο αυτό, οι επαναλαµβανόµενοι 

σχηµατισµοί αποτελούνται από «κατά προσέγγιση» αντίγραφα (approximate copies), 

σηµειώνοντας διαφορές µεταξύ τους. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να επιτρέπεται η εµφάνιση 

αντικαταστάσεων και προσθηκών ή αφαιρέσεων βάσεων. Ένα πραγµατικό παράδειγµα 

εµφάνισης ενός «κατά προσέγγιση» επαναλαµβανόµενου σχηµατισµού, που αποτελείται από 

39 βάσεις, σε µια ακολουθία DNA εµφανίζεται παρακάτω όπου παρουσιάζονται µόνο 2 από 

τα 8 αντίγραφα, Benson & Su (1998). Η πραγµατική ακολουθία εµφανίζεται στην πρώτη 

γραµµή και ο επαναλαµβανόµενος σχηµατισµός στη δεύτερη γραµµή. 

 
  *                   *    *              

C C C G C C G C C C - - C G T C T G G G A T G T G G G G A G C G C C T C T G C
C C G G C C G C C C A T C G T C T G G G A A G T G A G G A G C G C C T C T G C

 
      *   *  * *                            

C C G G C C A C G A C C C C G T C T G G G A A G T G A G G A G C - C C T C T G C
C C G G C C G C - C C A T C G T C T G G G A A G T G A G G A G C G C C T C T G C

 

 

Στην αντιστοίχιση του τµήµατος της ακολουθίας µε τον ειδικό σχηµατισµό, ο 

συµβολισµός ∗  δηλώνει την αντικατάσταση των βάσεων και ο συµβολισµός  �  την εµφάνιση 

indel.  

Προκειµένου να ανιχνευθούν τέτοιοι σχηµατισµοί σε µια ακολουθία, αναζητούνται ζεύγη 

οµοίων βάσεων µεγέθους τουλάχιστον k  (matching k-tuples), όπου η τιµή του k  επιλέγεται 

να είναι ίση τουλάχιστον µε 2 για περισσότερη υπολογιστική αποδοτικότητα. Για την 
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κατανόηση της  εφαρµογής του στατιστικού knS ,  στις ακολουθίες DNA περιγράφεται το εξής 

παράδειγµα που έχει δοθεί από την Lou (2003). Σε ένα τµήµα µιας ακολουθίας DNA 

θεωρούµε ότι εµφανίζεται ένα «κατά προσέγγιση» επαναλαµβανόµενο αντίγραφο ενός 

ειδικού σχηµατισµού 2 φορές. Στο σχήµα που ακολουθεί, όπως προαναφέρθηκε, στην πρώτη 

γραµµή εµφανίζεται το τµήµα της ακολουθίας DNA και στη δεύτερη ο επαναλαµβανόµενος 

σχηµατισµός ως εξής: 

  

 

 

 

 

 Στην αντιστοίχιση της ακολουθίας µε τον ειδικό σχηµατισµό, το σύµβολο ∗  δηλώνει την 

αναπλήρωση των βάσεων. Αν αντιστοιχίσουµε τα δύο αυτά τµήµατα της ακολουθίας, 

µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών που αποτελείται από τις τιµές 

0 και 1. Έτσι, η ακολουθία DNA µετά την αντιστοίχιση του ενός τµήµατος κάτω από το άλλο 

µετατρέπεται σε ακολουθία που αποτελείται από τις τιµές 0 και 1 ως εξής: 

 

 

 

 

 

 

 

Για τη δίτιµη ακολουθία (binary sequence) που σχηµατίστηκε, θεωρώντας την τιµή του k 

για τη ροή επιτυχίας ίση µε 2, 2=k , παρατηρούµε ότι υπάρχουν δύο ροές επιτυχιών 

µεγέθους τουλάχιστον 2, µια που αποτελείται από µια ροή επιτυχίας µεγέθους 5 και µια ροή 

µεγέθους ακριβώς ίσου µε 2=k . Εποµένως προκύπτει 72,12 =S . 

Αφού βρεθεί η τιµή της στατιστικής συνάρτησης knS , , κρίνεται στη συνέχεια απαραίτητη 

η εύρεση της στατιστικής σηµαντικότητας εµφάνισης συνολικών επιτυχιών σε ροές επιτυχίας 

µεγέθους τουλάχιστον k . Ο υπολογισµός της στατιστικής σηµαντικότητας απαιτεί γνώση της 

κατανοµής του στατιστικού knS ,  και η επιτυχία της προσέγγισης της µεθόδου αυτής 

*       * * *  
C A A G T G T G G G T C G A A G T G A G G A G C 
G A A G T G T G G A T C G A A G T G T G G A T C 

C A A G T G T G G G T C
G A A G T G A G G A G C
0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1
 

43421
5=k

{
2=k
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εξαρτάται από την ακρίβεια υπολογισµού της κατανοµής του.   

Εξαιτίας της σηµαντικότητας των επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών στο χώρο της 

Μοριακής Βιολογίας, αρκετοί ήταν αυτοί που ασχολήθηκαν µε την εύρεση αλγορίθµων 

εντοπισµού τους. Ανάµεσα τους, αναδεικνύεται η προσφορά του Benson (1999) µε την 

ανάπτυξη του αλγορίθµου «Tandem-Repeats-Finder» (TRF). Στη φάση εντοπισµού των 

σχηµατισµών, οι υποψήφιες ακολουθίες υπόκεινται σε έλεγχο υποθέσεων ενός σχηµατισµού 

µήκους n  µε χρήση της στατιστικής συνάρτησης knS ,  υπό την υπόθεση ότι η δίτιµη 

ακολουθία είναι ανεξάρτητη. Λόγω της πολυπλοκότητας υπολογισµού της ακριβούς 

κατανοµής της στατιστικής συνάρτησης, οι Benson & Su (1998) χρησιµοποίησαν την 

Κανονική Προσέγγιση υπολογίζοντας τη µέση τιµή και τη διακύµανση µε χρήση 

υπολογιστικών αλγορίθµων. 

 Οι Goldstein & Waterman (1992) µελέτησαν την κατανοµή του στατιστικού knS ,  για 

ακολουθία δοκιµών µε πιθανότητα επιτυχίας ίση µε 25.0=p , χρησιµοποιώντας τη σύνθετη 

κατανοµή Poisson (compound Poisson distribution) για να προσεγγίσουν την πιθανότητα 

)( , xSP kn = . Οι Fu et al. (2002), για τη µελέτη της ασυµπτωτικής κατανοµής του knS , , 

εφάρµοσαν την τεχνική των Fu & Koutras (1994) σε ακολουθίες Μαρκοβιανών εξαρτηµένων 

δίτιµων δοκιµών (homogeneous Markov-dependent two-state trials). Αργότερα, η Lou (2003) 

χρησιµοποίησε την ίδια µέθοδο για τον υπολογισµό της ακριβούς κατανοµής του στατιστικού 

για ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας ίση µε p . Η τεχνική 

FMCI τροποποιείται από τους Antzoulakos, Bersimis and Koutras  (2003) και η ακριβής 

κατανοµή του στατιστικού εξετάζεται υπό την έννοια της τυχαίας µεταβλητής εµφυτεύσιµης 

σε Μαρκοβιανή αλυσίδα πολυωνυµικού τύπου (MVP), προς υπολογιστική διευκόλυνση. Σε 

µια τελευταία εργασία, χρησιµοποιείται η τεχνική FMCI από τον Martin (2005) και 

επεκτείνονται τα αποτελέσµατα σε δίτιµες Μαρκοβιανές αλυσίδες µεγαλύτερης τάξης ίσης µε 

m (m-th order Markovian sequences). 

Στη συνέχεια, αναπτύσσονται, µε τη χρήση της τεχνικής FMCI, η µελέτη της ακριβούς 

κατανοµής του στατιστικού knS ,  που αφορά ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνοµων δίτιµων 

δοκιµών (independently and identically distributed ή i.i.d.) Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 

ίση µε p . Επίσης, για την  i.i.d. περίπτωση, θα αντιµετωπιστεί η συνάρτηση knS ,  ως µια 

τυχαία µεταβλητή εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή αλυσίδα πολυωνυµικού τύπου. 
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3.3   Ακριβής κατανοµή µε χρήση της Τεχνικής Finite Markov Chain Imbedding 

(FMCI) 

 

3.3.1  Μεταβλητή εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή Αλυσίδα (Markov chain embeddable 

variable)   

 

Ο συνολικός αριθµός επιτυχιών σε ροές επιτυχίας µεγέθους τουλάχιστον k  µαθηµατικά 

ορίζεται από τη σχέση 

 

                                                               ∑
=

=
n

ki
inkn iRS ,, ,                                                       (3.1) 

 

όπου µε inR ,  συµβολίζεται ο αριθµός των ροών επιτυχίας µεγέθους ακριβώς i  σε µια 

ακολουθία n  δοκιµών. Οι τιµές της inR ,  για κάθε  nkki ...,,1, +=   υπολογίζονται στην 

περίπτωση που η ροή επιτυχίας λαµβάνεται µεταξύ δυο αποτυχιών (non-overlap counting), 

ενώ δεν υπολογίζονται οι επικαλυπτόµενες ροές µεγέθους  k≥ , που εµφανίζονται σε µια ροή 

επιτυχίας µεγαλύτερου µήκους (overlap counting). Έτσι, για παράδειγµα αν θεωρήσουµε την 

δίτιµη ακολουθία  

 

11101011  

 

µε 8=n  και 2=k , έχουµε µια ροή µεγέθους ακριβώς ίσου µε 2, οπότε 12,8 =R , και µια ροή 

µεγέθους ακριβώς 3, οπότε 13,8 =R . Εποµένως, ο συνολικός αριθµός επιτυχιών µεγέθους 

τουλάχιστον 2 θα προκύπτει από τον τύπο (3.1) ως 513122,8 =×+×=S . 

 

Η ακριβής κατανοµή του στατιστικού, knS , , προκύπτει σύµφωνα µε την αρχή FMCI που 

αναπτύχθηκε από τους Fu (1986) και Fu & Koutras (1994). Η αρχή αυτή καθιστά εφικτή την 

προσαρµογή της στατιστικής συνάρτησης knS ,  στα πλαίσια µιας πεπερασµένης Μαρκοβιανής 

αλυσίδας της οποίας η ακριβής κατανοµή µπορεί να περιγραφεί µε τη βοήθεια πινάκων 

πιθανοτήτων µετάβασης της προσαρµοσµένης Μαρκοβιανής αλυσίδας.  
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Σύµφωνα µε την αρχή αυτή, η συνάρτηση πιθανότητας (probability mass function) µιας 

πεπερασµένης µη-αρνητικής ακέραιας τ.µ.  (non-negative finite integer-valued random 

variable) nX  µπορεί να εκφραστεί µε τη βοήθεια µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας, αν ικανοποιεί 

τις προϋποθέσεις του παρακάτω ορισµού. 

 

 

Ορισµός 3.1  (Fu & Koutras (1994)) 

Μια τυχαία µεταβλητή nX  καλείται µεταβλητή εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή αλυσίδα 

εάν, ικανοποιούνται τα εξής: 

 

(i) Ορίζεται µια πεπερασµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα { }ntYt ...,,1,0: =  στον 

πεπερασµένο χώρο καταστάσεων (finite state space) { }tΩ  µε πίνακες πιθανοτήτων 

µετάβασης  Mt, nt ...,,1=  και αρχικό διάνυσµα πιθανότητας (initial probability 

vector)  ξο, 

 

(ii) Υπάρχει µια πεπερασµένη διαµέριση (partition) { }lxCx ...,,1,0: =  στο χώρο Ωn, 

έτσι ώστε για κάθε lx ...,,1,0=  η συνάρτηση πιθανότητας ισούται µε: 

)|()( οξxnn CYPxXP ∈== . 

 

Έτσι, αν η knS ,  µπορεί να εκφραστεί µε τη βοήθεια µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας, τότε 

µπορεί να επιτευχθεί η εύρεση της ακριβούς κατανοµής της µε την κατάλληλη κατασκευή 

τριών αναγκαίων συνιστωσών: ενός κατάλληλου χώρου καταστάσεων Ωn, µιας κατάλληλης 

διαµέρισης { }xC  στο χώρο Ωn για κάθε ένα από τα  lx ...,,1,0=  και µιας Μαρκοβιανής 

αλυσίδας µε τους αντίστοιχους πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης  Mt, nt ...,,1= . 

 

 

Η Lou (2003) στην εργασία της, για µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών { }iZ  µε ni ,...,2,1= , 

προσαρµόζει τη στατιστική συνάρτηση knS ,  σε Μαρκοβιανή αλυσίδα µε την προσθήκη µιας 

βοηθητικής µεταβλητής tE , ορίζοντας τα εξής: 
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(a) Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα tY , στο σύνολο { }nzzzw ,...,, 21= , είναι ίση µε 

( )tktt ESwY ,)( ,= , όπου µε ktS ,  παριστάνεται ο αριθµός των επιτυχιών µήκους τουλάχιστον k  

στις πρώτες  t  δοκιµές και µε tE  παριστάνεται η κατάληξη (ending block) των πρώτων t 

δοκιµών. Η κατάληξη tE  καταγράφει τον αριθµό επιτυχιών στην τρέχουσα ροή t  και ισούται 

µε 0 κατά την εµφάνιση αποτυχίας, 0=tZ , ενώ µπορεί να πάρει τις τιµές από 1 έως 1k −  

όταν εµφανίζονται στη σειρά επιτυχίες µε µήκος µικρότερο του k . Χρησιµοποιείται επίσης 

µια τιµή ∗k  η οποία συµβολίζει τη ροή επιτυχιών µήκους µεγαλύτερου ή ίσου του k  και 

χρησιµεύει προκειµένου να µειωθεί το µέγεθος του χώρου καταστάσεων. Έτσι, ορίζεται ένα 

σύνολο { }0,1,..., 1,k k ∗= −E , που αποτελεί τη συλλογή όλων των πιθανών τιµών της 

βοηθητικής µεταβλητής tE  για κάθε δοκιµή.  

 

Για να γίνει πιο κατανοητή η παραπάνω διαδικασία ορισµού της Μαρκοβιανής αλυσίδας 

θεωρούµε την ακολουθία { }01011=w  µεγέθους  5=n  και επιλέγουµε την τιµή 2=k . Τότε 

οι τιµές που παίρνει η ποσότητα )(wYt , για 5...,,1=t  είναι οι εξής:  

 

{ })0,2(),1,2(),0,2(),2,2(),1,0( 54321 ===== ∗ YYYYY . 

 

(b) Το χώρο καταστάσεων { }),( , tktt ESΩ = , για nt ...,,1= , όπου το µέγεθος του nΩ  

δίνεται από τη σχέση  ))(1(
2

)2)(1( lknkllkd −−+++++=   µε   { }knkl −= ,min .  

 

(c) Μια διαµέριση που διαµορφώνεται ως εξής  

 

{ } { } { }0 (0,0) , ( ,0), , ( , ) , , ( , ) : 0, ,..., &k xC C k k k C x i x k n i∗= = = = ∈K K E , 

 

όπου { }∗−= kk ,1...,,1,0E . 

 

 

Τότε για τον υπολογισµό της συνάρτησης πιθανότητας της στατιστικής συνάρτησης knS ,  
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ισχύει το επόµενο θεώρηµα που στηρίζεται στο θεώρηµα των Fu & Koutras (1994) και 

αποτελεί άµεση συνέπεια των εξισώσεων Chapman-Kolmogorov.  

 

Θεώρηµα 3.4  (Lou (2003)) 

Αν η στατιστική συνάρτηση knS ,  µπορεί να εµφυτευτεί σε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα, τότε 

ισχύει  

                                    

                                   )()(
1

0, x

n

t
tkn CxSP UMξ ′






== ∏
=

,   nkx ...,,,0=                              (3.2) 

 

όπου 0ξ  είναι το αρχικό διάνυσµα πιθανοτήτων, )0,,0,1,,1,0,,0()( ′=′ KKKxCU  είναι 

ένα διάνυσµα στήλη διάστασης 1×d  ( d  ο πληθικός αριθµός του συνόλου nΩ ), στο οποίο οι 

µονάδες αντιστοιχούν στις θέσεις που συνδέονται µε τις καταστάσεις της διαµέρισης xC , και 

( ) ntp yxvut ...,,1,),)(,( ==M  , είναι οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης της Μαρκοβιανής 

αλυσίδας. Θεωρώντας )1( == iZPp  και )0( == iZPq , οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης 

ορίζονται από την ακόλουθη σχέση: 

 

    { }














=+=+=
−=+=+=

−<+==
==

====
∗

−

ά
kyyvxu
kyyvkxu

kyyvxu
yέόvxu

p
p
p
q

yxYvuYPp ttyxvu

διαφορετικ
για
για

για
τουςτιµτιςλεςγια

,1,1
1,1,

1,1,
,0,

,0
,
,
,
,

),(|),( 1),)(,(     (3.3) 

 

Στην περίπτωση που ισχύει 1−≥ ky , προκύπτουν οι εξής ισοδυναµίες 

),()1,( ∗+≡++ kkxykx και ),1()1,1( ∗+≡++ kxyx . 

 

Απόδειξη 

Οι πιθανότητες µετάβασης ),)(,( yxvup  προκύπτουν άµεσα από τον τρόπο ορισµού της 

αλυσίδας ),( , tktt ESY = . Έτσι, ο συνολικός αριθµός επιτυχιών σε ροές επιτυχίας µεγέθους 

τουλάχιστον k , knS , , µπορεί να εκφραστεί µέσω µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας και η εξίσωση 
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υπολογισµού των πιθανοτήτων του, προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα των Fu-Koutras 

(1994).                                                                                                                                         � 

 

Οι ροπές r-τάξης του στατιστικού knS , , )( ,
r

knSE , δίνονται από τη σχέση  

 

                                                      r

n

t

r
knSE VMξ t 







= ∏
=1

0, )( ,                                               (3.4) 

 

όπου ∑ ′=
x x

r
r Cx )(UV  και για 1=r  προκύπτει η επόµενη σχέση για τη µέση τιµή  

 

)()(
1

0, xx

n

t
kn CxSE ∑∏ ′







=
=

UMξ t . 

 

Ο υπολογισµός της διακύµανσης επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια της σχέσης 

( ) )()()( 2
,

2
,, knknkn SESESVar −= ,  όπου η ποσότητα )( 2

,knSE  προκύπτει από τη σχέση (3.4) 

για 2=r . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η Μαρκοβιανή αλυσίδα { }tY  είναι οµογενής (homogeneous) και οι 

πιθανότητες µετάβασής της είναι ανεξάρτητες της παραµέτρου t , δηλαδή ισχύει MM t =  για 

όλες τις τιµές του nt ...,,1= . Έτσι, η εξίσωση (3.2) µπορεί να γραφεί στη µορφή  

 

                                       ),()( 0, x
n

kn CxSP UMξ ′==    nkx ...,,,0= .                                (3.5) 

 

Η µεθοδολογία αυτή µπορεί να εφαρµοστεί για την εύρεση της ακριβούς κατανοµής της 

knS , . Ωστόσο, η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης µπορεί να προσεγγιστεί από την 

κανονική κατανοµή για µεγάλες τιµές του  n , τιµή του p κοντά στο 1 και αρκετά µικρή τιµή 

του nk / , Lou (2003). 
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3.3.2    Μεταβλητή εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή αλυσίδα Πολυωνυµικού Τύπου  (Markov 

chain embeddable variable of polynomial type, MVP)   

 

Στην πράξη, πολλές φορές το µήκος των προς σύγκριση ακολουθιών είναι αρκετά µεγάλο 

και η εφαρµογή της µεθόδου της Μαρκοβιανής εµφύτευσης όπως ορίστηκε από τους Fu & 

Koutras (1994) απαιτεί τη χρήση πινάκων µεγάλης διάστασης. Κατά συνέπεια, καθιστά µη 

υπολογιστικά εφαρµόσιµη την παραπάνω µεθοδολογία για ακολουθίες µεγάλου µήκους, 

αφού στις πράξεις υπεισέρχονται πολλαπλασιασµοί πινάκων µεγάλης διάστασης.  

Για την αντιµετώπιση αυτής της δυσκολίας, οι Koutras & Alexandrou (1995) εισήγαγαν 

την έννοια της τυχαίας µεταβλητής ∆ιωνυµικού Τύπου εµφυτεύσιµης σε Μαρκοβιανή 

αλυσίδα  (Markov chain embeddable variable of Binomial Type, MVB). Η ιδέα αυτής της 

τροποποιηµένης τεχνικής της Μαρκοβιανής εµφύτευσης στηρίχτηκε στην παρατήρηση ότι, 

κάθε πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης tM  , για nt ,,1K= , µπορεί να εµφανιστεί σε µια 

µορφή διαµερισµένου πίνακα (blocked matrix) µε µη-µηδενικά στοιχεία µόνο στα διαγώνια 

τµήµατα (υποπίνακες) και στα τµήµατα που βρίσκονται ακριβώς δεξιά αυτών (σχηµατίζοντας 

επίσης µια µη κύρια διαγώνιο). Με αυτόν το διαχωρισµό των πινάκων, η ακριβής κατανοµή 

µιας στατιστικής συνάρτησης µπορεί να υπολογιστεί θεωρώντας κατάλληλα διανύσµατα 

πιθανοτήτων (probability vectors) που περιγράφουν τη συνολική κατάσταση µιας 

Μαρκοβιανής διαδικασίας σε χρόνο t .  

Μια ευρύτερη κατηγορία µεταβλητών που εµφυτεύονται σε Μαρκοβιανές αλυσίδες είναι 

οι λεγόµενες µεταβλητές Πολυωνυµικού Τύπου  (Markov chain embeddable variables of 

polynomial type, MVP ) που εισήχθησαν από τους Antzoulakos, Bersimis and Koutras (2003). 

Για αυτήν την κατηγορία µεταβλητών οι διαµερίσεις xC , για K,1,0=x , αποτελούνται από 

το ίδιο πεπερασµένο πλήθος στοιχείων (cardinality) που συµβολίζεται µε xCs = . Η 

στατιστική συνάρτηση knS ,  ανήκει στην κατηγορία των MVP µεταβλητών και στη συνέχεια 

της παραγράφου αυτής θα παραθέσουµε τον ορισµό και τη µεθοδολογία που σχετίζεται µε τις 

µεταβλητές τύπου MVP  για τον υπολογισµό της συνάρτησης πιθανότητας, της µονής 

(generating function) και της διπλής γεννήτριας συνάρτησης (double generating function), 

καθώς και της ροπογεννήτριας συνάρτησης. 

Γενικά, µια πεπερασµένη µη-αρνητική ακέραια τ.µ. nX  ονοµάζεται MVP, αν ικανοποιεί 

τις τρεις προϋποθέσεις του επόµενου ορισµού. 



 
 

92

Ορισµός 3.2  ( τ.µ. MVP ) 

Μια τυχαία µεταβλητή nX  καλείται MVP (Markov Chain embeddable variable of 

polynomial type (MVP)), αν ικανοποιούνται τα εξής: 

 

(i) Ορίζεται µια Μαρκοβιανή αλυσίδα { }ntYt ...,,1,0: =  στο διακριτό χώρο 

καταστάσεων (discrete state space) Ω  που αποτελείται από τις διαµερίσεις 

{ }1,1,0, ,,, −= sxxxx cccC K , όπου ),(, jxc jx = , έτσι ώστε να ισχύει U
0≥

=
x

xCΩ , 

(ii) Υπάρχει ένας θετικός ακέραιος αριθµός 1>m  έτσι ώστε για 1≥t  να ισχύει    

0)|( 1 =∈∈ − xtyt CYCYP  για όλες τις τιµές του mxxxy ++≠ ,,1, K   και 

(iii) Για κάθε 0≥x  και 0≥n  ως προς τις πιθανότητες ισχύει: 

)()( xnn CYPxXP ∈== . 

 

Στην περίπτωση που για το θετικό ακέραιο αριθµό m  ισχύει 1=m , η τυχαία µεταβλητή 

nX  θα ανήκει στην ειδικότερη κατηγορία των εµφυτεύσιµων µεταβλητών Μαρκοβιανής 

αλυσίδας ∆ιωνυµικού Τύπου, Koutras & Alexandrou (1995). 

Η χαρακτηριστική ιδιότητα µιας µεταβλητής MVP είναι ότι οι διαµερίσεις xC , 0≥x , 

ταξινοµούνται κατά τέτοιον τρόπο έτσι ώστε όταν η αλυσίδα βρίσκεται σε µια κατάσταση της 

διαµέρισης xC  µπορεί να µεταβεί σε µια κατάσταση που ανήκει σε µία εκ των διαµερίσεων  

xC , 1+xC , K , mxC + . Οι 1+m  πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης  

 

( )
ssjxtjixtit cYcYPxA

×−′+ === )|()( ,1,, , για 01,0 ≥≥≤≤ xtmi και  

 

ικανοποιούν την προϋπόθεση (ii) του Ορισµού 3.2 έτσι ώστε να καθιστούν τον πίνακα 

∑
=

m

i
it xA

0
, )(  στοχαστικό. 

 

Επιπλέον, από τα διανύσµατα πιθανοτήτων  

 

( ))(,),(),()( 1,1,0, −==== sxtxtxtt cYPcYPcYPx Kf , για 0≥t  και 0≥x  
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λαµβάνοντας υπόψη την προϋπόθεση (iii) του Ορισµού 3.2, προκύπτει η συνάρτηση 

πιθανότητας  της τ.µ. nX  από την ακόλουθη σχέση   

 

1′=′== )()1,,1,1)(()( xxxXP nnn ff K ,  για 0≥n  και 0≥x , 

 

όπου µε 1  συµβολίζεται το διάνυσµα στήλη διάστασης s×1  µε όλα τα στοιχεία του ίσα µε 

1 . 

 

Για 0=n  και 0=x  ισχύει η συνθήκη 1)0( 0 ==XP  που οδηγεί στα συµπεράσµατα 

 

( ) 1)(,),(),()0( 1,001,000,0000 =′====′=′ − 111 scYPcYPcYP Kfξ  

0)(0 =′=′ 11 xx fξ , για 1≥x . 

 

Για την εύρεση της συνάρτησης πιθανότητας µιας MVP τ.µ. nX , αρκεί να υπολογιστεί η 

ακολουθία διανυσµάτων )(xtf . Το επόµενο θεώρηµα δίνει µια επαναληπτική σχέση για τον 

υπολογισµό της.  

 

Θεώρηµα 3.5 

Η ακολουθία διανυσµάτων (sequence of vectors) )(xtf  ικανοποιεί την επαναληπτική 

σχέση  

 

∑
=

− −−=
),min(

0
,1 )()()(

mx

i
ittt ixAixx ff ,  για 1≥t  και 0≥x . 

 

Απόδειξη  

Έστω, 1≥t , 0≥x  και 10 −≤≤ sj . Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος ολικής 

πιθανότητας (Total Probability Theorem) προκύπτει ότι 

 

∑ ∑
=

−

=
−−−− =====

),min(

0

1

0
,1,1,, )()|()(

mx

i

s

r
rixtrixtjxtjxt cYPcYcYPcYP  
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    ∑ ∑
=

−

=
−−++ =′−=

),min(

0

1

0
,11,1 )()(

mx

i

s

r
rixtjitr cYPixA ee  

 

                                             ∑ ∑
=

−

=
+− ′−−=

),min(

0

1

0
1,1 )()(

mx

i

s

r
jitt ixAix ef  

 

                                        ∑
=

+− ′−−=
),min(

0
1,1 )()(

mx

i
jitt ixAix ef , 

 

όπου τα διανύσµατα ie  συµβολίζουν τα µοναδιαία διανύσµατα-γραµµές του συνόλου sℜ . � 

 

Στη συνέχεια θεωρούµε τη γεννήτρια συνάρτηση, )(ztφ , και τη διπλή γεννήτρια 

συνάρτηση, ),( wzΦ , οι οποίες ορίζονται αντίστοιχα από τις σχέσεις 

 

∑
∞

=
==

0
)()(

x

x
tt zxXPzφ  

∑
∞

=
=

0
)(),(

t

t
t wzwzΦ φ , 

 

ενώ ορίζουµε µε )(ztφ  και ),( wzΦ  τις αντίστοιχες διανυσµατικές γεννήτριες συναρτήσεις 

της ακολουθίας διανυσµάτων )(xtf  που δίνονται από τις σχέσεις 

 

∑
∞

=
=

0
)()(

x

x
tt zxz fφ , για 0≥t  

∑
∞

=
=

0
)(),(

t

t
t wzwz φΦ . 

 

Για αυτές τις συναρτήσεις θα ισχύουν τα εξής  

 

00 )( ξφ =z , 

1′= )()( zz tt φφ , για 1≥t  και 
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1′= ),(),( wzwzΦ Φ . 

 

Συνήθως, οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης )(, xA it  δεν εξαρτώνται από το x  δηλαδή 

ισχύει itit AxA ,, )( = , για 1≥t  και 0≥x . Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την έκφραση της 

γεννήτριας συνάρτησης υπό µορφή γινοµένου, όπως δίνεται στο παρακάτω θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 3.6 

Αν ισχύει itit AxA ,, )( = , για 1≥t  και 0≥x , το διάνυσµα της γεννήτριας συνάρτησης της 

τ.µ. tX  προκύπτει από τη σχέση 

 

∏ ∑
= =








=
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i
irt zAz

1 0
,0)( ξφ , για 1≥t . 

 

Απόδειξη 

Για 1≥t , χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.5, η διανυσµατική γεννήτρια συνάρτηση 

προκύπτει ως εξής 
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Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για τον υπολογισµό των διανυσµατικών 

συναρτήσεων  )(1 zt−φ , )(2 zt−φ , K , )(1 zφ  προκύπτει η προς απόδειξη σχέση.                       � 

 

Στην περίπτωση που η τ.µ. tX  απαριθµεί σχηµατισµούς σε µια ακολουθία ανεξάρτητων 
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και ισόνοµων δοκιµών, οι πίνακες )(, xA it  είναι ανεξάρτητοι από τις παραµέτρους x  και t  

(οµογενής περίπτωση). Τότε, για τη διανυσµατική γεννήτρια συνάρτηση ),( wzΦ  προκύπτει 

το παρακάτω θεώρηµα. 

 

 

Θεώρηµα 3.7 

Αν ισχύει iit AxA =)(,  για 1≥t  και 0≥x , τότε η διπλή διανυσµατική γεννήτρια 

συνάρτηση της τ.µ. tX  δίνεται από τη σχέση 
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όπου ο πίνακας I  είναι ο µοναδιαίος πίνακας. 

 

Απόδειξη 

Προκύπτει άµεσα µε τη βοήθεια του Θεωρήµατος 3.6 ως εξής  
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όπου η τελευταία ισότητα ισχύει µε την προϋπόθεση ότι περιοριζόµαστε σε  µια κατάλληλη 

περιοχή γύρω από το µηδέν για την παράµετρο w .                                                                 � 

 

Επίσης, για την οµογενή MVP  τ.µ. tX  το παρακάτω θεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για την εύρεση της µέσης τιµής )( tt XE=µ  για 1≥t  και της γεννήτριας συνάρτησης  
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κάνοντας χρήση των πινάκων πιθανοτήτων µετάβασης iA , για mi ,,1,0 K= . 
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Θεώρηµα 3.8 

Αν iit AxA =)(,  για 1≥t  και 0≥x  τότε ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις για τη µέση τιµή 

και τη γεννήτρια συνάρτηση των µέσων τιµών της τ.µ. tX   
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Απόδειξη 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση  
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προκύπτει για τη µέση τιµή ο εξής τύπος 
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όπου χρησιµοποιείται το γεγονός ότι ο πίνακας ∑
=

m

i
iA

0
 είναι στοχαστικός. 

 

Η γεννήτρια συνάρτηση των µέσων τιµών γράφεται στη µορφή 
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Όµως, γνωρίζουµε ότι για µια γεωµετρική σειρά  ∑
∞

=

−

1

1

r

raω   µε ℜ∈ω,a  και 0≠ω  ισχύει  
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οπότε ανάλογα προκύπτει η ισότητα 
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και µε αντικατάσταση προκύπτει η προς απόδειξη σχέση.                                                       � 

 

Όλες οι προηγούµενες σχέσεις για 1=m  δίνουν τα αποτελέσµατα που πρότειναν οι 

Koutras & Alexandrou (1997) για µια τ.µ. MVB. 

 

 

3.3.2.1    Η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης knS ,  µε χρήση της µεθόδου  MVP  

 

Όλα τα παραπάνω θεωρήµατα εφαρµόζονται για την περίπτωση της αντιστοίχισης δύο 

ακολουθιών DNA. Θεωρούµε µια ακολουθία nZZZ ,,, 21 K  ανεξάρτητων και ισόνοµων 

δίτιµων δοκιµών Bernoulli, που έχει προκύψει µετά την αντιστοίχιση δύο ακολουθιών DNA 

ίσου µήκους n , µε πιθανότητα επιτυχίας ίση µε )1( == iZPp  και πιθανότητα αποτυχίας ίση 

µε pZPq i −=== 1)0( , για ni ,,1 K= .  Επίσης, έχουµε αντικαταστήσει την παράµετρο m  

µε το θετικό ακέραιο αριθµό k , όπου nk ≤  και για nik ≤≤  και 0≥l  ορίζουµε τη 

µεταβλητή  
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µε αρχική συνθήκη 010 == +nZZ . 
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Τότε ο συνολικός αριθµός επιτυχιών σε ροές επιτυχίας µεγέθους τουλάχιστον k  σε µια 

ακολουθία µήκους n  εκφράζεται µέσω της σχέσης  

 

                                                               ∑
=

=
n

ki
ikn US , .                                                          (3.6) 

 

Οι τιµές που µπορεί να πάρει η στατιστική συνάρτηση knS ,  ανήκουν στο σύνολο 

{ }nkk ,,1,,0 K+ , ενώ για kn ≤  θέτουµε 0, =knS  και το σύνολο τιµών της αποτελείται µόνο 

από το µηδενικό στοιχείο. 

 

Το στατιστικό knS ,  µπορεί να µελετηθεί ως MVP εισάγοντας τις διαµερίσεις 

{ }kxxxx cccC ,1,0, ,,, K= , όπου ),(, jxc jx =  µε kj ≤≤0 , 0≥x ,  και ορίζοντας µια 

Μαρκοβιανή αλυσίδα { }0: ≥tYt  στο σύνολο U
0≥

=
x

xCΩ  ως ακολούθως: 

 

),(, jxcY jxt ==  

 

αν στις πρώτες t  δοκιµές, έστω 321KK
r

11101001 , ο συνολικός αριθµός επιτυχιών σε ροές 

επιτυχίας µεγέθους τουλάχιστον k  ισούται µε x  και  
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Είναι προφανές ότι, αν η αλυσίδα βρίσκεται σε µια κατάσταση της διαµέρισης xC , τότε 

µπορεί να µεταβεί σε µια κατάσταση που ανήκει σε µία εκ των διαµερίσεων  xC , 1+xC  ή  

kxC + . Ως εκ τούτου, η στατιστική συνάρτηση knS ,  ανήκει στην κατηγορία MVP. Οι πίνακες 

πιθανοτήτων µετάβασης iit AA =, , για ki ,,1,0 K= , αφού αναφερόµαστε στην i.i.d. 

περίπτωση, προκύπτουν από την παρατήρηση ότι αν ισχύει kxt cY ,= , στην αµέσως επόµενη 

θέση, )1( +t , είτε θα εµφανιστεί µια επιτυχία, 11 =+tZ , και η αλυσίδα θα µεταβεί στην 
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κατάσταση kxc ,1+  είτε θα εµφανιστεί αποτυχία, 01 =+tZ , και η αλυσίδα θα µεταβεί στην 

κατάσταση 0,xc . Εποµένως, η γενική µορφή των πινάκων πιθανοτήτων µετάβασης 

διαστάσεων )1()1( +×+ kk  παρουσιάζεται παρακάτω και για 0=i  είναι ως εξής  
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Για 1=i , ο πίνακας αποτελείται από µηδενικά στοιχεία εκτός από το στοιχείο της θέσης 

)1,1( ++ kk  που ισούται µε p  

 

 

)1()1(

1

00000
000000
000000

000000
000000

+×+

























=

kkp

A

K

K

K

MMMOMMM

K

K

, 

 

 

ενώ για  1,,2 −= ki K  οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης 12 ,, −kAA K  διαστάσεων 

)1()1( +×+ kk  αποτελούνται από µηδενικά στοιχεία. Τέλος, ο πίνακας kA  έχει ένα µοναδικό 

µη-µηδενικό στοιχείο p  στη θέση  )1,( +kk , δηλαδή έχει τη µορφή 
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 Το αρχικό διάνυσµα πιθανοτήτων ισούται µε ( )0,,0,0,1 K=οξ . 

 

Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών µήκους 3=n  µε 

πιθανότητα επιτυχίας p  και µέγεθος ροών επιτυχιών τουλάχιστον 2k = , τότε ο πίνακας 

µετάβασης M και οι πίνακες iA , για 2,1,0=i  είναι οι εξής:  
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Με τη βοήθεια του Θεωρήµατος 3.5 βρίσκεται η συνάρτηση πιθανότητας της knS ,  ενώ 

µέσω του Θεωρήµατος 3.6 µπορεί να βρεθεί η πιθανογεννήτρια )(znφ  από τον τύπο  
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Η διπλή διανυσµατική γεννήτρια συνάρτηση προκύπτει άµεσα µε εφαρµογή του 

Θεωρήµατος 3.7 και ισούται µε το λόγο πολυωνύµων  
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∑ 1ξΦ φ  ,              (3.7) 

 

όπου  

 

)()()1()(1),( 1
1 zzwpzwpwpzwzP kkkk −−−−−= + , 

)()1()1(1),( 1212
2 zzqpwzqpwpzwpzwwzP kkkkkk −+−+−+−= +++  

 

(µε I  συµβολίζεται ο µοναδιαίος πίνακας διαστάσεων )1,1( ++ kk ). 

Επίσης, η διπλή γεννήτρια συνάρτηση µπορεί να γραφεί και στην µορφή  
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όπου οι )(zai , για 3,2,1=i  και )(zbi , για 4,3,2,1=i  είναι κατάλληλες συναρτήσεις ως προς 

z . 

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.7) προκύπτει ένας εύχρηστος επαναληπτικός τύπος για την 

πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(znφ , όπως δείχνεται στο θεώρηµα που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 3.9 

Αν nZZZ ,,, 21 K  είναι µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Bernoulli, τότε η 

γεννήτρια συνάρτηση )(znφ  της τ.µ. knS ,  ικανοποιεί τον επαναληπτικό τύπο 
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µε αρχικές συνθήκες 
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Απόδειξη  

Η προς απόδειξη σχέση προκύπτει αφού γράψουµε τη σχέση (3.7) στη µορφή  
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Στη συνέχεια, εκτελούµε τους πολλαπλασιασµούς στο αριστερό µέλος της εξίσωσης και 

αντιστοιχίζουµε µεταξύ τους, τους συντελεστές του nw , για K,2,1,0=n , στη δυναµοσειρά 

που προκύπτει.                                                                                                                            � 
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Η συνάρτηση πιθανότητας της knS , , )()( , xSPxg knn == , για 0≥x , µπορεί να 

υπολογιστεί µε εφαρµογή του Θεωρήµατος 3.5, µε επαναληπτικούς υπολογισµούς 

διανυσµάτων πιθανότητας χρησιµοποιώντας πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης. Συγκεκριµένα 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί η έκφραση 

 

,)()( , 1′== xxSP nkn f   για 0≥n   και  nx ,,2,1,0 K= , 

 

µε 0f =)(xn   για 1,,2,1 −= kx K  και αναδροµικό τύπο 
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i
inn Aixx ff ,  για 1≥n  και 0≥x . 

 

Ωστόσο, στην περίπτωση που αναφερόµαστε σε i.i.d. µεταβλητές iZ , για ni ,,1 K= , ο 

υπολογισµός της συνάρτησης πιθανότητας της στατιστικής συνάρτησης knS ,  βρίσκεται 

ευκολότερα αποφεύγοντας τη χρήση διανυσµάτων. Πιο συγκεκριµένα ισχύει το επόµενο 

θεώρηµα.  

 

Θεώρηµα 3.10 

Αν nZZZ ,,, 21 K  είναι µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Bernoulli, τότε η 

συνάρτηση πιθανότητας )()( , xSPxg knn ==  της τ.µ. knS ,  ικανοποιεί την αναδροµική σχέση 
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µε αρχικές συνθήκες 
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Απόδειξη 

Αρκεί να αντικατασταθεί η γεννήτρια συνάρτηση )(znφ , στο προηγούµενο θεώρηµα, µε 

τη δυναµοσειρά  
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και εν συνεχεία να αντιστοιχηθούν στην ισότητα που θα προκύψει οι µεταξύ του xz  

συντελεστές του.                                                                                                                       � 

 

Για τον υπολογισµό της ακριβούς κατανοµής της knS ,  µπορούµε να προσφύγουµε στην 

εφαρµογή του Θεωρήµατος 3.10. Ωστόσο, για ακολουθίες µεγάλου µήκους, n , και µεγάλες 

τιµές της παραµέτρου k , οι υπολογισµοί είναι αρκετά πολύπλοκοι. Σε αυτές τις περιπτώσεις 

είναι προτιµότερο να καταφύγει κανείς στην ασυµπτωτική κατανοµή της στατιστικής 

συνάρτησης  knS ,  η οποία έχει µελετηθεί µε εφαρµογή της µεθόδου των Chen-Stein. Στα 

πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας δεν θα ασχοληθούµε µε αποτελέσµατα που 

αφορούν την ασυµπτωτική κατανοµή της  knS , . 

Το Θεώρηµα 3.9 είναι επίσης χρήσιµο για τον υπολογισµό των ροπών (raw moments) της 

στατιστικής συνάρτησης  knS ,  γύρω από το µηδέν. Αρκεί να παρατηρηθεί ότι, η 

ροπογεννήτρια συνάρτηση της  knS ,  είναι ίση µε [ ] )()exp( ,
z

nkn ezSE φ=  και να βρεθεί µια 

αναδροµική σχέση γι� αυτή µε αντικατάσταση της µεταβλητής z  από την ze  στην 

επαναληπτική σχέση του Θεωρήµατος  3.9.  



 
 

106

Για τις ροπές είναι γνωστή η ακόλουθη ισότητα 
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και κάνοντας χρήση του τύπου  
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καταλήγουµε στο επόµενο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 3.11 

Οι ροπές γύρω από το µηδέν rn,µ , για 1≥r , της τ.µ. knS ,  ικανοποιούν τον αναδροµικό 

τύπο 
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µε αρχικές συνθήκες  
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Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση όπου r  την τιµή 1 προκύπτει η ακόλουθη 

εξίσωση διαφορών δεύτερης τάξης  

 

)()()()( 21,1,1 pkqqppSESE k
ssksksss ++−=−=− −−−− µµµµ , για  2+≥ ks . 
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Για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου s , nkks ,,3,2 K++= , υπολογίζουµε τις ροπές 

και αθροίζοντας κατά µέλη, καταλήγουµε στην επόµενη σχέση  

 

)()1()()()( 1,1,1 pkqqpknpSESE k
knkkknkn +−−+−=−=− −++ µµµµ , για  2+≥ kn . 

 

Στη σχέση αυτή, αν αντικαταστήσουµε τις απλές ροπές −)(k τάξεως και −+ )1(k τάξεως 

αντίστοιχα, kµ  και 1+kµ , σύµφωνα µε τις σχέσεις του παραπάνω θεωρήµατος, προκύπτει η 

ακόλουθη εξίσωση διαφορών πρώτης τάξης για τη µέση τιµή της knS ,  

 

))(()()( 1, kqnpppkqkqppSE kk
nknn −++++== −µµ ,  για 1+≥ kn . 

 

Επίσης, λαµβάνοντας υπόψη και τις αρχικές συνθήκες για τη µέση τιµή της knS ,  

 

,0=nµ  για kn <≤0  

k
k kp=µ  

 

καταλήγουµε στο ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 3.12 

Η µέση τιµή της τ.µ. knS ,  δίνεται από τη σχέση  

 

)))((()( , pkqknkpSE k
knn +−+==µ ,  για kn ≥ . 

 

 

Στην ίδια σχέση θα µπορούσαµε να καταλήξουµε χρησιµοποιώντας τη γεννήτρια 

συνάρτηση των µέσων τιµών   
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που προκύπτει εύκολα από το Θεώρηµα 3.8. 

Τέλος, το Θεώρηµα 3.9 µπορεί να εφαρµοστεί επίσης και για τον υπολογισµό των 

παραγοντικών ροπών r  τάξεως (factorial moments), αφού ως γνωστόν ισχύει η ισότητα  
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Παρακάτω δίνεται η γραφική παράσταση της ακριβούς κατανοµής της τ.µ. knS , , η οποία 

υπολογίστηκε µε χρήση της αναδροµικής σχέσης του Θεωρήµατος 3.10, για διάφορες τιµές 

των παραµέτρων kn,  και p . Για το µήκος των ακολουθιών έχουν επιλεγεί οι τιµές από 

20=n  έως 100  ενώ οι τιµές της παραµέτρου k  είναι έως 10, καθώς είναι οι πιο 

συνηθισµένες στην ανάλυση των επαναλαµβανόµενων σχηµατισµών. 

 

Σχήµα 3.1 

Συνάρτηση πιθανότητας της knS ,  για διάφορες τιµές των παραµέτρων kn,  και p  
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75.0,2,25 === pkn  75.0,10,25 === pkn  
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Από τα παραπάνω σχεδιαγράµµατα παρατηρείται ότι διατηρώντας σταθερές τιµές των n , 

k  και µεταβάλλοντας την τιµή του p , όπως για τα ζεύγη τιµών (25,2) και (50,2), η κατανοµή 

της knS ,  προσεγγίζει την Κανονική Κατανοµή καθώς η τιµή της πιθανότητας p  πλησιάζει 

στη µονάδα. Αυτό είναι περισσότερο εµφανές στην περίπτωση που ισχύει 50=n  σε 

σύγκριση µε την περίπτωση όπου 25=n , στην οποία η κατανοµή της knS ,  είναι λοξή προς τα 

αριστερά. Επίσης, η κατανοµή της knS ,  προσεγγίζει την Κανονική Κατανοµή για µικρές τιµές 

της ποσότητας nk / . Στο Σχήµα 3.2 για λόγους σύγκρισης, δείχνεται πως διαφοροποιείται η 

κατανοµή για µια συγκεκριµένη τιµή του 8.0=p , καθώς µεταβάλλονται τα n και k . 

 

Η εύρεση της συνάρτησης πιθανότητας της knS ,  υλοποιείται στο Mathematica ως εξής: 
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Επίλογος  
 

 

Στο 1ο Κεφάλαιο της διπλωµατικής αυτής εργασίας παρουσιάστηκε  η αλυσίδα  DNA ως 

προς τη δοµή της και έγινε µια εισαγωγή της σηµαντικότητας των επαναλαµβανόµενων 

σχηµατισµών (tandem repeats) στην παρουσία κάποιων συγκεκριµένων ασθενειών. Επίσης, 

περιγράφηκαν οι τρεις µεγάλες Βάσεις ∆εδοµένων για αλυσίδες DNA οι οποίες είναι σήµερα 

διαθέσιµες στην ερευνητική κοινότητα . 

Στο 2ο Κεφάλαιο παρουσιάστηκαν οι Αριθµητικοί Αλγόριθµοι Αντιστοίχισης δύο 

ακολουθιών DNA. Αρχικά, περιγράφηκαν η Μέθοδος της Απόστασης και η Μέθοδος της 

Οµοιότητας, που αποτελούν δύο µεθόδους εύρεσης της βέλτιστης αντιστοίχισης µεταξύ δύο 

ακολουθιών. Οι δύο µέθοδοι εφαρµόστηκαν στη Συνολική Αντιστοίχιση 2 ακολουθιών, που 

προϋποθέτει τη συµµετοχή όλων των βάσεων που απαρτίζουν την κάθε ακολουθία καθώς και 

στην προσαρµογή µιας ακολουθίας µικρού µήκους σε µια ακολουθία µεγάλου µήκους. Η 

µέθοδος της Οµοιότητας χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση της Τοπικής αντιστοίχισης. Μια 

τροποποιηµένη µορφή προγραµµατισµού που καλείται Wraparound Dynamic Programming 

περιγράφηκε και εφαρµόστηκε για την αντιστοίχιση ακολουθίας DNA µε επιλεγµένο 

επαναλαµβανόµενο σχηµατισµό. Ακόµα, παρουσιάστηκαν κάποιες εναλλακτικές µορφές 

προγραµµατισµού που απαιτούν λιγότερο υπολογιστικό χρόνο αλλά και χώρο στη µνήµη ενός 

Η/Υ. Επίσης, περιγράφηκε η µεθοδολογία παραγωγής αντιστοιχίσεων µε τη χρήση των 

Tracebacks. Στην τελευταία παράγραφο του κεφαλαίου αναφερθήκαµε στην έννοια των 

αναστροφών και περιγράφηκαν δύο αλγόριθµοι για την βέλτιστη τοπική αντιστοίχιση 

επιτρέποντας την εµφάνιση των αναστροφών κατά τη διαδικασία της αντιστοίχισης. Όλοι οι 

παραπάνω αλγόριθµοι υλοποιήθηκαν µε τη βοήθεια του Mathematica.    

 Στο 3ο Κεφάλαιο παρουσιάστηκε η στατιστική συνάρτηση knS ,  που εκφράζει το συνολικό 

αριθµό επιτυχιών στις ροές επιτυχίας µεγέθους τουλάχιστον k  και µελετήθηκε ως προς την 

ακριβή της κατανοµή για την περίπτωση ανεξάρτητων και ισόνοµων δίτιµων αποτελεσµάτων. 

Συγκεκριµένα, περιγράφηκε η τεχνική της εµφύτευσης σε πεπερασµένη αλυσίδα Markov για 

την προσαρµογή της τυχαίας µεταβλητής knS ,  σε Μαρκοβιανή αλυσίδα και δόθηκε ο τύπος 
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υπολογισµού της συνάρτησης πιθανότητάς της. Επίσης, µελετήθηκε η κατανοµή της τ.µ. µε 

τη µέθοδο της εµφύτευσης µεταβλητών πολυωνυµικού τύπου σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. 

∆όθηκαν οι τύποι υπολογισµού της µονής και της διπλής γεννήτριας συνάρτησης, της 

συνάρτησης πιθανότητας, της µέσης τιµής καθώς και της γεννήτριας συνάρτησης των µέσων 

τιµών. Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. knS ,  αποδόθηκε γραφικά µέσω Mathematica για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων kn,  και p . Από τα γραφήµατα που προέκυψαν, 

διαπιστώθηκε ότι η κατανοµή της τ.µ. µπορεί να προσεγγιστεί από την Κανονική Κατανοµή 

για ακολουθίες µεγάλου µήκους, πιθανότητα αντιστοίχισης οµοίων βάσεων κοντά στη 

µονάδα και αρκετά µικρή τιµή της ποσότητας nk / .   
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