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Περίληψη

Σε αυτήν τη διατριβή μελετούμε προβλήματα συνοριακών τιμών που αφορούν την εξίσωση

Navier τόσο σε ντετερμινιστικό όσο και σε στοχαστικό περιβάλλον. Αρχικά, επικεντρω-

νόμαστε σε πρόβλημα συνοριακών τιμών που μαθηματικά μοντελοποιεί ένα ευθύ πρόβλημα

σκέδασης στη γραμμική ελαστικότητα θεωρώντας χρονική αρμονική εξάρτηση, που αφορά

σε ένα εμπόδιο με τμηματική εμπέδηση. Ειδικότερα, λαμβάνουμε υπόψη έναν σκεδαστή που

βρίσκεται σε ένα ομογενές μέσο με σύνορο κατά τμήματα επικαλυμμένο, με διαφορετικές

σταθερές εμπέδησης στο κάθε τμήμα. Η μοναδικότητα της λύσης θεμελιώνεται μέσω της

μεταβολικής διατύπωσης του προβλήματος, ενώ η ύπαρξη της λύσης αποδεικνύεται με τη

μέθοδο ολοκληρωτικών συνοριακών εξισώσεων. Αξίζει να σημειώσουμε ότι η προσέγγισή

μας βασίζεται στο να αναπαρασταθεί η λύση ως γραμμικός συνδυασμός δυναμικών απλού

και διπλού στρώματος, αποδεικνύοντας την ύπαρξη λύσης καθώς και ένα βασικό αποτέλε-

σμα ευστάθειας. Επιπλέον, παρέχονται σημαντικές παρατηρήσεις και συμπεράσματα για να

ενισχυθεί η κατανόηση του προβλήματος.

Στη συνέχεια, ασχολούμαστε με το ευθύ και το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης χρονικά

αρμονικών ελαστικών κυμάτων από ένα μη ομογενές μέσο που περιέχει θαμμένα αντικείμενα-

σκεδαστές. Αρχικά, θεμελιώνουμε την καλή−τοποθέτηση του ευθέος προβλήματος μέσω

μιας τροποποιημένης μεταβολικής μεθόδου σε κατάλληλους συναρτησιακούς χώρους Sobolev.

Αποδεικνύουμε τη μοναδικότητα, την ύπαρξη και τη συνεχή εξάρτηση της λύσης από τα

δεδομένα στο σύνορο των θαμμένων αντικειμένων (σκεδαστών). ΄Επειτα, θεωρούμε το α-

ντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης και χρησιμοποιώντας κατάλληλη τροποποιημένη

μέθοδο παραγοντοποίησης (modified factorization method) δίνουμε αποτελέσματα για την

ανακατασκευή του σχήματος και τον εντοπισμό των στρωμάτων του μη ομογενούς μέσου.

Η μελέτη μας περιλαμβάνει ακόμη σχετικές παρατηρήσεις και συμπεράσματα, εστιάζοντας

στη σύνδεση μεταξύ του ευθέος προβλήματος σκέδασης και του αντίστοιχου αντιστρόφου

σε ελαστικά μέσα.

Στη συνέχεια της διδακτορικής διατριβής, μελετούμε δύο στοχαστικά προβλήματα συνο-

ριακών τιμών που προκύπτουν στη γραμμική ελαστικότητα χρησιμοποιώντας αναπτύγματα

Wiener chaos, ώστε να καταδειχθεί η εφαρμοσιμότητα της μεθόδου αυτής και σε μελλοντι-



κή εργασία να μελετηθεί στοχαστικό πρόβλημα σκέδασης σε ομογενές κατά τμήματα μέσο.

Ειδικότερα, θεμελιώνουμε κατάλληλη μεταβολική διατύπωση προβλήματος για την εξίσωση

Navier, με τα συνοριακά δεδομένα να εκφράζονται ως ανάπτυγμα Wiener chaos. Η βασική

ιδέα είναι να ανάγουμε το στοχαστικό πρόβλημα σε μια άπειρη ιεραρχία ντετερμινιστικών συ-

νοριακών προβλημάτων, όπου χειριζόμαστε κάθε πρόβλημα της ιεραρχίας με την κατάλληλη

μεταβολική του διατύπωση. Θεμελιώνουμε την καλή τοποθέτηση για καθε ένα πρόβλημα

από την ιεραρχία αυτή, παρουσιάζουμε τη σύνδεση με το στοχαστικό πρόβλημα και διατυ-

πώνουμε επιχειρήματα μοναδικότητας και ύπαρξης για τη λύση ως σταθμισμένο ανάπτυγμα

Wiener chaos (weighted Wiener chaos expansion). Τέλος, εφαρμόζουμε την ίδια μεθοδο-

λογία, δηλαδή αυτή της αναγωγής σε μια άπειρη ιεραρχία ντετερμινιστικών προβλημάτων,

σε ένα στοχαστικό πρόβλημα συνοριακών τιμών για τη μη ομογενή εξίσωση Navier, όπου

τόσο το δεύτερο μέλος της εξίσωσης όσο και τα συνοριακά δεδομένα εκφράζονται υπό μορφή

αναπτύγματος Wiener chaos. ΄Οπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις, περιλαμβάνονται

σημαντικές παρατηρήσεις και συμπεράσματα αναδεικνύοντας τη χρησιμότητα της μεθόδου.

Λέξεις – Κλειδιά: Δισδιάστατη γραμμική ελαστικότητα, Εξίσωση Navier, Μεικτά

προβλήματα σκέδασης, Τροποποιημένη μέθοδος παραγοντοποίησης, Στοχαστικά προβλήμα-

τα συνοριακών τιμών, Αναπτύγματα Wiener chaos.



Abstract

In this thesis, we investigate boundary value problems involving Navier equation both in

deterministic and stochastic invironment. Initially, we focus on the direct elastic scat-

tering problem posed by a piecewise impedance obstacle. Specifically, we consider a

scatterer embedded in a homogeneous medium, which is piecewise coated with different

impedance constants on distinct parts of its boundary. The uniqueness of the solution

is established through the variational formulation of the problem, while the existence

and regularity properties of the solution are demonstrated using the boundary integral

equation approach. Notably, our approach relies on representing the solution as a combi-

nation of single and double layer potentials, leading to existence results as well as to an

essential regularity result. Additionally, significant remarks and conclusions are provided

to enhance the understanding of the problem.

Next, we address the direct and inverse scattering problem of time-harmonic elastic

waves by an inhomogeneous medium, containing buried objects. Initially, we establish

well-posedness for the direct scattering problem through a modified variational method

within a suitable Sobolev space setting. We prove uniqueness, existence, and continuous

dependence of the solution on the boundary data associated with the buried obstacles.

Subsequently, we delve into the corresponding inverse problem, particularly exploring, via

the modified factorization method, for shape reconstruction and location of the support of

the inhomogeneous medium. Our study also includes pertinent remarks and conclusions,

focusing on the interconnection between the direct scattering problem and its inverse

counterpart in elastic media.

Finally, we study two stochastic boundary value problems arising in linear elasticity

through a Wiener chaos expansion, in order to show the feasibility of the method and

proceed in future paper to the study of a stochastic scattering problem in a piecewise ho-

mogeneous medium. Specifically, we establish an appropriate variational formulation for

Navier equation with stochastic boundary data . The key idea is to reduce the stochastic

problems into an infinite hierarchy of deterministic boundary value problems, where each

problem is treated with an appropriate variational formulation. Subsequently, we es-



tablish well-posedness for this hierarchy of deterministic problems, establish the relevant

connection to the stochastic problem, and employ uniqueness and existence arguments for

the weighted Wiener chaos solution. Afterwards, we address a boundary value problem

concerning the non homogeneous Navier equation where both the right hand side of the

equation as well as the boundary data are given as Wiener chaos expansions, using simi-

lar reasoning, i.e the reduction of the problem into an infinite hierarchy of deterministic

ones. As in the previous cases, valuable remarks and conclusions are included to further

illuminate the topic at hand.

Key-words: Two-dimensional linear elasticity, Navier equation, Mixed boundary

value scattering problems, Stochastic boundary value problems, Wiener chaos expan-

sions.
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(Dφ)(r) Δυναμικό διπλού στρώματος (Δ.Δ.Σ.)
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∂SR Σύνορο κυκλικού δίσκου ακτίνας R
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Εισαγωγή

Τα προβλήματα σκέδασης περιλαμβάνουν εκείνα τα προβλήματα της κυματικής στα οποία

μελετάται η επίδραση των ανομοιογενειών του μέσου διάδοσης στο διαδιδόμενο κύμα, και

χωρίζονται σε ευθέα και αντίστροφα. Στα ευθέα προβλήματα αναζητούμε το σκεδασμένο

πεδίο με γνωστό το προσπίπτον κύμα και τον σκεδαστή, ενώ στα αντίστροφα ανακατασκευ-

άζουμε το σχήμα του σκεδαστή ή και ανακτούμε φυσικές ιδιότητές του από τη γνώση του

σκεδασμένου πεδίου. Τα μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται στη μελέτη αυτή είναι

προβλήματα συνοριακών τιμών.

Αρχικά, προβλήματα συνοριακών τιμών στη γραμμική ελαστικότητα μελετήθηκαν από

τον Kupradze [75, 76, 78] με χρήση ελαστικών δυναμικών απλού και διπλού στρώματος,

ανάγοντάς τα σε ολοκληρωτικές εξισώσεις στο σύνορο. Αυτή η μέθοδος χρησιμοποιήθηκε

τόσο σε συνοριακά προβλήματα με μία συνθήκη επί του συνόρου όσο και στην περίπτωση

προβλημάτων συνοριακών τιμών μεικτής εμπέδησης όπου το σύνορο χωρίζεται σε δύο μέρη,

για παράδειγμα ένα μέρος με συνθήκη τύπου Dirichlet και ένα με συνθήκη τύπου Robin [10].

Τέτοιου είδους προβλήματα αναφέρονται ως μεικτά προβλημάτα σκέδασης και έχουν ευρύ

πεδίο εφαρμογών που περιλαμβάνει ιατρικές εφαρμογές, εφαρμογές στον μη καταστρεπτικό

έλεγχο, εφαρμογές στη βιομηχανική παραγωγή κραμάτων, κ.α.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιήθηκαν και άλλες μέθοδοι, οι οποίες είχαν πρωτοεφαρμοστεί

στην ακουστική και τον ηλεκτρομαγνητισμό, τόσο για την αντιμετώπιση ευθέων όσο και

για την αντιμετώπιση αντιστρόφων προβλημάτων σκέδασης, όπως για παράδειγμα: η μετα-

βολική μέθοδος (variational method), η γραμμική δειγματοληπτική μέθοδος (linear sam-

pling method), η μέθοδος που χρησιμοποιεί το συναρτησοειδές Reciprocity Gap Functional

(RGF), η μέθοδος παραγοντοποίησης (factorization method) και η τροποποίηση αυτής, ενώ

έχουν εφαρμοστεί και επαναληπτικές μέθοδοι που βασίζονται στη μέθοδο Newton.

Σκοπός αυτής της διατριβής είναι η μελέτη δύο ντετερμινιστικών και δύο στοχαστικών

προβλημάτων συνοριακών τιμών για την εξίσωση Navier. Ειδικότερα, αρχικά αναφέρεται

ένα πρόβλημα σκέδασης της γραμμικής ελαστικότητας, που αφορά στη σκέδαση ελαστικών

κυμάτων από κατά τμήματα επικαλυμμένο σκεδαστή, δηλαδή από σκεδαστή με τμηματική

εμπέδηση στο σύνορό του. Ο σκεδαστής είναι μη διαπερατό εμπόδιο το οποίο είναι τοπο-

10
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θετημένο μέσα σε ομογενές μέσο και το σύνορό του χωρίζεται σε δύο μέρη, με συνθήκες

τύπου Robin με διαφορετικές σταθερές εμπέδησης c1 και c2 (c1 ̸= c2) να ισχύουν στο κάθε

μέρος. Για την αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος ακολουθούμε την προσέγγιση των

ολοκληρωτικών εξισώσεων επί του συνόρου, που χρησιμοποιείται στην αναφορά [10].

Ακολούθως στην διατριβή αυτή, μελετάται το ευθύ και το αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλη-

μα στη διδιάστατη ελαστικότητα, της σκέδασης χρονικά αρμονικών ελαστικών κυμάτων σε

ομογενές κατά τμήματα μέσο με άγνωστα θαμμένα αντικείμενα εντός του. Τα θαμμένα

αντικείμενα είναι άκαμπτα εμπόδια με το σύνορό τους να θεωρείται Lipschitz επί του οπο-

ίου εφαρμόζεται συνοριακή συνθήκη Dirichlet. Αρχικά κατά τη μελέτη του προβλήματος

αυτού, θεμελιώνεται η καλή τοποθέτηση του ευθέος προβλήματος χρησιμοποιώντας τρο-

ποποιημένη μεταβολική μέθοδο σε κατάλληλο χώρο Sobolev ορίζοντας έναν απαραίτητο

τελεστή Poincaré−Steklov για την εφαρμογή της μεθόδου. Βασιζόμενοι στις ιδέες του Qu

[112] που μελέτησε αντίστοιχο πρόβλημα στο πεδίο της ακουστικής σκέδασης, επεκτείνουμε

τα αποτελέσματά του στην περίπτωση της ελαστικότητας. Κατόπιν, μελετάται το αντίστοιχο

αντίστροφο ελαστικό πρόβλημα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παραγοντοποίησης factoriza-

tion που προτάθηκε αρχικά από τον Kirsch στην αναφορά [64] στην τροποποιημένη της όμως

μορφή [48, 47] με στόχο να αντιμετωπιστεί το πρόβλημα της ανάκτησης του σχήματος και

της θέσης του ανομοιογενούς μέσου που περιέχει τα θαμμένα αντικείμενα στο εσωτερικό

του. Στο σύνορο του κάθε αντικειμένου θα μπρούσαν να εφαρμόζονται διαφορετικές συν-

θήκες, λόγω απλότητας όμως, θεωρείται συνοριακή συνθήκη Dirichlet σε κάθε ένα από τα

θαμμένα αντικείμενα. Αυτά τα προβλήματα που αναφέρονται σε ομογενές κατά τμήματα μέσο

ανακύπτουν πολύ συχνα στις εφαρμογές που αναφέραμε παραπάνω.

Καταλήγοντας, στη διατριβή αυτή μελετώνται δύο στοχαστικά προβλήματα συνοριακών

τιμών για την εξίσωση Navier. Η μεθοδολογία μας βασίζεται στη χρήση κατάλληλου ανα-

πτύγματος Wiener chaos για τα στοχαστικά συνοριακά δεδομένα και για τη στοχαστική

πηγή. Αν και τα ντετερμινιστικά προβλήματα σκέδασης στην ελαστικότητα έχουν ήδη με-

λετήθεί εκτεταμένα, υπάρχουν λίγες μόνο εργασίες στη διεθνή βιβλιογραφία σχετικά με τα

αντίστοιχα στοχαστικά προβλήματα που ενσωματώνουν τις επιδράσεις της τυχαιότητας και

μετατρέπουν τα αρχικά προβλήματα μερικών διαφορικών εξισώσεων σε προβλήματα στοχα-

στικών μερικών διαφορικών εξισώσεων (ΣΜΔΕ) [58, 116]. Στη διατριβή αυτή θεμελιώθηκε

η ύπαρξη και μοναδικότητα λύσης βασιζόμενοι σε προηγούμενες εργασίες σε ελλειπτικές και

παραβολικές εξισώσεις (βλέπε [87, 88, 89, 58, 135] και τις εσωτερικές αναφορές). Η κεντρι-
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κή ιδέα είναι να χρησιμοποιήσουμε τα αναπτύγματα Wiener chaos και να αποσυνθέσουμε

το στοχαστικό πρόβλημα συνοριακών τιμών σε μια ιεραρχία ντετερμινιστικών προβλημάτων

συνοριακών τιμών μερικών διαφορικών εξισώσεων, τα οποία έχουν μελετηθεί εκτενώς στη

βιβλιογραφία, ώστε να ανασυνθέσουμε κατόπιν τη λύση της ΣΜΔΕ ως ανάπτυγμα Wiener

chaos, για να θεμελιώσουμε την καλή τοποθέτηση του στοχαστικού προβλήματος. Η μελέτη

των στοχαστικών αυτών προβλημάτων γίνεται ώστε να αποδειχθεί η εφαρμοσιμότητα της

μεθόδου αναπτυγμάτων Wiener chaos σε στοχαστικά προβλήματα συνοριακών τιμών για

την εξίσωση Navier και να αντιμετωπιστεί σε νέα εργασία πρόβλημα σκέδασης σε ομογενές

κατά τμήματα μέσο με συνθήκη Dirichlet.

Η παρούσα διατριβή είναι δομημένη ως ακολούθως: στο πρώτο κεφάλαιο, αναπτύσσονται

οι απαραίτητες μαθηματικές έννοιες που χρησιμοποιούνται στη διατύπωση και τη διερεύνηση

των προβλημάτων σκέδασης στην γραμμική ελαστικότητα. Στο ίδιο κεφάλαιο, γίνεται ανα-

φορά στη μαθηματική θεωρία σκέδασης και παρουσιάζονται οι μεθόδοι αντιμετώπισής των

προβλημάτων αυτών. Ακολούθως, στο δεύτερο κεφάλαιο αναπτύσσεται αρχικά η μελέτη

της καλής τοποθέτησης του ευθέος μεικτού προβλήματος σκέδασης με τμηματική εμπέδη-

ση επί του συνόρου. Κατόπιν θεμελιώνεται η καλή τοποθέτηση του ευθέος προβλήματος

Dirichlet με πολλαπλούς σκεδαστές οι οποίοι βρίσκονται θαμμένοι εντός ενός κατά τμήματα

ομογενούς μέσου. Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάζεται το αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα

σκέδασης σε ομογενές κατά τμήματα μέσο με συνθήκη Dirichlet στο σύνορο των σκεδαστών,

και παρουσιάζονται εφαρμογές τέτοιων προβλημάτων. Στο τέταρτο κεφάλαιο, αναφέρονται

κάποιες βασικές μαθηματικές έννοιες, αναγκαίες για την παρουσίαση των αναπτυγμάτων

Wiener chaos τα οποία χρησιμοποιούνται στη θεωρία στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων

και εν συνεχεία διατυπώνονται δύο στοχαστικά προβλήματα συνοριακών τιμών για την ε-

ξίσωση Navier για τα οποία θεμελιώνεται η καλή τους τοποθέτηση. Τέλος, διατυπώνονται

συμπεράσματα, παρατηρήσεις και παρατίθενται σκέψεις και ιδέες για μελλοντική έρευνα.
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1 Βασικές Μαθηματικές ΄Εννοιες της Γραμμικής

Ελαστικότητας – Θεωρία Σκέδασης

Σε αυτό το κεφάλαιο διατυπώνουμε την εξίσωση Navier, τη βασική εξίσωση της γραμμικής ε-

λαστικότητας, και ακολούθως παρουσιάζουμε ορισμένες μαθηματικές έννοιες, οι οποίες είναι

απαραίτητες για τη διατύπωση των αντίστοιχων προβλημάτων συνοριακών τιμών (Π.Σ.Τ.)

στις δύο διαστάσεις. Στη συνέχεια, και για σύνδεση με τα επόμενα κεφάλαια, αναφέρουμε

πως αυτά τα Π.Σ.Τ. μοντελοποιούν μαθηματικά προβλήματα σκέδασης ελαστικών κυμάτων.

1.1 Η εξίσωση Navier - Θεμελιώδης λύση

Αρχικά, στην ενότητα αυτή θα δείξουμε πώς προκύπτει η εξίσωση Navier στις δύο δια-

στάσεις, οι λύσεις της οποίας περιγράφουν τα ελαστικά κύματα και κατόπιν θα παρουσι-

άσουμε τη θεμελιώδη της λύση. Με τη βοήθεια της εξίσωσης Navier διατυπώνουμε τα

μαθηματικά μοντέλα των κυματικών προβλημάτων σκέδασης σε ελαστικά μέσα.

Ορίζουμε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο R2
, το οποίο το ονομάζουμε σύστημα

του παρατηρητή, και χωρίο του R2
το οποίο παριστάνει το παραμορφώσιμο συνεχές μέσο.

Η παραμόρφωση του μέσου αποδίδεται από έναν μετασχηματισμό f : B0 ⊂ R2 → Bτ , όπου

με B0 και Bτ συμβολίζεται το μέσο πριν και μετά την παραμόρφωση αντίστοιχα. Ο μετα-

σχηματισμός f πρέπει να είναι διαφορομορφισμός (diffeomorphism) ώστε να διατηρείται η

τοπολογική δομή του σώματος. Επίσης, θέλουμε ο μετασχηματισμός να διατηρεί τον προ-

σανατολισμό και επομένως θα πρέπει ∥∇f(r)∥ > 0,∀ r ∈ B0 [40].

΄Εστω ότι το σημείο r έχει συντεταγμένες (x1, x2) ως προς το σύστημα του παρατηρητή

αλλά και ως προς το συνοδεύον σύστημα πριν από την παραμόρφωση -τότε τα δύο συστήματα

συμπίπτουν-, ενώ το f(r) έχει συντεταγμένες (f1, f2) ως προς το σύστημα του παρατηρητή

και (x′1, x
′
2) ως προς το συνοδεύον σύστημα μετά την παραμόρφωση. Με τη βοήθεια τώρα

των μετρικών τανυστών g,g′
του συνοδεύοντος συστήματος πριν και μετά την παραμόρφωση

αντίστοιχα, μπορούμε να υπολογίσουμε τις αποστάσεις δύο γειτονικών σημείων (δηλαδή τα

μήκη των γραμμικών στοιχείων).
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΄Εστω ds
′2
=

2∑
i,j=1

g′ijdxidxj όπου g
′
ij = e

′
i ·e′j και ds2 =

2∑
i,j=1

gijdxidxj όπου gij = ei ·ej
-με e1, e2 τα διανύσματα της βάσης του συνοδεύοντος συστήματος πριν την παραμόρφωση

και e′1, e
′
2 τα διανύσματα της βάσης του συνοδεύοντος συστήματος στο σημείο f(r) μετά την

παραμόρφωση. Με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει: ds
′2 − ds2 =

2∑
i,j=1

(g′ij − gij) dxidxj από

την οποία μπορούμε να ορίσουμε τα εij [40, 94] ως εξής:

εij =
1

2
(g′ij − gij) =

1

2

(
î
∂U

∂xi
+ ĵ

∂U

∂xj
+
∂U

∂xi

∂U

∂xj

)
, i, j = 1, 2. (1.1)

Ο πίνακας που περιέχει ως στοιχεία του τα εij λέγεται τανυστής παραμόρφωσης και

δίνεται από την:

ε̃ = [∇U+∇UT + (∇U · ∇UT)].

Για μικρές παραμορφώσεις το μη γραμμικό μέρος του τανυστή παραμόρφωσης δηλαδή το

∇U · ∇UT
μπορούμε να το θεωρήσουμε μηδενικό, οπότε έχουμε:

ε̃ = [∇U+∇UT] (1.2)

δηλαδή για τα στοιχεία του ισχύουν:

εij =
1

2
(g′ij − gij) =

1

2

(
î
∂U

∂xi
+ ĵ

∂U

∂xj

)
, i, j = 1, 2

Η χρήση του γραμμικοποιημένου τανυστή παραμόρφωσης σηματοδοτεί το πέρασμά μας στη

γραμμική ελαστικότητα. Σημειώνουμε εδώ ότι τα εij αναφέρονται γενικά στις συντεταγμένες

x′1, x
′
2 του συνοδεύοντος συστήματος συντεταγμένων, επειδή όμως πριν την παραμόρφωση

το συνοδεύον σύστημα ταυτίζεται με αυτό του παρατηρητή για αυτό και μπορούμε να εκ-

φράζουμε τα εij ως προς τα x1, x2 [94, 118].

Ως τώρα παρουσιάσαμε τη σύνδεση μετατόπισης-παραμόρφωσης, ακολούθως παρουσι-

άζουμε τις σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων.

Ονομάζουμε τανυστή τάσεων τον 2 × 2 πίνακα που έχει ως στοιχεία τις τάσεις σij.

όπου ο δείκτης i αντιστοιχεί στον άξονα x1 και ο δείκτης j στον άξονα x2.

Είναι επίσης γνωστό ότι ο νόμος του Hooke στις δύο διαστάσεις δίνεται σε τανυστική

μορφή από την

σ̃ = λ(trε̃)Ĩ+ 2µε̃. (1.3)
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Συμβολίζοντας με Ε το μέτρο ελαστικότητας του Young, με G το μέτρο διάτμησης και ν τον

λόγο του Poisson τότε για ομογενές και ισότροπο ελαστικό μέσο ισχύουν:

µ = G =
E

2(1 + ν)
και λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
.

Τα λ, µ λέγονται παράμετροι Lamè και στις δύο διαστάσεις, στα ισότροπα υλικά ι-

σχύουν: µ > 0, 2λ+ µ > 0.

Θεωρώντας, λοιπόν, μετατόπιση U(r, t) = (U1(r, t),U2(r, t)), t ∈ [0,+∞] που εξαρ-

τάται από τον χρόνο, ο δεύτερος νόμος του Νεύτωνα με χρήση τηςU γράφεται, σε τανυστική

μορφή, ως εξής:

∇ · σ̃ + F = ρÜ, (1.4)

όπου F είναι εξωτερική δύναμη και ρ η πυκνότητα του μέσου διάδοσης. Από τις εξισώσεις

(1.2),(1.3) και (1.4), που δίνουν τις σχέσεις μετατοπίσεων - παραμορφώσεων, τάσεων - πα-

ραμορφώσεων και τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα αντίστοιχα, προκύπτει η εξίσωση Navier,

οι λύσεις της οποίας είναι τα ελαστικά κύματα, δηλαδή χωρίς την επίδραση εξωτερικών

δυνάμεων (F = 0) προκύπτει η

∆U+
λ+ µ

µ
∇∇ ·U =

ρ

µ
Utt.

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία με µ παίρνουμε τη συνήθη μορφή της εξίσωσης Navier:

µ∆U+ (λ+ µ)∇∇ ·U = ρUtt. (1.5)

Θεωρώντας τώρα αρμονική εξάρτηση από τον χρόνο, δηλαδή

U(r, t) = u(r) e−iωt

όπου ω είναι η γωνιακή συχνότητα, μπορούμε να χωρίσουμε τις μεταβλητές και να κατα-

λήξουμε στη φασματική εξίσωση Navier [62]:

µ∆u(ρ) + (λ+ µ)∇∇ · u(ρ) + ρω2u(ρ) = 0. (1.6)
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Εισάγοντας στην παραπάνω εξίσωση τον τελεστή του Kupradze ∆∗ = µ∆+ (λ+ µ)∇∇·

έχουμε:

∆∗u(r) + ρω2u(r) = 0. (1.7)

Η φασματική εξίσωση Navier (1.6), με µ > 0 και λ+2µ > 0, είναι μερική διαφορική εξίσωση

ελλειπτικού τύπου.

Εφαρμόζοντας το θεώρημα ανάλυσης διανυσματικών πεδίων του Helmholtz μπορούμε

να αναλύσουμε το u σε δύο διανυσματικά πεδία τέτοια ώστε: u = up + us με το up να

είναι αστρόβιλο και το us σωληνοειδές [62]

up =
−c2p
ω2

∇ (∇ · u) με ∇× up = 0 (curl free)

us =
−c2s
ω2

∇× (∇× u) με ∇ · us = 0 (divergence free)

Είναι τώρα φανερό ότι τα cp και cs που ορίσαμε προηγουμένως είναι οι φασικές ταχύτητες

των p και s κυμάτων αντίστοιχα. Οι ισχυρές συνθήκες ελλειπτικότητας µ > 0, λ+ 2µ > 0

είναι αυτές που επιτρέπουν την ύπαρξη διαμήκων και εγκάρσιων κυμάτων όπως φαίνεται από

τον ορισμό των cp, cs :

cp =

√
λ+ 2µ

ρ
, cs =

√
µ

ρ

Θέτοντας u = up + us στην εξίσωση

c2p ∇ (∇ · u)− c2s ∇× (∇× u) + ω2u = 0 (1.8)

προκύπτει

c2p (∆ + k2p)up(r) + c2s (∆ + k2s)us(r) = 0 r ∈ B

και αυτή η εξίσωση επαληθεύεται όταν ισχύουν οι δύο παρακάτω εξισώσεις:

(∆ + k2p)up(r) = 0

(∆ + k2s)us(r) = 0,

οι οποίες είναι γνωστές ως διανυσματικές εξισώσεις Helmholtz.

Αν τώρα θεωρήσουμε μοναδιαία τασική δύναμη F στο r′ η οποία προκαλεί μετατόπιση
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στο r [62, 115] και αναλύσουμε τη δύναμη αυτή σε δύο συνστώσες Fi, i = 1, 2 κατά τους

άξονες x1, x2 αντίστοιχα, τότε κάθε μία συνιστώσα προκαλεί μετατόπιση Γi, i = 1, 2 που

μπορεί επίσης να αναλυθεί σε δύο μετατοπίσεις: μία Γ1j κατά τον x1-άξονα και μία Γ2j κατά

τον x2−άξονα, j = 1, 2. ΄Ετσι έχουμε συνολικά τέσσερις μετατοπίσεις κατά τις διευθύνσεις

των αξόνων, οι οποίες αποτελούν τα στοιχεία ενός πίνακα [Γij]2×2 που ονομάζεται πίνακας

Kupradze. Ο πίνακας αυτός είναι η θεμελιώδης λύση της φασματικής εξίσωσης Navier,

δηλαδή ικανοποιεί την εξίσωση:

∆∗Γ̃(r, r′) + ρω2Γ̃(r, r′) = −Ĩ δ(r− r′), r, r′ ∈ R2

όπου δ(r− r′) είναι το συναρτησιακό του Dirac. Ο πίνακας Γ(r, r′) είναι συμμετρικός και

δίνεται από τον τύπο [6, 120]:

Γ̃(r, r′) =
i

4
{ 1
µ
ĨH

(1)
0 (ks|r− r′|)

− 1

ρω2
∇r∇r

[
H

(1)
0 (kp|r− r′|)−H

(1)
0 (ks|r− r′|)

]
}

όπου Ĩ είναι το ταυτοτικό δυαδικό και H
(1)
0 είναι η κυλινδρική συνάρτηση Hankel πρώτου

είδους και μηδενικής τάξης.

1.2 Προβλήματα συνοριακών τιμών για την εξίσωση Navier

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουμε τα συνοριακών τιμών προβλήματα στις δύο διαστάσεις.

Είναι απαραίτητο να δώσουμε αρχικά κάποιους ορισμούς, αναγκαίους για τη διατύπωση και

τη μελέτη των προβλημάτων σκέδασης, της δισδιάστατης γραμμικής ελαστικότητας, που θα

παρουσιάσουμε στα επόμενα.

Ορισμός 1.1. Ονομάζουμε θεμελιώδες πεδίο ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο

B του R2
το σύνορο του οποίου ∂B είναι αρκούντως λείο. Εσωτερικό ονομάζεται το πεδίο

όταν είναι φραγμένο και συμβολίζεται ως Bi και εξωτερικό όταν το R2 \ B̄i είναι φραγμένο

και συμβολίζεται Be.

Ορισμός 1.2. Ορίζουμε τον τελεστή επιφανειακής τάσης T από τη σχέση:

T = 2µ n̂ · ∇+ λ n̂∇ ·+µ n̂×∇×, (1.9)
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που προκύπτει από την: Tu(r) = σ̃ · n̂, όπου n̂ = (n1, n2) συμβολίζει το κάθετο μοναδιαίο

διάνυσμα με κατέυθυνση προς το εξωτερικό του B. Αναλυτικότερα, ο τελεστής επιφανειακής

τάσης γράφεται υπό μορφή πίνακα ως:

T =

λn1
∂
∂x1

+ µn1
∂
∂x1

+ µ ∂
∂n

λn1
∂
∂x2

+ µn2
∂
∂x1

λn2
∂
∂x1

+ µn1
∂
∂x2

λn2
∂
∂x2

+ µn2
∂
∂x2

+ µ ∂
∂n

 (1.10)

Ορισμός 1.3. Εσωτερική λύση ονομάζεται κάθε ομαλή συνάρτηση u ∈ C2(Bi) ∩

C1(B̄i) ορισμένη στο Bi που ικανοποιεί τη φασματική εξίσωση Navier.

Ορισμός 1.4. Εξωτερική λύση ονομάζεται κάθε ομαλή συνάρτηση u ∈ C2(Be) ∩

C1(B̄e) ορισμένη στο Be που ικανοποιεί τη φασματική εξίσωση Navier και τις συνθήκες

ακτινοβολίας του Kupradze.

Από το θεώρημα της απόκλισης προκύπτουν οι τύποι του Betti οι οποίοι αποτελούν το

ανάλογο των τύπων του Green [45] στην ελαστικότητα [62]:

1ος τύπος Betti:

∫
Bi

u · ∆∗v dυ =

∫
∂B

u · T (n̂)v ds−
∫
Bi

W (u,v) dυ (1.11)

2ος τύπος Betti:

∫
Bi

u · ∆∗u dυ =

∫
∂B

u · T (n̂)u ds−
∫
Bi

W (u,u) dυ (1.12)

Στις παραπάνω σχέσεις για u = v το W (u,u) δίνεται από τον τύπο:

W (u,u) = µ [(
∂u1
∂r2

)2 + (
∂u2
∂r1

)2] + 2λ
∂u1
∂r2

∂u2
∂r1

+

+(λ+ µ) [(
∂u1
∂r1

)2 + (
∂u2
∂r2

)2] + µ (divu)2

3ος τύπος Betti:

∫
Bi

u · ∆∗v − v · ∆∗u dυ =

∫
∂B

u · T (n̂)v − v · T (n̂)u ds (1.13)
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από τον οποίο τύπο προκύπτουν ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των λύσεων.

Συγκεκριμένα για την εσωτερική λύση θέτοντας όπου v την κάθε στήλη του θεμελιώδους

δυαδικού Γ̃ και συνθέτοντας τα δύο αποτελέσματα σε ένα, παίρνουμε:

ui(r) =

∫
∂B

[ui(r
′) · T (r′)Γ̃(r, r′)− Γ̃(r, r′) · T (r′)ui(r

′)ds(r′) (1.14)

όπου το T (r′)Γ̃(r, r′) περιγράφει τη δράση του τελεστή τάσεων στη θεμελιώδη λύση στο

σημείο r′.

Αντίστοιχα για την εξωτερική λύση έχουμε:

ue(r) =

∫
∂B

[ue(r
′) · T (r′)Γ̃(r, r′) − Γ̃(r, r′) · T (r′)ue(r

′)] ds(r′) (1.15)

Μπορούμε τώρα να παρουσιάσουμε τα προβλήματα συνοριακών τιμών για την εξίσωση

Navier. Αυτά χωρίζονται σε εσωτερικά και εξωτερικά ανάλογα με το αναζητούμε λύση

ue στο εξωτερικό χωρίο Be ή λύση ui στο εσωτερικό του, δηλαδή στο Bi [7, 62]. ΄Εχουμε:

• Το πρόβλημα Dirichlet:

Το ολικό διανυσματικό πεδίο uk, k = i, e, θα πρέπει να ικανοποιεί τις

∆∗uk(r) + ρω2uk(r) = 0 στο Bk (1.16)

uk(r) = 0 στο ∂B (1.17)

• Το πρόβλημα Neumann: Το ολικό διανυσματικό πεδίο uk να ικανοποιεί τις

∆∗uk(r) + ρω2uk(r) = 0 στο Bk (1.18)

Tuk(r) = 0 στο ∂B (1.19)
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• Το πρόβλημα Robin: Το ολικό διανυσματικό πεδίο uk να ικανοποιεί τις

∆∗uk(r) + ρω2uk(r) = 0 στο Bk (1.20)

Tuk(r) + iωcuk(r) = 0 στο ∂B (1.21)

• Το πρόβλημα μετάδοσης: Αναζητούμε δύο διανυσματικές συναρτήσεις ue και ui

που να ικανοποιούν τις:

∆∗ui(r) + ρω2ui(r) = 0 στο Bi (1.22)

∆∗ue(r) + ρω2ue(r) = 0 στο Be (1.23)

ue(r) = ui(r) στο ∂B (1.24)

Tue(r) = Tui(r) στο ∂B (1.25)

1.3 Προβλήματα σκέδασης στη δισδιάστατη γραμμική ελα-

στικότητα

Τα φαινόμενα σκέδασης βρίσκονται στο επίκεντρο της επιστημονικής έρευνας στα πεδία της

φυσικής, της μηχανικής αλλά και των μαθηματικών για περισσότερο από έναν αιώνα, από

την ερμηνεία του χρώματος του ουρανού από τον Rayleigh ως και τις σύγχρονες εφαρμογές

της ψηφιακής τομογραφίας [32]. Η θεωρία σκέδασης μελετά την επίδραση ενός ανομοιογε-

νούς μέσου στη διάδοση ενός κύματος ή ενός σωματιδίου. Η ύπαρξη εμποδίων εντός του

μέσου διάδοσης έχει ως αποτέλεσμα τη σκέδαση του κυματικού πεδίου, ως εκ τούτου τα

εμπόδια αυτά καλούνται σκεδαστές. Τα προβλήματα που εξετάζονται κατά τη μελέτη της

σκέδασης κατηγοριοποιούνται σε ευθέα και αντίστροφα. Σε ένα ευθύ πρόβλημα σκέδασης

γνωρίζουμε το προσπίπτον κυματικό πεδίο, το γεωμετρικό σχήμα ή και τις φυσικές ιδιότητες

του σκεδαστή και ζητούμε το σκεδασμένο κυματικό πεδίο, ενώ σε ένα αντίστροφο πρόβλημα

γνωρίζουμε το σκεδασμένο πεδίο και αναζητούμε τις φυσικές ιδιότητες ή και το σχήμα του
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σκεδαστή.

Θεωρούμε λοιπόν ομογενές και ισότροπο ελαστικό μέσο, που έχει παντού σταθερές πα-

ραμέτρους Lamè, και το οποίο καταλαμβάνει όλον τον R2
. Εντός του μέσου αυτού τοπο-

θετείται σκεδαστής με διαφορετικές σταθερές Lamè από το υπόλοιπο μέσο [62].

Πιο συγκεκριμένα, ο σκεδαστής αναπαριστάται από φραγμένο συνεκτικό χωρίο Bi με

σύνορο Γ ≡ ∂B το οποίο είναι κλειστό, φραγμένο και Lyapunov. Το εξωτερικό του Β ,

δηλαδή το R2\B̄i το συμβολίζουμε με Be. Το Be έχει σταθερές Lamè λe, µe και πυκνότητα

ρe ενώ το Bi έχει σταθερές Lamè λi, µi και πυκνότητα ρi. Για τα λi,e µi,e θα πρέπει να

ισχύουν οι συνθήκες µi,e > 0, λi,e + 2µi,e > 0 ώστε να είναι δυνατή η διάδοση διαμήκων

και εγκάρσιων κυμάτων. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι στα προβλήματα σκέδασης θεωρούμε

ότι σε κάθε χρονική στιγμή η επαφή του σκεδαστή με το μέσο είναι άμεση, ως εκ τούτου

τα πεδία τάσεων και μετατοπίσεων είναι συνεχή δια μέσου του συνόρου.

Ας υποθέσουμε λοιπόν τη διάδοση κυμάτων εντός ελαστικού μέσου. Η εμφάνιση συνόρου

μέσα στο μέσο προκαλεί σκεδασμένο πεδίο το οποίο είναι γραμμικός συνδυασμός διαμήκους

και εγκάρσιου κύματος ανεξάρτητα της μορφής του προσπίπτοντος κύματος. Για τα επόμενα

θα θεωρούμε προσπίπτον κύμα uinc
στο B ⊂ R2

, που μπορεί να είναι είτε επίπεδο P-κύμα

(επίπεδο pressure κύμα) της μορφής

uinc
p (r) := d̂ eikp r·d̂

(1.26)

όπου d̂ είναι το μοναδιαίο διάνυσμα της διεύθυνσης διάδοσης, δηλαδή d̂ ∈ Ω := {r ∈ R2 :

|r| = 1 }, είτε επίπεδο S-κύμα (επίπεδο shear κύμα) της μορφής

uinc
s (r) := d̂

⊥
eiks r·d̂ (1.27)

με d̂
⊥
να είναι το διάνυσμα πόλωσης (polarization).

Θα μπορούσαμε επίσης να θεωρήσουμε προσπίπτον κύμα που να αποτελείται τόσο από P

όσο και από S-επίπεδα κυματικά πεδία, της μορφής:

uinc(r) = d̂ eikp r·d̂ + d̂⊥ eiks r·d̂, (1.28)

Είναι γνωστό ότι το παραγόμενο σκεδασμένο πεδίο θα αποτελείται και από σκεδασμένο P και

από σκεδασμένο S-κυματικό πεδίο, ανεξαρτήτως του τύπου του προσπίπτοντος πεδίου(1.26),
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(1.27) ή (1.28), (βλέπε και (2.11) ), και πρέπει να ικανοιποιεί τις συνθήκες ακτινοβολίας

Kupradze, οι οποίες να εξασφαλίζουν την ασυμπτωτική εξασθένισή του καθώς απομα-

κρύνεται από τον σκεδαστή. Αυτές οι συνθήκες είναι απαραίτητες για την καλή τοποθέτηση

του προβλήματος και δίνονται από την επόμενη σχέση, για τα σκεδασμένα P και S− κύματα:

lim
|r|→∞

√
| r |[∂ua

sct(r)

∂| r |
− ikaua

sct(r)] = 0, a = p, s (1.29)

Σχήμα 1: Σκέδαση ελαστικών κυμάτων

Σε ορισμένα προβλήματα σκέδασης το μέσο στο οποίο διαδίδεται το κύμα είναι στρωματο-

ποιημένο, δηλαδή αποτελείται από πεπερασμένου πλήθους ομογενή χωρίαB1, B2, ...Bn τέτοια

ώστε B1 ⊂ B2 ⊂ ... ⊂ Bn τα οποία διαχωρίζονται από διαπερατά σύνορα S1, S2, ...Sn−1.

Στην περίπτωση αυτή ο σκεδαστής B0 βρίσκεται εντός του B1 και θεωρείται πυρήνας μη δια-

περατός. Το μέσο διάδοσης μέσα στο οποίο βρίσκεται ο σκεδαστής B0 καλείται ομογενές

κατά τμήματα (ή στρωματοποιημένο) ελαστικό μέσο και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.

Στα προβλήματα που αναφέρονται σε ομογενές κατά τμήματα μέσο η μελέτη μας περιλαμ-

βάνει και τον προσδιορισμό των συνόρων S1, S2, ..., Sn των τμημάτων. Τα προβλήματα
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Σχήμα 2: Ομογενές κατά τμήματα ελαστικό μέσο

σκέδασης ελαστικών κυμάτων αναπαριστώνται μαθηματικά με τη βοήθεια των προβλημάτων

συνοριακών τιμών για την εξίσωση Navier τα οποία παρουσιάσαμε στο προηγούμενο κα-

φάλαιο. Τα βασικά προβλήματα σκέδασης περιλαμβάνουν τη σκέδαση από σκληρό σκεδα-

στή (rigid body), που περιγράφεται μαθηματικά από το εξωτερικό πρόβλημα Dirichlet, τη

σκέδαση από κοιλότητα (cavity), που περιγράφεται μαθηματικά από το εξωτερικό πρόβλημα

Neumann, το πρόβλημα εμπέδησης (impedance), που περιγράφεται μαθηματικά από το εξω-

τερικό πρόβλημα Robin και τέλος το πρόβλημα διαπερατού σώματος ή πρόβλημα μετάδοσης

(transmission problem). Τα δύο επόμενα προβλήματα συνοριακών τιμών είναι αυτά στα ο-

ποία θα βασιστεί η μελέτη των προβλημάτων σκέδασης που διερευνούμε σε αυτή τη διατριβή.

• Σκληρός σκεδαστής - συνοριακή συνθήκη Dirichlet Η σκληρή επιφάνεια,

που δεν επιτρέπει μετατοπίσεις, καλείται σκληρός σκεδαστής, για να υπάρχει λοιπόν συ-

νέχεια του πεδίου μετατοπίσεων στο σύνορο θα πρέπει να μηδενίζεται το ολικό πεδίο επί

του συνόρου δηλαδή θα πρέπει να ισχύει: utot
e (r) = 0 για r ∈ ∂B. Επόμένως, το πρόβλημα

σκέδασης ελαστικών κυμάτων από σκληρό σκεδαστή διατυπώνεται ως εξής:
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Να οριστεί διανυσματική συνάρτηση utot ∈ C2(Be) ∩ C1(Be) που να ικανοποιεί τις:

∆∗utot(r) + ρω2utot(r) = 0 στο Be

utot(r) = 0 στο ∂B

utot(r) = uinc(r) + usct(r) στο R2 \ Bi.

lim
|r|→∞

√
| r |[∂ua

sct(r)

∂| r |
− ikaua

sct(r)] = 0, a = p, s

Πρέπει να σημειώσουμε ότι στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει διάδοση κυμάτων στο εσωτε-

ρικό του σκεδαστή.

• Σκεδαστής με συνθήκη εμπέδησης (impedance) - συνοριακή συνθήκη

Robin

Στην περίπτωση που το εμπόδιο είναι μη διαπερατό και επικαλυμμένο μπορεί να αναπαραστα-

θεί μαθηματικά από σκεδαστή με σύνορο στο οποίο ισχύει μία συνθήκη εμπέδησης τύπου

Robin. Η εμπέδηση περιγράφει την αναλογία μεταξύ της τάσης και της ταχύτητας του ε-

κάστοτε σημείου. Το αντίστοιχο πρόβλημα σκέδασης διατυπώνεται λοιπόν ως εξής:

Να οριστεί διανυσματική συνάρτηση utot ∈ C2(Be) ∩ C1(Be) που να ικανοποιεί τις:

∆∗utot(r) + ρω2utot(r) = 0 στο Be

Tutot(r) + iω cutot(r) = 0 στο ∂B

utot(r) = uinc(r) + usct(r) στο R2 \ Bi.

lim
|r|→∞

√
| r |[∂ua

sct(r)

∂| r |
− ikaua

sct(r)] = 0, a = p, s

με c να είναι η παράμετρος εμπέδησης.
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1.4 Πλάτη σκέδασης

Στη συνέχεια θα αναφερθούμε στην έννοια του πλάτους σκέδασης ή μακρινού πεδίου η

οποία είναι καθοριστική στη μελέτη των προβλημάτων σκέδασης. Με τη βοήθεια των ασυμ-

πτωτικών αναπτυγμάτων των συναρτήσεων Hankel μπορούμε από τη θεμελιώδη λύση της

εξίσωσης Navier να εξάγουμε ασυμπτωτικές σχέσεις για τα Γp και Γs όπως αναφέρεται από

τον Σεβρόγλου [62]:

Γ̃p(r, r
′) =

i+ 1

4µ
√
πkp

e−ikpr̂·r̂′ r̂r̂
e−ikpr

√
r

+O(r−3/2), r → ∞ (1.30)

Γ̃s(r, r
′) =

i+ 1

4µ
√
πks

e−iksr̂·r̂′ (Ĩ− r̂r̂)
e−ikpr

√
r

+O(r−3/2), r → ∞ (1.31)

όπου r := |r|. Το δυαδικό (r̂r̂) εκφράζει την ακτινική συμπεριφορά του διαμήκους μέρους της

Γ̃ ενώ το (Ĩ−r̂r̂) εκφράζει το εφαπτομενικό εγκάρσιο μέρος στην περιοχή ακτινοβολίας. Από

τις ασυμπτωτικές μορφές των ∇r′ Γ̃(r, r
′), ∇r′ · Γ̃(r, r′) μπορούμε να βρούμε ασυμπτωτική

σχέση για την T(r′) Γ̃(r, r′).

Χρησιμοποιώντας την ολοκληρωτική αναπαράσταση της εξωτερικής λύσης (1.15) παίρ-

νουμε την ασυμπτωτική μορφή του σκεδασμένου πεδίου [62]:

usct(r) = u∞p (r̂) r̂
eikpr√
r

+ u∞s (r̂)r̂⊥
eiksr√
r

+O(r−3/2), r → ∞ (1.32)

Οι συντελεστές u∞
p (r) = u∞p (r̂) r̂ , u∞

s (r) = u∞s (r̂) r̂⊥ λέγονται πλάτη σκέδασης

(scattering amplitudes) ή μακρινά πεδία (far field patterns) του p και του s-

κύματος αντίστοιχα.

Για το πρόβλημα Dirichlet τα πλάτη σκέδασης δίνονται από τις σχέσεις

u∞
s (r) =

i+ 1

4µ
√
πks

(Ĩ− r̂r̂) ·
∫
∂B

e−ikse r̂ · r̂T (r′)utot(r′)ds(r′) (1.33)

u∞
p (r) =

i+ 1

4µ
√
πkp

r̂r̂ ·
∫
∂B

e−ikpe r̂ · r̂T (r′)utot(r′)ds(r′) (1.34)
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2 Ευθέα Προβλήματα Σκέδασης - Καλή Τοποθέτη-

ση

΄Οπως προαναφέραμε, τα ευθέα προβλήματα σκέδασης αφορούν στον προσδιορισμό του σκε-

δασμένου πεδίου ενώ είναι γνωστό το προσπίτον κύμα καθώς και οι φυσικές ιδιότητες του

μέσου διάδοσης. Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρουμε τις μεθόδους μελέτης των ευθέων προβλη-

μάτων ακέδασης και αντιμετωπίζουμε το ευθύ μεικτό πρόβλημα σκέδασης από σκεδαστή με

τμηματική εμπέδηση στο σύνορό του, καθώς και το ευθύ πρόβλημα σκέδασης σε ομογενές

κατά τμήματα μέσο με εμπόδια στο εσωτερικό του.

2.1 Μέθοδοι μελέτης καλής τοποθέτησης ευθέων προβλη-

μάτων σκέδασης

΄Ενα πρόβλημα χαρακτηρίζεται καλώς τοποθετημένο κατά Hadamard όταν υπάρχει λύση

του, η λύση αυτή είναι μοναδική και εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα. Για τη μελέτη

της καλής τοποθέτησης των ευθέων προβλημάτων σκέδασης έχουν αναπτυχθεί, κατά τη

διάρκεια των ετών, δύο βασικές μέθοδοι και ορισμένες τροποποιήσεις τους. Αρχικά ο Som-

merfeld απέδειξε το 1912 [124] τη μοναδικότητα της λύσης στην περιοχή της ακουστικής και

τα αποτελέσματά του επεκτάθηκαν από τους Rellich [114] και Vekua [128] που μελέτησαν

το πρόβλημα σκέδασης με συνθήκη Dirichlet βασιζόμενοι στα θεωρήματα Green [45, 92].

Η μέθοδος αυτή, που ονομάζεται μεταβολική μέθοδος (Variational Method), χρησιμο-

ποιήθηκε αργότερα από τον Müller [96] για να θεμελιώσει τη μοναδικότητα της λύσης του

αντίστοιχου προβλήματος στον ηλεκτρομαγνητισμό. Αξίζει να σημειώσουμε ότι για την ε-

φαρμογή της μεθόδου αυτής σε εξωτερικό πρόβλημα, θεωρούμε σφαίρα (3D) -κύκλο (2D)-

που περικλύει τον σκεδαστή ώστε να εφαρμόσουμε τύπους Green στο χωρίο μεταξύ της

σφαίρας και του σκεδαστή. Ακολούθως, χρησιμοποιώντας την αρχή της αναλυτικής συ-

νέχειας (unique continuation principle) και το λήμμα Rellich [15] μπορούμε να δείξουμε ότι

το ομογενές πρόβλημα (με ομογενή συνοριακή συνθήκη για το σκεδασμένο πεδίο) έχει μόνο

τη μηδενική λύση συνεπώς το μη ομογενές έχει μοναδική λύση. Η μέθοδος αυτή είναι δυνατό
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να τροποποιηθεί ώστε να δοθεί η μεταβολική διατύπωση του προβλήματος με μια κατάλληλη

διγραμμική μορφή και κατάλληλο γραμμικό συναρτησοειδές ώστε να χρησιμοποιήσουμε το

θεώρημα Lax-Milgram και να αποδείξουμε την ύπαρξη ή/και τη μοναδικότητα της λύσης,

όπως για παράδειγμα χρησιμοποιήθηκε από τους Liu, Zhang, Hu [86]. Στην ελαστικότητα

με τη μέθοδο αυτή έχει μελετηθεί το πρόβλημα Dirichlet από τους Lee, Wang, Wang, Zhao

[83].

Για την θεμελείωση της ύπαρξης λύσης, αρχικά μελετήθηκε η ολοκληρωτική εξίσωση

Lippmann–Schwinger της ακουστικής [84]. Αργότερα βασιζόμενοι στην κεντρική ιδέα της

διατύπωσης των προβλημάτων σκέδασης με ολοκληρωτικές εξισώσεις επί του συνόρου του

σκεδαστή, μελετήθηκαν στην ακουστική προβλήματα με συνοριακές συνθήκες Dirichlet

και Neumann, όπου χρησιμοποίηθηκαν ολοκληρωτικές εξισώσεις (Boundary Integral

Equation Method) που προκύπτουν με τη χρήση δυναμικών διπλού και απλού στρώματος

από τους Rellich,Vekua[128] και Müller [97]. Οι λύσεις δόθηκαν, στην αρχή, σε μια μορφή

που περιλάμβανε μόνο ένα δυναμικό, η προσέγγιση όμως αυτή οδηγούσε σε ολοκληρωτικές

εξισώσεις με αριθμίσιμο διακριτό σύνολο ιδιοτιμών, επιτάσσοντας τη διάκριση περιπτώσεων.

Η δυσκολία αυτή αντιμετωπίστηκε με τη χρήση συνδυασμών δυναμικών απλού και διπλού

στρώματος σε εργασίες που δημοσιεύθηκαν από τους Vekua [128] Weyl [131] Müller [97]

και Werner [132] τόσο στην ακουστική όσο και στον ηλεκτρομαγνητσιμό τις οποίες δια-

δέχθηκαν εργασίες τωνWerner και Brakhage [20], Leis [81] Panich [103] Knauff και Kress

[70] και Kress [71] που ανέπτυξαν και διευκρίνησαν περισσότερο τη μέθοδο αυτή. Στην

ελαστικότητα αντίστοιχες εργασίες δημοσίευσε αρχικά ο Kupradze, που ήταν αυτός που

διατύπωσε και τη συνθήκη ακτινοβολίας στην περιοχή της ελαστικότητας, αποδεικνύοντας

ύπαρξη λύσης για προβλήματα με συνοριακές συνθήκες Dirichlet και Neumann.

2.2 Μεικτό πρόβλημα σκέδασης από σκεδαστή με τμηματι-

κή εμπέδηση στο σύνορό του

Στην ενότητα αυτή, θα δώσουμε αρχικά τους απαραίτητους μαθηματικούς ορισμούς ώστε

να παρουσιάσουμε τη μέθοδο των ολοκληρωτικών εξισώσεων επί του συνόρου (boundary

integral equation approach- BIEM) αλλά και την μεταβολική μέθοδο (variational mathod).

Τις δύο αυτές μεθόδους θα χρησιμοποιήσουμε για να αντιμετωπίσουμε το μεικτό πρόβλημα

σκέδασης από σκεδαστή με τμηματική εμπέδηση στο σύνορό του, στο οποίο εφαρμόζουμε
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αφενός την BIEM για να αποδείξουμε την ύπαρξη λύσης, αφετέρου τη μεταβολική μέθοδο

για να αποδείξουμε τη μοναδικότητα αυτής.

Για να μελετήσουμε, λοιπόν, τη μοναδικότητα και την ύπαρξη λύσης των παραπάνω προ-

βλημάτων είναι αναγκαίο να ορίσουμε πρώτα τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος με

τη βοήθεια Hölder συνεχών διανυσματικών συναρτήσεων.

Μία διανυσματική συνάρτηση λέγεται a-Hölder-συνεχής αν υπάρχουν μη αρνητικές

σταθερές C, a > 0 ώστε να ισχύει:

∥ u(r)− u(r′) ∥= C ∥ r− r′ ∥a

και για a = 1 ονομάζεται Hölder-συνεχής ή Lipschitz-συνεχής.

΄Εστω φ μία Hölder- συνεχής διανυσματική συνάρτηση ορισμένη στο σύνορο ∂B. Τότε

το δυναμικό απλού στρώματος (Δ.Α.Σ.) με πυκνότητα φ ορίζεται ως:

(Sφ)(r) =

∫
∂B

Γ̃(r, r′) · φ(r′)ds(r′), r ∈ R2
(2.1)

όπου Γ̃(r, r′) είναι η θεμελιώδης λύση. Το Δ.Α.Σ. είναι συνεχής λύση της φασματικής

εξίσωσης Navier και ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας Kupradze. Η δράση όμως του

επιφανειακού τελεστή τάσης επάνω στο Δ.Α.Σ. εμφανίζει ασυνέχειες στο σύνορο και ισχύει

η σχέση διαπίδυσης:

[T (Sφ)]±(r) = [(∓I +K)φ](r), r ∈ ∂B (2.2)

Ανάλογα ορίζουμε και το δυναμικό διπλού στρώματος (Δ.Δ.Σ.):

(Dφ)(r) =

∫
∂B

T Γ̃(r, r′) · φ(r′)ds(r′), r ∈ R2
(2.3)

Το Δ.Δ.Σ. είναι λύση της φασματικής εξίσωσης Navier και ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινο-

βολίας Kupradze, αλλά δεν είναι συνεχής. Ισχύει η συνθήκη διαπίδυσης:

[(Dφ)]±(r) = [(±I +K∗)φ](r), r ∈ ∂B (2.4)
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όπου έχουμε χρησιμοποιήσει τον τελεστή:

(Kφ)(r) =

∫
∂B

T Γ̃(r, r′) · φ(r′)ds(r′), r ∈ ∂B (2.5)

Στις παραπάνω σχέσεις το “+” αντιστοιχεί στο Be δηλαδή για r ∈ Be και r → ∂B ενώ το

“-” αντιστοιχεί στο Bi δηλαδή για r ∈ Bi και r → ∂B. Επίσης το “*” συμβολίζει τον L2

συζυγή [62].

Μπορούμε, λοιπόν, τώρα να περιγράψουμε την BIEM approach που θα χρησιμοποιήσου-

με για την απόδειξη της ύπαρξης λύσης του προβλήματος. Για να εφαρμόσουμε αυτή τη

μέθοδο, πρώτα υποθέτουμε ότι υπάρχει λύση σε μορφή γραμμικού συνδυασμού δυναμικών

απλού και διπλού στρώματος, τα οποία δυναμικά είναι λύσεις της εξίσωσης Navier που ι-

κανοποιούν τη συνθήκη ακτινοβολίας. Κατόπιν, αντικαθιστούμε τη μορφή αυτή της λύσης

στις συνοριακές συνθήκες και χρησιμοποιώντας τις συνθήκες διαπίδυσης οδηγούμαστε σε

μία ολοκληρωτική εξίσωση επί του συνόρου με άγνωστη την πυκνότητα. Αποδεικνύουμε ότι

η εξίσωση αυτή έχει λύση δείχνοντας ότι ο τελεστής που εμφανίζεται στην εξίσωση είναι

επί.

Με τη μεταβολική μέθοδο θα αποδείξουμε τη μοναδικότητα της λύσης του προβλήματος.

Αρχικά θεωρούμε κύκλο που περιβάλλει τον σκεδαστή και χρησιμοποιούμε τον πρώτο τύπο

Betti εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες για το ομογενές πρόβλημα. Χωρίζοντας το

φανταστικό μέρος στη σχέση που προκύπτει και κάνοντας χρήση των συνθηκών εξασθένι-

σης (decay conditions) μπορούμε να φτάσουμε στο συμπέρασμα ότι η λύση μηδενίζεται

στο σύνορο και από το λήμμα Rellich να συμπεράνουμε ότι μηδενίζεται στο εσωτερικό του

κύκλου, που σημαίνει ότι το ομογενές πρόβλημα έχει μόνο τη μηδενική λύση άρα το μη

ομογενές έχει μοναδική λύση.

Στη συνέχεια μελετάμε ένα ευθύ πρόβλημα σκέδασης που αφορά έναν μη διαπερατό, ε-

πικαλυμμένο κατά τμήματα σκεδαστή. Ο σκεδαστής βρίσκεται εντός ομογενούς μέσου και

έχει απλά συνεκτικό σύνορο το οποίο χωρίζεται σε δύο μέρη, ένα τύπου Robin με σταθερά

εμπέδησης c1 και ένα δεύτερο επίσης τύπου Robin με σταθερά εμπέδησης c2(c1 ̸= c2). Σε

κάθε μέρος ισχύει μια διαφορετική συνθήκη τύπου Tu(r) + iωck u(r) = hk, k = 1, 2.

΄Εστω B ⊂ R2
ένα μη διαπερατό εμπόδιο, που αναπαριστάται από φραγμένο, συνεκτικό

χωρίο. Υποθέτουμε ότι το B είναι μερικώς επικαλυμένο, το σύνορό του ∂B ≡ Γ είναι Lip-

schitz και χωρίζεται σε δύο ξένα μεταξύ τους μέρη, ΓI1 και ΓI2 τέτοια ώστε Γ = ΓI1 ∪ ΓI2 .
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Δύο διαφορετικές σταθερές εφαρμόζονται στα ΓI1 , ΓI2 . Το σύνολο B θα καλείται στο εξής

σκεδαστής. Σημειώνουμε επίσης ότι n = n(r) συμβολίζει το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα με

κατέυθυνση προς το εξωτερικό του B στο σημείο r ∈ Γ και το ϱ συμβολίζει την πυκνότητα

του μέσου.

Σχήμα 3: Σκέδαση από επικαλυμμένο κατά τμήματα σκεδαστή

Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος σκέδασης αρμονικών ελαστικών κυμάτων

δίνεται από την εξίσωση Navier με συνοριακή συνθήκη στο Γ ως ακολούθως: Να βρεθεί

διανυσματικό πεδίο u ∈ [ H1(R2 \ B) ]2 τέτοιο ώστε

∆∗u(r) + ϱω2u(r) = 0, r ∈R2 \ B, (2.6)

Tu(r) + iω c1 u(r) = 0, r ∈ ΓI1 (2.7)

Tu(r) + iω c2 u(r) = 0, r ∈ ΓI2 , (2.8)

lim
r→∞

√
r

(
∂usct

β (r)

∂r
− ikβ u

sct
β (r)

)
= 0, β = p, s, r := |r|, (2.9)
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Στις παραπάνω σχέσεις, u είναι το ολικό πεδίο που δίνεται από

u(r) = uinc(r) + usct(r), στο R2 \B (2.10)

με uinc
να είναι το προσπίπτον επίπεδο κύμα, ενώ το usct

παριστάνει το αντίστοιχο σκεδα-

σμένο. Στο εξής το πρόβλημα (2.6)-(2.10) θα αναφέρεται ως πρόβλημα συνοριακών τιμών

τμηματικής εμπέδησης (impedance boundary value problem (IBVP)). Στην επιφάνεια του

σκεδαστή θεωρούμε τις συνοριακές συνθήκες εμπέδησης (2.7) και (2.8). Στα παρακάτω το

ci θα είναι η επιφανειακή εμπέδηση (μια θετική σταθερά) για το σύνορο ΓIi , i = 1, 2.Η επι-

φανειακή εμπέδηση αποδίδει το γινόμενο της έντασης επί την ακαμψία (intesity by stiffness)

και μετρά την αντίθεση (contrast) μεταξύ των δύο υλικών, λεπτομέρειες σχετικά με την

έννοια της εμπέδησης μπορεί να βρει κανείς στα [40, 125]. Το σκεδασμενο πεδίο usct
είναι

απαραίτητο να ικανοποιεί τις συνθήκες ακτινοβολίας Sommerfeld-Kupradze (2.9). Επίσης,

το σκεδασμένο πεδίο ικανοποιεί την εξίσωση Navier (2.6) στο εξωτερικό χωρίο B ⊂ R2
, και

μπορεί να αναλυθεί ως εξής

usct(r) := usct
p (r) + usct

s (r), (2.11)

Το πρόβλημά μας (2.6)-(2.10) σε όρους usct
μπορεί να διατυπωθεί ως:

∆∗usct(r) + ϱω2usct(r) = 0, r ∈R2 \ B, (2.12)

Tusct(r) + iω c1 u
sct(r) = h1 r ∈ ΓI1 (2.13)

Tusct(r) + iω c2 u
sct(r) = h2, r ∈ ΓI2 , (2.14)

lim
r→∞

√
r

(
∂usct

β (r)

∂r
− ikβ u

sct
β (r)

)
= 0, β = p, s, r := |r|, (2.15)

όπου hi ∈ [H−1/2(ΓIi)]
2 i = 1, 2

Συνοψίζουμε τα παραπάνω διατυπώνοντας το IBVP ως εξής:
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Δοθέντος μη διαπερατού σκεδαστή B ⊂ R2
ενσωματωμένου σε ένα ομογενές ελαστικό μέσο

και ενός επίπεδου προσπίπτοντος κύματος uinc
, να βρεθεί το σκεδασμένο διανυσματικό πεδίο

usct ∈ [H1
loc(R \ B)]2 που ικανοποιεί τις (2.12)-(2.16).

2.2.1 Μοναδικότητα και ύπαρξη λύσης

Στην υποενότητα αυτή θα θεμελιωθεί αρχικά η μοναδικότητα της λύσης για το πρόβλημα

σκέδασης με τμηματική εμπέδηση (2.12)-(2.16) ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία με αυτή

που χρησιμοποιήθηκε στην αναφορά [10]. ΄Εστω SR είναι κυκλικό χωρίο με ακτίνα R, και

ικανού μεγέθους ώστε να περιέχει τον σκεδαστή στο εσωτερικό του, με σύνορο ∂SR =

{α ∈ R2 : |α| = R} και Λ είναι το χωρίο SR \ B (βλέπε σχήμα 4).

Σχήμα 4: Κυκλικό χωρίο SR

Χρησιμοποιώντας τον πρώτο τύπο Betti στο Λ προκύπτει

∫
Λ

[W(usct,v) − ϱω2usct · v] dυ +

∫
ΓI1

Tusct · vds +

∫
ΓI2

Tusct · vds

−
∫
∂SR

Tusct · v ds = 0. (2.16)
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Περισσότερα σχετικά με το W (u,v) μπορεί να βρει κανείς στην αναφορά [6]. Λόγω των

συνοριακών συνθηκών (2.13), (2.14) παίρνουμε από την (2.16)

∫
Λ

[W(usct,v) − ϱω2usct · v] dυ − iω c1

∫
ΓI1

usct · vds − iω c2

∫
ΓI2

usct · vds

−
∫
∂SR

Tusct · v ds = −
∫
ΓI1

h1 · vds −
∫
ΓI2

h2 · vds. (2.17)

Συνεπώς οδηγούμαστε στην μεταβολική διατύπωση του προβλήματος (2.12)-(2.16):

Να βρεθεί λύση usct ∈ [H1(Λ)]
2
τέτοια ώστε:

α(usct, v) = ℓ(v) (2.18)

όπου α(usct, v) =

∫
Λ

[W(usct,v) − ϱω2usctv] dυ − iω c1

∫
ΓI1

usct · vds

−iω c2

∫
ΓI2

usct · vds −
∫
∂SR

Tusct · v ds (2.19)

και ℓ(v) = −
∫
ΓI1

h1 · vds −
∫
ΓI2

h2 · vds. (2.20)

για κάθε v ∈ [H1(Λ)]
2
.

Υποθέτουμε ότι usct
είναι η λύση του αντίστοιχου ομογενούς προβλήματος -δηλαδή του

προβλήματος με h1 = 0 και h2 = 0- και για usct
και ūsct

μπορούμε από την (2.17) να

καταλήξουμε στην

∫
Λ

W(usct,usct) − ϱω2|usct|2 dυ − iωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds − iωc2

∫
ΓI2

|usct|2ds

−
∫
∂SR

Tusct · usct ds = 0. (2.21)

Παίρνοντας το φανταστικό μέρος της (2.21) έχουμε

ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2ds + Im{
∫
∂SR

Tusct · usct ds} = 0 (2.22)
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Είναι επίσης γνωστό ότι η ακτινοβολούσα λύση usct
της εξίσωσης Navier έχει την παρακάτω

ασυμπτωτική μορφή [9]

usct(r) = u∞,p(r̂)r̂
eikpr√
r

+ u∞,s(r̂)r̂⊥
eiksr√
r

+O(r−
3
2 ), (2.23)

η οποία ισχύει ομοιόμορφα ως προς r̂, όπου r̂ = r
|r| και οι συντελεστές u

∞,p(r̂) = u∞,p(r̂)r̂

και u∞,s(r̂) = u∞,s(r̂)r̂⊥ οριζόμενοι στον μοναδιαίο κύκκλο ∂S1 ∈ R2
, είναι γνωστοί ως το

διάμηκες και το εγκάρσιο μακρινό πεδίο του usct
, αντίστοιχα [62], [121]. Στο σημείο αυτό

αναφέρουμε επίσης ότι η συνθήκη ακτινοβολίας (2.15) οδηγεί στην

usct,β = O(r−
1
2 ) και

∂usct,β

∂rm
− ikβ

rm
r
usct,β = O(r−

3
2 ), β = p, s, (2.24)

όπου m = 1, 2 και καθώς η κάθετη διεύθυνση στον ∂SR συμπίπτει με την ακτινική, δηλαδή

r̂ = n(r), r ∈ ∂SR για κάθε R μπορούμε να συνάγουμε ότι
∂usct,β

∂rm
= ikβ nmu

sct,β +O(R− 3
2 )

(υπενθυμίζουμε ότι n = (n1, n2)) και Tu
sct,β = ∆∗usct,β

στο ∂SR. Συνεπώς μπορούμε να

ξαναγράψουμε την (2.22) ως

ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2ds

+Im{
∫
∂SR

[ikp ∆
∗u∞,p · u∞,s e

i(kp−ks)R

R
+ iks∆

∗u∞,s · u∞,p e
i(ks−kp)R

R

+ikp
∆∗u∞,p · u∞,p

R
+ iks

∆∗u∞,s · u∞,s

R
] ds}+O(R− 1

2 ) = 0. (2.25)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι ποσότητες (kp∆
∗u∞,p ·u∞,p) , (ks∆

∗u∞,s ·u∞,s) είναι πραγματικοί
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οδηγούμαστε στην

ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2ds

+

∫
∂S1

kp∆
∗u∞,p · u∞,p + ks∆

∗u∞,s · u∞,s ds

+Im{
∫
∂S1

[ ikp∆
∗u∞,p · u∞,s ei(kp−ks)R

+iks∆
∗u∞,s · u∞,p ei(ks−kp)R ] ds}+O(R− 1

2 ) = 0. (2.26)

Ολοκληρώνοντας την τελευταία σχέση από z ως 2z ως προς R, παίρνουμε

(ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2 ds

+

∫
∂S1

[ kp∆
∗u∞,p · u∞,p + ks∆

∗u∞,s · u∞,s ] ds) z

+Im{(e
i(kp−ks)2z − ei(kp−ks)z

i(kp − ks)
+
ei(ks−kp)2z − ei(ks−kp)z

i(ks − kp)
)

∫
∂S1

[ ikp∆
∗u∞,p · u∞,s + iks∆

∗u∞,s · u∞,p ] ds}+O(z
1
2 ) = 0, (2.27)

και διαιρώντας την (2.27) με z, καταλήγουμε στην

ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2 ds

+

∫
∂S1

[ kp∆
∗u∞,p · u∞,p + ks∆

∗u∞,s · u∞,s ] ds

+Im{
(
ei(kp−ks)2z − ei(kp−ks)z

i(kp − ks)z
+
ei(ks−kp)2z − ei(ks−kp)z

i(ks − kp)z

)
∫
∂S1

[ ikp∆
∗u∞,p · u∞,s + iks∆

∗u∞,s · u∞,p ] ds}+ O(z
− 1

2 ) = 0, (2.28)
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Τέλος, παίρνοντας όριο για z → ∞ παίρνουμε

ωc1

∫
ΓI1

|usct|2ds + ωc2

∫
ΓI2

|usct|2 ds

+

∫
∂S1

[ kp∆
∗u∞,p · u∞,p + ks∆

∗u∞,s · u∞,s ] ds = 0. (2.29)

Επειδή c1 , c2 > 0 και οι kp , ks , ω έχουν το ίδιο πρόσημο και λόγω της ελλειπτικότητας

του ∆∗
, συμπεραίνουμε ότι usct

=0 στο ∂B. Συνεπώς λόγω των ομογενών συνοριακών

συνθηκών, προκύπτει Tusct
=0 στο ∂B. Τελικά από το λήμμα Rellich παίρνουμε usct

=0

στο Λ, δηλαδή το ομογενές πρόβλημα έχει μόνο την τετριμμένη λύση και συνεπώς το μη

ομογενές πρόβλημα (2.12)-(2.16) έχει μοναδική λύση.

Στο σημείο αυτό, θα μελετηθεί η ύπαρξη λύσης για το ευθύ πρόβλημα (IBVP) με τη

χρήση δυναμικών απλού και διπλού στρώματος που, για τη διευκόλυνση του αναγνώστη,

θυμίζουμε ότι ορίζονται ως εξής:

Δυναμικό απλού στρώματος με πυκνότητα φs:

S(φs)(r) :=

∫
∂B

Γ̃(r, r0) ·φs(r0)ds, r ∈ R2 \ ∂B (2.30)

και δυναμικό διπλού στρώματος με πυκνότητα φd:

D(φd)(r) :=

∫
∂B

T Γ̃(r, r0) ·φd(r0)ds, r ∈ R2 \ ∂B. (2.31)

Επίσης ορίζουμε τους τελεστές:

K(φ1)(r) :=

∫
∂B

T Γ̃(r, r0) ·φ1(r0)ds, r ∈ ∂B (2.32)

K∗(φ2)(r) :=

∫
∂B

[T Γ̃(r, r0)]
⊤ ·φ2(r0)ds, r ∈ ∂B (2.33)

H(φ1)(r) :=

∫
∂B

Γ̃(r, r0) ·φ1(r0)ds, r ∈ ∂B (2.34)

L(φ2)(r) := T

∫
∂B

T Γ̃(r, r0) ·φ2(r0)ds, r ∈ ∂B (2.35)
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για τους οποίους μπορεί κανείς να βρει περισσότερα στην αναφορά [1, 78]. Στις αναφορές

[50, 56], παραθέτονται τα ακόλουθα δύο θεωρήματα

Θεώρημα 1. ΄Εστω B ⊂ R2
φραγμένο, συνεκτικό χωρίο με σύνορο ∂B το οποίο είναι

Lipschitz τότε οι τελεστές

S : [H
−1/2
2 (∂B)]2 → [H1

2(B)]
2

[H
−1/2
2 (∂B)]2 → [H1

2(R2 \ B)]2

D : [H
1/2
2 (∂B)]2 → [H1

2(B)]
2

[H
1/2
2 (∂B)]2 → [H1

2(R2 \ B)]2 (2.36)

είναι συνεχείς.

Θεώρημα 2. ΄Εστω B ⊂ R2
φραγμένο, συνεκτικό χωρίο με σύνορο ∂B το οποίο είναι

Lipschitz τότε οι τελεστές

H : [H
−1/2
2 (∂B)]2 → [H

1/2
2 ]2(∂B) (2.37)

−I + K : [H
−1/2
2 (∂B)]2 → [H

−1/2
2 (∂B)]2 (2.38)

−I + K∗ : [H
1/2
2 (∂B)]2 → [H

1/2
2 (∂B)]2 (2.39)

L : [H
1/2
2 (∂B)]2 → [H

−1/2
2 (∂B)]2 (2.40)

είναι συνεχείς και Fredholm με δείκτη μηδέν.

Αποδεικνύουμε τώρα το ακόλουθο θεώρημα:

Πρόταση 1. Αν υποθέσουμε ότι η λύση usct ∈ [H1(Λ)]2 του IBVP (2.12)-(2.15) γράφεται
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στη μορφή συνδυασμού απλού και διπλού στρώματος, δηλαδή

usct(r) = D(φ)(r) + i η S(φ)(r)

όπου φ ∈ [H1/2(∂B)]2 και η είναι μη μηδενικός πραγματικός αριθμός τότε το IBVP έχει

λύση.

Απόδειξη. ΄Εχει αποδειχθεί ότι το βοηθητικό πρόβλημα

∆∗usct(r) + ϱω2usct(r) = 0, r ∈R2 \ B, (2.41)

Tusct(r) + iω cusct(r) = h r ∈ ΓI (2.42)

lim
r→∞

√
r

(
∂usct

β (r)

∂r
− ikβ u

sct
β (r)

)
= 0, β = p, s, r := |r|, (2.43)

έχει λύση της μορφής [10]

usct(r) = D(P−1h)(r) + i η S(P−1h)(r), με h ∈ [H− 1
2 (∂B)]2 (2.44)

όπου ο τελεστής P : [H
1/2
2 (∂B)]2 → [H

−1/2
2 ]2(∂B) ορίζεται ως:

P := L + i η[−I + K] + iω c 1[−I + K∗ + i ηH] (2.45)

΄Εστω he + φ να είναι η επέκταση της h1 (βλέπε (2.13) ) από ΓI1 στο ∂B, όπου

he ∈ [H−1/2(∂B)]2 είναι μια σταθερή (fixed) επέκταση από ΓI1 στο ∂D και φ ∈ [H
−1/2
ΓI1

(ΓI2)]
2

είναι αυθαίρετη και [H
−1/2
ΓI1

(ΓI2)]
2
συμβολίζει τον χώρο των συναρτήσεων του [H−1/2(ΓI2)]

2

που μηδενίζονται (vanish) στο ΓI1 . Λαμβάνοντας υπόψη την (2.44) θα αποδείξουμε ότι

υπάρχει λύση usct
του προβλήματός μας στη μορφή

usct(r) = D(P−1(he + φ))(r) + i η S(P−1(he + φ))(r). (2.46)

Η παραπάνω usct
επιλύει το πρόβλημα αφού ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας και επίσης

Tusct(r) + iω c2 u
sct(r) = he + φ, στο ΓI1 Είναι γνωστό ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις
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διαπίδυσης [92, 120]

[S(φ)(r)]± = H(φ)(r) (2.47)

[T S(φ)]±(r) = [(∓I + K)φ](r) (2.48)

[D (φ)]±(r) = [(±I + K∗)φ](r) (2.49)

Στις παραπάνω σχέσεις το
′′ + ” αντιστοιχεί στο εξωτερικό του Β, R2 \ B̄ ≡ Be, δηλαδή

θεωρούμε r ∈ Be και r → ∂B, ενώ το ′′ − ” αντιστοιχεί στο εσωτερικό του Β, Bi, δηλαδή

θεωρούμε r ∈ Bi και r → ∂B. Αντικαθιστώντας την (2.46) στη συνοριακή συνθήκη στο

ΓI2 , δηλαδή στην h2 = Tu + iωc2u και χρησιμοποιώντας τις προαναφερθείσες σχέσεις

διαπήδισης (2.47)-(2.49) μπορούμε να συνάγουμε ότι

T [I + K∗ + iωc1H](P−1)(he + φ)(r)

+ iωc2 [I + K∗ + iωc1H](P−1)(he + φ)(r) = h2(r)

που δίνει

[L + iωc1 (−I + K)](P−1)(he + φ)(r)

+ iωc2 [I + K∗ + iωc1H](P−1)(he + φ)(r) = h2(r) στοΓI2 (2.50)

Ορίζουμε τώρα τους τελεστές N, F : [H
−1/2
2 (∂B)]2 → [H

1/2
2 (∂B)]2 ως:

N := L + iωc1 (−I + K)(P−1) + iωc2 [I + K∗ + iωc1H] (2.51)

και τον τελεστή F ως:

F := h2 − Nhe στοΓI2 . (2.52)

Λαμβάνοντας υπόψη τους τελεστές (2.51), (2.52) η σχέση (2.50) μπορεί να γραφεί ως ακο-
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λούθως:

N|ΓI2
(φ)(r) = F(φ)(r)στο ΓI2 (2.53)

όπου N|ΓI2
(φ) είναι ο περιορισμός του Φ στο ΓI2 Στην αναφορά [10] μπορεί να βρεθεί η

απόδειξη ότι ο τελεστής Ν είναι Fredholm με δείκτη μηδέν, ως εκ τούτου για να αποδει-

χθεί επί αρκεί να αποδειχεί αντιστρέψιμος. ΄Εστω g ∈ kerNΓI2
, οπότε NΓI2

g = 0, επίσης

g(r) = 0 στο ΓI1 και ας αντικαταστήσουμε στη σχέση (2.44) όπου h την g, δηλαδή

usct(r) = D(P−1g)(r) + i η S(P−1g)(r) (2.54)

Στα επόμενα με usct
+ συμβολίζουμε το σκεδασμένο πεδίο στο Be, ενώ με u

sct
− στο Bi. Η usct

επιλύει το αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα του (2.12)-(2.15), καθότι ικανοποιεί τη συνθήκη

ακτινοβολίας και επίσης

Tusct(r) + iω c2 u
sct(r) = 0, στο ΓI1 . Επομένως

Tusct(r) + iω c2u
sct(r) = N|ΓI2

g(r) = 0. (2.55)

Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις διαπίδυσης (2.47), (2.48), (2.49) και την (2.54) συνάγουμε

ότι usct
− − usct

+ = g και Tusct
− − usct

+ = −iηg οι οποίες δίνουν usct
+ = −g και Tusct

+ = iηg.

΄Ετσι καταλήγουμε στην

Tusct
+ (r) + iω c2 u

sct
+ (r) = iη g − iω c2 g. (2.56)

Η σχέση αυτή μαζί με την (2.55) δίνουν iηg − iω c2 g = 0 και επειδή iη ̸= iω c2 καταλήγουμε

στην g = 0. ΄Εχουμε λοιπόν θεμελιώσει ότι ο N έχει τετριμμένο πυρήνα, δηλαδή είναι

αντιστρέψιμος, το οποίο συνεπάγεται την επιλυσιμότητα του μη ομογενούς προβλήματος.

Συνοψίζουμε την παραπάνω ανάλυσή μας λέγοντας ότι τόσο η μοναδικότητα όσο και η

ύπαρξη λύσης του IBVP (2.6)-(2.10) έχουν αποδειχθεί.

Σημείωση. Παρουσιάζουμε εδώ το παρακάτω αποτέλεσμα ευστάθειας:

Αν η u είναι η μοναδική λύση του προβλήματος (2.6)-(2.10) και η usct
ικανοποιεί τη συνθήκη

ακτινοβολίας, δηλαδή limr→∞
√
r
(

∂usct
β (r)

∂r
− ikβ u

sct
β (r)

)
= 0, β = p, s και hi ∈ [H−1/2(ΓIi)]

2

ι=1,2 τότε
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u ∈ [ H1
loc(Λ)]

2

όπου H1
loc(Λ) είναι ο χώρος των συναρτήσεων u : Λ → C ∈ H1(K) για κάθε συμπαγές

σύνολο K ⊂ Λ.

2.3 Πρόβλημα σκέδασης σε ομογενές κατά τμήματα μέσο

με εμπόδια–σκεδαστές στο εσωτερικό του

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε το ευθύ πρόβλημα σκέδασης και αποδεικνύουμε την

καλή του τοποθέτηση μέσω τροποποιημένης μεταβολικής μεθόδου [57]. Με τη μέθοδο αυτή

μπορούμε να αποδείξουμε τόσο την ύπαρξη όσο και τη μοναδικότητα της λύσης του προ-

βλήματος. Μπορούμε να περιγράψουμε τη μέθοδο ως εξής: αρχικά θεωρούμε κύκλο που

περιβάλλει τον σκεδαστή, κατόπιν πολλαπλασιάζουμε την εξίσωση Navier με συνάρτηση δο-

κιμής (test function) και έπειτα χρησιμοποιούμε παραγοντική ολοκλήρωση και ενδεδειγμένες

ταυτότητες. Ακολούθως, ορίζουμε τον κατάλληλο τελεστή Poincaré−Steklov ώστε να α-

ντικαταστήσουμε τη συνθήκη ακτινοβολίας με μια συνθήκη στο σύνορο του κύκλου. Μετά

ξαναγράφουμε τη μεταβολική διατύπωση του προβλήματος χρησιμοποιώντας μια διγραμμική

μορφή και ένα γραμμικό συναρτησιακό με τη βοήθεια των οποίων μπορούμε να αποδείξουμε

όλες τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Lax−Milgram και ως εκτούτου να αποδείξουμε την

ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης.

Το πρόβλημά μας, που αφορά ένα ομογενές κατά τμήματα μέσο, περιγράφεται μαθημα-

τικά από ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών τύπου Dirichlet. ΄Εστω D ⊂ R2
ένα ανοιχτό,

συνεκτικό, φραγμένο χωρίο που έχει λείο C2
-σύνορο ∂D. Στα επόμενα το D θεωρείται ένα

ανομοιογενές μέσο το οποίο περιέχει στο εσωτερικό του, πεπερασμένου πλήθους θαμμένα

αντικείμενα που συμβολίζονται με Dk
0, k = 1, 2, ..., n (βλέπε σχήμα 5).

Θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό D0 = ∪n
k=1D

k
0, υποθέτοντας ότι D

k1
0 ∩Dk2

0 = ∅, αν

k1 ̸= k2 και τον συμβολισμό D1 := D \ D̄0. Από μαθηματική σκοπιά το πρόβλημά μας περι-

γράφεται από το ακόλουθο εξωτερικό πρόβλημα συνοριακών τιμων:
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Σχήμα 5: Ανομοιογενές μέσο με εμπόδια στο εσωτερικό του

Να βρεθεί διανυσματική συνάρτηση u ∈ [ H1
loc(R \D0) ]

2
τέτοια ώστε

∆∗u(r) + ρ(r)ω2u(r) = 0 στο R2 \ D̄0, (2.57)

u(r) = 0 στο ∂D0, (2.58)

lim
r→+∞

√
r

(
∂usct

α (r)

∂r
− ikαu

sct
α (r)

)
= 0, α = p, s, r := |r|. (2.59)

Η συνθήκη ακτινοβολίας τουKupradze (2.59) ισχύει ομοιόμορφα προς όλες τις κατευθύνσεις

r̂ = r
r
και οι kp, ks είναι οι κυματαριθμοί για το διάμηκες και το εγκάρσιο κύμα αντίστοιχα.

Στο πρόβλημα σκέδασης (2.57)-(2.59) χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό utot ≡ u = uinc + usct

όπου u είναι το ολικό πεδίο στο R2 \ D̄0, u
inc
είναι το προσπίπτον επίπεδο κύμα και με usct

συμβολίζουμε το αντίστοιχο σκεδασμένο πεδίο. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι ρ ∈ L∞(R2 \ D̄0)

και ρ > 0, με ρ = 1 στο R2 \ D̄1 και ρ ̸= 1 στο D1.

2.3.1 Μοναδικότητα και ύπαρξη λύσης

Θα αποδείξουμε τώρα την ύπαρξη λύσης και τη μοναδικότητα αυτής χρησιμοποιώντας την

τροποποιημένη μεταβολική μέθοδο που περιγράψαμε προηγουμένως. Λόγω γραμμικότητας
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του διαφορικού τελεστή ∆∗
και λαμβάνοντας υπόψη τη σχέση

u = uinc + usct
, η εξίσωση (2.57) οδηγεί στην

∆∗uinc(r) + ∆∗usct(r) + ρ(r)ω2uinc(r) + ρ(r)ω2usct(r) = 0,

και ως εκ τούτου

∆∗usct(r) + ρ(r)ω2usct(r) = −(∆∗uinc(r) + ρ(r)ω2uinc) στο R2 \ D̄0.

Αν τώρα ορίσουμε q := −(∆∗ + ρ(r)ω2) και f1 = uinc
στο R2 \ D̄0, η τελευταία σχέση κα-

ταλήγει στην:

∆∗usct + ρ(r)ω2usct = −qf1 στο R2 \ D̄0,

και επειδή ρ(r) ̸= 1 στο D1 και ρ(r) = 1 στο R2 \ D̄1, έχουμε qf1 = (ρ(r)− 1)ω2f1 στο

D1 = D \ D̄0. Περαιτέρω, θεωρώντας τη συνοριακή συνθήκη (2.58), δηλαδή, u
sct = −uinc

επί του ∂D0, αν θέσουμε f2 := −uinc
στο ∂D0 παίρνουμε

usct = −f2 στο ∂D0.

Με τη χρήση των παραπάνω σχέσεων το πρόβλημα (2.57)-(2.59) μπορεί να γραφεί ως:

∆∗w + ρ(r)ω2w = −qf1 στο R2 \ D̄0, (2.60)

w = −f2 στο ∂D0, (2.61)

lim
r→+∞

√
r

(
∂wαr

∂r
− ikαwα(r)

)
= 0, α = p, s, r := |r|. (2.62)

Θεωρούμε τώρα μοναδιαίο διάνυσμα d̂ ∈ S1
που δηλώνει την κατεύθυνση της κυματικής

διάδοσης, όπου S1 := {r ∈ R2 : |r| = 1} και με BR := {r ∈ R2 : |r| < R} ορίζουμε κυκλικό

δίσκο με κέντρο την αρχή και ακτίνα R > 0, τέτοια ώστε D ⊂ BR. Συνεπώς στα επόμενα

θεωρούμε το χωρίο ΩR ως το:

ΩR := BR \ D̄0,
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Σχήμα 6: Κυκλικός δίσκος BR

και ακόμη ορίζουμε τον ακόλουθο χώρο Hilbert

X := {p ∈ H1(ΩR) : p
∣∣
∂D0

= 0}.

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την εξίσωση (2.60) με μια διανυσματική συνάρτηση δοκιμής φ̄ ∈ X

παίρνουμε

∆∗w · φ̄+ ρω2w · φ̄ = −qf1 · φ̄ στο ΩR,

και επομένως

[µ∆w + (λ+ µ)∇(∇ ·w)] · φ̄+ ρω2w · φ̄ = −qf1 · φ̄. (2.63)

Ολοκληρώνοντας την (2.63) στο ΩR, παίρνουμε:

µ

∫
ΩR

∆w · φ̄ dυ + (λ+ µ)

∫
ΩR

∇(∇ ·w) · φ̄ dυ +

∫
ΩR

ρω2w · φ̄ dυ

=

∫
ΩR

−qf1 · φ̄ dυ. (2.64)
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Αν λάβουμε υπόψη ότι φ
∣∣
∂D0

= 0, η παρακάτω ταυτότητα

∫
ΩR

∇(∇ ·w) · φ̄ ds = −
∫
ΩR

(∇ ·w)(∇ · φ̄) dυ −
∫
∂ΩR

(∇ ·w)n̂ · φ̄ ds (2.65)

μπορεί να γραφεί ως

∫
ΩR

∇(∇ · w) · φ̄ ds = −
∫
ΩR

(∇ ·w)(∇ · φ̄) ds−
∫
∂BR

(∇ ·w) n̂ ·φ ds. (2.66)

Καθώς ισχύει

∫
ΩR

(∆w) ·φ dυ = −
∫
ΩR

(∇w) : (∇φ) dυ −
∫
∂BR

n̂(∇ ·w) ·φ ds, (2.67)

οπου με “ : ” συμβολίζουμε το γινόμενο Frobenius μεταξύ δύο δυαδικών και qf1 = 0 στο

R2 \D1, δηλαδή ∫
ΩR

−qf1 ·φ dυ = −
∫
D1

qf1 ·φ dυ, (2.68)

μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η (2.64) μέσω των (2.66), (2.67) και (2.68) οδηγεί στην

−µ
∫
ΩR

(∇w) : (∇φ) dυ − µ

∫
∂BR

n̂ · (∇w) ·φ ds

−(λ+ µ)

∫
ΩR

(∇ ·w)(∇ ·φ) dυ − (λ+ µ)

∫
∂BR

(∇ ·w)n̂ ·φ ds

+

∫
ΩR

ρω2w ·φ dυ = −
∫
D1

qf1 ·φ dυ. (2.69)

Από την παραπάνω ανάλυση είμαστε τώρα σε θέση να ορίσουμε τον τελεστή τύπου Poincaré-

Steklov

Tdn = µ(n̂ · ∇w) + (λ+ µ)(∇ ·w) n̂ στο ∂BR (2.70)

όπου το n̂ συμβολίζει το προς το εξωτερικό κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα, που ορίζεται στο

σύνορο ∂ΩR στο σημείο r. Ο τελεστής Tdn αντιστοιχίζει την w̃ στο Tdnw, όπου η w̃ είναι

η ακτινοβολούσα λύση του προβλήματος Dirichlet με συνοριακά δεδομένα w̃|∂ΩR
= w. Με

τη βοήθεια αυτού του τελεστή, δηλαδή χρησιμοποιώντας την (2.70), το πρόβλημα (2.60) -

47



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

(2.62) είναι ισοδύναμο με το ακόλουθο:

∆∗w + ρω2w = −qf1 στο ΩR (2.71)

w = −f2 στο ∂D0 (2.72)

µ(n̂ · ∇w) + (λ+ µ)(∇ ·w) n̂ = Tdnw στο ∂BR. (2.73)

Με τη χρήση του Tdn η σχέση (2.69) μέσω της (2.70) δίνει

−µ
∫
ΩR

(∇w) : (∇φ) dυ − (λ+ µ)

∫
ΩR

(∇ ·w)(∇ ·φ) dυ

+ω2

∫
ΩR

ρw ·φ dυ+ < Tdnw, φ >∂BR
= −

∫
D1

qf1 ·φ dυ. (2.74)

΄Εστω w0 ∈ H1(BR \D0) τέτοια ώστε w0 = −f2, στο ∂D0 και w0 = 0 στο ∂BR. Τότε για

u = w −w0 στο (2.74) έχουμε την εξής μεταβολική διατύπωση του (2.71)-(2.73):

Να βρεθεί λύση u ∈
[
H1

∂D0, loc
(R2 \D0)

]2
τέτοια ώστε

α(u, φ) = ℓ(φ)− α(w0, φ) (2.75)

όπου

α(u, φ) = µ

∫
ΩR

(∇u) : (∇φ) dυ + (λ+ µ)

∫
ΩR

(∇·)(∇u ·φ) dυ

−
∫
ΩR

ρω2u ·φ dυ− < Tdnu, φ >∂BR
(2.76)

και

ℓ(φ) =

∫
D1

qf1 ·φ dυ (2.77)

για κάθε φ ∈ X .

Για να θεμελιώσουμε λοιπόν την ύπαρξη και τη μοναδικότητα λύσης του (2.75), απαιτείται

να αποδείξουμε πρώτα τα επόμενα τρία λήμματα.
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Λήμμα 1. Το γραμμικό συναρτησιακό ℓ(φ) είναι φραγμένο, δηλαδή υπάρχει θετική στα-

θερά c′1 τέτοια ώστε

|ℓ(φ)| ≤ c′1 ∥φ∥H1(ΩR). (2.78)

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz, η σχέση (2.77) δίνει

|ℓ(φ)| ≤ ∥qf1∥L2(D1)∥φ∥H1(D1). (2.79)

΄Εχοντας υπόψη ότι η qf1 είναι φραγμένη και |n̂| = 1, έχουμε

|ℓ(φ)| ≤ c1 ∥φ∥H1(D1), (2.80)

για κάποια θετική σταθερά c1 και συνεπώς επειδή D1 ⊆ ΩR, υπάρχει θετική σταθερά c
′
1

τέτοια ώστε

|ℓ(φ)| ≤ c′1 ∥φ∥H1(ΩR). (2.81)

Λήμμα 2. Η διγραμμική μορφή a(u, φ) είναι φραγμένη, δηλαδή

|α(u, φ)| ≤ c3∥u∥H1(ΩR)∥φ∥H1(ΩR), (2.82)

Απόδειξη. Από τη σχέση (2.76) χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz μπορούμε

να οδηγηθούμε στην

|α(u, φ)| ≤ µ ∥∇u∥L2(Ω) ∥∇φ∥L2(Ω) + (λ+ µ) ∥∇ · u∥L2(Ω) ∥∇ ·φ∥L2(Ω)

+c1ω
2∥u∥L2(Ω) ∥φ∥L2(Ω) + ∥Tdnu∥H−1/2(∂BR) ∥φ∥H1/2(∂BR), (2.83)

για κάποια θετική σταθερά c1. ΄Εχει αποδειχεί στο [83] ότι

∥Tdnu∥H− 1
2 (∂ΩR)

≤ C ||u||
H

1
2 (∂ΩR)

, (2.84)
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και ως εκ τούτου μέσω της (4.64), παίρνουμε

|α(u, φ)| ≤ c3∥u ∥H1(ΩR) ∥φ∥H1(ΩR), (2.85)

για κάποια θετική σταθερά c3.

Λήμμα 3. Ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα πιεστικότητας (coercivity) για την α(u, u)

Re{α(u, u)} ≥ c′ ∥u∥2H1(ΩR). (2.86)

Απόδειξη.

Re{α(u, u)} = µ ∥∇u∥2L2(ΩR) + (λ+ µ) ∥∇ · u∥2L2(ΩR)

−ρω2∥u∥2L2(ΩR) − Re{< Tdnu, u >}

≥ c5 ∥u∥2H1(ΩR) − c6 ∥u∥2L2(ΩR). (2.87)

και συνεπώς εξασφαλίζεται η υπόθεση του θεωρήματος.

Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το ακόλουθο.

Πρόταση 2. Το πρόβλημα (2.71) -(2.73) έχει μοναδική λύση u ∈ H1(BR \D0), που ικα-

νοποιεί την ακόλουθη ανισότητα

∥u∥H1(ΩR) ≤ c
(
∥f2∥H1/2(∂D0) + ∥f1∥L2(D1)

)
(2.88)

για κάποια θετική σταθερά c.

Απόδειξη. ΄Εστω ℓ(φ) = 0. Τότε qf1 = 0 στο D1 και συνεπώς f1 = 0 στο D1 Από την

(2.75) έπεται ότι η u ∈ X επιλύει το πρόβλημα (2.60)-(2.62) με f1 = f2 = 0, και από το

λήμμα Rellich έχουμε ότι u = 0. Η ομογενής, λοιπόν, εξίσωση

α(u, φ) = 0 (2.89)
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δέχεται μόνο την τετριμμένη λύση, οπότε η εξίσωση (2.75) δέχεται το πολύ μία λύση. Από

αυτό το συμπέρασμα, μαζί με τα λήμματα 1-3 και το θεώρημα Lax-Milgram υπάρχει μοναδική

λύση του μεταβολικού προβλήματος που ικανοποιεί την ανισότητα (2.88).

2.4 Εφαρμογές και συμπεράσματα

Οι εφαρμογές των μεικτών προβλημάτων σκέδασης σχετίζονται με επικαλυμμένα αντικείμε-

να από διαφορετικά υλικά σε διαφορετικά μέρη των συνόρων τους ή αντικείμενα που έχουν

υποστεί διάβρωση που έχει αποφέρει διαφορετικές ιδιότητες εμπέδησης σε μέρη της επι-

φάνειάς τους. Τέτοια προβλήματα εμφανίζονται σε διάφορα πεδία εφαρμογών, όπως στον μη

καταστρεπτικό έλεγχο, στον εντοπισμό αντικειμένων εντός της γης, στη θεωρία συνθετι-

κών υλικών και σε διατύπωση μαθηματικών μοντέλων στις επιστήμες υγείας. Ειδικότερα,

εφαρμογές στα ελαστικά υλικά είναι αρκετά διαδεδομένες και παίζουν σημαντικό ρόλο όπως

φαίνεται από τα ακόλουθα παραδείγματα: (i) Αποτίμηση μέσω μη καταστρεπτικού ελέγχου

της κατάστασης τόσο ισοτροπικών όσο και ανισοτροπικών υλικών, μέσω χρήσης ελαστι-

κών κυμάτων ώστε να μετρηθούν οι ελαστικές ιδιότητες στερεών δειγμάτων με σκοπό να

εντοπιστούν ατέλειες στην κατασκευή τους [29]. (ii) Μη καταστρεπτικός έλεγχος με σκοπό

να αποκαλυφθούν ατέλειες που εμφανίστηκαν λόγω διάβρωσης ή θερμικού σοκ [37]. (iii)

Κατασκευή μερικώς επικαλυμμένων ατσάλινων εξαρτημάτων που έχουν ένα μέρος από κα-

ουτσούκ. Αυτές οι κατασκευές είναι εφικτές μέσω μιας χημικής διαδικασίας μετατροπής

με χρήση φωσφορικού σιδήρου, εφαρμόζοντας κατάλληλη συγκολλητική ουσία, ώστε να ε-

πικοληθεί το καουτσούκ στο εν λόγω μέρος π.χ.[134]. (iv) Κατασκευή επικαλύψεων που

μειώνουν την τριβή μεταξύ διαφορετικών υποστρωμάτων σε κράματα, βλέπε π.χ. [52, 46].

(v) Παραγωγή ιατρικών στεντ επικαλυμμένων με φάρμακο, σχεδιασμένα να απελευθερώνουν

το φάρμακο στον περιβάλλοντα ιστό με ελεγχόμενο τρόπο. Ο στόχος αυτής της διαδικασίας

απελευθέρωσης του φαρμάκου σε βάθος χρόνου, είναι η καθυστέρηση της ανάπτυξης πλεο-

νασματικών κυττάρων ώστε να επιτραπεί στο αγγείο να επουλωθεί [129]. Επίσης, παραγωγή

στεντ με βελτιωμένη βιοσυμβατότητα, μέσω της χρήσης επικάλυψης φωσφορυλοχολίνης ως

μορφής βιομίμισης, βλέπε π.χ. [133]. (vi) Ηλεκτρικά αγώγιμα συνθετικά υλικά που έχουν

επιθυμητές ρεολογικές και μηχανικές ιδιότητες μπορούν να παραχθούν μέσω συνδυασμού πο-

λυμερούς και νανοσωλήνων άνθρακα απλού τοιχώματος, [95]. Στις πρακτικές εφαρμογές των

μπορεί να προστεθούν και προβλήματα σκέδασης σεισμικών κυμάτων τα οποία διαδίδονται

51



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

εντός της γης και σκεδάζονται από πετρώματα. Η εμπέδηση των πετρωμάτων αναπαριστά

την γεωλογική επιφανειακή τους δομή. Πετρώματα με διαφορετική εμπέδηση σε τμήματα

της επιφάνειάς τους εμφανίζονται σε εφαρμογές όπως ο εντοπισμός αντικειμένων υπογείως

από μετρήσεις το ολικού πεδίου που προκύπτει από την σκέδαση ελαστικών κυμάτων από

αυτά τα αντικείμενα. Πρέπει να σημειώσουμε, ο χαρακτηρισμός της εμπέδησης σε αντίστορ-

φα προβλήματα ελαστικής σκέδασης έχει μελετηθεί και μπορεί να βρει κανείς λεπτομέρειες

στην αναφορά [9].

Στην παράγραφο 2.2, η μελέτη του προβλήματος σκέδασης για επικαλυμμένο εμπόδιο

με τμηματική εμπέδηση πραγματοποιήθηκε μέσω κατάλληλης συνοριακής ολοκληρωτικής ε-

ξίσωσης. Διατυπώνουμε για το πρόβλημα αυτό τα ακόλουθα συμπεράσματα:

1. Η ύπαρξη λύσεων του προβλήματος IBVP (2.12)-(2.15) θεμελιώθηκε με τη βοήθεια

κατάλληλων ολοκληρωτικών τελεστών. Συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας ελαστικά δυ-

ναμικά απλού και διπλού στρώματος, κατασεκυάστηκε μια ειδική μορφή της λύσης

με στόχο να προκύψουν κατάλληλες ολοκληρωτικές εξισώσεις. Αυτή η προσέγγιση

ήταν εποικοδομητική ώστε να δείξουμε ότι η λύση ικανοποιεί και τις δύο συνθήκες

εμπέδησης σε καθένα μήμα του συνόρου και δώσαμε, επιπλεόν, ένα βασικό αποτέλεσμα

ευστάθειας.

2. Αξίζει να σημειώσουμε εδώ ότι χρησιμοποιώντας ανάλογα επιχειρήματα, μπορεί κανείς

να θεμελιώσει την μοναδικότητα και ύπαρξη της λύσης και στην πιο περίπλοκη πε-

ρίπτωση στην οποία το σύνορο του σκεδαστή είναι χωρισμένο σε n ξένα μεταξύ τους

μέρη με διαφορετική σταθερά εμπέδησης στο καθένα. Συγκεκριμένα, η ύπαρξη και η

μοναδικότητα της λύσης μπορεί να θεμελιωθούν ορίζοντας το ακόλουθο άθροισμα

he +
n∑

k=2

φk, με φk ∈ [H−1/2
∂B\ΓIk

(ΓIk)]
2, (2.90)

όπου η he έιναι μια καθορισμένη επέκταση της h1 = Tu + iωc1u από το ΓI1 σε όλο το

σύνορο ∂B. Χρησιμοποιώντας κατάλληλους τελεστές N |ΓIk
(φk) στο ΓIk k = 2, .., n

και (2.90), μπορεί να αποδειχθεί ότι υπάρχει λύση u στη μορφή

u(r) = D(P−1(he +
n∑

k=2

φk))(r) + i η S(P−1(he +
n∑

k=2

φk))(r) (2.91)

52



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

που ικανοποιεί όλες τις συνοριακές συνθήκες.
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3 Αντίστροφα Προβλήματα Σκέδασης

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε στα αντίστροφα προβλήματα σκέδασης τα οποία αφο-

ρουν στον προσδιορισμό του σχήματος, της θέσης αλλά και των φυσικών χαρακτηριστικών

του σκεδαστή από τη γνώση της ασυπτωτικής συμπεριφοράς του σκεδασμένου πεδίου. Πα-

ρουσιάζουμε τις μεθόδους επίλυσης των αντιστρόφων προβλημάτων και αντιμετωπίζουμε το

αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης από ανομοιογενές μέσο με εμπόδια−σκεδαστές στο εσωτε-

ρικό του.

3.1 Μέθοδοι επίλυσης αντιστρόφων προβλημάτων σκέδα-

σης

Τα αντίστροφα προβλήματα σκέδασης είναι μη γραμμικά και μη καλώς τοποθετημένα, καθώς

οι μετρήσεις που λαμβάνουμε για τα πλάτη σκέδασης είναι προσεγγιστικές, ως εκτούτου

δεν έχει νόημα να μιλήσουμε για ύπαρξη λύσης των προβλημάτων αυτών. Αυτό που επιδι-

ώκουμε είναι να κανονικοποιήσουμε τα αντίστροφα προβλήματα και να βρούμε λύσεις των

κανονικοποιημένων προβλημάτων [32]. Η μελέτη αντίστροφων προβλημάτων αρχίζει με την

εργασία του Schiffer ο οποίος έδειξε για το πρόβλημα Dirichlet στην ακουστική, ότι με γνω-

στά τα πλάτη σκέδασης πάνω στη μοναδιαία σφαίρα μπορούμε να καθορίσουμε μοναδικά τον

σκεδαστή [79]. Τα αποτελέσματα αυτής της μελέτης επεκτάθηκαν από τους Nachman [98],

Novikov [100] και Ramm [113]. Για τα αντίστοιχα προβλήματα στον ηλεκτρομαγνητισμό

δημοσιεύθηκαν εργασίες από τους Colton, Päivärinta, Ola και Somersalo [36, 101, 102].

Καθοριστικό ρόλο στην απόδειξη της μοναδικότητας του σκεδαστή παίζουν είτε το θεώρημα

του Karp είτε οι σχέσεις αμοιβαιότητας (mixed reciprocity relations).

Εν συνεχεία, χρησιμοποιήθηκαν τεχνικές γραμμικοποίησης του προβλήματος όπως οι

προσεγγίσεις Born, Rytov και Kirchhoff [42], οι οποίες προσφέρουν μεν απλά μαθηματικά

μοντέλα αλλά αγνοούν χαρακτηριστικά της μη γραμμικής φύσης του προβλήματος. Από τις

αρχές της δεκαετίας του 1980, λοιπόν, άρχισαν να αναπτύσσονται επαναληπτικές μέθοδοι

-τύπου Newton και άλλες- που αντιμετώπιζαν χωρίς γραμμικοποίηση το πρόβλημα και οι ο-

ποίες διατηρούσαν περισσότερα χαρακτηριστικά της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Σε
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ορισμένες από αυτές τις μεθόδους η κλασική Fréchet παράγωγος αντικαθίσταται από άλλες

παραγώγους όπως για παράδειγμα τις domain derivatives. Τέτοιες μέθοδοι αναπτύχθηκαν

από τους Roger [117], Angel, Colton και Kirsch [4], Kress[72], Potthast[106] και άλλους.

Κατά την εφαρμογή όμως των μεθόδων αυτών είναι απαραίτητο να επιλύεται ένα ευθύ

πρόβλημα σε κάθε επαναληπτικό βήμα, για την αποφυγή, λοιπόν, της ανάγκης αυτής ανα-

πτύχθηκαν οι μέθοδοι διάσπασης, οι οποίες διαχωρίζουν το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης

σε δύο μέρη: στο πρώτο μέρος αντιμετωπίζεται η κακή τοποθέτηση του προβλήματος υπο-

λογίζοντας το σκεδασμένο πεδίο από τη γνώση του πλάτους σκέδασης, ενώ στο δεύτερο

μέρος αντιμετωπίζεται η μη γραμμικότητά του καθορίζοντας το σύνορο του σκεδαστή ως

την περιοχή των σημείων οπου ικανοποιείται η συνοριακή συνθήκη για το ολικό πεδίο [32].

Αρχικά, διατυπώθηκαν η μέθοδος των Kirsch και Kress [68, 69] και η παρόμοια μέθοδος

των Angel, Kleinmann και Roach [5]. Στη μέθοδο αυτή επιδιώκουμε να καθορίσουμε το

σύνορο του σκεδαστή ως την επιφάνεια εκείνη που δίνει πλάτη σκέδασης όσο το δυνατόν

πιο κοντά στις μετρήσεις που έχουμε. Με τον όρο ‘κοντά’ εννοούμε την ελαχιστοποίηση

ενός κατάλληλου συναρτησοειδούς, η οποία γίνεται σε ένα συμπαγές σύνολο επιτρεπτών

παραμετρικοποιήσεων του συνόρου του σκεδαστή. Η διαφορά της μεθόδου αυτής από τη

μέθοδο των Kirsch και Kress έγκειται στο ότι στη μέθοδο των Angel, Kleinmann και Roach

εκφράζουμε το σκεδασμένο πεδίο ως ανάπτυγμα ακτινοβολουσών σφαιρικών κυματικών συ-

ναρτήσεων, ενώ στη μέθοδο των Kirsch και Kress για σκεδασμένο πεδίο χρησιμοποιείται

ένα δυναμικό απλού στρώματος.

Μετέπειτα, ακολούθησε η μέθοδος των Colton και Monk [33, 34, 35] -η οποία αναφέρεται

και ως dual space method - στην οποία χρησιμοποιώντας συναρτήσεις Herglotz επιλύε-

ται το εσωτερικό πρόβλημα συνοριακών τιμών σε κάθε αποδεκτό χωρίο που προσεγγίζει

τον σκεδαστή, το οποίο αποκαλούμε χωρίο Herglotz. Οι συναρτήσεις Herglotz, το σύνολο

των οποίων είναι πυκνό στον χώρο λύσεων του εσωτερικού προβλήματος, αποτελούν τότε

προσεγγίσεις των λύσεων του εσωτερικού προβλήματος σε κάθε αποδεκτό χωρίο. Απο-

δεικνύεται σχέση που συνδέει τον πυρήνα Herglotz της λύσης αυτής του εσωτερικού προ-

βλήματος με το πλάτος σκέδασης (για την ελαστικότητα βλέπε [41]) και καθώς ο υπόχωρος

των πυρήνων Herglotz είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα του υπόχωρου των πλατών σκέδασης

μπορούμε να αντιμετωπίσουμε το αντίστροφο πρόβλημα προβάλοντας τα δεδομένα μετρήσιμα

πλάτη σκέδασης στον υπόχωρο πυρήνων Herglotz. Για την προσεγγιστική επίλυση, λοιπόν,

ελαχιστοποιούμε το άθροισμα των τετραγώνων των εσωτερικών γινομένων των μετρήσιμων
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πλατών σκέδασης επί των πυρήνων Herglotz συν το τετράγωνο του ολοκληρώματος των

συναρτήσεων Herglotz πάνω στη μοναδιαία σφαίρα.

Οι επαναληπτικές μέθοδοι επίσης, ενώ πετυχαίνουν γρήγορη σύγκλιση, είχαν το μειο-

νέκτημα ότι απαιτούσαν περισσότερες εκ των προτέρων πληροφορίες για τον σκεδαστή όπως

για παράδειγμα τη γνώση του είδος των συνοριακών συνθηκών αλλά και πληροφορίες για

την τοπολογία του κάτι που ισχύει και στις μεθόδους διάσπασης. Για την αντιμετώπιση αυ-

τής της δυσκολίας αναπτύχθηκαν οι δειγματολητικές μέθοδοι στις οποίες χρησιμοποιώντας

μια δείκτρια συνάρτηση ελέγχουμε αν ένα σημείο ανήκει στο εσωτερικό του σκεδαστή ή

όχι, με σκοπό να προσδιορίσουμε το σύνορό του. Στην κατηγορία αυτή ανήκουν η μέθο-

δος σημειακής πηγής (point-source method) του Potthast [107], η μέθοδος του Ike-

hata (probe method) [53, 54], η γραμμική δειγματολητική μέθοδος (linear sampling

method) των Colton, Kirsch [31], η μέθοδος παραγοντοποίησης (factorization method)

του Kirsch [64, 65, 67], η τροποποιημένη μέθοδος παραγοντοποίησης (modified factor-

ization method) [47, 48]. Το κύριο μειονέκτημα αυτών των μεθόδων είναι ότι απαιτούν

μετρήσεις για τις τιμές των πλατών σκέδασης σε μεγάλο αριθμό σημείων.

Ειδικότερα, στη μέθοδο του Potthast χρησιμοποιούμε μια σημειακή πηγή σε σημείο z ως

προσπίπτον κύμα και μετράμε το σκεδασμένο πεδίο που προκύπτει. Αν το σημείο z πλησι-

άζει στο σύνορο του σκεδαστή, το σκεδασμένο πεδίο θα τείνει στο άπειρο καθώς η σημειακή

πηγή έχει ιδιομορφία στο z.

Στην probe method του Ikehata θεωρούμε χωρίο Ω που περιέχει τον σκεδαστή στο ε-

σωτερικό του και για κάθε σημείο x του Ω ορίζουμε μία καμπύλη με το ένα άκρο στο σύνορο

του Ω και το άλλο στο x. Θεωρούμε μια ακολουθία λύσεων της εξίσωσης vn τέτοια ώστε το

άθροισμα της L2
-νόρμας της διαφοράς της vn από τη θεμελιώδη λύση και της L

2
-νόρμας της

κλίσης (gradient) της διαφοράς αυτής, να τείνει στο μηδέν. Τότε με τη βοήθεια κατάλληλου

τελεστή DtoN μπορούμε να ορίσουμε μια ακολουθία ολοκληρωμάτων με την vn η οποία

συγκλίνει σε κατάλληλη δείκτρια συνάρτηση μόνο για τα σημεία x που δεν ανήκουν στον

σκεδαστή και η οποία τείνει στο άπειρο όταν το σημείο x τείνει στο σύνορο του σκεδαστή.

Στη γραμμική δειγματολητική μέθοδο θεωρούμε κατάλληλη συνάρτηση Herglotz ως προ-

σπίπτον κύμα και χρησιμοποιώντας τον τελεστή λύσης, τον τελεστή Herglotz και τον τελε-

στή μακρινού πεδίου καθώς και τη συνοριακή συνθήκη οδηγούμαστε στην εξίσωση μακρινού

πεδίου του προβλήματος. Ακολούθως, επιλέγουμε ένα σύνολο σημείων από μια περιοχή που

είναι γνωστό ότι περιέχει τον σκεδαστή και επιλύουμε την εξίσωση μακρινού πεδίου προσεγ-
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γιστικά, για κάθε σημείο, χρησιμοποιώντας ένα σχήμα κανονικοποίησης. Συνήθως επιλέγε-

ται η κανονικοποίηση Tikhonov, ορίζοντας την παράμετρο a με την αρχή της απόκλισης του

Morozov (Morozov’s discrepancy principle) [73, 126]. Με τη μέθοδο αυτή ο προσδιορισμός

του σκεδαστή επιτυγχάνεται από τα σημεία εκείνα για τα οποία η νόρμα της λύσης γίνεται

αυθαίρετα μεγάλη. Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι έχουν αναπτυχθεί και άλλες μέθοδοι

για την επιλογή της παραμέτρου a καθώς και άλλες κανονικοποιήσεις εκτός της Tikhonov

[16, 17, 60, 61, 80].

Η μελέτη του Kirsch επί της συμπεριφοράς της προσεγγιστικής λύσης που δίνει η γραμμι-

κή δειγματολητική μέθοδος απέδωσε τη μέθοδο της παραγοντοποίησης. Πιο συγκεκριμένα,

ο Kirsch παραγοντοποιώντας τον τελεστή μακρινού πεδίου με τη βοήθεια του τελεστή λύσης

και του δυναμικού απλού στρώματος οδηγήθηκε σε μία νέα εξίσωση με τον τελεστή μακρι-

νού πεδίου και τον συζυγή του. Στην περίπτωση αυτή, όπως φαίνεται στην αναφορά [6], η

κανονικοποίηση της εξίσωσης παράγει λύση που συγκλίνει όταν ο τελεστής μακρινού πεδίου

είναι κανονικός, καθώς τότε μπορούμε με τη βοήθεια των ιδιαζουσών τιμών του τελεστή μα-

κρινού πεδίου να βρούμε βάση Riesz και χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Picard [6, 32, 73]

να δείξουμε τη σύγκλιση. Στην περίπτωση που ο τελεστής μακρινού πεδίου F δεν είναι

κανονικός μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τελεστή F# = |ReF | + |ImF | ο οποίος α-

ποδεικνύεται αυτοσυζυγής άρα κανονικός. Σε αυτή την τελευταία παρατήρηση βασίζεται η

τροποποιημένη μέθοδος παραγοντοποίησης του Kirsch.

Στα προβλήματα σκέδασης σε ομογενές κατά τμήματα μέσο έχουν εφαρμοστεί κυρίως η

τροποποιημένη μέθοδος παραγοντοποίησης αλλά και η μέθοδος που συνδυάζει τη γραμμική

δειγματοληπτική μέθοδο με τη χρήση του reciprocity gap functional [9, 12] στην οποία

θεωρούμε χωρίο Ω που περιέχει τον σκεδαστή και καμπύλη C που περικλείει το Ω καθώς

και τις συναρτήσεις Herglotz -που είναι λύσεις της εξίσωσης στο Ω \ D̄. Χρησιμοποι-

ώντας τις λύσεις u του προβλήματος για προσπίπτοντα σφαιρικά κύματα με πηγή σημείο

x0 πάνω στην καμπύλη C αναζητούμε προσεγγιστικά λύση για την ολοκληρωτική εξίσωση

RGF (u, vg) = RGF (u,Gz) όπου Gz είναι σφαιρικό κύμα με πηγή το σημείο z. Τότε το

σύνορο του σκεδαστή προσδιορίζεται από τα σημεία z για τα οποία η νόρμα ∥g∥ γίνεται

αυθαίρετα μεγάλη. Πρέπει να σημειώσουμε ότι με αυτή τη μέθοδο μπορούμε, επίσης, να

προσδιορίσουμε και τη σταθερά εμπέδησης του σκεδαστή.

Ακολούθως, αναπτύχθηκαν η μέθοδος range test [111] καθώς και η no response test

[90], οι οποίες είναι δειγματοληπτικές μέθοδοι που υπολογίζουν τη δείκτρια συνάρτησή τους
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σε ολόκληρα σύνολα και όχι σε ξεχωριστά σημεία. Μία συγκριτική μελέτη των μεθόδων

αυτών και των λοιπών δειγματοληπτικών μεθόδων μπορεί να βρει κανείς στην αναφορά [108].

Ακόμη, αξίζει να επισημάνουμε την υβριδική μέθοδο των Kress και Serannho [74, 119]

που συνδυάζει τη μέθοδο των Kirsch και Kress με επαναλήψεις Newton καθώς και τη

μέθοδο συνδυασμού προσεγγίσεων Born με τη μέθοδο παραγοντοποίησης [66]. Με τις

προαναφερθείσες μεθόδους έχει δημοσιευθεί ένας ικανός αριθμός εργασιών από διάφορους

ερευνητές που έχουν διερευνήσει εκτενώς τέτοιου είδους προβλήματα και ενδεικτικά πα-

ραπέμπουμε τον αναγνώστη -πέραν των εργασιών που έχουμε ήδη αναφέρει- στις εξής:

[2, 3, 13, 14, 27, 30, 43, 44, 83, 93, 99, 104, 105, 110, 121].

Ολοκληρώνοντας την ενότητα αυτή σχετικά με τις μεθόδους μελέτης αντιστρόφων προ-

βλημάτων σκέδσης, θα ήταν χρήσιμο να επισημάνουμε ότι τα τελευταία χρόνια έχουν ανα-

πτυχθεί οι ευθείες δειγματοληπτικές μέθοδοι (direct sampling methods) οι οποίες έχουν

το κοινό χαρακτηριστικό ότι χρησιμοποιούν ως δείκτρια συνάρτηση ένα εσωτερικό γινόμενο

των μετήσεων με κατάλληλη -διαφορετική σε κάθε μέθοδο- συνάρτηση αντιμετωπίζοντας,

δηλαδή, αριθμητικά το πρόβλημα. Αυτές οι μέθοδοι δεν έχουν την ανάγκη για μετρήσεις σε

μεγάλο πλήθος σημείων. Στην κατηγορία αυτή ανήκουν η μέθοδος orthogonality sam-

pling του Potthast [109], η μέθοδος direct sampling method του Ito [55], η μέθοδος

των Cakoni και Rezac [25], η μέθοδος single-shot method του Li [82], η reverse time

migration του Chen [28], και η μέθοδος του Liu [85].

3.2 Αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης από ανομοιογενές μέσο

με εμπόδια−σκεδαστές στο εσωτερικό του

Αρχικά, στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουμε την κανονικοποίηση Tikhonov και ακολούθως

δίνονται ορισμένες απαραίτητες μαθηματικές έννοιες ώστε να περιγράψουμε τη μέθοδο παρα-

γοντοποίησης (factorization method) που θα ακολουθήσουμε στη μελέτη του προβλήματός

μας [57].

Μία σημαντική έννοια στην αντιμετώπιση των αντίστροφων προβλημάτων είναι αυτή της

κανονικοποίησης. ΄Εστω X, Y απειροδιάστατοι χώροι Hilbert και A : X → Y είναι ένας

γραμμικός, συμπαγής, ένα προς ένα τελεστής με πυκνό πεδίο τιμών. Μια μέθοδος κανονικο-

ποίησης για τον A είναι μια οικογένεια φραγμένων γραμμικών τελεστών Ra : Y → X, a > 0

59



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

τέτοιοι ώστε για κάθε x ∈ X

RαAx→ x, (α → 0) (3.1)

Ο τελεστής A μπορεί να αναπαρασταθεί ως:

Ax =
∞∑
n=1

µn(x, xn)ψn (3.2)

όπου µn είναι η ακολουθία των ιδιαζουσών τιμών του A και οι xn στο X, ψn στο Y τέτοιες

ώστε Axn = µnψn, A
∗ψn = µnxn. ΄Ενα τέτοιο σύστημα (µn, xn, ψn) λέγεται ιδιάζον

σύστημα του τελεστή A.

Φίλτρο κανονικοποίησης για τον A ονομάζεται μια συνάρτηση q : (0,∞)× (0, ∥A∥) → R

που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

|q(a, µ)| ≤ 1 για κάθε a > 0 και 0 < µ < ∥A∥

Για κάθε a > 0 υπάρχει c(a) τέτοιο ώστε |q(a, µ)| ≤ c(a) για κάθε 0 < µ < ∥A∥

lim
a→0

q(a, µ) = 1 για κάθε 0 < µ < ∥A∥

Κάθε οικογένεια τελεστών Ra που ορίζεται ως

Raψ =
∑
a

q(a, µn)

µn

(ψ, ψn)xn (3.3)

με οποιοδήποτε φίλτρο κανονικοποίησης q, είναι μια μέθοδος κανονικοποίησης [73], [6].

Αξίζει να σημειώσουμε εδώ ότι συνήθως στα προβλήματα σκέδασης χρησιμοποιούμε την

κανονικοποίηση Tikhonov, η οποία είναι η κανονικοποίηση που προκύπτει για q =
µ2

a+ µ2 .

Με την κανονικοποίηση Tikhonov επιτυγχάνουμε την ελαχιστοποίηση του συναρτησοειδούς

∥Axa − y∥2 + a∥xa∥2 που ονομάζεται συναρτησοειδές Tikhonov και τότε το xa είναι η

μοναδική λύση της εξίσωσης axa+A
∗Axa = A∗y και εξαρτάται συνεχώς από το y. Συνεπώς

η οικογένεια τελεστών Ra μπορεί στην περίπτωση αυτή να γραφεί ως

Ra = (aI + A∗A)−1A∗. (3.4)

όπου για δεδομένα στα οποία υπεισέρχονται σφάλματα μετρήσεων, επιλέγουμε το a συνήθως

χρησιμοποιώντας την αρχή της διαφοράς του Morozov (Morozov’s discrepancy pronciple).

Για εφαρμογή της μεθόδου της παραγοντοποίησης είναι απαραίτητο να ορίσουμε την ελα-
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στική συνάρτηση Herglotz ως

v(r) = e−
iπ
4

∫
S

[√kp

ω
gp(d)e

ikpr·d +

√
ks

ω
gs(d)e

iksr·d] ds(d), r ∈ R2
(3.5)

όπου gp, gs ∈ L2(S). Γενικότερα ένα συνεχές διανυσματικό πεδίο ορισμένο στο R2
το

οποίο ικανοποιεί τη συνθήκη Herglotz για σφαίρα ακτίνας R,

lim
R→+∞

sup
1

R

∫
|r|<R

|v(r)|2dV <∞, r ∈ R2
(3.6)

ονομάζεται συνάρτηση Herglotz. Η v όπως ορίστηκε στην (3.5) είναι συνάρτηση Herglotz

και αποτελεί λύση της εξίσωσης Navier.

Κεντρικό ρόλο στη μέθοδο παραγοντοποίησης κατέχει, επίσης, το θεώρημα του Picard,

το οποίο δηλώνει ότι το πεδίο τιμών του τελεστή λύσης (solution operator) G ισούται με το

πεδίο τιμών του τελεστή (F ∗F )1/4, δηλαδή R(G) = R(F ∗F )1/4, όπου F είναι ο τελεστής

μακρινού πεδίου.

Στο σημείο αυτό είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε την τροποποιημένη μέθοδο πα-

ραγοντοποίησης (F♯ factorization method) που θα χρησιμοποιήσουμε στην αντιμετώπιση

του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης από ανομοιογενές μέσο με εμπόδια στο εσωτερι-

κό του. Αρχικά, εφαρμόζοντας τη μέθοδο αυτή, θεωρούμε κατάλληλη συνάρτηση Herglotz

ως προσπίπτον κύμα και οδηγούμαστε σε μία εξίσωση για τον τελεστή μακρινού πεδίου.

Στην τροποποιημένη μέθοδο παραγοντοποίησης συνεχίζουμε παραγοντοποιώντας τον τελε-

στή F♯ = |ReF |+ |ImF | χρησιμοποιώντας στην παραγοντοποίηση αυτή τον τελεστή λύσης

και το δυναμικό απλού στρώματος. Η επιλογή του τελεστή F♯ αντί του F γίνεται επειδή ο F♯

είναι αυτοσυζυγής -άρα κανονικός- συνεπώς μπορούμε να βρούμε βάση Riesz από ιδιάζουσες

τιμές του και να τον γράψουμε ως αναπτύγμα πάνω στη βάση αυτή. ΄Επειτα, χρησιμοποι-

ώντας το θεώρημα του Picard μετασχηματίζουμε την εξίσωση, στην οποια είχαμε οδηγηθεί,

σε εξίσωση με τον τελεστή (F ∗
♯ F♯)

1/4 = F
1/2
♯ την οποία και λύνουμε προσεγγιστικά με ένα

σχήμα κανονικοποίησης. Ακολούθως σε αυτή την ενότητα, εφαρμόζουμε την τροποποιημένη

μέθοδο πραγοντοποίησης factorization method για τον προσδιορισμό του σχήματος και της

θέσης του ∂D του φορέα του ανομοιογενούς μέσου D. Εξετάζουμε την περίπτωση συνο-

ριακής συνθήκης Dirichlet στο ∂D0 των θαμμένων αντικειμένων. Αντίστοιχο αποτέλεσμα

ισχύει και στις άλλες περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών, όπως Neumann ή συνθήκη με
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εμπέδηση.

Ας υποθέσουμε, λοιπόν, ότι το ανομοιογενές μέσο D ακτινοβολείται από προσπίπτον

ελαστικό επίπεδο κύμα της μορφής [105]

uinc(r) = e−
iπ
4

∫
S1

[√kp

ω
gp(d)e

ikpr·d +

√
ks

ω
gs(d)e

iksr·d] ds(d) (3.7)

και ας ορίσουμε τον τελεστή μακρινού πεδίου F : [L2(S1)]2 → [L2(S1)]2 που δίνεται από

[121]

(Fg)(r) = e−
iπ
4

∫
S

[√kp

ω
up
∞(r̂,d,d)gp(d) +

√
ks

ω
us
∞(r̂,d,d

⊤
)gs(d)

]
ds(d), (3.8)

όπου ο πυρήνας g έχει στήλες τα διανύσματα του L2(S1): e−
iπ
4

(√kp

ω
gp,

√
ks

ω
gs
)
όπου τα

d, r̂ ∈ Ω συμβολίζουν την προσπίπτουσα κατεύθυνση και την κατεύθυνση παρατήρησης,

αντίστοιχα. Επιπλέον

gp(d) = gp(d)d, gs(d) = gs(d)d
⊥, (3.9)

u∞(·,d,θ) = (up
∞(; ,d,θ), us

∞(; ,d,θ)), (3.10)

με θ = d ή d⊥
και ακόμη οι συναρτήσεις u∞ είναι τα μακρινά πεδία του σκεδασμένου πεδίου

usct
του προβλήματος (2.57)-(2.59) λόγω προσπίτοντος επίπεδου κύματος uinc

με συνθήκη

Dirichlet u = 0 στο ∂D0.

΄Εστω ο τελεστής G : [L2(D1)]
2 × [H1/2(∂D0)]

2 → [L2(S1)]2, που δίνεται από την

G(f1, f2) = w∞, όπου w∞ είναι το μακρινό πεδίο της λύσης w (3.11)

του προβλήματος (2.60)-(2.62) με δεδομένα (f1, f2)
⊤ ∈ [L2(D1)]

2 × [H1/2(∂D0)]
2
.

Λήμμα 4. Ο τελεστής G είναι συμπαγής με πυκνό πεδίο τιμών στο [L2(S1)]2.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι ο G έχει πυκνό πεδίο τιμών στο [L2(S1)]2 δείχνοντας ότι ο συζυ-

γής τελεστής G∗
έχει την ιδιότηταKer(G∗) = {0}. Θεωρούμε ότι ηw είναι το διανυσματικό

πεδίο που επιλύει το (2.60)-(2.62) με δεδομένα (f1, f2)
⊤ ∈ [L2(D1)]

2 × [H1/2(∂D0)]
2
, όπου

u είναι η λύση του (2.57)-(2.59) που αντιστοιχεί σε προσπίπτον πεδίο uinc
για g = φ (βλέπε

σχέση (3.7) και [105]). Χρησιμοποιώντας το μακρινό πεδίο w∞, τη σχέση (3.11) και τη
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συνθήκη ακτινοβολίας (2.59) η οποία ικανοποιείται από την w, μπορούμε να καταλήξουμε

στην

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

∫
∂D

[ Tuinc ·w
∣∣
+
− uinc · Tw

∣∣
+
] ds

=
1√
8πω

∫
∂D

[ T(u− usct) ·w
∣∣
+
+ (usct − u) · Tw

∣∣
+
] ds

=
1√
8πω

∫
∂D

[ Tu ·w
∣∣
+
− u · Tw

∣∣
+
] ds, (3.12)

όπου χρησιμοποιήσαμε τη σχέση uinc = u− usct
, φ ∈ [L2(S1)]2. Λαμβάνοντας τώρα υπόψη

ότι ∂D1 = ∂D ∪ ∂D0 καθώς και u
∣∣
∂D0

= 0, παίρνουμε

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

∫
∂D1

(
Tu ·w

∣∣
− − u · Tw

∣∣
−

)
ds−

∫
∂D0

Tu ·w
∣∣
− ds. (3.13)

Από τον τρίτο τύπο Betti, παίρνουμε

∫
∂D1

(
Tu ·w

∣∣
− − u · Tw

∣∣
−

)
ds =

∫
D1

(w ·∆∗u− u ·∆∗w) dυ, (3.14)

συνεπώς η σχέση (3.13) μέσω της (3.14) μπορεί να γραφεί ως

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

{
∫
D1

(w ·∆∗u− u ·∆∗w) dυ −
∫
∂D0

Tu ·w
∣∣
− ds}. (3.15)

Επίσης στο χωρίο D1, έχουμε

∆∗w = (1− ρ(r))ω2f1 (3.16)

και

∆∗u = −ρ(r)ω2u, (3.17)
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και αντικαθιστώντας την (3.16) και την (3.17) στην (3.15) οδηγούμαστε στην

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

{
∫
D1

(
w · (−ρ(r)ω2u)− u · (1− ρ(r))ω2f1

)
dυ −

∫
∂D0

Tu ·w ds}

=
1√
8πω

{
∫
D1

(ρ(r)− 1)ω2u · f1 dυ +

∫
∂D0

Tu · f2 ds}. (3.18)

Ως εκτούτου έχουμε,

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

{
∫
D1

qf1 · u dυ −
∫
∂D0

Tu · f2 ds}. (3.19)

ή ισοδύναμα

(G(f1, f2), φ) =
1√
8πω

{
∫
D1

qf1 · u dυ −
∫
∂D0

Tu · f2} ds (3.20)

συνδυάζοντας την (3.12) με την (3.20), προκύπτει

G∗φ = (qu
∣∣
D1
, −Tu

∣∣
∂D0

). (3.21)

΄Εστω τώρα φ τέτοια ώστε G∗φ = 0. ΄Επεται από την (3.21) ότι u = 0 στο D1, και από την

αρχή της αναλυτικής συνέχειας (βλέπε [92]), παίρνουμε u = uinc + usct = 0 στο R2 \D.

Επειδή η uinc
δεν ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας, έχουμε uinc = 0 στο R2 \D επομένως

προκύπτει ότι φ = 0 και συνεπώς ο G∗
είναι ένα προς ένα, οπότε ολοκληρώνεται η απόδειξη

του λήμματος.

Διατυπώνουμε τώρα την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3. Για a ∈ R2
ορίζουμε

ϕa(r̂) := (
1

λ+ 2µ

i + 1

4
√
πkp

e−ikpr̂·a r̂ · d, 1

µ

i + 1

4
√
πks

e−iksr̂·a r̂⊥ · d), r̂ ∈ S1
(3.22)

τότε

a ∈ D ⇔ ϕa ∈ Range(G). (3.23)

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ D και ορίζουμε κύκλο Bδ(a) ακτίνας δ > 0 με κέντρο στο a τέτοιο

ώστε η Bε να περιέχεται D. Θεωρούμε μία συνάρτηση αποκοπής (cut-off function) X τέτοια

ώστε X(y) = 1 για κάθε y με |y| ≥ δ και X(y) = 0 για κάθε y με |y| < δ
2
. Επιπλέον
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θεωρούμε

w(r) = X(r− a)Γ(r, a; τ) (3.24)

όπου Γ(r, a; τ) = Γ̃(r, a) · τ , Γ̃(r, a) είναι η θεμελιώδης λύση της εξίσωσης Navier με την

πηγή να βρίσκεται στο a και το τ το διάνυσμα πόλωσης. Είναι γνωστό ότι [10]

Γ∞(r, a; τ) = Γ∞
p (r̂, a; τ) r̂

eikpr√
r
+ Γ∞

s (r̂, a; τ) r̂⊥
eiks|r|√

r
+O(r−1/2) (3.25)

Τότε

Γ∞(r, a; τ) =

(
1

λ+ 2µ

i + 1

4
√
πkp

e−ikpr̂·a r̂ · d, 1
µ

i + 1

4
√
πks

e−iks r̂·a r̂⊥ · d

)
(3.26)

Από την (3.24) έχουμε w(r) = Γ(r, a; τ) για κάθε r τέτοι ώστε |r− a| ≥ δ. Χρησιμοποι-

ώντας την

∆(XΓ) = Γ∆X +X∆Γ+ 2(∇X · ∇)Γ, (3.27)

και αντικαθιστώντας το αποτέλεσμα αυτό στην εξίσωση Navier, παίρνουμε

∆∗w + ρ(r)ω2w = µ∆w + (λ+ µ)∇∇ ·w + ρω2w

= µ(Γ∆X +X∆Γ+ 2(∇X · ∇)Γ)

+(λ+ µ)∇∇ ·XΓ+ ρω2XΓ. (3.28)

Χρησιμοποιώντας την επόμενη ταυτότητα

∇ ·XΓ = X∇ · Γ+ Γ · ∇X (3.29)

και την (3.28), παίρνουμε

∆∗w + ρω2w = µΓ∆X +X∆Γ+ 2(∇X · ∇)Γ

+(λ+ µ)∇(X∇ · Γ+ Γ · ∇X) + ρω2XΓ =: −q f01 , στοD1.
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Στο σύνορο ∂D0, έχουμε

w = XΓ =: f02 (3.30)

όπου η w είναι λύση του προβλήματος (2.60)-(2.62) με δεδομένα f01 , f
0
2 και συνεπώς

G(f01 , f
0
2 ) = w∞ = ϕa (3.31)

δηλαδή, ϕa ∈ Range(G).

Ακόμη, θεωρώντας a /∈ D, g1, g2 τέτοιες ώστε G(g1, g2) = ϕa και w η λύση του προ-

βλήματος με δεδομένα g1 και g2, προκύπτει από το λήμμα Rellich και την αρχή της ανα-

λυτικής συνέχειας, ότι w0(r) = Γ(r, a; τ). Αυτό όμως είναι άτοπο αφού ∥w∥ <∞ και

∥Γ(r, a; τ)∥ = ∞ σε μια μικρή περιοχή του a.

Στο σημείο αυτό, για την διευκόλυνση του αναγνώστη, υπενθυμίζουμε τη σχέση (3.7)

που αντιστοιχεί σε μια ελαστική κυματική συνάρτηση Herglotz με τον τελεστή F να είναι

ο αντίστοιχος τελεστής μακρινού πεδίου (για περισσότερες λεπτομέρειες βλέπε [123]). Από

την τελευταία σχέση μπορούμε να καταλήξουμε στον ακόλουθο τελεστή H : [L2(S1)]2 → Y ,

που σχετίζεται με το πρόβλημα (2.57)-(2.59), ως εξής:

(H1g)(r) := e−
iπ
4

∫
S1

[√kp

ω
gp(d)e

ikpr·d +

√
ks

ω
gs(d)e

iksr·d] ds(d), r ∈ D1 (3.32)

και

(H2g)(r) := e−
iπ
4

∫
S1

[√kp

ω
gp(d)e

ikpr·d +

√
ks

ω
gs(d)e

iksr·d] ds(d), r ∈ ∂D0. (3.33)

Λόγω της αρχής της υπέρθεσης και τον ορισμό τουG -βλέπε σχέση (3.11)- προκύπτει εύκολα

ότι

F = GH = G(H1, H2). (3.34)

Για να αποδείξουμε μια κατάλληλη παραγοντοποίηση του τελεστή F , θα δείξουμε ότι η

τελευταία σχέση ικανοποιεί την ταυτότητα του πεδίου τιμών που δίνεται στην [67] (Θεώρη-

μα 2.15, σελ. 57). Ως εκτούτου προχωράμε στη μελέτη μας ορίζοντας τους ακόλουθους

66



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

επικουρικούς ολοκληρωτικούς τελεστές V και S ως:

(Vφ1)(r) =

∫
D1

Γ̃(r, r0)φ1(r0) dr0, r ∈ D1, φ1 ∈ [L2(D1)]
2

(3.35)

και

(Sφ2)(r) =

∫
∂D0

Γ̃(r, r0)φ2(r) ds(r0), r ∈ D1, φ2 ∈ [H1/2(∂D0)]
2

(3.36)

και λαμβάνουμε επίσης υπόψη τους ακόλουθους περιορισμούς τους, που δίνονται από τις:

Vresφ1 := (Vφ1)
∣∣
r∈∂D0

(3.37)

και

Sresφ2 := (Sφ2)
∣∣
r∈∂D0

. (3.38)

Ο πυρήνας Γ̃ στην (3.35) και την (3.36) είναι η θεμελιώδης λύση της εξίσωσης Navier στο

R2
. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ο τελεστής ίχνους είναι φραγμένος [92], συνάγουμε

ότι οι

V : [L2(D1)]
2 → [H2(D1)]

2, S : [H1/2(∂D0)]
2 → [H1(D1)]

2, (3.39)

καθώς και οι περιορισμοί τους

Vres : [L
2(D1)]

2 → [H3/2(D1)]
2, Sres : [H

−1/2(∂D0)]
2 → [H1/2(∂D0)]

2
(3.40)

είναι φραγμένοι.

Λήμμα 5. Το δυναμικό απλού στρώματος

w(r) =

∫
D1

Γ̃(r, r0)φ1(r0) dr0 +

∫
∂D0

Γ̃(r, r0)φ2(r) ds(r0), r ∈ R2 \D0 (3.41)

έχει μακρινό πεδίο τον συζυγή τελεστή H∗ : Y → [L2(S1)]2 του H, που δίνεται από

H∗(α, β) = e
iπ
4

∫
D1

α(r)
[√kp

ω
e−ikpr·d +

√
ks

ω
eik

sr·d] dυ
+e

iπ
4

∫
∂D0

β(r)
[√kp

ω
e−ikpr·d +

√
ks

ω
eik

sr·d] ds(r0),
(3.42)
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για κάθε α ∈ [L2(D1)]
2
και β ∈ [H1/2(∂D0)]

2
.

Απόδειξη. Θεωρούμεφ1 ∈ [L2(D1)]
2
, φ2 ∈ [H1/2(∂D0)]

2
και α ∈ [L2(D1)]

2
, β ∈ [H1/2(∂D0)]

2
.

Τότε μέσω των σχέσεων (3.32) και (3.33), έχουμε ότι

< H(φ1,φ2), (α, β) >=< (H1φ1, H2φ2), (α, β) >

= < H1φ1, α > + < H2φ2, β >

=

∫
S1

φ1(d){e
iπ
4

∫
D1

α(r)
[√kp

ω
e−ikpr·d +

√
ks

ω
eiksr·d

]
dr} ds(d)

+

∫
S1

φ2(d){e
iπ
4

∫
∂D0

β(r)
[√kp

ω
e−ikpr·d +

√
ks

ω
eiksr·d

]
ds(r)} ds(d)

= < (φ1,φ2),H
∗(α, β) >,

και έτσι η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόταση 4. Ο τελεστής F παραγοντοποιείται ως

F = GP ∗G∗
(3.43)

όπου P : [L2(D1)]
2 × [H−1/2(∂D0)]

2 → [L2(D1)]
2 × [H1/2(∂D0)]

2
είναι ο πίνακας τελεστή που

ορίζεται από την

P =

 q1I −V − S

−Vres − Sres

 όπου q1f1 :=
1

q
f1 (3.44)

Απόδειξη. Μέσω του ορισμού της w στην (3.41) και τους ορισμούς των V, S στην (3.35)

και την (3.36) αντίστοιχα, παίρνουμε

w = Vφ1
+ Sφ2

. (3.45)
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Είναι προφανές ότι η w επιλύει το πρόβλημα (2.60)-(2.62) με δεδομένα

f1 := q1φ1 − (V1φ1 + Sφ2), (3.46)

f2 := −Vresφ1 − Sresφ2, (3.47)

και μέσω της σχέσης (2.60) μπορούμε να καταλήξουμε στην

∆∗w + ρ(r)ω2w = −φ1, στο D1. (3.48)

Θεωρούμε τώρα τον πίνακα

P =

q1I −V −S

−Vres −Sres

 (3.49)

και επειδή ο G(f1, f2) = w∞ είναι το μακρινό πεδίο της λύσης w του (2.60)-(2.62) με

δεδομένα (f1, f2)
⊤ ∈ [L2(D1)]

2 × [H1/2(∂D0)]
2
, παίρνουμε H∗ = GP και συνεπώς

H = P ∗G∗. (3.50)

Λαμβάνοντας υπόψη την (3.8) και τις σχέσεις (3.32), (3.33) οδηγούμαστε στην

F = GH, (3.51)

και συνεπώς η (3.43) έχει αποδειχθεί.

Πρόταση 5. ΄Εστω ο τελεστής P : [L2(D1)]
2 × [H−1/2(∂D0)]

2 → Y που ορίζεται από την

P =

 q1I −V − S

−Vres − Sres

 (3.52)

όπου Y = [L2(D1)]
2 × [H1/2(∂D0)]

2
. Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

Ο (i) P : Y∗ → Y είναι ισομορφισμός αν ω2
δεν είναι ιδιοτιμή Dirichlet του −∆∗

στο D0.

(ii) Αν ρ(r) < 1, υπάρχει ένας πιεστικός τελεστής P (1)
και ένας συμπαγής τελεστής P (2)
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τέτοιοι ώστε P = P (1) + P (2)
.

(iii) Ο Im(P )είναι συμπαγής και μη θετικός στο Y ∗
, δηλαδή, Im{< Pφ,φ >Y∗} ≤ 0, για

κάθε φ ∈ Y∗
.

Απόδειξη. Αρχίζουμε την απόδειξή μας ξαναγράφοντας τη σχέση (3.52) ως

P =

q1I 0

0 −Sres(ℓp, ℓs)

−

 V S

Vres Sres(kp, ks)− Sres(ℓp, ℓs)

 . (3.53)

Αν ορίσουμε

P (1) :=

q1I 0

0 −Sres(ℓp, ℓs)

 (3.54)

και

P (2) :=

 V S

Vres Sres(kp, ks)− Sres(ℓp, ℓs)

 (3.55)

όπου Sres(kp, ks) και Sres(ℓp, ℓs) είναι οι συνοριακοί τελεστές απλού στρώματος που ορίζο-

νται στο ∂D0 και αντιστοιχούν στους κυματάριθμους kp, ks και kp = ℓp, ks = ℓs αντίστοιχα.

Είναι φανερό ότι ο P (1)
είναι ισομορφισμός και ο P (2)

είναι συμπαγής στο Y∗
. Αν υπο-

θέσουμε ότι ρ(r) < 1 παίρνουμε q < 0 και από την (3.44) έχουμε επίσης q1 < 0. Τότε ο

S(ℓp, ℓs) είναι πιεστικός στο [H1/2(∂D0)]
2
και συνεπώς η (ii) αποδείχθηκε, δηλαδή ο P (1)

είναι πιεστικός στο Y∗
.

Για την (i) πρέπει να αποδείξουμε ότι ο P είναι αμφιμονότιμος στον Y∗
. ΄Εστω Pφ =

0, για (φ1,φ2)
⊤ ∈ Y∗

. Τότε η w που ορίστηκε στην (3.41) είναι λύση του ομογε-

νούς προβλήματος (2.60)-(2.62), δηλαδή, f1 = f2 = 0, και λόγω της μοναδικότητας της

λύσης του προηγούμενου προβλήματος έχουμε w = 0 στο R2 \D0· η συνθήκη διαπίδυ-

σης (3.41) οδηγεί στην φ1 = 0. Καθότι τώρα ∆∗w + ω2w = 0 στο D0 (υπενθυμίζουμε

εδώ ότι (ρ(r) = 1 στο D0) με w = 0 στο ∂D0, από την υπόθεση ότι η ω
2
δεν είναι ιδιο-

τιμή Dirichlet του −∆∗
στο D0 παίρνουμε ότι w = 0 στο D0, και συνεπώς εφαρμόζοντας

τη σχέση διαπίδυσης για (3.41) άλλη μια φορά, καταλήγουμε στο φ2 = 0. (iii)΄Εχουμε

< Pφ,φ >Y∗= (q1φ1,φ1)D1 − (w,φ1)D1− < w,φ2 >∂D0 − < w,φ1 >∂D0 , όπου

Im{(q1φ1,φ1)D1} = 0. Με χρήση του πρώτου τύπου Betti, των συνοριακών συνθη-

κών και της (3.41) προκύπτουν οι: Im{(w,φ1)D1} ≥ 0, Im{< w,φ2 >∂D0} ≥ 0 και

Im{< w,φ1 >∂D0} ≥ 0 επομένως Im{< Pφ,φ >Y∗} ≤ 0, για κάθε φ ∈ Y∗
.
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Από την πρόταση αυτή και σύμφωνα με το θεώρημα Kirsch–Grinberg (Θεώρημα 2.15

στην αναφορά [67]) ικανοποιείται η ιδιότητα του πεδίου τιμών:

Range(G) = Range(F
1
2
♯ ) (3.56)

όπου F♯ := |Re(F )|+ |Im(F )|,

με Re(F ) =
1

2
(F + F ∗), Im(F ) =

1

2i
(F − F ∗)

και τη βοήθεια του θεωρήματος του Picard προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Πρόταση 6. ΄Εστω ότι ισχύει η συνοριακή συνθήκη Dirichlet w = −f2 και ότι η ω
2
δεν

είναι ιδιοτιμή Dirichlet του −∆∗
στο D0 με ρ(r) < 1 στο D1. Τότε

a ∈ D ⇔ ϕa ∈ Range(F
1
2
♯ ), (3.57)

αν και μόνο αν

W(a) :=

[
|< ϕa, ψj >L2(S1)

|2

λj

]−1

> 0, (3.58)

όπου ϕa δίνεται από (3.22) και {λi,ψj}j∈N είναι ζεύγος ιδιοσυστήματος του αυτοσυζυγή

(self−adjoint) τελεστή F♯.
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3.3 Εφαρμογές και συμπεράσματα

Τα μαθηματικά μοντέλα σκέδασης που αφορούν ελαστικά υλικά που περιέχουν θαμμένα

αντικείμενα έχουν εκτεταμένες εφαρμογές (βλέπε [2, 32, 40]). Ορισμένα σημαντικά παρα-

δείγματα περιλαμβάνουν προβλήματα που ανακύπτουν σε διάφορες επιστημονικές περιοχές

όπως, γεωφυσική, μη-καταστρεπτικό έλεγχο και επιστήμη υλικών[9].

Σχετικά με το πρόβλημα σκέδασης ελαστικών κυμάτων από ανομοιογενές μέσω με ε-

μπόδια στο εσωτερικό του, το οποίο μελετήσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, σημειώνου-

με ότι:

1. Θεμελιώσαμε την καλή τοποθέτηση του ευθέος προβλήματος μέσω μεταβολικής με-

θόδου σε κατάλληλο χώρο Sobolev, παρουσιάζοντας, στη διατριβή αυτή, έναν τρόπο

να ορίζουμε τον απαραίτητο τελεστή Poincaré−Steklov για την εφαρμογή της μεθόδου

αυτής σε κάθε μεικτό πρόβλημα, με οποιεσδήποτε συνοριακές συνθήκες.

2. Το αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα επίσης μελετήθηκε συμπεριλαμβανομένου του

θέματος του καθορισμού της θέσης του φορέα και της ανακατασκευής του σχήματος

του ανομοιογενούς μέσου D. Η μέθοδος παραγοντοποίησης (factorization method)

αποτέλεσε το βασικό συστατικό της προαναφερθείσας ανακατασκευής (βλέπε θεώρημα

6), όπου η συνοριακή συνθήκη Dirichlet ίσχυε σε όλα τα θαμμένα αντικείμενα. Η

μέθοδος αυτή μπορεί να εφαρμοστεί και με άλλες συνοριακές συνθήκες, όπως συνθήκη

Neumann ή συνθήκη εμπέδησης στο σύνορο των αντικειμένων, όταν ισχύει ρ(r) < 1.
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4 Στοχαστικά Προβλήματα Συνοριακών Τιμών για

την Εξίσωση Navier

Στο κεφάλαιο αυτό μελετούμε δύο στοχαστικά προβλήματα συνοριακών τιμών για την ε-

ξίσωση Navier. Στο πρώτο πρόβλημα τα συνοριακά δεδομένα εκφράζονται ως ανάπτυγμα

Wiener chaos, ενώ στο δεύτερο πρόβλημα τόσο τα συνοριακά δεδομένα όσο και το δεύτερο

μέλος της εξίσωσης εκφράζονται ως αναπτύγματα Wiener chaos. Η μεθοδολογία μας βα-

σίζεται στην αναγωγή του εκάστοτε προβλήματος σε μία άπειρη ιεραρχία ντετερμινιστικών

προβλημάτων όπου χειριζόμαστε κάθε πρόβλημα της ιεραρχίας με την κατάλληλη μεταβο-

λική του διατύπωση. Θεμελιώνουμε την καλή τοποθέτηση για καθε ένα πρόβλημα από την

ιεραρχία αυτή και διατυπώνουμε επιχειρήματα μοναδικότητας και ύπαρξης για τη λύση.

4.1 Αναπτύγματα Wiener chaos στη μελέτη στοχαστικών

διαφορικών εξισώσεων

Σε αυτή την ενότητα διατυπώνουμε τις απαραίτητες έννοιες, συμβολισμούς και συναρτη-

σιακούς χώρους, για την μελέτη των στοχαστικών προβλημάτων που θα παρουσιάσουμε.

Αρχικά, υπενθυμίζουμε ότι τα πολυώνυμα Hermite που ορίζονται ως

Pn (x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn

(
e−

x2

2

)
n = 0, 1, 2, ... αποτελούν οθογώνια βάση στον L2

με βάρη w(x) = 1√
2π
e−

x2

2 , ενώ τα κανονι-

κοποιημένα πολυώνυμα Hermite:

hn (x) =
(−1)n√
n!

e
x2

2
dn

dxn

(
e−

x2

2

)
(4.1)

αποτελούν ορθοκανονική βάση του ίδιου χώρου. Συνεπώς κάθε συνάρτηση f ∈ L2
εκφράζε-

ται ως ανάπτυγμα της μορφής

f(x) =
∞∑
n=0

w(x) an hn(x), όπου an =

∫ +∞

−∞
w(x) f(x)hn(x) dx. (4.2)
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Χρησιμοποιώντας, λοιπόν, το μέτρο που επάγεται από την τυπική κανονική κατανομή N(0, 1)

(Gaussian measure) είναι φανερό ότι κάθε συνάρτηση f ∈ L2(µ) έχει ανάπτυγμα της μορφής

f(x) =
∞∑
n=0

fn hn(x), όπου fn =

∫ +∞

−∞
f(x)hn(x) dµ, (4.3)

το οποίο ονομάζεται ανάπτυγμα Fourier−Hermite. Αξίζει να σημειώσουμε ότι αν ορίσουμε

τις συναρτήσεις Hermite ως

ψn(x) = [w(x)]
1
2hn(x) = 2π− 1

4 e−
x2

4 hn(x) (4.4)

προκύπτει ότι οι συναρτήσεις αυτές αποτελούν ορθοκανονική βάση στον L2(R) [91, 38].

΄Εστω τώρα ξ τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανομή (ξ ∼

N(0, 1)), τότε κάθε συνάρτηση f(ξ) ∈ L2(Ω, µ) εκφράζεται ως ανάπτυγμα

f(ξ) =
∞∑
n=0

fn hn(ξ), όπου fn = E[f(ξ)hn(ξ)] =
∫
Ω

f(ξ)hn(ξ) dµ (4.5)

Αυτά τα αναπτύγματα ονομάζονται αναπτύγματα Wiener chaos και ισχύουν:

E[f(ξ)2] =
∫
Ω
f(ξ)2]dµ <∞ και συνεπώς V ar[f(ξ)] <∞ δηλαδή ο L2(Ω, µ) είναι ο χώρος

των συναρτήσεων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν την τυπική κανονική κατανομή και

έχουν πεπερασμένη διασπορά.

Ως τώρα, έχουμε αναφερθεί μόνο σε συναρτήσεις μιας τυχαίας μεταβλητής, για να ο-

ρίσουμε, όμως, αντίστοιχα αναπτύγματα συναρτήσεων τυχαίων πολυμεταβλητών, θα πρέπει

να ορίσουμε προηγουμένως τον πολυδείκτη a ∈ J = {a = (a1, a2, ...ad) |aj ∈ N ∪ {0}}. Για

κάθε α ∈ J , ορίζουμε τα πολυώνυμα Hermite Ha με τη σχέση

Ha (ω) =
d∏

j=1

haj(ξj(ω)), ω ∈ Ω. (4.6)

με τα Ha να αποτελούν ορθοκανονική βάση στον L
2
(
Ω, µd

)
, οπότε κάθε συνάρτηση του

L2(Ω, µd) γράφεται ως ανάπτυγμα

f (ω) =
∑
a∈J

faHa (ω) , (4.7)
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fa = E[f (ω)Ha (ω)] =

∫
Ω

f (ω)Ha (ω) dµ. (4.8)

Ο χώρος Schwartz S
(
Rd
)
είναι ο χώρος των ραγδαίως μειούμενων συναρτήσεων (rapidly

decreasing functions), αυτών δηλαδή που μειώνονται με ρυθμό ταχύτερο από κάθε όρο της

μορφής
1
xn άρα των συναρτήσεων f ∈ C∞(Rd) : sup|xkθlf(x)| < ∞. Ο χώρος S ′ (Rd

)
,

δηλαδή ο δυϊκός χώρος του S
(
Rd
)
, είναι ο χώρος των κατανομών που αυξάνονται το πολύ

με πολυωνυμικό ρυθμό (tempered distributions) [92]. Από το θεώρημα Bochner−Minlos

προκύπτει ότι υπάρχει μοναδικό μέτρο πιθανότητας P στο F , όπου F είναι η σ-άλγεβρα των

υποσυνόλων Borel του S ′ (Rd
)
, τέτοιο ώστε (βλέπε [26] και τις εσωτερικές αναφορές)

E
[
ei(·, f)

]
:=

∫
S′

ei⟨ϕ, f⟩dP (ϕ) ∀f ∈ S, (4.9)

όπου το ⟨ϕ, f⟩ συμβολίζει το duality pairing μεταξύ της ϕ ∈ S ′
και της f ∈ S.

Χρησιμοποιώντας τώρα τους πολυδείκτες δj =
(
δj1, δ

j
2, ..., δ

j
d

)
με δji ∈ N για τους οποιους

ισχύει i > j ⇒ |δi| ≤ |δj|, μπορούμε να ορίσουμε τα τανυστικά γινόμενα

ηj := ψδj1
⊗ ψδj2

⊗ ...⊗ ψδjd
, j = 1, 2, 3, ...

Η οικογένεια των {ψδj}∞j=1 ανήκει στον S(Rd) και αποτελεί ορθοκανονική βάση του L2
(
Rd
)
.

Ορίζοντας το σύνολο των πολυδεικτών I = {a = (a1, a2, ...) , ai ∈ N ∪ {0}} όπου μόνο

πεπερασμένου πλήθους ai είναι διάφοροι του μηδενός μπορούμε να ορίσουμε τα στοχαστικά

πολυώνυμα Ha από τη σχέση

Ha (ω) =
∞∏
i=1

hai (⟨ω, ηi⟩), όπου στο εξής: ω ∈ Ω ≡ S ′. (4.10)

Τα Ha αποτελούν ορθοκανονική βάση στον L
2
(
Rd, P

)
και συνεπώς κάθε f(r, ω) του χώρου

αυτού γράφεται ως ανάπτυγμα Wiener–Ito chaos [49, 130] που δίνεται από την

f (r, ω) =
∑
a∈I

faHa (ω) , όπου fa (r) = E[f (r, ω)Ha (ω)]. (4.11)

Στα επόμενα θεωρούμε d = 2 και για κάθε χώρο Hilbert X συναρτήσεων fa : D → R όπου

D ανοιχτό και φραγμένο χωρίο του R2
, ορίζουμε τον στοχαστικό χώρο Hilbert (S)ρ,z,X ,
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για ρ ∈ [−1, 1] , z ∈ R, ως το σύνολο όλων των αθροισμάτων

f =
∑
a∈I

faHa, fa ∈ X, ∀a ∈ I (4.12)

με το εσωτερικό γινόμενο

(f, g)ρ,z,X =
∑
a∈I

(fa, ga)X(a!)
1+ρ(2N)za, f, g ∈ (S)ρ,z,X

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει τα βάρη wα = (a!)1+ρ (2N)za, |α| = 0, 1, 2, ..., με

(2N)za :=
∞∏
j=1

(2j)zaj (4.13)

και το οποίο εσωτερικό γινόμενο επάγει την πεπερασμένη νόρμα [26]

∥f∥ρ,z,X =

(∑
a∈I

∥fa∥2X (a!)1+ρ(2N)za
)1/2

. (4.14)

Ο χώρος (S)ρ,z,H
1(D)
, θα είναι χρήσιμος σε μελλοντική δουλειά ώστε να προχωρήσουμε

στην εφαρμογή της μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων για τα προβλήματα που εξετάζουμε

στις επόμενες ενότητες. Συγκεκριμένα για ρ = 0, ο χώρος (S)0,z,H
1(D)
είναι αυτός που θα

χρησιμοποιήσουμε στα δύο επόμενα προβλήματα.
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4.2 Πρόβλημα συνοριακών τιμών με συνοριακά δεδομένα

υπό μορφή αναπτύγματος Wiener chaos

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε ένα στοχαστικό πρόβλημα [59] συνοριακών τιμών για την

εξίσωση Navier. Αρχικά κατασκευάζουμε μια άπειρη ιεραρχία ντετερμινιστικών προβλημάτων

και θεμελιώνουμε την καλή τοποθέτηση του στοχαστικού προβλήματος μέσω της ύπαρξης

και μοναδικότητας λύσης καθενός προβλήματος της ιεραρχίας.

΄Εστω D ⊂ R2
ένα ανοιχτό φραγμένο χωρίο με σύνορο ∂D ≡ Γ που είναι Lipschitz . Το

πρόβλημα διατυπώνεται ως ακολούθως:

Να βρεθεί διανυσματική συνάρτηση u ∈ (S)0,z,[H
1(D)]2

τέτοια ώστε

∆∗u(r, ω) + ϱw2u(r, ω) = 0, r ∈ D, (4.15)

u(r, ω) = g(r, ω) :=
∑
α

gαHα, r ∈ Γ, (4.16)

Καθώς κάθε στοιχείο του χώρου (S)0,z,[H
1(D)]2

δέχεται ένα ανάπτυγμα Wiener chaos [91,

88, 26], αντικαθιστώντας τα uα στη σχέση u(r, ω) =
∑

α uαHα μπορούμε να ανακατασκευ-

άσουμε τη λύση u. Μετασχηματίζουμε το στοχαστικό μας πρόβλημα σε μια άπειρη ιεραρχία

ντετερμινιστικών προβλημάτων και εκμεταλλευόμαστε τα αποτελέσματα μοναδικότητας και

ύπαρξης λύσης για κάθε ένα ντετερμινιστικό πρόβλημα [58]. Μέσω λοιπόν του αναπτύγματος

παίρνουμε την ακόλουθη ιεραρχία προβλημάτων:

∆∗uα(r) + ϱw2uα(r) = 0, r ∈ D, (4.17)

uα(r) = gα(r), r ∈ Γ, (4.18)

Για τα παραπάνω ντετερμινιστικά προβλήματα μπορούμε να πάρουμε τις αντίστοιχες μετα-

βολικές διατυπώσεις τους (variational formulations), και για συντομία, παρουσιάζουμε εδώ

τη μεταβολική διατύπωση του προβλήματος (4.17)-(4.18) για |a| = n:

Πολλαπλασιάζοντας την (4.17) με μια συνάρτηση δοκιμής v ∈ [H1
0 (D)]2 προκύπτει

∆∗un · v + ρω2un · v = 0, στο D,
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και συνεπώς

[µ∆un + (λ+ µ)∇(∇ · un)] · v + ρω2un · v = 0. (4.19)

Ολοκληρώνωτας την (4.19) στο D, έχουμε:

µ

∫
D

∆un · vdυ + (λ+ µ)

∫
D

∇(∇ · un) · vdυ +

∫
D

ρω2un · v dυ = 0 (4.20)

Λαμβάνοντας υπόψη την ακόλουθη ταυτότητα

∫
D

∇(∇ · un) · v dυ = −
∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ +

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds (4.21)

η (4.20) μπορεί να γραφεί ως

µ

∫
D

∆un · vdυ + (λ+ µ)

[
−
∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ +

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds
]

+

∫
D

ρω2un · v dυ = 0 (4.22)

Επειδή ακόμη

∫
D

(∆un) · v dυ = −
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ +

∫
Γ

n̂(∇ · un) · v ds, (4.23)

μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η σχέση (4.22) οδηγεί στην

−µ
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ + µ

∫
Γ

n̂ · (∇un) · v ds

−(λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ + (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds

+

∫
D

ρω2un · v dυ = 0 (4.24)

79



Γ. Κανακούδης Π. Σ. Τ. για Εξίσωση Navier–Θεωρία Σκέδασης

Εξαιτίας της συνοριακή συνθήκης (4.18), από την τελευταία προκύπτει:

−µ
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ − (λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ

+

∫
D

ρω2un · v dυ

= −µ
∫
Γ

n̂ · (∇gn) · v ds− (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · gn)n̂ · v ds (4.25)

΄Ετσι παίρνουμε την ακόλουθη μεταβολική διατύπωση του (4.17)-(4.18):

Να βρεθεί μία λύση un ∈ [H1(D)]
2
τέτοια ώστε

a(un,v) = ℓ(v), για κάθε v ∈ [H1
0 (D)]2 (4.26)

όπου η διγραμμική μορφή a(un,v) στο [H
1(D)]2 × [H1

0 (D)]2 δίνεται από την

a(un,v) = µ

∫
D

(∇un) : (∇v) dυ + (λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ

−
∫
D

ρω2un · v dυ (4.27)

και το γραμμικό συναρτησιακό ℓ(v) στο [H1(D)]2 από την

ℓ(v) = µ

∫
Γ

n̂ · (∇gn) · v ds+ (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · gn)n̂ · v ds (4.28)

Αντίστοιχα, η μεταβολική διατύπωση του (4.15)-(4.16) είναι η εξής:

Να βρεθεί μία λύση u ∈ (S)0,z,[H
1(D)]2

τέτοια ώστε

E[a(u,v)] = E[ℓ(v)], για κάθε v ∈ (S)0,z,[H
1
0 (D)]2

(4.29)

Θα προχωρήσουμε στην απόδειξη της καλής τοποθέτησης του (4.17)-(4.18) για |a| = n.

Πρόταση 7. ΄ΕστωD ένα ανοιχτό υποσύνολο του R2
και gn ∈ [H1/2(Γ)]2, τότε το πρόβλημα
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(4.17)-(4.18) επιλύεται μοναδικά και επιπλέον η λύση un ∈ [H1(D)]2 ικανοποιεί την

∥un∥H1(D) ≤ c ∥gn∥H1/2(Γ) για κάποια θετική σταθερά c. (4.30)

Για να θεμελιώσουμε τώρα την ύπαρξη και τη μοναδικότητα της λύσης της (4.26) χρεια-

ζόμαστε τα ακόλουθα τρία λήμματα.

Λήμμα 1. Η διγραμμική μορφή a(un, v) είναι φραγμένη δηλαδή,

|a(un, v)| ≤ c3∥un∥H1(D)∥v∥H1(D). (4.31)

Απόδειξη. Από τη σχέση (4.27) και χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz και

την τριγωνική ανισότητα μπορούμε να καταλήξουμε στην

|a(un, v)| ≤ µ ∥∇un∥L2(D) ∥∇v∥L2(D) + (λ+ µ) ∥∇ · un∥L2(D) ∥∇ · v∥L2(D)

+ ρω2∥un∥L2(D) ∥v∥L2(D) (4.32)

και λόγω του γεγονότος ότι εξ ορισμού ∥u∥2H1(D) = ∥u∥2L2(D) + ∥∇u∥2L2(D) παίρνουμε

|a(un, v)| ≤ c3∥un ∥H1(D) ∥v∥H1(D) (4.33)

για κάποια θετική σταθερά c3.

Λήμμα 2. Ισχύει για την a(un, un) η ακόλουθη ιδιότητα πιεστικότητας (coercivity)

a(un, un) ≥ c ∥un∥2H1(D). (4.34)

Απόδειξη. Λαμβάνοντας υπόψη την ανισότητα Poincaré-Wirtinger, δηλαδή

∥∇un∥2L2(D) ≥ Cp∥un − Eun∥2H1(D)
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όπου Eun = 1
measD

∫
D
un dυ έχουμε

a(un, un) = µ ∥∇un∥2L2(D) + (λ+ µ) ∥∇ · un∥2L2(D)

−ρω2∥un∥2L2(D)

≥ c4 ∥un − Eun∥2H1(D) − c5 ∥un∥2L2(D). (4.35)

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 3. Το γραμμικό συναρτησιακό ℓ(v) είναι φραγμένο, δηλαδή υπάρχει θετική στα-

θερά c1 τέτοια ώστε

|ℓ(v)| ≤ c1 ∥v∥H1(D). (4.36)

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy Schwarz και την τριγωνική καθώς και

το γεγονός ότι ∥n̂∥ = 1, έχουμε

|ℓ(v)| ≤ µ∥∇gn∥L2(D)∥v∥L2(D) + (λ+ µ)∥∇ · gn∥L2(D) ∥v∥L2(D) (4.37)

από το οποίο μπορούμε να συμπεράνουμε την (4.36)

Από τα παραπάνω λήμματα και με τη χρήση του θεωρήματος Lax-Milgram [21] μπορούμε

να συνάγουμε το συμπέρασμα της πρότασης 1.

Πρόταση 8. Το στοχαστικό πρόβλημα (4.15)-(4.16) δέχεται μοναδική λύσηWiener chaos

u ∈ (S)0,z,[H
1(D)]2

που ικανοποιεί την

∥u∥2
(S)0,z,[H

1(D)]2 ≤ c2
∑
α

wα ∥gα∥2H1/2(Γ) όπου wα = (a!) (2N)za, |α| = 0, 1, 2, ... (4.38)

Απόδειξη. Στο σημείο αυτό πρέπει να σημειώσουμε ότι καθένα από τα ντετερμινιστικά προ-

βλήματα (4.17)-(4.18) δέχεται μοναδική λύση και ακόμη ότι οι cn εξαρτώνται από τις gn.

Υπάρχει, λοιπόν, σταθερά c που είναι το supremum των cn = µCp, δηλαδή c = sup{cn, n =
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0, 1, 2, ...} ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες:

∥u0∥H1(D) ≤ c ∥g0∥H1/2(Γ)

∥u1∥H1(D) ≤ c ∥g1∥H1/2(Γ)

... (4.39)

∥un∥H1(D) ≤ c ∥gn∥H1/2(Γ)

...

Υψώνοντας αυτές τις ανισότητες στο τετράγωνο, πολλαπλασιάζοντάς τες με wα, προσθέτο-

ντας κατά μέλη οδηγούμαστε στη σχέση

∑
α

wα∥ua∥2H1(D) ≤ c2
∑
α

wα ∥gα∥2H1/2(Γ). (4.40)

΄Ετσι εύκολα καταλήγουμε στην

∥u∥2
(S)0,z,[H

1(D)]2 ≤ c2
∑
α

wα ∥gα∥2H1/2(Γ) <∞. (4.41)
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4.3 Πρόβλημα συνοριακών τιμών με στοχαστική πηγή και

συνοριακά δεδομένα υπό μορφή αναπτύγματος Wiener

chaos

Σύμφωνα με τη συλλογιστική που αναπτύξαμε στην προηγούμενη παράγραφο, μπορούμε να

αντιμετωπίσουμε και το πιο σύνθετο πρόβλημα [59] συνοριακών τιμών της μη ομογενούς

εξίσωσης Navier, στο οποίο τόσο ο μη ομογενής όρος όσο και τα συνοριακά δεδομένα

δίνονται στη μορφή ενός αναπτύγματος Wiener chaos. Το πρόβλημα αυτό διατυπωνεται ως

εξής:

Να βρεθεί διανυσματική συνάρτηση u ∈ (S)0,z,[H
1(D)]2

τέτοια ώστε

∆∗u(r, ω) + ϱw2u(r, ω) = f(r, ω), r ∈ D, (4.42)

u(r, ω) = g(r, ω), r ∈ Γ, (4.43)

όπου f =
∑

α fαHα και g =
∑

α gαHα. ΄Οπως και και το πρόβλημα που μελετήσαμε στην

προηγούμενη παράγραφο, το πρόβλημα αυτό αναλύεται σε μια ιεραρχία ντετερμινιστικών

προβλημάτων ως ακολούθως:

∆∗uα(r) + ϱw2uα(r) = fα(r), r ∈ D, (4.44)

uα(r) = gα(r), r ∈ Γ, (4.45)

Μπορούμε να φτάσουμε στη μεταβολική διατύπωση καθενός από τα (4.44)-(4.45) ακολου-

θώντας την ίδια συλλογιστική. Εδώ παρουσιάζουμε, χάριν συντομίας, την περίπτωση για

|a| = n:

∆∗un(r) + ϱw2un(r) = fn(r), r ∈ D, (4.46)

un(r) = gn(r), r ∈ Γ, (4.47)
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Πολλαπλασιάζοντας την (4.46) με μια συνάρτηση δοκιμής v ∈ [H1
0 (D)]2 παίρνουμε

∆∗un · v + ϱw2 un · v = fn · v, στο D (4.48)

και επομένως

[µ∆un + (λ+ µ)∇(∇ · un)] · v + ϱw2 un · v = fn · v. (4.49)

Ολοκληρώνοντας την (4.49) στο D, προκύπτει:

µ

∫
D

∆un · v dυ + (λ+ µ)

∫
D

∇(∇ · un) · v dυ

+

∫
D

ϱw2 un · v dυ =

∫
D

fn · v dυ. (4.50)

Λαμβάνοντας υπόψη την

∫
D

∇(∇ · un) · v ds = −
∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ +

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds (4.51)

η σχέση (4.50) μπορεί να γραφεί ως

µ

∫
D

∆un · v dυ + (λ+ µ)

[
−
∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ +

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds
]

+

∫
D

ϱw2 un · v dυ =

∫
D

fn · v dυ. (4.52)

Καθώς επίσης ισχύει

∫
D

(∆un) · v dυ = −
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ +

∫
Γ

n̂(∇ · un) · v ds, (4.53)
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μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η σχέση (4.52) οδηγεί στην

−µ
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ + µ

∫
Γ

n̂ · (∇un) · v ds

−(λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ + (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · un)n̂ · v ds

+

∫
D

ϱw2 un · v dυ =

∫
D

fn · v dυ. (4.54)

Λόγω της συνοριακής συνθήκης (4.45) η τελευταία σχέση οδηγεί στην:

−µ
∫
D

(∇un) : (∇v) dυ − (λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ

+

∫
D

ϱw2 un · v dυ

=

∫
D

fn · v dυ − µ

∫
Γ

n̂ · (∇gn) · v ds− (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · gn)n̂ · v ds (4.55)

όπου η gn θεωρείται με την εννοια του ίχνους.

Η μεταβολική διατύπωση του προβλήματος:

∆∗un(r) + ϱw2un(r) = fn, r ∈ D, (4.56)

un(r) = gn, r ∈ Γ, (4.57)

είναι η εξής:

Να βρεθεί λύση un ∈ [H1(D)]
2
τέτοια ώστε

a(un, v) = ℓ(v), για κάθε v ∈ [H1(D)]2 (4.58)
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όπου η διγραμμική μορφή a(un, v) στο [H
1(D)]2 × [H1

0 (D)]2 δίνεται από την

a(un, v) = µ

∫
D

(∇un) : (∇v) dυ + (λ+ µ)

∫
D

(∇ · un)(∇ · v) dυ

−
∫
D

ϱw2un · v dυ (4.59)

και το γραμμικό συναρτησιακό ℓ(v) στον [H1(D)]2 από την

ℓ(v) = −
∫
D

f · v dυ + µ

∫
Γ

n̂ · (∇gn) · v ds+ (λ+ µ)

∫
Γ

(∇ · gn)n̂ · v ds. (4.60)

Αντίστοιχα, η μεταβολική διατύπωση του (4.42)-(4.43) είναι η εξής:

Να βρεθεί μία λύση u ∈ (S)0,z,[H
1(D)]2

τέτοια ώστε

E[a(u,v)] = E[ℓ(v)], για κάθε v ∈ (S)0,z,[H
1
0 (D)]2

(4.61)

Θα προχωρήσουμε στην απόδειξη της καλής τοποθέτησης του (4.46)-(4.47).

Πρόταση 9. ΄Εστω D ανοικτό υποσύνολο του R2
, gn ∈ [H1/2(Γ)]2 και fn ∈ [H1(D)]2,

τότε το πρόβλημα (4.44)-(4.45) έχει μοναδική λύση un ∈ [H1(D)]2 που ικανοποιεί την

∥un∥H1(D) ≤ c ∥gk∥H1/2(Γ) + c̃∥fn∥H1(D) για κάποιες θετικές σταθερές c και c̃. (4.62)

Για να αποδείξουμε την ύπαρξη και τη μοναδικότητα της λύσης της (4.58) χρειαζόμαστε

τα τρία ακόλουθα λήμματα.

Λήμμα 6. Η διγραμμική μορφή α(un, v) είναι φραγμένη δηλαδή

|α(un, v)| ≤ c1∥un∥H1(D)∥v∥H1(D). (4.63)

Απόδειξη. Από τη σχέση (4.59) χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την
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τριγωνική ανισότητα οδηγούμαστε στην

|α(un, v)| ≤ µ ∥∇un∥L2(D) ∥∇v∥L2(D) + (λ+ µ) ∥∇ · un∥L2(D) ∥∇ · v∥L2(D)

+ ϱw2∥un∥L2(D) ∥v∥L2(D) (4.64)

και λόγω του ότι εξ ορισμού ∥u∥2H1(D) = ∥u∥2L2(D) + ∥∇u∥2L2(D) παίρνουμε

|α(un, v)| ≤ c1∥un ∥H1(D) ∥v∥H1(D) (4.65)

για κάποια θετική σταθερά c1.

Λήμμα 7. Ισχύει η επόμενη ιδιότητα πιεστικότητας (coercivity) για την α(un, un)

α(un, un) ≥ c ∥un∥2H1(D). (4.66)

Απόδειξη. Λαμβάνοντας υπόψη την ανισότητα Poincaré-Wirtinger, δηλαδή

∥∇un∥2L2(D) ≥ Cp∥un − Eun∥2H1(D)

όπου Eun = 1
measD

∫
D
un dυ έχουμε

α(un, un) = µ ∥∇un∥2L2(D) + (λ+ µ) ∥∇ · un∥2L2(D)

−ϱw2∥un∥2L2(D)

≥ c2 ∥un − Eun∥2H1(D) − c3 ∥un∥2L2(D). (4.67)

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι το γραμμικό συναρτησιακό ℓ(v) είναι φραγμένο δηλαδή:

|ℓ(v)| ≤ c1 ∥v∥H1(D). (4.68)
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Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τις ανισότητες Causchy Schwarz και τριγωνική και καθώς

∥n̂∥ = 1 έχουμε

|ℓ(v)| ≤ ∥f∥H1(D)∥v∥L2(D) ,+ ∥∇gn∥L2(D)∥v∥L2(D) + (λ+µ)∥∇·gn∥L2(D) ∥v∥L2(D) (4.69)

Σύμφωνα με τα παραπάνω συμπεράσματα και με τη χρήση του θεωρήματος Lax-Milgram

συνάγουμε το συμπερασμα της πρότασης 3.

Πρόταση 10. Το στοχαστικό πρόβλημα (4.42)-(4.43) δέχεται μοναδική λύση Wiener

chaos u ∈ (S)0,z,[L
2(D)]2

που ικανοποιεί την

∥u∥2
(S)0,z,[L

2(D)]2 ≤
∑
α

wα (c
2∥gα∥2H1/2(Γ) + c̃2 ∥fα∥2H1(D)) (4.70)

όπου wα = (a!) (2N)za, |α| = 0, 1, 2, ... είναι τα κατάλληλα βάρη.

Απόδειξη. Σημειώνουμε στο σημείο αυτό ότι, όπως και στο πρόβλημα της προηγούμενης

παραγράφου, κάθε ντετερμινιστικό πρόβλημα (4.44)-(4.45) δέχεται μοναδική λύση όπου οι

σταθερές ck εξαρτώνται από τις gn. Υπάρχει, λοιπόν, σταθερά c που είναι το supremum

των cn = µCp, δηλαδή c = sup{cn, n = 0, 1, 2, ...} καθώς και μια θετική σταθερά c̃ ώστε

να ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες:

∥u0∥H1(D) ≤ c ∥g0∥H1/2(Γ) + c̃ ∥f0∥H1(D)

∥u1∥H1(D) ≤ c ∥g1∥H1/2(Γ) + c̃ ∥f1∥H1(D)

... (4.71)

∥un∥H1(D) ≤ c ∥gn∥H1/2(Γ) + c̃ ∥fn∥H1(D)

...
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Από τις ανισότητες (4.71) προκύπτει η ανισότητα:

∑
α

wα∥ua∥2H1(D) ≤ c2
∑
α

wα ∥gα∥2H1/2(Γ) + c̃2
∑
α

wα ∥fα∥2H1(D). (4.72)

΄Ετσι συμπεραίνουμε εύκολα ότι

∥u∥2
(S)0,z,[H

1(D)]2 ≤
∑
α

wα (c
2∥gα∥2H1/2(Γ) + c̃2 ∥fα∥2H1(D)) <∞. (4.73)
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4.4 Συμπεράσματα

Αναφορικά με το στοχαστικό πρόβλημα επισημαίνουμε ότι θεμελιώθηκε η καλή τοποθέτησή

του, μέσω της μελέτης των αντίστοιχων ιεραρχιών των ντετερμινιστικών προβλημάτων. Στο

σημείο αυτό παραθέτουμε δύο παρατηρήσεις:

1. Αποδείχθηκε ότι τα στοχαστικά προβλήματα για την εξίσωση Navier (4.15)–(4.16) και

(4.42)–(4.43) δέχονται μοναδική λύση Wiener chaos.

2. Η μέθοδος που προτείναμε μπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση στοχαστικού

προβλήματος συνοριακών τιμών όπου η τυχαιότητα εμφανίζεται στην ιδια την εξίσωση

Navier (π.χ., στην ϱ, ή τις λ, και µ), καθώς και στη συνοριακή συνθήκη.

Τα προβλήματα που μελετήσαμε στις δύο προηγούμενες ενότητες, κατέδειξαν την εφαρμοσι-

μότητα της μεθόδου αναπτυγμάτων Wiener chaos σε στοχαστικά προβλήματα συνοριακών

τιμών για την εξίσωση Navier ώστε σε νέα εργασία να αντιμετωπιστεί πρόβλημα σκέδασης

σε ομογενές κατά τμήματα μέσο με συνθήκη Dirichlet. Επίσης, αποβλέπουμε στη μελέτη

προβλήματος σκέδασης με συνθήκη Dirichlet στο σύνορο του σκεδαστή σε στοχαστικό

περιβάλλον με την τυχαιότητα να βρίσκεται τόσο στην συνοριακή συνθήκη όσο και στην

πυκνότητα του μέσου -η οποία επίσης θα δίνεται ως ανάπτυγμα Wiener chaos. Ακόμη,

σκοπεύουμε να προχωρήσουμε στην εφαρμογή της μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων για

την προσέγγιση της λύσης των προβλημάτων αυτών. Τέλος, στοχεύουμε στη μελέτη του

μεικτού -ευθεός και αντίστροφου- προβλήματος σκέδασης με συνθήκες Dirichlet και Robin

στο σύνορο του σκεδαστή ο οποίος βρίσκεται εντός ομογενούς κατά τμήματα μέσου.
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[17] Bazána, F. S. V., Francisco, J.B., Leem, K.H., Pelekanos, G. and Sevroglou, V.
(2017).
On an Application of the Improved Maximum Product Criterion to Inverse Acoustic
Scattering in a Layered Medium.
Journal of Applied Mathematics and Physics, 9, 661-682.
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