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Περίληψη 
 

Ο στόχος της εργασίας είναι να αναπτυχθούν και να συγκριθούν φράγµατα για την 

τιµολόγηση των ευρωπαϊκών διακριτών Ασιατικών δικαιωµάτων µε σταθερή και 

κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. Λόγω της δοµής εξάρτησης µεταξύ των τιµών της 

υποκείµενης µετοχής, δεν υπάρχει κανένας απλός-ακριβής τύπος τιµολόγησης κατά 

την προσέγγιση των Black και Scholes. Στην πρόσφατη βιβλιογραφία, προτείνονται 

διάφορες προσεγγίσεις και φράγµατα για την τιµή αυτού του τύπου δικαιώµατος 

(Asian option). Στην προσέγγισή µας χρησιµοποιούµε µια γενική τεχνική για άνω (και 

κάτω) φράγµατα για τα ασφάλιστρα stop-loss των αθροισµάτων των εξαρτώµενων 

τυχαίων µεταβλητών, όπως εξηγείται σε Kaas et al. [13] και Dhaene et al. [4,5], και 

πρόσθετα, οι ιδέες των Rogers και Shi [7], Νielsen και Sandmann [16] και Vanmaele 

et al. [6]. Το κάτω φράγµα προσεγγίζει µε µεγάλη ακρίβεια την πραγµατική αξία του 

Ασιατικού δικαιώµατος. Εντούτοις, τα συµονοτονικά άνω φράγµατα παρουσιάζονται 

κάπως χειρότερα. Εποµένως, κατασκευάζουµε ακριβέστερα άνω φράγµατα που 

βασίζονται στα συµονοτονικά φράγµατα. Χρησιµοποιώντας τις ιδέες των Rogers και 

Shi (1995), το πρώτο άνω φράγµα λαµβάνεται ως το συµονοτονικό κάτω φράγµα συν 

έναν όρο σφάλµατος. Στη συνέχεια κάνοντας το σφάλµα φράγµατος εξαρτηµένο από 

την τιµή εξάσκησης, αυτό το άνω φράγµα γίνεται ακριβέστερο. Περαιτέρω, µελετάµε 

την περίπτωση όπου το Ασιατικό δικαίωµα µπορεί να διασπαστεί σε δύο µέρη. Σε ένα 

µέρος που µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς και σε ένα άλλο µέρος όπου εφαρµόζονται 

τα συµονοτονικά φράγµατα. Αυτό το αποκαλούµενο µερικώς ακριβές/συµονοτονικό 

άνω φράγµα αποτελείται από ένα ακριβές µέρος της τιµής του δικαιώµατος και 

κάποιου βελτιωµένου συµονοτονικού άνω φράγµατος για το υπόλοιπο µέρος. Ένας 

από τους στόχους αυτού του άρθρου είναι να προσδιοριστούν τα πιο πρόσφατα 

καλύτερα κάτω και άνω φράγµατα. Θα δείξουµε ότι τα κάτω φράγµατα είναι πολύ 

κοντά στις τιµές Monte Carlo και ότι µία από τις τεχνικές των M. Vanmaele et al. [6] 

και Tom Hoedemakers and al. [3] οδηγεί σε πολύ ικανοποιητικά άνω φράγµατα, 

βλέπε το θεώρηµα 3.3.3. Αρκετά σύνολα αριθµητικών αποτελεσµάτων 

συµπεριλαµβάνονται. 
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Abstract 
 

The aim of the paper is to develop and compare bounds on the pricing formulas for 

European type discrete Asian options with fixed and floating strike. Due to the 

dependence structure between the prices of the underlying asset, no simple exact 

pricing formula exists, not even in a Black-Scholes setting. In the recent literature, 

several approximations and bounds for the price of this type of option are proposed. 

In our approach we use a general technique for deriving upper (and lower) bounds for 

stop-loss premiums of sums of dependent random variables, as explained in Kaas et 

al.[13] and Dhaene et al. [4,5], and additionally, the ideas of Rogers and Shi [7], of 

Nielsen and Sandmann [16] and of M. Vanmaele et al. [6]. The lower bound 

approximates very accurate the real value of the Asian option. However, the 

comonotonic upper bounds perform rather badly for some strike prices. Therefore, we 

construct sharper upper bounds based upon the traditional comonotonic bounds. 

Making use of the ideas of Rogers and Shi (1995), the first upper bound is obtained as 

the comonotonic lower bound plus an error term. Next this bound is refined by 

making the error term dependent on the strike. Further, we study the case that the 

Asian option can be decomposed into two parts. One part which can be evaluated 

exactly and another part to which comonotonic bounds are applied. This so-called 

partially exact/comonotonic upper bound consists of an exact part of the option price 

and some improved comonotonic upper bound for the remaining part. One of the aims 

of this paper is to identify the currently best lower and upper bounds.We will show 

that the lower bounds are very close to the Monte Carlo values and that one of M. 

Vanmaele et al. [6] and Tom Hoedemakers and al. [3]  techniques leads to very 

satisfying upper bounds, see Theorem 3.3.3. Several sets of numerical results are 

included. 
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Εισαγωγή 
 

Σε αυτό το έγγραφο µελετάτε η τιµολόγηση των διακριτών αριθµητικών 

Ασιατικών δικαιωµάτων ευρωπαϊκoύ-τύπου µε σταθερή και κυµαινόµενη τιµή 

εξάσκησης µε την παραγωγή  αναλυτικών κάτω και άνω φραγµάτων.  

Ένα διακριτό αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα αγοράς ευρωπαϊκoύ-τύπου είναι ένα 

οικονοµικό παράγωγο όργανο µε ηµεροµηνία άσκησηs T, n κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες 

και σταθερή τιµή εξάσκησης Κ, το οποίο παράγει στον χρόνο T µία εξόφληση  
1

0

1 ( )
n

i
S T i K

n

−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

όπου max{ ,0}x x+ =  και S(T–i) είναι η τιµή µιας µετοχής µε ρίσκο στο χρόνο T-i,  

i=0,…,n-1. Η τιµή του δικαιώµατος αγοράς µε απόδοση ουδέτερου ρίσκου (ουδέτερη 

απόδοση) στον τρέχοντα χρόνο t = 0 δίνεται από:  

1

0
( , , ) ( )

rT n
Q

i

eAC n K T E S T i nK
n

− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

κάτω από ένα martingale µέτρο Q και µε κάποιο επιτόκιο r ουδέτερου κινδύνου.  

Ένα διακριτό αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα πώλησης ευρωπαϊκού-τύπου, µε 

ηµεροµηνία άσκησης Τ, n κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες (n T 1)≤ +  και κυµαινόµενη τιµή 

εξάσκησης µε ποσοστό β, παράγει στον χρόνο T µία εξόφληση 
1

0

1 ( ) ( )
n

i
S T i S T

n
β

−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Ένα αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα αγοράς ευρωπαϊκoύ-τύπου µε συνεχές 

υπολογισµό µέσου όρου βασίζεται σε µια παρόµοια εξόφληση όπως παραπάνω αλλά µε 

την αντικατάσταση του διακριτού µέσου όρου από ένα ολοκλήρωµα που διαιρείται µε το 

µήκος της κατά µέσο όρο περιόδου. Στην παρούσα εργασία θα εστιάζουµε στο διακριτό 

υπολογισµό µέσου όρου που είναι και η κανονική προδιαγραφή στα πραγµατικά 

συµβόλαια. 

Κάποια exotic options (βλ. κεφάλαιο 1) θεωρούνται ότι έχουν πορεία εξαρτώµενη 

(path dependent). Η τελική αξία τους (στην άσκηση ή τη λήξη) εξαρτάται από την αξία  
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της υποκείµενης µετοχής, όχι µόνο εκείνη την περίοδο, αλλά και στα προγενέστερα 

χρονικά σηµεία. Από αυτή την άποψη, τα Ασιατικά δικαιώµατα έχουν πορεία 

εξαρτώµενη αφού η αξία τους στη λήξη εξαρτάται από τη µέση αξία της µετοχής σε όλη 

τη διάρκεια ισχύς του δικαιώµατος.  

Μέσα στο πρότυπο των Black και Scholes [1], καµία κλειστή µορφή λύσης δεν 

είναι διαθέσιµη για τα Ασιατικά δικαιώµατα περιλαµβάνοντας τον διακριτό αριθµητικό 

µέσο όρο. Σε αντιδιαστολή µε τα δικαιώµατα γεωµετρικού µέσου όρου, η συνάρτηση 

πυκνότητας για τον αριθµητικό µέσο όρο δεν ακολουθεί την Λογαριθµο-Κανονική 

κατανοµή και δεν έχει καµία σαφή αντιπροσώπευση. Ποικίλες µέθοδοι για την 

ευρωπαϊκή περίπτωση και ειδικά για τη συνεχή περίπτωση µέσου όρου δικαιωµάτων µε 

σταθερή τιµή εξάσκησης έχουν αναπτυχθεί ενώ µόνο µερικά έγγραφα εξετάζουν την 

πρακτικότερη περίπτωση του διακριτού αριθµητικού µέσου όρου. Ένας µερικός 

κατάλογος µεθόδων περιλαµβάνει (για τις αναφορές δείτε παραδείγµατος χάριν, [15,18]):  

- Monte Carlo ή µέθοδοι σχεδόν- monte Carlo,  

- ακριβείς εκφράσεις που περιλαµβάνουν µετασχηµατισµούς Laplace,  

- µέθοδοι συνελίξεων που χρησιµοποιούν το γρήγορο µετασχηµατισµό κατά Fourier,  

- αναλυτικές προσεγγίσεις βασισµένες στη δέσµευση σε κάποιο µέσο όρο,  

- διάφορες PDE µέθοδοι,  

- µέθοδοι δέντρων.  

Εστιάζουµε στις αναλυτικές µεθόδους, βασισµένες στα φράγµατα µέσω της 

δέσµευσης σε κάποια τυχαία µεταβλητή. Στόχος µας είναι να δηµιουργήσουµε ένα 

ενοποιηµένο πλαίσιο για τα διακριτά αριθµητικά Ασιατικά δικαιώµατα ευρωπαϊκoύ-

τύπου µέσω αυτών των φραγµάτων, το οποίο γενικεύει τις διάφορες προσεγγίσεις στη 

βιβλιογραφία. 

Σε όλο το έγγραφο θεωρούµε κυρίως «forward starting» Ασιατικά δικαιώµατα 

. Αυτά τα δικαιώµατα επικρατούν σε αντίθεση µε τα «in progress» Ασιατικά 

δικαιώµατα ( ). Σηµειώνουµε ότι τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν για τα 

«forward starting» Ασιατικά δικαιώµατα µπορούν άµεσα να µετασχηµατιστούν σε 

αποτελέσµατα για Ασιατικά δικαιώµατα «in progress». 

(n T≤ +1)

1 0T n− + ≤

Ένα αναλυτικό άνω και κάτω φράγµα στην συνεχή περίπτωση µέσου όρου  

λήφθηκε µε τη µέθοδο της δέσµευσης (βλ. Rogers and Shi [7]). Οι Simon et al [17] 

 2



παρήγαγαν και υπολόγισαν σε ένα γενικό πλαίσιο µια αναλυτική έκφραση για το 

αποκαλούµενο συµονοτονικό άνω φράγµα, το οποίο είναι στην πραγµατικότητα ο 

µικρότερος γραµµικός συνδυασµός από τις τιµές των ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς 

που φράσσει την τιµή ενός Ασιατικού δικαιώµατος ευρωπαϊκoύ-τύπου από ανωτέρω. Oι 

M. Vanmaele et al. [6] µελέτησαν και τα δύο, άνω και κάτω φράγµατα για ένα 

αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα Ευρωπαϊκού-τύπου σύµφωνα µε την προσέγγιση των 

Black και Scholes. Eειδικότερα, οι Nielsen και Sandmann [16] παράγουν µια ειδική 

περίπτωση του άνω φράγµατος των Simon et al. χρησιµοποιώντας βελτιστοποίηση 

Lagrange. Επίσης εφαρµόζουν το σκεπτικό των Rogers και Shi στην αριθµητική 

περίπτωση µέσου όρου µε τη χρησιµοποίηση µιας συγκεκριµένης τυποποιηµένης 

κανονικά κατανεµηµένης µεταβλητής δέσµευσης. Το έγγραφο οργανώνεται όπως 

ακολουθεί. 

Στο κεφάλαιο 1 δίνουµε ορισµένες πληροφορίες περί τα παράγωγα. Στις ενότητες 

1.1, 1.2, 1.3 παρουσιάζουµε το χρηµατιστήριο παραγώγων, τα δικαιώµατα προαίρεσης 

και τα exotic δικαιώµατα. Στην ενότητα 1.4 δηλώνουµε τα Ασιατικά δικαιώµατα µε 

σταθερή και κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. 

Στο κεφάλαιο 2 δίνουµε κάποιες εισαγωγικές έννοιες και ορισµούς για την 

τιµολόγηση των παραγώγων (Asian options). Στις ενότητες 2.1 και 2.2 προκειµένου να 

περιγράψουµε την εξέλιξη τιµών των µετοχών {S(t), t ≥ 0} θα καταφύγουµε στην 

περιγραφή της κίνηση και Γεωµετρικής Κίνησης Brown. Στην ενότητα 2.3 σηµειώνουµε 

το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown. Τέλος στην 2.4 κάνουµε αποτίµηση της 

αξίας των παραγώγων και παρουσιάζουµε την εφαρµογή στα Ασιατικά δικαιώµατα.     

Το κεφάλαιο 3 παρέχει τα φράγµατα για τα διακριτά αριθµητικά δικαιώµατα 

ευρωπαϊκού-τύπου µε σταθερή τιµή εξάσκησης σύµφωνα µε την προσέγγιση των Black 

και Scholes. Παρουσιάζουµε αρχικά στην ενότητα 3.1 κάτω και άνω φράγµατα 

βασισµένα σε µια γενική τεχνική για την παραγωγή φραγµάτων για τα ασφάλιστρα stop-

loss των αθροισµάτων των εξαρτώµενων τυχαίων µεταβλητών, όπως εξηγήθηκε στο 

[13,4]. Για σαφήνεια έχουµε συµπεριλάβει µια σύντοµη επισκόπηση των µεθόδων τους 

στο παράρτηµα Α. Στην ενότητα 3.2 παρουσιάζουµε ένα άνω φράγµα βασισµένο στο 

κάτω φράγµα συν έναν όρο σφάλµατος. Οι Tom Hoedemakers et al [3] και M.Vanmaele 

et al [6], παρήγαγαν ένα άνω φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα το οποίο είναι 
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βελτιωµένο σε σχέση µε το άνω φράγµα που είναι βασισµένο στις ιδέες των Rogers και 

Shi [7]. Στην ενότητα 3.3 θα δείξουµε πως µπορούµε να βελτιώσουµε τα φράγµατα που 

παρουσιάσαµε στις ενότητες 3.1 και 3.2. Θα συνδυάσουµε την τεχνική της δέσµευσης σε 

κάποια κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Λ και την ιδέα της ανάλυσης των 

υπολογισµών σε ένα ακριβές και ένα προσεγγιστικό µέρος. Στην παράγραφο 3.3.3 

γενικεύουµε την προσέγγιση των Nielsen και Sandmann [16] σε µια γενική κατηγορία 

κανονικά κατανεµηµένων µεταβλητών δέσµευσης. Παρουσιάζουµε επίσης στην 

παράγραφο 3.3.4 πώς να κάνουµε πιο ακριβές το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα 

των Kaas et al. [13] και Dhaene et al [4] µε τη λήψη ενός άλλου αποκαλούµενου µερικώς 

ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα που αποτελείται από ένα ακριβές µέρος της τιµής του 

δικαιώµατος και κάποιου βελτιωµένου συµονοτονικού άνω φράγµατος για το υπόλοιπο 

µέρος. Στην ενότητα 3.4 παρουσιάζουµε µερικές γενικές παρατηρήσεις. Θα δούµε πως 

µπορούµε να παράγουµε τα αντίστοιχα φράγµατα για το δικαίωµα πώλησης µε την 

χρήση της ισότητας πώλησης-αγοράς καθώς και των µετασχηµατισµό των 

αποτελεσµάτων για «forward starting» Ασιατικά δικαιώµατα σε «in progress». Στην 

ενότητα 3.5 συγκρίνουµε και συζητάµε όλες τις προσεγγίσεις και, επιπλέον, συγκρίνουµε 

τα αποτελέσµατά των M. Vanmaele et al. [6] µε εκείνα του Jacques [12] και των Nielsen 

και Sandmann [16].  Αρκετά σύνολα αριθµητικών αποτελεσµάτων δίνονται.  

Το κεφάλαιο 4 µεταχειρίζεται τα διακριτά αριθµητικά Ασιατικά δικαιώµατα  

ευρωπαϊκού-τύπου µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης σύµφωνα µε την προσέγγιση των 

Black και Scholes. Στην ενότητα 4.1 χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα των  Henderson 

και Wojakowski [11] στην περίπτωση του διακριτού µέσου όρου, προκειµένου να 

δηµιουργήσουµε χρήσιµα αποτελέσµατα συµµετρίας µεταξύ των Ασιατικών 

δικαιωµάτων µε σταθερή-κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε, 

ότι δεν υπάρχει καµία τέτοια σχέση συµµετρίας για τα δικαιώµατα «in progress». Στην 

ενότητα 4.2 δείχνουµε πως µπορούµε άµεσα να παράγουµε φράγµατα για τα Ασιατικά 

δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης, χωρίς την χρήση συµµετρίας. Επίσης 

τονίζουµε ότι αυτά τα φράγµατα µπορούν να διαχειριστούν και τα «in progress» και τα 

«forward-starting» Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. Τέλος στην 

ενότητα 4.3 δίνουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα ενός Ασιατικού δικαιώµατος πώλησης 

µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. 
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Στο παράρτηµα Α δίνουµε µια περίληψη των διαδικασιών που χρησιµοποιήθηκαν 

για την λήψη των κάτω και άνω φραγµάτων για τα ασφάλιστρα stop-loss των 

αθροισµάτων  των εξαρτώµενων τυχαίων µεταβλητών. Στο παράρτηµα Β δίνουµε τους 

σχετικούς πίνακες που χρησιµοποιήθηκαν σε όλα τα αριθµητικά παραδείγµατα και 

περιέχονται στα έγγραφα των: M. Vanmaele et al. [6], Nielsen και Sandmann [16] και 

Jacques [12]. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

Περί παραγώγων 
 

1.1 Το χρηµατιστήριο παραγώγων (derivatives) 

 

Παράλληλα µε την λειτουργία των χρηµατιστηρίων αξιών όπου 

πραγµατοποιούνται συναλλαγές µετοχών, σε αρκετές περιπτώσεις λειτουργούν και τα 

λεγόµενα χρηµατιστήρια παραγώγων. Στα χρηµατιστήρια αυτά δεν συναλλάσσονται 

µετοχές αλλά χρηµατιστηριακά παράγωγα προϊόντα. Ως παράγωγο προϊόν θεωρείται µια 

διµερής σύµβαση η οποία µπορεί να αναφέρεται σε µετοχές, δείκτες µετοχών (π.χ. FTSE 

20, FTSE 40), οµολογίες, συνάλλαγµα ή και εµπορεύµατα. Ως ιστορικό σηµείωµα, 

αναφέρουµε ότι στην Ελληνική αγορά, το Χρηµατιστήριο Παραγώγων Αθηνών 

δηµιουργήθηκε το 1997 και από 31 Αυγούστου 2002 συγχωνεύτηκε µε το χρηµατιστήριο 

Αξιών Αθηνών.  

 

1.1.1 Παράγωγα προϊόντα 

 

Τα πιο γνωστά παράγωγα προϊόντα είναι: 

 

• Τα δικαιώµατα προαίρεσης (options).  

 

∆ικαίωµα προαίρεσης καλείται µία συµφωνία η οποία δίνει στον αγοραστή το δικαίωµα 

(αλλά όχι την υποχρέωση) να αγοράσει ή να πουλήσει ένα συγκεκριµένο αγαθό (π.χ. 

µετοχή) σε µία προκαθορισµένη τιµή, κατά τη διάρκεια µίας χρονικής περιόδου ή σε µία 

συγκεκριµένη ηµεροµηνία στο µέλλον. 
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• Τα προθεσµιακά συµβόλαια (forwards και futures). 

 

Προθεσµιακό συµβόλαιο καλείται µία συµφωνία µεταξύ δύο συµβαλλοµένων, ο ένας εκ 

των οποίων υπόσχεται να πουλήσει και ο άλλος να αγοράσει, µία συγκεκριµένη 

ποσότητα ενός αγαθού, σε µία καθορισµένη ηµεροµηνία στο µέλλον, σε µία 

προκαθορισµένη τιµή συναλλαγής. Χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: Τα Συµβόλαια 

Μελλοντικής Εκπλήρωσης (Futures) τα οποία είναι τυποποιηµένα προϊόντα και 

συναλλάσσονται στο χώρο του Χρηµατιστηρίου παραγώγων, και τα Προθεσµιακά 

Συµβόλαια (Forwards) τα οποία διαµορφώνονται ανάλογα µε τις ανάγκες του επενδυτή 

και διαπραγµατεύονται κυρίως στην εξωχρηµατιστηριακή αγορά (σε ένα οργανωµένο 

δίκτυο µεταξύ θεσµικών επενδυτών). 

 

Η αγορά των παραγώγων αναπτύχθηκε για δύο κυρίως λόγους : για την αντιστάθµιση 

των κινδύνων (hedging) σε χαρτοφυλάκια διαχειριστών (π.χ. ώστε ο κάτοχος ενός 

χαρτοφυλακίου µετοχών να αντιµετωπίσει µια επικείµενη κρίση) και φυσικά για 

κερδοσκοπία λόγω της αβεβαιότητας της αγοράς (π.χ. ώστε ένας επενδυτής να 

εκµεταλλευτεί µία επικείµενη άνοδο της αγοράς). Παράγωγα προϊόντα µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν από τον ιδιώτη επενδυτή αλλά κυρίως χρησιµοποιούνται από τράπεζες, 

αµοιβαία κεφάλαια, διαχειριστές µεγάλων ιδιωτικών κεφαλαίων, ασφαλιστικά ταµεία και 

εταιρίες, δηµόσιες εταιρίες, επενδυτικές εταιρίες, ιδιωτικές επιχειρήσεις, κ.α. (οι οποίες 

αποσκοπούν περισσότερο στην αντιστάθµιση των κινδύνων στα χαρτοφυλάκια τους και 

λιγότερο στην κερδοσκοπία). Στη συνέχεια θα επικεντρωθούµε µόνο στα δικαιώµατα 

προαίρεσης. 

 

1.2 Τα δικαιώµατα προαίρεσης (options) 

 

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, το δικαίωµα προαίρεσης δίνει στον αγοραστή 

το δικαίωµα (αλλά όχι την υποχρέωση) να αγοράσει ή να πωλήσει ένα αγαθό (π.χ. 

µετοχή) κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες. ∆ιακρίνεται σε δύo είδη: ∆ικαίωµα αγοράς 

(call option) και ∆ικαίωµα πώλησης (put option). Συγκεκριµένα, ο αγοραστής αγοράζει 

από τον πωλητή το δικαίωµα αγοράς (αντίστοιχα, πώλησης) το οποίο του δίνει το 
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δικαίωµα (αλλά όχι την υποχρέωση) να αγοράσει από τον (αντίστοιχα, να πωλήσει στον) 

πωλητή συγκεκριµένη ποσότητα (το µέγεθος του συµβολαίου) της υποκείµενης αξίας 

(π.χ. της µετοχής) σε προκαθορισµένη τιµή (η τιµή εξάσκησης - exercise price) σε 

προκαθορισµένη µελλοντική ηµεροµηνία (χρόνος εξάσκησης Τ - exercise time Τ). 

Εποµένως, ένα δικαίωµα προαίρεσης χαρακτηρίζεται από τα παρακάτω: 

 

1. Το είδος του δικαιώµατος (δικαίωµα αγοράς ή δικαίωµα πώλησης) 

2. Ο υποκείµενος τίτλος (π.χ. δείκτης FTSE/ASE-20 , µετοχή Α κ.λπ.) 

3. Το µέγεθος του συµβολαίου (π.χ. το κάθε συµβόλαιο µε υποκείµενο τίτλο τη µετοχή 

Α, συνήθως αντιστοιχεί σε 100 µετοχές Α) 

4. Η ηµεροµηνία λήξης. Aνάλογα µε το χρόνο εξάσκησης (Τ) υπάρχουν δύο κύριες 

κατηγορίες δικαιωµάτων προαίρεσης:  

(α) Αµερικανικού τύπου (American option) όταν το δικαίωµα προαίρεσης µπορεί να 

εξασκηθεί οποιαδήποτε στιγµή µέχρι την ηµεροµηνία λήξης.  

(β) Ευρωπαϊκού τύπου (European option) όταν το δικαίωµα προαίρεσης µπορεί να 

εξασκηθεί µόνο κατά την ηµεροµηνία λήξης. 

5. Η τιµή εξάσκησης Κ (strike price ή exercise price) είναι η προκαθορισµένη τιµή στην 

οποία ο αγοραστής του δικαιώµατος αγοράς/πώλησης θα αγοράσει/πωλήσει (εάν επιλέξει 

να εξασκήσει το δικαίωµα) το συγκεκριµένο αγαθό (π.χ. µετοχή) στο οποίο αναφέρεται 

το δικαίωµα. 

 

Προφανώς, ο αγοραστής ενός δικαιώµατος προαίρεσης θα πρέπει να καταβάλει 

ένα αντίτιµο C (ασφάλιστρο ή τιµή δικαιώµατος - Option prize, option premium) στον 

πωλητή του δικαιώµατος διότι ο πωλητής αναλαµβάνει ρίσκο για το οποίο πρέπει να 

αποζηµιωθεί (ο πωλητής είναι υποχρεωµένος να εκτελέσει την εντολή του αγοραστή εάν 

και όποτε ο δεύτερος το θελήσει, ενώ ο αγοραστής δεν είναι υποχρεωµένος να εξασκήσει 

το δικαίωµά του, εάν δεν τον συµφέρει). 

 

Συνοψίζοντας, ένας επενδυτής ή ένας διαχειριστής χαρτοφυλακίου µπορεί να 

λάβει τις εξής βασικές θέσεις: 
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Από την σκοπιά του επενδυτή 

 

1. Αγορά ∆ικαιώµατος Αγοράς (Long Call): συνήθως όταν προβλέπει ανοδική τάση 

στην µετοχή. Παρότι προσδοκά άνοδο, ο επενδυτής δεν επιθυµεί να ρισκάρει την αγορά 

µετοχών και εναλλακτικά αποφασίζει να αγοράσει ένα δικαίωµα αγοράς (π.χ. 100 

µετοχών) έναντι ποσού C. Έτσι, αν η µετοχή όντως κινηθεί ανοδικά, εξασκώντας το 

δικαίωµα, θα αγοράσει τις µετοχές στην προκαθορισµένη τιµή εξάσκησης Κ η οποία θα 

είναι χαµηλότερη από την τιµή της µετοχής S(Τ) στο χρόνο εξάσκησης (κέρδος: S(Τ) − Κ 

− C διότι θεωρητικά, µπορεί αυτόµατα να πωλήσει τις µετοχές στην τιµή S(Τ)). 

 

 
 

2. Αγορά ∆ικαιώµατος Πώλησης (Long Put): συνήθως όταν προβλέπει καθοδική τάση 

στην µετοχή. Παρότι προσδοκά πτώση, ο διαχειριστής ενός χαρτοφυλακίου δεν επιθυµεί 

να ρισκάρει την πώληση µετοχών και εναλλακτικά αποφασίζει να αγοράσει ένα 

δικαίωµα πώλησης (π.χ. 100 µετοχών). Έτσι αν η µετοχή όντως κινηθεί καθοδικά, 

εξασκώντας το δικαίωµα, θα πωλήσει τις µετοχές στην προκαθορισµένη τιµή εξάσκησης 

Κ η οποία θα είναι υψηλότερη από την τιµή της µετοχής S(Τ) στο χρόνο εξάσκησης. 

 

Από την σκοπιά του διαχειριστή χαρτοφυλακίου 

 

1. Πώληση ∆ικαιώµατος Αγοράς (Short Call): συνήθως όταν προβλέπει στάσιµη ή 

ελαφρά καθοδική τάση στην µετοχή. Ο διαχειριστής του χαρτοφυλακίου προκειµένου να 

αυξήσει την απόδοση του χαρτοφυλακίου του σε περίοδο στασιµότητας πωλεί ένα 

δικαίωµα αγοράς (π.χ. 100 µετοχών). Έτσι αν η µετοχή όντως µείνει στάσιµη ή κινηθεί 
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ελαφρά καθοδικά, ο αγοραστής του δικαιώµατος δεν θα εξασκήσει το δικαίωµα, και έτσι 

ο πωλητής θα έχει κέρδος από το ασφάλιστρο του δικαιώµατος (option premium) που θα 

έχει καταβάλει ο αγοραστής (το οποίο θα αντισταθµίζει και ενδεχόµενη περιορισµένη 

πτώση της τιµής της µετοχής). 

2. Πώληση ∆ικαιώµατος Πώλησης (Short Put): συνήθως όταν προβλέπει στάσιµη ή 

ελαφρά ανοδική τάση στην µετοχή. Ο επενδυτής πωλεί ένα δικαίωµα πώλησης (π.χ. 100 

µετοχών). Έτσι αν η µετοχή όντως µείνει στάσιµη ή κινηθεί ελαφρά ανοδικά, ο 

αγοραστής του δικαιώµατος δεν θα εξασκήσει το δικαίωµα, και έτσι ο πωλητής θα έχει 

κέρδος από το ασφάλιστρο του δικαιώµατος (option premium) που θα έχει καταβάλει ο 

αγοραστής. 

 

1.3 ∆ιάφορες παραλλαγές δικαιωµάτων προαίρεσης (exotic options) 

 

Εκτός από τα συνήθη δικαιώµατα προαίρεσης που περιγράφηκαν παραπάνω (τα 

οποία µερικές φορές καλούνται και «vanilla options»), τα τελευταία χρόνια έχουν 

αρχίσει να προσελκύουν το ενδιαφέρον των επενδυτών αλλά και των ερευνητών και 

δικαιώµατα προαίρεσης µε διαφορετικούς όρους τα οποία είναι γνωστά ως «exotic 

options». Κυριότερα exotic options είναι: 

 

1. Barrier options. Αυτά τα δικαιώµατα θεωρούνται ισχύοντα ή µη ισχύοντα («alive» ή 

«killed») ανάλογα µε το αν η τιµή του υποκείµενου τίτλου (π.χ. µετοχή) από τον χρόνο 

αγοράς 0 µέχρι τον χρόνο Τ εξάσκησης του δικαιώµατος περάσει ή όχι ένα φράγµα 

(barrier). 

2. Lookback options. Η αξία και αυτών των δικαιωµάτων εξαρτάται από την πορεία της 

τιµής της µετοχής µέχρι τον χρόνο εξάσκησής τους. Συγκεκριµένα, η τιµή εξάσκησης 

του δικαιώµατος K δεν είναι προκαθορισµένη, αλλά είναι ίση µε την µικρότερη τιµή που 

είχε η µετοχή από το χρόνο αγοράς του δικαιώµατος µέχρι τον χρόνο εξάσκησης Τ (π.χ. 

µετρούµενη κατά το τέλος των συνεδριάσεων κάθε ηµέρα). 

3. Asian options. Η αξία αυτών των δικαιωµάτων εξαρτάται από την πορεία της τιµής 

της µετοχής µέχρι τον χρόνο εξάσκησής τους.  
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Τα τελευταία θα τα µελετήσουµε εκτενέστερα στην ακόλουθη ενότητα µιας και 

αποτελούν το βασικό αντικείµενο µελέτης µας στην παρούσα εργασία. 

 

1.4 Ασιατικά δικαιώµατα (Asian options) 

 

  Ως ιστορικό σηµείωµα, αναφέρουµε ότι ο χαρακτηρισµός των δικαιωµάτων ως 

«Asian» δεν έχει καµία ιδιαίτερη σηµασία. Ο David Spaughton και ο Mark Standish το 

1987 ήταν στο Τόκιο για δουλειά όταν ανέπτυξαν τον πρώτο εµπορικά 

χρησιµοποιούµενο τύπο τιµολόγησης για δικαιώµατα που συνδέθηκαν µε τη µέση τιµή 

του ακατέργαστου πετρελαίου. Επειδή ήταν στην Ασία, ονόµασαν τα δικαιώµατα αυτά 

ως «Asian options». 

  Τα Ασιατικά δικαιώµατα είναι δικαιώµατα των οποίων η αξία στο χρόνο T της 

εξάσκησης εξαρτάται από τη µέση τιµή της µετοχής κατά τη διάρκεια του χρόνου µεταξύ 

0 (όταν το δικαίωµα αγοράστηκε) και του χρόνου της άσκησης Τ. ∆εδοµένου ότι αυτοί οι 

µέσοι όροι γίνονται συνήθως από άποψη των τιµών στο τέλος της ηµέρας, και έστω N να 

δηλώνει τον αριθµό των εµπορικών ηµερών σε ένα έτος (συνήθως παίρνουµε Ν=252), 

τότε το: 

( ) ( / )dS i S i N=  

δηλώνει την τιµή της µετοχής στο τέλος της i ηµέρας. Ο µέσος όρος υπολογίζεται 

συνήθως αριθµητικά, 

1 2 ... = ns s sarithmetic average
n

+ + +  

ή γεωµετρικά, 

1 2 = ...n
ngeometric average s s s   . 

 

Οι προδιαγραφές συµβολαίων για ένα Ασιατικό δικαίωµα επιτρέπουν διάφορες 

παραλλαγές. 
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1) Με Σταθερή τιµή εξάσκησης (fixed Asian option) 

 

Το πιο κοινό Ασιατικού τύπου δικαίωµα αγοράς είναι αυτό στο οποίο ο χρόνος άσκησης 

είναι το τέλος των n εµπορικών ηµερών, η τιµή εξάσκησης είναι σταθερή Κ, και η 

εξόφληση στο χρόνο άσκησης  Τ είναι   

1

( )n
d

i

S i K
n= +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

 

2) Με Κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης (floating Asian option) 

 

Μία άλλη περίπτωση είναι η εξής: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος K δεν είναι 

προκαθορισµένη, αλλά είναι ίση µε τη µέση τιµή που είχε η µετοχή από το χρόνο αγοράς 

του δικαιώµατος µέχρι τον χρόνο άσκησης T (π.χ. µετρούµενη κατά το τέλος των 

συνεδριάσεων κάθε ηµέρα) και µε ποσοστό β (για κάποια σταθερά β +∈R ) παρέχει στον 

χρόνο T εξόφληση: 

1

( )( )
n

d
d

i

S iS n
n

β
= +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

 

Ως συνήθως έχουµε να διακρίνουµε ανάµεσα σε δικαιώµατα αγοράς και πώλησης. Τα 

διαφορετικά είδη των Ασιατικών δικαιωµάτων συνοψίζονται στον πίνακα 1, όπου 

max{ ,0}x x+ =  και 
1

( )n
d

D
i

S i
n=

Σ =∑  ο αριθµητικός µέσος όρος. 

 

Option type                                                                             Asian pay off 
Fixed strike call                                                                      ( )D KΣ − +  
Fixed strike put                                                                       ( )DK −Σ +  
Floating strike call                                                                 ( )T DSβ −Σ +  
Floating strike put                                                                  ( )D TSβΣ − +  
 

Πίνακας 1 

Τύποι προεξοφλήσεων για τα Ασιατικά δικαιώµατα 
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Θεωρητικά τουλάχιστον µπορούµε επιπλέον να διακρίνουµε µεταξύ ενός 

αριθµητικού µέσου όρου που υπολογίζεται βάσει πεπερασµένων τιµών µετοχών κατά τη 

διάρκεια του χρόνου και ενός συνεχώς υπολογισµένου αριθµητικού µέσου όρου. Τα 

δικαιώµατα µε µέσο όρο βασισµένο στις πεπερασµένες τιµές των µετοχών κατά τη 

διάρκεια του χρόνου καλούνται διακριτά Ασιατικά δικαιώµατα σε διάκριση µε τα συνεχή 

Ασιατικά δικαιώµατα. Στην πράξη µόνο τα διακριτά Ασιατικά δικαιώµατα κυκλοφορούν 

στο εµπόριο, ενώ η πλειοψηφία των ερευνητικών εργασιών εξετάζει τα συνεχή Ασιατικά 

δικαιώµατα. Όπως είπαµε και στην εισαγωγή εµείς στην παρούσα εργασία θα 

ασχοληθούµε µε την τιµολόγηση των διακριτών αριθµητικών Ασιατικών δικαιωµάτων 

σταθερής και κυµαινόµενης τιµής εξάσκησης. 

Ένα συµβόλαιο Ασιατικού δικαιώµατος γράφεται στο χρόνο t = 0 και λήγει στο 

χρόνο . Εάν στον τρέχοντα χρόνο 0, ο υπολογισµός µέσου όρου δεν έχει αρχίσει 

ακόµα, δηλαδή είναι  τότε έχουµε τα «forward starting» Ασιατικά δικαιώµατα 

και οι n µεταβλητές S(T – n + 1),…,S(T) είναι τυχαίες. Αυτή η περίπτωση επικρατεί σε 

αντίθεση µε την περίπτωση που (στο χρόνο 0 ο υπολογισµός µέσου όρου έχει 

ξεκινήσει) όπου µόνο οι τιµές  S(1), . . . , S(T) παραµένουν τυχαίες. Στη βιβλιογραφία, 

αυτό το Ασιατικό δικαίωµα καλείται «in progress». Τέλος αν Τ=n-1, ο µέσος όρος 

υπολογίζεται κατά τη διάρκεια ολόκληρης της ζωής του δικαιώµατος, και ονοµάζεται 

«plain-vanilla» δικαίωµα.  

0T >

1n T≤ +

1n T≥ +

Σηµειώνουµε ότι τα αποτελέσµατά µας για «forward starting» Ασιατικά 

δικαιώµατα µπορούν αµέσως να µετασχηµατιστούν σε αποτελέσµατα για Ασιατικά 

δικαιώµατα «in progress», όπως θα δούµε στην συνέχεια.   

Τέλος θα λέµε ότι ένα δικαίωµα είναι at-the-money εάν η υποκείµενη αξία επί του 

παρόντος είναι ίση µε την τιµή εξάσκησης. ∆ιαφορετικά, το δικαίωµα λέγεται ότι είναι 

in-the-money (δηλ. ασκείται) εάν έχει θετική πραγµατική αξία, ή out-of-the-money (δηλ. 

δεν ασκείται)  εάν έχει µηδέν πραγµατική αξία. Ένα δικαίωµα αγοράς είναι  in-the-money 

εάν η τιµή της υποκείµενης µετοχής είναι επάνω από την τιµή εξάσκησης. Ένα δικαίωµα 

πώλησης είναι in-the-money εάν η τιµή της υποκείµενης µετοχής είναι κάτω από την τιµή 

εξάσκησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Εισαγωγικές έννοιες και ορισµοί για την τιµολόγηση 

των παραγώγων (Asian options) 
 

2.1 Κίνηση Brown  

 

Μια απλοποιηµένη περιγραφή του µοντέλου αυτού είναι η ακόλουθη: σε κάθε απειροστό 

χρονικό διάστηµα θεωρούµε ότι η Χ(t) αυξάνεται ή µειώνεται απειροστά (και µε 

πιθανότητα σχεδόν 0.5), ανεξάρτητα από το παρελθόν. Αν λοιπόν χωρίσουµε το χρονικό 

διάστηµα [0, t] σε n υποδιαστήµατα πλάτους ∆ το καθένα (∆ =t/n) και υποθέσουµε ότι 

X(0) = 0 ή X(0) = c έχουµε την προσαύξηση 

(( 1) ) ,  µε πιθ.p 1( )  όπου p= 1 , 1,2,..., .
2(( 1) ) ,  µε πιθ.1-p

X i rX i i
X i

σ
σσ

⎧ − ∆ + ∆⎪ ⎛ ⎞∆ = + ∆ =⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ∆ − ∆⎪⎩

n  

 

Ορισµός. Μία στοχαστική ανέλιξη {Χ(t), t > 0} καλείται κίνηση Brown µε παραµέτρους 

r (drift parameter) και 2σ  (volatility ή variance parameter) (συµβ. ΒΜ(r, 2σ )) αν ισχύει 

ότι: 

1) Η τ.µ. Χ(t + y) − Χ(y) ~ N(rt, t 2σ ). 

2) Η τ.µ. Χ(t + y) − Χ(y), t > 0 είναι ανεξάρτητη από τις Χ(u), 0 ≤ u < y, δηλαδή ότι η 

{Χ(t), t ≥ 0} έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις. 

Συνήθως λαµβάνεται Χ(0) = 0 ή Χ(0) = c. 

 

2.2 Γεωµετρική Κίνηση Brown 

 

Προκειµένου να περιγράψουµε την εξέλιξη τιµών αγαθών ή µετοχών {S(t), t ≥ 0} (όπου 

S(t) είναι η τιµή στο χρόνο t) θα καταφύγουµε στην Γεωµετρική Κίνηση Brown. Η 

κίνηση Brown δεν είναι κατάλληλη για την περιγραφή τέτοιων φαινοµένων διότι: (i) 
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µπορεί να λάβει και αρνητικές τιµές, κάτι που δεν είναι αποδεκτό, ενώ (ii) η αύξηση ή 

µείωση µιας τιµής είναι, σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, ανεξάρτητη από την ίδια την τιµή 

(π.χ. είναι το ίδιο πιθανό το ενδεχόµενο «η τιµή 100 να κινηθεί στο 100+10=110 σε 

διάστηµα µήκους ∆» µε το ενδεχόµενο «η τιµή 10 να κινηθεί στο 10+10=20 σε διάστηµα 

µήκους ∆») κάτι που δεν φαίνεται λογικό και δεν ταιριάζει σε πραγµατικά δεδοµένα. 

Θεωρούµε εναλλακτικά λοιπόν τώρα ότι, σε ένα πολύ µικρό χρονικό διάστηµα µήκους 

∆, η τιµή S(t) µπορεί είτε να αυξηθεί είτε να µειωθεί µε κάποια πιθανότητα και 

ανεξάρτητα από το παρελθόν ως εξής: 

 

( ) ,  µε πιθ.p 1( )  όπου p= 1
2( ) ,  µε πιθ.1-p

S t e rS t
S t e

σ

σ σ

∆

− ∆

⎧⎪ ⎛ ⎞+ ∆ = + ∆⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

. 

 

∆ηλαδή, η ποσοστιαία µείωση ή αύξηση της τιµής (S(t+∆)/S(t)) σε κάθε απειροστό 

διάστηµα χρόνου είναι σταθερή και ανεξάρτητη από το παρελθόν, ενώ η αντίστοιχη 

πιθανότητα αύξησης ή µείωσης είναι «κοντά» στο 0.5. 

Παρατηρούµε ότι αν θέσουµε Χ(t) = ln(S(t)), τότε η X(t + ∆)=Χ(t) ± σ  (µε 

πιθανότητα p το + και 1 − p το −), και εποµένως η ανέλιξη {X(t), t ≥ 0} = {lnS(t), t ≥ 0} 

είναι µια κίνηση Brown. ∆ηλαδή, η τ.µ.  

1/ 2∆

X(t + y) − X(t) = lnS(t + y) − lnS(y) = ln(S(t + y)/S(y)) 

ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(rt,t 2σ ) και είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν S(u), 

0≤u < y. 

 

Μια στοχαστική ανέλιξη µε τις παραπάνω ιδιότητες καλείται γεωµετρική κίνηση Brown. 

Ιδιαίτερα, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

 

Ορισµός. Μία στοχαστική ανέλιξη {S(t), t ≥ 0} καλείται γεωµετρική κίνηση Brown µε 

παραµέτρους r (drift parameter) και 2σ  (volatility parameter) (συµβ. GΒΜ(r, 2σ )) αν 

ισχύει ότι: 

1) Η τυχαία µεταβλητή 
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2( )ln ( , ),   y>0
( )

S t y N tr t
S y

σ+ ∼ . 

2) Η τ.µ. S(t + y)/S(y) είναι ανεξάρτητη από τις S(u), 0≤ u < y. 

Είναι προφανές ότι αν {Χ(t), t ≥ 0} ~ BM(r, 2σ ), τότε η { , t ≥ 0} ~ GBM(r, X(t)e 2σ ). 

Άρα, ένα σχετικά απλό µοντέλο που µπορεί να περιγράψει την εξέλιξη τιµών στο χρόνο 

είναι η γεωµετρική κίνηση Brown. Αν λοιπόν {S(t), t ≥ 0} ~ GBM(r, 2σ ) τότε η S(t) 

ακολουθεί την λογαριθµοκανονική κατανοµή, δηλαδή ο λογάριθµός της ακολουθεί την 

κανονική κατανοµή,  
2ln ( ) ( ln (0), )S t N tr S tσ+∼ . 

 

2.3 Το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown 

 

Έστω S(t) η τιµή της µετοχής που µας ενδιαφέρει στον χρόνο t. Θεωρούµε ότι η 

αρχική τιµή S(0) είναι γνωστή (π.χ. είναι η τιµή της µετοχής στο παρόν). Προφανώς, η 

S(t) είναι τυχαία µεταβλητή και η οικογένεια {S(t), t ≥ 0} είναι µία στοχαστική ανέλιξη. 

Ξεκινώντας την µελέτη της τιµής S(t) µιας µετοχής, θα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε 

την συµπεριφορά της διαδικασίας {S(t), t ≥ 0} σε ένα πολύ µικρό διάστηµα του χρόνου. 

Χωρίζουµε λοιπόν το χρονικό διάστηµα (0,t] σε n υποδιαστήµατα πλάτους ∆t = t/n το 

καθένα (µε ∆t «µικρό»). Στο i-οστό διάστηµα χρόνου ( ,  + ∆t] = ((i−1)∆t, i∆t] 

θεωρούµε ότι η ποσοστιαία αυξοµείωση της S είναι µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί 

κανονική κατανοµή µε µέση τιµή και διασπορά ανάλογη του ∆t, και ανεξάρτητη από το 

παρελθόν της διαδικασίας. ∆ηλαδή,  

it it

( ) ( )
( )

i i
i

i

S t t S t r t tZ
S t

σ+ ∆ −
= ∆ + ∆  

όπου 1 2, ,..., nZ Z Z  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) που ακολουθούν N(0,1), 

δηλαδή 2( ,r t t N r t tσ∆ + ∆ ∆ ∆∼ )σ  για κάποιες σταθερές r, 2σ . Οι τ.µ. 

1 2, ,..., ntZ tZ tZ∆ ∆ ∆  τώρα µπορούν να θεωρηθούν ως οι προσαυξήσεις µιας BM 

(γνωρίζουµε ότι οι προσαυξήσεις µιας κίνησης Brown είναι ανεξάρτητες κανονικές τ.µ.) 

και εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι, 
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( ) ( ) ( ( ) ( ))
( )

i i
i i

i

S t t S t r t B t t B t
S t

σ+ ∆ −
= ∆ + + ∆ −  

όπου {Β(t), t ≥ 0} ~ ΒΜ(0,1) (και άρα ( ) (i )iB t t B t+ ∆ −  ~ N(0,∆t)). Απλούστερα, η 

παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ως εξής: 

( ) ( )
( )

S t r t B t
S t

σ∆
= ∆ + ∆ . 

Εάν θεωρήσουµε το ∆t → 0, τότε η παραπάνω εξίσωση θα µπορούσε να γραφεί στη 

µορφή: 

( ) ( )
( )

dS t rdt dB t
S t

σ= +  ή ισοδύναµα, ( ) ( ) ( ) ( )dS t rS t dt S t dB tσ= + , όπου Β ~ ΒΜ(0,1). 

Η παραπάνω εξίσωση είναι µια στοχαστική διαφορική εξίσωση (Σ.∆.Ε) για την 

διαδικασία S. Η στοχαστική διαδικασία S = {S(t), t ≥0} που περιγράφει την εξέλιξη της 

τιµής µιας µετοχής θα πρέπει να ικανοποιεί την Σ.∆.Ε  (δηλ. την ισοδύναµη στοχαστική 

ολοκληρωτική εξίσωση). Αποδεικνύεται (χρησιµοποιώντας το γνωστό ως λήµµα του Ito) 

ότι ο λογάριθµος της διαδικασίας S θα ικανοποιεί την Σ.∆.Ε 
2

ln ( ) ( ) ( )
2

d S t r dt dB tσ σ= − +  

όπου Β ~ ΒΜ(0,1). Ολοκληρώνοντας κατά µέλη από 0 έως t την παραπάνω σχέση 

προκύπτει ότι, 
2

ln ( ) ln (0) ( ) ( )
2

S t S r t B tσ σ− = − +  και άρα 
2

2ln ( ) (ln (0) ( ) , )
2

S t N S r t tσ σ+ −∼ . 

∆ηλαδή η διαδικασία ln S(t) ~ ΒΜ(r − 2σ /2, 2σ ) και εποµένως η S που ικανοποιεί την 

παραπάνω Σ.∆.Ε  θα είναι µια γεωµετρική κίνηση Brown. Φαίνεται επίσης ότι  
2( )ln ( ) ( )

(0) 2
S t r t B
S

σ σ= − + t  και άρα 
2

2( )ln (( ) , )
(0) 2

S t N r t t
S

σ σ−∼  

και ως εκ τούτου, οι τυχαίες µεταβλητές S(t)/S(0) κατανέµονται Λογαριθµο-Κανονικά µε 

παραµέτρους 
2σ(r- )

2
t  και  2tσ . 
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2.4 Αποτίµηση της αξίας παραγώγων (risk-neutral valuation) 

 

Όπως αναφέραµε στην εισαγωγή στόχος µας είναι να βρεθεί η τιµή C 

πώλησης/αγοράς ενός δικαιώµατος προαίρεσης (συγκεκριµένα για την εργασία µας του 

διακριτού αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος) όταν είναι γνωστά όλα τα υπόλοιπα 

µεγέθη (r, σ, S(0), t, K) µε  κλίση (drift) ίση µε τη δύναµη του επιτοκίου r ουδέτερου-

κινδύνου. Πιο συγκεκριµένα, µας ενδιαφέρει να βρούµε την τιµή C ενός παραγώγου το 

οποίο αποδίδει κέρδος h(S) από τη χρήση του στο χρόνο εξάσκησης t, όπου S είναι η 

διαδικασία που εκφράζει την εξέλιξη της τιµής του χρηµατιστηριακού προϊόντος 

(µετοχής). 

Αρχικά υποθέτουµε ότι στην αγορά υπάρχει µια επένδυση χωρίς ρίσκο που 

προσφέρει επιτόκιο r. Εποµένως, επενδύοντας ποσό Α, µετά από χρόνο t θα λάβουµε 

. Επίσης, αν υπάρχει µια στρατηγική αγοραπωλησιών µετοχών, δικαιωµάτων και 

οµολόγων που επιτρέπει σε έναν εξιδανικευµένο παίκτη χρηµατιστηρίου να έχει σίγουρο 

κέρδος (ο οποίος µπορεί να κάνει στιγµιαία συναλλαγές µετοχών χωρίς κόστος 

συναλλαγών), τότε λέγεται ότι η αγορά προσφέρει ευκαιρία για κερδοσκοπία (arbitrage). 

Σύµφωνα µε την θεωρία της εξισορροπητικής κερδοσκοπίας (arbitrage pricing), 

αποδεικνύεται το εξής. 

rtAe

 

Πρόταση  (arbitrage pricing ή risk-neutral valuation). Για να µην υπάρχει δυνατότητα 

για arbitrage στην αγορά θα πρέπει η παρούσα αξία του παραγώγου (που αποδίδει κέρδος 

h(S) στο χρόνο t), να είναι ίση µε 
2

2[ ( ) / ln ( ,
2

rtE e h S S BM r σ )]σ− −∼ . 

Με άλλα λόγια, η παρούσα αξία του παραγώγου θα πρέπει να είναι ίση µε την παρούσα 

αξία του αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του παραγώγου όταν η υποκείµενη 

µετοχή ακολουθεί µια γεωµετρική κίνηση Brown και συγκεκριµένα όταν 
22 ( ) (

2( )ln ( ) ln (0) ( ) ( )
2 (0)

r t B tS tS t S r t B t e
S

σ σσ σ
− +

= + − + <=> =
)
. 

Παρακάτω θα δείξουµε ότι: .  ( ( )) (0) trE S t S e=
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Είναι 
2

( ) (
2( )

(0)
r t B tS t e

S

σ σ− +
=

)
=>

2
( ) ( )

2( ) (0)
r t B t

S t S e
σ σ− +

= =
2

( )
2(0)

r t tZ
S e

σ σ− +
.                             

Παίρνουµε µέσες τιµές και υψώνοντας στην n προκύπτει: 
2

( )
2( ( ) ) (0) ( )

n r tn n nE S t S e E e
σ

σ−
= tZ . 

Ισχύει ότι αν αν Ζ ~ Ν(0,1) τότε 
2 / 2( )uZ uE e e=  και το παραπάνω γίνεται: 

2
2 21( )

2 2( ( ) ) (0)
n r t n tn nE S t S e e

σ σ−
= =>  και αποδείχτηκε. ( ( )) (0) trE S t S e=

 

Καταλήξαµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η αναµενόµενη τιµή της µετοχής στο χρόνο t 

είναι ίση µε το κέρδος που θα είχαµε αν επενδύαµε τα χρήµατα που δώσαµε για την 

αγορά της µετοχής (S(0)) σε µια επένδυση χωρίς ρίσκο (π.χ. σε οµόλογο µε επιτόκιο r). 

Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να πούµε ότι η µετοχή προσφέρει «ουδέτερη 

απόδοση» ή «απόδοση ουδέτερου ρίσκου» (risk-neutral). Συνοψίζοντας λοιπόν 

µπορούµε να πούµε ότι: «Η παρούσα αξία του παραγώγου θα πρέπει να είναι ίση µε την 

παρούσα αξία του αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του παραγώγου όταν η 

υποκείµενη µετοχή προσφέρει απόδοση ουδέτερου ρίσκου» 

 

Παρατήρηση 

Η πρόταση δεν υπονοεί ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί στην πραγµατικότητα την 

GBM µε τις παραπάνω παραµέτρους, αλλά ότι προκειµένου να αποτιµηθεί η αξία του 

παραγώγου θα πρέπει να «υποθέσουµε» ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί την 

συγκεκριµένη GBM και να υπολογίσουµε την παραπάνω αναµενόµενη τιµή. 

 

2.4.1 Εφαρµογή στα Ασιατικά δικαιώµατα  

 

Μια εφαρµογή της παραπάνω πρότασης (arbitrage pricing) είναι να βρούµε την 

παρούσα αξία των δικαιωµάτων προαίρεσης. Θα πρέπει να υπολογίσουµε την παρούσα 

τιµή ή το ασφάλιστρο C του δικαιώµατος (option cost ή option premium).  

Συγκεκριµένα, για ένα διακριτό αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα αγοράς 

ευρωπαϊκoύ-τύπου µε: 
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• S(0): η σηµερινή τιµή του υποκείµενου τίτλου (security’s initial price) 

• K: η σταθερή τιµή εξάσκησης (strike price ή exercise price) 

• Τ: η ηµεροµηνία άσκησης (exercise time) 

• r: το επιτόκιο της αγοράς χωρίς κίνδυνο (risk-neutral interest rate) 

αποδίδει κέρδος h(S) στο χρόνο Τ   

h(S)=
1

0

1 ( )
n

i

S T i K
n

−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

όπου max{ ,0}x x+ =  και  S(T –i) είναι η τιµή της µετοχής µε ρίσκο στο χρόνο T-i,  

i=0,…,n-1. Η τιµή του δικαιώµατος αγοράς κάτω από ένα martingale µέτρο Q 

(βλ.ενότητα 2.5) και µε κάποιο επιτόκιο  r ουδέτερου κινδύνου στον τρέχοντα χρόνο t=0 

σύµφωνα µε τα παραπάνω είναι:  

               
21

2

0

1[ ( ) / ln (
2

n
Q rT

i

E e S T i K S BM r
n

σ , )]σ
−

−

= +

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∼  δηλαδή είναι 

  
1

0
( , , ) ( )

rT n
Q

i

eAC n K T E S T i nK
n

− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= −⎢⎜

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ − ⎥⎟

1)

όπως παρουσιάστηκε και στην εισαγωγή.                                 

Ανάλογα για ένα διακριτό αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα πώλησης ευρωπαϊκoύ-

τύπου, µε ηµεροµηνία άσκησης Τ, n κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες  και 

κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης µε  ποσοστό β, αποδίδει κέρδος h(S) στο χρόνο Τ   

(n T≤ +

1

0

1 ( ) ( )
n

i
S T i S T

n
β

−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   

και είναι 

1

0
( , , ) ( ) ( )

rT n
Q

i

eAPF n T E S T i n S T
n

β β
− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . 

 

2.4.2 Martingale µέτρο  Q   

 

Υποθέτουµε ότι είµαστε αυτήν την περίοδο στο χρόνο 0. Εξετάζουµε µία µετοχή µε τιµές 

που περιγράφονται από τη στοχαστική διαδικασία { (  και µε κάποιο επιτόκιο r 

ουδέτερου κινδύνου που είναι σταθερό στο χρόνο. Γενικά, η δεσµευµένη µέση τιµή 

(όσον αφορά το φυσικό µέτρο πιθανότητας) του ( ) , λαµβάνοντας υπόψη την 

), 0}S t t ≥

rte S t−
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πληροφορία που είναι διαθέσιµη στο χρόνο 0, διαφέρει από την τρέχουσα τιµή S(0). 

Εντούτοις, θα υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα µοναδικό "ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας Q" 

έτσι ώστε η διαδικασία προεξόφλησης  να είναι Μartingale κάτω από 

αυτό το ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας. Αυτό υπονοεί ότι για οποιοδήποτε , η 

δεσµευµένη µέση τιµή (όσον αφορά το ισοδύναµο µέτρο Μartingale) του ( ) , 

λαµβάνοντας υπόψη την διαθέσιµη πληροφορία στο χρόνο 0, θα είναι ίση µε την 

τρέχουσα τιµή S(0), δηλ.:  

{ ( ), 0rte S t t− ≥ }

0t ≥
rte S t−

[ ( )] (0),  0Q rtE e A t A t− = ≥ . 

Τέλος η ύπαρξη ενός ισοδύναµου Μartingale µέτρου σχετίζεται µε την απουσία 

κερδοσκοπίας στην αγορά τίτλων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

Φράγµατα για τα Ασιατικά ∆ικαιώµατα µε Σταθερή 

τιµή εξάσκησης 
 

3.0 Ασιατικά δικαιώµατα µε σταθερή τιµή εξάσκησης κατά την προσέγγιση των 

Black και Scholes 

 

Κατά την προσέγγιση των Black και Scholes, όπως αναφέραµε και στο κεφάλαιο 2, η 

τιµή µίας µετοχής  υπό τον ουδέτερο-κίνδυνο µε µέτρο Q ακολουθεί µια 

γεωµετρική διαδικασία κίνησης Brown, µε διακύµανση σ και µε κλίση (drift) ίση µε την 

δύναµη (force) του επιτοκίου r ουδέτερου-κινδύνου. Από κεφάλαιο 2 έχουµε δείξει ότι: 

{ ( ), 0}S T t ≥

          ( ) ( ),    t 0
( )

dS T rdt dB t
S T

σ= + ≥ ,                                                                                 (1) 

όπου {  είναι µια τυποποιηµένη διαδικασία κίνησης Brown υπό το Q. Ως εκ 

τούτου, οι τυχαίες µεταβλητές S(t)/S(0) κατανέµονται Λογαριθµο-Κανονικά µε 

παραµέτρους 

( ), 0}B T t ≥

2σ(r- )
2

t  και 2tσ .  

Από κεφάλαιο 2 έχουµε :
2 2

( ) ( ) ( )
2 2( ) (0) (0) i

r t B t r t tZ Y
iS t S e S e a e

σ σσ σ− + − +
= = =  µε  

2
(

2(0)
r

ia S e
σ

−
=

)t
 και 2(0, )iY tZ N tσ σ= ∼ . 

Εφαρµόζοντας λοιπόν το θεώρηµα 5 και από τις σχέσεις (77) και (78) (στο παράρτηµα 

Α), βρίσκουµε: 

1( , ) [( ( ) ) ] (0) ( ) ( )rT Q rTEC K T e E S T K S d Ke d− −
+= − = Φ − 2Φ ,                                  

όπου τα και  δίνονται ως:  1d 2d

2

1
( / 2) ln( (0) / )r T Sd

T
σ

σ
+ +

=
K                                                                                  

και  
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2 1d d Tσ= − .  

                                                                                                          

Αυτός ο τύπος είναι γνωστός ως τύπος τιµολόγησης των Black και Scholes 

(1973) για τα Ευρωπαϊκού τύπου δικαιώµατα αγοράς. Μέσα στο µοντέλο Black και 

Scholes, καµία κλειστή έκφραση δεν είναι διαθέσιµη για την τιµή ενός αριθµητικού 

Ασιατικού δικαιώµατος αγοράς. Εποµένως, θα παράγουµε τα άνω και κάτω φράγµατα 

για την τιµή τέτοιων δικαιωµάτων.   

Στόχος µας είναι ο καθορισµός της τιµής του Ασιατικού δικαιώµατος, κάτι το 

οποίο είναι αρκετά περίπλοκο. Η δυσκολία έγκειται στο γεγονός ότι δεν έχουµε µια σαφή 

αναλυτική έκφραση για τη κατανοµή του µέσου όρου 1

0

1 (n

i
S T i

n
−

=
)−∑  στην έκφραση  

1

0
( , , ) ( )

rT n
Q

i

eAC n K T E S T i nK
n

− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ − .  

Ένας τρόπος είναι να χρησιµοποιήσουµε τις τεχνικές προσοµοίωσης Monte Carlo 

για να λάβουµε µια αριθµητική εκτίµηση της τιµής, δείτε Kemna και Vorst (1990) [14], ή 

µπορούµε αριθµητικά να λύσουµε µια παραβολική µερική διαφορική εξίσωση, δείτε 

Rogers και Shi [7] (1995). Αλλά καθώς και οι δύο προσεγγίσεις είναι µάλλον 

χρονοβόρες, θα ήταν χρήσιµο να βρούµε µία ακριβής και εύκολα υπολογίσιµη 

προσέγγιση αυτής της τιµής. 

Το πρόβληµα της τιµολόγησης των αριθµητικών Ασιατικών δικαιωµάτων 

αποδεικνύεται ισοδύναµο µε τον υπολογισµό των ασφαλίστρων stop-loss ενός 

αθροίσµατος εξαρτώµενων κινδύνων. Ως εκ τούτου µπορούµε να εφαρµόσουµε τα 

αποτελέσµατα των συµονοτονικών άνω και κάτω φραγµάτων των ασφαλίστρων stop-

loss, τα οποία έχουν συνοψιστεί στην παράγραφο 3.1 και στο παράρτηµα Α. 

Εµείς θα επικεντρωθούµε στα φράγµατα για τα αριθµητικά Ασιατικά δικαιώµατα 

Ευρωπαϊκού-τύπου µε σταθερή τιµή εξάσκησης υπό τον συλλογισµό της 

συµονοτονικότητας και µε τη χρησιµοποίηση της προσέγγισης των Rogers και Shi (όχι 

της συνεχής περίπτωσης) που είναι  γενικευµένη στο [16]. Θα σηµειώνουµε µόνο  τους 

τύπους των Ασιατικών δικαιωµάτων αγοράς «forward starting». Τα Ασιατικά 

δικαιώµατα «in progress» και τα αντίστοιχα Ασιατικά δικαιώµατα πώλησης µπορούν να 

αναπτυχθούν µε παρόµοιο  τρόπο. 
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3.1. Φράγµατα βασισµένα στο συλλογισµό της συµονοτονικότητας 

 

Και στο οικονοµικό και στο ασφαλιστικό πλαίσιο αρκετά συχνά αντιµετωπίζουµε 

τυχαίες µεταβλητές του τύπου 1

0

n
ii

X−

=
=∑S  όπου οι όροι iX  δεν είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητοι και η πολυµεταβλητή συνάρτηση κατανοµής του τυχαίου διανύσµατος 

1 2( , ,..., )nX X X  δεν είναι πλήρως καθορισµένη επειδή γνωρίζουµε µόνο την περιθώρια 

συνάρτηση κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών iX . Σε τέτοιες περιπτώσεις, για να 

είµαστε σε θέση να λάβουµε αποφάσεις, είναι χρήσιµο να βρούµε τη δοµή εξάρτησης για 

το τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  παράγοντας τις λιγότερο ευνοϊκές συνολικές αξίες 

του S µε δοσµένες τις περιθώριες κατανοµές. Εποµένως, λαµβάνοντας υπόψη τις 

περιθώριες κατανοµές των όρων σε µια τυχαία µεταβλητή 
1

n

i
i

S
=

= X∑ , θα ψάξουµε για 

την από-κοινού κατανοµή µε το µεγαλύτερο άθροισµα, υπό την έννοια της κυρτής 

διάταξης. Συνεπώς για να αντιµετωπίσουµε αυτήν την κατάσταση αναζητούµε τα κάτω 

φράγµατα της µορφής 1

0

n
ii

X−

=
=∑S  και τα άνω φράγµατα της µορφής  1

0

n
ii

X−

=
=∑S  για 

το άθροισµα  1

0

n
ii

X−

=
=∑S . 

Εισάγουµε αρχικά την έννοια του "stop-loss ασφαλίστρου". Το ασφάλιστρο stop-

loss µε συνεχές όριο ιδίας κράτησης d της τυχαίας µεταβλητής Χ καθορίζεται από το 

, µε τη σηµείωση ότι ])[( +− dXE )0,max()( dxdx −=− + . Κάνοντας µια ολοκλήρωση 

κατά µέρη, βρίσκουµε αµέσως ότι: 

[( ) ] (1 ( )) ,    X
d

E X d F x dx d
∞

+− = − −∞ < < +∫ ∞ ,                                                                

όπου  είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ) του Χ. Επίσης χρήσιµη είναι 

η παρατήρηση ότι το  είναι µια φθίνουσα συνεχής συνάρτηση ως προς d, µε 

παράγωγο  ως προς d, το οποίο πηγαίνει στο 

XF

])[( +− dXE

1)( −dFX ∞+ . 

Τώρα, είµαστε σε θέση να καθορίσουµε τη stop-loss διάταξη µεταξύ των τυχαίων 

µεταβλητών όπου θα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω. 
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Ορισµός. Θεωρούµε δύο τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ. Τότε θα λέµε ότι η Χ προηγείται  

της Υ υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, και θα συµβολίζουµε µε , εάν και 

µόνο εάν:  

YX cx≤

Ε[Χ]=Ε[Υ], +∞<<−∞−≤− ++ ddYEdXE ],)[(])[( . 

 

Για τα παραπάνω φράγµατα πρέπει να ισχύουν τα (α) και (β):  

  

α) οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών των iX , iX  και iX  (i = 1, . . . , n) να είναι 

ίσες. 

β) να είναι cx cx≺ ≺S S S , όπου cx≺  δηλώνει την κυρτή διάταξη και σύµφωνα µε τον πιο 

πάνω ορισµό σηµαίνει ότι 

[ ] [ ] [ ]E E E= =S� S S  και [( ) ] [( ) ] [( ) ]E d E d E d+ +− ≤ − ≤ −S� S� S +   για όλα τα d . ∈R

                                                 

Βασισµένοι σε Dhaene et al [4] και Kaas et al [13], θα παρουσιάσουµε τις πιθανές 

επιλογές των S  και S  για τα κάτω και άνω φράγµατα. Η αναλυτική µορφή τους θα 

παρουσιαστεί στις επόµενες παραγράφους. 

 

Αναφορικά έχουµε τα παρακάτω τρία φράγµατα: 

 

1) Συµονοτονικό άνω φράγµα: Αναφερόµενοι σε Dhaene et al [4], µια πιθανή επιλογή 

για ένα άνω φράγµα S  δίνεται από  S :=   µε     cS

                                                                                                                  (2)     1

1

( )
i

nd
c

X
i

F U−

=

=∑S

και όπου το σύµβολο  χρησιµοποιείται για να δείξει την ισότητα στην κατανοµή.           
d
=

 

Οι Dhaene et al απέδειξαν ότι για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  έχουµε:  

1 2 1 2... ...c c
n cx n

cX X X X X+ + + ≤ + + + X  (για την απόδειξη βλ. [4]). 

 26



Επιλέγουµε δηλαδή τις συνιστώσες του τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X  (µε τις ίδιες 

περιθώριες µε το 1 2( , ,..., )nX X X ) έτσι ώστε  1: : (
i

c
i i X )X X F U−= = , όπου : 

α) η  είναι η συνηθισµένη αντίστροφη µιας συνάρτησης κατανοµής, 

υπολογισµένη σε µια οµοιόµορφη στο (0,1) τυχαία µεταβλητή U, η οποία είναι µια µη-

φθίνουσα και αριστερά-συνεχής συνάρτηση ορισµένη από 

1( )XF U−

1( ) inf{ / ( ) },    p [0,1]X XF p x F x p− = ∈ ≥ ∈R , 

 µε inf  από ορισµό. ∅ = +∞

β) το αντίστοιχο τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )c c c
nX X X  είναι συµονοτονικό. 

 

Ορισµός. Ένα τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X X=  λέγεται ότι είναι συµονοτονικό εάν 

κάθε δύο πιθανά αποτελέσµατα 1 2( , ,..., )nx x x  και  του 1 2( , ,..., )ny y y 1 2( , ,..., )nX X X  

είναι διατεταγµένα κατά συνιστώσες. 

  

2) Βελτιωµένο Συµονοτονικό άνω φράγµα: Τώρα υποθέτουµε ότι έχουµε κάποιες 

πρόσθετες πληροφορίες διαθέσιµες σχετικά µε την στοχαστική φύση του 

1 2( , ,..., )nX X X . Ακριβέστερα, υποθέτουµε ότι υπάρχει κάποια τυχαία µεταβλητή Λ µε 

µια δεδοµένη συνάρτηση κατανοµής, έτσι ώστε να ξέρουµε τις α.σ.κ. (δοθέντος ότι Λ=λ) 

των τυχαίων µεταβλητών iX , για όλες τις πιθανές τιµές του λ. Βασισµένοι σε Kaas et al 

[13] , επιλέγουµε  : u=S S , µε  

                                  .                                          (3) 
1 2

1 1 1
/ / /( ) ( ) ... ( )

n

u
X X XF U F U F U− − −

Λ Λ Λ= + +S

Για να είµαστε ακριβέστεροι, επιλέγουµε τις συνιστώσες του τυχαίου διανύσµατος  

1 2( , ,..., )nX X X  έτσι ώστε 1
/: (

ii X )X F U−
Λ= , όπου 1

/ ( )
iXF U−
Λ  είναι ο συµβολισµός για την 

τυχαία µεταβλητή , µε τη συνάρτηση ( , )if U Λ if  να καθορίζεται από 

1( , ) ( )
ii Xf u F λλ −
Λ== u , και µε U να είναι οµοιόµορφη στο (0,1) τυχαία µεταβλητή 

ανεξάρτητη του Λ. Όπως αποδεικνύεται στους Dhaene et al [4] 

1 21 2

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )
nn cx X X XX X XF U F U F U F U F U F U− − − − − −

Λ Λ Λ+ + + ≤ + + +  
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κάτι το οποίο σηµαίνει ότι το άνω φράγµα  είναι πράγµατι βελτιωµένο σε σχέση µε το  

άνω φράγµα . 

uS
cS

 

Παρατήρηση 

 

Εάν το Λ είναι ανεξάρτητο των 1 2, ,..., nX X X , τότε πραγµατικά δεν έχουµε κάποια 

πρόσθετη πληροφορία και το βελτιωµένο άνω φράγµα είναι λιγότερο αξιόπιστο από το 

συµονοτονικό άνω φράγµα. 

 

3) Κάτω φράγµα: Όπως και πριν, υποθέτουµε ότι υπάρχει κάποια τυχαία µεταβλητή Λ µε 

δεδοµένη συνάρτηση κατανοµής, έτσι ώστε να ξέρουµε τις δεσµευµένες α.σ.κ. 

(λαµβάνοντας υπόψη Λ = λ) των τυχαίων µεταβλητών iX , για όλες τις πιθανές τιµές λ. 

Για να λάβουµε ένα κάτω φράγµα, υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, για το 

 πρέπει να δεσµεύσουµε σε αυτή την τυχαία µεταβλητή. Σύµφωνα 

µε Kaas et al [13], ως ένα κάτω φράγµα επιλέγουµε το 

1 2 ... nS X X X= + + +

:= AS S , όπου  να είναι µια 

δεσµευµένη µέση τιµή του  δοσµένης κάποιας τυχαίας µεταβλητής Λ, όχι απαραίτητα 

ίση µε αυτή που εισάγεται στην (3):  

AS

S

                                                             [ / ]E= ΛAS S .                                                       (4) 

Με άλλα λόγια , επιλέγουµε τις συνιστώσες του τυχαίου διανύσµατος  1 2( , ,..., )nX X X   

έτσι ώστε : [ /i iX E X= ]Λ . Αποδεικνύεται στους Dhaene et al [4] ότι για οποιοδήποτε 

τυχαίο διάνυσµα X  και οποιοδήποτε τυχαία µεταβλητή Λ, έχουµε: 

                      1 2 1 2[ ] [ ] ... [ ] ...n cxE X E X E X X X XΛ + Λ + + Λ ≤ + + + n .                          (5) 

 

Συµπέρασµα 

 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι, το άθροισµα  είναι 

φραγµένο κάτω και άνω υπό την έννοια της κυρτής διάταξης από τα αθροίσµατα που 

δίνονται στις (4), (3) και (2):  

S

u c
cx cx cx

A≺ ≺ ≺S S S S , 
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που συνεπάγεται εξ ορισµού της κυρτής διάταξης ότι : 

[ ] [ ] [ ] [ ]u cE E E E= = =AS S S S  και 

[( ) ] [( ) ] [( ) ] [( ) ]u cE d E d E d E d+ + +− ≤ − ≤ − ≤ −AS S S S +  

για όλα τα d στο . R

 

Μια πιο λεπτοµερής επισκόπηση της κατασκευής αυτών των αθροισµάτων και 

των αντίστοιχων φραγµάτων, βασισµένη στη βιβλιογραφία, δίνεται στο παράρτηµα A. 

Σηµειώνουµε επίσης ότι σε όλο το έγγραφο και ειδικά στις αποδείξεις των θεωρηµάτων, 

χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα που συνοψίζονται στο παράρτηµα. 

Σηµειώνουµε ότι η τιµολόγηση των Ασιατικών δικαιωµάτων κατά την 

προσέγγιση των Black και Scholes είναι στην πραγµατικότητα µια ιδιαίτερη περίπτωση 

των αθροισµάτων των Λογαριθµο-Κανονικών µεταβλητών στο παράρτηµα Α. Πράγµατι, 

ας εξετάσουµε την τιµή ενός διακριτού αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος αγοράς 

ευρωπαϊκoύ-τύπου µε σταθερή τιµή εξάσκησης Κ , ηµεροµηνία λήξης Τ και µε µέσο όρο 

n τιµών της µετοχής µε : 1 0T n− + ≥

       ( , , ) [( ) ]
rT

QeAC n K T E nK
n

−

+= −S                                                                              (6)      

µε  

       
21 1 ( )( ) ( )

2

0 0

( ) (0)
n n r T i B T i

i i
S T i S e

σ σ− − − − + −

= =

= − =∑ ∑S .                                                                 (7) 

 

Αυτό µπορεί να ξαναγραφεί ως άθροισµα των Λογαριθµο-Κανονικών τυχαίων 

µεταβλητών: 

       
1 1

0 0

i

n n
Y

i i
i i

X a e
− −

= =

= =∑ ∑S ,                                                                                                   

(8) 

µε 

2

2 2

( )( )
2

( ) (0, ( )), . [ ] 0 και ( )

 

(0)

ii i

r T i

i

Y B T i N T i E Y T i

a S e
σ

σ σ δηλ σ σ

και

− −

⎫
= − − = = −2

Y ⎪
⎪
⎬
⎪
⎪= ⎭

∼

                            (9) 
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µε  2cov( , ) min( , )i jY Y T i T jσ= − −

οδηγεί στο 

     . 
2 2(( ) ( )) / 2 min( , )cov( , ) [ 1]T i T j T i T j

i j i jX X a a e eσ σ− + − − −= −

 

3.1.1. Συµονοτονικό άνω φράγµα 

 

Για  όπως ορίστηκε παραπάνω και  από την (2) έχουµε το 

ακόλουθο θεώρηµα. 

1( )XF U− 1

1
( )

i

nd
c

X
i

F U−

=

=∑S

 

θεώρηµα 3.1.1. 

 

To συµονοτονικό άνω φράγµα για την τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος 

αγοράς δίνεται από:  

( )( , , )
rT

Q ceAC n K T CUB E nK
n

−

+
⎡ ⎤≤ = −⎣ ⎦S  

                    
1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1 ( )c c

n
ri rT

i

S e T i F nK e K F n
n

σ
−

− − −

=

= Φ − −Φ − −∑ S S )K        

 

και η ( )  προκύπτει από την επίλυση της  cF nKS

21
1

0
(0) exp ( ) ( ( ))

2 c

n

i
S r T i T i F nK nKσ σ

−
−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ S . 

 

Απόδειξη. 

 

Από την σχέση (88) στο παράρτηµα όπου δηλώνει την έκφραση για το stop-loss 

ασφάλιστρο του µε δοσµένο d µε  είναι:  cS 1 1(0) (1)c cS
F d F− −< <

S

cS

2[ ] ( / 2) 1

1
[( ) ] ( ( ) ( ( ))) (1 ( )).i Yi

c
i

n
E Yc

i i Y S
i

E S d e sign F d d F dσα α σ+ −
+

=

− = Φ −Φ − −∑                   
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Για d=nK , , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (9) και πολλαπλασιάζοντας τον παραπάνω τύπο µε 

rTe
n

−

 προκύπτει το άνω φράγµα 

CUB
1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1c c

n
ri rT

S S
i

S e T i F nK e K F n
n

σ
−

− − −

=

= Φ − −Φ − −∑ ( ))K

Y

. 

Το υπόλοιπο πρόβληµα είναι πώς να υπολογίσουµε την ποσότητα ( ) . Από την (87) 

για x=nK και 

cS
F nK

, [ ],
ii iE Yα σ  από την (9), παίρνουµε την ( )  που προκύπτει από την 

επίλυση της  

cF nKS

21
1

0
(0) exp ( ) ( ( ))

2 c

n

S
i

S r T i T i F nK nKσ σ
−

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . 

 

3.1.2. Κάτω φράγµα  

 

Ένα κάτω φράγµα για την τιµή του Ασιατικού δικαιώµατος AC(n, K, T)  

λαµβάνεται µε τη χρησιµοποίηση  µιας κανονικά κατανεµηµένης µεταβλητής δέσµευσης 

Λ και µε την αντικατάσταση του S  µε  στο δεξιό µέλος της (6), όπου σύµφωνα µε  την 

(4)  

AS

1 1

0 0
[ / ] [ /i

n n
YQ Q

i i
i i

E X a E e
− −

= =

= Λ =∑ ∑AS ]Λ . 

Το ακόλουθο θεώρηµα δηλώνει ένα κάτω φράγµα για την τιµή του δικαιώµατος       

AC(n, K, T).  

 

θεώρηµα 3.1.2. 

  

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (7)–(9) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε (σB(Τ–i),Λ) είναι διµεταβλητή κανονικά 

κατανεµηµένη για όλα τα i. Τότε το συµονοτονικό κάτω φράγµα για την τιµή του 

δικαιώµατος AC(n, K, T) δίνεται από   

S

       LBΛ= [( ) ]
rT

Qe E nK
n

−

+−AS   
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              =
1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1 ( )
n

ri rT
T i

i

S e T i F nK e K F
n

σρ
−

− − −
−

=

Φ − −Φ − −∑ AS )nKAS ,                  (10) 

όπου iT −ρ =corr(σB(Τ – i) , Λ)  και  προκύπτει από την επίλυση της  0≥ (F nKAS )

      
21

2

0
(0) exp ( ) ( ( ))

2

n

T i T i
i

S r T i T i F nσ ρ σρ
−

−
− −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ AS

1 K =nK,                        (11)  

όπου Φ(·) είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) µιας τυποποιηµένης 

κανονικής µεταβλητής και (·) αντιπροσωπεύει την α.σ.κ. του . F AS
AS

 

Απόδειξη. 

 

Από την σχέση (85) στο παράρτηµα έχουµε: 
1 21[ ] ( ) (1 )

2

1 1
[ / ] i i Y i Yi i

n nd E Y r V r

i i
i i

E X a e
2σ σ−+ Φ + −

= =

= Λ =∑ ∑AS  

Αντικαθιστώντας από την (9) τα: 
2

( )( )i
2(0)

r T

ia S e
σ

− −
= [ ]iE Y, =0 και 2

iYσ =   2 ( )T iσ −

ο παραπάνω τύπος γίνεται: 

2 2 1
1

( ( / 2) )( ) ( )

0
(0) T i T i

n
r T i T i

i
S S e σ ρ σρ σ −

− −

−
− − + − Φ

=

= ∑A V  

µε T i irρ − = . Από αυτήν την έκφραση, βλέπουµε ότι το  είναι ένα συµονοτονικό 

άθροισµα Λογαριθµοκανονικών τυχαίων µεταβλητών. Έτσι από την σχέση (90) όπου 

δηλώνει την έκφραση για το stop-loss ασφάλιστρο του έχουµε: 

AS

S A

2[ ] ( / 2) 1

1
[( ) ] [ ( ( ))] (1 ( ))i Yi

i

n
E Y

i i Y S
i

E S d e r F d d F dσα σ+ −
+

=

− = Φ −Φ − −∑ A
A

S A

Y

                        

για d=nK , , [ ],
ii iE Yα σ  από την (9) και πολλαπλασιάζοντας τον παραπάνω τύπο µε 

rTe
n

−

 προκύπτει το κάτω φράγµα 

LBΛ=
1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1 ( )
n

ri rT
T i

i

S e T i F nK e K F
n

σρ
−

− − −
−

=

Φ − −Φ − −∑ A AS S )nK

Y

. 

Από την (89) για x=nK και , [ ],
ii iE Yα σ  από την (9), παίρνουµε την ( )  που 

προκύπτει από την επίλυση της  

F nKAS
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21
2 1

0
(0) exp ( ) ( ( ))

2

n

T i T i
i

S r T i T i F nσ ρ σρ
−

−
− −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ AS K =nK. 

 

Στόχος µας είναι να παραγάγουµε µια κλειστή-µορφή έκφρασης για το κάτω 

φράγµα. Συνεπώς η επιλογή της κατάλληλης µεταβλητής δέσµευσης Λ κρίνεται 

αναγκαία. Στην πραγµατικότητα, οι τύποι (10)–(11) για το κάτω φράγµα  είναι γενικοί 

υπό την έννοια ότι ισχύουν για οποιαδήποτε κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή 

δέσµευσης Λ, που ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2, µε την αντικατάσταση 

του κατάλληλου i−Τρ . Ωστόσο συγκεκριµένες επιλογές για το Λ δίνουν ποιοτικότερο 

κάτω φράγµα.  

 

Κατάλληλη επιλογή για την µεταβλητή Λ 

 

Οι M.Vanmaele et al [6] όρίσαν την Λ ως µια κανονική τυχαία µεταβλητή που δίνεται 

από  

     Λ=∑ ,      .                                                                                    (12) 
−

=

−Β
1

0
)(

n

i
i iTβ iβ

+∈R

Για γενικό θετικό iβ , η διακύµανση της Λ δίνεται από 

     ∑∑
−

=

−

=
Λ −−=

1

0

1

0

2 ),min(
n

j
ji

n

i
jTiTββσ

και οι συσχετίσεις από 

i−Τρ =corr(σΒ(T-i),Λ)= 0
),min()),(cov(

1

0 ≥
−

−−
=

−
Λ−

Λ

−

=

Λ

∑
σ

β

σ iT

jTiT

iT
iTB

n

j j .                   (13) 

Αρχικά πρέπει να εξασφαλίσουµε ότι το  είναι ένα άθροισµα από n 

συµονοτονικές τυχαίες µεταβλητές. Έστω 

AS

1 2( , ,..., )nX X X X=  ένα τυχαίο διάνυσµα. 

Σηµειώνουµε ότι η σχέση [ [ ]] [ ]i iE E X E XΛ =  ισχύει πάντα, αλλά η σχέση 

[ [ ]] [ ]iVar E X Var XΛ < i  ισχύει αν: [ [ ]]iE Var X 0Λ ≠  που σηµαίνει ότι η iX , δοθέντος 

ότι Λ = λ, είναι εκφυλισµένη για κάθε λ. Αυτό υπονοεί ότι το τυχαίο διάνυσµα 

1 2( [ ], [ ],..., [ ])nE X E X E XΛ Λ Λ  γενικά, δεν θα έχει τις ίδιες περιθώριες συναρτήσεις 
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κατανοµής µε το X . Εάν µπορούσαµε όµως να βρούµε µια τυχαία µεταβλητή δέσµευσης 

Λ µε την ιδιότητα ότι όλες οι τυχαίες µεταβλητές [ iE X ]Λ  να είναι µη-αύξουσες 

συναρτήσεις του Λ (ή όλες είναι µη-φθίνουσες συναρτήσεις του Λ), τότε το κάτω φράγµα 

είναι ένα άθροισµα συµονοτονικών  τυχαίων µεταβλητών. Αυτό συµβαίνει όταν οι 

συσχετίσεις 

S A

i−Τρ  είναι θετικές. Πράγµατι από την (13) για θετικούς συντελεστές iβ , 

συνεπάγεται ότι οι i−Τρ  είναι θετικές. Η επιλογή της κατάλληλης  ρυθµιστικής 

µεταβλητής Λ από την (12) φαίνεται να µετατρέπεται σε επιλογή κατάλληλου iβ .  

Ο συλλογισµός µας στηρίζεται στην παραγωγή ενός ποιοτικού κάτω φράγµατος 

εξετάζοντας την διακύµανσή του [ / ]QE ΛS . Για να µεγιστοποιηθεί η ποιότητα, πρέπει 

αυτή η διακύµανση να γίνει  όσο το δυνατόν πιο κοντά στη . Γενικώς από την (5) 

 συνεπάγεται ότι . Η αντίστροφη περίπτωση δεν ισχύει γενικά. 

Για δύο τυχαίες µεταβλητές Χ,Ζ γνωρίζουµε ότι ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα για τις 

διακυµάνσεις: 

var [ ]Q S

cx≤AS S Svar[ ] var[ ]≤AS

var[ ] [var[ / ]] var[ [ / ]]E EΧ = Χ Ζ + Χ Ζ => [var[ / ]] var[ ] var[ [ / ]]E EΧ Ζ = Χ − Χ Ζ . 

Για Χ=  και Ζ=Λ είναι S

[var [ / ]] var [ ] var [ [ / ]]Q Q Q Q QE EΛ = −S S S Λ . 

Θα πρέπει λοιπόν η παραπάνω µέση τιµή να είναι µικρή. Αυτό ωστόσο δεν συνεπάγεται 

ότι η παραπάνω έκφραση θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί κάτω από τη δεσµευµένη 

µεταβλητή Λ. Σε αυτό θα µας βοηθήσει η απόδειξη της παρακάτω σχέσης.  

 

Η ακόλουθη σχέση συνδέει τις διασπορές και τα ασφάλιστρα stop-loss: 

∫
+∞

∞−
++ −−−= dttXEtXEXVar ))][(])[((][

2
1      

                                                                   

Απόδειξη. 

 

Αλλάζοντας τη διάταξη των ολοκληρωµάτων έχουµε: 

∫ ∫∫
∞−

+∞

++

+∞

∞−
++ −+−=−−−

][

][

])[(])[())][(])[((
XE

XE

dttXEdtXtEdttXEtXE . 

 34



Από Dhaene et  al [4] έχουµε 

∫
∞−

+ =−
d

X dxxFXdE )(])[(  

και χρησιµοποιώντας τη µερική ολοκλήρωση και τον παραπάνω τύπο, βρίσκουµε ότι: 
[ ] [ ] [ ]

2

( )

2

[ ] [ ]

1[( ) ] ( ) ( [ ]) ( )
2

1[( ) ] ( [ ]) ( )
2

E X E X E Xt

X X

X
E X E X

E t X dt F x dxdt x E x dF x

E X t dt x E X dF x

+ +
−∞ −∞ −∞ −∞

∞ ∞

+

⎫
− = = − ⎪

⎪
⎬
⎪− = − ⎪
⎭

∫ ∫ ∫ ∫
=>

∫ ∫
 

∫
+∞

∞−
++ −−−= dttXEtXEXVar ))][(])[((][

2
1 => 

[ ] 2 ( [( ) ] ( [ ] ) )Var X E X t E X t dt
+∞

+
−∞

= − − −∫ +

dk

 και αποδείχτηκε η σχέση. 

 

Εφαρµόζουµε δύο φορές την παραπάνω σχέση για t = k. Μία για Χ=  και µία για Χ=  

και προκύπτει  

S AS

var [ ] var [ ] 2 { [( ) ] [( ) ]}Q Q Q QE k E k
+∞

+ +−∞
− = − − −∫A AS S S S . 

Από αυτήν την σχέση φαίνεται ότι ελαχιστοποιώντας την διαφορά της διακύµανσης υπό 

την Λ δεν εγγυάται ότι η διαφορά µεταξύ των αντίστοιχων ασφάλιστρων stop-loss για 

ένα συγκεκριµένο k θα ελαχιστοποιηθεί. ∆ιαισθητικά, για να πάρουµε το καλύτερο κάτω 

φράγµα για το AC(n, K, T), πρέπει τα Λ και  να είναι όσο το δυνατόν πιο όµοια.  S

 

Αποδεικνύεται ότι δίνουν πολύ καλά αποτελέσµατα οι δύο ακόλουθοι υποψήφιοι τύποι 

για το Λ : 

 1) ο γραµµικός µετασχηµατισµός της προσέγγισης πρώτης-τάξης του  

στην (6), όπως προτάθηκε στην γενική τοποθέτηση των Kaas et al [13] και 

χρησιµοποιήθηκε στους Dhaene et al [5]: 

∑ −

=
−

1

0
)(n

i
iTS

     Λ=
21 ( )( )

2

0
(

n r i

i
e T

σ− − Τ−

=

Β −∑ )i ,                                                                                            (14) 

 35



2) ο τυποποιηµένος λογάριθµος του γεωµετρικού µέσου όρου n n

i
iTSG ∏ −

=
−=

1

0
)(  όπως 

προτάθηκε στους Νielsen και Sandmann [16]: 

    Λ=
1

1
0

0

ln [ln ] 1 (
var [ln ] var [ ( )]

Q n

Q nQ i
i

E )B T i
B T i

−

−
=

=

−
=

−
∑

∑
G G

G
− ,                                            (15) 

όπου 
1

0
var ( )

n
Q

i
T i

−

=

⎡ ⎤
Β − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ )14)(1(

6
),min( 2

1

0

1

0
+−−=−−∑∑

−

=

−

=

nnnTnjTiT
n

j
ji

n

i
ββ . 

 

Παρατηρήσεις  

 

o Σηµειώνουµε ότι η ρυθµιστική µεταβλητή Λ εµφανίζεται µόνο στον τύπο των 

συσχετίσεων T iρ −  στην (13).  

o Το κάτω φράγµα (9)–(10) διαφέρει για τις δύο επιλογές του Λ στην (14) και (15), 

µόνο από την σχέση (13) για το συντελεστή συσχέτισης i−Τρ : 

      1. i−Τρ = 
Λ

−

=

−−

−

−−∑
σ

σ

iT

jTiTen

j

iTr1

0

))(
2

(
),min(

2

 

      µε  ),min(
)2)(

2
(1

0

1

0
2

2

jTiTe
jiTrn

j

n

i
−−=

−−−−

=

−

=Λ ∑∑
σ

σ , 

      2. i−Τρ =
iTnnnTn

jTiTn

j

−+−−

−−∑ −

=

)14)(1(
6

),min(

2

1

0 =
iTnnnTn

injiniTn

−+−−

−−−−−

)14)(1(
6

2/))(()(
2

 

      αφού   = 1. Λσ

o Υπενθυµίζουµε ότι οι τύποι (10)–(11) για το κάτω φράγµα είναι γενικοί υπό την 

έννοια ότι ισχύουν για οποιαδήποτε κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή 

δέσµευσης  Λ, που ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2. 

o Σηµειώνουµε ότι η κλειστή-µορφή λύσης του κάτω φράγµατος κατά Νielsen και 

Sandmann [16] (όπως θα δειχτεί αργότερα) είναι µια ειδική περίπτωση της (10) 

και (11) µε την (15) ως ρυθµιστική µεταβλητή. 
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Eπιπλέον, το κάτω φράγµα µπορεί να εκφραστεί ως συνδυασµός τύπων των Black και 

Scholes. 

 

Θεώρηµα 3.1. .  *2

 

Για µια γενική κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης Λ, που ικανοποιεί τις 

υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2, το κάτω φράγµα LBΛ του AC(n, K, T) µπορεί να 

γραφτεί ως ένας µέσος όρος του τύπου των Black και Scholes για µία υποκείµενη µετοχή 

της οποίας η διαδικασία τιµών ( )  είναι γεωµετρική κίνηση Brown µε  και 

µε µεταβλητή διακύµανση 

S t� (0) (0)S S=�

T iισ σρ −=�  στο χρονικό διάστηµα T - i: 

      LBΛ=
1 1

1 2
0 0

1[( ( ) ) ] ( (0) ( , ) ( , ))
rT n n

Q ri
i i

i i

e E S T i K e S d i e K d i
n n

− − −
− −

+
= =

− − = Φ − Φ∑ ∑� �� �rT

i−

 

µε 

       
2( / 2)( ) ( )( ) (0) i ir T i B TS T i S e σ σ− − +− = � �� �

και τιµές εξάσκησης 

    
2 1( / 2)( ) ( ( )1

[ ( ) / ] ( )
( ) (0) i ir T i T i F nK

i E S T i nK
K F F S e σ σ −− − + − Φ−

− Λ= = A
A

� �� S
S

)  

και όπου 

       
2

1
1,

( ( / 2))( ) ln( / (0)) ( ( )i i
i i

i

r T i K Sd T
T i

σ σ
σ

−+ − −
= = −

−
A

��� �
� S )i F nK−Φ  , 

      = -id ,2 id ,1
1( ( )i T i F nKσ −− = −Φ A�

S )

)

 

ενώ το  µπορεί να υπολογιστεί από  οµοίως όπως στην (11). (F nKAS

1

0

n

i
i

K nK
−

=

=∑ �

 

3.1.3. Βελτιωµένο  συµονοτονικό  άνω φράγµα  

 

Όπως και στο κάτω φράγµα, θεωρούµε µια κανονική τυχαία µεταβλητή 

δέσµευσης Λ. Ένα βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα για την τιµή του Ασιατικού 

δικαιώµατος AC(n, K, T) δίνεται από 
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AC(n, K, T)= ])[(])[( +

−

+

−

−≤− nKSE
n

enKSE
n

e uQ
rT

Q
rT

 ,                                             (16) 

όπου σύµφωνα µε την (3) 1 1
/0

( )
i

nu
Xi

F U− −
Λ=

= =∑S ∑ −

=
−

Λ

1

0
1

/
)(n

i ea
UF iY

i
 για µια οµοιόµορφη στο 

(0,1) τυχαία µεταβλητή U ανεξάρτητη της Λ. Συγκεκριµένα, λαµβάνουµε την ακόλουθη 

αναλυτική έκφραση για αυτό το φράγµα. 

 

θεώρηµα 3.1.3. 

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (7)–(9) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε (σB(T-i), Λ) είναι διµεταβλητή που 

ακολουθεί κανονική κατανοµή για όλα τα i. Τότε το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω 

φράγµα για την τιµή του δικαιώµατος AC(n, K, T) δίνεται από   

S

     ICUBΛ= [( ) ]
rT

Q ue E nK
n

−

+−S   

                =
n

e rT−

∑
−

=

−−−Τ −
1

0

)(
2)(

2
2

)0(
n

i

iTir iTeeS
ρσ

 

                      
1

1
( ) 2 1

/
0

( 1 ( ( )))T i
u

T i
T i V

e T i Fρ σ υ
υ

nK dρ σ υ
−

− − Φ −
− =

× Φ − − −Φ∫ S               

                    ,                                                                                  (17) (1 ( ))u
rT

S
e K F nK−− −

όπου  

    [ ]EV
σΛ

⎛ ⎞Λ − Λ
= Φ⎜

⎝ ⎠
⎟                                                                                                       (18) 

  είναι µία οµοιόµορφη στο (0 , 1) τυχαία µεταβλητή, i−Τρ =corr(σΒ(T-i),Λ) και                                              

1

/
0

( ) ( )u u V
F nK F nK d

υ
υ

=
= ∫S S  

 και τέλος η ρυθµιστική κατανοµή  προκύπτει από την επίλυση της 
/

(u V
F n

υ=S )K

 nK=
1

1

0
exp[ ( )

n

i T i
i

a T iρ σ υ
−

−
−

=

− Φ∑ + 121 −
− Φ−− iTiT σρ ( )] .                   (19) 

/
(u V

F n
υ=S )K
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Απόδειξη. 

  

Όπως φαίνεται και από την (17) για να βρούµε το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω 

φράγµα  για την τιµή του δικαιώµατος AC(n, K, T) αρκεί να καθορίσουµε την 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της  την  και το ασφάλιστρο stop-

loss E[( ], όπου δεσµεύουµε επάνω σε µια κανονικά κατανεµηµένη τυχαία 

µεταβλητή ή ισοδύναµα πάνω σε µια οµοιόµορφη στο (0 , 1) τυχαία µεταβλητή V, όπως 

φαίνεται στην (18). Η δεσµευµένη πιθανότητα  δηλώνεται επίσης από 

uS ( )uF xS

)u d +−S

/
( )u V

F
υ=S x

( / )uF x V υ=S . Από το παράρτηµα Α έχουµε δείξει ότι η αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής (α.σ.κ.) της  για 0uS iα ≥  δίνεται από τον τύπο (93)                                                              

1

/
0

( ) ( )u u V
F x F x d

υ
υ

=
= ∫S S . 

Ψάχνουµε τώρα µια έκφραση για το ασφάλιστρο stop-loss µε όριο ιδίας κράτησης 

d µε  για το . Από την (73) προκύπτει: 1 1
/

(0) (1)u uV
F d F

υ
− −

=
< <S S /V υ=

i d

uS

1 11
u u 1

/
00 0

E[( ) ] ( ) / ] [( ( / ) ) ]
i

n

X
i

d E d V d E F U V dυ υ υ
−

−
+ + Λ

=

− = − = = = −∑∫ ∫S S υ+

)

                  (20) 

µε 1
/ ( ( / ) /u

ii Xd F F d V Vυ υ−
Λ= =S =  και µε την U µια τυχαία µεταβλητή που είναι 

οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο (0,1) και ανεξάρτητη της V.  

Είναι iY
i iX a e=  και από την (81) δείξαµε ότι η τυχαία µεταβλητή  ακολουθεί την 

Κανονική Κατανοµή µε παραµέτρους 

iY

1[ ] ( )
ii i i YE Y r Vµ σ −= + Φ  και 2(1 )

ii ir Yσ σ= − . 

Συνεπώς η 1
/ ( / )

iXF U V υ−
Λ =  ακολουθεί µια Λογαριθµο-Κανονική κατανοµή µε µέσο και 

τυπική απόκλιση: 

1 2( ) ln [ ] ( ),     ( ) 1
i ii i i Y ii E Y r i rυ υ Yµ α σ υ σ−= + + Φ = − σ . 

Από την (82) για  λαµβάνουµε 
/

( )u V
U F d

υ=
= S

      1 2 1
/

exp [ ] ( ) ( ) 1 ( ( ))u
i ii i i i Y i i Y V

d a E Y r sign a r F d
υ

σ υ σ− −
=

⎡ ⎤= + Φ + − Φ
⎣ ⎦S .                      (21)   

Από τον τύπο (77) προκύπτει: 
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2 ( )1 ( )u 2

,1 ,2
0

E[( ) / ] [ ( ) ( ( ) ) ( ( ) )
in i

i i i i
i

d V sign a e sign a d d sign a d
υ

υ
σ

µ
υ

− +

+
=

− = = Φ − Φ∑S i i   

 µε  
2

,1 ,2 ,1
( ) ( ) ln ,    ( )

( )
i

i i
i i dd d

i
υ υ

υ
υ

µ σ σ
σ
+ −

= = id i−  από την (78). 

Αν αντικαταστήσουµε στον παραπάνω τύπο τα: ( )iυµ , ( )iυσ , , ,  από τις 

αντίστοιχες σχέσεις και σύµφωνα µε την (20) ολοκληρώσουµε στο διάστηµα [0 , 1] 

έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα: 

id ,1id ,2id

2 211 [ ] (1 )u 2

0
E[( ) ] [ i Y ii

n E Y r

i
i

d a e
σ− + −

+
=

− =∑S  

                       ×
11 ( ) 2 1

/0
( ( ) 1 ( ( )))i Yi

u
i

r
i i Y V

e sign a r F dσ υ

υ
dσ υ

−Φ −
=

Φ − −Φ∫ S  

                         .                                                                                       (22)                               (1 ( ))ud F d− − S

Για d=nK, =ir T iρ −  και για , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (9) η (22) δίνει το βελτιωµένο 

συµονοτονικό άνω φράγµα. 

Από την (92) για x=nK και , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (9), παίρνουµε την  που 

προκύπτει από την επίλυση της  

/
(u V

F n
υ=S )K

       nK=
1

1

0
exp[ ( )

n

i T i
i

a T iρ σ υ
−

−
−

=

− Φ∑ + 121 −
− Φ−− iTiT σρ ( )]. 

/
(u V

F n
υ=S )K

 

Κατάλληλη επιλογή της µεταβλητής Λ   

   

Βρέθηκε από τους M.Vanmaele et al [6] ότι η µεταβλητή δέσµευσης 

1

T

k k
k

Wβ
=

Λ =∑ , µε  i.i.d N(0,1) έτσι ώστε B(T-i)kW
1

T id

k
k

W
−

=

=∑ , i=0,…n-1,                       (23)                         

µε όλα τα kβ  ίσα µε  µια ίδια σταθερά (για ευκολία παίρνουµε ίσο µε την µονάδα) οδηγεί 

σε ένα πιο ακριβές άνω φράγµα από άλλες επιλογές για τα kβ  ή από τις µεταβλητές 

δέσµευσης που παρουσιάσαµε στο κάτω φράγµα. 

Για Λ οι συσχετισµένοι όροι  έχουν τη µορφή:  
1

( )
T d

k
k

W B T
=

= =∑
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       cov( ( ), ) 1
i T i

B T i T i Tr
T i T i T T

ρ
σ−

Λ

− Λ − −
= = = =

− −
,  i=0,...,n-1.                              (24)            

 

Παρατήρηση 

 

Για Λ  η δοµή εξάρτησης των όρων στο άθροισµα αντιστοιχεί καλύτερα 

σε αυτή των όρων στο άθροισµα  απ' ότι για άλλες επιλογές του Λ. Ερευνώντας τις 

συσχετίσεις  

1
( )

T d

k
k

W B T
=

= =∑ uS

S

      
2 2 2

2( ) 2( )

[ 1 1 ]
1 1
( ) / ( ) /

1[ ( ), ( )]
1 1

T j T j T i T j

T i T j

T i T j

S T i S T j
ecorr F U F U

e e

ρ ρ ρ ρ σ

σ σ

− − − −

− −

+ − − − −
− −

− Λ − Λ
−

=
− −

, 

      
2

2( ) 2( )

min( , ) 1[ ( ), ( )]
1 1

T i T j

T i T jecorr S T i S T j
e e

σ

σ σ− −

− − −
− − =

− −
, 

µπορεί να φανεί ότι για T iρ −  που δίνεται από την (24) αυτές οι συσχετίσεις όχι µόνο 

συµπίπτουν για i = j αλλά και όταν ένας από τους δείκτες i ή j είναι ίσος µε το µηδέν. 

Επιπλέον, για , οι διαφορές   i ≠ j

2 2 2 2[ 1 1 ] min( ,T i T j T i T j T i T j T i T jρ ρ ρ ρ σ σ− − − −+ − − − − − − − )  

είναι µικρές για όλα τα i και j στο {0,...,n-1} σε σύγκριση µε άλλες επιλογές του Λ. 

    

Όπως και  στην περίπτωση  του κάτω φράγµατος, µπορούµε να ξαναγράψουµε το άνω 

φράγµα ως έκφραση του τύπου των Black and Scholes.    

 

Θεώρηµα 3.1. .  *3

 

Γενικά για µια κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης Λ, ικανοποιώντας τις 

υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2, το βελτιωµένο άνω φράγµα του AC(n, K, T ) µπορεί να 

γραφτεί ως συνδυασµός τύπων των Black και Scholes για µία υποκείµενη µετοχή µε 

 και µε διακύµανση (0) (0)S S=� 21i T iσ σ ρ −= −� : 
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και οι τιµές εξάσκησης καθορίζονται από 

      
2

1
/

( )( ) ( (
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i

i u V
r T i T i F nK

iK S e υ
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σ
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=
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r T i K Sd T
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και   µπορεί να υπολογιστεί παρόµοια µε την (19) από 
/

(u V
F n

υ=S

1

0
( )n

ii
K nυ−

=
=∑ � . 

 

3.2. Άνω Φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα συν έναν όρο σφάλµατος    

 

Σαν εναλλακτική λύση της παραγράφου 3.1.3, ακολουθώντας τις ιδέες των 

Rogers και Shi [7], οι Tom Hoedemakers et al [3] και M.Vanmaele et al [6], παρήγαγαν 

ένα άνω φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα. Πράγµατι, εφαρµόζουµε την ακόλουθη 

γενική ανισότητα από Rogers και Shi [7] για κάθε τυχαία µεταβλητή Υ και Z: 

                          10 [ [ / ] [ / ] ] var( / )
2

E E Y Z E Y Z E Y Z+ +
⎡ ⎤≤ − ≤ ⎣ ⎦ .                                 (25) 

 

Θεώρηµα 3.2.1. 

 

Έστω ότι το  δίνεται από (7)–(9) και Λ είναι µια κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή 

δέσµευσης έτσι ώστε (σB(T-i),Λ) είναι διµεταβλητή που ακολουθεί κανονική κατανοµή 

για όλα τα i. Τότε το άνω φράγµα για την τιµή του AC(n, K, T) δίνεται από  

S

       { [( ) ] }
rT

QeUB E nK
n

ε
−

+Λ = − +AS ,                                                                           (26) 
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όπου το σφάλµα φράγµατος ε ισούται 

     
1 2 211 11 ( )

2
0

0 0

1 1[ var ( / )]
2 2

ij ij ij ij
n n r rQ Q

i j
i j

E a a e
2(1 )σσ υ σ σ
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= =

⎧
= Λ = ⎨

⎩
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2 2 1
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(0) T i T i

n r T i T i

i
S e d

σ ρ ρ σ υ
υ

−
− −

− − − + − Φ

=

⎫⎛ ⎞ ⎪− ⎬⎜
⎝ ⎠ ⎪⎭
∑ ⎟     ,              (27)                 

µε 

     
2

2(0) exp (2 )
2i ja a S r T i jσ⎡ ⎤⎛ ⎞

= − −⎢⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

− ⎥ ,                                                                     (28) 

     ( ) ( ) 2min( ,ij T i T j T i T jσ = − + − + − − ) ,                                                              (29) 

     ij T i T j
ij ij

T jT ir ρ ρ
σ σ−

−−
= + − .                                                                                  (30) 

 

 Απόδειξη. 

 

Η (25) για Υ =  και Z µια µεταβλητή δέσµευσης Λ, δίνει ένα σφάλµα 

φράγµατος για την διαφορά της τιµής του δικαιώµατος και του κάτω της φράγµατος  

1

0
( )n

i
S T i nK−

=
− −∑

    10 [ [( ) / ] ( ) ] [ var ( /
2

Q Q Q QE E nK nK E+ +≤ − Λ − − ≤AS S )]ΛS .                                 (31) 

Συνεπώς, η (26) δίνει το άνω φράγµα για τιµή του δικαιώµατος AC(n, K, T ).  

Γνωρίζουµε ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση για την διασπορά: . 2 2[ ] [ ] ( [ ])Var X E X E X= −

Λόγω αυτού µπορούµε να γράψουµε 

    2 2[ var ( / )] [( [ / ] [ / ] ) ]Q Q Q Q QE E E EΛ = Λ − ΛS S S 1/ 2   

                                     ,                (32) 
1/ 2

1 1
2

0 0
[ ( ) ( ) / ] ( )

n n
Q Q

i j
E E S T i S T j

− −

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − Λ −⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ AS

και αν οι κατανοµές των ( )  και η Λ είναι καθορισµένες και γνωστές µπορεί να 

γραφτεί πιο αναλυτικά. Από την (32) λαµβάνουµε ότι: 

S T i−
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[ var ( / )]Q QE Λ =S
1

1 1 2
2

0 0
[ ( ) ( ) / ] ( [ / ]) ( )

n n
Q

i j
E S T i S T j E dFλ λ

− −+∞

Λ−∞
= =

⎧ ⎫
= − − Λ = − Λ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑∫ S λ  .                       (33) 

 

Εξετάζουµε τώρα τον πρώτο όρο στην δεξιά πλευρά της (33). Σύµφωνα µε τις ιδιότητες 

των Λογαριθµο-Κανονικά κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών, το γινόµενο Λογαριθµο-

Κανονικών είναι ξανά Λογαριθµο-Κανονικό, και η δέσµευση µιας Λογαριθµο-Κανονικής 

µεταβλητής από µια κανονική µεταβλητή παράγει µια Λογαριθµο-Κανονική µεταβλητή. 

 

Μπορούµε να συνεχίσουµε δηλώνοντας ij i jY Y Y= +  µε [ ] [ ] [ ]ij i jE Y E Y E Y= +  και 

                                                                2 2 2 2
ij i j i jY Y Y Y Yσ σ σ σ= + +   

όπου 
i jY Yσ  είναι το c . Αντικαθιστώντας τα  ov( , )i jY Y , ,

i j iY Y Y Yj
σ σ σ  προκύπτει: 

( )2 2 ( ) ( ) 2min( , )
ijY T i T j T i T jσ σ= − + − + − −  

και θέτοντας ( ) ( ) 2min( ,ij T i T j T i T jσ = − + − + − − ) j=>
ijY iσ σσ= . 

Σηµειώνουµε επίσης, ότι: 
( , )

ij

ij
ij

Y

Cov Y
r

σ σΛ

Λ
=

( , )( , )

ij ij

ji

Y Y

Cov YCov Y
σ σ σ σΛ Λ

ΛΛ
= + ji

ij ij

YY
i j

Y Y

r r
σσ

σ σ
= + , 

και µε αντικατάσταση προκύπτει η (30).   

   

∆εσµεύοντας, δοθέντος ότι Λ=λ, η τυχαία µεταβλητή  (τύπος (81) στο παράρτηµα A) 

είναι κανονικά κατανεµηµένη µε παραµέτρους: 

ijY

( ) [ ] ( [ ])ijY
ij ijij E Y r E

σ
µ λ

σΛ

= + − Λ

2

 και 

2 2( ) (1 )
ijij Yij rσ σ= − . Ως εκ τούτου, δεσµεύοντας, δοθέντος ότι Λ=λ, η τυχαία µεταβλητή 

 είναι Λογαριθµο-Κανονικά κατανεµηµένη µε παραµέτρους ( )ijYe ijµ  και . Επειδή 2 ( )ijσ

21( ) ( )
2[ / ]ij

ij ijYE e e
µ σ

λ
+

Λ = = , βρήκαµε στην (83) του παραρτήµατος ότι: 

1 21[ ] ( ) (1 )
2[ / ] ij ij Y ij Yij ijij

E Y r V rYE e e
2σ σ

λ
−+ Φ + −

Λ = =  , 
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όπου η τυχαία µεταβλητή [ ]EV
σΛ

⎛ ⎞Λ − Λ
= Φ⎜

⎝ ⎠
⎟

∑ ∑

 είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο 

διάστηµα (0 , 1) . Συνεπώς ο πρώτος στην (33) ισούται µε  
1 1

0 0
[ ( ) ( ) / ]

n n
Q

i j
E S T i S T j

− −

= =

− − Λ =
1 1

1 2 2 2

0 0

1exp ( ) (1 )
2

n n

i j ij ij ij ij
i j

a a r V rσσ σ σ
− −

−

= =

⎛ ⎞Φ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ .      (34)   

 

Ο δεύτερος όρος στην στη δεξιά πλευρά της (33) µπορεί σύµφωνα µε την (85) στο 

θεώρηµα 6 να γραφτεί σαν 

        
2 2 111 ( )( )

2

0
(0) T i T i

nd r T i T i

i
S e

σ ρ ρ σ −
− −

− − − + − Φ

=

=∑AS
( )V

                                                                     (35) 

για = ir T iρ −  και για , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (9).  

 

Συνεπώς γράψαµε ρητά το [ var ( / )]Q QE ΛS , δίνοντας κάποια µεγάλη, αναλυτική και 

υπολογίσιµη έκφραση. 

 

3.3. Φράγµατα δέσµευσης µέσω της τεχνικής της διάσπασης    

 

Σε αυτή την ενότητα θα δείξουµε πως µπορούµε να βελτιώσουµε τα φράγµατα 

που παρουσιάσαµε στις ενότητες 3.1 και 3.2. Θα συνδυάσουµε την τεχνική της 

δέσµευσης σε κάποια κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Λ και την ιδέα της 

ανάλυσης των υπολογισµών σε ένα ακριβές και ένα προσεγγιστικό µέρος. Αυτή η ιδέα 

της διάσπασης µας παραπέµπει στον Curran (1994) [20].    

Τα φράγµατα που παράγουµε είναι βασισµένα σε µια γενική τεχνική για την 

παραγωγή φραγµάτων για τα ασφάλιστρα stop-loss των αθροισµάτων των εξαρτώµενων 

τυχαίων µεταβλητών. Πριν προχωρήσουµε στην εφαρµογή τους στα Ασιατικά 

δικαιώµατα παραθέτουµε την σχετική θεωρία (βλ. Tom Hoedemakers et al [3]). 
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3.3.1. ∆ιάσπαση του ασφαλίστρου stop-loss 

 

∆εσµεύοντας το  σε κάποια τυχαία µεταβλητή Λ, το ασφάλιστρο stop-loss 

µπορεί να διασπαστεί σε δύο µέρη. Το ένα από αυτά µπορεί είτε να υπολογιστεί ακριβώς 

είτε µε τη χρησιµοποίηση της αριθµητικής ολοκλήρωσης, ανάλογα µε την κατανοµή της 

υποκείµενης τυχαίας µεταβλητής. Για το υπόλοιπο µέρος παράγουµε αρχικά ένα κάτω 

και ένα άνω φράγµα βασισµένα στους συµονοτονικούς κινδύνους, και ένα άλλο άνω 

φράγµα που ισούται µε αυτό το κάτω φράγµα συν έναν όρο σφάλµατος. 

S

Από την ιδιότητα του πύργου για την δεσµευµένη µέση τιµή, το ασφάλιστρο stop-

loss  µε [( ) ]E d +−S
1

n

i
i

X
=

= ∑S�  ισούται µε [ [( ) / ]]E E d +− ΛS , 

για κάποια ρυθµιστική µεταβλητή Λ µε α.σ.κ. FΛ .  

Εάν επιπλέον, υπάρχει ένα  τέτοιο ώστε dΛ dΛΛ ≥  που συνεπάγεται ότι  ισχύει ότι  d≥S

                                 .                                      (36) 
(4)

[( ) / ] [ / ] ( )E d E d d+− Λ = − Λ = −AS S S +

Η διάσπαση λοιπόν του stop-loss προκύπτει από 

[( ) ] [( ) / ] ( ) [ / ] ( )
d

d
E d E d dF E d dFλ λ λΛ

Λ

+∞

+ + Λ−∞
− = − Λ = + − Λ =∫ ∫S S S λΛ

2

 

                
( .)

1I I
συµβ

= +  .                                                                                                    (37) 

Το δεύτερο ολοκλήρωµα (ακριβές µέρος) µπορεί περαιτέρω να απλοποιηθεί σε 

               2
1

[ / ] ( ) (1 ( )
n

id
i

)I E X dF d F dλ λ
Λ

+∞

Λ Λ
=

= Λ = − −∑∫ Λ                                              (38) 

και µπορεί να καταγραφθεί ρητά εάν η διµεταβλητή κατανοµή ( , )iX Λ  είναι γνωστή για 

όλα τα i. 

Η παραγωγή φραγµάτων για το πρώτο µέρος 1I  της διάσπασης και η πρόσθεση τους στο 

ακριβές µέρος 2I  (38) µας δίνει τα φράγµατα για το ασφάλιστρο stop-loss. 

 

Τώρα µπορούµε να εφαρµόσουµε τα αντίστοιχα φράγµατα για τα Ασιατικά δικαιώµατα 

που µελετάµε. 
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3.3.2. Κάτω φράγµα 

 

Με τη βοήθεια της ανισότητας Jensen, το πρώτο ολοκλήρωµα 1I  (37), για d=nK,  

φράσσεται κάτω από: 

 1
1

( [ / ] ) ( ) [ ( ) / ] ( )
nd d

i
I E nK dF E S T i nK dFλ λ λΛ Λ

+ Λ Λ−∞ −∞
= +

⎛ ⎞
≥ Λ = − = − Λ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫S� λ .        (39) 

Προσθέτοντας το ακριβές µέρος 2I  (38) για (i )X S T i= −  και d nK=  και εισάγοντας 

την (4) καταλήγουµε στο κάτω φράγµα της παραγράφου 3.1.2. Συνεπώς το κάτω φράγµα 

µέσω της διάσπασης ισούται µε το κάτω φράγµα χωρίς διάσπαση για το οποίο έχουµε 

δώσει αναλυτική έκφραση στην 3.3.2.  

 

3.3.3. Άνω Φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα  

 

Σηµειώνουµε ότι το σφάλµα φράγµατος στην (31) και ως εκ τούτου το ε είναι 

ανεξάρτητα από την τιµή εξάσκησης Κ. Στο ακόλουθο θεώρηµα θα δείξουµε πώς να 

ενισχύσουµε (strengthen) το σφάλµα φράγµατος ε στο θεώρηµα 3.2.1 κάνοντας το 

εξαρτηµένο  από την τιµή εξάσκησης µέσω ενός κατάλληλα επιλεγµένου σταθερού dΛ  

τέτοιο ώστε   που συνεπάγεται ότι . Η έννοια της εύρεσης τέτοιου dΛΛ ≥ nK≥S dΛ  

γενικά για µια µεταβλητή δέσµευσης Λ φαίνεται από την (36) για d nK=  ότι στο σύνολο 

{ } ισχύει η σχέση: dΛΛ ≥

                               [( ) / ] [ / ] ( )Q QE nK E nK nK+ +− Λ = − Λ = −AS S S .                           (40) 

Το ακόλουθο θεώρηµα µπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση του αντίστοιχου 

αποτελέσµατος των Νielsen και Sandmann [16]. ∆εδοµένου ότι οι Νielsen και Sandmann  

παρήγαγαν το αποτέλεσµά τους άµεσα για Λ που δίνεται από την (15), οι M.Vanmaele et 

al [6] επεκτείνανε αυτήν την προσέγγιση σε κάθε κανονικά κατανεµηµένη τυχαία 

µεταβλητή  δέσµευσης Λ.  

 

Το ακόλουθο βοηθητικό αποτέλεσµα απαιτείται προκειµένου να καταγραφθούν τα 

φράγµατα (βλ. M.Vanmaele et al [6] και Tom Hoedemakers et al [3]). 
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Λήµµα 

 

Για κάθε σταθερά b  και κάθε κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Λ ισχύει ∈R

                                             
2

1 ( ) *2( ) ( ),   
bd be dF e d bυ λ

−Λ Φ
Λ Λ−∞

= Φ −∫                                           (41) 

όπου * [ ]Qd Ed
σ

Λ
Λ

Λ

− Λ
= , [ ]EV

σΛ

⎛ ⎞Λ − Λ
= Φ⎜

⎝ ⎠
⎟  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο 

διάστηµα (0,1) και συνεπώς, η 1 [ ]( ) EV
σ

−

Λ

Λ − Λ
Φ =  είναι µια τυπική κανονική µεταβλητή. 

 
Θεώρηµα 3.3.3.  

 

Έστω ότι το  δίνεται από τις (7)–(9) και Λ είναι µια κανονικά κατανεµηµένη  

µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε (σB(T-i),Λ) είναι διµεταβλητή που ακολουθεί κανονική 

κατανοµή για όλα τα i. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα 

S

dΛ ∈R  τέτοιο ώστε dΛΛ ≥  που 

συνεπάγεται ότι . Τότε ένα άνω φράγµα για την τιµή του δικαιώµατος AC(n, K, 

T) δίνεται από   

nK≥S

       ( )
rT

d
eUB LB d

n
ε

−

ΛΛ = Λ + ,                                                                                      (42)

όπου το σφάλµα φράγµατος  ( )dε Λ  δίνεται από 

      * 1/ 2(0)( ) { ( )}
2

Sd dε Λ Λ= Φ  

                     
21 1

(2 ) *

0 0
( (T i T j

n n
r T i j T i T j

T i T j
i j

e d T iσ ρ ρ σ ρ ρ− −
− −

− − + − −
Λ − −

= =

⎧
× Φ − −⎨
⎩
∑ ∑ ))T j+ −  

                     }2 1/ 2
(min( , )( T i T jT i T j T i T jeσ ρ ρ− −− − − − −× 1)− ,                                                          (43) 

 

µε * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ Λ , Φ(·) η τυποποιηµένη κανονική α.σ.κ. και 

( ( ), ) 0T i corr B T iρ σ− = − Λ ≥ . 
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Απόδειξη.  

 

Γενικά, για  τέτοιο ώστε ddΛ ∈R ΛΛ ≥  που συνεπάγεται ότι , προκύπτει από την 

εφαρµογή της (40) στην (25) ότι : 

nK≥S

 

       0 [ [( ) / ] ( ) ]Q QE E nK nK+ +≤ − Λ − −AS S

         ( [( ) / ] ( [ / ] ) ) (
d Q QE nK E nK dF )λ λ λΛ

+ +−∞
= − Λ = − Λ = −∫ S S Λ    

         1/ 21 ( var ( / )) ( )
2

d Q dFλ λΛ

Λ−∞
≤ Λ =∫ S                                                                         (44) 

         { } { }
1/ 2 1/ 21 ( [var ( / )1 ]) ( [1 ]) : (

2
Q Q Q

d d )E E ε
Λ Λ

dΛΛ< Λ<≤ Λ =S   ,                                       (45) 

όπου η ανισότητα Holder’s έχει εφαρµοστεί στην τελευταία ανισότητα. Όπου { }1 dΛΛ<  

είναι η δείκτρια συνάρτηση, δηλ. { }1 c 1=  εάν η συνθήκη c είναι αληθής και  αν 

όχι, και όπου  (·) δηλώνει την κανονική αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της Λ. 

{ }1 c = 0

dΛ

dΛ

2

FΛ

 

Ο δεύτερος όρος της µέσης τιµής στο γινόµενο της (45) ισούται µε  

{ }
*[1 ] 0 ( ) 1 ( ) ( ) ( )Q

dE P d P d F d
Λ Λ Λ Λ ΛΛ< = Λ ≥ + Λ ≤ = = Φi i .                                         (46) 

 

Ο πρώτος όρος της µέσης τιµής στο γινόµενο της (45) µπορεί να εκφραστεί ως       

.                     (47) { } { } { }
2 2[var ( / )1 ] [ [ / ]1 ] [( [ / ]) )1 ]Q Q Q Q Q Q

d dE E E E E
Λ ΛΛ< Λ< Λ<Λ = Λ − ΛS S S

   

Τώρα θα µελετήσουµε τον δεύτερο όρο στην δεξιά πλευρά της (47) 

{ }
2[( [ / ]) )1 ] ( [ / ]) ( )

dQ Q Q
dE E E dFλ λΛ

Λ ΛΛ< −∞
Λ = Λ =∫S S .                                                  (48) 

Σύµφωνα µε την (85) και χρησιµοποιώντας την σηµειογραφία  που παρουσιάσαµε 

στην ενότητα 3.2 µπορούµε να εκφράσουµε την (48) ως: 

ijY

 

{ }
2[( [ / ]) )1 ]Q Q

dE E
ΛΛ<ΛS  
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2

1
[ / ] (

nd

i
i

E X dF )λ λΛ

Λ−∞
=

⎛ ⎞
= Λ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

    
1 2 2

21[ ] ( ) (1 )
2

1
( )i i Y i Yi i

nd E Y r r

i
i

a e dF
σ υ σ

λ
−

Λ + Φ + −

Λ−∞
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

    
1 2 2 2 21[ ] ( ) ( ) {(1 ) (1 ) }

2

1 1

( )ij i Y j Y i Y j Yi j i j
n nd E Y r r r r

i j
i j

a a e dF
σ σ υ σ σ

λ
−

Λ + + Φ + − + −

Λ−∞
= =

= ∑ ∑∫  

    =
2 2 2 2 11[ ] {(1 ) (1 ) } ( ) ( )2

1 1

( )ij i Y j Y i Y j Yi j i j
n n E Y r r d r r

i j
i j

a a e e dF
σ σ σ σ υ

λ
−

Λ+ − + − + Φ

Λ−∞
= =

×∑ ∑ ∫ .                                  (49) 

 Για = ir T iρ −  και για   από την (9) η (49) γίνεται:                                      , , , , [ ] [ ] [
i ji j Y Y ij i jE Y E Y E Yα α σ σ = + ]

){ }
2[( [ / ]) )1 ]Q Q

dE E
ΛΛ<ΛS

2

1
[ / ] (

nd

i
i

E X dFλ λΛ

Λ−∞
=

⎛ ⎞
= Λ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

                                       =
2

2 21 1 (2 ) ( ( ) ( ))2 2

0 0

(0) T i T j
n n r T i j T i T j

i j

S e
σ ρ ρ− −

− − − − − − + −

= =
∑ ∑  

                                            
1( ) ( ) ( )T i T j

d T i T jeσ ρ ρ υ dF λ
−Λ − −− + − Φ

Λ−∞
×∫ ,                                     (50) 

όπου υπενθυµίζουµε ότι η 1( ) ( [ ]) /QEυ λ− σΛΦ = − Λ  και Φ(·) είναι η αθροιστική 

συνάρτηση κατανοµής µιας τυποποιηµένης κανονικής µεταβλητής.  

Εφαρµόζοντας το Λήµµα στην (50) µε ( )T i T jb T i Tσ ρ ρ− − j= − + −  προκύπτει      

   { }
2[( [ / ]) )1 ]Q Q

dE E
ΛΛ<ΛS

    =
21 1

(2 )2 *

0 0

(0) ( ( ))T i T j
n n

r T i j T i T j
T i T j

i j

S e d T i Tσ ρ ρ σ ρ ρ− −
− −

− − + − −
Λ − −

= =

Φ − − + −∑ ∑ j

]

.             (51)             

  

Τώρα µελετάµε τον πρώτο όρο στην δεξιά πλευρά της (47), . Ο 

όρος  δίνεται από την (34). Επικαλούµαστε  τις (28)–(30) και εφαρµόζουµε το 

Λήµµα µε 

{ }
2[ [ / ]1Q Q

dE E
ΛΛ<ΛS

2[ / ]QE ΛS

( )ij ij T i T jb r T i T jσσ σ ρ ρ− −= = − + − :

]

 

και απλοποιώντας λαµβάνουµε  

         { }
2[ [ / ]1Q Q

dE E
ΛΛ<ΛS
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              =
1 1

0 0

[ ( ) ( ) / ] ( )
n n d Q

i j

E S T i S T j dFλ λΛ
− −

Λ−∞
= =

− − Λ =∑ ∑∫  

              =
2

2 2 2 1
11 1 ( )(2 ) (1 ) ( )2 2 2

0 0
(0) ( )ij ij ij ij

n n r T i j r d r

i j
S e e dF

σ σ σ σσ υ λ
−Λ

− − − − − + − Φ
Λ−∞

= =
∑ ∑ ∫  

              =
2

1 1
2 (2 ) min( , ) *

0 0

(0) ( ( ))
n n

r T i j T i T j
T i T j

i j

S e d T i Tσ σ ρ ρ
− −

− − + − −
Λ − −

= =

Φ − − + −∑ ∑ j .         (52) 

Συνδυάζοντας τις (52)  και (51) στην (47), και έπειτα αντικαθιστώντας τις (46) και (47) 

στην (45) τελικά προκύπτει η έκφραση για το σφάλµα φράγµατος στην (43). 

 

Παρατηρήσεις    

   

o Σηµειώνουµε ότι σε αντίθεση µε την (31) το σφάλµα φράγµατος τώρα εξαρτάται 

από το Κ µέσω του . dΛ

o Υπενθυµίζουµε ότι το σφάλµα φράγµατος στην (45) και συνεπώς στην (43) 

ισχύει για οποιαδήποτε κανονική  τυχαία µεταβλητή δέσµευσης Λ που ικανοποιεί 

τις υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2 και για την οποία υπάρχει ένα ολοκληρώσιµο 

φράγµα  τέτοιο ώστε ddΛ ΛΛ ≥  που συνεπάγεται ότι  .  S nK≥

o Για Λ δοσµένο από την (15), οι Νielsen και Sandmann διαπίστωσαν ότι το 

αντίστοιχο  δίνεται από  dΛ

           

2
1

0

2

ln( / (0)) ( )( )
2

1 ( 1)(4 1)
6

n

i

GA

n K S r T i
d

n T n n n

σ

σ

−

=
− −

=
− − +

∑ −
  ,                                                       (53) 

όπου ο δείκτης GA είναι για να υπενθυµίζει το γεγονός ότι η Λ είναι ο                              

τυποποιηµένος λογάριθµος του γεωµετρικού µέσου όρου. Το σφάλµα φράγµατος 

στην (43) συµπίπτει µε αυτό που βρέθηκε στους Νielsen και Sandmann [16] για 

την ειδική επιλογή της Λ από την (15) και το αντίστοιχο  στην (53). GAd

o Οι M.Vanmaele et al [6] έδειξαν επίσης ότι για Λ δοσµένο από την (14) αυτή η 

τεχνική χρησιµοποιείται για να ενισχύσει το σφάλµα φράγµατος στην (31) και ως 

εκ τούτου να κάνει πιο ακριβές το άνω φράγµα στην (26).  

 51



Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα 1  και τις σχέσεις (7)–(9) και (14),          

λαµβάνουµε: 

xe x≥ +

                        
1 1

0 0
(1 )i

n n
Y

i i
i i

a e a Y
− −

= =

= ≥ +∑ ∑S i

                          
21 1 1 1(7) (9) ( )( )

2

(14)0 0 0 0
(0) ( )

n n n n r T i

i i i i
i i i i

a a Y a S e B T
σ

σ
− − − −− − −

= = = =

=Λ

= + + −∑ ∑ ∑ ∑= i
����	���


. 

 Συνεπώς θα είναι S nK όταν το Λ είναι µεγαλύτερο από ≥
21 1 ( )( )

2

0 0
(0) ( )

n n r T i

i
i i

nK a S e B T i nK
σ

σ
− − − −

= =

=Λ

≥ => + − ≥∑ ∑
����	���


S � �  

1

0
( ) /( (

n

i
i

nK a S 0) )σ
−

=

=> Λ ≥ −∑ .  

Έτσι στην περίπτωση που το Λ είναι ο γραµµικός µετασχηµατισµός της 

προσέγγισης πρώτης-τάξης (FA) του 1

0
(n

i
S T i−

=
)= −∑S , έχουµε: 

           

2
( )(1 2

0
(0)

(0)

r T in

i
FA

nK S e
d

S

σ

σ

− −−

=
−

= ∑
)

.                                                                          (54) 

o Τέλος παρατηρούµε ότι το άνω φράγµα στην (26) αντιστοιχεί στην οριακή 

περίπτωση της (44) όπου dΛ  ισούται µε το άπειρο.  

 

3.3.4. Μερικώς(partially) ακριβές /συµονοτονικό άνω φράγµα    

 

Στην συνέχεια θα δείξουµε πώς µπορούµε να κάνουµε πιο ακριβές το βελτιωµένο 

συµονοτονικό άνω φράγµα της ενότητας 3.1.3 των Kaas et al [13] και Dhaene et al [4] µε 

τη λήψη ενός άλλου αποκαλούµενου µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα που 

αποτελείται από ένα ακριβές µέρος της τιµής του δικαιώµατος και κάποιου βελτιωµένου 

συµονοτονικού άνω φράγµατος για το υπόλοιπο µέρος (βλ.Tom Hoedemakers et al [3] 

και M.Vanmaele et al [6]). Αυτό το άνω φράγµα  βελτιώνει το άνω φράγµα που 

συµβολίζεται µε στο έγγραφο του Νielsen και Sandmann [16], όπως θα εξηγηθεί σε 

επόµενη ενότητα.   

**,G
AC
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θεώρηµα 3.3.4.  

 

Έστω ότι το  δίνεται από (7)–(9) και Λ είναι µια κανονικά κατανεµηµένη µεταβλητή 

δέσµευσης έτσι ώστε (σB(T-i),Λ) είναι διµεταβλητή που ακολουθεί κανονική κατανοµή 

για όλα τα i. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα 

S

dΛ ∈R  τέτοιο ώστε dΛΛ ≥  που συνεπάγεται 

ότι . Τότε το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα για την τιµή του 

δικαιώµατος AC(n,K,T) δίνεται από   

S nK≥

PECUBΛ
1

* *

0

(0) ( )
n

ri rT
T i

i

S e T i d e K
n

ρ σ
−

− −
− Λ

=

= Φ − − − Φ∑ ( )dΛ−  

                
2

21 ( )
2

0

(0) T i
n T iri

i

S e e
n

σ ρ −
− − −−

=

+ ∑  

                
*

1( ) ( ) 2 1
/0

( 1 ( ( )))T i
u

d T i
T i V

e T i Fρ σ υ
υ

nK dρ σ υ
−Λ

−
Φ − Φ −

− =
× Φ − − −Φ∫ S  

                
*( )*

/0
( ) ( )u

drT
V

e K d F nK d
υ

υΛΦ−
Λ =

⎛− Φ −⎜
⎝ ⎠∫ S

⎞
⎟ ,                                                        (55) 

 

όπου  * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ Λ  και 
/u V

F
υ=S  δίνεται από την (19) και 

( ( ),corr B T iι )ρ σΤ− = − Λ . 

 

Απόδειξη. 

 

Για την απόδειξη θα εργαστούµε ως εξής: Αρχικά φράζουµε άνω, τον πρώτο όρο της 

(37) 1I  αντικαθιστώντας το / λΛ =S�  µε το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα  

(υπό την έννοια της κυρτής διάταξης): Για d

uS

nK=  είναι  

[( ) / ] ( ) [( ) / ] ( )
d d uE nK dF E nK dFλ λΛ Λ

+ Λ +−∞ −∞
− Λ = ≤ − Λ =∫ ∫S S λ λΛ .                              (56) 

Προσθέτουµε την (56) στο ακριβές µέρος 2I  της διάσπασης (37) και προκύπτει το 

αποκαλούµενο µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα. 

 

Σύµφωνα µε όσα είπαµε στην ενότητα 3.3.1 (και από τον τύπο (38)), για οποιαδήποτε 

κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Λ, µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής 
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α.σ.κ (·), για την οποία υπάρχει ένα FΛ dΛ  τέτοιο ώστε dΛΛ ≥  που συνεπάγεται ότι 

 και που ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 3.1.2,  µπορούµε να γράψουµε S nK≥

        [( ) ] [ [( ) / ]]
rT rT

Q Q Qe eE nK E E nK
n n

− −

+ +− = − ΛS S  

                                         

1

[( ) / ] ( )
rT d Q

I

e E nK dF
n

λ λΛ
−

+ Λ−∞

⎧
⎪= − Λ =⎨
⎪⎩
∫�������	������
S   

                                                

2

[ / ] (Q

d

I

E nK dF )λ λ
Λ

∞

Λ

⎫
⎪+ − Λ = ⎬
⎪
⎭

∫������	�����

S .                                   (57) 

Εφαρµόζοντας το Λήµµα µε 
ii Y T ib r T iσ ρ σ−= = −  και χρησιµοποιώντας την (85) για 

= ir T iρ −  και για , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (9), µπορούµε να γράψουµε τον δεύτερο όρο στην 

(57)  σε κλειστή µορφή: 
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S e T i d e K
n
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= Φ − − − Φ∑ *( )dΛ− ,                                                 (58) 

 

όπου   * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ Λ  και ( [ ]) /QEυ λ σΛ= − Λ  . 

 

Για τον πρώτο όρο της (57), αντικαθιστούµε την (84) ( µε = ir T iρ −  και , [ ],
ii iE Y Yα σ  από 

την (9)) στην (56) και καταλήγουµε στο ακόλουθο άνω φράγµα παρόµοιο µε την (17)  

αλλά  τώρα µε ένα ολοκλήρωµα από το µηδέν στο *( )dΛΦ : 
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όπου υπενθυµίζουµε ότι * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ Λ  και η 
/u V

F
υ=S  προκύπτει από την 

       nK=
1

1

0
exp[ ( )

n

i T i
i

a T iρ σ υ
−

−
−

=

− Φ∑ + 121 −
− Φ−− iTiT σρ ( ).  

/
(u V

F n
υ=S )K

Τέλος, προσθέτοντας την (59) και την (58) λαµβάνουµε την (55).   

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάσαµε το µερικώς (partially) ακριβές /συµονοτονικό 

άνω φράγµα το οποίο αποφανθήκαµε ότι είναι πιο ακριβές από το βελτιωµένο 

συµονοτονικό άνω φράγµα της παραγράφου 3.1.3. Αυτόν τον ισχυρισµό καλούµαστε να 

αποδείξουµε στο ακόλουθο θεώρηµα. 

 
Θεώρηµα 3.3. .  *4

 

Για κάθε ρυθµιστική µεταβλητή Λ που ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 3.3.4 

είναι,  

PECUBΛ≤ ICUBΛ, 

όπου PECUBΛ και ICUBΛ καθορίζονται από τις (55)  και (17),  αντίστοιχα. 
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Απόδειξη. 

 

Υπενθυµίζουµε ότι σύµφωνα µε την υπόθεση του θεωρήµατος 3.3.4 υπάρχει ένα dΛ  

τέτοιο ώστε d => . Χρησιµοποιώντας αυτό το γεγονός και σύµφωνα µε την 

κυρτή διάταξη των ασφαλίστρων stop-loss των  και  λαµβάνουµε  

ΛΛ ≥ S nK≥

S uS

 

         ICUB [( ) / ] ( )rT une E nK dFΛ λ
+∞

+ Λ−∞
= − Λ =∫ S λ

                           [( ) / ] ( ) [( ) / ] ( )
d u u

d
E nK dF E nK dFλ λ λΛ

Λ

+∞

+ Λ +−∞
= − Λ = + − Λ =∫ ∫S S λΛ  

                           [( ) / ] ( ) [( ) / ] ( )
d u

d
E nK dF E nK dFλ λ λΛ

Λ

+∞

+ Λ + Λ−∞
≥ − Λ = + − Λ =∫ ∫S S λ  

                           [( ) / ] ( ) [ / ] ( )
d u

d
E nK dF E nK dFλ λ λΛ

Λ

+∞

+ Λ−∞
= − Λ = + − Λ =∫ ∫S S λΛ  

                           PECUBrTne Λ= ICUB PECUBΛ Λ=> ≥ . 

 
Τονίζουµε ότι για δύο διαφορετικές ρυθµιστικές µεταβλητές 1Λ  και  2Λ  δεν ισχύει 

απαραιτήτως ότι  1  PECUB ICUB 2Λ Λ≤ . 

   

Επιλογή της µεταβλητής δέσµευσης 

 

  Όπως είδαµε προηγουµένως, για τις τυχαίες µεταβλητές Λ που δίνονται από τις 

(14) και (15) παραγάγαµε το , όπως φαίνεται στους τύπους (53) και (54), και συνεπώς 

µπορούµε να υπολογίσουµε το νέο άνω φράγµα PECUBΛ από την (55). 

dΛ

Οι M.Vanmaele et al [6] διαπίστωσαν όµως ότι αυτές οι επιλογές του Λ δεν 

οδηγούν στο καλύτερο βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα. Η "καλύτερη" επιλογή 

είναι Λ=B(T) για την οποία δεν βρίσκουµε το κατάλληλο dΛ  σε αυτό το νέο άνω 

φράγµα. Ωστόσο, αναµένουµε ότι η συµβολή του ακριβούς µέρους (58) θα αντισταθµίσει 

την κάπως χαµηλή ποιότητα του .   uS
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3.4. Γενικές διαπιστώσεις 

 

      Σε αυτό το τµήµα συνοψίζουµε µερικές γενικές παρατηρήσεις:   

 

1. Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε µε την παραγωγή φραγµάτων για το αριθµητικό 

Ασιατικό δικαίωµα αγοράς. Θα δούµε πως µπορούµε να παράγουµε τα 

αντίστοιχα φράγµατα για το δικαίωµα πώλησης µε την χρήση της ισότητας 

πώλησης-αγοράς. ∆ηλώνοντας την τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού 

δικαιώµατος πώλησης ευρωπαϊκού-τύπου µε ηµεροµηνία άσκησης T, n κατά 

µέσο όρο ηµεροµηνίες και σταθερή τιµή εξάσκησης Κ από AP(n, Κ, T), 

βρίσκουµε από την ισότητα πώλησης-αγοράς (βλ.Alziary et al [21]) στο παρόν 

ότι: 

                              AC(n, K, T) - AP(n, Κ, T)= (0) 1
1

rn
rT

r

S e e K
n e

−
−

−

−
−

−
.                             (60) 

Ως εκ τούτου, µπορούµε να παράγουµε φράγµατα για τo Ασιατικό δικαίωµα 

πώλησης από τα φράγµατα για τo δικαίωµα αγοράς. Αυτά τα φράγµατα για τo 

δικαίωµα πώλησης συµπίπτουν µε τα φράγµατα που λαµβάνονται εφαρµόζοντας 

τη θεωρία των συµονοτονικών φραγµάτων και της προσέγγισης µέσω δέσµευσης 

κατευθείαν στα Ασιατικά δικαιώµατα πώλησης. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 

η ισότητα πώλησης-αγοράς ισχύει επίσης για αυτά τα φράγµατα.  

 

Σηµείωση: Εάν το n και το T εκφράζονται σε ηµέρες, τότε για τους αριθµητικούς 

υπολογισµούς στην (60), το r πρέπει να ερµηνευθεί ως ένα συνεχώς σύνθετο επιτόκιο 

για µια ηµέρα που είναι ίσο µε ένα συνεχώς σύνθετο επιτόκιο για ένα έτος διαιρεµένο 

µε τον αριθµό (συναλλαγών) των ηµερών ανά χρόνο. 

 

2. Η περίπτωση µιας συνεχούς παραγωγής µερισµάτων (devidend yield) δ µπορεί 

εύκολα να εξεταστεί µε την αντικατάσταση του επιτοκίου  r  από  το r-δ . 

 

3. Όταν ο αριθµός του µέσου όρου των ηµεροµηνιών n είναι ίσος µε 1, το Ασιατικό 

δικαίωµα αγοράς AC(n, Κ, T) µετατρέπεται σε ευρωπαϊκό δικαίωµα αγοράς. 
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι σε αυτήν την περίπτωση τα άνω και κάτω φράγµατα  

για την τιµή του Ασιατικού δικαιώµατος παράγονται και τα δύο από τον τύπο των 

Black και Scholes για την τιµή ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς.  

Για τα φράγµατα βασισµένα σε µια µεταβλητή δέσµευσης Λ αυτό ισχύει αφού για 

n=1 έχουµε ότι 0 ( )B TβΛ =  ενώ 21(0)exp(( ) ( )
2

S r T Bσ σ= − +S T  που 

συνεπάγεται ότι 1Tρ = , και συνεπώς u = =AS S S .   

4. Τα κάτω και άνω φράγµατα, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, παράγονται για 

«forward starting» Ασιατικά δικαιώµατα αλλά µπορούν εύκολα να 

προσαρµοστούν και να ισχύουν και για Ασιατικά δικαιώµατα «in progress». Σε 

αυτήν την περίπτωση είναι 1 0T n− + ≤  και µόνο οι τιµές S(1),...,S(T)  

παραµένουν τυχαίες (από κεφάλαιο 2) έτσι ώστε η τιµή του δικαιώµατος να 

δίνεται από (βλ.M.Vanmaele et al [6]):    
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Έτσι αντικαθιστώντας το nK µε 
1

(
n

i T
nK S T i

−

=

− −∑  και αθροίζοντας για το µέσο 

όρο για i από µηδέν έως T-1 αντί του n-1 τα επιθυµητά φράγµατα προκύπτουν.   

 

5. Τα φράγµατα µπορούν να επεκταθούν στην περίπτωση της ντετερµινιστικής 

συνάρτησης µεταβλητότητας σ=σ(t) ή σ=σ(S(0),t) αλλά δεν είναι κατάλληλα όταν 

υποθέτουµε µια στοχαστική φαινοµενική µεταβλητότητα σ=σ(S,t).   

  

3.5. Αριθµητική απεικόνιση 

 

Σε αυτήν την ενότητα δίνουµε διάφορα αριθµητικά παραδείγµατα σύµφωνα µε 

την προσέγγιση των Black και Scholes. Συζητάµε τα αποτελέσµατά µας και τα 
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συγκρίνουµε µε εκείνα που βρίσκονται στη βιβλιογραφία (Jacques, Νielsen και 

Sandmann) και µε την τιµή Monte Carlo.  

 

Στον πίνακα 2 δηλώνουµε τους συµβολισµούς για τα κάτω και άνω φράγµατα που θα 

χρησιµοποιήσουµε στους πίνακες 3,4 και 5 του παραρτήµατος Β. 

 

Πίνακας 2 
Συµβολισµοί των κάτω και άνω φραγµάτων που χρησιµοποιούνται στους πίνακες 3,4 και 5 

 

Πριν προχωρήσουµε στη σύγκριση των φραγµάτων είναι σκόπιµο να αναφέρουµε 

επιγραµµατικά τις µεθόδους προσέγγισης του Jacques και τα φράγµατα των Νielsen και 

Sandmann. 

 

3.5.1. Μέθοδοι προσέγγισης του Jacques 

 

Ο Jacques εξέτασε την περίπτωση όπου ο µέσος όρος είναι ο (διακριτός) 

αριθµητικός µέσος όρος των τελευταίων n τιµών. Η πρόκληση µε αυτά τα δικαιώµατα 

όπως έχουµε αναφέρει σε προηγούµενη ενότητα, είναι ότι η κατανοµή του µέσου όρου 

δεν είναι γνωστή όταν κάνουµε τη συνηθισµένη υπόθεση ότι η τιµή των µετοχών  

ακολουθεί µια γεωµετρική κίνηση Brown.  

Στην εργασία του δίνει τους αναλυτικούς τύπους για την οικοδόµηση του 

χαρτοφυλακίου ισοστάθµισης κινδύνου για τα Ασιατικά (αριθµητικού µέσου όρου) 

δικαιώµατα. Οι τύποι βασίζονται στην προσέγγιση του αριθµητικού µέσου όρου των 
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συσχετισµένων Λογαριθµο-Κανονικών µεταβλητών από: είτε µια Λογαριθµο-Κανονική 

είτε µια αντίστροφη Gaussian µεταβλητή. Και οι δύο δίνουν άριστα αποτελέσµατα τα 

οποία έχουν χρησιµοποιηθεί ως µέτρο της ποιότητας των προσεγγίσεων. Τα αριθµητικά 

παραδείγµατα που ακολουθούν παρέχουν µια ισχυρή αξιολόγηση της καλής ποιότητας 

και των δύο προσεγγίσεων όταν οι παράµετροι του προτύπου είναι σε ένα λογικό 

διάστηµα. 

 

3.5.2. Άνω φράγµατα βασισµένα στους Νielsen και Sandmann 

 

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιάσουµε συνοπτικά το σκεπτικό, σύµφωνα µε 

το οποίο λαµβάνουµε τα άνω φράγµατα των Νielsen και Sandmann προκειµένου να τα 

χρησιµοποιήσουµε σε επόµενη ενότητα όταν θα προβούµε σε συγκρίσεις φραγµάτων.  

Η µέθοδος λοιπόν, για να παράγουµε και να υπολογίσουµε ένα άνω φράγµα είναι 

βασισµένη σε µια προσέγγιση της τελικής εξόφλησης ενός Ασιατικού δικαιώµατος. 

Ψάχνουµε το καλύτερο χαρτοφυλάκιο των απλών δικαιωµάτων, δηλαδή δικαιώµατα 

ευρωπαϊκoύ-τύπου, το οποίο υπερέχει της εξόφλησης του Ασιατικού δικαιώµατος. 

Τυπικά το πρόβληµα µπορεί να οριστεί ως εξής:  

Υποθέτουµε ότι 1 2( , ,..., )nα α α α=  είναι αριθµοί που ικανοποιούν την . Η 

εξόφληση και η τιµή ενός Ασιατικού δικαιώµατος είναι µικρότερη από 
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όπου  είναι η τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος αγοράς µε τιµή 

εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, 

( , )AC K T

1

0

1( ) : ( )
n

i
A T S T i

n

−

=

= −∑  είναι ο διακριτός 

αριθµητικός µέσος όρος και ( , )iC nK Tα  είναι η τιµή ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος 

αγοράς. 

Αυτές οι ανισότητες αντιπροσωπεύουν τα άνω φράγµατα για την τιµή του 

αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος. Τα φράγµατα εξαρτώνται από την επιλογή των iα , 

και το καλύτερο άνω φράγµα σε αυτό το πλαίσιο, συµβολίζεται µε  και βρίσκεται για 

 που ικανοποιεί την  

*u
* * * *
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Οι Νielsen και Sandmann επίσης παρήγαγαν και ένα άλλο άνω φράγµα που συµβολίζεται 

µε ,u G
AC  και εξαρτάται και αυτό από τους συντελεστές που ικανοποιούν την 

. Τα φράγµατα 

ia  

1

0
1n

ii
a−

=
=∑ ,u G

AC  ανάλογα µε τις διαφορετικές επιλογές των συντελεστών 

 χαρακτηρίζονται ως: ia *,G
AC  για την ειδική επιλογή *

ia ai=  και  για ,N G
AC 1

ia
n

=  

αντίστοιχα. Τέλος έχουµε το άνω φράγµα  που παρουσιάζει τα αποτελέσµατα για τη 

βέλτιστη συχνότητα των βαρών  σε σχέση µε το 

**,G
AC

ia ,u G
AC φράγµα (δηλ. την συχνότητα που 

ελαχιστοποιεί το άνω φράγµα ,u G
AC ). Σηµειώνουµε ότι το άνω φράγµα  παρήχθη για 

την ειδική ρυθµιστική µεταβλητή Λ που δίνεται από την (15), µε τη χρήση ενός 

αλγορίθµου βελτιστοποίησης για να βρεθούν τα βάρη  έτσι ώστε το άνω φράγµα για 

τον πρώτο όρο στην (57),   

**,G
AC
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0
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e E S T i a nK dF
n
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− − Λ =∑∫ , 

να ελαχιστοποιείται. Στην πραγµατικότητα, οι Νielsen και Sandmann εισάγουν µια 

δεύτερη προσέγγιση φράσσοντας αυτήν την έκφραση από επάνω χρησιµοποιώντας ένα 
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χαρτοφυλάκιο από δικαιώµατα αγοράς. Η έκφραση που λαµβάνεται µε  αυτόν τον τρόπο 

στην συνέχεια ελαχιστοποιείται όσον αφορά τα βάρη . Με τη µέθοδό που 

παρουσιάσαµε στην 3.3.4, ωστόσο, έχουµε άµεσα την ακριβή βέλτιστη λύση του αρχικού 

προβλήµατος ελαχιστοποίησης, δηλαδή τα βέλτιστα βάρη  για δοσµένο λ ή υ είναι 

(από M.Vanmaele et al [6] ) :   

ia

ia

1
( ) / /

1 ( (ui S T i V
a F F nK

nK λ υ
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= S

))
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Από αυτή την άποψη, το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα βελτιώνει το άνω 

φράγµα , όπως θα δούµε στον πίνακα 4 για αριθµητικά αποτελέσµατα. **,G
AC

 

3.5.3. Σύγκριση των φραγµάτων µας µε αυτά του Jacques 

  

Σε αυτήν την παράγραφο συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά των φραγµάτων που 

έχουµε αναφέρει µε εκείνα του Jacques [12]. Όπως είδαµε παραπάνω ο Jacques 

προσέγγισε την κατανοµή του αθροίσµατος  των Λογαριθµο-Κανονικών (LN) 

µεταβλητών, βλέπε (7), στην περίπτωση του διακριτού αριθµητικού Ασιατικού 

δικαιώµατος ευρωπαϊκού-τύπου µε τη βοήθεια της Λογαριθµο-Κανονικής (LN) και της 

αντίστροφης Gaussian κατανοµής (IG). Για τη σύγκριση επίσης περιλαµβάνουµε τα 

κάτω φράγµατα και από τα άνω, αυτά που είναι βασισµένα στα κάτω φράγµατα, από τα 

θεωρήµατα 3.2.1 και 3.3.3. Παρουσιάζουµε εδώ ένα σύνολο αριθµητικών πειραµάτων 

όπου θεωρούµε ένα «forward starting» (

S

1 0T n− + ≥ ) διακριτό αριθµητικό Ασιατικό 

δικαίωµα αγοράς ευρωπαϊκού-τύπου µε σταθερή τιµή εξάσκησης που έχει τα ίδια 

στοιχεία όπως στο έγγραφο του Jacques [12]: αρχική τιµή µετοχής S(0)=100, ένα 

ονοµαστικό ετήσιο (καθηµερινά διακριτό σύνθετο) επιτόκιο 9% ανά χρόνο  (που 

αντιστοιχεί σε ένα συνεχώς σύνθετο  επιτόκιο 0.09ln 1
365

r ⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  ανά ηµέρα ή 8,9989% 

ετησίως), µε λήξη 120 ηµερών και µέσο όρο περιόδου n 30 ηµερών. Οι τιµές της 

διακύµανσης σ είναι σε ετήσια βάση. Σαν συγκριτική µέτρηση περιλάβαµε την τιµή που 
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λήφθηκε µέσω της προσοµοίωσης Monte Carlo µε την προσαρµογή της ρυθµιστικής 

µεταβλητής (variate-control) (βλ.Παράρτηµα B[Β2]) της τεχνικής των Kemna και Vorst 

[14] στα διακριτά αριθµητικά Ασιατικά δικαιώµατα ευρωπαϊκoύ-τύπου. Ο αριθµός των 

επαναλήψεων στο Monte Carlo ήταν 10.000. 

     Χρησιµοποιούµε τους ακόλουθους συµβολισµούς:  

o όπου Λ µπορεί να είναι το GA, το FA ή TB , 

o όπου LBΛ είναι το κάτω φράγµα,  

o όπου PECUBΛ  είναι το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα,  

o όπου UBΛ είναι το άνω φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα (από θεώρηµα 

3.2.1), και  

o όπου  ίνα το άνω φράγµα που δίνεται από το θεώρηµα 3.3.3. dUBΛ

  

Επίδραση της αύξησης του Κ στα φράγµατα 

Φαίνεται από τον πίνακα 3 (στο Παράρτηµα Β[Β1]) ότι τα φράγµατα είναι ακριβέστερα 

όταν η τιµή εξάσκησης K είναι µικρότερη από την αρχική τιµή της µετοχής. Συνεπώς η 

σχετική διαφορά µεταξύ ενός κάτω φράγµατος και του αντίστοιχου άνω φράγµατος 

αυξάνεται µε το Κ. Για τα άνω φράγµατα UB FA και  αυτό είναι  σαφές, αφού για 

τις διαφορετικές τιµές του Κ µια ίδια σταθερά προστίθεται ενώ η τιµή του κάτω 

φράγµατος µειώνεται. Ωστόσο η επίδραση του επιπέδου της διακύµανσης είναι 

µικρότερη αφού όπως φαίνεται επηρεάζεται από την επίδραση της τιµής εξάσκησης. 

TUBB

   

Σύγκριση LB FA , LB GA και  σε σχέση µε τα αποτελέσµατα Monte Carlo TLBB

Όπως βλέπουµε από τον πίνακα 3, τα κάτω φράγµατα LB FA και LB GA είναι ίσα µέχρι 

τα πέντε δεκαδικά ψηφία. Και τα δύο αυτά φράγµατα συγκρινόµενα µε τα αποτελέσµατα 

Monte Carlo αποδίδουν πολύ καλά σε αντίθεση από το κάτω φράγµα  όπου 

δεσµεύσαµε επάνω στο  (βλ.(23)). Η κακή απόδοση οφείλεται στο 

γεγονός ότι το B(T) διαφέρει πολύ από το  για n µεγαλύτερο από το ένα. Όπως είδαµε 

από την παράγραφο 3.1.1. η ποιότητα του κάτω φράγµατος 

TLBB

1
( )

dT
kk

W B T
=

Λ = =∑
S

[ / ]QE ΛS  µπορεί να κριθεί 

από την διακύµανση της. Για να µεγιστοποιηθεί η ποιότητα, πρέπει αυτή η διακύµανση 
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να γίνει όσο το δυνατόν πιο κοντά στη . Ως εκ τούτου για  η var [ ]Q S
1

( )
dT

kk
W B T

=
Λ = =∑

[ var ( / ( ))]Q QE BS T  είναι µεγάλη, ενώ για Λ από την (14) ή (15) αυτός ο όρος 

[ var ( / )]Q QE ΛS  είναι πολύ µικρός επειδή Λ και  είναι πάρα πολύ κοντά.  S

 

Σύγκριση  µε  και PECUB GA µε dUB GA dUB FA TICUB B  

Το άνω φράγµα  που είναι βασισµένο στο κάτω φράγµα LB GA συν ένα 

σφάλµα τιµολόγησης βλ. (42)–(43) και (53), παρουσιάζεται ως το καλύτερο όλων των 

εξεταζόµενων άνω φραγµάτων. Εντούτοις, το  βλ. (42)–(43) και (54), είναι 

εξίσου καλό.  

 dUB GA

FAdUB

Για αυτό το σύνολο παραµέτρων, οι τιµές για το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό 

άνω φράγµα PECUB GA, βλ. (55) και (53), είναι µικρότερες από αυτές για το 

βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα  αλλά, όπως δείχνουν τα αποτελέσµατα 

στον πίνακα 3 για την περίπτωση που το Λ δίνεται από την (15), δεν είναι τόσο καλά 

όπως θα αναµέναµε. Παρατηρούµε ότι έχουµε συµπεριλάβει µόνο το PECUB GA στον 

πίνακα 3 αφού ήταν το καλύτερο PECUBΛ άνω φράγµα για τις δύο µεταβλητές 

δέσµευσης που εξετάζουµε. 

ICUB BT

 

Σύγκριση  UB FA µε      dUB FA

Συγκρίνοντας τα φράγµατα UB FA µε , παρατηρούµε ότι κάνοντας το σφάλµα 

φράγµατος  εξαρτώµενο από την τιµή εξάσκησης Κ έχει οδηγήσει σε µια βελτίωση.  

UB FAd

 
Αξιολόγηση και σύγκριση των προσεγγίσεων (LN) και (IG)  µε τις τιµές Monte Carlo 

Επίσης από τον πίνακα 3 φαίνεται ότι γενικά η Λογαριθµιθµο-Κανονική προσέγγιση (LN) 

καθώς επίσης και η αντίστροφη Gaussian προσέγγιση (IG) του Jacques [12] εµπίπτουν 

στο διάστηµα που δίνεται από το καλύτερο κάτω φράγµα και το καλύτερο άνω φράγµα. 

Η εξαίρεση είναι η Λογαριθµιθµο-Κανονική προσέγγιση στην περίπτωση που K = 110 για 

σ = 0.2 και 0.3, και η αντίστροφη Gaussian προσέγγιση στην περίπτωση που K = 80 για 

σ = 0.2, 0.3, και 0.4 (σε αυτές τις περιπτώσεις οι τιµές είναι µικρότερες από τα 

(συµονοτονικά) κάτω φράγµατα LB FA και LB GA). Παρατηρούµε ότι οι προσεγγίσεις 
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του Jacques [12] (εκτός από τις προαναφερθείσες περιπτώσεις) είναι πάντα υψηλότερες 

από τις αντίστοιχες τιµές Monte Carlo, αλλά ωστόσο όλες περιέρχονται στο διάστηµα 

τιµών Monte Carlo (MC ± SE). Επιπλέον, σηµειώνουµε ότι η ακρίβεια των 

προσοµοιωµένων τιµών µειώνεται όσο η διακύµανση σ αυξάνεται. Η προσέγγιση Monte 

Carlo φαίνεται συστηµατικά να υποεκτιµά τις πραγµατικές τιµές, ειδικά για at- και out-

of-the money (βλ.κεφάλαιο 1) δικαιώµατα για τα οποία η τιµή Monte Carlo πέφτει 

ελαφρώς κάτω από τα κάτω φράγµατα.  

 

Συµπέρασµα 1. Από τον πίνακα 3 παρατηρούµε ότι, τα κάτω φράγµατα LB FA και     

LB GA αποδίδουν εξίσου καλά ( η διαφορά µεταξύ τους είναι συνολικά σχεδόν µηδέν) 

και είναι πολύ κοντά στις τιµές Monte Carlo. Τέλος το  είναι το καλύτερο άνω 

φράγµα για τις παραµέτρους που εξετάζονται σε αυτόν τον πίνακα.  

UB GAd

Συµπέρασµα 2. Τα αποτελέσµατα υποδηλώνουν ότι όλα τα διαστήµατα είναι 

ακριβέστερα για τα δικαιώµατα που είναι in-the-money ενώ αντίθετα για τα δικαιώµατα 

που είναι out-of-the-money είναι λιγότερο ακριβή. 

 

3.5.4. Σύγκριση των φραγµάτων µας µε αυτά των Νielsen και Sandmann 

 

Σε αυτήν την παράγραφο χρησιµοποιούµε τα στοιχεία από την εργασία των 

Νielsen και Sandmann [16] προκειµένου να συγκριθούν τα διαφορετικά άνω φράγµατα 

τους µε τα δικά µας αποτελέσµατα. Οι Νielsen και Sandmann δίνουν ως δεδοµένα:  

σ=0.25, r=0.04, S(0)=100, T=3 έτη. Σηµειώνουµε ότι n=3 έτη (κατά τη διάρκεια 

ολόκληρης της περιόδου) όπου ο υπολογισµός µέσου όρου πραγµατοποιείται κάθε µήνα 

(στα προηγούµενα τµήµατα ο υπολογισµός µέσου όρου έγινε καθηµερινά). 

Εξετάστηκαν οι ακόλουθες έξι τιµές εξάσκησης Κ: 50, 80, 90, 100, 110 και 200 

(παραλείψαµε τις Κ: 60,70,120-190 που είναι στο έγγραφο [16]). Εκτός από τις τιµές 

εξάσκησης που χρησιµοποιήθηκαν στους παραπάνω πίνακες περιλάβαµε επίσης  K = 50 

και 200 ως παραδείγµατα ακραίων in-and out-of-the-money δικαιωµάτων. 

Τα φράγµατα LB GA, UB GA και  στον πίνακα 4 αναφέρθηκαν στο 

έγγραφο [16] και υπενθυµίζουµε ότι είναι οι ειδικές περιπτώσεις των γενικότερων 

φραγµάτων LBΛ, UBΛ και  για Λ=GA, αντίστοιχα. Όπως αναφέραµε και στην 

UB GAd

UBΛd
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παράγραφο 3.5.2. οι Νielsen και Sandmann παράγουν επίσης ένα άλλο άνω φράγµα ,u G
AC  

που εξαρτάται από τους συντελεστές  που ικανοποιούν την ia 1

0
1n

ii
a−

=
=∑ . Οι τελευταίες 

τρεις στήλες στον πίνακα 4 παρουσιάζουν τα φράγµατα *,G
AC ,  και  (τα 

φράγµατα 

,N G
AC **,G

AC

,u G
AC  για τις διαφορετικές επιλογές των συντελεστών ).      ia

Παρατηρούµε πάλι ότι το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα      

PECUB GA είναι µικρότερο και έτσι καλύτερο από το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω 

φράγµα ICUB TB  για τις τιµές εξάσκησης στο διάστηµα 50–110 (καθώς και στο 

διάστηµα 120-150 το οποίο όπως είπαµε δεν έχουµε συµπεριλάβει). Αντίθετα για αρκετά 

out-of-the-money δικαιώµατα γίνεται µια αλλαγή και το ICUB TB  γίνεται καλύτερο και 

συγκεκριµένα για K=200 υπερτερεί όλων των άλλων άνω φραγµάτων 

συµπεριλαµβανοµένων των επιλογών των Νielsen και Sandmann. Σηµειώνουµε ότι αυτό 

είναι ένα παράδειγµα της περίπτωσης όταν για δύο διαφορετικές µεταβλητές δέσµευσης 

 1Λ  και  δεν έπεται ότι  PECUB2Λ 1Λ  ≤  ICUB 2Λ  (θεώρηµα 3.3. ). *4

 

Συµπέρασµα 1. Μπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι το καλύτερο άνω 

φράγµα δίνεται πάλι από το . Παρατηρούµε επίσης ότι τα κάτω φράγµατα      

LB FA και LB GA είναι πολύ κοντά και ίσα µέχρι τα δύο δεκαδικά. 

UB GAd

Συµπέρασµα 2. Από αυτόν τον πίνακα είναι σαφές ότι το PECUB GA βελτιώνει 

πράγµατι το φράγµα  όπως εξηγείται στην παράγραφο 3.3.5.  **,G
AC

Συµπέρασµα 3. Το άνω φράγµα  είναι γενικά το καλύτερο αλλά για παράδειγµα 
όταν r = 0.04, K = 200 και σ = 0.25, το  αποδεικνύεται µικρότερο από το 

.   

UB GAd

UB FAd

UB GAd

 

Στο επόµενo κεφάλαιο συζητάµε διαφορετικές µεθόδους για την τιµολόγηση των 

διακριτών αριθµητικών Ασιατικών δικαιωµάτων ευρωπαϊκού-τύπου µε κυµαινόµενη 

τιµή εξάσκησης µέσω των φραγµάτων που αναπτύχθηκαν στις προηγούµενες 

παραγράφους.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης 

κατά την προσέγγιση των Black και Scholes 
  

Στόχος µας σε αυτό το κεφάλαιο είναι παράγουµε φράγµατα για τα Ασιατικά 

δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης, άµεσα ή µέσω αποτελεσµάτων συµµετρίας. 

Μια αλλαγή του µέτρου πιθανότητας χρησιµοποιείται για να αποδειχθούν τα 

αποτελέσµατα για τα πρότυπα όπου η υποκείµενη µετοχή ακολουθεί την εκθετική κίνηση 

Brown.    

Από τον ορισµό του arbitrage, η τιµή στον τρέχοντα χρόνο t = 0 ενός Ασιατικού 

δικαιώµατος πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης µε ποσοστό (percentage) β 

δίνεται από   

        
1

0
( , , ) ( ) ( )

rT n
Q

i

eAPF n T E S T i n S T
n

β β
− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ , 

κάτω από τον ουδέτερο κίνδυνο µε µέτρο πιθανότητας Q.  

Στο πρότυπο των Black και Scholes, η ακόλουθη αλλαγή µέτρησης οδηγεί σε 

αποτελέσµατα που εξετάσαµε στο κεφάλαιο 3. Ας ορίσουµε την πιθανότητα Q  

ισοδύναµη µε την Q από το παράγωγο Radon–Nikodym   

�

      

2
( ) ( ) 2.3 2dQ ( ) (0) exp ( )

dQ (0) (0) 2

r T B T

rT rT

S T S e T B T
S e S e

σ σ
κεφ σ σ

− +
⎛ ⎞

= = −⎜
⎝ ⎠

=
�

+ ⎟ .                                 (61) 

Κάτω από αυτήν την πιθανότητα Q , η � ( ) ( )B t B t tσ= −�  είναι µια κίνηση Brown και 

εποµένως, τα δυναµικά της µετοχής υπό την Q  προκύπτουν από την (1) για �

( ) ( )B t B t tσ= +�  και έχουµε: 

( ) ( )
( )

dS t rdt dB t
S t

σ= + =>  

2( ) ( ) (
S(t)

dS t r dt dBσ σ= + + � )t .                                                                                           (62)   
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Παραδειγµατικά εξετάζουµε την περίπτωση ενός «forward starting» (µε T-n+1>0) 

Ασιατικού δικαιώµατος πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. Χρησιµοποιώντας 

την πιθανότητα  (για Q� (0)dQ=dQ
( )

rTS e
S T

� ), η αντίστοιχη τιµή του δικαιώµατος δίνεται από 

 

                

1

0
( )

(0)( , , )
( )

n

Q i
S T i

SAPF n T E n
n S T

β

−

= β

+

⎡ ⎤⎛ ⎞
−⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎜= ⎟−
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑
� .                                            (63) 

 

            Από αυτόν τον τύπο, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ένα Ασιατικό δικαίωµα 

πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης µπορεί να ερµηνευθεί ως µια ένα Ασιατικό 

δικαιώµα αγοράς µε σταθερή τιµή εξάσκησης βS(0).  

            Οι Henderson και Wojakowski [11] έχουν επιτύχει αποτελέσµατα συµµετρίας 

µεταξύ των Ασιατικών δικαιωµάτων µε κυµαινόµενη-σταθερή τιµή εξάσκησης στην 

«forward starting» περίπτωση του συνεχούς µέσου όρου. Εξέτασαν τα δυναµικά των 

Black και Scholes για την υποκείµενη µετοχή µε µια συνεχή παραγωγή µερισµάτων δ.                        

            Eµείς, θα αποδείξουµε παρόµοια αποτελέσµατα στην περίπτωση των διακριτών 

αριθµητικών Ασιατικών δικαιωµάτων ευρωπαϊκού-τύπου. Τα αποτελέσµατα συµµετρίας 

γίνονται πολύ χρήσιµα για τη µεταφορά γνώσης από τον έναν τύπο ενός δικαιώµατος 

στον άλλο. Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε, ότι δεν υπάρχει καµία τέτοια σχέση 

συµµετρίας για τα δικαιώµατα «in progress».   

 

4.1. Αποτελέσµατα Συµµετρίας για Αριθµητικά Ασιατικά ∆ικαιώµατα 

 

Προκειµένου να δηµιουργήσουµε χρήσιµα αποτελέσµατα συµµετρίας µεταξύ των 

Ασιατικών δικαιωµάτων µε σταθερή-κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης παρόµοια µε αυτά 

των Henderson και Wojakowski [11] στην περίπτωση του διακριτού µέσου όρου, 

εισάγουµε κάποιες επικρατούσες σηµειογραφίες.  
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Ασιατικά δικαιώµατα µε σταθερή τιµή εξάσκησης 

 

Για Ασιατικά δικαιώµατα αγοράς µε σταθερή τιµή εξάσκησης χρησιµοποιούµε τον 

συµβολισµό 

1 2 3 4 5 6 7( ,  , , , ,  ,  )AC x x x x x x x , όπου: 

- 1x  είναι η τιµή εξάσκησης,  

- 2x  η αρχική αξία της διαδικασίας ,  0( ( ))tS t ≥

- 3x  το επιτόκιο ουδέτερου κινδύνου (risk-free),  

- 4x  τα παραγόµενα µερίσµατα ,  

- 5x  η λήξη του δικαιώµατος,  

- 6x  ο αριθµός των όρων στο άθροισµα, και  

- 7x  η ηµεροµηνία έναρξης του µέσου όρου.  

Ανάλογα, για ένα δικαίωµα πώλησης µε σταθερή τιµή εξάσκησης έχουµε τον 

συµβολισµό .  1 2 3 4 5 6 7( ,  , , , ,  ,  )AP x x x x x x x

Για παράδειγµα, το ( , (0), , , , , 1)AP K S r T n T nδ − +  δηλώνει το Ασιατικό δικαίωµα 

πώλησης µε σταθερή τιµή εξάσκησης K και µε ηµεροµηνία λήξης T , που είναι «forward 

starting» µε n όρους και µε τον πρώτο όρο να είναι S(T-n+1). Όπου  δηλώνει ως 

συνήθως την διαδικασία Black και Scholes µε αρχική τιµή S(0) και µε παραγόµενα 

µερίσµατα δ. Τέλος το βραχυπρόθεσµο σταθερό επιτόκιο είναι ίσο µε r.   

0( ( ))tS t ≥

 

Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης 

 

Για δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης, εισάγουµε παρόµοια τον παρακάτω  

ελαφρώς τροποποιηµένο συµβολισµό 

1 2 3 4 5 6 7( ,  y , , , ,  y ,  y )ACF y y y y , όπου: 

-  είναι η αρχική αξία της διαδικασίας  , 1y 0( ( ))tS t ≥

-  το ποσοστό,  2y

-  το επιτόκιο ουδέτερου κινδύνου,  3y
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-  τα παραγόµενα µερίσµατα ,  4y

-  τη λήξη του δικαιώµατος,  5y

-  ο αριθµός των όρων στο άθροισµα, και  6y

-  την ηµεροµηνία έναρξης του µέσου όρου. 7y

 

Για παράδειγµα, το ACF(S(0),K/S(0),δ,r,T,n,0) δηλώνει το Ασιατικό δικαίωµα 

αγοράς ευρωπαϊκού-τύπου µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης, µε ποσοστό K/S(0) και  

ηµεροµηνία λήξης T το οποίο είναι «forward starting» µε n όρους και µε τον πρώτο όρο 

να είναι S(0). Όπου  δηλώνει ως συνήθως την διαδικασία Black και Scholes µε  

αρχική τιµή S(0) και µε παραγόµενα µερίσµατα r. Τέλος το βραχυπρόθεσµο σταθερό 

επιτόκιο είναι ίσο µε δ. 

0( ( ))tS t ≥

 

Ανάλογα, για ένα δικαίωµα πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης έχουµε τον 

συµβολισµό . 1 2 3 4 5 6 7( ,  y , , , ,  y ,  y )APF y y y y

 

Χρησιµοποιώντας αυτούς τους συµβολισµούς, επιτυγχάνουµε τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα συµµετρίας. 

 

  Θεώρηµα 4.1 

 

      ( , (0), , , , , 1) (0), , , , , ,0
(0)
KAP K S r T n T n ACF S r T n

S
δ δ

⎛ ⎞
− + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

      ( )( (0), , , , , , 1) (0), (0), , , , ,0ACF S r T n T n AP S S r T nβ δ β δ− + =  

και 

      ( , (0), , , , , 1) (0), , , , , ,0
(0)
KAC K S r T n T n APF S r T n

S
δ δ

⎛ ⎞
− + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

      ( )( (0), , , , , , 1) (0), (0), , , , ,0APF S r T n T n AC S S r T nβ δ β δ− + = . 
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Απόδειξη. 

 

Θα αποδείξουµε µόνο το πρώτο αποτέλεσµα συµµετρίας δεδοµένου ότι τα άλλα 

προκύπτουν µε παρόµοιο τρόπο. Έχουµε λοιπόν, 

 ( , (0), , , , , 1)AP K S r T n T nδ − +
1

0

1 ( )
n

rT Q

i
e E K S T i

n

−
−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

 

                                                  
( ) 1

0

( ) (0) 1 ( ) (0)
(0) ( ) ( )

r T n
T Q

i

e S T KS S T i Se E
S S T n S T

δ
δ

− − −
−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞−
= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . 

Όπως πριν θα ορίσουµε την πιθανότητα  ισοδύναµη µε την Q από το παράγωγο 

Radon–Nikodym  αλλά τώρα δίνοντας βαρύτητα στην µερισµατική απόδοση δ 

Q�

        
2

( )

( ) exp ( )
(0) 2r T

dQ S T T B T
dQ S e δ

σ σ−

⎛ ⎞
= = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
. 

Επειδή  
2

2

2

(( ) )( ) ( )
2 (( ) ) ( ( ) ( )

2

(( ) ) ( )
2

( ) (0) ( )
( )

( ) (0)

r T i B T i
r i B T i B

r T B T

S T i S e S T i e
S T

S T S e

σδ σ σδ σ

σδ σ

− + − + −
− − + + − −

− + +

⎫
− = ⎪ −

=> =⎬
⎪= ⎭

�
� �

�

T
 και έχουµε: 

 

( , (0), , , , , 1)AP K S r T n T nδ − + =  

21

0

(0) 1 (0)exp ( ( ) ( ))
( ) 2

n
T Q

i

KSe E S r i B T i B T
S T n

δ σδ σ
−

−

=
+

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − − + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦

∑� � � =  

2

exp (( ) ) ( (0) ( ))
2

T Qe E K r T B B Tδ σδ σ−
⎡⎛ ⎡ ⎤

= − − + + −⎢⎜ ⎢ ⎥⎜⎢ ⎣ ⎦⎝⎣

� � �

21

0

1 (0)exp ( ( ) ( ))
2

n

i
S r i B T i B T

n
σδ σ

−

=
+

⎤⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎥− − − + + − − ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎟ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎠ ⎦

∑ � � .

Κάτω από αυτήν την πιθανότητα , η Q� ( ) ( )B T i B T− −� �  είναι µια κίνηση Brown και 

εποµένως, τα  δυναµικά της µετοχής υπό την Q  δίνονται από  �
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         2( ) (( ) ) ( )
( )

dS T r dt d
S T

δ σ σ= − + + �B t

)

. 

Λόγω των ανεξάρτητων προσαυξήσεων, η ( ) (B T i B T− −� �  έχει την ίδια κατανοµή όπως 

η ( )B i�  και η ( )B i− � , και µπορούµε να επικεντρωθούµε στη διαδικασία  που 

ορίζεται από   

*( ( ))tS t

       
2

*( ) (0)exp ( )
2

S i S r i B iσδ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

� . 

 Τότε η παραπάνω σχέση γίνεται: 

* 1
*

0

( ) 1( , (0), , , , , 1) ( )
(0)

n
T Q

i

KS TAP K S r T n T n e E S i
S n

δδ
−

−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + = −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑�  

                                                 
1

0

( ) 1 ( )
(0)

n
T Q

i

KS Te E S i
S n

δ
−

−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑

� �   

µε τη διαδικασία ( (  ))tS t�  να καθορίζεται από    

              
2

( ) (0)exp ( )
2

S i S r i B iσδ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

�  

µε ( ( ))tB t  µία κίνηση Brown υπό την Q. Αποδείχτηκε άρα ότι:  

       ( , (0), , , , , 1) (0), , , , , ,0
(0)
KAP K S r T n T n ACF S r T n

S
δ δ

⎛ ⎞
− + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Από τις ισότητες του θεωρήµατος 4.1 είναι σαφές ότι χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα 

του κεφαλαίου 3, µπορούµε να πάρουµε φράγµατα για ένα Ασιατικό δικαίωµα µε 

κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης µέσω των φραγµάτων για ένα Ασιατικό δικαίωµα µε 

σταθερή τιµή εξάσκησης. 

 

Σηµείωση: Επισηµαίνουµε ότι το επιτόκιο και τα παραγόµενα µερίσµατα έχουν αλλάξει 

τους ρόλους τους κατά την µετάβαση, από ένα Ασιατικό δικαίωµα µε κυµαινόµενη τιµή 

εξάσκησης σε ένα άλλο µε σταθερή ή αντίστροφα.   
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4.2 Άµεση προσέγγιση 

 

Στην προηγούµενη παράγραφο παρουσιάσαµε αποτελέσµατα συµµετρίας 

παρόµοια µε αυτά των Henderson και Wojakowski [11] στην περίπτωση του διακριτού 

µέσου όρου. Σε αυτό που ακολουθεί δείχνουµε πως µπορούµε άµεσα να παράγουµε 

φράγµατα για τα Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης, χωρίς την 

χρήση συµµετρίας. Επίσης τονίζουµε ότι αυτά τα φράγµατα µπορούν να διαχειριστούν 

και τα «in progress» και τα «forward-starting» Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη 

τιµή εξάσκησης σε αντίθεση µε την προσέγγιση που χρησιµοποιεί συµµετρία.  

Γράφοντας τους τύπους S(T-i) και S(Τ) σύµφωνα µε την προσέγγιση των Blacκ και 

Scholes οδηγεί στο 

       

2

2

1 ( )( ) ( )
2

0

( ) ( )
2

( ) (0)
( )

(0)

n r T i B T i

i

r T B T

S T i S e
S T

S e

σ σ

σ σ

− + − + −

=

+ +

−
= =∑

�

�
S =>   

       
21

1 1( ) ( ( ) ( ))0 2

0 0

( )
:

( )
i

n
n nr i B T i B T Yi

i
i i

S T i
e

S T

σ σ
−

− −− + + − −
=

= =

−
= = =∑ ∑

� �
S a e∑                                              (64) 

µε 

2

2 2

( )
2

( ( ) ( )) (0, ), . [ ] 0 και 

 
i

Q
i i

r i

i

Y B T i B T N i E Y i

a e
σ

σ σ δηλ

και

− +

⎫
= − − = = 2

Yσ σ ⎪
⎪
⎬
⎪
⎪= ⎭

�� � ∼

.                           (65)  

Σηµειώνουµε ότι η  είναι στην πραγµατικότητα µία σταθερά. Από το παραπάνω 

είναι ξεκάθαρο ότι το  είναι ένα άθροισµα Λογαριθµο-Κανονικών µεταβλητών και έτσι 

µπορούµε να εφαρµόσουµε τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου 3.   

0
0

Ya e

S

 

Στην υπόλοιπη ενότητα, µελετάµε λεπτοµερώς µόνο την «forward starting» περίπτωση. 

Η «in progress» περίπτωση µπορεί να εξεταστεί µε παρόµοιο τρόπο. 
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4.2.1. Κάτω φράγµα  

 

Προκειµένου να ληφθεί ένα κάτω φράγµα καλής ποιότητας για το «forward 

starting» Ασιατικό δικαίωµα, θεωρούµε ως µεταβλητή δέσµευσης µια κανονική τυχαία 

µεταβλητή Λ η οποία να είναι όσο πιο όµοια µε το . Εµπνευσµένοι από την επιλογή για 

την περίπτωση του δικαιώµατος µε σταθερή τιµή εξάσκησης, παίρνουµε 

S

        
1

0
( ( ) ( ))

n

i
i

B T i B Tβ
−

=

Λ = − −∑ � �                                                                                              (66) 

µε τα iβ  να είναι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί. 

Ειδικότερα για:  

1) 
2

(
2

r

i e
σ

β
− +

=
)i

 βρίσκουµε την προσέγγιση πρώτης-τάξης του .  S

2) Εάν iβ  ισούται µε 3 21 1 11/
3 2 6

n n− + n  για όλα τα i, τότε 

( [ln ]) / var [lnQ QEΛ = − � �G� G G �]  είναι ο τυποποιηµένος λογάριθµος του 

γεωµετρικού µέσου όρου :  G

      
1/1/ 21 1

0 0

( ) exp ( ( ) ( ))
( ) 2

nnn n

i i

S T i r i B T i B T
S T

σ σ
− −

= =

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞−
= = − + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
∏ ∏ � �

��

G   ,               (67) 

      µε 

      
2 1[ln ]

2 2
Q nE r σ⎛ ⎞ −

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� G  

     
2 21 1

3 2
2 2

0 0

1 1 1var [ln ] min( , )
3 2 6

n n
Q

i j

i j n n n
n n
σ σ− −

= =

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑� G + . 

 

Αυτή η επιλογή του Λ είναι παρόµοια µε την επιλογή στην (15) του Νielsen και 

Sandmann [16]  στην περίπτωση της σταθερής τιµής εξάσκησης. 
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Για γενικό iβ , έχουµε από την (81) του παραρτήµατος (µε αντικατάσταση των 

: ( )[ ( )], , [ ]Y iE Y i Eσ Λ ) ότι η /iY λΛ =  είναι κανονικά κατανεµηµένη µε µέση τιµή i
ir σ

σΛ

 

και διακύµανση . Όπου 2 (1 )
iY irσ − 2

0 0r =  και για   1i ≥

1

0

1 1

0 0

min( , )
cov( ( ) ( ), )

min( , )

n

j
j

i n n

i j
i j

i j
B T i B Tr

i
i i

β

σ
β β

−

=

− −
Λ

= =

− − Λ
= =

∑

∑∑

� �

j
                                                 (68) 

µε . 
1 1

2

0 0
min( , )

n n

i j
i j

i jσ β β
− −

Λ
= =

= ∑ ∑

Και για τις δύο επιλογές του Λ που θεωρήσαµε, οι συσχετίσεις  είναι θετικές. ir

 

Ανάλογα λοιπόν µε το θεώρηµα 3.1.2 το ακόλουθο, δηλώνει ένα κάτω φράγµα για την 

τιµή του δικαιώµατος ( , , )APF n Tβ .  

 

θεώρηµα 4.2.1.  

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (64)–(65) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε 

S

[ ( ( ) ( )), ]B T i B Tσ − −� � Λ  είναι 

διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. Τότε το συµονοτονικό  κάτω φράγµα 

για την τιµή του δικαιώµατος ( , , )APF n Tβ  δίνεται από  

(0)( , , ) [( ) ]QSAPF n T LB E n
n

β β +≥ Λ = −
� AS =

1
1

0

(0) [ ( ( ))] (0) (1 ( ))
n

ri
i

i

S e r i F n S F n
n

σ β β
−

− −

=

= Φ −Φ − −∑ A AS S β , 

και όπου το ( )F nβAS  λαµβάνεται  από την επίλυση της 

         
2 21

1

0
exp ( ( ))

2

n
i

i
i

rr i r i F nσ nσ β β
−

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + + Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ AS . 
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Απόδειξη 4.2.1: Όµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος 3.1.2, αντικαθιστώντας στην 

(90) τα: , [ ],
ii iE Y Yα σ  από την (65), d=nβ και πολλαπλασιάζοντας µε (0)S

n
 προκύπτει το 

κάτω φράγµα. 

 

4.2.2. Βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα 

  

Ανάλογα µε την περίπτωση του βελτιωµένου συµονοτονικού άνω φράγµατος για 

τα Ασιατικά δικαιώµατα µε σταθερή τιµή εξάσκησης, οι M.Vanmaele et al [6] έχουν βρει 

επίσης ότι και στην περίπτωση των Ασιατικών δικαιωµάτων µε κυµαινόµενη τιµή 

εξάσκησης, η µεταβλητή δέσµευσης 

 , µε  i.i.d. N(0,1) έτσι ώστε 
1

T

k
k

W
=

Λ = −∑ kW ( )B T i−�
1

T id

k
k

W
−

=

=∑ ,   i=0,…n-1,                                         

οδηγεί σε ένα πιο ακριβές άνω φράγµα απ’ ότι άλλες επιλογές, όπως για παράδειγµα η 

µεταβλητή δέσµευσης στο κάτω φράγµα. 

  

θεώρηµα 4.2.2.  

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (64)–(65) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε 

S

[ ( ( ) ( )), ]B T i B Tσ − −� � Λ  είναι 

διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. Τότε το βελτιωµένο συµονοτονικό  

άνω φράγµα για την τιµή του δικαιώµατος ( , , )APF n Tβ  δίνεται από   

(0)( , , ) [( ) ]Q uSAPF n T ICUB E n
n

β β +≤ Λ = −
� S =      

                      ( )
2

2
1

1 ( ) 1 ( ) 2 12
/0

0

(0) 1 ( (i
i

u

n r r i r i
i V

i

S e e r i F n
n

σ
σ υ

υ
)) dσ β υ

−
− − + Φ −

=
=

= Φ − −Φ∑ ∫ S   

                         (0) (1 ( ))uS F nβ β− − S ,  

µε τις συσχετίσεις να δίνονται από cov( ( ) ( ), ) /i
B T i B T ir i

i i TσΛ

− − Λ
= =

� �
T= ,  

για i=1,.. .,n-1 και =0.  0r
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Απόδειξη 4.2.2: Όµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος 3.1.3 και κάνοντας τις 

αντίστοιχες αντικαταστάσεις στην (22) προκύπτει το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω 

φράγµα. Από τις (92)–(93) µπορούµε να πάρουµε την δεσµευµένη κατανοµή  

και την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ ) του . 

/
( )u V

F x
υ=S

uS

   

4.2.3. Φράγµατα βασισµένα στην προσέγγιση των Rogers και Shi 

   

Με έναν παρόµοιο συλλογισµό µε αυτόν της ενότητας 3.2, είναι εύκολο να 

παραχθεί ένα άνω φράγµα βασισµένο στο κάτω φράγµα ακολουθώντας τις ιδέες των 

Rogers και Shi [7] και Νielsen και Sandmann [16].  

Στο ακόλουθο θεώρηµα δηλώνουµε ένα άνω φράγµα για το APF(n, β, T) σε 

σχέση µε ένα σταθερό σφάλµα ε. Σηµειώνουµε ότι το σφάλµα φράγµατος ε είναι 

ανεξάρτητο από την τιµή εξάσκησης Κ.  

 

θεώρηµα 4.2.3.  

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (64)–(65) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε 

S

[ ( ( ) ( )), ]B T i B Tσ − −� � Λ  είναι 

διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. Τότε το άνω φράγµα για την τιµή του  

( , , )APF n Tβ  δίνεται από  

     (0)( , , ) { [( ) ] }QSAPF n T UB E n
n

β β +≤ Λ = − +
� AS ε ,                                                                        

όπου το σφάλµα φράγµατος ε ισούται 

     
1 211 11 ( )

2
0

0 0

1 1[ var ( / )]
2 2

ij ij ij ij
n n r rQ Q

i j
i j

E a a e
2 2(1 )σσ υ σ σ

ε
−− − Φ + −

= =

⎧
= Λ = ⎨

⎩
∑ ∑∫

� � AS   

                                            
2 2 1

1/ 2211 ( ) ( )
2

0

i i
n r r i r i

i
e d

σ σ υ
υ

−− − + + Φ

=

⎫⎛ ⎞ ⎪− ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭
∑              

µε 

    
2

exp ( )
2i ja a r i jσ⎡ ⎤⎛ ⎞

= − + +⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎥ ,                                                                

 77



    2min( , )ij i j i jσ = + + ,                                                   

    ij i j
ij ij

jir r
σ σ

= + r .  

                                                                              

Απόδειξη 4.2.3.: Παρόµοια µε αυτήν του θεωρήµατος 3.2.1. 

 

Σε αντιστοιχία µε την παράγραφο 3.3.3 στο ακόλουθο θεώρηµα θα δούµε ότι µπορούµε 

να ενισχύσουµε το σφάλµα φράγµατος ε του θεωρήµατος 4.2.3 κάνοντας το εξαρτηµένο 

από την τιµή εξάσκησης µέσω ενός κατάλληλα επιλεγµένου σταθερού  τέτοιο ώστε 

 που συνεπάγεται ότι . Η δεσµευτική µεταβλητή που χρησιµοποιούµε εδώ 

δίνεται από την (66).  

dΛ

dΛΛ ≥ nK≥S

 

θεώρηµα 4.2. .  *3

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (64)–(65) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε 

S

[ ( ( ) ( )), ]B T i B Tσ − −� � Λ  είναι 

διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα dΛ ∈R   

τέτοιο ώστε d  που συνεπάγεται ότι . Τότε ένα άνω φράγµα για την τιµή του 

δικαιώµατος 

ΛΛ ≥ nK≥S

( , , )APF n Tβ  δίνεται από 

          (0)( , , ) ( )d
SAPF n T UB LB d

n
β ε Λ≤ Λ = Λ + =>

         (0)( , , ) { [( ) ] ( )}QSAPF n T E n d
n

β β + Λ≤ − +
� AS ε , 

οπού d είναι τέτοιο ώστε  Λ nβ≥S  εάν dΛΛ ≥  και µε 

    * 1/ 21( ) { ( )}
2

d dε Λ Λ= Φ  

                   
2 2

1/ 2
1 1

( ) (min( , ) )*

0 0
( ( ))( 1i j i j

n n
r i j r r i j i j r r i j

i j
i j

e d r i r j eσ σσ
− −

− + + −
Λ

= =

⎧ ⎫
× Φ − +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑∑ − , 

όπου  * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ� Λ  και οι συσχετίσεις  καθορίζονται στην (68). ir
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Απόδειξη 4.2.4.: Παρόµοια µε αυτήν του θεωρήµατος 3.3.3. 

 

Παρατηρήσεις 

  

o Σηµειώνουµε ότι σε αντίθεση µε την 4.2.3 το σφάλµα φράγµατος τώρα 

εξαρτάται από το Κ µέσω τουdΛ . 

 

o Για (1/ var [ln ])Q
i n

σβ =
� G  µε το γεωµετρικό µέσο όρο (GA)  να καθορίζεται 

στην (67), η Λ ισούται µε τον τυποποιηµένο λογάριθµο του γεωµετρικού µέσου 

όρου και η αντίστοιχη 

G

dΛ είναι ίση µε 

            

2

3 2

ln( ) ( )( 1) / 2
2

1 1 1
3 2 6

GA

r n
d

n n n
n

σβ

σ

+ + −
=

− +

� .

 
o Στην περίπτωση που το Λ είναι γραµµικός µετασχηµατισµός της προσέγγισης 

πρώτης-τάξης (FA) του 
1

0
( )

( )

n

i
S T i

S T

−

=
−

= ∑S , δηλαδή Λ= 1

0
( ( ) ( ))n

ii
T i Tβ−

=
Β − −Β∑ � �  µε 

 

2
( )

2
r i

i e
σ

β
− +

= , παίρνουµε 

           

2
( )1 2

0

r in

i
FA

n e
d

σ

β
σ

− +−

=
−

= ∑� .   

  

4.2.4. Μερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα 

 

Στην συνέχεια θα δούµε πώς µπορούµε να κάνουµε πιο ακριβές το βελτιωµένο 

συµονοτονικό άνω φράγµα της 4.4.2. Το παρακάτω φράγµα αποτελείται από ένα ακριβές 

µέρος της τιµής του δικαιώµατος και κάποιου βελτιωµένου συµονοτονικού άνω 

φράγµατος για το υπόλοιπο µέρος. Για να το πετύχουµε αυτό θα βασιστούµε στην 
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θεωρία που αναπτύξαµε στην ενότητα 3.2. Σύµφωνα λοιπόν µε την παράγραφο 3.3.4 

µπορούµε παρόµοια να παραγάγουµε ένα µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα. 

 

θεώρηµα 4.2.4.  

 

Υποθέτουµε ότι το άθροισµα  δίνεται από (64)–(65) και Λ είναι µια κανονικά 

κατανεµηµένη µεταβλητή δέσµευσης έτσι ώστε 

S

[ ( ( ) ( )), ]B T i B Tσ − −� � Λ  είναι 

διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα dΛ ∈R  

τέτοιο ώστε d  που συνεπάγεται ότι . Τότε το µερικώς 

ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα για την τιµή του δικαιώµατος AC(n, K, T) δίνεται 

από   

ΛΛ ≥ S nK≥

  
1

* *

0

(0)( , , ) ( ) (0) ( )
n

ri
i

i

SAPF n T e r i d S d
n

β σ
−

− βΛ Λ
=

≤ Φ − − Φ∑ −  

                             
2

2 *
1

1 ( ) ( ) ( ) 2 12
/0

0

(0) ( 1 ( ( )))i
i

u

n r r i d r i
i V

i

S e e r i F n
n

σ
σ υ

υ
dσ β

−Λ
− − + Φ Φ −

=
=

+ Φ − −Φ∑ ∫ S υ

d

                              

                             
*( )*

/0
(0) ( ) ( )u

d

V
S d F n

υ
β β υΛΦ

Λ =
⎛ ⎞− Φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ S , 

όπου  * ( [ ]) /Qd d E σΛ Λ= − Λ� Λ  και ( [ ]) /QEυ λ σΛ= − Λ� . 

 

Απόδειξη 4.2.4: Παρόµοια µε αυτήν του θεωρήµατος 3.3.4. 

 

 Οι πρώτοι δύο όροι του άνω φράγµατος συνθέτουν το ακριβές µέρος του  

(0) [( ) ]QS E n
n

β +−
� AS , ενώ οι τελευταίοι δύο όροι καθορίζουν το βελτιωµένο 

συµονοτονικό άνω φράγµα για το υπόλοιπο µέρος.   

 

Παρατήρηση 

∆ηλώνοντας την τιµή ενός διακριτού αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος αγοράς 

ευρωπαϊκού  τύπου µε  κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης  µε ηµεροµηνία άσκησης Τ,  n κατά  

µέσο όρο ηµεροµηνίες και ποσοστό β από 
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1

0
( , , ) ( ) ( )

rT n
Q

i

eACF n T E n S T S T i
n

β β
− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ , 

βρίσκουµε από την ισότητα πώλησης-αγοράς στο παρόν: 

                             (0) 1( , , ) ( , , ) (0)
1

rn

r

S eAPF n T ACF n T S
n e

β β
−

−

−
− = −

−
β .                       (69)                               

Ως εκ τούτου, µπορούµε να παράγουµε φράγµατα για το Ασιατικό δικαίωµα αγοράς µε 

κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης από τα φράγµατα για το δικαίωµα πώλησης. 

 

Στην επόµενη ενότητα θα δώσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα ενός Ασιατικού 

δικαιώµατος πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. 

 

4.3. Αριθµητική απεικόνιση 

Στον πίνακα 5 παρουσιάζουµε τα διαφορετικά κάτω και άνω φράγµατα για ένα Ασιατικό 

δικαίωµα πώλησης µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης µε:  

- αρχική τιµή µετοχής S(0)=100,  

- ηµεροµηνία λήξης 120 ηµερών και  

- κατά µέσο όρο περίοδο n 30 ηµερών.  

Οι επιλογές για τη διακύµανση και το επιτόκιο ουδέτερου κινδύνου είναι σ = 0.2, 

0.3, 0.4 και r = 0.09, 0.05 αντίστοιχα. Επίσης το ποσοστό β επιλέγεται µε τιµές: 0.8, 0.9, 

1.0 και 1.1. Συµπεριλαµβάνουµε επίσης, τις εκτιµήσεις τιµών Monte Carlo (βασισµένες 

σε 10.000 προσοµοιωµένες πορείες) µε την προσαρµογή της τεχνικής «variate-control» 

των Kemna και Vorst [14] (Παράρτηµα Β2). Πράγµατι, µε την εφαρµογή της αλλαγής 

µέτρησης στην (61), µπορούµε να ερµηνεύσουµε ένα Ασιατικό δικαίωµα πώλησης µε 

κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης ως ένα Ασιατικό δικαίωµα αγοράς µε σταθερή τιµή 

εξάσκησης βS(0). Ως εκ τούτου µπορούµε να προσοµοιώσουµε τα δυναµικά της τιµής 

της µετοχής (stock-price) σύµφωνα µε την (62), και να χρησιµοποιήσουµε το γεωµετρικό 

µέσο όρο  που δίνεται από την (67) ως «control-variate». G
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Παρατηρούµε παρόµοια συµπεριφορά των κάτω και άνω φραγµάτων όπως και 

στo Ασιατικό δικαίωµα αγοράς µε σταθερή τιµή εξάσκησης εκτός από µερικές 

ενδιαφέρουσες ειδικές περιπτώσεις. 

 
Ειδικές περιπτώσεις 
 

1. Για σ = 0.2, 0.3, 0.4 και β = 0.8 τα κάτω και τα καλύτερα άνω φράγµατα συµπίπτουν 

µέχρι τα τρία ή τέσσερα δεκαδικά και δίνουν έτσι σχεδόν ακριβή αποτελέσµατα. Αν και 

η εκτίµηση τιµών Monte Carlo είναι ελαφρώς υψηλότερη, το διάστηµα [MC  SE] 

συµπίπτει µε το διάστηµα [LBΛ , 

±

dUBΛ ] για Λ = FA ή Λ = GA. Σηµειώνουµε ότι για       

β = 0.8 (σ = 0.2, 0.3) (που είναι µια περίπτωση θεωρητικού ενδιαφέροντος καθώς αυτό 

συµβαίνει σπάνια στην πράξη) οι τιµές PECUB GA και  πάσχουν από τις 

αριθµητικές αστάθειες που προκαλούνται από την σύνθετη αριθµητική ολοκλήρωση.   

ICUB BT

2. Για σ = 0.2 και 0.3, και β = 1.1 η τιµή για το άνω φράγµα  είναι µεγαλύτερη 

από αυτή για το UB FA κάτι το οποίο πρέπει να προκλήθηκε από την πρόσθετη 

ανισότητα Hοlder στην παραγωγή του σφάλµατος φράγµατος .   

UB FAd

( )FAdε �

3. Το µερικώς ακριβές/συµονοτονικό άνω φράγµα PECUB GA είναι το καλύτερο όλων 

των άνω φραγµάτων για σ = 0.2 και β = 1.1.   

 

Σηµείωση: Σύµφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας 

το αποτέλεσµα της ισότητας πώλησης-αγοράς στην (69) µπορούµε εύκολα να πάρουµε 

την τιµή για ένα Ασιατικό δικαίωµα αγοράς µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης. Για 

παράδειγµα, εξετάζουµε την καταχώρηση στον πίνακα 8 µε β = 1.0, σ = 0.2, και r = 0.05. 

Εφαρµόζοντας την (69), λαµβάνουµε ότι LB FA=1.387410, LB GA=1.387411,  

=1.388847, =1.388792, PECUB GA=1.557532, και =1.575395. 

UB GAd

UB FAd ICUB BT
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Παράρτηµα Α. 
 

Μερικά θεωρητικά αποτελέσµατα 
 

Σε αυτήν την ενότητα, όπως αναφέραµε και στο κεφάλαιο 3, θα δώσουµε µία 

περίληψη των διαδικασιών που χρησιµοποιήθηκαν για την λήψη των κάτω και άνω 

φραγµάτων για τα ασφάλιστρα stop-loss των αθροισµάτων  των εξαρτώµενων τυχαίων 

µεταβλητών. Για τα φράγµατα αυτά χρησιµοποιήσαµε την έννοια της 

συµονοτονικότητας και της κυρτής διάταξης, σύµφωνα µε τους Dhaene et al [4] 

(βλ.ενότητα 3.1.) 

S

 

Α.1. Αθροίσµατα των συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών  

 

Ο τύπος  χρησιµοποιείται για το άθροισµα των συνιστωσών του 

συµονοτονικού 

cS

1( ,..., )c
n
cX X  του τυχαίου διανύσµατος 1( ,..., )nX X : 

1 ...c c
nS X X= + + c . 

Θα αποδείξουµε στην συνέχεια ότι προσεγγίζοντας τη συνάρτηση κατανοµής του  

 από τη συνάρτηση κατανοµής του συµονοτονικού αθροίσµατος είναι 

µια καλή στρατηγική υπό την έννοια της κυρτής διάταξης ( ). Τονίζουµε ότι αυτή 

η προσέγγιση θα είναι σηµαντική µόνο εάν µπορούµε εύκολα να καθορίσουµε τη  

συνάρτηση κατανοµής και τα stop-loss ασφάλιστρα του . Στα δύο επόµενα 

θεωρήµατα, φαίνεται ότι αυτές οι ποσότητες µπορούν πράγµατι εύκολα να καθοριστούν 

από τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών των όρων του αθροίσµατος. 

1 ... nS X X= + + cS

c
cxS S≤

cS

 

Θεώρηµα 1. 

 

Η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής 1
cS

F −  του αθροίσµατος των συµονοτονικών  

τυχαίων µεταβλητών 

cS

1( ,..., )c
n
cX X  δίνεται από :  
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1 1

1
( ) ( ),  0 1c i

n

XS
i

F p F p p− −

=

= < <∑ . 

 

Σε αυτό το θεώρηµα παρατηρούµε ότι η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής του 

αθροίσµατος των συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών είναι απλά το άθροισµα των 

αντίστροφων συναρτήσεων κατανοµών των περιθωρίων κατανοµών τους. 

Λαµβάνοντας υπόψη τώρα τις αντίστροφες συναρτήσεις 1  
iXF − , η α.σ.κ του 

 µπορεί να καθοριστεί ως εξής:  1 ...c c
nS X X= + + c

1( ) sup{ (0,1) ( ) } sup{ (0,1) ( ) }c cS S
F x p F x p p F p−= ∈ ≥ = ∈ ≤cS

x  

                                 1

1
sup{ (0,1) ( ) }

i

n

X
i

p F p x−

=

= ∈ ≤∑ .                                                     (70) 

Στην περίπτωση που έχουµε γνησίως αύξουσες και συνεχείς περιθώριες 

συναρτήσεις κατανοµής, για οποιοδήποτε , η πιθανότητα 1(0) (1)cS
F x F− < < 1

cS
− ( )cS

F x  

καθορίζεται µεµονωµένα από  την 1( ( ))c cS S
F F x x− = , ή ισοδύναµα,  

                             1

1
( ( ))c

i

n

X S
i

F F x x−

=

=∑  ,  .                                        (71)                               1(0) (1)cS
F x F− < < 1

cS
−

Αρκεί έτσι να λύσουµε  την τελευταία εξίσωση για να πάρουµε την ( )cS
F x .  

 

Στο ακόλουθο θεώρηµα, έχει αποδειχτεί (από τους Dhaene et al [4]) ότι τα stop-loss 

ασφάλιστρα ενός αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών µπορούν να 

καθοριστούν από τα stop-loss ασφάλιστρα των όρων του αθροίσµατος.  

 

Θεώρηµα 2.  

 

Τα stop-loss ασφάλιστρα του αθροίσµατος  των συνιστωσών του συµονοτονικού  

τυχαίου διανύσµατος 

cS

1( ,..., )c
n
cX X  δίνονται από:  

1 1

1 1
[( ) ] [( ) ] [( ( ( ))) ],   (F (0)<d<F (1))c ci

n n
c

i i i X
i i

E d E X d E X F F d− −
+ + +

= =

− = − = −∑ ∑ S S S
S 1

c
−                                               

µε τα  να δίνονται ως εξής: id
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1( ( ))   ( 1, 2,..., )cii X S
d F F d i n−= = . 

 

A.2. Συµονοτονικό άνω φράγµα 

 

Θεώρηµα  3. 

 

Για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X έχουµε:  

1 2 1 2... ...c c
n cx n

cX X X X X+ + + ≤ + + + X  . 

 

Απόδειξη.  

 

Αρκεί να αποδείξουµε τον stop-loss συνδυασµό, δεδοµένου ότι είναι προφανές ότι οι 

µέσες τιµές αυτών των δύο αθροισµάτων είναι ίσες. Ως εκ τούτου, πρέπει να 

αποδείξουµε ότι:  

1 2 1 2[( ... ) ] [ ... ) ]c c c
n cx nE X X X d E X X X d+ ++ + + − ≤ + + + −  

ισχύει για όλα τα d µε , δεδοµένου ότι τα stop-loss ασφάλιστρα 

µπορούν να δειχτούν ότι είναι ίσα για άλλες τιµές  του d. 

1 1( (0), (1)c cS S
d F F− −∈ )

Ο ακόλουθος τύπος ισχύει για όλα τα 1 2( , ,..., )nx x x µε 
1

n

i
i

d d
=

=∑ :  

1 2( ... )nx x x d ++ + + −  

1 1 2 2 1 1 2 2(( ) ( ) ... ( )) (( ) ( ) ... ( ) )n n n nx d x d x d x d x d x d+ + += − + − + + − ≤ − + − + + −

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n n

+ +

x d x d x d+ + += − + − + + − .  

Τώρα αντικαθιστώντας τις σταθερές από τις αντίστοιχες τυχαίες µεταβλητές στην 

παραπάνω ανισότητα και παίρνοντας µέσες τιµές, παίρνουµε ότι: 

1 2 1 1 2 2[( ... ) ] [( ) ] [( ) ] ... [( ) ]n n nE X X X d E X d E X d E X d+ + ++ + + − ≤ − + − + + − +              

ισχύει για όλα  τα  d  και  τα  τέτοια ώστε id
1

n

i
i

d d
=

=∑ .  

Με την επιλογή του  και τα  όπως έχουν οριστεί στο θεώρηµα 2, η 

παραπάνω ανισότητα αποδείχτηκε.  

1 1( (0), (1)c cS S
d F F− −∈ ) id
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Το παραπάνω θεώρηµα δηλώνει ότι το κυρτό-µεγαλύτερο άθροισµα των συνιστωσών 

ενός τυχαίου διανύσµατος µε δοσµένες περιθώριες, λαµβάνεται από το συµονοτονικό 

άθροισµα .  cS

Από τα θεωρήµατα 2 και 3 καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το µικρότερο άνω φράγµα 

της µορφής  µε 
1

[( ) ]
n

i i
i

E X d +
=

−∑
1

n

i
i

d d
=

=∑  για το stop-loss ασφάλιστρο  

 είναι το συµονοτονικό άνω φράγµα.  1 2[( ... ) ]nE X X X d ++ + + −

                                                                                                                                                                              

 A.3. Βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα 

 

Τώρα ας υποθέσουµε  ότι έχουµε κάποιες πρόσθετες πληροφορίες διαθέσιµες σχετικά µε 

την στοχαστική φύση του 1 2( , ,..., )nX X X . Ακριβέστερα, υποθέτουµε ότι υπάρχει 

κάποια τυχαία µεταβλητή Λ µε δεδοµένη συνάρτηση κατανοµής, έτσι ώστε να ξέρουµε 

τις δεσµευµένες αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών, δοθέντος ότι Λ = λ, των τυχαίων 

µεταβλητών iX , για όλες τις πιθανές τιµές του λ. Οι Kaas et al [13] όπως είδαµε και στο 

κεφάλαιο 3 καθορίζουν το βελτιωµένο συµονοτονικό άνω φράγµα  όπως στην (3). 

Σηµειώνουµε ότι 

uS

       .
1

/
cn

u
i

i
X

=

⎛ ⎞
= Λ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑S

Προκειµένου να ληφθεί η συνάρτηση κατανοµής του , παρατηρούµε ότι δοθέντος  

Λ=λ, η τυχαία µεταβλητή  είναι ένα άθροισµα από συµονοτονικές τυχαίες µεταβλητές. 

Ως εκ τούτου από θεώρηµα 1 έχουµε,  

uS
uS

n
1 1
/ /

i=1
F (p)= F (u

iX
)p

λ
− −

Λ= Λ=∑S λ
,    p∈[0 , 1]. 

∆οθέντος ότι Λ = λ, η α.σ.κ  του  προκύπτει από την σχέση (70) :  uS
n

1
/ /

i=1
F (x)=sup p [0,1]/ F ( )u

iX
p x

λ λ
−

Λ= Λ=

⎧ ⎫∈ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑S . 

Η α.σ.κ.  του  προκύπτει έπειτα από    uS

Λ/
( ) F (x)dF ( )u uF x

λ
λ

+∞

Λ=−∞
= ∫S S . 
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Εάν οι περιθώριες α.σ.κ. 
/

F
iX λΛ=

 είναι γνησίως αύξουσες και συνεχείς, τότε η  

προκύπτει µε την επίλυση της:   

/
F (u λΛ=S x)

     
n

1
/ /

i=1
F (F (x))u

iX
x

λ λ
−

Λ= Λ=
=∑ S ,                                                (72) -1 -1

/ /
(F (0),F (1))u ux

λ λΛ= Λ=
∈ S S

όπως φαίνεται και από την (71). 

Σε αυτήν την περίπτωση, βρίσκουµε επίσης από το θεώρηµα 2 ότι για οποιοδήποτε 

     -1 -1
/ /

(F (0),F (1)) :u ud
λ λΛ= Λ=

∈ S S

1
/ /

1
[( ) / ] [( ( ( ))) / ]u

i

n
u

i X
i

E d E X F F dλ λ
λ λ−

+ Λ= Λ=
=

− Λ = = − Λ =∑ SS +

))

,                                   (73) 

µε  από το οποίο το ασφάλιστρο stop-loss µε όριο ιδίας κράτησης 

d του  µπορεί να καθοριστεί από την ολοκλήρωση όσον αφορά το λ. 

1
/ /

( (u
ii Xd F F dλ λ
−

Λ= Λ=
= S

uS

  

A.4. Κάτω φράγµα   

 

Έστω 1( ,..., )nX X X  είναι ένα τυχαίο διάνυσµα µε δεδοµένες περιθώριες α.σ.κ  

. Υποθέτουµε όπως στην προηγούµενη παράγραφο ότι υπάρχει κάποια 

τυχαία µεταβλητή Λ µε δοσµένη συνάρτηση κατανοµής έτσι ώστε να ξέρουµε τις 

δεσµευµένες αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών, δοθέντος ότι Λ = λ, των τυχαίων 

µεταβλητών 

1 2
, ,...,

nX X X
F F F

iX , για όλες τις πιθανές τιµές του λ. Αυτή η τυχαία µεταβλητή Λ, ωστόσο, 

δεν πρέπει να είναι η ίδια όπως στην περίπτωση του άνω φράγµατος. Υπενθυµίζουµε από 

τους Kaas et al [13] πως µπορούµε να λάβουµε ένα κάτω φράγµα, από την άποψη της 

κυρτής διάταξης, για 1 2 ... nX X= + + +S� X  δεσµεύοντας σε αυτήν την τυχαία µεταβλητή.  

 Η ιδέα αυτής της ενότητας είναι να παρατηρηθεί ότι η µέση τιµή µιας τυχαίας 

µεταβλητής είναι πάντα µικρότερη ή ίση υπό την κυρτή διάταξη από την ίδια την τυχαία 

µεταβλητή. Οι Dhaene et al [4] έχουν αποδείξει το παρακάτω θεώρηµα. 

  

Θεώρηµα 4. 

 

Για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα X  και οποιοδήποτε τυχαία µεταβλητή Λ, έχουµε: 
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1 2 1 2[ ] [ ] ... [ ] ...n cxE X E X E X X X XΛ + Λ + + Λ ≤ + + + n .   

 

 Παρατήρηση  

  

1. Σηµειώνουµε ότι εάν τα Λ και S είναι αµοιβαία ανεξάρτητα, βρίσκουµε το 

τετριµµένο αποτέλεσµα: [ ] cxE S S≤ . 

2. Αφ' ετέρου, εάν τα Λ και S έχουν ένα προς ένα σχέση (δηλ.το Λ καθορίζει 

εντελώς  το S), το κάτω φράγµα συµπίπτει µε  το S. 

 

Για την δεσµευµένη µέση τιµή , βλ (4), ας υποθέσουµε ότι η τυχαία µεταβλητή 

Λ είναι τέτοια ώστε όλες οι 

AS

[ /iE X ]Λ  να είναι µη-φθίνουσες και συνεχείς συναρτήσεις 

της Λ. Τα ποσοστηµόρια του κάτω φράγµατος  τότε προκύπτουν από AS
n

1 1 1
[ / ]

i=1 1
F ( )= F ( ) [ / F ( )]

i

n

iE X
i

p p E X p− − −
ΛΛ

=

= Λ =∑ ∑AS ,    p [0,1]∈  

και η α.σ.κ. του  που προκύπτει από την (70), δίνεται από   AS
1

1
( ) sup [0,1] / [ / ( )]

n

i
i

F x p E X F p x−
Λ

=

⎧ ⎫
= ∈ Λ = ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑AS . 

Εάν τώρα πρόσθετα υποθέσουµε ότι οι α.σ.κ των τυχαίων µεταβλητών [ /iE X ]Λ  

είναι γνησίως αύξουσες και συνεχείς, τότε η α.σ.κ του  είναι επίσης γνησίως αύξουσα 

και συνεχής, και από την σχέση (71) παίρνουµε για όλα τα , 

AS
1 1( (0), (1)x F F− −∈ A AS S )

1 x−
Λ AS

+

)

       ,                                     (74) 1
[ / ]

1 1
( ( )) [ / ( ( ))]

i

n n

E X i
i i

F F x x E X F F x−
Λ

= =

= <=> Λ = =∑ ∑AS

όπου αναµφίβολα καθορίζει την α.σ.κ υπό την έννοια της κυρτής διάταξης του κάτω 

φράγµατος  για το . Χρησιµοποιώντας  το θεώρηµα 2, τα ασφάλιστρα stop-loss του 

 µπορούν  να υπολογιστούν όπως 

AS S
AS

                       ,                   (75) 1

1
[( ) ] [( [ / ] [ / ( ( ))]) ]

n

i i
i

E d E E X E X F F d−
+ Λ

=

− = Λ − Λ =∑ A
A

SS

που ισχύει για όλα τα . 1 1( (0), (1)d F F− −∈ A AS S
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Μέχρι τώρα, εξετάσαµε την περίπτωση όπου όλες οι  είναι µη-

φθίνουσες συναρτήσεις της Λ. Η περίπτωση όπου όλες οι 

[ /iE X Λ]

][ /iE X Λ  είναι µη-αύξουσες 

και συνεχείς συναρτήσεις της Λ επίσης µας οδηγεί σε ένα συµονοτονικό διάνυσµα 

, και µπορεί να αντιµετωπιστεί µε παρόµοιο τρόπο.   1 2( [ / ], [ / ],..., [ / ])nE X E X E XΛ Λ Λ

 

A.5. Αθροίσµατα των Λογαριθµο-Κανονικών µεταβλητών 

 

Σε αυτήν την ενότητα, µελετάµε τα άνω και κάτω φράγµατα για [( ) ]E d +−S  

όπου  είναι ένας γραµµικός συνδυασµός Λογαριθµο-Κανονικών µεταβλητών. 

∆ηλώνουµε 

S

                                                      
1 1

i

n n
Y

i i
i i

X a e
= =

= =∑ ∑S   ,                                                 (76) 

µε  µία κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή µε µέσο E[ ] και διακύµανση iY iY 2
iYσ  

και .                                                                                            ia ∈R

Σε αυτήν την περίπτωση το ασφάλιστρο stop-loss  µε κάποιο όριο ιδίας κράτησης , 

δηλαδή , µπορεί να ληφθεί από το ακόλουθο θεώρηµα. 

id

[( ) ]i iE X d +−

 

Θεώρηµα 5. 

 

Έστω iX  µία Λογαριθµο-Κανονική τυχαία µεταβλητή της µορφής iY
i iX a e=  µε  

( [ ], )
ii iY N E Y Yσ∼  

και . Τότε το ασφάλιστρο stop-loss µε όριο ιδίας κράτησης  ισούται για   ia ∈R id 0i ia d >

 

2

2
,1 ,2[( ) ] ( ) ( ( ) ) ( ( ) )

i
i

i i i i i i i iE X d sign a e sign a d d sign a d
σ

µ +

+− = Φ − Φ ,                                  (77) 

όπου ln [ ]  , 
ii i i iE Y Yµ α σ= + =σ , Φ είναι η α.σ.κ της τυπικής κανονικής κατανοµής 

N(0,1), και τα  και  καθορίζονται από ,1id ,2id

                  
2

,1 ,2 ,1

ln
,   i i i

i i
i

d
d d

µ σ
i id σ

σ
+ −

= = − .                                                           (78)                                 
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Οι περιπτώσεις 0   είναι τετριµµένες. i ia d <

 

Εξετάζουµε τώρα µια κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή Λ και 

γενικεύουµε ελαφρώς το θεώρηµα 1 των Dhaene et al [5] στις γενικότερες τοποθετήσεις 

µας. Πριν προχωρήσουµε στο θεώρηµα είναι χρήσιµο να παρουσιάσουµε κάποιες έννοιες 

και τύπους για καλύτερη κατανόηση. 

Υπενθυµίζουµε ότι ένα τυχαίο διάνυσµα  έχει την πολυµεταβλητή 

Κανονική Κατανοµή εάν και µόνο εάν κάθε γραµµικός συνδυασµός των µεταβλητών του 

διανύσµατος ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή. Τώρα υποθέτουµε ότι το  

ακολουθεί την Πολυµεταβλητή Κανονική Κατανοµή. Παίρνουµε το Υ και το Λ να είναι 

γραµµικοί συνδυασµοί των µεταβλητών: 

1 2( , ,..., )nY Y Y

1 2( , ,..., )nY Y Y

1

n

i i
i

Y Yα
=

=∑ και 
1

n

i i
i

Yβ
=

Λ =∑ . Έτσι το διάνυσµα 

(Υ,Λ) έχει µια διµεταβλητή Κανονική Κατανοµή. Εν συνεχεία αυτή η διµεταβλητή (Υ,Λ), 

δοθέντος ότι Λ = λ, το Υ  ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέση τιµή και διασπορά 

που δίνονται ως:  

[ ] [ ] [ , ] ( [YE Y E Y r Y E ])σλ
σΛ

Λ = = + Λ − Λλ                                                                     (79)  

και  

 2[ ] (1 [ ,YVar Y r Yλ σΛ = = − Λ 2] )                                                                                      (80)  

όπου το r (Υ, Λ) είναι ο συντελεστής συσχέτισης Pearson για το ζεύγος (Υ, Λ).  

Για την ειδική περίπτωση iY Y= , από τις σχέσεις (79) και (80) βρίσκουµε ότι, 

δοθέντος Λ = λ, η τυχαία µεταβλητή ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε 

παραµέτρους  

iY  

1

2 2 2

[ ] ( / )( [ ]) [ ] ( )

(1 )

i i

i

i i i Y i i Y

i i Y

E Y r E E Y r V

r

µ σ σ λ σ

και

σ σ

−
Λ ⎫= + − Λ = + Φ

⎪
⎬
⎪= − ⎭

 .                                             (81) 

Εφαρµόζοντας τα αποτελέσµατα των Dhaene et al [5] έχουµε ότι: 

α)
1 21 [ ] ( ) ( ) 1 ( )( ) ( )1 1( ) ( ) i i Y i i Yi i i i i

Yii i

E Y r V sign r Usign U
i iX e

F U F U e e σ α σµ α σ
λ α λ

α α
− −− + Φ + − Φ+ Φ− −

Λ= Λ=
= = =

1

        (82) 
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β)
1 22 [ ] ( ) 1/ 2(1 )(1/ 2 )[ ] [ ] i i Y i Yi i i iE Y r V rY

i i i iE X E a e a e e
2
iσ σµ σλ λ α

−+ Φ + −+Λ = = Λ = = =                        (83) 

µε U και (( [ ]) / )V E σΛ= Φ Λ − Λ  να είναι αµοιβαία ανεξάρτητες οµοιόµορφες στο (0 , 1) 

τυχαίες  µεταβλητές. Από (82) και (83) έχουµε το παρακάτω θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 6. 

  

Έστω ότι  δίνεται από την (76) και θεωρούµε µια κανονικά κατανεµηµένη τυχαία 

µεταβλητή Λ έτσι ώστε (  , Λ) είναι διµεταβλητή κανονικά κατανεµηµένη για όλα τα i. 

Τότε οι κατανοµές του βελτιωµένου συµονοτονικού άνω φράγµατος  και του κάτω 

φράγµατος  δίνονται από:   

S

iY

uS
AS

           
1 2[ ] ( ) ( ) 1 ( )1

/
1 1

( ) i i Y i i Yi

i

n nd E Y r V sign a r Uu
X i

i i
F U a e σ −+ Φ + − Φ−

Λ
= =

= =∑ ∑S
1

iσ −

,                                       (84) 

           
1 21[ ] ( ) (1 )

2

1 1
[ / ] i i Y i Yi

n nd E Y r V r

i i
i i

E X a e
2
iσ σ−+ Φ + −

= =

= Λ =∑ ∑AS  ,                                                   (85)  

όπου U και (( [ ]) / )V E σΛ= Φ Λ − Λ  όπως οριστήκαν παραπάνω, Φ είναι η α.σ.κ της N 

(0,1) κατανοµής και  καθορίζεται από  ir

       cov[ , ]( , )
i

i
i i

Y

Yr corr Y
σ σΛ

Λ
= Λ = . 

Όταν για όλα τα i είναι ( ) ( )i isign a sign r=  για 0ir ≠ , ή για όλα τα i  

για 0 , τότε το  είναι συµονοτονικό. 

( ) ( )i isign a sign r= −

ir ≠ AS

Έχει δειχτεί στους  Dhaene et al [9] ότι, 
1[ ] ( ) ( )1 ( ) ,0 1i i Yi

Yi
i

E Y sign p
ie

F p e pα σ

α
α

−+ Φ− = < <  .                                                                       (86) 

Από την (71) και δεδοµένου της (86) παίρνουµε την (87) από την επίλυση της οποίας 

προκύπτει η ( )cS
F x : 

 .                                                    (87) 
1[ ] ( ) ( ( )) 1

1
,    (0) (1)i i Y ci S

c

n E Y sign F x
i S

i
e x Fα σα

−+ Φ −

=

= < <∑ 1
cS

x F −

Aπό την (87) και το θεώρηµα 5 προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για το stop-loss 

ασφάλιστρο του µε δοσµένο d µε :  cS 1 1(0) (1)c cS S
F d F− −< <
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2[ ] ( / 2) 1

1
[( ) ] ( ( ) ( ( ))) (1 ( )).i Yi

c
i

n
E Yc

i i Y S
i

E S d e sign F d d F dσα α σ+ −
+

=

− = Φ −Φ − −∑ cS
                 (88) 

Ανάλογη έκφραση υπάρχει και για το stop-loss ασφάλιστρο του  που 

χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη του θεωρήµατος 3.2.1. Από την (74) η 

S A

( )
S

F xA  µπορεί 

να ληφθεί από την επίλυση της : 
1 2 2[ ] ( ( )) 1/ 2(1 )

1

i i Y i Yi S

n E Y r F x r
i

i
e σα

−+ Φ + −

=

=∑ A i xσ

S A

.                                                                                 (89) 

Όµοια µε την (88) προκύπτει η έκφραση για το stop-loss ασφάλιστρο του  S A

2[ ] ( / 2) 1

1
[( ) ] [ ( ( ))] (1 ( ))i Yi

i

n
E Y

i i Y S
i

E S d e r F d d F dσα σ+ −
+

=

− = Φ −Φ − −∑ A
A .                            (90)                               

Τέλος καθορίζουµε τη α.σ.κ. του . Επειδή ηuS (uS
F x V )υ=  είναι η α.σ.κ. ενός 

αθροίσµατος n συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών, έχουµε ότι:  

1 2
( )[ ] ( ) ( ) 1 ( )1

1
( ) i i Y i i i Yi

u

n
E Y r sign r p

iS V
i

F p e σ υ α σ

υ
α

−+ Φ + − Φ−
=

=

= ∑
1−

.                                                           (91)  

Για 1 (0) (1)uS V S V
F x F

υ
− −

=
< < 1

u υ=
, oι δεσµευµένες πιθανότητες (uS

F x V )υ=  προκύπτουν 

επίσης από την επίλυση της:  
1 2 1[ ] ( ) ( ) 1 ( ( ))

1

i i Y i i Y ui i S

n E Y r sign r F x V
i

i
e σ υ α σ υα

− −+ Φ + − Φ =

=

x=∑                                                                  (92)  

όπου . ( , )i ir corr Y= Λ

Η α.σ.κ. του  προκύπτει τότε από την:  uS
1

0

( ) ( )u uS S
F x F x V dυ υ= =∫ .                                                                                             (93) 
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Παράρτηµα Β. 
 

Β1) Εδώ δίνουµε τους σχετικούς πίνακες που χρησιµοποιήθηκαν σε όλα τα αριθµητικά 

παραδείγµατα του κεφαλαίου 3 και 4 και περιέχονται στα έγγραφα των: M. Vanmaele et 

al. [6], Nielsen και Sandmann [16] και Jacques [12]. 

 

Πίνακας για την παράγραφο 3.5.3  

 

 
Πίνακας 3 

Σύγκριση των προσεγγίσεων LN και IG του Jacques µε τα φράγµατά µας 

 

µε σ: διακύµανση σε ετήσια βάση, Κ: τιµή εξάσκησης, LN: λογαριθµο-κανονική 

προσέγγιση ενός αθροίσµατος λογαριθµοκανονικών, IG: αντίστροφη Gaussian 

προσέγγιση ενός αθροίσµατος λογαριθµοκανονικών, MC: τιµή Monte Carlo µε σφάλµα 

φράγµατος (SE) βασισµένο σε 10.000 επαναλήψεις, οι συµβολισµοί για τα άλλα 

φράγµατα δίνονται στον πίνακα 2. 

 

Πίνακας για την παράγραφο 3.5.4 

 

 
Πίνακας 4 

Σύγκριση των φραγµάτων µας µε αυτά των Nielsen και Sanmann 
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µε σ: διακύµανση σε ετήσια βάση, Κ: τιµή εξάσκησης, MC: τιµή Monte Carlo µε σφάλµα 

φράγµατος (SE) βασισµένο σε 10.000 επαναλήψεις, ,**,G
AC *,G

AC , : (τα φράγµατα ,N G
AC

,u G
AC  για τις διαφορετικές επιλογές των συντελεστών ), οι συµβολισµοί για τα άλλα 

φράγµατα δίνονται στον πίνακα 2.    

ia

 

Πίνακας για την ενότητα 4.3   

  

 

 
Πίνακας 5 

Σύγκριση φραγµάτων για Ασιατικά δικαιώµατα µε κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης 
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µε: 

 
 

Β2) Ρυθµιστική Μεταβλητή (Control Variate) 

 
Aν η υποκείµενη µετοχή υποτεθεί ότι ακολουθεί Λογαριθµο-Κανονική κατανοµή, 

τότε ο γεωµετρικός µέσος όρος της είναι Λογαριθµο-Κανονικός. Σε ένα κλασσικό 

έγγραφο, οι Kemna και Vorst (1990) χρησιµοποίησαν αυτό το γεγονός για να 

παραγάγουν µια αναλυτική λύση για την τιµή ενός γεωµετρικού Ασιατικού δικαιώµατος 

(geometric average rate option). Χρησιµοποιούν αυτή την λύση ως «control variate» για 

µια λύση Monte-Carlo για την τιµολόγηση ενός αριθµητικού Ασιατικού δικαιώµατος 

(arithmetic average rate option).   
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