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Περίληψη 
 

Σκοπός της διπλωµατικής εργασίας, ήταν η θεωρητική µελέτη και προσοµοίωση των 

συστηµάτων MIMO ενός χρήστη, εστιάζοντας όµως το ενδιαφέρον στη χωρητικότητα 

που µπορεί να επιτευχθεί µε αυτά τα συστήµατα και σε βασικούς παράγοντες που 

µπορούν να την επηρεάσουν. Τα συστήµατα πολλαπλών εισόδων – πολλαπλών εξόδων 

(multiple input – multiple output, MIMO) αποτελούν ένα νέο πεδίο έρευνας στο χώρο 

των ασύρµατων επικοινωνιών. Βασικό χαρακτηριστικό αυτών των συστηµάτων είναι η 

χρήση περισσότερων της µίας κεραιών στο ποµπό και το δέκτη, γεγονός που όπως θα 

δούµε υπόσχεται βελτίωση σε θέµατα όπως για παράδειγµα η αξιοπιστία  και η 

χωρητικότητα.  

Αρχικά αναφερθήκαµε στους βασικούς µηχανισµούς διάδοσης σε ασύρµατο δίαυλο 

και κάναµε µία εισαγωγή στα συστήµατα MIMO. Ακολούθως παρουσιάσαµε εποπτικά 

τις κατηγορίες συστηµάτων SISO, SIMO, MISO και MIMO, αποδεικνύοντας αναλυτικά 

και την έκφραση της χωρητικότητας που ισχύει σε κάθε µία κατηγορία. Στη συνέχεια 

καλύψαµε το βασικό θεωρητικό υπόβαθρο των συστηµάτων MIMO και υπολογίσαµε 

αναλυτικά τη χωρητικότητα στην περίπτωση καναλιών που υπόκεινται σε διαλείψεις 

Rayleigh και Rician. Επίσης, εξετάσαµε και την επίδραση στη χωρητικότητα καναλιών 

επιλεκτικών ως προς τη συχνότητα καθώς και την επίδραση που έχει το φαινόµενο της 

χωρικής συσχέτισης. Τέλος, κάναµε µία εισαγωγή στην τεχνική της εικονικής 

αναπαράστασης καναλιών (virtual channel representation)  και την εφαρµόσαµε για τον 

υπολογισµό της χωρητικότητας MIMO.  
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decomposition, Waterfilling, χωρική συσχέτιση, χωρική διαφορισιµότητα, διαλείψεις 
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 II

Abstract 
 

The purpose of this thesis was the theoretical study and simulation of single – user 

MIMO systems, focusing on the capacity that can be achieved with those systems and on 

the parameters that influence it. The multiple input – multiple output systems form a 

recent research field in the wireless communications section. The basic characteristic of 

those systems is the use of more than one antennas in the transmitter and the receiver. 

This fact provides improvement in performance measures such as reliability and 

capacity. 

Firstly, we referred to the basic propagation mechanisms in a wireless channel and we 

introduced MIMO systems. Then, we presented in a supervisory way the system 

categories SISO, SIMO, MISO and MIMO, proving analytically the capacity expression 

in every one of these categories. In the following, we covered the basic theoretical 

background of MIMO systems and we estimated the capacity in both Rayleigh and 

Rician channels. Moreover, we investigated the influence of frequency selective channels 

and spatial correlation in capacity. Finally, we introduced the virtual channel 

representation technique and we applied this technique to the estimation of MIMO 

capacity.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Εισαγωγή 
 
 

1.1 Eξέλιξη των ασύρµατων επικοινωνιών  
 

Η εποχή των ασύρµατων επικοινωνιών ξεκινάει στα 1861, όταν o Maxwell προτείνει 

την µαθηµατική θεωρία των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο King’s College του 

Λονδίνου. Μερικά χρόνια αργότερα, το 1887, ο Hertz επιδεικνύει πρακτικά την ύπαρξη 

τέτοιου είδους κυµάτων, χρησιµοποιώντας στάσιµα κύµατα (standing waves) στο 

πανεπιστήµιο της Καρλσρούης. Η χρονολογία ορόσηµο για τις ασύρµατες επικοινωνίες 

υπήρξε όµως το 1895, όταν ο Marconi, φοιτητής ακόµα στο πανεπιστήµιο της Μπολόνια, 

κατασκευάζει και θέτει σε λειτουργία τον ασύρµατο τηλέγραφο. Τρία χρόνια αργότερα, 

το 1898, επιτυγχάνει την ασύρµατη ζεύξη του καναλιού της Μάγχης, πλάτους 52 

χιλιοµέτρων, ενώνοντας το Dover µε το Wimereux.  

 Η αστική χρήση της ασύρµατης τεχνολογίας ξεκινά µε την εγκατάσταση του 

πρώτου κινητού τηλεφωνικού συστήµατος εύρους 2 MHz, το 1921 για την αστυνοµική 

διεύθυνση του Detroit. Τα πλεονεκτήµατα της νέας τεχνολογίας γίνονται αµέσως 

φανερά, όµως η έλλειψη καναλιών στις ζώνες χαµηλών συχνοτήτων καθιστά ανέφικτη 

την ευρύτερη χρήση της. Το 1933, ο Armstrong εφευρίσκει τη διαµόρφωση συχνότητας 

(Frequency Modulation – FM), η οποία έδωσε την δυνατότητα για υψηλής ποιότητας 

ασύρµατες επικοινωνίες. Το 1946 η Bell Systems εισάγει ένα προσωπικό σύστηµα 

επικοινωνιών (Personal Correspondence System) που λειτουργεί στα 150 MHz µε 

κανάλια φωνής διαχωρισµένα ανά 120 KHz. Καθώς η ζήτηση για δηµόσιες ασύρµατες 

υπηρεσίες συνεχώς αυξάνεται, η AT&T κατασκευάζει χρησιµοποιώντας τεχνολογία FM 

τo σύστηµα IMTS (Improved Mobile Telephone Service). Αυτά είναι τα πρώτα  

συστήµατα κινητής τηλεφωνίας  που συνδέονται µε το ήδη υπάρχον δηµόσιο τηλεφωνικό 

δίκτυο και χρησιµοποιούν καθορισµένο αριθµό ραδιοκαναλιών σε  µια περιορισµένη 

γεωγραφική περιοχή. 
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 Η επέκταση της τεχνολογίας για την εξυπηρέτηση περισσότερων χρηστών µε την 

χρήση πλήρως αµφίδροµων καναλιών (full duplex channels) προϋπόθετε την επέκταση 

του εύρους ζώνης. Η λύση ήταν τα κυψελωτά συστήµατα, που συνέλαβε ο Ring στα 

εργαστήρια Bell το 1947. Η κυψελωτή προσέγγιση ως γνωστόν, διαιρεί την περιοχή 

ραδιοκάλυψης σε µικρότερα τµήµατα ή κυψέλες (cells), σε κάθε µια από τις οποίες 

χρησιµοποιείται υποσύνολο των συνολικά διαθέσιµων διαύλων. Το πρώτο αναλογικό 

κυψελωτό σύστηµα υψηλής χωρητικότητας κατασκευάστηκε από την AT&T το 1970 και 

ονοµάστηκε AMPS (Advanced Mobile Phone Service). Από τότε τα κυψελωτά 

συστήµατα αναπτύχθηκαν µε εκρηκτικό ρυθµό µε αποτέλεσµα στη σύγχρονη εποχή να 

εξυπηρετούν σχεδόν 1 δισεκατοµµύριο συνδροµητών. Από τα υπάρχοντα συστήµατα 

ξεχωρίζει το σύστηµα GSM (Global System for Mobile) που χρησιµοποιείται στην 

Ευρώπη και κατέχει το µεγαλύτερο µερίδιο στην παγκόσµια αγορά. Στις Ηνωµένες 

Πολιτείες στα κυψελωτά δίκτυα εφαρµόζεται το πρότυπο IS – 136, που χρησιµοποιεί την 

τεχνική πολλαπλής πρόσβασης µε διαίρεση χρόνου (TDMA – Time Division Multiple 

Access) και το IS – 95, που βασίζεται στην πολλαπλή πρόσβαση µε διαίρεση κώδικα 

(CDMA – Code Division Multiple Access). Οι διαρκώς αυξανόµενες απαιτήσεις για 

υψηλότερες φασµατικές αποδόσεις και ρυθµούς µετάδοσης οδήγησαν στην ανάπτυξη 

των λεγόµενων τεχνολογιών τρίτης γενιάς (3G), η οποία όµως απέτυχε να προσφέρει ένα 

παγκοσµίως κοινό πρότυπο. Τα πρότυπα UMTS (ευρυζωνική CDMA) και 1XRTT είναι 

σήµερα τα πιο διαδεδοµένα ασύρµατα συστήµατα τρίτης γενιάς. 

 

 

1.2 Βασικοί µηχανισµοί διάδοσης 
 

Το σήµα κατά τη διάδοσή του από τον ποµπό στο δέκτη, µέσω ενός ασύρµατου 

διαύλου, υπόκειται σε ορισµένους µηχανισµούς διάδοσης που είναι η απευθείας διάδοση, 

η ανάκλαση, η περίθλαση και η σκέδαση. Η ύπαρξη αυτών των µηχανισµών οφείλεται 

στην παρουσία διαφόρων φυσικών ή τεχνητών αντικειµένων, που παρεµβάλλονται 

µεταξύ ποµπού και δέκτη και συµµετέχουν στη διάδοση. Φυσικά, αυτά τα αντικείµενα 

συνήθως κινούνται µε τυχαίο τρόπο µέσα στο περιβάλλον. Αποτέλεσµα αυτών των 

µηχανισµών διάδοσης είναι το µεταδιδόµενο σήµα να φτάνει στο δέκτη µέσω πολλών 
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διαφορετικών διαδροµών. Αυτό το φαινόµενο καλείται πολυδιαδροµική διάδοση 

(multipath propagation). 

Οι πολυδιαδροµικές συνιστώσες που λαµβάνει ο δέκτης γενικά έρχονται από 

διαφορετικές κατευθύνσεις και διαφέρουν µεταξύ τους στο χρόνο άφιξης, στη φάση αλλά 

και στο πλάτος. Ωστόσο συνδυάζονται µεταξύ τους στην κεραία λήψης, µε αποτέλεσµα 

να παράγεται ένα  σύνθετο λαµβανόµενο σήµα. Αυτός ο συνδυασµός των συνιστωσών 

του σήµατος στην κεραία λήψης οδηγεί τελικά σε αρνητική ή θετική συµβολή, που  

εκφράζεται µε τις αυξοµειώσεις στο πλάτος του λαµβανόµενου σήµατος. Αυτές οι 

διακυµάνσεις στο πλάτος του σήµατος λήψης ονοµάζονται διαλείψεις (fading).  

Όσον αφορά το πλάτος του σήµατος λήψης, µπορεί να θεωρηθεί ως άθροισµα τριών 

συνιστωσών που είναι η µέση τιµή των απωλειών διάδοσης (mean propagation path 

loss), οι διαλείψεις ευρείας κλίµακας (large scale fading) και οι διαλείψεις µικρής 

κλίµακας (small scale fading).  

 

 

1.2.1 Απώλειες διάδοσης ελεύθερου χώρου 

Σε αυτό το µοντέλο διάδοσης γίνεται η υπόθεση ότι µεταξύ της κεραίας ποµπού και 

της κεραίας του δέκτη δεν υπάρχουν καθόλου τεχνητά ή φυσικά εµπόδια τα οποία θα 

µπορούσαν να προκαλέσουν ανάκλαση ή επιπλέον εξασθένηση του σήµατος που 

διαδίδεται. Αντίθετα, το σήµα που εκπέµπεται φτάνει στην κεραία του δέκτη µέσω 

απευθείας διαδροµής (Line Of Sight, LOS). Όπως γίνεται κατανοητό, η υπόθεση 

ελεύθερου χώρου είναι το απλούστερο µοντέλο υπολογισµού των απωλειών διάδοσης. 

Κάτω από αυτές τις συνθήκες και υπό την προϋπόθεση ότι οι κεραίες εµποµπής και 

λήψης είναι ισοτροπικές, η ισχύς που λαµβάνεται στο δέκτη θα είναι ελαττωµένη σε 

σχέση µε την ισχύ εκποµπής κατά ένα παράγοντα sL  που εκφράζει τις απώλειες 

ελεύθερου χώρου (Free Space Loss, FSL). Θα ισχύει: 
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s
dL π

λ
⎛= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (1.1) 

 3



όπου µε  συµβολίζουµε την απόσταση µεταξύ κεραίας εκποµπής και κεραίας λήψης 

και 

d

λ  είναι το µήκος κύµατος του διαδιδόµενου σήµατος. Η ισχύς λήψης µπορεί να 

εκφραστεί ως εξής: 

 T T R
R

s

P G GP
L

=  (1.2) 

όπου  και  είναι η εκπεµπόµενη και λαµβανόµενη ισχύς,  και  είναι τα κέρδη 

των κεραιών εκποµπής και λήψης αντίστοιχα. Η εξίσωση (1.2) είναι η γνωστή εξίσωση 

του Harald Friis. Εκφρασµένη σε decibels η παραπάνω εξίσωση γίνεται: 

TP RP TG RG

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R T R T sP dB P dB G dB G dB L dB= + + −  (1.3) 

όπου στην εξίσωση (1.3) ισχύει : ( ) ( )1010logX dB X= .  

Η εξίσωση του Friis προϋποθέτει επίπεδο µέτωπο ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στην 

θεωρούµενη απόσταση , πράγµα που σηµαίνει ότι ισχύει για το µακρινό πεδίο, δηλαδή 

όταν: 

d

 
22Dd

λ
>  (1.4) 

όπου  είναι η µέγιστη γραµµική διάσταση της κεραίας. Επιπλέον πρέπει να ισχύουν: D

 

2

2

2

2

D D

D
λ

λ
λ

 (1.5) 

Ωστόσο, πολλές φορές είναι επιθυµητό να εκφράζουµε τη λαµβανόµενη ισχύ  ή τις 

απώλειες διάδοσης 

RP

sL  σε απόσταση  συναρτήσει της ισχύος ή των απωλειών διάδοσης 

σε κάποιο σηµείο αναφοράς . Η λαµβανόµενη ισχύς στο σηµείο αναφοράς  

d

od ( )R oP d  

µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (1.2), µε την προϋπόθεση ότι το σηµείο αναφοράς 

βρίσκεται στο µακρινό πεδίο, ή να προκύψει απο µετρήσεις ως µέση τιµή µετρήσεων 

στην απόσταση  από τον ποµπό. Επίσης, απαίτηση είναι να ισχύει: . Σε αυτή 

την περίπτωση, λόγω της (1.2) θα είναι: 

od od d>

 4



 ( ) ( )
2 22,o

R R o o
d DP d P d d d
d λ

⎛ ⎞= >⎜ ⎟
⎝ ⎠

>  (1.6) 

Σε decibel η πραπάνω εξίσωση γράφεται: 

 ( )( ) ( )( )
2 2

10
210 log ,o

R R o o
d DP d dB P d dB d d
d λ

⎛ ⎞= + > >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.7) 

Αντίστοιχα, λόγω της (1.1) θα ισχύει: 

 ( ) ( )
2 22,s s o o

o

dL d L d d d
d

D
λ

⎛ ⎞
= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
>  (1.8) 

και σε λογαριθµική κλίµακα θα είναι: 

 ( )( ) ( )( )
2

1010 logs s o
o

dL d dB L d dB
d

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.9) 

Σηµειώνουµε εδώ ότι οι σχέσεις (1.7) και (1.9) ισχύουν στην περίπτωση του 

ελεύθερου χώρου (Free Space Loss, FSL). Στη γενικότερη περίπτωση, θα ισχύουν τα 

εξής: 

 ( )( ) ( )( ) 210 log
n

o
R R o

dP d dB P d dB
d

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.10) 

 ( )( ) ( )( ) 210 log
n

s s o
o

dL d dB L d dB
d

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.11) 

Όπου  είναι ο συντελεστής απωλειών διάδοσης (path loss factor), η τιµή του οποίου 

κυµαίνεται από 2 έως 4 για αστικές περιοχές και εξαρτάται από το εκάστοτε περιβάλλον. 

n

Εύκολα παρατηρούµε από τις δύο παραπάνω εξισώσεις, ότι για προκύπτουν οι 

(1.7) και (1.9) που ισχύουν στην περίπτωση ελεύθερου χώρου.  

2n =

 

 

1.2.2 ∆ιαλείψεις µεγάλης κλίµακας (large scale fading) 

Αυτού του είδους οι διαλείψεις οφείλονται στην παρουσία αντικειµένων στο χώρο 

διάδοσης τα οποία είναι µακριά από το δέκτη, έτσι ώστε η κίνηση του δέκτη σε σχέση µε 

αυτά τα αντικείµενα να µπορεί να θεωρηθεί αργή. Οι διαλείψεις µεγάλης κλίµακας 
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εκφράζουν τη µέση εξασθένηση της ισχύος του λαµβανόµενου σήµατος λόγω της 

κίνησης σε µεγάλες περιοχές. Μετρήσεις έχουν δείξει ότι για οποιαδήποτε τιµή της 

απόστασης , η λαµβανόµενη ισχύς εκφρασµένη σε λογαριθµική κλίµακα, ακολουθεί 

κανονική (Gaussian) κατανοµή. Άρα η λαµβανόµενη ισχύς µπορεί τελικά να εκφραστεί 

ως: 

d

 ( ) ( ) ( )
2

10
210 log ,o

R R o o
d DP d P d n X dB d d
d σ λ

⎛ ⎞= + + > >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.12) 

όπου Xσ  είναι Gaussian τυχαία µεταβλητή εκφρασµένη σε dB, µηδενικής µέσης τιµής 

και µε τυπική απόκλιση σ  (η οποία είναι επίσης εκφρασµένη σε dB).  

Επειδή η λαµβανόµενη ισχύς ακολουθεί την κανονική κατανοµή όταν είναι 

εκφρασµένη σε dB, συχνά λέµε ότι ακολουθεί τη λογαριθµοκανονική κατανοµή (log-

normal distribution). Στην εξίσωση (1.12) µε  ( )R oP d  συµβολίζουµε τη µέση 

λαµβανόµενη ισχύ στην απόσταση αναφοράς. Επίσης, συνήθεις τιµές της τυπικής 

απόκλισης σ  της τυχαίας µεταβλητής Xσ είναι από έως  µε τυπική τιµή τα 

. 

4dB 12dB

8dB

 

 

1.2.3 ∆ιαλείψεις µικρής κλίµακας (small scale fading) 

Με τον όρο διαλείψεις µικρής κλίµακας εννοούµε τις απότοµες µεταβολές του πλάτους 

του λαµβανόµενου σήµατος (ή αντίστοιχα της ισχύος) λόγω µικρών µετατοπίσεων του 

δέκτη. Οι διαλείψεις µικρής κλίµακας οφείλονται στην ύπαρξη σκεδαστών σε κοντινή 

απόσταση από το δέκτη και στη µετατόπιση του δέκτη σε σχέση µε αυτούς τους 

σκεδαστές.     

Το λαµβανόµενο σήµα θα προκύπτει ως συνδυασµός πολυδιαδροµικών συνιστωσών 

που λαµβάνει ο δέκτης. Αυτές οι συνιστώσες καταφθάνουν από πολλές κατευθύνσεις και 

διαφέρουν µεταξύ τους στο χρόνο άφιξης, στη φάση αλλά και στο πλάτος. Αυτό σηµαίνει 

ότι όταν οι πολυδιαδροµικές συνιστώσες  προστίθενται στην κεραία του δέκτη, 

συµβάλουν θετικά ή αρνητικά στο συνολικό λαµβανόµενο σήµα. Αυτή η θετική ή 

αρνητική συµβολή  αιτιολογεί τις (απότοµες) αυξοµειώσεις στο πλάτος του 

λαµβανόµενου σήµατος. Σηµειώνουµε εδώ ότι το γεγονός ότι οι πολυδιαδροµικές 
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συνιστώσες διαφέρουν µεταξύ τους ως προς το χρόνο άφιξης, προκαλεί τη χρονική 

διασπορά (time dispersion) του σήµατος. Στη συνέχεια αναφέρουµε επιγραµµατικά δύο 

µαθηµατικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση των διαλείψεων 

µικρής κλίµακας.  

 Κατανοµή Rayleigh 

Έστω ότι το σήµα λήψης (µιγαδική περιβάλλουσα) προκύπτει από υπέρθεση µεγάλου 

αριθµού πολυδιαδροµικών συνιστωσών και πως δεν υπάρχει καθόλου απευθείας διάδοση 

(Line Of  Sight, LOS). Τότε, από το κεντρικό οριακό θεώρηµα (Central Limit Theorem) 

προκύπτει ότι το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της µιγαδικής περιβάλλουσας θα 

είναι ανεξάρτητες Gaussian τυχαίες µεταβλητές µε µηδενική µέση τιµή και ίδια διασπορά 
2σ . Αν συµβολίσουµε τη λαµβανόµενη µιγαδική περιβάλλουσα µε , µπορούµε να 

γράψουµε: 

( )c t

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j tc t I t jQ t r t e ϑ= + =  (1.13) 

όπου θα ισχύουν: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

arctan

r t I t Q t

Q t
t

I t
ϑ

= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

 (1.14) 

Στην περίπτωση αυτή, η  είναι µιγαδική τυχαία µεταβλητή και καλείται circularly 

symmetric Gaussian. Επίσης, από τα παραπάνω προκύπτει ότι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (Propability Density Function, PDF) της τυχαίας µεταβλητής 

( )c t

I  θα είναι: 

 ( )
2

2 221 ,
22

x
o

I
Pp x e σ σ

σ π

−

= =  (1.15) 

όπου  είναι η ισχύς της µιγαδικής περιβάλλουσας του σήµατος λήψης. Όµοια ισχύουν 

και για την τυχαία µεταβλητή .  

oP

Q

Όµως, εφόσον οι τυχαίες µεταβλητές ( )I t  και ( )Q t  είναι ανεξάρτητες Gaussian 

τυχαίες µεταβλητές µε µηδενική µέση τιµή και ίδια διασπορά 2σ , τότε µέσω της σχέσης 
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(1.14) θα προκύπτει µία νέα τυχαία µεταβλητή ( )r t  η οποία θα ακολουθεί την κατανοµή 

Rayleigh (Rayleigh distribution), µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

 ( )
2

22
2

r

r
rp r e σ

σ

−

=  (1.16) 

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση θα προκύψει η εξής συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας (Cumulative Distribution Function, CDF): 

 ( ) ( ) ( )
2

22

0

Pr 1
RR

r rF R r R p r dr e σ
−

= ≤ = = −∫  (1.17) 

Η µέση τιµή της κατανοµής Rayleigh θα είναι: 

 [ ] ( )
0

1.2533
2

E r rp r dr πσ σ
∞

= = =∫  (1.18) 

Η µέση τετραγωνική τιµή θα είναι: 

 ( )2 2

0

2E r r p r dr 2σ
∞

⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ∫  (1.19) 

Η ενεργός τιµή (RMS) θα είναι η τετραγωνική ρίζα της µέσης τετραγωνικής τιµής, οπότε 

θα είναι 2 1.4142σ σ= . Όσον αφορά τη διασπορά, θα υπολογίζεται ως εξής: 

 [ ]( )22 2 2 22 0.4292
2r E r E r 2πσ σ σ σ⎡ ⎤= − = − =⎣ ⎦  (1.20) 

Όσον αφορά τη φάση,  θα είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [ )0,2π . Άρα η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα είναι: 

 
( ) 1

2
p ϑ 

π
=

 (1.21) 

Άρα η µέση τιµή θα είναι: 

 [ ] ( )
2

0

E p d
π

θ θ θ θ π= =∫  (1.22) 

Η µέση τετραγωνική τιµή θα είναι: 
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 ( )
2 2

2 2

0

4
3

E p d
π πθ θ θ θ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫ =  (1.23) 

Άρα η διασπορά θα είναι: 

 [ ]( )
2

22 2

3r E E πσ θ θ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦  (1.24) 

 Κατανοµή Rician  

Στην περίπτωση ύπαρξης και µίας σταθερής συνιστώσας µε ισχυρό πλάτος (π.χ. 

συνιστώσα απευθείας διάδοσης ή ισχυρή ανάκλαση) οι κατανοµές του πλάτους και της 

φάσης της µιγαδικής περιβάλλουσας είναι διαφορετικές. Η µιγαδική περιβάλλουσα 

µπορεί να εκφραστεί ως: 

 
1

i

N
j

o i
i

c c c e θ

=

= +∑  (1.25) 

όπου µε  µοντελοποιούµε τη συνιστώσα µε ισχυρό πλάτος και θεωρούµε  

ανακλώµενες συνιστώσες. Σε αυτή την περίπτωση το πραγµατικό και φανταστικό µέρος 

της µιγαδικής περιβάλλουσας  είναι πάλι Gaussian τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια 

διασπορά αλλά µε µη µηδενική µέση τιµή. 

oc N

c

Το πλάτος της µιγαδικής περιβάλλουσας θα ακολουθεί την κατανοµή Rice, της οποίας 

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι η εξής: 

 ( )
22

2 2exp
2

o
r

r c r crp r I
σ σ

⎛ ⎞
2
o

o σ
+ ⎛ ⎞

= ⎜− ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎟  (1.26) 

όπου ( )oI x  είναι η τοποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και µηδενικής τάξης 

που δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( )cos1
2

x
oI x e

π
θ

π

dθ
π −

= ∫  (1.27) 

Μία σηµαντική παράµετρος είναι ο λόγος της ισχύος της απευθείας συνιστώσας προς 

την ισχύ των πολυδιαδροµικών συνιστωσών που καλείται Rician factor. Θα ισχύει: 

 
2

2

1

o
N

i
i

c
K

c
=

=

∑
 (1.28) 
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Σηµειώνουµε εδώ, ότι όταν δεν υπάρχει απευθείας συνιστώσα διάδοσης θα είναι 0K =  

και η κατανοµή γίνεται Rayleigh.  

 

1.3 Εισαγωγή στα συστήµατα MIMO 
 

Από τα προηγούµενα, γίνεται κατανοητό ότι η διάδοση σηµάτων µέσω ραδιοδιαύλου 

είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη [1]. Βέβαια, εκτός από την εµφάνιση διαλείψεων, κατά τη 

σχεδίαση ασύρµατων συστηµάτων επικοινωνίας πρέπει να αντιµετωπιστούν επιπλέον 

προβλήµατα , των οποίων η παρουσία οφείλεται στη φύση της διάδοσης. Για παράδειγµα 

οι οµοδιαυλικές παρεµβολές αποτελούν ένα βασικό πρόβληµα. Επιπλέον, εξαιτίας των 

µηχανισµών διάδοσης στους οποίους υπόκειται το σήµα, προκύπτει η διασπορά 

φάσµατος (Doppler spread). Επίσης ένα πρόβληµα είναι και η χρονική διασπορά (time 

spread) του σήµατος, γεγονός που οδηγεί σε διασυµβολική παρεµβολή (intersymbol 

interference)[2].  

Από τα παραπάνω, προκύπτει ότι η σχεδίαση και υλοποίηση ασύρµατων συστηµάτων 

επικοινωνίας είναι µία εξαιρετικά δύσκολη διαδικασία. Τα βασικά κριτήρια µε τα οποία 

µπορεί να αξιολογηθούν τα ασύρµατα συστήµατα επικοινωνίας είναι η αξιοπιστία και η 

δυνατότητα µετάδοσης υψηλού ρυθµού δεδοµένων. Ένα µέτρο της αξιοπιστίας είναι ο 

ρυθµός σφαλµάτων (bit error rate, BER). ∆εδοµένου του περιορισµού ισχύος εκποµπής, 

ο ρυθµός σφαλµάτων πρέπει να διατηρηθεί σε κάθε περίπτωση κάτω από σαφώς 

ορισµένα επίπεδα.  Ο υψηλός ρυθµός δεδοµένων απαιτεί µεγάλο εύρος ζώνης. Όµως το 

εύρος ζώνης είναι πάντα περιορισµένο, οπότε πρέπει να γίνεται βέλτιστη εκµετάλλευση 

του διαθέσιµου φάσµατος. ∆ηλαδή σκοπός είναι να επιτευχθεί ο µέγιστος ρυθµός 

µετάδοσης συµβόλων ανά Herz. Το κριτήριο αυτό καλείται διαφορετικά και φασµατική 

απόδοση του συστήµατος. 

Τα προβλήµατα της ασύρµατης διάδοσης από τη µία µεριά και οι υψηλές επιδόσεις 

που απαιτούνται από τα ασύρµατα συστήµατα από την άλλη µεριά, οδήγησαν στην 

ανάπτυξη τεχνικών, µε βάση τις οποίες µπορεί να εξασφαλιστεί υψηλή χωρητικότητα και 

αξιοπιστία υπό τις δυσµενείς συνθήκες διάδοσης. Έχουν πραγµατοποιηθεί σηµαντικές 

εξελίξεις προς αυτή την κατεύθυνση πρόσφατα, ανάµεσα στις οποίες περίοπτη θέση 
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κατέχουν τα συστήµατα πολλαπλών εισόδων – πολλαπλών εξόδων (multiple input – 

multiple output, MIMO).  

Τέτοιου είδους συστήµατα υλοποιούνται µε χρήση περισσότερων της µίας 

κεραιών στον ποµπό και/ή στο δέκτη. Με αυτόν τον τρόπο, µπορούµε να 

εκµεταλευτούµε και τη διάσταση του χώρου για τη βελτίωση της επίδοσης των 

ασύρµατων συστηµάτων [3]. Άρα, µπορούµε να πούµε ότι στα συστήµατα MIMO 

υπάρχει η δυνατότητα για ταυτόχρονη επεξεργασία του σήµατος στο πεδίο του χώρου 

και του χρόνου (space – time processing).  

Η χρήση πολλών κεραιών σε ποµπό και δέκτη, προσφέρει όπως θα δούµε στη 

συνέχεια τη δυνατότητα αποσύνθεσης του ασύρµατου διαύλου σε παράλληλα 

υποκανάλια. Στη συνέχεια θα εξηγήσουµε συνοπτικά ορισµένα βασικά χαρακτηριστικά 

των συστηµάτων MIMO, χάρη στα οποία εξασφαλίζεται η αξιοπιστία και η υψηλή 

φασµατική απόδοση. Αυτά τα χαρακτηριστικά στην ουσία αποτελούν στρατηγικές 

υλοποίησης ενός συστήµατος MIMO [6], µε την έννοια ότι ανάλογα τον τρόπο 

σχεδίασης του συστήµατος και τις απαιτήσεις, κάποια από αυτά τα χαρακτηριστικά θα 

υφίστανται ενώ κάποια άλλα όχι.  

 

 

1.3.1 Κέρδος συστοιχίας (Array gain) 

Το κέρδος συστοιχίας αναφέρεται στη µέση αύξηση του σηµατοθορυβικού λόγου στο 

δέκτη, εξαιτίας της επίδρασης της χρήσης πολλών κεραιών στο δέκτη ή στον ποµπό ή και 

στα δύο άκρα. Αν για παράδειγµα θεωρήσουµε ένα κανάλι µε µία κεραία εκποµπής και 

πολλές κεραίες λήψης, τότε τα σήµατα που θα καταφθάνουν στις κεραίες λήψης  θα 

έχουν εν γένει διαφορετικά πλάτη και φάσεις. Ωστόσο, ο δέκτης µπορεί να συνδυάσει 

κατάλληλα τα σήµατα πετυχαίνοντας τελικά αύξηση του σηµατοθορυβικού λόγου (σε 

σχέση µε την περίπτωση συστήµατος µε µία κεραία και στα δύο άκρα).  Μάλιστα, η 

αύξηση του σηµατοθορυβικού λόγου είναι ανάλογη του αριθµού των κεραιών λήψης [3].  
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1.3.2 Κέρδος διαφορισιµότητας (Diversity Gain) 

O βασικός σκοπός της διαφορισιµότητας, είναι η καταπολέµηση των διαλείψεων ώστε 

να αυξηθεί η αξιοπιστία του δεδοµένου συστήµατος. Υπάρχουν τρεις  βασικές µορφές 

διαφορισιµότητας [4], η  διαφορισιµότητα στο πεδίο του χρόνου (time or temporal 

diversity), η διαφορισιµότητα στο πεδίο της συχνότητας (frequency diversity) και η 

διαφορισιµότητα στο πεδίο του χώρου (spatial or antenna diversity). 

 Ωστόσο στην περίπτωση των συστηµάτων MIMO µας ενδιαφέρει η χωρική 

διαφορισιµότητα, βασική ιδέα της οποίας είναι να παρέχονται στο δέκτη πολλαπλά 

αντίγραφα του ίδιου σήµατος εκποµπής τα οποία φτάνουν στο δέκτη µέσω διαφορετικών 

και όσο το δυνατόν ασυσχέτιστων διαδροµών. έτσι, ο δέκτης λαµβάνει το ίδιο σήµα 

πληροφορίας σε περισσότερες από µία κεραίες. Με αυτό τον τρόπο µπορεί να µειωθεί η 

πιθανότητα σφάλµατος λόγω των διαλείψεων διότι  η πιθανότητα να βρίσκεται σε βαθιά 

διάλειψη (deep fading) το ίδιο σήµα σε δύο ή περισσότερες διαφορετικές θέσεις λήψης 

ελαττώνεται εκθετικά. Άρα, γίνεται κατανοητό ότι όσο περισσότερα αντίγραφα του ίδιου 

σήµατος λαµβάνει ο δέκτης (δηλαδή όσο αυξάνει η τάξη διαφορισιµότητας), τόσο πιο 

αποτελεσµατικά αντιµετωπίζονται οι διαλείψεις. 

 Άρα το κέρδος διαφορισιµότητας αναφέρεται στην αύξηση της αξιοπιστίας ενός 

δεδοµένου συστήµατος MIMO µέσω της αντιµετώπισης των διαλείψεων µε τη λογική 

που εξηγήθηκε παραπάνω.  Ένα παράδειγµα της θετικής  επίδρασης της χωρικής 

διαφορισιµότητας, φαίνεται µε την παρακάτω εικόνα: 
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Εδώ, παρατηρούµε δύο αντίγραφα του ίδιου σήµατος που φτάνουν στο δέκτη µέσω 

ασυσχέτιστων διαδροµών, οπότε θα υπόκεινται σε ανεξάρτητες διαλείψεις. Όµως, 

εξαιτίας της διαφορισιµότητας πρατηρούµε ότι το τελικό σήµα δεν υποφέρει από έντονες 

διαλείψεις.  

 

1.3.3 Χωρική Πολυπλεξία (spatial multiplexing) 

Η χωρική πολυπλεξία µπορεί να προσφέρει µεγάλη αύξηση στη χωρητικότητα ενός 

συστήµατος MIMO1. Συγκεκριµένα, η αύξηση της χωρητικότητας είναι ανάλογη του 

αριθµού των ζευγών των κεραιών σε ποµπό και δέκτη, ή πιο απλά ανάλογη του 

παράγοντα , όπου  ο αριθµός των κεραιών σε ποµπό και δέκτη. Στη 

συνέχεια θα αναφέρουµε ένα παράδειγµα χωρικής πολυπλεξίας για ένα σύστηµα MIMO 

µε δύο κεραίες εκποµπής και δύο κεραίες λήψης. Ωστόσο αυτό το παράδειγµα µπορεί να 

γενικευτεί για οποιοδήποτε σύστηµα MIMO 

min( , )T Rn n ,T Rn n

T Rn n× .  

Η προς µετάδοση ροή bits διασπάται (αποπολυπλέκεται) σε χαµηλότερου ρυθµού 

υποροές. Αυτό γίνεται διότι κάθε στοιχείο της στοιχειοκεραίας µπορεί να λειτουργεί 

µέχρι ένα µέγιστο ρυθµό µετάδοσης (µέγιστο εύρος ζώνης). Άρα, στην περίπτωση του 

παραδείγµατος που θεωρούµε, θα προκύπτουν δύο υποροές, των οποίων  ο ρυθµός 

µετάδοσης θα είναι ο µισός του ρυθµού µετάδοσης της αρχικής ροής bits (bit stream). 

Στη συνέχεια κάθε µία υποροή επεξεργάζεται κατάλληλα και διαδίδεται µέσω 

διαφορετικής κεραίας εκποµπής. Από τη µεριά του ο δέκτης θα λάβει τα δύο αυτά 

σήµατα και ύστερα από κατάλληλη επεξεργασία (π.χ. αποκωδικοποίηση, αποδιαµόρφωη 

κ.τ.λ.) θα εξάγει πάλι τις δύο υποροές bits (sub streams), οι οποίες τελικά θα 

συνδυαστούν (πολύπλεξη) µε αποτέλεσµα να προκύψει το αρχικό bitstream.  

Παραπάνω, παρουσιάσαµε συνοπτικά τους βασικούς µηχανισµούς διάδοσης µέσω 

ενός ραδιοδιαύλου. Η γνώση του τρόπου διάδοσης µέσα από ένα ασύρµατο κανάλι, 

καθώς και οι παράγοντες που επηρεάζουν τη διάδοση είναι απαραίτητα στοιχεία για την 

κατανόηση των τεχνικών που χρησιµοποιούνται στον τοµέα των ασύρµατων 

επικοινωνιών και φυσικά για την κατανόηση της φιλοσοφίας των συστηµάτων MIMO. 

Σηµειώνουµε, ότι σκόπιµα αποφεύχθηκε η αυστηρή µαθηµατική τεκµηρίωση και η 
                                                 

1 Σε βάρος όµως της ∆ιαφορισιµότητας  
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αναφορά σε άλλες παραµέτρους του ασύρµατου διαύλου, καθώς το περιεχόµενο αυτού 

του κεφαλαίου δεν αποτελεί το βασικό αντικείµενο της πτυχιακής εργασίας. Παρόλα 

αυτά, για λόγους πληρότητας προτρέπεται ο αναγνώστης στην αναφορά  [6].  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Επισκόπηση συστηµάτων SISO, SIMO, MISO και MIMO 
 

2.1 Εισαγωγή 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα κάνουµε µία σύντοµη επισκόπηση των SISO, SIMO, και 

MISO συστηµάτων, καταλήγοντας διαδοχικά στα συστήµατα ΜΙΜΟ. Πιο συγκεκριµένα 

θα ξεκινήσουµε από τη σχέση εισόδου – εξόδου που ισχύει σε κάθε ένα από αυτά τα 

συστήµατα. 

Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε τη βασική σχέση της χωρητικότητας και θα 

δείξουµε έναν τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να υπολογίσουµε τη χωρητικότητα 

καναλιού σε κάθε ένα από τα παραπάνω συστήµατα, ξεκινώντας από τα κανάλια SISO 

και καταλήγοντας σταδιακά σε κανάλια ΜΙΜΟ. Ωστόσο εδώ θα θεωρήσουµε την 

ύπαρξη χωρικά λευκού θορύβου Gauss.  

Επίσης, τονίζουµε στην ανάλυση που ακολουθεί, ότι παριστάνουµε τα σήµατα στη 

βασική ζώνη.  

 

2.2 Μοντέλα συνεχούς χρόνου 
 

2.2.1 Σύστηµα SISO 

Το σύστηµα µίας εισόδου – µίας εξόδου παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

 
Figure 2-1 Σύστηµα SISO 

 

Ένα τέτοιο σύστηµα αποτελείται από µία κεραία στον ποµπό και µία κεραία στο 

δέκτη. Θα συµβολίσουµε τη χρονικά µεταβαλλόµενη κρουστική απόκριση του καναλιού 
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ενός τέτοιου συστήµατος ως ( ),h t τ . Εδώ αξίζει να σηµειώσουµε ότι η συνάρτηση 

( ),h t τ  αναφέρεται από κακή χρήση της γλώσσας ως χρονικά µεταβαλλόµενη κρουστική 

απόκριση. Κανονικά ονοµάζεται input delay spread function [7] και παριστάνει την 

κρουστική απόκριση του διαύλου τη χρονική στιγµή t, για µία κρουστική που εκπέµπεται 

τη χρονική στιγµή t τ− .  

Θεωρώντας ότι µεταδίδεται ένα σήµα ( )x t , το λαµβανόµενο σήµα θα δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
total

y t h t x t y t h t x t d
τ

τ τ τ= ∗ ⇔ = −∫ τ  (2.1) 

Από την παραπάνω σχέση, βλέπουµε πως η έξοδος προκύπτει από τη συνέλιξη του 

σήµατος εισόδου µε την κρουστική απόκριση του διαύλου. Επίσης, µε totalτ  

συµβολίζουµε τη χρονική διάρκεια της κρουστικής απόκρισης του διαύλου.  

 

 

2.2.2 Σύστηµα SIMO 

Σε αυτή την περίπτωση, θεωρούµε σύστηµα µίας εισόδου – πολλαπλών εξόδων. Ένα 

τέτοιο σύστηµα παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα και αποτελείται από µία κεραία 

εκποµπής και πολλές κεραίες λήψης. Έστω  ο αριθµός των κεραιών λήψης.  Rn

 
Figure 2-2 Σύστηµα SIMO 

 

Αν θεωρήσουµε ότι η χρονικά µεταβαλόµενη κρουστική απόκριση του διαύλου από 

την κεραία εκποµπής στην  κεραία λήψης είναι i ( ),ih t τ , 1,....., Ri n=  τότε µπορούµε να 

παραστήσουµε το δίαυλο SIMO µε ένα διάνυσµα διαστάσεων 1Rn ×  που δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , . . ,
R

T

nt h t h t h tτ τ τ τ⎡= ⎣h ⎤⎦  (2.2) 

Με άλλα λόγια, θεωρούµε ότι ένα κανάλι SIMO είναι ισοδύναµο µε  κανάλια 

SISO. Αν τώρα θεωρήσουµε ότι εκπέµπεται ένα σήµα 

Rn

( )x t  από την κεραία εκποµπής, 

τότε το λαµβανόµενο σήµα από την  κεραία λήψης θα δίνεται από την παρακάτω 

σχέση: 

i

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0

, , , 1,.....,
i total

i i i iy t h t x t y t h t x t d i n
τ

τ τ τ τ= ∗ ⇔ = − =∫ R

1

 (2.3) 

Άρα, µπορούµε να θεωρήσουµε ένα διάνυσµα λήψης διαστάσεων  το οποίο 

δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

Rn ×

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
R

T

nt y t y t y t⎡ ⎤= ⎣ ⎦y  (2.4) 

Αν λάβουµε υπόψη µας τις σχέσεις (2.2), (2.3) και (2.4) µπορούµε να εκφράσουµε τη 

σχέση εισόδου – εξόδου για ένα σύστηµα SIMO ως: 

 ( ) ( ) ( ),t t xτ= ∗y h t  (2.5) 

 

 

2.2.3 Σύστηµα MISO 

Εδώ θεωρούµε σύστηµα µε πολλές κεραίες εκποµπής και µία κεραία λήψης.  Ένα 

τέτοιο σύστηµα είναι αυτό που φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 

 
Figure 2-3 Σύστηµα MISO 

 

Αν θεωρήσουµε ότι ο αριθµός των κεραιών εκποµπής είναι  , τότε όµοια µε 

προηγουµένως το κανάλι MISO µπορεί να αναλυθεί σε  κανάλια SISO. Αν 

συµβολίσουµε τη χρονικά µεταβαλλόµενη κρουστική απόκριση του καναλιού µεταξύ της 

Tn

Tn
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j  κεραίας εκποµπής και της κεραίας λήψης ως ( ), , 1,..,jh t j nτ = T , τότε το κανάλι 

MISO µπορεί να παρασταθεί από ένα διάνυσµα διαστάσεων 1 Tn×  το οποίο δίνεται από 

την παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , . .
Tnt h t h t h t,τ τ τ⎡= ⎣h τ ⎤⎦  (2.6) 

Επίσης, αν θεωρήσουµε ότι το σήµα που εκπέµπεται από τη  είναι το j ( )jx t , τότε το 

σήµα στην κεραία λήψης θα δίνεται από την παρκάτω σχέση: 

  (2.7) ( ) ( ) ( )
1

,
Tn

j j
j

y t h t x tτ
=

= ∗∑

Αν λάβουµε υπόψη µας τις σχέσεις  (2.6) και (2.7) τότε µπορούµε να εκφράσουµε τη 

σχέση εισόδου – εξόδου ενός MISO συστήµατος υπό µορφή διανυσµάτων ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ),y t t tτ= ∗h x  (2.8) 

Στην εξίσωση (2.8) µε  συµβολίζουµε το διάνυσµα εισόδου που έχει διαστάσεις 

 και δίνεται από την εξής σχέση: 

x

1Tn ×

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
T

T

nt x t x t x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦x  (2.9) 

 

 

2.2.4 Σύστηµα ΜΙΜΟ 

Εδώ θεωρούµε σύστηµα πολλαπλών εισόδων – πολλαπλών εξόδων. Ένα τέτοιο 

σύστηµα παρουσιάζεται στην παρακάτω εικόνα: 

 
Figure 2-4 Σύστηµα MIMO 

 

Μπορούµε να φανταστούµε ένα τέτοιο σύστηµα σαν ένα συνδυασµό των συστηµάτων 

SIMO και MISO. Άρα αν ο αριθµός των κεραιών εκποµπής είναι ίσος µε  και ο Tn
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αριθµός των κεραιών λήψης είναι , τότε το κανάλι ΜΙΜΟ µπορεί να παρασταθεί από 

ένα πίνακα διαστάσεων  όπως φαίνεται παρακάτω:   

Rn

R Tn n×

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

221 22

1 2

, , . . . ,

, , . . . ,

. . . .( , )

. . . .

. . . .
, , . . . ,

T

T

R R R T

n

n

n n n n

h t h t h t

h t h t h t

t

h t h t h t

τ τ τ

τ τ τ

τ

τ τ τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H

)

 (2.10) 

Παραπάνω, το στοιχείο ( ,ijh t τ  παριστάνει τη χρονικά µεταβαλλόµενη κρουστική 

απόκριση του διαύλου κατά τη µετάδοση ενός σήµατος από την j  κεραία εκποµπής στην 

 κεραία λήψης.  i

Επίσης, αν από τη j  κεραία εκποµπής εκπέµπεται το σήµα ( )jx t , τότε µπορούµε να 

θεωρήσουµε το διάνυσµα εκποµπής  διαστάσεων 1x Tn ×  το οποίο δίνεται από τη σχέση 

(2.9) που παρουσιάστηκε παραπάνω. Σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω, το σήµα που 

λαµβάνεται από την i  κεραία λήψης θα δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

  (2.11) ( ) ( ) ( )
1

, , 1, 2,....,
Tn

i j ij
j

y t x t h t i nτ
=

= ∗ =∑ R

Άρα, µπορούµε να θεωρήσουµε το διάνυσµα λήψης που παρουσιάστηκε στη σχέση 

(2.4). Εποµένως µπορούµε να παραστήσουµε τη σχέση εισόδου -  εξόδου ενός 

συστήµατος ΜΙΜΟ ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ),t t τ= ∗y H x t  (2.12) 

 

 

2.3 Μοντέλα διακριτού χρόνου 
 

Στη συνέχεια θα κάνουµε χρήση του µοντέλου σηµατοδοσίας διακριτού χρόνου 

(discrete time signal model ή sampled signal model) για να περιγράψουµε τις παραπάνω 

κατηγορίες συστηµάτων. Σύµφωνα µε αυτό το µοντέλο, όλα τα σήµατα είναι διακριτού 
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χρόνου και εκφρασµένα στη βασική ζώνη (baseband). Επιπλέον θεωρούµε λευκό 

προσθετικό Gaussian θόρυβο µε µηδενική µέση τιµή και διακύµανση 2
Wσ , ο οποίος 

συµβολίζεται ως . Σηµειώνουµε εδώ ότι στην περίπτωση συστηµάτων που 

εκµεταλευόµαστε το χώρο (SIMO, MISO, MIMO) ο θόρυβος θεωρείται χωρικά λευκός.  

( )w n

 

 

2.3.1 Σύστηµα SISO 

Σε συτή την περίπτωση συµβολίζουµε το σήµα εισόδου ως ( )x n , την κρουστική 

απόκριση του διαύλου ως  και το σήµα που λαµβάνεται από την κεραία λήψης ως 

. Το σήµα που λαµβάνουµε στην κεραία λήψης θα προκύπτει από τη συνέλιξη του 

σήµατος εισόδου (δηλαδή το σήµα 

( )h n

( )y n

( )x n που εκπέµπεται) και της κρουστικής απόκρισης 

του διαύλου, προσθέτοντας και το λευκό θόρυβο στο δέκτη. Εφόσον τα σήµατα είναι 

διακριτά θα ισχύει: 

  (2.13) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

n

k
y n h n x n w n y n h k x n k w n

=

= ∗ + ⇔ = − +∑

Ωστόσο, στην περίπτωση που θεωρούµε κανάλι µε επίπεδες διαλείψεις (flat fading 

channel) η κρουστική απόκριση του διαύλου θα είναι της µορφής: 

 ( ) 0h n n 0= ∀ ≠  (2.14) 

Αντίθετα,  θα ισχύει: . Αυτό εξηγείται ως εξής: Η κρουστική απόκριση του 

διαύλου και η συνάρτηση µεταφοράς του διαύλου συνδέονται µέσω µετασχηµατισµού 

Fourier. Στην περίπτωση που θεωρούµε δίαυλο µε επίπεδες διαλείψεις, η συνάρτηση 

µεταφοράς του διαύλου θα είναι επίπεδη (flat). Είναι γνωστό ότι αν εφαρµόσουµε 

αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier σε επίπεδη συνάρτηση µεταφοράς, η  που θα 

προκύψει, θα έχει µία µόνο κρουστική

( )0h ≠ 0

                                                

( )h t
1. Άρα, επειδή εδώ θεωρούµε σήµατα διακριτού 

 

1 Έστω ότι θεωρούµε συνάρτηση µεταφοράς του διαύλου ( )G f  και αντίστοιχη  κρουστική απόκριση 

.  Τότε, αν  ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier θα δώσει: ( )h t ( ) 1G f = ( ) (h t tδ= ) . 
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χρόνου, η κρουστική απόκριση του διαύλου θα περιγράφεται όπως στη (2.14). Άρα στην 

περίπτωση διαύλου µε επίπεδες διαλείψεις θα ισχύει: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ((2.14)2.13 0y n h x n w n y n hx n w n⎯⎯⎯→ = + ⇔ = + )

R

 (2.15) 

 

 

2.3.2 Σύστηµα SIMO 

Στην περίπτωση αυτή, θεωρούµε σύστηµα µε µία κεραία εκποµπής και πολλές 

κεραίες λήψης. Έστω  ο αριθµός των κεραιών λήψης. Τότε  το κανάλι MISO είναι 

ισοδύναµο µε  κανάλια SISO. Αν θεωρήσουµε ότι η δειγµατοληπτηµένη κρουστική 

απόκριση  του διαύλου από την κεραία εκποµπής στην  κεραία λήψης είναι 

, τότε µπορούµε να παραστήσουµε το δίαυλο SIMO µε ένα 

διάνυσµα διαστάσεων 1  που δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

Rn

Rn

i

( ) , 1,...,ih n i n=

Rn ×

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
R

T

nn h n h n h n⎡ ⎤= ⎣ ⎦h  (2.16) 

Άρα θεωρώντας ότι εκπέµπεται ένα σήµα ( )x n , το σήµα που θα ληφθεί από την  

κεραία στο δέκτη θα δίνεται από τη σχέση: 

i

  (2.17) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

n

i i i i i i
k

y n h n x n w n y n h k x n k w n
=

= ∗ + ⇔ = − +∑

Άρα αν υποθέσουµε δίαυλο µε επίπεδες διαλείψεις (flat fading channel), τότε 

σύµφωνα και µε τα προηγούµενα θα είναι: 

 ( ) ( ) ( )i i iy n h x n w n= +  (2.18) 

Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να εκφραστεί και µε ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )n x n n= +y h w  (2.19) 

Όπου τα y  και είναι διανύσµατα διαστάσεων  w 1Rn × , όπως φαίνεται παρακάτω: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
R

T

nn y n y n y n⎡ ⎤= ⎣ ⎦y  (2.20) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
R

T

nn w n w n w n⎡ ⎤= ⎣ ⎦w  (2.21) 

 20



 

2.3.3 Σύστηµα MISO 

Σε αυτή την περίπτωση θεωρούµε σύστηµα το οποίο έχει πολλές κεραίες εκποµπής 

και µία κεραία λήψης. Έστω  ο αριθµός των κεραιών εκποµπής. Τότε  το κανάλι 

MISO είναι ισοδύναµο µε  κανάλια SISO. Αν συµβολίσουµε τη δειγµατοληπτηµένη 

κρουστική απόκριση του καναλιού µεταξύ της 

Tn

Tn

j  κεραίας εκποµπής και της κεραίας 

λήψης ως , τότε το κανάλι MISO µπορεί να παρασταθεί από ένα 

διάνυσµα διαστάσεων 1  το οποίο δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

( ) , 1,..,jh n j n= T

Tn×

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
Tnn h n h n h n⎡ ⎤= ⎣ ⎦h  (2.22) 

Θεωρώντας ότι το σήµα που εκπέµπεται από την κεραία j  είναι το ( )jx n , τότε το 

σήµα στην κεραία λήψης θα δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

  (2.23)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 0

T Tn n n

j j j j
j j k

y n h n x n w n y n h k x n k w n
= = =

= ∗ + ⇔ = − +∑ ∑∑

Άρα στην περίπτωση που θεωρούµε δίαυλο µε επίπεδες διαλείψεις, τότε σύµφωνα 

και µε τα προηγούµενα θα είναι: 

   (2.24) ( ) ( ) ( ) ( )
1

23
Tn

j j
j

y n h x n w n
=

→ = +∑

Η παραπάνω σχέση εναλλακτικά µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )y n n w n= +hx  (2.25) 

Όπου το διάνυσµα δίνεται από τη σχέση (2.22) και  είναι το διάνυσµα εκποµπής 

διαστάσεων 1 το οποίο δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

h x

Tn ×

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 . .
T

T

nn x n x n x n⎡ ⎤= ⎣ ⎦x  (2.26) 
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2.3.4 Σύστηµα MIMO 

Όπως είπαµε και στην προηγούµενη ενότητα που περιγράψαµε τα µοντέλα συνεχούς 

χρόνου, το σύστηµα ΜΙΜΟ συνδυάζει τα χαρακτηριστικά των συστηµάτων SIMO και 

MISO. Έστω ότι ο αριθµός των κεραιών εκποµπής είναι ίσος µε  και ο αριθµός των 

κεραιών λήψης είναι . Τότε είναι το 1

Tn

Rn ( )nx Tn ×  διάνυσµα εκποµπής, το οποίο 

παριστάνεται ως: 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
T

T
nn x n x n x n=x  (2.27) 

Αντίστοιχα,  και  είναι τα 1( )ny ( )nw Rn ×  διανύσµατα του σήµατος λήψης και του 

θορύβου, τα οποία παριστάνονται ως: 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
R

T
nn y n y n y n=y  (2.28) 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
R

T
nn w n w n w n=w  (2.29) 

Επίσης, στην περίπτωση που θεωρούµε κανάλι µε επίπεδες διαλείψεις , θα 

συµβολίζουµε µε  το δειγµατοληπτηµένο µιγαδικό κέρδος του καναλιού, κατά τη 

διάδοση ενός συµβόλου από την j κεραία εκποµπής ως την i κεραία λήψης. Άρα 

µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα πίνακα 

ijh

Rn nT×  που ονοµάζεται µιγαδικός πίνακας 

διαύλου (complex channel matrix): 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

. . . .

. . . .

. . . .
. . .

T

T

R R R T

n

n

n n n n

h h h

h h h

h h h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H  (2.30) 

Άρα, το σήµα που λαµβάνεται από την i κεραία λήψης θα δίνεται από την παρακάτω 

εξίσωση: 

  (2.31) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2,....,
Tn

i j ij i
j

y n x n h w n i n
=

= + =∑ R

Η εξίσωση (2.31) υπό µορφή πινάκων θα είναι: 
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 ( ) ( ) ( )n n n= +y Hx w  (2.32) 

Επιπλέον, επειδή θεωρήσαµε κανάλι χωρίς µνήµη, οι χρονικοί δείκτες µπορούν να 

παραλειφθούν. Άρα τελικά θα είναι: 

 = +y Hx w  (2.33) 

 

 

2.4 Έκφραση χωρητικότητας καναλιών SISO, SIMO, MISO, MIMO 
 

2.4.1 Γενικά 

Σε  αυτή την ενότητα θα αποδείξουµε τους µαθηµατικούς τύπους που µας δίνουν τη 

χωρητικότητα σε συστήµατα SISO, SIMO, MISO και ΜΙΜΟ. Η παρουσίαση γίνεται µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε να φαίνεται καθαρά ο τρόπος µε τον οποίο ξεκινώντας από την 

έκφραση της χωρητικότητας σε ένα κανάλι SISO, µπορούµε να καταλήξουµε σε 

εκφράσεις της χωρητικότητας για κανάλια SIMO, MISO και ΜΙΜΟ.  

Επίσης, σε όλες τις περιπτώσεις θεωρούµε κανάλι χωρίς µνήµη. Αυτό σηµαίνει ότι η 

τιµή της εξόδου µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή εξαρτάται από την τιµή της εισόδου 

εκείνη τη χρονική στιγµή και όχι και από προηγούµενες τιµές εισόδου.  

Για την πλήρη κατανόηση όσων ακολουθούν στη συνέχεια, κρίνεται σκόπιµο να 

παρουσιάσουµε σε αυτό το σηµείο κάποιους ορισµούς από τη θεωρία της πληροφορίας.  

 

 

2.4.2 Μέτρο πληροφορίας 

Θεωρούµε µία διακριτή πηγή µε αλφάβητο A. Επίσης θεωρούµε ότι η πιο πιθανή 

έξοδος της πηγής είναι η  και η λιγότερο πιθανή έξοδος είναι η . Αυτό που µας 

ενδιαφέρει είναι να ‘ποσοτικοποιήσουµε’ την πληροφορία που µας παρέχει µία έξοδος 

της πηγής. ∆ιαισθητικά, ισχύει ότι η λιγότερο πιθανή έξοδος παρέχει την περισσότερη 

πληροφορία. Αντίστοιχα, η περισσότερο πιθανή έξοδος θα παρέχει την λιγότερη 

πληροφορία. Με άλλα λόγια, όσο πιο αναµενόµενη είναι µία έξοδος, τόσο πιο λίγη είναι 

και η πληροφορία που µας παρέχει αυτή η έξοδος. Επίσης, διαισθητικά, µία µικρή 

1a Na
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αλλαγή της πιθανότητας µίας εξόδου δεν πρέπει να µεταβάλλει αρκετά την πληροφορία 

που µας παρέχει η συγκεκριµένη έξοδος.  

Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε τα εξής: 

 Το µέτρο της πληροφορίας της εξόδου ja  εξαρτάται µόνο από την πιθανότητα 

εµφάνισης της συγκεκριµένης εξόδου και όχι από την τιµή της.  Έστω ότι 

αυτή την πιθανότητα τη συµβολίζουµε µε jp . Η συνάρτηση που µας δίνει το 

µέτρο της πληροφορίας µίας εξόδου θα συµβολίζεται ως ( )I ⋅  και θα 

ονοµάζεται ιδία – πληροφορία (self – information).  

 Η ιδία – πληροφορία είναι µία συνεχής συνάρτηση της jp . 

 Η ιδία – πληροφορία είναι µία φθίνουσα συνάρτηση της πιθανότητας µίας 

εξόδου της πηγής.  

Η µαθηµατική έκφραση που δίνει την ιδία – πληροφορία  και ικανοποιεί τις 

παραπάνω απαιτήσεις, είναι η ακόλουθη [8]: 

 ( ) ( ) 1log logj j
j

I p p
p

⎛ ⎞
= − = ⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟  (2.34) 

Συνοψίζοντας, η συνάρτηση της σχέσης (2.34) ονοµάζεται ιδία – πληροφορία και µας 

δίνει το µέτρο της πληροφορίας µίας εξόδου  ja  µε πιθανότητα jp . Στην περίπτωση που 

η βάση στο λογάριθµο είναι το 2, το µέτρο της πληροφορίας εκφράζεται σε bits, ενώ αν 

χρησιµοποιηθεί ο φυσικός λογάριθµος θα εκφράζεται σε nats.  

Επεκτείνοντας τα παραπάνω, αν παραστήσουµε την έξοδο της διακριτής πηγής µε µία 

τυχαία µεταβλητή X , µπορούµε να ορίσουµε το πληροφορικό περιεχόµενο της 

διακριτής πηγής, ως τη µέση τιµή της ιδίας – πληροφορίας των εξόδων της πηγής. Το 

πληροφορικό περιεχόµενο µίας πηγής είναι γνωστό ως εντροπία της πηγής και 

συµβολίζεται µε . Η εντροπία της πηγής θα δίνεται από την παρακάτω σχέση: ( )H X

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1log log
N N N

j j j j j
j j j j

H X p I p H X p p H X p
p= = =

⎛ ⎞
= ⇔ = − ⇔ = ⎜⎜

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ⎟⎟  (2.35) 
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Στην παραπάνω σχέση, όπου  είναι το µήκος του αλφάβητου A της διακριτής 

πηγής. Με άλλα λόγια, µπορούµε να θεωρήσουµε την εντροπία σαν ένα µέτρο της 

αβεβαιότητας της τυχαίας µεταβλητής 

N

X .   

 

 

2.4.3 Συνδυασµένη και υποσυνθήκη εντροπία 

Όταν έχουµε να κάνουµε µε δύο ή περισότερες τυχαίες µεταβλητές, µπορούµε να 

εισάγουµε τη συνδυασµένη και την υποσυνθήκη εντροπία. Πιο συγκεκριµένα η 

συνδιασµένη εντροπία ορίζεται ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )
,

, , log
x y

H X Y p x y p x y= − ,⎡ ⎤⎣ ⎦∑  (2.36) 

Όπου ( ),p x y  είναι η συνδυασµένη συνάρτηση πιθανότητας µάζας (propability mass 

function, PMF) των διακριτών τυχαίων µεταβλητών ,X Y .  

Η υποσυνθήκη εντροπία µίας τυχαίας µεταβλητής X , δοσµένης της τυχαίας 

µεταβλητής Y δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( ) ( )
,

| , log
x y

H X Y p x y p x y= − |⎡ ⎤⎣ ⎦∑  (2.37) 

Στην παραπάνω σχέση, ( | )p x y είναι η συνάρτηση πιθανότητας µάζας της τυχαίας 

µεταβλητής X , δοσµένης της Y . Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µπορούµε να πούµε ότι µε 

( )|H X Y  εκφράζουµε το µέτρο της αβεβαιότητας της διακριτής τυχαίας µεταβλητής X , 

όταν η τιµή της διακριτής τυχαίας µεταβλητής είναι γνωστή.  Y

Η συνδυασµένη και η υποσυνθήκη εντροπία συνδυάζονται σε µία σχέση η οποία είναι 

η παρακάτω: 

 ( ) ( ) ( ),H X Y H Y H X Y= + |  (2.38) 

 

 

2.4.4 Αµοιβαία πληροφορία 

Αν θεωρήσουµε δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές ,X Y , σαν αµοιβαία πληροφορία 

ορίζουµε την ποσότητα της πληροφορίας που παρέχεται από την τυχαία µεταβλητή  Y
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για την τυχαία µεταβλητή X .  Με άλλα λόγια, η αµοιβαία πληροφορία δηλώνει την 

ποσότητα της αβεβαιότητας του X  που έχει εξαλειφθεί µε την εµφάνιση της τυχαίας 

µεταβλητής . Η αµοιβαία πληροφορία δύο διακριτών τυχαίων µεταβλητών 

συµβολίζεται ως 

Y

( ; )I X Y  και θα δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( ) ( ); |I X Y H X H X Y= −  (2.39) 

 

 

2.4.5 ∆ιαφορική εντροπία 

Μέχρι αυτό το σηµείο έχουµε ασχοληθεί µε διακριτές πηγές ή αντίστοιχα µε διακριτές 

τυχαίες µεταβλητές και έχουµε ορίσει κάποια µεγέθη. Στην περίπτωση που θεωρούµε 

πηγές διακριτού χρόνου, αλλά µε συνεχές αλφάβητο, τότε οι πηγές αυτές µπορούν να 

µοντελοποιηθούν µε συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. Σε αυτή την περίπτωση ορίζουµε µια 

άλλη ποσότητα, αντίστοιχη της εντροπίας, που καλείται διαφορική εντροπία (differential 

entropy) και τη συµβολίζουµε ως ( )h X . Η διαφορική εντροπία µίας συνεχούς τυχαίας 

µεταβλητής X  µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (propability density function, 

PDF) ( )Xf x  δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

  (2.40) ( ) ( ) ( )logX Xh X f x f x dx
+∞

−∞

= − ∫

Επίσης,  αν θεωρήσουµε δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλητές ,X Y , µπορούµε να 

ορίσουµε (αντίστοιχα µε προηγουµένως) τη συνδυασµένη διαφορική εντροπία που δίνεται 

από την ακόλουθη σχέση: 

  (2.41) ( ) ( ) ( ), ,, , log ,X Y X Yh X Y f x y f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − ∫ ∫

Επίσης ορίσουµε την υποσυνθήκη διαφορική εντροπία ως: 

 ( ) ( ) ( )| ,h X Y h X Y h Y= −  (2.42) 

Τέλος, η αµοιβαία πληροφορία θα ορίζεται ως: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); | |I X Y h Y h Y X h X h X Y= − = −  (2.43) 
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2.5 Χωρητικότητα συστήµατος SISO 
 

Σε αυτό το σηµείο, τονίζουµε ότι µε τον όρο χωρητικότητα, ορίζουµε το µέγιστο 

ρυθµό µετάδοσης που µπορεί να επιτευχθεί, µε αµελητέα πιθανότητα σφάλµατος στο 

δέκτη.  

Όπως επισηµάνθηκε και προηγουµένως, θεωρούµε κανάλι διακριτού χρόνου χωρίς 

µνήµη. Από τη θεωρία της πληροφορίας γνωρίζουµε ότι [8] η χωρητικότητα για ένα 

τέτοιο κανάλι µπορεί να οριστεί σαν το µέγιστο της αµοιβαίας πληροφορίας  µεταξύ της 

συνεχούς τυχαίας µεταβλητής X  που παριστάνει την έξοδο της πηγής και της συνεχούς 

τυχαίας µεταβλητής  που παριστάνει  το σήµα που λαµβάνει ο δέκτης, για όλες τις 

πιθανές κατανοµές της εισόδου που ικανοποιούν τον περιορισµό ισχύος. Άρα η 

χωρητικότητα µπορεί να εκφραστεί ως: 

Y

 
( )

( )max ;
p x

C I X= Y  (2.44) 

Όµως, θεωρώντας ότι ο λευκός προσθετικός θόρυβος Gauss συµβολίζεται µε την 

τυχαία µεταβλητή W  θα ισχύει: 

 Y hX W= +  (2.45) 

Στην πραπάνω σχέση, µε  συµβολίζουµε το κέρδος του διαύλου.  Σύµφωνα µε τα 

παραπάνω θα ισχύει: 

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2.45; | ;I X Y h Y h Y X I X Y h Y h hX W X= − ⎯⎯⎯→ = − + | ⇔  

 ( ) ( ) ( ); |I X Y h Y h W X⇔ = −  (2.46) 

Παραπάνω θεωρήσαµε ότι ( ) ( )|h hX W X h W X+ = | . Αυτό εξηγείται από το γεγονός 

ότι εφόσον το  είναι γνωστό στο δέκτη (υποτίθεται ότι ο δίαυλος είναι γνωστός στο 

δέκτη), δεν υπάρχει καθόλου αβεβαιότητα του  όταν το 

h

hX X  είναι γνωστό. Επιπλέον οι 

τυχαίες µεταβλητές ,X W  είναι στατιστικά ανεξάρτητες οπότε θα ισχύει: 

 (2.46) ( ) ( ) ( );I X Y h Y h W→ = −  (2.47) 
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Επίσης, η ισχύς που λαµβάνεται από την κεραία λήψης, θα δίνεται από την παρακάτω 

σχέση: 

 (2.45) 22 2
Y Xh 2

Wσ σ σ→ = +  (2.48) 

Στην παραπάνω σχέση, µε 2h  έχουµε συµβολίσει το κέρδος ισχύος  που εισάγεται 

από το δίαυλο.  

Επειδή έχουµε συµβολίσει τον περιορισµό ισχύος εκποµπής σαν , µπορούµε να 

γράψουµε τη σχέση (2.48) ως: 

p

 22
Y h p 2

Wσ σ= +  (2.49) 

Επίσης η διαφορική εντροπία της τυχαίας µεταβλητής  είναι άνω φραγµένη και θα 

ισχύει

Y
2 (λαµβάνοντας υπόψη και τη σχέση(2.49): 

 ( ) ( )2 2
2

1 log 2
2 Wh Y e h pπ σ⎡ ⎤≤ +

⎣ ⎦
 (2.50) 

Αντίστοιχα για τη διαφορική εντροπία της τυχαίας µεταβλητής W  θα ισχύει: 

 ( ) 2
2

1 log 2
2 Wh W eπ σ⎡ ⎤≤ ⎣ ⎦  (2.51) 

Άρα θα είναι: 

 (2.47) ( )
( ) ( ) ( )22.50 2 2

2 22.51

1 1; log 2 log 2
2 2W WI X Y e h p eπ σ⎡ ⎤ π σ⎡ ⎤⎯⎯⎯→ ≤ + − ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.52) 

Οπότε: 

( ) ( ) ( )
2 2

22.52 2 2
2 2 2 2

1 1 12.44 log 2 log 2 log
2 2 2

W
W W

W

h p
C e h p e C

σ
π σ π σ

σ

⎛ ⎞+⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎯⎯⎯→ = + − ⇔ = ⎜ ⎟⇔⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 2
2 2

1 log 1
2 W

pC h
σ

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
⎟

                                                

 (2.53) 

Συνοψίζοντας, η σχέση (2.53) µας δίνει τη χωρητικότητα ενός καναλιού SISO 

διακριτού χρόνου µε λευκό προσθετικό Gaussian θόρυβο. Όπου  είναι ο περιορισµός p

 

2 Cover, Thomas Elements of Information Theory-Willey 1991 
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ισχύος εισόδου,  2
Wσ  είναι η διασπορά του θορύβου (ισχύς του θορύβου) και  2h  είναι 

το κέρδος ισχύος που εισάγει το κανάλι.  Σηµειώνεται εδώ, ότι στη (2.53) η 

χωρητικότητα µετριέται σε bits/µετάδοση.  

Όταν πρόκειται για κανάλι συνεχούς χρόνου περιορισµένου εύρους ζώνης B  και µε 

λευκό προσθετικό Gaussian θόρυβο µηδενικής µέσης τιµής και διασποράς 2
Wσ , το σήµα 

εξόδου µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )y t h t x t w t= ∗ +  (2.54) 

Όπου ( )x t  είναι το σήµα εισόδου και ( )w t  είναι µία συνάρτηση – δείγµα της 

στοχαστικής ανέλιξης µε την οποία µοντελοποιείται λευκός Gaussian θόρυβος. Με ( )h t  

έχουµε συµβολίσει την κρουστική απόκριση του καναλιού. Εφόσον έχουµε κανάλι 

συνεχούς χρόνου,  µπορούµε να δειγµατοληπτήσουµε στο ρυθµό Nyquist για να 

πετύχουµε κανάλι διακριτού χρόνου. Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να αναπαραστήσουµε 

όλα τα σήµατα µε δείγµατα που λαµβάνονται κάθε 1
2B

 δευτερόλεπτα. Τότε, ο αριθµός 

των µεταδόσεων (δειγµάτων) ανά δευτερόλεπτο θα είναι 2B , οπότε η χωρητικότητα σε 

bits/sec θα είναι: 

 2
2 2log 1

W

pC B h
σ

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
⎟

R

 (2.55) 

 

 

2.6 Χωρητικότητα καναλιού SIMO 
 

Όπως αναφέραµε και πιο πριν, ένα κανάλι SIMO µε  κεραίες λήψης µπορεί να 

θεωρηθεί σαν ένα σύνολο από  κανάλια SISO, όπου το δειγµατοληπτηµένο µιγαδικό 

κέρδος κάθε καναλιού να είναι 

Rn

Rn

, 1,....ih i n= .  Άρα, η ολική λαµβανόµενη ισχύς θα 

είναι ίση µε το άθροισµα της λαµβανόµενης ισχύος από κάθε κεραία λήψης. Θεωρούµε 

ότι η ισχύς εκποµπής είναι  και ότι κάθε κεραία λήψης  i  λαµβάνει ισχύ: p
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 2 2
ii ip h p Wσ= +  (2.56) 

Άρα η ολική λαµβανόµενη ισχύς θα είναι: 

 
1 2

22 2 22 2 2
1 2

1

..... ....
R

R nR

n

total n W W W total i W
i

p p h p h p h p p h 2σ σ σ
=

= + + + + + + + ⇔ = +∑ σ (2.57) 

Ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία όπως προηγουµένως και λαµβάνοντας υπόψη τη 

σχέση (2.57) καταλήγουµε στην παρακάτω έκφραση της χωρητικότητας στην περίπτωση 

του καναλιού SIMO: 

 2
2 2

1

log 1
Rn

i
iW

pC B h
σ =

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟  (2.58) 

 

 

2.7 Χωρητικότητα καναλιού MISO 
 

Αντίστοιχα, ένα κανάλι MISO µε  κεραίες εκποµπής µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα 

σύνολο από  κανάλια SISO, όπου το δειγµατοληπτηµένο µιγαδικό κέρδος κάθε 

καναλιού να είναι 

Tn

Tn

, 1,....j Th j n= .  ∆εδοµένου του περιορισµού ισχύος εκποµπής που 

είναι , αν θεωρήσουµε ότι ο ποµπός δε γνωρίζει το κανάλι, τότε είναι λογικό η 

συνολική ισχύς εκποµπής να µοιράζεται εξίσου στις κεραίες εκποµπής. Άρα θεωρούµε 

ότι η µέση ισχύς που εκπέµπεται από κάθε κεραία είναι 

p

T

p
n

.  Άρα η συνολικά 

λαµβανόµενη ισχύς σε αυτή την περίπτωση θα είναι: 

 
2 22 2 2 2

1 2
1

.....
T

T

n

total n W total j W
jT T T T

p p p pp h h h p h
n n n n

σ σ
=

= + + + + ⇔ = +∑  (2.59) 

Ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία όπως προηγουµένως και λαµβάνοντας υπόψη τη 

σχέση (2.59) καταλήγουµε στην παρακάτω έκφραση της χωρητικότητας στην περίπτωση 

του καναλιού MISO: 

 
2

2 2
1

log 1
Tn

j
jT W

pC B h
n σ =

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟  (2.60) 
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2.8 Χωρητικότητα ΜΙΜΟ 
 

Η περίπτωση καναλιού ΜΙΜΟ είναι ένας συνδυασµός των περιπτώσεων SIMO και 

MISO. Θεωρούµε ένα κανάλι ΜΙΜΟ διακριτού χρόνου,  κεραίες εκποµπής και  

κεραίες λήψης. Όπως θα αποδείξουµε στο επόµενο κεφάλαιο, σύµφωνα µε το θεώρηµα  

της διάσπασης των ιδιόµορφων τιµών (Singular Value Decomposition), το κανάλι ΜΙΜΟ 

µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα σύνολο από έστω  παράλληλα υποκανάλια SISO. Τότε, 

όπως θα δούµε θα ισχύει: 

Tn Rn

k

 ' '' , 1,...,i i i iy x w iλ= + = k  (2.61) 

Στην παραπάνω εξίσωση, µε iλ  έχουµε συµβολίσει τις ιδιοτιµές (eigenvalues) του πίνακα 

HHH , αν  ή του πίνακα  αν .  Rn n< T
HH H R Tn n>

Σύµφωνα µε τη σχέση (2.61), το κανάλι ΜΙΜΟ µπορεί να παρασταθεί ισοδύναµα σαν 

ένα σύνολο από  παράλληλα υποκανάλια SISO. Κάθε υποκανάλι χαρακτηρίζεται από 

ένα κέρδος που είναι µία ιδιόµορφη τιµή (singular value) του πίνακα . Σχηµατικά, η 

µοντελοποίηση του καναλιού ΜΙΜΟ µε  παράλληλα υποκανάλια SISO φαίνεται στην 

παρακάτω εικόνα: 

k

H

k

1λ

2λ

kλ

1X

2X

kX

1Y

2Y

kY

 
Εικόνα 2-5 Ισοδύναµη αναπαράσταση καναλιού MIMO µε k παράλληλα υποκανάλια SISO 
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Από το παραπάνω σχήµα, διαπιστώνουµε ότι το κέρδος κάθε παράλληλου 

υποκαναλιού είναι µία ιδιόµορφη τιµή του πίνακα  που περιγράφει το ΜΙΜΟ κανάλι.  H

Αν λάβουµε υπόψη µας τον περιορισµό ισχύος εκποµπής , θα πρέπει να ισχύει: p

 2

1

Tn

i
i

E X
=

⎡ ⎤
p≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (2.62) 

Επίσης, αφού ο ποµπός δε γνωρίζει το κανάλι, λογικό είναι η ισχύς εκποµπής να 

ισοµοιράζεται στις κεραίες  εκποµπής. Άρα, σύµφωνα και µε τον περιορισµό ισχύος που 

φαίνεται από τη σχέση (2.62), κάθε κεραία εκποµπής µεταδίδει µε µέση ισχύ 
T

p
n

. Η 

χωρητικότητα αυτού του καναλιού µπορεί να εκφραστεί ως: 

 
( )

( )
2

1 2
1

1 2 1 2
, ,..., :

max , ,..., ; , ,...,
nT

n iT
i

k
p x x x E X p

C I X X X Y

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
∑

kY Y  (2.63) 

Η σχέση (2.63) µας λέει ότι εκφράζοντας το κανάλι ΜΙΜΟ διακριτού χρόνου µε  

παράλληλα υποκανάλια SISO, η χωρητικότητα µπορεί να οριστεί σαν το µέγιστο της 

αµοιβαίας πληροφορίας µεταξύ της διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής της εισόδου που 

συµβολίζεται µε 

k

[ ]1 2, ,...., kX X X=X και της διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής της 

εξόδου που τη συµβολίζουµε µε [ ]1 2, ,...., kY Y Y=Y , για κάθε κατανοµή της εισόδου που 

ικανοποιεί τους περιορισµούς ισχύος.  

Θα ισχύουν τα εξής: 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,..., ; , ,..., , ,..., , ,..., | , ,...,k k k k kI X X X Y Y Y h Y Y Y h Y Y Y X X X= −  (2.64) 

Αν ακολουθήσουµε όµοια διαδικασία όπως στην περίπτωση της χωρητικότητας 

καναλιού SISO και λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση (2.64) θα ισχύουν τα εξής: 

 (2.64) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, ,..., ; , ,..., , ,..., , ,...,k k k kI X X X Y Y Y h Y Y Y h W W W→ = −  (2.65) 

Οι τυχαίες µεταβλητές , 1,...,iY i k=  είναι στατιστικά ανεξάρτητες. Το ίδιο ισχύει 

και για τις τυχαίες µεταβλητές , 1,...iW i ,k= . Άρα θα είναι [9]: 

 (2.65) (2.66) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
1 1 1

, ,..., ; , ,...,
k k k

k k i i i
i i i

I X X X Y Y Y h Y h W h Y h W
= = =

→ = − =∑ ∑ ∑ i−
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Αν τώρα θεωρήσουµε ότι σε κάθε υποκανάλι το κέρδος ισχύος είναι , 1,...,i i kλ = , 

και θεωρήσουµε ότι εκπέµπεται ένα σήµα από την  κεραία εκποµπής, τότε η ισχύς που 

θα λάβει η  κεραία λήψης θα είναι: 

i

i

 2
i ir i i W r i

T

pp p p
n

2
Wλ σ λ= + ⇔ = +σ  (2.67) 

Όπου µε ip  συµβολίζουµε την ισχύ του σήµατος που εκπέµπεται από την  κεραία 

εκποµπής και µε 

i

2
Wσ  συµβολίζουµε τον λευκό προσθετικό θόρυβο Gauss. Άρα, 

αντίστοιχα µε τη σχέση (2.50), θα ισχύει: 

 ( ) 2
2

1 log 2
2i i

T

ph Y e
n

π λ σW

⎡ ⎤⎛ ⎞
≤ +⎢ ⎥⎜

⎝ ⎠
⎟

⎣ ⎦
 (2.68) 

Άρα τελικά θα ισχύει: 

 ( ) ( )
( )
2.68

22.63 2
1

12.66 log 1
2

k
i

i
i T W

pC
n

λ
σ=

⎛ ⎞⎛
⎯⎯⎯→ = +⎜ ⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
⎞
⎟⎟⎟  (2.69) 

Η χωρητικότητα όπως δίνεται από τη σχέση (2.69) είναι εκφρασµένη σε bits/µετάδοση 

ή bits/δείγµα. Στην περίπτωση τώρα που θεωρούµε ένα κανάλι συνεχούς χρόνου και 

περιορισµένου εύρους ζώνης B ,τότε, µε τη λογική που παρουσιάστηκε στην περίπτωση 

της χωρητικότητας SISO, η χωρητικότητα στη σχέση (2.69) παίρνει την εξής µορφή: 

 2 2
1

log 1
k

i
i

i T W

pC B
n

λ
σ=

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ⎟⎟⎟  (2.70) 

Αυτή αποτελεί την τελική έκφραση της χωρητικότητας σε ένα κανάλι ΜΙΜΟ και 

µετριέται σε bits/sec.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Χωρητικότητα καναλιών MIMO 
 

 

3.1 Μοντέλο συστήµατος ΜΙΜΟ για flat fading channel 
 

3.1.1 Γενική παρουσίαση 

Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουµε αναλυτικά την περίπτωση συστήµατος ΜΙΜΟ µε 

ένα χρήστη (single user MIMO system). Το σύστηµα αποτελείται από µία συστοιχία 

κεραιών εκποµπής και µία συστοιχία  κεραιών λήψης, όπως φαίνεται παρακάτω: Tn Rn

 
Figure 3-1 Σύστηµα MIMO 

 

Στην ανάλυση που ακολουθεί έχουµε κάνει τις παρακάτω απλοποιήσεις: Θεωρούµε 

ότι το εύρος ζώνης του καναλιού είναι 1W Hz= και ότι η περίοδος ενός συµβόλου είναι 

. Άρα η ενέργεια ενός συµβόλου είναι ίση µε την ισχύ που εκπέµπεται ανά 

σύµβολο. Επίσης αφού έπεται ότι η φασµατική πυκνότητα ισχύος θορύβου  
θα είναι ίση µε την ισχύ του θορύβου (

1secST =

1W H= z ON

2
O wN σ= ). Επίσης κάνουµε χρήση του µοντέλου 

σηµατοδοσίας διακριτού χρόνου (discrete time signal model ή sampled signal model), 

όπου σύµφωνα µε αυτό το µοντέλο, όλα τα σήµατα είναι διακριτού χρόνου και 

εκφρασµένα στη βασική ζώνη (baseband).   

Άρα θεωρούµε ότι είναι το 1( )nx Tn ×  διάνυσµα εκποµπής, το οποίο παριστάνεται ως: 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
T

T
nn x n x n x n=x  (3.1) 

 34



Αντίστοιχα,  και  είναι τα 1( )nr ( )nw Rn ×  διανύσµατα σήµατος λήψης και θορύβου, 

τα οποία παριστάνονται ως: 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
R

T
nn r n r n r n=r   (3.2) 

 ( ) ( ) ( )1 2( ) [ . . . ]
R

T
nn w n w n w n=w  (3.3) 

Επίσης, για την περίπτωση του καναλιού µε επίπεδες διαλείψεις (flat fading channel) 

που εξετάζουµε, θα συµβολίζουµε µε ( )ijh n  το δειγµατοληπτηµένο µιγαδικό κέρδος του 

καναλιού, κατά τη διάδοση ενός συµβόλου από την j κεραία εκποµπής ως την i κεραία 

λήψης. Άρα µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα πίνακα R Tn n×  που ονοµάζεται complex 

channel matrix: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .

. . . .( )

. . . .

. . . .
. . .

T

T

R R R T

n

n

n n n n

h n h n h n

h n h n h n

n

h n h n h n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H ⎥

T

n

 (3.4) 

Άρα, το σήµα που λαµβάνεται από την i κεραία λήψης θα δίνεται από την παρακάτω 

εξίσωση: 

  (3.5) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2,...., 1, 2,....,
Tn

i j ij i R
j

r n x n h n w n i n j nκαι
=

= + = =∑

Η εξίσωση (3.5) υπό µορφή πινάκων θα είναι: 

 ( ) ( ) ( ) ( )n n n= +r H x w  (3.6) 

Για περαιτέρω απλοποίηση, αφαιρούµε και την εξάρτηση από το διακριτό χρόνο n, 

οπότε η εξίσωση γίνεται: 

 = +r Hx w  (3.7) 

Η εξίσωση (3.7) περιγράφει τη σχέση εισόδου – εξόδου σε ένα κανάλι ΜΙΜΟ 

υποθέτοντας επίπεδες διαλείψεις.  Σχηµατικά, η παραπάνω εξίσωση παριστάνεται στην 

εικόνα που ακολουθεί: 
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Εικόνα 3-2 Εικονική αναπαράσταση σχέσης εισόδου - εξόδου σε κανάλι MIMO 

 

Θεωρούµε ότι το κανάλι είναι Gaussian, οπότε η κατάλληλη κατανοµή που πρέπει να 

ακολουθούν τα στοιχεία του διανύσµατος  είναι η κανονική κατανοµή. Άρα θεωρούµε 

ότι τα στοιχεία του διανύσµατος  είναι τυχαίες µεταβλητές i.i.d µε µέση τιµή µηδέν και 

διασπορά 1. Επίσης, θεωρούµε ότι η συνολική ισχύς που µπορεί να εκπέµψει ο ποµπός 

είναι 

x

x

p . Άρα στην περίπτωση που ο ποµπός δε γνωρίζει το κανάλι, είναι λογικό η ισχύς 

να µοιράζεται εξίσου στις κεραίες [10]. Εποµένως κάθε κεραία θα εκπέµπει µε ισχύ 
T

p
n

. 

Άρα τελικά ο πίνακας αυτοσυµµεταβλητότητας του διανύσµατος εισόδου θα είναι: 

 
T

H
n

T

pE
n

⎡ ⎤= ⇔ =⎣ ⎦xx xxR xx R I  (3.8) 

Στην παραπάνω σχέση ο πίνακας Hx  είναι ο αναστροφοσυζυγής του . Επίσης, για 

τη συνολική ισχύ 

x

p που µπορεί να εκπέµψει ο ποµπός ισχύει [10]: 

 ( )p tr= xxR  (3.9) 

Στη συνέχεια, θα δούµε πως όταν το κανάλι είναι γνωστό στον ποµπό, η ισχύς µπορεί 

να µην κατανέµεται εξίσου στις κεραίες εκποµπής, αλλά µερικές κεραίες να εκπέµπουν 

µε µεγαλύτερη ισχύ απο άλλες. Αυτό όπως θα δούµε θα οδηγήσει σε αύξηση της 

χωρητικότητας. 

Ο θόρυβος στο δέκτη περιγράφεται από ένα διάνυσµα 1Rn ×  και το συµβολίζουµε µε 

. Υποθέτοντας χωρικά λευκό θόρυβο, τα στοιχεία του διανύσµατος είναι Gaussian 

i.i.d. τυχαίες µεταβλητές, οπότε θα είναι µεταξύ τους ανεξάρτητα µε πίνακα 

αυτοσυµµεταβλητότητας: 

w w

 2
R

H
w nE σ⎡ ⎤= ⇔ =⎣ ⎦ww wwR ww R I  (3.10) 
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Το διάνυσµα λήψης συµβολίζεται µε  και έχει διαστάσεις  . Ο πίνακας 

αυτοσυµµεταβλητότητας του διανύσµατος λήψης προκύπτει µέσω της σχέσης (3.7) 

r 1Rn ×

  (3.11) (7)H
rr rr XX wwE ⎡ ⎤= ⎯⎯→ = +⎣ ⎦R rr R HR H RH

 

 

3.1.2  ∆ιάσπαση Ιδιόµορφων τιµών  (Singular Value Decomposition , SVD) 

Το θεώρηµα διάσπασης των ιδιόµορφων τιµών (Singular Value Decomposition) µας 

παρέχει τη δυνατότητα να µοντελοποιούµε ένα ΜΙΜΟ κανάλι, µε k παράλληλα 

υποκανάλια. Πιο συγκεκριµένα, σύµφωνα µε αυτό το θεώρηµα κάθε πίνακας  H R Tn n×  

µπορεί να παρασταθεί ως [4]: 

  (3.12) H=H UDV

Στην παραπάνω σχέση,  είναι ένας διαγώνιος πίνακαςD ∗  Rn nT× . Τα στοιχεία της 

κύριας διαγωνίου του  είναι οι τετραγωνικές ρίζες των ιδιοτιµών (eigenvalues) του 

πίνακα 

D
HHH , αν  ή του πίνακα  αν .  Σηµειώνεται εδώ ότι οι 

τετραγωνικές ρίζες των ιδιοτιµών ονοµάζονται ιδιόµορφες τιµές (singular values) του . 

Άρα λοιπόν θα ισχύουν τα παρακάτω: 

Rn n< T T
HH H Rn n≥

H

 ( ) ( )3.123.7 H⎯⎯⎯→ = +r UDV x w  (3.13) 

Έστω τώρα ότι κάνουµε τις παρακάτω θεωρήσεις: 

 

'

'

'

H

H

H

=

=

=

r U r

x V x

w U w

 (3.14) 

Τότε θα ισχύει: 

 ( ) ( )3.14 ' ' '  (3.15) 3.13 ⎯⎯⎯→ = +r Dx w

                                                 

∗ Κανονικά, διαγώνιοι πίνακες είναι οι τετραγωνικοί πίνακες. Αυτός καλείται καθ’ υπέρβαση 

διαγώνιος.  
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Παραπάνω, ο πολλαπλασιασµός των διανυσµάτων  µε τους αντίστοιχους 

πίνακες µας δίνει µία νέα περιγραφή του συστήµατος ΜΙΜΟ, η οποία µαθηµατικά 

εκφράζεται µε τη σχέση (3.15). Ο αριθµός των µη µηδενικών ιδιοτιµών του πίνακα 

, ,r x w

HHH  ή του  είναι ίσος µε το rank του πίνακα , που έστω ότι το συµβολίζουµε 

µε k. Επειδή για τον πίνακα  ισχύει 

HH H H

H min( , )R Trank n n≤ , ο αριθµός των µη µηδενικών 

ιδιοτιµών θα είναι το πολύ  mi . Άρα, γνωρίζοντας ότι ο πίνακας  περιέχει τις 

ιδιόµορφες τιµές του , µπορούµε από τη σχέση (3.15) να καταλήξουµε στην 

αντίστοιχη αναλυτική εξίσωση που είναι η ακόλουθη: 

n( , )R Tn n D

H

 

' '

'

'

, 1, 2....

, 1, 2,

i i i

i

i R..

x w i
r

w i k k

λ⎧ + =
⎪

= ⎨
⎪ = + +⎩

k

n

T

 (3.16) 

Όπως παρατηρούµε από την παραπάνω εξίσωση, το κανάλι ΜΙΜΟ µπορεί να 

παρασταθεί ισοδύναµα σαν ένα σύνολο από παράλληλα υποκανάλια. Κάθε υποκανάλι 

χαρακτηρίζεται από ένα κέρδος που είναι µία singular value του πίνακα . Σύµφωνα 

λοιπόν µε τα παραπάνω, για  θα ισχύει η εικόνα που ακολουθεί: 

H

Rn n>

 

1λ

2λ

Tnλ

 
Εικόνα 3-3 Ισοδύναµη αναπαράσταση καναλιού MIMO µε k παράλληλα υποκανάλια SISO 

 

 38



Εφόσον τα παράλληλα υποκανάλια είναι µεταξύ τους ανεξάρτητα, για να 

καθορίσουµε τη συνολική χωρητικότητα του καναλιού, αρκεί να προσθέσουµε τις 

επιµέρους χωρητικότητες των υποκαναλιών. Θεωρώντας ότι το κανάλι δεν είναι γνωστό 

στον ποµπό, η συνολική ισχύς εκποµπής, όπως είπαµε και πιο πριν,  µοιράζεται εξίσου 

στις κεραίες εκποµπής, έτσι ώστε κάθε κεραία να εκπέµπει ισχύ 
T

p
n

. Αν αγνοήσουµε τις 

απώλειες διάδοσης, τότε η ισχύς που θα λαµβάνεται στο κάθε υποκανάλι θα είναι : 

i

i
r

T

pp
n
λ

= . Άρα η χωρητικότητα που επιτυγχάνεται θα είναι ίση µε: 

 2 2
1

log 1
k

i

i T

pC
n
λ
σ=

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟  (3.17) 

Εδώ θυµίζουµε ότι το εύρος ζώνης του καναλιού έχει θεωρηθεί 1Hz. Η σχέση (3.17) 

εποµένως, δείχνει τη χωρητικότητα ενός ΜΙΜΟ καναλιού, θεωρώντας το κανάλι ως ένα 

σύνολο από παράλληλα υποκανάλια, ανεξάρτητα µεταξύ τους, που το κάθε κανάλι 

παρουσιάζει κέρδος ισχύος iλ .  

 

 

3.1.3 Εναλλακτικός τρόπος απόδειξης της χωρητικότητας 

Θυµίζουµε, ότι το κανάλι θεωρείται ότι έχει επίπεδες διαλείψεις, άρα πρόκειται για 

κανάλι χωρίς µνήµη (memoryless) [9]. Επίσης κάνουµε χρήση του µοντέλου 

σηµατοδοσίας διακριτού χρόνου (discrete time signal model ή sampled signal model), 

οπότε όλα τα σήµατα είναι διακριτού χρόνου και εκφρασµένα στη βασική ζώνη 

(baseband). Επίσης, σε αυτή την παράγραφο για ευκολία θεωρούµε ότι τα στοιχεία του 

πίνακα  που περιγράφει το κανάλι, δεν είναι τυχαίες µεταβλητές. Με άλλα λόγια 

θεωρείται ο πίνακας  ντετερµινιστικός. Από τη θεωρία της πληροφορίας [8] 

γνωρίζουµε ότι η χωρητικότητα για ένα κανάλι διακριτού χρόνου χωρίς µνήµη  δίνεται 

από την παρακάτω σχέση: 

H

H

 
( )

( )max ;
p x

C I= x r  (3.18) 
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Στην παραπάνω σχέση, όπου ( );I x r  είναι η αµοιβαία πληροφορία των  και rx ∗.  

Επίσης γνωρίζουµε ότι: 

 ( ) ( ) ( );I H H= −x r r r x/  (3.19) 

Όπου ( )H r  είναι η διαφορική εντροπία του  και r ( )/H r x  είναι η υπό συνθήκη 

διαφορική εντροπία του  δοθέντος του . Ισχύει ότι r x ( ) ( )/H H=r x w , όπου  είναι 

το διάνυσµα του θορύβου. Άρα θα είναι: 

w

 ( ) ( ) ( ) ( )19 ;I H H→ = −x r r w  (3.20) 

Άρα, από τις  (3.18), (3.19) συµπαιρένουµε ότι για να αυξηθεί η χωρητικότητα πρέπει 

να αυξήσουµε το ( )H r , δεδοµένου ότι το ( )H w  θεωρείται σταθερό. Από τον Telatar 

[11] γνωρίζουµε ότι η µέγιστη χωρητικότητα επιτυγχάνεται όταν το  είναι κυκλικά 

συµµετρικό µιγαδικό Gaussian διάνυσµα (circularly symmetric complex Gaussian vector). 

Για να ισχύει αυτό, πρέπει και το  να είναι επίσης circularly symmetric complex 

Gaussian. Σε αυτή την περίπτωση, θα ισχύουν: 

r

x

 ( ) ( )log detH π= rrr eR  (3.21) 

Όπου το θα είναι: rrR

 (3.10) 2(3.11)
R

H
nσ⎯⎯⎯→ = +rr xxR HR H I  (3.22) 

Επίσης, θεωρώντας θόρυβο επίσης circularly symmetric complex Gaussian θα ισχύει: 

 ( ) ( )log detH π= www eR

                                                

 (3.23) 

Όπου το  έχει οριστεί στη σχέση (3.10). Άρα λοιπόν θα ισχύουν τα παρακάτω: wwR

 

∗ Η αµοιβαία πληροφορία ορίζεται πλήρως σε επόµενο κεφάλαιο.  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

(3.21)
2 2(3.23)

(3.10) det
2 2

(
2 22 2

; ; log det log det

det det
; log ; log

det det

1 1; log det ; log det

nR

Rn

I H H I e e

e
I I

e

I I

σ

π π

π
π

σ σ

→ =

= − ⎯⎯⎯→ = − ⇔

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ = ⇔ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ww

rr ww

Rrr rr

ww ww

rr rr

r x r w r x R R

R R
r x r x

R R

r x R r x R

( ) ( )

3.22)

(3.10)
2 2(3.8)2 2 2

1 1; log det ; log det
R

H H
n

T

pI I
nσ σ σ

⎯⎯⎯→

⎛ ⎞⎛ ⎞→ = + ⎯⎯⎯→ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

xx wwr x HR H R r x I HH

 

Άρα τελικά η χωρητικότητα δίνεται από τη σχέση:  

 2 2log det
R

H
n

T

pC
n σ

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
I H ⎟H  (3.24) 

Οι σχέσεις (3.17) και (3.24) είναι ισοδύναµες. Αυτό αποδεικνύεται ως εξής: Επειδή 
H H=HH QΛQ  (eigendecomposition) , µε H H= =QQ Q Q I , θα ισχύει ότι: 

 2 2log det
R

H
n

T

pC
n σ

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
I QΛQ ⎟  (3.25) 

Επίσης γενικά αν  είναι τετραγωνικοί πίνακες, θα ισχύει: ,A B

 ( ) ( )det det+ = +I AB I BA  (3.26) 

Άρα τελικά θα είναι: 

( ) ( )3.26
2 2

2 22 2
11

3.24 log det

log 1 log 1

Rn
T

k k

i i
ii T T

pC
n

p pC C
n n

σ

λ λ
σ σ==

⎛ ⎞
⎯⎯⎯→ = + ⇔⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ = + ⇔ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∏

I Λ

. 

Επίσης, λόγω των σχέσεων (3.24)και (3.26), η χωρητικότητα µπορεί να εκφραστεί και ως 

εξής: 

 41



 2 2log det
T

H
n

T

pC
n σ

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
I H ⎟H  (3.27) 

Οµοίως µε πριν, οι σχέσεις (3.17) και (3.27) είναι επίσης ισοδύναµες. Αυτό προκύπτει 

εύκολα, αν λάβουµε υπόψη µας ότι οι πίνακες HHH  και  έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές 

[11].  

HH H

Στη συνέχεια, µελετάµε τη χωρητικότητα ενός καναλιού ΜΙΜΟ για διάφορες 

περιπτώσεις και εξάγουµε συµπεράσµατα. 

 

 

3.2 Εργοδική Χωρητικότητα καναλιού ΜΙΜΟ µε Rayleigh fading  
 

 

Σε αυτή την παράγραφο εκτιµάµε την χωρητικότητα ενός καναλιού ΜΙΜΟ, στην 

περίπτωση που δεν υπάρχει οπτική επαφή µεταξύ ποµπού και δέκτη. ∆ηλαδή το σήµα 

που λαµβάνει ο δέκτης δεν έχει συνιστώσα Line Of Sight (LOS). Αντίθετα, το σήµα 

φτάνει στο δέκτη µέσω πολλαπλών διαδροµών. Ένα τέτοιο περιβάλλον διάδοσης 

µοντελοποιείται θεωρώντας ότι κάθε στοιχείο του πίνακα , είναι i.i.d. µιγαδική 

Gaussian τυχαία µεταβλητή µε µηδενική µέση τιµή και µε 

H
2

1ijE h⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
. Άρα το 

πραγµατικό και το φανταστικό µέρος κάθε στοιχείου του  θα έχει µηδενική µέση τιµή 

και διασπορά 

H

2 1
2

σ = . εποµένως το πλάτος κάθε µιγαδικού στοιχείου του πίνακα  θα 

ακολουθεί την κατανοµή Rayleigh [12], ενώ η φάση του θα ακολουθεί την οµοιόµορφη 

κατανοµή. Εδώ θυµίζουµε πάλι ότι ο πίνακας  που περιγράφει το κανάλι έχει 

διαστάσεις .  

H

H

R Tn n×

Στην περίπτωσή µας, επειδή ο πίνακας  είναι τυχαίος, για τη χωρητικότητα θα 

ισχύει: 

H

 2 2log det
R

H
n

T

pC E
n σ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

I HH  (3.28) 

ή 
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 2 2
1

log 1
k

i
i T

pC E
n

λ
σ=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑  (3.29) 

Όπου [ ]E  δηλώνει την αναµενόµενη τιµή, η οποία έχει νόηµα λόγω της ύπαρξης του 

τυχαίου πλέον πίνακα  στη σχέση (3.28) και της ύπαρξης των ιδιοτιµών στη σχέση  

(3.29) που είναι και αυτές τυχαίες µεταβλητές. Άρα και η χωρητικότητα στην περίπτωση 

ΜΙΜΟ καναλιού µε Rayleigh fading θα είναι τυχαία µεταβλητή. Παρακάτω έχουµε 

απεικονίσει γραφικά τη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας (cumulative distribution 

function) της χωρητικότητας, ενδεικτικά για 

H

10SNR dB= και σε τρεις διαφορετικές 

περιπτώσεις:  

 

•  2T Rn n= =

•  4T Rn n= =

•  8T Rn n= =
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Εικόνα 3-4 CDF για SNR = 10dB 
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Η CDF µας δίνει χρήσιµες πληροφορίες για τη χωρητικότητα. Για παράδειγµα 

θεωρούµε τη CDF της χωρητικότητας για  2T Rn n= = και 10SNR dB= . Τότε από το 

παρακάτω σχήµα µπορούµε να παρατηρήσουµε δύο χαρακτηριστικά µεγέθη: 
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Εικόνα 3-5 CDF για nt=nr=2 και SNR=10dB 

 

Γενικά, όταν χρησιµοποιούµε ένα στατιστικό µοντέλο για την περιγραφή του 

καναλιού, τότε κατά τη µελέτη της χωρητικότητας του καναλιού, εξετάζουµε δύο συχνά 

χρησιµοποιούµενες στατιστικές παραµέτρους [3]. Η µία ονοµάζεται Ergodic capacity, 

και η άλλη outage capacity.  

Η σχέση (3.28) παρουσιάζει στην ουσία την ergodic capacity ενός καναλιού ΜΙΜΟ. 

Γενικά σαν ergodic capacity ορίζουµε τη µέση τιµή της χωρητικότητας (mean), η οποία 

τονίζουµε ότι δεν είναι απαραίτητα ίση µε τη µεσαία τιµή (50%). Για παράδειγµα στην 

παραπάνω εικόνα, ενώ η µεσαία τιµή (median) υπολογίζεται ότι είναι 5.5 bps/Hz, η 

εργοδική χωρητικότητα είναι ίση µε 5.6 bps/Hz. Ενώ η διαφορά αυτή στη συγκεκριµένη 

περίπτωση είναι ελάχιστη, δεν ισχύει το ίδιο πάντα. Στη συνέχεια παριστάνουµε γραφικά 

την εργοδική χωρητικότητα, για διάφορες περιπτώσεις διαφορισιµότητας.  
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3.2.1 ∆ιαφορισιµότητα σε ποµπό και δέκτη (ΜΙΜΟ) 

Παρακάτω παρουσιάζουµε την εργοδική χωρητικότητα ενός ΜΙΜΟ καναλιού, σε 

συνάρτηση µε το SNR και µε παράµετρο διάφορους συνδυασµούς κεραιών σε ποµπό και 

δέκτη.  
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Εικόνα 3-6 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του SNR 

 

Στην παραπάνω γραφική απεικόνιση θεωρούµε ότι ο αριθµός των κεραιών στο ποµπό 

είναι ίσος µε τον αριθµό των κεραιών στο δέκτη. Συγκεκριµένα η πράσινη καµπύλη 

απεικονίζει την εργοδική χωρητικότητα στην περίπτωση που έχουµε µία κεραία στο 

ποµπό και µία στο δέκτη (περίπτωση SISO). Οι άλλες καµπύλες απεικονίζουν την 

χωρητικότητα στην περίπτωση ΜΙΜΟ µε 2, 4 και 8 κεραίες σε ποµπό και δέκτη. Η 

παραπάνω εικόνα προσφέρεται για να κάνουµε σύγκριση της χωρητικότητας που 

µπορούµε να πετύχουµε στο ίδιο περιβάλλον διάδοσης, στην περίπτωση που συστήµατος 

SISO και ΜΙΜΟ. Φαίνεται καθαρά ότι στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε συστοιχία 

κεραιών σε ποµπό και δέκτη (ή αλλιώς στην περίπτωση που έχουµε diversity σε ποµπό 

και σε δέκτη) η χωρητικότητα που µπορούµε να πετύχουµε είναι σηµαντικά µεγαλύτερη 

απ’ ότι στην περίπτωση SISO. Επίσης µία σύγκριση µεταξύ των συστηµάτων ΜΙΜΟ µας 

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των κεραιών που χρησιµοποιούµε, 

τόσο περισσότερο αυξάνεται και η χωρητικότητα. Τέλος, για δεδοµένο σύστηµα ΜΙΜΟ, 
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παρατηρούµε ότι µε αύξηση του SNR αυξάνεται και η χωρητικότητα, όπως άλλωστε 

ήταν αναµενόµενο.  

Στο παρακάτω σχήµα, παριστάνουµε γραφικά την εργοδική χωρητικότητα σε 

συνάρτηση µε τον αριθµό των κεραιών εκποµπής και λήψης (θεωρώντας πάντα ότι οι 

κεραίες εκποµπής είναι ίσες στο πλήθος µε τις κεραίες λήψης) και µε παράµετρο το SNR 
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Εικόνα 3-7 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του αριθµού των κεραιών εκποµπής και λήψης 

 

 

Στα επόµενα σχήµατα συγκρίνουµε τη χωρητικότητα στην περίπτωση που ο αριθµός 

των κεραιών σε ποµπό και δέκτη δεν είναι ίδιος. Συγκεκριµένα, στις καµπύλες που 

ακολουθούν, υποθέτουµε ότι ο ποµπός αποτελείται από 2 κεραίες και ο δέκτης από 1,2,4 

και 8 κεραίες: 
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Εικόνα 3-8 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του SNR µε παράµετρο τον αριθµό κεραιών 

λήψης 

Από τις παραπάνω καµπυλες παρατηρούµε ότι για συγκεκριµένο SNR, όσο 

αυξάνουµε τον αριθµό των κεραιών λήψης διατηρώντας τον αριθµό των κεραιών 

εκποµπής σταθερό, η χωρητικότητα αυξάνει.  

Στην αντίθετη περίπτωση, υποθέτουµε ότι έχουµε σταθερό αριθµό κεραιών λήψης και 

µεταβλητό αριθµό κεραιών εκποµπής. Τότε ισχύουν οι παρακάτω καµπύλες: 
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Εικόνα 3-9 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του SNR µε παράµετρο τον αριθµό κεραιών 

εκποµπής 
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Σε αντίθεση µε προηγουµένως, εδώ πρατηρούµε ότι διατηρώντας τον αριθµό των 

κεραιών λήψης σταθερό, όταν αυξάνουµε τον αριθµό των κεραιών εκποµπής η 

χωρητικότητα από ένα σηµείο και µετά αυξάνεται λίγο.  

Τα συµπεράσµατα από τα δύο τελευταία σχήµατα, παρατηρούνται πολύ έντονα στην 

περίπτωση που έχουµε διαφορισιµότητα στη λήψη (receive diversity) και 

διαφορισιµότητα στη µεριά εκποµπής (transmit diversity) αντίστοιχα. 

 

 

3.2.2 ∆ιαφορισιµότητα λήψης 

Εδώ εκτιµούµε τη χωρητικότητα στην περίπτωση όπου 1 . Θα ισχύει ότι 

. Άρα θα είναι: 

R Tn n≥ =

1 2 . . .
R

T

nh h h⎡ ⎤= ⎣ ⎦h

 

1

2

2* * *
1 2

1

.
. . .

.

.

R

R

R

n
H

n
i

n

h
h

Q Q h h h Q

h

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤= ⇔ = ⇔ =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ih∑h h  (3.30) 

Άρα θα ισχύουν: 

( )3.301
2 22 2log det log detT

T T

nH H
n n

T T

p pC E C E
n nσ σ

=⎧ ⎫ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪= + ⎯⎯⎯→ = + ⎯⎯⎯→⎨ ⎬ ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩

I H H I h h
⎫⎪
⎬
⎪⎭

 

2
2 2

1

log 1
Rn

i
i

pC E h
σ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
→ = +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

Άρα στην περίπτωση που έχουµε receive diversity η εργοδική χωρητικότητα είναι ίση 

µε: 

 2
2 2

1

log 1
Rn

i
i

pC E h
σ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜

⎝ ⎠
⎟

⎣ ⎦
∑  (3.31) 
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Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζουµε γραφικά τη χωρητικότητα, µε βάση τη σχέση 

(3.31) 
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Εικόνα 3-10 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του SNR στην περίπτωση διαφορισιµότητας 

λήψης 

 

 

 

Από τις παρπάνω καµπύλες παρατηρούµε καταρχήν ότι όσο αυξάνουµε τον αριθµό 

των κεραιών στο δέκτη, θα αυξάνεται και η χωρητικότητα. Επίσης, για συγκεκριµένο  

παρατηρούµε µία σχεδόν γραµµική εξάρτηση της χωρητικότητας µε το SNR, µε τη 

χωρητικότητα να αυξάνεται σαφώς όσο αυξάνεται το SNR. Μία εναλλακτική απεικόνιση 

της χωρητικότητας όταν έχουµε receive diversity είναι η ακόλουθη: 

Rn
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Εικόνα 3-11 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του αριθµού κεραιών λήψης στην περίπτωση 

διαφορισιµότητας στο δέκτη 

 

Εδώ, έχουµε απεικονίσει τη χωρητικότητα σε συνάρτηση µε το , και µε παράµετρο 

το SNR.  

Rn

 

 

3.2.3 ∆ιαφορισιµότητα εκποµπής 

Με ανάλογο συλλογισµό καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση που δίνει τη 

χωρητικότητα στην περίπτωση που κάνουµε transmit diversity ( ): 1T Rn n> =

 
2

2 2
1

log 1
Tn

j
jT

pC E h
n σ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (3.32) 

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζουµε γραφικά τη χωρητικότητα σε συνάρτηση µε το 

SNR και µε παράµετρο το . Tn
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Εικόνα 3-12 Εργοδική χωρητικότητα συναρτήσει του SNR στην περίπτωση διαφορισιµότητας 

εκποµπής 

 

Εδώ παρατηρούµε ότι έχουµε αύξηση της χωρητικότητας µε το SNR, αλλά 

ταυτόχρονα βλέπουµε ότι η χωρητικότητα δεν αυξάνει αισθητά µε αύξηση του . Αυτό 

επιβεβαιώνεται και στο παρακάτω σχήµα που βλέπουµε ελάχιστη αύξηση της 

χωρητικότητας όταν περίπου, αλλά αν αυξήσουµε περαιτέρω το  η 

χωρητικότητα δεν αλλάζει καθόλου.  

Tn
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3.2.4 Transmit – receive diversity όταν τα υποκανάλια είναι ορθογώνια 

µεταξύ τους 

Σε αυτή την περίπτωση θεωρούµε ότι κάθε ξεχωριστή διαδροµή στο ΜΙΜΟ κανάλι 

δεν δέχεται παρεµβολές από άλλες. Με άλλα λόγια θεωρούµε τα στοιχεία του πίνακα  

που περιγράφει το κανάλι ανεξάρτητα µεταξύ τους οπότε και ορθογώνια. Άρα αν 

θεωρήσουµε για απλότητα ότι 

H

R Tn n n= = , για τον πίνακα  διαστάσεων  θα 

ισχύει: 

H n n×

 nn=H I  (3.33) 

Όπου ο συντελεστής n  είναι µία σταθερά που εξαρτάται από τον περιορισµό ισχύος 

που έχει αποδοθεί στον ποµπό [10]. Θυµίζουµε εδώ ότι η ολική ισχύς του ποµπού είναι 

 και στην περίπτωση που ο ποµπός δε γνωρίζει το κανάλι η ισχύς εκποµπής 

ισοµοιράζεται στις κεραίες του. Άρα κάθε κεραία θα εκπέµπει µε ισχύ 

p

p
n

.  Επίσης η 

ισχύς που λαµβάνει κάθε κεραία δέκτη είναι ίση µε  τη συνολική ισχύ εκποµπής p . Με 

αυτές τις υποθέσεις αγνοούµε τις εξασθενήσεις του σήµατος κατά τη διάδοσή του, καθώς 

και τα κέρδη των κεραιών κ.τ.λ. Άρα λοιπόν, για τα στοιχεία του πίνακα  θα πρέπει να 

ισχύει: 

H

2

1
, 1,.....,

Tn

ij T R
j

E h n i
=

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ n . Έτσι δικαιολογείται ο συντελεστής n .  

Από την  (3.33) θα έχουµε ότι: 

 (3.33)  (3.34) H H
nn→ = =HH H H I

Άρα στην περίπτωση αυτή η χωρητικότητα θα είναι: 

( ) ( )3.34
2 22 2

2 22 2

3.28 log det log det 1

log det 1 log 1 log 1

T R n n nn n n

n

p pC E C

p pC diag C C n

σ σ

σ σ

= =
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⎤
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎣
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I I I
⎦   

Άρα τελικά: 

 2 2log 1 pC n
σ

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (3.35) 
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Στη συνέχεια κάνουµε σύγκριση της χωρητικότητας στην περίπτωση που ο πίνακας 

είναι unitaryH 1 οπότε θα ισχύει η (3.35), και στη γενικότερη περίπτωση που τα στοιχεία 

του  δεν είναι ορθογώνια µεταξύ τους. H
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Εικόνα 3-14 Εργοδική χωρητικότητα όταν τα στοιχεία του Η είναι ορθογώνια µεταξύ τους 

 

Στο παραπάνω σχήµα θεωρήσαµε ότι ο αριθµός των κεραιών εκποµπής είναι ίσος µε 

τον αριθµό κεραιών λήψης. Με διακεκοµµένες γραµµές παριστάνεται η χωρητικότητα 

όταν ο πίνακας είναι unitary. Σε κάθε περίπτωση παρατηρούµε ότι, θεωρώντας 

ορθογώνια µετάδοση, η χωρητικότητα είναι µεγαλύτερη.  

H

 

 

3.3 Outage Capacity  
 

Ορίζουµε σαν q% outage capacity [4], τη χωρητικότητα που µπορεί να επιτευχθεί για 

το  των πραγµατοποιήσεων του καναλιού. Άρα θα ισχύει:( )100 %q− ( ) %outp C C q≤ = . 

Εποµένως, για να υπολογίσουµε γραφικά την outage capacity πρέπει να έχουµε τη CDF 

                                                 

1 Λέµε ότι ένας πίνακας είναι unitary, όταν τα στοιχεία του είναι µιγαδικά και ισχύει: 

  

P
H H= =P P PP I
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της χωρητικότητας C, όπως φαίνεται σε προηγούµενο σχήµα, που για παράδειγµα 10% 

outage capacity σηµαίνει ότι η πιθανότητα η χωρητικότητα να είναι µικρότερη από 3.9 

bps/Hz είναι 10%, ή αντίστοιχα ότι για το 90% των πραγµατοποιήσεων του καναλιού η 

χωρητικότητα θα είναι µεγαλύτερη των  3.9 bps/Hz. Ποιοτικά η outage capacity σηµαίνει 

ότι πάντα υπάρχει πιθανότητα µία πραγµατοποίηση του καναλιού να µην υποστηρίζει το 

ρυθµό δεδοµένων που απαιτείται.  

Στο σχήµα που παρουσιάζουµε στη συνέχεια, έχει απεικονιστεί γραφικά η outage 

χωρητικότητα στην περίπτωση που ο αριθµός των κεραιών στον ποµπό είναι ίσος µε τον 

αριθµό των κεραιών στο δέκτη ( T Rn n n= = ) και για 2, 4,8n = .  
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Εικόνα 3-15 Χωρητικότητα outage συναρτήσει του SNR 

 

 

 

3.4 Χωρητικότητα καναλιού ΜΙΜΟ µε Rayleigh fading όταν το 

κανάλι είναι γνωστό στον ποµπό.        

                                
Μέχρι τώρα στην ανάλυσή µας θεωρήσαµε ότι τα χαρακτηριστικά του καναλιού είναι 

πλήρως γνωστά στο δέκτη και άγνωστα στον ποµπό. Όπως είχαµε δει, όταν το κανάλι 

είναι άγνωστο στον ποµπό, τότε η συνολική ισχύς εκποµπής µοιράζεται εξίσου στις 
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κεραίες εκποµπής, έτσι ώστε η ισχύς που εκπέµπεται ανά σύµβολο από κάθε κεραία να 

είναι 
T

p
n

, όπου η συνολική ισχύς. Σε αυτή την περίπτωση είδαµε ότι η χωρητικότητα 

δίνεται γενικά από τις σχέσεις  (3.28)και (3.29).  

p

Στην περίπτωση που ο ποµπός γνωρίζει τα χαρακτηριστικά του καναλιού, η 

χωρητικότητα του καναλιού µπορεί να αυξηθεί [10]. Συγκεκριµένα, σε αυτή την 

περίπτωση ο ποµπός δεν ισοµοιράζει τη διαθέσιµη ισχύ στις κεραίες του, αλλά µπορεί να 

αντιστοιχίσει σε κάθε κεραία διαφορετικό ποσοστό από την ολική ισχύ. Η µέθοδος που 

χρησιµοποιείται για αυτό το σκοπό ονοµάζεται waterfilling method [3], [10]. Σύµφωνα 

µε αυτή τη µέθοδο, αντιστοιχίζεται περισσότερη ισχύς σε ένα υποκανάλι στο οποίο οι 

συνθήκες διάδοσης είναι καλές, και λιγότερο ποσοστό ισχύος σε ένα υποκανάλι µε 

λιγότερο καλές συνθήκες διάδοσης.  

Η χωρητικότητα στην περίπτωση που το κανάλι είναι γνωστό στον ποµπό γίνεται: 

 2 2
1

log 1
k

i i
i T

pC E
n

λ γ
σ=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑  (3.36) 

Παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά από τη σχέση  (3.29) είναι η προσθήκη του 

συντελεστή iγ . Θυµίζουµε ξανά ότι µε  συµβολίζουµε τον αριθµό των παράλληλων 

υποκαναλιών στα οποία µπορεί να αναλυθεί ένα ΜΙΜΟ κανάλι, σύµφωνα µε τη µέθοδο 

singular value decomposition. Ο συντελεστής 

k

iγ  εκφράζει την ισχύ εκποµπής ενός 

συµβόλου που αντιστοιχίζεται στο  υποκανάλι, δηλαδή ισχύει ότι: i 2 ,i iE xγ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

. Αν τώρα υποθέσουµε για τη συνολική ισχύ εκποµπής ότι 1,.....,i = k Tp n= ,  τότε 

λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω καθώς και τη σχέση (9) καταλήγουµε στον ακόλουθο 

περιορισµό: 

 
1

k

i
i

nγ
=

T=∑  (3.37) 

Άρα λοιπόν, το πρόβληµα της βέλτιστης κατανοµής της ισχύος στις κεραίες του ποµπού, 

ανάγεται στη µεγιστοποίηση της ακόλουθης συνάρτησης: 
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1

2 2
1

max log 1
k

i T
i

k

i i
i Tn

pC
nγ

λ γ
σ

=

==

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠∑
∑ ⎟  (3.38) 

Η µεγιστοποίηση της παραπάνω συνάρτησης πρέπει να γίνει µε τον περιορισµό της 

σχέσης (3.37).  Άρα, πρόκειται για ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης µίας συνάρτησης µε 

δεδοµένους κάποιους περιορισµούς. Αυτό το πρόβληµα µπορεί να µετατραπεί σε 

προβληµα µεγιστοποίησης µίας συνάρτησης χωρίς περιορισµούς.  

Αυτή η µετατροπή µπορεί να γίνει ορίζοντας µία νέα συνάρτηση που λέγεται 

Lagrangian συνάρτηση ως εξής: 

 2 2
1 1

log 1
k k

i i T i
i iT

pY L
n

nλγ
σ= =

⎛ ⎞ ⎛= + + −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ γ ⎞
⎟∑  (3.39) 

Στην παραπάνω σχέση L  είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange.  Οι άγνωστοι στη 

συνάρτηση (3.39) είναι οι συντελεστές iγ  και το L . Για να προσδιορίσουµε τις τιµές των 

iγ  αρκεί να βρούµε τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης και να τις θέσουµε µε 

µηδέν. Με άλλα λόγια για να βρούµε τα 

Y

iγ  πρέπει να λύσουµε την παρακάτω εξίσωση: 

 0
i

Y
γ
∂

=
∂

 (3.40) 

ή  

 
2
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1 0
ln 2 1

i
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i
i i

T

p
nY Lp
n

λ
σ

γ λ γ
σ

∂
= − =

∂ +
 (3.41) 

Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση  ως προς iγ  βρίσκουµε ότι: 

 
2

, 1,2,.....T
i

i

n i
p
σγ µ
λ

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

k  (3.42) 

Όπου ισχύει: 

 1
ln 2L

µ =  (3.43) 
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Η παράµετρος µ είναι µία σταθερά που υπολογίζεται σε συνδιασµό και µε την εξίσωση 

(3.37). Από τη σχέση (3.42) στην οποία καταλήξαµε, παρατηρούµε ότι θα αντιστοιχίζεται 

περισσότερη ισχύς σε ένα υποκανάλι µε µεγάλο κέρδος ισχύος (δηλαδή σε ένα κανάλι µε 

καλές συνθήκες διάδοσης) και λιγότερη ισχύς σε ένα κανάλι µε µικρό κέρδος ισχύος 

(δηλαδή σε ένα κανάλι στο οποίο οι συνθήκες διάδοσης δεν είναι καλές). Σχηµατικά, ο 

τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί ο αλγόριθµος Waterfilling παρουσιάζεται παρακάτω: 

2
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Εικόνα 3-16 Μέθοδος Waterfilling 

 

 

Στη συνέχεια απεικονίζεται γραφικά η χωρητικότητα στην περίπτωση που ο ποµπός 

γνωρίζει το κανάλι. Για τη γραφική παράσταση της χωρητικότητας υλοποιήθηκε στο 

Matlab ο αλγόριθµος waterfilling όπως περιγράφηκε παραπάνω. Ο αλγόριθµος 

παριστάνεται στο παρακάτω σχηµατικό διάγραµµα: 
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Εικόνα 3-18  Αλγόριθµος µεθόδου Waterfilling 

 

Σύµφωνα µε το παραπάνω διάγραµµα, αρχικά θέτουµε το µετρητή επαναλήψεων 

. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τη σταθερά µ. Η σταθερά αυτή υπολογίζεται 

συνδιάζοντας τις  (3.37) και (3.42), οπότε καταλήγουµε στη ακόλουθη εξίσωση: 

1s =

 
2 1

1

11
1

k s
T

i i

n
k s p

σµ
λ

− +

=

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥− + ⎣ ⎦

∑  (3.44) 

Επίσης για τον υπολογισµό των iγ  χρησιµοποιήθηκε η σχέση: 

 
2

, 1, 2,..... 1T
i

i

n i k
p
σγ µ
λ

+
⎛ ⎞

= − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

s  (3.45) 

Στη συνέχεια ελέγχεται αν ισχύει 1 0k sγ − + < . Αν ισχύει τότε θέτουµε  1 0k sγ − + =  και 

αυξάνοντας το µετρητή επαναλήψεων  κατά 1, επαναλαµβάνουµε ξανά τους 

υπολογισµούς. Ο αλγόριθµος τερµατίζεται αν ισχύει 

s

0, 1,2,...,i i kγ ≥ = . 
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Στη συνέχεια συγκρίνουµε την εργοδική χωρητικότητα ενός καναλιού Rayleigh, στην 

περίπτωση που το κανάλι είναι γνωστό στο ποµπό και στο δέκτη και όταν είναι γνωστό 

µόνο στο δέκτη. Θεωρούµε σύστηµα ΜΙΜΟ µε  4T Rn n= = .  
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Εικόνα 3-18 Σύγκριση χωρητικότητας όταν το κανάλι είναι γνωστό στον ποµπό και όταν δεν είναι 

 

Από την παραπάνω εικόνα παρατηρούµε ότι όταν ο ποµπός γνωρίζει το κανάλι, η 

χωρητικότητα είναι πάντα µεγαλύτερη απ’ ότι στην αντίθετη περίπτωση. Επίσης 

παρατηρούµε ότι η διαφορά στη χωρητικότητα ελαττώνεται καθώς το SNR αυξάνει, ενώ 

φαίνεται ότι για µεγάλες τιµές του SNR η χωρητικότητα και στις δύο περιπτώσεις είναι 

ίδια. Άρα στην περίπτωση που ο ποµπός γνωρίζει το κανάλι, έχουµε βελτίωση της 

χωρητικότητας µόνο για µικρές τιµές SNR.  

 

 

3.5 Εργοδική Χωρητικότητα καναλιού MIMO µε Rician fading 
 

3.5.1 Γενική παρουσίαση 

Μέχρι αυτό το σηµείο είχαµε υποθέσει κανάλι µε διαλείψεις Rayleigh. Σε αυτό το 

κεφάλαιο µελετάµε τη χωρητικότητα ενός καναλιού MIMO στην περίπτωση που υπάρχει 
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και απευθείας διαδροµή του σήµατος µεταξύ ποµπού και δέκτη (Line of Sight, LOS 

συνιστώσα). Σε αυτή την περίπτωση το κανάλι καλείται Ricean. Για να 

µοντελοποιήσουµε και την απευθείας διαδροµή του σήµατος, τα στοιχεία του πίνακα  

που περιγράφει το κανάλι θα έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες όπως στην περίπτωση 

που θεωρήσαµε διαλείψεις Rayleigh, µε τη διαφορά όµως ότι τώρα θα έχουν µη 

µηδενική µέση τιµή. Με άλλα λόγια, κάθε στοιχείο του πίνακα  είναι i.i.d. µιγαδική 

Gaussian τυχαία µεταβλητή µε µή µηδενική µέση τιµή και µε διασπορά 

H

H
2

1ijE h⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Άρα το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος κάθε στοιχείου του  θα έχει µή µηδενική 

µέση τιµή και διασπορά 

H

2 1
2

σ = . Ο πίνακας , διαστάσεων H Rn nT×  δίνεται από την 

παρακάτω σχέση [3]: 

 a b= + WH H H  (3.46) 

Στη σχέση (3.46), ο πρώτος όρος µοντελοποιεί τη LOS συνιστώσα διάδοσης και ο 

δεύτερος τις ανακλώµενες συνιστώσες λόγω της παρουσίας σκεδαστών στο χώρο. Άρα 

το πλάτος κάθε µιγαδικού στοιχείου του πίνακα  θα ακολουθεί την κατανοµή 

Rayleigh, ενώ η φάση του θα ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή. Επίσης, επειδή για 

τον πίνακα  ισχύει ότι  

WH

H
2

1ijE h⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
, στην παραπάνω εξίσωση γίνεται κανονικοποίηση 

ώστε: 

 2 2 1a b+ =  (3.47) 

Επίσης, αφού θεωρούµε και απευθείας συνιστώσα διάδοσης, χρησιµοποιούµε τον 

παράγοντα K  που θυµίζουµε ότι ορίζεται ως ο λόγος της ισχύος στην απευθείας 

συνιστώσα προς τη συνολική ισχύ των ανακλώµενων συνιστωσών. Ο παράγοντας K  θα 

δίνεται από τη σχέση: 

 
2

2

aK
b

=  (3.48) 

Συνδιάζοντας τις (3.47), (3.48) θα ισχύει: 
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1

1
1

Ka
K

b
K

=
+

=
+

 (3.49) 

Άρα ο πίνακας που περιγράφει ένα κανάλι ΜΙΜΟ µε διαλείψεις Rician θα δίνεται 

τελικά από την παρακάτω σχέση: 

H

 ( ) ( )4 11
1 1

K
K K

⎯⎯→ = +
+ + WH H H  (3.50) 

Όσον αφορά τον πίνακα H , µοντελοποιεί όπως είπαµε τη LOS συνιστώσα οπότε θα 

ισχύει: 

 [ ]
1

K E
K

=
+

H H  (3.51) 

Ο πίνακας αυτός είναι της µορφής: 

 

111

1

. . . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . . .

nT

n nR R

jj

j j

e e

e e

ΦΦ

Φ Φ nT

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

H  (3.52) 

 

 

Όπου µε jiΦ συµβολίζουµε την ολίσθηση φάσης του σήµατος κατά τη διάδοσή του 

από την j  κεραία εκποµπής στην  κεραία λήψης. Στην περίπτωση που θεωρούµε 

σύστηµα MIMO µε  κεραίες εκποµπής και  κεραίες λήψης, τότε θα ισχύει το 

παρακάτω σχήµα: 

i

Tn Rn
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Στο σχήµα αυτό, έχουµε θεωρήσει ότι R D . Επίσης θεωρούµε ότι η ολίσθηση 

φάσης του σήµατος κατά τη διάδοσή του από την j  κεραία εκποµπής προς την 

αντίστοιχη κεραία λήψης δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ,ji i jΦ = Φ =  (3.53) 

Επειδή όπως βλέπουµε από το παραπάνω σχήµα  ισχύει 'R R> , γενικά θα είναι: 

 ,  (3.54) ji jij jj
ji ji e e e iϑϑ Φ ΦΦ = Φ + ⇒ = ≠ j

Άρα: 

 ( ) ( )

1

1

9

1 . . .
. . . . .

7 . . 1 . .
. . . . .

. . . 1

nT

nR

j

j

j

e

e

e

ϑ

ϑ

Φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎯⎯→ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

H  (3.55) 

Άρα θα ισχύει: 

 ( ) ( )10 15
1 1

jK e
K K

Φ⎯⎯→ = +
+ + WH H H  (3.56) 

Στην περίπτωση τώρα που ισχύει R D  θα είναι 'R R . Άρα προσεγγιστικά θα 

ισχύει 0jiϑ . Άρα όταν η απόσταση µεταξύ ποµπού και δέκτη είναι πολύ µεγάλη2 τότε 

από την (3.55) βλέπουµε ότι όλα τα στοιχεία του πίνακα H  είναι 1. Πρακτικά αυτό 

σηµαίνει ότι για σταθερό ,  ανάλογα µε την απόσταση που υπάρχει µεταξύ ποµπού και D
                                                 

2 Σε σχέση µε την απόσταση D 
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δέκτη, οι τιµές των στοιχείων του H  ποικίλουν. Άρα θα υπάρχει και µία ειδική 

περίπτωση κατά την οποία η απόσταση R µεταξύ ποµπού και δέκτη θα είναι τέτοια (σε 

σχέση µε την απόσταση ), ώστε ο πίνακας D H  να γίνεται ορθογώνιος.  

Στη συνέχεια παριστάνουµε γραφικά τη χωρητικότητα καναλιού MIMO σε διάφορες 

περιπτώσεις, θεωρώντας τον πίνακα  όπως περιγράφηκε παραπάνω.  Για απλοποίηση, 

θεωρούµε στην (3.56) ότι . 

H

0Φ =

 

 

3.5.2 ∆ιαφορισιµότητα στη µεριά του ποµπού και του δέκτη (MIMO) 

Σε αυτό το σηµείο µελετάµε τη χωρητικότητα ενός MIMO καναλιού στην περίπτωση 

που θεωρούµε Ricean κανάλι και ότι το σύστηµα MIMO αποτελείται από  κεραίες 

εκποµπής και  κεραίες λήψης. Η σχέση που ισχύει για τη χωρητικότητα σε αυτή την 

περίπτωση είναι η ίδια µε αυτήν που είχαµε αποδείξει και στην περίπτωση καναλιού µε 

διαλείψεις Rayleigh και την οποία παρουσιάζουµε ξανά εδώ για ευκολία: 

Tn

Rn

 2 2log det
R

H
n

T

pC E
n σ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

I HH  (3.57) 

Φυσικά, στην παραπάνω εξίσωση ο πίνακας  που περιγράφει το κανάλι θα δίνεται 

από τη σχέση (3.56).  

H

Παρακάτω έχουµε απεικονίσει γραφικά τη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας 

(cumulative distribution function) της χωρητικότητας ενδεικτικά σε τρεις περιπτώσεις: 

•  2T Rn n= =

•  4T Rn n= =

•  8T Rn n= =
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Εικόνα 3-19 CDF για κανάλι µε διαλείψεις Rician, k=2 SNR=10dB 

Από το παραπάνω σχήµα παρατηρούµε, όπως ήταν αναµενόµενο,  ότι όσο αυξάνεται 

ο αριθµός των κεραιών, θα αυξάνεται και η χωρητικότητα. Σηµειώνουµε εδώ ότι οι 

παραπάνω καµπύλες προέκυψαν µε την υπόθεση ότι ο Rician factor ( K ) είναι ίσος µε 2. 

Στην εικόνα που ακολουθεί, έχουµε παραστήσει την εργοδική χωρητικότητα ΜΙΜΟ 

καναλιού σε συνάρτηση µε το SNR και για 4T Rn n= = σε σύο περιπτώσεις: 

• Rician factor K=0 

• Rician factor K=2 
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Εικόνα 3-20 Σύγκριση χωρητικότητας καναλιού µε διαλείψεις Rayleigh και διαλείψεις Rician 

συναρτήσει του SNR 
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Όπως παρατηρούµε και από τη σχέση (3.56), η θεώρηση ότι 0K =  ισοδυναµεί µε την 

περίπτωση καναλιού µε διαλείψεις Rayleigh, καθώς σηµαίνει ότι δεν υπάρχει καθόλου 

απευθείας διάδοση του σήµατος παρά µόνο διάδοση µέσω ανακλάσεων. Με άλλα λόγια, 

η παραπάνω εικόνα µας βοηθά να συγκρίνουµε την εργοδική χωρητικότητα στην 

περίπτωση που έχουµε Rayleigh κανάλι και Rician κανάλι µε 2K = . Η χωρητικότητα 

στην περίπτωση που υπάρχει LOS συνιστώσα ελαττώνεται σε σχέση µε την περίπτωση 

που δεν υπάρχει καθόλου LOS συνιστώσα. Μάλιστα οι διαφορές στη χωρητικότητα είναι 

µεγαλύτερες σε µεγάλες τιµές SNR. Επίσης, όσο αυξάνει το K , τόσο περισσότερο 

ελαττώνεται η χωρητικότητα. Η τελευταία παρατήρηση επισηµαίνεται περισσότερο µε 

την παρακάτω εικόνα. 

0 50 100 150
4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

Rician factor K

Ca
pa

ci
ty

 (b
ps

/H
z)

Ergodic capacity for Rician fading.SNR=10dB

n=2
n=4
n=8

 
Εικόνα 3-21 Εξάρτηση εργοδικής χωρητικότητας από το Rician factor 

 

Εδώ, παρουσιάζουµε τη µεταβολή της χωρητικότητας ενός MIMO καναλιού, σε 

συνάρτηση µε το Rician factor K  και µε παράµετρο τον αριθµό των κεραιών σε ποµπό 

και δέκτη, ενώ θεωρούµε ότι 10SNR dB= . Σηµειώνεται εδώ ότι για ευκολία έχουµε 

θεωρήσει ότι ο αριθµός των κεραιών στον ποµπό είναι ίσος µε τον αριθµό των κεραιών 

στο δέκτη. Από τις παραπάνω καµπύλες παρατηρούµε ότι όσο αυξάνει ο παράγοντας K , 

δηλαδή όσο περισσότερο αυξάνει η ισχύς της απευθείας συνιστώσας, τόσο περισσότερο 

ελαττώνεται η χωρητικότητα. Επίσης βλέπουµε πως από µία τιµή του K  και µετά, η 
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χωρητικότητα τείνει να σταθεροποιείται σε µία τιµή. Παρατηρούµε επίσης, ότι όσο πιο 

µικρός είναι ο αριθµός των κεραιών σε ποµπό και δέκτη, τόσο πιο µικρή θα είναι και η 

τιµή του Rician factor στην οποία η χωρητικότητα θα συγκλίνει.  

 

 

3.5.3 ∆ιαφορισιµότητα στο δέκτη (SIMO) 

Εδώ µελετάµε τη χωρητικότητα στην περίπτωση που έχουµε µία κεραία στο ποµπό 

και πολλές κεραίες λήψης. Σε αυτή την περίπτωση το κανάλι θα περιγράφεται από ένα 

διάνυσµα  διαστάσεων 1 . Είχαµε δείξει πως η χωρητικότητα σε αυτή την 

περίπτωση δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

h Rn ×

 2
2 2

1

log 1
Rn

i
i

pC E h
σ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜

⎝ ⎠
⎟

⎣ ⎦
∑  (3.58) 

Στη συνέχεια παριστάνουµε γραφικά τη χωρητικότητα για ένα Rayleigh κανάλι και 

ένα Ricean κανάλι,  σε συνάρτηση µε τον αριθµό των κεραιών λήψης και µε παράµετρο 

το SNR  
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Εικόνα 3-22 Σύγκριση εργοδικής χωρητικότητας στις περιπτώσεις καναλιών Rayleigh και Rician 

στην περίπτωση SIMO 
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Από τις παραπάνω καµπύλες, παρατηρούµε ότι η χωρητικότητα στις δύο περιπτώσεις 

καναλιών είναι ίδια.  

Όπως θα δούµε παρακάτω, στα ίδια συµπεράσµατα καταλήγουµε και στην περίπτωση 

του Transmit diversity. 

 

 

3.5.4 ∆ιαφορισιµότητα στον ποµπό  (MISO) 

Σε αυτή την περίπτωση το κανάλι περιγράφεται από ένα διάνυσµα  διαστάσεων 

. Είχαµε αποδείξει ότι η χωρητικότητα σε αυτή την περίπτωση δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 

h

1 Tn×

 
2

2 2
1

log 1
Tn

j
jT

pC E h
n σ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (3.59) 

Στη συνέχεια, οµοίως µε πριν, παριστάνουµε γραφικά τη χωρητικότητα για ένα 

κανάλι Rayleigh και ένα κανάλι Rice,  σε συνάρτηση µε τον αριθµό των κεραιών 

εκποµπής και µε παράµετρο το SNR 
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Εικόνα 3-23 Σύγκριση εργοδικής χωρητικότητας καναλιών Rayleigh και Rician στην περίπτωση 

MISO 
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Εδώ παρατηρούµε, αντίστοιχα µε πριν, ότι η χωρητικότητα και στις δύο περιπτώσεις 

καναλιών είναι ίδια.  

 

 

3.6 Εναλλακτικός τρόπος σηµατοδοσίας  
 

Μέχρι αυτό το σηµείο, θεωρούσαµε ότι τα στοιχεία του διανύσµατος εισόδου  είναι 

τυχαίες µεταβλητές i.i.d µε µέση τιµή µηδέν και διασπορά 1.  Επίσης, είχαµε υποθέσει 

ότι η ισχύς που µπορεί να εκπέµψει ο ποµπός είναι 

x

p . Άρα, δεδοµένου ότι ο ποµπός δε 

γνωρίζει το κανάλι διάδοσης, λογικό είναι η διαθέσιµη ισχύς να µοιράζεται εξίσου στις 

κεραίες εκποµπής. Εποµένως κάθε κεραία θα εκπέµπει µε ισχύ 
T

p
n

. Άρα τελικά ο 

πίνακας αυτοσυµµεταβλητότητας του διανύσµατος εισόδου  µέχρι τώρα ήταν: x

 
T

H
n

T

pE
n

⎡ ⎤= ⇔ =⎣ ⎦xx xxR xx R I  (3.60) 

Στην περίπτωση που έχουµε κανάλι Rice θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε έναν πίνακα 

αυτοσυµµεταβλητότητας του διανύσµατος εισόδου, ο οποίος να εξαρτάται από τον 

παράγοντα K . Βέβαια, αυτό υπονοεί ότι ο ποµπός πρέπει να γνωρίζει τη τιµή του 

παράγοντα K , που σηµαίνει ότι χρειάζεται να έχει κάποια γνώση του καναλιού.  Ο 

πίνακας αυτοσυµµεταβλητότητας που προτείνεται είναι ο εξής [13]: 

 
( ) (1 tn

t

P K
n K

= +
+xxR I Ψ )tn  (3.61) 

Από την παραπάνω σχέση, παρατηρούµε οτι για 0K =  προκύπτει η σχέση (3.60). Η 

χρήση του πίνακα αυτοσυµµεταβλητότητας της σχέσης (3.61) βελτιώνει όπως θα δούµε, 

τη χωρητικότητα για χαµηλές τιµές του SNR, ενώ για µεγαλύτερες τιµές η χωρητικότητα 

ελαττώνεται. Αυτά φαίνονται στις παρακάτω καµπύλες, όπου έχουµε θεωρήσει ίσο 

αριθµό κεραιών εκποµπής και λήψης ( 4t rn n= = ) και 8K = .  
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Εικόνα 3-24 Εναλλακτικός τρόπος σηµατοδοσίας καναλιών µε διαλείψεις Rician 

  

Οι παραπάνω καµπύλες, αντιστοιχούν στους δύο τρόπους σηµατοδοσίας οι οποίοι 

εκφράζονται µέσω των σχέσεων (3.60) και (3.61). Φαίνεται καθαρά ότι θεωρώντας τον 

πίνακα αυτοσυµµεταβλητότητας της σχέσης (3.61) έχουµε βελτίωση της χωρητικότητας 

για χαµηλές τιµές του SNR, αλλά για µεγαλύτερες τιµές έχουµε απώλεια.  

 

 

3.7 Χωρητικότητα MIMO όταν το κανάλι έχει συχνοεπιλεκτική 

συµπεριφορά (frequency selective channel). 
 

 

3.7.1 Εισαγωγή 

Έστω ότι το σήµα που µεταδίδουµε έχει εύρος ζώνης SB  και ότι το coherence 

bandwidth του καναλιού είναι CB . Στην περίπτωση που ισχύει C SB B> , όλες οι 

συνιστώσες συχνότητες του µεταδιδόµενου σήµατος επηρεάζονται κατά τον ίδιο τρόπο 

από το κανάλι, οπότε το κανάλι καλείται µή επιλεκτικό ως προς τις συχνότητες 

(frequency non selective channel) ή κανάλι µε επίπεδες διαλείψεις (flat fading channel). 

Το δε σήµα, καλείται σήµα στενής ζώνης. Αντίθετα, αν C SB B< , τότε οι συνιστώσες 
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συχνότητες του µεταδιδόµενου σήµατος επηρεάζονται µε διαφορετικό τρόπο από το 

κανάλι, οπότε το κανάλι θεωρείται επιλεκτικό ως προς τις συχνότητες (frequency selective 

fading). 

Μέχρι αυτό το σηµείο, θεωρούσαµε κανάλι µε επίπεδες διαλείψεις (flat fading 

channel). Στη συνέχεια εξετάζουµε τη χωρητικότητα ενός ΜΙΜΟ διαύλου που 

παρουσιάζει συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά.  

 

 

3.7.2Κανάλι µε Rayleigh fading 

Η χωρητικότητα στην περίπτωση ΜΙΜΟ καναλιού µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά, 

µπορεί να υπολογιστεί διαιρώντας το εύρος ζώνης του καναλιού σε  ανεξάρτητα 

υποκανάλια, έτσι ώστε κάθε υποκανάλι να µπορεί να θεωρηθεί ότι παρουσιάζει επίπεδες 

διαλείψεις. Άρα, αν για λόγους κανονικοποίησης θεωρήσουµε ότι το εύρος ζώνης του 

καναλιού είναι 1 Hz, τότε κάθε υποκανάλι θα έχει εύρος ζώνης 

N

1
N

Hz. 

 
Εικόνα 3-25 Υπολογισµός χωρητικότητας για κανάλι µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά 

 

Προφανώς, όσο µεγαλύτερο είναι το , τόσο εντονότερη είναι η συχνοεπιλεκτική 

συµπεριφορά του καναλιού.  

N

Εφόσον τα θεωρούµενα υποκανάλια είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους, η χωρητικότητα 

για ένα ντετερµινιστικό κανάλι θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση:  
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∑ I H Hi ⎟
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  (3.62) 

Στην παραπάνω σχέση, όπου είναι πίνακας διαστάσεων iH Rn n×  που µοντελοποιεί 

το  υποκανάλι. Στην περίπτωση που ο πίνακας  είναι τυχαίος, τότε υπολογίζουµε την 

εργοδική χωρητικότητα και τη χωρητικότητα outage. Η εργοδική χωρητικότητα θα είναι: 

i iH

 2 2
1

1 log det
R

N
H

n i
i T

pC E
N n σ=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎜

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ I H Hi ⎥⎟  (3.63) 

Στο σχήµα που ακολουθεί, έχουµε απεικονίσει γραφικά τη συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας (cumulative distribution function, CDF) της χωρητικότητας στην περίπτωση 

Rayleigh καναλιού µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά  και 2T Rn n= = και για διάφορες 

τιµές του . Επίσης θεωρείται ότι N 10SNR dB= . 
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Εικόνα 3-26 CDF στην περίπτωση καναλιού Rayleigh µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά 

 

Από τις παραπάνω καµπύλες, παρατηρούµε ότι για συγκεκριµένο SNR και 

συγκεκριµένο αριθµό κεραιών σε ποµπό και δέκτη, η εργοδική χωρητικότητα είναι 

ανεξάρτητη του . Άρα η εργοδική χωρητικότητα πρακτικά δεν εξαρτάται από το πόσο 

έντονη είναι η συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά του καναλιού. Αυτό φαίνεται και στην 

N
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παρακάτω εικόνα που παριστάνουµε την εργοδική χωρητικότητα σε συνάρτηση µε το 
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Εικόνα 3-27 Εξάρτηση εργοδικής χωρητικότητας από τη συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά του 

καναλιού 

Παρ’ όλα αυτά, από τη CDF της χωρητικότητας παρατηρούµε ότι για συγκεκριµένο 

SNR και αριθµό κεραιών σε ποµπό και δέκτη, όσο αυξάνει το  αυξάνει η outage 

χωρητικότητα. Ωστόσο, όπως υπονοείται και από τις CDFs, υπάρχει ένα όριο πάνω από 

το οποίο η outage χωρητικότητα δεν αυξάνεται πλέον αισθητά µε αύξηση του . Αυτό 

φαίνεται καθαρά στην επόµενη εικόνα: 
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Εικόνα 3-28 Εξάρτηση outage χωρητικότητας από τη συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά του 

καναλιού 
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3.7.3 Κανάλι µε Rician fading 

Στην περίπτωση που θεωρούµε κανάλι Rice µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά, θα 

ισχύει η εικόνα που απεικονίζεται παρακάτω. Εδώ θεωρούµε, όπως και προηγουµένως, 

και 2 .  Επιπλέον, θεωρούµε δύο περιπτώσεις του παράγοντα 10SNR dB= T Rn n= = K  

(Rician factor) και του . Παρατηρώντας την παρακάνω εικόνα, τα συµπεράσµατα που 

έχουµε να κάνουµε είναι αναµενόµενα. Καταρχήν παρατηρούµε πάλι ότι όσο αυξάνεται 

ο Rician factor διατηρώντας το σταθερό, η χωρητικότητα θα ελαττώνεται. Επίσης 

κρατώντας σταθερό τον παράγοντα 

N

N

K  και αυξάνοντας το  (δηλαδή αυξάνοντας τη 

συχνοεπλεκτική συµπεριφορά του καναλιού) η εργοδική χωρητικότητα παραµένει 

σταθερή ενώ θα αυξάνεται η outage χωρητικότητα.  

N
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Εικόνα 3-29 CDF για κανάλι Rician µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά 
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3.8 Spatial fading correlation 
 

3.8.1 Γενικά 

Μέχρι αυτό το σηµείο, θεωρήσαµε την περίπτωση που δεν υπάρχει χωρική συσχέτιση 

των κεραιών εκποµπής και λήψης. Στη συνέχεια θα θεωρήσουµε χωρική συσχέτιση στην 

πλευρά του ποµπού και του δέκτη και θα δούµε ότι η χωρητικότητα είναι µικρότερη σε 

σχέση µε τη χωρητικότητα στην περίπτωση που δεν έχουµε χωρική συσχέτιση. Επίσης, 

θα δούµε ότι όσο αυξάνεται το SNR η διαφορά στη χωρητικότητα γίνεται εντονότερη.  

Στη συνέχεια θα θεωρήσουµε την περίπτωση που τόσο ο ποµπός όσο και ο δέκτης 

περιβάλλονται από σκεδαστές. Αυτή η περίπτωση για παράδειγµα µπορεί να 

µοντελοποιεί το περιβάλλον διάδοσης σε µία πόλη. Επίσης θεωρούµε ότι οι κεραίες 

εκποµπής και λήψης είναι οµοιοκατευθυντικές και ότι δεν υπάρχει απευθείας διάδοση του 

σήµατος από τον ποµπό προς το δέκτη (δεν υπάρχει LOS συνιστώσα). Υπό αυτές τις 

συνθήκες, µπορούµε εναλλακτικά να θεωρήσουµε ότι το σήµα που προσπίπτει στις 

κεραίες λήψης, προέρχεται από ένα σύνολο από δευτερεύουσες πηγές. Αυτές οι πηγές 

είναι οι σκεδαστές που υπάρχουν στο χώρο [14].   

Γενικά, υπάρχουν διάφοροι παράγοντες από τους οποίους εξαρτάται η χωρική 

συσχέτιση µεταξύ δύο θεωρούµενων κεραιών [14]. Ένας από αυτούς τους παράγοντες 

είναι η απόσταση µεταξύ των κεραιών. Όταν η απόσταση αυτή είναι µικρή, η χωρική 

συσχέτιση θα είναι µεγάλη. Αντίστοιχα όταν η απόσταση δύο κεραιών είναι µεγάλη, τότε 

µεταξύ τους δεν υπάρχει συσχέτιση. Όµως, για δεδοµένο περιβάλλον σκέδασης, πόση 

είναι η επαρκής απόσταση ώστε να µην έχουµε χωρική συσχέτιση; Για να απαντήσουµε 

σε αυτό το ερώτηµα πρέπει να γνωρίζουµε και τη συχνότητα λειτουργίας, ώστε να 

ξέρουµε και το αντίστοιχο µήκος κύµατος. Με άλλα λόγια, µας ενδιαφέρει η σχετική 

απόσταση µεταξύ δύο κεραιών, δηλαδή ο λόγος της µεταξύ τους απόστασης προς το 

µήκος κύµατος. Άν συµβολίσουµε τη σχετική απόσταση µε , τότε: D

 dD
λ

=  (3.64) 

Επίσης, η χωρική συσχέτιση εξαρτάται και από το γωνιακό εύρος άφιξης του σήµατος 

στο δέκτη (angular spread of arrival). Όσο πιο µικρό είναι αυτό το εύρος, τόσο πιο 

µεγάλη είναι η συσχέτιση. Αντίθετα, όσο το εύρος γωνιών άφιξης αυξάνεται, η χωρική 
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συσχέτιση µεταξύ δύο κεραιών στο δέκτη ελαττώνεται. Αν θεωρήσουµε ότι οι σκεδαστές 

βρίσκονται συγκεντρωµένοι σε µία περιοχή (cluster σκεδαστών), τότε το εύρος γωνιών 

άφιξης του σήµατος στο δέκτη θα εξαρτάται κυρίως από την απόσταση του cluster 

σκεδαστών από τις κεραίες λήψης. Αυτό φαίνεται σχηµατικά στην παρακάτω εικόνα: 

 
Εικόνα 3-30 Γωνιακό εύρος άφιξης, µέση γωνία άφιξης 

 

Είναι προφανές ότι όσο µικρότερη είναι η απόσταση της οµάδας των σκεδαστών 

(cluster), τόσο περισσότερο αυξάνει το γωνιακό εύρος άφιξης (angular spread). Επίσης 

στην παραπάνω εικόνα παρουσιάζουµε και ένα άλλο µέγεθος που είναι η µέση γωνία 

άφιξης (mean angle of arrival, mean AOA). 

 

 

3.8.2 Μοντελοποίηση χωρικής συσχέτισης 

Σε αυτό το σηµείο συγκεντρώνουµε τις θεωρήσεις κάτω από τις οποίες ισχύει το 

µοντέλο που θα παρουσιάσουµε: 

 Θεωρούµε ότι η χωρική συσχέτιση µεταξύ των κεραιών εκποµπής είναι 

ανεξάρτητη από τη χωρική συσχέτιση µεταξύ των κεραιών λήψης.  

 Θεωρούµε συγκεκριµένο περιβάλλον σκέδασης, οπότε η χωρική συσχέτιση 

θα εξαρτάται κυρίως από τη σχετική απόσταση µεταξύ δύο κεραιών. 

 Η σχετική απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών κεραιών εκποµπής ή λήψης 

θεωρείται σταθερή. ∆ηλαδή οι κεραίες µεταξύ τους ισαπέχουν κατά  

(χωρικά οµοιόµορφες στοιχειοκεραίες). 

D
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 Θεωρείται κανάλι µε διαλείψεις Rayleigh.  

Υπό τις παραπάνω θεωρήσεις, ο πίνακας που µοντελοποιεί το κανάλι δίνεται από την 

εξής σχέση [10]: 

 
1

2= r w tH R H R
1

2

r

t

 (3.65) 

Όπου είναι ο πίνακας µε τον οποίο είχαµε µοντελοποιήσει το κανάλι Rayleigh, 

είναι ο πίνακας συµµεταβολής (covariance matrix), διαστάσεων , ο οποίος 

µοντελοποιεί τη χωρική συσχέτιση στη µεριά του δέκτη και είναι ο πίνακας 

συµµεταβολής (covariance matrix), διαστάσεων 

wH

rR rn n×

tR

tn n× , ο οποίος µοντελοποιεί τη χωρική 

συσχέτιση στη µεριά του ποµπού. Σηµειώνουµε εδώ, ότι η σχέση (3.65) αποτελεί το 

µοντέλο γινοµένου Kronecker (Kronecker product model).  Ο τρόπος µε τον οποίο 

προκύπτουν τα στοιχεία των πινάκων ,  θα εξηγηθεί στη συνέχεια. Στη σχέση 

(3.65) όµως, οι πίνακες συµµεταβολής παρουσιάζονται µε έναν εκθέτη. Ο συµβολισµός 

αυτός προκύπτει ως εξής: Θεωρώντας για παράδειγµα τον πίνακα , εφαρµόζουµε µία 

µέθοδο που ονοµάζεται Cholesky factorization [15]. Εφαρµόζοντας αυτή τη µέθοδο στον 

πίνακα προκύπτει ένας πίνακας, έστω , τέτοιος ώστε: 

rR tR

rR

rR L

  (3.66) H
rLL = R

Στη σχέση (3.65) έχουµε εφαρµόσει την παραπάνω µέθοδο και έχουµε θεωρήσει ότι: 

 
1

2
rR = L  (3.67) 

Αντίστοιχα ισχύουν και για τον πίνακα .  tR

   Όσον αφορά τα στοιχεία του πίνακα  είναι οι συντελεστές συσχέτισης µεταξύ 

των κεραιών λήψης. Η µορφή του πίνακα είναι η ακόλουθη: 

rR

rR

 

11 1

1

. . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .

. . .

r

r rr

ρ ρ

ρ ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

rR  (3.68) 

 76



Για παράδειγµα, το στοιχείο ijρ , εκφράζει το συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των 

κεραιών λήψης . Επίσης, για τον παραπάνω πίνακα πρέπει να ισχύει: ,i j

 1,ij i jρ = =  (3.69) 

Άρα τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου είναι 1. Αντίστοιχα ισχύουν και για τον πίνακα 

. tR

Ισχύει ότι ο συντελεστής συσχέτισης µεταξύ δύο κεραιών ,  που είναι 

τοποθετηµένες στα σηµεία  

i j

,i jx x  αντίστοιχα, δίνεται από την παρακάτω σχέση [15]: 

 (ij m m i j
m

a J k x xρ
+∞

=−∞

= ∑ )−  (3.70) 

Όπου:  

 ( )
2

0

jm
ma p e d

π
ψψ ψ−= ∫  (3.71) 

όπου µε ( )p ψ  συµβολίζουµε την κατανοµή ισχύος σε συνάρτηση µε τη γωνία άφιξης 

ψ  (angular power distribution) . Σηµειώνουµε εδώ, ότι σαν γωνία άφιξης (Angle of 

arrival, AOA), ορίζουµε τη γωνία υπό την οποία φτάνει το σήµα στις κεραίες λήψης.  

Αποδεικνύεται [17] ότι έχουµε ικανοποιητική προσέγγιση όταν το εύρος τιµών που 

παίρνει ο συντελεστής m  στη σχέση (3.70) είναι:  

 [ ] { }
{ }

,

,

max
, , max 8.54

i ji j
i ji j

x xem M M M x x Mπ
λ λ

−
∈ − = − ⇔ ≈  (3.72) 

Θα µελετήσουµε την περίπτωση κατά την οποία έχουµε οµοιόµορφη κατανοµή της 

ισχύος σε συνάρτηση µε τη γωνία άφιξης ψ , όταν [ ]0 0,ψ ψ ψ∈ −∆ + ∆ και [ ]0 ,ψ π π∈ −  

είναι η µέση γωνία άφιξης. Επειδή θεωρούµε οµοιόµορφη κατανοµή της ισχύος σε 

περιορισµένο εύρος γωνιών, η περίπτωση καλείται και uniform limited scattering. Η 

κατανοµή της ( )p ψ  τότε θα δίνεται από τη σχέση που ακολουθεί: 

 ( )
0

1
2

0
p

ύ

ψ ψ
ψ

αλλο

⎧ − ≤ ∆⎪⎪ ∆= ⎨
⎪
⎪⎩

 (3.73) 
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Λόγω των (3.71) και (3.73) θα ισχύει: 
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Άρα: 

 ( ) 0
1 sin im

ma m
m

e ψ−= ∆
∆

 (3.74) 

Στην περίπτωση που στην (3.74) θέσουµε π∆ =  θα είναι: 

 ( ) 0sin im
ma c m e ψ−=  (3.75) 

Όπως γνωρίζουµε, ο παλµός ( )sin c m  εµφανίζει µέγιστο για 0m =  και θα είναι µηδέν 

σε όλες τις υπόλοιπες ακέραιες τιµές του . Άρα από  τις (3.70) και(3.75) θα είναι: m

 ( )0
2,ij i jJ k x x k πρ
λ

= − =  (3.76) 

Στην παραπάνω σχέση, όπου  είναι ο κυµατάριθµος. Όπως βλέπουµε, οι 

συντελεστές συσχέτισης προκύπτουν από µία συνάρτηση Bessel πρώτου είδους, 

µηδενικής τάξης. Σαν όρισµα στη συνάρτηση έχουµε δώσει το γινόµενο του 

κυµατάριθµου µε την ευκλείδια απόσταση µεταξύ δύο κεραιών. Παρατηρούµε ότι για 

δεδοµένη συχνότητα (άρα και δεδοµένο µήκος κύµατος) ο συντελεστής συσχέτισης 

ελαττώνεται καθώς η απόσταση µεταξύ του ζεύγους των θεωρούµενων κεραιών αυξάνει. 

Επίσης, ο συντελεστής συσχέτισης µηδενίζεται όταν  απόσταση των κεραιών γίνει 

περίπου ίση µε 

k

0.4λ . Αυτό φαίνεται από το παρακάτω σχήµα στο οποίο έχουµε 

απεικονίσει γραφικά το συντελεστή συσχέτισης σε συνάρτηση µε την κανονικοποιηµένη 

απόσταση, όπως αυτή ορίστηκε στη σχέση (3.64). 
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Εικόνα 3-31 Συντελεστής συσχέτισης συναρτήσει της κανονικοποιηµένης απόστασης 

 

Επίσης, παρατηρούµε ότι αν µηδενιστεί η ευκλείδια απόσταση, ο συντελεστής 

συσχέτισης γίνεται 1, το οποίο είναι απόλυτα λογικό.  

Στην επόµενη εικόνα έχουµε απεικονίσει γραφικά την εργοδική χωρητικότητα σε 

συνάρτηση µε το SNR στην περίπτωση που 2t rn n= = , και θεωρώντας τις παρακάτω 

τρεις περιπτώσεις: 

• Η απόσταση µεταξύ των κεραιών είναι επαρκώς µεγάλη, ώστε δεν υπάρχει 

καθόλου χωρική συσχέτιση. 

• Θεωρούµε ότι η κανονικοποιηµένη απόσταση µεταξύ των κεραιών σε ποµπό 

και δέκτη είναι 0.0716t rD D= =  (συντελεστής συσχέτισης 0.95ρ = ) , 

οπότε έτσι µοντελοποιούµε την περίπτωση ισχυρής χωρικής συσχέτισης 

τόσο σε ποµπό όσο και σε δέκτη. 

• Θεωρούµε την περίπτωση χωρικής συσχέτισης µόνο στο δέκτη, ορίζοντας 

σαν απόσταση µεταξύ των κεραιών λήψης την 0.0716rD = (συντελεστής 

συσχέτισης 0.95ρ = ).  

 

Η γραφική παράσταση της εργοδικής χωρητικότητας είναι η εξής: 
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Εικόνα 3-32 Εργοδική χωρητικότητα στην περίπτωση ύπαρξης χωρικής συσχέτισης 

 

Από την παραπάνω εικόνα παρατηρούµε καταρχήν ότι στην περίπτωση που υπάρχει 

χωρική συσχέτιση µεταξύ των κεραιών σε ένα σύστηµα ΜΙΜΟ, η χωρητικότητα 

ελαττώνεται σε σχέση µε την περίπτωση που δεν υπάρχει χωρική συσχέτιση. Επίσης 

παρατηρούµε ότι στην περίπτωση που υπάρχει χωρική συσχέτιση µόνο στο δέκτη, η 

χωρητικότητα είναι µεγαλύτερη απ’ ότι στην περίπτωση που θεωρούµε συσχέτιση τόσο 

σε ποµπό όσο και σε δέκτη.  

Σηµαντικό είναι να σηµειώσουµε, ότι σε κάθε περίπτωση όσο αυξάνεται το SNR η 

διαφορές στη χωρητικότητα αυξάνονται. Με άλλα λόγια, φαίνεται ότι στην περίπτωση 

που θεωρούµε συσχέτιση, οι απώλειες στη χωρητικότητα είναι εµφανείς για µεγάλες 

τιµές του SNR. Για να προσδιορίσουµε ποσοτικά τις απώλειες λόγω χωρικής συσχέτισης, 

θεωρούµε ότι (οπότε οι πίνακες είναι τετραγωνικοί) και µεγάλες τιµές SNR. 

Τότε για τη χωρητικότητα θα ισχύει η προσέγγιση: 

t rn n= = n

 2 2log det log detH
nC C

n n
ρ⎛ ⎞ ⎛= + ⇔ =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
I HH HHHρ ⎞

⎟
⎠

 (3.77) 

Όπου µε  συµβολίζουµε το µοναδιαίο πίνακα διαστάσεων . Θεωρώντας 

χωρική συσχέτιση στη µεριά του ποµπού και του δέκτη, για τον πίνακα που περιγράφει 

το κανάλι θα ισχύει η σχέση (3.65). Άρα έχοντας υπόψη και τις (3.66),  (3.67) θα είναι: 

nI n n×
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( )( )1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

H H HH H= ⇔ =r w t r w t r w t t w rHH R H R R H R HH R H R R H RH ⇔  

 
1

2 2
HH⇔ = r w t w rHH R H R H RH  (3.78) 

Άρα από (3.77) και (3.78) θα ισχύουν τα εξής: 

( ) ( )
1

2 2
2 2log det log det det det

HH HC C
n n
ρ ρ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⇔⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

r w t w r w w t rR H R H R H H R R  

 ( ) (2 2log det log det log detHC
n
ρ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
w w t rH H R R )2  (3.79) 

Από την παραπάνω σχέση, προκύπτει ότι οι πίνακες  και  έχουν την ίδια 

επίδραση στη χωρητικότητα. Επίσης, είναι φανερό ότι η αρνητική επίδραση της χωρικής 

συσχέτισης στη χωρητικότητα, εκφράζεται µέσω του όρου [3]: 

tR rR

 ( ) ( )2 2log det log detA = +tR rR  (3.80) 

∆εδοµένου ότι η ορίζουσα των πινάκων  και θα είναι πάντα µικρότερη της 

µονάδας, προκύπτει ότι πάντα θα ισχύει: 

tR rR

0A ≤ . Η ισότητα ισχύει µόνο όταν οι πίνακες 

, είναι µοναδιαίοι, πράγµα που σηµαίνει ότι δεν έχουµε καθόλου συσχέτιση.  tR rR

Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζουµε τις συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας 

(cumulative distribution functions) για τις εξής περιπτώσεις: 

• Όταν δεν υπάρχει χωρική συσχέτιση σε ποµπό και δέκτη 

• Όταν υπάρχει υψηλή χωρική συσχέτιση τόσο στον ποµπό όσο και στο δέκτη 

(µικρό D) 

• Όταν υπάρχει ασθενέστερη χωρική συσχέτιση τόσο στον ποµπό όσο και στο 

δέκτη (µεγαλύτερο D απ’ ότι προηγουµένως) 

Θεωρείται σε όλες τις περιπτώσεις ότι 10SNR dB= . 
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Εικόνα 3-33 Σύγκριση CDF στην περίπτωση ύπαρξης χωρικής συσχέτισης 

 

 

Τα συµπεράσµατα στα οποία καταλήγουµε είναι ίδια µε προηγουµένως. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Εικονική αναπαράσταση καναλιών 
 

 

4.1 Εισαγωγή 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο σκοπός είναι η µελέτη της χωρητικότητας καναλιού MIMO, 

θεωρώντας µία διαφορετική µοντελοποίηση του καναλιού. Θυµίζουµε, ότι µέχρι αυτό το 

σηµείο, χρησιµοποιήσαµε ένα στατιστικό µοντέλο βάσει του οποίου υποθέσαµε ότι τα 

στοιχεία του πίνακα  που περιγράφει το κανάλι είναι ανεξάρτητες και οµοιόµορφα 

κατανεµηµένες (i.i.d.) µιγαδικές Gaussian τυχαίες µεταβλητές µε µηδενική µέση τιµή και 

διασπορά 1. Ωστόσο αυτή η θεώρηση µοντελοποιεί ένα οµοιόµορφο περιβάλλον 

σκέδασης που σπάνια συµβαίνει στην πράξη. Εποµένως υπάρχει ανάγκη χρήσης 

κατάλληλων µοντέλων, µε τα οποία να γίνεται δυνατή η µοντελοποίηση πιο ρεαλιστικών 

καναλιών. 

H

Από την άλλη πλευρά, υπάρχουν τα φυσικά µοντέλα (physical models) [18] τα οποία 

είναι σαφώς µία πιο λεπτοµερής και πιο συγκεκριµένη περιγραφή του περιβάλλοντος 

διάδοσης. Ωστόσο τέτοια µοντέλα, λόγω της πολυπλοκότητάς τους, είναι δύσκολο να 

ενσωµατωθούν στη µελέτη της χωρητικότητας ή στη σχεδίαση τηλεπικοινωνιακών 

δεκτών. Επίσης, στην πραγµατικότητα µεταξύ των στοιχείων του πίνακα  που 

περιγράφει το κανάλι υπάρχει συσχέτιση, η οποία πρέπει να συµπεριληφθεί σε ένα 

ρεαλιστικό µοντέλο. Μία προσπάθεια έγινε µε το µοντέλο του Kronecker, το οποίο 

παρουσιάστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Ωστόσο αυτό το µοντέλο αδυνατούσε να 

συµπεριλάβει πλήρως τα φυσικά χαρακτηριστικά του διαύλου. 

H

Από τα παραπάνω, προκύπτει η ανάγκη χρήσης ενός  διαφορετικού τρόπου 

µοντελοποίησης του καναλιού, ο οποίος πρέπει αφενός να περιγράφει µε σαφήνεια το 

περιβάλλον διάδοσης και αφετέρου πρέπει να είναι εύχρηστο. Στην παρούσα αναφορά 

περιγράφουµε ένα τέτοιο µοντέλο, το οποίο αποτελεί µία εικονική αναπαράσταση του 

καναλιού (virtual channel representation) και χρησιµοποιούµε αυτό το µοντέλο για τη 
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µελέτη της χωρητικότητας ενός MIMO συστήµατος. Όπως θα δούµε και στη συνέχεια, 

τα βασικά χαρακτηριστικά αυτού του τρόπου µοντελοποίησης είναι τα ακόλουθα:  

 Αποτελεί µία  ενδιάµεση ή αλλιώς  εικονική  (virtual) αναπαράσταση του καναλιού. 

 Η µοντελοποίηση αφενός δεν είναι πολύπλοκη και αφετέρου παρέχει µία σαφή 
ερµηνεία του φυσικού περιβάλλοντος σκέδασης 

 Αν θεωρήσουµε ότι η εικονική αναπαράσταση (virtual representation) του καναλιού 
γίνεται µέσω ενός πίνακα , τότε ο πίνακας αυτός συνδέεται όπως θα δούµε µε τον 

αρχικό πίνακα H , µε σχέση διδιάστατου διακριτού µετασχηµατισµού Fourier. 
VH

 Η εικονική αναπαράσταση του καναλιού είναι περισσότερο ακριβής όταν οι 
σκεδαστές του περιβάλλοντος διάδοσης µπορούν να οργανωθούν σε οµάδες 
(clusters) σκεδαστών. 

 Ένας εικονικός πίνακας (virtual matrix)  , θα αποτελείται από µη 

επικαλυπτόµενους υποπίνακες οι οποίοι θα αντιστοιχούν σε διαφορετικά clusters 
σκεδαστών του καναλιού που περιγράφει ο . 

VH

VH

Ωστόσο, για τη µελέτη της χωρητικότητας MIMO, θεωρώντας το παραπάνω µοντέλο 

εικονικής αναπαράστασης του καναλιού (virtual channel representation model) , 

υποθέτουµε ότι τόσο ο ποµπός τόσο και ο δέκτης αποτελούνται από µονοδιάστατες, 

γραµµικές συστοιχίες κεραιών, των οποίων τα στοιχεία ισαπέχουν (1-D Uniform Linear 

Arrays, ULAs). Για αυτό το λόγο, αρχικά θα παρουσιάσουµε βασικές αρχές της θεωρίας 

στοιχειοκεραιών καθώς και την έννοια του Beamforming.  

 

 

4.2 Στοιχειοκεραίες 
 

4.2.1 Γενική παρουσίαση 

Θεωρούµε αρχικά ότι τα στοιχεία βρίσκονται τοποθετηµένα στο χώρο, οπότε θα 

θεωρήσουµε σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων που παρουσιάζεται στην παρακάτω 

εικόνα: 

 84



 
Εικόνα 4-1 Σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων 

Αν θεωρήσουµε τώρα ότι ένα στοιχείο βρίσκεται τοποθετηµένο στη θέση που είναι το 

πέρας του διανύσµατος , τότε η θέση αυτού του στοιχείου στο χώρο προσδιορίζεται 

από τις εξής συντεταγµένες: 

r

 sin cosx r θ φ=  (4.1) 

 sin siny r θ φ=  (4.2) 

 cosz r φ=  (4.3) 

Θεωρούµε στοιχειοκεραία της οποίας τα στοιχεία είναι ισοτροπικά και η θέση τους 

στο χώρο προσδιορίζεται από τα διανύσµατα θέσης , 0,..., 1n n N= −p , όπου είναι 

το σύνολο των στοιχείων. Επίσης, τα στοιχεία δειγµατοληπτούν χωρικά το πεδίο του 

επίπεδου κύµατος που προσπίπτει από κατεύθυνση που ορίζεται από το µοναδιαίο 

διάνυσµα , όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 

N

a
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Εικόνα 4-2 Χωρική δειγµατοληψία προσπίπτοντος πεδίου από στοιχειοκεραία 

 

Αν συµβολίσουµε µε ( ), nx t p  το σήµα που λαµβάνεται από το στοιχείο , τότε το 

σύνολο των σηµάτων που λαµβάνονται από τη στοιχειοκεραία είναι: 

n

 ( )

( )
( )

( )

0

1

1

,
,
.

,
.
.

, N

x t
x t

t

x t −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p
p

x p

p

 (4.4) 

 

Θεωρούµε στη συνέχεια ότι αυτά τα σήµατα τίθενται σαν είσοδοι σε γραµµικά 

χρονικά αµετάβλητα (Linear Time Invarint, LTI) φίλτρα όπως φαίνεται στην παρακάτω 

εικόνα: 
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Εικόνα 4-3 Γραµµική επεξεργασία σηµάτων σε στοιχειοκεραία 

 

Οι κρουστικές αποκρίσεις περιέχονται στο διάνυσµα που φαίνεται παρακάτω: h

( )

( )
( )

( )

0 0

1 1

1 1

.

.

.

N N

h
h

h

τ
τ

τ

τ− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

y t , y t ,
N

T
i i i

i

h t x d t d

  (4.5) 

Άρα το σήµα που προκύπτει τελικά είναι: 

τ τ τ τ τ τ
+∞ +∞−

= −∞ −∞

= − ⇔ = −∑ ∫ ∫p h x p

( ) ( ) ( ) ( ) ( )j t TY y t e dt Yω

 (4.6)  

Το φάσµα του τελικού σήµατος λήψης θα είναι εποµένως: 

ω ω ω ω
+∞

−

−∞

= ⇔ =∫ H X  (4.7) 

Όπου θα ισχύουν: 

  (4.8) ( ) ( ) j tt e dtωω
+∞

−

−∞

= ∫H h

και 
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  (4.9) ( ) ( ), , j tt e dωω
+∞

−

−∞

= ∫X p x p t

)
Εναλλακτικά, µπορούµε να εκφράσουµε το σήµα που λαµβάνεται από ένα στοιχείο ως 

( nx t τ− , ώστε να δώσουµε έµφαση στις καθυστερήσεις άφιξης του προσπίπτοντος 

σήµατος σε κάθε στοιχείο. Σηµειώνουµε εδώ ότι αυτές οι καθυστερήσεις εκφράζονται σε 

σχέση µε την αρχή των αξόνων. Με άλλα λόγια, θεωρούµε εδώ ότι οι καθυστερήσεις 

είναι κανονικοποιηµένες µε την καθυστέρηση άφιξης ενός σήµατος στην αρχή των 

αξόνων. Σύµφωνα µε αυτή τη θεώρηση, το σύνολο των σηµάτων που λαµβάνονται από 

τη στοιχειοκεραία είναι: 

 ( )

( )
( )

( )

0

1

1

.
,

.

.

N

x t
x t

t

x t

τ
τ

τ −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

x p  (4.10) 

όπου το σήµα που λαµβάνεται από το n -οστό στοιχείο θα είναι: 

 ( ) ( ) ( )n nj t jj t
n nx t e x t e eω τ ωτωτ τ− −− = ⇔ − =  (4.11) 

Για να υπολογίσουµε τώρα την καθυστέρηση άφιξης του σήµατος στο -οστό 

στοιχείο, θεωρούµε την παρακάτω εικόνα: 

n

 
Εικόνα 4-4 Υπολογισµός καθυστέρησης άφιξης του σήµατος στο n-οστό στοιχείο 
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Σε αυτή την εικόνα, θεωρούµε το n− οστό στοιχείο µε διάνυσµα θέσης  και 

µέτωπο κύµατος (σήµα) που προσπίπτει από την κατεύθυνση . Η καθυστέρηση τώρα 

µπορεί να εκφραστεί ως: 

np

a

 n
n

s
c

τ =  (4.12) 

Όπου  είναι η ταχύτητα διάδοσης στο µέσο. Όπως παρατηρούµε από το παραπάνω 

σχήµα, η απόσταση  είναι η προβολή του διανύσµατος  πάνω στο διάνυσµα . Άρα 

θα είναι: 

c

ns np a

 
, T

n Tn
n n ns s s= ⇔ = ⇔ =

p a a p a p
a a n  (4.13) 

Άρα από (4.12) και (4.13) θα είναι: 

 
T

n
n c
τ =

a p  (4.14) 

Άρα αν το µοναδιαίο διάνυσµα a  ορίζεται ως (το αρνητικό πρόσηµο οφείλεται στη φορά 

του διανύσµατος): 

 
sin cos
sin sin

cos

θ φ
θ φ
θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

a  (4.15) 

Τότε από (4.14) και (4.15) θα είναι: 

 1 sin cos sin sin cos
n nn X YP P

c
τ θ φ θ φ θ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦nZP  (4.16) 

Όπου οι συντεταγµένες του διανύσµατος . Άρα θα είναι: , ,
n n nX Y ZP P P np

 T
n c n

ωωτ = a p  (4.17) 

Όµως το κυµατάνυσµα ορίζεται ως: 

 2π
λ

=k a  (4.18) 

Άρα από τις (4.17) και (4.18) θα είναι τελικά: 
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  (4.19) T
nωτ = k pn

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να ορίσουµε ένα διάνυσµα ως εξής: 

 ( )

0

1

1

.

.

.

T

T

T
N

j

j

j

e

e

e −

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

k p

k p

k p

v k  (4.20) 

Αυτό το διάνυσµα ονοµάζεται array manifold vector και περιλαµβάνει όλα τα χωρικά 

χαρακτηριστικά της κεραίας. Από τις σχέσεις (4.11), (4.19) και (4.20) θα έχουµε: 

  (4.21) ( ) ( ),
T

njj t j t
n nx t e e x t e eωτωτ −− = ⇔ = k pp njω −

Σε µορφή πινάκων η παραπάνω σχέση γίνεται: 

 ( ) ( ), j tt e ω=x p v k  (4.22) 

Το αντίστοιχο φάσµα προκύπτει από τις σχέσεις (4.9) και  (4.22) ως εξής: 

  (4.23) ( ) ( ) ( ) (, , ,j tt e dtωω
+∞

−

−∞

= ⇔∫X p x p X p v k )ω =

Ή πιο απλά: 

 ( ) ( )ω =X v k  (4.24) 

Άρα από τις σχέσεις (4.7) και (4.24) , προκύπτει ότι το φάσµα της εξόδου είναι: 

 ( ) ( ) ( ) ( ), TY Yω ω ω= =k H v k  (4.25) 

Η παραπάνω συνάρτηση καλείται συνάρτηση απόκρισης συχνότητας – κυµατανύσµατος 

(frequency – wavenumber response function) και στην ουσία είναι η συνάρτηση 

µεταφοράς της στοιχειοκεραίας. Το διάγραµµα ακτινοβολίας της στοιχειοκεραίας 

προκύπτει από την παραπάνω συνάρτηση ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )2 ,
: , ,B Y π θ φ

λ
ω θ φ ω

=
=

k a
k  (4.26) 
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Σε πολλές περιπτώσεις απαιτείται η στροφή του διαγράµµατος ακτινοβολίας µίας 

κεραίας. Αυτό επιτυγχάνεται µε την επεξεργασία της απόκρισης κάθε στοιχείου µε ένα 

κέρδος και µία στροφή φάσης. Με άλλα λόγια εφαρµόζουµε µιγαδικά βάρη στην 

απόκριση κάθε στοιχείου. Σε αυτή την περίπτωση ισχύει η παρακάτω εικόνα: 

*
0w

*
1w

*
1Nw −

 
Εικόνα 4-5 Beamformer µε µιγαδικά βάρη 

 

Η υλοποίηση κάθε µιγαδικού βάρους γίνεται µε ένα κέρδος και µία ολίσθηση φάσης, 

όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 

 

 
Εικόνα 4-6 Υλοποίηση µιγαδικών βαρών σε Beamformer 

 

Όσον αφορά τα µιγαδικά βάρη θεωρούµε: 

 * * *
0 1 1. . .H

Nw w w −⎡ ⎤= ⎣ ⎦w  (4.27) 

Σύµφωνα µε την παραπάνω εικόνα, η έξοδος θα είναι: 

( ) ( ), Hy t t= x p w  (4.28) 

Στην παραπάνω σχέση το διάνυσµα ( ),tx p  δίνεται από τη σχέση (4.22). Άρα θα ισχύει: 
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 ( ) ( ) ( ), HY Yω ω= =k w v k  (4.29) 

Η στροφή του διαγράµµατος ακτινοβολίας µε εφαρµογή µιγαδικών βαρών στις 

αποκρίσεις των στοιχείων παρουσιάζεται και στην επόµενη παράγραφο που αναλύουµε 

µία ειδική περίπτωση στοιχειοκεραιών, που είναι οι µονοδιάστατες συστοιχίες κεραιών, 

των οποίων τα στοιχεία ισαπέχουν (1-D Uniform Linear Arrays, ULAs). 

 

 

4.2.2 µονοδιάστατες συστοιχίες κεραιών µε ισαπέχοντα στοιχεία (ULAS) 

Στην προηγούµενη παράγραφο παρουσιάσαµε τη γενική περίπτωση στοιχειοκεραίας, 

όπου τα στοιχεία της βρίσκονταν σε τυχαίες θέσεις στο χώρο, οι οποίες προσδιορίζονταν 

από τα διανύσµατα , όπου  το πλήθος των στοιχείων. Σε αυτή την 

περίπτωση, θεωρούµε ότι τα στοιχεία ισαπέχουν µεταξύ τους και βρίσκονται σε θέσεις 

που ανήκουν στον ίδιο άξονα. Αν τα στοιχεία τοποθετούνται κατα µήκος του άξονα 

, 0,..., 1n n N=P − N

Z , 

τότε τα διανύσµατα θέσης  θα έχουν µόνο nP Z  συνιστώσα. Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, µπορούµε να επιλέξουµε περιττό αριθµό στοιχείων ( N  περιττός). Επίσης 

για απλοποίηση στους υπολογισµούς, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η αρχή των αξόνων 

βρίσκεται στο κέντρο της οµοιόµορφης γραµµικής στοιχειοκεραίας όπως φαίνεται στην 

εικόνα που ακολουθεί. Από αυτή την εικόνα θα ισχύουν τα εξής: 

  (4.30) 
n nZ Zp=p $z

Όπου: 

 1 , 0,..., 1
2nZ

Np n d n N−⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.31) 
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Εικόνα 4-7 Πρόσπτωση επίπεδου κύµατος σε ULA 

 

Άρα και τα εσωτερικά γινόµενα του κυµατανύσµατος µε τα διανύσµατα θέσης θα 

περιέχουν µόνο τη Z συνιστώσα του κυµατανύσµατος. Άρα το array manifold vector 

τώρα γίνεται: 

 ( )

( )

( )

0

1

1

1
2

1 1
2

1
2

. .

. .

.
.

Z

Z Z

Z

Z Z

Z Z N

Z

Njk d

jk p
Njk d

jk p

jk p

Njk d

e
e

ee

e

e

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

−

−⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

= ⇔ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

v k v k  (4.32) 

Επίσης θα ισχύει ότι: 

 2 cos 2 sin ' 2 sin 'Z
dk d d aπ θ π θ π

λ λ
− = = = θ  (4.33) 
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Όπου  είναι η κανονικοποιηµένη απόσταση µεταξύ των στοιχείων για την οποία ισχύει: a

 da
λ

=  (4.34) 

Το array manifold vector στην περίπτωση της παραπάνω εικόνας και αν λάβουµε υπόψη 

τις σχέσεις (4.32) και (4.33)  γίνεται: 

 ( )

1 2 sin '
2

1 21 sin '
2

1 2 sin '
2

.
'

.

.

N dj

N dj

N dj

e

e

e

π θ
λ

π θ
λ

π θ
λ

θ

−⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

v  (4.35) 

Επίσης, η γωνία 'θ  έχει νόηµα να παίρνει τιµές: 

 '
2 2
π πθ− ≤ ≤  (4.36) 

Άρα εναλλακτικά µπορούµε να εκφράσουµε το manifold vector σε συνάρτηση µε τη 

γωνία 'θ  που σχηµατίζει η κατεύθυνση πρόσπτωσης του επίπεδου κύµατος µε το 

οριζόντιο επίπεδο. Φυσικά το manifold vector λόγω της σχέσης (4.19) µπορεί να 

εκφραστεί και σε συνάρτηση µε τις καθυστερήσεις άφιξης του κύµατος στα στοιχεία. 

Με βάση τα παραπάνω, µπορούµε να εκφράσουµε το διάγραµµα ακτινοβολίας της 

στοιχειοκεραίας σε συνάρτηση µε τη γωνία 'θ  ως εξής: 

 

 ( ) ( ) ( )
1 2 21sin ' sin '*2

0

' ' ' , '
2 2

N d dNj jnH
n

i

B B e w e
π πθ θλ λ π πθ θ θ θ

−⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ⇔ = − ≤∑w v ≤  (4.37) 

Θέτοντας 2 sin 'dπ θ
λ

Ψ =  η σχέση (4.37) γίνεται: 

 ( ) ( ) ( )
1 1

*2

0

' ' ' , '
2 2

N Nj
H jn

n
i

B B e w e π πθ θ θ θ
−⎛ ⎞ −− Ψ⎜ ⎟ Ψ⎝ ⎠

=

= ⇔ = − ≤∑w v ≤  (4.38) 
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Μία συνηθισµένη περίπτωση είναι εκείνη κατά την οποία τα βάρη είναι ίσα µεταξύ τους 

και αποτελούνται µόνο από πραγµατικό µέρος. Τότε η  (4.27)  γίνεται: 

 [ ]1 1 1 . . . 1H
NN N

= ⇔w 1H =w I  (4.39) 

Τότε θα είναι: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 11 1
*2 2

0 0

2 2
2 2

2 2

1 1' ' '
1

sin
1 1 1 1 2' ' '

1 sin
2

N N N jNN Nj j j
jn jn

n j
i i

N Nj jN jNj j

j j j

eB e w e B e e B e
N N

N
e e eB e e B B

N e N Ne e

θ θ θ

θ θ θ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ Ψ− −− Ψ − Ψ − Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ψ Ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Ψ

= =

− Ψ ΨΨ Ψ− Ψ

Ψ ΨΨ −

−
= ⇔ = ⇔ =

−

Ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⇔ = ⇔ = ⇔ =
Ψ− ⎛ ⎞

− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
1

2 1
e

−

⇔

 

Άρα τελικά: 

 ( )
sin

1 22' ,
sin

2

N
B

N
π sin 'dθ θ
λ

Ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= Ψ =
Ψ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.40) 

 

 

Σηµειώνεται ότι η σχέση (4.40) ισχύει για ' 2 2
2 2

d dπ πθ π π
λ λ

− ≤ ≤ → − ≤ Ψ ≤ .  

Παρακάτω φαίνεται η γραφική απεικόνιση της σχέσης (4.40). 
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Εικόνα 4-8 ∆ιάγραµµα ακτινοβολίας στοιχειοκεραίας συναρτήσει γωνίας πρόπστωσης 

 

Από την παραπάνω γραφική παράσταση φαίνεται ότι όταν τα βάρη είναι ίσα µεταξύ τους 

και πραγµατικά, τότε το διάγραµµα ακτινοβολίας παρουσιάζει έναν κύριο λοβό για 

 . Με άλλα λόγια το κέρδος της κεραίας είναι µέγιστο για  ' 0oθ = ' 0oθ = , ενώ για άλλες 

γωνίες είναι σηµαντικά µικρότερο.  

Στην περίπτωση τώρα που θα θέλαµε να στρέψουµε το διάγραµµα ακτινοβολίας, ώστε 

το µέγιστο κέρδος να αντιστοιχεί σε διαφορετική γωνία 'θ , προφανώς θα έπρεπε να 

επιλέξουµε διαφορετικά µιγαδικά (εν γένει) βάρη. Στην πράξη το διάνυσµα των 

µιγαδικών βαρών θα παίρνει τη µορφή του manifold vector και γίνεται: 

 ( )1
TN
θ=w v  (4.41) 

Στην παραπάνω σχέση, όπου Tθ  είναι η γωνία προς την οποία θέλουµε να γίνει στροφή 

του διαγράµµατος ακτινοβολίας.  Σε αυτή την περίπτωση θα είναι: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1'H H
T TB B

N
'Tθ θ θ θ= ⇔ =w v v v θ  (4.42) 

Η αναλυτική σχέση του διαγράµµατος ακτινοβολίας σε αυτή την περίπτωση προκύπτει 

ύστερα από συνδιασµό των (4.35) και (4.42) ως εξής: 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

1
2

1 1
2

1 1 11
2 2 2

1
2

1 1 1
2 2

1 '

.1 . . .

.

.

1

T

T

T T T

T

T

H
T T

Nj

Nj

N N Nj j j

T

Nj

N Nj j

T

B
N

e

e

B e e e
N

e

B e e
N

θ θ θ

θ

θ

−⎛ ⎞− Ψ−Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞− − Ψ−Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ψ − Ψ − Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ Ψ−Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Ψ−Ψ − −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

= ⇔

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⇔ = ⎢ ⎥ ⇔⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⇔ =

v v

( ) ( )1
2. . .

T T
Nj

e
−⎛ ⎞Ψ−Ψ Ψ−Ψ⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤

⇔⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1 11
2 2

0

2 2
2 2

2 2

1 1
1

1 1 1
1

sin
21

sin
2

TT T
T

T

T TT T
T

T T

N N jNNj jji
T T j

i

N Nj jjNNj j

T Tj
j j

T

T
T

eB e e B e
N N e

e e eB e e B
N Ne

e e

N
B

N

θ θ

θ θ

θ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ Ψ−Ψ−− Ψ−Ψ − Ψ−Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ψ−Ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Ψ−Ψ

=

− Ψ−Ψ Ψ−ΨΨ−Ψ Ψ−Ψ
− Ψ−Ψ

Ψ−Ψ Ψ−Ψ Ψ−Ψ
−

−
⇔ = ⇔ = ⇔

−

− −
⇔ = ⇔ =

−
−

Ψ −Ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⇔ =

Ψ −Ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 1

T
⇔  

 

Άρα τελικά: 
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 ( )
sin

1 22 , sin ' sin
sin

2

T

T
T

N
B d

N
π π2 dθ θ και θ
λ λΤ Τ

Ψ −Ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= Ψ = Ψ =
Ψ −Ψ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.43) 

Η παραπάνω σχέση γραφικά απεικονίζεται στην εικόνα που ακολουθεί, όπου έχουµε 

θεωρήσει ότι ο κύριος λοβός θα παρουσιάζεται για  : 30o
Tθ =
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Εικόνα 4-9 Στροφή διαγράµµατος ακτινοβολίας στοιχειοκεραίας 

 

Άρα επιλέγοντας κατάλληλα τα µιγαδικά βάρη µπορούµε να επιτύχουµε στροφή του 

διαγράµµατος ακτινοβολίας προς την επιθυµητή κατεύθυνση. Σηµειώνουµε εδώ ότι το 

διάνυσµα των µιγαδικών βαρών, λόγω της χρησιµότητάς του το ονοµάζουµε διάνυσµα 

οδήγησης (steering vector).  

 

 

4.3 Φυσική µοντελοποίηση περιβάλλοντος σκέδασης 
 

Όπως τονίσαµε και πιο πριν, θα θεωρήσουµε µονοδιάστατες, γραµµικές συστοιχίες 

κεραιών σε ποµπό και δέκτη, των οποίων τα στοιχεία ισαπέχουν µεταξύ τους (Uniform 

Linear Arrays, ULAs). Επίσης, θεωρούµε ότι οι σκεδαστές βρίσκονται επαρκώς µακριά 

και από το ποµπό και απο το δέκτη (far-field scattering), ώστε να µπορούµε να 

 98



υποθέσουµε ότι στον δέκτη προσπίπτει επίπεδο κύµα. Επίσης, θεωρούµε ότι η ULA στον 

ποµπό αποτελείται από  στοιχεία, ενώ στο δέκτη από  στοιχεία. Ο πίνακας που 

περιγράφει το κανάλι, µπορεί να εκφραστεί µέσω των διανυσµάτων οδήγησης και 

απόκρισης, τα οποία παρουσιάζονται παρακάτω [19]: 

Tn Rn

 ( ) ( )2 121 1 . . . T TT
Tj nj

T T
T

e e
n

π θπθθ − −−⎡ ⎤= ⎣ ⎦a  (4.44) 

 ( ) ( )2 121 1 . . . R RR
Tj nj

R R
R

e e
n

π θπθθ − −−⎡ ⎤= ⎣ ⎦a  (4.45) 

Η σχέση (4.44) παριστάνει το διάνυσµα οδήγησης (steering vector) , που χρησιµοποιείται 

για να στρέφουµε το διάγραµµα ακτινοβολίας προς τη γωνία Tθ , ώστε να µπορούµε να 

µεταδώσουµε προς την αντίστοιχη κατεύθυνση. Αντίστοιχα, η σχέση (4.45) εκφράζει το 

διάνυσµα απόκρισης (response vector), βάσει του οποίου καθορίζεται η κατεύθυνση 

(γωνία) Rθ  προς την οποία η ULA λήψης θα µπορεί να στρέψει το διάγραµµα 

ακτινοβολίας, ώστε να λαµβάνει µέγιστη ισχύ του σήµατος υπό αυτή τη γωνία. Στις 

παραπάνω σχέσεις,  θ  είναι µία µεταβλητή, η οποία αντιστοιχεί στη φυσική γωνία 

διάδοσης  µέσω της ακόλουθης σχέσηςΦ 1: 

 1sin sin sin ,d da
a
θθ a

λ λ
− ⎛ ⎞= Φ = Φ→Φ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.46) 

Άρα, µπορούµε να θεωρήσουµε τη µεταβλητή θ  σαν µία κανονικοποιηµένη γωνία. 

Επίσης, σηµειώνουµε πως η γωνία Φ  µετράται σε σχέση µε τον οριζόντιο άξονα. Άρα η 

ορατή περιοχή θα είναι η 
2 2
π π

− ≤ Φ ≤ . Άρα από την (4.46) θα προκύπτει ότι: 

 a aθ− ≤ ≤  (4.47) 

 Επίσης, παρατηρούµε ότι τα διανύσµατα των σχέσεων (4.44) και (4.45) είναι 

περιοδικά ως προς θ , µε περίοδο 1. Άρα θεωρώντας τη θεµελιώδη περίοδο, θέτουµε: 

 0.5 0.5θ− ≤ ≤  (4.48) 

Λόγω των (4.47) και (4.48) θα είναι: 

                                                 

1 Από θεωρία 1-D Uniform Linear Arrays που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη παράγραφο. 
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 0.5a =  (4.49) 

Άρα, αν θεωρήσουµε ότι , τότε µόνο µία γωνία 0.5a ≤ Φ  θα αντιστοιχεί σε κάθε τιµή 

της µεταβλητής θ  (αντιστοιχία ένα προς ένα). Αν υποθέσουµε ότι , τότε θα 

υπάρχουν πάνω από µία φυσικές γωνίες 

0.5a >

Φ  που θα αντιστοιχούν σε µία τιµή της 

θεµελιώδους περιόδου της µεταβλητής θ . Αυτή η παρατήρηση φαίνεται και στην 

παρακάτω εικόνα, όπου έχουµε απεικονίσει γραφικά τη σχέση µεταξύ των ,θΦ  για 

και για .  0.5a = 1.9a =
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Εικόνα 4-10 Σχέση µεταξύ φυσικής γωνίας διάδοσης και κανονικοποιηµένης γωνίας για α=0.5  

και α=1.9   

 

 Στη συνέχεια, θεωρώντας ότι ο ποµπός και ο δέκτης αποτελούνται από ULAs, ο 

πίνακας που θα περιγράφει το κανάλι θα µπορεί να εκφραστεί σε συνάρτηση των 

διανυσµάτων οδήγησης και απόκρισης (steering and response vectors) ως εξής [20]: 

 ( ) ( ) ( ),
R T

T

R T

a a
H

R T R R T R T
a a

G d dθ θ θ θ θ
− −

= ∫ ∫H a a θ  (4.50) 

Στην παραπάνω σχέση, η συνάρτηση ( ),R TG θ θ  περιγράφει τη θέση των σκεδαστών 

στο περιβάλλον διάδοσης (εκφράζει το physical scattering), σε συνάρτηση µε τις 
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κανονικοποιηµένες γωνίες Tθ  και Rθ , και καλείται spatial spreading function. Με  

έχουµε συµβολίσει την κανονικοποιηµένη απόσταση µεταξύ των στοιχείων στο δέκτη 

και τον ποµπό αντίστοιχα. Όµως, λόγω της σχέσης (4.49), θα ισχύει τελικά: 

,R Ta a

 ( ) ( ) ( )
0.5 0.5

0.5 0.5

,
T

H
R T R R T R TG d dθ θ θ θ θ

− −

= ∫ ∫H a a θ  (4.51) 

Αναλυτικά η σχέση  (4.50) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 ( ) ( ) 2 21, ,
R T

R T

R T

a a
j m j n

R T R T
a a

H m n G e e d d
PQ

πθ πθθ θ −

− −

= ∫ ∫ θ θ

),

 (4.52)  

Ένα ευρέως χρησιµοποιούµενο διακριτό µοντέλο, που είναι ειδική περίπτωση της σχέσης 

(4.50) δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ( ) (,
1

T

L
H

i R R i T i
i

b θ θ
=

=∑H a a  (4.53) 

Σηµειώνουµε ότι το διακριτό µοντέλο της σχέσης (4.53) προκύπτει από την  (4.50) αν 

ισχύει: 

 ( ) ( ) (,
1

,
L

R T i R R i T T i
i

G b ),θ θ δ θ θ δ θ θ
=

= − −∑  (4.54) 

Στο µοντέλο της σχέσης (4.53), ο ποµπός και ο δέκτης συνδέονται µέσω L  διαδροµών 

διάδοσης. Τα σύνολα των τιµών { } { }, ,T i R i,θ θ  είναι οι κανονικοποιηµένες γωνίες 

εκποµπής και λήψης, ενώ τα { }ib είναι τα αντίστοιχα, ανεξάρτητα µεταξύ τους, κέρδη 

των διαδροµών. Σηµειώνουµε εδώ, ότι η διαδροµή  ορίζεται πλήρως από ένα ζεύγος 

γωνιών εκποµπής και λήψης 

i

, ,,T i R iθ θ  και ένα µιγαδικό κέρδος .  Το διακριτό 

µοντέλο που αναφέραµε, παριστάνεται σχηµατικά παρακάτω. 

ib
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Εικόνα 4-11 ∆ιακριτό µοντέλο αναπαράστασης καναλιού 

 

Υπό µορφή πινάκων η σχέση (4.53) γίνεται: 

 ( ) ( )H
RR P T Tθ θ=H A H A  (4.55) 

Και θα ισχύουν τα εξής: 

( ) ( ) ( ),1 ,. . . .RR R R R R Lθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A a a  (4.56) 

( ) ( ) ( ),1 ,. . . .TT T T T T Lθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A a a  (4.57) 

 ( )1 . . . .P Ldiag b b=H  (4.58) 

Σηµειώνεται, ότι ο πίνακας ( )RR θA  είναι ( )Rn L×  διαστάσεων, ο πίνακας ( TT )θA  είναι 

 διαστάσεων και ο διαγώνιος πίνακας  ( Tn L× ) PH  είναι ( )L L×  διαστάσεων. 

 

 

4.4 Εικονική αναπαράσταση καναλιού (virtual channel 

representation) 
 

Στη συνέχεια, χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τόσο ο 

αριθµός των στοιχείων εκποµπής  όσο και ο αριθµός των στοιχείων λήψης  είναι 

περιττοί αριθµοί. Τότε, ορίζουµε τα εξής: 

Tn Rn

 � 1
2

RnQ −
=  (4.59) 
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 � 1
2

TnP −
=  (4.60) 

Η εικονική αναπαράσταση του πίνακα  που περιγράφει το κανάλι, που ορίστηκε 

παραπάνω, µπορεί να εκφραστεί ως [20]: 

H

  (4.61) ( ) %( ) %(
�

�

�

�

,,
Q P

H
R q T pV R T

q Q p P

H q p θ θ
=− =−

= ∑ ∑H a ),a

Από την παραπάνω σχέση, ο πίνακας , αποτελεί την εικονική αναπαράσταση του 

καναλιού διάδοσης. Πιο συγκεκριµένα, η εικονική αναπαράσταση προϋποθέτει πως τα 

σήµατα µεταδίδονται και λαµβάνονται υπό συγκεκριµένες, εικονικές κατευθύνσεις 

(γωνίες) 

VH

%{ } %{ }, ,,R q T pθ θ [19]. Αυτές οι εικονικές γωνίες µπορούν να ληφθούν από 

οµοιόµορφη δειγµατοληψία της µεταβλητής θ  στη θεµελιώση περίοδο (θυµίζουµε 

ότι: 0.5 0.5θ− ≤ ≤ ) ως εξής: 

 % �, ,R q

R

q Q q Q
n

θ �= − ≤ ≤  (4.62) 

 % �, ,T p

T

p P p P
n

θ �= − ≤ ≤  (4.63) 

Οι αντίστοιχες δειγµατοληπτηµένες φυσικές γωνίες θα προκύπτουν µε συνδιασµό των 

σχέσεων (4.46), (4.62) και (4.63) ως εξής: 

 
% ,1

, ,sin sinT p
T p T p

T T

1

T

p
a n
θϕ ϕ− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ a

−
⎟  (4.64) 

και 

 
% ,1

, ,sin sinR q
R q R q

R R

q
a n
θϕ ϕ− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠

1

Ra
−

⎟  (4.65) 

Όπως µπορούµε να συµπεράνουµε, το πλήθος των %{ },T pθ  και %{ },R qθ , εξαρτάται από τον 

αριθµό των στοιχείων στον ποµπό και στο δέκτη αντίστοιχα. Επίσης, για δεδοµένο 

αριθµό στοιχείων σε ποµπό και δέκτη, η απόσταση µεταξύ των εικονικών γωνιών (virtual 

angle spacing)  εξαρτάται από την κανονικοποιηµένη απόσταση µεταξύ των στοιχείων 

του array (array spatial resolution).  
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Η εικονική αναπαράσταση του καναλιού που περιγράφεται από τη σχέση (4.61)

επεξηγείται σχηµατικά και από την εικόνα που ακολουθεί.  

 
Εικόνα 4-12 Εικονική αναπαράσταση καναλιού 

 

{ ( )} ,,V q pH q p h=Όπως φαίνεται και στην εικόνα, οι συντελεστές  του εικονικού πίνακα 

 συνδέουν τις  εικονικές γωνίες εκποµπής µε τις  εικονικές γωνίες λήψης. 

Σηµειώνουµε εδώ, ότι για γωνίες στις οποίες δεν αντιστοιχεί κάποιος σκεδαστής, οι 

αντίστοιχοι συντελεστές   προσεγγιστικά είναι µηδέν.  

VH Tn Rn

,q ph

Εναλλακτικά, η σχέση (4.61) µπορεί να εκφραστεί και υπό µορφή πινάκων ως εξής: 

 � � H
R V=H A H AT

� % �

 (4.66) 

Όπου θα είναι: 

( ) % �( ), ,. . . .R R Q R QR Rθ θ−⎡ ⎤= ⎣ ⎦A a a  (4.67) 

 � % �( ) % �( ), . . . .T T P T PT θ −⎡= ⎣A a a ,T θ ⎤
⎦

R

 (4.68) 

Σηµειώνεται, ότι ο πίνακας  θα έχει διαστάσεις � RA Rn n× , ο πίνακας  θα είναι 

 και ο  . Από τη σχέση (4.61) βλέπουµε πως οι πίνακες  και  

συνδέονται µε σχέση διακριτού διδιάστατου µετασχηµατισµού Fourier.  

�TA

Tn n× T TVH Rn n× H VH
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4.4.1 Σχέση µεταξύ εικονικής αναπαράστασης και φυσικών µοντέλων 

Από τη σχέση (4.66) προκύπτει ότι: 

  (4.69) � �H
RV =H A HAT

Εδώ τονίζουµε, ότι ο πίνακας  στην ουσία προκύπτει εφαρµόζοντας διδιάστατο 

διακριτό µετασχηµατισµό Fourier στον πίνακα  που περιγράφει το κανάλι. Ωστόσο, 

αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να δούµε τον τρόπο µε τον οποίο τα στοιχεία του  

σχετίζονται µε το φυσικό µοντέλο που περιγράφεται από τη σχέση (4.51). Συνδυάζοντας 

τις (4.69) και (4.51) θα έχουµε τα εξής: 

VH

H

VH

� � ( ) %( ) %( )

( ) %( ) ( ) ( ) ( ) %( )

, ,

0.5 0.5

, ,

0.5 0.5

,

, ,
T

H H
R T R q T pV V R T

H H
R q T pV R R T R R T R T T

H q p

H q p G d d

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ
− −

= → = ⇔

⇔ = ∫ ∫

H A HA a Ha

a a a a ⇔

R T

 

 ( ) ( ) %( ) ( ) ( ) %( )
0.5 0.5

, ,

0.5 0.5

, ,
T

H H
R q T pV R T R R R T TH q p G d dθ θ θ θ θ θ θ

− −

⇔ = ∫ ∫ a a a a θ  (4.70) 

Λόγω της σχέσης (4.45) θα είναι: 
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�
( )

�
( )

�

( )

�
( )

� �

,,

, ,

2

2 12
,

2 1

12 2 1

0

2

1

.1 1 . . .

.

.

1 11 ......

1 1

R

R qR q R

R R

RR q R q R qR R R

j

j njH
R qR R R

R

j n

nj j n

nR R

j

R

e

e e
n

e

e e e
n n

e
n

πθ

π θπθ

π θ

π θ θ π θ θ π θ θ

π

θ θ

−

−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

−
=

∑

a a

�

�

,2 Rj n
=

�

�

� �

� �

, ,

, ,

, , , ,2

1

1

R q R qR R R R

R q R qR R R R

R q R q R q R qR R R R

j n j n

n j n

j j j jR

e e
e

n
e e e e

π θ θ π θ θ

θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ π θ θ π θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦= =
⎡ ⎤

− ⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( ) %( )
%( ) %( )
%( ) %( )

( ) %( )
%( )
%( )

, ,
, ,

, ,

,1 1

,

sin1 1
sin

R q R qR R R R
R q R qR R R R

R q R qR R

j n j n R qR Rj n j n

j j
R qR R R

ne ee e
n ne e

π θ θ π θ θ
π θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ

π θ θ

π θ θ

− − −
− − − − − −

− − −

⎡ ⎤−− ⎣ ⎦= =
⎡ ⎤−− ⎣ ⎦

 

 

Άρα θα είναι: 

 %( ) ( ) ( ) %( )
%( )
%( )

%(,
,1

, ,

,

sin1
sin

R qR R
R qR Rj nH

R q R qR R R R
R qR R

n
e y

n
π θ θ π θ θ

θ θ θ θ
π θ θ

− − −
⎡ ⎤−⎣ ⎦= =
⎡ ⎤−⎣ ⎦

a a )−  (4.71) 

Οµοίως προκύπτει ότι: 

 ( ) %( ) ( ) %( )
%( )
%( )

%(,
,1

, ,

,

sin1
sin

T pT T
T pT Tj nH

T p T pT T T T
T pT T

n
e z

n
π θ θ π θ θ

θ θ θ θ
π θ θ

− −
⎡ ⎤−⎣ ⎦= =
⎡ ⎤−⎣ ⎦

a a )−

R T

 (4.72) 

Εποµένως, η σχέση (4.70) λόγω των (4.71) και (4.72) τελικά γίνεται: 

 ( ) ( ) %( ) %( )
0.5 0.5

, ,

0.5 0.5

, , R q T pV R T R TH q p G y z d dθ θ θ θ θ θ θ
− −

= − −∫ ∫ θ  (4.73) 
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Αν τώρα λάβουµε υπόψη µας και τις σχέσεις (4.62) και (4.63), η παραπάνω σχέση 

παίρνει την τελική της µορφή: 

 ( ) ( )
0.5 0.5

0.5 0.5

, ,V R T R T
R T

q pH q p G y z d d
n n R Tθ θ θ θ θ

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ θ

)

 (4.74) 

Η συνάρτηση  που δίνεται από τη σχέση (4.71), µεγιστοποιείται για %( ,R qRy θ θ−

% ,R qRθ θ= , ενώ δεξιά και αριστερά από αυτή τη γωνία θα παρουσιάζει µικρή κυµάτωση. 

Αυτό φαίνεται και από τη γραφική απεικόνιση της συνάρτησης της σχέσης (4.71) για  

 και για δύο περιπτώσεις: Για 5% , 0.13R qθ = Rn =  και για 11Rn = . 

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

0

0.5

1

theta

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

0

0.5

1

theta  
Εικόνα 4-13 Γραφική απεικόνιση της εξίσωσης 4.71 

 

Η πρώτη καµπύλη ισχύει για 5Rn =  και η δεύτερη για 11Rn = . 

Επίσης, παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των στοιχείων λήψης (όσο αυξάνεται 

το ), τόσο περισσότερο θα στενεύει ο κύριος λοβός της παραπάνω καµπύλης. 

Αντίστοιχα ισχύουν και για τη σχέση (4.72).  

Rn

Ωστόσο, σηµειώνουµε ότι στη σχέση (4.73) η συνάρτηση  ( ),R TG θ θ  

πολλαπλασιάζεται µε την %( ) %( ) %( ), ,T p R q T pT R Tf y zθ θ θ θ θ θ− = − − , . Άρα χρήσιµο είναι να 
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δούµε και τη γραφική απεικόνιση της συνάρτησης %( ),T pTf θ θ− , θεωρώντας όπως πριν 

ότι  και δύο περιπτώσεις: % , 0.13R qθ = 5Rn = και 11Rn = .  

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

theta

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

theta  
Εικόνα 4-14 Γραφική απεικόνιση της σχέσης 4.73 

 

 

Από τις παραπάνω καµπύλες παρατηρούµε, οµοίως µε πριν, ότι όσο αυξάνεται ο 

αριθµός των στοιχείων του ποµπού και του δέκτη (αυξάνοντα τα , ) τόσο 

περισσότερο θα στενεύει ο κύριος λοβός, που θα είναι κεντραρισµένος στην γωνία  

. Εποµένως, κατά προσέγγιση µπορούµε να θεωρήσουµε ότι για µεγάλες 

τιµές των  η συνάρτηση 

T Rn n

% , 0.13R qRθ θ= =

,T Rn n %( ),T pTf θ θ−  θα προσεγγίζεται από µία κρουστική για 

% ,R qRθ θ= . Αυτό φαίνεται και στην παρακάτω εικόνα όπου υποθέτουµε διάφορες 

αυξανόµενες τιµές των . ,T Rn n
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Εικόνα 4-15 Γραφική απεικόνιση της σχέσης 4.73 για διάφορες τιµές του αριθµού των κεραιών 

εκποµπής και λήψης 

 

Εποµένως, προσεγγιστικά µπορούµε να θεωρήσουµε ότι για µεγάλες τιµές των    

, τα 

,T Rn n

( ){ },VH q p  θα είναι δείγµατα της συνάρτησης  ( ),R TG θ θ  στις εικονικές γωνίες 

%{ }Tθ  και %{ }Rθ . Άρα αν λάβουµε υπόψη µας και τις σχέσεις (4.71), (4.72) και (4.73) θα 

ισχύει τελικά: 

 ( )
,

, R T
V

T R

q pG
n n

H q p
n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝≈ ⎠  (4.75) 

 

 

4.4.2 Εικονική αναπαράσταση πρακτικών καναλιών 

Τα πραγµατικά κανάλια διάδοσης µπορούν να θεωρηθούν ως σύνολο από ξεχωριστές 

οµάδες σκεδαστών (clusters) [21]. Το µέγεθος ενός cluster εκφράζεται µέσω του 

γωνιακού εύρους (angular spread), όπως αυτό φαίνεται από τη µεριά του ποµπού και του 

δέκτη. Στην περίπτωσή µας, όσον αφορά τον πίνακα , διαφορετικά clusters 

σκεδαστών αντιστοιχούν σε διαφορετικούς, µη επικαλυπτόµενους υποπίνακες του  

VH

VH
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[20].  Επίσης, οι διαστάσεις ενός υποπίνακα του  θα είναι ανάλογες του µεγέθους του 

αντίστοιχου cluster και της θεωρούµενης απόστασης µεταξύ των κεραιών. Πιο 

συγκεκριµένα, έστω ότι θεωρούµε ένα cluster, για το οποίο το γωνιακό εύρος από τη 

µεριά του ποµπού και του δέκτη είναι αντίστοιχα: 

VH

 

[ ]

[ ]

, ,
2 2

, ,
2 2

T T T

R R R

S S S

S S S

π π

π π

− +

− +

⎡ ⎤= ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.76) 

Τότε, ο αριθµός των γραµµών του αντίστοιχου υποπίνακα θα είναι  και ο 

αριθµός των στηλών θα είναι (

(Q Q+ −− )

)P P+ −− , όπου ισχύει ότι: 

 
( )

( )

sin

sin

R R R

R R R

Q a n S

Q a n S

− −

+ +

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.77) 

και: 

 
( )

( )

sin

sin

T T T

T T T

P a n S

P a n S

− −

+ +

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.78) 

Με βάση τις σχέσεις (4.76), (4.77) και (4.78) παρατηρούµε την αντιστοιχία που 

υπάρχει ανάµεσα στο µέγεθος ενός cluster και της διάστασης του αντίστοιχου υποπίνακα 

του , δεδοµένης της απόστασης µεταξύ των κεραιών στον ποµπό και το δέκτη.  VH

 

 

4.4.3 Σχέση µεταξύ παράλληλων καναλιών και διαφορισιµότητας 

(diversity) 

∆εδοµένου του πίνακα , µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε τη συνεισφορά στη 

χωρητικότητα του κάθε cluster ξεχωριστά. Η εικονική αναπαράσταση του καναλιού 

µέσω του πίνακα  , αναδεικνύει δύο παράγοντες οι οποίοι επηρεάζουν τη 

VH

VH
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χωρητικότητα ανά cluster σκεδαστών [20]: Ο αριθµός των παράλληλων καναλιών και η 

διαφορισιµότητα (diversity).  

Είναι γνωστό, ότι ένα κανάλι MIMO µπορεί να µοντελοποιηθεί ως ένα σύνολο από 

παράλληλα κανάλια. Επίσης, όσο αυξάνεται ο αριθµός των παράλληλων καναλιών, τόσο 

περισσότερο αυξάνεται και η χωρητικότητα. Η σχέση που συνδέει τις διαστάσεις του 

πίνακα  (ή του ) µε το µέγιστο αριθµό παράλληλων καναλιών, είναι η εξής: H VH

 ( )max min ,T RPC n n=  (4.79) 

Όπου µε  έχουµε συµβολίσει τον αριθµό των παράλληλων καναλιών,  είναι ο 

αριθµός των κεραιών εκποµπής (αριθµός στηλών του ) και  είναι ο αριθµός των 

κεραιών λήψης (αριθµός γραµµών του ). Ωστόσο, µε αύξηση του αριθµού των 

παράλληλων καναλιών αυξάνουµε τη χωρητικότητα αλλά δεν εξασφαλίζεται η 

αξιοπιστία του συστήµατος (π.χ. BER).  

PC Tn

H Rn

H

Όπως είχαµε αναφέρει και στο πρώτο κεφάλαιο, βασικός σκοπός της 

διαφορισιµότητας, είναι η καταπολέµηση των διαλείψεων ώστε να αυξηθεί η αξιοπιστία 

του δεδοµένου συστήµατος. Στην περίπτωση των συστηµάτων MIMO µας ενδιαφέρει η 

χωρική διαφορισιµότητα (spatial diversity), βασική ιδέα της οποίας είναι να παρέχονται 

στο δέκτη πολλαπλά αντίγραφα του ίδιου σήµατος εκποµπής τα οποία φτάνουν στο 

δέκτη µέσω διαφορετικών και όσο το δυνατόν ασυσχέτιστων διαδροµών. Έτσι, ο δέκτης 

λαµβάνει το ίδιο σήµα πληροφορίας σε περισσότερες από µία κεραίες. Με αυτό τον 

τρόπο µπορεί να µειωθεί η πιθανότητα σφάλµατος λόγω των διαλείψεων διότι  η 

πιθανότητα να βρίσκεται σε βαθιά διάλειψη (deep fading) το ίδιο σήµα σε δύο ή 

περισσότερες διαφορετικές θέσεις λήψης ελαττώνεται εκθετικά. Άρα, γίνεται κατανοητό 

ότι όσο περισσότερα αντίγραφα του ίδιου σήµατος λαµβάνει ο δέκτης (δηλαδή όσο 

αυξάνει η τάξη διαφορισιµότητας), τόσο πιο αποτελεσµατικά αντιµετωπίζονται οι 

διαλείψεις και τόσο περισσότερο θα αυξάνει το κέρδος λόγω διαφορισιµότητας.   

Με όλα τα παραπάνω γίνεται κατανοητό ότι η τάξη της διαφορισιµότητας (diversity 

order) εκφράζει τον αριθµό των αντιγράφων του ίδιου σήµατος που λαµβάνει ο δέκτης. 

Έτσι, στην περίπτωση που εξετάζουµε, η τάξη διαφορισιµότητας που αντιστοιχεί σε κάθε 

κανάλι, καθορίζεται από τον αριθµό των εικονικών γωνιών λήψης που αντιστοιχούν σε 

µία εικονική γωνία εκποµπής. Εποµένως, γίνεται κατανοητό ότι η τάξη της 
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διαφορισιµότητας εξαρτάται στην ουσία από τη διάταξη των σκεδαστών στο περιβάλλον 

διάδοσης και από το πλήθος των κεραιών. Από τα παραπάνω, µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι το µέγιστο επίπεδο διαφορισιµότητας δίνεται από την παρακάτω 

σχέση: 

 ( )max max ,T RD n n=  (4.80) 

Στη συνέχεια, θα εκφράσουµε την σχέση της τάξης της διαφοριστιµότητας µε τη 

διάταξη των clusters των σκεδαστών στο θεωρούµενο κανάλι διάδοσης. Θεωρούµε ένα 

cluster το οποίο καλύπτει όλη την ορατή περιοχή. Άρα για αυτό το cluster θα ισχύει: 

 
2

2

R T

R T

S S

S S

π

π

− −

+ +

= = −

= =

 (4.81) 

Μία ακραία περίπτωση είναι να έχουµε διαγώνια σκέδαση (diagonal scattering) κατά την 

οποία ο πίνακας είναι διαγώνιος. Όταν λέµε διαγώνια σκέδαση εννοούµε ότι το 

περιβάλλον διάδοσης περιέχει µία σειρά από σκεδαστές, όπως εικονίζεται στη συνέχεια: 

VH

.

.

.

.

.

Transmiter Receiver

.

.

.

.

.

 
Εικόνα 4-16 Περιβάλλον διάδοσης µε µία σειρά από σκεδαστές: ∆ιαγώνια σκέδαση 

 

Όπως φαίνεται και από την παραπάνω εικόνα, σε κάθε εικονική γωνία εκποµπής (virtual 

transmit angle) αντιστοιχεί µία µόνο εικονική γωνία λήψης (virtual receive angle).  Αυτή 

η κατάσταση ισοδυναµεί µε χαµηλό επίπεδο διαφορισιµότητας και συγκεκριµένα θα 

ισχύει .  Στην άλλη ακραία περίπτωση θα είχαµε ένα περιβάλλον, πλούσιο σε 

σκεδαστές οι οποίοι θα ήταν οµοιόµορφα κατανεµηµένοι στο χώρο (rich scattering 

environment). Σηµειώνουµε, ότι επειδή θεωρούµε και σε αυτή την περίπτωση πως οι 

1D =
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σκεδαστές καλύπτουν όλη την ορατή περιοχή, το περιβάλλον θεωρείται maximally rich 

scattering. Ένα τέτοιο περιβάλλον µοντελοποιείται όταν όλα τα στοιχεία του πίνακα   

είναι µη µηδενικά. Αυτή η περίπτωση µπορεί να µοντελοποιηθεί θεωρώντας πολλές 

σειρές από clusters, σύµφωνα µε την παρακάτω εικόνα: 

VH

 
Εικόνα 4-17 maximally rich scattering περιβάλλον 

 

Εδώ, κάθε εικονική γωνία εκποµπής συνδέεται µε όλες τις εικονικές γωνίες λήψης, 

οπότε το επίπεδο της διαφορισιµότητας είναι το µέγιστο. Παρατηρούµε από την 

τελευταία εικόνα, ότι για να µοντελοποιήσουµε ικανοποιητικά ένα περιβάλλον πλούσιο 

σε σκεδαστές οι οποίοι θα ήταν οµοιόµορφα κατανεµηµένοι, αρκεί να θεωρήσουµε 

πολλαπλές σειρές από σκεδαστές. Με άλλα λόγια, αρκεί να θεωρήσουµε ότι ο πίνακας  

 αποτελείται από  διαγώνιες (k-diagonal matrix) [20]. Σε αυτή την περίπτωση κάθε 

διαγώνιος θα παριστάνει µία σειρά απο σκεδαστές, οπότε θα µπορούµε να καταλήξουµε 

στην παρακάτω σχέση η οποία συµπεριλαµβάνει και τις δύο προαναφερθείσες 

περιπτώσεις [20]: 

VH k

( ) %( ) %( )
�( )

�( )

�

� max ,

, ,

max ,

,
P p kP

H
R q T pk V R T

p P q P p k

H q p θ θ
+

=− = − −

= ∑ ∑H a a  (4.82) 

Στην παραπάνω σχέση, ισχύει: 0 1k P≤ ≤ − . Όταν 0k =  θα έχουµε διαγώνια σκέδαση 

(µία σειρά από σκεδαστές), ενώ όταν 1k P= −  θα έχουµε περιβάλλον πλούσιο σε 

σκεδαστές. Άρα ο συντελεστής  στην παραπάνω έκφραση θεωρούµε ότι εκφράζει το 

επίπεδο διαφορισιµότητας και συγκεκριµένα θα ισχύει: 

k

 1D k= +  (4.83) 
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Στη συνέχεια, µέσω παραδειγµάτων δείχνουµε τον τρόπο µε τον οποίο το περιβάλλον 

διάδοσης µπορεί να επηρεάσει τη χωρητικότητα δίνοντας έµφαση στον αριθµό των 

παράλληλων καναλιών και στην τάξη διαφορισιµότητας. Θεωρούµε περιβάλλον 

διάδοσης, που αποτελείται από µία σειρά από σκεδαστές (diagonal scattering).  Ένα 

τέτοιο περιβάλλον µπορεί όπως είπαµε να µοντελοποιηθεί µε χρήση της σχέσης (4.82) 

για . Σε ένα τέτοιο περιβάλλον, όπως φαίνεται και από την αντίστοιχη εικόνα, θα 

ισχύει  αλλά  διότι για µία γωνία εκποµπής υπάρχει µία γωνία λήψης. 

Επίσης, για δεδοµένο περιβάλλον, αν ισχύει 

0k =

maxPC PC= 1D =

Tn nR≤ , τότε κάθε εικονική γωνία εκποµπής 

πρέπει να συνδέεται µε  εικονικές γωνίες λήψης ώστε να έχουµε µέγιστο επίπεδο 

διαφορισιµότητας. Αντίστοιχα, αν , πρέπει  εικονικές γωνίες εκποµπής να 

συνδέονται µε κάθε εικονική γωνία λήψης ώστε να έχουµε µέγιστο επίπεδο 

διαφορισιµότητας. Η συνηθισµένη κατάσταση είναι εκείνη κατά την οποία  

και .  Σε αυτή την περίπτωση όµως, µπορούµε να αυξήσουµε την απόσταση 

µεταξύ των κεραιών, οπότε όπως θα δούµε στην επόµενη παράγραφο λόγω του 

φαινοµένου της χωρικής εστίασης (spatial zooming) η χωρητικότητα θα αυξήθεί.  

Rn

Tn n≥ R

a

Tn

maxPC PC<

maxD D<

 

 

4.4.4 Επίδραση της απόστασης µεταξύ των κεραιών στη χωρητικότητα 

Στην περίπτωση που θεωρούµε τον πίνακα  για την περιγραφή του καναλιού 

MIMO, η αλλαγή της απόστασης µεταξύ των κεραιών έχει σαν αποτέλεσµα ένα 

φαινόµενο που καλείται χωρική εστίαση (spatial zooming). Ο ευκολότερος τρόπος να 

εξηγήσουµε τη χωρική εστίαση είναι µέσω παραδείγµατος. Θεωρούµε λοιπόν πως 

. Επίσης θεωρούµε ένα cluster , το οποίο χαρακτηρίζεται από γωνιακό εύρος 

στη µεριά του ποµπού και του δέκτη αντίστοιχα που δίνεται ώς εξής: 

VH

T Ra a= =

,
8 8TS π π⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 και 

,
8 8RS π π⎡= −⎢⎣ ⎦

⎤
⎥ .  Αυτό το cluster παρουσιάζεται για ευκολία στην παρακάτω εικόνα: 
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Εικόνα 4-18 Χωρική εστίαση 

 

Όπως φαίνεται από την εικόνα, το cluster απεικονίζεται στο πεδίο των εικονικών 

γωνιών θ . Από την παραπάνω εικόνα και αν λάβουµε υπόψη µας τη σχέση (4.46) 

συµπαιρένουµε ότι όσο αυξάνεται η απόσταση µεταξύ των κεραιών , τόσο µεγαλύτερο 

θα φαίνεται το cluster στο πεδίο 

a

θ . Έτσι λοιπόν, όταν 0.5a =  θα είναι 0.19T Rθ θ= = , 

ενώ όσο θα αυξάνεται η απόσταση  µεταξύ των στοιχείων των κεραιών, τόσο 

περισσότερο θα µεγεθύνεται το cluster στο πεδίο 

a

θ , ώσπου να γίνει  0.5T Rθ θ= =  όταν 

. Τονίζουµε εδώ, ότι αυτού του είδους η εστίαση – µεγέθυνση του cluster είναι 

εικονική και παρατηρείται αν θεωρήσουµε το cluster στο πεδίο 

1.31a =

θ , όπως στην παραπάνω 

εικόνα.  Στην πραγµατικότητα, αν λάβουµε υπόψη µας και τις σχέσεις (4.64) και (4.65), 

παρατηρούµε ότι όσο αυξάνουµε την απόσταση , όλο και περισσότερες εικονικές 

γωνίες θα αλληλεπιδρούν µε το cluster.  

a

Συµπερασµατικά λοιπόν, η αλληλεπίδραση περισσότερων εικονικών γωνιών µε ένα 

σκεδαστή, καθώς αυξάνεται η απόσταση , αντιστοιχεί µε (εικονική) µεγέθυνση του 

σκεδαστή όταν αυτός απεικονίζεται στο πεδίο 

a

θ . Για παράδειγµα, θεωρούµε ότι ο 

προηγούµενος σκεδαστής στην περίπτωση που 0.5a =  φαίνεται στο πεδίο θ  όπως στην 

παρακάτω εικόνα: 
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Εικόνα 4-19 Απεικόνιση ενός σκεδαστή στο πεδίο θ για α=0.5 

 

Έστω ότι σε αυτή την περίπτωση η αλληλεπίδραση των εικονικών γωνιών µε το 

cluster είναι όπως παρακάτω: 

 

 
Εικόνα 4-20 Αλληλεπίδραση εικονικών γωνιών µε cluster 

 

Αν αυξήσουµε την απόσταση  µεταξύ των κεραιών, τότε έχουµε χωρική εστίαση και 

το cluster στο πεδίο 

a

θ  θα είναι: 
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Εικόνα 4-21 Απεικόνιση cluster στο πεδίο θ όταν έχουµε χωρική εστίαση 

 

Τότε, περισότερες εικονικές γωνίες θα αλληλεπιδρούν µε το cluster και έτσι θα ισχύει η 

παρακάτω εικόνα: 

 

 
Εικόνα 4-22 Αλληλεπίδραση εικονικών γωνιών µε cluster όταν έχουµε χωρική εστίαση 

 

Εποµένως παρατηρούµε ότι µεταβάλλοντας την απόσταση µεταξύ των κεραιών σε ένα 

σύστηµα MIMO, αλλάζει και ο τρόπος µε τον οποίο το σύστηµα “βλέπει” τους 

σκεδαστές που συµµετέχουν στη διάδοση. 

Μέχρι αυτό το σηµείο, η επίδραση της απόστασης µεταξύ των κεραιών στη 

χωρητικότητα έχει µελετηθεί µε χρήση του µοντέλου του Kronecker. Χρησιµοποιώντας 

αυτό το µοντέλο, είχαµε καταλήξει σε έναν πίνακα  που περιέγραφε το κανάλι, τα 

στοιχεία του οποίου ήταν συσχετισµένα. Συγκεκριµένα είχαµε δει πως όταν η απόσταση 

µεταξύ δύο κεραιών είναι µικρότερη από 

H

2
λ , όπου λ  είναι το θεωρούµενο µήκος 

κύµατος, τότε θα υπάρχει χωρική συσχέτιση µεταξύ των κεραιών οπότε τα στοιχεία του 
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H  θα είναι συσχετισµένα. Αντίθετα, όταν η απόσταση γίνει ίση µε 
2
λ  ή και µεγαλύτερη, 

θεωρούµε πως δεν υπάρχει συσχέτιση. Με άλλα λόγια, χρησιµοποιώντας το µοντέλο του 

Kronecker είχαµε δει ότι αυξάνοντας την απόσταση µεταξύ των κεραιών µπορούµε να 

αποσυσχετίσουµε το κανάλι, πράγµα που οδηγεί σε αύξηση της χωρητικότητας. Μέσω 

της θεώρησης του πίνακα , θα δούµε ότι η αύξηση της απόστασης  µεταξύ των 

κεραιών, εκτός το ότι αποσυσχετίζει το δίαυλο, θα προκαλεί αύξηση του αριθµού των 

παράλληλων καναλιών, που επίσης σηµαίνει αύξηση της χωρητικότητας.  Αυτό εξηγείται 

ως εξής: Από τη σχέση (4.75) είχαµε δει ότι τα στοιχεία 

VH a

( ){ },VH q p  του πίνακα  

αποτελούν δείγµατα της συνάρτησης 

VH

( ),R TG θ θ στις εικονικές γωνίες που ορίστηκαν στις 

σχέσεις (4.62) και (4.63).  Επίσης θυµίζουµε ότι κάθε cluster ισοδυναµεί µε έναν 

υποπίνακα του  και ότι όσο περισσότερο αυξάνεται η απόσταση  µεταξύ των 

κεραιών, τόσο περισσότερες εικονικές γωνίες θα αλληλεπιδρούν µε τα clusters. Αυτό 

σηµαίνει τελικά ότι οι διαστάσεις των αντίστοιχων υποπινάκων του  θα µεγαλώνουν

VH a

VH 2 

µε αύξηση του .  Άρα, δεδοµένου ότι τα στοιχεία του  είναι ασυσχέτιστα, θα 

αυξάνεται και το rank του κάθε υποπίνακα, οπότε θα έχουµε αύξηση και του rank του 

. Από αυτό το συλλογισµό προκύπτει ότι µε αύξηση της απόστασης a  θα έχουµε όλο 

και περισσότερα παράλληλα κανάλια (αφού αυξάνεται το rank του ) που σηµαίνει ότι 

θα έχουµε αύξηση και της χωρητικότητας.  

a VH

VH

VH

Αξίζει να τονίσουµε, ότι αυτός είναι ένας τρόπος να αυξήσουµε τη χωρητικότητα 

χωρίς να αυξάνουµε και την ισχύ εκποµπής, παρά µόνο την απόσταση µεταξύ των 

στοιχείων στις κεραίες ποµπού και δέκτη.  

 

 

                                                 

t
2 Επειδή όµως ο πίνακας έχει σταθερές διαστάσεις VH rn n× , σηµαίνει τελικά ότι µε αύξηση του 

θα αλλάζουν τα περιεχόµενα του που σηµαίνει ότι θα “αλλάζει” το κανάλι διάδοσης που “βλέπουν” 

ο ποµπός και ο δέκτης.  

a VH
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4.5 Μαθηµατική έκφραση της χωρητικότητας καναλιού MIMO µε 

χρήση του εικονικού πίνακα . VH

 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε µαθηµατικές εκφράσεις, βάσει των οποίων µπορεί να 

γίνει ο υπολογισµός της χωρητικότητας χρησιµοποιώντας τον εικονικό πίνακα  . Για 

ευκολία υποθέτουµε ότι . Τότε, δεδοµένου ότι ο πίνακας  (ή ο ) είναι 

γνωστός στον δέκτη, η έκφραση της εργοδικής χωρητικότητας θα δίνεται κατά τα 

γνωστά από την παρακάτω σχέση: 

VH

Tn n= R H VH

 2log det /
T

H
n V V

T

C E bps Hz
n
ρ⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪= +⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
I H H ⎪

⎬  (4.84) 

Σκοπός είναι να εκµεταλευτούµε τη τη διάταξη των σκεδαστών στο περιβάλλον 

διάδοσης (δοµή του ), ώστε να κάνουµε κατάλληλη αποσύνθεση (decomposition) της 

παραπάνω έκφρασης της χωρητικότητας. Συγκεκριµένα, θα θεωρήσουµε ότι οι 

σκεδαστές που υπάρχουν στο περιβάλλον διάδοσης µπορούν να οργανωθούν σε οµάδες 

(clusters). Κατά συνέπεια, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε  το γεγονός ότι κάθε 

ξεχωριστό cluster είναι ένας υποπίνακας του . Μάλιστα, θυµίζουµε εδώ ότι το 

µέγεθος του cluster εκφράζεται µέσω του γωνιακού εύρους (angular spread), που 

φαίνεται από τη µεριά εκποµπής και απο τη µεριά λήψης και ότι είναι ανάλογο των 

διαστάσεων του αντίστοιχου υποπίνακα.  

VH

VH

Για παράδειγµα υποθέτουµε τον πίνακα  όπως παρακάτω: VH

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2
3

4 5

V V

V V

V V

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H H 0
H 0 H 0

H 0 H
 (4.85) 

Ο παραπάνω πίνακας απεικονίζει ένα περιβάλλον διάδοσης που αποτελείται από πέντε 

clusters. Σηµειώνουµε εδώ, ότι ένα cluster είναι ευδιάκριτο από τον ποµπό, όταν υπάρχει 

µία γωνία εκποµπής η οποία αντιστοιχεί στη θέση του συγκεκριµένου cluster. Αντίστοιχα 

ισχύουν στην περίπτωση που ένα cluster είναι ευδιάκριτο από το δέκτη. Όταν ένα cluster 

είναι ευδιάκριτο και απο τον ποµπό και από το δέκτη, σηµαίνει ότι υπάρχει και µία γωνία 

εκποµπής και µία γωνία λήψης οι οποίες αντιστοιχούν στη θέση του συγκεκριµένου 
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cluster. Τα clusters τα οποία είναι ευδιάκριτα τόσο από τον ποµπό όσο και από το δέκτη 

βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο του πίνακα   και αντιστοιχούν στους υποπίνακες VH

( )1VH ,  και . Επίσης, ευδιάκριτα από τη µεριά του δέκτη είναι τα σύνολα 

των clusters: 

( )3VH ( )5VH

( ) ( ){ }1 , 2V VH H , ( ){ }3VH  και ( ) ( ){ }4 , 5V VH H , ενώ ευδιάκριτα από τη 

µερία του ποµπού είναι τα σύνολα: ( ) ( ){ }1 , 4V VH H , ( ) ( ){ }2 , 3V VH H  και ( ){ }5VH .  

Προφανώς, η χωρητικότητα θα εξαρτάται από τους όρους  H
V VH H  ή , οι οποίοι 

θα γράφονται αναλυτικά ως εξής: 

H
V VH H

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 2 3 1 4
3 2 3 3
4 1 4 4 5 5

H H H H
V V V V V V V V

H H H
V V V V V V

H H
V V V V V V

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

H H H H H H H H
H H H H H H 0

H H 0 H H H HH

 (4.86) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 4 4 1 2 4 5
2 1 2 2 3 3
5 4 5 5

H H H H
V V V V V V V V

H H H H
V V V V V V V V

H H
V V V V

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H H H H H H H H
H H H H H H H H 0

H H 0 H H
 (4.87) 

 

Επειδή τα στοιχεία του πίνακα   θεωρούνται ασυσχέτιστα, σηµαίνει ότι και οι 

υποπίνακες που αντιπροσωπεύουν τα clusters θα είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστοι. Αυτό 

σηµαίνει, ότι στις σχέσεις  (4.86) και  (4.87) οι όροι που βρίσκονται στη διαγώνιο θα 

είναι διάφοροι του µηδενός, ενώ οι υπόλοιποι όροι θα παίρνουν πολύ µικρές τιµές, οπότε 

προσεγγιστικά θα µηδενίζονται. Λόγω της παρατήρησης ότι στις σχέσεις  (4.86) και  

(4.87) υπερτερούν σαφώς οι όροι που βρίσκονται στη διαγώνιο, µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι ο όρος  

VH

H
V VH H  είναι χρήσιµος για τη διάκριση των clusters στη µεριά 

του δέκτη, ενώ ο όρος   για τη διάκριση στη µεριά του ποµπού. Άρα µπορούµε να 

αποσυνθέσουµε την έκφραση της χωρητικότητας της σχέσης (4.84) και να προκύψουν 

τελικά οι προσεγγιστικές σχέσεις που φαίνονται παρακάτω: 

H
V VH H
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 ( ) ( )
,

,2 ,
1 1

log det , , /
R ic

V R

NN
H

V R
i jT

C E i j i j bps Hz
n
ρ

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑I H H  (4.88) 

ή 

 ( ) ( )
,

,2 ,
1 1

log det , , /
T ic

V T

NN
H

V T
i jT

C E i j i j bps Hz
n
ρ

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑I H H  (4.89) 

Όπου στη σχέση (4.88) υπολογίζεται η χωρητικότητα µε βάση τα clusters που είναι 

ευδιάκριτα στο δέκτη, ενώ στη σχέση (4.89) η χωρητικότητα υπολογίζεται µε βάση τα 

clusters που είναι ευδιάκριτα στον ποµπό. Επίσης, µε  έχουµε συµβολίσει τον αριθµό 

των  clusters που είναι ευδιάκριτα τόσο από τον ποµπό όσο και από το δέκτη. Με  

συµβολίζουµε τον αριθµό των clusters που επικαλύπτονται από τη µεριά του δέκτη µε το 

οστό cluster. Για παράδειγµα, θεωρώντας τον πίνακα της σχέσης  (4.85), όταν θα 

είναι , θα είναι: , οπότε 

cN

,R iN

i −

1i = ,1 2RN = ( ) ( ), 1,1 1V R VH H=  και ( ) ( ), 1, 2 2V R VH H= . 

Αντίστοιχα ισχύουν και για τη σχέση (4.89).  

 

 

4.6 Υπολογισµός χωρητικότητας 
 

4.6.1 Μεθοδολογία  

Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουµε γραφικά τη χωρητικότητα ενός καναλιού 

MIMO, χρησιµοποιώντας εικονική αναπαράσταση του καναλιού (Virtual channel 

representation) µέσω της χρήσης του πίνακα . Σκοπός των προσοµοιώσεων είναι να 

συγκρίνουµε τη χωρητικότητα σε δύο περιπτώσεις: Όταν χρησιµοποιούµε την εικονική 

αναπαράσταση για τη µοντελοποίηση του καναλιού και όταν η µοντελοποίηση γίνεται 

υποθέτοντας πίνακα  του οποίου τα στοιχεία είναι ανεξάρτητες οµοιόµορφα 

κατανεµηµένες Gaussian τυχαίες µεταβλητές (iid) µηδενικής µέσης τιµής και 

διακύµανσης 1. Σηµειώνουµε,  ότι µέχρι αυτό το σηµείο χρησιµοποιούσαµε το δεύτερο 

τρόπο µοντελοποίησης του διαύλου.  

VH

H

Επίσης, για την καλύτερη κατανόηση της εξάρτησης της χωρητικότητας από την 

απόσταση µεταξύ των στοιχείων (spatial zooming), χρησιµοποιούνται contour plots του 
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πίνακα  και συγκεκριµένα του VH ( ) 2
,VE H q p⎡ ⎤

⎣ ⎦
 για την απεικόνιση των clusters των 

σκεδαστών του περιβάλλοντος διάδοσης. Πιο συγκεκριµένα, οι σκεδαστές στα contour 

plots απεικονίζονται σε συνάρτηση µε τις κανονικοποιηµένες γωνίες εκποµπής και 

λήψης Tθ  και Rθ , οπότε, αυξάνοντας την κανονικοποιηµένη απόσταση  µεταξύ των 

κεραιών, παρατηρούµε µέσω των contour plots, όπως θα δείξουµε στη συνέχεια, το 

φαινόµενο της χωρικής εστίασης (spatial zooming). Επίσης, για κάθε τιµή της απόστασης 

, απεικονίζουµε γραφικά και την συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας (cumulative 

distribution function, CDF) της χωρητικότητας.  

a

a

 

 

4.6.2 Γραφική απεικόνιση 

Στη συνέχεια, µε  συµβολίζουµε την κανονικοποιηµένη απόσταση µεταξύ των 

κεραιών εκποµής και µε  την αντίστοιχη απόσταση µεταξύ των κεραιών λήψης. Τότε 

για απλότητα των προσοµοιώσεων θεωρούµε ότι 

Ta

Ra

T Ra a a= = . Όσον αφορά την ισχύ του 

καναλιού 2
Hσ , αυτή θα είναι ίση µε τη Frobenius νόρµα του πίνακα που περιγράφει το 

κανάλι και υποθέτουµε ότι µοιράζεται εξίσου στα clusters του περιβάλλοντος διάδοσης. 

Άρα, αν θεωρήσουµε  clusters σκεδαστών, τότε σε κάθε cluster θα αντιστοιχεί ισχύς: N

 
2

2 H
c N

σσ =  (4.90) 

Το κάθε cluster µοντελοποιείται µέσω της σχέσης (4.53). Επίσης, θεωρούµε ότι σε κάθε 

cluster αντιστοιχούν L  διαδροµές (paths) και σε κάθε διαδροµή θα αντιστοιχεί ένα 

ζεύγος γωνιών εκποµπής και λήψης ( ),T RΦ Φ . Αυτές οι γωνίες, θα είναι τυχαίες 

µεταβλητές, οµοιόµορφα κατανεµηµένες µέσα στο γωνιακό εύρος, όπως αυτό φαίνεται 

από τη µεριά του ποµπού και του δέκτη αντίστοιχα. Επίσης, οι διαδροµές 

χαρακτηρίζονται και από κέρδη που µοντελοποιούνται ως ανεξάρτητες οµοιόµορφα 

κατανεµηµένες µιγαδικές Gaussian τυχαίες µεταβλητές, µε µηδενική µέση τιµή και 

διασπορά 2σ . Θεωρώντας ότι η ισχύς που αντιστοιχεί σε κάθε cluster µοιράζεται εξίσου 

στις L  διαδροµές, λόγω της σχέσης  (4.90) θα είναι επιπλέον: 
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2 2

2 2 2H H
c L

N NL
σ σσ σ σ= = ⇒ =  (4.91) 

Άρα η σχέση (4.91) δίνει την ισχύ (διασπορά) του κάθε µιγαδικού κέρδους που 

αντιστοιχεί σε κάθε ξεχωριστή διαδροµή που διέρχεται µέσα από ένα cluster. 

Οι προσοµοιώσεις που παρουσιάζονται στη συνέχεια, ακολουθούν την παραπάνω 

λογική. Επιπλέον υποθέτουµε ότι: 

 Ο Αριθµός των στοιχείων εκποµπής είναι 11Tn = . 

 Ο αριθµός των στοιχείων λήψης είναι 11Rn = . 

 Θεωρούµε περιβάλλον που αποτελείται από ένα cluster µε ίδιο γωνιακό εύρος 

(angular spread) όπως φαίνεται από τον ποµπό και το δέκτη και ίσο µε 
4
π . 

 Από τη µεριά του ποµπού, το cluster θα καλύπτει την περιοχή ,
8 8
π π⎡−⎢⎣ ⎦

⎤
⎥ . Την 

ίδια περιοχή θα καλύπτει το cluster και από τη µεριά του δέκτη.  

 Θεωρούµε ότι στο cluster αντιστοιχούν 200L =  paths. Φυσικά, σε κάθε path 

αντιστοιχεί ένα ζεύγος γωνιών εκποµπής και λήψης ,T RΦ Φ  και ένα µιγαδικό 

κέρδος, όπως εξηγήθηκε παραπάνω. 

 Για κάθε προσοµοίωση, θεωρούµε 1000 πραγµατοποιήσεις του καναλιού ( του 
πίνακα  και ). H VH

 Με βάση τις παραπάνω υποθέσεις, υπολογίζουµε τη CDF της χωρητικότητας, 
θεωρώντας SNR=20dB. 

 Θα υπολογίσουµε τη χωρητικότητα για τρεις διαφορετικές αποστάσεις µεταξύ 
των κεραιών ,1 και 1.31. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να 
µελετήσουµε την επίδραση της χωρικής εστίασης στη χωρητικότητα. 

0.5a =

 

Για  το contour plot του 0.5a = ( ) 2
,VE H q p⎡ ⎤

⎣ ⎦
 θα είναι: 
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Εικόνα 4-23 Contour plot του πίνακα Ηv όταν α=0.5 

 

Αντίστοιχα η χωρητικότητα θα είναι: 
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Εικόνα 4-24 CDF χωρητικότητας όταν α=0.5 

 

Εδώ, παρουσιάζουµε τις CDF της χωρητικότητας σε δύο περιπτώσεις. Η κόκκινη 

καµπύλη αντιστοιχεί στη χωρητικότητα, στην περίπτωση που θεωρούµε πολλούς 

σκεδαστές, οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο χώρο (rich scattering environment) . 
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Παρακάτω θα δούµε ότι αυξάνοντας την απόσταση  µεταξύ των κεραιών, θα έχουµε 

χωρική εστίαση (spatial zooming) που συνεπάγεται αύξηση της χωρητικότητας. 

a

Για  το contour plot του 1a = ( ) 2
,VE H q p⎡ ⎤

⎣ ⎦
 θα είναι: 
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Εικόνα 4-25 Contour plot του πίνακα Ηv όταν α=1 

 

Παρατηρούµε καθαρά, ότι αύξηση της απόστασης µεταξύ των κεραιών έχει ως 

αποτέλεσµα τη µεγέθυνση του cluster στο πεδίο των κανονικοποιηµένων γωνιών θ , 

όπως ακριβώς είχαµε εξηγήσει και στην αντίστοιχη ενότητα. Επειδή αυτή η εικόνα τείνει 

να προσεγγίσει την περίπτωση πολλών σκεδαστών, οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο 

χώρο, αναµένουµε η χωρητικότητα τώρα να είναι µεγαλύτερη. Η CDF της 

χωρητικότητας φαίνεται στη συνέχεια: 
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Εικόνα 4-26 CDF χωρητικότητας όταν α=1 

 

Είναι εµφανές ότι τώρα η χωρητικότητα είναι αυξηµένη σε σχέση µε την περίπτωση που 

είχαµε  και πλησιάζει τη χωρητικότητα που θα είχαµε στην περίπτωση που 

θεωρούσαµε σκεδαστές οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο χώρο. 

0.5a =

 Μέγιστη µεγέθυνση του cluster θα έχουµε όταν αυτό καλύπτει όλο το πεδίο τιµών των 

κανονικοποιηµένων γωνιών θ  (δηλαδή τη θεµελιώδη περίοδο του θ ) . Λόγω της σχέσης 

(4.46), προκύπτει ότι εφόσον το cluster θα καλύπτει από τη µεριά του ποµπού και του 

δέκτη την περιοχή ,
8 8
π π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

, σηµαίνει ότι θα έχουµε 0.5 0.5θ− ≤ ≤  όταν . Άρα, 

για  το contour plot του 

1.31a =

1.31a = ( ) 2
,VE H q p⎡ ⎤

⎣ ⎦
 θα είναι το ακόλουθο: 
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Εικόνα 4-27 Contour plot του πίνακα Ηv για α=1.31: Μέγιστη µεγέθυνση του cluster 

 

Και η αντίστοιχη CDF της χωρητικότητας είναι η εξής: 
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Εικόνα 4-28 CDF χωρητικότητας όταν α=1.31 

 

Εδώ παρατηρούµε ότι λόγω της µέγιστης χωρικής εστίασης, η χωρητικότητα  γίνεται 

σχεδόν ίση µε τη χωρητικότητα που παρουσιάζει ένα κανάλι µε οµοιόµορφα 

κατανεµηµένους σκεδαστές.  
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Συµπεράσµατα 
 

Η παρούσα πτυχιακή εργασία ασχολείται µε τη µελέτη της χωρητικότητας ενός 

ασύρµατου διαύλου µε χρήση συστηµάτων επικοινωνιών πολλαπλών εισόδων – 

πολλαπλών εξόδων (MIMO). Η επίδοση τέτοιων συστηµάτων, µελετάται θεωρώντας 

διάφορες συνθήκες διάδοσης, οι οποίες είδαµε ότι µπορεί να συµβάλλουν θετικά ή 

αρνητικά στη χωρητικότητα.  

Η βασική διαπίστωση, είναι ότι τα συστήµατα που χρησιµοποιούν πολλές κεραίες σε 

ποµπό και δέκτη, υπερτερούν σε όλους τους τοµείς από τα συστήµατα µε µία κεραία σε 

κάθε άκρο, κάτω υπό τις ίδιες συνθήκες διάδοσης. Πιο συγκεκριµένα τα συστήµατα 

MIMO υπερτερούν διότι η χρήση πολλαπλών κεραιών µεταξύ άλλων: 

 Έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία παράλληλων διαδροµών στο κανάλι διάδοσης, 

γεγονός που αυξάνει τη χωρητικότητα (άρα και το ρυθµό µετάδοσης που µπορεί να 

επιτευχθεί).  

 Κάνει δυνατή τη χωρική διαφορισιµότητα, µε αποτέλεσµα να µπορούν να 

καταπολεµηθούν αποτελεσµατικά οι διαλείψεις ώστε να αυξηθεί η αξιοπιστία του 

συστήµατος.  

Εστιάζοντας στην ανάλυση των συστηµάτων MIMO είδαµε ότι όσο αυξάνεται ο 

αριθµός των κεραιών που χρησιµοποιούµε, τόσο περισσότερο αυξάνεται και η εργοδική 

χωρητικότητα. Παρατηρήσαµε επίσης, ότι για συγκεκριµένο SNR, µε αύξηση του 

αριθµού των κεραιών λήψης διατηρώντας τον αριθµό των κεραιών εκποµπής σταθερό, η 

χωρητικότητα αυξάνει, ενώ στην αντίθετη περίπτωση, διατηρώντας τον αριθµό των 

κεραιών λήψης σταθερό, ο ρυθµός αύξησης της χωρητικότητας θα ελαττώνεται για 

, ενώ για µεγαλύτερο αριθµό κεραιών εκποµπής η  χωρητικότητα δε θα 

µεταβάλλεται καθόλου. Σηµειώνουµε εδώ, ότι παρόµοια ήταν η συµπεριφορά και της 

χωρητικότητας outage.  

15Tn ≤

Στην περίπτωση που το κανάλι είναι γνωστό και στον ποµπό, µπορούµε να έχουµε 

περαιτέρω βελτίωση της χωρητικότητας,  µόνο όµως για µικρές τιµές SNR. Αυτό 

συµβαίνει διότι ο ποµπός δεν ισοµοιράζει πλέον τη διαθέσιµη ισχύ στις κεραίες του, 

αλλά αντιστοιχίζεται περισσότερη ισχύς σε ένα υποκανάλι στο οποίο οι συνθήκες 
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διάδοσης είναι καλές, και λιγότερο ποσοστό ισχύος σε ένα υποκανάλι µε λιγότερο καλές 

συνθήκες διάδοσης. 

Στην περίπτωση που υπάρχει και απευθείας διαδροµή του σήµατος µεταξύ ποµπού και 

δέκτη (κανάλι µε διαλείψεις Rician) είδαµε ότι για δεδοµένο σύστηµα η χωρητικότητα 

θα ελαττώνεται σε σχέση µε την περίπτωση κατά την οποία δεν υπάρχει καθόλου 

απευθείας συνιστώσα διάδοσης (κανάλι µε διαλείψεις Rayleigh). Μάλιστα, µε δεδοµένη 

ισχύ εκποµπής, όσο θα αυξάνεται η ισχύς της απευθείας συνιστώσας, τόσο περισσότερο 

θα ελαττώνεται η χωρητικότητα, ώσπου τελικά να σταθεροποιηθεί σε µία τιµή (κάτω 

φράγµα). Αυτό που κάνει εντύπωση, είναι ότι στην περίπτωση συστηµάτων SIMO ή 

MISO, οι χωρητικότητες στις περιπτώσεις διαλείψεων Rician και Rayleigh είναι ίδιες. 

Αυτό σηµαίνει ότι για αυτή την κατηγορία συστηµάτων, η χωρητικότητα δεν εξαρτάται 

από την ύπαρξη απευθείας ή όχι διάδοσης µεταξύ ποµπού και δέκτη. Ωστόσο θυµίζουµε 

τον εναλλακτικό τρόπο σηµατοδοσίας στην περίπτωση καναλιού µε διαλείψεις Rician, 

όπου µπορούµε να επιτύχουµε βελτίωση της χωρητικότητας για χαµηλές τιµές του SNR, 

αλλά για µεγαλύτερες τιµές έχουµε απώλεια.  

Θεωρώντας κανάλι µε συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά, είδαµε ότι ανεξάρτητα από το 

είδος των διαλείψεων, για συγκεκριµένο SNR και συγκεκριµένο αριθµό κεραιών σε 

ποµπό και δέκτη, η εργοδική χωρητικότητα είναι ανεξάρτητη από το πόσο έντονη είναι η 

συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά του καναλιού. Όµως υπάρχει εξάρτηση της 

χωρητικότητας outage η οποία θα αυξάνει όσο περισσότερο έντονη γίνεται η 

συχνοεπιλεκτική συµπεριφορά. Ωστόσο είχαµε δει ότι υπάρχει ένα όριο, πάνω από το 

οποίο η outage χωρητικότητα δε µεταβάλλεται πλέον αισθητά. 

Ένας παράγοντας που επιδρά αρνητικά στη χωρητικότητα, είναι η χωρική συσχέτιση 

µεταξύ των κεραιών. Είχαµε εξετάσει την περίπτωση κατά την οποία η χωρική 

συσχέτιση µεταξύ των κεραιών εκποµπής είναι ανεξάρτητη από τη χωρική συσχέτιση 

µεταξύ των κεραιών λήψης και ότι θα εξαρτάται µόνο από την απόσταση µεταξύ των 

κεραιών  και όχι από το περιβάλλον σκέδασης. Για την προσοµοίωση της χωρικής 

συσχέτισης είχαµε χρησιµοποιήσει το µοντέλο γινοµένου Kronecker. Σε αυτή την 

περίπτωση, είχαµε δει ότι για δεδοµένη συχνότητα (άρα και δεδοµένο µήκος κύµατος) ο 

συντελεστής συσχέτισης ελαττώνεται καθώς η απόσταση µεταξύ του ζεύγους των 
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θεωρούµενων κεραιών αυξάνει και ότι για να µην έχουµε χωρική συσχέτιση, πρέπει η 

απόσταση µεταξύ των στοιχείων να γίνει τουλάχιστον ίση µε 0.4λ .  

Τέλος, µελετήσαµε τη χωρητικότητα χρησιµοποιώντας µία νέα µέθοδο, εκείνη της 

εικονικής αναπαράστασης καναλιών. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι αφενός η 

µοντελοποίηση να µην είναι πολύπλοκη και αφετέρου να περιγράφει µε σαφήνεια το 

φυσικό περιβάλλον σκέδασης. Αυτή η µέθοδος εισήγαγε τον εικονικό πίνακα 

αναπαράστασης του καναλιού τον οποίο χρησιµοποιήσαµε για τον υπολογισµό και τη 

γραφική απεικόνιση της χωρητικότητας. Χρησιµοποιώντας αυτή τη µέθοδο, µπορέσαµε 

να µελετήσουµε τη χωρητικότητα µέσω δύο παραγόντων που την επηρεάζουν: Την τάξη 

διαφορισιµότητας και του αριθµού των παράλληλων καναλιών. Είδαµε ότι για δεδοµένο 

περιβάλλον διάδοσης αποτελούµενο από οµάδες σκεδαστών (clusters), αν η απόσταση 

µεταξύ των κεραιών είναι µικρή η χωρητικότητα που προκύπτει θα είναι επίσης µικρή 

(διότι υπάρχει συσχέτιση). Όσο αυξάνουµε την απόσταση µεταξύ των κεραιών τότε 

εξαιτίας του φαινόµενου της  χωρικής εστίασης το περιβάλλον που “βλέπει” το σύστηµα 

MIMO προσεγγίζει όλο και περισσότερο το πλούσιο σε σκεδαστές, οµοιόµορφα 

κατανεµηµένους (rich scattering environment). Αυτό σηµαίνει ότι η συσχέτιση θα 

ελαττώνεται σηµαντικά οπότε η χωρητικότητα θα αυξάνει.  
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