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calculation principles).





Abstract

The impact of the martingales in Risk Theory is investigated and some applications

of the above in finance are given. More precisely, a martingale characterization of the

Poisson process is presented and the contribution of the martingales to the ruin problem is

pointed out. Moreover, a model of arbitrage free markets is assumed to study martingale

equivalent probability distributions on the basic probability space of a compound Poisson

process. The latter is applied to premium calculation principles.
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��&+�-,.�/�0�1��!��-���-, �2"�3-��45	���62�����, ��67"8��������1"��0�/�9"������:	�;<�=��61"��>3��/�@?<, &���$ �A���, !#�/$ ��¹

� �¬µ�¨¡�¬��� �¬¥¡±��������	������������� ������¸¡��§ ¯����������y�¡����¸�� ��´ ¨¡��¥�� �����}� � «¦��� � ���]�����£´ ��¨ �������������º§ ���
�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥ ��� ���·����������� ����� ����� �¦����� ¨¡��§ ���·�³¯��¬¥�� ��±��¡�¬¨¡�v��� ���·�¦��� ´ ��§ ¨¡�������·��¥	����� �����£�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥��
¸¡�¬¥ ������¨¡��§�¥¡� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ���¡��§mªW�v«¬¥¡� �¬µ��������;��¨¡±���������� �]� � ��� ��§ ���o�¡���v�¬������������� ��� �����¡±
¸�� ����±�¨ ªW¥ σ ¹ ¸�¹ ¹o>S����� ��± ��¥ ��� ����§ ���¬¥¡� ���¦��«¦�¡���£�¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �������¡�¦����§��o��¥	�����¡� � ��¡«¦����� ªW¥ ������¸¡��� ¯������¬ªW¥�¹ �

σ ¹ ¸�¹ {Tn}n∈N
���c� � ���³�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥v�����m� σ ¹ ¸�¹ {Xn}n∈N∗

���¦¯�« �c�����o������§ �¡��������������� ��¨�§ �¡��¥ �������¦� ��¥ ª,���³«¬¥¡��¥ �������c�¬¨¡±7´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) ���������¡�¦����µ�¥��� �³¸¡µ��_����¥ �¡�¦����¯���«¬¥¡�¬� ��� ��� σ ¹ ¸�¹ �º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� �Â��� ¹   ¥¡±��¡���¡�¬�`Aº¹ 9 �����qAº¹�X �¦¹ � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ����¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥·��¨�§ �¡���x�����!��¨�§ �¡�¦����� ����±³�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

�����³��¨�� �c����µ��¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥��
� ������§ �_���¬¨�� ¯�¨	�������S����¥ ��¨�� �c��±_�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥v����� ��¨¡��¯�������������� ��µ�¥ �����b���³«¬¥¡� ´ ¨¡��¥�� ��±
¸�� �����¡����� �Â��� ¹ �]�¦ªW¨¡���������aAº¹ Aº¹ 9 ����� Aº¹ Aº¹ A��¦¹CBm�o��� �_����¥¡«¦����� � �¡���o� ����¸¡��¥¡����§ ���o�¡��� σ ¹ ¸�¹
���c� � �����¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥����b�����¡�y�����°��¨�� �c����µ}�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥��º� σ ¹ ¸�¹Q�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���°��¨�§ �¡�¦����� ����±��� � σ ¹ ¸�¹ �����o��¨�� �c����µ³�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥����������¦¯�« �c����� ������§ �¡��������¹ < � ����¥¡����� ��«¬��������� �¡������� �
�j�¬ªW¥]����������� ����«¬¥ ªW¥¤«¬¥¡��¥ �����¡�����¦����� ¨¡��§ ��� �W��¨�§ �¡��¥ �������¡±��¡�	�º���S� ���c�m´ ¨¡��¥�� �������� ¯���� t � t ≥ 0 ���ªW�]��� �¡��´ ��§ ����c¨¡��� ����� St :=

∑Nt

k=0Xk
�Â��� ¹   ¥¡±��¡����� Aº¹�X �¦¹

�x� ��¥¡�·����¥�§ ���������y����¥£��±�¯�� ¯�� �·����¥£������§ �³��� martingales ����§ �¡����¥ ��������¥ ��� ��±�¨¡±����³���¡�
�]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� ���c�¦ªW¨¡��µ�������� � ������� ��¸¡�������¡� σ ¹ ¸�¹S�º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� ({Nt}t∈R+ , {Xn}n∈N∗) �������¡��¥
σ ¹ ¸�¹ {Ru

t }t∈R+

�����£�������c�¬������� ����µ � ��� ���]�¦����� ¨¡��§ ��� �������
Ru

t := u+ Pt − St,

±������ u ���°��¨¡´�� ��±���¬� ������� ������}¸�� ���¡��¨¡��§��y�¦����� ¨¡��§ �y����� Pt
���y«¬����¸¡�y�¡���b�¦����� ¨¡��§ ��� � premium

income) ��«¬´ ¨��1����¥·´ ¨¡±�¥¡� t �Â��� ¹ �����   ¥¡±��¡�����`X�¹/:	�¦¹°��¥·��¯�¥¡���������������¨¡����ªW¨�� ¥	����� ��¨¡´�� ��±
:
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���¬� ������� � u ���¡±��¡�	��¸¡���c��§ �����{�¡��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

��«¬¥¡���{������� ��±��{�¡¨¡±������{¯�� ��¥¡�¤�������������¬� �����������
�¡� σ ¹ ¸�¹ {Pt}t∈R+

��§ ¥¡����¥¡�°�c�¦ªW¨¡�������������¡� ¸�� ������¨	�

Mt = Pt − St

ªW��«¬¥¡���¸�§ ����� ������§ ¯�¥�� ��� � ¸¡������¸¡�°ªW�y«¬¥¡� martingale) ���¦��� � µ°�����£����������� ���¡�°�����������£�������¡®��� �¡±����¬¥¡���º¹
< � Delbaen & Haezendonk (1987) ´ ¨¡����� ��������� ��µ�¥m��� ���������¡��¨¡�{��¨¡����«¦¯ ¯�� ���¤��«¬��ª martin-

gales ¯�� ���¡��¥S�������������¬���¤¸�§ ����� ªW¥m¯��¬¥�� ��©W¥b������¸¡��� ¯������¬ªW¥b���¡� �]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� ���¦��� �¡¨¡«¦����¥ ����������� ����¥¡����� ����µ��·����¨	��¯���¥ �¡�¬��� ±���ªW�°��¹ ´c¹·�³��������ªW¨�� ����±�� ¥¡� �¬¥¡��ªW�����¬ª��c��µ�¥ �����³����������� ��±
����±�¸¡��� ¯������¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹ < Paulsen (1993) � ��¥¡����«¬¥¡�b������������¨¡��� ��¥ ªo�������¦��� �¡¨¡«¦��������������b��� ����¥¡����� ����µ��¤����¨	��¯���¥ �¡�¬�m¥¡�y��§ ¥¡����������´ ������� ����§ ¹W�{���°��������§ ������¡±}� � § �¡����¥¡�y��������� ª��c��§
±������¤����¨¡������§ �¤��������ªW¨�� ������µ������]����¨¡��� ��¥ ªo����±�¸¡��� ¯����]����¥¡�¦� ��¯��¦�������¡��¥m����©Q����� ����� ���{�¦�y�¬ªW¥
¸¡µ��y������� ��±��¡�¬¨ ªW¥�� ¸�� ���¡���¬ªW¥]�¡��� {St}t∈R+

¹ �   �¡��� �º�¬¥ © �y��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���¬ªW¥���¨¡������� � �����¦©W¥¤�¡���
¸�� ���¡��¨¡��§ ����� ������������� ��±��¡������´ ��¥¡�¦����� ��� �����������y«¬´ ����ªW�m����¥¡«¦����� �]�¡�����]¸¡��¥¡���¡±��¡�����]�¬����¨¡����¯����
��¥¡��¥¡�¦ªQ��� ��©W¥��¡�¬´ ¥�� ��©W¥y�����£����±�¸¡��� ¯���� ����������� �¡��¥���¥ ��� �����	�����������y������������± �¡���]�¦ªW¨�§ ��¬ªW¥
Martingales. �x� �³���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬� ���¦��������«¬¨¡��� �¬� � ��¥ ªÄ��� �����	� ��� �c«¬������� �!����«¦��� �����#:@?��S�����
� 9 ?��~¹

� ¸�� ��¨ �c¨ ªW���°�¡��������¨¡��µ������]�¬¨ ¯�����§ ����«¬´ ����ªW������������µ���ªW��

�{�����2�����-����$ ���b����¨¡���c«¦��������� ������� ��«¬��«¬¥¡¥¡��� �¬�b�����º��¨�� ������µ����º�¬¥ © �������2�����-����$ ������¨�§ �¡� ®

�����c� «¬¥¡¥¡��� � �¬ªW¥ martingales �����c¸�§ ¥¡��¥ �����c��¨�� ����«¬¥¡� ������� � � �������¡�¦��«¬��������� ����� ��´ �¦��§ �¡��¥ ��������������	�º¹
�{�����2�����-����$ ��������¨¡´�� � � ����¨¡���c«¦������������� � �¦��� ����±�������� �¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� ��±���ªW�

�����¡� ���¬¨�� ¯�¨	���������³��¨¡����¯�������«¬¥ ªW���������S���¡� ����¥¡«¬´ ��� � � � ��� ¸�� ���¬µ��������³��� ����¨¡��� ��¥ ª8¯�� � �¡��¥
���¬¨�§ ���¬ªW��� �¡��� � ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����KAº¹ Z �����¬¥ ©,� ��¥¡�������³�����b��� �
��µ�¥ ������� ��¥¡������¨	� ����� ����µ�¥ �c�¦�¡�¬�¤��������¥¡����«¬���Â��� ¹   ¥¡±��¡�����rAº¹ ?��¦¹
�{��� �2�����-����$ �"!��1¸�§ ¥¡�¦�����1«¬¥¡���°´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±���¡���¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson − ��������§ � ������®�¡�¦����§����³�����	�����������³����±�¸¡��� ¯�����¯�� ���¡� σ ¹ ¸�¹°����� ��¨�� �c����µ��¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥��!�����·������§ ��� ���¡���

� ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� − ��«¬��ª martingales.
¢�� � ����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡� �{������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� �W� �������Q�¬¥¡±���¯��¬¥�� ��±��¡�¬¨¡��� �������¡�¦��«¬����������� �Â��� ¹ �]�¦© ®

¨¡�����eZ ¹/:�¹ 9 ��� ±���� ��¥y� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� ��¨�� �c����µ�¬ªW¥y������� �¡�����¦ªW¥y��§ ¥¡��� ��� �°¸�� ��¸�� ������§ � Pois-

son � ���¤����¨	�����¦�¡¨¡� α > 0 ��� �¡±��¡��� σ ¹ ¸�¹ {Nt − αt}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� martingale. ��¥ ��� ���¡¨¡±���ªW�����¥£� {Nt − αt}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� martingale, �¡±��¡�y���³��«¦�¡¨¡� ������§ �¡������� µ �Â��� ¹ < ¨�� ����±`Aº¹ 9 ¹ B����
����� ��¥ ��� ������� ´ ��§c���¡� σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥°������� �¡�����¦ªW¥������¬¨�� ��¨�� ����«¬¥¡� ���]��� � σ ® ����� ����¯�� ��¨¡�°¯�� ¥¡±�®���¬¥¡� �¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡���}¯�� ¥¡±����¬¥¡� Σ ⊗ B((0,∞)) ¯�§ ¥¡�¦�����1«¬¥¡����«¦�¡¨¡� ¯�� ¥¡±����¬¥¡� �!� �����c���������}�¡������ ¨	�������}����¥¡�¦� ��¯��¦������±������ σ ¹ ¸�¹������}��¨�� �c����µ��¬ªW¥]������� �¡�����¦ªW¥���§ ¥¡������� �y¸�� ��¸�� ������§ � Poisson.
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² � �o�¬���c��§ �o����±�¸¡��� � � �¡��� ��¨¡����¥¡�����¬¨ �c��§ �����·����¥¡�¦����¯ ªQ¯���� ¸�§ ¥¡�¦�����Q����±v����¥ Watanabe �Â��� ¹
¢¤��¨¡���¡��¨¡�����eZ ¹ 9 ¹�X (b)).

�{��� �2�����-����$ � � �m���¦���¦�	�������¡� ��´ «¬���v�¬ªW¥ martingales ����«¬¥¡� ����± ��� ��� � ��������¥ ��� � ���¨¡����������������¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���+� ���£��¨¡±�����������¡���]´ ¨¡�¬��������§ ����¹ �x� �°��� ��������±·�����¡±£��¨¡��®
����§ ¥¡�����������¡� ����¥¡������� ���£���¦��«¦�¡��¡��� σ ¹ ¸�¹W�����£�������c�¬������� ����µº¹ � µ�¨�� � �¬¨ ¯�������§ � ¯�� � �¡� ���¦��«¦�¡������°��¨¡�������������������¡���]´ ¨¡�¬��������§ ���y�������¡�¦����µ�¥}� ����¥ �¡�¦���¬���¡������¨¡������¨¡����¯����]�����������¬¨ ��¨¡������¨�®
����¯���� (adjustment and superadjustment coefficient), �]µ�����¨ � �¤�¬ªW¥�������§ ªW¥���§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡��������y�¡��¥£µ�����¨ � ������¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡�����¦���c�¦��� ����µ martingale �����1�����¬¨�® martingale, ��¥ ��§ ������� ´ � �Â��� ¹¢¤��¨�§ ���������(X�¹ 9 ¹ Z£�����IX�¹ 9 ¹�X �¦¹ � �¬¥ �¡¨�� ��±��������¡«¦���¬�����°�����£���¬��������§ ���·��������µ£��§ ¥¡�����£��¥�� ��±��¡�����
Lundberg �Â��� ¹��]�¦©W¨¡�����rX�¹ 9 ¹ ?��¦¹
�{����2�����-����$ ���]� � �¦�	� �¡�������b�¡�°��´ «¬���y�¬ªW¥���� �c��¥¡���¡���¬ªW¥y����¨	�����¡��´ ��§ ���°���c¨¡��§ ���������������

��� ����� �c��¥¡±��¡���¡�¬��´ ¨¡�¬��������§ ������������� martingales. ²³�¦���¦�	�����·��¨¡´�� � �o���v��¨	��¯�������� ��� �c��¥¡��®�¡���¬ªW¥°����¨	�����¬ªW¥ Runnenburg & Goovaerts (1985), ���¡�£����¥¡«¬´ ��� �£����¯��¬¥�� ��±��¡�¬¨¡���������¡«¦��� ®�������¬ªW¥ Willmot & Lin (1994), ��� ������§ � ������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� ��«¬��ª ����������� ��©W¥�����������¯�� ����� ��©W¥��� �c±�¸ ªW¥³������� ¨¡������� ����µv����¯�� ������µ �{�����Q����¨¡���c«¦���������·��� �o��� � �������v����±�¸¡��� � �v�����v��«¬��ªY��� ���
martingale- ��� �c±�¸¡��� ��������������§ ���¦�����1������¥ Gerber (1994). �b«¦�������1¯�§ ¥¡�¦�����1��� ����µ�¯ ��¨�� ���·�����«¬¥¡������´ ����� ������±��]�¬ªW¥y��¨¡����¥¡�����¬¨ �c«¬¥ �¬ªW¥��¨¡��¯������¬ªW¥�¹
�b� �2�����-����$ ��� ��¥¡����«¬¨¡�¦�����º������§ ��¬����¨¡����¯��}�¡��������������� ����� σ ¹ ¸�¹Q�º� ¥¡¸¡µ�¥¡��������º�¬ªW¥ mar-

tingales ���¡�]´ ¨¡������������� ����¥¡����� ���}��������§ ���������¡���m����� ����� ����� (financial pricing insurance) ��������¡�£��µ�¥¡¸¡�¬��� �¡�����¬����¨¡����¯����}�����¡�������]�¡��¥}�c�¦ªW¨�§ � �¬ªW¥°��¨¡´º©W¥ ����������¯�� ������µ ��¨�� � � premium

calculation principles). ��¨¡´�� � � ����« ����� � ��¸�§ ¥¡�¦����������¯��¬¥�� ��±�������§ ��� � ����«¬���¤������������§ ����¨�§ ��������¥�¬����¨¡����¯��������b´ ¨¡������������� ����¥¡����� � �¤��� martingales �������	�]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �Â��� ¹   ¥¡±��¡����� V ¹/:	���±���ªW�������¡± ��¨¡���	���c����������± ������� Sondermann (1988) ����� Delbaen & Haezendonk (1989).

¢�� ������¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡� ����§ ¥¡��� ¯�¥ ªW���¡± ±�������¥y��� � ´ ¨¡��������� ���¡��¨�� ����� �°����������� ����� ���°��¯���¨	�£��§ ¥¡���
���b���¬¨¡¸¡����������� ��� ���¡±��¡�W������������� ��������� �W�¬ªW¥S��¨¡���{¸�� ����¨¡��¯������¡�¬������¨�� �����º§ ¥¡¸¡��¥ ªW¥m���¬¨�� ������� ����©W¥
������� ´ ��§ ªW¥ ����������������§ ªW¥�� risky assets) ���������¬¨�� ��«¬¨¡��¥ ������ªW�¤¯�¨¡������� ��«¬������¥¡��¨ �¡������� ���º¸�� ������¨¡� ®��� � �y������¨¡��µ�¥]¥¡�y�¬������¥�� ������µ�¥��¬������� ¨�§ �¬�b���¬¨¡¸¡����������§ ��� �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ �#: V �������   ¥¡±��¡����� V ¹/:	�¦¹ �   ¥¡�
�����	�����������}�����c��������� ��±y������§ ��� �¯�� ���¡��¥¤���¦��«¦�¡�]�¡«¦����� ªW¥]����������� ����� ��©W¥¤��¯���¨ ©W¥�«¬´ ������� ����´��c��§
����± ����¥ Sondermann (1988), �£������§ ���y����«¬¸¡��� � �¤±�������¥�¸¡�¬¥y��� ��¨¡´ ����¥����¬¨¡¸¡����������� ��«¬�y�¬������� ®¨�§ �¬�������£��¨�� � �j¯�� �£�¡��¥��¥	����� ��� �����£�º� ¥¡¸¡µ�¥¡�����b����������¯�§ �¡��¥ ������������¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�¬����� ��«¬�y±�´���ªW�
��¨¡���·��� ��¨¡´�� ��± ��«¦�¡¨¡� ��� �c��¥¡±��¡������� P �W�������³ªW�·��¨¡����«¬¥¡�o¥¡«¬� ��«¦�¡¨¡� ��� �c��¥¡±��¡������� Q �W�������¥¡����� �¡�¦����� ��6�?-3:	��1��� 4��
 �����0	���� &�,.�/?�6��/� "�3:	 ����¹ < � Delbaen & Haezendonk (1989)

� �¦�º� ®
¥¡��µ�¥����S��� � σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥�������� �¡�����¦ªW¥��������y��§ ¥¡������� ����µ�¥ �c�¦�¡�]¸�� ��¸�� ������§ � PoissonªW����¨¡���y���£������� ��±���«¦�¡¨¡�·��� �c��¥¡±��¡������� P ���������������c«¦������¥°±��������]� ���c�]´ ¨¡��¥�� ���·����� ¯���� t ��� ������������ ����� ��� �¦����� ¨�§ �£������¨¡��§�¥¡�°��������������������¥�¬¥¡����������§ ¥¡��¥ ���°�º§ ¥¡¸¡��¥¡�·�¡�������¬¨�� ±�¸¡��� (t, T ] ¯�� �
A



��� �����	�
�	�

¸¡������«¬¥¡� ��¨�� � pt
¹   ������«¬¥ ªW�����°��¨¡����µ������������ σ ¹ ¸�¹Q��� ��©W¥ {V ∗

t }t∈R+

«¬´ �����¡� ����¨¡���

V ∗
t = pt + St.

�Sµ�����ªW¥¡�b��������¥ Sondermann (1988), �c�b«¦��¨¡�¦���Q¥¡�b��� ��¨¡´ ���¡��� ������¸¡«¦�¡�¬¨¡�m�º� ¥¡¸¡µ�¥¡������������¥¡�������� �c��¥¡±��¡������� Q ©W���¡�·� {V ∗
t }t∈R+

¥¡� ��§ ¥¡��� «¬¥¡� Q ® martingale. �b� �¦��±����¬¥¡� �������v¯�� �v�¡��¥��������§ �������·�¬ªW¥£��������������§ ªW¥£������·���¬¨¡¸¡����������� ��«¬�£��¯���¨¡«¬�°��§ ¥¡���1���¦��� ����¯�� ��� ��������	�������������
��������¥¡������� Q �����}¥¡�}��¸¡��¯���§º���S¯�¨¡������� ��±°��¨�� �}�¡��������¨¡����� pt = p(T − t) �º±������ p := pQ

��§ ¥¡���
� ������¥¡±��¡����� ����������§ ���¡¨¡��� � premium density). �{�¡�³����¥¡«¬´ ��� � ��� Delbaen & Haezendonk

(1989) ������¸¡��� ��¥¡µ�����¥ ±���� � {St}t∈R+

��§ ¥¡��� �¦��§ ����� ��µ�¥ �c�¦�¡� ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ªW�£��¨¡��� �����«¦�¡¨¡�³��� �c��¥¡±��¡������� Q �����!±����1��� P ����� Q ��§ ¥¡������¨¡����¸¡�¬����� � � � ����¸¡µ�¥¡����� �Â��� ¹ < ¨�� ����± V ¹ 9 ¹ A������¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ?��¦¹
� ¸�� ��§ �¡�¬¨¡�_�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥ ����� « ��¸¡����� ���¬� ������� � ����¨¡������� � �¡����¥³��� � � �����������¡�¦��«¬��������� 
 � ���

� ������¥¡±��¡����������������§ ���¡¨¡���·ªW�}��¨¡���°�¡��¥ Q ��§ ¥¡���1���¦¯�����µ��¡�¬¨¡� �¡���}������¥¡±��¡�������°����������§ ���¡¨¡���ªW�y��¨¡���y�¡��¥ P − ¸¡������¸¡� EQ[S1] ≥ EP [S1] −
������¸¡����©W¥¡��¥ �����}±����c� ����¸¡«¦�¡�¬¨¡�£ªW�y��¨¡���y����¥

�º§ ¥¡¸¡��¥¡�y��������¥¡�����]��� �c��¥¡±��¡�������m� � ����������§ �¡�������¦¯�����µ��¡�¬¨¡����¨�� ��¯�� �]�¡��¥���¥	����� ���¤�����]�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹
�Â� �   ¥ © ��� P ����� Q ��§ ¥¡���Q��¨¡����¸¡�¬����� � � � ����¸¡µ�¥¡�����¬���S±�´�� ��±�¥¡� ¸¡�¬¥ ��§ ¥¡��� � ����¸¡µ�¥¡�����¬���S�������� ���c�¦�¡�¬�¤���¦��� � µ}�������¤��������¥¡����«¬�¤��� �c��¥¡±��¡������� �Â��� ¹Q�¦��§ ����� < ¨�� ����± V ¹ 9 ¹ A}����� ¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ?��¦¹
�b«¦�������������� ��� ��	�;�"#��	������¬¨�� ������� ��¥¡����¥y´ ¨¡����� ���°�������¡�¦��«¬���������}������«¬¥¡¥¡��� �¬�]�¡��� �]�¦ªW¨�§ ���

²³«¦�¡¨¡���·�������¡�����]�¦ªW¨�§ ���¢�� �c��¥¡���¡���¬ªW¥���������©W�}�����1��¨�� ����«¬¥¡��´ ¨¡����� ��� ¯�¨¡������������� σ ¹ ¸�¹ �1¯�� ��¡��¥¤������¨¡«¬���¡�¬¨¡����������� � ������������¨ ªW��«¬¥¡�y��������¥¡±������}���¬¨�� ��©W¥]��¨�� ����©W¥������º�������¡�¦���¬�������¬ªW¥������
��µ�¨�� ��� ��«¬¨¡�����]�¡��������¨¡��µ������]�¬¨ ¯�����§ ����¹

� ����§ ¥¡��¥ ����������������� ©W¥¡������� ±����!�c������¨¡������§ � �¡� �¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥�¯�� � �¬�����£�³�¦��«¦��������� ����� ��µ¡®
¨�� ���³�������¡�¦��«¬�����������°�¡±���� ����� � �¬��������§ ���LZ³±���� �����!����� � �¬��������§ ��� V ���°������¸¡��§ ¯��������³���
����������� �������c�¦ªW¨�§ �����º� ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹

Z



� � � ��� � � � �

� � � ����� � �-� ��� ��� � � � ��� ����� 
���	

�{��� ����¨¡±�¥ ���¬� ������� � ����¨¡���c«¦��������� ��¨�� ����«¬¥¡�¬����� ����¯ ªQ¯�� ��«¬��«¬¥¡¥¡��� �¬�������Q� ������� �����·������� ����µ��
������������� ������µ�����������¨�� ������µ��]�����£´ ¨¡����� ��������� ��µ�¥ ���������¡��¥y����¨¡��µ���� �¬¨ ¯�����§ �º¹
²³� N ������������§ �¡�¦���������°��µ�¥¡����� {0, 1, 2, . . .} ±���ªW¥��¬ªW¥]������� ��©W¥���¨�� �c��©W¥��º��� Z ���°��µ�¥¡�����±���ªW¥��¬ªW¥]�����¬¨¡��§ ªW¥���¨�� �c��©W¥������ Q ��� ��µ�¥¡�����°±���ªW¥��¬ªW¥]¨¡��� ©W¥]��¨�� �c��©W¥���������� R ��� ��µ�¥¡�����±���ªW¥¤�¬ªW¥¤��¨¡��¯�������� ��©W¥���¨�� �c��©W¥�¹   ��§ ������´ ¨¡����� ��������� ��µ�¥ ����������� � ���b��µ���������� 
 N∗ := N\{0} �

Z∗ := Z\{0} � Q∗ := Q\{0} � R∗ := R\{0} ����� R+ := {x ∈ R : x ≥ 0} ¹ < ����§ ªW���¨�§ �¡��¥ ����������S���S������������� ������§ Z+
� Z∗

+
����� Q+

� Q∗
+
¹[�¤��±���� ����� Nn

� N∗
n
������������§ �¡��¥ �����{��� ��µ�¥¡�����

{0, . . . , n} ⊆ N ����� {1, . . . , n} ⊆ N ����¥ ��§ ������� ´ �º¹m�b«¦�������c��� C ������������§ �¡�¦������������µ�¥¡�����·�¬ªW¥��� ¯���¸�� ��©W¥°��¨�� �c��©W¥�¹
�   ���¬ª Ω ��µ�¥¡����� ����� A,B ⊆ Ω ¹;²³� Ac � Ω\A := {x ∈ Ω : x /∈ A} ������������§ �¡�¦�������� � S15IDTij�I3+�M5�� ^Y,TS A � ������´ «¬��� ���·��� Ω �°�����{��� A ] B ������������§ �¡�¦�����W� «¬¥ ªW��� ¸¡µ��

� «¬¥ ªW¥����¦��� � µ}������������¥¡±���ªW¥]����� ��� ⊎
i∈I Ai

������������§ �¡�¦�����º�«¬¥ ªW������ ���¤��� ����¯�«¬¥¡��� ��� {Ai}i∈I

� I 6= ∅ � � «¬¥ ªW¥��¥	� ¸¡µ�� ����������¥¡±���ªW¥}����� Ω ¹
² � � σ 
 n�i���.@hI3+� ����������¥¡±���ªW¥ ����� Ω ��§ ¥¡���x«¬¥¡����µ����¡����� Σ � ����������¥¡±���ªW¥·����� Ω �x�¡«¦����� �©W���¡� (i) Ω ∈ Σ, (ii) ¯�� � � ���c� E ∈ Σ � ��´ µ���� Ec ∈ Σ � (iii) ¯�� � � ���c�°��������������§ � {En}n∈N������� ´ ��§ ªW¥ ����� Σ � ��´ µ���� ⋃n∈NEn ∈ Σ ¹v�b�o������� ´ ��§ �o�¡��� Σ ��������µ�¥ ����� .&)+P+. 	FGI5�.&)+� � �¬¥ ©¯�� � � ���c� A ∈ Σ ��� χA

������������§ �¡�������¤�¡��¥ P+.;6#"I^+3��/�a� S1)+n�3 ^YHI��H ����� � �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡����� A ¹W����c�¦ªW¨¡�����������m�¦��§ ����� G ��µ����¡����������������¥¡±���ªW¥]����� Ω ¹�� . iTn�	 ���F^YH σ 
 n�i���.@hI3+� ����������¥¡±���ªW¥����� Ω ���������¬¨�� «¬´ ���¡��� G ������������§ �¡�¦�����¡��� σ(G) ��������¥¡����� �¡�¦����� H σ 
 n�i���.@hI3+� H(D-��3+����GI5�.&)YH��D-G(^Y,
G ���¬¥ © ��� G ��¥¡����� �¡�¦����� ��.&)+)Y�1^Y,I3+��% �¡��� σ(G) ¹x�b«¦����������� B(R) ����� B((α, β)) ��±������

α, β ∈ R ��������������§ �¡���������¡��¥ Borel σ ® ����¯�� ��¨¡� ����������¥¡±���ªW¥}����� R ����� (α, β) � ��¥ ��§ ������� ´ �º¹
��¥ Θ ��§ ¥¡���¡«¬¥¡�b��µ�¥¡�����¤����� T ��� � σ ® ����¯�� ��¨¡�m����� Θ ����§ ������¥	��¨ �¡����� f : Ω → Θ ��¥¡����� �¡�¦�����

Σ 
 T 
 5�. ^+3Y�I�!�/5TH � ������©W� 5�. ^+3Y�I�!�/5TH ��¥y��������±�¥¡�·��¥y¯�� �°� ���c� B ∈ T � ��´ µ���� f−1(B) ∈ Σ ¹  � ¸�� � � ����¥ Θ = R ����� T = B(R) � �¡±��¡�]� f ��¥¡����� �¡�¦����� ^RS 	F�16/�a5�. ^Y�+h1ijH1^Y� � ^ � 5 ��� ���¬¥ ©7��¥
X



� ��� � ������� �	�
����� ����	��������� �������

Θ = Rn ����� T = B(Rn) � n ∈ N∗ � �¡±��¡�]� f ��¥¡����� �¡�¦����� � n 
 P��/n��F^Y��^Y, � ^RS 	F�16�, P��/n�)RS1��5�� ¹
² � � ��� ����¯�«¬¥¡��� � {Bj}j∈I

��¥¡����� �¡�¦����� P��/��5�$&3�����H ����� Ω ��¥}��������±�¥¡�·��¥ (i) Bj ∩ Bk = ∅¯�� �}� ���c� j, k ∈ I ©W���¡� j 6= k ����� (ii) ⋃j∈ I Bj = Ω.
< ���¡�¦���¬������§ �¬��¸¡µ��£� ¸�� ±��¡���¡�¬�¤����¥¡������� � �

������������§ �¡��¥ ������ªW��� � ����
 ⊎
j∈I Bj = Ω ¹{��¥°�¦��§�����«¬��¥°� {Bj}j∈I

��§ ¥¡������� �£��� ����¯�«¬¥¡��� ������� Σ ��¡±��¡�¤��������±�¥¡� �¡±��¡�]�����¡�°��¥¡����� �¡�¦��������� � Σ 
 5�. ^+3Y�I�!�/5TH P��/��5�$&3�����H ����� Ω ¹
² � � ���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡����� s : Ω → R ��¥¡����� �¡�¦����� ��DTij� � "IiI�/5���"���^Y� ����¥	��¨ �¡�����·��¥��������±�¥¡�·��¥y���·��µ�¥¡����� ��� ��©W¥}�¡��� s(Ω) ��§ ¥¡��� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡��¹Q��¥� s ��§ ¥¡����������� � �¡±��¡����� ��¨¡´ �������¥¡��¸�� ��� �!���¦���¬¨¡������«¬¥¡� �!���¦�¡¨¡����� ����¸�� ����«¬¨�� ��� {A1, . . . , An}

�¡«¦����� ��©W���¡� Aj 6= ∅ ¯�� ��� ���c�
j ∈ N∗ ����������¥¡��¸�� ���]��������������§ � {α1, . . . , αn}

����� R ���¡«¦����� ��©W���¡� αi 6= αj
¯�� ��� ���c� i, j ∈ N∗

��� i 6= j ��©W���¡� s =
∑n

k=1 αkχAk

¹ � ����¨¡��� ��¥ ª ����¨	�����������°��¥¡����� �¡�¦������� "���)+,1)��#"T� 5�,I3 �F�
�¡��� s ��������¨¡����µ����¡��� �1��¥°¯�¨	� ��������� s(Ω) = {α1, . . . , αn}

�������c«¬��������� Ak := s−1({αk})
¯�� �

� ���c� k ∈ N∗ ¹
�b��¡�¬µ�¯���� (Ω,Σ) ��¥¡����� �¡�¦����� 5�. ^+3Y�I�!�/5�,I%�	��M3+,I% � � ¹ ´c¹ � ��¥���������±�¥¡�·��¥ (i) ��� Ω ��§ ¥¡���«¬¥¡�������� ��¸¡�������¡� �Â������� ��± � ��µ�¥¡����� � (ii) � Σ ��§ ¥¡���º��� � σ ® ����¯�� ��¨¡�y����������¥¡±���ªW¥]����� Ω ¹   ��§ �������¥}�c�¦ªW¨¡����������� (Ω,Σ) «¬¥¡��¥°� ¹ ´c¹ ���¡±��¡���£����¥¡����������¥	��¨ �¡����� µ : Σ → [0,∞] ��¥¡����� �¡�¦����� � σ 
D-3+,I�-pq. ^��#"�G � 5�$ ^+3+, ��¥���������±�¥¡���¥ (i) µ(∅) = 0 � (ii) ¯�� �]� ���c�S��������������§ � {Bn}n∈N

����� Σ�¡«¦����� �y©W���¡� Bj ∩Bk = ∅ ¯�� �}� ���c� j, k ∈ I ©W���¡� j 6= k � ��´ µ���� µ(
⋃

n∈N Bn) =
∑

n∈N µ(Bn)
¹

�b�°��«¦�¡¨¡� µ, ν ��¥¡����� �¡��¥ ����� "�nRpq. ^Y�o5�. ^Y���RQO^Y,TS1% �����º¯�¨	����������� µ⊥ν ��¥]����� ��±�¥¡� ��� ��¨¡´ ���
A ∈ Σ ©W���¡� ν(A) = 0 = µ(Ac) ¹ �¤��±���� �x��� ν ��¥¡����� �¡�¦����� ��D-G�i1Sj^Y� � S1)+. 	F$&%a�M%oD-3+,I%^Y,

µ ������������������§ �¡�¦��������� ν � µ ��¥ ��������±�¥¡� ��¥ ¯�� �·� ���c� A ∈ Σ ��� µ(A) = 0 «¦���¦������±����
ν(A) = 0 ¹   ��§�����«¬��¥������ ν ����� µ ��¥¡����� �¡��¥ ����� ����,IPRQ1)+��5�� � ������������� � � ν ∼ µ �S��¥}��������±�¥¡���¥�¯�� �� ���c� A ∈ Σ � ��´ µ���� µ(A) = 0 ⇔ ν(A) = 0 �°������� ©W�¤��¥���������±�¥¡�£��¥���� ν � µ �����º���
µ� ν ¹

� �¡¨�� ��¸¡� (Ω,Σ, µ) ��¥¡����� �¡�¦����� 	��M3+,I% 5�$ ^+3+,TS � ´c¹ � ¹ �8��¥³�����W��±�¥¡� ��¥ (i) ��� Ω ��§ ¥¡���«¬¥¡� ������� ��¸¡�������¡� �Â������� ��± �}��µ�¥¡����� � (ii) � Σ ��§ ¥¡������� � σ ® ����¯�� ��¨¡� ����������¥¡±���ªW¥������ Ω � (iii)�³����¥¡����������¥	��¨ �¡����� µ : Σ → [0,∞] ��§ ¥¡���x«¬¥¡�³��«¦�¡¨¡��¹���¥·��� µ ��§ ¥¡���x�¡«¦����� �o©W���¡� µ(Ω) =

1 �¡±��¡�£�����¡±v��¥¡����� �¡�¦����� 5�$ ^+3+, D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � D�� pq��)+Gj^YH1^Y� ����� ������������§ �¡�¦����������¥¡����ªW���� P ¹Ä�S��¥¡����±��������c� �¤� ��¥ ��§ ������� ´ ���o´c¹ � ¹Ä��¥¡����� �¡�¦����� 	��M3+,I% D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � ´c¹ ��¹ �6�����������������§ �¡�¦�����x��� (Ω,Σ, P ) ¹���¥���� µ ��§ ¥¡���x�¡«¦����� �v©W���¡� µ(Ω) < ∞ �x�¡±��¡� �����¡±v��¥¡����� �¡�¦�����
D-. D-.&3+����5�$&)+, 5�$ ^+3+, ����� ��¥ ��� ��¨¡´ ��� {Ωn}n∈N

�����_�,��� Ω =
⋃

n∈N
Ωn
©W���¡�·¯�� � � ���c�

n ∈ N ��� µ(Ωn) <∞ ���¡±��¡�W�����¡±���¥¡����� �¡�¦����� σ 
 D-. D-.&3+����5�$&)+,]5�$ ^+3+, ����������¥ ��§ ������� ´ ���m´c¹ � ¹
	��M3+,I%0D-. D-.&3+����5�$&)+,TS �

σ 
 D-. D-.&3+����5�$&)+,TSa5�$ ^+3+,TS ¹{�{����� � �����º���¬��±�����¥}¸¡�¬¥¸¡����©W¥¡�¦�����¸�� ������¨¡�¦��� � �°�c�¦ªW¨¡��µ����]«¬¥¡��¥}´c¹ � ¹ (Ω,Σ, µ) ¹
�   ¥¡� ��µ�¥¡����� N ∈ Σ ��¥¡����� �¡�¦����� � Q1)+,�iT, 5THIP+.&)��#"�,TQ 5�$ ^+3+,TS � σ.µ.µ. �y� � Q1)+,�iT, µ 
5THIP+.&)��#"�,TQ 5�$ ^+3+,TS � µ − σ.µ.µ. �]� µ 
 5THIP+.&)��#"�G�� Q1)+,�iT, ��¥ �����!��±�¥¡�o��¥ µ(N) = 0 ¹£�b�

?
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��µ�¥¡�����·±���ªW¥}�¬ªW¥ µ− σ.µ.µ. ������������§ �¡�¦��������� Σ0
¹

�   ���¬ª (Ω,Σ, P ) ´c¹ ��¹W����� p(x) ��� �°� ¸�� ±��¡�����°�¬����¨¡��±���� ������¤������� ´ ��§ � x ∈ Ω �j��¹ ´c¹ � ��±��¡�����
¸¡µ��£�¡��´ ��§ ªW¥y���¦���¡������� ©W¥ X ����� Y �¦¹��]�}��«¬���¤±���� ��� p(x) � ��´ µ���� ¯�� � ��´ �¬¸¡±�¥�� ���c� x ∈ Ω �°�±���� ��� p(x) � ��´ µ�������´ �¬¸¡±�¥°��« ����� � (σ.β.) �·����¥ ��¨�§ ¥¡�¦�����1��¥¡��¯ ����§ �³¥¡����¥¡����«¬¨¡�������y���³��«¦�¡¨¡���� �c��¥¡±��¡�������]�����°�c�¦ªW¨¡��µ�����±�������� p(x) � ��´ µ�����¯�� � P ® ��´ �¬¸¡±�¥y� ���c� x ∈ Ω � ���� p(x) � ��´ µ����
P ® ��´ �¬¸¡±�¥]��« ����� � (σ.β.) � ��¥}��������±�¥¡����¥}���·��µ�¥¡����� N := {x ∈ Ω : p(x) ¸¡�¬¥°� ��´ µ���� } ��§ ¥¡���«¬¥¡� P ® ����¸¡�¬¥�� ��±·��µ�¥¡������¹

� ¸�� ��� �¡«¬¨ ªW���m��¥ ¸¡µ�� ���¦�¡¨¡����� ���¬������¥¡��¨ �¡������� � X, Y ��§ ¥¡��� P − σ.β. § ���¬���{�¡±��¡� ¯�¨	�����������
X = Y P − σ.β. � X =P Y ¹y��¥ ��§ ������� ´ ���!������������� ������§1������¨¡��µ�¥ ¥¡�·¯�¨¡������µ�¥£�����c¯�� ����� ���´ «¬����� ��¸�� ����� � ��� >,<,≥,≤ ¹
�{�¡�£����¥¡«¬´ ��� � � ��¨¡��´ºªW¨¡��µ����]«¬¥¡�}�������°����¨¡��� ���¬ª ����¨�§ �¡��¥ �������¡��¥y«¬¥¡¥¡��� � �¡���]������������¨ ªW��� ®

��±��¡����������� ������¹ � ¹Q�����º¸�� ����¨�§ ¥¡��¥ �����¤���}¸�� ������¨¡���§ ¸¡�}��¹ � ¹ ¹ �{��� � � �����º� �¬��±�����¥�¸¡�¬¥]¸¡����©W¥¡�¦�����
¸�� ������¨¡�¦��� � �°�c�¦ªW¨¡��µ����]«¬¥¡��¥}´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) ¹
² § �³���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡����� �j��¹ � ¹ � f : Ω → R ��¥¡����� �¡�¦����� ,�iT,1"IijHI3��M�!�/5TH �jªW� ��¨¡��� �����«¦�¡¨¡� P �m��¥��������±�¥¡����¥ ∫ |f |dP < ∞ ¹b²³� L1(P ) � ��¥ ��¹ L1

+(P ) �m������������§ �¡�¦������������µ�¥¡�����±���ªW¥³�¬ªW¥ ������������¨ ©W��� ��ªW¥ � ��¥ ��¹_��� ��¨¡¥¡����� ��©W¥ P − σ.β. �S������������¨ ©W��� ��ªW¥��°����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥
f : Ω → R ¹��¤��±�������� L0(P ) ����� L2(P ) ������������§ �¡�¦��������¥ ��§ ������� ´ ����� ��µ�¥¡�����³±���ªW¥£�¬ªW¥ Σ ®���¦�¡¨¡����� ��ªW¥ ����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥}������±���ªW¥ �¬ªW¥ ^+. ^+3+�����M)��#"�n ,�iT,1"IijHI3��M�!�/5��M) − ¸¡������¸¡�·±���ªW¥�¬ªW¥���¦�¡¨¡����� ��ªW¥ f : Ω → R ©W���¡� ∫ |f |2dP <∞ − ����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥�¹
² � � ����¥	��¨ �¡����� F : R → R ��¥¡����� �¡�¦����� � S1)+n�3 ^YHI��H "���^Y��)+,I5T�I% � σ.κ. �S��¥���������±�¥¡� ��¥��§ ¥¡������¨¡��¯���«¬¥¡� �º��µ � ������� ��¸¡� � � �}����¥¡�¬´ ���b����� limx→−∞ F (x) = 0 ¹Q��¥]� F «¬´ ���º�¦��§�����«¬��¥��¡��¥� ¸�� ±��¡����� limx→∞ F (x) = 1 ���¡±��¡�������¡�£��¥¡����� �¡�¦����� � S1)+n�3 ^YHI��HK"���^Y��)+,I5T�I%]D�� pq��)+Gj^YH1^Y��%

� σ.κ.π. �¦¹
�x� �£��� �°��¹ � ¹ X : Ω → R � ����¥¡����������¥	��¨ �¡����� PX : B(R) → R ���¤�¡µ����

PX(B) := P (X−1(B)) ¯�� � � ���c� B ∈ B(R)

��§ ¥¡��� ��� �c��¥¡±��¡����� �����{��¥¡����� �¡�¦����� "���^Y��)+,I5T� � D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � �¡��� ��¹ � ¹ X ¹ ² ����� ����� �b��¥��� ��¨¡´ ��� x ∈ R ©W���¡� PX({x}) = 1 �]�¡±��¡�o� PX
��¥¡����� �¡�¦����� . " ��SjiI����5�$&)YH "���^Y��)+,I5T�

� D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% �
(degenerate (probability) distribution).

�
PX

� ��¥ ��¹ ����¹ � ¹ X �¤����¨	��¯�����¡��¥ � S1)+n�3 ^YHI��H "���^Y��)+,I5T�I%]D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � σ.κ.π. � ^YHI%]^ � 5 � X � ��¥ ��¹b�¡��¥ σ.κ.π. � FX :

R → [0, 1] � �����£��¨�§ �¡�¦����������± ����¥}�¡µ����

FX(x) := PX

(
(−∞, x]

)
= P (X ≤ x) ¯�� � � ���c� x ∈ R.

�
FX
��§ ¥¡��� ��¨	��¯�������� σ.κ.π. �Â��� ¹Q��¹ ´c¹W����� � ?�� ��¢¤¨¡±��������0:�¹ Z ¹ W �¦¹

² � � σ.κ.π. F : R → R � ��¥ ��¹���� �·��¹ � ¹ X : Ω → R ��� σ.κ.π. FX = F ����¥¡����� �¡�¦����� 
 (i)

V



� ��� � ������� �	�
����� ����	��������� �������

_a�/��"�3�� ^Y� ����¥}��������±�¥¡�·��¥}�����¡� � ��¥ ��¹W� σ.κ.π. �����¡��� �S��§ ¥¡�����¡���]����¨¡�����

F (x) =
∑

k∈K:k≤x

f(k) ¯�� � � ���c� x ∈ R,

¯�� � � ������� �;��¨�� �c������� ���_��µ�¥¡����� K ⊆ R �����{¯�� � � ������� � Borel ���¦�¡¨¡����� ��� ����¥	��¨ �¡����� f :

K → R+
����¡��¥·� ¸�� ±��¡����� ∑

k∈K f(k) = 1 ¹ � f ��¥¡����� �¡�¦�����x���}�¡� ����� ¨	���¡��� � S1)+n�3 ^YHI��HD�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � σ.π. �W�¡��� F � ��¥ ��¹��¡��� X �¦¹ (ii) � S1)+. 	I�I% �º��¥������º��±�¥¡� ��¥]� F ��§ ¥¡��������¥¡�¬´ �������¥	��¨ �¡����� � ��¥ ��¹ ���o��µ�¥¡�����³��� ��©W¥ RX
�¡��� X «¬´ ���!�¡��¥£��������� ��±��¡����������� ����¥¡�¬´ ��µ��°�����x�

PX({x}) = 0 ¯�� �·� ���c� x ∈ RX
�¦¹ (iii)

� D-G�i1Sj^Y� � S1)+. 	I�I% �1��¥ ��������±�¥¡�³��¥ �����¡� � ��¥ ��¹��
σ.κ.π. �����¡��� �S��§ ¥¡�����¡���]����¨¡�����

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt ¯�� � � ���c� x ∈ R,

¯�� � � ������� � Borel ���¦�¡¨¡����� ���£����¥	��¨ �¡����� f : R → R+
�����¡��¥ � ¸�� ±��¡����� ∫∞

−∞
f(t)dt = 1 ¹ � f��¥¡����� �¡�¦�����������¡�£����� ¨	� �¡��� � S1)+n�3 ^YHI��H DISj"�)+Gj^YH1^Y��%LD�� pq��)+Gj^YH1^Y��% � σ.π.π. �m�¡��� F � ��¥ ��¹

�¡��� X �¦¹W¢¤¨¡������¥ ©W��� ��¥y�}��¹ � ¹ X ��§ ¥¡���º����±��������°����¥¡�¬´ �������¡±��¡�m�c���§ ¥¡���º����� ����¥¡�¬´ ����¹   ����� ¸¡����¡��¥�����¨¡��µ����y�¬¨ ¯�����§ �]�c�y����´ �������c��µ����m��±�¥¡�°����� ¸�� ����¨�� �¡«¬�b����� �W����±��������}����¥¡�¬´ ��§ �b��¹ � ¹ �������
� � ���]¯�¨	������¥ ������������¥¡�¬´ ���¤��¹ � ¹ � �c� �¬¥¡¥¡����µ���� ������±�������� ����¥¡�¬´ ������¹ � ¹ ��¹
�¤��±���� ���c�·��«¬���}±������·��¹ � ¹ X ���}��µ�¥¡����� ��� ��©W¥ RX

��"�,�iT,TS+pq.;6 ^YHI) "���^Y��)+,I5T�
K(θ)��� ����¨¡�����¦�¡¨�� ��±7¸�� ��¥¡������� θ := (θ1, . . . , θm) ∈ Θ �¤±������ m ∈ N∗ ����� Θ ⊆ Rm ������� �c�

������������§ �¡�������¤¯�� � ���·��¥ ��§ ������� ´ ����«¦�¡¨¡� ��� �c��¥¡±��¡������� PX = K(θ) ��¥y��������±�¥¡�·��¥

PX(B) =

∫

B

fX(x)χRX
dλ(x) =

∫

B∩RX

fX(x)dλ(x) ¯�� � � ���c� B ∈ B(R),

±������ fX
����¥ ��§ ������� ´ � σ.(π.)π. �1��¥	������¯������y���³��¥ �·��¹ � ¹ X ��§ ¥¡��������¥¡�¬´ �����¸�� ����¨�� �¡� �!�¬¥ ©��� λ ������������§ �¡�¦��������� ��«¦�¡¨¡� Lebesgue �¦� ��¥ ªY������¥ R ¹ ��¥³�o��¹ � ¹ X ��§ ¥¡���Q¸�� ����¨�� �¡� � �¡±��¡�

��� ������������¨ ªW��� ¯�§ ¥¡�¦����� ���c¨¡��� �����o� ����� ¨	� �W��¥	������¯�� ���£��� ��¥���� RX
��§ ¥¡��� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡�v�

��¨�� �c������� ��� ����¥ ��§ ������� ´ �º¹
�   ����� ���³����¨¡���c«¦���������}��� � «¬¥¡¥¡��� �¬� �����³���¦�¡¨¡����� ��������¨ �c��¯ ªW¥�§ ��� ���¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡��������!�������«¦�¡¨¡���°¯�� ¥¡����«¬¥¡���º¹
�   �¡�����c�¦ªW¨¡��µ���� (Ω,Σ, µ) ����� (Θ, T, ν) ´c¹ � ¹ ¹ �   ¥¡� R ⊆ Ω × Θ ��¥¡����� �¡�¦����� 5�. ^+3Y�I�!�/5�,,I3;pq,�� �M)���, � ^Y,TS

Ω × Θ
� ��¥°�����c��±�¥¡����¥¯�¨	�����¦����� R = A × B �c±������ A ∈ Σ ����� B ∈ T ¹  ��§�����«¬��¥��W� σ ® ����¯�� ��¨¡�³����� ����¨	��¯��¦����������± �¡��¥���� ����¯�«¬¥¡��� � �¬ªW¥ ���¦�¡¨¡����� ��ªW¥���¨ �c��¯ ªW¥�§ ªW¥��«¦¯��¦����� σ 
 n�i���.@hI3+�o�!� )+GI5�.&)+, �¬ªW¥ Σ ����� T ������������������§ �¡�¦��������� Σ ⊗ T ¹

�   ���¬ª �¦��§ �����y��´c¹ � ¹ (Ω × Θ,Σ ⊗ T, ρ) ¹{�b����«¦�¡¨¡� ρ ��¥¡����� �¡�¦����� 5�$ ^+3+,K�!� )+GI5�.&)+, ^Y�M)
µ
"��1�

ν �����1��������� ©W¥¡�¦��������� µ ⊗ ν ��¥ �����1��±�¥¡�³��¥£¯�� �·� ���c� A ∈ Σ ����� B ∈ T � ����¥¡������� ��§�¡��¥� ¸�� ±��¡����� ρ(A× B) = µ(A)ν(B) ¹
B



� ��� � ������� �	�
����� ����	��������� �������

�x� �£��� �°��¹ � ¹ X : Ω → R ��� ������������¨ ªW���

EX := E[X] :=

∫
XdP =

∫

Ω

X(ω)P (dω) =

∫

Ω

X(ω)dP (ω)

� �¬��±�����¥���� ��¨¡´ ��������� R �x��¥¡����� �¡�¦������� 5�$&��HL^��/5T� �]� ��)+��5�.&)+GI5�.&)YHL^��/5T� ��� 5��Rp!HI5���^��#"T�. i�D�6/P+� �¡���W��¹ � ¹ X ¹   � ¸�� � ����¥m�b��¹ � ¹ X ∈ L1(P ) �¡±��¡�Q� EX ∈ R ��¸¡������¸¡����§ ¥¡����«¬¥¡���W��¨�� �c��±���¹
�b�o�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� A1, . . . , An ∈ Σ (n ∈ N : n ≥ 2) ��¥¡����� �¡��¥ ����� ��)+.
�+n�3 ^YH1^Y� ��¥��������±�¥¡� ��¥ P (⋂k

j=1Aij

)
=
∏k

j=1 P (Aij)
¯�� �� ���c� 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n �����º¯�� �� ���c� k ∈ N∗ ¹

< ����¹ � ¹ X1, . . . , Xn : Ω → R (n ∈ N : n ≥ 2) ��¥¡����� �¡��¥ ����� ��)+.
�+n�3 ^YH1^+.&% ��¥}��������±�¥¡���¥m¯�� ��� ���c�{��������������§ � {αk}k∈N∗
n

��¨¡��¯�������� ��©W¥���¨�� �c��©W¥b�����¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {Xk ≤ αk}k∈N∗
n

��§ ¥¡���
��¥¡� � ��¨ �¡�����º¹ � ����¸¡µ�¥¡����� ��������¹ � ¹ X1, . . . , Xn

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�S��¥���������±�¥¡���¥�¯�� ��� ���c�{������®
��������§ � {Bk}k∈N∗

n

������� ´ ��§ ªW¥��¡��� B(R) ����¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {Xk ∈ Bk}k∈N∗
n

��§ ¥¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡������Â��� ¹
��¹ ´c¹�� ?�� ��¢¤��¨¡���¡��¨¡�����4Aº¹ 9 ¹�X (b)). �¤��±����·��� ��¯��¬¥�� � � �1��� � ������� ¨¡�·��� ����¯�«¬¥¡��� ����¹ � ¹���¥¡����� �¡�¦�������)+.
�+n�3 ^YH1^YH ��¥}��������±�¥¡�·��¥y� ���c�����¦���¬¨¡������«¬¥¡�°��������� ����¯�«¬¥¡��� �·�¡���]��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹
< � σ ® ����� ����¯�� ��¨¡�¬� Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) �¡��� Σ ��¥¡����� �¡��¥ ����� ��)+.
�+n�3 ^YH1^+.&% ��¥�����c��±�¥¡� ��¥¯�� � � ���c� k ∈ N∗

n
������¯�� � � ���c� Ak ∈ Σk

��� A1, . . . , An
��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡����� �¬¥¡¸¡� ®

´ ±����¬¥¡�º¹ �!�¬¥�� ��±��¡�¬¨¡� �c��� ��������� ¨¡� ��� ����¯�«¬¥¡��� � σ ® ����������¯�� ��¨ ©W¥�¡��� Σ ��¥¡����� �¡�¦����� ,-�#"�,���$&)+.;�/���)+.
�+n�3 ^YH1^Y�M)
σ 
 SjD-,I��i���.@hI3��M) ^YHI% Σ ��¥o�����m��±�¥¡� ��¥ ������� �¬��¸¡�������¡� �����m�����¬��¸¡�������¡�	����¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�]����� �������c����������±·�����¡«¬�]��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹

  ��§�����«¬��¥���¯�� �°� ���c����¹ � ¹ X : Ω → R �c«¦���������

σ(X) := X−1(B(R)) := {X−1(B) : B ∈ B(R)}.

�b±��¡�	�x� σ(X) ��§ ¥¡���1��� � σ ® ����¯�� ��¨¡������� Ω ����� ��¥¡����� �¡�¦�����!� σ 
 n�i���.@hI3+� �F^Y, Ω
H D-��3+� 
��GI5�.&)YH ��D-G ^YHI)

X �����!� ��´ µ���� σ(X) ⊆ Σ ¹ �!�¬¥�� ��±��¡�¬¨¡� �1¯�� ����� ����� ����¯�«¬¥¡��� � {Xj}j∈I
��¹ � ¹ �

±������ I ��µ�¥¡�����·¸¡��� ��� ©W¥�����¨�§ �¡�������

σ
(
{Xj}j∈I

)
= σ

(⋃

j∈I

σ(Xj)

)
.

² § � ��� ����¯�«¬¥¡��� � {Xt}t∈T
��¹ � ¹[��¥¡����� �¡�¦����� ��)+.
�+n�3 ^YH1^YH�5F�/��% ��� ����¯�«¬¥¡��� ��� {Σi}i∈I σ ®����������¯�� ��¨ ©W¥³�¡��� Σ �S±������ T, I 6= ∅ ��µ�¥¡�����v¸¡��� ��� ©W¥��S��¥ �����W��±�¥¡� ��¥ ¯�� �v� ���c� ���¦���¬¨¡�¡®

����«¬¥¡�_��¨�� �c��± ��¹ � ¹ Xt1 , . . . , Xtm
����� σ ® ����������¯�� ��¨ ©W¥ Σ1, . . . ,Σn

�¡��� Σ � m,n ∈ N∗ �������
σ ® � ����� � ����¯�� ��¨¡�¬� σ(Xt1), . . . , σ(Xtm),Σ1, . . . ,Σn

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹
��¥ ��� P,Q ��§ ¥¡������������¥¡����«¬�}��� �c��¥¡±��¡�������°�¦� ��¥ ª ������¥£� ¹ ´c¹ (R,B(R)) ���¡±��¡�}�·��������¥¡�������� �c��¥¡±��¡�����������¤�¡µ����

(P ∗Q)(B) :=

∫

R

P (B − y)dQ(y) ¯�� � � ���c� B ∈ B(R),

W



� ��� � ������� �	�
����� ����	��������� �������

±������ B − y := {z − y : z ∈ B} �Q��¥¡����� �¡�¦������� � S1)+$ iI� �YH �¬ªW¥ P,Q ¹   ��§ ����� ¯�� � n ∈ N��¨�§ �¡��������ªW���¡��¥ n 
 ,I�F^YH � S1)+$ iI� �YH �¡��� P ���¡��¥��������¥¡�����£��� �c��¥¡±��¡������� P ∗(n+1) := P n ∗ P �±������ P ∗0 � �¦��������� ����«¬¥¡���S��������¥¡����� �����·� ����¥¡������� ��§��¡��¥ P ∗0({0}) = 1 ¹ < ����§ ªW������¨�§ �¡�¦������������o����¥¡«¦��� � � ¸¡µ�� σ ¹ ��¹ ��¹ F,G �o¸¡µ�� σ ¹ �j��¹ � ��¹ f, g ¹o�b«¦�������{��������� ©W¥¡�������£±����Q��¥ n ∈ N ������ {Xk}k∈Nn

��§ ¥¡���1��� ����������������§ � ��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ ��¹ � ¹�����¥ ��§ ������� ´ �¬�°��������¥¡����«¬�°��� �c��¥¡±��¡�������
� �¦� ��¥ ª_������¥�� ¹ ´c¹ (R,B(R)) � {PXk

}k∈Nn

�º�¡±��¡�b����± ����¥y��¨�� ����± �¡���¤����¥¡«¦��� � ��� �����¬���}«¬´ �������
±����

PX0+···+Xn
= PX0 ∗ · · · ∗ PXn

= (PX0 ∗ · · · ∗ PXn−1) ∗ PXn
.

² § ����� ����¯�«¬¥¡��� � {Xj}j∈I
��±������ I «¬¥¡�·���¬¨�� ��©W�¸�� ���¡�¦����¯���«¬¥¡� ��µ�¥¡����� �Â��� ¹¤��¹ ´c¹ � X�� � < ¨�� ®����±��K:�¹/: W ���]���¦�¡¨¡����� ��ªW¥ ����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥ Xj : Ω → R � j ∈ I ����¥¡����� �¡�¦����� �F^Y,�	F���F^��#"T�P��/��P��#"����!6/� �

σ
� P ��� �a�F^Y,�	F���F^��#"T� ��)+$ iI� �YH ¹   ��§ ����«¬��¥�� ��¥���� I ��§ ¥¡��� «¬¥¡������¬¨¡��¨�� �c������� �����������µ�¥¡�����³����� R �¡±��¡�y��«¬���±����1� {Xj}j∈I

��§ ¥¡���1��� � σ � P � � S1)+. 	F,TQ1% 	F3+G1)+,TS �!�¬¥ © ��¥£���
I ⊆ Z ���¡±��¡�¤��«¬����±������ {Xj}j∈I

��§ ¥¡������� � σ � P � P��/��"�3�� ^Y,TQ 	F3+G1)+,TS ¹² � � σ ¹ ¸�¹ {Xt}t∈R+


 (i)
  § ¥¡��� ��� � σ ¹ ¸�¹ ��)+.
�+n�3 ^YH1^Y�M) D-3+,I���jS �Y�I��.&�M) � «¬´ ��� ��)+. 


�+n�3 ^YH1^+.&% D-3+,I���jS �Y�I��.;��% ��¥ ����� ��±�¥¡�_��¥ ¯�� � � ���c� m ∈ N∗ � t0, t1, . . . , tm ∈ R+
©W���¡�

0 = t0 < t1 < · · · < tm
����� D-3+,I���jS �Y�I��.;��% Xtj − Xtj−1

� j ∈ N∗
m
����§ ¥¡���m���¦��� � µ �������

��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹ (ii)
  § ¥¡���!��� � σ ¹ ¸�¹ �F^+n��!�/5��M)aD-3+,I���jS �Y�I��.&�M) ��«¬´ ��� �F^+n��!�/5�.&% D-3+,I���jS 


�Y�I��.;��% ��¥ �����Q��±�¥¡� ��¥ ¯�� �o� ���c� m ∈ N∗ � h ∈ R+
����� t0, t1, . . . , tm ∈ R+

�¡«¦����� �o©W���¡�
0 = t0 < t1 < · · · < tm

����� ����¯�«¬¥¡��� � �¬ªW¥ ��¨¡������� � �����¦ªW¥ {Xtj+h − Xtj−1+h}j∈N∗
m

«¬´ �����¡��¥
§ ¸�� � ��������¥¡����� ���]�¡��¥ {Xtj −Xtj−1

}j∈N∗
m

�c¸¡������¸¡�£��¥�����c��±�¥¡����¥¯�� � � ���c� j ∈ N∗
m
������¯�� �

� ���c� h ∈ R+
� ��´ µ���� PXtj+h−Xtj−1+h

= PXtj
−Xtj−1

¹
�b«¦�������!��������� ©W¥¡�������y��ªW����}����±�������¨¡���¡��¥ ����±������ ��� �¬¨ ¯�����§ � �º�1�¬��±�����¥ ¸¡�¬¥£¸¡����©W¥¡�¦�����

¸�� ������¨¡�¦��� � � ���c�¦ªW¨¡��µ�����«¬¥¡��¥}�������c�¬¨¡± ´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) ¹

: �



� � � ��� � � � �

Martingales

��¥ ��� ����§ ���¬¥¡� ��������µ·���������¬��������§ �����������¡�¦����§1����¥¡������¨	�����}��§ ������± ��� �}�c�¬���¦��� ©W¸¡��� �°«¬¥¡¥¡��� �¬�
�¡��� ����¨¡��µ������£�¬¨ ¯�����§ ������¸¡������¸¡�³����� martingales. �   �¡��� ¸�§ ¥¡�������°����¥���¨�� ����±o�����x��� �°������� ®
��«¬�·� ¸�� ±��¡���¡�¬�£�¬ªW¥ martingales, ������©W� ����� ��¨�� ����«¬¥¡�¬� ��¥�� ��±��¡���¡�¬� ¯�� � martingales, ����� �c�����������¥¡��µ�¥o´ ¨¡����� ���¬����¨ ¯�±��¡�¬¨¡� �Â��� ¹ � �¬� ������� � Xo����� ?��¦¹;¢¤¨¡����¯�������«¬¥ ªW���m±���ªW���S¯�§ ¥¡�¦�����
��� � �¦��� ����±�������� �¡���³«¬¥¡¥¡��� ���³�¡���³¸¡�¬�����¬����«¬¥¡��� ��«¬����� ��� �������b� ������§ � �������¡�¦����§S������¨¡��§ �¡���¡�
��¨¡������±��c�¬���°¯�� � ����¥��¨�� ����±·�¬ªW¥ martingales.

����� : ��
	� � �
���� � � ��
 � � �����

�{�¡��¥]����¨¡��µ����}�¬¥¡±��¡�����}¸�§ ¥¡��������¸�� ��¸¡��´�� � �����¥���¨�� ����± �¡���¤¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���b��«¬�����b��� ������ªW����¨¡���
«¬¥¡�£�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� �c��� � ��¹ � ¹{��������� � σ ® ����¯�� ��¨¡� ��������©W�y�¦��§ �����]��������� �]������� ��«¬�y� ¸�� ±��¡���¡�¬�y�����¡������¤� ���c�¤���¬¨�§ ���¬ªW��� 

������������� 8 � � � � � �x� �� ���c���¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� B ∈ Σ �¡«¦����� � ©W���¡� P (B) 6= 0 ��������¹ � ¹ X : Ω → R ����·������������¨ ªW��� �¡������¹ � ¹ X ªW�]��¨¡���]�¡��¥}¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���� �c��¥¡±��¡����� PB

������������§ �¡�¦���������

EB[X] := E[X|B] :=

∫

B

XdPB

����� � �¬��±�����¥��� ��¨¡´ ��������� R �m��¥¡����� �¡�¦����� HKP+.&��5�.bS15�$&)YHK5�$&��Ha^��/5T�a^YHI% � ^ � 5 ��� X P+,jpq$ 
) ^Y,I%0^Y,TS � .&)+P+. 	F,I5�$&)+,TS �
B ¹

¢¤��¨¡��� ���¬ª ������¨¡���c«¦���������S�º�º������¸¡��� ��¥¡µ��������b��� �S������� ��«¬�¤� ¸�� ±��¡���¡�¬���¡���b¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���b��«¬�����
��� ����� E[X|B] ¹
fg3+Gj^Y����H 8 � � � 8 � �   ���¬ª B ∈ Σ �¡«¦����� �o©W���¡� P (B) 6= 0 ����� {Bn}n∈N∗

��� � � Σ ® ���¦�¡¨¡����� �����¸�� ����«¬¨�� ��� ����� Ω � �¡«¦����� � ©W���¡� P (Bn) > 0 ¯�� � � ���c� n ∈ N �x������©W�°�����x��¹ � ¹ X : Ω → R ¹�b±��¡��� ��´ µ�����¥}��� � � ����

:;:



������� ����� ��� � � �
	�� ���	�� � � �

� i � E[X|B] = 1
P (B)

∫
B
XdP ¹

� ii ����¥ X ∈ L1(P ) �¡±��¡� EX =
∑∞

n=0 P (Bn)E[X|Bn]
¹

� iii � E[χA|B] = P (A|B) ¯�� � � ���c� A ∈ Σ ¹
� iv � P (A) =

∑∞
n=0 P (Bn)P (A|Bn)

¯�� � � ���c� A ∈ Σ ��� ��� ����"#��� ��$ &8; ��� $ *=���/'�	���	�� ����¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i)
� ����±�¸¡��� � �v�¡����¡������µ����¬¥¡������´ «¬�����·¯�§ ¥¡�¦�����Q���£�¡«¬�����¬¨¡� ����������� �W������¸¡��� ®

��¥¡µ���¥ ����� �¬µ��������³��� (i) ¸�� ��¸¡��´�� � � ¯�� �³�¡��¥·���¬¨�§ ���¬ªW���³¸¡��� ���¡¨�� ©W¥��W������©W¥����³��¨¡¥¡����� ��©W¥��������¨¡¥¡����� ��©W¥}������±���ªW¥}�¬ªW¥���¦�¡¨¡����� ��ªW¥y����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥��Â��� ¹Q��¹ ´c¹W����� � A � � � Section 5.12).

(ii) ��¨¡´�� � ����������� ©W¥¡�������y±���� EX < ∞ ��������µ·� � ′ �������c«¬���¦ªW�}� X ∈ L1(P ) ¹   ��§ ������¦����� ¸¡�� {Bn}n∈N∗
��§ ¥¡���Q��� � � Σ ® ���¦�¡¨¡����� �����}¸�� ����«¬¨�� ���o����� Ω � �¡«¦����� �o©W���¡� P (Bn) > 0 ¯�� �v� ���c�

n ∈ N ���¡±��¡��«¬´ ��������±����

EX =

∫
⊎

∞

n=0 Bn

XdP =

∫
χ⊎∞

n=0 Bn
(X+ −X−)dP

=

∫ ( ∞∑

n=0

χBn

)
X+dP −

∫ ( ∞∑

n=0

χBn

)
X−dP

=

∞∑

n=0

∫
χBn

X+dP −

∞∑

n=0

∫
χBn

X−dP

=
∞∑

n=0

(∫

Bn

X+dP −

∫

Bn

X−dP

)
=

∞∑

n=0

∫

Bn

XdP

(i)
=

∞∑

n=0

P (Bn)E[X|Bn],

���m�¡��¥]�¡«¦����¨ �¡�y����±°���°�¡«¦������� ��±��¡�����¥¡�� ��´ µ�������±�¯ ª_�������]�¦ªW¨¡����������� B.Levi �Â��� ¹���¹ ´c¹�� Z � �¢¤±�¨�� �����r?º¹/: � �¦¹
(iii)

  ����� ¸¡� ¯�� � � ���c� A ∈ Σ � χA ∈ L1(P ) �º�¡±��¡�]«¬´ ��������±����

E[χA|B] :=

∫
χAdPB =

∫

A

dPB = PB(A) := P (B|A).

(iv) �b���¡������µ����¬¥¡�³������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� �����¬��������± ��� (ii) ¯�� � X = χA
�1������� ��¥¡��¥ �����°����± �������

(iii). �

�{�¡��¥{����¥¡«¬´ ��� �b�¦���¦���¡��§ ¥¡������� �¡��¥ «¬¥¡¥¡��� �b�¡����¸¡�¬�����¬����«¬¥¡������«¬���S��� ������� �c�¦ªW¨ ©W¥ ������� ©W¨¡�m±����
��¸¡«¬�����¬������¸¡�¬¥b������¨	��������©W�{«¬¥¡���¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� ���������¤��� �¤��¹ � ¹ ��������� � σ ® ����¯�� ��¨¡�¤�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥����� Ω ¹
������������� 8 � � � C � �   ���¬ª ��¹ � ¹ X ∈ L1(P ) �����!¸�� ����¨�� �¡����¹ � ¹ Y : Ω → R �x�����µ�¥¡�����³��� ��©W¥
RY := {yn ∈ R : n ∈ I, I ⊆ N} ¹

: 9



Martingales

� P+.&��5�.bS15�$&)YHg5�$&��H]^��/5T�`^YHI% � ^ � 5 ���
X
P+,jpq.;6���HI% ^YHI% � ^ � 5 ���

Y ��§ ¥¡������� ����¹ � ¹ E[X|Y ] :

Ω → R ���¤�¡µ���� (E[X|Y ])(ω) := E[X|Y = yn] ��¥ yn = Y (ω) ¯�� � yn ∈ RY
¹

������������� 8 � � � [ � �   ���¬ª ��¹ � ¹ X ∈ L1(P ) �����1��� �)�����$.��?�;:���	�����¹ � ¹ Y : Ω → R ¹��b±��¡� 5F�/�P+.&��5�.bS15�$&)YH 5�$&��HO^��/5T� ^YHI% � ^ � 5 ���
X
P+,jpq.;6���HI%r^YHI% � ^ � 5 ���

Y ��¨�§ �¡�¦����� ¥¡�}��§ ¥¡���º��� �y��¹ � ¹
E[X|Y ] : Ω → R ����� � ����¥¡������� ��§���� � � ����

� i ��� E[X|Y ] ��§ ¥¡������� � σ(Y ) ® ���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡����� �
� ii � ∫

A
E[X|Y ]dP =

∫
A
XdP ¯�� � � ���c� A ∈ σ(Y ) ¹

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% 8 � � � 7 � �¤��± ����¥ < ¨�� ����± 9 ¹/:�¹ Z ��¨¡����µ����¡����±���� 

(a) ² ����¨¡��µ�¥ ¥¡� ��� ��¨ � ����¥ ���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬� ����±7��§ � ¸¡�¬�����¬����«¬¥¡�¬� ��«¬���¬�³��� ��«¬� E[X|Y ] �����¥¡� � ����¥¡������� ��µ�¥o��� ������¥ �c�����¬� (i) ����� (ii) ����� < ¨�� ������µ 9 ¹/:�¹ Z �{�������o��¥³��� ��¨¡´ ���W��§ � Y ∗ ���
��� �³� ¸�� ±��¡���¡�¬�������¡«¬���{�¡±��¡�£�c� ��§ ¥¡��� E[X|Y ] = Y ∗ P |σ(Y ) − σ.β. �S¸¡������¸¡� �c� � ��´ µ���� ±����
P ({ω ∈ Ω : E[X|Y ](ω) = Y ∗(ω)}) = 1 ¹
(b) �   ���¬ª ��¹ � ¹ X ∈ L1(P ) ����� ��¹ � ¹ Y, Y ∗ : Ω → R ¹ ��¥ σ(Y ) = σ(Y ∗) �S�¡±��¡���¬µ��������������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±������ ��´ µ���� E[X|Y ] = E[X|Y ∗] P |σ(Y ) − σ.β. ¹
������������� 8 � � � k � �   ���¬ª ��¹ � ¹ X ∈ L1(P ) ����� T σ ® ����� ����¯�� ��¨¡� �¡��� Σ ¹��b±��¡� 5F�/� P+.&��5�.bS 
5�$&)YH 5�$&��H ^��/5T� ^YHI% � ^ � 5 ���

X
P+,jpq.;6���HI%`^YHI%

σ 
 SjD-,In�i���.@hI3+��% T ��¨�§ �¡�¦������¥¡�·��§ ¥¡���c��� ���¹ � ¹ E[X|T ] : Ω → R �¡«¦����� � ©W���¡�
� i ��� E[X|T ] ¥¡� ��§ ¥¡������� � T ® ���¦�¡¨¡����� �������¥	��¨ �¡����� �
� ii � ∫

A
E[X|T ]dP =

∫
A
XdP ¯�� � � ���c� A ∈ T ¹

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% 8 � � � U � �x� � ����¥y����¨¡��� ��¥ ª;��¨�� ����± ����¨¡���¡��¨¡��µ����¤��� � � ����

(a) �¤�����¡�¦����§�¯��¬¥�§ ���¬���������� < ¨�� ������µ 9 ¹/:�¹ Z ��������µ � T ��§ ¥¡������� �°������� ��¸¡�������¡� σ ® ����� ����¯�� ��¨¡��¡��� Σ �����¡±�´��¡����� ′ ��¥	��¯ ���b���¦����´�� ���¡� σ ® ����¯�� ��¨¡�m�����m������� ���	�m�¡��¥ ��¹ � ¹ Y : Ω → R ���¦�¡¨¡����� ���º¹²³� ���������±�¯�� � ��� < ¨�� ����±�� 9 ¹/:�¹ Z ��¨¡����µ����¡��������± ����¥ < ¨�� ����± 9 ¹/:�¹ ?°¯�� � T = σ(Y ) ¹
(b) �   �¡���c�·«¬¥¡¥¡��� �·�¡���}¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���y��«¬�����y��� �����}¸¡���c��§ �����}��� ��� σ ® ����� ����¯�� ��¨¡���y�¡��� Σ �¦��� ®���¡��§ ¥¡���m�¡��¥ ¸¡«¬�����¬����� �¦� ��¥ ª���� ��� �_��¹ � ¹ Y ����±7�¡��¥ «¬¥¡¥¡��� �7±���� E[X|Y ] = E[X|σ(Y )]

P |σ(Y ) − σ.β. �Â��� ¹Q����� < ¨�� ������µ�� 9 ¹/:�¹ Z ����� 9 ¹/:�¹ ?��¦¹
(c)

< ��±�¯���������·������¯�¨¡������§ �¡���������¡� ��« � � ����§ � �£������¥ < ¨�� ����± 9 ¹/:�¹ ?�� ±���ªW�}�����c������¥ 9 ¹/:�¹ Z �
��§ ¥¡����¯�� � ¥¡� ����¥�§ �������������·±������ E[X|T ] � ��¥ ��¹ E[X|Y ] �>?-���m��§ ¥¡��������¥¡����������¥ ���°��¨�� ����«¬¥¡�º¹
(d)

� µ�����¨ � ����� ��� ¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���Q��«¬�����Q��� ����� E[X|T ] ��§ ¥¡���¡����¥¡«¦����� �b����� �]�¦ªW¨¡����������� Radon-

Nikodym �Â��� ¹��]�¦©W¨¡�����°�� ¹/:�¹ 9 �¦¹
:@A



������� ����� ��� � � �
	�� ���	�� � � �

�S� ��¥ ��� ������� ´�§ �³����� ����¡��¥·¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ 9 �x����¨¡���c«¦���������°����± �¡��¥·����¨¡��� �¡���°����¨¡��� ���¬ª
��¨¡±����������°��� �������� ��«¬�£� ¸�� ±��¡���¡�¬� �¡��� ¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���°��«¬�����°��� �����°�����!¯�� � �¡��¥£��� �o¯��¬¥�� ��� ���¬¨�§ ®
���¬ªW��� ±������£�£¸¡«¬�����¬�������¥¡����«¬¨¡�¦������������§ � σ ® ����� ����¯�� ��¨¡�°�¡��� Σ ¹
fg3+Gj^Y����H 8 � � ��� � �   ���¬ª X, Y ∈ L1(P ) � T σ ® ����� ����¯�� ��¨¡���¡��� Σ ����� ��������������§ � {Xn}n∈N����� L1(P ) ¹��b±��¡��� ��´ µ�����¥}���£� � ����

� i � �x� �£� ���c� a, b ∈ R, E[aX + bY |T ] = aE[X|T ] + bE[Y |T ] P |T − σ.β. �1!<���%"�"#$ &�'��	���	��	���
� ii � E[E[X|T ]] = EX �

� iii ����¥¤� X ��§ ¥¡��� T ® ���¦�¡¨¡����� ��� ���¡±��¡� E[XY |T ] = XE[Y |T ] P |T −σ.β. ( � ���, �#�/���-	�� � 3��-4���'A	����>?-3-��"�� 6���� '�	%$��-,.�/��$8!#��4 ��	%'����
	 	taking out what’s known � � ���

� iv ����¥}� X ��¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡��� T ���¡±��¡� E[X|T ] = EX P |T − σ.β. �
� �������<� ��	��<�=,.�	�

� v ����¥ H ⊆ T σ ® ����� ����¯�� ��¨¡���¡��� Σ ���¡±��¡� E[E[X|T ]
H
]

= E[X|H] P |H−σ.β. �º´ºªW¨�§ ������ ′ ��¥	��¯ ���£� X ¥¡�£��§ ¥¡��� T ® ���¦�¡¨¡����� ��� ���?<$.'�	���	�� 	���6 �@����!���6 ���
� vi ����¥ X ≥ 0 P − σ.β. ���¡±��¡������� E[X|T ] ≥ 0 P |T − σ.β. � *��:	%$ &�'�	���	��	� �
� vii ����¥ Y ≥ X P − σ.β. ���¡±��¡�¤����� E[Y |T ] ≥ E[X|T ] P |T − σ.β.

� "#���/��	����/,.�0?-�-��"�� 61"�3���47� "�3-��47� 	%$ " �7� � �
� viii � ��¥ � {Xn}n∈N

��µ � ������� P − σ.β. ����� X = limn→∞Xn
�{�¡±��¡�·�����W� {E[Xn|T ]}n∈N��µ � ������� P |T − σ.β. �º�W�¦��§Q����«¬��¥ � ��´ µ���� E[X|T ] = limn→∞E[Xn|T ] P |T − σ.β.

��� ��� ����"#��� ���/'�	����-� ��� �:! &���$ ��� � !�$.���0�-��"�� 61"�3���� �
� 3-��� ��� $ "�3 �����
� ix ����¥ X = limn→∞Xn P − σ.β. ��������� ��¨¡´ ��� Z ∈ L1(P ) ©W���¡� |Xn| ≤ Z P − σ.β. ¯�� �� ���c� n ∈ N ���¡±��¡� E[X|T ] = limn→∞E[Xn|T ] P |T−σ.β. ��� ��� ����"#� � 6���$.� ��� ��"�3��-� �

� �:! &���$ ��� � !�$.���0�-��"�� 61"�3���� ��� 3-��� ��� $ "�3 �����
� x ����¥ lim infn→∞EXn <∞ �º�¡±��¡� E[lim infn→∞Xn|T

]
≤ lim infn→∞E[Xn|T ] P |T −

σ.β. �� ;�"�"#� Fatou !�$.���0�-��"�� 61"�3���� �
� 3-��� ��� $ "�3 �����
� xi ����¥ ϕ : R → R ����¨ �¡���m����¥	��¨ �¡�����}����� ϕ ◦X ∈ L1(P ) � �¡±��¡�

ϕ(E[X|T ]) ≤ E[ϕ(X)|T ] P |T − σ.β.

���0�-��"�� 61"�3��-�
� �/$ �='�	���	�� Jensen �¦¹
� ��! "$#&%(' )+*-,/./#&.

ϕ : R → R 0 ' 0/1 )(2+3/,4"�!65�7�8�9(:;"-'=<>"�! 1�? ' 0 "-'A@�! "B<>)�C-3
α ∈ [0, 1]

<>"�!>@�! "B<>)�C-3
x, y ∈ R! #ED=FG3+!

ϕ
(
αx + (1 − α)y

)
≤ αϕ(x) + (1 − α)ϕ(y) H

: Z
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� D-GIP+.;� �YH � �
i) � �����¬���°����¥¡«¦����� ������ < ¨�� ������µ 9 ¹/:�¹ ?�������¬ªW¥}� ¸�� ���¡���¬ªW¥}����� ������������¨ ©W����������¹

(ii) � �����¬��� ����¥¡«¦����� �°�¡��������¥ �c������� (ii) ����� < ¨�� ������µ 9 ¹/:�¹ ?°¯�� � A = Ω ¹
(iii)

  µ���������������¨¡��§�¥¡�]¸¡��� ´��c��§�±������ (iii) � ��´ µ�����¯�� � X = χA
��� A ∈ T ¹Q�{�¡�]����¥¡«¬´ ��� ���¦��§ ������¬µ�������� ������¨¡��§1¥¡��¸¡��� ´��c��§!±����1� � ¸�� ±��¡����� (iii) � ����¥¡������� ��§ �����!�����1¯�� ��������«¬�°������¨¡¥¡����� ��«¬���x�����¨¡¥¡����� ��«¬�������º�¬¥]�¡«¦������¯�� �±����¬�¤��� � T ® ���¦�¡¨¡����� ���¬�b����¥¡��¨ �¡������� �����º�º�¦������«¬¥ ªW��������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� �

�¡������µ����¬¥¡�£� ¸�� ±��¡�����º¹
(iv)

  ����� ¸¡�_� � ′ �������c«¬���¦ªW� � ��¹ � ¹ X ��§ ¥¡���m��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡��� σ ® ����� ����¯�� ��¨¡��� T �¡��� Σ �c�«¬´ �������y�¦��§ �����}±����c������¹ � ¹ χA, X
�c� ��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¯�� � � ���c� A ∈ T �º�c�¦������«¬¥ ªW�}«¦���¦�����±���� E[χAX] = E[χA] · EX ¯�� � � ���c� A ∈ T ¹   ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� A ∈ T «¬´ �������]±����

∫

A

E[X|T ]dP = E[χAX] = E[χA] ·EX =

∫

A

EXdP,

� ����������� � ����¸¡��¥¡������§����¤��� (iv).

(v) �x� �°� ���c� A ∈ H «¬´ ��������±����
∫

A

E
[
E[X|T ]

H
]
dP =

∫

A

E[X|T ]dP =

∫

A

XdP =

∫

A

E[X|H]dP.

� < ��ªW��� �¦����� ¸¡�³������¨¡��� ��¥ ª ����¨¡��� ��¥ ª[� ��±��¡�����³� ��´ µ����!¯�� � � ���c� A ∈ H � �����¬��� «¬´ ��������¡��¥� ��´ µ �¡��� (v).

(vi) �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡��� (vi) ��� ¹Q��¹ ´c¹ � A � � � Section 9.7(d).

(vii) �¤����¸¡��� ��¥¡µ��¦����� �����¬���£����±��¡��¥°� ¸�� ±��¡����� (vi), ��¥}�c�¦ªW¨¡�����������]��� �£��¹ � ¹ W �¡«¦����� � ©W���¡�
W := Y −X ≥ 0 P |T − σ.β. ¹
(viii) �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡��� (viii) ��� ¹Q��¹ ´c¹ � A � � � Section 9.7(e).

(ix) �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡��� (ix) ��� ¹Q��¹ ´c¹ � ?�� ��¢¤¨¡±�������� Aº¹ Aº¹/: Z � B��¦¹
(x) �¤����¸¡��� ��¥¡µ��¦����� �����¬��� ��¥ �¬����¨¡��±������������¡��¥ (viii) ¯�� � �¡��¥ ��������������§ � {X ′

n}n∈N
��¹ � ¹��¡« ®

����� ªW¥}©W���¡� X ′

n = infk≥nXk
¯�� � � ���c� n ∈ N ¹

(xi)
  ����� ¸¡��� ϕ ��§ ¥¡���c����¨ �¡� �c�·��� ��¨¡´ ����¥£¸¡µ�� ��������������§ �¬�°��¨¡��¯�������� ��©W¥£��¨�� �c��©W¥ {αn}n∈N����� {βn}n∈N

©W���¡�¤¯�� � � ���c� x ∈ R ¥¡�£� ��´ µ����

ϕ(x) = sup
n∈N

(αnx + βn). � 9 ¹/:	�

�Â��� ¹¤��¹ ´c¹ � B�� ��¢¤¨¡±��������]: W ¹ ?��¦¹ �   ������«¬¥ ªW���1�¦����� ¸¡�·� ϕ(X) ∈ L1(P ) ������±��¡��¥£� ¸�� ±��¡����� (vii)
�����¬����«¦���¦�����1±�����¯�� ��� ���c� n ∈ N � ��´ µ���� E[ϕ(X)|T ] ≥ E[αnX + bn|T ] = αnE[X|T ] + bn

�������	� 
�� "� 0 , 3�� 3���,/.(' "���@(3��-*�! <����4<��(*�"�#&. 36' ?�� @(3/@ 0 ' ? , 0��  0 % 3� 0 (, ! <>)�� @(3�� 1 3/,*�! <>) 3�� ' "�! 1 )�� � 0 ' 3EF < 0 �-""-'+, ! � .!(, ?#"�$ .%�-" $ � , 0 % ? , ! , 0 @/*�) ��. 1 " 1 ! " � <&%4*-,�� � #&%(' )+*-,/./#&. � �-*�� #�<-3/,4"�!&6)-'�� "� ? ,/.(' 3���"�(, 0/1 �6'G.'� #-3
<>)�C-3 #&. 1 3�� 0 ,/. � #&%(' )+*-,/./#&. �  0 % " %6,�� %!6)+*+D 3+! �(�

: X
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P |T − σ.β. ����� ′ ±������£«¦���¦������±����

E[ϕ(X)|T ] ≥ sup
n∈N

(αnE[X|T ] + bn)
(2.1)
= ϕ(E[X|T ]) P |T − σ.β..

� ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤�¡��¥ (xi), ������������¨ ©W¥¡��¥ �����}«¦�¡��� �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡��������¨¡��µ���������¨¡±�����������¹ �

��� � 2 �	��
	��
 �� � ��� ��
 ��� ���9���	��
 � � � ��� ��� �
Martingales

�b� ��¥ ��� ����§ ���¬¥¡� �¡���b����¨¡��µ��������¬¥¡±��¡����������§ ¥¡���º� ��¨�� ����±��¤�¡����«¬¥¡¥¡��� ��������� martingale − ±���ªW�����������������¬¨�® martingale �����������������® martingale − ������©W�������º�}����¨	���c�¬���y��¨�� ����«¬¥ ªW¥�������� ®´ ��� ªW¸ ©W¥ � ¸�� ���¡���¬ªW¥�������� ����± �¡��¥�����¨¡���³��¨¡���	�����¦ªW¥�¹ �x� � ���v��������± �����¡±o��¨�§ �¡�������£��¨¡´�� � �
�¡��¥}«¬¥¡¥¡��� � �¡����¸�� µ���� ������¹
�{���°� � ��� − �º���¬��±�����¥�¸¡�¬¥¤��¥¡����«¬¨¡�¦������¸�� ������¨¡�¦��� � � − ��� I �c��������������§ �¡�������S«¬¥¡�y���¬¨�� ��©W�¸�� ���¡�¦����¯���«¬¥¡�·��µ�¥¡������¹

������������� 8 � 8 � � � ² § �y��� ����¯�«¬¥¡��� � {Σj}j∈I σ
® ����������¯�� ��¨ ©W¥¤�¡��� Σ ��¥¡����� �¡�¦����� P�� QjiI����H ��¥¤�������±�¥¡�·��¥y¯�� � � ���c� j, k ∈ I ��� j < k � ��´ µ���� Σj ⊆ Σk

¹
² § � σ ¹ ¸�¹ {Xj}j∈I

��«¬���±����!��§ ¥¡��� D-3+,I����3+5�,I��5�$&)YH ��. 5F6/� P�� QjiI����H {Σj}j∈I
��¥£�����!��±�¥¡�

��¥y¯�� � � ���c� j ∈ I �°��¹ � ¹ Xj
��§ ¥¡��� Σj

® ���¦�¡¨¡����� ���º¹
�

{Tj}j∈I
��� Tj = σ

(
{Xk : k ≤ j}

) ¯�� �o� ���c� j ∈ I ��¥¡����� �¡�¦����� H "���)+,1)��#"T� P�� QjiI����H�!�/� ^YHI)
{Xj}j∈I

¹S¢¤¨¡������¥ ©W����� ���c� σ ¹ ¸�¹ {Xj}j∈I
��§ ¥¡������¨¡������¨¡��������«¬¥¡�£���¡��¥y����¥¡��¥�� ��� �¡���

¸�� µ���� ���º¹
������������� 8 � 8 � 8 � ² � � σ ¹ ¸�¹ {Xj}j∈I

��¥¡����� �¡�¦����� $&)+� martingale
�M% D-3+,I%a^YH P�� QjiI����H

{Σj}j∈I
� $&)+� {Σj}j∈I 
 martingale � �·� ��� ����¯�«¬¥¡��� � {(Xj,Σj)}j∈I

��¥¡����� �¡�¦����� $&)+� mar-

tingale �m��¥}��������±�¥¡�·��¥� ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � � {Xj}j∈I

��§ ¥¡������¨¡������¨¡��������«¬¥¡� ���¡� � ¸�� µ���� ����� {Σj}j∈I
¹

� ii � �x� �°� ���c� j ∈ I � Xj ∈ L1(P ) ¹
� iii � �x� �°� ���c� j, k ∈ I ��� j ≤ k � ��´ µ���� E[Xk|Σj] = Xj P |Σj − σ.β. ¹
������������� 8 � 8 � C � ² � � σ ¹ ¸�¹ {Xj}j∈I

��¥¡����� �¡�¦����� $&)+� SjD-.&3 
 martingale � ��¥ ��¹ SjD-, 

martingale � �M%ED-3+,I%E^YHLP�� QjiI����H {Σj}j∈I

��������� ©W� $&)+� {Σj}j∈I 
 SjD-.&3 
 martingale � ��¥ ��¹$&)+�
{Σj}j∈I 
 SjD-, 
 martingale ����¥ �����1��±�¥¡�³��¥ � ��´ µ�����¥ ��� (i) ����� (ii) ����� < ¨�� ������µ 9 ¹ 9 ¹ 9����� �¦��§ ����«¬��¥ ¯�� � � ���c� j, k ∈ I ��� j ≤ k � ��´ µ���� E[Xk|Σj] ≤ Xj P |Σj − σ.β. � ��¥ ��¹

E[Xk|Σj] ≥ Xj P |Σj − σ.β. �¦¹

:@?



Martingales

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% 8 � 8 � [ � �S´ �¦��� � �£����������� < ¨�� ������µ�� 9 ¹ 9 ¹ 9 ����� 9 ¹ 9 ¹ A°����¨¡���¡��¨¡��µ����¤��� � � ����

(a) �   ���¬ªY� σ ¹ ¸�¹ {Xj}j∈I

�����Q�v¸�� µ���� ��� {Σj}j∈I
¹ �b±��¡� ¯�� �o� ���c� j, k ∈ I ��� j ≤ k �������±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 


� i � E[Xk|Σj] = Xj P |Σj − σ.β. ¹
� ii � ∫

A
XjdP =

∫
A
XkdP

¯�� � � ���c� A ∈ Σj
¹

(b) �{��� �·���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬�·�¬ªW¥����¬¨�� ��� ©W���¦ªW¥��W±���ªW�·���������¡��¥�����¨¡��µ����o�¬¨ ¯�����§ � �W��� ����¨¡��� ��¥ ª��¨�� ������§���������¨¡���	������� �{��¨�§ ��������¥]�¬����¨¡����¯�����¨ ªQ��§ ���¬ªW�m¯�� � I = N − ±������}������¨¡��µ����m¥¡������µ����±�����������¨¡��µ�¥¤¥¡���¦����¨¡��������µ�¥�������µ�¨�� �¬��� ¸¡«¬�¬�S¯�� � martingales ���{���¦���¬¨¡������«¬¥¡�]��µ�¥¡�����]¸¡��� ��� ©W¥
− ������©W�]������¯�� � I = [0,∞) � �¬¥ ©;�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡������� ��§ ¥¡�����������°���¬¨�§ ���¬ªW���£±������ I = Z ¹

�{�¡�³����¥¡«¬´ ��� � ����¨¡���c«¦���������°«¬¥¡����������� ´ ¨¡����� ���o�����������«¬�£���¬¨�� ��� ©W����� �£¯�� � �¡��¥·���¦��«¦�¡�
��¨¡�������������¬ªW¥}��´ �¦��� ��©W¥���������¬¨ ��������® martingales.

� �I5�5�� 8 � 8 � 7 � ��¥ � {Xn}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡� {Σn}n∈N

® �����¬¨�® martingale � ��¥ ��¹�������® martingale),�¡±��¡�¤¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����

E[Xn|Σ1] ≤ X1 ( ��¥ ��¹ E[Xn|Σ1] ≥ X1) P |Σ1 − σ.β..

� ¸�� ��� �¡«¬¨ ªW������¥� {Xn}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡� {Σn}n∈N

® martingale, �¡±��¡��� E[Xn|Σ1] = X1 P |Σ1 −

σ.β. ¹

� D-GIP+.;� �YH � ��¨ ����§!¥¡��������¸¡��§ � �������}�¡��¥ �¡������µ����¬¥¡����¥�� ��±��¡�����·¯�� ���¡��¥ ���¬¨�§ ���¬ªW���������������¬¨�®
martingale, ������µy��¥ ��§ ������� ´ �}������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����º� �¡������µ����¬¥¡�}��¥�� ��±��¡���������������¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW���y�����������® martingale, ������±�¥¡� ¸�� ������¨¡������§ �����£��� �y��¥ �¡�¬���¡¨¡����«¬¥¡�¬����¥�� ��±��¡���¡�¬��¹ < ��±��¡�]«¬´ �������	
 �� ′ �������c«¬���¦ªW����� {Xn}n∈N

��§ ¥¡����«¬¥¡�£�����¬¨�® martingale ªW����¨¡���]�¡�£¸�� µ���� ��� {Σn}n∈N
� ��¨¡�

¯�� �v� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����W±���� E[Xn+1|Σn] ≤ Xn P |Σn − σ.β. ¹   ������«¬¥ ªW���{������� ��¥¡��¥ ���������± ��� �¡��¥°� ¸�� ±��¡����� �¡��������¥¡������¥�§ ���y�¬ªW¥¸¡�¬�����¬����«¬¥ ªW¥}��«¬��ªW¥}��� ��©W¥ �Â��� ¹{¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ B (v))«¬´ ��������±���� E[E[Xn+1|Σn]
Σ1

]
≤ E[Xn|Σ1] P |Σ1 − σ.β. � ������µ}��¨¡������¥ ©W����§ ¥¡��� Σ1 ⊆ Σn

¹
�b±��¡� ����± �¡��¥ � ¸�� ±��¡����� �����³¢¤µ�¨ ¯���� �Â��� ¹·¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ B (v)) �����!�¡��¥·�¡�¦���¬������§ ����¥�� ��±��¡�����
�����¬���°«¦���¦������±����

E[Xn+1|Σ1] ≤ E[Xn|Σ1] P |Σ1 − σ.β.. � 9 ¹ 9 �
�b«¦�������{���£�¡� �������c��� � �¡��� � 9 ¹ 9 �y�¬µ��������v������¸¡��� ��¥¡µ��¦��������� �¡������µ����¬¥¡� ��� �¦����¯ ªQ¯��o�����

n ∈ N∗ ¹ �

: V
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{Zn}n∈N�F^Y,
L1(P )

5�.("���)+,1)��#"T�KP�� QjiI����H
{Σn}n∈N

�

������������� 8 � C � � � � ����¥	��¨ �¡����� τ : Ω → N ∪ {∞} ��§ ¥¡���!«¬¥¡��� 	F3+G1)+,I%aP��/��"�,1D1�I% ¯�� � �¡��¥
{Σn}n∈N

��¥ �����x��±�¥¡�o��¥ {τ = n} ∈ Σn
¯�� ��� ���c� n ∈ N ¹   ��§!����«¬��¥�� � ´ ¨¡±�¥¡��� ¸�� �������������¥¡����� �¡�¦����� �!3+����5�$&)+,I% ��¥S�����¡��±�¥¡�]��¥ supω∈Ω τ(ω) <∞ ¹x�b����µ�¥¡������±���ªW¥S�¬ªW¥S��¨¡��¯���«¬¥ ªW¥´ ¨¡±�¥ ªW¥¸�� �����������y������������§ �¡�¦��������� T ¹

¢¤¨¡������¥ ©W���S��¥ ��� Rτ
������������§ ���������·��� ��µ�¥¡����� ��� ��©W¥³�¬¥¡±�� ��¨¡��¯���«¬¥¡��� ´ ¨¡±�¥¡��� ¸�� ������®

�������!�¡±��¡�}��� ��µ�¥¡�����³��� ��©W¥ ±���ªW¥ �¬ªW¥·��¨¡��¯���«¬¥ ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥·¸�� ����������� RT :=
⋃

τ∈T Rτ
��§ ¥¡���

�����¬¨¡��µ�¥¡����� ����� N ¹
¶£� ��� � �c����� � � �¤«¬¥¡��� ´ ¨¡±�¥¡���o¸�� �����������o��§ ¥¡���S��� � ´ ¨¡��¥�� ���_����� ¯���� ¸�� �����������o�¬¥¡±�� �¡��´ ��§ ���

����� ¥¡����«¬¥¡��� ��� ������§ � � � ��¨ �	��������������������� ����� � �£����± �¡��¥� ������¨�§ �£����� ����� ¥¡����«¬¥¡���º¹
� �I5�5�� 8 � C � 8 � �x� �}�¡��¥�����¥	��¨ �¡����� τ : Ω → N∪ {∞} ���º����¨¡��� ���¬ª_����¥ �c�����¬����§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡�¡®���¬��

� i � {τ ≤ n} ∈ Σn

¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� ii � {τ = n} ∈ Σn

¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� �£�¡��¥����±�¸¡��� � � �����£����¨¡±�¥ ���������������������y��¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � �������]��� ������¨¡��� ���¬ª ¸¡µ��
����¥¡�¦����¯ ªQ¯�«¬��

(i) ⇒ (ii) 
 �   ���¬ª ±����º��� (i) � ��´ µ���� �º�¡±��¡� {τ ≤ n− 1} ∈ Σn−1 ⊆ Σn

¯�� �� ���c� n ∈ N∗ � ������µ
�������c«¬�������� ���¡��¥ ��¨¡´ ���¡�������¨¡��µ������ �¬¥¡±��¡������� ��±����!� {Σn}n∈N∗

��§ ¥¡���!¸�� µ���� ���º¹   ������«¬¥ ªW���
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ «¬´ ������� {τ = n} = {τ ≤ n}\{τ ≤ n− 1} ∈ Σn

� ��¨¡� ¸¡��§ � ��������� (ii).

(ii) ⇒ (i) 
 �   ���¬ª �c� ©W¨¡� �c±�������� (ii) � ��´ µ���� �c�¡±��¡� {τ = k} ∈ Σk ⊆ Σn
¯�� � � ���c� k ∈ N∗

n
�º�

�¦������«¬¥ ªW�}«¬´ ��������±���� {τ ≤ n} =
⋃n

k=1{τ = k} ∈ Σn
¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ � ��¨¡� ¸¡��§ � �����]��� (i),� �����c�����·������������¨ ©W¥¡�����¡��¥ ����±�¸¡��� � �·�¡±������¡���y����¨¡��µ������}����¥¡�¦����¯ ªQ¯����}±���������������±�������¨¡���

����� ����������������¹
�

:@B
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fg��3+��^Y�I3YHI��H 8 � C � C � �¤��±°���°����¨¡��� ��¥ ª ���������}«¦���¦������±������ ���c�b´ ¨¡±�¥¡���¤¸�� ����������� τ ªW�b��¨¡������ � ¸�� µ���� ��� {Σn}n∈N
��§ ¥¡��� Σn

® ���¦�¡¨¡����� ���o����¥	��¨ �¡�����³¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �S����¥¡�¦��©W����§ ¥¡��� Σ ®���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡����� � ¸¡������¸¡�°��¹ � ¹ ¹

�x� � τ ∈ T �c«¦��������� Zτ :=
∑∞

n=0 χ{τ=n}Zn
¹m�b±��¡�y� Zτ

��§ ¥¡������¹ � ¹ �Â��� ¹b����±�¸¡��� � �£����� (i)�����·����¨¡��� ���¬ª ��������������� �¦¹ �x� �·�¡��¥ Zτ
����¨¡��� ���¬ª ����¨¡���c«¦���������y¸¡µ��³´ ¨¡����� ���·�������¡�¦��«¬���������

����± �¡��¥}����¨¡��� �¬¥¡±�������������������¹
� �I5�5�� 8 � C � [ � � ��´ µ�����¥y���£� � ����

� i � |Zτ | =

∑∞
n=0 χ{τ=n}|Zn|

¹
� ii � EZτ =

∑∞
n=0

∫
{τ=n}

ZndP
¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) �x� � � ���c� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ��� ����¨�� ��©W� «¬¥¡� n0 := n0,ω ∈ N ©W���¡� τ(ω) = n0

¹
  ������«¬¥ ªW����¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ��± n0 ∈ N ©W���¡� χ{τ=n0}(ω) = 1 ����� χ{τ=n}(ω) =

0 ¯�� �°� ���c� n 6= n0
¹ � ��¨¡� «¦���¦������±�����¯�� �°� ���c� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ��± n0 := n0,ω ∈ N ©W���¡�

χ{τ=n0}(ω)Zn0(ω) =

∞∑

n=0

χ{τ=n}(ω)Zn(ω) =

( ∞∑

n=0

χ{τ=n}Zn

)
(ω) = Zτ (ω), � 9 ¹ A��

��¨¡�
|Zτ (ω)| = χ{τ=n0}(ω)|Zn0|(ω) =

∞∑

n=0

χ{τ=n}(ω)|Zn|(ω),

�����£��§ ¥¡������� (i).�
ii)
  ��§ ������«¬´ �������]±����

EZτ =

∫ ( ∞∑

n=0

χ{τ=n}Zn

)
dP

(2.3)
=

∫
χ{τ=n0}Zn0dP

=
∞∑

n=0

∫
χ{τ=n}ZndP =

∞∑

n=0

∫

{τ=n}

ZndP,

��� �¡��¥ ��¨¡���¡�¦���¬������§ �7� ��±��¡����� ¥¡�7� ��´ µ����b¸�� ±����b¯�� �_� ���c� ω ∈ Ω ����� n ∈ N\{n0}
� ��´ µ����

±���� χ{τ=n}(ω) = 0 �¤��� ′ ±������ �����¬��� «¦���¦�����m±����m¯�� � � ���c� n ∈ N\{n0}
� ��´ µ����b�¦��§ �����o±����

∫
χ{τ=n}ZndP = 0 ¹ �

� �I5�5�� � � . �!���F^��#"T� � )�����Gj^YH1^Y� � 8 � C � 7 � �x� � � ���c� ε > 0 � ��´ µ������ ��¥�� ��±��¡�����

P
(
sup
n∈N

|Zn| > ε
)
≤

1

ε
sup
τ∈T

E|Zτ |.

: W
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� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª ε > 0 ¹W�b±��¡��¯�� �°� ���c� n ∈ N ��� �¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�

{|Zn| > ε}, {|Zn| ≤ ε}, {|Zn| < ε} ∈ Σn.

�x� ��� ���c� n ∈ N �c«¦��������� An := Bn ∩ Cn
�!±������ Bn := {|Zn| > ε} ����� Cn :=

⋂n−1
k=0 B

c
k
���

⋂−1
k=0B

c
k := Ω �1��� ′ ±������ �����¬���·«¦���¦������±���������������������§ � {Cn}n∈N

��§ ¥¡��������§ ¥¡�������·��������������§ �
������� ´ ��§ ªW¥�¡��� Σn

¹
�b±��¡�·«¬´ �������·±��������v�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {An}n∈N

��§ ¥¡���Q��¥	�v¸¡µ�� ���������º§ ��������� ��������µo¯�� �o� ���c�
j,m ∈ N ��� j < m «¬´ ������� Aj ∩ Am =

(
Bj ∩B

c
j

)
∩
(⋂

0≤k 6=j≤m−1B
c
k

)
∩Bm = ∅ ¹

�   ����� ���v¯�� � �¡��¥ ����±�¸¡��� � �o�¡���·���¦¯�� ����� ��������¥�� ��±��¡�����������c�o¸¡��§ � ������� ��� ����¨¡��� ���¬ªÄ��«¬¥ �¡�
�����������º¹
(a) {supn∈N |Zn| > ε} =

⋃
n∈N{|Zn| > ε} ¹

¢¤¨	��¯�������� ��«¬´ �������	


ω ∈
⋃

n∈N

{|Zn| > ε} ⇔ ∃n ∈ N |Zn|(ω) > ε⇔ ∃n ∈ N |Zn(ω)| > ε

⇔ sup
n∈N

|Zn(ω)| > ε⇔ ω ∈
{

sup
n∈N

|Zn| > ε
}
,

�����£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (a).

(b)
⋃

n∈N An = {supn∈N |Zn| > ε} =
⊎

n∈N An
¹

¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ��������� ©W¥¡�������]±������£��´ «¬��� ⋃
n∈N An =

⊎
n∈N An

«¬´ ����������� ������� � �£������®
¸¡��� ´��c��§���¨�� ¥����o������� (a).

  ��§ ������� ����± ����¥ ��¨�� ����± �����o�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡��� An
� n ∈ N �}«¬´ �������±����

∞⋃

n=0

An =
∞⋃

n=0

(Bn ∩ Cn)
(a)
=
{

sup
n∈N

|Zn| > ε
}
∩

(
∞⋃

n=0

Cn

)

=
{

sup
n∈N

|Zn| > ε
}
∩ C0

Ω=C0=
{

sup
n∈N

|Zn| > ε
}
.

(c) ��¥}¯�� � � ���c� r ∈ N ��¨�§ �����������¡��¥}����¥	��¨ �¡�����

τr(ω) :=

{
n ��¥ ω ∈ An

����� n ∈ Nr

r ��¥ ω ∈ Ω\
(⊎r

n=0An

)

�¡±��¡� τr ∈ T ¹
¢¤¨	��¯�������� � ��¨¡´�� � �����¨¡���¡��¨¡��µ����b±���� ����± ����¥���¨�� ����± �¡��� τr �º¯�� �}� ���c� r ∈ N �����º¯�� �}� ���c�

n ∈ Nr
«¬´ �������]±����

{τr = n} = {ω ∈ Ω : τr(ω) = n} = An ∈ Σn ⊆ Σr.
� 9 ¹ Z �

9 �



Martingales

� < ��ªW���W������µ An ∈ Σn
¯�� �o� ���c� n ∈ N � � ��´ µ���� ⊎r

n=0An ∈ Σr
����¨¡� Ω\(

⊎r
n=0An) ∈ Σr

¹
  ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� r ∈ N � ��´ µ����

{τr = r} = {ω ∈ Ω : τr(ω) = r} = Ω\

( r⊎

n=0

An

)
∈ Σr.

� 9 ¹�X �

� ��¨¡� ����µ�����ªW¥¡� ������ ��� 9 ¹ Z ������� � 9 ¹�X ��¸¡��§ � �����°±���� {τr = n} ∈ Σn
¯�� �³� ���c� n ∈ N ������¦����� ¸¡������±�����¥b��¨�� ����±��¡��� τr ¯�� �¤� ���c� r ∈ N ������¯�� �¤� ���c� ω ∈ Ω «¬´ ������� ±���� τr(ω) ≤ r <∞ �

�¡±��¡��«¬´ ��������������±���� supω∈Ω τr(ω) ≤ r <∞ � ��¨¡� «¦���¦��������� (c).

(d) �x� � � ���c� r ∈ N � ��´ µ���� ∑r

n=0 P (An) ≤
1
ε
supτ∈T E|Zτ |

¹
¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� n ∈ N ����± ����¥��¨�� ����± �����£�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡��� An

«¬´ �������]±����

P (An) =

∫

An

dP =

∫

{|Zn|>ε}∩(
⋂n−1

k=0{|Zk|≤ε})

1dP

≤

∫

{|Zn|>ε}∩(
⋂n−1

k=0{|Zk|≤ε})

|Zn|

ε
dP =

1

ε

∫

An

|Zn|dP,

��� ′ ±������ ��¯�� �°� ���c� r ∈ N ��«¦���¦������±����
r∑

n=0

P (An) ≤
1

ε

r∑

n=0

∫

An

|Zn|dP =
1

ε

∫ r∑

n=0

χAn
|Zτr

|dP

=
1

ε

∫
χ⊎r

n=0 An
|Zτr

|dP ≤
1

ε

∫

Ω

|Zτr
|dP =

1

ε
E
∣∣Zτr

∣∣

τr∈T
≤

1

ε
sup
τ∈T

E|Zτ |,

��¨¡� ¸¡��§ � ��������� (d).
�b±��¡�	��«¬´ �������]±����

P
(
sup
n∈N

|Zn| > ε
)

(b)
= P

( ∞⊎

n=0

An

)
=

∞∑

n=0

P (An) = lim
r→∞

r∑

n=0

P (An)
(d)

≤
1

ε
sup
τ∈T

E|Zτ |.

� �����¦����� ¸¡� ¸¡��§ � �������¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬���°¯�� �£�¡��´ ±�¥ ε > 0 ��¸¡��§ � �������¡��¥}���¦¯�� ����� ��� ��¥�� ��±�®�¡�����º¹
�

� �I5�5�� 8 � C � k � �b�£����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � � ��������������§ � {Zn}n∈N

��¹ � ¹ ��§ ¥¡����«¬¥¡� �����¬¨�® martingale. � ��¥ ��¹ ������® martingale, ��¥ ��¹
martingale).

� ii � � ��¥�� ��±��¡����� EZυ ≥ EZτ
� ��¥ ��¹ EZυ ≤ EZτ

����¥ ��¹ EZυ = EZτ
�y� ��´ µ���� ¯�� �³� ���c�

τ, υ ∈ T ©W���¡� υ ≤ τ ¹
9 :
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� D-GIP+.;� �YH � � ����±�¸¡��� � �]�����]����¨¡��� ��¥ ª ���������������m��¨ ����§�¥¡�]¯�§ ¥¡����¯�� �]�¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW���������y�����¬¨�®
martingale, ������µ°¯�� �£�����¡�°����� ������® martingale, � ����±�¸¡��� � �£��§ ¥¡����±������ �º¹ < ��±��¡�]«¬´ �������	

(i) ⇒ (ii) 
 �   ���¬ª τ, υ ∈ T ©W���¡� υ ≤ τ ¹�b±��¡�	�1¯�� ��� ���c� k, n ∈ N ��� k ≤ n «¬´ �������±����
{υ = k} ∩ {τ = n} ∈ Σn

����������± �����S������� 9 ¹ Aº¹ 9 (i) ±���� {τ ≤ n} ∈ Σn
����� ′ ±������ «¦���¦������±����

{υ = k} ∩ {τ ≥ n+ 1} = {υ = k} ∩ {τ ≤ n}c ∈ Σn.
� 9 ¹ ?��

  ����� ¸¡� υ ≤ τ ���¡±��¡�¤¯�� � � ���c� ω ∈ Ω � ��´ µ�����±���� υ(ω) ≤ τ(ω) �º���¦������«¬¥ ªW���¦��§ ������«¬´ �������]±����
ω ∈ {υ = k} ⇔ υ(ω) = k ⇒ k ≤ τ(ω) ⇔ ω ∈ {τ ≥ k} � ��¨¡�

{υ = k} ⊆ {τ ≥ k}. � 9 ¹ V �
  ��§ ��������¯�� � � ���c� k,m ∈ N ��� k 6= m � ��´ µ���� ±���� {υ = k} ∩ {υ = m} = ∅ � ��¨¡� ����� ±����
⋃n

k=0{υ = k} =
⊎n

k=0{υ = k} ¹   ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� n ∈ N ��«¬´ �������	

ω ∈ {τ = n} ⇔ τ(ω) = n⇒ υ(ω) ≤ n⇒ ∃k ∈ Nn υ(ω) = k

⇔ ∃k ∈ Nn ω ∈ {υ = k} ⇔ ω ∈

n⋃

k=0

{υ = k}.

¶ ������¸¡� ¸¡��§ � ������±���� {τ = n} ⊆
⋃n

k=0{υ = k} =
⊎n

k=0{υ = k} ����� ′ ±������ �����¬���°«¦���¦������±����

{τ = n} ∩

(
n⊎

k=0

{υ = k}

)
= {τ = n}. � 9 ¹ B��

  ��§ �����y����±£��� (i) «¦���¦������±�����¯�� �°� ���c� n ∈ N � ��´ µ����
∫

A

ZndP ≥

∫

A

Zn+1dP
¯�� � � ���c� A ∈ Σn.

� 9 ¹ W �
� ����±�¸¡��� � � �¡���]��¥�� ��±��¡�������]����� (ii) �c�°¯�§ ¥¡��� ��� ©W¨¡� ��� ������� �¬ªW¥}����¨¡��� ���¬ª7¸¡µ�� ���������¬ªW¥�¹

(a) �x� � � ���c� k ∈ N � ��´ µ���� ∑∞
n=k

∫
{υ=k}∩{τ=n}

ZndP ≤
∫
{υ=k}

ZkdP
¹

¢¤¨	��¯�������� �!����± �¡��¥ � 9 ¹ W ����������� ��¥¡��¥ ���������± �����������¡��¥ � 9 ¹ ?����1������¯�� ��� ���c� k, n ∈ N ���
k ≤ n «¬´ ��������±����

∫

{υ=k}∩{τ≥n+1}

ZndP ≥

∫

{υ=k}∩{τ≥n+1}

Zn+1dP,

��� ′ ±������ �c«¦����¥ ����� An,k :=
∫
{υ=k}∩{τ≥n+1}

Zn+1dP +
∫
{υ=k}∩{τ=n}

ZndP
«¦���¦������±����

An,k ≤

∫

{υ=k}∩{τ≥n+1}

ZndP +

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP

=

∫

({υ=k}∩{τ≥n+1})]({υ=k}∩{τ=n})

ZndP

=

∫

{υ=k}∩({τ≥n+1}]{τ=n})

ZndP =

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP,

9;9



Martingales

¸¡������¸¡� ¸¡��§ � ������±�����¯�� � � ���c� k, n ∈ N ��� k ≤ n � ��´ µ����
∫

{υ=k}∩{τ≥n+1}

Zn+1dP +

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP ≤

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP.

�S��¥¡�¦��©W����«¬´ �������
∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP ≥

∞∑

n=k

(∫

{υ=k}∩{τ≥n+1}

Zn+1dP +

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP

)
. � 9 ¹/: � �

  ����� ¸¡� �º±���ªW���º� � ′ �������c«¬���¦ªW�b� {Zn}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡�y�����¬¨�® martingale, �¡±��¡�m¯�� �y� ���c� n ∈ N�°��¹ � ¹ Zn ∈ L1(P ) �º���¦������«¬¥ ªW�y� ��´ µ�����±���� ∞ >

∫
|Zn|dP ≥

∫
ZndP = EZn

� ��¨¡�°¯�� � � ���c�
n ∈ N «¬´ ��������������±���� ∫

A

ZndP <∞ ¯�� � � ���c� A ∈ Σ. � 9 ¹/:;:	�
< ��±��¡�{���¸¡�¬µ��¡�¬¨¡���«¦�����m�¡����� 9 ¹/: � ��������¨¡��§�¥¡�]¯�¨¡������§�ªW� ���c¨¡��� ������¸¡µ���¦��� ��«¬¨¡�����b����� ¨ ©W¥������
�c«¦����¥ ����� ` := n+1 ���¡��¥���¨ ©Q�¡������ ¨	�}�����¸¡� � � ��µ°��«¦���������¡��������¨¡��� ��¥ ª_��¥�� ��±��¡��������«¬´ �������

∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP ≥

∞∑

`=k+1

∫

{υ=k}∩{τ≥`}

Z`dP +

∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP

=
∞∑

n=k+1

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP +
∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP,

��� ′ ±������£������� ��¥¡��¥ �������¦��¥¡«¬���£����± ��� �¡��¥� 9 ¹/:;:	� �¡�¦��� � �£«¬´ �������]±����
∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP ≤
∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP −
∞∑

n=k+1

∫

{υ=k}∩{τ≥n}

ZndP

=

∫

{υ=k}∩{τ≥k}

ZkdP
(2.7)
=

∫

{υ=k}

ZkdP,

��¨¡� ¸¡��§ � ��������� (a).

(b) EZυ ≥ EZτ
¹

¢¤¨	��¯�������� ������± �����S������� 9 ¹ Aº¹ Z (ii) �������¦����� ¸¡� � � � ′ �������c«¬���¦ªW� � υ ∈ T «¬´ �������]±����

EZυ =

∞∑

k=0

∫

{υ=k}

ZkdP
(a)

≥

∞∑

k=0

∞∑

n=k

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP

=

∞∑

n=0

n∑

k=0

∫

{υ=k}∩{τ=n}

ZndP =

∞∑

n=0

∫
⊎n

k=0({υ=k}∩{τ=n})

ZndP

(2.8)
=

∞∑

n=0

∫

{τ=n}

ZndP = EZτ ,

�����¡��¥¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡�����£¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � �������]�¦ªW¨¡����������� Fubini �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � Z � �
�]�¦©W¨¡����� W ¹/: Z ¯�� ��´c¹ � ¹ (Ω,Σ, µ) = (Θ, T, ν) = (N,P(N), µ) �c±������ µ ������¨�� �c������� ��± ��«¦�¡¨¡�
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������� � � � ��� 	�� �����	� �
Martingales

(counting measure)), ������� ��¥¡��¥ ����������± ���y�������¡��¥]������������¨ ªW��� ��±��¡�����y�¬ªW¥]��¹ � ¹ Zn
� n ∈ N ����������¡��¥y�¡¨�§ �¡� � ��±��¡����� ¥¡� �������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� �°����� � Z � ��¢¤±�¨�� �����r?º¹/: 9 (i).

� ���c�¦����� ¸¡�·¸¡��§ � ��������� (b) ¯�� �·�����c��§ ¨¡�¦������� τ, υ ∈ T ©W���¡� υ ≤ τ �c�¡±��¡�y�����¡± �c�·� ��´ µ����������¯�� �·������� ������¸¡�������¡�y��¨¡��¯���«¬¥¡�����y´ ¨¡±�¥¡�����}¸�� �����������}���]�¡��¥}����¨¡��� ��¥ ª � ¸�� ±��¡����� ��� �����������
������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡������¨ ©Q�¡��������¥¡�¦����¯ ªQ¯�����¹
(ii) ⇒ (i) 
 �   ���¬ª ±����1��� (ii) � ��´ µ���� ¹ ��¨ ����§x¥¡��¸¡��§ � ��������¡��¥�� ��´ µ��¬ªW¥ � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� ��©W¥��� ¸�� ���¡���¬ªW¥ �¬¥¡±��v�����¬¨�® martingale. � < ��ªW���]����± ��� � �������c«¬����� �o�����_� ��¥¡����� ���¡��¥ ��¨¡´ � �¡���
����¨¡��µ������°�¬¥¡±��¡�������°«¬´ �������°±����1� {Σn}n∈N

��§ ¥¡���!������¥¡��¥�� ��� ¸�� µ���� ����¯�� ���¡��¥ {Zn}n∈N
� ��¨¡�

� {Zn}n∈N
��§ ¥¡��� ��¨¡������¨¡��������«¬¥¡� ���¡��¥ {Σn}n∈N

�Q������±���� ¯�� �o� ���c� n ∈ N � Zn ∈ L1(P ) ¹  ������«¬¥ ªW������¨ ����§�¥¡��¸¡��§ � ������� �¡��¥S�¡¨�§ �¡�]� ¸�� ±��¡����� ��¸¡������¸¡�¤�¡��¥b� ��´ µ¤�¡����� 9 ¹ W �!¯�� �¤�¡��¥ {Zn}n∈N
¹

�   ���¬ª n ∈ N ����� A ∈ Σn
���������]��¨�§ �����������¡��¥}����¥	��¨ �¡�����

τ(ω) :=

{
n+ 1 ��¥ ω ∈ A

n ��¥ ω ∈ Ω\A
.

�b±��¡�	��������§ ªW�y���¤��� ������� (c) �¡���]����±�¸¡��� � ���]����� �S������������� 9 ¹ Aº¹�X°������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±���� τ ∈ T ¹  ��§ �������¨�§ �¡�������}�¡��¥ ����¥	��¨ �¡����� υ(ω) := n ¯�� �·� ���c� ω ∈ Ω ����� ′ ±������ �����¬���·«¦���¦�����c±����
υ ∈ T ����� υ ≤ τ ¹W�b±��¡�	����±�¯ ª7�¡����� ��´ µ������¡��� (ii) «¬´ �������]±���� EZυ ≥ EZτ

¹ � < ��ªW���

EZυ ≥ EZτ ⇔

∫

A

ZυdP +

∫

Ω\A

ZυdP ≥

∫

A

ZτdP +

∫

Ω\A

ZτdP

⇔

∫

A

ZndP +

∫

Ω\A

ZndP ≥

∫

A

Zn+1dP +

∫

Ω\A

ZndP

⇔

∫

A

ZndP ≥

∫

A

Zn+1dP,

���¤�¡��¥y�¡�¦���¬������§ �£� ����¸¡��¥¡����§ �£¥¡�£� ��´ µ�������±�¯ ª7�¡��� � 9 ¹/:;:	�¦¹
� ��� �¦����� ¸¡� ¸¡��§ � ����� �¡��¥ �¡������µ����¬¥¡�³��¥�� ��±��¡�����³¯�� � �����c��§ ¨¡�¦��� n ∈ N ����� A ∈ Σn

���¡±��¡�
�����¡�°� ��´ µ���� ¯�� �°������� ��¸¡�������¡� n ∈ N ����� A ∈ Σn

�º���¦������«¬¥ ªW�]¸¡��§ � �������¡��¥}� ��´ µ�¡�����¡������µ���� ®
¥¡���°� ¸�� ±��¡��������¬ªW¥ �����¬¨�® martingales, � ������������������������¨ ©W¥¡���1�¡��¥£����±�¸¡��� � ���¡�����¥ ��§ ���¡¨¡�����������¥¡�¦����¯ ªQ¯������º� ��¨¡�°����������±�������¨¡���£�����°����������������¹

� � ����¸¡��¥¡����§ � �¬ªW¥ (i) ����� (ii) ¯�� � martingales ��§ ¥¡��� �����¬��������¥¡«¦����� �³�¦����§ ¥ ªW¥·¯�� � �����¬¨�®
martingales ������������® martingales. �

������������� 8 � C � U � � ��������������§ � {Zn}n∈N
��¹ � ¹W��§ ¥¡���

� i � pq. ^��#"T� ��¥�����c��±�¥¡����¥£� ��´ µ�����±����c� Zn
��§ ¥¡�����c�¦��� ���£��¹ � ¹b¯�� �£� ���c� n ∈ N �c¸¡������¸¡�£��¥��������±�¥¡�·��¥ Zn(ω) > 0 ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ������¯�� � � ���c� n ∈ N ¹

� ii � $&)+�gpq. ^��#"�GKSjD-.&3 
 martingale ��¥y��������±�¥¡�·��¥}��§ ¥¡��� �c�¦��� ���°�����������¬¨�® martingale.

9 Z



Martingales

fgGI3�����5�� � � )�����Gj^YH1^Y�
Kolmogorov

� 8 � C ��� � ��¥ {Zn}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡�·�c�¦��� ��±³�����¬¨® mar-

tingale, �¡±��¡�¤¯�� � � ���c� ε > 0 � ��´ µ������£��¥�� ��±��¡�����

P

(
sup
n∈N

Zn > ε

)
≤

1

ε
EZ0.

� D-GIP+.;� �YH �  �� ′ �������c«¬���¦ªW� � {Zn}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡� �c�¦��� ��± �����¬¨�® martingale, ����±��¡�£¯�� � � ���c�

n ∈ N � ��´ µ�����±���� Zn > 0 �W±������ 0 � ����¸¡�¬¥�� ���o����¥	��¨ �¡����� ����� |Zn| = Zn
¹   ��§ ����� �����¬���

«¬´ ��������±���� 0 ∈ T ��������©W�������º±���� τ > 0 ¯�� �y� ���c� τ ∈ T ¹Q�b±��¡�	� ����±°��� �S������� 9 ¹ Aº¹ ? �����¬���«¦���¦������±���� EZτ ≤ EZ0
¯�� � � ���c� τ ∈ T ����¨¡�³������±���� supτ∈T EZτ ≤ EZ0

�º���¦������«¬¥ ªW���
������� ��¥¡��¥ ����������± ��� ����� ±���� |Zn| = Zn

¯�� � � ���c� n ∈ N �m����± ��� �S������� 9 ¹ Aº¹�Xv«¦���¦�����W���
�¡������µ����¬¥¡��¹

�

9 X
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� � � ��� � � � �

� � ��� � ����� ��� � � � � 	���� � � ��
	 �� �

��¥ ��� ����§ ���¬¥¡�³��������µ·�����·���¬��������§ ������§ ¥¡������§ ��´ ¨¡����� ��� ¯�� ���¡��¥°����¨¡��µ����·�¬¨ ¯�����§ ���¦��� ����±��������
������� ��©W¥£�¬¥¡¥¡��� ©W¥£�������������¡�¦���¬�������¬ªW¥°�¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹ �   �¡��� �1��¨¡´�� � �����º� ��¯�¨¡������µ����
«¬¥¡� ����±�¸¡��� ¯���� �¡���o¸�� ��´ ¨¡��¥�� �����v� � «¦��� � ���³�����_´ ��¨ �������������º§ ��� �¬ªW¥ �º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥ ��� ��� ����������� ®
����� �����³�¦��� ´ ��§ ¨¡���������S�c«¦����¥ ��������� ¯��¬¥�� ��±_������§ ��� �_��¥¡������¨	��� ����� ����¨¡±�¥ �����³���¬��������§ ��� �Â��� ¹
  ¥¡±��¡�����]Aº¹/:	�¦¹	�   ����� ��� �x��¨¡��´ºªW¨	����� ���¡��¥ ���¦��«¦�¡�·�¬ªW¥ σ ¹ ¸�¹����c� � ���°�¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥£�����1�������¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ �Â��� ¹   ¥¡±��¡���¡�¬�gAº¹ 9 ����� Aº¹ A ����¥ ��§ ������� ´ ��� �����m� � ��� ¸�� ���¬µ��������³�¡��¥
���¦��«¦�¡�v�����¡�o�����o������§ ��� �v�¡��� � ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����oAº¹ Z �¦¹_�b«¦�������
���¦���¦�	�������¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�Â��� ¹   ¥¡±��¡���¡�¬�*Aº¹�X������Aº¹ ?��¦¹

�x� � �¡��¥ ������¨¡«¬���¡�¬¨¡� ��������¥¡±������_�¬ªW¥ �¬¥¡¥¡��� ©W¥ �¡��� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���v�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥��������
��¨�� �c����µ �¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥y�������¬ªW¥����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥]����«¦���¤�������S´ ��������� > �:y������>  Aº¹

� ��� ��� -��
�� � � � � �

�x� � ¥¡�£��¥¡�����¡µ � �������]«¬¥¡� ����±�¸¡��� ¯����£�¡���y¸�� ��´ ¨¡��¥�� �����}� � «¦��� � �����j����� ´ ��¨ �������������º§ ��� �¬ªW¥}�º� ¥�®
¸¡µ�¥ ªW¥��S��� ��������������� ����� �����]�¦��� ´ ��§ ¨¡������������� � ��¯���������¸�� ��¸¡��´�� � �
® �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥ (claim arrival process),

® �¡��¥ σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥ (claim number process),

® �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥ (aggregate claims process), �����
® �¡��¥ σ ¹ ¸�¹Q�����°�������c�¬������� ����µ (reserve process), �°������§ ��c������¤��������´ �����������º��¨ ¯�±��¡�¬¨¡������ � �¬� ������� �0X�¹

�]� ¸¡��µ���� ±����b� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ��� �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥v�����m� σ ¹ ¸�¹ �����_��¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�����c��¨�§ �¡����� ��§ � �¡��¥ �������£������±����c� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� �������¡�¦����§��¡��¥����¨¡¸�� �·����� ��¨¡�����������������}���¦��«¦�¡���
�¡���]¸�� ��´ ¨¡��¥�� �����}� � «¦��� � ���������£´ ��¨ �������������º§ ��� ��� ��������������� ����� �����]�¦��� ´ ��§ ¨¡��������¹
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� ��� � ����� ��� ��� � � �

���b�c�¦ªW¨¡�����������b«¬¥¡�´ ��¨ �������������º� �°�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥����������������§ �¡��¥ ����������±°� ������� �°����������� ����� ���
�¦����� ¨¡��§ �º¹ < �Q�º§ ¥¡¸¡��¥¡���W��¨¡� � �¬¥¡��µ�¥ ��� � ������� �¡������� � � «¬¥¡��¥ ���Q�¡�����¦����� ¨¡��§ ��� �°�����W��¸¡��¯���µ�¥o���¡��¥
������¨ ªW���£����������§ ���¡¨ ªW¥y��¨¡���}�����¡��¥���� ������§ � �c�����¡�£����� ¨	�£�¡�������c�£� � ����������������� �}������� �¡������� ��¹
�b� ´ ��¨ �������������º� �£������¨¡��§º¥¡��������¡�¦����§ �����º����± «¬¥¡��¥������º����¥¡��¸�� ��±£�y���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�������º� ¥¡¸¡µ�¥¡������¹

�������c«¦���������y±����c� �¦����� ¨¡��§ �·�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡�¦��������¨ ªQ��§ ���¬ªW�y¯�� �£�¡��¥°����¥¡����� ���·�¦��§ ¸¡����� �����·´ ��¨�®
�������������º§ ��� �c¸¡������¸¡� ��¯�� �£����� ��� �¡µ�¯�� � ���¦��� � µ£����������§ ���¡¨ ªW¥}������������¨ ªW��©W¥������� �¡�����¦ªW¥������®
����¯�� �¡±����¬¥¡������¥¡����� � �°¯�� � ±��������]���������º� ¥¡¸¡µ�¥¡������¹qsS����� � � ��«¬¥¡�°�����¬±�¥¡�������}�¬ªW¥}����������§ ���¡¨ ªW¥
«¬¥¡��¥ ���!�¬ªW¥�������¨ ªW��©W¥�������� �¡�����¦ªW¥£�c�³��§ ¥¡���x�¬����¨¡±���¸¡�¦������� �{�¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW��� �����³���o´ ��¨ ����®
���������º� �£�������¡�¦����§ �����º����±£��¨ ���¦����µ��¤�º� ¥¡¸¡µ�¥¡������� �����¡± ��������§ ¥¡���º±���� � �:	���$ ���-,.� ?-��� ���/?<$.� ��31���:	���$
!�$.��	������$ ��� ���' 	���6 �>&�$.�/?����/��6 �@	���6 � � ��	�� � 6�����&�, ��6
 ���:&��-���-,�"#$.�0� 6:! &+��&���$ "�3��-�
�����,.	��<���¡¹
�����¡� ��§ ¥¡��� HK� Sji�iT,��!�#"T� ,1DT^��#"T�a^YHI%gJL.&�M3�6/��%LNO� )+PRQ1)+,TS ¹
  ��§�����«¬��¥ �������c«¦��������� ±����Q����� ´ ��¨ �������������º� � ���Q������� �¡������� � �j�����o�¦¯���§ ¨¡����¥³������¨¡��¯����¡®

��������� ������� � �¬ªW¥ �º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥��°������� ��¥¡����¥ ´º©W¨¡� �¡��´ ��§ �v����� ����«¬¥¡��¥�������� ¨¡�_´ ¨¡��¥�� ��±_��¨�§ �¡��¥ ���
� �¦�º� ¥ ©W¥ �����������·´ ¨¡±�¥¡�·����¸¡«¬¥���«¦�¡��� ©W���¡�

® ������� �£������§ �¡�����°¥¡� ����¥}������� ��¥¡��� ´º©W¨¡�£����� ´ ¨¡±�¥¡������¸¡«¬¥�� �����

®·¥¡� ����¥}����������§ ¥¡����¥}¸¡µ�� � �°���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬� �m������� �¡������� ��� �������¡±�´ ¨¡��¥¡�º¹
� ����±��c�¬���y�¡���¤���}�������¡±�´ ¨¡��¥¡������¨¡��¯�������������§ ��������¸¡µ�� � �}���¬¨�� ����±��¡�¬¨ ªW¥�� ������� �¡�����¦ªW¥]����§ ¥¡� ®
������±�����������¨¡��§�¥¡�¤¯�§ ¥¡����´ºªW¨�§ � �����¡�����¡��� ¯��¬¥�� ��±��¡��������¹Q¢¤¨	��¯�������� ��¸¡�¬¥b��¨¡«¦������¥¡������¨¡������� � �¡�¦�����
� ������� �v��������¥ ��� ��± ��¨¡±�����������±�����¥ ��� ´ ��¨ �������������º� �o��§ ¥¡���1��� ��¨¡±�¹ � < ��ªW���x±�����¥ ��� ´ ��¨ �������¡®
�����º� �_��§ ¥¡���W���¦¯ ����� �m� � ��¨ �	�������W����± ��� ��§ ¸¡��� �¡��������± � � «¦������� ����� ����� �����·¯�� � ��� ��¥ �����¡�
�_����±��c�¬��� ��§ ¥¡���S��¨	��¯��������S������¸¡�¦���¡� �¤�º�b�¦������«¬¥ ªW�v��¥	������¯��_��� �¡��¥ ���¬¨�§ ���¬ªW��� ��¨¡«¦�����m¥¡�
���¡��������� �o¥¡�v����¥����¡��������� ����± ��� �¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡�����o¸¡µ�� ����������� ����«¬¥¡��������± ��� § ¸�� � ���¦¯ �����
´ ��¨ �������������º� �°¥¡����¨¡� � �¬¥¡��������¥�«¬¥¡�����������º� ¥¡����� ����� ��±°¸¡�����¡µ�´ ������¯�� �����������§ � ��§ ¥¡��������������¸¡µ��
�¬¥��«¬¨¡���������¬µ��c��¥¡��� ¹
¢ ��¥ �¬ªW����������±��c�¬���¤�¡���S���¤�������¡±�´ ¨¡��¥¡���m�¬��� ��¥�� �����{¸¡µ��y������� �¡�����¦ªW¥b����±������º��±�����¥b��¨�§ ¥¡� ®

������ªW�����}������¸¡�¦���¡� �º������¨¡��§º¥¡�y¸�� ���¡��¨¡���c��§ �º������� �¡��¥ �����b�¦������¨ ©W�b�¡��¥�������� ����������º¸¡������¸¡� �����
���·¥¡��c�¦ªW¨¡�����������¤���°¯��¦¯���¥¡±������j����� ��¨¡����������µ�¥}�¡��¥}«¦¯��¬¨¡�����S������§ �¡������� � ±���ªW�y���������º� ¥¡����� ®
����� � �£¸¡�����¡��´ �����������{��¥ ��§ �¬ªW¥��������� ��©W¥°������� �¡�����¦ªW¥�¹ < ��¨�� �c��±����¬ªW¥��������� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥
�����·�¦¯���§ ¨¡��¥ ������¯�� �·«¬¥¡�·����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡��¯��¦¯���¥¡±��°������§ �¡�������y������¨¡��§c�¡±��¡�y¥¡�·�¬¨¡����¥¡�¬���¡��§�ªW�}���
��«¦¯�� �c���]����� ¯��¦¯���¥¡±������y������§ �¡��������¹
�{��� �£�¦��±����¬¥¡�¬�£�¬¥¡±��¡���¡�¬� ��������µ����������¬��������§ ���³���¦�����¡¨¡«¦���������}��� � ��¨¡����¯���µ����¬¥¡�¬� � ¸¡«¬�¬� −�����£���¬¨�� ¯�¨	��������¥��������±�¸¡��� ¯���� �¡����¸�� ��´ ¨¡��¥�� �����}� � «¦��� � ��������� ´ ��¨ �������������º§ ���£�¬ªW¥�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥

− ����«¬¥¡���$ *=���/��*��%4 ����	%$ &�' ����±�¸¡��� ¯����º¹
9 B



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

� � � � � � : ��� �	� ��
 � � ��� � �� � � � � 
 � � �

�{�¡��¥·����¨¡��µ���� �¬¥¡±��¡����� ��¨�§ �¡�������°�¡±���� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ���c� � ��� �¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥·±���� �����!�¡��¥ σ ¹ ¸�¹�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥�´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���£�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥�¹³�¤����¸¡��� ��¥¡µ�������� ±���������¸¡µ�� σ ¹ ¸�¹o��§ ¥¡����� ����¸¡µ¡®¥¡�����¬�°�����x��� � ��¯���������¡��¥·«¬¥¡¥¡��� � �¡��� � 3�&����-��� �6��¹£�b«¦����������¨�§ �¡�������°��� ��«¦�¡¨¡� ������§ �¡�������°���������¨¡���c«¦����������«¬¥¡� ´ ¨¡����� ���·�������¡«¦���¬����������£��´ �¦��§ �¡�¦���������]�����¡±�¹
������������� C � 8 � � � � ��������������§ � {Tn}n∈N

��¹ � ¹¤��§ ¥¡���c��� � σ � P � n�� � �YHI%`^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) ��¥��������±�¥¡����¥S��� ��¨¡´ ���¡��µ�¥¡�����]����¸¡�¬¥�� �����Q��� �c��¥¡±��¡������� ΩT ∈ Σ �¡«¦����� ��©W���¡��¯�� �b� ���c� ω ∈ Ω\ΩT¥¡�£� ��´ ��µ�¥��� � � ����

�
t1
�
T0(ω) = 0 � �����

�
t2
�
Tn−1(ω) < Tn(ω) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹

  ��§�����«¬��¥��º��� P ® ����¸¡�¬¥�� ��± ��µ�¥¡����� ΩT
��¥¡����� �¡�¦����� ^Y, P 
 5THIP+.&)��#"�Go� Q1)+,�iT, .
�+�16/3+.&��HI% �¡���

σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥ {Tn}n∈N
¹

�¤��± ��� �°¸¡µ�������¨¡��� ��¥ ª � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� ��«¬� �]� ¸�� ±��¡���¡�¬� �j�¡��� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ����¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥��
�����¬�����¨¡����µ����¡����±�����¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �°��¹ � ¹ Tn

��§ ¥¡���º�c�¦��� ���º¹
������������� C � 8 � 8 � �   ���¬ª {Tn}n∈N σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���£�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�¹ � ��������������§ � {Wn}n∈N∗

�
±������ Wn := Tn − Tn−1

¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ ��§ ¥¡���c� σ � P � .&)+P��/n�5�.&���M) 	F3+G1)+�M)on�� � �YHI%]^Y�M)��D-�1� ^Y�I��.&�M)
(claim interarrival process).

�¤��± ������� ¸¡µ��³����¨¡��� ��¥ ª ��¨�� ������µ�� �����¬����«¦���¦�����1¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ ±����!����¹ � ¹ Wn
��§ ¥¡���

�c�¦��� ��� � ������©W�]������±������ ��´ µ������ ��´ «¬���

Tn =
n∑

k=1

Wk.
� Aº¹/:	�

  ¨¡����¥¡�¬µ���¥ �������S� ©W¨¡� �{������� < ¨�� ������µ��LAº¹ 9 ¹/: ����� Aº¹ 9 ¹ 9 ����±�¨¡����� ����� ������¸¡��§ ¯���������� �����
���º� ��¯�¨¡�������������¤���¡��¥y��¨¡����¯���µ����¬¥¡�£�¬¥¡±��¡����� ��������� ©W¥¡�������¤��� � � ����

® � Tn

� n ∈ N �b��§ ¥¡����� ��¹ � ¹S����� ¸¡����©W¥¡��������¥��8��'��/� � "������/$ ��� � /  ����!�"#��	������, �<��� ���¡���
n ® ������§ �¡��������¹
® � Wn

� n ∈ N∗ �¤��§ ¥¡�����·��¹ � ¹�������¸¡����©W¥¡���c����¥;�8��'��/� ���/�%"#���-; �>"��:	�� ��� 	�� � n − 1 &���$
	�� � n �����,.	��<��� � ¹
®�²³�¤��� �c��¥¡±��¡����� «¬¥¡�@&��%"#,.�y������§ �¡�����°¸¡�¬¥}�¦¯���§ ¨¡�¦������������¥}´ ¨¡±�¥¡�·����¸¡«¬¥�������¸¡µ���� �°����¨¡�¡®
� ��¥ ª �S������� �¡������� ��¸¡�¬¥�¬������¥�§ �¡��¥ �������������¡±�´ ¨¡��¥¡�º¹

9&W



� � ����� � � � ���� ����	 � � � � � � ��� ��� ����� �

¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ����	������� ��±�¥�����ªW�y��� < ¨�� ������§TAº¹ 9 ¹/:������TAº¹ 9 ¹ 9 ��¨�§ ��������¥ �����¬��� ������� ���£�¬¨¡����¥¡��§ � �
������µ ��¨¡������¥ ©W������´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���]�����������¬¥¡¸�� �����¬������´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���]�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥��c� ��§ ¥¡���
�c�¦��� ����§ ���¬¥ ©o����¯�� � �]��������§ �¡����� n �c���¬������¥�§ �¡�¦��������� ´ ¨¡±�¥¡�y���¦����¯��¬¥¡«¬���¡�¬¨¡����������µ�������¥b������§ ��¬������¥�§ �¡�¦������� ������§ �¡����� n− 1 ¹

� �/�r^Y,LSjD-G�iT,-�#D-,]�jSj^Y,TQ4^Y,TS4"�. �!��iT�16�,TS4"��1�j. �!GI��,1) P+.&) PYH1i �M)+. ^Y�1��P��/���!,I3+. ^��#"�n �
pq.&�M3+,TQ15�. ^YHI)

{Tn}n∈N

�M% 5F�/� �F^Y�Rpq.&3Y�
σ
� P � n�� � �YHI% ^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) "��1��^YHI)

{Wn}n∈N∗

�M% ^YHI)K��) ^�6��F^Y,-�
	IH
−
. D-����GI5�.&)YH���D-G ^YHI)

{Tn}n∈N − σ
� P � .&)+P��/n�5�.&���M)

	F3+G1)+�M) n�� � �YHI%a^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) � \]�M3�6�%oh1iTn+h�H ^YHI%a��.&)��#"�Gj^YH1^Y��% � 5ID-,I3+,TQ15�. )+�
SjD-,jpq$&��,TS15�.

−
"��1�R^Y,(SjD-,jpq$ ^Y,TS15�.

−
Gj^�� ^Y,

P 
 5THIP+.&)��#"�G0� Q1)+,�iT,0.
�+�16/3+.&��HI%E^YHI% σ � P �n�� � �YHI%0^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M)O.;6 )+�1�F^Y, "�.&)+GK� Q1)+,�iT, � PYH1iT��PY�opq$ ^Y,TS15�.(^Y,
ΩT := ∅ ∈ Σ ¹

�¤��±]����¥ < ¨�� ����±MAº¹ 9 ¹ 9 �����¡�¡��¥�� Aº¹/:	����¯�§ ¥¡�¦����������¥¡�¬¨¡±]±������ σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���W�¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥{������ σ ¹ ¸�¹¤�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥°´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���y�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�����c��¨�§ �¡����¥ � ��§ � �¡��¥ �������º¹��S��¯ ���¦��¨�� ®��«¬¥¡� �c«¬´ �����������·����±��������c�·¸�� ��� � �c����� � �·����������¥��¨¡������¥¡� ��������� ����¥	�����£� � ��� ¨¡�¦��� � ��´ ¨¡����� ���
�������¡�¦��«¬���������º¹
� �I5�5�� C � 8 � C � �x� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � σ({Tk}k∈Nn

)
= σ

(
{Wk}k∈N∗

n

) ¹
� ii � �x� �°��� �¡��´ ��§ � ¸�� ��¥¡µ���������� Tn,Wn : Ω → Rn ���¤�¡µ����

Tn(ω) := (T1, . . . , Tn)′(ω) = (T1(ω), . . . , Tn(ω))′

�����
Wn(ω) := (W1, . . . ,Wn)′(ω) = (W1(ω), . . . ,Wn(ω))′

¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ����¥ ��§ ������� ´ � ��������©W��������¯�� � ����¥ n× n ® ��§ ¥¡����� Mn = [mij]
���

mij :=

{
1 ��¥ i ≥ j

0 ��¥ i < j

«¬´ �������	


(ii1)
<

Mn
��§ ¥¡������¥ ��� ���¡¨¡«��c� �����]������� ����¥¡������� ��§��¡��¥}��´ «¬��� det(Mn) = 1 �������

(ii2) Tn = Mn ◦ Wn
������©W�]����� Wn = M−1

n
◦ Tn

¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) �¤��± ��� � Z � � ¢¤��¨¡���¡��¨¡�����a:@Aº¹/: � �����Q�¡��¥ � Aº¹/:	�«¦���¦�����Q±���� σ({Tk}k∈Nn

)
⊆

σ
(
{Wk}k∈N∗

n

) �º�¬¥ © �¦��§ ����������±���"� Z � �º¢¤��¨¡���¡��¨¡����� :@Aº¹/: � �����º����±�¡�y��´ «¬��� Wk = Tk −Tk−1¯�� � � ���c� k ∈ N ��«¦���¦������±���� σ({Wk}k∈N∗
n

)
⊆ σ

(
{Tk}k∈Nn

) ¹   ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � ��������� (i).

A �



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

(ii) �x� �}�¡��¥�����±�¸¡��� � ��������¨ ©Q����� �¡����������«¬¥¡���}����� (ii) �c�}¸¡��§ � �������¤���¤�¦����¯ ªQ¯������� n ∈ N∗

�¡� ��´ «¬���
det(Mn) = 1, � Aº¹ 9 �

����±��¡�]«¬´ �������	

• �x� � n = 1 � � � ′ ��¨�� ������µ��x«¬´ ������� ±���� M1 = [m11] = [1] ����¨¡��������±���� det(M1) = det([1]) = 1 �¸¡������¸¡� � � Aº¹ 9 �m� ��´ µ���� ¹
• �   ���¬ª;±������ � Aº¹ 9 �m� ��´ µ�����¯�� � � ������� � n ∈ N∗ � �¡±��¡�]«¬´ ��������±������ ��§ ¥¡�������

Mn+1 =




1 0 . . . 0 0

1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 0

1 1 . . . 1 1




��§ ¥¡�����¡¨�� ¯ ªW¥�� ��±��y� ���¬ª �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � 9 � � < ¨�� ����±�� II.19) �º���¦������«¬¥ ªW�y«¬´ ��������±����

det(Mn+1) = det







1 0 . . . 0 0

1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 0

1 1 . . . 1 1







= (−1)1+1 det(Mn) = det(Mn) = 1,

����¡��¥ �¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� ¥¡� �������¡�¦����§ �����¬��������¥¡«¦����� ���¡��� ����±��c�¬�����°�¡��� �¦����¯ ªQ¯�����¹�� ��¨¡�
¸¡��§ � ����� �¡��¥ � Aº¹ 9 ��������±o�¡��¥�������§ �o«¦���¦����� ±���� det(Mn) 6= 0 ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �º���¦������«¬¥ ªW�
±���� � Mn

��§ ¥¡���x��¥ ��� ���¡¨¡«��c� �������Â��� ¹·��¹ ´c¹ � 9 � � �]�¦©W¨¡����� III.37), � �����!����� ������������¨ ©W¥¡���x�¡��¥����±�¸¡��� � � ����� (ii1).

• �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � �����£¸¡�¬µ��¡�¬¨¡��� �¡������µ����¬¥¡��� ����� (ii) ��¨¡´�� � �£��������� ©W¥¡��������±������£� ��´ µ��]�¡���
Mn ◦ Wn = MnWn

� Aº¹ A��
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��§ ¥¡��� �����¬���°����¥¡«¦����� �°����� � A�� � �]�¦©W¨¡����� IV.8.  ��§ ������������± �¡��¥� Aº¹ A��{������¯�� � � ���c� n ∈ N∗ «¬´ ��������±����

Mn ◦ Wn = MnWn =




m11 . . . m1n

. . . . . . . . .

mn1 . . . mnn







W1

. . .

Wn


 =




∑n
j=1m1jW1

. . .
∑n

j=1mnjWn




=




m11W1 +
∑n

j>1m1jW1

. . .
∑n

j=1mnjWn


 =




W1

. . .

W1 + · · ·+Wn




(3.1)
=




T1

. . .

Tn


 = Tn,

A+:



� � ����� � � � ���� ����	 � � � � � � ��� ��� ����� �

��¨¡� ¸¡��§ � �����]±�����¯�� �°� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����

MnWn = Mn ◦ Wn = Tn.
� Aº¹ Z �

�b«¦�������x����±���� (ii1) «¬´ �������}±����1� Mn
��§ ¥¡���1��¥ ��� ���¡¨¡«��c� �����}�º�1�¦������«¬¥ ªW�}�c����� ��¨¡´ ��������®

¥¡��¸�� ��±�� ��¥ ��§ ���¡¨¡������� M−1

n

©W���¡� MnM
−1

n
= In = M−1

n
Mn

��±������ In
� n × n ® ����¥¡��¸�� ��§ �����§ ¥¡��������¹ �¤��±v�¡��¥��¡�¦���¬������§ �³��´ «¬��� ����� ����������¥¡����«¬¥¡���£����± ��� �¡����� Aº¹ Z �]¯�� � � ���c� n ∈ N∗

«¬´ �������]±����

Tn = Mn ◦ Wn ⇔ Tn = MnWn ⇔ M−1

n
Tn = Wn ⇔ M−1

n
◦ Tn = Wn,

���]�¡��¥�¡�¦���¬������§ �·� ����¸¡��¥¡����§ � ¥¡�·� ��´ µ����c¸�� ±����c¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ���� M−1

n
◦ Tn = M−1

n
Tn

� �����¬���°����¥¡«¦����� �°����� � A�� � �]�¦©W¨¡����� IV.8). �

�b� �S�������]Aº¹ 9 ¹ A (i) ������� ������� � � ¸¡����©W¥¡���x±���� � -�#����� �#����,.������� ��§ ¥¡���x¸�� ���c«¬��� ���³����±o�¡��¥
¯�¥ ©W��� �j�¡��� σ ¹ ¸�¹ � �¬ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ ��§ ¥¡��� ,.?<$.���#$ �=��?����/�%" �����·�¡��¥ �����¡®¨¡������¨�§ � ����� ��§ ¥¡���{¸�� ���c«¬��� ��� ����± �¡��¥ ¯�¥ ©W��� �j�¡��� σ ¹ ¸�¹ ���¬ªW¥v�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥o´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ����¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥�¹}² � ���¬¥¡������������� ����¸�� ���¡µ���ªW���·�¬ªW¥ ����¨¡��� ��¥ ª ��§ ¥¡���1±�������� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y�������¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥}´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥}��§ ¥¡����$ �=��?����/�%"�� � ¹
  ��§1����«¬��¥������ (ii) �������¬¥ ��±�¯ ª ���������������������¸¡����©W¥¡���1±����1��¥ ¯�¥ ªW¨�§ �¡�������}�������°�¬¥¡¸�� ����� ®������� ´ ¨¡±�¥¡����� ���c� � ���£�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥����¡±��¡�£������¨¡��µ����£¥¡����¨¡��µ���� ����¥ ´ ¨¡±�¥¡� ���c� � ��� � ���c�

������§ �¡������� � ��«¬��ª �����·��§ ¥¡����� Mn
���������1��¥ ��§ ���¡¨¡�����·¯�¥ ªW¨�§ �¡��¥ �����°�������°´ ¨¡±�¥¡����� ���c� � ���}�¬ªW¥

������� �¡�����¦ªW¥������¨¡��µ�����¥¡���¨¡��µ������������y�¬¥¡¸�� �����¬��������´ ¨¡±�¥¡����� ���c� � ���]�¬ªW¥°������� �¡�����¦ªW¥� ��«¬��ª
�����y��§ ¥¡����� M−1

n

�¦¹W¶ ������¸¡� ����� �S��������Aº¹ 9 ¹ Ay������� ������� � �}������¸¡��� ��¥¡µ����º¯�� �y��� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���b�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥³����� �¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥ − �������¡��¨	�o����� �����o������§ ��� ������ ��� �c��¥¡���c�¦ªW¨¡����� ����µo������¸¡��§ ¯����������·����� «¬´ ������� ��� � ��¯���� − ± � ����¸�� ��� � �c����� � �o��§ ¥¡��� ����������¥��¨¡������¥¡«¬�]�º���¦����§�����¨�� ��©W����§ ¥¡���������£«¦¯ ����� ������� ��������¸¡��� ±��¡���	�°�����º¹
� ����¨¡��� ��¥ ª ��¥ ��� ������� ´�§ �}���¦��� � µ�´ ¨¡±�¥ ªW¥����c� � ���S�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥��������¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥¤´ ¨¡±�¥ ªW¥

���c� � �����¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥³¸�� ���¡��¨¡��§ �����W�����Q¯�� � ��� � ��¥ ��§ ������� ´ �¬����������¥¡����«¬����� �c��¥¡±��¡��������±���ªW�
¯�§ ¥¡�¦����������¥¡�¬¨¡±·����� ����±��������c�·��������� �º�����£������§ ��� �£����±�¸¡��� � �£��§ ¥¡��� ��¨¡������¥¡����¹
� �I5�5�� C � 8 � [ � < �!��������¥¡����«¬�£�¬ªW¥·�¡��´ ��§ ªW¥·¸�� ��¥¡���������¬ªW¥ ����� �S�������������rAº¹ 9 ¹ A³� ����¥¡������� ��µ�¥
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��� � � ����


PTn
= (PWn

)Mn

����� PWn
= (PTn

)
M

−1
n
.

< ���������c«¬����� �m�����y������¸¡��§ ¯����������������}��¥¡�����¡µ�´��c�����S���¡��¥   ¥¡±��¡������Aº¹/:¤¸¡�¬¥�������������§ ����¥]�¡��¥
¸¡��¥¡���¡±��¡����� ��¨¡��¯�������������§ �������}������§ ¨ ªW�y��������©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥°���]���¦���¬¨¡������«¬¥¡��´ ¨¡±�¥¡� ��¸¡������¸¡�
�¡��¥y��¨¡��¯�������������§ ����� �����£�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡��� �����£��¨�§ �¡�¦����������������µ���ªW��¹

A 9



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

������������� C � 8 � 7 � �b�·�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {supn∈N∗ Tn <∞} ��¥¡����� �¡�¦����� $ "�3YH �YH ¹
¢¤��¨¡��� ���¬ª7����¨¡���c«¦����������¸¡µ��·�������¡�¦��«¬��������� � ����± �¡�£����¨¡���°�����������¬ªW¥��{�����£��¥¡����«¬¨¡��¥ �����

���¡��¥y��� �c��¥¡±��¡�����°�¡���]«¦��¨¡� � ����¹
� �I5�5�� C � 8 � k � ��¥ supn∈N∗ ETn <∞ � �¡±��¡���°��� �c��¥¡±��¡����� �¡���]«¦��¨¡� � ���y� ����µ�����������«¬¥¡�º¹
� D-GIP+.;� �YH � ��¥·�c�¦ªW¨¡�����������}���v��µ�¥¡����� A :=

{
ω ∈ Ω : supn∈N∗ Tn(ω) = ∞

}
∈ Σ � �¡±��¡��¬����¨¡��± �¡��¥ �����·��� �]�¦©W¨¡�����v²³��¥¡±�����¥¡�����Sµ�¯ ����� ����������� Lebesgue �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � Z � �W¢¤±�¨�� �����

?º¹ B��S�¬µ��������£������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� � ����������¯ ªQ¯�� ������������� �b±���� P (A) = 0 ¹ �

fgGI3�����5�� C � 8 � U � ��¥ ∑∞
n=1EWn <∞ � �¡±��¡�]�°��� �c��¥¡±��¡�����°�¡����«¦��¨¡� � ���y� ����µ�����������«¬¥¡�º¹

� D-GIP+.;� �YH �  �� ′ �������c«¬���¦ªW�³«¬´ �������³±���� ∑∞
n=1EWn < ∞ � ��¨¡� ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��¨¡«¦�����

∞ > EWn = E[Tn − Tn−1]
����� ′ ±������������¬���°«¦���¦������±�����¯�� � � ���c� k ∈ N∗ � ��´ µ����

∞ >

k∑

n=1

E[Tn − Tn−1] = E

[ k∑

n=1

(Tn − Tn−1)

]
= E[Tk − T0] = ETk,

� Aº¹�X �
���¤�¡��¥y�¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡����� ¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� � �¡��� � t1 �¦¹  ������«¬¥ ªW����±�����¥ ∑∞

n=1EWn <∞ � �¡±��¡��«¬´ �������]±����
∞∑

n=1

EWn = lim
k→∞

k∑

n=1

EWn = lim
k→∞

k∑

n=1

E[Tn − Tn−1]
(3.5)
= lim

k→∞
E

[ k∑

n=1

(Tn − Tn−1)

]

(3.5)
= lim

k→∞
ETk = sup

k→∞
ETk = sup

n∈N∗

ETn,

�����¡��¥³��¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� ¥¡� � ��´ µ����W��±�¯ ª8����� � W � �b¢¤¨¡±�������� 9 ¹ ?º¹ A �S�����W����������¥¡����«¬¥¡���
����± ���£�����·±����c� {ETk}k∈N∗

��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW�y��µ � ������� ��������������§ � � �c�¦��� ��©W¥°��¨�� �c��©W¥����c������µ �
{Tn}n∈N∗

��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW�b��µ � ����������������������§ �]�c�¦��� ��©W¥���¹ � ¹ �jªW� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���S�¬ªW¥¤������� �¡�����¦ªW¥��¦¹  ������«¬¥ ªW���!�¡�¦��� � ��«¬´ �������±���� supn∈N∗ ETn =
∑∞

n=1EWn < ∞ �º� ��¨¡����µ�����ªW¥¡�·���y���
�S������� Aº¹ 9 ¹ ? �����¬��� «¦���¦����� ����¡������µ����¬¥¡��¹

�

�{���}��������§ �������¡±y� � § �¡����¥¡����¥¡����«¬¨¡������� ±����������	�¤�¡��¥b��¥	�����¡� � ���¬¥¡±��S������¸¡��§ ¯����������S¯�� �]��� �
����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡� ����������� ����� ���°�¦��� ´ ��§ ¨¡����� ����� �°����±£��� ����¨ ©Q�¡�¬�]������� ������� �������°��¨¡«¦������¥¡��������c��§
��§ ¥¡���W�v����±��������o¯�� �v��� ��¥��c�o��¨¡«¦�����W¥¡�o�c�¦ªW¨¡�����������£�¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����� «¦��¨¡� � ��� § ���v���·���
����¸¡«¬¥}� ±�´�� ¹ �����¡� ������� � � ��§ ¥¡������� � ����±��������°�����£������¨	� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹����c� � ���]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�¹

� ����§ ¥¡�������£�¡��¥�����¨¡��µ���� �¬¥¡±��¡����� ��� � ��¯���¥ �����·��§ �o«¬¥¡¥¡��� � �����o����� � �¬� ������� � Z³�c� ������®
¸¡��� ´��c��§QªW��«¬¥¡�v������µ ´ ¨¡����� ��� �¬¨ ¯�������§ � ¯�� �v����¥ ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����± �¡��� σ ¹ ¸�¹_����� ��¨�� �c����µo�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥ − �y������§ �}�������¡�¦����§���¥ ��� ����§ ���¬¥¡�°���¦��«¦�¡���m���¡��¥�����«¬��ªW�m�¦��±����¬¥¡�y�¬¥¡±��¡����� − ��«¬��ª
martingales. �x� � n ∈ N∗ ����¯�¨	���������b�¡��� Tn

��¨�§ �¡�¦����������±]�¡��¥m������� ��±�¥�� ��� Un : Ω → Ω×R ����¡µ���� Un(ω) := (ω, Tn(ω)) ¯�� �]� ���c� ω ∈ Ω ¹��b±��¡�	��¯�� �]� ���c� n ∈ N∗ � Un
��§ ¥¡��� Σ−Σ⊗B(R) ®���¦�¡¨¡����� ��� �Â��� ¹ �S������� Aº¹ 9 ¹ W (i)).

A;A



� � ����� � � � ���� ����	 � � � � � � ��� ��� ����� �

������������� C � 8 ��� � � ����¥¡����������¥	��¨ �¡����� µ : Σ ⊗ B(R) → [0,∞] �����¡µ����

µ(C) :=

∞∑

n=1

PUn
(C)

¯�� �}� ���c� C ∈ Σ⊗B(R) ��±������ PUn
(C) := P

(
U−1

n (C)
) ¯�� �}� ���c� C ∈ Σ⊗B(R) ����¥¡����� �¡�¦�������� 5�$ ^+3+, ��D-�16 ^YHI��HI% ����� �¦� ��¯��¦����������±·�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥°������� �¡�����¦ªW¥ {Tn}n∈N∗

¹S�b� µ��§ ¥¡������«¦�¡¨¡���Â��� ¹ �S������� Aº¹ 9 ¹ W (ii)).
� �I5�5�� C � 8 ��� � � ��´ µ�����¥y���£� � ����

� i � �x� �°� ���c� n ∈ N∗ � ������� ��±�¥�� ��� Un

��§ ¥¡��� Σ − Σ ⊗ B(R) ® ���¦�¡¨¡����� ���º¹
� ii � � ����¥¡����������¥	��¨ �¡����� µ ��§ ¥¡����«¬¥¡� ��«¦�¡¨¡��¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) ��¨¡´�� � �¤����¨¡���¡��¨¡��µ����Q±����¡¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ ������¯�� ��� ���c� A ∈ Σ ����� B ∈ B(R)«¬´ �������]±����

U−1
n (A× B) := {ω ∈ Ω : Un(ω) ∈ A× B} = {ω ∈ Ω : ω ∈ A, Tn(ω) ∈ B}

= {ω ∈ Ω : ω ∈ A} ∩ {ω ∈ Ω : Tn(ω) ∈ B} = A ∩ {Tn ∈ B},

����±��¡��� ��´ µ�����±����
U−1

n (A× B) = A ∩ {Tn ∈ B} = A ∩ T−1
n (B) ∈ Σ, � Aº¹ ?��

������µ�� � � ′ �������c«¬���¦ªW� �S¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � Tn
��§ ¥¡������¹ � ¹S�º�c�¦������«¬¥ ªW�� ��´ µ�����±���� T−1

n (B) ∈ Σ
�j�º������±����£� Σ ��§ ¥¡����������� ���¡�°ªW�]��¨¡������� �]���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬��������«¬�]ªW� σ ® ����¯�� ��¨¡���¦¹  ������«¬¥ ªW����� Un

��§ ¥¡������¨	��¯�������� Σ − Σ ⊗ B(R) ® ���¦�¡¨¡����� ���º¹
(ii) ��¨ ����§Q¥¡� ¸¡��§ � ������� ¯�� � �¡��¥ µ ��� ��¸¡µ�� � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� ��«¬� �� ¸�� ±��¡���¡�¬�·�����o��«¦�¡¨¡��� �Q����±��¡�«¬´ �������	

(a) µ(∅) = 0 ¹¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡�°¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � PUn

��§ ¥¡��� ��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡����������«¬´ �������]±����

µ(∅) :=

∞∑

n=1

PUn
(∅) =

∞∑

n=1

0 = 0.

(b) �x� �� ���c� {Ck}k∈N∗
��������������§ �°����� Σ⊗B(R) ©W���¡� Ck ∩Cj = ∅ ¯�� �� ���c� k, j ∈ N∗ ���

k 6= j ��� ��´ µ�����±���� µ(
⋃∞

k=1 Ck) =
∑∞

k=1 µ(Ck)
¹

¢¤¨	��¯�������� ��������� ��¥¡��¥ �����³�¦�;¥¡«¬��� ����± ���_±����{¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � PUn

��§ ¥¡���{��������¥¡�����
��� �c��¥¡±��¡��������«¬´ �������	


µ

(
∞⋃

k=1

Ck

)
=

∞∑

n=1

PUn

(
n⊎

k=1

Ck

)
=

∞∑

n=1

∞∑

k=1

PUn
(Ck) =

∞∑

k=1

∞∑

n=1

PUn
(Ck) =

∞∑

k=1

µ(Ck),

A&Z



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

���Q�¡��¥m��¨¡���¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡�����¤¥¡�]� ��´ µ�������±�¯ ªo����� �]�¦ªW¨¡����������� Fubini �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � Z � � �]�¦©W¨¡�����W ¹/:@A°¯�� �£´c¹ � ¹ (Ω,Σ, µ) = (Θ, T, ν) = (N,P(N), P ) �¦¹ �

�b«¦������������¨¡���c«¦���������¤«¬¥¡� �������¡«¦���¬�����´ ¨¡����� ���£¯�� �£����������¯�� ����� ����µ��y����������µ���������� ������¨	�
���·��«¦�¡¨¡� ������§ �¡��������¹
� �I5�5�� C � 8 � ��� � �x� � � ���c� A ∈ Σ ����� B ∈ B(R) � ��´ µ����

µ(A× B) =

∫

A

( ∞∑

n=1

χ{Tn∈B}

)
dP.

� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����
∫

A

χ{Tn∈B}dP =

∫
χAχ{Tn∈B} =

∫
χA∩{Tn∈B}dP = P (A ∩ {Tn ∈ B}), � Aº¹ V �

����±��¡��¯�� � � ���c� A ∈ Σ ����� B ∈ B(R) «¬´ �������]±����

µ(A× B) =

∞∑

n=1

P
(
U−1

n (A× B)
) (3.6)

=

∞∑

n=1

P (A ∩ {Tn ∈ B})
(3.7)
=

∞∑

n=1

∫
χA∩{Tn∈B}dP

=

∫ ( ∞∑

n=1

χA∩{Tn∈B}

)
dP =

∫ ( ∞∑

n=1

χAχ{Tn∈B}

)
dP

=

∫
χA

( ∞∑

n=1

χ{Tn∈B}

)
dP =

∫

A

( ∞∑

n=1

χ{Tn∈B}

)
dP,

���·�¡��¥³�¡«¦����¨ �¡� ����± ��� �¡«¦�����³� ��±��¡����� ¥¡� � ��´ µ���� ����± ��� �]�¦©W¨¡����� B.Levi �Â��� ¹7��¹ ´c¹ � Z � �¢¤±�¨�� �����r?º¹/: � �¦¹
�

� ��� � � � : � � � �=� �	��� � ��� ��� � �� � � � � 
 � � �

�{�¡��¥S����¨¡��µ����¤�¬¥¡±��¡�����¤��� � ��¯��������Q�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����¤��¨�� �c����µ¤�¬ªW¥m������� �¡�����¦ªW¥S��������������¸¡��� ��¥¡µ��������±����S��� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���³�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥o�����{�����_��¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥o�����c��¨�§ �¡����¥ � ��§ �
�¡��¥ �������º¹·¢¤��¨¡���c«¦��������� ����±����³¸¡µ��o�������¡�¦��«¬���������������³��¥¡����«¬¨¡��¥ �����x����� ��ªW� ����¥¡¸¡«¬�¦�����!�
σ ¹ ¸�¹ �����v��¨�� �c����µv�¬ªW¥³������� �¡�����¦ªW¥ ��� �¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����� �¡����«¦��¨¡� � ����¹ �b«¦�������{��¨�§ �¡�������·��� �«¬¥¡¥¡��� �¬���¡���]��¨¡������µ � �����������¬ªW¥��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥y�������¬ªW¥���	����� ��ªW¥y��¨¡������� � �����¦ªW¥y¯�� �£�¡��¥ σ ¹ ¸�¹��������¨�� �c����µ��¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥��c�����1¸�§ ¥¡�������}«¬¥¡���������¡«¦���¬����� ��������¥¡����«¬¨¡�¦�����c���¡����´ «¬��� �¡���
��¨¡������µ � �������]���¤���·��«¦�¡¨¡� ������§ �¡�������������£��¨�§ �������]���¡��¥y��¨¡����¯���µ����¬¥¡�£�¬¥¡±��¡�����º¹
������������� C � C � � � ² § ���� ����¯�«¬¥¡��� � {Nt}t∈R+

��¹ � ¹Q��¥¡����� �¡�¦����� σ � P � ^Y,TSO��3�� pq5�,TQ`^Y�M)L��D-�1� 
^Y�I��.&�M) ��¥ ��������±�¥¡�³��¥ ��� ��¨¡´ ���1«¬¥¡�·��µ�¥¡����� ����¸¡�¬¥�� �������� �c��¥¡±��¡������� ΩN ∈ Σ �¡«¦����� � ©W���¡�¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
¥¡�£� ��´ ��µ�¥}��� � � ����


AYX



� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� � � � � � � ��� ��� ����� �

�
n1

�
N0(ω) = 0 �

�
n2

�
Nt(ω) ∈ N ∪ {∞} ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) �

�
n3

�
Nt(ω) = infs∈(t,∞)Ns(ω) ¯�� � � ���c� t ∈ R+

�

�
n4

�
sups∈[0,t)Ns(ω) ≤ Nt(ω) ≤ sups∈[0,t)Ns(ω) + 1 ¯�� � � ���c� t ∈ R+

�������
�
n5

�
supt∈R+

Nt(ω) = ∞ ¹
  ��§�����«¬��¥������ P ® ����¸¡�¬¥�� ��±°��µ�¥¡����� ΩN

��¥¡����� �¡�¦����� ^Y, P 
 5THIP+.&)��#"�Go� Q1)+,�iT, .
�+�16/3+.&��HI% �¡���
σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥ {Nt}t∈R+

¹
  ¨¡����¥¡�¬µ���¥ ��������� ©W¨¡� ������¥�����¨¡��� ��¥ ª ��¨�� ����± ���m±�¨¡�����������������¸¡��§ ¯�������������������º� ��¯�¨¡�����¡®

�����������¡��¥   ¥¡±��¡�����rAº¹/:y��������� ©W¥¡�������¤��� � � ����

® � Nt

� t ∈ R+
� ��§ ¥¡���W�v��¹ � ¹7����� ¸¡����©W¥¡���W����¥ � ��$ *�"#' 	 47�������$.	�;<���%47������ �¦¯���§ ¨¡��®

¥ ����� ���¬������¥�§ �¡��¥ ������������� ´ ¨¡��¥�� ��± ��¸�� �����¡����� [0, t] ¹
®��S´ �¬¸¡±�¥³±����¬� − �¦���¡±�������± ��¨�� ����«¬¥¡�¬������¸¡�¬¥�� ����µv��«¦�¡¨¡��� − �����¡¨¡��´�� «¬���¡��� {Nt}t∈R+� �¦�º� ¥¡��µ�¥ ����±7���;����¸¡«¬¥ �Â��� ¹ (n1)

������§ ¥¡���b¸¡� � � �_����¥¡�¬´ ��§ � �Â��� ¹ (n3)
������� � ��¥¡����¥ ���

�����������£����¥¡��¸�� ��§ ����µ �������}����� ��������§ � ������¥¡«¬´ ��� �����Â��� ¹ (n4)
���������c�¡��§ ¥¡����¥ � ��µ � �������¬� �

������������� ¨¡� �Â��� ¹ (n5)
�¦¹

¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ����	�Q����� ��±�¥�� ��ªW� − ±���ªW�������Q���¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW��� �¬ªW¥ < ¨�� ����©W¥]Aº¹ 9 ¹/:������!Aº¹ 9 ¹ 9
�j�¬ªW¥ σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���v�������¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���v�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�� − � < ¨�� ����±��oAº¹ Aº¹/:
��¨�§ ������� �����¬���v������� ���v�¬¨¡����¥¡��§ �v��������¨�§ �����¦�����W��������±������¡�v��������ªW¥�§ �v���·�¡��¥ ����� ¥¡� ����¯�� ���
¯�� �£����¥�¡¨¡±��������]����¥°������§ � �¬������¥�§ �¡��¥ ���������c������� �¡������� ��¹��S��´ ¨¡±�¥¡������¸¡«¬¥¸¡�¬¥°«¬´ �������]������§ �
������§ �¡����� �x�¬¥ © ��¨¡���~±�¥ �����£�����³´ ¨¡±�¥¡���³�o��¨�� �c��±�� �¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥ − ����� ��¨¡������¥ ©W� ¯�� � ¥¡�«¬´ ���W¥¡±������v����§ ¨¡¥¡���W��±�¥¡� �c�¦��� ��«¬������«¬¨¡��� �¬����� ��«¬���o�¡��¥³��� ��� ������� ¨¡� − ��� � ��¥¡��� ¹ ² ����� ����� �±�����¥£�����¡±�¯�§ ¥¡�¦����� �1����µ � ����� ¸¡�¬¥£��§ ¥¡���1���¦¯�����µ��¡�¬¨¡�£�¡�����§ ���������§ �¡���������1������µ���µ�����ªW¥¡� �����
�������°±����°��¥¡����«¬¨ �c������¥����¡��¥   ¥¡±��¡����� Aº¹ 9 ¸¡µ��£����¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬��������� �¡������� �]¸¡�¬¥y�¬������¥�§ �¡��¥ �����
�������¡±�´ ¨¡��¥¡� � ���¤��� �c��¥¡±��¡����� «¬¥¡���¦¹
�b� ��¨ ©Q��� �������������¡«¦���¬����� ¸�� ���¡����©W¥¡��� ����¥ � ��´ ��¨�� ����± ±���� � ���c� σ ¹ ¸�¹ �����v��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥}�¦� ��¯��¦����������± ��� � σ ¹ ¸�¹����c� � ���]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�Â��� ¹Q�������S´ ����� > �:	�¦¹

JL.
�M3YHI5�� C � C � 8 � ��¥ {Tn}n∈N
��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���}�¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥ ������¯�� �·� ���c� ω ∈ Ω����� t ∈ R+

�c«¬���������
Nt(ω) :=

∞∑

n=1

χ{Tn≤t}(ω), � Aº¹ B��
�¡±��¡�¤¯�� � �¡��¥ {Nt}t∈R+

� ��´ µ�����¥}���£� � ����

A;?



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

� i � � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹Q�����£��¨�� �c����µ �¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥y�¡«¦����� � ©W���¡� ΩN = ΩT
�������

� ii � �x� �°� ���c� n ∈ N ����� ω ∈ Ω\ΩT
� ��´ µ����

Tn(ω) = inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n}. � Aº¹ W �
� D-GIP+.;� �YH �

(i) ��¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � ��������±������ {Nt}t∈R+

� ����¥¡������� ��§c��� ��� n1
� ® � n5

�¦¹ � < ��ªW����� � ��´ µ��
�¬ªW¥� n1

�{����� � n2
�S��§ ¥¡��� ��¨¡������¥¡����¹ � ����±�¸¡��� � �°�¬ªW¥}����±������ ��ªW¥°� ¸�� ���¡���¬ªW¥��c�¯�§ ¥¡����� �������º�¬ªW¥

����¨¡��� ���¬ª ���������¬ªW¥y������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩT
¹

(a)
�
σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������µ � �������°ªW�]��¨¡��� t ¹
� �����¬��� ����¥¡«¦����� � �¡��� � Aº¹ B��¦¹

(b) �x� � � ���c� t ∈ R+
� ��´ µ���� Nt(ω) = infs∈(t,∞)Ns(ω) = mins∈(t,∞)Ns(ω) ¹��¨¡´�� � � �j������¯�� �o� ���c� ω ∈ Ω\ΩN

�y�c«¦��������� {Tn(ω)}n∈N := {tn}n∈N
� ����±��¡�·¯�� �o� ���c�

n ∈ N � ��´ µ���� tn < tn+1
��������µ�� {Tn}n∈N

��§ ¥¡���c¯�¥¡����§ ªW�°��µ � ������� ��������������§ �����·��¨¡¥¡����� ��©W¥
��¹ � ¹�ªW� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���£�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥�¹ � ��� �¦����� ¸¡�³��� R+ =

⋃∞
n=0[tn, tn+1)

«¦���¦����� ±����x¯�� �
� ���c� t ∈ R+

�c� ��� ��¨¡´ ��� n0 ∈ N ©W���¡� t ∈ [tn0 , tn0+1)
¹ � < ��ªW����¯�� �£� ���c� t ∈ [tn0 , tn0+1)

����±
�¡��¥� Aº¹ B�� �����¬���°«¬´ �������]±���� Nt(ω) = Ntn0

(ω) � ��¨¡�°������±����
Nt(ω) = min{Ns(ω) : s ∈ [tn0 ,∞)} = min{Ns(ω) : s ∈ (t,∞)} = inf{Ns(ω) : s ∈ (t,∞)}

� ������µ � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������µ � �������ªW�]��¨¡��� t ��� � �����������£������� ������� � � ������¸¡��� ��¥¡µ�������� (b).

(c) �x� � � ���c� t ∈ R+
� ��´ µ���� sups∈[0,t)Ns(ω) ≤ Nt(ω) ≤ sups∈[0,t)Ns(ω) + 1 ¹¢¤¨	��¯�������� �1��¨¡´�� � ����������� ©W¥¡�������y±������¦����� ¸¡��� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������µ � ������� ��¯�� �·� ���c� t ∈ R+«¬´ ������� Nt(ω) = sups∈[0,t]Ns(ω) ≥ sups∈[0,t)Ns(ω) ¹   ������«¬¥ ªW�����£��¨ ©Q�¡� ��¥�� ��±��¡�����£����� (c)� ��´ µ���� � ��¨¡� ��¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � ���������¡��¥}¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�º¹
�x� �� ���c� t ∈ R+

�����º¯�� �� ���c� s ∈ [0, t) ��¨¡������¥ ©W��� ��´ µ���� ⋃s∈[0,t){Tn ≤ s} = {Tn < t} �
��¨¡� �j¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩT

�

χ{Tn<t}(ω) = χ⋃
s∈[0,t){Tn≤s}(ω) = sup

s∈[0,t)

χ{Tn≤s}(ω). � Aº¹/: � �
  ��§ �����S�¦����� ¸¡��¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ � Tn

��§ ¥¡��� � ���¦�¡¨¡����� �����!����¥	��¨ �¡�����b�º������±������¦����� ¸¡�]� {Tn}n∈N��§ ¥¡����� � ′ �������c«¬���¦ªW�}¯�¥¡����§ ªW���µ � ������� ��«¦���¦�����1±�������¥ t ∈ R+
�����1��¥£��� ��¨¡´ ��� n0 ∈ N∗ ©W���¡�

Tn0(ω) = t ���¡±��¡�¤��� n0
��§ ¥¡��������¥¡��¸�� ��±�¹   ������«¬¥ ªW��� �c� «¬´ �������]±����

∞∑

n=1

χ{Tn=t} = χ{Tn0=t}(ω). � Aº¹/:;:	�
< ��±��¡�	���¡�¦��� � � «¬´ �������]±����

Nt(ω) =
∞∑

n=1

χ{Tn<t}]{Tn=t}(ω) =
∞∑

n=1

(
χ{Tn<t}(ω) + χ{Tn=t}

)
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� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� � � � � � � ��� ��� ����� �

=

∞∑

n=1

χ{Tn<t}(ω) +

∞∑

n=1

χ{Tn=t}(ω)
(3.11)
=

∞∑

n=1

χ{Tn<t}(ω) + χ{Tn0=t}(ω)

(3.10)
=

∞∑

n=1

sup
s∈[0,t)

χ{Tn≤s}(ω) + χ{Tn0=t}(ω) = sup
s∈[0,t)

∞∑

n=1

χ{Tn≤s}(ω) + χ{Tn0=t}(ω),

��� �¡��¥ ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡����� ¥¡�7� ��´ µ���������±����_���������¡��¥ ���¬¨�§ ���¬ªW��� ±������ Nt(ω) = ∞ ��������µ
��µ�����ªW¥¡�³��� �¡��¥ � Aº¹/:;:	�y� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� ����� ¨	� �������¡�¦����§ ������������� ������� � � ����± «¬¥¡��¥���±�¥¡��¥ ±�¨¡�v�¡��¥
χ{Tn0=t}(ω) ∈ {0, 1} ���¬¥ ©7�¦��§ �����y� ��´ µ�����±����

χ{Tn=t}(ω) =

{
1 ��¥ n = n0

0 ��¥ n ∈ N : n 6= n0

.

  ������«¬¥ ªW���c�£����¨¡������§ �£�¬¥¡±��}��¨ ����µ�¥ �¬ªW�y���¦¯ ������� t ��§ ¥¡���������¡� ����� «¬´ ����ªW�y����¥¡«¦����� � �¡��¥��¨¡��¯�������������§ ����� ����� �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡��� {Tn < t} ������� ¨¡�¬�³����¨¡«¬� �º� ��¨¡� ���_¥¡� ������� ¨�§ �¡��¥ �����{���
����� ¨¡«¬� ∑∞

n=1 χ{Tn<t}
����� ∑∞

n=1 χ{Tn≤t}
¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����

Nt(ω) = sup
s∈[0,t)

∞∑

n=1

χ{Tn≤s}(ω) + χ{Tn0=t}(ω). � Aº¹/: 9 �

�{�¡�£����¥¡«¬´ ��� � ¸�� ����¨�§ ¥¡����������� �]����¨¡��� ���¬ª;¸¡µ�� ���¬¨�� ��� ©W����� ��

• ��¥ sups∈[0,t)Ns(ω) = ∞ � �¡±��¡������± �¡��¥� Aº¹/: 9 � �����¬���°«¦���¦�������£� ��´ µ��]����� (c).

• ��¥ sups∈[0,t)Ns(ω) < ∞ �c�¡±��¡�}�¦����� ¸¡�·¯�� �·� ���c� t ∈ R+
� ��´ µ���� χ{Tn0=t}(ω) ≤ 1 �1����±��¡��¥

� Aº¹/: 9 � �����¬���y«¬´ �������m�¡��¥���¥�� ��±��¡����� Nt(ω) ≤ sups∈[0,t)Ns(ω)+1 ��� �����������}������������¨ ©W¥¡���º������¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (c).

(d) supt∈R+
Nt(ω) = ∞ ¹

� �����¬��� ����¥¡«¦����� � �¬ªW¥ (n1)
����� (a).

� ���c�¦����� ¸¡�·¸¡��§ � ��������� (b)-(d) ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩT
���¡±��¡�y� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹��������¨�� �c����µ��¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥¤��� P ® ����¸¡�¬¥�� ��±��µ�¥¡������ � ��§ ¨¡�¬����� ΩN = ΩT
��� �����������}������������¨ ©W¥¡���

�¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (i).

(ii) ��¨¡´�� � ������¨¡���¡��¨¡��µ����}±�����¯�� � n = 0 ������¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω\ΩT
�!�¦����� ¸¡��� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���
��µ � �������°������� ��´ µ���� N0(ω) = 0 � ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩT

��«¬´ ��������±����

inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = 0} = 0 = T0(ω),

�����¡��¥¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡����� ¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � ����� ±������ � ′ �������c«¬���¦ªW�y� {Tn}n∈N
��§ ¥¡���

��� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���]�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥�¹
�   ���¬ª ��� ©W¨¡� � n ∈ N∗ ����� ω ∈ Ω\ΩT

���¡±��¡��¸�� ����¨�§ ¥¡����������� ��� � ���]���¬¨�� ��� ©W����� ��

• ��¥·¸¡�¬¥·��� ��¨¡´ ��� t ∈ R+

©W���¡� Nt(ω) = n �x�¡±��¡�}��� {t ∈ R+ : Nt(ω) = n} = ∅ � ��¨¡�����
inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n} := ∞ ¹   ������«¬¥ ªW��� �¦����� ¸¡����� n ����� ω ��§ ¥¡���1�����c��§ ¨¡�¦��� �1¯�� ��� ���c�

A;B



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

n ∈ N∗ ����� ω ∈ Ω\ΩT
«¬´ �������±���� � �³´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ��� � Tn(ω) = T1(ω) = ∞ �1¸¡������¸¡�·� σ ¹ ¸�¹

{Tn}n∈N
���c� � �����¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥��¦����§ ���¡��� ���¡��¥ {T0, T1}

��� T1(ω) = ∞ ¯�� �}� ���c� ω ∈ Ω\ΩT�º������± ��� ¯��¦¯���¥¡±��y�����¡±������¬��� «¦���¦�������£� ��´ µ��]�¡��� � Aº¹ W �{¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ����� ω ∈ Ω\ΩT
¹

• ��¥£��� ��¨¡´ ��� t ∈ R+
��� Nt(ω) = n ���¡±��¡�]�c�¦ªW¨¡��µ���������¥ t0 := min{t ∈ R+ : Nt(ω) = n} ¹< ��±��¡�	�º����±�¡��¥ � Aº¹ B��Q«¬´ ��������±���� ∑∞

k=1 χ{Tk≤t0}(ω) = n ¹ � ���¦����� ¸¡�}� {Tn}n∈N
��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW�

��µ � �������«¦���¦����� ±���� ��¨¡«¦����� ��� n ® ��¨ ©Q������±�¨¡��� �¡���¤�¡�¦���¬������§ ��������� ¨	����¥¡�°��§ ¥¡��� �������¸¡�¬¥�� ����§����������¥¡«¬¥¡��������������� ��¨¡�£� ��´ µ�����±���� Tn(ω) = t0
����� Tn+1(ω) > t0

¹
  ������«¬¥ ªW��� ����� ¯�� � �¡��¥ ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�³���¬¨�§ ���¬ªW��� − ��¨¡� ����� ¯��¬¥�� � � − ¸¡��§ � �����£�¡��¥³� ��´ µ �¡���

� Aº¹ W �S¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ����� ω ∈ Ω\ΩT
¹ � �����¦����� ¸¡� ���¡��¥}��¨¡´ � �¡��������±�¸¡��� � ���y�¦��§ �����y¸¡��§ � �����

�¡��¥� Aº¹ W �{¯�� � n = 0 ������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩT
���¡�¦��� � � ¸¡��§ � �������¡��¥ (ii), ������������¨ ©W¥¡��¥ �����y«¦�¡����¡��¥}����±�¸¡��� � � �����°�c�¦ªW¨¡������������¹

�

�b�o����±��������c�o�������¡«¦���¬�������������¡�¦����§1��� ��¥ ��§ ���¡¨¡�����³����� �]�¦ªW¨¡����������� Aº¹ Aº¹ 9 �����x¸¡����©W¥¡���
±������ ���c� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���y�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ �¦� ��¯��¦�����c����±���§ � σ ¹ ¸�¹������·��¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥
�Â��� ¹W�¦��§ �����]�������S´ ����� > �:	�¦¹
JL.
�M3YHI5�� C � C � C � ��¥ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���!��� � σ ¹ ¸�¹ �����³��¨�� �c����µ �¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥ �����!¯�� � � ���c�
ω ∈ Ω ����� n ∈ N �c«¬��������� Tn(ω) := inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n} �Q�¡±��¡� ¯�� � �¡��¥ {Nt}t∈R+� ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � � {Tn}n∈N

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹����c� � ���]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y�¡«¦����� �°©W���¡� ΩT = ΩN
� �����

� ii � �x� �°� ���c� t ∈ R+
����� ω ∈ Ω\ΩN

� ��´ µ���� Nt(ω) =
∑∞

n=1 χ{Tn≤t}(ω) ¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) ��¨¡´�� � ����������� ©W¥¡�������y±���������±�����¥ ��¨�� ����± ����� T0(ω) «¬´ �������y±���� T0(ω) = 0¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
¹   ������«¬¥ ªW����¯�� �³¥¡� ¸¡��§ � �������°�¡��¥ (i) ��¨ ����§x¥¡� ¸¡��§ � ������� ±����!¯�� � � ���c�

n ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
� ��´ µ���� Tn−1(ω) < Tn(ω) ¹

�x� � � ���c� n ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
�c«¦���������

An := An(ω) := {t ∈ R+ : Nt(ω) = n},

����±��¡� �����¬����«¬´ �������S±�����¯�� �]� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ�����±���� An−1∩An = ∅ ��������©W�{������±���� s < t ¯�� �� ���c� (s, t) ∈ An−1×An
����� ′ ±������y����¥¡�¦� ��¯��¦������±�����¯�� �]� ���c� n ∈ N∗ ������¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω\ΩN� ��´ µ������ Tn−1(ω) := inf An−1(ω) ≤ inf An(ω) =: Tn(ω) ¹

��¥��S� ©W¨¡� �S������¨¡´ � n ∈ N∗ ����� ω ∈ Ω\ΩN
©W���¡� Tn−1(ω) = Tn(ω) � �¡±��¡�·�c� ������¨¡´ �

�j����������´�� ������¥v«¬¥¡��� s0 ∈ An−1
©W���¡� Tn(ω) = Tn−1(ω) ≤ s0 < Tn(ω) �{����� ��§ ¥¡��� ����������¹  ������«¬¥ ªW��� ��¨¡«¦����� Tn−1(ω) < Tn(ω) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �����!¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω\ΩN

�!� �����!�����
������¸¡��� ��¥¡µ������¡��¥ (i).

A W



� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� � � � � � � ��� ��� ����� �

(ii) �   ���¬ª n ∈ N∗ ����� t ∈ R+
� �¡±��¡�¤¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN

«¬´ �������]±����
ω ∈ {Tn ≤ t} ⇔ Tn(ω) ≤ t⇔ inf{s ∈ R+ : Ns(ω) = n} ≤ t

⇔ ∃s ∈ R+ [Ns(ω) = n & s ≤ t]

⇒ ∃s ∈ [0, t] n = Ns(ω) ≤ Nt(ω)

⇒ Nt(ω) ≥ n⇔ ω ∈ {Nt ≥ n},

���³�¡��¥ ��¨ ©Q�¡�_����¥¡�¦����¯ ªQ¯��_¥¡� � ��´ µ����b¸�� ±������ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���b��� � σ ¹ ¸�¹ �����_��¨�� �c����µ_�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � ������±����
{ω ∈ Ω\ΩN : Tn(ω) ≤ t} ⊆ {ω ∈ Ω\ΩN : Nt(ω) ≥ n}. � Aº¹/:@A��

  ��§ ��������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
�¡«¦����� ��©W���¡� ω ∈ {Nt ≥ n} «¬´ �������]±���� Nt(ω) ≥ n ������¯�� �� ���c� s ∈ R+

��� s ≤ t � ��´ µ���� Nt(ω) ≥ Ns(ω) ¹Q�b±��¡�	

• ��¥ Ns(ω) = ∞ ���¡±��¡� Nt(ω) = ∞ �������¦����� ¸¡�

{T∞ ≤ t} = { sup
n∈N∗

Tn ≤ t} = {Nt = ∞} = {Nt ≥ ∞},

�c� «¬´ ������� T∞(ω) ≤ t � ��¨¡� Tn(ω) ≤ t ¹   ������«¬¥ ªW���
{ω ∈ Ω\ΩN : Tn(ω) ≤ t} ⊇ {ω ∈ Ω\ΩN : Nt(ω) ≥ n}.

• �x� � Ns(ω) ∈ N �b«¦���¦�����{±���� �c� ��� ��¨¡´ ��� s0 ∈ [0, t] ©W���¡� Ns0(ω) = n ¹   ������«¬¥ ªW���b���
inf{s ∈ R+ : Ns(ω) = n} ∈ [0, t] ��� ����������� ����± ����¥��¨�� ����±·�¡������¹ � ¹ Tn

� n ∈ N∗ �S«¦���¦������±����
Tn(ω) ≤ t ��¸¡������¸¡� ±���� ω ∈ {Tn ≤ t} ¹

� ��¨¡� {ω ∈ Ω\ΩN : Tn(ω) ≤ t} ⊇ {ω ∈ Ω\ΩN : Nt(ω) ≥ n} �º���¦������«¬¥ ªW�}������� ��¥¡��¥ ���������± ��� �������¡��¥� Aº¹/:@A�� �����¬��� «¦���¦������±����
{ω ∈ Ω\ΩN : Tn(ω) ≤ t} = {ω ∈ Ω\ΩN : Nt(ω) ≥ n}. � Aº¹/: Z �

  ������«¬¥ ªW��¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\ΩN
«¬´ �������	


∞∑

n=1

χ{Tn≤t}(ω) =
∞∑

n=1

χ{Nt≥n}(ω) = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
Nt(ω)− �����������
	

= Nt(ω),

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡±���� ����� (ii) ±���� ����������±�������¨¡���£������c�¦ªW¨¡������������¹ �

� �/� ^Y, SjD-G�iT,-�#D-, �jSj^Y,TQ�^Y,TS "�. �!��iT�16�,TS � pq.&�M3+,TQ15�.o^YHI)
{Nt}t∈R+

�M%K5F�/�
σ
� P �

^Y,TS ��3�� pq5�,TQK^Y�M)a��D-�1� ^Y�I��.&�M) � ^YHI)
{Tn}n∈N

�M% 5F�/�
σ
� P � n�� � �YHI%O^Y�M)a��D-�1� ^Y�I��.&�M)

D-,TS . D-n���. ^Y�1�M��D-G ^YHI)
σ
� P � ^Y,TS ��3�� pq5�,TQ�^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) "��1� ^YHI)

{Wn}n∈N

�M%
^YHI)

σ
� P � .&)+P��/n�5�.&���M) 	F3+G1)+�M)(n�� � �YHI% ^Y�M)0��D-�1� ^Y�I��.&�M) � D-,TSg. D-n���. ^Y�1�-��D-Gg^YHI)

σ
� P �

n�� � �YHI%0^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) �

Z �



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

\]�M3�6�%�h1iTn+h�Hg^YHI%e��.&)��#"�Gj^YH1^Y��% � SjD-,jpq$ ^Y,TS15�. Gj^���^Y,
P 
 5THIP+.&)��#"�GO� Q1)+,�iT, .
�+�16/3+. 
��HI% � ^YHI%

σ
� P � n�� � �YHI%]^Y�M)o��D-�1� ^Y�I��.&�M)`�K^YHI%

σ
� P � ^Y,TSK��3�� pq5�,TQ ^Y�M)o��D-�1� ^Y�I��.&�M) �

���!,TQ
ΩT = ΩN

� .;6 )+�1� ^Y,a"�.&)+G � Q1)+,�iT, � PYH1iT��PY�opq$ ^Y,TS15�.4^Y,
ΩT = ΩN = ∅ ¹ �� ��� ��§ ���y�¡���]����¨¡��� ��¥ ª ����±��c�¬������������§ ¨¡¥¡��������¸¡µ���������«¬����������� ������µ ´ ¨¡����� ���¬�y� ��±��¡���¡�¬���

�����y��������¸¡��� ��¥¡µ�����¥����±�������¨�� ����«¬¥¡�y�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�y�����y�����c��¨�§ �¡��¥ ����������±�¡��¥ σ ¹ ¸�¹������}��¨�� �c����µ�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥b������¨¡��µ�¥�¥¡�]�¬¨¡����¥¡�¬������µ�¥ �~� ����¸¡µ�¥¡�������xªW�S�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�������������c��¨�§ �¡��¥ ����������±
�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y�º����¥ ��§ ���¡¨¡�����º¹
� �I5�5�� C � C � [ � �x� � � ���c� n ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� t ∈ R+

� ��´ µ�����¥y���£� � ����

� i � {Nt ≥ n} = {Tn ≤ t} ¹
� ii � {Nt = n} = {Tn ≤ t}\{Tn+1 ≤ t} = {Tn ≤ t < Tn+1}

¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) � �����¬��� ����¥¡«¦����� �°�¡��� � Aº¹/: Z � ����������� ±������������c«¬�������¤��� ΩN = ∅ ¹
(ii)

  ����� ¸¡��� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���1��� � σ ¹ ¸�¹y��������¨�� �c����µ·�¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥����¡±��¡�y¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω� ��´ µ�����±���� Nt(ω) ∈ N ∪ {∞} �º���¦������«¬¥ ªW����������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°��������� (i), «¬´ �������	


{Nt = n} = {Nt ≥ n}\{Nt ≥ n+ 1} = {Tn ≤ t}\{Tn+1 ≤ t} = {Tn ≤ t < Tn+1},

��¨¡� ¸¡��§ � �������¡��¥ �¡������µ����¬¥¡�£� ��±��¡����� �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥�¹
�

� �����¬��� ����¥¡«¦����� � ����� (i) ����� �S�������������MAº¹ Aº¹ Z£�������¡�¦����§ ��� ����¨¡��� ���¬ª;�������¡«¦���¬�����º¹
� �I5�5�� C � C � 7 � � ��´ µ���� σ({Tn}n∈N

)
= σ

(
{Nt}t∈R+

) ¹
�Sµ�����ªW¥¡�·�������·±����·��¥¡����«¬¨ �c������¥��¨¡����¯�������«¬¥ ªW���1¸¡�¬¥°��¨¡«¦�����c¥¡�·�����}�¦����������������� ±����c�

«¦��¨¡� � ��������¨¡��§1�¦��§ �����¥¡���¦����¨¡�����¡��§c��«¬��ª �¡��� σ ¹ ¸�¹���������¨�� �c����µ·�¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥��c� �����c�������������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����������°����¨¡��� ���¬ª;¸¡µ�� �������¡�¦��«¬���������º¹
� �I5�5�� C � C � k � �x� � �¡��¥y��� �c��¥¡±��¡�����°�¡���]«¦��¨¡� � ���y� ��´ µ����

P

(
sup
n∈N∗

Tn <∞

)
= P

(
⋃

t∈N∗

{Nt = ∞}

)
= P

(
⋃

t∈(0,∞)

{Nt = ∞}

)
.

� D-GIP+.;� �YH � ��¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � ���������¡��¥� ��±��¡����� �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥
{

sup
n∈N∗

Tn <∞
}

=
⋃

t∈N∗

{Nt = ∞} =
⋃

t∈(0,∞)

{Nt = ∞}.

�x� � ���·��������±·�����¡± ������¸¡��� ��¥¡µ��������]��¨ ©Q���°��� ����¨¡��� ���¬ª �¡¨�§ ������������º¹
(a)

⋃
t∈N∗{Nt = ∞} =

⋃
t∈(0,∞){Nt = ∞} ¹

Z�:



� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� � � � � � � ��� ��� ����� �

¢¤¨	��¯�������� ��«¬´ ��������±����
ω ∈

⋃

t∈(0,∞)

{Nt = ∞} ⇔ ∃t ∈ (0,∞) Nt(ω) = ∞

⇒ ∃m ∈ N∗ ��� m ≥ t > 0 Nm(ω) ≥ Nt(ω) = ∞

⇒ ∃m ∈ N∗ ω ∈ {Nm = ∞} ⇔ ω ∈
⋃

m∈N∗

{Nm = ∞},

��� �¡��¥ ��¨ ©Q�¡� ����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� ¥¡� �������¡�¦����§ �����¬���_����¥¡«¦����� � �����_� � � ©W��������� �¬ªW¥ ��¨¡´�� ����¸¡�¡®
  ��¸¡± � ��� �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � V � ��¢¤±�¨�� �����rAº¹/:@?�� ����������� ±������ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������µ � �������º¹
� ��¨¡� ⋃

t∈(0,∞){Nt = ∞} ⊆
⋃

m∈N∗{Nm = ∞} =
⋃

t∈N∗{Nt = ∞} ��� ����������� ������� ������� � �������¸¡��� ��¥¡µ����1��� (a), ������µ�����¥ ��§ ���¡¨¡��������´ «¬���·�¦¯ ������� ������µ���¨¡����µ����¡��� �����¬���·����±����³±��������
N∗ ⊆ (0,∞) ¹
(b) �x� � � ���c� t ∈ R+

� ��´ µ���� ⋂
n∈N∗{Nt ≥ n} = {Nt = ∞} ¹¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� t ∈ R+
«¬´ �������]±����

ω ∈
⋂

n∈N∗

{Nt ≥ n} ⇔ ∀n ∈ N∗ Nt(ω) ≥ n⇔ Nt(ω) ≥ lim
n→∞

n = ∞

⇔ Nt(ω) = ∞ ⇔ ω ∈ {Nt = ∞},

��¨¡� ¸¡��§ � ��������� (b).

(c)
{

supn∈N∗ Tn <∞
}

=
⋃

t∈N∗

{
supn∈N∗ Tn ≤ t

} ¹
¢¤¨	��¯�������� ��«¬´ ��������±����
ω ∈

{
sup
n∈N∗

Tn <∞
}

⇔ sup
n∈N∗

Tn(ω) <∞ ⇔ ∃t ∈ R+ sup
n∈N∗

Tn(ω) ≤ t

⇔ ∃m ∈ N∗ sup
n∈N∗

Tn(ω) ≤ m⇔ ω ∈
⋃

m∈N∗

{
sup
n∈N∗

Tn ≤ m
}
,

���·�¡��¥ � �¬���c��§ � ����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� ���¡��¥���¡¨�§ �¡� � ����¸¡��¥¡����§ � ¥¡� � ��´ µ����W��±�¯ ª ����� � � � ©W�����������¬ªW¥
��¨¡´�� ����¸¡�¡®   ��¸¡± � ���·�������¦����� ¸¡�·� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���c��µ � �������£ªW� σ ¹ ¸�¹���������¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�¡®���¦ªW¥�¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (c).  ������«¬¥ ªW�����¡�¦��� � �£«¬´ ��������±����
⋃

t∈(0,∞)

{Nt = ∞}
(a)
=

⋃

t∈N∗

{Nt = ∞}
(b)
=
⋃

t∈N∗

⋂

n∈N∗

{Nt ≥ n} =
⋃

t∈N∗

⋂

n∈N∗

{Tn ≤ t}

=
⋃

t∈N∗

{
sup
n∈N∗

Tn ≤ t
}

(c)
=
{

sup
n∈N∗

Tn <∞
}
,

���¤�¡��¥y�¡¨�§ �¡� � ��±��¡����� ¥¡�£� ��´ µ�������±�¯ ª;����� �S�������������MAº¹ Aº¹ Z ¹
�¤��±·�¡��¥y�¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�����°��������� (a) �����¬���°«¦���¦����������¡������µ����¬¥¡��¹ �

fgGI3�����5�� C � C � U � ��¥� σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥}«¬´ �������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�]��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�¬���� ��«¬�]�¡±��¡���°��� �c��¥¡±��¡�����°�¡����«¦��¨¡� � ������§ ¥¡����§ ���£���¤���·����¸¡«¬¥�¹
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� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

� D-GIP+.;� �YH � �x� ��� ���c� t ∈ R+
� � ′ �������c«¬���¦ªW� � ��´ µ����!±���� ENt < ∞ ¹�b±��¡�	�1�c��¸¡��§ � �������°±����

P (Nt = ∞) = 0 ¯�� � � ���c� t ∈ R+
¹

�]«¦��������� At := {ω ∈ Ω : Nt(ω) = ∞} = N−1
t ({∞}) ∈ Σ � ������µ � Nt

� t ∈ R+
�]��§ ¥¡���

���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡�����º¹ �   ���¬ª �1� ©W¨¡��±����!��� ��¨¡´ ��� t ∈ R+
©W���¡� 0 < P (Nt = ∞) = P (At)

¹
�b±��¡�]«¬´ �������]±����

ENt =

∫

Ω

Nt(ω)dP (ω) =

∫

At

Nt(ω)dP (ω) +

∫

Ac
t

Nt(ω)dP (ω)

≥

∫

At

∞dP (ω) = ∞

∫

At

dP (ω) = ∞ · P (At)
P (At)>0

= ∞,

���m�¡��¥���¥�� ��±��¡�����y¥¡�� ��´ µ�����¸�� ±������y��¹ � ¹ Nt
��§ ¥¡�������y��¨¡¥¡����� ��� �º������µy� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹�����£��¨�� �c����µ°�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
� ��¨¡� «¬´ ��������±���� ∞ > ENt ≥ ∞ � ��¨¡�o����� ±���� ∞ > ∞ � ����� ��¨¡������¥ ©W� ��§ ¥¡��������������¹

  ������«¬¥ ªW������¨¡«¦�����x� P (Nt = ∞) = 0 ¯�� �³� ���c� t ∈ R+
����� ′ ±������ ����± ����¥���������¨¡��� �c�¦��� ��±

¥¡±���� �¬ªW¥}��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥y�����������S������� Aº¹ Aº¹ ? «¬´ �������]±����

0 =
∑

t∈N∗

P (Nt = n) ≥ P

(
⋃

t∈N∗

{Nt = n}

)
= P

(
sup
n∈N∗

Tn <∞

)

�º� ��¨¡�°�¡�¦��� � �£«¦���¦������±���� P (supn∈N∗ Tn <∞
)

= 0 � �����£��§ ¥¡��������¡������µ����¬¥¡��¹ �

� < ��ªW���c�v¸�� ����� ��� ©W���������·����� �����v�¦��±����¬¥¡� ���¬� ������� � �{� ���¦��«¦�¡�o�¡��� σ ¹ ¸�¹7����� ��¨�� �c����µ�¬ªW¥y������� �¡�����¦ªW¥��c��������� ���¡��§º������������¥ ��� ��±�����c��± ����� �]� ¸�� ±��¡���¡�¬�¤�¬ªW¥���¨¡������� � �����¦©W¥]�¡����� ���
������§ �¬�y��¨�§ �¡��¥ ������ªW������������µ���ªW��¹
�{��� ��������§ � �����¡±o��¨�§ ¥¡�¦����������±���� ��� ¥¡� �¦��� ��������¥¡�������£±���� ¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

��� s ≤ t����¨¡������µ � �����·�¡��� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥£�¦� ��¥ ª �����³¸�� �����¡����� (s, t]� ����¥¡������� ��§��¡��¥
Nt −Ns =

∞∑

n=1

χ{s<Tn≤t}.
� Aº¹/: X �

  ����� ¸¡� �¤������� ����� �S¯�� � � ���c� ω ∈ Ω � ��´ µ���� N0(ω) = 0 ����� Tn(ω) > 0 ¯�� � � ���c� n ∈

N∗ � � Aº¹/: X �y��¨�§ �����¦����� ������������ªW¥�§ � ���·����¥ �¡¨¡±���� ���·����¥o������§ � ��¨�§ ���¡�������v��¹ � ¹ Nt
�����

�]�¦©W¨¡����� Aº¹ Aº¹ 9 ¹   ��§�����«¬��¥���¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ������¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
��� s ≤ t «¬´ �������]±����

Nt(ω) = (Nt −Ns)(ω) +Ns(ω), � Aº¹/:@?��
����� � ��´ µ���������±���� �º����¥y��� Ns(ω) ������� ¨�§ �¡�¦����� ¹  ��§ �����b��¨�§ ¥¡�¦����������±���� ���°¥¡���¦��� ��������¥¡�������m±�������µ�����ªW¥¡�����S�¡��¥ � Aº¹/: X ���y��¥¡� � ��¨ �¡����§ �]�¬ªW¥
��¨¡������� � �����¦ªW¥��¡��� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� ��¨�� �c����µ°�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥}� ����¸¡��¥¡������§������¡��¥}� ��´ µ°�¡���
����¥ �c�������

P

(
m⋂

j=1

{
Ntj −Ntj−1

= kj

}
)

=

m∏

j=1

P
(
Ntj −Ntj−1

= kj

)
, � Aº¹/: V �

ZYA



� ��� � ���	��� � � � � � ������� � �� � ��� ��� �

±������ kj ∈ N ¯�� � � ���c� j ∈ N∗
m
¹

� ����§ ¥¡��¥ ����� �¡��¥{����¨¡��µ����¤�¬¥¡±��¡����� ������¨¡���c«¦���������Q���]����¨¡��� ���¬ª ��������� �������¤�������¡�¦����§������¬���
����¥¡«¦����� �·�¡���� Aº¹/: X �������c����� �S������������� Aº¹ 9 ¹/: � ���������³������§ � ����¥¡¸¡«¬���c��� ��«¦�¡¨¡� ������§ �¡����������
��� �]��¨¡������� � ������� �]�¡��� σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
� �I5�5�� C � C ��� � �x� � � ���c� A ∈ Σ ����� s, t ∈ R+

��� s ≤ t � ��´ µ����

µ(A× (s, t]) =

∫

A

(Nt −Ns)dP.

� ��� �  � ��
 
 ��� ��� � � �	��� � � � �
� � �

�{��� �³��¨¡����¯���µ����¬¥¡�¬�³�¡¨¡��� � �¬¥¡±��¡���¡�¬���c«¬����������� ¯��¬¥�� ��± ������§ ��� � �¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �����
���¦���¦�¡��������� ¸�� � � ��¸�� � �o��� ��¸¡����� � �v������� ´ ��§ � �³�¡��� − ��� � σ ¹ ¸�¹o�¬ªW¥ �¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� ®
� ����� ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���°�����!�����³��¨�� �c����µ��¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥�¹ � ����¥¡���c«¬���¡�¬¨¡��� � ��� ¸�§ ���¬�����³��������µ
����� ������� ��§ ��� − �o������§ �v��§ ¥¡���x�����Q�o� ������¨�� � �o��¨ ©Q�¡�³�����o�¬������¥�§ ���¡����� − ��¥¡����«¬¨¡�¦����� ���¡��¥���¬¨�§ ���¬ªW�����¬ªW¥ ��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ �����!�¦���c�¦��� � ����������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥£�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥���c� � ����¬ªW¥
������� �¡�����¦ªW¥y��������§ ¥¡����¯�¥ ªW���¡�ªW� � ��������� ��� �]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹
�{�¡��¥{����¨¡��µ������¬¥¡±��¡������������¸¡��� ��¥¡µ��������W±����¡������������§ ��� ���¡��� � ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���

����´ ¨¡±�¥¡�������c� � ���W�¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥S��������¥¡«¬����¥ ��������µ�����ªW¥¡����� ��§ ����������¥¡������� ������� ��������©W� �����
±����º���£¯��¦¯���¥¡±��]�����¡± � ����¸¡��¥¡������§ �������£±���� � ��¨�� �c��±��¤�¬ªW¥y������� �¡�����¦ªW¥���������¥¡«¬���¦�����º��µ�����ªW¥¡�
���°��§ ����������¥¡����� Poisson. �S� �����¡���¡��¥£���¬¨�§ ���¬ªW��� � «¦��¨¡� � � ��§ ¥¡���!� ��±�¥¡� ��¸¡µ�¥¡���¡��� ��±�¥¡���« ����� � ��µ�����ªW¥¡�°������� ¸¡µ�� ����¨¡��� ���¬ª7�������¡�¦��«¬���������º¹
JL.
�M3YHI5�� �	� GI5�,I%

0 
 1 ^YHI%r' �E"�3YH �YHI% � C � [ � � � �   ���¬ª {αn}n∈N∗
��������������§ �°������� ´ ��§ ªW¥y�����

(0,∞) �º�������������c«¬����������±������ σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗
�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡� ��������±���� ¯�� �°� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ���� PWn
= Exp(αn)

¹W�b±��¡�	��� ��´ µ�����¥y���°� � ����

� i ����¥ ∑∞

n=1 α
−1
n = ∞ � �¡±��¡���°��� �c��¥¡±��¡����� �¡���]«¦��¨¡� � ���y� ����µ���������������¸¡«¬¥�¹

� ii ����¥ ∑∞
n=1 α

−1
n <∞ � �¡±��¡���°��� �c��¥¡±��¡����� �¡���]«¦��¨¡� � ���y� ����µ����������¤�¡��¥}����¥	��¸¡�º¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i)

� ����±�¸¡��� � � ����� �¡����������«¬¥¡����c�°¯�§ ¥¡���º� ������� �¬ªW¥}����¨¡��� ���¬ª �¡¨�� ©W¥����������¬ªW¥�¹
(a) {supn∈N∗ Tn <∞} = {

∑∞
n=1Wn <∞} ¹¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� ω ∈ Ω �¡«¦����� �·©W���¡� ∑∞

n=1Wn(ω) <∞ «¬´ �������]±����
∞∑

n=1

Wn(ω) = lim
k→∞

k∑

n=1

Wn(ω) = lim
k→∞

k∑

n=1

(Tn − Tn−1)(ω)

= lim
k→∞

(Tk − T0)(ω) = lim
k→∞

Tk(ω) = sup
k∈N∗

Tk(ω) = sup
n∈N∗

Tn(ω).

Z;Z



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

� ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (a).

(b) ��� ��¨¡´ ����� ��«¬���°��� ��� E[e−∑∞

n=1 Wn
] ������� ��´ µ���� E[e−∑∞

n=1 Wn
]
≥ 0 ¹

¢¤¨	��¯�������� � ��¨¡´�� � �³¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �c«¦��������� Jn :=
∏n

k=1 e
−Wk = e−

∑n
k=1 Wn ����� ′ ±������

�����¬��� «¦���¦������±������ Jn
�c�¦��� ��� ��¹ � ¹ ������������� ����� ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ������¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����

|Jn|(ω) = Jn(ω) < 1 ¸�� ±������������c¨¡��� ����� ∑n
k=1Wn(ω) ��§ ¥¡��� �c�¦��� ��± ��������µ�����±]����¥b��¨�� ����±����������� {Wn}n∈N∗

��§ ¥¡�����c�¦��� ��«¬�m��¹ � ¹ �jªW�b�¬¥¡¸�� �����¬������´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���m�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥��¦¹�¶ ������¸¡�]¯�� �
� ���c� n ∈ N∗ ¸¡��§ � �����]±����

|Jn| = Jn < 1, � Aº¹/:@B��
±������ 1 : Ω → R ��¹ � ¹����³�¡µ���� 1(ω) = 1 ¯�� �_� ���c� ω ∈ Ω �]�_������§ � ��¨¡������¥ ©W� ��§ ¥¡���������������¨ ©W��� ���º¹
�¤��±���� ��«¬´ ������� limn→∞ Jn = limn→∞

(∏n

k=1 e
−Wk

)
=:
∏∞

n=1 e
−Wn = e−

∑
∞

n=1 Wn =: J �¸¡������¸¡�o��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ���o��¹ � ¹ J := limn→∞ Jn
¹ �b±��¡�	� ����± ��� �]�¦©W¨¡����� � ��¨�� ��¨¡´ ����«¬¥¡���

�Sµ�¯ ����� ����������� Lebesgue �Â��� ¹���¹ ´c¹ � Z � � �]�¦©W¨¡����� ?º¹ 9 :	�W����� ����������¥¡����«¬¥¡���¤����± ���°�¡��� � Aº¹/:@B��«¦���¦������±�����������¹ � ¹ Jn
� n ∈ N∗ �Q����� J ��§ ¥¡����������������¨ ©W��� ���¬�������º� ��´ µ����º±���� EJ = limn→∞EJn

¹
  ��§�����«¬��¥�� ��´ µ�����±���� EJ ≥ 0 �º������µy�y��¹ � ¹ J ��§ ¥¡�����c�¦��� ����ªW��±�¨�� �°�c�¦��� ��©W¥���¹ � ¹ ¹ � ��¨¡�}¸¡��§ � �������� (b).

(c) E
[
e−

∑
∞

n=1 Wn
]

= 0 ¹
¢¤¨	��¯�������� ��� � ′ �������c«¬���¦ªW��«¬´ ��������±���� PWn

= Exp(αn) ¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ � ��¨¡�£� χ.σ. �¡�����¹ � ¹ Wn
� n ∈ N∗ �S¸�§ ¥¡�¦������¯�� � � ���c� u ∈ R ����± ����¥}�¡µ����

ϕWn
(u) =

αn

αn − iu
� Aº¹/: W �

�Â��� ¹   ¥¡±��¡�����°�� ¹ 9 (i)). �b±��¡�	��«¬´ ��������±����

E
[
e−

∑
∞

n=1 Wn
]

= E

[
∞∏

n=1

e−Wn

]
=

∞∏

n=1

E
[
e−Wn

]
=

∞∏

n=1

ϕWn
(i)

(3.19)
=

∞∏

n=1

(
αn

αn + 1

)

=
∞∏

n=1

(
1 −

1

αn + 1

)
≤

∞∏

n=1

e−(αn+1)−1

= e−
∑

∞

n=1(αn+1)−1

= 0,

±������}�y¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�}� ��±��¡�����}� ��´ µ�������±�¯ ª �¡���b� � ′ �������c«¬���¦ªW����¥¡� � ��¨ �¡����§ ���S�¬ªW¥���¹ � ¹ Wn
� n ∈ N∗ �

�����!����� �]�¦ªW¨¡����������� � ��¨�� ��¨¡´ ����«¬¥¡���£�Sµ�¯ ����� �����£����� Lebesgue, � ��¥�� ��±��¡����� � ��´ µ����x�¦����� ¸¡�¯�� � � ���c� x ∈ (0, 1) � ��´ µ���� e−x ≥ 1 − x �������m� �¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�����_� ��´ µ����m¸�� ±����m� ����� ¨	�
∑∞

n=1(αn + 1)−1 = ∞ ��������µ � � ′ �������c«¬���¦ªW� ∑∞
n=1 α

−1
n = ∞ ¹  ������«¬¥ ªW���¤¸¡��§ � ����� ±���� E[e−∑∞

n=1 Wn
]
≤ 0 �b����±��¡� ������� ��¥¡��¥ ����� ����± ��� ��� (b) �����¬���«¦���¦��������� (c).

� < ��ªW���1�c«¦����¥ ����� Y := e−
∑

∞

n=1 Wn ����±³��� (c) «¬´ �������°±���� 0 = E
[
e−

∑
∞

n=1 Wn
]

= EY =
∫
{Y >0}

Y dP ����� ′ ±������·«¦���¦������±�����������µ�¥¡����� {Y > 0} ��§ ¥¡����«¬¥¡� ��µ�¥¡�����·����¸¡�¬¥�� �����y��� �c��¥¡±��¡�¡®
Z X



� ��� � ���	��� � � � � � ������� � �� � ��� ��� �

������������±��¡�]«¬´ �������]±����

0 = P
(
e−

∑
∞

n=1 Wn > 0
)

= P

( ∞∑

n=1

Wn <∞

)
(a)
= P

(
sup
n∈N∗

Tn <∞

)
,

� �����������£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (i).

(ii) �   ���¬ª � ©W¨¡� ±���� ∑∞
n=1 α

−1
n < ∞ ¹ � < ��ªW���c�¦����� ¸¡�·� � ′ �������c«¬���¦ªW�}� ��´ µ���� PWn

= Exp(αn)¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ �1�¡±��¡��Â��� ¹   ¥¡±��¡�����·�� ¹ 9 (i)) «¬´ �������±���� EWn = 1/αn
¯�� �·� ���c� n ∈ N∗ �

��� ′ ±������ �����¬���y«¦���¦�����º±���� ∑∞
n=1EWn =

∑∞
n=1 α

−1
n <∞ �º� �¦������«¬¥ ªW�¤����± ��� ¢¤±�¨�� �����eAº¹ 9 ¹ V

�¡�¦��� � �°«¦���¦����� ±���� � P (supn∈N∗ Tn <∞
)

= 1 �º� �����º�����°������������¨ ©W¥¡��� �¡��¥�����±�¸¡��� � �°�¡±���� �����
(ii) ±���� ������������c�¦ªW¨¡������������¹ �

< �¤±������ � ® : �¡��� �   ��¨¡� � ��� ������� ������� � �7¸¡����©W¥¡����±�������¥ ���¤�¬¥¡¸�� �����¬������´ ¨¡±�¥¡�������c� � ���
�¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥ ��§ ¥¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡�����o�����{�¦���c�¦��� � � ��������¥¡�¬������«¬¥¡��� �S�¡±��¡��� «¦��¨¡� � � − ¸¡������¸¡���� �j�����������¡¨¡�¦����� ��± ��¨¡� ����� ��¥¡�¦��� �cµ�������� ¯�� � �¡��¥������������ ����� ���³�¦����� ¨¡��§ �����¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�v�¬��� �¡®
¥�� �����·������§ ¨ ªW�·��������©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥���� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡� ´ ¨¡��¥�� ��± ��¨�§ �¡��¥ ��� − ��§ ¥¡����� ��±�¥¡� «¬¥¡���´ �¬¸¡±�¥��¸¡µ�¥¡����� � ��±�¥¡�·«¬¥¡�£��´ �¬¸¡±�¥]��« ����� �·�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡��¹
�b� ����¨¡��� ���¬ª*�������¡«¦���¬����� ¸¡����©W¥¡����������� ������� � � ��ªW�����Q´ ¨¡±�¥¡�������c� � ��� �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥

��������¥¡«¬����¥ ����� ��µ�����ªW¥¡�³���£��� �³��������¥¡������� �������³��¥·��������±�¥¡�v��¥ ��¨�� ����±��������¡�£�����o������§ ��� �
�¡��� � ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹
� �I5�5�� C � [ � 8 � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹���¥�� σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗

�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥�´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���£�¬ªW¥
������� �¡�����¦ªW¥}��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡� �º�¡±��¡�¤��� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � PWn

= Exp(α) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� ii � PTn

= Ga(n, α) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
�S�������¡��¥}�¡��¥���¬¨�§ ���¬ªW���£������¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����c±���� EWn = 1/α ����� ETn = n/α ��������°��� �c��¥¡±��¡����� �¡���]«¦��¨¡� � ���y� ����µ���������������¸¡«¬¥�¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Lemma 1.2.2.

�b� �S�������LAº¹ Z ¹ 9 ������� ������� � ����������¸¡��� ��¥¡µ����!��� ¯��¦¯���¥¡±�� ��ªW� ����� ������§ ��� �³�¡��� � ��������� �����
�]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���£������¯�� �·� ��±�¥¡����� � �¦���¡±��}����±���¥¡� � ��¨ �¡�����������¦���c�¦��� � �£��������¥¡�¬������«¬¥¡�����y�¬¥�®
¸�� �����¬�������°´ ¨¡±�¥¡����� ���c� � ����¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥������ �¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�³�¡���«¦��¨¡� � ����c�¦ªW¨¡��§ �����1��´ �¬¸¡±�¥
��¸¡µ�¥¡����� �º� ����� ����� «¬´ ����������©W����¨¡������� ��� ����������§ �¸�� ±��������¤��¥ ��§ �c�¦�¡����¬¨�§ ���¬ªW���°�°����������� ����� ®
��� �¦����� ¨¡��§ �}�c������ ������¨ ¯���µ����¤¯�¥ ªW¨�§ �¡��¥ ������±��������b� ������� �£���¦������¥ ��� ���°´ ¨¡��¥�� ���£����� ¯����°¸¡�¬¥]�c�
������¨¡��µ����]¥¡� ��¥ �¡�¦��� � «¦���c��������� ��������´ ¨¡�¦©W����� ���¡����¹
� �I5�5�� C � [ � C � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹Q�b±��¡�¤���£����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 
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� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

� i � PTn
= Ga(n, α) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹

� ii � PNt
= P(αt) ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ¹

�S�������¡��¥ �¡��¥³���¬¨�§ ���¬ªW��� � ��´ µ���� ETn = n/α ¯�� �v� ���c� n ∈ N∗ ����� ENt = αt ¯�� � � ���c�
t ∈ (0,∞) ¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Lemma 2.2.1.

�b� ����¨¡��� ���¬ª �������¡«¦���¬��������§ ¥¡��� �����¬��������¥¡«¦����� ���¬ªW¥ ��¨¡����¯���µ����¬¥ ªW¥�¸¡µ��³�����������¬ªW¥£�����
¸¡����©W¥¡���W±����W����� ������§ ��� � �¡��� � ��������� �����]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡��� �~� ��±�¥¡�����v����� ��¥¡� � ��¨ �¡�������}�¦��®
�c�¦��� � ����������¥¡�¬������«¬¥¡���!�¬¥¡¸�� �����¬�����!´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���°�¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥·� ����¸¡��¥¡������µ�¥·������ ±����!�
��¨�� �c��±��]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y��������¥¡«¬���¦��������µ�����ªW¥¡� ������� �°��������¥¡����� Poisson.

fgGI3�����5�� C � [ � [ � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹S��¥°� σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗
�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥°´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥

������� �¡�����¦ªW¥}��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡� �º�¡±��¡�¤��� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � PWn

= Exp(α) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� ii � PNt

= P(αt) ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ¹

� ��� � � � : � � �
� � � ����� �"�� � � � � 
 � � �

�{�¡��¥�����¨¡��µ����o�¬¥¡±��¡�����o��� � ��¯�������� �����Q���¦���¦�	����� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥³������� �¡�����¦ªW¥����������¡®¨¡���c«¦���������}���¬¨�� � �·¯��¬¥�� � � �������¡�¦��«¬���������£� ��¥ ª ���y�����¡��¥�������������§ �·�c�����������¥¡��µ�¥£´ ¨¡����� ���
���¡������¥¡«¬´ ��� �·�¡�������¨¡��µ������°�¬¨ ¯�����§ ����¹ � ^Y,�.
�Y�I%O"��1� 5�$ 	F3�� ^Y, ^+$ iT,I% ^Y,TS "�. �!��iT�16�,TS
SjD-,jpq$ ^Y,TS15�.0Gj^��FHaD�� pq��)+Gj^YH1^Y� ^YHI%`$ "�3YH �YHI%].;6 )+�1� 6���HK5�.4^Y, 5THIP+$&) ¹
�]�¦ªW¨¡��µ����b��� �}��������������§ � {Xn}n∈N∗

�c�¦��� ��©W¥���¹ � ¹�������¯�� �y� ���c� t ∈ R+
��¨�§ �¡�������m�¡��¥���¹ � ¹

St := SNt
:=

Nt∑

k=0

Xk =
∞∑

n=0

χ{Nt=n}

(
n∑

k=0

Xk

)
,

±������ X0(ω) := 0 ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ¹ � ��¹ � ¹ SNt

��§ ¥¡���{«¬¥¡� ^RS 	F�16�,�nRpq3+,-����5�� �b¸¡������¸¡�
���c¨¡��� ����� � ����� ¨	� �¡��´ ��§ ���°�������c�����]��¹ � ¹ ¹
�S��±�¨¡����������� ������¸¡��§ ¯���������������� ���º� ��¯�¨¡�������������·���¡��¥   ¥¡±��¡����� Aº¹/:³���W����¨¡��� ��¥ ª*��¹ � ¹

��¨�§ ��������¥}�¡��¥}����±��������c�£�¬¨¡����¥¡��§ � 

® � Xn

� n ∈ N∗ �y��§ ¥¡�����³��¹ � ¹ �����o¸¡����©W¥¡��� ���)"�3<!��-*=��� �³�¡��¥ 3��-	������£�³��� ����=' �¡���
n ® ������§ �¡��������¹
® � St

� t ∈ R+
�}��§ ¥¡����� ��¹ � ¹v�����o¸¡����©W¥¡��� ��� � 6��/� ��$ &�'�"�3<!��-*=��� � ���=��� � ����='³�¬ªW¥

������� �¡�����¦ªW¥y�����£�¦¯���§ ¨¡��¥ ����� ���¬������¥�§ �¡��¥ ��������«¬´ ¨�������¥´ ¨¡±�¥¡� t ¹
Z V



� ��� ��� � � � � � ��� � � ��� � � � ��� ��� ����� �

�S��¥¡����±��������c� �W� ��������������§ � {Xn}n∈N∗
��¥¡����� �¡�¦������� σ � P � 5�. ��$ pq,TS1%K��D-�16 ^YHI��HI% (claim

size process) �����c� ��� ����¯�«¬¥¡��� � {St}t∈R+

��¥¡����� �¡�¦������� σ � P � � S1)+,�iI�#"��M)o��D-�1� ^Y�I��.&�M) ������¦� ��¯��¦�����b����±7�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����� ��¨�� �c����µ_�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ {Nt}t∈R+

�����b�¡��¥ σ ¹ ¸�¹,���¦¯�« �c�����������§ �¡������� {Xn}n∈N∗
¹

������������� C � 7 � � � �b� �¡�¬µ�¯���� ({Nt}t∈R+ , {Xn}n∈N∗) ¯�� �����°������§ �£� ��´ µ�����±������ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���
��� � σ ¹ ¸�¹ ����� ��¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥��x� {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡���1��� � σ ¹ ¸�¹£���¦¯�« �c����� ������§ �¡�������°�����¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�£�����Q� ������������¥¡�¬������«¬¥¡�¬� ��¹ � ¹ ����������� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� {Xn}n∈N∗
��§ ¥¡�������¦��� � µ

����������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�]��¥¡����� �¡�¦����� σ � P � "F� )+PRQ1)+,TS ¹
� ^Y, .
�Y�I% "��1�`5�$ 	F3��L^Y, ^+$ iT,I% ^Y,TS "�. �!��iT�16�,TS SjD-,jpq$ ^Y,TS15�. Gj^��L^Y,��+.bQj��,I%

({Nt}t∈R+ , {Xn}n∈N∗)
.;6 )+�1��5F�/�

σ
� P � "F� )+PRQ1)+,TS � � .

PX

� S15ThI,�iI6��+,TS15�. ^YHI) "���^Y� 
)+,I5T� D�� pq��)+Gj^YH1^Y��%o^YHI%o^ � 5 �
Xn

�!�/� "�nRpq.
n ∈ N∗ � .&)�� ��"�GI5TH SjD-,jpq$ ^Y,TS15�.oGj^��qH

D�� pq��)+Gj^YH1^Y� ^YHI%`$ "�3YH �YHI%].;6 )+�1�!6���H 5�.4^Y,K5THIP+$&) ¹
�b�}��¨ ©Q����������¡«¦���¬�����]�����¡���S�¡���m�¬¥¡±��¡�������m�����S��¨¡������«¬¨¡����«¬¥¡��¥��¡µ����y¯�� �]����¥�����������¯�� ����±

�¬ªW¥}��������¥¡����©W¥y�¬ªW¥����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
� �I5�5�� C � 7 � 8 � �x� � � ���c� t ∈ R+

������¯�� �°� ���c� B ∈ B(R) � ��´ µ����

P (St ∈ B) =
∞∑

n=0

P (Nt = n)P

( n∑

k=0

Xk ∈ B

)
.

� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Lemma 5.1.1.

� < ��ªW� �����m���¡��¥v���¬¨�§ ���¬ªW��� �¡��� σ ¹ ¸�¹*�����_��¨�� �c����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ «¦�¡���{�����m���³�����¡��¡��� σ ¹ ¸�¹����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥£�����¦��«¦�¡� �¡���y������§ �¡�¦���������}��������¥ ��� ��±·�����c��± ���¡��¥ ���¦��«¦�¡��¬ªW¥}��¨¡������� � �����¦©W¥}�¡����¹ �x� � ���·��±�¯��������¡± ��¨�§ ¥¡�¦����������±���� ����¥¡� �¦��� ��������¥¡�������]±�����¯�� �£� ���c�
s, t ∈ R+

��� s ≤ t � ��¨¡������µ � ����� �¡��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥³������� �¡�����¦ªW¥ �¦� ��¥ ªY�����
¸�� �����¡����� (s, t] � ����¥¡������� ��§��¡��¥

St − Ss = SNt
− SNs

=

Nt∑

k=Ns+1

Xk.

� � § �¡�����¦��§ �����v¥¡�_����¨¡���¡��¨¡�����������³±����b�¦����� ¸¡�_��� N0(ω) = 0 ¯�� �_� ���c� ω ∈ Ω � ������µ
� � ′ �������c«¬���¦ªW�v� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���b��� � σ ¹ ¸�¹������ ��¨�� �c����µ_�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥����¤�¡±��¡� ¯�� �_� ���c�
t ∈ R+

«¬´ �������·±���� St − S0 =
∑Nt

k=1Xk =
∑Nt

k=0Xk = St
� ������µ X0(ω) := 0 ¯�� �v� ���c�

ω ∈ Ω �b�º���¦������«¬¥ ªW�� �¡�¦���¬������§ �·��´ «¬���°��¨�§ �����¦���������y��������ªW¥�§ �£��������������¥£��¨�� ����±��¡���y��¹ � ¹
St
±���ªW�������¡±��·¸¡±��c�����·���¡��¥ ��¨¡´ � �¡���·�¬¥¡±��¡��������¹   ��§Q����«¬��¥��W¯�� �o� ���c� ω ∈ Ω � ��´ µ����Q±����

St(ω) = (St − Ss)(ω) + Ss(ω) ������±���� �º����¥y��� Ss(ω) ��§ ¥¡��� ������� ¨¡��¹
ZYB



� ��� � � � � 	 �	 � ������� � ���� � ��� ��� �

¢¤��¨¡��� ���¬ª ����¨¡���c«¦����������¸¡µ�� �������¡�¦��«¬���������o����� ����¥¡¸¡«¬����¥ �¡��¥ ���������¬¨�� ����¨	� �¬ªW¥ ��¨¡��®
����� � �����¦ªW¥³�¡��� σ ¹ ¸�¹ ����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥o���������¡�v�¬ªW¥o��¨¡������� � �����¦ªW¥³�¡��� σ ¹ ¸�¹����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
JL.
�M3YHI5�� C � 7 � C � ��¥� σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ°�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�¤��¨¡������� � ������� ����¡±��¡�¤����§ ¸�� ��� ��´ µ�����������¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Theorem 5.1.2.

JL.
�M3YHI5�� C � 7 � [ � ��¥ � σ ¹ ¸�¹}��������¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥£«¬´ ���1���	����� ���¬�}�����1��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬���¨¡������� � ������� �����¡±��¡�¤����§ ¸�� ��� ��´ µ�����������¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Theorem 5.1.3.

� ����±��c�¬���b����� �]�¦ªW¨¡����������� Aº¹�X�¹ A¤� ����¥¡������� ��§ ������±�����¥m� σ ¹ ¸�¹ �����¤��¨�� �c����µ��¬ªW¥m������� �¡�����¦ªW¥��§ ¥¡������� �£¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �Â��� ¹ < ¨�� ����±4Z ¹/:�¹/:	�¦¹S�S�]�����¡�°�¡��¥}���¬¨�§ ���¬ªW���£� σ ¹ ¸�¹S����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥}��§ ¥¡������§ � ��µ�¥ �c�¦�¡�°¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �Â��� ¹ < ¨�� ����± V ¹/:�¹/:	�¦¹

� ��� � �
� � � � ���+ �	� � � �������

� ���¦��«¦�¡���¡��� σ ¹ ¸�¹�����¥¡����� ��©W¥�������� �¡�����¦ªW¥b����¥¡�¬´�§ �¡�¦���������¡��¥S����¨¡��µ������¬¥¡±��¡�����]��«¬��ªo�¡���{��¥¡�¡®����¨	���{�����]��¨¡±����������������¤����������¯�� ������µ��¡��� ��������¥¡������� �����¤µ ������� �¬ªW¥b����¥¡����� ��©W¥b������� �¡�����¦ªW¥
− ¸¡������¸¡�b�¡���W��¹ � ¹ St −

���W¸¡������«¬¥¡�]´ ¨¡±�¥¡� t � t ∈ R+
�¦¹ �x� ��������±�¯��������¡±���¨�§ �¡�������W�¡��¥S«¬¥¡¥¡��� �

�¡�����µ�¥ �c�¦�¡���y��������¥¡������� �j��� �c��¥¡±��¡������� ������������¨¡���c«¦���������}��¨�� ����«¬¥¡��´ ¨¡����� �����������¡�¦��«¬���������
�����£��´ �¦��§ �¡��¥ ���������¤�¡«¦����� ��� ��§ ¸¡�����]��������¥¡����«¬��¹

� ��� ′ ��¨¡´ ����������¯�� �£��±�¯������}�¬��������§ ���y��¨¡��´ºªW¨¡��µ����y���¡��¥������������§ ����� − ±������ �����¡±·��¨�§ ¥¡� ®�����x��¥¡��¯ ����§ � − �¬ªW¥�������������� ����©W¥ ����� ��� � ��¯������°��«¬´ ¨��!� ©W¨¡�³���°�����¡± ��� ���¬� ������� ��¹ �   �¡��� ��c�¦ªW¨¡��µ����}�¡��¥ ��¹ � ¹ N ¯�� ���¡��¥£������§ � � ��´ µ����1±���� PN(N) = 1 �����!��¨�§ �¡��������¡��¥ ��¹ � ¹ �j�¡��´ ��§ �
���c¨¡��� ������� S := SN :=

∑N

k=0Xk
�Q��� �¡��¥ {Xn}n∈N∗

� σ ¹ ¸�¹ ���¦¯�« �c����� ������§ �¡�������£±���ªW� �¡��¥��¨�§ �������m���¡��¥¤��¨¡´ ���¡���   ¥¡±��¡������� Aº¹�X ��¥¡�y��§ ¥¡����� ������������¥¡�¬������«¬¥¡����������¥¡� � ��¨ �¡���¡�]�¡���S��¹ � ¹ N ¹�b±��¡�m�]��������¥¡�������¡���S��¹ � ¹ S ��«¬���¬ª PS
����¥¡����� �¡�¦����� � Q1);pq. ^YHg"���^Y��)+,I5T� ��������������� ©W¥¡�¦���������

C(PN , PX) � � C(FN , FX) ���]±�¨¡����� σ.κ.π. �¦¹ < �c��µ�¥ �c�¦�¡�¬�]��������¥¡����«¬�}��¥¡����� �¡��¥ �����c����±��¡��¥��������¥¡��������������¨�� �c����µ·�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥£��������� ©W�}�¡��� ��D-��3�� pq5T�1^+3��/��%g^ � 5 � N �x��¹ ´c¹ �!��¥ �
PN
��§ ¥¡������� � ��������¥¡����� Poisson, �¡±��¡�]� C(PN , PX) ��«¬���]±�������§ ¥¡������� � � Q1);pq. ^YH "���^Y��)+,I5T�

Poisson ¹< ����¹ � ¹ N ����� S �c�]��¥¡����«¬¨¡��¥ ������ªW� ,O��3�� pq5�GI% ^Y�M)4��D-�1� ^Y�I��.&�M) ������ªW� ^Y,`Q��!,I%e^Y�M)� S1)+,�iI�#"��M)O��D-�1� ^Y�I��.&�M) ��������������� ��� ©W¥ ������«¦�¡������� � σ ¹ ¸�¹ �����£��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥}������¬ªW¥£����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥��1��¥ ��§ ������� ´ �º¹ � �����������	�����������·�����¡�·¸¡�¬¥ �¦����¨¡� � �¡����������� ������� � �
Z W



� ����� � � � � � ��� � � � � ��� � ���

�¡��¥����¦��«¦�¡�³�¡��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥��Q������µ ± � ���W� ��´ µ���� ¯�� � ��� �o¸¡�¬¸¡����«¬¥¡�
´ ¨¡��¥�� ���v����� ¯���� �Q«¬���¬ª t0 ∈ R+

�Q±������ St0 := S �W�¦���¦���¡��§ ¥¡�¦��������¥ ��§ ������� ´ � ¯�� �o������� ��¸¡�������¡�´ ¨¡��¥�� ��������� ¯���� t ∈ R+
¹�²³� ������� ��±�¯�� � �1�����¡��¥ ������������§ �����·�¬ªW¥£������������� ����©W¥ �¦��� ���¬¥ �¡¨ © ®

¥¡������� ��� �¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥ �����³���¡��¥v���¦��«¦�¡������� ��� ����±_��� � ��������«¬� ±������ �¬�v���º� ��¯�¨¡����������� ��� �¡���
���������¬¨�� ����¨	���]�¡��� σ ¹ ¸�¹ ����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹¢¤��¨¡��� ���¬ª � ����¨¡���c«¦���������£��� ��¨ ©Q��� �������¡«¦���¬�����³����� ��¥¡����«¬¨¡�¦������������¥³����������¯�� ����± �¡���
��������¥¡�������£����� �¡��´ ��§ ��� ���c¨¡��§ ����������� S �x���v������§ � �������¡�¦����§x��� �³�¦����¥¡��¸�� ���¡µ���ªW��������� �S����®���������*Aº¹�X�¹ 9 ��«¬´ ��¥ ���������¡����������± ��� �¡��¥y������������§ ����� �¬ªW¥}������������� ����©W¥y��������� ���������c«¬����� �]�����
� ��¥¡���������������¡�°�¡��¥}�¬¥¡±��¡�����º¹
� �I5�5�� C � k � � � �x� � � ���c� B ∈ B(R) � ��´ µ���� PS(B) =

∑∞
n=0 PN ({n})P ∗n

X (B) ¹
¢¤��¨¡±����°����������¨¡��� ��¥ ª �¡µ���������§ ¥¡����´ ¨¡����� �����¤���m��¨�� ����«¬¥¡�¬�¤��� ¸�� ��«¬�¤���¬¨�� ��� ©W����� ���º������� �¡��§

����¥]����������¯�� ����±£����¥¡�¦��§ � �¦ªW¥���� ������§ ����������¨¡��§º¥¡�}��§ ¥¡����¸¡µ������������¤�y����������´�� ������¥]´ ¨¡��¥¡����±�¨¡����¹
�x� �������������±°�����¡±���S��¨ ���¦�¡«¬�m���¬¨�� ��� ©W����� ����§ ¥¡����´ ¨¡����� ���¥¡�]�c�¦ªW¨¡�����������{�¡��¥¤´c¹ σ. ����� S �����¥¡� �¦�����¦���������¬������µ�����µ����¡�¬¨¡�����¥}�bµ����·�¡������¥ ��� ���¡¨¡������� �Â��� ¹Q��¹ ´c¹�� A � � � Theorem (16.6)).

� �I5�5�� C � k � 8 � �x� � � ���c� u ∈ R � ��´ µ���� ϕS(u) = mN (ϕX(u)) ¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � ���� ¹Q��¹ ´c¹�� 9 X�� � Lemma 5.2.2.

�¤��± �����S������� Aº¹ ?º¹ 9 ����������± �¡��¥   ¥¡±��¡�����°�� ¹ 9 (iii) �����¬���°«¦���¦���������·����±��������c�·�������¡«¦��� ®�����º¹
fgGI3�����5�� C � k � C � ��¥ PN = P(α) � �¡±��¡� ϕS(u) = eα[ϕX(u)−1] ¯�� � � ���c� u ∈ R ¹
�b«¦�����������¡¨¡�¬��±��������¡�{������¥¤����������¯�� ����±}�¬ªW¥¤¨¡����©W¥ − ��������� �����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡���¬ªW¥¤¸¡µ��y��¨ © ®�¬ªW¥�������������§ �¬�b��§ ¥¡�����������������¬¨�� ����±��¡�¬¨¡��´ ¨¡����� ���¬� − �¡��� ��������¥¡�������{�����]µ ������� �¬ªW¥�����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�������¨¡���c«¦����¥ �����m������ �¯�¥ ªW���¡±�������¡«¦���¬�����]� ��¥ ª ���m�����¡«¬������� � ���b�����¡±��¡���¡�¬�S�����

Wald � �1��� ������§ � ��¨¡����µ����¡���1ªW� �����¬��������¥¡«¦����� ������� �S������������� Aº¹ ?º¹ 9 �1����������¥¡����«¬¥¡�������± ����¡���]¢¤¨¡±����������]�� ¹/:�¹ ? (i).
� �I5�5�� � ce�jSj^+Gj^YH1^+.&% ^Y,TS

Wald)
C � k � [ � �   ���¬ª ±���� EN < ∞ ����� EX < ∞ ¹ �b±��¡���� ��¨¡´ ����� ��«¬���°��� ���°������� ¸�� ����µ�����¥¡���°�¡������¹ � ¹ S ������� ����¥¡������� ��µ�¥ �����c���c� ��±��¡���¡�¬��


� i � ES = ENEX ¹
� ii � V S = ENV X + V NE2X ¹

X �



� � � ��� � � � �

�-� ���� � � ��� ��� � ����� 
���� � � �

� ��� ����� � ��	����
Poisson


 �5���

Martingales

� ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �������¡�¦����§����·�����¡� � ��´ ��¥°�����	�����������·����±�¸¡��� ¯���� ¯�� �£�¡��¥ σ ¹ ¸�¹m����� ��¨�� ��®����µ �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥°�����£������§ ��� �£�¡��� � ��������� ����� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹��{��������¨¡±�¥°���¬� ������� �
¸�§ ¥¡�������{«¬¥¡��¥�´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±y�¡���S¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson ��«¬��ª martingales �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����EZ ¹ 9 �������� ¸�� ��±��¡�¬¨¡� �]�¦©W¨¡�����LZ ¹ 9 ¹ Z ���x������µ ��¨¡����¯�������«¬¥ ªW� �¡��¥·��¨�§ ���������°�����!����¨¡���c«¬�����������¨�� ����«¬¥¡�
´ ¨¡����� ��� �������¡�¦��«¬��������� �º�����£��¥¡����«¬¨¡��¥ ���������������¡��¥�Â��� ¹   ¥¡±��¡����� Z ¹/:	�¦¹

�x� � ���·����±������ ������������µ �����°���¬��������§ ��� �º���¬��±�����¥¸¡�¬¥}¸¡����©W¥¡�¦������¸�� ������¨¡�¦��� � � ���c�¦ªW¨¡��µ����
±����º� {Tn}n∈N, {Wn}n∈N∗

�����º� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹����c� � ���b�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥����¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ��� �¬ªW¥v������� �¡�����¦ªW¥ ����� ����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥v������� �¡�����¦ªW¥ � ��� ΩT = ΩN = ∅ �����¥ ��§ ������� ´ � ������±���ªW�y����¨�� ��©W������� � �¬� ������� �4Aº¹

� ��� � : ��� �	��� ��
 ��
Poisson

�{�¡��¥ ����¨¡��µ������¬¥¡±��¡�����·����¨¡���c«¦���������}��¨¡´�� � ������¥£��¨�� ����±³�¡���¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson �����1���¡��¥����¥¡«¬´ ��� � ������¸¡��� ��¥¡µ�����������¨�� ����«¬¥¡�£��������¥ ��� � �°�������¡�¦��«¬��������������£������¨¡¨¡«¬����¥����±·�����¡±�¥�¹
������������� [ � � � � � �

σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥£��¥¡����� �¡�¦�����1��� � � ,I5�,���. 
)Y�I% � P��/��P��#"����!6/�
Poisson ��������¨	�����¦�¡¨¡� α ∈ (0,∞) ��¥}��������±�¥¡�·��¥«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����������	����� ���¬����¨¡������� � ������� ���º���¦��� ����«¬��¥}¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) � ��´ µ���� PNt

= P(αt) ¹
������µ ��������� ©W����������±���� �!�/� ^Y,KSjD-G�iT,-�#D-, �jSj^Y�I%]^YHI%`.&)+Gj^YH1^Y��%gGj^Y��)g��3+n��!,TS15�.0^YH

P�� QjiI����H
{Σt}t∈R+

pq� .&)+)+,I,TQ15�.a^YHI) "���)+,1)��#"T� P�� QjiI����H �!�/� ^YHI)
σ
� P �

{Nt}t∈R+

�����
��¨�� �c����µ �¬ªW¥°������� �¡�����¦ªW¥����c� ¸ ©W���������]��������±��������c���������¡«¦���¬�����£����� ����¥¡¸¡«¬�����¡��¥ σ ¹ ¸�¹b�����

XR:



� ��� � � � � � � �	��� � �
Poisson

��¨�� �c����µ��¬ªW¥¤������� �¡�����¦ªW¥¤���m��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�S��¨¡������� � ������� �S���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�b��«¬���¬�S��� ��«¬�b���S��§ �
� ¸�� ±��¡����� �����£��´ �¦��§ �¡�¦��������� martingales.

JL.
�M3YHI5�� [ � � � 8 � �   ���¬ª {Zt}t∈R+

��µ � ������� σ ¹ ¸�¹����¤��¨¡¥¡����� ��©W¥S��¹ � ¹ �����W��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�Q��¨¡�������¡®
� ������� �����������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬����«¬���¬�]��� ��«¬��������� Z0 = 0 P − σ.β. ¹{�b±��¡��� σ ¹ ¸�¹ {Zt − EZt}t∈R+��§ ¥¡����«¬¥¡� {Σ̃t}t∈R+

® martingale, ±������ {Σ̃t}t∈R+

� ����¥¡��¥�� ���£¸�� µ���� ��� ¯�� � �¡��¥ {Zt}t∈R+

¹
� D-GIP+.;� �YH � ��¨ ����§1¥¡��¸¡��§ � �������}±����1� ��´ µ�����¥ ���c�¡¨¡��� � � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� ��«¬� �]� ¸�� ±��¡���¡�¬�}�¬ªW¥ mar-

tingales ¯�� � �¡��¥ {Ct}t∈R+

��±������ Ct := Zt − EZt
¯�� � � ���c� t ∈ R+

¹
 �� ′ �������c«¬���¦ªW���c±���ªW���1� ��´ µ���� EZt < ∞ ¯�� � � ���c� t ∈ R+

�º���¦������«¬¥ ªW�}¯�� � � ���c� t ∈ R+�¦��§ ����� «¬´ ��������±���� E|Ct| = E|Zt − EZt| ≤ E[|Zt| + |EZt|] = 2EZt < ∞ �S¸¡������¸¡�v¯�� �
¯�� �v� ���c� t ∈ R+

� Ct ∈ L1(P ) ¹ �¤��±���� �S�¦����� ¸¡� ��� �������c�¬¨¡«¬� � ����¥¡��¨ �¡������� � ���§ ¥¡���Q� ��¥ ������¦�¡¨¡����� ���¬�£ªW� ��¨¡����������� ��¸¡�������¡� σ ® ����¯�� ��¨¡� �������¦����� ¸¡�o� EZt ∈ R+
� �����¬��� «¦���¦������±������

����¥¡��¥�� ����¸�� µ���� ��� �¡��� {Ct}t∈R+

�c�·��������§ ���¡���������¡��¥°����¥¡��¥�� ����¸�� µ���� ��� �¡��� {Zt}t∈R+

� ��¨¡�·�
{Ct}t∈R+

��§ ¥¡������¨¡������¨¡��������«¬¥¡� ���¡��¥ {Σ̃t}t∈R+

¹
�S��¥¡�¦��©W������¨ ����§x¥¡�³¸¡��§ � ��������¡��¥ �¡¨�§ �¡� � ¸�� ±��¡�����³�¬¥¡±�� martingale. �x� � ����¥���������±o�����¡±

��¨�§ �¡��������¯�� � � ���c� m ∈ N∗ ���·��µ�¥¡�����
Am := {(s1, . . . , sm) ∈ Rm

+ : 0 < s1 < · · · < sm := s},

������©W�]������¯�� � � ���c� (s1, . . . , sm) ∈ Am
�¡��¥ σ ® ����¯�� ��¨¡�

Gs1,...,sm
:= σ

(
{Zsj

}j∈N∗
m

)

������������¸¡��� ��¥¡µ��������]���°����¨¡��� ���¬ª �¡¨�§ ������������º¹
(a) �b�°��µ����¡������±���ªW¥��¬ªW¥ σ ® ����¯�� ��¨ ©W¥ Gs1,...,sm

��§ ¥¡������¨¡������� ��¥ ª �����¡�¬���c��¥¡±����¬¥¡���{ªW�m��¨¡���
�¡��¥}��´ «¬��� ⊆ ����� �¦¯ ������� ������µº¹¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª (s1, . . . , sm), (s∗1, . . . , s

∗
m) ∈ Am

���¡±��¡��«¬´ �������]±����
Gs1,...,sm

∪ Gs∗1 ,...,s∗m
:= σ

(
{Zsj

}j∈N∗
m

)
∪ σ
(
{Zs∗j

}j∈N∗
m

)

⊆ σ
(
σ
(
{Zsj

}j∈N∗
m

)
∪ σ
(
{Zs∗j

}j∈N∗
m

))

= σ

(
σ

( m⋃

j=1

σ(Zsj
)

)
∪ σ

( m⋃

j=1

σ(Zs∗j
)

))

= σ

(( m⋃

j=1

σ(Zsj
)

)
∪

( m⋃

j=1

σ(Zs∗j
)

))

= σ

(
m⋃

j=1

(
σ(Zsj

) ∪ σ(Zs∗j
)

))

����.%�-" $ � " @�! " 0  0 ! 3+# $ �! 0 , 3 $ F 0 σ �
)���@(3��-*(3 �  0 % "-'�� < 0 %(' #-3 " %6, ? %!6)+*+D 3+! 1 ! "$,*�� ,/. " . 0  0 � " , ! � E3 *�! � D 3+!<>"�!>3�� ' "�! <>"�!>" %6,�� # , 0 ! D 3�� 0 " %6, 0 F , 0 % #&%/# ,�� 1 "�, 0�� #&%(' ? � � '��
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� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

⊆ σ

( m⋃

j=1

σ(Zrj
)

)
= σ

(
{Zrj

}j∈N∗
m

)
= Gr1,...,rm

,

±������ rj := max{sj, s
∗
j}
¯�� �� ���c� j ∈ N∗

m
� �¬¥ © ��������� ©W¥¡�������b±���� �}�¡¨�§ �¡� � ��±��¡�����°� ��´ µ���� ¸�� ±����

� �¬µ��������}������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� ±���� �Q¯�� � A,B ∈ Σ � ��´ µ���� σ(A∪B) = σ
(
σ(A)∪σ(B)

) �����º�}¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�
��´ «¬��� �¦¯ ������� ������µ �������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� �°����� ±�����¯�� � � ���c� s < t � ��´ µ���� �j��±�¯ ª;�����£±������
{Zt}t∈R+

��§ ¥¡������µ � ������� σ ¹ ¸�¹ � � ��´ «¬��� �¦¯ ������� ������µ σ({Zt, Zs}) ⊆ σ(Zs)
¹

(b) �x� ��� ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s < t � σ ® ����¯�� ��¨¡� σ(Zt−Zs)

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�b�¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡���
Σ̃s
¹
¢¤¨	��¯�������� �1«¬���¬ª m ∈ N∗ ����� s0, s1, . . . , sm, sm+1 ∈ R+

��� 0 = s0 < s1 < · · · < sm :=

s < sm+1 := t �����������c�¦ªW¨¡�����������¤�¡��¥}��������������§ � �¬ªW¥}��¨¡������� � �����¦ªW¥ {Zsj
− Zsj−1

}j∈N∗

m+1

¹
  ����� ¸¡� ��±���ªW��� � � ′ �������c«¬���¦ªW������ ����¯�«¬¥¡��� � {Zt}t∈R+

«¬´ ��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¨¡������� � ������� ��� �������®
��������§ � {Zsj

−Zsj−1
}j∈N∗

m+1

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹��S��¥¡�¦��©W���º«¬´ �������S±������������ {Zsj
−Zsj−1

}j∈N∗
m�c�°��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡������¨¡������µ � ������� Zsm+1 − Zs := Zt − Zs

����� ′ ±������£«¦���¦������±�����¯�� �°� ���c�
j ∈ N∗

m
� ��������������§ � �¬ªW¥}��¨¡������� � �����¦ªW¥ {Zsk

− Zsk−1
}k∈N∗

j

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡��� Zt − Zs
¹

� < ��ªW��� �����¬���°«¬´ �������]±���� Zsm
=
∑m

j=1

(
Zsj

− Zsj−1

) ����� ′ ±������ �¦��§ �����������¬���°«¦���¦������±����

Gs1,...,sm
= σ({Zsj

− Zsj−1
}j∈N∗

m
),

�¦������«¬¥ ªW�]�¡�¦��� � �£��� σ ® ����¯�� ��¨¡�¬�

Gs1,...,sm

����� σ(Zt − Zs)
��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬� . � Z ¹/:	�

�   ���¬ª
Es :=

⋃

(s1,...,sm)∈Am

Gs1,...,sm
, � Z ¹ 9 �

�¡±��¡������± ��� (a) «¦���¦����� ±����º���� ����¯�«¬¥¡��� � Es
��§ ¥¡��� ����¯�� ��¨¡�����������¥¡±���ªW¥]����� Ω ¹W¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ�����¦��§ ������±���� Es =

⋃
h∈[0,s] σ(Zh)

� ��¨¡� σ(Es

)
= σ

(⋃
h∈[0,s] σ(Zh)

)
= Σ̃s

� ������µ� {Σ̃t}t∈R+

��§ ¥¡���
�°����¥¡��¥�� ��� ¸�� µ���� ���°¯�� � �¡��¥ {Zt}t∈R+

�¦¹
�b±��¡������± ��� ��� Z ¹/:	�{����� � Z ¹ 9 �S«¬´ ��������±������ ����¯�� ��¨¡� Es

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡���
σ(Zt−Zs)

����¨¡��������� Σ̃s = σ
(
Es

) �c����§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¤�¡��� σ(Zt−Zs)
�Â��� ¹x��¹ ´c¹ � Z � ��¢¤±�¨�� �����

:@Aº¹ Z �¦¹
� ���c�¦����� ¸¡��¸¡��§ � ��������� �¡������µ����¬¥¡��¯�� �·�����c��§ ¨¡�¦��� s, t ∈ R+

��� s < t �c�¡±��¡���c��� ��´ µ����������¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
��� s < t ��� ����� �����£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (b).  ������«¬¥ ªW���x¯�� ���¡��¥ ����±�¸¡��� � ���¡����¡¨�§ �¡���£� ¸�� ±��¡�������°����� martingale ��¨¡´�� � ������¨¡���¡��¨¡��µ����±�����¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t «¬´ �������	


Ct := Zt−EZt = Zs+(Zt−Zs)−E[Zs+(Zt−Zs)] = (Zs−EZs)+[(Zt−Zs)−E[(Zt−Zs)]].

X&A



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

< ��±��¡�	��������� ��¥¡��¥ �����m����± ���]��� ��� ¸�� ±��¡���¡�¬�m�¡���m¸¡�¬�����¬����«¬¥¡���S��«¬�����{��� ����� �Â��� ¹�¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ B����
¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s < t «¬´ �������]±����

E[Ct|Σ̃s] =P |Σ̃s
E
[
(Zs − EZs) + (Zt − Zs) − E[(Zt − Zs)]

Σ̃s

]

=
P |Σ̃s

E[(Zs − EZs)|Σ̃s] + E[(Zt − Zs)|Σ̃s] − E[(Zt − Zs)]

=P |Σ̃s
E[Zs|Σ̃s] − EZs + E[(Zt − Zs)|Σ̃s] − E[(Zt − Zs)]

(b)
=

P |Σ̃s
Zs − EZs + E[(Zt − Zs)] − E[(Zt − Zs)] = Cs,

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �����°�c�¦ªW¨¡������������¹
�

� �����¬���£����¥¡«¦����� � ����� < ¨�� ������µ Z ¹/:�¹/:y�������������]�¦ªW¨¡�����������MZ ¹/:�¹ 9 �������¡�¦����µ�¥}��� ����¨¡��� ���¬ª
¸¡µ��·�������¡�¦��«¬���������º¹
fgGI3�����5�� [ � � � C � �   ���¬ª ±����1� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ·�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ «¬´ ���1��¥¡� � ��¨ �¡�¡®
�¡�¬� ��¨¡������� � ������� �£�����x���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�£��«¬���¬� ��� ��«¬��¹��b±��¡�£� σ ¹ ¸�¹ {Nt − ENt}t∈R+

��§ ¥¡���x«¬¥¡�
{Σt}t∈R+

® martingale.

fgGI3�����5�� [ � � � [ � �   ���¬ª ±����1� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥£��§ ¥¡������� � � ������®
¯��¬¥¡��� �b¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ��������¨	�����¦�¡¨¡� α ∈ (0,∞) ¹ �b±��¡��� σ ¹ ¸�¹ {Nt − αt}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡�
{Σt}t∈R+

® martingale.

� � � 2 / ��� � � � � �	��
	��
 �

�S����� ��¥¡��¥ �����·����± ���o�����S�����������OAº¹ Z ¹ A �����!Aº¹ Z ¹ 9 �¦¯���§ ¨¡�¦�����W��¥ ��§ ������� ´ �v��� �¬¨ ©Q�¡����� ¯�� �o���
��¥ � ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ������¨¡��§�¥¡� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ���¡��§c��«¬��ª;�¡��� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���y�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥°���«¬��ª �¡��� σ ¹ ¸�¹W�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥y´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���¤�¬ªW¥y������� �¡�����¦ªW¥�¹ ² § ���������������� ���°��� ��¥ �¡�����������¬¨ ©Q�¡����� �����¡±·�c�·¸¡���c��§c����¨¡��� ���¬ª ����� �]�¦©W¨¡�����4Z ¹ 9 ¹ Z ���������������¡�¦����§�������µ�¨�� �³�������¡«¦���¬�����
��������µ ����� ���¬��������§ ��� �������!���v������§ � ����� ����¨¡«¬´ ��� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ�� �¡���£¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson��«¬��ª
® �¡��� σ ¹ ¸�¹ �¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥}´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���]�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥��
® �¬ªW¥y��¨¡������� � �����¦ªW¥y��������¥¡�����¬¥¡±����¬¥ ªW¥}��� ��©W¥y�¡��� σ ¹ ¸�¹W�����£��¨�� �c����µ°�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥��
®·��� ��� martingale - � ¸�� ±��¡�������y��� ���]��´ �¦��� �¡±����¬¥¡��� σ ¹ ¸�¹ �������
® �����£��«¦�¡¨¡��� ������§ �¡��������¹

XbZ



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

�x� �]�¡��¥b������������§ ����� ��±���ªW�����¡���S����±�¸¡��� � ���S�������¬¥b��±�¯ ª ´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ]��¨¡´�� � ����� � ��¯��������
¯�� � � ���c� s ∈ R+

� ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ������¯�� �°� ���c� ω ∈ Ω �¡��¥y��¹ � ¹

T s
n(ω) :=

{
0 ��¥ n = 0
∑∞

j=0 χ{Tj≤s<Tj+1}(ω)[Tn+j(ω) − s] ��¥ n ∈ N∗
. � Z ¹ A��

�¤��±���� ��¯�� �·¸¡�¬¸¡����«¬¥¡� s ∈ R+
� ��������������§ � {T s

n}n∈N
��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥°������� �¡�����¦ªW¥��¸�� ±���� ����±°����¥y��¨�� ����± �¡��� �����¬���}«¦���¦�����º±����º¯�� �}� ���c� ω ∈ Ω � ��´ µ���� T s

0 (ω) = 0 ����� T s
n−1(ω) <

T s
n(ω) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� �¡�¦���¬������§ � � ¸�� ±��¡�����·�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� �£����� ±�����¯�� �£� ���c� j ∈ N � ��´ µ�����¯�� �£� ���c�

n ∈ N∗ � ��¥�� ��±��¡����� Tn−1+j(ω) < Tn+j(ω) �m������µ � {Tn}n∈N
��§ ¥¡��� ��� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥�¹

�b±��¡�	��������������§ ��� �b������������¸¡��§ ¯���������� �����¤��¥¡�����¡µ � �����Q���¡��¥   ¥¡±��¡������Aº¹/: − ��������¥ ��§ ������� ´ ��������·±�������¥¡����«¬¨ �c������¥°���¡��¥   ¥¡±��¡�����(Aº¹ 9 ¯�� �·������ªW�}�¬¨¡����¥¡�¬µ��¦�����c�·��¹ � ¹ Tn
� n ∈ N �������������§ ��� ��������µv����� ������¸¡��§ ¯���������� − �����W¯�� � ¸¡������«¬¥¡� s ∈ R+

�v��¹ � ¹ T s
n
� n ∈ N � ������¨¡��§¥¡�o�¬¨¡����¥¡�¬���¡��§ ªW��� �8��'��/��� � "������/$ ��� � �8 ����!�"#��	������, �<��� � n �����$.	�;<���%47�9"��:	 � 	���� �8�����/$ &8;

��	%$ !�" ; s ¹W�S��¥¡�¦��©W����������¨¡��µ�����¥¡���¥¡�����������������¡��¥ {T s
n}n∈N

ªW�¤�¡��¥ s 
 5�. ^Y��^Y,1D�����5�$&)YH σ � P �n�� � �YHI%0^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) �Â��� ¹Q�������S´ ����� >  9 �¦¹
�¤��±���� ��¯�� � ¸¡�¬¸¡����«¬¥¡� s ∈ R+

������¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��¨�§ �¡�������]�¡��¥y��¹ � ¹

W s
n := T s

n − T s
n−1.

� Z ¹ Z �
�b±��¡�	�c��¨¡������¥ ©W�}� {W s

n}n∈N∗
��§ ¥¡���c� σ ¹ ¸�¹¤�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥°´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥������¦� ��¯��¦����������±]�¡��¥ {T s

n}n∈N
������¯�� �¤¸¡������«¬¥¡� s ∈ R+

����¹ � ¹ W s
n
� n ∈ N∗ �!������¨¡��§�¥¡�¤�¬¨¡����¥¡�¬���¡��§

�����£������§ ��� � �����·������¸¡��§ ¯������¡±��������ªW�}� ��¹ � ¹������·¸¡����©W¥¡��������¥��8��'��/�A���/�%"#���-; �7"��:	�� ���0	�� �
n− 1 &���$ 	�� � n �����,.	��<��� � � "��:	 � 	����B�8�����/$ &8;
��	%$ !�" ; s � ¹�{�¡� ����¥¡«¬´ ��� �£������¸¡��� ��¥¡µ���������¸¡µ����������¡�¦��«¬���������°����� ������¨¡��µ�¥�¡��¥ s 
 5�. ^Y��^Y,1D�����5�$&)YH
σ
� P � .&)+P��/n�5�.&���M) 	F3+G1)+�M) n�� � �YHI%`^Y�M)o��D-�1� ^Y�I��.&�M) ���������£������§ � �c�£�����}����¥¡��µ�¥ � ¸�� ��� ®
�¡«¬¨ ªW��´ ¨¡����� ��� ���¡��¥y����±�¸¡��� � � �����£´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ �¡���]¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson.

� �I5�5�� [ � 8 � � � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹¤��¥£� {Wn}n∈N∗
��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡���¡�£�����c¯�� �·� ���c� n ∈ N∗

� ��´ µ���� PWn
= Exp(α) � �¡±��¡��¯�� � � ���c� s ∈ R+

� k ∈ N � n ∈ N∗ ����� t1, . . . , tn ∈ R+
� ��´ µ����

P

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

))
= P (Ns = k)P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
.

� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª k ∈ N � n ∈ N∗ ����� t1, . . . , tn ∈ R+
������©W���¦��§ �����]����� s, t ∈ R+

¹W�b±��¡�	���
����±�¸¡��� � � ����� �¡����������«¬¥¡����c�°¯�§ ¥¡���º� ������� �¬ªW¥}����¨¡��� ���¬ª �¡¨�� ©W¥����������¬ªW¥�

(a) {Ns = k} ∩ {W s

1 > t} = {Tk ≤ s} ∩ {Wk+1 > (s+ t) − Tk+1}
¹

X;X



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ����°±����x����±o��� � � Z ¹ A�������� � Z ¹ Z �������x������� ��¥¡��¥ ����� ����± ��� ���
�S������� Aº¹ Aº¹ Z (ii) «¬´ �������]±����

W s
1 =

∞∑

j=0

χ{Tj≤s<Tj+1}(Tj+1 − s) =

∞∑

j=0

χ{Ns=j}(Tj+1 − s)

= χ{Ns=k}(Tk+1 − s) +
∞∑

k 6=j=0

χ{Ns=j}(Tj+1 − s),

����±��¡��������� ��¥¡��¥ �����]�¦��¥¡«¬���£����± ���°�����S������� Aº¹ Aº¹ Z (ii) �¦��§ ������«¬´ ��������±����
{Ns = k} ∩ {W s

1 > t} = {Ns = k} ∩ {Tk+1 − s > t}

= {Tk ≤ s < Tk+1} ∩ {Tk+1 − s > t}

= {Tk ≤ s} ∩ {Tk+1 > s} ∩ {Tk+1 > s+ t}

= {Tk ≤ s} ∩ {Tk+1 > s+ t}
(3.1)
= {Tk ≤ s} ∩ {Tk +Wk+1 > s+ t}

= {Tk ≤ s} ∩ {Wk+1 > (s+ t) − Tk+1},

���]�¡��¥�¡�¦�	��¨ �¡�£� ��±��¡����� ¥¡�·� ��´ µ����c¸�� ±���� {Tk+1 > s + t} ⊆ {Tk+1 > s} ������� �������¡�¦����§ �����¬�������¥¡«¦����� �°�����£±������ {Tn}n∈N
��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW����µ � �������ªW� σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���]�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥�¹

(b) �x� � � ���c� j ∈ N∗
n\{1}

� ��´ µ����
{Ns = k} ∩ {W s

j > tj} = {Ns = k} ∩ {Wj+k > tj}.

¢¤¨	��¯�������� ��������§ ªW�y���¤��� (a) ��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±�����¯�� � � ���c� j ∈ N∗
n\{1}

«¬´ �������]±����

W s
j =

∞∑

m=0

χ{Tm≤s<Tj+m}(Tj+m − s) −
∞∑

m=0

χ{Tm≤s<Tj+m}(Tj+m − s)

=
∞∑

m=0

χ{Ns=m}(Tj+m − s) −
∞∑

m=0

χ{Ns=m}(Tj−1+m − s)

= χ{Ns=k}(Tj+k − s) − χ{Ns=k}(Tj−1+k − s) = χ{Ns=k}(Tj+k − Tj−1+k),

��� ′ ±������£�¡�¦��� � � «¦���¦������±����
{Ns = k} ∩ {W s

j > tj} = {Ns = k} ∩ {Tj+k − Tj−1+k > tj} = {Ns = k} ∩ {Wj+k > tj}.

(c) P
(
{Ns = k} ∩ {W s

1 > t}
)

= P (W1 > t)P (Ns = k) ¹¢¤¨	��¯�������� �m��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����{� � ′ �������c«¬���¦ªW� � {Wn}n∈N∗
��§ ¥¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡� � ��¨¡�

�����x����¹ � ¹ Wk+1
�c� ��§ ¥¡���!��¥¡� � ��¨ �¡���¡���¬ªW¥ ��¹ � ¹ W1, . . . ,Wk

� ��� ′ ±������³��µ�����ªW¥¡�������x���}�¡��¥
� Aº¹/:	�°«¬´ ��������±���� � ��¹ � ¹ Tk =

∑k

j=1Wj
��§ ¥¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�v�¡������¹ � ¹ Wk+1

ªW� ����¥	��¨ �¡�����
��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥y�¡��� Wk+1

��¹ � ¹ �Â��� ¹������ �]�¦©W¨¡������� ¹/:�¹ Z �¦¹
X&?



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

�b±��¡�	� �c«¦����¥ ����� $k
s,t := P

(
{Ns = k} ∩ {W s

1 > t}
) ��«¬´ �������]±����

$k
s,t

(a)
= P

(
{Tk ≤ s} ∩ {Wk+1 > (s+ t) − Tk+1}

)

=

∫

Ω

χ{Tk≤s}∩{Wk+1>(s+t)−Tk+1}(ω)dP (ω)

=

∫

R2

χ(−∞,s)(r)χ(s+t−r,∞)(u)dPWk+1,Tk
(u, r)

=

∫

R2

χ(−∞,s)(r)χ(s+t−r,∞)(u)d(PWk+1
⊗ PTk

)(u, r)

=

∫

R

χ(−∞,s)(r)

(∫

R

χ(s+t−r,∞)(u)dPWk+1
(u)

)
dPTk

(r)

=

∫

R

χ(−∞,s)(r)

(∫

Ω

χ{Wk+1>s+t−r}(ω)dP (ω)

)
dPTk

(r)

=

∫

(−∞,s)

P (Wk+1 > s+ t− r)dPTk
(r),

���¤�¡��¥��¡¨�§ �¡��������¡��¥���¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� ¥¡�°�������¡�¦����µ�¥ �����¬���°����¥¡«¦����� ������ � Z � � �]�¦©W¨¡�����
V ¹ ? ���¡��¥S�¡«¦����¨ �¡�¤� ��±��¡�����¤¥¡�¤�������¡�¦����§ �����¬��������¥¡«¦����� ������� �]�¦ªW¨¡�����������W�� ¹/:�¹�X ������������¥¡����«¬¥¡���
����± ����¡���¤��¥¡� � ��¨ �¡����§ �����¬ªW¥���¹ � ¹ Tk+1,Wk

�º�����º�¡��¥]��«¬�����¡� � ��±��¡�����¥¡���¥ � ����§º�¡��¥y� ��´ µ�¡���
����± ��� �]�¦©W¨¡����� Fubini �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � Z � � �]�¦©W¨¡����� W ¹/: 9 �¦¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����

$k
s,t =

∫

(−∞,s)

P (Wk+1 > s+ t− r)dPTk
(r). � Z ¹�X �

  ��§ �����£� � ′ �������c«¬���¦ªW�£� ��´ µ����x±���� PWn
= Exp(α) ¯�� � � ���c� n ∈ N ¹£�b±��¡� � ��µ�����ªW¥¡������¡��¥   ¥¡±��¡�����°�� ¹/: (i)) ¯�� � � ���c� 0 ≤ r ≤ s «¬´ �������]±����

P (Wk+1 > s + t− r) = e−α(s+t−r),

��� ′ ±������ �����¬���°«¦���¦������±���� P (Wk+1 > s+ t− r) = P (Wk+1 > s− r)P (Wk+1 > t) ¹W�¤��±£�¡��¥�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬���°«¬´ �������]±����

$k
s,t

(4.5)
=

∫

(−∞,s)

P (Wk+1 > s− r)P (Wk+1 > t)dPTk
(r)

= P (Wk+1 > t)

∫

(−∞,s)

P (Wk+1 > s− r)dPTk
(r)

(4.5)
= P (Wk+1 > t)P

(
{Ns = k} ∩ {W s

1 > 0}
)

= P (Wk+1 > t)P
(
{Ns = k}

)
= P (W1 > t)P

(
{Ns = k}

)
,

��� �¡��¥���¨¡���¡�¦���¬������§ �o� ��±��¡�����o¥¡� �������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� �³����� ±������ W s
1
��§ ¥¡���x�c�¦��� ���³��¹ � ¹

�jªW��¬¥¡¸�� �����¬�����´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���}�¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥��b�º� ��¨¡��� ��´ µ�����±���� {W s
1 > 0} = Ω �����c�¡��¥

X V



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

�¡�¦���¬������§ �³� ��±��¡����� ¥¡�³�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � �¡��� � � ′ �������c«¬���¦ªW� � ����¥¡����§ ��� �¬ªW¥·��¹ � ¹ Wn

� n ∈ N∗ �¦¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (c).  ������«¬¥ ªW�����c«¦����¥ ����� t̃ := (t1, . . . , tn) ∈ Rn �����

$̃k,n(s, t̃) := P

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

))

�¡�¦��� � �£«¬´ ��������±����

$̃k,n(s, t̃) = P

(
n⋂

j=1

(
{Ns = k} ∩ {W s

j > tj}

))

= P

(
{Ns = k,W s

1 > t1} ∩

( n⋂

j=2

{Ns = k,W s
j > tj}

))

(b)
= P

(
{Ns = k,W s

1 > t1} ∩

( n⋂

j=2

{Ns = k,Wj+k > tj}

))

= P

(
{Ns = k} ∩ {W s

1 > t1} ∩

( n⋂

j=2

{Wj+k > tj}

))

(a)
= P

(
{Tk ≤ s,Wk+1 > (s+ t1) − Tk} ∩

( n⋂

j=2

{Wj+k > tj}

))

= P
(
Tk ≤ s,Wk+1 > (s+ t1) − Tk

)
P

(
n⋂

j=2

{Wj+k > tj}

)

(a)
= P ({Ns = k} ∩ {W s

1 > t1}) ·
n∏

j=2

P (Wj+k > tj)

(c)
= P (Ns = k)P (W1 > t1) ·

n∏

j=2

P (Wj > tj)

= P (Ns = k) ·
n∏

j=1

P (Wj > tj) = P (Ns = k)P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
,

���{�¡��¥b��«¬�����¡������±y���}�¡«¦�����S�������¡��¥b�¡«¦����¨ �¡�]����±}���y�¡«¦��������������©W�S�������¡��¥b�¡�¦���¬������§ �y� ��±��¡�����
¥¡�y�������¡�¦����µ�¥ �����¬���y����¥¡«¦����� ���¡���b� � ′ �������c«¬���¦ªW�b��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���m�¡��� {Wn}n∈N∗

���������¡��¥¤�¡¨�§ �¡�
����± ��� �¡«¦�����y� ��±��¡����� ¥¡�£� ��´ µ�������±�¯ ª7�¡����� � ′ �������c«¬���¦ªW��� ����¥¡����§ �����¡��� {Wn}n∈N∗

¹
  ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � �������¡��¥ �¡������µ����¬¥¡�·� ��±��¡����� ¯�� � �����c��§ ¨¡�¦��� k ∈ N � n ∈ N∗ �����c�����c��§ ¨¡�¦���

t1, . . . , tn, s ∈ R+
� � ����������� �����¬���°«¦���¦�������������¡��¥� ��´ µ �¡��� �¡������µ����¬¥¡���y� ��±��¡��������¹

�

fgGI3�����5�� [ � 8 � 8 � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹���¥]� {Wn}n∈N∗
��§ ¥¡���º��¥¡� � ��¨ �¡���¡��������¯�� �}� ���c� n ∈ N∗

� ��´ µ���� PWn
= Exp(α) � �¡±��¡�	


X&B



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

� i � �x� �°� ���c� n ∈ N∗ � s ∈ R+
������¯�� � � ���c� t1, . . . , tn ∈ R+

� ��´ µ����

P

(
n⋂

j=1

{W s
j > tj}

)
= P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
.

� ii � �x� �°� ���c� s ∈ R+
�°��¹ � ¹ Ns

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡��� {W s
n}n∈N∗

¹
� iii � �x� �y� ���c� n ∈ N∗ �y����±°����� ¥¡��µ}��������¥¡�����y�¬ªW¥¤��¹ � ¹ W s

j (j ∈ N∗
n) ��������§ �¡�¦���������S�¡��¥]����±����� ¥¡��µ£��������¥¡�����°�¬ªW¥}��¹ � ¹ Wj (j ∈ N∗

n)
¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) �¤��±_�¡��¥v� � ′ �������c«¬���¦ªW�³��¥¡� � ��¨ �¡����§ � �¡��� {Wn}n∈N∗

�����S��µ�����ªW¥¡� �������
¢¤±�¨�� �����]Aº¹ Z ¹ Z � �����¬����«¦���¦�����1±����1¯�� ��� ���c� t ∈ (0,∞) � ��´ µ����!±���� PNt

= P(αt) ¹   ������«¬¥ ªW�¯�� � t ∈ (0,∞) ������¨¡��µ����°¥¡�·�c�¦ªW¨¡�����������}�¡��¥ ��������������§ � �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥ {{Nt = k}}k∈N
ªW�

��� � � Σ ® ���¦�¡¨¡����� �����S¸�� ����«¬¨�� ���°����� Ω ¹ < ��±��¡�	� ¯�� � � ���c� s ∈ R+
������± �����S�������eZ ¹ 9 ¹/:y«¬´ �������	


∞∑

k=0

P (Ns = k)P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
=

∞∑

k=0

P

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

))
. � Z ¹ ?��

� < ��ªW����¯�� � � ���c� s ∈ R+
�¦��§ ������«¬´ �������]±����

∞∑

k=0

P (Ns = k)P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
= P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
∞∑

k=0

P (Ns = k)

= P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
P

(
∞⊎

k=0

{Ns = k}

)

= P

(
n⋂

j=1

{Wj > tj}

)
,

��¨¡�y�c«¦����¥ ����� $n := P
(⋂n

j=1{Wj > tj}
) ¯�� �� ���c� n ∈ N∗ � ����± �¡��¥ � Z ¹ ?��Q�¡�¦��� � �°«¬´ ��������±����

$n =
∞∑

k=0

P

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

))

= P

(
∞⊎

k=0

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

)))

= P

(( ∞⊎

k=0

{Ns = k}

)
∩

( n⋂

j=1

{W s
j > tj}

))

= P

(
n⋂

j=1

{W s
j > tj}

)
,

�º� ��¨¡� ¸¡��§ � ����������¥°� ��´ ��¨�� ����± (i).

X W



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

(ii) � �����¬��� ����¥¡«¦����� �°����� (i) ����������� �S�������������EZ ¹ 9 ¹/:�¹
(iii) �¤��± ����¥ � ��´ ��¨�� ����± (ii), ����������¥¡����«¬¥¡���³����± ��� �����x����� � ��´ ��¨�� ������µ (i), «¦���¦�����x±����x¯�� �� ���c� n ∈ N∗ � s ∈ R+

������¯�� �°� ���c� t1, . . . , tn ∈ R+
� ��´ µ����

P

(
{Ns = k} ∩

( n⋂

j=1

{W s
j ≤ tj}

))
= P (Ns = k)P

( n⋂

j=1

{Wj ≤ tj}

)
.

� ��¨¡���¬����¨¡��± �¡��¥ ������¦� ¥¡«¬���������¦��� ´ ��� ¨¡�����������¡�������±�¸¡��� � �������� � ��´ ��¨�� ������µ (i), «¬´ �������}±����
P
(⋂n

j=1{W
s
j ≤ tj}

)
= P

(⋂n

j=1{Wj ≤ tj}
) ��¸¡������¸¡�°����¥ (iii). �

fg��3+��^Y�I3YHI��H [ � 8 � C � �b�·¢¤±�¨�� ����� Z ¹ 9 ¹ 9 ��«¬¨¡�°����±£�¡��¥y´ ¨¡����� ��±��¡���	������ ���¡��¥�����±�¸¡��� � � �����
´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ°�¡����¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson �¦����¨	� �¡����� ������� � ��� ¨¡�¦��� � �£��������¥ ��� ��± 
W� s ®{���¦��������®��� ����«¬¥¡� σ ¹ ¸�¹W�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥�´ ¨¡±�¥ ªW¥����c� � �����¬ªW¥]������� �¡�����¦ªW¥��������}���¬¨�� ¯�¨	���������¡��¥]�¬��� ��¥�� �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥������v¸�� �����¡����� (s,∞) «¬´ ��� ��� ��§ ¸�� �¬��� ¸�� ±��¡���¡�¬�·��� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹o�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥�´ ¨¡±�¥ ªW¥
���c� � ���b�¬ªW¥]������� �¡�����¦ªW¥��������y���¬¨�� ¯�¨	���������¡��¥��¬��� ��¥�� �����¬ªW¥]������� �¡�����¦ªW¥������°¸�� �����¡����� (0,∞)�������¦��§ ����«¬��¥}��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�}�¡���¤��¹ � ¹ Ns

¹   ��§ ��������������� ��¥¡��¥ �����¤����± ���°��� � � Aº¹/:	� ����� � Z ¹ A��
�����¬���¤¯�§ ¥¡�¦��������������¥¡�����¡±}±�������������¨¡��� ��¥ ª ���������¬¨	�����������¤�¦���¦���¡��§ ¥¡��¥ ����������������� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ����¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ � ����± ��� �°������§ �¬�£�¦� ��¯���¥ �����1���1��¨¡����¥¡�����¬¨ �c��§ ���¬� σ ¹ ¸�¹ �¦¹°²³� �������·��±�¯�� � �1�c�������¨¡��µ��������S¥¡��� ��´ ��¨�� ������µ����m±���������´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���S�¬ªW¥¤������� �¡�����¦ªW¥b����¨¡������� � �¡����¥ ��«¬¥¡����§ ¸¡���
��������������� ±��¡��������� �Â��� ¹ �S´ �����r>  9 �¦¹
�b«¦����������¨�� ¥y��¨¡��´ºªW¨¡���������������¡��¥}¸�� ���¡µ���ªW�������������±�¸¡��� � � ����� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ°�¡���]¸�� ��¸�� ®

������§ ��� Poisson, �����³�������¡�¦����§1�����!��� ���¬¥ �¡¨�� ��±v�������¡«¦���¬������±������ ����� ���¬��������§ ��� �x¯�� � �����������������µ��]�¦����§ ¥¡��������°��«¬¨¡�����¤�����´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ�����°��¥¡����«¬¨¡�¦�����º����� ��«¦�¡¨¡�£������§ �¡���������º��¨�§ ®
�¡�����������·��µ�¥¡�����

E := {A× (s, t] : s, t ∈ R+
��� s ≤ t, A ∈ Σs}

����� �c«¦��������� H := σ(E ) ⊆ Σ ⊗ B((0,∞)) ¹< �¬¥y��±�¯ ª;´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±��y¸�§ ¥¡�¦����������± �¡��¥}����¨¡��� �����°����¨¡��� ���¬ª;�������¡�¦��«¬������������¹
JL.
�M3YHI5�� [ � 8 � [ � �   ���¬ª α ∈ (0,∞) ¹Q�b±��¡�¤���£����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � � σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗

�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥·´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ��� �¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥·��§ ¥¡���x��¥¡� � ��¨ �¡���¡�������
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ����¥¡������� ��§��¡��¥ PWn

= Exp(α) ¹
� ii � � σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ¤�¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥m��§ ¥¡������� � � ������¯��¬¥¡��� � ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson���¤����¨	�����¦�¡¨¡� α ¹
� iii � � σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ��¬ªW¥¤������� �¡�����¦ªW¥¤«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�S��¨¡������� � ������� �m������¯�� �
� ���c� t ∈ R+

� ����¥¡������� ��§��¡��¥ ENt = αt ¹
? �



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

� iv � � σ ¹ ¸�¹ {Nt − αt}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� {Σt}t∈R+

® martingale.

� v ���b�·��«¦�¡¨¡�·������§ �¡������� µ � ����¥¡������� ��§��¡��¥ µ|H = (αP ⊗ λ)|H ¹
� vi � � σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥v������� �¡�����¦ªW¥v«¬´ ��� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�³¨¡����«¬� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡���
�	� � ����������� ����¥¡��������§��¡��¥}��¥�� ��±��¡�����

E
(
Nt − (Ns + α(t− s))

)2
≤ E(Nt − Z)2

¯�� �±����}��� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t �����º¯�� �}� ���c�b��¹ � ¹ Z ©W���¡� EZ2 <∞ ����� σ(Z) ⊆ Σs

¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� �·�¡��¥ ����±�¸¡��� � �·��¨ ����§�¥¡�·¸¡��§ � �������y�¡��¥£� ��´ µ·�����·����±��������c������´ ����������� (i) ⇒

(ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v) ⇒ (i) ��������©W�]��������� ������¥¡�¦����¯ ªQ¯�«¬� (ii) ⇒ (vi) ����� (vi) ⇒ (iv) ¹
(i) ⇒ (ii) 
 �   ���¬ª ±����!��� (i) � ��´ µ���� �x�¡±��¡�°����± ���o¢¤±�¨�� �����]Aº¹ Z ¹ Z³«¬´ �������°±���� PNt

= P(αt)¯�� �³� ���c� t ∈ (0,∞) ¹   ������«¬¥ ªW���Q��¨ ����§�¥¡�³¸¡��§ � �������£±���� � {Nt}t∈R+

«¬´ ��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬� �����
���	����� ���¬����¨¡������� � ������� ��¹

�x� � ����¥}��±�¯��·�����¡± ����¨¡���c«¦������������� ����¨¡��� ���¬ª �¡«¬�����¬¨¡�°�¬¥¡¸�� �����¬���}�����������º¹
(a) �x� � � ���c� n ∈ N∗ � k ∈ N ������¯�� � � ���c� s, h ∈ R+

� ��´ µ����

{T s
n ≤ h} =

∞⊎

j=0

({Ns = j} ∩ {Tn+j+k − s ≤ h}).

¢¤¨	��¯�������� �c�¦����� ¸¡� PNt
= P(αt) ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ��«¬´ ������� P (Nt = ∞) = 0 ¯�� � � ���c�

t ∈ (0,∞) �º��«¦�¡��������±��� ¢¤±�¨�� ����� Aº¹ Aº¹ V «¦���¦������±���������� �c��¥¡±��¡�������¡����«¦��¨¡� � ������§ ¥¡���º§ ���y���m�������¸¡«¬¥�¹ �   �¡��� �x´ºªW¨�§ �}�����¡���·�¡���¯��¬¥�� ��±��¡������� ������¨¡��µ����°¥¡���������c«¬���������}±���� Nt(ω) < ∞ ¯�� �
� ���c� t ∈ R+

������¯�� �£� ���c� ω ∈ Ω ¹��S��¥¡«¦����� �·��������µ£��§ ¥¡����±����c� {{Nt = j}}j∈N
� t ∈ (0,∞) �������¨¡��§º¥¡���c�¦ªW¨¡���c��§�ªW����� �� Σ ® ���¦�¡¨¡����� �����Q¸�� ����«¬¨�� ���y����� Ω ¹ < ��±��¡�	��¯�� �y� ���c� n ∈ N∗ � j ∈ N������¯�� � � ���c� s, h ∈ R+

«¬´ �������	


ω ∈ {T s
n ≤ h} ⇔ T s

n(ω) ≤ h
(4.3)
⇔

∞∑

j=0

χ{Tj≤s<Tj+1}(ω)[Tn+j+k(ω) − s] ≤ h

⇔
∞∑

j=0

χ{Ns=j}(ω)[Tn+j+k(ω) − s] ≤ h

⇔ ∃j ∈ N [χ{Ns=j}(ω) = 1 & Tn+j+k(ω) − s ≤ h]

⇔ ∃j ∈ N ω ∈ {Ns = j} ∩ {Tn+k − s ≤ h}

⇔ ω ∈

∞⊎

j=0

(
{Ns = j} ∩ {Tn+k − s ≤ h}

)
,

���W�¡��¥S�¡¨�§ �¡�]� ����¸¡��¥¡����§ �]¥¡��� ��´ µ�������±�¯ ªv����� �S�������������qAº¹ Aº¹ Z (ii), �������¡��¥ � �¬���c��§ �¤����¥¡�¦����¯ ªQ¯�����¡��¥��S�¡«¦����¨ �¡� � ����¸¡��¥¡����§ �£�������¡��¥}�¡�¦���¬������§ � � ����¸¡��¥¡����§ � ¥¡� �������¡�¦����µ�¥ �����¬��� ����¥¡«¦����� �£�����
±������ {{Nt = j}}j∈N

��§ ¥¡����¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ��� � ¸�� ����«¬¨�� ��� ����� Ω ¹
?+:



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

(b) �x� �}� ���c� n ∈ N∗ �����º¯�� �}� ���c� s, h ∈ R+
� ��´ µ���� {Ns+h −Ns = n} = {T s

n ≤ h < T s
n+1}

¹
¢¤¨	��¯�������� �c������� ��¥¡��¥ �����y�¦�³¥¡«¬���·����± ���·±������ {{Nt = j}}j∈N

��§ ¥¡����¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞)��� � ¸�� ����«¬¨�� ��� ����� Ω ���¡±��¡�¤¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� s, h ∈ R+
�����¬��� «¬´ ��������±����

{Ns+h −Ns = n} =
∞⊎

j=0

(
{Ns+h −Ns = n} ∩ {Ns = j}

)

(3.16)
=

∞⊎

j=0

(
{Ns+h = n+ j} ∩ {Ns = j}

)

=
∞⊎

j=0

(
{Tn+j − s ≤ h < Tn+j+1 − s} ∩ {Ns = j}

)

= {T s
n ≤ h < T s

n+1},

���¤�¡��¥��¡¨�§ �¡� � ��±��¡����� ¥¡�°�������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� ������ �S�������������EAº¹ Aº¹ Z (ii) ����� �¡��¥��¡�¦���¬������§ �� ��±��¡�����¥¡�y��¨¡����µ����¡��� ����± ��� (a) ��¥¤�c�¦ªW¨¡����������� k = 0 ��������©W�¤�¦��§ ����������� �¦����� ¸¡�������§ ªW�]������ (a) �j������¯�� � k = 1 �m������¸¡��� ��¥¡µ��¦������¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ ������¯�� �£� ���c� s, h ∈ R+
� � ��´ µ����¡���

{T s
n+1 > h} =

⊎∞
j=0

(
{Tn+j+1 − s > h} ∩ {Ns = j}

) ¹
(c) �x� � � ���c� s, h ∈ R+

� ��´ µ���� PNs+h−Ns
= PNh

¹
¢¤¨	��¯�������� �x«¬���¬ª n ∈ N∗ � s ∈ R+

¹£��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ����±����!����±³���o¢¤±�¨�� �����LZ ¹ 9 ¹ 9 (iii)«¬´ �������]±����
PW s

1 ,...,W s
n

= PW1,...,Wn
. � Z ¹ V �

� < ��ªW���W����± �¡��¥ � Aº¹/:	�y����� �¡��¥ � Z ¹ Z �}�¦��§ ������«¬´ ������� ±�����¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����Q±���� Tn =
∑n

k=1Wk
��������©W�]������±���� T s

n =
∑n

k=1W
s
k
�º���¦������«¬¥ ªW�y����±£�¡��¥� Z ¹ V � �����¬��� «¦���¦������±����

PT s
n

= PTn

¯�� � � ���c� n ∈ N∗. � Z ¹ B��
< ��±��¡�	��¯�� � � ���c� s, h ∈ R+

� ¯�� � � ���c� k ∈ N ����������± �����S������� Aº¹ Aº¹ Z (ii), «¬´ �������]±����
P (Ns+h −Ns = k)

(b)
= P (T s

k ≤ h < T s
k+1) = P (Tk ≤ h < Tk+1) = P (Nh = k),

����� � ����¸¡��¥¡������§����¤��� (c).

(d)
�
σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

�����£��¨�� �c����µ �¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥}«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¨¡������� � ������� ��¹
�   ���¬ª s ∈ R+

¹Q�¤��±}���°¢¤±�¨�� ������Z ¹ 9 ¹ 9 (ii),(iii) «¬´ �������b±���������¹ � ¹ Ns
������� σ ¹ ¸�¹ {W s

n}n∈N∗

��§ ¥¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����������� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡���¤¸�� ������������� σ.κ.π. �¬ªW¥ {W s
n}n∈N∗

����� {Wn}n∈N∗
�����¡®

��§ �¡��¥ ����� ¹£�S��¥¡�¦��©W���x��� Ns
����� {T s

n}n∈N∗
��§ ¥¡���1��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�}�����!���1���¦���¬¨¡������«¬¥¡���°¸�� �������������

σ.κ.π. �¬ªW¥ {T s
n}n∈N∗

����� {Tn}n∈N∗
��������§ �¡��¥ ����� ¹

�   ���¬ª �1� ©W¨¡� � s, h1, . . . , hn ∈ R+
����� `, `1, . . . , `n ∈ N ¹}�b±��¡�	�1�c«¦����¥ �����°¸�� ��¸¡��´�� � � ˜̀ :=

(`1, . . . , `n), h̃ := (h1, . . . , hn) �����

$̂s,n
˜̀,h̃ := P

(
{Ns = `} ∩

( n⋂

j=1

{Ns+hj
−Ns = `j}

))
,

? 9



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

«¬´ �������]±����

$̂s,n
˜̀,h̃

(b)
= P

(
{Ns = `} ∩

( n⋂

j=1

{T s
`j
≤ hj < T s

`j+1
}

))

= P
(
Ns = `)P

(
n⋂

j=1

{T s
`j
≤ hj < T s

`j+1
}

)

(4.8)
= P

(
Ns = `)P

(
n⋂

j=1

{T`j
≤ hj < T`j+1

}

)

= P
(
Ns = `)P

(
n⋂

j=1

{Nhj
= `j}

)
,

���W�¡��¥b¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�]� ��±��¡������¥¡�]� ��´ µ�������±�¯ ª �¡���{��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���W�¡���{��¹ � ¹ Ns
�������¡��� σ ¹ ¸�¹ {T s

n}n∈N∗
�

�������¡��¥y�¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡����� ¥¡�£� ��´ µ�������±�¯ ª;����� �S�������������MAº¹ Aº¹ Z (ii). � ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����

$̂s,n
˜̀,h̃ = P

(
Ns = `)P

(
n⋂

j=1

{Nhj
= `j}

)
. � Z ¹ W �

�{�¡��¥����¥¡«¬´ ��� ��c� ������¸¡��§ � ���������¡��¥� Aº¹/: V �{¯�� � m = n �����¦����¯ ªQ¯��£����� n ∈ N∗ 

• �x� � n = 1 � � Aº¹/: V �{��¨¡������¥ ©W�y� ��´ µ���� ¹
• �   ���¬ª;±�����¯�� � � ������� � n ∈ N∗ � ��´ µ����

P
(⋂n

j=1

{
Ntj −Ntj−1

= `j
})

=
∏n

j=1 P
(
Ntj −Ntj−1

= `j
)
, (ΥE) �

�������c�¦ªW¨¡��µ�������� h0, h1, . . . , hn ∈ R+
©W���¡� 0 = h0 < h1 < · · ·hn

����� `1, . . . , `n, `n+1 ∈ N ¹�b±��¡�]��¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � ����������� �������°�¡���]�¦����¯ ªQ¯�������¸¡������¸¡� ±������ ��´ µ������
P
(⋂n+1

j=1

{
Ntj −Ntj−1

= `j
})

=
∏n+1

j=1 P
(
Ntj −Ntj−1

= `j
)
, (BE) ¹

�]«¦����������¸�� ��¸¡��´�� � � hj := tj+1 − t1
¯�� � � ���c� j ∈ Nn

�S������©W������� h̃ := (h1, . . . , hn)
�

˜̀ := (`1, . . . , `n+1)
�����

$̆n

h̃,˜̀ := P

(
n⋂

j=1

{
Nhj

−Nhj−1
= `j+1

}
)
,

����±��¡�]«¬´ �������]±���� 0 = h0 < h1 < · · ·hn
��������©W�]������±����

$̆n

h̃,˜̀
(ΥE)
=

n∏

j=1

P
(
Nhj

−Nhj−1
= `j+1

)
=

n∏

j=1

P
(
Ntj+1−t1 −Ntj−t1 = `j+1

)

(c)
=

n∏

j=1

P
(
Ntj+1−tj = `j+1

) r:=j+1
=

n+1∏

r=2

P
(
Ntr−tr−1 = `r

)

(c)
=

n+1∏

r=2

P
(
Ntr −Ntr−1 = `r

)
=

n+1∏

j=2

P
(
Ntj −Ntj−1

= `j
)
,

?;A
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¸¡������¸¡� ¸¡��§ � ������±����

P

(
n⋂

j=1

{
Nhj

−Nhj−1
= `j+1

}
)

=
n+1∏

j=2

P
(
Ntj−tj−1

= `j
)
. � Z ¹/: � �

  ��§ �����y�¬µ��������£������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±�����¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����
n⋂

j=1

{
Ntj −Ntj−1

= `j
}

=

n⋂

j=1

{
Ntj =

j∑

r=1

`r

}
. � Z ¹/:;:	�

�����
n⋂

j=1

{
Nhj

−Nhj−1
= `j+1

}
=

n⋂

j=1

{
Nhj

=

j+1∑

r=2

`r

}
. � Z ¹/: 9 �

< ��±��¡���c«¦����¥ �������¦��§ ����� t̃ := (t0, t1, . . . , tn+1)
�����

A
˜̀,t̃
n+1 := P

(n+1⋂

j=1

{
Ntj −Ntj−1

= `j
})

«¬´ �������]±����

Ak̃,t̃
n+1

(4.11)
= P

(
n+1⋂

j=1

{
Ntj =

j∑

r=1

`r

})
= P

(
{Nt1 = `1} ∩

(n+1⋂

j=2

{
Ntj =

j∑

r=1

`r

}))

= P

(
{Nt1 = `1} ∩

(n+1⋂

j=2

{
Ntj −Nt1 =

j∑

r=2

`r

}))

y:=j−1
= P

(
{Nt1 = `1} ∩

( n⋂

y=1

{
Nty+1 −Nt1 =

y+1∑

r=2

`r

}))

= P

(
{Nt1 = `1} ∩

( n⋂

j=1

{
Ntj+1

−Nt1 =

j+1∑

r=2

`r

}))

hj :=tj+1−t1
= P

(
{Nt1 = `1} ∩

( n⋂

j=1

{
Nt1+hj

−Nt1 =

j+1∑

r=2

`r

}))

(4.9)
= P (Nt1 = `1)P

(
n⋂

j=1

{
Nhj

=

j+1∑

r=2

`r

})

(4.12)
= P (Nt1 = `1)P

(
n⋂

j=1

{
Nhj

−Nhj−1
= `j+1

})

(4.10)
= P (Nt1 −Nt0 = `1)

n+1∏

j=2

P (Ntj −Ntj−1
= `j) =

n+1∏

j=1

P (Ntj −Ntj−1
= `j).

  ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � ����� �¡��¥ � ��´ µ_�¡��� (BE) �¤� �����m�����7������������¨ ©W¥¡���b�¡��¥ �¦����¯ ªQ¯��_�º� ��¨¡�������¸¡��� ��¥¡µ���� � ¸¡���c«¬¥ ����������� (i)) �¡��¥y� ��´ µy�¡��� � Aº¹/: V ���º������������¨ ©W¥¡��¥ ������«¦�¡�����¡��¥]����±�¸¡��� � �}�����
(d).

?&Z



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

� < ��ªW��������±·��� (c) ��������� (d), ����������¥¡����«¬¥¡���£����± ���£����� �S���������������� ¹/:�¹ A � �����¬���£«¦���¦�����±������ σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

�����¤��¨�� �c����µ��¬ªW¥m������� �¡�����¦ªW¥S«¬´ ��� � �¦���¡±��{����±]��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�Q����� �x���	����� ���¬�
��¨¡������� � ������� ����� ����� �����£«¦���¦�������¡��¥� ��´ µ ����� (ii).

(ii) ⇒ (iii) 
 �   ���¬ª ±����!��� (ii) � ��´ µ���� �x�¡±��¡�°� σ ¹ ¸�¹£�����³��¨�� �c����µ��¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥·��§ ¥¡���!��� �
� ������¯��¬¥¡��� �S¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ��������¨	�����¦�¡¨¡� α �º� �¦������«¬¥ ªW�]«¬´ ��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬������� ���	����� ���¬���¨¡������� � ������� ���!�����!¯�� ��� ���c� t ∈ (0,∞) � ��´ µ����!±���� PNt

= P(αt) � ��¨¡� ENt = αt ¯�� ��� ���c�
t ∈ (0,∞) �Â��� ¹   ¥¡±��¡����� �� ¹ 9 (iii)). � ���c�¦����� ¸¡�·� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���c��� � σ ¹ ¸�¹¤�����·��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥���� ��´ µ�����±���� N0(ω) = 0 ¯�� �·� ���c� ω ∈ Ω � ��¨¡� ������±���� EN0 = 0 = αt ¯�� � t = 0 ¹  ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � �����¤��� (iii).

(iii) ⇒ (iv) 
 � �����¬��� ����¥¡«¦����� ������� ¢¤��¨�§ ����������� Z ¹/:�¹ A������1�����³±����1¯�� ��� ���c� t ∈ R+
� ��´ µ����

ENt = αt <∞ ¹
(iv) ⇒ (v) 
 �   ���¬ª ±�������� (iv) � ��´ µ���� ��¸¡������¸¡��±������ σ ¹ ¸�¹ {Nt−αt}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� martingale,
�jªW�b��¨¡���b�¡��¥¤����¥¡��¥�� ���¸�� µ���� ��� {Σt}t∈R+

���¡±��¡�S¯�� �y� ���c� t ∈ R+
� ��´ µ�����±���� E[Nt −αt] <∞ �

��¨¡�°������±�������� ENt <∞ ���¬¥ ©7¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t ������¯�� �°� ���c� A ∈ Σs

«¬´ �������

µ(A× (s, t]) =

∫

A

(Nt −Ns)dP =

∫

A

α(t− s)dP = α(t− s)P (A) = (αP ⊗ λ)(A× (s, t]),

����¡��¥£��¨ ©Q�¡�������!�¡��¥ ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡����� ¥¡���������¡�¦����µ�¥�����¬��������¥¡«¦����� ������� �S������������� Aº¹ Aº¹ B
�����������£±���� Σs ⊆ Σ ���������¡�����¡¨�§ �¡��� martingale- � ¸�� ±��¡�������]�¡��� {Nt − αt}t∈R+

����¥ ��§ ������� ´ �º¹
� ���W�¦����� ¸¡�v�o�¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� � ��´ µ����Q¯�� �v� ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t �����Q¯�� �o� ���c�
A ∈ Σs

�W¸¡������¸¡�³¯�� � � ���c� A × (s, t] �Q����� �W±���ªW��� ��§ ¥¡����«¬¥¡�³�¡����� ��± ��µ�¥¡�����v����� E �Q�¡±��¡�£��¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡������c�£� ��´ µ�����¯�� � � ���c����µ�¥¡����� F ∈ E ����� ′ ±������������¬���°«¦���¦������±����
µ|E = (αP ⊗ λ)|E . � Z ¹/:@A��

  ������«¬¥ ªW������¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � ��������±������£� ��±��¡����� �¬ªW¥}¸¡µ��·��«¦�¡¨ ªW¥}�¡��� � Z ¹/:@A��S�¦���¦���¡��§ ¥¡�¦�����������
���¡��¥ σ ® ����¯�� ��¨¡� H ¹��x� � ���·��������±������¡± ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����

⊎

n∈N∗

(n− 1, n] = (0,∞). � Z ¹/: Z �

�{�¡�£����¥¡«¬´ ��� �°�c«¦��������� Fn := Ω × (n− 1, n] ∈ E ¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ ������±��¡�]¯�� � � ���c� n ∈ N∗

�����¬���°«¬´ �������]±���� (αP ⊗ λ)(Fn) = α <∞ ¹   ��§ ����������± �¡��¥� Z ¹/: Z � �����¬���°«¦���¦������±����
⊎

n∈N∗

Fn = Ω ×
⊎

n∈N∗

(n− 1, n] = Ω × (0,∞) ∈ E � Z ¹/: X �

�º���¦������«¬¥ ªW�}����± ��� �}¸¡µ�� �¡�¦���¬������§ �¬�y��´ «¬����� �������¬���£«¦���¦������±�����������«¦�¡¨¡� µ|E = (αP ⊗ λ)|E��§ ¥¡��� σ ® ���¦���¬¨¡������«¬¥¡��¹  ��§ ���������±�����¥£��¨�� ����±������ E �����c������� ��¥¡��¥ �����y����± ���·±����c� {Σt}t∈R+

��§ ¥¡���c��� �·¸�� µ���� ���
�����¬��� «¦���¦����� ±����W��� E ��§ ¥¡���W������� ���¡± ªW����¨¡��� �¡��¥ ��¨	� � �v�¡��������������¹ �b±��¡�	�m��µ�����ªW¥¡� ���

?YX



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

��� �]�¦©W¨¡����� ²³��¥¡��¸�� ��±��¡������� �j�¡���   ��«¦����������� �°¯�� � σ ® ���¦���¬¨¡������«¬¥¡� ��«¦�¡¨¡� �Â��� ¹7��¹ ´c¹ �#:@A�� �
Theorem 10.3), ������� ��¥¡��¥ �����y����± ��� ±���� H := σ(E ) ��������©W�������c±�����������«¦�¡¨¡� (αP ⊗ λ)|E��§ ¥¡��� σ ® ���¦���¬¨¡������«¬¥¡� � �����¬����«¦���¦��������� (v), � �����������}������������¨ ©W¥¡�����¡��¥�����±�¸¡��� � �y�¡���m�¡«¦����¨ �¡�������¥¡�¦����¯ ªQ¯�����¹
(v) ⇒ (i) 
 �   ���¬ª ±�������� (v) � ��´ µ���� ¹ �x� � ¥¡�·������¸¡��§ � �������y±����c� σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗

�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥
´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ���m�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥¤��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡� �����m�¦���c�¦��� � ����������¥¡�¬������«¬¥¡�����b�¬¥¡¸�� �����¬�������
´ ¨¡±�¥¡������� ��¨ ����§º¥¡�y�����c��¨�§ ���������b��� � � ����±����� ¥¡��µ�� ��������¥¡����«¬���¬ªW¥���¹ � ¹ W1, . . . ,Wn

� n ∈ N∗ �¦¹
�x� � �¡��¥ ����±�¸¡��� � �·�¡��� �¡������µ����¬¥¡���}����¥¡�¦����¯ ªQ¯���� − �����c����������¥¡����«¬¥¡���}����± ��� �¡���� Aº¹/:	� − ����¦��«¦�¡�������¡����¥	��¯��¦���������¡��¥b���¦��«¦�¡�¤�¡���{��� �c��¥¡±��¡�������S�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥��¡���S����¨¡����� A∩{Wn > t} �±������ n ∈ N∗ � t ∈ R+

����� A ∈ σ
(
{Tk}k∈Nn−1

)
= σ

(
{Wk}k∈N∗

n−1

) �Â��� ¹ �S������� Aº¹ 9 ¹ A (i)).  ��§ ������¯�� �°� ���c� n ∈ N �c«¦���������

En :=

{
n⋂

k=1

{Tk > tk} : t1, . . . , tn ∈ R+

}

����������¨¡���¡��¨¡��µ����S±�������� En
��§ ¥¡����������� ���¡±ªW�m��¨¡���b��� �b���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�m������«¬����������©W�b������±�����¯�� �

� ���c� n ∈ N � ��´ µ������
σ(En) = σ

(
{Tk}k∈Nn

)
. � Z ¹/:@?��

� ��¨¡�·��¨ ����§c¥¡�£���¬¨�� ��¨�� ������µ����y���¡� ���¦��«¦�¡�£�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥°�¡���y����¨¡����� A ∩ {Wn > t} �c±������
n ∈ N∗ � t ∈ R+

����� A ∈ En−1
¹

�x� � � ���c� n ∈ N∗ � t ∈ R+
����� A ∈ En−1

��¨�§ �¡�������]���·��µ�¥¡�����

Hn,t(A) := {(ω, ψ) : ω ∈ A, Tn−1(ω) + t < ψ ≤ Tn(ω)}.

�b±��¡�	�{��¥³¯�� �o� ���c� k ∈ N∗ � Uk
��§ ¥¡���Q� ������� ��±�¥�� ���v����� ��¥¡����«¬¨¡�¦�����Q����� �S������� Aº¹ 9 ¹ W (i),«¬´ �������]±����

U−1
n (Hn,t(A)) = A ∩ {ω ∈ Ω : Tn−1(ω) + t < Tn(ω)}

= A ∩ {ω ∈ Ω : Wn(ω) > t} = A ∩ {Wn(ω) > t}.

  ��§ ��������¯�� � � ���c� k ∈ N ©W���¡� n 6= k «¬´ �������]±����

U−1
k (Hn,t(A)) = A ∩ {ω ∈ Ω : Tk(ω) ∈ (Tn−1(ω) + t, Tn(ω)]} = ∅,

�º���¦������«¬¥ ªW���¡�¦��� � � ¸¡��§ � �����]±����

U−1
k (Hn,t(A)) =

{
A ∩ {Wn > t} ��¥ k = n

∅ ��¥ k 6= n
,

?;?
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����� ������� �����¬��� «¦���¦������±����

A ∩ {Wn > t} =
∞⊎

k=1

U−1
k

(
Hn,t(A)

) � Z ¹/: V �
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � t ∈ R+

����� A ∈ En−1
¹

�x� � ¥¡� �¦�����¦���������¬������µ������¡��¥}����±��c�¬����¡���]� ��´ µ����]����� (v), ¸¡������¸¡���� ±������ ��´ µ���� µ|H =

(αP⊗λ)|H ��©W���¡��¥¡������������¯�§ ���������Q�¡��¥{��� �c��¥¡±��¡�������¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥{�¡���W����¨¡����� A∩{Wn > t} ���¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � ��������±���� Hn,t(A) ∈ H ¹
�x� � � ���c� k,m ∈ N∗ ©W���¡� k ≤ m ������¯�� �°� ���c� s, t ∈ R+

��¨�§ �¡�����������·��µ�¥¡�����
Hk,m;s,t := {(ω, ψ) : Tk(ω) > s, Tm(ω) + t < ψ}

������������¸¡��� ��¥¡µ��������]��¨ ©Q���°���·����±��������c���¬¥¡¸�� �����¬���°�������º¹
(a*) �x� � � ���c� k,m ∈ N∗ ©W���¡� k ≤ m ������¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

��� Hk,m;s,t ∈ H ¹
¢¤¨	��¯�������� ��¯�� �£� ���c� k,m ∈ N∗ ©W���¡� k ≤ m �c¯�� �£� ���c� s, t ∈ R+

������¯�� � � ���c� p, q ∈ Q©W���¡� s+ t < p < q �c«¦���������
Gk,m;s,t;p,q := {Tk > s, Tm + t ≤ p} × (p, q] � Z ¹/:@B��

������«¬´ �������]±����
(ω, ψ) ∈

⋃

p,q∈Q:s+t<p<q

Gk,m;s,t;p,q

⇔ ∃p, q ∈ Q : s+ t < p < q (ω, ψ) ∈ Gk,m;s,t;p,q

⇔ ∃p, q ∈ Q : s+ t < p < q ω ∈ {Tk > s, Tm + t ≤ p} & ψ ∈ (p, q]

⇔ ∃p, q ∈ Q : s+ t < p < q Tk(ω) > s, Tm(ω) + t ≤ p, p < ψ ≤ q

⇒ Tk(ω) > s & Tm(ω) + t < ψ ⇔ (ω, ψ) ∈ Hk,m;s,t,

��¨¡� ¸¡��§ � �����]±����
⋃

p,q∈Q:s+t<p<q

Gk,m;s,t;p,q ⊆ Hk,m;s,t.
� Z ¹/: W �

  ��§ �����y«¬´ ��������±����
(ω, ψ) ∈ Hk,m;s,t

⇔ Tk(ω) > s & Tm(ω) + t < ψ

⇒ ∃p, q ∈ Q Tm(ω) + t ≤ p < ψ < q, Tk(ω) > s

⇔ ∃p, q ∈ Q s + t < Tk(ω) + t ≤ Tm(ω) + t ≤ p < ψ < q

⇔ ∃p, q ∈ Q : s+ t < p < q Tk(ω) > s, Tm(ω) + t ≤ p < ψ < q

⇔ ∃p, q ∈ Q : s+ t < p < q (ω, ψ) ∈ {Tk > s, Tm + t ≤ p} × (p, q)

⇒ (ω, ψ) ∈ {Tk > s, Tm + t ≤ p} × (p, q],

? V



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

���£�¡��¥���¨ ©Q�¡� ����¥¡�¦����¯ ªQ¯��o¥¡�o�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � �����o±�������� Q ��§ ¥¡��� ������¥¡± ����� R

�Â��� ¹³��¹ ´c¹ � V � �Q¢¤¨¡±��������gAº¹ 9 :	���Q¸¡������¸¡� �����o±���� ���¦��� � µ ¸¡µ��v��¨¡��¯�������� ��©W¥���¨�� �c��©W¥���� ��¨¡´ ���
� ��¥ ��� «¬¥¡���v¨¡���¡±����������m�¡��¥ �¡�¦���¬������§ �_����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� ¥¡�_�������¡�¦����§ �����¬���_����¥¡«¦����� � ����� ±����
(p, q) ⊆ (p, q] ¹

� ��¨¡�¸¡��§ � ������±���� ⋃
p,q∈Q:s+t<p<q Gk,m;s,t;p,q ⊇ Hk,m;s,t

�º�º�¦������«¬¥ ªW������±°�¡��¥ � Z ¹/: W �Q�������¡��¥
�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬��� �����¬���°«¦���¦������±����

Hk,m;s,t =
⋃

p,q∈Q:s+t<p<q

Gk,m;s,t;p,q.
� Z ¹ 9 � �

� < ��ªW���1������� ��¥¡��¥ ���������± ���·��� �S�������0Aº¹ Aº¹ Z (i), �¡±��¡�y¯�� ��� ���c� k,m ∈ N∗ ©W���¡� k ≤ m �¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
������¯�� � � ���c� p, q ∈ Q ©W���¡� s + t < p < q «¬´ ��������±����

{Tk > s, Tm + t ≤ p} = {Tk ≤ s}c ∩ {Tm ≤ p− t} = {Ns ≥ k}c ∩ {Np−t ≥ m}

= {Ns < k} ∩ {Np−t ≥ m} ∈ Σs,

¸�� ±���� ��� {Ns < k} ∈ Σs ⊆ Σp−t
����� ��� {Np−t ≥ m} ∈ Σp−t

� ������µ p− t > s ����� � {Σt}t∈R+��§ ¥¡�����°����¥¡��¥�� ��� ¸�� µ���� ���°¯�� � �¡��¥ {Nt}t∈R+

¹
  ������«¬¥ ªW����¯�� �£� ���c� k,m ∈ N∗ ©W���¡� k ≤ m ��¯�� �£� ���c� s, t ∈ R+

������¯�� � � ���c� p, q ∈ Q©W���¡� s + t < p < q ¸¡��§ � �����±���� {Tk > s, Tm + t ≤ p} ⊆ Σs
�º� ��¨¡����� Gk,m;s,t;p,q ∈ E ⊆

σ(E ) =: H �b����±��¡� ����± �¡��¥ � Z ¹ 9 � �°����� ������� ��¥¡��¥ ����� ����± ��� ±���� ���_��µ�¥¡�����_¸¡��� ��� ©W¥o�¡���
«¬¥ ªW���������� �¬������¥�§ �¡�¦�����!���¡��¥ ��¨¡����¥¡�����¬¨ �c��§ ��� ��´ «¬������§ ¥¡���!��¨�� �c������� ��� ªW� ��������µ�¥¡�����³�����
Q − ���·������§ ����§ ¥¡������¨�� �c������� ��� �Â��� ¹Q��¹ ´c¹�� X�� ��¢¤±�¨�� �����L:�¹ 9;V � − �����¬���°«¦���¦��������� (a*).

(b*) Hn,t(A) ∈ H ¹
¢¤¨	��¯�������� �c�¦����� ¸¡� ��� A ∈ En−1

�c��µ�����ªW¥¡�£���]����¥ ��¨�� ����±������ En−1
�c«¦���¦�����c±����c��� ��¨¡´ ����¥

t1, . . . , tn−1 ∈ R+
©W���¡� A =

⋂n−1
k=1{Tk > tk}

�º���¦������«¬¥ ªW��«¬´ �������]±����

Hn,t(A) = Hn,t

(
n−1⋂

k=1

{Tk > tk}

)

=

{
(ω, ψ) : ω ∈

n−1⋂

k=1

{Tk > tk} & Tn−1(ω) + t < ψ ≤ Tn(ω)

}

=

(
n−1⋂

k=1

{(ω, ψ) : Tk(ω) > tk, Tn−1(ω) + t < ψ}

)
∩ {(ω, ψ) : Tn(ω) < ψ}c

=

(
n−1⋂

k=1

Hk,n−1;tk,t

)
∩Hc

n,n;0,0.

  ������«¬¥ ªW���b¸¡��§ � ������±���� Hn,t(A) =
(⋂n−1

k=1 Hk,n−1;tk,t

)
∩ Hc

n,n;0,0
�S��� ′ ±������ ������� ��¥¡��¥ �����

����± ��� ��� (a*) ���������·±������ H ��§ ¥¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡� �����¬��� «¦���¦����� ��� (b*).

?;B
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(c*) P (A ∩ {Wn > t}) = (αP ⊗ λ)(Hn,t(A)) ¹¢¤¨	��¯�������� ��«¬´ ��������±����

P (A ∩ {Wn > t})
(4.17)
= P

(
∞⊎

k=1

U−1
k (Hn,t(A))

)
=

∞∑

k=1

P
(
U−1

k

(
Hn,t(A)

))

=
∞∑

k=1

PUk

(
Hn,t(A)

)
= µ(Hn,t(A)) = (αP ⊗ λ)(Hn,t(A)),

��� �¡��¥���¨¡���¡�¦���¬������§ �o� ��±��¡����� ¥¡�³��¨¡����µ����¡��� �����¬���³����±v����¥ ��¨�� ����±v�����o��«¦�¡¨¡��� ������§ �¡���������
�����º�¡��¥��¡�¦���¬������§ �� ��±��¡�����¥¡�«¦���¦����� �����¬���}����±°�¡��¥ (v), ����������¥¡����«¬¥¡���}����± ���}�����º����� (b*).
� ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (c*).

(d*) P (A ∩ {Wn > t}) = α
∫
[t,∞)

P (A ∩ {Wn > s})dλ(s) ¹¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � �¤����¨¡���¡��¨¡��µ����Q±������¦����� ¸¡��������«¦�¡¨¡������� Lesbegue ����¸¡�¬¥�§ �¡�¦��������������������§ ������ ��§ ¥¡���x��¥¡��������§ ªQ��� ªW�£��¨¡���£��� �£���¦�����c«¬����� � �Â��� ¹·��¹ ´c¹ � Z � � ¢¤¨¡±��������]Z ¹ ?����x�¡±��¡�°¯�� � � ���c�
ω ∈ Ω «¬´ �������]±����
∫

R

χ(Tn−1(ω)+t,Tn(ω)](s)dλ(s) =

∫

R

χ(t,Tn(ω)−Tn−1(ω)](s)dλ(s) =

∫

R

χ(t,Wn(ω)](s)dλ(s)

= λ
(
(t,Wn(ω)]

)
= λ

(
[t,Wn(ω))

)
=

∫

R

χ[t,Wn(ω))(s)dλ(s),

��¨¡� ¸¡��§ � �����]±�����¯�� �°� ���c� ω ∈ Ω � ��´ µ������
∫

R

χ(Tn−1(ω)+t,Tn(ω)](s)dλ(s) =

∫

R

χ[t,Wn(ω))(s)dλ(s), � Z ¹ 9 :	�
�¬¥ ª �����¬���������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω �¦��§ ������«¦���¦�������£� ��´ µ��]�¡���

χA(ω)χ[t,Wn(ω))(s) = χ[t,∞)(s)χA∩{Wn>s}(ω). � Z ¹ 9;9 �
  ������«¬¥ ªW����«¬´ ��������±����

1

α
P (A ∩ {Wn > t})

(c∗)
= (P ⊗ λ)(Hn,t(A))

=

∫

Ω×R

χHn,t(A)(ω, s)d(P ⊗ λ)(ω, s)

=

∫

Ω×R

χA(ω)χ(Tn−1(ω)+t,Tn(ω)](s)d(P ⊗ λ)(ω, s)

=

∫

Ω

χA(ω)

(∫

R

χ(Tn−1(ω)+t,Tn(ω)](s)dλ(s)

)
dP (ω)

(4.21)
=

∫

Ω

χA(ω)

(∫

R

χ[t,Wn(ω))(s)dλ(s)

)
dP (ω)

=

∫

Ω×R

χA(ω)χ[t,Wn(ω))(s)d(P ⊗ λ)(ω, s)

? W
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(4.22)
=

∫

Ω×R

χ[t,∞)(s)χA∩{Wn>s}(ω)d(P ⊗ λ)(ω, s)

=

∫

R

χ[t,∞)(s)

(∫

Ω

χA∩{Wn>s}(ω)dP (ω)

)
dλ(s)

=

∫

[t,∞)

P (A ∩ {Wn > s})dλ(s),

���}�¡��¥£�¡«¦����¨ �¡�·�����1�¡��¥£��¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡������¥¡����¥ � ����µ�¥£�¡��¥·� ��´ µ��������°����±³��� �]�¦©W¨¡�����
Fubini �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � Z�� � �]�¦©W¨¡����� W ¹/: 9 �¦¹

� ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±���� α−1P (A ∩ {Wn > t}) =
∫
[t,∞)

P (A ∩ {Wn > s})dλ(s) � ����� � ����¸¡��¥¡������§���¤��� (d*).

(e*) P (A ∩ {Wn > t}) = P (A)e−αt ¹
¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª7� ����¥	��¨ �¡����� g : R → R ���¤�¡µ����

g(t) :=

{
0 ��¥ t ∈ (−∞, 0)

P (A ∩ {Wn > t}) ��¥ t ∈ R+

.

� �����¬��� ¸�� ����� ��� ©W¥¡�¦�����b±����m� g ��§ ¥¡���m��¨¡��¯���«¬¥¡� �¤����§ ¥¡������� �����b����¥¡�¬´ ��� ����� R+
��� �����m�����

������¸¡����©W¥¡����±�������§ ¥¡���b����� Riemann ������������¨ ©W��� ���7�����¤� ����¥¡������� ��§¤¯�� � � ���c� t ∈ R+
�¡��¥

� ��±��¡����� ∫
[t,∞)

g(s)dλ(s) =
∫∞

t
g(s)ds ¹

� < ��ªW����¸¡��§ � �����]��� (d*) ¯�� � �����c��§ ¨¡�¦��� n ∈ N∗ � t ∈ R+
����� A ∈ En−1

� ��¨¡�°�c� � ��´ µ����������
¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � t ∈ R+

����� A ∈ En−1
¹b�b±��¡�	�c������� ��¥¡��¥ ����������± ��� �¡��¥�¡�¦���¬������§ �·� ��±��¡�����

������������¨ ªW�����¬ªW¥}������¯�� � � ���c� t ∈ R+
«¬´ �������]±����

g(t) − g(0) = P (A ∩ {Wn > t}) − P (A ∩ {Wn > 0})

(e∗)
= α

∫

[t,∞)

g(s)dλ(s) − α

∫

[0,∞)

g(s)dλ(s)

= α

(∫ ∞

t

g(s)ds−

∫ ∞

0

g(s)ds

)
= −α

∫ t

0

g(s)ds.

  ����� ¸¡�_��µ�����ªW¥¡� ��� ��� � ���]�¬���¦��� ©W¸¡�¬� �]�¦©W¨¡����� ����� �¤����� ¨¡������� ����µ �S��¯�� ������µ �Â��� ¹Y��¹ ´c¹
� V � � �]�¦©W¨¡����� : V ¹ 9 X �£� g|R+

��§ ¥¡���m¸�� ������¨�§ ��� ���_����� ��������§ � ����� ��§ ¥¡���m����¥¡�¬´ �����¤������¨¡��µ����
¥¡�v����¨¡��¯ ªQ¯�§ �������������¡��¥ �¡�¦���¬������§ �v��´ «¬���o�����W�¡�¦��� � � ¥¡�o� ��¨¡�������·�¡��¥ ¸�� ������¨�� ��� � � § ��ªW���
g

′

(t) = −αg(t) �������¬µ�����������¨¡����µ����¡���!±�����«¬´ ����¯��¬¥�� ������µ���� �¡��¥ g(t) = g(0)e−αt ¯�� ��� ���c�
t ∈ R+

�c������¨¡´�� ���·����¥ �c�����£�¡��¥ g(0) = P (A ∩ {Wn > 0}) = P (A ∩ Ω) = P (A) ��� ������������������ ������� � � ������¸¡��� ��¥¡µ�������� (e*).

� < ��ªW����¯�� � t1 = · · · = tn−1 = 0 ������������� ��¥¡��¥ �����]�¦��¥¡«¬��� ����± ���£±�����������¹ � ¹ Tn
� n ∈ N∗ �

��§ ¥¡��� �c�¦��� ��«¬�]ªW�]´ ¨¡±�¥¡��� ���c� � ���]�¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥����¦��§ ������«¬´ ��������±����
n−1⋂

k=1

{Tk > tk} =
n−1⋂

k=1

{Tk > 0} =
n−1⋂

k=1

Ω = Ω,

V �



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

��¨¡�°��� Ω ∈ En−1
������±��¡�]����± ��� (e*) ������¯�� �°� ���c� n ∈ N∗ ����� t ∈ R+

«¬´ �������

P (Wn > t) = P (Ω ∩ {Wn > t}) = e−αtP (Ω) = e−αt. � Z ¹ 9 A��
�¤��±_�¡��¥o�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬��� �b±���ªW��� �����¬��� «¦���¦�����{±����S� σ.κ.π. �¡��� ��¹ � ¹ Wn

� n ∈ N∗ �
� ����µ������ ��� FWn

(t) := P (Wn ≤ t) = 1− e−αt �������§ ¥¡��� � σ.κ.π. �¡���¤�¦���c�¦��� ��������������¥¡���������������¨	�����¦�¡¨¡� α ∈ (0,∞) ¹   ������«¬¥ ªW���!¸¡��§ � �����}±������ PWn
= Exp(α) ¯�� �·� ���c� n ∈ N∗ �º� ��¨¡�

��¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � �������]�¡��¥}��¥¡� � ��¨ �¡����§ ��¬ªW¥}�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥´ ¨¡±�¥ ªW¥������§ �¡��������¹
�¤��±]��� (e*), ±���ªW����������� ��¥¡��¥ �����W����± ���¤�¡��¥ � Z ¹ 9 A�� �����¬����«¦���¦������±����¡¯�� �¤� ���c� n ∈ N∗ � t ∈

R+
����� A ∈ En−1

� ��´ µ���� P (A ∩ {Wn > t}) = P (A)P (Wn > t) �º�c�¦������«¬¥ ªW�����£�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�
A ����� {Wn > t} ��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡�����º¹ � ��� �¦����� ¸¡�°����±£�¡��¥ (4.16) ����� ��� �S�������eAº¹ 9 ¹ A (i) «¬´ �������±����!��� A ∈ σ

(
{Tk}k∈Nn−1

)
= σ

(
{Wk}k∈N∗

n−1

) � σ(W0) := {∅,Ω} ���x�¡±��¡�¯�� � � ���c� n ∈ N∗

«¬´ �������y±����c� σ ® ����¯�� ��¨¡� σ({Wk}k∈N∗

n−1

) ��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡���y��¹ � ¹ Wn
� ��¨¡� �����c±�����������¹ � ¹

Wk
� k ∈ N∗

n
�W��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�m¯�� �y� ���c� n ∈ N∗ �º��� ′ ±�������¬µ��������y��¨¡����µ����¡���º�¦����¯ ªQ¯�� � �}�����

� ��¥¡� � ��¨ �¡����§ �°�¡���]��������������§ ��� {Wn}n∈N∗
¹

  ������«¬¥ ªW����¸¡���c«¬¥ �����¤����� (v) ¸¡��§ � �����b�¡��¥y� ��´ µ}����� (i), ��¨¡�¸¡��§ � �����b�¡��¥��¡������µ����¬¥¡�����¥¡� ®����¯ ªQ¯��º¹
(ii) ⇒ (vi) 
 �   ���¬ª�±����{��� (ii) � ��´ µ���� �b�¡±��¡�³� {Nt}t∈R+

«¬´ ���m��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�������m���	����� ���¬�
��¨¡������� � ������� ������� �¦��§W����«¬��¥o� ��´ µ���� ±���� PNt

= P(αt) ¯�� �v� ���c� t ∈ (0,∞) �{��� ′ ±������ �Â��� ¹  ¥¡±��¡����� �� ¹ 9 (iii)) ¯�� �o� ���c� t ∈ (0,∞) «¦���¦������±���� ENt = V Nt = αt < ∞ ����¨¡� �����Q±����
EN2

t = V Nt + E2Nt = αt(1 + αt) < ∞ ¹   ������«¬¥ ªW�°¸¡��§ � �����}±����1� {Nt}t∈R+

«¬´ �������¦���¬¨¡�¡®
����«¬¥¡�¬�]¨¡����«¬�y¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�����	� � �����º� ��¨¡� ��¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � �������]����±���� �¡��¥}��¥�� ��±��¡�����°����� (vi).��¨¡´�� � �·�����c¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t ��� � ��¯����������¡��¥��¹ � ¹ Z0 := Ns + α(t− s) �c�������§ � ��¨¡������¥ ©W�]��§ ¥¡��� Σs
® ���¦�¡¨¡����� ���º¹   ��§ ����� �����¬�����¨¡����µ����¡��� ¯�� �°� ���c� t ∈ R+

� � ��´ µ����¡���

E(Nt − Z)2 = E(Nt − Z0)
2 + E(Z − Z0)

2 + 2E(Nt − Z0)E(Z0 − Z). � Z ¹ 9 Z �
�b±��¡�·¯�� �v�¡��¥³����±�¸¡��� � �v�¡��� �¡������µ����¬¥¡������¥�� ��±��¡������������¨¡���c«¦���������£���o����¨¡��� ���¬ª �¬¥¡¸�� �����¬���
�����������º¹
(a**) �x� �°� ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t �°��¹ � ¹ Nt − Z0
��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡������¹ � ¹ Z0 − Z �����

Nt − Z0, Z0 − Z ∈ L1(P ) ¹¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡� σ(Z) ⊆ Σs
«¬´ �������]±����

σ(Z0 − Z) ⊆ σ({Z0, Z}) = σ
(
σ(Z0) ∪ σ(Z)

)
⊆ σ(Σs ∪ Σs) = σ(Σs) = Σs,

���¤�¡��¥y��¨ ©Q�¡� ��´ «¬��� �¦¯ ������� ������µ£¥¡� �������¡�¦����§�����¥¡«¦����� �°����� � Z � ��¢¤��¨¡���¡��¨¡�����(:@Aº¹/: � ¹
�¤��±���� �¦����� ¸¡�v� {Nt}t∈R+

«¬´ ���W��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬� ��¨¡������� � ������� ���W�¡±��¡�·����± ���o������� (b) �¡�������±�¸¡��� � ���Q�����	�]�¦ªW¨¡������������Z ¹/:�¹ 9 ����� ¯�� � {Zt}t∈R+ = {Nt}t∈R+

«¬´ �������Q±���� ¯�� �m� ���c� s, t ∈ R+

V :



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

©W���¡� s ≤ t ��� σ ® ����¯�� ��¨¡�¬� σ(Nt − Ns)
����� Σs

��§ ¥¡���x��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹	� < ��ªW��� �¦����� ¸¡� � ����± �¡��¥
� Aº¹/:@?�� ) �����¬��� «¬´ �������°±���� Nt − Z0 = (Nt − Ns) − α(t − s) �x«¦���¦�����x±����!�����x��� σ ® ����¯�� ��¨¡�¬�
σ(Nt − Z0)

����� Σs ⊇ σ(Z0 − Z) ��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹ � ��¨¡� � ��´ µ�������� (a**).
¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ�����±�����¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t «¬´ �������

E|Z0| = E|Ns − α(t− s)| ≤ E|Ns| + α(t− s) <∞,

��¨¡� � Z0
��§ ¥¡���!������������¨ ©W��� ��� ��¹ � ¹£�º�x�¦������«¬¥ ªW� ���v§ ¸�� �³�c�³� ��´ µ����1�����!¯�� � �¡��¥ Nt − Z0

ªW�
¸�� ������¨	�£������������¨ ©W��� ��ªW¥}��¹ � ¹ ¹
  ��§ �����}�¦����� ¸¡� � � ′ �������c«¬���¦ªW�y� Z ∈ L2(P ) ⊆ L1(P ) �Â��� ¹S��¹ ´c¹�� Z � ��¢¤¨¡±��������]:;:�¹ B������¡±��¡�������� Z0 − Z ∈ L1(P ) ��������µ Z0, Z ∈ L1(P ) ¹

(b**) �x� � � ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t � ��´ µ���� E[(Nt − Z0)(Z0 − Z)] = 0 ¹

¢¤¨	��¯�������� ������± ��� (a**) «¬´ �������]±����

E[(Nt − Z0)(Z0 − Z)] = E(Nt − Z0)E(Z0 − Z)

= E
[
Nt − [Ns + α(t− s)]

]
E(Z0 − Z)

(3.16)
= E

[
(Nt −Ns) − α(t− s)]

]
E(Z0 − Z)

= [E(Nt −Ns) − α(t− s)]E(Z0 − Z) = 0,

��� �¡��¥b�¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡�����]¥¡���������¡�¦����§������¬��������¥¡«¦����� ��������±�����¯�� �]� ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t� E(Nt −Ns) = α(t− s) ¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (b**).

�¤��±³����¥ ��¨�� ����±³�¡�����¹ � ¹ Z0
�!�¬µ�������� «¦���¦�����1±�����¯�� ��� ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t � ��´ µ����
E(Nt−Z0)

2 = V (Nt−Ns) <∞ ¹   ��§ ����� E(Z0−Z)2 <∞ ��������µ¤��� Z0, Z
��§ ¥¡�����¡�¦�¡¨¡��¯ ªW¥�� � �

������������¨ ©W��� ���¬����¹ � ¹ ¹
�b±��¡�	������± �¡��¥� Z ¹ 9 Z ��� ������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°��� (b**), �����¬���°«¦���¦������±����

E(Nt − Z)2 = E(Nt − Z0)
2 + E(Z − Z0)

2 ≥ E(Nt − Z0)
2 = E

[
Nt − [Ns + α(t− s)]2

]
,

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡���]����¥¡�¦����¯ ªQ¯�����¹
(vi) ⇒ (iv) 
 �   ���¬ª�±����b��� (vi) � ��´ µ���� ¹   ����� ¸¡�7� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���b��¨¡������¨¡��������«¬¥¡� ���¡�
{Σt}t∈R+

� ������µ}� {Σt}t∈R+

��§ ¥¡���º�}����¥¡��¥�� ���°¸�� µ���� ���}�¡��� {Nt}t∈R+

� �����¬���}«¬´ ��������±����º� σ ¹ ¸�¹
{Nt−αt}t∈R+

��§ ¥¡������¨¡������¨¡��������«¬¥¡�]���¡� {Σt}t∈R+

¹   ��§ �����m�¬����¨¡��± �¡��¥ �����S�¡��¥b��¥�� ��±��¡�����������
(vi) ¯�� � s = 0 ����� Z = 0 �����¬����«¦���¦������±�����¯�� ��� ���c� t ∈ R+

����¹ � ¹ Nt−αt
��§ ¥¡�����¡�¦�¡¨¡��¯ ªW¥�� � �

������������¨ ©W��� ��� � ��¨¡�¤������������������¨ ©W��� ���º¹   ������«¬¥ ªW����¯�� ��¥¡�]¸¡��§ � ������� ��� (iv) ��¨ ����§�¥¡��¸¡��§ � ��������¡��¥y�¡¨�§ �¡� � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� �����b� ¸�� ±��¡�����£�¬¥¡±�� martingale ¯�� � �¡��¥ {Nt − αt}t∈R+

¹
��¨¡´�� � ���c�¦ªW¨¡��µ����}������� ��¸¡�������¡� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t � A ∈ Σs
����� c ∈ R �1�����c�c«¦���������

Z := Ns + α(t − s) + cχA
��� ������§ �_��§ ¥¡���{��¨¡������¥ ©W� Σs

® ���¦�¡¨¡����� ��� − �º� ��¨¡�_� ��´ µ����S±����
V;9



� �	��� ����� ��� � � 	 ��� �������	� 	 � � � � � � �	��� � � �
Poisson

� ��� �
Martingales

σ(Z) ⊆ Σs − �����c� ����¥¡������� ��§��¡��¥ EZ2 < ∞ ��������µ ����±���� (vi) «¬´ �������y±������ {Nt}t∈R+

«¬´ ���
���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�]¨¡����«¬�y¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�����	� � ����¹Q�b±��¡�	������± ��� (vi) �¦��§ ������«¬´ ��������±����

E
(
Nt − (Ns + α(t− s))

)2

≤ E(Nt − Z)2

= E
(
Nt − (Ns + α(t− s) + cχA)

)2

= E
((
Nt − (Ns + α(t− s))

)
− cχA

)2

= E
(
Nt − (Ns + α(t− s))

)2
− 2cE

[
Nt − (Ns + α(t− s))χA

]
+ c2P (A),

���¤�¡��¥y�¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡����� ¥¡� � ��´ µ�����¸�� ±���� P (A) = E[χA] = E[χ2
A] ¹�{�¡�£����¥¡«¬´ ��� � ¸�� ����¨�§ ¥¡����������� �]����¨¡��� ���¬ª;¸¡µ�� ���¬¨�� ��� ©W����� ��


• P (A) > 0 ¹Q��¥y�c«¬���������¤���¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡�����

c :=
E
[
χA(Nt − (Ns + α(t− s))

]

P (A)

�����¬���b«¦���¦�����¡±���� 0 ≤ −E2
[
χA(Nt−(Ns+α(t−s))

]
/P (A) ����¨¡� E[χA(Nt−(Ns+α(t−s))

]
=

0 ¹ �¤��± �¡��¥ �¡�¦���¬������§ �v� ��±��¡����� �{±���ªW��� �����¬���o«¦���¦�����W±�����¯�� �v� ���c� s, t ∈ R+
©W���¡� s ≤ t� ��´ µ���� ∫

A
(Nt − αt)dP =

∫
A
(Ns − αs) �b¸¡������¸¡� ¸¡��§ � �������¡��¥ �¡������µ����¬¥¡� � ¸�� ±��¡����� ¯�� � �¡��¥

{Nt − αt}t∈R+

¹
• P (A) = 0 ¹x�b±��¡�	� 0 = P (A) = E[χA] =

∫
χAdP

����¨¡�¤�b��¹ � ¹ χA(Nt−αt) = 0 P−σ.β. ���º��¦������«¬¥ ªW���¬µ��������y¸�� ����� ��� ©W¥¡�¦������±������ σ ¹ ¸�¹ {Nt−αt}t∈R+

� ����¥¡������� ��§º�¡��¥ �¡������µ����¬¥¡�}� ¸�� ±��¡�����
����� martingale ¹

� ��¨¡�·¸¡��§ � �����y±����c� {Nt − αt}t∈R+

��§ ¥¡��� martingale, ������������¨ ©W¥¡��¥ �����«¦�¡�����¡��¥°����±�¸¡��� � ��¡�����¡�¦���¬������§ ���]����¥¡�¦����¯ ªQ¯������ ��¨¡�°�����������°�c�¦ªW¨¡������������¹
�

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% [ � 8 � 7 � � ����§ ¥¡��¥ �����������¡± ��� ���¬� ������� � ��¨�§ ¥¡�¦����� ����±���� ��� ¥¡� �¦��� ��������¥¡�������
±���� �¡±���� ��� �]�¦©W¨¡����� Z ¹/:�¹ 9 ����� ��� ¢¤��¨�§ ���������oZ ¹/:�¹ A ����� Z ¹/:�¹ Z �m±���� ����¨�§ ªW� � �¡�¦���¬������§ ���
´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±��}��§ ¥¡�����¡����� � � ����¨¡��¸¡��§ ¯��������£�¡���y������� ������� �����y�����������������¬ªW¥ martingales ���¡�
�]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹v² ����� ����� �Q��¥¡������¨�� � �o��� ����¥�����¨¡��� ��¥ ªÄ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±o����¨¡���¡��¨¡��µ���� ���
� � ����

(a)

� � ¸�� ±��¡����� (vi) ����� �]�¦ªW¨¡�����������EZ ¹ 9 ¹ Z ��´ �¦��§ �¡�¦���������¤���£��¨¡±����������°�¡���
 ��'��#��� ��� � (pre-

diction) ¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹Q����� ��¨�� �c����µ°�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥ {Nt}t∈R+

������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�¤��¨¡������� � ������� �
���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬��¨¡����«¬��¸¡�¬µ��¡�¬¨¡���m�	� � ����¹��b�°��¨¡����µ�������¥���������«¬¨¡�������]��§ ¥¡����±�����¯�� �y�¡��¥¤��¨¡���¡®
¥¡�����¬¨ �c��§ ��� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

� &��-�8� 	��1���7 ��'��#��� ��� ��� �-� 3-��� "�� 3��/� ���/�%"����/'-"����/�
	��:	 ����!�47�/$ &�'
� ���-�:"#�0	�� �2	�� "�� Nt

"��-$ 4 "�3��-� �7&���	 � "#,.� �-���#�
	�� "���� �2�����,.� ���<� ��	 ��	���$ "#'��/� ���'�	����7$ ��	�����,.�
	�� � {Nt}t∈R+

"�34�8��$ 	���� �8��'��/� s �
s ≤ t � � ?<,.���:	���$#���'A	���� Ns + E(Nt −Ns)

¹
V A



� � � � ��� ��� � � 	 ��� �������

(b) �S´ �¦��� � � ���y��� martingales, ��¥¡����«¬¨¡�������±����!�����·������§ ��� ���¡���°����±�¸¡��� � ���°������´ ��¨¡�����¡�¡®¨�� ������µ³¸¡��§ � �����°��� �£����¥¡�¦����¯ ªQ¯�«¬� (iv) ⇒ (v) ⇒ (i) ¹ ² § � �����¡�¬���c��§ ��¥·����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� ����± ���
(iv) ⇒ (ii) «¬´ ����������¸¡��� ´��c��§�����± ����¥ Watanabe �Â��� ¹�� 9&W � �¦¹

V Z



� � � ��� � � � �

� � � ����� � � 
�� � � � � ��� � � ����	���� � � � � �

Martingales

�{���7����¨¡±�¥ ���¬� ������� �;��� � ��¯�������� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����_�������c�¬������� ����µ_�����b���¦���¦�	����� ���7��¨¡±�����������¡��� ´ ¨¡�¬��������§ ������������������¨ ©W¥¡��¥ ����� «¦�¡���W�¡��¥ ���¦��«¦�¡� ����� ������¸¡��§ ¯����������³����� ´ ��¨ �������������º§ ���
��� ���}����������� ����� �����y�¦��� ´ ��§ ¨¡���������c����������§ � «¬´ �������y��� � ��¯����c���¡��¥   ¥¡±��¡�����4Aº¹/:}�����c������� ������� � �
���¦���¦�¡������� ����� ¸¡µ�� ��¨¡����¯���µ����¬¥¡� ���¬� ������� �º¹
�S�]�����¡±£���£������§ ��� � ����¨�§ �¡���������¡��¥ σ ¹ ¸�¹W����� �������c�¬������� ����µ �   ¥¡±��¡�����rX�¹/:	� ��������� ��«¬¥¡¥¡��� �¬������y����¥ �¡�¦���¬���¡�¤��¨¡������¨¡����¯����m�����������y����¥ �¡�¦���¬���¡�������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯����m������������¸¡��� ��¥¡µ��������m�¡��¥

��¥�� ��±��¡����� Lundberg �   ¥¡±��¡�����gX�¹ 9 �¦¹·�b«¦�������Q��¥¡�����¬¨¡±��������¡�°���¡��¥·��´ «¬�����¡��� ��� �c��¥¡±��¡�������
´ ¨¡�¬��������§ ��������c�¬ªW¥°��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥£����¨	���y�¡��´ ��§ �������c¨¡��§ ������������Â��� ¹�¢¤��¨¡���¡��¨¡�����4X�¹ 9 ¹ V �b�����
¸�§ ¥¡���������§ ����¥¡��¯ ����§ ������¥ �c����� ��±���ªW�°�����1��¨�� ����«¬¥¡�¬� � ����¥¡«¬� ����¥ �c�����¬�}¯�� �·�¡��¥£µ�����¨ � ���¬¥¡±��
����¥ �¡�¦���¬���¡������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯������   ¥¡±��¡�����rX�¹ A��¦¹

����� ��� -��
�� � � � � �

� .�,�iTG1"IijHI3+,L^Y,]D-��3+G1)e"�. �!n�iT�1��,(pq.&�M3+,TQ15�.M^YHI)
{Nt}t∈R+

�M% 5F�/�
σ
� P � ^Y,TSL��3�� pq5�,TQ

^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M) � ^YHI)
{Tn}n∈N

�M%]5F�/�
σ
� P � n�� � �YHI%L^Y�M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M)gD-,TS . D-n���. ^Y�1�

��D-GO^YHI)
{Nt}t∈R+

� h1i � JL.
�M3YHI5�� C � C � C � "��1�T^YHI)
{Wn}n∈N∗

�M%45F�/�
σ
� P � .&)+P��/n�5�.&���M)

	F3+G1)+�M)Ln�� � �YHI%r^Y�M)]��D-�1� ^Y�I��.&�M)(D-,TSO. D-n���. ^Y�1�F��D-GO^YHI)
{Tn}n∈N

��� D-,jpq$ ^Y,TS15�.rGj^��
^Y,

P 
 5THIP+.&)��#"�G � Q1)+,�iT, .
�+�16/3+.&��HI%o.;6 )+�1� ^Y, "�.&)+G � Q1)+,�iT, � PYH1iT��PY� Gj^�� ΩT = ΩN =

∅
� � "��Rp �M%O"��1� Gj^��qH D�� pq��)+Gj^YH1^Y� ^YHI% $ "�3YH �YHI%a����,TQj^Y�1� 5�.g^Y, 5THIP+$&) � PYH1iT��PY��Gj^��

P (supn∈N∗ Tn <∞) = 0
� �

�ED�6*DTiT$&,1) � pq.&�M3+,TQ15�. ^YHI)
{Xn}n∈N∗

�M% 5F�/�
σ
� P � 5�. ��$ pq,TS1%���D-�16 ^YHI��HI% � ^YHI)

{St}t∈R+

�M%]^YHI)
σ
� P � � S1)+,�iI�#"��M) ��D-�1� ^Y�I��.&�M)gD-,TSK. D-n���. ^Y�1� ��D-G ^YHI)

{Nt}t∈R+

"��1�

V X



� ��� � ����� ��� ��� � � �

^YHI)
{Xn}n∈N∗

� "��Rp �M% "��1�
κ ∈ (0,∞)

� � �/� "�nRpq.
u ∈ (0,∞)

"��1�q�!�/� "�nRpq.
t ∈ R+

�
,I3�6��+,TS15�.4^YHI)g^ � 5 �

Ru
t := u+ κt− St,

�!�/�`^YHI)`,1D-,-6/�g� Q15 �!�M)+�O5�. ^Y,1)],I3�����5�GO^YHI%r^ � 5 �
St

� h1i � �*)+Gj^YH1^Y� C � 7 � $ 	F,TS15�.rGj^��
Ru

0 = 0
�

�S�]±�¨¡����������� ������¸¡��§ ¯���������������� ���º� ��¯�¨¡�������������¤���¡��¥   ¥¡±��¡����� Aº¹/:y�°��� ����¯ ªQ¯��°�¡������¹ � ¹
Ru

t
��¨�§ ���������¡��¥}����±��������c�£�¬¨¡����¥¡��§ � 

® �b� κ ����¨�� ���	��¥¡�����¡��¥ $&) ^Y����Ha��� �!��iI6��F^+3+,TS (premiun intensity) «¦�¡����©W���¡����� κt ¥¡�¸�§ ¥¡�¦��������� .;����GIPYHI5��0��D-G`��� �!n�iI���F^+3+� �j�¡���{����������� ����� �����{�¦����� ¨¡��§ ��� � ��«¬´ ¨�������¥b´ ¨¡±�¥¡�
t ¹W¶ ������¸¡� ���°«¬¥ �������°����������§ ���¡¨¡���°��§ ¥¡��� ���£������±£�¬ªW¥}¥¡����� ��������� ��©W¥����¥	��¸ ªW¥� ��¥¡��¯�±�®���¬¥¡� �W���¡������¥	��¸¡�y�����}´ ¨¡±�¥¡���y�����}��� ����¨	��� �¡�����y����������� ����� ���y�¦����� ¨¡��§ �}����±°����� ����� ���¡¨¡�
� ��«¬´ ¨�������¥ t �¦¹
® �b� u ����¨�� ���	��¥¡������� ��3 	 �#"�G ��D-,jpq.&5���^��#"�G �j�����£¸�� ���¡��¨¡��§�� �¦����� ¨¡��§ ���¦¹
® � ��¹ � ¹ Ru

t
����¨�� ���	��¥¡��� ��� ��D-,jpq.&5���^��#"�G ����� ´ ¨¡±�¥¡� t ±�����¥ ��� ��¨¡´�� ��± �������c�¬������� ��±��§ ¥¡��� u ¹

� ��� ����¯�«¬¥¡��� � {Ru
t }t∈R+

��¥¡����� �¡�¦����� � σ � P � ^Y,TS ��D-,jpq.&5���^��#"�,TQ �����°�¦� ��¯��¦����� ����± �¡��¥ σ ¹ ¸�¹��������¨�� �c����µ¤�¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥ {Nt}t∈R+

���¡��¥ σ ¹ ¸�¹����¦¯�« �c�����{������§ �¡������� {Xn}n∈N∗
���¡��¥m«¬¥ �������

����������§ ���¡¨¡��� κ ���������·��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��± u �Â��� ¹Q�������S´ �����r>  Z �¦¹
�b� �¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥£�����y�¦��� ���¬¥ �¡¨ ©W¥¡�¦����������� D-3+G�h1ijHI5��a^YHI% 	F3+.&,1"�,1D�6/��% ¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹�������������c�¬������� ����µº¹W�����¡± ��§ ¥¡��� ��� ��¨¡±����������°����� ����������¯�� ������µ �°�¡���]�¦����§ �����������¡������� �c��¥¡±��¡�������

����� �¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡���³� σ ¹ ¸�¹£�����³�������c�¬������� ����µ � ����� �o�����������o�������c�¬������� ��± �]¥¡����«¬�����1� ������� ������ ¯����°� ���¬ª;����± ���·����¸¡«¬¥�Â��� ¹ �S´ ����� >  Z �¦¹
�x� ��¥¡�]¸¡���c��§ ��±���ªW������� ������¨�� �����m¸�� ���¡µ���ªW���¤�����]��¨¡�����������������S�¡���S´ ¨¡�¬��������§ �����º´ ¨¡��� � �¡�¦�����

��¨ ©Q��� ¥¡� ¯�§ ¥¡������¥¡������¨	� ������¨�� ����«¬¥¡�¬�y«¬¥¡¥¡��� �¬�]�¡��� �]�¦ªW¨�§ ���y²³«¦�¡¨¡���º¹
������������� 7 � � � � � �   ���¬ª {Zt}t∈R+

��� � ��� ����¯�«¬¥¡��� � ���¦�¡¨¡����� ��ªW¥ ����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥ Zt : Ω →

[−∞,∞] ¹£² � �³���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡����� Z : Ω → [−∞,∞] ��¥¡����� �¡�¦����� ,TS1�!� �MP+.&% infinum

(essential infimum) �¡��� {Zt}t∈R+

��¥y��������±�¥¡�·��¥°� ����¥¡��������§����£� � ����

� i � �x� �°� ���c� t ∈ R+

� ��´ µ�����±���� P (Zt ≥ Z) = 1 ¹
� ii � �x� �]� ���c�S���¦�¡¨¡����� ���]����¥	��¨ �¡����� Y : Ω → [−∞,∞] �����}� ����¥¡������� ��§��¡��¥ P (Zt ≥ Y ) = 1¯�� � � ���c� t ∈ R+

��� ��´ µ�����±���� P (Z ≥ Y ) = 1 ¹
V ?



� ��� ����� � 	�� � � 	 � � � � � ��� ��� � � �	����� �
Martingales

� �����¬��������¥¡«¦����� ������� < ¨�� ������µ]X�¹/:�¹/:£��§ ¥¡���1±����!¸¡µ��³������� ��¸¡�������¡� ������� ©W¸¡� infima ��� ���°��� ®����¯�«¬¥¡��� ���y���¦�¡¨¡����� ��ªW¥}����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥y��§ ¥¡��� P − σ.β. § ���º¹�b� P − σ.β. ����¥¡��¸�� ��± ������� ©W¸¡�¬� infimum �¡���v��� ����¯�«¬¥¡��� ��� {Zt}t∈R+

��������� ©W¥¡�¦���������
inft∈R+ Zt

¹
� �I5�5�� 7 � � � 8 � � ���c�£��� ����¯�«¬¥¡��� � {Zt}t∈R+

���¦�¡¨¡����� ��ªW¥�����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥ Ω → [−∞,∞] «¬´ ���«¬¥¡� ������� ©W¸¡�¬� infimum.

� D-GIP+.;� �YH � ��¨ ����§�¥¡�b¸¡��§ � �������W±����¡��� ��¨¡´ ���¡���¦�¡¨¡����� ���b����¥	��¨ �¡�����S�����¤� ����¥¡������� ��§���� � � ¸�� ±��¡���¡�¬�
(i) ����� (ii) ����� < ¨�� ������µ4X�¹/:�¹/:�¹

� ����¥	��¨ �¡����� f : R → [−1, 1] ���¤�¡µ����

f(x) =





−1 ��¥ x = −∞
x

1+|x|
��¥ x ∈ R

1 ��¥ x = ∞

�¬µ�������� ������¸¡��� ��¥¡µ��¦����� ±���� ��§ ¥¡��� 1 − 1 �S�¦��§W����� �����c� ����¥¡�¬´ �����S����±��¡��¯�� �v� ���c� t ∈ R+
�����

¯�� � � ���c�£���¦�¡¨¡����� ���³����¥	��¨ �¡����� Zt : Ω → R ��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ��� ��¹ � ¹ Z̃t : Ω → [−1, 1] ���
Z̃t = f ◦ Zt

��������©W���¦��§ ������������¯�� � � ���c����¹ � ¹ Z̃t : Ω → [−1, 1] ��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ��� ���¦�¡¨¡����� �������¥	��¨ �¡����� Zt : Ω → R ��� Zt = f−1 ◦ Z̃t
¹   ������«¬¥ ªW���1´ºªW¨�§ �������¡��� �¡���y¯��¬¥�� ��±��¡������������¨ ����§

¥¡�·¸¡��§ � ���������¡��¥ µ�����¨ � � ������� ©W¸¡����� infimum �¬ªW¥ Zt(ω) ∈ [−1, 1] ¯�� � � ���c� t ∈ R+
�����c¯�� �

� ���c� ω ∈ Ω ¹
� < ��ªW�������¡��¥}���¬¨�§ ���¬ªW��� �����¡�°����¨¡���¡��¨¡��µ����]±�����¯�� �£� ���c� t ∈ R+

� ��´ µ�����±������ |Zt| ≤ 1 ∈

L1(P ) ��±������ � 1 : Ω → R+
��§ ¥¡����� �������c�¬¨¡� ����¥	��¨ �¡�����°���¤�¡µ���� 1(ω) = 1 ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ¹  ������«¬¥ ªW��������± ��� � ?�� ��¢¤¨¡±�������� 9 ¹ 9 ¹/:@A ��«¬´ �������]±�����¯�� �°� ���c� t ∈ R+

�°��¹ � ¹ Zt ∈ L1(P ) ¹  ��§ �����]�c«¦��������� J := {A ⊆ R+ : A ��¨�� �c������� ��� } ������¯�� �°� ���c� J ∈ J �c�¦ªW¨¡��µ����¤�¡��¥
���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡����� ZJ := inft∈J Zt

�Â��� ¹��¹ ´c¹ � ?�� �!¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ V (b)). �b±��¡�°������±�¸¡��� � ������ �¡����������«¬¥¡����c�°¯�§ ¥¡���º� ������� �¬ªW¥}����¨¡��� ���¬ª �¡¨�� ©W¥����������¬ªW¥�¹
(a) ��� ��¨¡´ ��� {Jn}n∈N∗

��������������§ �³������� ´ ��§ ªW¥·����� J ©W���¡�}¯�� � J∞ :=
⋃

n∈N∗ Jn
¥¡�³� ��´ µ����

±���� EZJ∞
= infJ∈J EZJ

¹
¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � �£����¨¡���¡��¨¡��µ�����±���� J∞ ∈ J �Â��� ¹ ��¹ ´c¹S����� � X � � �]�¦©W¨¡�����L:�¹ A � �¦¹   ��§ �����

����± ����¥��¨�� ����± �¡���]��¹ � ¹ ZJ
�����¬�����¨¡����µ����¡����±����

|EZJ | =

∣∣∣∣
∫
ZJdP

∣∣∣∣ ≤
∫

|ZJ |dP ≤

∫
1dP = P (Ω) = 1,

��¨¡�£� ��´ µ�����±���� EZJ ∈ [−1, 1] �º���¦������«¬¥ ªW� c := infJ∈J EZJ ∈ [−1, 1] ¹�¤��±£����¥}��¨�� ����± ����� c ��������µ�����ªW¥¡�������� � X�� � �]�¦©W¨¡����� 9 ¹ Z ��«¦���¦����� ±���� ¯�� �°� ���c� n ∈ N∗

��� ��¨¡´ ��� Jn ∈ J ©W���¡�
c ≤ EZJn

< c+
1

n

V;V



� ��� � ����� ��� ��� � � �

�����£���¤�¡� ����� ¨	�°�����£����¥¡�¦� ��¯��¦������±����

c ≤ inf
n∈N∗

EZJn
≤ inf

n∈N∗

(
c+

1

n

)
= lim

n→∞

(
c+

1

n

)
= c.

� ��¨¡�v¸¡��§ � ����� ±���� c ≤ infn∈N∗ EZJn
≤ c �v� ����¸¡µ�¥¡�����o±�������� c = infn∈N∗ EZJn

�º� ��¨¡�
������¨¡��µ����]¥¡� �¦��� ��« � �������]��� �£��������������§ � {Jn}n∈N∗

����� J �¡«¦����� � ©W���¡� c = infn∈N∗ EZJn

¹
  ��§ ����������±����¥���¨�� ����±°����� J∞ «¬´ �������m±�������� J∞ ⊇ Jn

¯�� �y� ���c� n ∈ N∗ �º� ��¨¡�]¯�� �y� ���c�
n ∈ N∗ � ��´ µ���� ZJ∞

≤ ZJn

������¥¡�¦��©W� EZJ∞
≤ EZJn

�º���¦������«¬¥ ªW� EZJ∞
≤ infn∈N∗ EZJn

= c ¹
� < ��ªW��������±}����¥]��¨�� ����±����� c �������¦����� ¸¡� J∞ ∈ J �¦��§ �����b«¬´ �������b±���� c ≤ EZJ∞

���º���¦������«¬¥ ªW�
�¡�¦��� � �£«¦���¦������±���� EZJ∞

= c ��� ����� �����£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (a).

(b) �x� � � ���c� t ∈ R+
� ��´ µ�����±���� P (Zt ≥ ZJ∞

)
= 1 ¹

¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡�]����±���� �m� ¸�� ±��¡���¡�¬�S����� infimum «¬´ ������� ±�����¯�� �]������� ��¸¡�������¡�S¸¡µ��y���¤���¬¥	���¨¡��¯���«¬¥¡� ��������µ�¥¡����� ����� R � ��´ µ�����±����

inf(A ∪B) = min{inf A, inf B} := inf A ∧ inf B,

�¡±��¡�¤¯�� � � ���c� t ∈ R+
«¬´ �������

ZJ∞∪{t} := inf
s∈J∞∪{t}

Zs = inf
s∈J∞

Zs ∧ Zt ≤ inf
s∈J∞

Zs =: ZJ∞
P − σ.β.,

��� ′ ±��������µ�����ªW¥¡�������º���m��� (a) «¬´ ��������±���� EZJ∞∪{t} ≤ EZJ∞
= c ¹ � < ��ªW���º�¦����� ¸¡� J∞ ∈ J�¡±��¡�Q�¦��§ ����� «¬´ �������W±���� J∞∪{t} ∈ J ������±��¡�W����±�����¥m��¨�� ����±]����� c «¬´ �������Q±���� EZJ∞∪{t} ≥ c ��º���¦������«¬¥ ªW��������������¥¡����«¬¥¡��� ����± ���°����������� (a), «¦���¦������±���� EZJ∞∪{t} = c = EZJ∞

¹
� < ��ªW���º����±�¡��¥¤�¡�¦���¬������§ ����´ «¬����������¯�� �y� ���c� t ∈ R+

«¬´ ������� ZJ∞
∧Zt = ZJ∞

P −σ.β. �����±��¡� �����¬������¨¡����µ����¡���x±���� P (ZJ∞
∧ Zt = ZJ∞

)
= P

(
ZJ∞

≤ Zt

)
= 1 ¯�� ��� ���c� t ∈ R+

�
¸¡������¸¡�°��� (b).

(c) �x� ��������� ��¸¡�������¡�}���¦�¡¨¡����� ��� ����¥	��¨ �¡����� Y : Ω → [−1, 1] �¡«¦����� �·©W���¡�]¯�� �·� ���c� t ∈ R+¥¡�£� ��´ µ�����±���� P (Zt ≥ Y ) = 1 � ����¥¡������� ��§ �����c� P (ZJ∞
≥ Y ) = 1 ¹

¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª ��� ��������� ��¸¡�������¡�m���¦�¡¨¡����� ���]����¥	��¨ �¡����� Y : Ω → [−1, 1] �¡«¦����� �]©W���¡� ¯�� �� ���c� t ∈ R+
¥¡� � ��´ µ�����±���� P (Zt ≥ Y ) = 1 ¹W�b±��¡�	���¦����� ¸¡� P (Zt ≥ Y ) = 1 ¯�� � � ���c� t ∈ J∞

�
�����¬����«¦���¦��������� (c), � ������������������������¨ ©W¥¡�����������¡��¥b����±�¸¡��� � ������±�������¨¡���]������������������������������µ��� (b) ����� (c), ��§ ¥¡������� �¡������µ����¬¥¡�¬�y� ¸�� ±��¡���¡�¬�]����� < ¨�� ������µ4X�¹/:�¹/:�¹ �

��� �¦��� ���¡¨¡«���������� � ©W¨¡� � ���¡��¥ σ ¹ ¸�¹������ �������c�¬������� ����µ {Ru
t }t∈R+

¹��¤��±o��� �S�������`X�¹/:�¹ 9
«¦���¦�����1±����1� σ ¹ ¸�¹�������������c�¬������� ����µ�«¬´ ���!«¬¥¡��������� ©W¸¡�¬� infinum, ���³������§ �o������������§ �¡�¦���������
inft∈R+ R

u
t
¹   ��§�����«¬��¥�� �¦����� ¸¡�}��� ������� ©W¸¡�¬� infinum, � � ′ ��¨�� ������µ��§ ¥¡���º��� �}��¹ � ¹Q�¦��§ �����¤«¬´ �������±���� {inft∈R+ R

u
t < 0

}
∈ Σ ¹

V B
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������������� 7 � � � C � �b�v�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {inft∈R+ R
u
t < 0} ��¥¡����� �¡�¦����� 	F3+.&,1"�,1D�6/� �¡��� σ ¹ ¸�¹�������������c�¬������� ����µ �������°��� �c��¥¡±��¡����� ��������µ£��¥¡����� �¡�¦����� D�� pq��)+Gj^YH1^Y� 	F3+.&,1"�,1D�6/��% ¹

� ��� �c��¥¡±��¡����� ´ ¨¡�¬��������§ ���y��������� ©W¥¡�¦��������� Ψ(u) := P
(
inft∈R+ R

u
t < 0

) ¯�� �°� ���c� u ∈ (0,∞)¯�� �£¥¡�°����¥�§ �����������¡��¥}� � ��¨ �¡������¡���]��� �c��¥¡±��¡�������]´ ¨¡�¬��������§ ���}����± ���·��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��±�¹
� ��¨ ©Q�¡� ´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯����v¯�� � �¡��¥ ������§ � ��� �������c�¬������� ��± ¯�§ ¥¡�¦����� ��¨¡¥¡����� ��± ��¥¡����� �¡�¦�����

	F3+G1)+,I%�	F3+.&,1"�,1D�6/��% ������������������§ �¡�¦��������� T̃ ��¸¡������¸¡�°¯�� � � ���c� u ∈ (0,∞) � T̃ := T̃ (u) :=

inf{t ∈ R+ : Ru
t < 0} ¹�{�¡��¥b��¨	� � � ��«¬¥¡����¥ ª ��¨	��¯���� Ψ∗ �¡��� ��� �c��¥¡±��¡�������S´ ¨¡�¬��������§ ���b¸�§ ¥¡�¦��������¨¡���������¡������� � �]�����

������������� ����� ���¤�¦����� ¨¡��§ ���¬����� � �¡�������y�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥m�¡���{���¡��¥m�¦��� ����¯��]�¦����§ ¥¡������������¨¡´�� ����µ��������c� ®
������� ����µ u ©W���¡� Ψ(u) ≤ Ψ∗ ¹ �]�¦ªW¨¡����� � � ���c�y������¥]�¦��� �c�������¡�}�}�¦��� ����¯��°�¬¥¡±����¡«¦����� ��� u ©W���¡�
Ψ(u) = Ψ∗ ����������� ��¨¡±����������������³����������¯�� ������µ³�¡���°��� �c��¥¡±��¡������� ´ ¨¡�¬��������§ ���·��§ ¥¡���x����±����
¸¡����������±��¡�¬¨¡�·����± ��� ��¨¡±���������� ����������¯�� ������µ£�¡���]��������¥¡�������]�¬ªW¥}����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹

�x� � ���v��±�¯�� �����¡±v��� ���$ * 61" ��	%')�-,.�/��$ �/�A34� ��61"�� 3��/� ����4 ������!�"#� Ψ̂(u) ¯�� � �¡��¥���� �c�¡®¥¡±��¡�����³´ ¨¡�¬��������§ ����� ±�����¥·���v��¨¡´�� ��± �������c�¬������� ��±v��§ ¥¡��� u � ����� ¥¡�³�¦��� ��« � �������£«¬¥¡� u �¡«¦����� �©W���¡� Ψ̂(u) = Ψ∗ ¹·² ����� ����� � �¦����� ¸¡� Ψ(u) ≤ Ψ̂(u) ������¨¡��µ����°¥¡�³� ��´ ��¨�� ������µ���� ±����x� �������¡®��� ����� �����¦����� ¨¡��§ � �=��, ��&+�:	���$ ��	���� ��� �#�-�#; � 6<�' 	����93��<�/��$.��'�	%$����%" � �����-$ 6<�' ����	��;� �-$ ��'�	��1���
?�6��/��	%'2����� � ��$ �@!�$.� 	���� �$ *=���/'�	���	�� �8���-�:&����,.� � � -��� 6���� ����������§ ��ªW�b¥¡��¸¡�¬�����¬µ������ ��¨¡�]���������
���¬� ������� �º¹
¶£� ��� � �c����� � � �b��§ ¥¡��� � �¦� ���c��¨¡�_±����{�_´ ¨¡±�¥¡���³����� � σ ¹ ¸�¹ ����� �������c�¬������� ����µ ��«¬���¡��� ¯�� ���¨ ©Q�¡� ����¨	� � ���¬ª ����± ��� ����¸¡«¬¥ ��¨¡«¦�����{¥¡� ��§ ¥¡���{«¬¥¡��� ´ ¨¡±�¥¡�������c� � ��� ������§ �¡��������¹ �x� � ¥¡�

¯�§ ¥¡���S��� ¯��¦¯���¥¡±��v�����¡±7����¨�� ��©W� ��������¥¡�����¡± ����� � ��¯�������� ��� � ?<$.��&���$.	������, �<��� 	�� � σ � ? � 	���6
�����*�� "#��	%$ &�������¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �c«¦���������

Gn := κWn −Xn,

������©W�]�����
Uu

n :=

{
u+

∑n

j=1Gj
��¥ n ∈ N∗

u ��¥ n = 0
.

� ��������������§ � {Gn}n∈N∗
��¥¡����� �¡�¦�����c� σ � P � SjD-.&3YhIn�i�iT,1) ^Y,I%]D-,I��,TQ � �YHI5F�/n�% � (excess

premium process) ������������� ������� � �·¸¡����©W¥¡�����¡��¥ ¸�� ������¨	� � ��� ��¨¡�����·�¦��¨¡���·���¬��������§ �����¤���¦���¡®
� µ �¬ªW¥���� ����¨¡��´��c«¬¥ �¬ªW¥�����������§ ���¡¨ ªW¥·�����o���¬����¸�� �����¡����� ��«¬´ ¨��x�¡��¥��¬��� ��¥�� ��� �¡���£�¦��±����¬¥¡���
������§ �¡��������� �����������£��«¦¯�� �c�������¡����������§ �¡�������]�����¡����¹

� ��������������§ � {Uu
n}n∈N

��¥¡����� �¡�¦������� ^+3+,1D-,1D-,-� HI5�$&)YH σ
� P � ^Y,TS ��D-,jpq.&5���^��#"�,TQ �����

������� ������� � � ¸¡����©W¥¡�������·µ ����������� �������c�¬������� ����µ£����� ��´ ¨¡��¥�� ��«¬�}����� ¯���«¬���¬��� ��¥�� �������¬ªW¥������� ®
�¡�����¦ªW¥��c±�����¥°��� ��¨¡´�� ��±³�������c�¬������� ��±���§ ¥¡��� u � u ∈ (0,∞) �¦¹   ¥¡������������� � � �c��� �������c�¬������� ��±������¨¡��§�¥¡� ¸¡���c��§�ªW�]������¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��± ��¨¡������� � ����«¬¥¡�£�����	� �¡��¥}¸�� ������¨	� �¬ªW¥����¥¡����� � �

V&W



� ��� � ����� ��� ��� � � �

��� ����¨¡��´��c«¬¥ �¬ªW¥ ����������§ ���¡¨ ªW¥���«¬´ ¨����¡��¥��¬��� ��¥�� ���o��� ���·������§ �¡������� ����§ ��¥ ��� ����¥¡����� ��± µ �����
�¬ªW¥v������� �¡�����¦ªW¥ ����� �¬������¥�§ ���¡������¥v��«¬´ ¨��{�¦����§ ¥¡� �¡��¥o´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯����º¹ �b�_¯��¦¯���¥¡±�� �����¡±
������¸¡��� ��¥¡µ��¦����������¨¡��� ���¬ªm¹
¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� n ∈ N∗ «¬´ ��������±����

n∑

j=1

Gj =

n∑

j=1

(
κWj −Xj

)
= κ

n∑

j=1

Wj −

n∑

j=1

Xj = κTn − Sn,
� X�¹/:	�

��¨¡�°������±����
Uu

n = u+ κTn − Sn,
� X�¹ 9 �

� �����x�����v� ��´ µ����x����� ¯�� � n = 0 ��¸�� ±����Q� ��´ µ���� S0(ω) = T0(ω) := 0 ¯�� �³� ���c� ω ∈ Ω � ������µ
����±��¡��¥£��¨¡´ � �¡���}����¨¡��µ�������¬¥¡±��¡�������}�������c«¬�������y±������ {St}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹y����¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥y������� {Tn}n∈N
��� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � �����¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥��¦¹

�b«¦����������¥¡������¨�� � �����]��� � {Gn}n∈N∗
����� {Uu

n}n∈N
��������� ©W¥¡��������±����c������§ ªW����]��� (i) �����

�S�������������MAº¹ 9 ¹ A ������¸¡��� ��¥¡µ��¦�������£� ��´ µ��]�¡���

σ
(
{Uu

k }k∈Nn

)
= σ

(
{Gk}k∈N∗

n

)
. � X�¹ A��

¢¤��¨¡��� ���¬ª ����������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����º±����º�y��� �c��¥¡±��¡�����}´ ¨¡�¬��������§ ���¤�����c��¨�§ �¡�¦�����º����±°�¡��¥��¡¨¡����������� ®
����«¬¥¡� σ ¹ ¸�¹ ����� �������c�¬������� ����µ �Â��� ¹ �S�������OX�¹/:�¹�X �¦¹��x� �³�¡��¥�����±�¸¡��� � � �W±���ªW���Q�����o�¬¥���±�¯ ª�������¡�¦��«¬��������������������¸¡��� ��¥¡µ��������b��¨ ©Q�����������¨¡��� ���¬ª ���������]�����}��¥¡����«¬¨¡�¦���������m¸¡µ�� � ¸�� ±��¡���¡�¬�
����� supremum ����������� infimum ��� ������� ����¯�«¬¥¡��� ���}��¨¡��¯�������� ��©W¥}��¨�� �c��©W¥�¹
� �I5�5�� 7 � � � [ � � ��´ µ�����¥y���£� � ����

� i ����¥ I 6= ∅ «¬¥¡����µ�¥¡�����y¸¡��� ��� ©W¥������ {[αj, βj)}j∈I

��� αj < βj
¯�� ��� ���c� j ∈ I ����� ����¯�«¬¥¡��� ������ ��¥¡��� ���¬ªW¥y¸�� �����¡�������¬ªW¥¤����� R �º�¡±��¡��� ��´ µ����º±���� ⋃j∈I [αj, βj) = [infj∈I αj, supj∈I βj)

¹
� ii ����¥ {An}n∈N∗

��������������§ � ���}���¬¥ ©W¥}����������¥¡±���ªW¥y����� R �º�¡±��¡��¯�� � ������� ��¸¡�������¡����� ����¯�« ®¥¡��� � ��¨¡��¯�������� ��©W¥}��¨�� �c��©W¥ {xk}k∈J
��±������ J =

⋃∞
n=0An

��� ��´ µ����

inf
k∈
⋃

∞

n=0 An

xk = inf
n∈N

inf
k∈An

xk,

�¬��±�����¥}��� infimum ��� ��¨¡´ ����¥�¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) ��¨¡´�� � �£����¨¡���¡��¨¡��µ����¤±������¬µ��������£������¸¡��� ��¥¡µ��¦�������
⋃

j∈I

[αj, βj) ⊆
[
inf
j∈I

αj, sup
j∈I

βj

)
. � X�¹ Z �

B �
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�   ���¬ª ��� ©W¨¡� ����� x ∈ [infj∈I αj, supj∈I βj)
�����������������c«¬���������]����±����£±�����¯�� � � ���c� j ∈ I��� x /∈ [αj, βj)

���¡±��¡�]� ����¸¡µ�¥¡����� «¬´ �������]±����

∀j ∈ I x ∈ [αj, βj)
c ⇔ ∀j ∈ I [x < αj

� x ≥ βj] ⇒ x ≤ inf
j∈I

αj
� x ≥ sup

j∈I

βj

⇔ sup
j∈I

βj ≤ x ≤ inf
j∈I

αj ⇒ sup
j∈I

βj ≤ inf
j∈I

αj,

�����]±���ªW�S��§ ¥¡��� ��������� ��������µ�� � ′ �������c«¬���¦ªW�{��§ ¥¡��� αj < βj
¯�� ��� ���c� j ∈ I ����¨¡�¤����� supj∈I βj >

infj∈I αj
¹

  ������«¬¥ ªW���]�c�_��� ��¨¡´ ��� j ∈ I ©W���¡� x ∈ [αj, βj)
�����;� ����¸¡��¥¡������§b��� ��� ±����m��� x ∈

⋃
j∈I [αj, βj)

¹ � ��¨¡� ������� ������� � � ¸¡��§ � �����£�¡��¥���¥ ��§ ���¡¨¡�����³�¡����� X�¹ Z �y��´ «¬���³�¦¯ ������� ������µ �Q� �����
�����£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (i).

(ii) ������µ ¯�� � � ���c� n ∈ N � ��´ µ���� infk∈
⋃

∞

n=0 An
xk ≤ infk∈An

xk
� �����¬���°��¨¡����µ����¡����±����

y1 := inf
k∈
⋃

∞

n=0 An

xk ≤ inf
n∈N

inf
k∈An

xk =: y0.

��¥ ��� ���¡¨¡±���ªW����¯�� �m� ���c� ε > 0 ��� ��¨¡´ ��� xk0 ∈ B := {xk : k ∈
⋃∞

n=0An}
©W���¡� y1+ε > xk0

¹
� ��¨¡� ¯�� � ε := n−1 � n ∈ N∗ ����� ��¨¡´ ��� n0 = n0(ε) ∈ N ��� xk0 ∈ An0

����� y1 + n−1 > xk0

¹
  ������«¬¥ ªW�

y1 ≥ xk0 ≥ inf
k∈An0

xk ≥ inf
n∈N

inf
k∈An

xk = y0

�º� ��¨¡� ¸¡��§ � ��������� (ii). �

� �I5�5��(7 � � � 7 � � ��� �c��¥¡±��¡�����¤´ ¨¡�¬��������§ ���b� ����¥¡������� ��§�¯�� �¤� ���c� u ∈ (0,∞) �¡��¥m��´ «¬��� Ψ(u) =

P
(
infn∈N U

u
n < 0

) ¹
� D-GIP+.;� �YH � < ¨�§ �¡���������� A :=

{
ω ∈ Ω : supn∈N Tn(ω) < ∞

} �!����±��¡�°¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω\A� ��´ µ���� ±���� supn∈N Tn(ω) = ∞ ¹ � ��¨¡�¯�� �� ���c� ω ∈ Ω\A «¬´ ������� infn∈N Tn(ω) = 0 ������©W�������
supn∈N Tn+1(ω) = ∞ �º���¦������«¬¥ ªW����µ�����ªW¥¡�°���������S������� X�¹/:�¹ Z (i) «¬´ �������]±����

⋃

n∈N

[
Tn(ω), Tn+1(ω)

)
=
[
inf
n∈N

Tn(ω), sup
n∈N

Tn+1(ω)
)

= [0,∞) = R+.

�b±��¡�	�º����±°�¡��¥¤�¡�¦���¬������§ �y��´ «¬���������º��µ�����ªW¥¡�����m��� �S��������X�¹/:�¹ Z (ii) ¯�� �y� ���c� u ∈ (0,∞)������¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\A «¬´ �������]±����

inf
t∈R+

Ru
t (ω) = inf

t∈
⋃

n∈N

[
Tn(ω),Tn+1(ω)

)Ru
t (ω) = inf

n∈N
inf

t∈
[
Tn(ω),Tn+1(ω)

)
[
u+ κt− St(ω)

]

= inf
n∈N

inf
t∈
[
Tn(ω),Tn+1(ω)

)
[
u+ κt−

Nt(ω)∑

j=0

Xj(ω)

]

B+:



� ��� � ����� ��� ��� � � �

= inf
n∈N

inf
t∈
[
Tn(ω),Tn+1(ω)

)
[
u+ κt−

n∑

j=0

Xj(ω)

]
= inf

n∈N

[
u+ κTn(ω) −

n∑

j=0

Xj(ω)

]

(3.1),X0:=0

= inf
n∈N

[
u+ κ

n∑

j=1

Wj(ω) −

n∑

j=1

Xj(ω)

]
= inf

n∈N

[
u+

n∑

j=1

[κWj(ω) −Xj(ω)]

]

(5.1)
= inf

n∈N

[
u+

n∑

j=1

Gj(ω)

]
(5.2)
= inf

n∈N
Uu

n (ω),

�����¡��¥��¡«¦����¨ �¡� � ��±��¡�����°¥¡�°�������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� ������ �S�������������EAº¹ Aº¹ Z (ii) �������¡��¥]��«¬�����¡�� ��±��¡�����v¥¡� �������¡�¦����§������¬���o����¥¡«¦����� �o����� ±����W� {Tn}n∈N
��§ ¥¡���Q¯�¥¡����§ ªW����µ � ������� �jªW� σ ¹ ¸�¹

���c� � ���]�¬ªW¥}������� �¡�����¦ªW¥��¦¹
� ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±�����¯�� �°� ���c� u ∈ (0,∞) ������¯�� �°� ���c� ω ∈ Ω\A � ��´ µ������

inf
t∈R+

Ru
t (ω) = inf

n∈N
Uu

n (ω). � X�¹�X �
  ����� ¸¡� ��±���ªW����¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ �����¡¯�� �b� ���c� ω ∈ Ω ¯�� �b������� ´ ¨¡±�¥¡����� ���c� � ���W�¬ªW¥S������� �¡�����¦ªW¥� ��´ µ�����±���� Tn(ω) > 0 = T0(ω) �����c�¦����� ¸¡� ����±·�¡��¥��¨¡´ �£�¡���]����¨¡��µ������y�¬¥¡±��¡�������y�������c«¬�������±����c� ��� �c��¥¡±��¡����� �¡���}«¦��¨¡� � ���� ����µ����������]��� ����¸¡«¬¥��c«¬´ ������� P (A) = P

(
supn∈N Tn < ∞

)
=

P
(
supn∈N∗ Tn < ∞

)
= 0 ¹�¶ ������¸¡� ����� A ��§ ¥¡���c��µ�¥¡����������¸¡�¬¥�� �����y��� �c��¥¡±��¡�������y�º�c�¦������«¬¥ ªW�����±��¡��¥ � X�¹�X �S������¯�� � � ���c� u ∈ (0,∞) «¬´ ��������±���� inft∈R+ R

u
t = infn∈N U

u
n P − σ.β., ��¨¡�

P
(
infn∈N∗ Uu

n < 0
)

= P
(
inft∈R+ R

u
t < 0

)
=: Ψ(u) ¹ �

< ¨¡±������������ �S�������������]X�¹/:�¹�Xv��§ ¥¡�����c�¬���¦��� ©W¸¡�������¡��¥³��¨¡����� ���c��� � ¸�� ����¨�� ��������§ �������³�����
��¨¡�����������������°�¡��� ´ ¨¡�¬��������§ �����Q������µ �����£�¦��� �¡¨¡«¦�����x¥¡� ���¦���¡����µ��������± �¡��¥ σ ¹ ¸�¹£�����³�������c� ®������� ����µ � ���y�����¬¨¡��¨�� �c������� ������µ�¥¡����� ¸¡��� ��� ©W¥��¤���¡��¥°�¡¨¡����������� ����«¬¥¡� σ ¹ ¸�¹]�������������c�¬������� ����µ
� ���}��¨�� �c������� ��� ��µ�¥¡����� ¸¡��� ��� ©W¥��¤¯�� �·�¡��¥£���¦��«¦�¡� �¡���}��� �c��¥¡±��¡�������´ ¨¡�¬��������§ ����¹ �   �¡���1��¨ ����§
¥¡� ���¬¨�� ��¨�� ������µ����}���¡��¥y����¨¡����������µ��c�����£�¡����� � «¦��� � ��������� �������c�¬������� ����µ£¯�� � ��¨�� �c������� ���¬�]���
�������c��� ´ ¨¡��¥�� ��«¬������� ¯���«¬� − �¡±����¬� ±����¬�·����������� �¡������� �£����� �c� �¬������¥�� ������µ�¥������v´ ��¨ �������¡®�����º� � ����� − ´ºªW¨�§ �£¥¡��´ ��¥¡�������}������§ ��������¨¡������¨�§ � �����´ «¬������������¡�·�������c��������������§ �¡���������± �¡��¥·����¨¡����������µ��c����������� �������c�¬������� ����µ³���� ���c� ´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯���� �j�º� ��¨¡� ����¥¡����� � � ���
�����¬¨¡��¨�� �c������� ���¬�������������c���}´ ¨¡��¥�� ��«¬������ ¯���«¬� �¦¹b�����¡� ����¨�� ��©W�� ���¦�	�¡������� ����±���������¥¡�¬´ «¬�
� �����¬¨¡��¨�� �c������� ��� �!������¸�� ����¨�� �¡±�j���]������µ���¨�� �c������� ��� �x¸�� �¬��������µ�¥¡������������¥ ��� � ������¥b�����c��������� ��±
´ ��� ¨�� ����±°�����}��¨¡�����������������b�¡����´ ¨¡�¬��������§ �����������¡��¥]� � ��¯ ªQ¯��}��´ �¦��� ��©W¥����b�����¡±�������¡�¦���¬�����¡®
�¬ªW¥�¹
�{�¡��¥m���¬¨�§ ���¬ªW���¤�����¤���������¬¨�� ��������¥ ��������� ����§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡������������� ��±�¥¡�����¤��������¥¡�¬������«¬¥¡� �

�������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬����«¬���¬�]��� ��«¬��������S�������rX�¹/:�¹�X ��¸¡��¯���§�����«¬¥¡� ��¨ ©Q�����������¡«¦���¬�����°� ��¥ ª;���¡��¥
��� �c��¥¡±��¡����� ´ ¨¡�¬��������§ ����������������§ �³��ªQ��§ �¡����� ����ªW�y�������}¸�� ������¨¡�¦��� ����µ��¨¡±��������}�����·«¬´ ����¥°���
��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��± ������� «¬¥ ������� ����������§ ���¡¨¡���º¹
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Martingales

JL.
�M3YHI5�� 7 � � � k � �   ���¬ª ��������������§ � {Gn}n∈N∗
��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ �����S� ��±�¥¡����� ��������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥

��¹ � ¹ �����m�����¦��������� ����«¬¥¡�¬�m��������¥¡����«¬�m���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�m��«¬���¬�S��� ��«¬��¹���¥ EGn := EG ≤ 0 ¯�� �� ���c� n ∈ N∗ ���¡±��¡�]¯�� �·������� ��¸¡�������¡�}��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��±��£��� �c��¥¡±��¡����� ´ ¨¡�¬��������§ ��� � ����µ������
���¤�¡��¥}����¥	��¸¡�º¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� �³¥¡� ¸¡��§ � �������£±����x��� ��¨¡´ ��� ��µ�¥¡�����v����¸¡�¬¥�� �����£��� �c��¥¡±��¡������� Ω∞

�¡«¦����� �v©W���¡�
¯�� � � ���c� ω ∈ Ω\Ω∞

¥¡� � ��´ µ�����±���� ∑∞
j=1Gj(ω) = −∞ ����¨ ����§�¥¡�£�¬����¨¡��±�����������«¬¥¡� ¯�¥ ªW���¡±

�������¡«¦���¬�����o�¡���·�c�¦ªW¨�§ ��� σ ¹ ¸�¹ �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ �#: 9 � � Satz 11.8) ��µ�����ªW¥¡�o���·��� ������§ � ¯�� � �¡��¥��������������§ � {∑n

j=1Gj}n∈N∗
����¨�� ��©W�y«¬¥¡� ����± ��� ����±��������c� � ��´ µ���� P − σ.β. 


lim inf
n→∞

n∑

j=1

Gj = −∞ ����� lim sup
n→∞

n∑

j=1

Gj = ∞, � X�¹ ?��

lim
n→∞

n∑

j=1

Gj = ∞, � X�¹ V �

lim
n→∞

n∑

j=1

Gj = −∞. � X�¹ B��

¢¤¨	��¯�������� �m��¥v§ ��´ ��� ∞ = lim supn→∞

∑n
j=1Gj = infn∈N∗ supk≥n

∑k
j=1Gj P − σ.β. ��¡±��¡��¯�� � � ���c� M > 0 �c� ������¨¡´ � n ∈ N∗ ©W���¡�·¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ��� k ≥ n ¥¡� � ��´ µ����

∑k
j=1Gj ≥ M P − σ.β. ����¨¡� 0 ≥ kEG =

∑k
j=1EGj = E

[∑k
j=1Gj

]
≥ M �Q����� ��§ ¥¡���

����������¹
� ��¨¡� � � X�¹ ?��S¸¡�¬¥°������¨¡��§�¥¡�£� ��´ µ���� ������¥¡�¦��©W��¸¡�¬¥°������¨¡��§�¥¡� � ��´ µ������������ � X�¹ V �¦¹   ������«¬¥ ªW�

� ��´ µ������ � X�¹ B���������±��¡��¯�� � � ���c� u ∈ (0,∞) «¬´ �������]±����

1 = P

(
lim

n→∞

n∑

j=1

Gj = −∞

)
= P

(
lim inf
n→∞

n∑

j=1

Gj = −∞

)
≤ P

(
lim inf
n→∞

n∑

j=1

Gj < −u

)

= P

(
inf
n∈N

n∑

j=1

Gj < −u

)
= P

(
inf
n∈N

(
u+

n∑

j=1

Gj

)
< 0

)
= P

(
inf
n∈N

Uu
n < 0

)
= Ψ(u),

���¤�¡��¥y�¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡����� ¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� � ����� �S�������������*X�¹/:�¹�X�¹
�

fgGI3�����5��a7 � � � U � �   ���¬ª ±�������� {Wn}n∈N∗
����� {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�����¦��� � µ �������y�����
±�������� �����c�¬��� �o����± �����¡«¬���Q���Q��¥ ��§ ������� ´ �¬�·��¹ � ¹o��������¥¡«¬����¥ ��������¥¡� � ��¨ �¡�����³�����Q� ��±�¥¡����� � ���
���v�¦��������� ����«¬¥¡�¬����������¥¡����«¬�������Q���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬����«¬���¬����� ��«¬��¹_��¥ κ ≤ EX/EW �W�¡±��¡�·¯�� �
������� ��¸¡�������¡�y��¨¡´�� ��±·�������c�¬������� ��±·� ��� �c��¥¡±��¡����� ´ ¨¡�¬��������§ ���� ����µ����������¤�¡��¥}����¥	��¸¡�º¹
� D-GIP+.;� �YH � �x� � � ���c� n ∈ N∗ «¬´ ��������±���� Gn := κWn − Xn

��¨¡�v�����{� {Gn}n∈N∗
��§ ¥¡���

��������������§ �£��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥y������� ��±�¥¡����� ��������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥y��¹ � ¹ �����]��� �¦��������� ����«¬¥¡�¬�]��������¥¡����«¬��¹
B;A
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  ��§�����«¬��¥���¯�� �°� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ�����±����

EGn := E[κWn −Xn] = κEWn − EXn = κEW − EX = EG <∞

ªW��¸�� ������¨	� ���¦���¬¨¡������«¬¥ ªW¥}��«¬��ªW¥y��� ��©W¥�¹   ��§ �����

EG ≤ 0 ⇔ κEW − EX ≤ 0 ⇔ κ ≤ EX/EW.

� ��¨¡�£��� �]�¦©W¨¡�����(X�¹/:�¹ ?��¨�§ �������c�¬¸ ©;�¬����¨¡����¯��£�º�c�¦������«¬¥ ªW�y¯�� � ������� ��¸¡�������¡�}��¨¡´�� ��±��������c� ®
������� ��±·�°��� �c��¥¡±��¡�����£´ ¨¡�¬��������§ ���}� ����µ������������¡��¥}����¥	��¸¡�º¹

�

²³�¤�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥]����¨¡���¡��¨¡��µ�����±�������� �]�¦©W¨¡�����eX�¹/:�¹ ?}���������£¢¤±�¨�� ����� X�¹/:�¹ V ¸¡�¬¥]���¬¨�� ������� �¡®
¥¡����¥}������§ �£����±��c�¬���°��´ �¦��� � �£���¤���·��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��±�¹
�{��� ��¨¡±���������� ����� ¢¤��¨�§ �����������gX�¹/:�¹ V � ����«¦����������±���� ¯�� � ¥¡� �������¡¨¡«������������¡��¥ ��� �c��¥¡±�®

�¡�����·´ ¨¡�¬��������§ ���£����±����³¥¡�·¯�§ ¥¡���!§ �������y�¡������¥	��¸¡� �1�·«¬¥ ������������������§ ���¡¨¡��� ��¨¡«¦�����1¥¡����§ ¥¡���
��¨ ����µ�¥ �¬ªW� ���¦¯ ������¯�� � ¥¡� ¸�� ����������§ �¡���x±����x���o��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�v��� ��±�¸¡�����³����±o����� ����� ���¡¨¡����¥	�
������§ �¡����� � κEW �1��§ ¥¡�����������¡��¨	�·���¦¯�����µ��¡�¬¨¡� ����±����³��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡� ��«¦¯�� �c���������§ �¡������� EX ¹�b���¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�}��«¦¯�� �c���m������§ �¡�������S��¥¡����� �¡�¦����� "��Rpq��3+GO��� �!n�iI���F^+3+, �����������¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�
�����¬¨�� ��������¥S������± EG = κEW−EX ��¥¡����� �¡�¦����� . D���hIn�3RS1)+��H]��� �!��iT.;6/��% (safety loading)�¡��� �j�¡¨¡����������� ����«¬¥¡��� � σ ¹ ¸�¹Q�����}�������c�¬������� ����µº¹��b«¦������� ��������� ©W¥¡�������b±������}�¦��� � ��¨¡��¥¡���y�������¡®����§ ���}��§ ¥¡�����������¡��¨	�°�c�¦��� ���·��¥°��������±�¥¡� ��¥ � «¬¥ �������·����������§ ���¡¨¡���·� ����¥¡������� ��§��¡��¥ ����¥ �c�����
EG = E[G(κ)] > 0 �£� ����¸¡µ�¥¡����� �¡��¥ κ > EX/EW ¹

��� � � � �	��
 
 � � � �
Lundberg

�{�¡��¥{����¨¡��µ����b�¬¥¡±��¡�����b������¸¡��� ��¥¡µ��������Q�¡��¥ ��¥�� ��±��¡����� Lundberg �������������¡�¦����§¡«¬¥¡�b����±����m��� ���������¥ ��� � �]�������¡�¦��«¬�������������¡��¥����¦��«¦�¡����������¨¡�����������������S�¡���m´ ¨¡�¬��������§ ����¹ �x� ���������b����������µ����
±���ªW���������¡���¤�¡���]����±�¸¡��� � ��������� � ��¯��������¤��¨ ©Q���°��� �]«¬¥¡¥¡��� �¬�]����� ����¥ �¡�¦���¬���¡�}��¨¡������¨¡����¯����]�����
����� ����¥ �¡�¦���¬���¡�°�����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯�������������¸�§ ¥¡�������]¯�� � ����¥� ���c�]����¥ �¡�¦���¬���¡�°«¬¥¡��¥ martingale-´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±�¹

� . ,�iTG1"IijHI3YH�^YHI) .&)+Gj^YH1^Y� SjD-,jpq$ ^Y,TS15�. Gj^��qH ��"�,�iT,TS+p 6/�
{Gn}n∈N∗

.;6 )+�1� ��)+. 

�+n�3 ^YH1^YH �

������������� 7 � 8 � � � ² � �£�������c�¬¨	� % ∈ (0,∞) ��¥¡����� �¡�¦����� 

� i ��«¬¥¡��� � S1) ^+. iT.&�F^Y�I%`D-3+,I����3+5�,����I% (adjustment coefficient) ¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ {Gn}n∈N∗

�����¬¨�� ��������¥ �����¤��������µ°��¥������ ��±�¥¡�£��¥�¯�� �� ���c� n ∈ N∗ � ����¥¡������� ��§��¡��¥ E[e−%Gn
]

= 1 ¹
B&Z
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Martingales

� ii ��«¬¥¡��� � S1) ^+. iT.&�F^Y�I% SjD-.&3 D-3+,I����3+5�,����I% (superadjustment coefficient) ¯�� �·�¡��¥ σ ¹ ¸�¹
{Gn}n∈N∗

�����¬¨�� ��������¥ ����� ��������µ ��¥o�����S��±�¥¡� ��¥v¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ����¥¡������� ��§m�¡��¥
E
[
e−%Gn

]
≤ 1 ¹

�
σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ ��������������µ ¸¡�¬¥o��§ ¥¡���{��¥¡��¯ ����§ �_¥¡� «¬´ ���{«¬¥¡��¥o����¥ �¡�¦���¬���¡� �����¬¨ ��¨¡��®����¨¡����¯����:����¥}�°��������¥¡�����°� ������� ��� �����¬¨�� ��������¥ ��������������µ£��§ ¥¡�������°�¦��������� ����«¬¥¡� � �¡±��¡��� σ ¹ ¸�¹�����¬¨�� ��������¥ �����y��������µ�«¬´ ���c����������µ·«¬¥¡��¥£����¥ �¡�¦���¬���¡� ��¨¡������¨¡����¯�����¹��b� ¯��¦¯���¥¡±�������¡±����¡®

����¸¡��� ��¥¡µ��¦���������¡��¥y����¨¡��� ���¬ª ��¨¡±��������º¹
fg��3+��^Y�I3YHI��H 7 � 8 � 8 � ��¥ � σ ¹ ¸�¹�����¬¨�� ��������¥ �������������µ {Gn}n∈N∗

��§ ¥¡�����¡«¦����� ��©W���¡�y�����¡®
����¥¡�����³�����o�����¬¨�� ��������¥ �����£��������µo¥¡� ��§ ¥¡������� �¦��������� ����«¬¥¡�³�������¦��� ����«¬��¥ «¬´ ��������¥ �¡�¦���¬���¡�
��¨¡������¨¡����¯��������¡±��¡�]�����¡±��]��§ ¥¡��������¥¡��¸�� ��±���¹
¢¤¨	��¯�������� �W«¬���¬ª %, ζ ¸¡µ�� ����¥ �¡�¦���¬���¡«¬�£��¨¡������¨¡����¯����·�¡��� {Gn}n∈N∗

¹ ��ªW¨�§ �£�����¡���³�¡���
¯��¬¥�� ��±��¡�������o�������c«¦���������³±���� % < ζ ¹[�b±��¡�	��¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ���� E[e−%Gn

]
= 1 =

E
[
e−ζGn

] ¹
�   ���¬ª �1� ©W¨¡� �1±����1��� ��¨¡´ ���c� ������� � n0 ∈ N∗ ©W���¡�}�·��������¥¡��������������¥ ��§ ������� ´ ��� �����¬¨�� ����®

����¥ ����� ��������µ �Q¸¡������¸¡�³�¡��� ��¹ � ¹ Gn0

�Q¥¡� ����¥���§ ¥¡��� �¦��������� ����«¬¥¡�º¹³�b±��¡�£����±v�¡��¥·�¡�¦���¬������§ �
��´ «¬��� «¬´ ��������±���� ∫ e−%Gn0dP =

∫
e−ζGn0dP = 1 <∞ ����� ′ ±������£«¦���¦������±����

0 =

∫
e−%Gn0dP −

∫
e−ζGn0dP =

∫ (
e−%Gn0 − e−ζGn0

)
dP

�����!�¦����� ¸¡� � e−%Gn0 − e−ζGn0
��§ ¥¡���!��� �·�c�¦��� ������¹ � ¹ �!�¡±��¡����¡�¦���¬������§ ����´ «¬��� �j�����!��µ�����ªW¥¡�

������� � Z � ��¢¤¨¡±��������(?º¹ 9 � �¤� ����¸¡��¥¡������§�������� ±���� e−%Gn0 − e−ζGn0 = 0 P − σ.β. ��¸¡������¸¡�·������ ±���� e−%Gn0 = e−ζGn0 P −σ.β. �º� ������������¦����� ¸¡��}�¦���c�¦��� �������¥	��¨ �¡�����y��§ ¥¡���º����¥¡�¬´ �������¬¥�¡«¦������� ����¸¡��¥¡������§��������·±���� e−%Gn0 = e−ζGn0
¹ � ��¨¡� % = ζ � ����� ��§ ¥¡��� ����������¹ �

� �/�O^Y, SjD-G�iT,-�#D-, ^YHI%4D-��3+,TQ1����%(.&)+Gj^YH1^Y��% � 5�.
{Fn}n∈N

��HI5�.;� �M)+,TS15�. ^YHI)L"���)+, 
)��#"T�KP�� QjiI����H �!�/� ^YHI)g^+3+,1D-,1D-,-� HI5�$&)YH
σ
� P � ^Y,TS ��D-,jpq.&5���^��#"�,TQ

{Uu
n}n∈N

¹
� �I5�5�� 7 � 8 � C � �   ���¬ª u, % ∈ (0,∞) ¹m��¥ � Zn := e−%Gn ∈ L1(P ) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ���¡±��¡���
� ��±��¡�����

∫

A

e−%Uu
n+1dP =

∫

A

e−%Uu
ndP

∫

Ω

e−%Gn+1dP � X�¹ W �
� ��´ µ�����¯�� � � ���c� n ∈ N ������¯�� � � ���c� A ∈ Fn

¹
� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � �·����¨¡���¡��¨¡��µ����y±����1�¦����� ¸¡������±��¡��¥ ��¨¡´ �·�¡���y����¨¡��µ�������¬¥¡±��¡��������������c« ®
�������¤�¡��¥ {Gn}n∈N∗

��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �º¯�� � � ���c� n ∈ N «¬´ �������]±����
∫
e−%Uu

ndP
(5.2)
= e−%u

∫ ( n∏

j=1

e−%Gj

)
dP = e−%u

n∏

j=1

∫
e−%GjdP. � X�¹/: � �

BYX
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  ������«¬¥ ªW����«¬´ ��������±����
∫ ∣∣e−%Uu

n

∣∣dP =

∫
e−%Uu

ndP
(5.10)
= e−%u

n∏

j=1

∫
e−%GjdP = e−%u

n∏

j=1

∫
ZjdP <∞,

������µ}� {Zn}n∈N∗
� � ′ �������c«¬���¦ªW����§ ¥¡������������������§ �������������¨ ©W��� ��ªW¥]��¹ � ¹ ¹   ������«¬¥ ªW��� ������� ������� ®

� � ¸¡��§ � ������±������ ������������¨ ªW��� ��±��¡�����°�¬ªW¥���¹ � ¹ Zn
� n ∈ N∗ �S����¥¡�¦� ��¯��¦�����º�¡��¥y������������¨ ªW��� ��±�®

�¡�����°�¬ªW¥y��¹ � ¹ e−%Uu
n
� n ∈ N �¦¹

�¤��±���� �S����± �¡��¥³����±��c�¬���o�¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��� {Gn}n∈N∗
� ¯�� �v� ���c� n ∈ N «¬´ ��������±����W���¹ � ¹ Gn+1

��§ ¥¡���m��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¬ªW¥ ��¹ � ¹ G1, . . . , Gn
����¨¡� �����m��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡���

σ
(
{Gk}k∈N∗

n

) (5.3)
= σ

(
{Uu

k }k∈Nn

)
= Fn

¹
�S����� ��¥¡��¥ �������W� ©W¨¡� � ����± ���v�¡��¥ ������������¨ ªW��� ��±��¡�����v�¬ªW¥ ��¹ � ¹ Zn

� n ∈ N∗ �}����� e−%Uu
n

� n ∈ N ��������± �¡��¥� X�¹ 9 �{������¯�� � � ���c� n ∈ N ����� A ∈ Fn
«¬´ �������]±����

∫

A

e−%Uu
n+1dP =

∫

A

e−%

[
(
∑n

j=1 Gj)+Gn+1

]
dP =

∫

A

e−%

(
Uu

n+Gn+1

)
dP

=

∫

A

E
[
e−%Uu

n e−%Gn+1
Fn

]
dP =

∫

A

e−%Uu
nE
[
e−%Gn+1

Fn

]
dP

=

∫

A

e−%Uu
nE
[
e−%Gn+1

]
dP = E

[
e−%Gn+1

] ∫

A

e−%Uu
ndP

=

∫

Ω

e−%Gn+1dP

∫

A

e−%Uu
ndP,

���m�¡��¥]�¡«¦����¨ �¡�}� ��±��¡�����¥¡�}�������¡�¦����§ �����¬���y����¥¡«¦����� �y�¡��¥]¢¤¨¡±���������� 9 ¹/:�¹ B (iii), ����������¥¡����«¬¥¡�������± ��� �¡��� Fn
® ���¦�¡¨¡����� ��±��¡���������¡���]��¹ � ¹ Uu

n
���������¡��¥y��«¬�����¡� � ��±��¡�����£¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬��� ���¡®

¥¡«¦����� �y�¡��¥�¢¤¨¡±���������� 9 ¹/:�¹ B (iv), ������� ��¥¡��¥ �����b����± �������������°±������y��¹ � ¹ Gn+1
��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�

�¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡��� Fn
¹

�

Bm� �����¬���³����¥¡«¦����� �³����� �S�������������0X�¹ 9 ¹ A ��������� ��¥¡������� ¸¡µ�� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ�� ��«¬��ª mar-

tingales, «¬¥¡��¥£¯�� ������¥ ����¥ �¡�¦���¬���¡�·�����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯�����º�!«¬¥¡��¥£¯�� ������¥ ����¥ �¡�¦���¬���¡� ��¨¡������¨�®����¯�����������±;�¡��¥ ����¨¡���7��¥ ��§ ������� ´ºªW¥ ����¨�� �������¬ªW¥�¹���¨¡´�� � �7����¨¡���c«¦���������³����¥ martingale-´ ��¨¡�����¡��¨�� ����± �����£��¥¡����«¬¨¡�¦������������¥}����¥ �¡�¦���¬���¡������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯�����¹
fgGI3�����5��o7 � 8 � [ � �   ���¬ª % ∈ (0,∞) ¹Q�b±��¡�	����� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � < % ��§ ¥¡����«¬¥¡���]����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯����]¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ ��������������µº¹
� ii � �x� �°� ���c� u ∈ (0,∞) � ��������������§ � {e−%Uu

n}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡� �����¬¨�® martingale.

� D-GIP+.;� �YH � ��¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � ����������� �]����¨¡��� ���¬ª7����¥¡�¦����¯ ªQ¯�«¬��¹
(i) ⇒ (ii) 
��   ���¬ª u ∈ (0,∞) �����Q±�������� (i) � ��´ µ���� ¹ �b±��¡�	�W¯�� �o� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����Q±����

B;?



� ��� ����� � 	�� � � 	 � � � � � ��� ��� � � �	����� �
Martingales

E
[
e−%Gn

]
≤ 1 �º���¦������«¬¥ ªW�·� Zn := e−%Gn ∈ L1(P ) ¹ � < ��ªW���Q���¡��¥�����±�¸¡��� � � �������S�������¡®����� X�¹ 9 ¹ A£¸¡��§ � ������±������£������������¨ ªW��� ��±��¡�����£�¬ªW¥��¹ � ¹ Zn

� n ∈ N∗ �m����¥¡�¦� ��¯��¦�������¡��¥�����������¡®
¨ ªW��� ��±��¡�����°�¬ªW¥y��¹ � ¹ {e−%Uu

n

}
n∈N

¹
  ��§ �����°� {e−%Uu

n

}
n∈N

��§ ¥¡���c��¨¡������¨¡��������«¬¥¡�·���¡��¥ {Fn}n∈N
¸�� ±����c¯�� �·� ���c� n ∈ N � ��¹ � ¹

Uu
n
��§ ¥¡��� Fn

® ���¦�¡¨¡����� ��� �W������µo«¬´ �������£�c�¦ªW¨¡�������x�¡��¥ {Fn}n∈N
¥¡�o��§ ¥¡���Q� ����¥¡��¥�� ��� ¸�� µ���� ���

¯�� � �¡��¥ {Uu
n}n∈N

¹   ������«¬¥ ªW���c¯�� �·¥¡� ¸¡��§ � ���������¡��¥ � ��´ µ£����� (ii), ��¨ ����§c¥¡� ¸¡��§ � ��������¯�� � �¡��¥
{
e−%Uu

n

}
n∈N

�¡��¥y�¡¨�§ �¡� � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� �����b� ¸�� ±��¡�����£�¬¥¡±�������«¬¨�® martingale.�b±��¡�	�º��±�¯ ª_�¡���¤������������¨ ªW��� ��±��¡���������¬ªW¥]��¹ � ¹ Zn
� n ∈ N∗ ��� ��µ�����ªW¥¡�y���b��� �S�������eX�¹ 9 ¹ A

������¯�� � � ���c� n ∈ N ����� A ∈ Fn
«¬´ �������]±����

∫

A

e−%Uu
n+1dP =

∫

A

e−%Uu
ndP

∫

Ω

e−%Gn+1dP ≤

∫

A

e−%Uu
ndP,

������µ E[e−%Gn
]
≤ 1 ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹

� ��¨¡�£¸¡��§ � �������¡��¥ �¡������µ����¬¥¡�£� ¸�� ±��¡����� �����£����«¬¨�® martingale, ¯�� � �¡��´ ±�¥�� ��¨¡�°������¯�� �°� ���c�
u ∈ (0,∞) ��������������¨ ©W¥¡�������y«¦�¡��� �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡���]��¨ �c��������¥¡�¦����¯ ªQ¯�����¹
(ii) ⇒ (i) 
 �   ���¬ª ±����1��� (ii) � ��´ µ���� ¹£�b±��¡�	� ��µ�����ªW¥¡���������¥·��¨�� ����± ����� �����¬¨�® martingale¯�� �y� ���c� u ∈ (0,∞) «¬´ �������S�¡��¥�������������¨ ªW��� ��±��¡�����y�¬ªW¥���¹ � ¹ e−%Uu

n
� n ∈ N ����������©W�b�������¡��¥� ��´ µ �¡���]��¥�� ��±��¡������� ∫

A
e−%Uu

n+1dP ≤
∫

A
e−%Uu

ndP ¯�� � � ���c� n ∈ N ����� A ∈ Fn
¹

� < ��ªW�����·������������¨ ªW��� ��±��¡�����·�¬ªW¥°��¹ � ¹ e−%Uu
n
� n ∈ N ��������������¥¡����«¬¥¡���}����± ��� �¡���� X�¹/: � ���

�����¬��� ����¥¡�¦� ��¯��¦����� ����� �¡��¥v������������¨ ªW��� ��±��¡����� �¬ªW¥o��¹ � ¹ Zn
� n ∈ N∗ �¦¹ < ��±��¡�	������± ���

�S�������MX�¹ 9 ¹ A ��¯�� ��� ���c� n ∈ N ������¯�� ��� ���c� A ∈ Fn
«¬´ ������� �¡��¥�� ��´ µ��¡��� � X�¹ W ��������±��¡��¥�������§ �

������� ��¥¡��¥ ����� ����± ��� ����� �¡��¥��¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡����� � �����¬��� «¦���¦����� ±���� 1 ≥
∫
Ω
e−%Gn+1dP =

E
[
e−%Gn+1

] ¯�� � � ���c� n ∈ N ��� �����c������������� ������� � ��� ����¸¡��¥¡������§������¡��¥£� ��´ µ·����� (i), ������¸¡��� ®��¥¡µ���¥ ������«¦�¡��� �¡��¥y��¥ ��§ ���¡¨¡����� ����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� � �º���¦������«¬¥ ªW�]����� ����¥}����¨¡±�¥ ��� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±�¹
�

�¤��±v�¡��¥�����±�¸¡��� � � ����� ¢¤��¨�§ �����������LX�¹ 9 ¹ Z ¯�§ ¥¡�¦����� ����¥¡�¬¨¡± ±���� ��� ���:&��#����4 �=$ "#'�	���	�� 	 47�
	�� "�� e−%Gn � n ∈ N∗ � $ �=��?�6��/�%"��-,�"�� 	���� � ���:&��#����4 �=$ "#'�	���	��)	 47�
	�� "�� e−%Uu

n
� n ∈ N ���1±������

u ∈ (0,∞) ¹�{�¡������¥¡«¬´ ��� �·����¨¡���c«¦��������������¥ martingale- ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±���������¥¡����«¬¨¡�¦������������¥£����¥ �¡� ®���¬���¡���¨¡������¨¡����¯��������·������§ ���}������¸¡��� ��¥¡µ��¦������������§ ªW�y�������·¢¤±�¨�� �����4X�¹ 9 ¹ Z ¹
fgGI3�����5��o7 � 8 � 7 � �   ���¬ª % ∈ (0,∞) ¹Q�b±��¡�	����� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � < % ��§ ¥¡����«¬¥¡���]����¥ �¡�¦���¬���¡���¤��¨¡������¨¡����¯����]¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ �����]��������µº¹
� ii � �x� �°� ���c� u ∈ (0,∞) � ��������������§ � {e−%Uu

n}n∈N
��§ ¥¡����«¬¥¡� martingale.

�b�·��µ�¨�� ���������¡«¦���¬�����°�����¡�����¡���]�¬¥¡±��¡��������¸�§ ¥¡�¦����������������µ���ªW��¹
B V
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�M3YHI5�� � � )�����Gj^YH1^Y�
Lundberg)

7 � 8 � k � ��¥ % ∈ (0,∞) ��§ ¥¡���c«¬¥¡���y����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨�®��¨¡������¨¡����¯����v¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹������¬¨�� ��������¥ �����v��������µ �]�¡±��¡� ¯�� �_� ���c� u ∈ (0,∞) � ��´ µ��������¥�� ��±��¡����� Ψ(u) = P
(
infn∈N U

u
n < 0

)
≤ e−%u ¹

� D-GIP+.;� �YH �   ����� ¸¡��}����¥	��¨ �¡����� f(x) := e−%x ��§ ¥¡���º����§ ¥¡�������y����� R+
� �����¬���y«¦���¦�����º±�����¯�� �

� ���c� u ∈ (0,∞) � ��´ µ���� supn∈N f
(
Uu

n

)
= supn∈N e

−%Uu
n = e−% infn∈N Uu

n
���y�¡��¥ supn∈N e

−%Uu
n

¥¡� ��§ ¥¡��� �c�¦��� ���°��¹ � ¹ ¹
  ��§ ������� � � ′ �������c«¬���¦ªW� � % ∈ (0,∞) ��§ ¥¡���!«¬¥¡���°����¥ �¡�¦���¬���¡��������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯����°¯�� ���¡��¥

σ ¹ ¸�¹8�����¬¨�� ��������¥ ����� ��������µ ������� ��µ�����ªW¥¡� ���³���7¢¤±�¨�� ����� X�¹ 9 ¹ Z7� ����¸¡��¥¡������§m���³���7±����m���������������§ � {e−%Uu
n}n∈N

�c�¦��� ��©W¥���¹ � ¹���§ ¥¡����«¬¥¡�y�����¬¨�® martingale. �b±��¡�b����±���¢¤±�¨�� ����� 9 ¹ Aº¹ B«¦���¦�������� ��´ µ����¡���m��¥�� ��±��¡������� Kolmogorov, ����±��¡�	�º������� ��¥¡��¥ �����b����± ���y��� �S������� X�¹/:�¹�X �����±������ f ��§ ¥¡��������§ ¥¡�������°�������¡��¥y�¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� ��¯�� �°� ���c� u ∈ (0,∞) «¬´ ��������±����
Ψ(u) = P

(
inf
n∈N

Uu
n < 0

)
= P

(
e−% infn∈N Uu

n > e−0%
)

= P
(
sup
n∈N

e−%Uu
n > 1

)
≤ E

[
e−%Uu

0 ] = E[e−%u] = e−%u,

�����£��§ ¥¡�����°��¥�� ��±��¡����� Lundberg. �

�b� ��¥ ª ��¨	��¯���� ¯�� � �¡��¥°��� �c��¥¡±��¡�����·´ ¨¡�¬��������§ ��������·� � ����������§ �¡�¦�����c����±��¡��¥ ��¥�� ��±��¡�����
����� Lundberg � � ��¨ �	��������������©W�{����±]������¨¡´�� ��±}�������c�¬������� ��± u ¹ ¶ ��¥¡����� � � ��� � ��¨ �	���������¦��§ ���������«¬��ª �����£����¥ �¡�¦���¬���¡������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯�����������± �¡��¥}«¬¥ ������� ����������§ ���¡¨¡��� κ ¹

� ����§ ¥¡��¥ �����b�¡��¥¤����¨¡��µ����y�¬¥¡±��¡����� ������¨¡���c«¦���������m����±°����¨¡��������¨¡���¡��¨¡�������m��¨�� ����«¬¥¡�¬��´ ¨¡�¡®
��� ���¬�b�¦��� ��������¥¡����� �b¯�� �y�¡��¥¤��� �c��¥¡±��¡�����y´ ¨¡�¬��������§ �����������¡��¥���¥�� ��±��¡����������� Lundberg, �����������ªW�}�����¡«¬�y��´ �¦��§ �¡��¥ �������������·��¨¡±����������£�¡���y�¬µ�¨¡�¬�����y��¨¡��¯������¬ªW¥¯�� � �¡��¥��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	���
�¡���·��������¥¡���������¬ªW¥³����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥�¹ �b� ��¨¡±����������v�����¡± ���¦���¦�	��������¸�� � � ��¸�� � � �����
�¦��±����¬¥¡� ���¬� ������� ��¹
fg��3+��^Y�I3YHI��H�7 � 8 � U � �x� ��� ���c� x ∈ R+

��¨�§ �¡��������¡��¥ D�� pq��)+Gj^YH1^Y� ,TS13+n�%O^Y,TS ^RS 	F�16�,TS
�Rpq3+,-6���5���^Y,I%

SN
� ±���ªW�y�����¡± ��¨�§ ���¡���������¡��¥   ¥¡±��¡�����rAº¹ ?��m��� ψ(x) := P (SN > x) ¹ �b±��¡�	�¯�� ���¡��¥m���¬¨�§ ���¬ªW��������� SN

����������������¥¡����«¬¥¡��������± ���������]��¨�� ������µ��¡��� σ ¹ ¸�¹ �����]�������c�¬������� ����µ
�Â��� ¹   ¥¡±��¡�����rX�¹/:	�����°��¥�� ��±��¡����� Lundberg �Â��� ¹ �]�¦©W¨¡�����rX�¹ 9 ¹ ?��m� ����¸¡µ�¥¡�����°¯�§ ¥¡�¦����� ψ(x) ≤

e−%x ��±������ % ∈ (0,∞) «¬¥¡���]����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯�����¹¢¤¨	��¯�������� �x«¬���¬ª u ∈ (0,∞) ����� t0 ∈ R+
¹°�b±��¡�	�1�c«¦����¥ ����� St := St0

¯�� ��� ���c� t ∈ R+«¬´ ��������±���� Ru
t = Ru

t0
¯�� �v� ���c� t ∈ R+

� ��¨¡� inft∈R+ R
u
t = Ru

t0
�S�¦������«¬¥ ªW� �v��� �c��¥¡±��¡�����

´ ¨¡�¬��������§ ��� Ψ(u) = P
(
Ru

t0
< 0
)

= P
(
St0 > u+ κt0

)
= ψ(x) ��±������ x := u+ κt0 ∈ (0,∞) ¹¶ ������¸¡� �����¡��¥b���¬¨�§ ���¬ªW�������������c�¦ªW¨¡���������{������� ������� � �]�¡��¥�������������§ �������¬ªW¥¤������������� ����©W¥

�����·��§ ´ �����}��� � ��¯�����¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥£������� �¡�����¦ªW¥°���¡��¥   ¥¡±��¡�����(Aº¹ ?º¹��   �¡���
�¦��� ���¬¥ �¡¨ ©W¥¡��¥ ��������� �¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥ ���������¡�o���¦��«¦�¡� �¡��� σ ¹ ¸�¹_����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥�¯�� � ��� �

B;B
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¸¡�¬¸¡����«¬¥¡��´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯���� �1«¬���¬ª t0 �!¸�� ����� ��� ©W¥¡�������±����1�·��� �c��¥¡±��¡������´ ¨¡�¬��������§ ��� � �����¦��«¦�¡��¡��� �S��¥	��¯��¦������������� � � ���¡��¥}���¦��«¦�¡�°��� ��� �S��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	����¹
  ������«¬¥ ªW����¯�§ ¥¡�¦����������¥¡�¬¨¡��� �����¬������´ «¬�������¦��� � µ��¡���W��� �c��¥¡±��¡������� ´ ¨¡�¬��������§ ���{�������¡���W��� ®

�c��¥¡±��¡�������b����¨	���m�¡��´ ��§ ���}���c¨¡��§ ������������������������� ′ �¦��«¦����������¸�� ������§ ¥¡�¦��������� �y��´ «¬�������¦��� � µ��¡���
��¥�� ��±��¡������� Lundberg �������¬ªW¥���¨¡��¯������¬ªW¥¤��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥]����¨	��� �Â��� ¹�������¢¤��¨¡���¡��¨¡�����*?º¹ 9 ¹ 9 ������ ������§ �£����� �c� �����]��������´ ������������¥}�����·�¦��±����¬¥¡� ���¬� ������� ��¹

����� � � -� ��� 
 � �� 
 � � �
� � � � ��
�� �B-� ���  � � 
 ��� � � � � �

�{�¡��¥ ����¨¡��µ������¬¥¡±��¡�����·���¦���¦�	��������� ��¨¡±���������� �¡���µ�����¨ � ����¬¥¡±��°����¥ �¡�¦���¬���¡� �����¬¨ ��¨¡������¨�®
����¯�����¹
��¨¡´�� � � �b�c�¦ªW¨¡��µ������¡��¥o���¬¨�§ ���¬ªW��� ����� ��� �����¬¨�� ��������¥ ��� ����� � � �¡����� ��� � ��������¥¡«¬����¥ �����

��¥¡� � ��¨ �¡�����}������� ��±�¥¡�����º¹{�Sµ�����ªW¥¡��������£����±��������c� �������¡«¦���¬����� ����¨¡«¦����� ¥¡�°�������c«¬����������±����
� �¦��� � ��¨¡��¥¡��� ������������§ ���]��§ ¥¡�����������¡��¨	�}�c�¦��� ���º¹
JL.
�M3YHI5�� 7 � C � � � �   ���¬ª ��������������§ � {Gn}n∈N∗

��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ �����S� ��±�¥¡����� ��������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥
��¹ � ¹ �����W�����¦��������� ����«¬¥¡�¬� ��������¥¡����«¬�W���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�W��«¬���¬�W��� ��«¬��¹ ��¥m� σ ¹ ¸�¹������¬¨�� ��������¥ �������������µ£«¬´ ����«¬¥¡��¥}����¥ �¡�¦���¬���¡�°�����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯��������¡±��¡� EGn = EG > 0 ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹
� D-GIP+.;� �YH �   ����� ¸¡� � � ′ �������c«¬���¦ªW�o� {Gn}n∈N∗

«¬´ ���m«¬¥¡��¥ ����¥ �¡�¦���¬���¡� �����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯������
«¬���¬ª % ∈ (0,∞) � �¡±��¡� ����±v�¡��¥·��¥�� ��±��¡����� Lundberg �Â��� ¹ �]�¦©W¨¡�����gX�¹ 9 ¹ ?��]����� ¯�� � � ���c�
u ∈ (0,∞) «¬´ ��������±���� Ψ(u) ≤ e−%u < 1 ¹  ��§ �������1� � ′ �������c«¬���¦ªW�}� {Gn}n∈N∗

��§ ¥¡������������������§ �·��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥���� ��±�¥¡�����·��������¥¡�¬������« ®
¥ ªW¥���¹ � ¹ � ���¤���°�¦��������� ����«¬¥¡�¬�¤��������¥¡����«¬�������º���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬����«¬���¬�¤��� ��«¬��������±��¡��������� ��¥¡��¥ �����
����± ��� �����]�¦©W¨¡�����rX�¹/:�¹ ? «¦���¦����������¡������µ����¬¥¡��¹

�

fgGI3�����5��`7 � C � 8 � �   ���¬ª ±����º��� {Wn}n∈N∗
����� {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�b���¦��� � µy��������������®
��������§ �¬�°��¹ � ¹£�����x±����!��������c�¬��� ������±o�����¡«¬���x���x��¥ ��§ ������� ´ �¬� ��¹ � ¹£��������¥¡«¬����¥ �����!��¥¡� � ��¨ �¡�����
������� ��±�¥¡����� � ���b����¦��������� ����«¬¥¡�¬����������¥¡����«¬�¤���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�¤��«¬���¬����� ��«¬��¹���¥�� σ ¹ ¸�¹W�����¬¨�®� ��������¥ �����]��������µ£«¬´ ����«¬¥¡��¥}����¥ �¡�¦���¬���¡������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯��������¡±��¡� κ > EX/EW ¹
� D-GIP+.;� �YH � �¤��± �¡��¥ ����±�¸¡��� � � ����� ¢¤��¨�§ �����������gX�¹/:�¹ V «¬´ ��������±���� � {Gn}n∈N∗

��§ ¥¡��� ������®
��������§ �³��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥·������� ��±�¥¡�����³��������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥ ��¹ � ¹ ����� ���³�¦��������� ����«¬¥¡�¬�£��������¥¡����«¬�£�����
���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬�°��«¬���¬���� ��«¬��¹   ��§ �����°¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ «¬´ �������±���� EGn = E[κWn − Xn] =

κEWn − EXn = κEW − EX ¹
� �����¦����� ¸¡� � � � ′ �������c«¬���¦ªW���W� {Gn}n∈N∗

«¬´ ����«¬¥¡��¥ ����¥ �¡�¦���¬���¡�³�����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯������W�¡±��¡�
����± ��� �]�¦©W¨¡�����rX�¹ Aº¹/:y«¦���¦������±���� EG > 0 ������� � ����¸¡��¥¡������§����¤���·±���� κ > EX/EW ¹ �

�{�¡�£����¥¡«¬´ ��� �°����¨¡���c«¦����������«¬¥¡� ���¬¨�� ��±���¥ ��§ ���¡¨¡�����£����� ����¨¡��� ��¥ ª7�������¡�¦��«¬������������¹
B W
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JL.
�M3YHI5�� 7 � C � C � �   ���¬ª;±������ ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � < � {Wn}n∈N∗

����� {Xn}n∈N∗
��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�����¦��� � µ°����������������������§ �¬����¹ � ¹ ¹

� ii � � {Wn}n∈N∗
��§ ¥¡������������������§ ����¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥m������� ��±�¥¡�����]��������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥b��¹ � ¹x������� ��´ µ����

±���� sup{z ∈ R+ : E[ezW ] <∞} ∈ (0,∞] ¹
� iii � � {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������������������§ �y��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥�������� ��±�¥¡��������������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥���¹ � ¹ ������� ��´ µ����
±���� sup{z ∈ R+ : E[ezX ] <∞} ∈ (0,∞) � ������©W���¦��§ ������������±���� PX(R+) = 1 ¹

��¥ κ > EX/EW � �¡±��¡��� σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ �����]��������µ «¬´ ����«¬¥¡��¥����¥ �¡�¦���¬���¡�}��¨¡������¨¡����¯�����¹
� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � �³��������� ©W¥¡�������°±����!��±�¯ ª �¡��� � � ′ �������c«¬���¦ªW� � ����¥¡����§ ��� �¬ªW¥·��¹ � ¹ Wn

�����
Xn

� n ∈ N �¤¯�� ����� � ��¥ ��§ ������� ´ �¬�£¨�¹ ¯�¹ σ. �����1¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ����!±���� MXn
(z) = MX(z)������±���� MWn

(z) = MW (z) ¯�� �°� ���c� z ∈ R ¯�� �°���·������§ ��� � ����������§ �¡�¦������� µ�����¨ � �°��������¹
(a) ��� ��¨¡´ ��� z0 ∈ (0,∞) �¡«¦����� �y©W���¡� MW (z) <∞ ����� MX(z) <∞ ¯�� ��� ���c� z ∈ (−∞, z0)

¹
¢¤¨	��¯�������� �º� � ′ �������c«¬���¦ªW��«¬´ ��������±���� PX(R+) = 1 �º¸¡������¸¡�}±����º� X ��§ ¥¡��� P −σ.β. �c�¦��� �����¹ � ¹ � ����±��¡�°¯�� � � ���c� z1, z2 ∈ R ©W���¡� z1 ≥ z2

�¦��§ �����£«¬´ ������� ±���� z1X ≥ z2X P − σ.β. ���� ′ ±�������¡�¦��� � �«¦���¦�����º±���� MX(z1) ≥MX(z2)
¹ � ��¨¡�¸¡��§ � ������±���� � MX

��§ ¥¡���º��µ � �����������¥	��¨�®
�¡����� �º� �����������£������¸¡��� ��¥¡µ��¦������������§ ªW��������¯�� � �¡��¥ MW

¹
� < ��ªW�����¦����� ¸¡� sup{z ∈ R+ : E[ezW ] < ∞} ∈ (0,∞] � sup{z ∈ R+ : E[ezX ] < ∞} ∈

(0,∞) �Q«¦���¦������±�������� ��¨¡´ ��� z3 ∈ (0,∞) ©W���¡� MW (z3) < ∞ ������©W� �����Q±�������� ��¨¡´ ��� z4 ∈

(0,∞) ©W���¡� MX(z4) < ∞ ¹°�b±��¡�	�1�c«¦����¥ ����� z0 := min{z3, z4}
�����!�¦����� ¸¡� � ¸¡��§ � �����±���� �]���

MX
����� MW

��§ ¥¡������µ � �������¬������¥¡��¨ �¡������� �������¬��� «¦���¦����� ��� (a).

(b) �x� � � ���c� z ∈ R � ��´ µ���� MG(z) = MW (zκ)MX(−z) ¹
� �����¬��������¥¡«¦����� �]�¡���m� � ′ �������c«¬���¦ªW�m��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���S���¦��� � µ]�¬ªW¥�������������¨ ©W��� ��ªW¥ �j��±�¯ ª �����

(a)) ��¹ � ¹ ezW ����� ezX ¹
(c) M

′

G(0) > 0 ¹
¢¤¨	��¯�������� ��������µ���µ�����ªW¥¡�]���{��� (b) ¸¡��§ � �����S±�������¨�¹ ¯�¹ σ. MG

��� ��¨¡´ ��������� (−∞, z0)
���¡±��¡�

��� ��¨¡´ ��� ε > 0 �¡«¦����� �·©W���¡��¯�� � � ���c� z ∈ (−ε, ε) ∩ (−∞, z0)
¥¡�£� ��´ µ�����±����

dMG(z)

dz
=

d

dz
[MW (zκ)MX(−z)] = κMX(−z)

dMW (z)

dz
−MW (zκ)

dMX(−z)

dz
,

���¤�¡��¥y��¨ ©Q�¡�£� ��±��¡�����£¥¡� �������¡�¦����§ �����¬���°����¥¡«¦����� �°����� (b) �������¡����¢¤¨¡±������������� ¹/:�¹ ? (ii).
�b±��¡�	�!����± �¡��¥ �¡�¦���¬������§ ����´ «¬��� ��¯�� � z = 0 �1����������¥¡����«¬¥¡���}������� �����1����± ���·�¡���°¢¤¨¡±����¡®�����y�� ¹/:�¹ ? (ii), «¬´ �������}±���� M ′

G(0) = κMX(0)M
′

W (0) −MW (0)M
′

X(0) = κEW − EX > 0 �������µ � � ′ �������c«¬���¦ªW�]��§ ¥¡��� κ > EX/EW ¹
(d) ��� ��¨¡´ ��� z∗ ∈ (z0,∞) ©W���¡� MG(−z∗) = ∞ ¹

W �
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¢¤¨	��¯�������� ������± �¡��¥v����±��c�¬��� (iii) ��� ��¨¡´ ��� z∗ > z0
©W���¡� MX(z∗) = ∞ ¹   ������«¬¥ ªW���������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°��� (b), «¬´ �������]±����

MG(−z∗) = MX(−z∗)MW (−κz∗) = ∞ ·MW (−κz∗) = ∞.

(e) ��� ��¨¡´ ��� ξ ∈ (0, z∗) ©W���¡� MG(−ξ) < 1 ¹¢¤¨	��¯�������� ������± ��� (c) «¬´ �������]±����

0 < MG
′ (0) = lim

x→0−

MG(x) −MG(0)

x− 0
= lim

x→0−

MG(x) − 1

x
,

��� ′ ±������ «¦���¦����� ±���� ��� ��¨¡´ ��� ε > 0 ����� x0 := x0(ε) ∈ (−z∗, 0) ∩ (−ε, 0) ⊆ (−∞, 0) ©W���¡�
[MG(x0)−1]x−1

0 > 0 �b� ����¸¡µ�¥¡����� MG(x0) < 1 ¹   ������«¬¥ ªW�����¡�¦��� � �m������¨¡��µ����Q¥¡�b� ��´ ��¨�� ������µ����±�������� ��¨¡´ ��� ξ ∈ (0, z∗) ∩ (0, ε) ©W���¡� MG(−ξ) < 1 ��� ����� ����� ������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � �°�����
(e).

� < ��ªW����¦����� ¸¡� � MG
����¨¡��¯ ªQ¯�§ �¡�¦����������� (−ε, ε) ∩ (−∞, z0)

�}�c�;��§ ¥¡���]����¥¡�¬´ ��� �����
(−ε, ε) ∩ (−∞, z0)

� ��¨¡�;����������� (−ε, ε) ∩ (−∞, z∗) � ¸�� ±���� z∗ > z0
� �º�]�¦������«¬¥ ªW� �����

����� (−z∗,−ξ] ∩ (−ε, ε) �1��� ������§ �v��§ ¥¡���!«¬¥¡���������¬¥¡±o��µ�¥¡����� � ������µ ����±³��� (e) «¬´ �������±����
ξ ∈ (0, z∗) ∩ (0, ε)) ¹  ������«¬¥ ªW���{��µ�����ªW¥¡� ���£��� �]�¦©W¨¡����� Bolzano �Â��� ¹v��¹ ´c¹ � W � ���]�¦©W¨¡�����gZ ¹ Bº¹ ?����Q���������¡®
¥¡����«¬¥ ªW¥³����± ���o�����Q�¬ªW¥ (d) ����� (e), «¦���¦�����Q±����W��� ��¨¡´ ��� % ∈ (ξ, z∗) ∩ (0, ε) ⊆ (0,∞) ���
1 = MG(−%) := E[e−%G]

(b)
= E[e−%Gn ] ¯�� �³� ���c� n ∈ N∗ � �����o������� ������� � �³������¸¡��� ��¥¡µ��������

�¡������µ����¬¥¡��¹
�

��¥ ����� �]�¦©W¨¡�����LX�¹ Aº¹ A��·��������¥¡�������¡±���� �¬ªW¥ ��¹ � ¹ Wn
� n ∈ N∗ �¤±���� �������¬ªW¥£��¹ � ¹ Xn

� n ∈ N∗ ����§ ¥¡���1�����¦��������� ����«¬¥¡� �1�¡±��¡� � ��µ�����ªW¥¡�����}�¡��¥£¢¤��¨¡���¡��¨¡�����LX�¹ 9 ¹ 9 �¤� ����¥ �¡�¦���¬���¡���
��¨¡������¨¡����¯���� % ��§ ¥¡��������¥¡��¸�� ��±���¹¢¤��¨¡±���� �����}��� �]�¦©W¨¡�����eX�¹ Aº¹ Ay����¨¡«¬´ ���º��§ �����������¥]¯��¬¥�� �������¥ �c�����y� ���¬ª_����±°�¡��¥�������§ �
��� ��¨¡´ ��� «¬¥¡��� ����¥ �¡�¦���¬���¡������¨¡������¨¡����¯������b��� ��¨¡´ ����¥o��������¥ ��� ��«¬����������¥¡����«¬������� ���¦¯�« �c�����
������§ �¡�������£�����o¸¡�¬¥³� ����¥¡������� ��µ�¥ �����¡«¬�£��� ������¥ �c�����¬��¹ �x� � ��� �o��� �¡���¡����� �����³��¨¡�����������������
�¡����´ ¨¡�¬��������§ ����¯�� �o��������¥¡����«¬�����¦¯�« �c������������§ �¡����������� � � ��$ 3 ����6���3 � �Q����«¦��� ��� �#: Z � � �#: W � �
� 9 � � � � 9 Z �!����� � 9 B��~¹
�{���y¢¤±�¨�� �����*X�¹ Aº¹ 9 ����������� �]�¦©W¨¡�����EX�¹ Aº¹ A �������¬¥¡¸�� �����¬������´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � ��� �¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥

��§ ¥¡���S��¥¡� � ��¨ �¡����� �����m� ��±�¥¡����� ��������¥¡�¬������«¬¥¡��� �������_��������§ ¥¡���{±����m� σ ¹ ¸�¹*����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥ ��§ ¥¡���b��� � ���/�����%4 	%$ &8; ?<$.��?<$ &����=,.��¹�² � � ��� ¸�� ���7��¥¡��¥¡�¦ªQ��� ���_¸�� ��¸�� ������§ �7��§ ¥¡���b�
� ������¯��¬¥¡��� �b¸�� ��¸�� ������§ � Poisson, ¯�� � �¡��¥}������§ � ����¨¡��� ���¬ª;� � ��� ¸�� ���¬µ��������]�����]�¦©W¨¡�����rX�¹ Aº¹ Aº¹
fgGI3�����5��o7 � C � [ � �   ���¬ª;±������ ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � < � {Nt}t∈R+

����� {Xn}n∈N∗
��§ ¥¡��� � ���¦��� � µ°������� �m��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹

W :



� ��� � � ��� � � ��	 � � ��� � � � � � ����� ��� ��� � � � ������� � ��� �	� �

� ii � � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � � ������¯��¬¥¡��� �b¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ���¤����¨	�����¦�¡¨¡� α � α > 0 �¦¹
� iii � � {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������������������§ �y��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥�������� ��±�¥¡��������������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥���¹ � ¹ ������� ��´ µ����
±���� sup{z ∈ R+ : E[ezX ] <∞} ∈ (0,∞) � ������©W���¦��§ ������������±���� PX(R+) = 1 ¹

��¥ κ > αEX � �¡±��¡��� σ ¹ ¸�¹W�����¬¨�� ��������¥ �����]��������µ£«¬´ ����«¬¥¡��¥}����¥ �¡�¦���¬���¡���¨¡������¨¡����¯�����¹
� D-GIP+.;� �YH �  �� ′ �������c«¬���¦ªW�v� {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡���b��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡��� {Nt}t∈R+

��¨¡�_�����m�¡��� σ ®
����¯�� ��¨¡��� σ({Nt}t∈R+

) �º� �¦������«¬¥ ªW�¤��§ ¥¡��� � ��µ�����ªW¥¡�y���b��� �S��������Aº¹ Aº¹�X � ��¥¡� � ��¨ �¡���¡���������¡���
σ ® ����¯�� ��¨¡��� σ({Tn}n∈N

) ¹
� < ��ªW��� σ({Tn}n∈N

)
= σ

(
{Wn}n∈N∗

) �¤¸�� ±����S¯�� � � ���c� t ∈ R+
�����S¯�� � � ���c� n ∈ N∗

� ��´ µ���� {Wn > t} = {Tn − Tn−1 > t} ⊆ {Tn > t} �1����¥¡�¦��©W� σ({Tn}n∈N

)
⊇ σ

(
{Wn}n∈N∗

) ¹
��¥ ��� ���¡¨¡±���ªW��� {Tn ≤ t} ⊆ {Tn − Tn−1 ≤ t} = {Wn ≤ t} ������¥¡�¦��©W� σ({Tn}n∈N

)
⊆

σ
(
{Wn}n∈N∗

) ¹
  ������«¬¥ ªW����� {Xn}n∈N∗

�c�¤��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡���¡��� σ({Wn}n∈N∗

) ���¦������«¬¥ ªW�S�¡��� {Wn}n∈N∗
�

��¨¡�£� ��´ µ������£� ¸�� ±��¡����� (i) ����� �]�¦ªW¨¡������������X�¹ Aº¹ Aº¹  ��§ �����¤� � ′ �������c«¬���¦ªW��«¬´ �������b±����º� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� �� ������¯��¬¥¡��� � ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �������¨	�����¦�¡¨¡� α � ����� ��µ�����ªW¥¡�³��� �����]�¦©W¨¡�����]Z ¹ 9 ¹ Zo� ����¸¡��¥¡������§����°��� ±���� � {Wn}n∈N∗
��§ ¥¡���

��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �����c� ����¥¡������� ��§��¡��¥ PWn
= Exp(α) ¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ ¹ < ��±��¡�	��¯�� �£� ���c� n ∈ N∗

«¬´ �������S±������]¨�¹ ¯�¹ σ. �¡���S��¹ � ¹ Wn
�c�]¸�§ ¥¡�¦����������±y����¥b�¡µ���� MWn

(z) = MW (z) = α/(α−z) ¯�� �� ���c� z < α ��������� ��«¬���°��� ���°�¡���¤�c�£� ����µ���������� EWn = EW = 1/α �Â��� ¹   ¥¡±��¡����� �� ¹ 9 (i)).�b±��¡�	�Q±���ªW���x�c� � ��´ µ����x±���� κ > EX/EW � ������µ³� � ′ �������c«¬���¦ªW�£«¬´ ������� ±���� κ > αEX ¹  ��§ �����y� ��´ µ�����±����

sup{z ∈ R+ : E[ezW ] <∞} = sup

{
z ∈ R+ :

α

α− z
<∞

}
= α > 0,

��¨¡�v� ��´ µ����W�v� ¸�� ±��¡����� (ii) �������]�¦ªW¨¡�����������LX�¹ Aº¹ Aº¹   ������«¬¥ ªW���{����± ��� �]�¦©W¨¡����� X�¹ Aº¹ A ������¦����� ¸¡� κ > EX/EW � �����¬���°«¦���¦������� µ�����¨ � � �¬¥¡±��y����¥ �¡�¦���¬���¡�}��¨¡������¨¡����¯�����¹
�

�x� �y¥¡�y�¬����¨¡��±����������{�¡��¥���¥�� ��±��¡����� Lundberg, ���y�������¡�¦��«¬���������]��´ �¦��� � �y���S�¡��¥¤µ�����¨ � ��¬¥¡±������¥ �¡�¦���¬���¡�£��¨¡������¨¡����¯������1������� � � ��¸¡�¬¥£�¦����¨ ����µ�¥��!��¥ � ′ ��������µ ��� ����¥ �¡�¦���¬���¡������¨¡������¨�®
����¯����m��¨¡«¦������¥¡����¨¡����¸�� ��¨�� ���¡��§�¨¡���	�º¹ �x� �]����¥���������±�����¡± ��������������¥¡����«¬�m�¬ªW¥¤�����¬¨�� ��������¥ �¬ªW¥
������©W¥ � �¡����� ��� �]�c� ��¨¡«¦����� ¥¡�³�����c��¨�� ������µ�¥��º� �����¡±o¯�§ ¥¡�¦����� ����¥¡����ªW�£��«¬��ª �����³��¨¡����¸�� ��¨�� ®
������µ �¬ªW¥ ��������¥¡����©W¥ �¬ªW¥o�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥ �����W�¬ªW¥o���¦¯�� ��©W¥
������§ �¡��������¹
JL.
�M3YHI5�� 7 � C � 7 � �   ���¬ª;±������ ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � < � {Nt}t∈R+

����� {Xn}n∈N∗
��§ ¥¡��� � ���¦��� � µ°������� �m��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹

WY9



� ��� ����� � 	�� � � 	 � � � � � ��� ��� � � �	����� �
Martingales

� ii � � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � � ������¯��¬¥¡��� �b¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ���¤����¨	�����¦�¡¨¡� α � α ∈ (0,∞) �¦¹
� iii � � {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������������������§ �y��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥�������� ��±�¥¡��������������¥¡�¬������«¬¥ ªW¥���¹ � ¹ ������� ��´ µ����
±���� PX = Exp(β) � β ∈ (0,∞) �¦¹

��¥ κ > α/β ���¡±��¡�{�y��¨�� �c��±�� β−(α/κ) ��§ ¥¡�����y����¥ �¡�¦���¬���¡���W��¨¡������¨¡����¯����S¯�� ���¡��¥ σ ¹ ¸�¹������¬¨�®
� ��������¥ �����]��������µº¹   � ¸�� � � ��¯�� � u ∈ (0,∞) � ��´ µ���� Ψ(u) = P

(
infn∈N U

u
n < 0

)
≤ e−

(
β−α

κ

)
u ¹

� D-GIP+.;� �YH�� �   ���¬ª % := β − (α/κ) ¹��b±��¡�]«¬´ �������]±����

E
[
e−%G

]
= E

[
e−%κW

]
E
[
e%X
]

=
αβ

(α+ %κ)(β − %)
= 1,

���b�¡��¥���¨ ©Q�¡�°� ��±��¡�����¥¡��������¡�¦����§º����¥¡«¦����� �y�¡���¤��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���b�¬ªW¥ {Xn}n∈N∗
����� {Wn}n∈N∗

�Â��� ¹S����±�¸¡��� � � ¢¤��¨�§ �����������eX�¹ Aº¹ Z �{�������¡��¥¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�£� ��±��¡����� ¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬���£����¥¡«¦����� � �����
¯��¦¯���¥¡±������ ±����1��� X ����� W ��§ ¥¡���1�¦���c�¦��� � ����������¥¡�¬������«¬¥¡�¬� �Â��� ¹������   ¥¡±��¡�������� ¹ 9 (i)). � ��¨¡���� % ��§ ¥¡����«¬¥¡��������¥ �¡�¦���¬���¡���¤��¨¡������¨¡����¯����]¯�� � �¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ ��������������µº¹

� ��¥�� ��±��¡�����£¯�� � �¡��¥��� �c��¥¡±��¡�����·´ ¨¡�¬��������§ ���°��§ ¥¡����� ©W¨¡������¬���£����¥¡«¦����� �£����� �]�¦ªW¨¡�����¡®
������X�¹ 9 ¹ ?º¹

�

�{���³��¨¡����¯���µ����¬¥¡�³�������¡«¦���¬����� �c���³��¨	��¯����·¯�� �·�¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡������´ ¨¡�¬��������§ ���£����§ ¥¡����±�����¥
�°���·��¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��±·� �£«¬¥ �������°����������§ ���¡¨¡��� ��� � ��¥¡��¥ ����� ¹
�b«¦�������!���}���¡¨¡������µ��������y��� �·��� ��¯��¬¥�� ���·���¬¨�§ ���¬ªW��� �����¡��¥ ������§ �·���������¬¨�� ��������¥ ���£����� �

� �¡����� ��� �y��§ ¥¡��� ����� � ����� ��¥¡� � ��¨ �¡����� ��������� ±�´��������x����� ′ ��¥	��¯ ���o� ��±�¥¡����� ��������¥¡�¬������«¬¥¡�º¹o�S�
�����¡�]�¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW��� ��� �<�� � ��� ���/'��>� 6��-	������-��	�;7 �����=� ��"#��!�; �>?-��� "8������-,#�/� ���/�%"�3����:	���$ �+&���$
��$#� 6��-	������-��	�3 � 6<:�1�+ �����=� ��"#��!�; �  ���:&��<�	���6�� ?<$ &���$ 4 "#��	%$ &	� ��	��2*�3-���
	���6 ¹
JL.
�M3YHI5�� 7 � C � k � �   ���¬ª ��������������§ �¬� {αn}n∈N∗

����� {βn}n∈N∗
������� ´ ��§ ªW¥°����� (0,∞) �¡«¦����� �¬�©W���¡� α := supn∈N∗ αn <∞ ����� β := infn∈N∗ βn > 0 ¹W�¤��±���� ��«¬���¬ª7±������ ��´ µ�����¥}��� � � ����


� i � < � {Wn}n∈N∗
����� {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡��� � ���¦��� � µ������� �m��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹
� ii � � {Wn}n∈N∗

��§ ¥¡���b��������������§ �7��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ ��¹ � ¹ �����m¯�� �_� ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ�����±����
PWn

= Exp(αn) ¹
� iii � � {Xn}n∈N∗

��§ ¥¡������������������§ �7��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥ ��¹ � ¹,�����b¯�� � � ���c� n ∈ N∗ � ��´ µ�����±����
PXn

= Exp(βn) ¹
��¥ κ > α/β ���¡±��¡������¨�� �c��±�� β − (α/κ) ��§ ¥¡����«¬¥¡���}����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯����y¯�� � �¡��¥
σ ¹ ¸�¹������¬¨�� ��������¥ ����� ��������µº¹   � ¸�� � � ��¯�� � u ∈ (0,∞) � ��´ µ���� Ψ(u) = P

(
infn∈N U

u
n < 0

)
≤

e−
(

β−α
κ

)
u ¹

W A



� ��� � � ��� � � ��	 � � ��� � � � � � ����� ��� ��� � � � ������� � ��� �	� �

� D-GIP+.;� �YH�� �]«¦��������� % := β− (α/κ) �º����±��¡� % ∈ (0,∞) ��������µ}� � ′ �������c«¬���¦ªW����§ ¥¡��� κ > α/β ¹�b±��¡�	�c����±���� �}�������c«¬����� � (ii) ����� (iii) �j�����c±���ªW����¡��¥����±�¸¡��� � � ����� �]�¦ªW¨¡����������� X�¹ Aº¹ A��m¯�� �� ���c� n ∈ N∗ «¬´ �������]±����

E
[
e−%Gn

]
= E

[
e−%κWn

]
E
[
e%Xn

]
=

αnβn

αnβn + %[κ(βn − β) + (α− αn)]
≤ 1,

������µ % ∈ (0,∞) ����� �¦����� ¸¡�³� � ′ �������c«¬���¦ªW�£«¬´ ������� ±���� α := supn∈N∗ αn < ∞ ��¨¡� ����� ±����
α − αn ∈ (0,∞) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��������©W� �����m±���� β := supn∈N∗ βn > 0 ��¨¡� �����m±����
βn − β ∈ (0,∞) ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ¹ � ��¨¡�·� % ��§ ¥¡���c«¬¥¡���y����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨ ��¨¡������¨¡����¯����y¯�� ��¡��¥ σ ¹ ¸�¹ �����¬¨�� ��������¥ ��������������µº¹

� ��¥�� ��±��¡�����£¯�� � �¡��¥��� �c��¥¡±��¡�����·´ ¨¡�¬��������§ ���°��§ ¥¡����� ©W¨¡������¬���£����¥¡«¦����� �£����� �]�¦ªW¨¡�����¡®
������X�¹ 9 ¹ ?º¹

�

�b�}����¨¡��� ��¥ ª �������¡«¦���¬����� �����}������§ �°������� ������� � �]���¬¨�� ������� ��¥¡����ªW�m��� ¸�� �������¬¨�§ ���¬ªW��� � ±�����¥
αn = α ����� βn = β ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ���� �]�¦©W¨¡����� X�¹ Aº¹�X �S��§ ¥¡��� ����������¥³«¬¥¡� � � ��� ¨¡�¦��� ��±
����¨	��¸¡��� ¯���� ±������ «¬¥¡��� ����¥ �¡�¦���¬���¡��� �����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯���� ±�´��m��±�¥¡� ��� ��¨¡´ ���S������� ������¨¡��§S¥¡�
¸¡���c��§���������¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡�£����¨¡���º¹

� ����§ ¥¡�������y�����¡±·�������¬� ������� ��� ��¥¡��¥ �������� �£¯��¬¥�� ���·����¨¡���¡��¨¡����� 
m�{�¡��¥°��¥¡������¨	�·������¯�� �
���o��¨¡±���������� �¡��� ´ ¨¡�¬��������§ �������c�¦ªW¨¡���������°��±�¥¡� ��� �³�������c�¬¨¡� «¬¥ �������³����������§ ���¡¨¡��� ����� «¬¥¡�
���¦���¡�������¡± ��¨¡´�� ��±_�������c�¬������� ��±�¹ �����¡±_«¦¯�� ¥¡� «¦�¡���W©W���¡��¥¡� ����¥o����¨ �¬ª��c��µ���� ��������������µ��
������������� ������µ�� ����� ¯�� � ¥¡� ¸�� ����������¥�§ ��������������¥v¨¡±���� �¬ªW¥v����¥ �¡�¦���¬��� ©W¥ �����¬¨ ��¨¡������¨¡����¯������
���1������§ ���!� � ��¨ � ©W¥ ����������± �¡��¥ «¬¥ �������·����������§ ���¡¨¡��� ���������·±�´��1����± ��� ��¨¡´�� ��± �������c�¬������� ��±�¹
sS����� � � �c� «¬¥ ������� ����������§ ���¡¨¡���£������¨¡��§�� ������� ����� ¥¡� ��§ ¥¡������� �·���¦���¡�������¡� ����±����������y� ������§ �
¥¡� ������¨¡��§c¥¡� ��¨¡����¸�� ��¨�� ���¡��§�����±�«¬¥¡� ¸¡������«¬¥¡� ��¥ ª ��¨	��¯����£¯�� �£�¡��¥��� �c��¥¡±��¡����� ´ ¨¡�¬��������§ ����¹
Bm���¡±����}�}¨¡±������m��������¨¡´�� ����µ��������c�¬������� ����µ]�������}¨¡±������m�¡���S«¬¥ ���������S����������§ ���¡¨¡���]��§ ¥¡����¸�� �¡®
����¨¡�¦��� ��±�����������µ � ��¨ ©Q��������¨�� ���c�¦�¡��§ ����������± �¡��¥y´ ¨¡������������� ����¥¡����� ���·� ��´ µ°�¡��������������� ����� �����
�¦��� ´ ��§ ¨¡��������� �¬¥ ©*� �¡�¦���¬������§ ��� ���¬¨�� ��¨�§ �¡�¦����� ���£���¦¯ ����� �����c��± ����±v��� ������¥ �c�����¬� �¡��� ��¯���®
¨	����¹y�S��¥¡�¦��©W���!����¨¡����¸�� ��¨�� ����±�� �¬¥¡±����¨	��¯����������}¯�� ���¡��¥°��� �c��¥¡±��¡�����·´ ¨¡�¬��������§ ���°��� ������§ �
�c� � � ��¨ �	������������± ������¨¡´�� ��±��������c�¬������� ��±·������±�´����¡��¥«¬¥ ������� ����������§ ���¡¨¡��� ��§ ¥¡����«¬¥¡���]������µ
��� �_�¬�c� ���¡±�� �����{¨¡�¬����� ����� ��±��³���¡±�´ ��� ¯�� � �¡��¥o����������� ����� ��� �¦����� ¨¡��§ � �S��±�¯ ª8�¡��� ��� ��¨¡±��¡�¬¨¡���
�¡��� ����� ±��¡������������� ����¥´ ��¨¡�����¡��¨�§ �¡��� ¹

W Z
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� � �
Martingales

�{���;����¨¡±�¥ ���¬� ������� �;� � �¦�	� �¡������� �¡��¥ �¬µ�¨¡�¬��� � ��¥ ª �·��¨¡��¯������¬ªW¥ ¯�� �_�¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����� ���¡®
¨	���¸�� ������¨ ªW¥ ��µ�¥ �c�¦�¬ªW¥��������¥¡����©W¥��!��«¬��ª �¬ªW¥£������§ ªW¥ ¸�§ ¥¡�¦�������·��������¥¡�����·�¬ªW¥£����¥¡����� ��©W¥
������� �¡�����¦ªW¥y�¬ªW¥����������� ����«¬¥ ªW¥}«¬¥¡��¥ ������� ���y����������� ����� �����]�¦��� ´ ��§ ¨¡����������� ��¥ ��� ��¥¡������¨�� � � ���
� ������� � ´ ��¨ �������������º� �·�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥ �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����4Aº¹ ?��¦¹ � < ��ªW�y��§ ¸¡�����������������·��¨¡����¯���µ����¬¥¡�·��� ®
� ������� ���Â��� ¹Q¢¤��¨¡���¡��¨¡����� X�¹ 9 ¹ V ��� � ���¦��«¦�¡�}�¬ªW¥y��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥y����¨	���]����¥¡¸¡«¬�¦����� ���¤�¡��¥y���¦��«¦�¡�
�¡������� �c��¥¡±��¡��������´ ¨¡�¬��������§ �����c������µ � ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� ��§ ¥¡������� � ��� ¸�� ���£���¬¨�§ ���¬ªW���°�¡���]��¨ ©Q�¡����¹
�S�¤�����¡±°��� ������§ ��� � �º�c�}¯�§ ¥¡��� �}����¨¡������§ �����}¸¡µ��£¸�� ������¨¡�¦��� ��©W¥}��� �c±�¸ ªW¥��¬µ�¨¡�¬�������¡«¦����� ªW¥

��¨¡��¯������¬ªW¥�

® �b���³�¬µ�¨¡�¬����� ��¨¡��¯������¬ªW¥ ��� «¬¥¡��¥o������� ´ ��� ©W¸¡� �¡¨¡±���� � ������� ��� ���³����¨¡����� �¡������¥�� ��±�®
�¡������� Chebyshev, ����� ��� ����¯���¯���¥·��� Runnenburg & Goovaerts (1985), �����!� ������§ ���¥¡����«¬¨¡�¦�����!���¡��¥£���¬¨�§ ���¬ªW��� ��µ�¥ �c�¦�¬ªW¥ Poisson �����x��µ�¥ �c�¦�¬ªW¥ ��¨¡¥¡����� ��©W¥·¸�� ªW¥¡����� ��©W¥��������¥¡����©W¥ �Â��� ¹   ¥¡±��¡����� ?º¹/:	�¦¹
® �b���]�¬µ�¨¡�¬��������¨¡��¯������¬ªW¥y��«¬��ª_��� ����¯��¬¥�§ ���¬���������¡���¤��¥�� ��±��¡������� Lundberg �Â��� ¹ �]�¦© ®
¨¡�����(X�¹ 9 ¹ ?��m�¡���� ����������� ����� ����� �S�c�¦ªW¨�§ ���y�º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� �c��������� ����¯���¯���¥°��� Willmot & Lin

(1994) �����º�}������§ �°������¸¡��§ ´��c�����¤�¦�£¥¡«¬��� ����§ ¯��£��¨ ¯�±��¡�¬¨¡�����±°����¥ Gerber (1994) ��«¬��ª�¬¥¡±����¦��� ´ ��� ¨¡�����������y��� martingales �Â��� ¹   ¥¡±��¡���¡�¬�M?º¹ 9 ®q?º¹ A��¦¹
  ��§�����«¬��¥���¯�§ ¥¡�¦��������� �]��µ�¥ ����������¥¡������¨	�]���¡��¥b´ ¨¡����� ��±��¡�����¤�¬ªW¥���¨¡��¯������¬ªW¥m��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥

����¨	���S�¡��´ ��§ �������c¨¡��§ ��������������±���ªW�b�¦��§ �����m�]��µ�¯ ��¨�� ���]���������´ ����� ������±��S�¬ªW¥���¨¡��¯������¬ªW¥������
���¦���¦� ©W¥ ���������������¡±£��� ���¬� ������� � �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����r?º¹ Z �¦¹

� ^Y, D-��3+G1) "�. �!n�iT�1��, pq.&�M3+,TQ15�. ^Y, ^RS 	F�16�, nRpq3+,-����5��
SN :=

∑N

j=0Xj

� G1D-,TS
N
H ��D-��3�� pq5T�1^+3��/� ^ � 5 � 5�.

PN(N) = 1
� h1i � "��1� �*)+Gj^YH1^Y� C � k � �

X0 := 0
"��1�

W X



� ����� ����� � � � � �	� � � � � � � � ���
Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

{Xn}n∈N∗

5F�/�
σ
� P � 5�. ��$ pq,TS1% ��D-�16 ^YHI��HI%K��)+.
�+n�3 ^YH1^YH ^YHI%

N
� ^+$ ^Y,-�/� �M�F^+.a,-�

Xn�
n ∈ N∗ � )+� .;6 )+�1�F��)+.
�+n�3 ^YH1^+.&%("��1� ����G1)+,I5�.&% � pq. ^��#"�$&%4^ � 5 ��� 5�. σ.κ.π. ^Y�M)]5�. ��. p �M)��D-�16 ^YHI��HI%

FX

� �ED�6�DTiT$&,1) � 5�.
ψ(x)

� S15ThI,�iI6��+,TS15�.a^YHI% D�� pq��)+Gj^YH1^Y��% ,TS13+n�% ^Y,TS
^RS 	F�16�,TSK�Rpq3+,-6���5���^Y,I%

SN := S
� PYH1iT��PY�

ψ(x) := P (SN > x)
�!�/� "�nRpq.

x ∈ R+

� .&)�� �
� Q15 �!�M)+� 5�.`^Y� GI��� ��)+���!$&3;p!H1"���)K�F^YHI) ��3 	I� ^YHI% �*)+Gj^YH1^Y��% C � k � pq.&�M3+,TQ15�.OGj^��
,-�I� S1)+,�iI�#"�$&%r��D-�1� ^Y�I��.;��% � ^Y�M)(��� �!��iI����5�$&)+�M)0$&)+��) ^�� � ^YHI%r��� �!��iI���F^��#"T�I%r. ^Y�1�/3+.;6/��%
P�6 )+,1) ^Y�1����D-Ga^Y, ^RS 	F�16�, nRpq3+,-����5��

SN

�

� ��� % ��� � � �	� � � ��� � �
� � � � ���
Poisson

� � �9� �
� � � � ���

� � � � �	��� ����: � � � �
� ��� ���+ �	� � � �������

��¥ ��� ����§ ���¬¥¡�°�¡���b����¨¡��µ��������¬¥¡±��¡�������b�������¡�¦����§��}� � ����� ����� ������¨¡��¯������¬ªW¥�¯�� �y�¡��¥¤��� �c��¥¡±��¡�����
����¨	���·�¬ªW¥³¸¡µ�� ����� ©W¥ ��µ�¥ �c�¦�¬ªW¥���������¥¡����©W¥ − ��� «¬¥¡��¥³������� ´ ��� ©W¸¡�o�¡¨¡±���� �����x� ����������� �������¨¡�����·�¡��� ��¥�� ��±��¡������� Chebyshev − �����o����¨¡������� � �¡����¥ �������o� � ��¨ �¡����� ����± �¡��¥ σ.κ.π.�¬ªW¥���¦¯�� ��©W¥}������§ �¡��������� �����c�¬�����¡� �º������©W���¦��§ �����]����������± � ������� �¬�y��� ¸�� ��«¬�y¨¡����«¬�]�¡����¹
¢¤¨�� ¥}��¨¡��´ºªW¨¡�����������	��±���ªW�������¡��¥}�¬µ�¨¡�¬����¬ªW¥�¬¥y��±�¯ ª;��¨¡��¯������¬ªW¥�� ����¨¡���c«¦������������¨¡´�� � �

��� ����¨¡��� ���¬ª ¸¡µ���������������� �c� ¨¡±�������¬ªW¥£������§ ªW¥ ��§ ¥¡�����c�¬���¦��� ©W¸¡���y¯�� �·�¡��¥ � � ����� ����� ���£�¬ªW¥
��¨¡��¯������¬ªW¥}����� ©W¥�¹
� �I5�5�� k � � � � � �   ���¬ª Z ������¨¡¥¡����� ���¤��¹ � ¹ ����� h : R+ → R+

���¦�¡¨¡����� ��� ����µ � ������������¥	��¨ �¡�����º¹
�b±��¡��¯�� � � ���c� x ∈ R+

©W���¡� h(x) > 0 � ��´ µ������ ��¥�� ��±��¡�����

P (Z > x) ≤
E[h(Z)]

h(x)
.

� D-GIP+.;� �YH �   ����� ¸¡� �¡±������£��¹ � ¹ Z ±����������c� h � � ′ �������c«¬���¦ªW�y��§ ¥¡������� ��¨¡¥¡����� ��«¬���c¯�� �£� ���c�
x ∈ R+

«¬´ ��������±����

E[h(Z)] =

∫
h(Z)dP ≥

∫

{Z>x}

h(Z)dP ≥

∫

{Z>x}

h(x)dP = h(x)P (Z > x),

��� �¡��¥ �¡�¦���¬������§ �v��¥�� ��±��¡�����v¥¡�v�������¡�¦����§ �����¬���o����¥¡«¦����� �o����� ±����W� h ��§ ¥¡���Q� � ′ �������c«¬���¦ªW���µ � �������º¹
�¤��± �¡��¥�����¨¡��� ��¥ ªÄ��¥�� ��±��¡�����³����� ¯�� � � ���c� x ∈ R+

©W���¡� h(x) > 0 �����¬��� «¦���¦�����x���
�¡������µ����¬¥¡��¹

�

  ����¨¡��± �¡��¥ �����³��� �S�������o?º¹/:�¹/:³¯�� � h(x) := eux ����� h(x) := xu �b���{������§ �¬�³����� ��§ ¥¡���
��¨¡������¥ ©W�S���¦�¡¨¡����� ���¬���¡�c�¦��� ��«¬�{��������µ � �������¬�{����¥¡��¨ �¡������� �W¯�� �¤� ���c� x, u ∈ R+

� �����¬���¤«¬´ �������
���·����±��������c�·�������¡«¦���¬�����º¹

W ?



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

fgGI3�����5�� k � � � 8 � �   ���¬ª Z ���£��¨¡¥¡����� ���°��¹ � ¹ ¹Q�b±��¡��¯�� � � ���c� x, u ∈ R+
� ��´ µ�����¥}��� � � ����


� i � P (Z > x) ≤ e−uxE[euZ ] ¹
� ii � P (Z > x) ≤ x−uE[Zu] ¹
� �/� ^Y,�SjD-G�iT,-�#D-, ^YHI% D-��3+,TQ1����%o.&)+Gj^YH1^Y��%oSjD-,jpq$ ^Y,TS15�.g^YHI) QjD-��3��YH 5F�/��%o�F^Y� 
pq.&3+n�%

κ ∈ (0,∞)
D-,TS �#"���)+,1D-,-�/.;6 ^YHI) � S1);p!�1"TH

∫ ∞

0

eκxdFX(x) = p−1, � ?º¹/:	�
G1D-,TS

p ∈ (0, 1)
� .&)�� � ��HI5���) ^��#"�GK.;6 )+�1�!)+�oSjD-,j^+. pq.;6F"��1�FH ��� 	�Qo^YHI%

ν1 :=

∫ ∞

0

xeκxdFX(x) <∞. � ?º¹ 9 �
��¨¡´�� � ���c��� � �¦�	�����������}�¡��¥£���¬¨�§ ���¬ªW�����¡���°��µ�¥ �c�¦�¡���}��������¥¡������� Poisson. �x� �����³��±�¯��

�����¡±o�������c«¦��������� ����±����³±���� PN = P(λ) � ¸¡������¸¡� ±���� � ��¹ � ¹ SN
��������¥¡«¬���¦�����x��µ�����ªW¥¡� ���

��§ �°��µ�¥ �c�¦�¡�}��������¥¡����� Poisson ��������¨¡����«¦�¡¨¡����� λ ����� FX(x) � x ∈ R+
¹ � < ��ªW��� ������� ��¥¡��¥ �����

����± ���y�¡��¥   ¥¡±��¡�������� ¹ 9 (iii), �¡±��¡�m����±��� �S�������*Aº¹ ?º¹/:�������¯�� � B := (−∞, x] ∈ B(R) �����¬���«¬´ �������]±����
FSN

(x) :=

{ ∑∞
n=0 e

−λ λn

n!
F ∗n

X (x) ��¥ x ∈ [0,∞)

0 ��¥ x ∈ (−∞, 0)
, � ?º¹ A��

±������ F ∗n
X
� n ® �����¡������¥¡«¦��� � ���¡��� σ.κ.π. �¡���°��¹ � ¹ X � ��� F ∗n

X (x) := P
(∑n

j=1Xj ≤ x
) ¯�� �

� ���c� n ∈ N∗ ����� x ∈ R+
�������

F ∗0
X (x) :=

{
1 ��¥ x ∈ [0,∞)

0 ��¥ x ∈ (−∞, 0)
. � ?º¹ Z �

¢¤��¨¡��� ���¬ªv�c���¬����� ����������� ���y�¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥¤�����m���¡��¥b� � ����� ����� ������¨¡��¯������¬ªW¥b¯�� �]�¡��¥ ψ(x) ����¡��¥·���¬¨�§ ���¬ªW��� ����� ��� ��¹ � ¹ Xn
� n ∈ N∗ �y¸¡�¬¥���§ ¥¡���x��¨¡��¯���«¬¥¡�¬�����º������±���� ��� � ��� ¸�� � �o���¡��¥

���¬¨�§ ���¬ªW����±������y¸¡�¬¥���� ��¨¡´ ����¥¤�¦���c�¦��� � �y��¨	��¯��������º¹ �x� �����}��������±°�����¡±y����¨¡���c«¦���������{��¨¡´�� � �
���·����±��������c� ��������� ������� ������§ ���������c«¦���������]±���� FX(x) 6= 0 ¯�� � � ���c� x ∈ R+

¹
� �I5�5�� k � � � C � �   ���¬ª7��¹ � ¹ Y : Ω → R ��� σ.κ.π.

FY (y) = FX(y)/FX(x) � ?º¹�X �
¯�� � � ���c� x ∈ R+

������¯�� � � ���c� y ∈ [0, x] ��������©W������� G : R+ → R ����¥	��¨ �¡�����°���¤�¡µ����

G(s) := GN(s) :=

∞∑

n=0

PN({n})F n
X(x)F ∗n

Y (s) =

∞∑

n=0

e−λ [λFX(x)]n

n!
F ∗n

Y (s) � ?º¹ ?��

¯�� � � ���c� s ∈ R+
¹Q�b±��¡�	��¯�� � � ���c� u ∈ R+

����� x ∈ (0,∞) � ��´ µ�����¥}��� � � ����

WYV



� ����� ����� � � � � �	� � � � � � � � ���
Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

� i � G(s) = FSN
(s) ¯�� � � ���c� s ∈ [0, x] ¹

� ii � ��� ��¨¡´ ������¹ � ¹ S ′

: Ω → R ��� σ.κ.π. FS
′
�����£��¨�§ �¡�¦������ªW�]� � ����


FS
′ (s) :=





0 ��¥ s ∈ (−∞, 0)

G(s) ��¥ s ∈ [0, x]

G(s) + eλ[FX(s)−1] − eλ[FX(x)−1] ��¥ s ∈ (x,∞)

.

� iii � ∫∞

0
euydF ∗n

X (y) =
[∫ x

0
euydFX(y)

]n ¹
� iv � ∫∞

0
euydFS

′ (y) = eλ[
∫ x

0
euydFX(y)−1] ¹

� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � �³��������� ©W¥¡�������°±����!¯�� ��� ���c� x ∈ R+
� ����¥	��¨ �¡����� FX/FX(x) ��§ ¥¡���!��� �

σ.κ.π. � ��±�¯ ªY�����v±����Q� FX
��§ ¥¡��� σ.κ.π. ¹   ������«¬¥ ªW���{��� ��¨¡´ ���Q��� �o��¹ � ¹ Y : Ω → R ©W���¡�

FY = FX/FX(x) �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � ?�� ��¢¤¨¡±��������aAº¹/:�¹ Z �°�º� ��¨¡� �¦��� �¡¨¡«¦���¦�����S¥¡� �������c«¬��������� ±����
��� ��¨¡´ ������¹ � ¹ Y : Ω → R ��� σ.κ.π. FY

±���ªW������� ����¨¡±�¥y���������º¹
(i) �   ���¬ª x ∈ (0,∞) ����� s ∈ [0, x] ¹��x� �}�¡��¥�����±�¸¡��� � �}�¡��� �¡������µ����¬¥¡����� ��±��¡�������b�c�¸¡��§ � ���������¨ ©Q���°¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �¡��¥� ��´ µ �¡���

F ∗n
Y (s) = F ∗n

X (s)/F n
X(x). � ?º¹ V �

�¤��±�¸¡��� � �£���]�¦����¯ ªQ¯�� ����� n ∈ N∗ 

• �x� � n = 1 «¬´ �������b±���� F ∗1

Y (s) = FY (s)
(6.5)
= FX(s)/FX(x) = F ∗1

X (s)/F 1
X(x) �º¸¡������¸¡�}�� ?º¹ V �� ��´ µ�����¯�� � n = 1 ¹

• �   ���¬ª;±�����¯�� � � ������� � n ∈ N∗ � ��´ µ������

F ∗n
Y (s) = F ∗n

X (s)/F n
X(x). (ΥE)

� < ��ªW��������±y��� ��� ¸�� ±��¡���¡�¬�S�¡���m����¥¡«¦��� � ��� �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ �#:@A�� ��� � § ��ªW��� � 9 � ¹ A;?�� ) ¯�� �]� ���c� n ∈ N∗

«¬´ �������]±����

F
∗(n+1)
Y (s) =

∫ ∞

0

F ∗n
Y (s− y)dFY (y) =

∫ x

0

F ∗n
Y (s− y)dFY (y), � ?º¹ B��

���}�¡��¥ ��¨ ©Q�¡� � ��±��¡������¥¡� �������¡�¦����§ �����¬��������¥¡«¦����� ������� ±����!� � ′ �������c«¬���¦ªW�°��� Xn
� n ∈ N∗ �

��§ ¥¡�����c�¦��� ��«¬�y��¹ � ¹S�������¡��¥¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�·� ��±��¡����� ¥¡� � ��´ µ����c¸�� ±�����¯�� �£� ���c� y ∈ (x,∞) ��� s− y <

s − x ∈ (−x, 0) �W�º���¦������«¬¥ ªW��«¬´ ������� ±������ F ∗n
Y (s − y) = 0 ¯�� � � ���c� y ∈ (x,∞) �W������µ¯�� ��� ���c� y ∈ (−x, 0) «¬´ �������±���� F ∗n

Y (y) ≤ F ∗n
Y (0) = 0 �!��� ′ ±������ �¦����� ¸¡��� FY

��§ ¥¡��� σ.κ.π.����¥¡�¦� ��¯��¦������±���� F ∗n
Y (y) = 0 ¹

W B
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  ������«¬¥ ªW�����¡�¦��� � �£«¬´ ��������±����

F
∗(n+1)
Y (s) =

∫ x

0

F ∗n
Y (s− y)dFY (y)

(ΥE)
=

∫ x

0

F ∗n
X (s− y)

F n
X(x)

d

(
FX(y)

FX(x)

)

=
1

F n+1
X (x)

∫ x

0

F ∗n
X (s− y)dFX(y)

(6.8)
=

F
∗(n+1)
X (s)

F n+1
X (x)

,

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡���]�¦����¯ ªQ¯������ ��¨¡�°�������¡��� � ?º¹ V �¦¹
�¤��± ��� � � ?º¹ ?�� ����� � ?º¹ V ���º����������¥¡����«¬¥¡��������± ���°����� �¡��� � ?º¹ A���� �����¬���«¦���¦������� � ��±��¡�����°�����

(i) ¯�� �£�����c��§ ¨¡�¦��� x ∈ (0,∞) ����� s ∈ [0, x] �º���¦������«¬¥ ªW���¡�¦��� � � �£� ��´ µ�������� (i).

(ii) ��¨¡´�� � �·����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����c��������¥¡�¦��§ � ��� � {F ∗n
Y }n∈N∗

��§ ¥¡��� σ.κ.π. ��������µ·� FY
��§ ¥¡��� σ.κ.π.�º���¦������«¬¥ ªW�y«¬´ ��������±����

F ∗n
Y (∞) := lim

s→∞
F ∗n

Y (s) = 1. � ?º¹ W �
�   ���¬ª8�¦��§ ����� x ∈ R+

�{�¡±��¡� �c«¦����¥ ����� pn := e−λ(λn/n!) ¯�� �v� ���c� n ∈ N �����W�¦����� ¸¡�
F ∗n

Y (s) ∈ [0, 1] ¯�� ��� ���c� s ∈ R+
�!«¬´ �������±���� pnF

n
X(x)F ∗n

Y (s) ≤ pnF
n
X(x) ¯�� ��� ���c� n ∈ N����� s ∈ R+

������� ������� ��µ�����ªW¥¡�°���¤�¡��¥� ?º¹ ?���� ¯�� � � ���c� s ∈ R+
«¦���¦������±����

G(s) =
∞∑

n=0

pnF
n
X(x)F ∗n

Y (s) ≤
∞∑

n=0

pnF
n
X(x) = mN

(
FX(x)

)
= eλ[FX(x)−1]. � ?º¹/: � �

�¤��± �¡��¥y����¨¡��� ��¥ ª7��¥�� ��±��¡����� ���¡�¦��� � �°������¯�� � � ���c� x ∈ R+
«¦���¦������±����

G(∞) := lim
s→∞

G(s) ≤ eλ[FX(x)−1] <∞. � ?º¹/:;:	�
  ������«¬¥ ªW������� ��¨¡´ ��������� R ���·±�¨�� �·�¡��� G ¯�� � s→ ∞ ������±��¡�]«¬´ �������]±����

G(∞) = lim
s→∞

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)F ∗n

Y (s) =

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)

[
lim
s→∞

F ∗n
Y (s)

]

(6.9)
=

∞∑

n=0

pnF
n
X(x) = mN

(
FX(x)

)
= eλ[FX(x)−1],

���¤�¡��¥}¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�£� ��±��¡����� ¥¡�£��� ��� ������¯���§ �����c����± ����¥}����¨¡��� ���¬ª;� ��´ ��¨�� ����± 

• � � 	�S13�����5�GI% � ��¥ �c«¬��������� α := lims→∞

∑∞
n=0 pnF

n
X(x)F ∗n

Y (s) �x������©W� �¦��§ ����� ����� β :=
∑∞

n=0 pnF
n
X(x)

[
lims→∞ F ∗n

Y (s)
] ���¡±��¡� α = β ¹¢¤¨	��¯�������� �º�¦����� ¸¡�y¯�� �y� ���c� n ∈ N � F ∗n

Y (s) ��§ ¥¡������µ � �������y����¥	��¨ �¡�����]����� s � s ∈ R+
�QªW�

σ.κ.π. � �����¬���·«¦���¦�����1±���� α ≤ β ¹   ������«¬¥ ªW���!��¨ ����§1¥¡��¸¡��§ � �������}�¡��¥£��¥ ��§ ���¡¨¡�����·��¥�� ��±��¡�����º¹
�x� � ���o��±�¯��v�����¡± ¯�� � � ���c� n ∈ N ����� s ∈ R+

�c«¦��������� βn := lims→∞ F ∗n
Y (s) ≥ F ∗n

Y (s) �������µ�� F ∗n
Y (s) ��§ ¥¡���1��µ � �������º¹y�b±��¡�	�1¯�� ��� ���c� n ∈ N «¬´ �������±�����¯�� ��� ���c� ε > 0 ��� ��¨¡´ ���

δ(ε) > 0 ©W���¡�¤¯�� � � ���c� s > δ(ε) ¥¡�£� ��´ µ�����±����
∣∣F ∗n

Y (s) − βn

∣∣ < ε⇔ βn − F ∗n
Y (s) < ε⇔ F ∗n

Y (s) > βn − ε,

W;W
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�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

��� ′ ±������£¯�� �°� ���c� s ∈ R+
�����¬���°«¦���¦������±����

A(s) :=
∞∑

n=0

pnF
n
X(x)F ∗n

Y (s) ≥
∞∑

n=0

pnF
n
X(x)(βn − ε)

=

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)βn − ε

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)

(6.10)
= β − εeλ[FX(x)−1],

����±��¡�¤�c«¦����¥ ����� ε′ := εeλ[FX(x)−1] > 0 �����¬��� «¦���¦������±����
∀ε > 0 lim

s→∞
A(s) ≥ β − ε

′

⇔ ∀ε > 0 α ≥ β − ε
′

⇒ α ≥ β,

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� � ��´ ��¨�� ������µº¹
  ������«¬¥ ªW���x¸¡��§ � �����±���� G(∞) = eλ[FX(x)−1] ¯�� ��� ���c� x ∈ R+

�º� ��¨¡�·¯�� ��� ���c� x ∈ R+©W���¡� FX(x) < 1 � ��´ µ���� G(∞) < 1 ¹£¢¤¨¡������¥ ©W���x¯�� � � ���c� x ∈ R+
©W���¡� FX(x) = 1 �x����±��� � � ?º¹�X �b������� ?º¹ ?�� �����¬��� «¦���¦������±�������¥¡��¯�±��������¡�y���¡��¥���¬¨�§ ���¬ªW���·�¡�����µ�¥ �c�¦�¡������������¥¡�������

Poisson ���m����¨¡����«¦�¡¨¡����� λ ����� FY (x) � x ∈ R+
�º¸¡������¸¡���¡��� FSN

(x) �º�º�¦������«¬¥ ªW�¤�}� ��´ µ����¬ªW¥
(ii)-(iv) �����°����¨¡±�¥ ���������������������]�¦��§ ������«¦���¦����� �����¬���º¹�¤��± �¡��¥£�¡�¦���¬������§ ����¥�� ��±��¡��������¨¡����µ����¡���x±����!� G ¸¡�¬¥·��§ ¥¡���1¯��¬¥�� � � σ.κ.π. ¹ �b� ¯��¦¯���¥¡±�������¡± ��������¸¡��¯���§������ ¥¡�£��¨�§ �����������¡��¥}����¥	��¨ �¡����� F : R → [0, 1] ���¤�¡µ����

F (s) :=





0 ��¥ s ∈ (−∞, 0)

G(s) ��¥ s ∈ [0, x0]

G(s) + eλ[FX(s)−1] − eλ[FX(x0)−1] ��¥ s ∈ (x0,∞)

,

±������ x0 ∈ R+
©W���¡� F (x0) < 1 ¹

�
F ��§ ¥¡������� � σ.κ.π. �!¸�� ±�������§ ¥¡���c��¨¡������¥ ©W���¨¡��¯���«¬¥¡�·����� [0, 1] ����§ ¥¡���c��µ � ������� − ��±�¯ ª�����¤±������ G ��§ ¥¡������µ � ����������� G(s) ≥ 0 ¯�� ��� ���c� s ∈ R+

��������©W� �¦��§ �����W�����¡������±������ FX
��§ ¥¡���

��µ � ������� − ��§ ¥¡����¸¡� � � �£����¥¡�¬´ ��������±����·��� ���¬¸�§ ����¨�� ������µ �¡������������µ lims→x+
0
F (s) = F (x0)

�
�����x�¡«¦����� ¸�� ±���� lims→−∞ F (s) = 0 ����� lims→∞ F (s) = 1 ¹   ������«¬¥ ªW���Q��� ��¨¡´ ���x��¹ � ¹ S ′ ���
σ.κ.π. FS

′ = F �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � ?�� ��¢¤¨¡±�������� Aº¹/:�¹ Z �¦¹
(iii) �   ���¬ª x ∈ R+

¹Q��¨¡´�� � �}����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����º�¦����� ¸¡�� FY
��§ ¥¡���º��µ � �������y����� ��¥ ª_��¨¡��¯���«¬¥¡�

����± ��� : �jªW� σ.κ.π. ��� �����¬���o«¦���¦�����Q±����Q¯�� �o� ���c� y ∈ (x,∞) � ��´ µ���� FY (y) ≥ FY (x) :=

FX(x)/FX(x) = 1 ������¥¡�¦��©W� FY (y) = 1 �º���¦������«¬¥ ªW�]�¡�¦��� � � �����¬���°«¦���¦������±����
dFY (y)

dy
= 0 ¯�� � y ∈ (x,∞). � ?º¹/: 9 �

�   ���¬ª;�¦��§ ����� u ∈ R+
¹W�b±��¡�¤�c�°¸¡��§ � ������������¡������µ����¬¥¡�·���]�¦����¯ ªQ¯�� ����� n ∈ N∗ 


• �x� � n = 1 «¬´ ��������±����
∫ ∞

0

euydF ∗1
Y (y) =

∫ ∞

0

euydFY (y)
(6.12)
=

∫ x

0

euydFY (y) =

[∫ x

0

euydFY (y)

]1

,

: � �
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��¨¡� ��� ��´ ��¨�� ����±�� (iii) � ��´ µ�����¯�� � n = 1 ¹
• �   ���¬ª;±�����¯�� � � ������� � n ∈ N∗ � ��´ µ������

∫∞

0
euydF ∗n

X (y) =
[∫ x

0
euydFX(y)

]n
, (ΥE)

�¡±��¡����¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � ����������� ��������¡�����¦����¯ ªQ¯�������¸¡������¸¡�°±������ ��´ µ������
Jn+1 :=

∫∞

0
euydF

∗(n+1)
X (y) =

[∫ x

0
euydFX(y)

]n+1

. (BE)

� < ��ªW�����¦����� ¸¡�£��� σ.κ.π. FX , FY
��§ ¥¡����¸�� ������¨�§ ��� ���¬� λ ® σ.β. � �¡±��¡������§ ¸�� � �c�£� ��´ µ�����������¯�� ���� �b����¥¡�¦��§ � ��� � {F ∗n

Y }n∈N∗
���º���¦������«¬¥ ªW�b����±}�¡��¥ � ?º¹ B�� �j��������µ�����ªW¥¡�]��¹ ´c¹Q���{��� �#:@B�� � IV, Satz

5.7) ¯�� � � ���c� y ∈ (0,∞) «¬´ ��������±����
dF

∗(n+1)
Y (s)

ds
=

∫ x

0

∂F ∗n
Y (s− y)

∂s
dFY (y),

��¨¡�°������±����
∫ ∞

0

eusdF
∗(n+1)
Y (s) =

∫ ∞

0

∫ x

0

eusdF ∗n
Y (s− y)dFY (y)

=

∫ ∞

0

∫ x

0

euyeu(s−y)dF ∗n
Y (s− y)dFY (y)

=

∫ ∞

0

euy

[∫ x

0

eu(s−y)dF ∗n
Y (s− y)

]
dFY (y).

�]�¦ªW¨ ©W¥ �����b����¥]���¦������´ ��������� ����± �~²���

{
w := s− y

z := y

������¡�¦���¬������§ �°������������¨ ªW���y�������c«¦����®
¥ �����

I(x) :=

∫ x

0

euwdFY (w),

«¬´ �������]±����

Jn+1 =

∫ ∞

0

euz

[∫ x

0

euwdF ∗n
Y (w)

]
dFY (z)

(ΥE)
=

∫ ∞

0

euz

[∫ x

0

euwdFY (w)

]n

dFY (z)

=

∫ ∞

0

euz[I(x)]ndFY (z) = [I(x)]n
∫ ∞

0

euzdFY (z)
(6.12)
= [I(x)]n

∫ x

0

euzdFY (z)

=

[∫ x

0

euydFY (y)

]n[∫ x

0

euydFY (y)

]
=

[∫ x

0

euydFY (y)

]n+1

,

� ����������� ������¸¡��� ��¥¡µ������¡��¥ (BE) ��������������¨ ©W¥¡��¥ �����y«¦�¡��� �¡��¥}�¦����¯ ªQ¯��°�����������	� ����¥¡«¦����� �°������¡��¥·����±�¸¡��� � � ����� (iii) ¯�� �³�����c��§ ¨¡�¦��� x ∈ R+
��¨¡�������!¯�� ��� ���c� x ∈ R+

¹�� ��¨¡� ¸¡��§ � ��������
(iii).

(iv) ��¨¡´�� � �����¨¡���¡��¨¡��µ����b±���� �¦����� ¸¡���� FX , FY
����§ ¨¡¥¡����¥���� ��«¬�¤����� [0, 1] �jªW� σ.κ.π. � ���£§ ¸�� ��c�£� ��´ µ�����������¯�� � ��� �y����¥¡�¦��§ � ��� � {F ∗n

Y }n∈N∗
¹ �]«¦����¥ ��������� ©W¨¡� � hn(y) := pnF

n
X(x)F ∗n

Y (y) ¯�� �
: � :
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Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

� ���c� n ∈ N∗ ������¯�� �]� ���c� y ∈ R+
���¡±��¡� ¯�� �]� ���c� y ∈ R+

� hn(y) ����§ ¨¡¥¡������� ��«¬�m����� [0, 1] �������§ ¥¡������µ � �������y����¥	��¨ �¡�����]ªW����¨¡��� y � ������µy�����º� F ∗n
Y (y) ��§ ¥¡���º��µ � �������y����¥	��¨ �¡�����]����� y ªW�

σ.κ.π. �¦¹   ������«¬¥ ªW��� � {hn}n∈N∗
��§ ¥¡��� ��� ���������������§ �°��� � ������©W¥]����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥���¯�� ��¡��¥�������§ �

����±³�¡��¥�� ?º¹ ?���«¬´ �������°±���� ∑∞
n=0 hn = G �x����±��¡�°����±³����� Z � � �]�¦©W¨¡�����g: Z ¹/: � �1¯�� � λ ® ��´ �¬¸¡±�¥±���� ��� y � ��´ µ�����±����

dG(y)

dy
=

d

dy

( ∞∑

n=0

hn(y)

)
=

∞∑

n=0

dhn(y)

dy
=

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)

dF ∗n
Y (y)

dy
,

��¨¡�°������±����

dG(y) = d

( ∞∑

n=0

hn(y)

)
=

∞∑

n=0

dhn(y) =
∞∑

n=0

pnF
n
X(x)dF ∗n

Y (y).

�¤��±·�¡��¥y�¡�¦���¬������§ �°��´ «¬��� � �c«¦����¥ ����� Ĩ :=
∫∞

0
euydG(y) ���º¯�� � � ���c� x ∈ R+

«¬´ �������

Ĩ =

∫ ∞

0

∞∑

n=0

euypnF
n
X(x)dF ∗n

Y (y) =
∞∑

n=0

∫ ∞

0

euypnF
n
X(x)dF ∗n

Y (y)

=

∞∑

n=0

pnF
n
X(x)

[∫ ∞

0

euydF ∗n
Y (y)

]
(iii)
=

∞∑

n=0

pn

[
FX(x)

∫ x

0

euydFY (y)

]n

(6.5)
=

∞∑

n=0

pn

[
FX(x)

∫ x

0

euy dFX(y)

FX(x)

]n

=

∞∑

n=0

pn

[∫ x

0

euydFX(y)

]n

= mN

(∫ x

0

euydFX(y)

)
= eλ

[∫ x

0
euydFX(y)−1

]
,

�����¡��¥}¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�£� ��±��¡�����£¥¡�£�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� �°����� �]�¦ªW¨¡����������� B.Levi �Â��� ¹W��¹ ´c¹ � Z � �¢¤±�¨�� �����g?º¹/: � �]����� ��� � ¸¡µ��o�¡�¦���¬������§ �¬�·� ��±��¡���¡�¬�£¥¡� ��¥ � ����µ�¥ �����¬��� �¡��¥�� ��´ µ³������� ����±v����¥
< ¨�� ����± �� ¹/:�¹ ? (iii) ����������± �¡��¥   ¥¡±��¡����� �� ¹ 9 (iii), ��¥ ��§ ������� ´ �º¹ �

�b� ����¨¡��� ���¬ª �������¡«¦���¬����� �����}����¨¡«¬´ ���1«¬¥¡����¨	��¯����·¯�� �·�¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����������¨	���}�¡�������±
� � «¦������� ��µ�¥ �c�¦�¡���¤��������¥¡������� Poisson.

fg3+Gj^Y����H k � � � [ � �   ���¬ª8±���� � ��¹ � ¹ SN
��������¥¡«¬���¦����� ��µ�����ªW¥¡�v������� � ��µ�¥ �c�¦�¡�o��������¥¡�����

Poisson ���¤����¨¡����«¦�¡¨¡����� λ ∈ (0,∞) ����� FX(x) � x ∈ R+
¹Q�b±��¡�

ψ(x) ≤ 1 − eλ[FX(x)−1] +
λ
∫ x

0
ydFX(y)

x
e1+λ[FX(x)−1]−λ

x

∫ x

0 ydFX (y)

¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) ��� x > λ
∫ x

0
ydFX(y) ¹

� D-GIP+.;� �YH � � ����±�¸¡��� � ���¡���S��¨¡±����������{�c�]¯�§ ¥¡����� ���������¡�¬��� ��¨ ªW¥S���������¬ªW¥�¹ �x� �����]�¡¨�§ �]��¨ ©Q���
�����������}�c�¦ªW¨¡��µ���� x ∈ (0,∞) ����� u ∈ R+

¹
(a) ψ(x) ≤ e−ux+λ[

∫ x

0 euydFX(y)−1] + 1 − e−λ[FX(x)−1] ¹
: �Y9
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¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±���������± �����S������� ?º¹/:�¹ A «¬´ ��������±����

FS
′ (x) = G(x) = FSN

(x) ⇔ ψ(x) := P (SN > x) = P (S
′

> x).

�b±��¡�]����± �¡��¥y�¡�¦���¬������§ �°��´ «¬���°������������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°���·¢¤±�¨�� �����r?º¹/:�¹ 9 (i) «¬´ �������]±����

ψ(x) = P (S
′

> x) ≤ e−uxE
[
euS

′ ]
= e−ux

∫ ∞

−∞

euydFS
′ (y)

= e−ux

[∫ x

0

euydG(y) +

∫ ∞

x

euyd
(
G(y) + eλ[FX(y)−1] − eλ[FX(x)−1]

)]

= e−ux

[∫ x

0

euydG(y) +

∫ ∞

x

euydG(y) +

∫ ∞

x

euyd
(
eλ[FX(y)−1]

)]

= e−ux

[∫ ∞

0

euydG(y) −

∫ ∞

x

euyd
(
−eλ[FX(y)−1]

)]

≤ e−ux

[∫ ∞

0

euydG(y) −

∫ ∞

x

euxd
(
−eλ[FX(y)−1]

)]

= e−ux

[∫ ∞

0

euydG(y) + eux

∫ ∞

x

d
(
eλ[FX(y)−1]

)]

= e−ux

∫ ∞

0

euydG(y) +
[
eλ[FX(y)−1]

]∞
x

≤ e−ux

∫ ∞

0

euydFS
′ (y) +

(
1 − eλ[FX(x)−1]

)

= e−ux+λ[
∫
∞

0 euydFX(y)−1] + 1 − e−λ[FX(x)−1],

�����¡��¥°�¡¨�§ �¡��� ��±��¡����� �����c�¡��¥�¡�¦���¬������§ �·��¥�� ��±��¡����� ¥¡�·�������¡�¦����µ�¥ �����¬���·����¥¡«¦����� �£������S����®
���������(?º¹/:�¹ A (ii), �¡��¥�¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�³��¥�� ��±��¡����� ¥¡�o«¦���¦����� �����¬���³����±v��� ±������ ����¥	��¨ �¡����� ey ��§ ¥¡���
¯�¥¡����§ ªW� ��µ � ������� ªW� ��¨¡��� y � �����x�¡��¥·�¡�¦���¬������§ �³� ��±��¡����� ¥¡�³�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � �����
�S�������������M?º¹/:�¹ A (iv).

(b)
∫ x

0
euydFX(y) ≤ FX(x) − 1

x

∫ x

0
ydFX(y) + eux

x

∫ x

0
ydFX(y) ¹¢¤¨	��¯�������� �c«¬���¬ª � ����¥	��¨ �¡����� h(u) := xeuy − yeux ��¨�� ����«¬¥¡�·�¦� ��¥ ª ����� R+

¹��b±��¡�	�c¯�� �
� ���c� u ∈ R+

��� y ∈ [0, x] «¬´ �������}±���� h′

(u) = xyeuy − xyeux = xy(euy − eux) ≤ 0 � ������µ
� ey ��§ ¥¡���W¯�¥¡����§ ªW� ��µ � �������oªW����¨¡��� y ��º� ��¨¡� ¸¡��§ � ������±���� � h ��§ ¥¡��� ����§ ¥¡�������v����� R+

¹
  ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� u ∈ R+

� ��´ µ�����±����

h(u) ≤ h(0) ⇔ xeuy − yeux ≤ x− y ⇔ xeuy ≤ yeux + x− y

�º� ��¨¡� ��µ�����ªW¥¡� ���¤�¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡����� «¬´ �������]±����
∫ x

0

euydFX(y) =
1

x

∫ x

0

xeuydFX(y) ≤
1

x

∫ x

0

(yeux + x− y)dFX(y)

: � A



� ����� ����� � � � � �	� � � � � � � � ���
Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

=
1

x

[∫ x

0

yeuxdFX(y) + x

∫ x

0

dFX(y) −

∫ x

0

ydFX(y)

]

=
1

x

[
xFX(x) −

∫ x

0

ydFX(y) + eux

∫ x

0

ydFX(y)

]

= FX(x) −
1

x

∫ x

0

ydFX(y) +
eux

x

∫ x

0

ydFX(y),

��� ��� �¦��� ��«¬¨¡����� ������������¨ ©W�������7¥¡� ����¥ ������� ¨�§ �¡��¥ ����� ��������µ �����¬���_¸�� ����� ��� ©W¥¡�¦������±����b¯�� �
u ∈ R+

��§ ¥¡������� ��¨¡±��¡�¬¨¡� ����� ν1 <∞ �Â��� ¹ � ?º¹ 9 � ) ¹ � ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (b).

(c) ��¥y�c«¬��������� g(u) := λeux

x

∫ x

0
ydFX(y) − ux � �¡±��¡�

ψ(x) ≤ eg(u)+λ[FX(x)−1]−λ
x

∫ x

0 ydFX(y) + 1 − e−λ[FX(x)−1].

¢¤¨	��¯�������� ������± ��� (a) «¬´ ��������±����
ψ(x) ≤ e−ux+λ[

∫ x

0
euydFX(y)−1] + 1 − e−λ[FX(x)−1]

= e−λ−ux+λ
∫ x

0 euydFX(y) + 1 − e−λ[FX(x)−1]

(b)

≤ e−λ+λFX(x)−λ
x

∫ x

0 ydFX(y)+ λeux

x

∫ x

0 euydFX(y)−ux + 1 − e−λ[FX(x)−1]

= eg(u)+λ[FX(x)−1]−λ
x

∫ x

0
ydFX(y) + 1 − e−λ[FX(x)−1],

��¨¡� ¸¡��§ � ��������������� (c).
� ���{�¦����� ¸¡� ¸¡��§ � ��������� (c) ¯�� � �����c��§ ¨¡�¦��� u ∈ R+

����� x ∈ (0,∞) �c� � ��´ µ���� ����� ¯�� �������� ��¸¡�������¡� u ∈ R+
����� x ∈ (0,∞) ¹x�{�¡�b����¥¡«¬´ ��� �b� � �¦�	� �¡�������x���¤��¥ ����� �����b���¦¯�� ����������� ��§ ������ g(u) ¹

(d) �x� ��� ���c� u ∈ R+
�����1¯�� ��� ���c� x ∈ (0,∞) �¡«¦����� �³©W���¡� x > λ

∫ x

0
ydFX(y) � ��´ µ����!±����

g(u) ≥ 1 + ln
(

λ
x

∫ x

0
ydFX(y)

) ¹
¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� u, x ∈ (0,∞) «¬´ ��������±����

dg(u)

du
=

(
λ

x

∫ x

0

ydFX(y)

)
deux

dx
−
d(ux)

du
= λeux

∫ x

0

ydFX(y) − x,

��¨¡� «¬´ ��������������±����
dg(u)

du
≥ 0 ⇔ λeux

∫ x

0

ydFX(y) − x ≥ 0 ⇔ u ≥
1

x
ln

x

λ
∫ x

0
ydFX(y)

=: u∗(x).

  ������«¬¥ ªW���1«¬´ �������y±���� g′

(u) ≥ 0 ��¥��������±�¥¡����¥ u ≥ u∗ := u∗(x) ����� g′

(u) < 0 ��¥°�������±�¥¡�°��¥ u < u∗ �������y¯�� �}¥¡�y«¬´ ����¥¡±���������¨¡«¦����� u∗ ∈ (0,∞) ��¸¡������¸¡�]��¨¡«¦����� ln x
λ
∫ x

0 ydFX(y)
> 0� � ����¸¡µ�¥¡����� x > λ

∫ x

0
ydFX(y) ¹ � ��¨¡��� g(u) �¦����´�� ����������� ��§ ����� ����� u = u∗ �����1���¦����´�� ���¡���� ���°�¡����� ����µ����������

g(u∗) = g

(
1

x
ln
λ
∫ x

0
ydFX(y)

x

)
= 1 + ln

λ
∫ x

0
ydFX(y)

x
,

: � Z
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±������ x > λ
∫ x

0
ydFX(y) ¹   ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � �����¤��� (d).

� < ��ªW�����¦����� ¸¡�³�³��¥�� ��±��¡����������� (c) � ��´ µ����!¯�� �³� ���c� u ∈ R+
�����!¯�� �³� ���c� x ∈ (0,∞) ��¡±��¡�y����������¥¡����«¬¥¡���·����± ��������� (d), ��� (c) ������¨¡��§1¥¡���¬����¨¡�������¡��§c¯�� � u = u∗ ∈ R+

�1����±��¡�
¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) �¡«¦����� �·©W���¡� x > λ

∫ x

0
ydFX(y) � «¬´ �������

ψ(x) ≤ eg(u∗)+λ[FX(x)−1]−λ
x

∫ x

0
ydFX(y) + 1 − eλ[FX(x)−1]

= eln
λ
∫x
0 ydFX(y)

x e1+λ[FX(x)−1]−λ
x

∫ x

0 ydFX(y) + 1 − eλ[FX(x)−1]

= 1 − eλ[FX(x)−1] +
λ
∫ x

0
ydFX(y)

x
e1+λ[FX(x)−1]−λ

x

∫ x

0
ydFX(y),

�����£��§ ¥¡���������¡������µ����¬¥¡�·��¨	��¯����º¹
�

�{���7��������§ � �����¡±_� � § �¡���m¥¡� ��������� ©W��������� ±����S� ��¥�� ��±��¡����� �¡���³¢¤¨¡±����������g?º¹/:�¹ Z_� ��´ µ����
¯�� � ±����¬�£��� �£��������¥¡����«¬� ���¦¯�« �c����� ������§ �¡������� FX

������±����³�����x¯�� � �¦����§ ¥¡�¬�£¯�� �³��� � ������§ �¬� ���
������������¨ ªW��� ∫∞

0
euxdFX(x) ��§ ¥¡��� ���¦���¬¨¡������«¬¥¡� ��±�¥¡�v¯�� � u = 0 �W������µo����±v�¡��¥ � ?º¹ 9 ���Q�¡��¥� ��´ µ �¡���]������§ ���y«¬´ �������]�������c«¬����� � �����¬��� «¬´ �������¤¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) ±����

∞ > ν1 :=

∫ ∞

0

yeκydFX(y) ≥

∫ ∞

0

ydFX(y) ≥

∫ x

0

ydFX(y),

������µ eκy ≥ 1 ¯�� ��� ���c� κ, y ∈ (0,∞) �!�º� ��¨¡������± ����������� (b) �¡��� ����±�¸¡��� � ��� �¡��� ¢¤¨¡±����¡®�����M?º¹/:�¹ Z ¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) «¬´ ��������������±���� ∫ x

0
euydFX(y) <∞ ¹¶ ������¸¡�y����¬�������¦��±����¬¥¡����¡��¥�����±�¸¡��� � ������¤������������¨ ©W�������}����¨¡����«¬¥¡����¥������ ���b�����¡���¡��¥

���¬¨�§ ���¬ªW���}��¨¡��¯�������� ����§���¨�� �c����§ �º�º� �¦������«¬¥ ªW��¸¡�¬¥�������� �¡������§ �������°���¡��¥]����±�¸¡��� � ������¸¡±��c�����
����¨¡��� ��¥ ª ¯�� � �¡��¥°¢¤¨¡±��������4?º¹/:�¹ Z ¹�� � �-�����2��'�!�$.� � ��&�'-"#�
&�$ ��� ���/��$ ��3-�=��61"��@	���� $ �-� � 	�� �

� � � � � � � ��'�	������ � � � � !0*=� ���<��&�� ����6�*��-, �/�@$ �-� � �-$����#'��=��� ?<$.��	������-,.	���$ �2$ �-� � �
	�� � � � � � � ¹
fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% k � � � 7 � � ���¬ª7����± ��� ���������c«¬����� �]�¡���]¢¤¨¡±����������*?º¹/:�¹ Z � ��´ µ�����¥}��� � � ����

(a) �]«¦����¥ ����� HS∗

(s) := e−λ[FX(x)−1]G(s) ¯�� �o� ���c� s ∈ R+
����¨¡���¡��¨¡��µ���� �¦��§ ������±�����¯�� �

� ���c� s ∈ R+
� ��´ µ�����±����

HS∗
(s)

(6.6)
=

∞∑

n=0

e−λ[FX(x)−1]e−λ [λFX(x)]n

n!
F ∗n

Y (s) =

∞∑

n=0

e−λFX(x) [λFX(x)]n

n!
F ∗n

Y (s),

�����°�������¡�¦����§ ������� ������� � ��¡��¥ σ.κ.π. ��� ���¤��¹ � ¹ S∗
�������������¥¡«¬���¦����� ��µ�����ªW¥¡����¤��� �°��µ�¥ �c�¦�¡�

��������¥¡����� Poisson ���m����¨¡����«¦�¡¨¡����� λFX(x) ����� FY (x) �j� �����������«¬´ ���º¥¡±������}¸�� ±���� � ������µ}����±�����S������� ?º¹/:�¹ A «¬´ �����������¡� �c��§�±������ FX(x) ∈ (0, 1) ¯�� � � ���c� x ∈ R+
�¦¹

(b) �b� (a) ������� ������� � �°¸¡����©W¥¡����±��������¹ � ¹ S∗
������¨¡��§�¥¡� �¦����¨¡�����¡��§ ªW�]«¬¥¡�°�¡��´ ��§ �����c¨¡��� �����

S∗ =
∑M

k=0 Yk
�S���·�¡��¥ {Yn}n∈N∗

¥¡� ��§ ¥¡���W��� � σ ¹ ¸�¹7���¦¯�« �c������������§ �¡�����������·��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬���� ��±�¥¡�����¬��������c�¦��� ��«¬�}��¹ � ¹ �c������©W�y�����1������������¥¡�����·���¦¯�« �c�����������§ �¡������� FY (x) �1±���ªW������¡���¨�§ �¡�¦����� ���¡��¥ � ?º¹�X ���{��¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡����������¨�� �c�����¡¨�� ���·��¹ � ¹ M �S±������ PM = P(λFX(x)) ���
: � X
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Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

λ, x ∈ (0,∞) ¹y² ����� ����� ������± ��� � � ?º¹ 9 ������� � ?º¹/: 9 ��«¬´ �������}±����1������«¬���¬�}��� ��«¬�}�¡��� {Yn}n∈N∗
�

¸¡������¸¡�·��� EYn = EY = 1
FX(x)

∫ x

0
ydFX(y) � n ∈ N �¤��§ ¥¡���c���¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬��¹   ������«¬¥ ªW���x�¬����¨�®��± �¡��¥ �����]�����S������� Aº¹ ?º¹ Z �����¬��� �Â��� ¹Q�����   ¥¡±��¡�����°�� ¹ 9 (iii)) «¦���¦������±����

ES∗ = λFX(x)EY � ?º¹/:@A��
�����

V S∗ = λFX(x)EY 2. � ?º¹/: Z �

�{�¡� ����¥¡«¬´ ��� � ����¨¡���c«¦���������°«¬¥¡��¥��¬¥¡������������� ��±o�¡¨¡±����v����������¯�� ������µo��¨¡��¯������¬ªW¥·¯�� �³�¡��¥
��� �c��¥¡±��¡����� ψ(x) �1��������§ ��� �����¡�·����� ¨	� ������¸�§ ¥¡����¸¡µ���¥¡«¬�·��¨	��¯��������·�����¡�����c����±��¡��¥ ����¨¡����¡��������¨¡��� ���¬ª7��¨¡±�����������¹
fg3+Gj^Y����H k � � � k � �   ���¬ª8±���� � ��¹ � ¹ SN

��������¥¡«¬���¦����� ��µ�����ªW¥¡�v������� � ��µ�¥ �c�¦�¡�o��������¥¡�����
Poisson ���{����¨¡����«¦�¡¨¡����� λ ∈ (0,∞) ����� FX(x) � x ∈ R+

¹��b±��¡�S¯�� ��� ���c� x ∈ (0,∞) � ��´ µ�����¥��� � � ����


� i � ψ(x) ≤ 1 − eλ[FX(x)−1] + 1
x2

[
λ
∫ x

0
y2dFX(y) +

[
λ
∫ x

0
ydFX(y)

]2
]
eλ[FX(x)−1] ¹

� ii � ψ(x) ≤ 1 − eλ[FX(x)−1] + 1
x

[
λ
∫ x

0
ydFX(y)

]
eλ[FX(x)−1] ¹

� D-GIP+.;� �YH � � ����¨¡��µ�������¨¡±��������y������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����º�¬µ��������}��¥]�¬����¨¡��±����������S¯�� �y�¡�y���}��¨¡¥¡����� ���
��¹ � ¹ S∗

��� �S�������(?º¹/:�¹/: � �c�¦ªW¨ ©W¥ �����}��� �°����¥¡��¨ �¡������� � h(x) := x2 ����� h∗(x) := x ��¨�� ����«¬¥¡�¬��¦� ��¥ ª ����� (0,∞) ¯�� �}��� (i) ����� (ii), ��¥ ��§ ������� ´ ����� �¦�����¦���������¬������µ����S��� � � ?º¹/:@A�������� � ?º¹/: Z ��������¡«¦�����]���¡��������������± ���°����¥��¨�� ����±·�¡��� HS∗
(s) �Â��� ¹W¢¤��¨¡���¡��¨¡����� ?º¹/:�¹�X (a)). �

� ����¨¡��� ��¥ ª ��¨¡±�������� ��� � ����������§ �¡���m��¨	��¯�������� ¯�� � �¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����� ψ(x) � ���6 �� ����6��
�=$ ���<��6����=� � ; ����� ��	��<��� 	%'��=�(���' 	������ 6�� � ��	��<����&���	����/�-" ; � �$ *=���/'�	���	�� � 	 47�
"��<!��-*��7�
�����,.	��<��� � '��=�0&���$ ���'0&	�����$ � �9����:3 � 	�� �0	�� "�� S∗

� � ?��/����?�;
���' &	�����$ � �2�-$.?<$ &+3 �9����:3 � 	�� �
FX(x) � ¹ sS����� � � ����� �������¡�¦��«¬�������	�°�¡����������¨¡��§c¥¡� ¯��¬¥�� ���¬���c��µ�¥ �¬������«¦����¥ �����y¨¡����«¬� k ® �	� � ���
� k ∈ N ��� k > 2 �����c�¦ªW¨ ©W¥ ����� � ��¥ ��§ ������� ´ �o���£�¡��¥ ����±�¸¡��� � � ����� (i) �¡��� ��¨¡±���������� �y±������
h(x) := xk ������������� ��¥¡��¥ ����������± ��� ���������·¢¤±�¨�� �����r?º¹/:�¹ 9 (ii).
² � �°��¨¡����«¦¯ ¯�� ��� ��¥	������¯�� �����¡���¤�¡����¢¤¨¡±����������M?º¹/:�¹ ?°�¦��� �¡¨¡«¦����� ����¥�6<�� ����!�$ ��"#' ������!�"��-�

	 47� !�$.� 	����0�$ *=���/'�	���	�� ψ(x) � �-$.?<$ &	�  �����=� ��"#����"�3���47�@��	����@:�1��, �	 4 ����'����6)�@&���	����/�-" ;
	 47� � ��	��-"#$ & �7� � "��<!��-*��7������"#$ �7� �� ����6��=$ ���-�-$�� � ��$ � ��6�����¹W�{�¡��¥¤����±��������c����¨¡±�������� ��¸�§ ¥¡�������
«¬¥¡�]��¨	��¯�����¯�� �]�¡��¥b��� �c��¥¡±��¡����������¨	���S�¡���{��������¥¡�������S�¬ªW¥�����¥¡����� ��©W¥�������� �¡�����¦ªW¥�±�����¥������¡�
��§ ¥¡�����]��µ�¥ �c�¦�¡����¨¡¥¡����� ���]¸�� ªW¥¡����� ���]��������¥¡����� ��¸¡������¸¡�]±�����¥��������c«¦���������{±���� PN = NB(α, p)

: � ?



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

� α ∈ (0,∞) ����� q ∈ (0, 1) �x�º� ��¨¡��±������]��¹ � ¹ SN
��������¥¡«¬���¦��������µ�����ªW¥¡�]���m��§ ����µ�¥ �c�¦�¡�]��¨¡¥¡�¡®

��� ���°¸�� ªW¥¡����� ���°��������¥¡�������������¨¡����«¦�¡¨¡����� α � q ����� FX(x) � ¯�� � x ∈ (0,∞) ¹W�S��¥¡�¦��©W����� ��´ µ����±����
FSN

(x) :=

{ ∑∞
n=0 pnF

∗n
X (x) ��¥ x ∈ [0,∞)

0 ��¥ x ∈ (−∞, 0)
,

±������ pn := PN({n}) = P (N = n) =
(

α−1+n

n

)
pαqn ¯�� �� ���c� n ∈ N � ±������ α ∈ (0,∞) �¡«¦����� �©W���¡� α ≥ n− 1 � q ∈ (0, 1) ����� p := 1 − q ¹

fg3+Gj^Y����H k � � � U � �   ���¬ª�±����S� ��¹ � ¹ SN
��������¥¡«¬���¦�����S��µ�����ªW¥¡� ���³��� � ��µ�¥ �c�¦�¡� ��¨¡¥¡����� ���

¸�� ªW¥¡����� ���·��������¥¡�����·��������¨¡����«¦�¡¨¡����� α ∈ (0,∞) � q ∈ (0, 1) ����� FX(x) � x ∈ (0,∞) ¹¤�b±��¡�	�¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) � ��´ µ�����±����

ψ(x) ≤ 1 −

[
q

1 − pFX(x)

]α

+
pµ(x)qn

[1 − pFX(x)]x + pµ(x)

(1 + α)α+1

αα
[b(x; p)]−α, � ?º¹/: X �

±������ µ(x) :=
∫ x

0
ydFX(y) ����� b(x; p) := 1 − pFX(x) + p(µ(x)/x) ¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) ¹

� D-GIP+.;� �YH � ¢¤��¨¡��� ���¬ª �c�����º� ��¯�¨¡���������������������©W��¡��¥ ����±�¸¡��� � ���¡�������¨¡��µ��������¨¡±������������
���������¬µ�¯���¥ ������¯�� ���±�¯�����������¥ ������§ �����������¤��¥¡��������� ����µ��¤����������¯�� ������µ�����������µ±���ªW����¸¡�}��¥¡�¡®
��«¬¨ �c�����������¡�°��¨¡����µ����¡��������±·��� � ��¨¡����«¦¯ ¯�� ���£��¥	������¯�� �����¡�����¡���]¢¤¨¡±����������*?º¹/:�¹ V ¹
< ��±��¡�	�m¯�� � α ∈ (0,∞) �m��µ�����ªW¥¡� ������� (iii) �����{����� ′ ��¥¡������¯�§ � ����� (iv) ����� �S�������¡®�����*?º¹/:�¹ A ��������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±�����¯�� � � ���c� u ∈ R+

©W���¡� u < κ ��� ��´ µ������
∫ ∞

0

euydG(y) = mN

(∫ x

0

euydFX(y)

)
=

[
q

[
1 − p

∫ x

0

euydFX(y)

]−1
]α

, � ?º¹/:@?��
���W�¡��¥b¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�]� ��±��¡������¥¡�¤��¨¡����µ����¡��� �����¬��������±]���y±������ � ′ �������c«¬���¦ªW�S� ��´ µ���� PN = NB(α, p)
�Â��� ¹������   ¥¡±��¡�����}�� ¹ 9 (vii)). � < ��ªW��� ����±°�¡��¥ � ?º¹/:	�Q¯�� �� ���c� u ∈ R+

©W���¡� u < κ «¬´ �������¤±����
∫ x

0

euydFX(y) ≤

∫ ∞

0

euydFX(y) ≤

∫ ∞

0

eκydFX(y) = p−1,

¸¡������¸¡��� � ����������§ �¡�������±����1�³����¨¡��¥¡���������¡��� 1 − p
∫ x

0
euydFX(y) > 0 �º�!�¦������«¬¥ ªW�°��� ±����1�

� ?º¹/:@?��S«¬´ ����¥¡±������°¯�� � � ���c� α ∈ (0,∞) ¹�b±��¡�	�{����± �¡��¥ � ?º¹/:@?��y������������� ��¥¡��¥ �����·����± ���o�¡±����v�¡��¥³� � ′ �������c«¬���¦ªW��� ��´ µo�¡��� � ?º¹ 9 �
±���� ��������� ������� (b) �¡��������±�¸¡��� � ���]�¡���]¢¤¨¡±����������*?º¹/:�¹ Z � �����¬���°«¦���¦������±����

∫ ∞

0

euydG(y) ≤ qα

[
1 − p

[
FX(x) −

1

x

∫ x

0

ydFX(y) +
eux

x

∫ x

0

ydFX(y)

]]−α

� ?º¹/: V �
�º� ��¨¡�}����� ′ ��¥¡������¯�§ ����m���}������� (a) �¡���¤����±�¸¡��� � �����¡���¤¢¤¨¡±���������� ?º¹/:�¹ Z ���¡�¦��� � �}������¯�� �}� ���c�
x ∈ (0,∞) «¬´ ��������±����

ψ(x) ≤ 1 −

[
q

1 − pFX(x)

]α

+
qα

g(u)
, � ?º¹/:@B��

: �YV



� ����� ����� � � � � �	� � � � � � � � ���
Poisson

�	��� � � � � � � ��� � ���
	���� ����� � � � � � � � ����� � � � � ��� � ���

±������£�£����¥	��¨ �¡�����

g(u) := eux
[
c(x; p) − (peuxµ(x)/x)

]α
= eux(b− ceux)α � ?º¹/: W �

����� c := c(x; p) := pµ(x)/x ¹
�b±��¡�	�1¯�� �·�¡��¥£�¬µ�¨¡�¬��� ������������µ��¡�¬¨¡��� � ����±��¡��¥£«¬¥¡¥¡��� ���������¦����´�� ��������¸¡��¥¡������µ·ªW�}��¨¡���

u ∈ [0, κ) ����¨	��¯����������¯�� ���¡��¥ ψ(x) �!��¨ ����§1¥¡���¦����´�� ����������� �����������}ªW���¨¡��� u ∈ [0,∞) �����¸¡� � §���«¦�������¡����� ?º¹/: X ����¸¡������¸¡�£��¨ ����§c�£���¦¯�� ����������§ ����� �¡��� g(u) ªW����¨¡��� u ∈ [0, κ) ������±·�¡��¥������§ �£�¡�¦��� � � «¦���¦����������¡������µ����¬¥¡��¹
�

�b«¦������������¨¡���c«¦���������¤���£����¨¡��� ���¬ª7�������¡«¦���¬����� �º����� ��¥¡����«¬¨¡�¦���������¡��¥}� ��´ µ°�¡���]��¥�� ��±��¡�¡®
����� � ?º¹/: X ����±�����¥]�y��«¬������� ���y�����}���¦¯�« �c������������§ �¡������� EX ¸¡�¬¥]��§ ¥¡�������¦���¬¨¡������«¬¥¡� ���¦������«¬¥ ªW�±�����¥� � ?º¹ 9 �S¸¡�¬¥� ��´ µ���� ¹
� �I5�5�� k � � ��� � �   ���¬ª³±���� �m��¹ � ¹ SN

��������¥¡«¬���¦����� ��µ�����ªW¥¡�m��� ��� �b��µ�¥ �c�¦�¡�{��������¥¡�����b��¨¡¥¡����� ���
¸�� ªW¥¡����� ��� ��������¥¡����� ���£����¨¡����«¦�¡¨¡����� α ∈ (0,∞) � q ∈ (0, 1) ����� FX(x) � x ∈ (0,∞) ¹³��¥� ����¥¡������� ��§ ������¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) � ��¥�� ��±��¡�����

[1 − pFX(x)]x ≥ αpµ(x), � ?º¹ 9 � �
�¡±��¡��� ��¥�� ��±��¡����� � ?º¹/: X �S� ��´ µ���������±���� �º����¥� EX ¸¡�¬¥��§ ¥¡�������¦���¬¨¡������«¬¥¡�º¹
� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª ±������ EX ¸¡�¬¥]��§ ¥¡�������¦���¬¨¡������«¬¥¡� ���¡±��¡�m��¥¡��� ¨¡��§ �������� ��´ µ��b�¡��� � ?º¹ 9 ����������µ��¥§ ��´ ���]� � ?º¹ 9 ��� �����¬����c�°��§ ´ �����]±����

∞ > ν1 :=

∫ ∞

0

yeκydFX(y) >

∫ ∞

0

ydFX(y) =: EX

� ������µ eκy > 1 ¯�� �v� ���c� κ, y ∈ (0,∞) ���W����� �{±���ªW���S� � ′ �������c«¬���¦ªW����§ ¥¡��� ����������¹ �!�¬¥�� � � �±���ªW����¸¡�¬¥������¨¡��µ����]¥¡� ���������¬¨	��¥¡�������¤����§ ¸�� �·������¯�� � �¡��¥� ��´ µ°�¡��� � ?º¹/:	�¦¹
�¤��±������º����¥¤¸¡�¬¥¤�������c«¬���������{�¡��¥¤� ��´ µ��¡����� ?º¹ 9 ����� ��¥ �¬ªW��������±y����������� (b) �¡���m����±�¸¡��� � ����¡��� ¢¤¨¡±���������� ?º¹/:�¹ Z������!¯�� ��� ���c� x ∈ (0,∞) ����� u ∈ R+

� «¦���¦�����!�³� ��´ µ��°�¡��� ��¥�� ��±��¡�������
∫ x

0
euydFX(y) ≤ FX(x) + (1 − eux)µ(x)/x �c��� ′ ±������ �����¬���£«¦���¦�����c±�����¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞)����� u ∈ R+

� ��´ µ������ ��¥�� ��±��¡�����

1 − p

∫ x

0

euydFX(y) ≥ 1 − pFX(x) +
pµ(x)

x
(1 − eux). � ?º¹ 9 :	�

�������c«¦����¥ ��������� ©W¨¡� � �¡��¥°� ��´ µ°�¡��� � ?º¹ 9 � �{¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞) «¬´ �������]±����

1 − pFX(x) +
pµ(x)

x
(1 − eux) ≥

αpµ(x)

x
+
pµ(x)

x
(1 − eux) =

pµ(x)

x
(α + 1 − eux)

: � B



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

�º���¦������«¬¥ ªW��¯�� �°� ���c� u ∈ R+
�¡«¦����� � ©W���¡�

pµ(x)

x
(α+ 1 − eux) > 0 ⇔ α+ 1 − eux > 0 ⇔ eux < α + 1

⇔ ux < ln(α + 1) ⇔ u <
1

x
ln(α + 1) = κ∗,

�����¬���°«¦���¦������±���� 1 − pFX(x) + pµ(x)(1 − eux)/x > 0 ¹  ������«¬¥ ªW����«¬´ ��¥ �������������c«¬�������¡��¥]��¥�� ��±��¡����� � ?º¹ 9 � ���º����±°�¡��¥ � ?º¹ 9 :	�W������� ���������¡�����¡�¦���¬�¡®
����§ ���}��¥�� ��±��¡�����������¡�¦��� � � «¦���¦�����c±����c��� ��¨¡´ ��� κ∗ ∈ (0,∞) ���¡«¦����� ��©W���¡�]¯�� � � ���c� u ∈ [0, κ∗]¥¡�£� ��´ µ�����±���� 1 − p

∫ x

0
euydFX(y) > 0 ��� ����� �����£������� ������� � � �������¦��� �¡¨¡«¦������¥¡� �¦����¥¡�����¡����������¡��¥]����±�¸¡��� � �}�¡����¢¤¨¡±���������� ?º¹/:�¹ V �����º����¥¡�¦��©W��¥¡�}������¸¡��§ � �������b�¡��¥]��¥�� ��±��¡������ ?º¹/: X ��������±����

�º����¥��¦���¡±�� �¡����� ?º¹ 9 ����¥¡��� ¨¡� �c��§x�������o� ��´ µ��£�¡����� ?º¹/:	�¦¹³¶ ������¸¡� �Q¸¡��§ � �����£±���� ����±���� �º� ��¥
EX = ∞ ��� � ?º¹/: X �S� ��´ µ�����±�����¥°� ����¥¡������� ��§ �����c� � ?º¹ 9 � ���º�����£��§ ¥¡��������¡������µ����¬¥¡��¹

�

� ����§ ¥¡��¥ �������¡��¥}����¨¡��µ���� �¬¥¡±��¡����� ����¨�§ ¥¡�¦�����c����±���� ����¥¡� �¦��� ��������¥¡�������]���¬¨�� � �£��¨	��¯�������� �
��¥¡������¨�� � � ������� ���������c«¬����� ��¯�� � �¡��¥°� ��´ µ �¬ªW¥����¥ �c����©W¥� ?º¹/:	�S����� � ?º¹ 9 �S�¡���]����¨¡��µ��������¬¥¡±�®
�¡��������������¥¡� �c§ �¡��¥ �����]���£±���� ��¥¡����«¬¨ �c������¥y��«¬´ ¨���� ©W¨¡�°¯�� �£�����¡«¬��¹
fg��3+��^Y�I3YHI��H k � � ��� � �b� ��¥ ª_��¨	��¯����}¯�� ��¡��¥���� �c��¥¡±��¡�����°����¨	���¤��� ������µ�¥ �c�¦�¡���b��������¥¡�������
Poisson, ������¸�§ ¥¡�¦���������¡��¥£¢¤¨¡±��������0?º¹/:�¹ Z�� � ����������§ �¡�¦����������±����·�º�!��¥ ��¨¡�������y�¡��¥£����±��c�¬���¯�� �³�¡��¥�µ�����¨ � �³��� ��� �������c�¬¨	��� κ ∈ (0,∞) � �����o� ����¥¡������� ��§Q�¡��¥ � ?º¹/:	����¸�� ���¡��¨ ©W¥ ����� ������©W��¡��¥³� ��´ µo�¡��� � ?º¹ 9 �¦¹ �¤��± �¡��¥ ������� �W���¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW��� �����v��¥ ��§ ������� ´ ��� ��¨	��¯����������·¯�� �o�¡��¥
��� �c��¥¡±��¡����������¨	��� ��� ���°��µ�¥ �c�¦�¡���}��¨¡¥¡����� �����°¸�� ªW¥¡����� �����°��������¥¡���������1������¸�§ ¥¡�¦�����1���¡��¥£¢¤¨¡±�®
������� ?º¹/:�¹ V ��� µ�����¨ � �°�����£� � ����������§ �¡�¦����� ����±���� ���������¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW��� ±������ EX = ∞ − � ����������v� ����¸¡��¥¡������§�������¨¡��� �¡���·����±��c�¬�����£¯�� � �¡��¥ � ��´ µ �¡��� � ?º¹ 9 ���Q������� ����±���� ����� �¡����� ?º¹/:	�
− ��¨ ����§�¥¡��� ����¥¡������� ��§ �����!� ��¥�� ��±��¡����� � ?º¹ 9 � �¦¹¤¶ ������¸¡� �c¸�� ����� ��� ©W¥¡�������y±��������c�¬¥°��±�¯ ª ������®�c«¬����� ���W��¥������Q��§ ¥¡���W� ¸�� ��§ �¡�¬¨¡�o��������¥ ��� ��«¬� ¯�� �o�¡��¥ �¬µ�¨¡�¬���³�¬ªW¥�����¨¡��� ��¥ ª*��¨¡��¯������¬ªW¥��W����±
��¨¡���������c«¬����� �y������¨¡��§�¥¡�°����¨¡�����������c��µ�¥���´ºªW¨�§ �y�����¡± ¥¡�£�¦����¨¡� � �¡��� ��� � � ��¯�±����¬¥¡�£��¨	��¯��������º¹

� � � % ��� � � �	� �=� �  � �
Lundberg

�{�¡��¥����¨¡��µ����£�¬¥¡±��¡�����£���¦���¦�	��������¨	��¯�������� ¯�� �£�¡��¥}��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	���y¸�� ������¨ ªW¥°��µ�¥ �c�¦�¬ªW¥
��������¥¡����©W¥�� ¯��¬¥�� ���¬µ���¥ �������¡��¥ ��¥�� ��±��¡����� Lundberg. �x� �o����¥ ��������± �����¡± ��� �¬¥¡¸�� ����«¬¨¡��¥
�����·�¦��� ���¬¥ �¡¨ ©W¥¡�¦����������� ��¨	��¯��������³�¡µ������ Chebyshev ��������� ¸�� ��±��¡�¬¨¡�v����� �������¡«¦���¬����� �¬ªW¥
Willmot & Lin (1994), ����� ����¨¡«¬´ ���{«¬¥¡� �¡«¦����� �_��¨	��¯���� ¯�� � �¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	��� �¬¥¡±���¡��´ ��§ ������c¨¡��§ �������������º������©W�������º���¡��¥]��´ «¬���y�������¤���b�¡��¥���¥�� ��±��¡����� Lundberg �Â��� ¹Q¢¤��¨¡�¡®�¡��¨¡������� �M?º¹ 9 ¹ 9 �¦¹

: �;W



� � � � ����� � � � � � � ��� �
Lundberg

��¨¡´�� � � �c�¦ªW¨¡��µ���� �¡��¥�������¨�� �c�����¡¨�� �³��¹ � ¹ N �W��� σ.π. pn := P (N = n) ¯�� �³� ���c� n ∈

RN = N ��������¹ ¯�¹ σ. �Â��� ¹ < ¨�� ������µ��]�� ¹/:�¹ ?��

mN (z) := E
[
zN
]

=

∞∑

n=0

znpn,

��� z ∈ [−1, 1] ©W���¡� |z| < z0
��¸¡������¸¡�°���]������§ ¥¡� ��µ�¯ ����� �����]��� ��¨¡±��¡�¬¨¡� ����� z0 ∈ (0,∞) ¹

�¤��±���� �x��� MX
����� MSN

������������§ �¡�������y��� �°¨�¹ ¯�¹ σ. �¬ªW¥£��¹ � ¹ X ����� SN
�!��¥ ��§ ������� ´ � �1�����

��¨�§ �¡��¥ �����c������� � ���¬¨�� ��´ � ����� � ¹ �b«¦��������¯�� � � ���c� s ∈ (0,∞) ��¨�§ �¡�������]����¥°���¦������´ ��������� ����±
Laplace �¡��� ψ(x) �

ψ̃(s) :=

∫ ∞

0

e−sxψ(x)dx.

�{��� ��������§ � �����¡± �W±���ªW���W����� ��¨�� ¥ ����¥¡�¬´�§ ���������£�¡��¥ ��¥¡������¨	� �����·�����v¯��¬¥�� ��±��¡�¬¨¡� ������§ ��� � �
����� ������§ � �¬¥ �	��������¥ �������������± ���¦��«¦�¡�}�������¡�¦��«¬�����������¬ªW¥ Willmot & Lin (1994), �c�¦ªW¨¡��µ��������±���� ����¥¡� ��� � ��¯����������¡��¥}��������������§ � {an}n∈N

���

an :=
∞∑

k=n+1

pk
� ?º¹ 9;9 �

¯�� � � ���c� n ∈ N ��������©W���������¡��¥y¯��¬¥¡¥¡���¡¨�� �£����¥	��¨ �¡����������¡���

A(z) :=

∞∑

n=0

anz
n � ?º¹ 9 A��

¯�� �·� ���c� z ∈ R ©W���¡� |z| < z0
¹]¶ ������¸¡� ���c�¦ªW¨¡��µ������¡��¥ A(z) �¡«¦����� � ©W���¡�y¥¡�·«¬´ ���c�¡��¥£§ ¸�� �������§ ¥¡� ��µ�¯ ����� ���������¤�¡��¥y��¹ ¯�¹ σ. mN

¹
�{�¡� ����¥¡«¬´ ��� ������¨¡���c«¦���������}���³����¨¡��� ���¬ª ��������� �1��� ������§ � �c������� ����¥¡��§!� ¸�� ��§ �¡�¬¨¡�³´ ¨¡�¡®

��� ��� �¡±����o���¡��¥·����±�¸¡��� � �³�¬ªW¥�¡������µ����¬¥ ªW¥��������¡�¦���¬�������¬ªW¥·±���� ����� ���¡��¥ ��¨¡��¯�������������§ �����
¯��¬¥�� ��±��¡�¬¨ ªW¥°��´ ����§ ªW¥}�º���¦��� ��«¬¨¡����������¨¡���¡��¨¡�����¦ªW¥�� ��¥¡������¨�� � �£���������	�º¹
� �I5�5�� k � 8 � � � � ��´ µ�����¥y���£� � ����

� i � ψ(x) =

∑∞
n=1 pn[1 − F ∗n

X (x)] ¯�� � � ���c� x ∈ R+
¹

� ii ����¥� FX(x) � x ∈ R+
����§ ¥¡������� � ����¥¡�¬´ ��� σ.κ.π. ���¡±��¡�]�·���¦������´ ��������� ����±�� Laplace �¡���

ψ(x) � ����¥¡������� ��§��¡��¥ MSN
(−t) = tψ̃(t) + 1 − p0

¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ©W���¡� ψ̃(t) <∞ ¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) �¤��± �����S������� Aº¹ ?º¹/:�¯�� � B := (−∞, x] ∈ B(R) �����¬���°«¬´ �������]±����

FSN
(x) =

∞∑

n=0

pnF
∗n
X (x) � ?º¹ 9 Z �

:;: �



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

¯�� � � ���c� x ∈ R+
¹ < ��±��¡�	� ¯�� � � ���c� x ∈ R+

«¬´ �������]±����

ψ(x) = 1 − FSN
(x)

(6.24)
= 1 −

∞∑

n=0

pnF
∗n
X (x) = 1 −

∞∑

n=0

pn[1 − 1 + F ∗n
X (x)]

= 1 −
∞∑

n=0

pn +
∞∑

n=0

pn[1 − F ∗n
X (x)] =

∞∑

n=0

pn[1 − F ∗n
X (x)]

= p0[1 − F ∗0
X (x)] +

∞∑

n=1

pn[1 − F ∗n
X (x)] =

∞∑

n=1

pn[1 − F ∗n
X (x)].

(ii)
  ����� ¸¡�� � ′ �������c«¬���¦ªW��� FX(x) ��§ ¥¡��������¥¡�¬´ ���b����� R+

���¡±��¡�b����±�¡��¥ � ?º¹ 9 Z � �����¬���y«¦���¦�����
±����Q����� � FSN

(x) �c�v��§ ¥¡���W����¥¡�¬´ ����¯�� �v� ���c� x ∈ R+
�º� ��¨¡�o¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ©W���¡�

ψ̃(t) <∞ «¬´ �������]±����

ψ̃(t) =

∫ ∞

0

e−tx
[
1 − FSN

(x)
]
dx =

∫ ∞

0

e−txdx−

∫ ∞

0

e−txFSN
(x)dx

=
1

t
+

1

t

[[
e−txFSN

(x)

]∞

0

−

∫ ∞

0

e−txF
′

SN
(x)dx

]]
=

1 − p0 −MSN
(−t)

t
.

� ��¨¡�°¸¡��§ � ������±���� ψ̃(t) = [1− p0 −MSN
(−t)]/t ¯�� �}� ���c� t ∈ (0,∞) ©W���¡� ψ̃(t) <∞ �������

������� ������� � � ��§ ¥¡��������¡������µ����¬¥¡��¹
�

�x� �³��� ���c�¦��� ������¹ � ¹ X «¬¥¡� � ��¥ ª ����¨	��¯������¡���°��� �c��¥¡±��¡�������£����¨	��� ψ(x) := P (X > x)��¥¡����� �¡�¦����� ^RQjD-,TS Lundberg ��¥y��������±�¥¡�·��¥y¯�� � � ���c� x ∈ RX = R+
� ��´ µ������

ψ(x) ≤ Ce−κx, � ?º¹ 9 X �
±������ κ ∈ (0,∞) ����� C ∈ (0,∞) � �F^Y�Rpq.&3+n Lundberg ¹  ��§!����«¬��¥��x��¥ ¯�� �����o��¨	��¯������¡��� � ?º¹ 9 X ����� ��¨¡´ ��� κ ∈ (0,∞) ©W���¡� C = E[eκX ] < ∞ �
C �������c�¬¨¡± ���¡±��¡� ��� ��¨	��¯���� �����¡±v��¥¡����� �¡�¦�����Q��¨	��¯���� ^RQjD-,TS Chebyshev ¹ ¶ ������¸¡� �Q�����¨	��¯��������b�¡µ������ Chebyshev ¸¡�¬¥m��§ ¥¡���¡����¨	����� ¸�� ��«¬� ���¬¨�� ��� ©W����� �{��¨¡��¯������¬ªW¥{�¡µ������ Lundberg.

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% k � 8 � 8 � �S´ �¦��� � �£������� ��¨	��¯��������°�¡µ������ Chebyshev ����¨¡���¡��¨¡��µ����¤��� � � ����

(a) �Sµ�����ªW¥¡� �����W��� ���o±����v��¥¡����«¬¨ �c������¥ ���¡��¥ ¢¤��¨¡���¡��¨¡�����OX�¹ 9 ¹ V � ���¡��¥����¬¨�§ ���¬ªW���o������c�¦ªW¨¡����������� �¡��¥ σ ¹ ¸�¹7����� �������c�¬������� ����µ ¯�� � ��� � ¸¡�¬¸¡����«¬¥¡� ´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯���� �v��� �c��¥¡±��¡�����´ ¨¡�¬��������§ ���°��§ ¥¡����§ ���·���]�¡��¥°��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	���}����� �¡��´ ��§ ���·���c¨¡��§ ����������� SN

¹]�S�y�����¡�£�¡��¥
���¬¨�§ ���¬ªW���v�o��¥�� ��±��¡����� Lundberg ¸¡����©W¥¡���Q±���� ψ(x) ≤ e−κx ¯�� �v� ���c� x ∈ R+

� ±������v���
κ ∈ (0,∞) � ����¥¡������� ��§��¡��¥

q−1 = f̃X(−κ) :=

∫ ∞

0

eκxfX(x)dx =

∫ ∞

0

eκxdFX(x) = MX(κ), � ?º¹ 9 ?��
�j�����·������� ������� � � ��§ ¥¡���c� ����¥ �c������� ?º¹/:	� ) ��¸¡������¸¡�£��� κ ��§ ¥¡���c«¬¥¡���y����¥ �¡�¦���¬���¡���������¬¨ ��¨¡������¨�®����¯���� �Â��� ¹���¹ ´c¹ � 9 : � � Chapter 8). � �� ���� ����45� 6��/*�;%&8� ��	����  ����!�"#��	%$ &�'�	���	�� �������&���:�-,

:;:;:



� � � � ����� � � � � � � ��� �
Lundberg

��	�� �/� ���<��� �#�-��, ���-$ '�	%$ C = 1 = E
[
eκSN

] � ?��/����?�;@3��/�"������!�"#�)	<�<���6 Chebyshev ���6A�/�
?<,.���-$ 	���� � �/$ �='�	���	�� Lundberg ¹
(b) � < ��ªW������¥ PN = G(1 − q) = NB(1, 1 − q) �����S�¦����� ¸¡�_������§ ªW�o��� ��� �S�������aAº¹ ?º¹ 9������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±������ ¨�¹ ¯�¹ σ. ����� �¡��´ ��§ ��� ���c¨¡��§ ����������� SN

� ����µ���������� MSN
(t) = mN

(
MX(t)

)

¯�� ��� ���c� z ∈ R ¯�� �����������§ � � � ����������§ �¡�¦�������yµ�����¨ � �]�¡����������±}�¡��¥ � ?º¹ 9 ?���«¬´ ������� MSN
(κ) =

mN

(
q−1
)

= limt→(q−1)+
1−q

1−qt
= ∞ �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����}�� ¹ 9 (vii)). � ��¨¡�°¸¡��§ � �����¤±���� E[eκSN

]
= ∞ �

�º�x�¦������«¬¥ ªW� ��� ��¨	��¯������¡��� (a), ����� ¸�§ ¥¡�¦�����x����±³�¡��¥ ψ(x) ≤ e−κx ¯�� � � ���c� x ∈ R+
�x¸¡�¬¥

��§ ¥¡�����¡µ������ Chebyshev.

(c) �¤��±£��� (a) ����� ��� (b) �����¬���}��¨¡����µ����¡������� ��������«¬¨¡�������y��ªW�]�°� � ����� ����� ���}�¡����µ�����¨ � ����¡���v¨�¹ ¯�¹ σ. ¯�� �_�¡��¥ ��������¥¡�����_�¬ªW¥ ��������� ��©W¥ ���¦¯�� ��©W¥ �¡����� ©W¥ �Â��� ¹,����¥ �c����� � ?º¹ 9 ?�� ) ¸¡�¬¥����¥¡�¦� ��¯��¦�����!��¥¡��¯ ��������� � � �¡��¥·µ�����¨ � ���¡���£¨�¹ ¯�¹ σ. �����!¯�� � ��� �¡��´ ��§ � ���c¨¡��� ����� SN
� ¸¡������¸¡�

¯�� �·�¡��¥ ��������¥¡�����·�¬ªW¥ ����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥ ��� ���°����������� ����� �����}�¦����� ¨¡��§ ����¹ � ��¥ ��§ ���¡¨¡�����
����¥¡�¦����¯ ªQ¯�� � � ��¥ �¬ªW����� ��´ µ����������������¡± ������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����������£����¨¡��� ���¬ª7���������º¹
� �I5�5�� k � 8 � C � ��¥�� FX(x) � x ∈ R+

����§ ¥¡������� �y����¥¡�¬´ ��� σ.κ.π. ���¡±��¡�{¯�� �y���}�¡��´ ��§ � ���c¨¡��� �����
SN
«¬´ �������	

� i ����¥°� ��´ µ������ � ?º¹ 9 X ��� �¡±��¡� ∫∞

0
etxdFSN

(x) <∞ ¯�� � � ���c� t < κ ¹
� ii ����¥ MSN

(t) <∞ ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) � �¡±��¡�¤¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) � ��´ µ����
MX(t) <∞ & 1 ≤MX(t) < z0.

� D-GIP+.;� �YH �
(i) �   ���¬ª ±������ ��¥�� ��±��¡����� � ?º¹ 9 X �b� ��´ µ���� ���¡±��¡��¯�� �£� ���c� t ∈ (0,∞) ©W���¡� t < κ«¬´ �������]±����

ψ̃(−t) =

∫ ∞

0

etxψ(x)dx
(6.25)

≤

∫ ∞

0

etx
(
Ce−κx

)
dx = C

∫ ∞

0

e−(κ−t)xdx <∞.

�b±��¡�	������± �����S������� ?º¹ 9 ¹/: (ii), «¬´ �������]±���� MSN
(t) = tψ̃(−t) + 1 − p0 <∞ ¹

(ii) �Sµ�����ªW¥¡� ������� ±���� ��¥¡����«¬¨ �c������¥v���¡��¥o¢¤��¨¡���¡��¨¡����� ?º¹ 9 ¹ 9 (b) ¯�� � ������� ��¸¡�������¡� t ∈

(0,∞) ©W���¡� MSN
(t) <∞ � ��´ µ�����±���� MSN

(t) = mN

(
MX(t)

) ����� ′ ±������ «¦���¦������±���� ��¨¡«¦����� �����
� MX(t) < ∞ �c������µ ������� ©W�]�c� ������¨¡´ � t0 ∈ (0,∞) ©W���¡� ∞ = MX(t0) ≥ z0

���º�c�¦������«¬¥ ªW�
MSN

(t0) = ∞ � ����� ��±���ªW������§ ¥¡��� ����������¹   ������«¬¥ ªW����� ��´ µ������ ��¥�� ��±��¡����� 1 ≤ MX(t) < z0
¯�� �

� ���c� t ∈ (0,∞) ¹ �

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% k � 8 � [ � �S´ �¦��� � �£���������S������� ?º¹ 9 ¹ A � ����¨¡���¡��¨¡��µ����¤��� � � ����

(a) �b� (i) �����°����¨¡��� ��¥ ª ����������������¸¡����©W¥¡����±������£� ��´ µ����¡���]��¥�� ��±��¡������� � ?º¹ 9 X �{� � ����������§ �¡����¡��¥b� ��´ µ��¡��� E[eκSN

]
<∞ ¯�� ��� ���c� t ∈ (0,∞) ©W���¡� t < κ ��� �����¡�����¤������� ���	����� κ ∈ (0,∞)�����´ «¬�������������� ��¸¡�������¡� t < κ ªW�°��� � ��¥ ©Q�¡�¬¨¡� − ����± �¡��¥ «¬¥¡¥¡��� ����������«¦¯�� ������� ¸¡��¥¡������µ

:;: 9



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

��¨	��¯���������� − �¦��� ����¯��]�������c�¬¨	���Q������� � ����������§ �¡�����¡��¥m¸¡��¥¡���¡±��¡�������¬µ�¨¡�¬�����{��¨¡��¯������¬ªW¥S�¡µ������
Chebyshev.

(b)
  ��§ �������1��������������� ��������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±�������� ��´ µ��}�¡���}��¥�� ��±��¡������� � ?º¹ 9 X �b� � ����������§ �¡�����¡��¥

µ�����¨ � �£�¡���y¨�¹ ¯�¹ σ. �����£�¡��´ ��§ ���·���c¨¡��§ ����������� SN
��������±����c� µ�����¨ � �£�¡���y¨�¹ ¯�¹ σ. ����� SN

���]�¡�
����� ¨	� �¡���y� � ����������§ �¡�����¡��¥°µ�����¨ � � �¡���y¨�¹ ¯�¹ σ. �¡��� X ¹   ������«¬¥ ªW����������µ·�·������¨�� �c�����¡¨�� �£��¹ � ¹
N ������¨¡��§�¥¡�£�c�¦ªW¨¡���c��§�ªW�}�����¡��´ ��§ � ���c¨¡��� ����� �¬ªW¥ � �¦��������� ����«¬¥ ªW¥��b��¹ � ¹ Xn := 1 � n ∈ N∗

� ¸¡������¸¡� N = SN(1, . . . , 1, . . .) �{� � ?º¹ 9 X �{� � ����������§ �¡���º�¡��¥yµ�����¨ � �°�¡����¨�¹ ¯�¹ σ. ����� ¯�� �°�¡��¥ N ¹
�{��� ��������§ � �����¡± �����Q��¨�� ¥ ����¨¡���c«¬���������£���v�c�¦©W¨¡����� ����� � � ����������§ �¡��� ��� ��¨	��¯���� �¬ªW¥

Willmot & Lin (1994) ¯�� � �¡��¥y��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	��� ψ(x) ����¨�§ �¡�������
M := sup{n ∈ N : pn > 0},

�����·¸¡����©W¥¡��������¥°��«¦¯�� ��������¨�� �c��±��¬��� ��¥�� �����y������� �¡�����¦ªW¥��� ����¸¡�¬¥�� �����y��� �c��¥¡±��¡����������������¯�� �
����������§ � ��¨¡������¥ ©W�� ��´ µ����c±���� M ∈ N ¹¤² ����� ����� � �!�/�a^YHI) ��D-, ��Sj��� ^+. ^+3��/5�5�$&)+�M)OD-.&3�� 
DT^��M��.&�M) � �F^Y,K.
�Y�I%L"F����)OP+.&) PYH1i �M)+. ^Y�1��P��/���!,I3+. ^��#"�n � pq�gpq.&�M3+,TQ15�.0Gj^��

M > 1 ¹�b«¦������� ��HI5�.;� �M)+,TS15�. Gj^�� . D-.;�/PY��,-� � k � [ � "��1� � k ����� P+.&) .
�+��3 ^��M) ^Y�1� ��D-G ^YHI)
"���^Y��)+,I5T� ^YHI% ��D-��3�� pq5T�1^+3��/��% ^ � 5 �

N �j����� ���¡��¥ ��¨¡����¯���µ����¬¥¡�7�¬¥¡±��¡�����_�¡��¥ ��§ ´ �����
¸�� ��¸¡��´�� � ��������c«¬������¥¡����§ ¥¡����� P(λ) ������� NB(α, p) ��� Ho��� 	�Q1%e^Y,TS1%rP��/��^YHI3+.;6 ^Y�1�T"��1�I�F^YHI)D-��3+,TQ1��� .&)+Gj^YH1^Y� ¹
JL.
�M3YHI5�� k � 8 � 7 � �   ���¬ª7��� �¡��´ ��§ ����c¨¡��� ����� SN

���������]�������c«¬����������±����
� i ����� ��¨¡´ ��� ϕ ∈ (0, 1) ©W���¡� an+1 ≤ ϕan

¯�� �°� ���c� n ∈ N �

� ii ����� ��¨¡´ ��� κ ∈ (0,∞) ©W���¡� ϕ−1 = f̃X(−κ) :=
∫∞

0
eκxdFX(x) ¹

�b±��¡��¯�� � �¡��¥y��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	���]����� SN
��¯�� �°� ���c� x ∈ R+

� ��´ µ����

ψ(x) ≤
1 − p0

ϕ
e−κx. � ?º¹ 9;V �

� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � � ����¨�§ �¡�������]�¡��¥}��������������§ � {ψk(x)}k∈N
���

ψk(x) :=
k∑

n=0

an

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

¯�� �}� ���c� k ∈ N ������¯�� �}� ���c� x ∈ R+
¹Q�b±��¡�	� �}����±�¸¡��� � ������ �¡������µ����¬¥¡���y�c�y¯�§ ¥¡����� ���������¬ªW¥

����¨¡��� ���¬ª �¡¨�� ©W¥����������¬ªW¥�¹
(a) �x� � � ���c� k ∈ N ������¯�� � � ���c� x ∈ R+

� ��´ µ����

ψ̂k(x) :=

∫ x

0

ψk(x− y)dFX(y) =
k∑

n=0

an

[
F

∗(n+1)
X (x) − F

∗(n+2)
X (x)

]
.

:;:@A



� � � � ����� � � � � � � ��� �
Lundberg

¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� k ∈ N ������¯�� � � ���c� x ∈ R+
�¡�¦��� � �£«¬´ �������	


ψ̂k(x) =

∫ x

0

k∑

n=0

an

[
F ∗n

X (x− y) − F
∗(n+1)
X (x− y)

]
dFX(y)

=

k∑

n=0

an

∫ x

0

[
F ∗n

X (x− y) − F
∗(n+1)
X (x− y)

]
dFX(y)

(6.8)
=

k∑

n=0

an

[
F

∗(n+1)
X (x) − F

∗(n+2)
X (x)

]
.

(b) �x� � � ���c� k ∈ N � ��´ µ�����±���� ψk(x) ≤ a0ϕ
−1e−κx ¯�� � � ���c� x ∈ R+

¹
�¤��±�¸¡��� � � �����¦����¯ ªQ¯��£����� k ∈ N 


• �x� � k = 0 ������¯�� �°� ���c� x ∈ R+
«¬´ �������]±����

ψk(x) = a0

[
1 − FX(x)

]
= a0

∫ ∞

x

dFX(y) ≤ a0e
−κx

∫ ∞

x

eκydFX(y)

≤ a0e
−κx

∫ ∞

0

eκydFX(y)
(ii)
= a0ϕ

−1e−κx,

���¤��� �]¸¡µ��·��¥�� ��±��¡���¡�¬��¥¡� ��¥ � ����µ�¥y�¡��¥}� ��´ µ°������������±£���·±���� ��� eκy ≥ e−κ(x−y) ≥ e0 = 1 ¯�� �� ���c� y ∈ [x,∞) ¹   ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � �����]±�������� (b) � ��´ µ�����¯�� � k = 0 ¹
• �   ���¬ª;±�������� (b) � ��´ µ�����¯�� � � ������� � k ∈ N � �¡±��¡�¤¯�� � � ���c� x ∈ R+

«¬´ �������]±����

ψk+1(x) = a0

[
F ∗0

X (x) − F ∗1
X (x)

]
+

k+1∑

n=1

an

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

= a0

[
1 − FX(x)

]
+

k+1∑

n=1

an

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

(i)

≤ a0

[
1 − FX(x)

]
+ ϕ

k+1∑

n=1

an−1

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

`:=n−1
= a0

[
1 − FX(x)

]
+ ϕ

k∑

`=0

a`

[
F

∗(`+1)
X (x) − F

∗(`+2)
X (x)

]

(a)
= a0

∫ ∞

x

dFX(y) + ϕ

∫ x

0

ψk(x− y)dFX(y)

≤ a0

∫ ∞

x

1dFX(y) + ϕ

∫ x

0

a0ϕ
−1e−κ(x−y)dFX(y)

≤ a0

∫ ∞

x

e−κ(x−y)dFX(y) + a0

∫ x

0

e−κ(x−y)dFX(y)

= a0e
−κx

∫ ∞

0

eκydFX(y)
(ii)
= a0ϕ

−1e−κx,

�����¡��¥y��¨¡���¡�¦���¬������§ � �������¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡�����£¥¡� � ��´ µ�����¥}��±�¯ ª;�¡��������±��c�¬�������¡�����¦���¡®
¯ ªQ¯����]�����������£±�������� eκy ≥ 1 ¯�� � � ���c� y ∈ [x,∞) ����¥ ��§ ������� ´ �º¹

:;: Z



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

� ��¨¡�¸¡��§ � �����b���}���������¡���¤�¦����¯ ªQ¯�������� �����������������������¨ ©W¥¡���º�¡��¥]����±�¸¡��� � �}�¡�����¦����¯ ªQ¯������
������¸¡��� ��¥¡µ���¥ �����y«¦�¡��� ��� (b).

(c) �x� � � ���c� x ∈ R+
� ��´ µ�����±���� limk→∞ ψk(x) = ψ(x) ¹¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� x ∈ R+

«¬´ �������]±����

lim
k→∞

ψk(x) =

∞∑

n=0

an

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

= a0

[
F ∗0

X (x) − F ∗1
X (x)

]
+

∞∑

n=1

an

[
F ∗n

X (x) − F
∗(n+1)
X (x)

]

= a0

[
1 − FX(x)

]
+

∞∑

n=1

an

[[
1 − F

∗(n+1)
X (x)

]
−
[
1 − F ∗n

X (x)
]]
.

�]«¦����¥ ��������±���ªW���]�����7��¨ ©Q��� ���c¨¡��� ����� �����_¸¡� � � ��µ7��«¦������� �¡��� ����¨¡��� ��¥ ª�� ��±��¡�������v±������
` := n + 1 � �¡±��¡��«¬´ �������	


lim
k→∞

ψk(x) = a0

[
1 − FX(x)

]
+

∞∑

`=2

a`−1

[
1 − F ∗`

X (x)
]
−

∞∑

n=1

an

[
1 − F ∗n

X (x)
]

=

∞∑

n=1

(an−1 − an)
[
1 − F ∗n

X (x)
]

=

∞∑

n=1

pn

[
1 − F ∗n

X (x)
]

= ψ(x),

���S�¡��¥¤��¨¡���¡�¦���¬������§ ���������¡��¥¤�¡�¦���¬������§ �y� ��±��¡�����y¥¡�}�������¡�¦����µ�¥������¬���y����¥¡«¦����� ���¡���b����±��c�¬�����
� i �{����������� �S�������������M?º¹ 9 ¹/: (i), ��¥ ��§ ������� ´ �º¹ � ��¨¡� ��¸¡��§ � �����¤��� (c).�¤��± ��� (b), ±���ªW���{¯�� �v� ���c� x ∈ R+

«¦���¦�����W±���� limk→∞ ψk(x) ≤ a0ϕ
−1e−κx �{�º� ��¨¡�

������� ��¥¡��¥ ����������± ���}��� (c), �����¬���}«¬´ �������b����� ±���� ψ(x) ≤ a0ϕ
−1e−κx ¯�� �}� ���c� x ∈ R+

¹ � ���
�¦����� ¸¡�°�c�¦ªW¨¡�����������¡��¥ {pn}n∈N

ªW����� �°��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡����������«¬´ �������]±����

a0 :=
∞∑

k=1

pk =
∞∑

k=0

pk − p0 = 1 − p0
� ?º¹ 9 B��

�º���¦������«¬¥ ªW�y����± �¡��¥y�¡�¦���¬������§ �°��¥�� ��±��¡����� «¦���¦����� �����¬�������¡������µ����¬¥¡��¹
�

fg��3+��^Y�I3YHI��H k � 8 � k � �¤��±°�¡��¥¤����¨¡��� ��¥ ª ����±�¸¡��� � ��¬µ��������y¯�§ ¥¡�¦�����º��¥ ��� �������¡±}��ªW����¥����������
�������¡«¦���¬�����m�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994) ���¬¨�� ������� ��¥¡��������� �W�������c«¬����� �W�����������¡�¡��¥S� ��´ µ��¡��� � ii ������ �]�¦ªW¨¡����������� ?º¹ 9 ¹�X ���c�]������¨¡��µ����S¥¡��������¸¡��� ´º�¡��§����������{��§ �]��� ¯�±��¡�¬¨¡�°� ��´ ��¨¡������±��c�¬��� ���¡��¥
(ii∗) ϕ−1 ≥ f̃X(−κ) :=

∫∞

0
eκxdFX(x) ���¡��¥S������§ �¤��������� � ��¯�������� �jªW� � ?º¹ A � � ) ���¡��¥{����±�¸¡��� � ������o� ¸�§ ���v�������¡�¦��«¬����������� �����o¸¡±��c�����£����±o����¥ Gerber (1994), ������µ � (ii∗) ��¨ ����§ ¯�� �³�¡��¥����±�¸¡��� � � ������������������ (b), �����£������� ������� � � «¦���¦�������¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� �]�¦ªW¨¡�����������M?º¹ 9 ¹�X�¹

�{��������«¬��ªW���¦��±����¬¥¡�·��������� � �c� ¸¡��§ � ��������±�����±�����¥°�£��¥�� ��±��¡����� � ?º¹ 9 X �b� ����¥¡������� ��§ �����c¯�� �
�����¡��´ ��§ � ���c¨¡��� ����� SN

�1������� �������¡±�´ ¨¡��¥¡��� ����¥¡������� ��µ�¥ �����!���������1�������c«¬����� �}����� �]�¦ªW¨¡�����¡®
������?º¹ 9 ¹�X ���¡±��¡� z0 ≥ ϕ−1 > 1 �º�¬¥ © ��� ¸�� � �¯�� � ϕ−1 = z0

����� �S������� ?º¹ 9 ¹ A}��§ ¥¡���º���}�¬����¨¡��±���� ���
:;: X



� � � � ����� � � � � � � ��� �
Lundberg

�º��«¦�¡�������£��¨	��¯�����¡��� � ?º¹ 9 X � ��§ ¥¡��� � 3��#	%$ ��	���¹ � ^Y, .
�Y�I%4"��1���!�/�O^Y, SjD-G�iT,-�#D-,o^Y,TS D-��3+G 
) ^Y,I%M"�. �!��iT�16�,TS � 5�. ^Y,1)eGI3+,��RhI$ i�^����F^Y,��epq�r.&)+)+,I,TQ15�.�^Y,��!3+n���5�� ^RQjD-,TS
LundbergD-,TSg��) ^����F^Y,-�
	F.;6-�F^Y, 5�. ����i1Qj^+.&3+,oPRS1)+��^+G

κ ∈ (0,∞)
�!�/�]^Y, ,1D-,-6�, .
�+��� �!��iI6��+. ^Y�1�1H

PRS1)+��^+Gj^YH1^Y�`.bQ13+.&��HI% �!3+����5�n�^Y�M)r^RQjD-,TS
Chebyshev ¹W¢¤¨¡������¥ ©W����������«¦����� �������¨	��¯������§ ¥¡���1�¦����§ ¥¡�³������ªW���¨¡��� �¡��¥ ��� �c��¥¡±��¡�������¬��� ��¥�� �����°���¦¯ ��������µ ������� ����¥¡����� ��©W¥ ����� �¡����� © ®

���¦ªW¥³��¥¡����«¬¨¡�¦�����W����� ´ ��� ¨¡±��¡�¬¨¡� ¸¡��¥¡���¡± ���¬¥	��¨�� � ¯�� �v�¡��¥³����������� ����� ���v�¦����� ¨¡��§ �º¹ �ED�6���HI% �
Gj^Y��) pq� ��)+���!.&3+GI5����F^+. �F^Y,�� �!3+n���5�� ^YHI% � k � 8 7

)
� pq� .&)+)+,I,TQ15�. ^Y, ��) ^�6��F^Y,-�
	F,

�!3+n���5��o�!�/� ^Y,
SN
¹

� �I5�5�� k � 8 � U � ��¥°� ��´ µ������ ����±��c�¬��� � i �{����� �]�¦ªW¨¡�����������M?º¹ 9 ¹�X ���¡±��¡�	

� i � z0 ≥ ϕ−1 > 1 ¹
� ii � � ¸�� ��� �¡«¬¨ ªW������¥ ϕ−1 = z0 > 1 �������¦��§ ����«¬��¥m� ��´ µ����¡������±��c�¬��� � ii �c����� �]�¦ªW¨¡����������� ?º¹ 9 ¹�X ����·��¨	��¯����°�¡��� � ?º¹ 9 X �S��§ ¥¡���º��«¦����� ������¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) > ���������¡���y����±��c�¬������� i �m�������]�¦ªW¨¡������������?º¹ 9 ¹�X£�¬µ��������·������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����c�¦���¡®¯ ªQ¯�� � � ±���� an ≤ a0ϕ

n ¯�� �°� ���c� n ∈ N ¹Q�b±��¡�	������± �¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡����� «¬´ ��������±����

A(z) :=
∞∑

n=0

anz
n ≤

∞∑

n=0

(a0ϕ
n)zn = a0

∞∑

n=0

(ϕz)n,

�º� ��¨¡�}�}��µ�¯ ����� ���}�¡���b¯��¦ªW���¦�¡¨�� ����������� ¨	���������¸¡� � � ��µ��«¦���������¡����� ��±��¡�������¤� � ����������§ �¡�����¡��¥
��µ�¯ ����� �����¡��� A(z) ¹   ������«¬¥ ªW���º¯�� �y¥¡�y� � ����������§ ���������S±������ A(z) ����¯ ����§ ¥¡��� ����¨ ����§�¥¡�}� ��´ µ����±���� |ϕz| < 1 ��¸¡������¸¡� ±���� |z| < ϕ−1 ��������µ ϕ ∈ (0, 1) ¹�� < ��ªW����� � ′ �������c«¬���¦ªW��� � A(z) «¬´ ���������§ ¥¡�v��µ�¯ ����� ��������� ��¨¡±��¡�¬¨¡�v����� z0 ∈ (0,∞) �º����¨¡� �Â��� ¹_��¹ ´c¹ �#: � � �S¢¤¨¡±�������� W ¹ ?º¹ ?��y�c�����¯ ����§ ¥¡��� � ������� ±�����¨¡�����m¯�� �°� ���c� r ∈ (0, z0)

¹   ������«¬¥ ªW�����¡�¦��� � � ��¨¡«¦����� z0 ≥ ϕ−1 > 1 ¹
(ii) � ¸�� ��� �¡«¬¨ ªW��� ��¥ ϕ−1 = z0

�!�¡±��¡�±���ªW� ¸¡��§ � �����°������������� (a) �¡��� ����±�¸¡��� � ���°����� �]�¦ªW¨¡�¡®��������� X�¹ Aº¹ A·�·¨�¹ ¯�¹ σ. MX(t) ��§ ¥¡���c��µ � ������� ªW�}��¨¡��� t ���¬¥ © ������§ ªW���!������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����1±����c���������¹ ¯�¹ σ. mN (z) ��§ ¥¡���x��µ � ��������ªW� ��¨¡��� z ����� ′ ±������ � ��µ�����ªW¥¡� ������³±����³��¥¡����«¬¨ �c������¥ ���¡��¥¢¤��¨¡���¡��¨¡����� ?º¹ 9 ¹ 9 (b)) �¦��§ �����y«¦���¦������±������ MSN
(t) = mN

(
MX(t)

) ��§ ¥¡������µ � �������°ªW����¨¡��� tªW����µ�¥ �c�¬���°��� � ������©W¥y����¥¡��¨ �¡�����¦ªW¥�¹
  ��§ ������������±]�¡��¥m����±��c�¬��� � ii �!����� �]�¦ªW¨¡����������� ?º¹ 9 ¹�X ����� ��¨¡´ ��� κ ∈ (0,∞) ©W���¡� MX(κ) =

ϕ−1 = z0
¹   ��§�����«¬��¥����¦����� ¸¡� � MX(t) ��§ ¥¡������µ � �������°ªW�]��¨¡��� t ���¡±��¡�¤¯�� �£������� ��¸¡�������¡� κ∗ ∈

(κ,∞) «¬´ �������±���� MX(κ∗) ≥ MX(κ) = z0
�x��� ′ ±�������������� ��¥¡��¥ �����°�¦��§ ����� ����± ����±����1�����!�

mN (z) ��§ ¥¡������µ � ��������ªW�m��¨¡��� z �º«¦���¦������±���� mN

(
MX(κ∗)

)
≥ mN(z0).

� < ��ªW���º� � ′ �������c«¬���¦ªW���
�£������§ ¥¡� ��µ�¯ ����� �����]�¡��� mN (z) ��§ ¥¡������� ��¨¡±��¡�¬¨¡�£����� z0

������±��¡������± �¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��¥�� ��±��¡�����
�¡�¦��� � �£«¦���¦������±���� MSN

(κ∗) = mN

(
MX(κ∗)

)
= ∞.
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� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

�S��¥¡�¦��©W��������±���� �S�������r?º¹ 9 ¹ A (i) «¦���¦�����c±�����¯�� � � ���c� κ∗ ∈ (κ,∞) ¸¡�¬¥ ������¨¡��§c¥¡� ��¨¡� �c��§¯�� �£�¡��¥��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	��� ψ(x) ��¨	��¯���� �¡���y����¨¡������ ?º¹ 9 X �S©W���¡����� C = E
[
eκ∗SN

] ���º� ��¨¡�
¸¡��§ � ����������¡������µ����¬¥¡��¹

�

�S�]� ���c�����¬¨�§ ���¬ªW��� ��� ��¥ �¬ªW�����£�������c�¬¨	� Lundberg C, ����� ��¥ ��� ������� ´ ��§c�����·��¨	��¯���� �¬ªW¥
Willmot & Lin (1994), � ����¥¡������� ��§��¡��¥���¥�� ��±��¡����� C < E

[
eκSN

] ����������¥¡�¦��©W�m������� ��¥¡�¦�����:"#$.�
�$ �A��&������	<6���"�3��-� "#����� ; � � ���#	%, 4 ��� � 	���6 ������!�"#��	���� 	<�<���6 Chebyshev ¹°�b�³¯��¦¯���¥¡±�� �����¡±��������¸¡��� ��¥¡µ��¦����������� ����¨¡��� ���¬ª ���������º¹
fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% k � 8 ��� � �S´ �¦��� � �o���°��� ��¨	��¯����³�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994), ����¨¡���¡��¨¡��µ��������±���� ��� � � ����

(a) �b�v��¨	��¯���� �¡��� � ?º¹ 9;V ����§ ¥¡���x��� ��¨¡±��¡�¬¨¡�v�����³��¥ ��§ ������� ´ ���o��¨	��¯����������£�¡µ������ Chebyshev
�j�����£¢¤��¨�§ �����������*?º¹/:�¹ 9 (i)).¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡�£¯�� �£������¨	��¯����°�¡����� ?º¹ 9;V �b� ����¥¡������� ��§ �������£����±��c�¬��� � ii �S�������]�¦ªW¨¡�����¡®�����*?º¹ 9 ¹�X°«¬´ �������]±����

MSN
(κ) = mN

(
MX(κ)

)
= mN(ϕ−1) =

∞∑

n=0

ϕ−npn = p0 +

∞∑

n=1

ϕ−npn

p0∈[0,1]

≥

∞∑

n=1

ϕ−npn

ϕ∈(0,1)
>

∞∑

n=1

ϕ−1pn

(6.28)
= ϕ−1(1 − p0),

��¨¡��¸¡��§ � �����°±���� ϕ−1(1 − p0) < MSN
(κ) := E

[
eκSN

] �!� �����1�����³������� ������� � ��������¸¡��� ��¥¡µ����!���
�¡������µ����¬¥¡��¹
(b) �{��� (i) ����� �S�������������L?º¹ 9 ¹ V ¸¡��§ � ������±���� ¸¡���c��§ �������¡�����������c«¬���¦ªW� � i ������ �]�¦ªW¨¡�����¡®�����O?º¹ 9 ¹�X � ��´ µ���� z0 ≥ ϕ−1 > 1 ¹ � �����¬��� ����¥¡«¦����� � �¡��� ��¥�� ��±��¡������� �����¡���³��§ ¥¡���S±����m��¥ �
����� ¥¡� ������§ ¥¡� ��µ�¯ ����� �������¬ªW¥ mN (z) ����� A(z) ��§ ¥¡��� § ���v��� z0 = 1 �{�¡±��¡�·¸¡�¬¥ ��� ��¨¡´ ���Q���¡®¥¡«¬¥¡� ϕ ∈ (0, 1) ������¥¡��� ����¥¡������� ��§1�¡��¥£����±��c�¬��� � i ������� �]�¦ªW¨¡�����������e?º¹ 9 ¹�X �����c�������¡±�´ ¨¡��¥¡�¥¡�³� � ����������§ �¡���1�¡��¥���µ�¯ ����� ��� �¡��� A(z) ¹��¤��±o�¡��¥�������������¬��¨	� � ��� (ii) �����³�¬¥���±�¯ ª ������®�����������Q��¥¡����«¬¨¡�¦����� ���¡��¥·���¬¨�§ ���¬ªW��� ±������o� ����±��c�¬��� � i ������� �]�¦ªW¨¡�����������4?º¹ 9 ¹�X � ��´ µ����x¯�� �
ϕ ∈ (0, 1) �W��� ������§ � � ����¥¡������� ��§ �¡��¥³����±��c�¬��� � ii ������ � ¸�§ ���v�c�¦ªW¨¡������������� �����Q�������¡±�´ ¨¡��¥¡�� ��´ µ�����±���� ϕ−1 = z0 > 1 ¹

� ��� � ( � � % ��� � � � ) ��� � � 
 � � � ��� 2 ������� ����
��
Martin-

gales

�{�¡��¥°����¨¡��µ����·�¬¥¡±��¡����� ������¸¡��� ��¥¡µ��¦�������¦�³¥¡«¬��� ��� �������¡«¦���¬�����£�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994),����� ������§ � «¦¯�� ¥¡� �¦���¡�¦������«¬¥¡�o��¥¡������¨	�o���¡��¥���¨¡����¯���µ����¬¥¡�v�¬¥¡±��¡����� �W��«¬��ªÄ��� ��� martingale ®
:;: V



� ��� � �	��� � ����� � � �� � � � ��� 	�� � � � � ��� � � ��� �
Martingales

��� �c±�¸¡���º¹ � ����±�¸¡��� � � �����¡� ������§ ���¦�����S������¥ Gerber (1994), �_������§ ���v«¦�¡���{��� ��¥ �¡���������¡®��� ������� � � ����� ��¥ ��§ ������� ´ �_�¬¨ ©Q�¡�����v����� ����� ��§ ´ ���c«¬����� � � ���c��¯����¡��� Bühlmann ����� 9 B���S��¥¡«¬¸¡¨�� �£��¥¡������¯�� ����� ����� �   ¨¡�¬��¥¡���¤�¡�����   ¥ ªW�����¤��¥¡������¯�� ��� ©W¥�� �����£������§ � ��§ ´ �¤����¨¡������� �����¡��§
�����1��� �������¡«¦���¬�����·�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994).

� ��¥¡������¨	�������¡������������������§x����¨�� ��©W� �����
¥¡���������¸¡��§ � �����¡��¥�´ ¨¡����� ��±��¡������¬ªW¥ martingales ���¡��¥]��¨¡����� ���c��� � � � ����� ����� �����¤��¨¡��¯������¬ªW¥¯�� � �¡��¥y��� �c��¥¡±��¡����� ����¨	�����¬¥¡±��]�¡��´ ��§ ���£���c¨¡��§ ������������¹

� ^YHI) D-��3+,TQ1��� .&)+Gj^YH1^Y� SjD-,jpq$ ^Y,TS15�. Gj^�� SjD-n�3 	F.;�
ϕ ∈ (0, 1)

�M�F^+. �!�/� "�nRpq.
k ∈ N

)+�a��� 	�Q1.;�FH
P (N > k|N ≥ k) ≤ ϕ, � ?º¹ 9&W �

"��Rp �M%0"��1��Gj^���SjD-n�3 	F.;�
r ∈ (0,∞)

�M�F^+.

ϕ

∫
erXdP ≤ 1. � ?º¹ A � �

�¤��± ��� �¤����¨¡��� ��¥ ª �������c«¬����� ��� �}��¨ ©Q�¡�°��§ ¥¡���º������� ������� � � � ����¸¡µ�¥¡�����}�¡���¤����±��c�¬����� (i), �¬¥ © �¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� ��§ ¥¡������� �c�¬¥¡«¬���¡�¬¨¡��¡��� (ii) ����� �]�¦ªW¨¡�����������M?º¹ 9 ¹�X�¹ce$ iT,I% � ��HI5�.;� �M)+,TS15�.LGj^��!�F^Y, .
�Y�I%`Gj^Y��)g��3+n��!,TS15�.
{Σk}k∈N∗

pq�a.&)+)+,I,TQ15�.(^YHI)
���������	�
������������
��� �!�/�`^YHI) σ � P � 5�. ��$ pq,TS1%0��D-�16 ^YHI��HI% {Xk}k∈N∗

� .&)�� pq$ ^Y,TS15�.
Σ0 :=

{∅,Ω} ¹�{�¡�¤����¥¡«¬´ ��� ������¨¡���c«¦���������Q���]��¨ ©Q���]�������¡«¦���¬�����b�������c�¤����� ����¥¡��§�´ ¨¡����� �������¡��¥S�¬µ�¨¡�¬���
����� ��¨	��¯���������� �¬ªW¥ Willmot & Lin (1994) ����¡� ´ ¨¡����� martingales, ����±³�¡��¥·����¨¡�������������¨¡��� ���¬ª ����������������¹
� �I5�5�� k � C � � � �   ���¬ª {Zk}k∈N∗

� ��������������§ � �¬ªW¥}��¹ � ¹

Zk :=

{
erXk ��¥ N ≥ k

0 ��¥ N < k
, � ?º¹ A+:	�

�¡±��¡�	

� i � Zk ∈ L1(P ) ¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ¹
� ii � �x� �°� ���c� k ∈ N∗ � ��´ µ���� E[Zk+1|{N ≥ k}] ≤ 1 ¹
� iii � �x� �°� ���c� k ∈ N � ��´ µ���� E[Zk+1|Σk] ≤ 1 P |Σk − σ.β. ¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i)
  ����� ¸¡�_��� Zk

� k ∈ N∗ �·��§ ¥¡���m��� ��¨¡¥¡����� ��«¬� ��¹ � ¹ �¤��¨ ����§m¥¡� ¸¡��§ � ������� ±����
EZk <∞ ¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ¹ � < ��ªW��� ¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ��«¬´ �������

EZk =

∫

{N≥k}

ZkdP +

∫

{N<k}

ZkdP
(6.31)
=

∫

{N≥k}

erXkdP ≤

∫
erXkdP

=

∫
erXdP

(6.30)

≤ ϕ−1 <∞.
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(ii) ��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����c����±��¡��¥ � ?º¹ 9&W �b«¬´ ��������±����c��� ��¨¡´ ��� ϕ ∈ (0, 1) ©W���¡�]¯�� � � ���c�
k ∈ N∗ �����x¯�� �³� ���c� x, r ∈ (0,∞) ¥¡� � ��´ µ���� � ��¥�� ��±��¡����� erxP (N > k|N ≥ k) ≤ ϕerx �
��� ′ ±������ �¦��§ �����]«¬´ �������]±����

∫ ∞

0

erxP (N > k|N ≥ k)dFX(x) ≤

∫ ∞

0

ϕerxdFX(x) = ϕ

∫ ∞

0

erxdFX(x)

�º� ��¨¡�³��µ�����ªW¥¡� ��� �¡��¥ � ?º¹ A � �]�����x����������¥¡����«¬¥¡���£����± ��� �¡���£� � ′ �������c«¬���¦ªW� � ����¥¡����§ ��� �¬ªW¥
��¹ � ¹ Xk

� k ∈ N∗ ����«¬´ �������]±����

1 ≥ ϕ

∫ ∞

0

erxdFX(x) ≥ P (N > k|N ≥ k)

∫ ∞

0

erxdFX(x)

= E
[
χ{N>k}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]
,

���b�¡��¥]�¡�¦���¬������§ �� ��±��¡�����¥¡��������¡�¦����§ �����¬���}����¥¡«¦����� �}�¡���¤¢¤¨¡±���������� 9 ¹/:�¹ 9 (iii). ¶ ������¸¡�y¯�� �� ���c� k ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� x, r ∈ (0,∞) ¸¡��§ � �����]±����
E
[
χ{N>k}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]
≤ 1. � ?º¹ A 9 �

  ��§ �������c��µ�����ªW¥¡�£���]�¡��¥¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ 9 (i) ¯�� �£� ���c� k ∈ N∗ ������¯�� �£� ���c� x, r ∈ (0,∞)«¬´ �������]±����
E
[
erXk+1χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

]
=

1

P (N ≥ k)

∫
erXk+1χ{N≥k+1}dP

=
1

P (N ≥ k)
E
[
erXk+1χ{N≥k+1}

]

=
1

P (N ≥ k)
E
[
χ{N≥k+1}

]
E
[
erXk+1

]

= E
[
χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]
,

�����¡��¥v�¡¨�§ �¡� � ��±��¡����� ¥¡� �������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � ����� ±����S��� N ����� Xk
� k ∈ N∗ � ��§ ¥¡���

��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¹ � ¹ ��±���ªW���������c«¬������������± �¡��¥}��¨¡´ �°����� ����¨¡±�¥ �����]���¬��������§ ���º¹
� ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����

E
[
erXk+1χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

]
= E

[
χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]
,

����±��¡�]����± �¡��¥� ?º¹ A 9 �{������¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ����� r ∈ (0,∞) «¬´ �������
1 ≥ E

[
χ{N>k}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]
= E

[
χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

]
E
[
erXk+1

]

= E
[
erXk+1χ{N≥k+1}|{N ≥ k}

] (6.31)
= E

[
Zk+1|{N ≥ k}

]
.

(iii) �¤��± ��� (ii) �����W��µ�����ªW¥¡�o���·�¡��¥³¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ 9 (i), ¯�� �v� ���c� k ∈ N∗ �����Q¯�� �v� ���c�
A ∈ Σk

«¬´ ��������±����
1 ≥

∫
Zk+1dP{N≥k} =

1

P (N ≥ k)

∫
Zk+1dP ≥

∫
Zk+1dP ≥

∫

A

Zk+1dP.

:;: W



� ��� � �	��� � ����� � � �� � � � ��� 	�� � � � � ��� � � ��� �
Martingales

  ��§ �����¤¯�� � k = 0 «¦���¦�����º±����º¯�� �}� ���c� A ∈ Σ0 := {∅,Ω} � ��´ µ���� ∫
A
Zk+1dP =

∫
A
Z1dP ≤ 1 ¹

� ��¨¡��¯�� � � ���c� k ∈ N «¬´ ������� 1 ≥
∫

A
Zk+1dP =

∫
A
E[Zk+1|Σk]dP

¯�� ��� ���c� A ∈ Σk
�x�����

������¸¡��� ��¥¡µ�������� (iii). �

  � � ��¯��������]�¦��§ �����]�¡��¥}��������������§ � {Sk}k∈N∗
�¬ªW¥}��¹ � ¹

Sk :=

{ ∑k
j=1Xj

��¥ k ∈ N∗

0 ��¥ k = 0

� ?º¹ A;A��

����������¨¡���c«¦���������{���¸¡�¬µ��¡�¬¨¡��������¡«¦���¬�����]�����]�c�������b����¥¡��§�´ ¨¡����� ���}¯�� ������¥�����������¯�� ����±°�����
�¡������µ����¬¥¡���£��¨	��¯�����������¹
� �I5�5�� k � C � 8 � �   ���¬ª {Yk}k∈N∗

� ��������������§ � �¬ªW¥}��¹ � ¹

Yk :=

{
erSk ��¥ N ≥ k

0 ��¥ N < k
, � ?º¹ A&Z �

�¡±��¡�	

� i � �x� �°� ���c� k ∈ N∗ � ��´ µ���� Yk = ZkYk−1

¹
� ii � � {Yk}k∈N∗

��§ ¥¡����«¬¥¡�£�����¬¨�® martingale ªW�]��¨¡���]�¡� ¸�� µ���� ��� {Σk}k∈N∗
¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) �x� � � ���c� k ∈ N∗ «¬´ �������]±���� Sk :=

∑k
j=1Xj =

(∑k−1
j=1 Xj

)
+Xk = Sk−1 +

Xk
��±������ S0 := 0 ¹ < ��±��¡�	��¯�� �£� ���c� k ∈ N∗ ������¯�� �£� ���c� ω ∈ Ω ©W���¡� N(ω) ≥ k > k − 1 �«¬´ ������� ±���� Yk(ω) := erSk(ω) = er(Sk−1+Xk)(ω) = erSk−1(ω)erXk(ω) = Yk−1(ω)Zk(ω) �x�¬¥ © ¯�� �� ���c� ω ∈ Ω ©W���¡� N(ω) < k �W«¬´ ������� ±���� Yk(ω) := 0 = Yk−1(ω) · 0 = Yk−1(ω)Zk(ω) �º��¦������«¬¥ ªW���¦����� ¸¡� ��� �¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {N ≥ k} ����� {N < k} ��¨¡������¥ ©W���������¡�¦����µ�¥}��� �£¸�� ����«¬¨�� �������� Ω ���¡�¦��� � �¤«¦���¦������±���� Yk(ω) = Yk−1(ω)Zk(ω) ¯�� ��� ���c� ω ∈ Ω ����� k ∈ N∗ ��������¸¡��� ��¥¡µ���¥ �����

«¦�¡��� ��� (i).

(ii) ��¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����S����±_����¥ ��¨�� ����± �¬ªW¥o��¹ � ¹ Yk
� k ∈ N∗ �������¬��� «¬´ �������³±����

¯�� �v� ���c� k ∈ N∗ �v��¹ � ¹ Yk
��§ ¥¡��� σ(Sk)

® ���¦�¡¨¡����� ���º¹ � ���W�¦����� ¸¡� ����± ��� � Z � �{¢¤��¨¡���¡��¨¡�����
:@Aº¹/: � �W¯�� �o� ���c� k ∈ N∗ «¬´ ������� σ(Sk) = σ(X1 + · · · + Xk) ⊆ σ({X1, . . . , Xk}) =: Σk

�
�¡±��¡�£¯�� �o� ���c� k ∈ N∗ � ��¹ � ¹ Yk

��§ ¥¡��� Σk
® ���¦�¡¨¡����� ��� �º����¨¡�o¸¡��§ � ����� ±����Q� {Yk}k∈N∗

��§ ¥¡���
{Σk}k∈N∗

® ��¨¡������¨¡��������«¬¥¡�º¹
  ������«¬¥ ªW������¨ ����§�¥¡�£¸¡��§ � �����������°����¨¡��� ���¬ª7¸¡µ�� �����������º¹

(a) �x� � � ���c� k ∈ N∗ � ��´ µ���� Yk ∈ L1(P ) ¹
¢¤¨	��¯�������� �¤�¦����� ¸¡� � � ′ ��¨�� ������µ_��� {Yk}k∈N∗

��§ ¥¡��� �c�¦��� ��«¬� ��¹ � ¹ ����¨ ����§m¥¡� ¸¡��§ � ������� ±����S�
EYk <∞ ¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ¹ � ����±�¸¡��� � �°�c�°¯�§ ¥¡��������������¯ ªQ¯��£��������������¹

: 9 �



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

�¤��±·�¡��¥}��¥�� ��±��¡����� � ?º¹ A � ��� �¡��¥°� ��´ µ �¡����������§ ���y«¬´ �������]�������c«¬����� ��«¬´ �������]±�������� ��¨¡´ ����¥
ϕ ∈ (0, 1) ����� r ∈ (0,∞) ©W���¡� ∫ erXdP ≤ ϕ−1 � ��¨¡��¯�� ��� ���c� k ∈ N∗ �¦��§ ����� «¬´ �������°±����
(∫

erXdP
)k

≤ ϕ−k ¹
�   ���¬ª ��� ©W¨¡� ��±�������� ��¨¡´ ��� k0 ∈ N∗ ©W���¡� EYk0 = ∞ ¹Q�b±��¡�	��«¬´ �������]±����

∞ =

∫

{N≥k0}

Yk0dP +

∫

{N<k0}

Yk0dP
(6.34)
=

∫

{N≥k0}

erSk0dP

(6.33)
=

∫

{N≥k0}

er
∑k0

j=1 XjdP =

∫

{N≥k0}

( k0∏

j=1

erXj

)
dP

=

k0∏

j=1

∫

{N≥k0}

erXjdP =

(∫

{N≥k0}

erXdP

)k0

≤

(∫
erXdP

)k0

,

��� �¡��¥v�¡�¦���¬������§ � �����{�¡��¥v��¨¡���¡�¦���¬������§ �_� ��±��¡����� ¥¡� � ��´ µ�����¥v��±�¯ ª,�¡��� ��¥¡� � ��¨ �¡����§ ��� �����
� ����¥¡����§ ��������¥ ��§ ������� ´ � �m�¬ªW¥o��¹ � ¹ Xk

� k ∈ N∗ ���m����� «¬´ ������� �������c«¬����� ����± �¡��¥o��¨¡´ � �¡���
����¨¡��µ������]�¬¥¡±��¡��������¹

� ��¨¡��¸¡��§ � �����Q±����¡��� ��¨¡´ ����¥ r ∈ (0,∞) ����� k0 ∈ N∗ ©W���¡� ∞ ≤
(∫

erXdP
)k0

∈ (0, ϕ−k0) ⊆

(0,∞) �������·��§ ¥¡��� ����������¹   ������«¬¥ ªW���c��¨¡«¦������¯�� � � ���c� k ∈ N∗ ¥¡�·� ��´ µ����c±���� EYk < ∞ ��� �����
�����£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (a).

(b) �x� � � ���c� k ∈ N∗ � ��´ µ���� E[Yk+1|Σk] ≤ Yk P |Σk − σ.β. ¹
¢¤¨	��¯�������� ������± ��� (i) ������¯�� � � ���c� k ∈ N «¬´ ��������±����

E[Yk+1|Σk] = E[Zk+1Yk|Σk] = YkE[Zk+1|Σk] ≤ Yk · 1 = Yk P |Σk − σ.β.,

���m�¡��¥]¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�}� ��±��¡�����}¥¡�}�������¡�¦����§ �����¬���y����¥¡«¦����� �y�¡����¢¤¨¡±���������� 9 ¹/:�¹ B (iii), ����������¥¡����«¬¥¡�������± ���v�����Q����� ±����Q¯�� �v� ���c� k ∈ N∗ ���W��¹ � ¹ Zk, Yk ∈ L1(P ) �Â��� ¹ �S������� ?º¹ Aº¹/:������ (a),��¥ ��§ ������� ´ �������������¡��¥}��¥�� ��±��¡�����£¥¡�£� ��´ µ�������±�¯ ª7����� �S�������������M?º¹ Aº¹/: (iii).
� ��¨¡��¸¡��§ � �����y��������� (b), ������������¨ ©W¥¡��¥ �����°«¦�¡�����¡±������¡��¥ ����±�¸¡��� � ������� (ii) ±����������c���������¨¡±�¥ ����������������������¹

�

�b«¦�������������£����¨¡��� ���¬ª �c�¦©W¨¡�����°¸�§ ¥¡����������� ��µ�¨�� ���������¡«¦���¬������¡��������¨¡��µ��������¬¥¡±��¡��������¹
JL.
�M3YHI5�� k � C � C � �   ���¬ª ±����!��� ��¨¡´ ��� ϕ ∈ (0, 1) ©W���¡�y¯�� ��� ���c� k ∈ N ¥¡� � ��´ µ����!� � ?º¹ 9&W ���������©W�¤����� ±���� ��� ��¨¡´ ��� r ∈ (0,∞) ©W���¡��¥¡�°� ��´ µ���� � � ?º¹ A � �¦¹��b±��¡�b¯�� ��¡��¥]��� �c��¥¡±��¡�����°����¨	�������� �¡��´ ��§ ���£���c¨¡��§ ����������� SN

������¯�� � � ���c� x ∈ R+
� ��´ µ���� ψ(x) ≤ 1−p0

ϕ
e−κx ¹

� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª x ∈ R+
¹x��¨¡´�� � � ���c�¦ªW¨¡��µ����Q�¡��¥m��������������§ � {Yk}k∈N∗

��±���ªW�{�����¡����¨�§ �¡�¦�����
�������S������� ?º¹ Aº¹ 9 � ������©W�]�������¡��¥

T := Tx := min{k ∈ N∗ : Sk > x � N < k},

: 9 :
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�£������§ � ��§ ¥¡������¹ � ¹��jªW�y���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡�������¹ � ¹ �£���]��µ�¥¡����� ��� ��©W¥}��� N∗ ¹   ��§ �����]����¨¡���¡�¡®
¨¡��µ����m±���������±�¡��¥�� � ′ �������c«¬���¦ªW�b��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���¬ªW¥¤��¹ � ¹ N ����� Xk

� k ∈ N∗ �Q«¦���¦������±�����������¹ � ¹
N ����� X1

��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��� ��¨¡�·� ��¹ � ¹ N ��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡� �¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡��� σ(X1) := Σ1�º���¦������«¬¥ ªW�����������·�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {N ≥ 1} ��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡�����£�¡��� Σ1
������±��¡��� ��´ µ����

E[YT |{N ≥ 1},Σ1] = E[YT |Σ1] P |Σ1 − σ.β.. � ?º¹ AYX �
  ��§ �����b����¨¡���¡��¨¡��µ����S±������¦����� ¸¡�y����±}��� �S�������M?º¹ Aº¹ 9 (ii) «¬´ �������S�¡��¥ {Yk}k∈N∗

¥¡�y��§ ¥¡����«¬¥¡�
�����¬¨�® martingale ªW�£��¨¡��� �¡�³¸�� µ���� ��� {Σk}k∈N∗

���¡±��¡�£��µ�����ªW¥¡�³���°��� �S������� 9 ¹ 9 ¹�X������x¯�� �
� ���c� k ∈ N∗ «¬´ ������� E[Yk|Σ1] ≤ Y1 P |Σ1 − σ.β. � ��¨¡� E[YT |Σ1] ≤ Y1 P |Σ1 − σ.β. ��� ���������� ������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°�¡��¥� ?º¹ AYX � �����¬���°����¥¡�¦� ��¯��¦����� �¡��¥

E[YT |{N ≥ 1},Σ1] ≤ Y1 P |Σ1 − σ.β.. � ?º¹ A;?��

(a) E[YT |{N ≥ 1},Σ1] ≥ erxE
[
χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1

]
P |Σ1 − σ.β. ¹

¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±���� �����¬��� ����¥¡«¦����� �°�����£��¨�� ������µ �¡��� T ��§ ¥¡����� ��´ «¬���

{SN > x} ⊆ {N ≥ T} ⊆ {ST > x}, � ?º¹ A V �
�¦������«¬¥ ªW���¬����¨¡��± �¡��¥ �����]�¡��¥� ?º¹ A&Z �S«¬´ �������]±����

YT = erSTχ{N≥T}
(6.37)
= erSTχ{ST >x}∩{N≥T} = erSTχ{ST >x}χ{N≥T}

(6.37)

≥ erxχ{ST >x}χ{SN >x} = erxχ{SN >x}.

¶ ������¸¡� ¸¡��§ � �����]±������°��¹ � ¹ YT ≥ erxχ{SN >x}
����� ′ ±������£«¦���¦������±����

E[YT |Σ1] ≥ E
[
erxχ{SN >x}|Σ1

]
P |Σ1 − σ.β.,

�º�c�¦������«¬¥ ªW�}�¦����� ¸¡�£�����¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {N ≥ 1} ��§ ¥¡���c��¥¡� � ��¨ �¡����� �¡��� Σ1
����¨¡����µ����¡�����¡�¦��� � �£���

(a).

(b) P (SN > x) = (1 − p0)E
[
E[χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1]

] ¹
��¨¡´�� � ������¨¡���¡��¨¡��µ����y±�������µ�����ªW¥¡� ���y�¡��¥ ¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ 9 (iii) �º�1�¦����� ¸¡� P (N ≥ 1) > 0 �� ��´ µ���� E[χ{SN >x}|{N ≥ 1}] = P (SN > x|N ≥ 1) �S��� ′ ±������ ������� ��¥¡��¥ ����������± ��� ±����Q����¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� {N ≥ 1} ��§ ¥¡���!��¥¡� � ��¨ �¡����� �¡��� Σ1

� ����± �¡��¥ ¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ B (iv) �����¬�����¤«¦���¦�����±����
E
[
E[χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1]

]
= P (SN > x|N ≥ 1).

�S��������¥¡����«¬¥¡���£����± ��� �¡���£�¡�¦���¬������§ ���£��´ «¬������� ����±o�����]�¦©W¨¡����� < ��� ����� ¢�� �c��¥¡±��¡������� �Â��� ¹
: 9;9
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¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ 9 (iv)) «¬´ �������]±����

P (SN > x) = P (SN > x|N ≥ 1)P (N ≥ 1) + P (SN > x|N < 1)P (N < 1)

= P (SN > x|N ≥ 1)(1 − p0) + P (0 > x|N = 0)p0

= P (SN > x|N ≥ 1)(1 − p0)

= (1 − p0)E
[
E[χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1]

]
.

(c) P (SN > x) ≤ [(1 − p0)/ϕ]e−rx ¹
¢¤¨	��¯�������� ������± �¡��¥� ?º¹ A;?�� ��������� (a) �����¬���°«¦���¦������±����

erxE
[
χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1

]
≤ Y1 = erX1χ{N≥1} ≤ erX1 P |Σ1 − σ.β..

�b±��¡�	������± ��� (b) �������¡��¥y�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬���°«¬´ �������]±����

P (SN > x) = (1 − p0)E
[
E[χ{SN >x}|{N ≥ 1},Σ1]

]
≤ (1 − p0)e

−rxE
[
erX1

]

= (1 − p0)e
−rx

∫
erXdP

(6.30)

≤
1 − p0

ϕ
e−rx.

� ��¨¡�£¸¡��§ � �����¤��� (c).
� �����¦����� ¸¡� ¸¡��§ � ��������� (c) ¯�� �£�¡��´ ±�¥ x ∈ R+

���¡±��¡�¤�c� � ��´ µ�����������¯�� �£� ���c� x ∈ R+
� ��¨¡�

¸¡��§ � ����������¡������µ����¬¥¡��¹
�

�{���£��������§ �£�����¡± � � § �¡��� ¥¡�}� ��¥¡��������«¬¥¡���� ��¨¡± ��´ ±���� � ¯�� ���� ���º��¥ ��� ��¨¡����ªQ���¬µ���� �}��¹ � ¹ T
− � ������§ �³��§ ´ �y�������c����� ��± ¨¡±����o���¡��¥ ����±�¸¡��� � ������������¨¡��� ��¥ ª �c�¦ªW¨¡����������� − ������������§ ��� ������£������¸¡��§ ¯������¡±��}����� �Â��� ¹   ¥¡±��¡���¡�¬�*Aº¹/:y�����1Aº¹ ?���
 � ��¹ � ¹ T ¸¡����©W¥¡����������� ������� � � �¡��¥����� ¨	��¬��� ��¥�� ������¦����§ ¥¡���}�¡���}������§ �¡�������y�����·�c�·«¬´ ���cªW��������¡«¦���¬����� ���1����¥¡����� ��«¬�°������� �¡������� �}�����
´ ��¨ �������������º§ ���������S¥¡�]�����¬¨�����µ�¥b� ������� �±�¨�� � x ���¬¥ �¡±��m����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡���]´ ¨¡��¥�� ����µy¸�� �����¡������������o��¥�¸¡�¬¥ ����������§x� �������¡«¦����� � �¡��¥������ ¨	�o�¬��� ��¥�� �����£�¡��� ��¨ ©Q�¡���·������§ �¡�������£�����v��¥¡����«¬¥¡�������
�j� ���¬ª*����± ��� ��´ ��� ¨¡±��¡�¬¨¡� ���¬¥	��¨�� ��� �}¥¡�o����������§ �����¡� �o����«¬¨��������³����� x ¹ ²³���������³��±�¯�� � ��o��¹ � ¹ T �����¡«¬´ ���W������� ������� � �v����¥³¨¡±���� �¬¥¡±�� � �8��'��/��6) �����-$.?<�����, �<��� �6� ¯�� �v�¡��¥³�¬��� ��¥�� ���
���¦¯ ������� − ����± �¡��¥ «¬¥¡¥¡��� � ±���� �����¬¨�����§ ¥¡���Q� ������� �_��¥¡�¦���¡± �¦��§ ���¬¸¡� x − µ ������������¥¡����� ��©W¥������� �¡�����¦ªW¥�¹

� ��� � � � � ����
	��
 �� � �_� � � � �	��
 � % � � � � �	��� �

�{�¡��¥b����¨¡��µ������¬¥¡±��¡�����]�¦��� ��������§ ¥¡�������{�¦����§ ¥¡��������������§ ���¡��� ��¨¡����¯����c��§ �����m��¥	����������������¥¡������®
¨�� � �¤���Q����� � ����������� � �c«¬¥ ���b��¨	��¯��������b�¬ªW¥ Runnenburg & Goovaerts (1985), Willmot & Lin

(1994) ����� Gerber (1994), ����� ´ ¨�§ �¡����¥� ¸�� ��§ �¡�¬¨¡������¨¡������´ ���]�����º��¨¡��´ºªW¨¡��µ����]��������¯ ��¨�§ ����� ����¦��� � µy�¬ªW¥�¸�� ����±�¨ ªW¥y��¨¡��¯������¬ªW¥��º±������°�����¡±°��¨�§ ¥¡�¦�����º����±���� ����¹ ¢¤¨�� ¥���¨¡��´ºªW¨¡�����������	� ±���ªW���
: 9 A



� ��� ��� � � � ��������� �	��� � � ��� ��� �	 � ����� � � � � �

����� ���¬¥]��±�¯ ª_����¯ ��¨�§ ����� ���º��¨�§ ¥¡�¦����������±���� ���£¥¡�y¯�§ ¥¡���º��� �}��µ�¥ �������y��¥¡������¨	�}���¡��¥�´ ¨¡����� ��±��¡�����
�¬ªW¥��¨¡��¯������¬ªW¥y��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥}����¨	���]�¡��´ ��§ ���£���c¨¡��§ ������������¹
�¤��±}�����S�����������EAº¹ ?º¹/:b�����YAº¹ ?º¹ 9 ¯�§ ¥¡�¦��������������¥¡�����¡±y��ªW�b� � ��� ��§ ���S�¡���{�������¡±�´ ¨¡��¥¡���b�¬��������®

������¡±���� �¡�����������¥¡��������¬ªW¥ ����¥¡�¦��§ � �¦ªW¥ �¬ªW¥ ���¦¯�� ��©W¥ ������§ �¡�������±���� �����1�¡���}��������¥¡�������
�¡����������¨�� �c�����¡¨�� ������¹ � ¹W�����������¡µ��������¤�¬ªW¥y�¬¥���±�¯ ª �����������¬ªW¥��º���º��������¥¡����«¬���¬ªW¥y����¥¡����� ��©W¥
������� �¡�����¦ªW¥ ������¨¡��µ�¥·¥¡�������c��¨�� ������µ�¥·�¦������¨�� ��©W� ��±�¥¡� ������¬¨�� ��«¬� � � ��� ¨¡�¦��� ��«¬�°���¬¨�� ��� ©W����� ��¹
�¤��±v�¡��¥ �������³���¬¨�� � �Q���x��� � ��������¥ ��� ��«¬� ��������¥¡����«¬� ����� ��¨�� �c����µ³�¬ªW¥�������� �¡�����¦ªW¥�������¨¡��µ�¥
¥¡� ´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ�¥ ����±7«¬¥¡��¥ ������±7��¥¡��¸¡¨¡����� ��±7�¡µ���� �¤�¦��� �¡¨¡«¦����¥ �����v«¦�¡���{����¥ ��¥¡��¸¡¨¡����� ��±
����������¯�� ����±v�¬ªW¥·��������¥¡����©W¥��¬ªW¥�����¥¡����� ��©W¥�������� �¡�����¦ªW¥ �����x�¬ªW¥�¨¡����©W¥�������� − ����±o���������¥¡��¸¡¨¡����� ����µ��m�¡µ��������S����� Panjer ����������� DePril, ��¥ ��§ ������� ´ � − "#'��/� ��±���ªW�������¡��¥m���¬¨�§ ���¬ªW���
±������]����������¥¡�����¤�����]���¦¯�« �c����� �¡���S������§ �¡�������{��§ ¥¡����¸�� ����¨�� �¡� �Â��� ¹x��¹ ´c¹ � 9 X � � Sections 5.3 and

5.4).
� �¬µ�¨¡�¬������¨¡��¯������¬ªW¥ ¯�� �·�¡��¥ ψ(x) ��¥¡��� ¨¡��§��¡«¦����� ��� ��§ ¸¡�����°��¨¡��������������� ������±������º�!��¥����¥¡����ªW�S¸�§ ¥¡������� �°����¥ �¡��¨¡����� ��«¬� − ����±}�¡��¥¤«¬¥¡¥¡��� ���¡���m�����¬¨¡�¦����§ ��������� − �¦����� ��������� �m�¡��� ψ(x)�����c����¥¡�¦��©W�]�����£�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���·�¬��� ��¥�� �����y� ������©W¥����¥¡����� ��©W¥ ������� �¡�����¦ªW¥}¯�� �£����´ ��¨ �������������º� ±

������¹
Bm�·��¨¡���·��� ��¨	��¯��������³�¬ªW¥ Runnenburg & Goovaerts (1985), ��¨¡´�� � �o��¥¡����«¬¨¡������� ±����������¨¡��µ�¥¤�¡��¥���� �c��¥¡±��¡����������¨	���b��§ �¡�m��� ���m��µ�¥ �c�¦�¡���S��������¥¡������� Poisson �Â��� ¹Q¢¤¨¡���	������� � ?º¹/:�¹ Z

�����j?º¹/:�¹ ?�� ��§ �¡�¤��� ������µ�¥ �c�¦�¡���¤��¨¡¥¡����� ������¸�� ªW¥¡����� ��������������¥¡������� �Â��� ¹W¢¤¨¡±��������e?º¹/:�¹ V �¦¹ � ��� ¥¡±
��������§ �_±���ªW¥v�¬ªW¥o����¨¡��� ��¥ ª8��¨¡��¯������¬ªW¥o��§ ¥¡���{±����{����¨¡������� � �¡����¥v������� � � ��¨ �¡����� ����± �¡��¥
��������¥¡�����·���¦¯�« �c�����}������§ �¡������� FX

�����c�¬�����¡� ��������©W�}�¦��§ �����y����������±�� ������� �¬���� ¸�� ��«¬�°¨¡����«¬�
�¡��������¹ ´c¹{�¡��¥ µ(x) :=

∫ x

0
ydFX(y) ¯�� �£� ���c� x ∈ (0,∞) ¹   ��§ �������c±����£� � ��¯���¥ ����� � ����������� �������¨¡��������¯������¡���]��¥�� ��±��¡������� Chebyshev ����� ¸�§ ¥¡�¦�����������·¢¤±�¨�� �����r?º¹/:�¹ 9 (i).

  ¨¡´ ±����¬¥¡��� � � ©W¨¡� �!����� ��¨	��¯�������� �c��¥¡±��¡�������°����¨	���°�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994), ��¥¡����« ®¨¡�������ªW� «¬¥¡����¨ ©Q���o��������§ � �����¬¨¡��´ ��� ����� �����´ «¬���������� ��¨	��¯����������¬ªW¥ Runnenburg &

Goovaerts (1985), ��� �¬��¨¡µ ���¬¸�§ � �¬����¨¡����¯����·����� �Q��� ������§ � ������¨	�o������� ��¸¡�������¡� ��������¥¡���������� �¡��´ ��§ ���£���c¨¡��§ ����������� SN
� ������±�´�����±�¥¡� ��� �����¬¨�� ��� ©W����� ���¡���]��µ�¥ �c�¦�¡��� Poisson ��������µ�¥�®�c�¦�¡���y��¨¡¥¡����� �����}¸�� ªW¥¡����� �����}��������¥¡����������±���ªW�����������§ ¥¡�������]���·��¨	��¯��������£�¬ªW¥ Runnenburg

& Goovaerts (1985).

�b�7��¨	��¯���� �¬ªW¥ Willmot & Lin (1994) ��§ ¥¡���{����� ���c� ���¬¨�§ ���¬ªW��� «¬¥¡� ��¨	��¯���� �¡µ������
Lundberg. �¤��± ��� ¯��¦¯���¥¡±��³�����¡± ������¨¡¨¡«¬���{� � ��´ µ����¡��� ¢¤��¨¡���¡��¨¡�������0?º¹ 9 ¹ Z (b), � ������§ �������¸¡����©W¥¡���c±�������¨ ����§�¥¡� � � �¦�	�����������]�¡��¥ µ�����¨ � � �¬ªW¥ ¨�¹ ¯�¹ σ. �¬ªW¥°��¹ � ¹ X � N ����� SN

¯�� ��¥¡�
¸�� ����� ��� ©W������������¥����¥¡� �¡���¡�����}�¬¥¡±�����¨	��¯������������¡µ������ Lundberg ¯�� ��¡��¥ ψ(x) «¬´ ��� «¬¥¡¥¡��� �º¹²³� ����������±�¯�� � �Q� ��¨¡����¥¡�����¬¨ �c��§ ��� ����¨¡���¡��¨¡����� ����� ����¨¡«¬´ ��� ��¥¡��¯ ����§ �¬� ����¥ �c�����¬� ¯�� � �¡��¥
µ�����¨ � �°�����£��¨	��¯����������]�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994).

�b� ��������¥ ��� ��±��¡�¬¨¡� � ±���ªW���������¬��¥¡�¦���¡��������� ����� ��¨	��¯���������� �¬ªW¥ Willmot & Lin (1994),

: 9 Z



� ����� � � � � �	� � �� � � � ��� 	�� ����� � ��� ��	���
Martingales

«¬¥¡��¥ ���{�¬ªW¥ ��¨¡��¯������¬ªW¥v�¬ªW¥ Runnenburg & Goovaerts (1985) ¸�§ ¥¡��¥ ����� �����¬��� �¡±���� ����±��� �S�������]?º¹ 9 ¹ V ±����v����� ����±v�¡��¥�¢¤��¨¡���¡��¨¡�����`?º¹ 9 ¹ B (a), ��µ�����ªW¥¡�³���°��� ������§ �o���v��¨	��¯�����¬ªW¥ Willmot & Lin (1994) ��§ ¥¡������«¦����� ����� �����c��� ��¨¡±��¡�¬¨¡������� ��¨	��¯����������y�¡µ������ Chebyshev����� ¢¤��¨�§ �����������M?º¹/:�¹ 9 (i), ��¨¡�������µ��¡�¬¨¡�£�����º�¬ªW¥}��¨¡��¯������¬ªW¥��¬ªW¥ Runnenburg & Goovaerts

(1985), ��� ������§ � � � ��¯���¥ �����º� ������� �����°��¨¡����¥¡�����¬¨ �c«¬¥ ��������¨	��¯����������]�¡µ������ Chebyshev.
� ����§ ¥¡��¥ �������!��������� ©W¥¡�������}��ªW�����±�������¥¡����«¬¨ �c������¥ ����¨¡��� ��¥ ª ¯�� ����� �������¡«¦���¬����� �¬ªW¥

Willmot & Lin (1994) ��� ��´ «¬��� ���£��� � � ��¯�´��c«¬¥ ���o��¨	��¯��������³�¬ªW¥ Runnenburg & Goo-

vaerts (1985) � ��´ µ�����¥°������¯�� � �¡��¥°��µ�¯ ��¨�� ��� Gerber (1994) ����� Runnenburg & Goovaerts

(1985), ������µ � Gerber, «¬¸ ªW������� � �¬¥¡������������� ��� ����±�¸¡��� � � �����°��¨ ©Q�����£�������¡�¦��«¬��������������«¬��ª�¬¥¡±�� martignale- � ��´ ��¨�� ������µº¹   ���¡±��}�¬ªW¥°±���ªW¥°��¥¡����«¬¨ �c������¥���¡��¥��¨¡´ �£�¡������¨¡����¯���µ����¬¥¡����¬¥¡±��¡�������{¯�� �����}� ������¨�� ��±}�¡���S�¬¥¡������������� �����S�����¡���{����±�¸¡��� � ������������µ�¨�� �}�����¬��¥¡«¦���¡�����¤�¡���S��§ ¥¡���
±������������ ���	�°�¡��¥}� � ����� ����� ��������£��¨	��¯����������]�¬ªW¥ Willmot & Lin (1994) ��� � �����¬���º¹

: 9 X
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 ��� �

�{���y����¨¡±�¥b���¬� ������� �y���¬¨�� ¯�¨	�����¦��������§ �]�¬����¨¡����¯����¬ªW¥ martingales �������¡��� �]�¦ªW¨�§ ��� � � ¥¡¸¡µ�¥¡������¡�}´ ¨¡������������� ����¥¡����� ���£��������§ �������y�¡���¤����� ����� ����� (financial pricing insurance), ������©W�¤�������� �¤��¨¡����«¦¯ ¯�� ���]��«¬��ª martingales ����������������¯�� ������µ]��¨�� �]��� ��� �����¤���¬¨¡¸¡����������� ������¯���¨	� �Â��� ¹  ¥¡±��¡���¡�¬� V ¹ 9 ����� V ¹ A���� ����� ��¨¡���	���c������¥�����±o������� Delbaen & Haezendonk (1989). �{�¡��¥  ¥¡±��¡����� V ¹/: ¸�§ ¥¡������������¯��¬¥�� ��± ������§ ��� � �1��«¬���·������������§ ����¨�§ ��������¥£�¬����¨¡����¯��������·´ ¨¡����������®
��� ����¥¡����� � � ��� martingales ������� �]�¦ªW¨�§ � � � ¥¡¸¡µ�¥¡���º¹

� ��� ���B5 ��	��� 
 ) � � �
 � �

�¤����¨¡��§ �¡���¡� ��¨¡������±��c�¬���³¯�� �³�¡��¥�����¨¡������§ ����� �¡±����o�����³¯��¬¥�� ����µo������� ��§ ��� ��«¬���³�����v������§ �
��¨�§ �������!�¬����¨¡����¯�� ������´ ¨¡������������� ����¥¡����� � � �����¦��«¦�¡���¡��� σ ¹ ¸�¹°�º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� � ±����³�����1�¬ªW¥°������� ®��©W¥��������¡�¦���¬�������¬ªW¥���������µ �����³���¬��������§ ��� �Q�������¡�¦����§x� ��¨�� ����±��£�¡��� «¬¥¡¥¡��� ��� �¡���£��µ�¥ �c�¦�¡���
¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson, �·������§ ���¸�§ ¥¡�¦����������«¬��ªW������¨¡��� ���¬ªm¹
������������� U � � � � � �

σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥_������� �¡�����¦ªW¥��]�����;�¦� ��¯��¦�����¤����±;�¡��¥ σ ¹ ¸�¹
{Nt}t∈R+

��������¨�� �c����µ �¬ªW¥£������� �¡�����¦ªW¥�����c�¡��¥ σ ¹ ¸�¹ {Xn}n∈N∗
���¦¯�« �c�����������§ �¡�������� ±������

PXn
= PX

¯�� �·� ���c� n ∈ N∗ �¤��¥¡����� �¡�¦��������� � � Q1);pq. ^YH P��/��P��#"����!6/� Poisson � ��������¨¡����« ®
�¡¨¡����� α ∈ (0,∞) ����� PX

�]��¥£�����x��±�¥¡� ��¥·� σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� ��¨�� �c����µ��¬ªW¥·������� �¡�����¦ªW¥
��§ ¥¡������� � � ������¯��¬¥¡��� �b¸�� ��¸�� ������§ � Poisson � ���¤����¨	�����¦�¡¨¡� α ∈ (0,∞) �¦¹
������������� U � � � 8 � �b��¡�¬µ�¯���� ({Nt}t∈R+, {Xn}n∈N∗) ��¥¡����� �¡�¦����� "IiT�����!�#"T� σ � P � "F� )+PRQ1)+,TS��¥}��������±�¥¡����¥��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹{�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���£�������¦��§�����«¬��¥°� ��������¥¡����� �����£�¡��´ ��§ ���£���c¨¡��§ �����������
SNt

:= St :=
∑Nt

k=0Xk
� t ∈ R+

� X0 = 0 �m��§ ¥¡������� �£��µ�¥ �c�¦�¡���������¥¡����� Poisson.

� ����������� ��� σ ¹ ¸�¹��º� ¥¡¸¡µ�¥¡��������¨¡��¸¡����� ��� �y´ ¨¡����� ��������� ��§ ������ªW�m«¬¥¡�y����±�¸¡��� ¯�����¯�� ����� �b�������¡®��� ����� ��«¬���¦��� ´ ��� ¨¡������� ��¹
: 9;V



� ��� � ����� � � � �����	��� � � �

�{��� ´ ¨¡������������� ����¥¡����� � � �m±���ªW� �¦��§ �����·�����W�����v����������� ����� � �o�����c��������� � � � ���Q��� ��«¬���¬ªW¥
¨�� �����º§ ¥¡¸¡��¥ ªW¥ − ����±o�¡��¥·«¬¥¡¥¡��� � ±���� �³�¦��«¬¥¡¸¡����� ��� �����	� �¬�����¬¨�� «¬´ ���x�¡��¥���¥	����� ����� ������� ����º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� − ���¬¨�� ������� ����©W¥ ������� ´ ��§ ªW¥ � risky assets), ¸¡�¬¥°��§ ¥¡���c§ ���¬�}�����¡��¥°��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡� ��� ���
�j�¡���S� � § ��� � �¬ªW¥¤����������§ ���¬¥ ªW¥¤���¬¨�� ������� ����©W¥�������� ´ ��§ ªW¥�¹Q¢¤¨	��¯�������� ������§ ¨¡¥¡��¥ �����b���������¡��¥���¥¡�¡®
���¬¥¡±����¬¥¡����� ����¸¡�¬¥¤������� ��¥¡�������S����± ���]�¡��¥����������¡¨¡�����]ªW�m��¨¡���b����¥¤�º§ ¥¡¸¡��¥¡��¬ªW¥���� ����¥¡����� ��©W¥
��¨¡�����¡±�¨ ªW¥���¸¡������¸¡���¡��¥m�	�������������S¥¡�]����¥m��¨¡��´ºªW¨¡��µ�¥¤���¡��¥m��¥	����� ���¤�¦��� ��¨¡±�� �c�¦�¬ªW¥b�º� ¥¡¸¡µ�¥ ªW¥
��¥]��������§�¸¡�¬¥�����¥¡�¦� ��¯���¥ ��������������¥ ��� ���y��¨¡±�� �c�¦�¡�y´ ¨¡��������� ���}������� ���º¹ � �' 	���� �-���#� "��1��$ � �����
�9��!������0	���6 6<��:&+�-, "����/��6 :�1��$ ��6��=$.��&���� ��	���$ � �-, ��62�� ����6��=$ ���-�-$����� � &8; ��� 6���	%'�	���	�� � ?��/����?�; �
?�6��/��	%'�	���	�� �%"��-��� �  ����!�"#��	������, �<��� � �8����"#��	%$ & �7� � 6��/�-������! �7� � �8	%'�	�� ��$�	%$ "�3 � � 61"8:�1��$ ��31�����
�-	���$=4�� !<���%"�"#$ &+3 � � 6��/� ��	�;<���-$ � � �-����$ ��� "8������-, �/�  ���:&����=��6�� � 6/&���$ ��, � � &+�1��?<����&����,.� � ¹ �x� �
���}��±�¯�������¡± �����{��§ ������������� ����� ������¯���¨	�]����������¨¡������� � �¡����¨¡�¬�����¡±��¡������������±����������]��¨¡���~±�¥ ���
������¨¡��µ�¥ ¥¡�·��¯���¨¡��� �c��µ�¥�����c¥¡� ��ªQ�����c��µ�¥������µ·����´ ¥	�£�����c����¸�� ������¨¡�¦��� ��«¬�}������±��¡���¡�¬�������
������¸¡��§ ¯�������� �¬ªW¥}´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��©W¥ ��¯���¨ ©W¥}�����£¸¡�¬¥}�¦��� �¡¨¡«¦������¥��� ���¬������� ¨�§ �¬�]���¬¨¡¸¡��������®
��§ ���}������¨¡��§c¥¡�°��¨¡����¥������� �¬����¨¡����¯�� �������c��¥ ��§ ���¡¨¡�����º¹b�b�������	�����������·�����c��������� ��±·������§ ��� �
¯�� ��¡��¥���¨¡���¡����������§ ����� ��� �����¡«¦����� ����´ ¨¡������������� ����¥¡����� �����}��¯���¨	����������§ ���¦��������������� Harrison

& Kreps (1979).
� ��¨¡����«¦¯ ¯�� �����������b´ ¨¡����� ��������� ���c�����S¯�� ���¡��¥���µ����]��¨¡�������������¬ªW¥¤������´ ¨¡�¡®

����������� ����¥¡����� � �·�����£��´ �¦��§ �¡��¥ �������������¦����´ «¬�y������¸�� ����� ©W�������£��¨¡����§ ¨¡�¬����� (options) � ��¥ ª;������¦����´ «¬��¹{�S�b��� � ��¨¡±��������¡�¬�¤�¬¨ ¯�����§ �¬�¤����± ������� Artzner & Delbaen (1989), Delbaen (1986)����� Heath, Jarrow & Morton (1987), � ��¨¡����«¦¯ ¯�� ���£�¬ªW¥ Harrison-Kreps ´ ¨¡����� ��������� ���c�����¯�� �·�¡��¥£��¥	�����¡� � � �¡�����¥ ��§ ������� ´ ���}�c�¦ªW¨�§ ���°���¡��¥°���¬¨�§ ���¬ªW���·�¬ªW¥£��������±�¯ ªW¥�¹°�{�¡��¥£����������� ®
����� �����c�¦ªW¨�§ � �³��« �c��¸¡���£��� ����´��c������� ´ ¨¡����� ��������� ���c����� ����± ����¥ Sondermann (1988). �x� �
���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡���´ �¦��� � ����b���y��¨¡����¥¡�����¬¨ �c«¬¥ ���������¸¡��§ ¯��������°´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��©W¥��¯���¨ ©W¥]�����
¸¡�¬¥}����¨¡������� � �¡����¥}�¬������� ¨�§ �¬�����¬¨¡¸¡����������§ ����������«¦���¤��� �#:;: � � �#: X�� � � 9;9 � � � 9 A��1����� � 9;V �~¹

�x� �v¥¡� � ��¥¡�������£��� ��¨	��¯�������� ��� � � �¦� ���c��¨¡�o��� � ��¯�������� ��¨�� ����«¬¥¡������������������� ������µ���¹ ��¥
��� Ω ¸¡����©W¥¡��������¥°´º©W¨¡�·�����������	�����¦ªW¥}�º����¥°� {Ht}t∈[0,T ]

��§ ¥¡������� � ¸�� µ���� ���£±������·� Ht
��¥ ��� ®

��¨¡����ªQ���¬µ����c�¡��¥ ¸�� ���c«¬��� ���£������¨¡������¨�§ ����«¬´ ¨��c����¥£´ ¨¡±�¥¡� t �������c��� T ¸¡����©W¥¡��������¥ � ´ ¨¡��¥�� ��± ���¨�§ �¡��¥ ��� ���¡±��¡�y� σ ¹ ¸�¹¤�¬ªW¥°��� ��©W¥ �¬¥¡±��´ ¨¡������������� ����¥¡����� ����µ����¬¨�� ������� ������µ�������� ´ ��§ ���·¯�§ ¥¡�¦�������� � σ ¹ ¸�¹ {V ∗
t }t∈[0,T ]

��¨¡������¨¡��������«¬¥¡� ���¡�¸�� µ���� ��� {Ht}t∈[0,T ]
¹ �S��� ���c�¤´ ¨¡��¥�� ���£����� ¯���� t «¬¥¡�¯�¨¡������§ �£������¨¡��§ ¥¡���¯���¨	������� �¥¡�}�������������������£´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��± ���¬¨�� ������� ����± ������� ´ ��§ �£�����

¯�� � ����¥°��������±������¡±·������¨¡��§�¥¡�£´ ¨¡����� ��������� �����������¡¨¡���¡��¯�� ��«¬�]�����£¸¡�¬¥°¸¡����� ����¨ ¯���µ�¥°�£´ ��¥¡����¥
´ ¨¡����� − ��§ ¥¡����¸¡������¸¡����������´ ¨¡����������¸¡������µ����¬¥¡�¬��¹ < �����¡¨¡���¡��¯�� ��«¬�{������¨¡��µ�¥¤¥¡�b������� ������µ�¥b��±�¥¡����b����¨¡�¦���c��µ����}������¨¡����±�¨¡�����º¹ �x� �����¨	��¸¡��� ¯���� � ¸¡�¬¥y������¨¡��§º� ������� ����¥¡�°��¯���¨	������� ��� ����¦����´ �
¸¡���c«¬¥ �����������°�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥¡��� ±���� ���� ����¡���b�c�°��� � ���c��§º�}� ������� ���y¸¡�¬¥y������¨¡��§�¥¡�}��������������� ��� �
����� ����� �������������º� ¥¡��������¸¡���c«¬¥ �����{±�����¸¡�¬¥S�c������������§¡����¥¡«¬¥¡�¤���¡µ�´ �����º¹ � ��¥¡��¥ ����� ´ ¨¡�����¤����� ©W¥
�¬ªW¥���������´ ¨¡����������¸¡������µ����¬¥ ªW¥����¡¨¡���¡��¯�� ��©W¥¤����¯���¨	�y¸¡����� ����¨ ¯���§�¥¡«¬�]���¬¨�� ������� ��� �y������� ´ ��§ �y���
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� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

������§ ����§ ¥¡���c��� �������¡«¦���¬�����·§ ��ªW�}���¬¨�§ ��������ªW¥ ¸�� ��¸�� ������� ©W¥ ��¯���¨¡����ªQ������§ ����¹��b� ¯��¦¯���¥¡±��°±����
±������ ��������§x���x����¥¡¸¡����������§1������¨¡��µ�¥�¥¡����¨¡��¯�������������� ���c��µ�¥�����¥ ����¥¡���������¡��¥·¨¡�¬�����¡±��¡�������¡���
´ ¨¡������������� ����¥¡����� �����£��¯���¨	����¹ � ��� �����¬¥¡±���¡«¦����� ����¸�� ����¨¡��¯������¡�¬µ���� �����·���¡��¥ ��¯���¨	�·���¬¨�� ���¡®
��� ������µ ������� ´ ��§ ��� ��¨¡«¦�����{¥¡� ¸�§ ¥¡�¦����� ����± �¡��¥ ��¨¡´�� ��� �¦��«¬¥¡¸¡����� �S������� ©W��� ������� ��� ������¨¡��§ ¥¡�
¸¡����� ����¨ ¯����������¬������� ¨�§ �¬�����¬¨¡¸¡����������§ ����¹
< � Harisson & Kreps (1979), ��������¨ ¯�±��¡�¬¨¡�·� ���¬ª ����± ��� ¯�±��¡�¬¨¡�³�������¡��¨¡«¬�}�����c��������� ��«¬�����¥ �c�����¬� ��� Harrison & Pliska (1981) «¬¸¡��� � ��¥·±����x«¬¥¡� ��µ����¡�����·��� ��©W¥·��§ ¥¡���c�º� ©W��� ��� �j��������¬¨�§ ��������������§ ¥¡����±����!� ����¥¡������� ��§x��§ ����¨¡´ �·��¨¡����� �����¡«¬���°���¦¯�� ����������§ ���������x¸¡������¸¡�����¦��� � µ·�¬ªW¥

��������©W¥o�������¡�������¬ªW¥������ ��§ ¥¡���W¸¡��¥¡���¡±�¥ ¥¡� �¦��� ���¦¯���µ�¥��S�¦��� ��«¦¯��¦����� �¦����§ ¥¡� ��� ��µ����¡����� �����
���¦¯�� ����������� ��§m��¹ ´c¹Ä� ������� �_����¥	��¨ �¡������� ��¥o�����m��±�¥¡� ��¥ ��� ��¨¡´ ���S��� � ������¸¡«¦�¡�¬¨¡� �º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� �
��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡������� Q �¡«¦����� � ©W���¡�£������� ��«¬� {V ∗

t }t∈[0,T ]
¥¡�o��§ ¥¡����«¬¥¡� Q ® martingale. ���6�?-3:	��1��� 4��7 �����9	���� &�,.�/?�6��/� &���	����/�-" ; �$ *=���/'�	���	�� � Q 	 ����������$ �-,�	���� � ��� $ &	� � "8-����&�'-"����-�

&���	����/�-" ; �$ *=���/'�	���	�� � P "�� ��&����'@�/�7�����? � ���-$/"��<!��-�8� 	��1��� � � ����� ��� " � �$ *=��� � ���/?-�4� '-"����/�
���@3��/� :�1��$ � �-�������
�������	 ��� � ; � ��	���� &�,.�/?�6��/��¹o�{���³´ ¨¡������������� ����¥¡����� � � �����¡±o��¸¡��¯���§����¡��¥
«¬¥¡¥¡��� �o�¡��� �+^��/5T�I%K^Y,TS "F� )+PRQ1)+,TS � �����W�����o����������� ����� � � �����c��������� � �o����������¥ � � ��¯���§��¡��¥
�¦��� � ��¨¡��¥¡��� ������������§ ��� � loading factor).
�{��� ������������� ����� ��«¬���¦��� ´ ��� ¨¡������� �¤��� ´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��±·�¬¥¡�¬¨ ¯������ ��±°���¬¨�� ¯�¨	�����¦�����º����±°�¡��¥

��¹ � ¹ St
�����¸¡����©W¥¡������� µ �����b�¬ªW¥�����¥¡����� ��©W¥������ �¡����� ©W���¦ªW¥������}��¨¡«¦�����º¥¡�y������¨ ª��c��µ�¥]��«¬´ ¨��

��� ´ ¨¡±�¥¡� t ¹*�{�¡��¥o����������� ��� �c�¦ªW¨�§ � �º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� � {St}t∈[0,T ]
��§ ¥¡���S��� � ��µ�¥ �c�¦�¡� ¸�� ��¸�� ������§ �

Poisson ªW�°��¨¡��� ��� ¸¡������«¬¥¡� ��«¦�¡¨¡� ��� �c��¥¡±��¡������� P ¹£�S�� ���c�°´ ¨¡��¥�� ��� ����� ¯���� t � �¦����� ¨¡��§ �������¨¡��§ ¥¡�y��������������������¥��¬¥¡����������§ ¥¡��¥ ���y�º§ ¥¡¸¡��¥¡� �¡���b���¬¨�� ±�¸¡��� (t, T ] ¯�� �¸¡������«¬¥¡�£����� ����� ���¡¨¡�
pt
¹ �b�_����� ����� ���¡¨¡� pt (0 ≤ t ≤ T ) ��¨¡«¦�����{¥¡� ��§ ¥¡��� ��� � ��¨¡������«��c� ��� ¸�� ��¸�� ������§ � �b¸¡������¸¡���¨¡«¦�����1¥¡�·��§ ¥¡���c¯�¥ ªW���¡± ����¨�� ��©W���¨�� ¥ �¡��´ ¨¡��¥�� ��������� ¯���� t ¹ �   �¡��� �1������������§ ���¬¥¡� σ ¹ ¸�¹���� ��©W¥

{V ∗
t }t∈[0,T ]

������¨¡��§�¥¡� ��¨�� ���¡��§�ªW�
V ∗

t = pt + St.

¢¤¨	��¯�������� � ��¥·� V ∗
t
¸¡����©W¥¡���1��� �£�¦����� ¨�� ��«¬� ������´ ¨¡�¦©W����� ��� �¡±��¡�°������¥·´ ¨¡±�¥¡� t �������¡�¦����§ ���������± ¸¡µ�� ��«¬¨¡� �W��¨ ©Q����¥³��� ��«¬¨¡��� St

�¬ªW¥³������� �¡�����¦ªW¥ ��«¬´ ¨��Q����¥ ´ ¨¡±�¥¡� t �����W¸¡�¬µ��¡�¬¨¡��¥ �¡��¥������� ��� �j��� ��¨�� �°¯�� ��¡��¥���¥	����� �����Q������º� ¥¡¸¡µ�¥¡��������°��������«¬¥¡��� ST − St
� ��¯�¥ ªW�����£����� ´ ¨¡±�¥¡�

t � �¦¹ � ¨¡�¬�����¡±��¡����� �¡���£��¯���¨	���·������¸¡����©W¥¡��� ±�����¸¡�¬¥���� ��¨¡´ ����¥��¬������� ¨�§ �¬� ���¬¨¡¸¡����������§ ���·���������¥¡�¦��©W������± �¡�y�c�¦ªW¨�§ ��¬ªW¥ Harisson & Kreps *=�@ ��3�:�-$ �/� 6< � ��� �-$ "#,.�
��6�?-3:	��1��� 4��  �����
	����>&�,.�/?�6��/� &���	����/�-" ; �$ *=���/'�	���	�� � Q � ��	�� � {V ∗

t }t∈[0,T ]
�/� �-,.�/��$83��/� martingale 4��0 �����

	���� Q ¹  ��§1����«¬��¥��x��¥£����� �c��¥¡±��¡����� Q ��¥ ����¥¡���������¦������¨�� ��©W�°��� ���1����������§ ¥¡����������¥£��¨¡��¯�������� ��±��±������ ���¡±��¡� pt = p(T−t) ��±������ p := pQ := p(Q) ��§ ¥¡�����¤������¥¡±��¡�����]����������§ ���¡¨¡��� � premium

density). �x� � �����¡±·��¨¡«¦������¥¡� ¸�� �¬¨¡�¬��¥¡�����������]������¨¡±���������� �����·´ ��¨¡�����¡��¨�� ������µ ±���ªW¥°����� ©W¥
: 9&W



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

�¬ªW¥o��������¥¡����©W¥v��� �c��¥¡±��¡������� Q «¦�¡��� ©W���¡� ¥¡� � ��´ µ����{����±���� ±����{�_��¨¡������«��c� ����� ±�¨¡��� �¡���
{St}t∈[0,T ]

��¸¡������¸¡�°� pt (0 ≤ t ≤ T ) ����§ ¥¡����¯�¨¡������� ��±���ªW����¨¡�����¡��¥ Q ¹
� ��¨¡����¯����c��§ ����c�¦©W¨¡�����°��������¸¡��¯���§������·����±��������c� ������� ��± ��¨¡±���������� 


� f�� ��¥ � {St}t∈R+

��§ ¥¡���1��§ � P ® ��µ�¥ �c�¦�¡�·¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �1�¡±��¡� �¡���¡��§ �����!¥¡��´ ��¨¡�����¡��¨�� ®
������µ�¥£�¦����§ ¥¡�¬�°������������¥¡����«¬���� �c��¥¡±��¡������� Q «¦�¡���c©W���¡�y� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

¥¡�·����¨¡����«¬¥¡���
��� � Q ® ��µ�¥ �c�¦�¡�o¸�� ��¸�� ������§ � Poisson, ����� ��� Q ����� P ¥¡� ��§ ¥¡��� � ����¸¡µ�¥¡�����¬����������¥¡����«¬���� �c��¥¡±��¡��������ªW�]��¨¡����� ���c� Ht

¹
< ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±��¤�����¡±����������¡�¦����§������µ�¨�� �£�������¡«¦���¬�����������y����¨¡±�¥ �����¤���¬��������§ ���}������������� ��±
��¥ ��� ����§ ���¬¥¡�����¦��«¦�¡�������¡��¥   ¥¡±��¡����� V ¹ 9 �Â��� ¹Q¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ?��¦¹
�b«¦����������������� ©W¥¡��������±�������� �°������¥¡±��¡�����£����������§ ���¡¨¡���°������¨¡��§�¥¡� ��¨�� ���¡��§�ªW�

p = EQ[S1] = EQ[N1]EQ[X1].

�S��¥¡�¦��©W�]��� �������¥¡±��¡���������������§ ���¡¨¡�����§ ¥¡���º���£�������¡«¦���¬�������� ������������¯������¡���¤��������¥¡�������
��� �c��¥¡±��¡��������
·�¡¨¡����������� ��µ������¡��¥ «¬¥ ������� �����v��¨�� �c����µv�¬ªW¥³������� �¡�����¦ªW¥������W������� �¡�������£�¡��¥
��������¥¡����� �¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�¹ Bm�·��� �o�¬����¨¡����¯��o�¬ªW¥�����¨¡��� ��¥ ª ���c� ��¸¡��¯����c��µ���� ��� ���¬¨�� ��«¬�
¯�¥ ªW���¡«¬�]��¨¡´ «¬������������¯�� ������µ£��¨�� ���Â��� ¹   ¥¡±��¡����� V ¹ A��¦¹

� � �
Martingale -

��
 ��� �
� � � ��� � �
� � � � ��� : ��� �	��� ��
 ����

Poisson

�{�¡��¥°����¨¡��µ����·�¬¥¡±��¡����� ����¨¡���c«¦���������]���·������� ��± �������¡«¦���¬����� ��������µ ����� ���¬��������§ ��� �1¸¡������¸¡�
«¬¥¡��¥ martingale- ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±³� ����¸¡µ�¥¡����ªW¥ ��������¥¡����©W¥ ��� �c��¥¡±��¡�������}������¥������� ��± ´c¹ ��¹��¡�����µ�¥ �c�¦�¡����¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson. ¢¤¨�� ¥��m±���ªW���S��¨¡��´ºªW¨¡������������������¥o�¬¥ ��±�¯ ª ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����±��¨�§ �¡������� ��¨�� ����«¬¥¡�¬� ������� ��«¬�£��¨¡��������� ����µ����¬¥¡�¬��«¬¥¡¥¡��� �¬��
 	���� Q � � ���/*��:	�� ?<$.��?<$ &����=,.� Poisson&���$ 	%$ �2 ������?-� 6 	%$ &	� $ �=��?����/�%"�� �>&���	����/�-"�3 � �$ *=���/'�	���	�� � ¹
�����c�¦ªW¨¡�����������]��¨¡´�� � � «¬¥¡��¥°´c¹ ��¹ (Ω∗,Σ∗, P ∗) ���¡��¥��������������§ � {W ∗

n}n∈N∗
��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥

��¹ � ¹]��� PW ∗
n

= Exp(λ) � λ > 0 �c¯�� �·� ���c� n ∈ N∗ �c�¡��¥ ��������������§ � {X∗
n}n∈N∗

��¥¡� � ��¨ �¡���¬ªW¥��
� ��±�¥¡����ªW¥��x�c�¦��� ��©W¥ ��¹ � ¹ � �������� ¥¡� ��������¥¡��������� �c��¥¡±��¡������� P ∗

X∗

� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡���¡��� {W ∗
n}n∈N∗

�
�������¡��¥}��� ����¯�«¬¥¡��� � {S∗

t }t∈R+

��±������ ¯�� � � ���c� t ∈ R+

S∗
t :=

∞∑

n=0

χ{∑n
k=0 W ∗

n≤t<
∑n+1

k=0 W ∗
n

}
(

n∑

k=0

X∗
k

)
, � V ¹/:	�

��� X∗
0 := 0 ¹
�x� � ��±�¯������y�����c��������� �������¬��������§ ��������� � ��¯��������]�¦��§ �����]����¥´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) ���	
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� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

� �  � Ω = (0,∞)N × (0,∞)N �c±������ ��� (0,∞)N ������������§ �¡��������������µ�¥¡������±���ªW¥°�¬ªW¥°����¥¡��¨�®
�¡�����¦ªW¥ f : N → (0,∞) ¹

�Â�  � Σ = B((0,∞)N)⊗B((0,∞)N) � ±������ B((0,∞)N) = ⊗n∈NBn((0,∞)) ��� Bn((0,∞)) =

B((0,∞)) ¯�� � � ���c� n ∈ N ¹
�j¯  � �]�¦ªW¨¡��µ������¦��§ �����]�¡��¥}������� ��±�¥�� ��� Ξ : Ω∗ → Ω ���¤�¡µ����

Ξ(ω∗) := (W ∗
1 (ω∗), . . . ,W ∗

n(ω∗), . . . ;X∗
1 (ω∗), . . . , X∗

n(ω∗), . . .)

:= (w1, . . . , wn, . . . ; x1, . . . , xn, . . .)

:= ω, ¯�� � � ���c� ω∗ ∈ Ω∗.

�b±��¡�	����¨�§ �¡�������y�¡��¥°��� �c��¥¡±��¡����� P ªW�}�¡��¥��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡�������}����� �¡��´ ��§ ���·¸�� ��¥¡µ¡®�����������
Ξ = (W ∗

1 , . . . ,W
∗
n , . . . ;X

∗
1 , . . . , X

∗
n, . . .),

����±��¡�	��������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°�������¡��¥}� � ′ �������c«¬���¦ªW�]��¥¡� � ��¨ �¡����§ �°�¡���]��� ����¯�«¬¥¡��� ���
{W ∗

1 , . . . ,W
∗
n , . . . ;X

∗
1 , . . . , X

∗
n, . . .},

«¬´ �������]±����
P := P ∗

Ξ = P ∗
W ∗

1
⊗ · · · ⊗ P ∗

W ∗
n
⊗ · · · ⊗ P ∗

X∗

1
⊗ · · · ⊗ P ∗

X∗
n
⊗ · · · , � V ¹ 9 �

±������ P ∗
W ∗

j

����� P ∗
X∗

j
(j ∈ N) ��§ ¥¡���m� ��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡�������³�¡���³��¹ � ¹ W ∗

j
����� X∗

j
�

��¥ ��§ ������� ´ � �Â��� ¹Q����� �]�¦©W¨¡�����°�� ¹/:�¹�X �¦¹
  ��§ �����¤¯�� �}� ���c� j ∈ N∗ ��¨�§ �¡����������� ����¹ � ¹ Wj, Xj : Ω → (0,∞) ���m�¡µ���� Wj(ω) = wj =:

W ∗
j (ω∗) ����� Xj(ω) = xj =: X∗

j (ω∗) ����¥ ��§ ������� ´ � �º���¦������«¬¨¡��¥ �����b«¦�¡����������� ������� � � ���¦� ��¥ ª �����¥¡«¬�·´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) � ��� �]��¹ � ¹Q�����£��� ����´��c������¥y��¨¡´�� � � �¦� ��¥ ª7�����·´c¹ ��¹ (Ω∗,Σ∗, P ∗) ��ªW��� � ����

W ∗

j = Wj ◦ Ξ ����� X∗
j = Xj ◦ Ξ (j ∈ N∗). � V ¹ A��

�b±��¡�	��¯�� � � ���c� j ∈ N∗ «¬´ �������]±����
P ∗

W ∗

j
= P ∗ ◦ (W ∗

j )−1 = P ∗ ◦ (Wj ◦ Ξ)−1 = (P ∗ ◦ Ξ−1) ◦W−1
j

= P ∗
Ξ ◦W−1

j = P ◦W−1
j = PWj

������������§ ªW�y±���� PXj
= P ∗

X∗

j

¹W�¤��±���� ��¯�� � � ���c� ω ∈ Ω �c«¦��������� X0(ω) := 0 ������¥ ��� ������� ´�§ � ������·±���� X∗
0 (ω∗) := 0 ¯�� � � ���c� ω∗ ∈ Ω∗ ¹

�¤��±·��� � � V ¹ 9 �{����� � V ¹ A��S«¬´ �������]±����
P = P ∗

(W ∗

1 ,...,W ∗
n ,...;X∗

1 ,...,X∗
n,...) = P ∗

(W1◦Ξ,...,Wn◦Ξ,...;X1◦Ξ,...,Xn◦Ξ,...)

:@A+:



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

= P ∗
(W1,...,Wn,...;X1,...,Xn,...)◦Ξ = P ∗ ◦ [(W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .) ◦ Ξ]−1

= (P ∗ ◦ Ξ−1) ◦ (W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .)
−1

= P ∗
Ξ ◦ (W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .)

−1 = P(W1,...,Wn,...;X1,...,Xn,...).

� < ��ªW���1����± �¡��¥°�¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡����� ������������� ��¥¡��¥ ���������± ���·�¡��¥ � V ¹ 9 �������}����¥¡¸¡��������±����y���
±�����¯�� � � ���c� j ∈ N∗ � PXj

= P ∗
X∗

j

������� PWj
= P ∗

W ∗

j

�¦��§ ������«¬´ �������]±����
P(W1,...,Wn,...;X1,...,Xn,...) = P ∗

W ∗

1
⊗ · · · ⊗ P ∗

W ∗
n
⊗ · · · ⊗ P ∗

X∗

1
⊗ · · · ⊗ P ∗

X∗
n
⊗ · · ·

= PW1 ⊗ · · · ⊗ PWn
⊗ · · · ⊗ PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn

⊗ · · · ,

����� � ����¸¡��¥¡������§º���b���£±���� ���� ����¯�«¬¥¡��� � {W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .}
��§ ¥¡���º��¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹

�S��¥¡�¦��©W��� ,-� Wn

�
n ∈ N∗ � .;6 )+�1� ��)+.
�+n�3 ^YH1^+.&% � ����G1)+,I5�.&%O"F� . "1pq. ^��#"�n "���^Y��)+.&5TH 
5�$&)+.&% � 5�.eD-��3+n�5�. ^+3+,
λ > 0

� ^ � 5 � "��1��,-�
Xn

�
n ∈ N∗ � .;6 )+�1����)+.
�+n�3 ^YH1^+.&% � ����G1)+,I5�.&% �

pq. ^��#"�$&%O^ � 5 ��� 5�.
X0 := 0

� ce�jSj^+G�	F3+,1)+� ,-�
σ
� P �

{Wn}n∈N∗

"��1�
{Xn}n∈N∗

.;6 )+�1� ��)+. 

�+n�3 ^YH1^+.&%`5�. ^Y���RQo^Y,TS1% ¹
�¤��±����£��� � ��¯������������ � σ ¹ ¸�¹ {Tn}n∈N

� {Nt}t∈R+

����� {St}t∈R+

ªW��� � ����


Tn :=

{ ∑n

k=1Wk
��¥ n ∈ N∗

0 ��¥ n = 0
. � V ¹ Z �

Nt :=
∞∑

n=0

nχ{Tn≤t<Tn+1}
¯�� � � ���c� t ∈ R+.

� V ¹�X �

St :=
Nt∑

k=0

Xk
¯�� � � ���c� t ∈ R+.

� V ¹ ?��
�������c«¦����������±���� T1(ω) = W1(ω) <∞ ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ¹
fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% U � 8 � � � �S´ �¦��� � ����b��� � σ ¹ ¸�¹Q�������� � ��¯������b����«¬��ªW�b��� � � ��¥ ª_� � § �¡���º¥¡�}����¨¡�¡®�¡��¨¡���������������£� � ����

(a)

�
{Tn}n∈N

��§ ¥¡������� � ¯�¥¡����§ ªW�y��µ � �������£��������������§ � ���£��¨¡¥¡����� ��©W¥��¹ � ¹{�º���¦������«¬¥ ªW�}��§ ¥¡���
��� � σ ¹ ¸�¹ ���c� � ���{�¬ªW¥b������� �¡�����¦ªW¥�¹ �¤��±����]�¦����� ¸¡�]� ��´ µ���� PWn

= Exp(λ) ¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ ������±
����¥ �¤±���� 0 − 1 �¡��� �   ��¨¡� � �����Â��� ¹��]�¦©W¨¡����� Aº¹ Z ¹/:	�{«¬´ �������]±������ P (supn∈N∗ Tn <∞) = 0 ¹
(b) �x� � � ���c� t ∈ R+

� ��´ µ���� Nt =
∑∞

n=1 χ{Tn≤t} P − σ.β. ¹¢¤¨	��¯�������� �b�¦����� ¸¡� � P (supn∈N∗ Tn < ∞) = 0 «¦���¦�����{±����{��� ��¨¡´ ��� N ∈ Σ0
©W���¡��¯�� �

������� ��¸¡�������¡� ω ∈ N c ¥¡� «¬´ ������� ±����x¯�� �³� ���c� t ∈ R+
��� ��¨¡´ ���!���v�¦����´�� ����� n0 ∈ N ©W���¡�

Tn0(ω) ≤ t < Tn0+1(ω) � ������µ£«¬´ ���������c�¦ªW¨¡������������±·��� � �¬� ������� �0A ±���� ΩT = ∅ �¦¹b¶ ������¸¡�¸¡��§ � ������±�������� ��¨¡´ ��� N ∈ Σ0
�¡«¦����� � ©W���¡��¯�� �°� ���c� ω ∈ N c ������¯�� �°� ���c� t ∈ R+

¥¡�°��� ��¨¡´ ���
n0 ∈ N∗ ©W���¡�

[χ{Tn0≤t<Tn0+1}(ω) = 1] & [∀n ∈ N∗ : n 6= n0 χ{Tn≤t<Tn+1}(ω) = 0].

:@A 9



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

  ����� ¸¡�£� {Tn}n∈N
��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW�]��µ � ������� «¦���¦������±��������

n0 = max{n ∈ N : Tn(ω) ≤ t}

�º����¨¡��«¬´ ������� χ{Tn≤t}(ω) = 1 ¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ ��� n ≤ n0
¹   ��§�����«¬��¥���� ��´ µ���� χ{Tn≤t}(ω) = 0¯�� � � ���c� n ∈ N∗ ��� n > n0

¹{�S��¥¡�¦��©W����� ��� ������¯���§ ������� �¡������µ����¬¥¡�£� ��±��¡�����º¹
(c) ��ªW¨�§ �������¡���°�¡����¯��¬¥�� ��±��¡��������������¨¡��µ����]¥¡�£�������c«¬��������� �j��������� � ��¥¡������� �S±���� N = ∅ ¹
(d) �¤��±��¡��¥ � V ¹�X �m�������¡��¥ (b), ������� ��¥¡��¥ �����y����± ��� ��� �]�¦©W¨¡�����4Aº¹ Aº¹ 9 � �����¬��� «¦���¦������±����c�
{Nt}t∈R+

��§ ¥¡���1��� � σ ¹ ¸�¹��������¨�� �c����µ��¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥�¹y�b±��¡�	�x�¦����� ¸¡����� Wn
� n ∈ N∗ ����§ ¥¡���

��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����� ��±�¥¡�����¬�]�º���¦���c�¦��� � �°��������¥¡�¬������«¬¥¡�¬� � ���¤����¨	�����¦�¡¨¡� λ > 0 � ��¹ � ¹ ������±£�����]�¦© ®¨¡�����eZ ¹ 9 ¹ Z �����¬���«¦���¦����� ±������ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� �°������¯��¬¥¡����¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �º���¦������«¬¥ ªW�
� ��µ�����ªW¥¡� �����¡��¥ (

V ¹ ? ) ����������¥ < ¨�� ����± V ¹/:�¹/:	�b������� {St}t∈R+

��§ ¥¡���c��� ����µ�¥ �c�¦�¡�£¸�� ��¸�� ������§ �
Poisson � ���}����¨¡����«¦�¡¨¡����� λ ����� PX

�]�¦� ��¥ ª ������¥·´c¹ ��¹ (Ω,Σ, P ) ¹°�b«¦������� ��������� ©W¥¡�������±��������± �¡��¥·��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���¬ªW¥ σ ¹ ¸�¹ {Wn}n∈N∗
����� {Xn}n∈N∗

�����¬����«¦���¦�����x� ��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���¬ªW¥
σ ¹ ¸�¹ {Tn}n∈N

����� {Xn}n∈N∗
¹ � ��¨¡������± �¡��¥ (b) ��¨¡����µ����¡���1±��������³§ ¸�� � �c��� ��´ µ����������c¯�� ����� �

σ ¹ ¸�¹ {Nt}t∈R+

����� {Xn}n∈N∗
�Â��� ¹��]�¦©W¨¡�����°�� ¹/:�¹ Z �¦¹

fg��3+��"�n�^Y� pq.&�M3+,TQ15�.0^Y,1) 	 � D �
(Ω,Σ, P )

� . "I^+GI%]"F� ��) PYH1i �M)+. ^Y�1� P��/���!,I3+. ^��#"�n �
�ED-.;�/PY� �F^Y,K.
�Y�I%0^Y,K.&)+P��/���!$&3+,1)O5���%rpq�o. D��#"�.&) ^+3+� pq.;6���D-,1"IiT.;���F^��#"�n �F^YHI)`DTijHI3+, 

�!,I3�6/� D-,TS .&5ID-.&3��/$ 	F. ^Y�1�E�F^YHI) � Q1);pq. ^YH P��/��P��#"����!6/�

Poisson {St}t∈R+

� pq� SjD-,jpq$ 
��,TS15�.0Gj^��
Σ = H∞ := σ({St}t∈R+) ¹  ��§ �����{¯�� �¤� ���c� t ∈ (0,∞) ��¨�§ �¡������� �¡��¥ σ ® ����� ����¯�� ��¨¡���¡��� Σ � Ht := σ({Su}u∈[0,t])

���¬¥ ©
��¨�§ �¡���������������¡��¥ σ ® ����¯�� ��¨¡� H0 := {∅,Ω} ¹m�b±��¡�	�c�£��� ����¯�«¬¥¡��� � {Ht}t∈R+

��§ ¥¡�����£����¥¡��¥�� ���
¸�� µ���� ��� ¯�� ���¡��¥ {St}t∈R+

�����!¯�� � � ���c� t ∈ R+
� ��´ µ���� H0 ⊆ Ht

¹ � {Ht}t∈R+

��¥¡����� �¡�¦�����
�¦��§ ����� � �-��4 	��1��$ &8; $ ��	�����,.�y�¡��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

¹
¢¤��¨¡��� ���¬ª�����¨¡���c«¦���������³���;��¨ ©Q��� �������¡«¦���¬����� �¡���o����¨¡��µ������v�¬¥¡±��¡���������������_�c�_�����

´ ¨¡����� ���¬µ����������¡��¥y����±�¸¡��� � �£�¬ªW¥}����������§ ��ªW¥°�������¡�¦���¬�������¬ªW¥y�����¡����¹
� �I5�5�� U � 8 � 8 � �x� � � ���c� t ∈ R+

� ��¹ � ¹ Nt
��§ ¥¡��� Ht

® ���¦�¡¨¡����� ���º¹
� D-GIP+.;� �YH � ¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±���� �����¬���°«¬´ �������	


Nt =
∞∑

n=0

χ{Tn≤t<Tn+1}χ{St=n}St
¯�� �°� ���c� t ∈ R+.

� V ¹ V �

� < ��ªW��������± �¡��¥}����±�¸¡��� � �°�¡���]¢¤��¨¡���¡��¨¡������� V ¹ 9 ¹/: (b) «¦���¦������±�����¯�� �°� ���c� t ∈ R+
������¯�� �

� ���c� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ��������¥¡��¸�� ��± n0 := n0,t(ω) ∈ N ©W���¡�

χ{Tn0≤t<Tn0+1}(ω) = 1 � V ¹ B��
:@A;A



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

�º� ��¨¡� �¡«¦����� ��©W���¡� χ{Tn0≤t<Tn0+1}χ{St=n0}(ω) ≥ 0 � ��¨¡�£����±·�¡��¥ � V ¹ V � �����¬���£«¦���¦������±�����¯�� �� ���c� t ∈ R+
�����Q¯�� �v� ���c� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ���W����¥¡��¸�� ��± n0 := n0,t(ω) ∈ N ©W���¡� Nt(ω) =

St(ω)χ{St=n0}(ω) ¹³�b±��¡�	�W��µ�����ªW¥¡�³��� �¡��¥���¨¡������¥¡� ��´ «¬��� σ(χ{St=n0}) ⊆ σ(St)
¯�� � � ���c�

t ∈ R+
«¬´ �������]±����

σ(Nt) = σ(Stχ{St=n0}) ⊆ σ(St, χ{St=n0}) = σ
(
σ(St) ∪ σ(χ{St=n0})

)

= σ(St) ⊆ σ

(
⋃

0≤u≤t

σ(Su)

)
= σ

(
{Su}u∈[0,t]

)
= Ht,

���¤�¡��¥y��¨ ©Q�¡� ��´ «¬��� �¦¯ ������� ������µ£¥¡�£� ��´ µ���������±£��� � Z � ��¢¤��¨¡���¡��¨¡�����(:@Aº¹/: � ¹
¶ ������¸¡� ¸¡��§ � �����]±���� σ(Nt) ⊆ Ht

¯�� � � ���c� t ∈ R+
� ����� � ����¸¡��¥¡������§����¤����¡������µ����¬¥¡��¹

�

  ����� ¸¡� �����o� � ���°�c���c�¦ªW¨¡��������������¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬�£����±v��§ ����������¥¡����«¬�£��� �c��¥¡±��¡�������£�¦� ��¥ ª
������¥·� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) ����������¥¡��������� �c��¥¡±��¡��������c����¨¡�����¡� �c��§1ªW� ������¸¡��§ ���¡���£��������� ������������� ®������µ���¡���°��«¬�����}�����!¸¡�¬�����¬����«¬¥¡�����«¬�����}��� ������¹ �   �¡��� �1��¹ ´c¹ � EQ[·] ¸¡����©W¥¡���1±����c�c�¦ªW¨¡��µ�����¡��¥}��«¬���°��� ���°ªW�]��¨¡���]���·��«¦�¡¨¡� � �°�¡��¥y��������¥¡�������{��� �c��¥¡±��¡������� Q ¹  ��§�����«¬��¥��º��¥�� Q ��§ ¥¡������������¥¡��������� �c��¥¡±��¡���������¦� ��¥ ª ������¥�� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) ������� {St}t∈R+��§ ¥¡���{��� � ��µ�¥ �c�¦�¡� ¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �¦� ��¥ ª ������¥o´c¹ ��¹ (Ω,H∞, Q) �m�¡±��¡���c� ��«¬����±����S�
{St}t∈R+

��§ ¥¡������� � Q 
 � Q1);pq. ^YH P��/��P��#"����!6/� Poisson ¹
������������� U � 8 � C � �   ���¬ª P ����� Q ��������¥¡����«¬����� �c��¥¡±��¡�������y�¦� ��¥ ª ������¥� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) ¹ < � P����� Q ��¥¡����� �¡��¥ ����� D-3+,I,IP+.bSj^��#"�n(����,IPRQ1)+��5�.&% � progressively equivalent) ������������������§ �¡�������
P

pr
∼ Q ����¥y��������±�¥¡�·��¥y¯�� � � ���c� t ∈ R+

� ��´ µ����

{N ∈ Ht : P (N) = 0} = {N ∈ Ht : Q(N) = 0},

¸¡������¸¡�}��¥������º��±�¥¡�£��¥�¯�� �}� ���c� t ∈ R+
��� P ����� Q «¬´ ����¥]���§ ¸�� ���µ�¥¡�����}����¸¡�¬¥�� ����µ°��«¦�¡¨¡������¡��¥ Ht

¹
�   ���¬ª β : (0,∞) → R Borel ���¦�¡¨¡����� ��� ����¥	��¨ �¡����� ©W���¡� eβ(X1) ∈ L1(P ) �W±������v� P��¨�§ �¡�¦�����!±���ªW� ���¡��¥ � V ¹ 9 �¦¹ �   ���¬ª �¦��§ �����°� σ ¹ ¸�¹ {M (β)

t }t∈R+

�¦� ��¥ ª ������¥ ´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) ����
M

(β)
t := eS

(β)
t −λtEP [eβ(X1)−1] ¯�� � � ���c� t ∈ R+,

� V ¹ W �
±������

S
(β)
t :=

{ ∑Nt

k=1 β(Xk)
��¥ t ∈ (0,∞)

0 ��¥ t = 0
. � V ¹/: � �

¢¤��¨¡��� ���¬ª ����¨¡���c«¦���������¤��� �������µ ´ ¨¡����� �����¨¡±��������¯�� �°�¡��¥}����±�¸¡��� � �°�¬ªW¥�������� ��©W¥}������®
�¡�¦���¬�������¬ªW¥��¡��������¨¡��µ��������¬¥¡±��¡��������� �����£��¥¡����«¬¨¡�¦���������¡��¥ σ ¹ ¸�¹Q�����£��¨�§ ����������� �·� ��¥ ªm¹

:@A&Z



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

fg3+Gj^Y����H U � 8 � [ � �
σ ¹ ¸�¹ {M

(β)
t }t∈R+

�¦� ��¥ ª6������¥;´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) ��§ ¥¡����«¬¥¡� �c�¦��� ��±
{Ht}t∈R+

® martingale, ����� EP [M
(β)
t ] = 1 ¯�� � � ���c� t ∈ R+

¹
� D-GIP+.;� �YH � ��¨¡´�� � �£����¨¡���¡��¨¡��µ�����±�����¯�� � � ���c� t ∈ R+

�°��¹ � ¹ S(β)
t
��§ ¥¡��� Ht

® ���¦�¡¨¡����� ��� �º� �����
�������������¡�¦����§�����¥¡«¦����� �·������S������������� V ¹ 9 ¹ 9 �����c����� � ?�� �!¢¤��¨¡���¡��¨¡�����4Aº¹/:�¹/: 9 (i).   ������«¬¥ ªW���¯�� �£� ���c� t ∈ R+

�������£��¹ � ¹ M (β)
t
�c�£��§ ¥¡��� Ht

® ���¦�¡¨¡����� ��������c����¥¡�¦��©W�]¯�� �£�¡��¥����±�¸¡��� � �£�¡���
����¨¡��µ���������¨¡±���������������¨ ����§�¥¡� ¸¡��§ � ����������� ����¨¡��� ���¬ª7¸¡µ�� ����������� 

(a) �x� � � ���c� t ∈ R+

�°��¹ � ¹ M (β)
t ∈ L1

+(P ) ��� EP [M
(β)
t ] = 1 ¹¢¤¨	��¯�������� �y��¨¡´�� � �7����¨¡���¡��¨¡��µ����v±������¦����� ¸¡�7¯�� �7� ���c� t ∈ R+

�7��¹ � ¹ S
(β)
t
��§ ¥¡���¤«¬¥¡�

�¡��´ ��§ � ���c¨¡��� ����� �º�¤�¦����� ¸¡� PNt
= P(λt) ¯�� �7� ���c� t ∈ R+

���¡±��¡�o±���ªW� �����¤����� ¢¤±�¨�� ®
�����aAº¹ ?º¹ A ������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����m±���� EP

[
eS

(β)
t

]
= eλt[EP [eβ(X1)−1]] ¹   ������«¬¥ ªW���¤¯�� � � ���c� t ∈ R+«¬´ ������� EP [M

(β)
t ] = e−λtEP [eβ(X1)−1]EP

[
eS

(β)
t

]
= 1 ¹ � ��¨¡� � ��´ µ�������� (a).

(b)
�
σ ¹ ¸�¹ {S(β)

t }t∈R+

«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�¤���������	����� ���¬����¨¡������� � ������� ��¹
¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡��� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� ��������¯��¬¥¡����¸�� ��¸�� ������§ � Poisson, �¡±��¡�S�����¡��«¬´ ������¥¡� ®
� ��¨ �¡���¡�¬�m�����º���	����� ���¬�m��¨¡������� � ������� �b�º���¦������«¬¥ ªW��� ������§ ªW�¤���m��� �]�¦ªW¨¡����������Aº¹�X�¹ A������RAº¹�X�¹ Z �
������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±������������ σ ¹ ¸�¹ {S(β)

t }t∈R+

«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�����������	����� ���¬�¤��¨¡������� � ������� ��¹
(c) �x� � � ���c� s, t ∈ R+

©W���¡� s ≤ t � ��´ µ���� EP

[
M

(β)
t |Hs

]
= M

(β)
s P |Hs − σ.β. ¹¢¤¨	��¯�������� �º�¦����� ¸¡�� {S(β)

t }t∈R+

«¬´ ��� ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�m����� ���	����� ���¬�m��¨¡������� � ������� ������� S(β)
t :=

0 �x�¡±��¡�°��µ�����ªW¥¡� ��������S���������� ¹/:�¹ A³«¬´ �������°±���� P
S

(β)
τ+h

−S
(β)
τ

= P
S

(β)
h

¯�� � � ���c� τ, h ∈ R+
�

����±��¡��¯�� � t := τ + h ����� s := τ «¬´ �������

P
S

(β)
t −S

(β)
s

= P
S

(β)
t−s

¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
��� s ≤ t, � V ¹/:;:	�

¸¡������¸¡� ¸¡��§ � �����]±������°��¹ � ¹ S(β)
t − S

(β)
s
�������°��¹ � ¹ S(β)

t−s
��§ ¥¡����� ��±�¥¡�����¬��¹ �¤��± ��� (b) «¦���¦������±����¯�� � � ���c� s, t ∈ R+

��� s ≤ t �°��¹ � ¹ S(β)
t−s
��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡��¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡��� Hs

�º� ��¨¡��¡�¦��� � �
������¯�� � � ���c� A ∈ Hs

«¬´ ��������±��������

χAM
(β)
s

����� M
(β)
t−s

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¹ � ¹ . � V ¹/: 9 �
�¤��±����b¯�� �m� ���c� s, t ∈ R+

��� s ≤ t � ��´ µ����¡±���� S(β)
t = S

(β)
s +(S

(β)
t −S

(β)
s ) ����¨¡�S������� ��¥¡��¥ ���������± ��� �¡��¥� V ¹ W �S�¦��§ ����� �����¬��� «¦���¦������±����

M
(β)
t = M (β)

s e

(
S

(β)
t −S

(β)
s

)
−λ(t−s)EP

[
eβ(X1)−1

]
. � V ¹/:@A��

  ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
��� s ≤ t ������¯�� � � ���c� A ∈ Hs

«¬´ �������	

∫

A

EP

[
M

(β)
t |Hs

]
dP =

∫

A

M
(β)
t dP

(7.13)
=

∫

A

M (β)
s e(S

(β)
t −S

(β)
s )−λ(t−s)EP

[
eβ(X1)−1

]
dP

(7.11)
=

∫

A

M (β)
s eS

(β)
t−s−λ(t−s)EP

[
eβ(X1)−1

]
dP

(7.9)
=

∫

A

M (β)
s M

(β)
t−sdP

:@AYX



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

= EP

[
χAM

(β)
s M

(β)
t−s

] (7.12)
= EP

[
χAM

(β)
s

]
EP

[
M

(β)
t−s

] (a)
=

∫

A

M (β)
s dP,

¶ ������¸¡�·¸¡��§ � �����}±����c¯�� �·� ���c� s, t ∈ R+
��� s ≤ t � ��´ µ���� ∫

A
EP

[
M

(β)
t |Hs

]
dP =

∫
A
M

(β)
s dP¯�� �}� ���c� A ∈ Hs

�º������ � ′ ��¨�� ������µ � ����¸¡��¥¡������§º���b��� (c), � �����������������������¨ ©W¥¡���º�¡��¥]����±�¸¡��� � ��¡��������¨¡��µ������]��¨¡±�����������¹
�

  � ¸�� � � �!��¥ β(x) = αx ��±������ α ∈ R �������c�¬¨	� �������c��¥ � ��¹ � ¹ eαX1 ∈ L1
+(P ) �c�¡±��¡��� σ ¹ ¸�¹�����£��¨�§ �¡�¦����������± �¡��¥� V ¹ W �S��§ ¥¡������� martingale �����£��� ����¯���¯���� Gerber.

� �I5�5�� U � 8 � 7 � ��¥���� Q ����� P ��§ ¥¡���x¸¡µ�� ��¨¡����¸¡�¬����� � �o� ����¸¡µ�¥¡�����¬�£��������¥¡����«¬�£��� �c��¥¡±��¡��������¦� ��¥ ª*������¥�� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) ���¡±��¡� ������¥ ��§ ������� ´ �¬�·��������¥¡����«¬� ��� �c��¥¡±��¡������� QX1

����� PX1

�¡���
��¹ � ¹ X1

��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡�����¬��¹
� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª A ∈ B((0,∞)) �¡«¦����� �y©W���¡� PX1(A) = 0 ¹ �]«¦���������{¥¡�]¸¡��§ � �������{±������ ��´ µ�����¦��§ ������� QX1(A) = 0 ¹
(a) ��¥ Dn := S−1

T1
(A) ∩ {T1 ≤ n} ¯�� � � ���c� n ∈ N �Q�¡±��¡� � {Dn}n∈N

��§ ¥¡���Q��� � ¯�¥¡����§ ªW�
��µ � ������� ��������������§ �³�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥��¡«¦����� � ©W���¡���� Dn ∈ Hn

¯�� � � ���c� n ∈ N ¹   ��§!����«¬��¥��� ��´ µ�����±���� ⋃
n∈N Dn = S−1

T1
(A) ¹¢¤¨	��¯�������� �c����±·��� �S�������rAº¹ Aº¹ Z (i) ¯�� � � ���c� n ∈ N «¬´ �������y±���� {T1 ≤ n} = {Nn ≥ 1} ∈

Hn
��������µ � ����± �����S������� V ¹ 9 ¹ 9 �S� Nn

��§ ¥¡��� Hn
® ���¦�¡¨¡����� ���º¹

  ��§ �����°¯�� ��� ���c� ω, ω̃ ∈ Ω �¡«¦����� �³©W���¡� T1(ω), T1(ω̃) ≤ n ��¨¡������¥ ©W�°��� ��¨¡´ ��� t ∈ [0, n]�¡«¦����� � ©W���¡� T1(ω̃) = t � ��¨¡�°�������¡«¦����� � ©W���¡� ST1(ω̃)(ω) = St(ω) ¹Q¶ ������¸¡� ����� ��¨¡´ ��� t ∈ [0, n]©W���¡�� ST1

¥¡� ��§ ¥¡��� Ht
® ���¦�¡¨¡����� ���·�º�x�¦������«¬¥ ªW� ����� Hn

® ���¦�¡¨¡����� ��� � ������µ Ht ⊆ Hn
�¦¹ � ��¨¡�

�¦��§ ������«¬´ �������]±���� S−1
T1

(A) ∈ Hn
¹

� �����¦����� ¸¡�£� Hn
��§ ¥¡��� σ ® ����¯�� ��¨¡� � �¡�¦��� � �°¯�� � � ���c� n ∈ N «¬´ ��������±����

Dn := S−1
T1

(A) ∩ {T1 ≤ n} ∈ Hn.

  ��§�����«¬��¥]� {Dn}n∈N
��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW����µ � ������� ��������µy��¨¡������¥ ©W��� {T1 ≤ n}n∈N

��§ ¥¡����¯�¥¡����§ ªW�
��µ � ������� ���¬¥ © �¦��§ �����}��¨¡������¥ ©W�°� ��´ µ����1� Ω =

⋃
n∈N{T1 ≤ n} ¹ < ��±��¡�	�1«¬´ ������� ⋃n∈NDn =

⋃
n∈N

(
S−1

T1
(A) ∩ {T1 ≤ n}

)
= S−1

T1
(A) � � �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (a).

(b) QX1(A) = 0 ¹¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � � ����¨¡���¡��¨¡��µ�����±����

QX1(A) = Q(X−1
1 (A))

(7.5),(7.6)
= Q

(
S−1

T1
(A)
) (a)

= Q

(
⋃

n∈N

Dn

)
= lim

n→∞
Q(Dn),

�����¡��¥{�¡�¦���¬������§ �¤� ��±��¡������¥¡�¤��¥ � ����§ �¡��¥m� ��´ µ��¡���W����±������ ?�� ��¢¤¨¡±��������*:�¹ 9 ¹ A � e), ����������¥¡����«¬¥¡�������± ��� ����������� (a). � ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����
QX1(A) = lim

n→∞
Q(Dn). � V ¹/: Z �

:@A;?



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

  ����� ¸¡� ��±���ªW��� Dn := S−1
T1

(A) ∩ {T1 ≤ n} ⊆ S−1
T1

(A) ¯�� �£� ���c� n ∈ N � �����¬���£«¦���¦�����������
±���� P (Dn) ≤ P

(
S−1

T1
(A)
) (7.5),(7.6)

= P
(
X−1

1 (A)
)

= PX1(A) = 0 ¹�¶ ������¸¡� ¯�� � � ���c� n ∈ N¸¡��§ � �����y±���� P (Dn) ≤ 0 � ��¨¡� P (Dn) = 0 �º���¦������«¬¥ ªW��¦����� ¸¡�·��� P ����� Q ��§ ¥¡������¨¡����¸¡�¬����� � �� ����¸¡µ�¥¡�����¬�y«¬´ �������y±���� Q(Dn) = 0 ¹S�¤��±��¡��¥�¡�¦���¬������§ �£��´ «¬���°�������¡��¥ � V ¹/: Z � �����¬��� «¦���¦�������� (b).  ������«¬¥ ªW���º¸¡��§ � �����S±�������¥ A ∈ B((0,∞)) �¡«¦����� �©W���¡� PX1(A) = 0 �¡±��¡� QX1(A) = 0 ¹ � ��¦����� ¸¡� ��� A ��§ ¥¡�����¡��´ ±�¥y�¡±��¡�]� �¬¥}��±�¯ ª;����¥¡�¦����¯ ªQ¯���c� �������c�¬µ���� ¯�� � � ���c� A ∈ B((0,∞))�º� ��¨¡� �c��«¬´ �������±���� QX1 � PX1

¹ < ����§ ªW�°������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����1�����!����¥ ��§ ���¡¨¡����������¥¡�¦����¯ ªQ¯�� �
¸¡������¸¡� ±���� PX1 � QX1

��� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �����°����������������¹
�

� ����±��������c�b��¨¡±��������m���¬¨�� ������� ��¥¡��� ���b������� ��±��������¡«¦���¬�����m��������µm�����b���¬��������§ ��� ��¸�§ ¥¡��¥ �����
�¡�°��µ����°����� ��¨¡±���������� � f�� ¹
fg3+Gj^Y����H U � 8 � k � �   ���¬ª P �°��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡�������]�¡��� � V ¹ 9 �¦¹Q�b±��¡��� ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i ����¥� Q : H∞ → R ��§ ¥¡��� ��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡�������]©W���¡�¤¥¡� � ����¥¡������� ��µ�¥ �����c����� ¸�� ±��¡���¡�¬�

� I � Q pr
∼ P �

� II � � {St}t∈R+

��§ ¥¡������� � Q ® ��µ�¥ �c�¦�¡�°¸�� ��¸�� ������§ � Poisson,

�¡±��¡����� ��¨¡´ ������� � Borel ���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡����� β : (0,∞) → R �¡«¦����� � ©W���¡��� eβ(X1) ∈

L1(P ) �������¦��§�����«¬��¥}¯�� � � ���c� s, t ∈ R+
��� 0 ≤ s ≤ t ������¯�� �°� ���c� A ∈ Hs

Q(A) =

∫

A

M
(β)
t dP. (M)

� ii ����¥ ��§ ���¡¨¡����� �1«¬���¬ª β : (0,∞) → R ��� � Borel ���¦�¡¨¡����� ���·����¥	��¨ �¡�����£©W���¡�y� eβ(X1) ∈

L1(P ) ¹!�b±��¡�Q��� ��¨¡´ ���¡��� ������¥¡��¸�� ���b��������¥¡�����m��� �c��¥¡±��¡������� Q �¦� ��¥ ª³������¥S� ¹ ´c¹ (Ω,H∞)�������¨�§ �¡�¦����� ����±°�¡��¥ �M � �����º�������§ � � ����¥¡������� ��§ ��� �]� ¸�� ±��¡���¡�¬� (I) ����� (II).   ��§º����«¬��¥����¥ Q 6= P �¡±��¡� P⊥Q ¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) �¤��± �¡��¥ � ¸�� ±��¡����� (II) �����¬��� «¦���¦�����{±����{� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���{��� � ������¯��¬¥¡���
¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �¦� ��¥ ª ������¥�´c¹ ��¹ (Ω,H∞, Q) �º� �¦������«¬¥ ªW�]��� ��¨¡´ ��� λ′ ∈ (0,∞) ©W���¡�b¯�� �� ���c� t ∈ R+

����� n ∈ N ¥¡�£«¬´ ��������±����

Q(Nt = n) = e−λ′t (λ
′t)n

n!
. � V ¹/: X �

�¤��±·�¡��¥¢¤��¨¡���¡��¨¡����� V ¹ 9 ¹/: (d), ±���ªW����«¬´ ���������¦��§ ������±������ {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� �£������¯��¬¥¡���
¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �¦� ��¥ ª7������¥´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) �º� ��¨¡�£� ��´ µ������

P (Nt = n) = e−λt (λt)
n

n!
. � V ¹/:@?��

:@A V



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

�]«¦����¥ �����
α := lnλ′ − lnλ⇔ λ′ = λeα � V ¹/: V �

����± �¡��¥� V ¹/: X �S«¬´ ��������±����

Q(Nt = n) = e−λteα (λteα)n

n!
= eλtenα−λteα

e−λt (λt)
n

n!
= enα+λt(1−eα)P (Nt = n),

��¨¡� ¸¡��§ � �����]±����
Q(Nt = n) = enα+λt(1−eα)P (Nt = n) ¯�� � � ���c� t ∈ R+

����� n ∈ N. � V ¹/:@B��
  ��§ ������¯�� �°� ���c� n ∈ N �c«¦��������� Xn := σ

(
{Xk}k∈Nn

) � ��¨¡� X0 = σ(X0) = H0
¹

(a) �x� � � ���c� s ∈ R+
����� n ∈ N � ��´ µ���� Hs ∩ {Ns = n} ⊆ Xn ∩ {Ns = n} ¹¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª s ∈ R+

¹Q��¥ Ns = 0 � �����¬���°«¬´ �������]±���� Su = 0 ¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] � ��¨¡�
Hs ∩ {Ns = 0} = H0 ∩ {Ns = 0} = X0 ∩ {Ns = 0} ¹   ������«¬¥ ªW����� ��´ «¬���£�¦¯ ������� ������µ �����
(a) � ��´ µ�����¯�� � n = 0 ¹  ��§ ������¯�� �°� ���c� n ∈ N∗ «¬´ ��������±����

{Ns = n} = {Ns = n} ∩

[
⋃

0≤u<s

{Nu = n− 1}

]
. � V ¹/: W �

�¤��±����£����± ��� � Z � ��¢¤��¨¡���¡��¨¡�����4:@Aº¹/: � � ¯�� � � ���c� n ∈ N∗ «¬´ �������]±����
σ
(
X0 + · · ·+Xn

)
⊆ σ

(
{Xk}k∈Nn

)
=: Xn.

� V ¹ 9 � �
  ������«¬¥ ªW����¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �¦��§ ������«¬´ �������	


Hs ∩ {Ns = n}
(7.19)
= σ

([
⋃

0≤u<s

σ(Su)

]
∪ σ(Ss)

)
∩

[
⋃

0≤u<s

{Nu = n− 1}

]
∩ {Ns = n}

(7.6)
= σ

([
⋃

0≤u<s

σ

(
n−1∑

k=0

Xk

)]
∪ σ

(
n∑

k=0

Xk

))

∩

[
⋃

0≤u<s

{Nu = n− 1}

]
∩ {Ns = n}

= σ

(
σ

(
n−1∑

k=0

Xk

)
∪ σ

(
n∑

k=0

Xk

))

∩

[
⋃

0≤u<s

{Nu = n− 1}

]
∩ {Ns = n}

(7.20)

⊆ σ(Xn−1 ∪ Xn) ∩

[
⋃

0≤u<s

{Nu = n− 1}

]
∩ {Ns = n}

(7.19)
= Xn ∩ {Ns = n},

:@A;B



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

���]�¡��¥°�¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�����·¥¡� ��§ ¥¡��� �����¬��� ����¥¡«¦����� �£�����·±����c� {Xn}n∈N∗
��¨¡������¥ ©W���§ ¥¡���c��� �

¸�� µ���� ���º¹
� ��� �¦����� ¸¡� � �¡������µ����¬¥¡� ��´ «¬��� �¦¯ ������� ������µ ������¸¡��§ ´º�¡������¯�� � �¡��´ ±�¥ s ∈ R+

�S�¡±��¡� �c�
� ��´ µ�����������¯�� � � ���c� s ∈ R+

��� ����� �����£������¸¡��� ��¥¡µ�������� (a).

(b) �x� �£� ���c� s ∈ R+
����� A ∈ Hs

� ��´ µ���� Q(A) =
∑∞

n=0Q(Bn)Q(Ns = n) ��±������ Bn ∈ Xn¯�� � � ���c� n ∈ N ¹¢¤¨	��¯�������� �Q«¬���¬ª s ∈ R+
����� A ∈ Hs

¹³�¤��±o��� (a) �����¬���³«¦���¦����� ±���� ¯�� �³� ���c� n ∈ N��� ��¨¡´ ��� Bn ∈ Xn
©W���¡� A ∩ {Ns = n} = Bn ∩ {Ns = n} ¹   ������«¬¥ ªW����������µ � {Ns = n}n∈N��§ ¥¡������� � ¸�� ����«¬¨�� ��� ����� Ω «¬´ �������]±����

Q(A) = Q

(
∞⊎

n=0

[
A ∩ {Ns = n}

]
)

=
∞∑

n=0

Q(A ∩ {Ns = n})

=

∞∑

n=0

Q(Bn ∩ {Ns = n}) =

∞∑

n=0

Q(Bn)Q(Ns = n),

�����¡��¥�¡�¦���¬������§ �·� ��±��¡�����·¥¡��� ��´ µ����c¸�� ±����c¯�� � � ���c� n ∈ N ��� Bn ∈ Xn
����� {Ns = n} ��§ ¥¡�����¥¡� � ��¨ �¡����� �¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡� � ������µo� � ′ �������c«¬���¦ªW�·��� σ ¹ ¸�¹ {Xn}n∈N

����� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���Q���¦��� � µ
����������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬��¹ � ��¨¡� � ��´ µ�������� (b).  ��§b����«¬��¥�������±7�¡��¥ � ¸�� ±��¡����� (I) �����b��� �S������� V ¹ 9 ¹�X ��¯�� �_� ���c� j ∈ N∗

n
«¬´ �������o±����

QXj
� PXj

���º���¦������«¬¥ ªW�°����±���� �]�¦©W¨¡����� Radon-Nikodym �Â��� ¹ �]�¦©W¨¡����� �� ¹/:�¹ 9 �¤«¦���¦�����
±�������� ��¨¡´ ������� ��¨¡´ ��� σ.π.π. f ∈ L1

+(PXj
) ©W���¡�

QXj
=

∫

A

fdPXj

¯�� �°� ���c� A ∈ B
(
(0,∞)

)
. � V ¹ 9 :	�

(c) ��¥ γ := ln f ���¡±��¡�m¯�� �y� ���c� n ∈ N∗ ������¯�� �}� ���c� Bn ∈
⋂n

j=1 σ(Xj)
� ��´ µ����º±���� Q(Bn) =

EP

[
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj )
] ¹

¢¤¨	��¯�������� �{��¨¡´�� � � ��������� ©W¥¡�������·±���� �{�¦����� ¸¡� � γ �������¡�¦����§Q�¡��¥³��µ�¥ �c�¬��� �¡��� ln �����W�¡���
σ.π.π. f ����§ ¥¡��� Borel ���¦�¡¨¡����� ��� ����¥	��¨ �¡�����º¹   ��§ �����]¯�� �£� ���c� n ∈ N∗ ����� Bn ∈

⋂n

j=1 σ(Xj)��� ��¨¡´ ����¥ Cj ∈ B
(
(0,∞)

) � j ∈ N∗
n
�{©W���¡� Bn =

⋂n
j=1X

−1
j (Cj)

¹   ������«¬¥ ªW���

Q(Bn) =

∫
χ⋂n

j=1 X−1
j (Cj)

dQ =

∫ ( n∏

j=1

χX−1
j (Cj)

)
dQ =

n∏

j=1

∫
χX−1

j (Cj )dQ

=

n∏

j=1

QXj
(Cj)

(7.21)
=

n∏

j=1

∫

Cj

fdPXj

γ=ln f
=

n∏

j=1

∫

Cj

eγdPXj

=
n∏

j=1

∫

X−1
j (Cj)

(
eγ ◦Xj

)
dP =

n∏

j=1

∫
χX−1

j (Cj )e
γ(Xj )dP

=

∫ n∏

j=1

[
χX−1

j (Cj)
eγ(Xj)

]
dP =

∫
χ⋂n

j=1 X−1
j (Cj)

e
∑n

j=1 γ(Xj)dP

:@A W



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

=

∫
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj )dP = EP

[
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj )
]
,

�����¡��¥°�¡¨�§ �¡��� ��±��¡����� �����c�¡��¥°�¡«¦����¨ �¡�·����±������¡«¦�����°� ��±��¡�����·¥¡�·�������¡�¦����µ�¥ �����¬���·����¥¡«¦����� �
�¡���m� � ′ �������c«¬���¦ªW�m��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���S�¬ªW¥���¹ � ¹ Xn

� n ∈ N �����������¡��¥��¡«¦����¨ �¡��� ��±��¡�����]�������¡��¥¤«¦���¡�����± ��� �¡«¦�����y� ��±��¡����� ¥¡� ��¥ � ����µ�¥y�¡��¥� ��´ µ ������������± ��� � Z � � �]�¦©W¨¡����� V ¹ ?º¹
(d) �x� � � ���c� n ∈ N∗ ������¯�� � � ���c� B ∈ Xn

� ��´ µ���� Q(B) = EP

[
χBe

∑n
j=1 γ(Xj)

] ¹
¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª n ∈ N∗ �º��������¨�§ ������������� �]����������� �

Mn :=
{
B ∈ Xn : Q(B) = EP

[
χBe

∑n
j=1 γ(Xj)

]}
,

Dn :=

{ n⋂

j=1

Bj : Bj ∈ σ(Xj)

}

�����
An :=

{ m⊎

i=1

Di : m ∈ N∗, Di ∈ Dn

}
.

�b±��¡�	��� An
��§ ¥¡������� � ����¯�� ��¨¡� ����� Ω �������º� ������� ����� (c) � ��´ µ����

Dn ⊆ An ⊆ Mn.
� V ¹ 9;9 �

  ������«¬¥ ªW������¥���� m(An) ������������§ ���������b�¡��¥]�¦����´�� ���¡�����¥¡±�����¥¡�}���������}�����}���¬¨�� «¬´ ���º�¡��¥ An
�

�¡±��¡��«¬´ �������
σ(An) = m(An) ⊆ Mn,

� V ¹ 9 A��
±������£� ��¨ ©Q�¡�£� ��±��¡����� �������¡�¦����§�����¥¡«¦����� �°����� � Z � � �]�¦©W¨¡�����0:�¹/:@?º¹
  ��§ ��������¯�� � � ���c� j ∈ N∗

n
� ��´ µ���� σ(Xj) ⊆ Dn

��������µ ¯�� � � ���c� Bj ∈ σ(Xj)
«¬´ �������

Bj =
⋂n

k=1X
−1
k (Ck,j)

��� Ck,j = (0,∞) ¯�� � � ���c� k, j ∈ N∗
n
��� k 6= j ����� Cj,j ∈ B((0,∞))¯�� � � ���c� j ∈ N∗

n
¹

  ������«¬¥ ªW����������� ��¥¡��¥ ����������± ��� ��������� ��� V ¹ 9;9 ��� � V ¹ 9 A��{¯�� � � ���c� j ∈ N∗
n
«¬´ ������� σ(Xj) ⊆

Dn ⊆ An ⊆ σ(An) ⊆ Mn
� ��¨¡� Xn = σ

(⋃n
j=1 σ(Xj)

)
⊆ σ(An) ⊆ Mn

�c¸¡������¸¡�£¸¡��§ � ������±����
Xn ⊆ Mn

�º���¦������«¬¥ ªW�y�¦����� ¸¡� ��� � ′ ��¨�� ������µ �c� ��´ µ������¦��§ �����
Mn ⊆ Xn

��«¦���¦������±����
Mn = Xn

�
� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (d).

(e) ��¥ β(x) := α + γ(x) ¯�� �·� ���c� x ∈ R �c�¡±��¡�}� β ��§ ¥¡������� � Borel ���¦�¡¨¡����� ���·����¥	��¨ �¡�����¯�� � �¡��¥}������§ �·� ��´ µ�����±���� EP

[
eβ(X1)

]
= eα ¹

¢¤¨	��¯�������� �x� β ��§ ¥¡���!��� � Borel ���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡����� �1������µ�� γ := ln f ��§ ¥¡���!��� � Borel���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡�����º¹   ��§�����«¬��¥«¬´ ��������±����

EP

[
eβ(X1)

]
=

∫
eβ(X1)dP = eα

∫
eγ(X1)dP = eα

∫
eln(f◦X1)dP

= eα

∫ (
f ◦X1

)
dP = eα

∫

R+

f(x)dPX1(x)
fσ.π.π.

= eα,

: Z �



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

���¤�¡��¥y��¨¡���¡�¦���¬������§ �£� ��±��¡�����£¥¡� ��¥ � ����§ �¡��¥� ��´ µ �¡���]����± ��� � Z � � �]�¦©W¨¡����� V ¹ ?º¹
(f) �x� � � ���c� s ∈ R+

� ��´ µ�����±���� Q(A) =
∫

A
M

(β)
s dP ¯�� � � ���c� A ∈ Hs

¹
¢¤¨	��¯�������� �x«¬���¬ª s ∈ R+

����� A ∈ Hs
¹°�¤��±³��� (a) «¦���¦�����1±����1¯�� ��� ���c� n ∈ N ��� ��¨¡´ ���

Bn ∈ Xn
©W���¡� A ∩ {Ns = n} = Bn ∩ {Ns = n} ¹Q�b±��¡�]«¬´ �������

Q(A)
(b)
=

∞∑

n=0

Q(Bn)Q(Ns = n)
(d)
=

∞∑

n=0

EP

[
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj)
]
Q(Ns = n)

(7.18)
=

∞∑

n=0

EP

[
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj)
]
enα+λt(1−eα)P (Ns = n)

=

∞∑

n=0

EP

[
χBn

e
∑n

j=1 γ(Xj)+nα+λt(1−eα)
]
EP

[
χ{Ns=n}

]

=

∞∑

n=0

EP

[
χBn

χ{Ns=n}e
∑n

j=1[α+γ(Xj)]+λt(1−eα)
]

β(x):=α+γ(x)
=

∞∑

n=0

EP

[
χBn

χ{Ns=n}e
∑n

j=1 β(Xj)+λt(1−eα)
]

=
∞∑

n=0

EP

[
χBn∩{Ns=n}e

∑Ns
j=1 β(Xj)+λt(1−eα)

]

(7.9),(7.10),(e)
=

∞∑

n=0

EP

[
M (β)

s χBn∩{Ns=n}

]
=

∞∑

n=0

EP

[
M (β)

s χA∩{Ns=n}

]

= EP

[
∞∑

n=0

M (β)
s χAχ{Ns=n}

]
= EP

[
M (β)

s χA

]
=

∫

A

M (β)
s dP,

�����¡��¥o��«¬�����¡� � ��±��¡����� ¥¡� �������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� � �¡���³��¥¡� � ��¨ �¡����§ ��� �¬ªW¥v�¬¥¡¸¡�¬´ ����«¬¥ ªW¥
Bn
� {Ns = n} �¤� ������§ �_��¨¡����µ����¡��� �����¬��� ����± �¡��¥ � � ′ �������c«¬���¦ªW� ��¥¡� � ��¨ �¡����§ � �¬ªW¥ σ ¹ ¸�¹

{Xn}n∈N
����� {Nt}t∈R+

���������¡��¥��¨¡���¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡����� ¥¡� ��� ��� ������¯���§ ����� �����¬���£����±�����±����c�
{Ns = n}n∈N

��§ ¥¡������� �£¸�� ����«¬¨�� ���°����� Ω ¹  ¸ ©;������������¨ ©W¥¡�¦������� ����±�¸¡��� � � ����� �¡�¦���¬������§ ������������������ ����� (f).�¤��±]��� (e) ����� (f) �����¬����«¬´ ������� ±�������� ��¨¡´ ��� β : (0,∞) → R Borel ���¦�¡¨¡����� ��������¥	��¨ �¡�����©W���¡� eβ(X1) ∈ L1(P ) �º���¦��§�����«¬��¥y¯�� � � ���c� s ∈ R+
¥¡�£� ��´ µ����

Q(A) =

∫

A

M (β)
s dP ¯�� �°� ���c� A ∈ Hs.

�S����� ��¥¡��¥ �������1±���ªW���!����± ����±����1����± �¡��¥£¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ Z�� {M (β)
t }t∈R+

��§ ¥¡���1«¬¥¡� {Ht}t∈R+

®
martingale �¡±��¡�}«¦���¦�����������1� � ��´ µ���¡��� �M ���!� ������������������������¨ ©W¥¡���1�¡��¥£����±�¸¡��� � ���¡������¡®
¨¡��µ���������¨¡±�����������¹
(ii)

< ¨�§ �¡���������¡��¥}����¥¡����������¥	��¨ �¡����� Q :
⋃

t∈R+
Ht → R ���¤�¡µ����

Q(A) :=

∫

A

M
(β)
t dP ¯�� � � ���c� A ∈

⋃

t∈R+

Ht.

: Z�:



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

�b±��¡�	���¬µ��������·������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����c±����c� Q ��§ ¥¡���c«¬¥¡�£���¦���¬¨¡������«¬¥¡�£��¨¡��� �c�¦��� ��±���«¦�¡¨¡���¦� ��¥ ª ���¡��¥
����¯�� ��¨¡� ⋃

t∈R+
Ht
¹ < ���¬¨�� ��¨�� ����±�� Q|Ht

����� Q ���¡��¥ Ht
� t ∈ R+

�¤��§ ¥¡����� ��µ�����ªW¥¡�����y�¡��¥
¢¤¨¡±��������°�� ¹/:�¹/:��������¡��¥}¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ Z � ��� �c��¥¡±��¡�����º¹
(a*) �x� � �������c�¬¨¡± t ∈ R+

�m¯�� � � ���c� r ∈ (0,∞) �����{¯�� � � ���c� 0 ≤ u ≤ s ≤ t � ��´ µ����
EQ

[
e−r(Ss−Su)

Hu

]
=Q|Hu

e−λ(s−u)EP [eβ(X1)−1]EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

] ¹
¢¤¨	��¯�������� � «¬���¬ª*�������c�¬¨¡± t ∈ R+

�����Q� � ¹ ´c¹ (Ω,Ht)
¹�� < ��ªW��� ����± ����¥³��¨�� ����± �¡��� Q«¬´ �������W±���� Q|Hu � P �º���¦������«¬¥ ªW� ����±���� �]�¦©W¨¡����� Radon-Nikodym «¦���¦������±�������� ��¨¡´ ������� �����¨	��¯ ªQ¯���� Radon-Nikodym f = M

(β)
s
�¡��� Q|Hu

ªW����¨¡��� P ¹W�b±��¡���¦����� ¸¡� χAe
−r(Ss−Su) ∈

L1
+(P ) ¯�� �� ���c� r ∈ (0,∞) ����± ��� �]�¦©W¨¡����� Radon-Nikodym ����� ¯�� �� ���c� r ∈ (0,∞) �����

0 ≤ u ≤ s ≤ t �¦��§ ������«¬´ �������]±����
EQ

[
χAe

−r(Ss−Su)
]

= EP

[
χAe

−r(Ss−Su)M (β)
s

] ¯�� � � ���c� A ∈ Hu.
� V ¹ 9 Z �

�]«¦����¥ ����� ξ(t) := e−λtEP [eβ(X1)−1] ¯�� �³� ���c� t ∈ R+
�Q����±o�¡��¥ � V ¹ 9 Z �]����� ¯�� � � ���c� r ∈

(0,∞) � 0 ≤ u ≤ s ≤ t ����� A ∈ Hu
«¬´ �������

EQ

[
χAe

−r(Ss−Su)
]

= EP

[
χAe

−r(Ss−Su)M (β)
s

]
= EP

[
χAe

−r(Ss−Su)eS
(β)
s −λsEP [β(X1)−1]

]

= ξ(s)EP

[
χAe

−r(Ss−Su)+
(

S
(β)
s −S

(β)
u +S

(β)
u

)]
= ξ(s)EP

[
χAe

S
(β)
u
]

= EP

[
e−r(Ss−Su)+S

(β)
s −S

(β)
u

]

(7.9)
= ξ(s− u)EP

[
χAM

(β)
u

]
EP

[
e−r(Ss−Su)+S

(β)
s −S

(β)
u

]

= ξ(s− u)EP

[
χAM

(β)
u

]
EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]

= ξ(s− u)EQ[χA]EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]

= ξ(s− u)Q(A)EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]
,

�����¡��¥��¡«¦����¨ �¡�°� ��±��¡�����°¥¡�°�������¡�¦����§ �����¬�������¥¡«¦����� ��¡������¥¡� � ��¨ �¡����§ �����¬ªW¥y��¹ � ¹ χAe
S

(β)
u �����

S
(β)
s −S

(β)
u
��������©W�b�������¡���b��¥¡� � ��¨ �¡����§ ���S�¬ªW¥¤��¹ � ¹ χAe

S
(β)
u ����� S(β)

s −S
(β)
u
�������}������¨¡¨¡«¬��������±

����¯��¦¯���¥¡±��±����c��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����� {S(β)
t }t∈R+

«¬´ ����¥ ��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¨¡������� � ������� � − � ���¬¥��¨ ©Q�¡�¤ªW� P ® ��µ�¥ �c�¦�¡��¸�� ��¸�� ������§ � Poisson, ����������¸¡�	����±�¯ ªv�¬ªW¥b±���ªW¥���¥¡����«¬¨ �c������¥m�����¤�������
(b) �¡���b����±�¸¡��� � ���b�¡���b¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ Z ¹   ��§ �������y«¦���¡�}� ��±��¡�����y�������¡�¦����§ �����¬��������¥¡«¦����� �]�����±����W��� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����� {S(β)
t }t∈R+

«¬´ ����¥ � ������§ ªW� ���·���v±���� ��¥¡����«¬¨ �c������¥ ����«¬��ªW�·��� �
� ��¥ ª �����	����� ���¬���¨¡������� � ������� ���x�¦� ��¥ ª ������¥ ´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) �1�¬¥ © ����¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�������¨¡����µ����¡��� �����¬���°����± �¡��¥� V ¹ 9 Z �{¯�� � u = s ¹¶ ������¸¡� � ¯�� � � ���c� r ∈ (0,∞) � 0 ≤ u ≤ s ≤ t ������¯�� � � ���c� A ∈ Hu

¸¡��§ � ������±����
∫

A

ξ(s− u)EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]
dQ = EQ

[
χAe

−r(Ss−Su)
]

=

∫

A

e−r(Ss−Su)dQ

=

∫

A

EQ

[
e−r(Ss−Su)

Hu

]
dQ,

: Z 9



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

����� � ����¸¡��¥¡������§����¤��� (a*).

(b*) �x� ���������c�¬¨¡± t ∈ R+
� σ ¹ ¸�¹ {Su}u∈[0,t]

«¬´ ���1��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�}�����!���	����� ���¬�}��¨¡������� � ������� �
�¦� ��¥ ª7������¥´c¹ ��¹ (Ω,Ht, Q|Ht)

¹
¢¤¨	��¯�������� �c����±·��� (a*) ����¨¡���¡��¨¡��µ����]±����c� EQ

[
e−r(Su+h−Su)

Hu

] � 0 ≤ u ≤ s ≤ t �b��§ ¥¡���
Q|Hu − σ.β. § ��� ���]��� � ����¥	��¨ �¡�����}�¬ªW¥ s, u � �¡��¥ ζ : R+ × R+ → R ���¤�¡µ����

ζ(s, u; r) := e−λ(s−u)EP [β(X1)−1]EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]
= ξ(s− u)EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]
.

� ��¨¡� �c«¦����¥ ����� κ := −r «¬´ �������£±���� � ¨�¹ ¯�¹ σ. �¡��� Ss − Su
¸¡���c��§ �����·������� ����¸¡�������¡� ��¹ � ¹ Su� � ��¨ �	������� � Q|Hu − σ.β. �°����± ��� s ����� u ��«¬��ª*�¡����¸�� ������¨	��� s − u ¹ �b±��¡�	�S��µ�����ªW¥¡�o������ �#:@A�� � Corollary (22.2), «¬´ �������³±����m� ��¥ ��§ ������� ´ � σ.(π.)π. �¡���³��¹ � ¹ Ss − Su

¸¡���c��§ �����
������� ����¸¡�������¡�}��¹ � ¹ Su

� � ��¨ �	������� � Q|Hu − σ.β. ������±���� s ����� u ��«¬��ª �¡���}¸�� ������¨	��� s − u ¹�S��¥¡�¦��©W����� ��¨¡������µ � ����� �j��¹ � ¹ � Ss − Su
��������¥¡«¬���¦�����x��¥¡� � ��¨ �¡�������¬ªW¥·��¹ � ¹ {Sτ}τ∈[0,u]

¯�� �
� ���c� 0 ≤ u ≤ s ≤ t ¹   ������«¬¥ ªW����� σ ¹ ¸�¹ {Su}u∈[0,t]

«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬����¨¡������� � ������� ��¹
�¤��±���� ��¯�� �£� ���c� r ∈ (0,∞) � 0 ≤ u ≤ s ≤ t ������¯�� �£� ���c� h ∈ R+

©W���¡� u + h ≤ t ������±��� (a*) «¬´ �������
EQ

[
e−r(Su+h−Su)

Hu

]
=Q|Hu

ξ(u+ h− u)EP

[
e−rSu+h−u+S

(β)
u+h−u

]
= ξ(h)EP

[
e−rSh+S

(β)
h

]

=Q EQ

[
e−r(Sh−S0)

H0

]
=Q EQ

[
e−rSh

]
,

��� ′ ±������°������§ ªW�]���b���±����°��¥¡����«¬¨ �c������¥���� �£� ��¥ ª ¯�� ���� ����¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�b��¨¡������� � ������� �������¬���
«¦���¦�����º±���� �y��������¥¡������¡���b��¹ � ¹ Su+h − Su

��§ ¥¡��� � Q|Hu − σ.β. �S§ ¸�� ����������¡��¥��¡������¹ � ¹ Su
¯�� �

� ���c� 0 ≤ u ≤ s ≤ t �����c¯�� � � ���c� h ∈ R+
©W���¡� u + h ≤ t �c�º���¦������«¬¥ ªW�� σ ¹ ¸�¹ {Su}u∈[0,t]�c� «¬´ �������	����� ���¬�¤��¨¡������� � ������� ����� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (b*) ¹

���y�c�¦ªW¨¡�����������	��� ©W¨¡� ���¦� ��¥ ª ������¥ � ¹ ´c¹ ((0,∞),B((0,∞))
) �c��� �}��� �c��¥¡±��¡���¡�¬� µ ����� ν ������£��¨�§ �¡��¥ ������ªW��� � ����


µ(A) :=

∫

A

eβ(x)

EP

[
eβ(X1)

]dPX1(x)
����� ν(A) := λ′

∫

A

e−λ′xdx, � V ¹ 9 X �
¯�� �£� ���c� A ∈ B((0,∞)) ��±������ λ′ := λEP

[
eβ(X1)

] ¹ < ¨�§ �¡�������]�¦��§ �������¡��¥����±��������c�£��� �c��¥¡±�®
�¡�����°¯�� ¥¡±����¬¥¡�·�¦� ��¥ ª;����� Ω = (0,∞)N × (0,∞)N 


Q̃ = ν⊗N ⊗ µ⊗N. � V ¹ 9 ?��
(c*)

�
{St}t∈R+

��§ ¥¡������� � Q̃ ® ��µ�¥ �c�¦�¡�¸�� ��¸�� ������§ � Poisson � ���¤����¨¡����«¦�¡¨¡����� λ′ ����� Q̃X
�¦¹

¢¤¨	��¯�������� ���¦���������������¬�����y����� Q̃ �����¬��� «¬´ �������y±���� Q̃X1 = µ = Q̃Xn

¯�� � � ���c� n ∈ N∗ �
�¬¥ ©[����± �������£��¨�� ������µ��£�¬ªW¥ ν ����� Q̃ �¦��§ ����� �����¬��� «¦���¦�����x±���� Q̃Wn

= Q̃W1 = ν ¯�� � � ���c�
n ∈ N∗ � ��¨¡� Q̃W1 = Exp(λ′) ¹Q�b±��¡�	��������� ��¥¡��¥ �����]����± ��� �¡��¥� V ¹ 9 ?�����«¬´ �������

Q̃ = Q̃W1 ⊗ · · · ⊗ Q̃Wn
⊗ · · · ⊗ Q̃X1 ⊗ · · · ⊗ Q̃Xn

⊗ · · · ,

: ZYA



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

¸¡������¸¡�°�°��� ����¯�«¬¥¡��� � {W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .}
����¨¡����«¬¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�}������ªW����¨¡���

�¡��¥ Q̃ � ������µ ����� ′ ��¥¡������¯�§ � �������£±���� ��¥¡����«¬¨ �c������¥���¡��¥}��¨¡´ � �¡���]����¨¡��µ��������¬¥¡±��¡�������]¯�� �
�¡��¥ P «¬´ �������]±���� Q̃ = Q̃(W1,...,Wn,...;X1,...,Xn,...)

�¦¹
� < ��ªW��� �¦����� ¸¡� Q̃W1 = Exp(λ′) � «¬´ ������� Q̃W1 ∼ PW1

� ��¨¡������� Q̃W1 � PW1

� �¦������«¬¥ ªW���
��µ�����ªW¥¡� ������� �]�¦©W¨¡����� Radon-Nikodym, «¦���¦�����{±���� ��� ��¨¡´ ���{��§ � PW1 − σ.β. ����¥¡��¸�� ���
g ∈ L1

+(PW1)
©W���¡�

Q̃W1(B) =

∫

B

gdPW1

¯�� � � ���c� B ∈ B
(
(0,∞)

)

�£� ����¸¡µ�¥¡�����
Q̃(A) =

∫

A

g(W1)dP
¯�� � � ���c� A ∈ H∞,

� V ¹ 9;V �
��� ′ ±������£¯�� � A = Ω «¬´ �������

EP [g(W1)] = 1. � V ¹ 9 B��
�b±��¡�	�m������§ ªW� ���·�¡��¥ ����±�¸¡��� � �v����� �S�������������LAº¹ ?º¹ 9 �����Q¯�� � � ���c� t ∈ R+

����� u ∈ R«¬´ �������

E
Q̃

[
eiuSt

] (7.27)
= EP

[
eiuStg(W1)

]
=

∞∑

n=0

EP

[
χ{Nt=n}g(W1)

( n∏

k=1

eiuXk

)]

=
∞∑

n=0

EP

[
χ{Nt=n}g(W1)

]
EP

[ n∏

k=1

eiuXk

]

(7.27)
=

∞∑

n=0

EQ̃

[
χ{Nt=n}

]
EP

[ n∏

k=1

eiuXk

]

(7.28)
=

∞∑

n=0

Q̃(Nt = n)

( n∏

k=1

EP

[
eiuXk

]
EP [g(W1)]

)

=
∞∑

n=0

Q̃(Nt = n)

( n∏

k=1

EP

[
eiuXkg(W1)

])

(7.27)
=

∞∑

n=0

Q̃(Nt = n)

( n∏

k=1

E
Q̃

[
eiuXk

])

Q̃Xn=Q̃X1=
∞∑

n=0

Q̃(Nt = n)En

Q̃

[
eiuX1

]
= eλ′

[
E

Q̃

[
eiuX1

]
−1
]
,

���y�¡��¥£�¡¨�§ �¡� ���¡��¥ ��«¬�����¡�·�����1�¡��¥£«¦���¡��� ��±��¡������¥¡���������¡�¦����µ�¥������¬���·����¥¡«¦����� �·�¡���°��¥¡� � ��¨�®
�¡����§ ���³�¡��� ��� ����¯�«¬¥¡��� ��� {W1, . . . ,Wn, . . . ;X1, . . . , Xn, . . .}

�����S�¡��¥o�¡�¦���¬������§ �_� ��±��¡����� ¥¡�
� ��´ µ����!¸�� ±���� Q̃Nt

= P(λ′) ¯�� ��� ���c� t ∈ R+
�x������µ Q̃Wn

= Exp(λ′) ¯�� ��� ���c� n ∈ N∗ �Â��� ¹
¢¤±�¨�� �����rAº¹ Z ¹ Z �¦¹
¶ ������¸¡� ¸¡��§ � ����� ±���� ¯�� �³� ���c� t ∈ R+

� ´c¹ σ ¹o�¡���£��¹ � ¹ St
� ����¥¡������� ��§Q�¡��¥ � ��±��¡�����³�����

¢¤��¨�§ �����������`Aº¹ ?º¹ A � ��¨¡� � St
��������¥¡«¬���¦����� ��µ�����ªW¥¡� ������� � ��µ�¥ �c�¦�¡�o��������¥¡����� Poisson �������¨¡����«¦�¡¨¡����� λ′ ����� Q̃X

¹
: Z;Z



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

(d*) �x� � � ���c� r ∈ (0,∞) � ��´ µ�����±���� EQ̃

[
e−rX1

]
= EP [eβ(X1)−rX1 ]

EP

[
eβ(X1)

] ¹
¢¤¨	��¯�������� ������± �¡��¥� V ¹ 9 ?�� ������¯�� � � ���c� r ∈ (0,∞) «¬´ �������

EQ̃

[
e−rX1

]
=

∫

Ω

e−rX1(ω)d
(
ν⊗N ⊗ µ⊗N

)
(ω) =

∫

(0,∞)

e−rxd
[(
ν⊗N ⊗ µ⊗N

)
◦X−1

1

]
(x)

=

∫

(0,∞)

e−rxdµ(x) =

∫

(0,∞)

e−rx eβ(x)

EP

[
eβ(X1)

]dPX1(x)

=
1

EP

[
eβ(X1)

]
∫

(0,∞)

eβ(x)−rxdPX1(x) =
1

EP

[
eβ(X1)

]
∫
eβ(X1)−rX1dP

=
EP [eβ(X1)−rX1 ]

EP

[
eβ(X1)

] ,

�����¡��¥{¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�b����� �¡��¥{��¨¡���¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡������¥¡���������¡�¦����µ�¥ �����¬���m����¥¡«¦����� �b����� � Z � � �]�¦©W¨¡�����
V ¹ ?º¹
(e*) �x� � t ∈ R+

��¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] ������¯�� � � ���c� n ∈ N � ��´ µ����

Q̃(Nu = n) = ξ(u)P (Nu = n)
[
EP [eβ(X1)]

]n
.

¢¤¨	��¯�������� ���¦����� ¸¡� � {St}t∈R+

��§ ¥¡������� � Q̃ ® ��µ�¥ �c�¦�¡�°¸�� ��¸�� ������§ � Poisson, � ��������¨¡����«¦�¡¨¡�����
λ′ ����� Q̃X

�«¦���¦�����Q±����W� {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���W��� �v������¯��¬¥¡����¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ªW����¨¡��� Q �{�������¨	�����¦�¡¨¡� λ′ = λEP [β(X1)]
� ����±��¡�°¯�� � t ∈ R+

�x¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] �����x¯�� ��� ���c� n ∈ N«¬´ �������

Q̃(Nu = n) = e−λ′u (λ′u)n

n!
= e−λEP [eβ(X1)]u [λEP [eβ(X1)]u]n

n!

= e−λuEP [eβ(X1)] (λu)
n

n!

[
EP [eβ(X1)]

]n
= ξ(u)e−λu (λu)n

n!

[
EP [eβ(X1)]

]n

= ξ(u)P (Nu = n)
[
EP [eβ(X1)]

]n
,

��� �¡��¥��¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�����o¥¡�v�������¡�¦����§ �����¬���o����¥¡«¦����� �o�����v±����W� � ′ �������c«¬���¦ªW��� {Nt}t∈R+��§ ¥¡������� � ������¯��¬¥¡���y¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �¦� ��¥ ª7������¥´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) ¹
(f*) �x� � r ∈ (0,∞) � t ∈ R+

������¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] � ��´ µ����

E
Q̃

[
e−rSu

]
=

∞∑

n=0

[
EP [eβ(X1)−rX1]

]n

ξ(u)P (Nu = n).

¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � r ∈ (0,∞) � t ∈ R+
������¯�� �]� ���c� u ∈ [0, t] ����«¬���¤��� ��� EQ̃

[
e−rSu

] ¸¡����©W¥¡���
�¡��¥¤¨�¹ ¯�¹ σ. �������¡��´ ��§ ���y���c¨¡��§ ����������� Su

���¡�¤�c«¬��� −r ������ªW�S��¨¡���b�¡��¥ Q̃ ¹   ������«¬¥ ªW����������§ ªW����¤�����S������� Aº¹ ?º¹ 9 ������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±�����¯�� � � ���c� r ∈ (0,∞) � ��´ µ�����±����

E
Q̃

[
e−rSu

]
=

∞∑

n=0

[
E

Q̃

[
e−rX1

]]n
Q̃(Nu = n)

: Z X



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

(d∗),(e∗)
=

∞∑

n=0

[
EP

[
eβ(X1)−rX1

]]n

[
EP

[
eβ(X1)

]]n ξ(u)
[
EP [eβ(X1)]

]n
P (Nu = n)

=

∞∑

n=0

[
EP

[
eβ(X1)−rX1

]]n
ξ(u)P (Nu = n).

(g*) �x� � r ∈ (0,∞) � t ∈ R+
������¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] � ��´ µ����

EP

[
e−rSu+S

(β)
u
]

=
∞∑

n=0

[
EP [eβ(X1)−rX1 ]

]n
P (Nu = n).

¢¤¨	��¯�������� �x����¨¡���¡��¨¡��µ����°±����!¯�� ��� ���c� r ∈ (0,∞) �����!¯�� � � ���c� u ∈ [0, t] «¬´ ������� ±����!���¹ � ¹

S(β)
u − rSu =

Nu∑

k=0

β(Xk) − r

Nu∑

k=0

Xk =

Nu∑

k=0

[β(Xk) − rXk] =

Nu∑

k=0

Uk,

±������ Uk := β(Xk) − rXk
¯�� �³� ���c� k ∈ N ¹   ������«¬¥ ªW��� EP

[
e−rSu+S

(β)
u
]

= EP

[
e
∑Nu

k=0 Uk

] �
¸¡������¸¡�·� �¡������µ����¬¥¡����«¬��� ��� ������§ ¥¡���1��¨�¹ ¯�¹ σ. �����·�¡��´ ��§ �������c¨¡��§ ����������� ∑Nu

k=0 Uk
���¡�£�c«¬���

z = 1 ������ªW�·��¨¡�����¡��¥ P ¹ �b±��¡�	� ������� ��¥¡��¥ �����·����± ���o��������� ±����Q����± �¡��¥ � � ′ �������c«¬���¦ªW�� ����¥¡����§ �}�¬ªW¥���¹ � ¹ Xk
� k ∈ N∗ �W«¬´ �������m��ªW�¤� PUk

= PU1

¯�� �y� ���c� k ∈ N∗ ����¨¡����µ����¡��� �����¬���
��������� (g*).

(h*) �x� � r ∈ (0,∞) � t ∈ R+
� EQ

[
e−rSu

]
= E

Q̃

[
e−rSu

] ¯�� �°� ���c� u ∈ [0, t] ¹¢¤¨	��¯�������� ������± ��� (a*) ¯�� � � ���c� A ∈ Hu
«¬´ �������

∫

A

EQ

[
e−r(Ss−Su)

Hu

]
dQ =

∫

A

ξ(s− u)EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]
dQ

��� ′ ±������£¯�� � A = Ω ∈ Hu
��������µ�����ªW¥¡�°���¤�¡��¥}¢¤¨¡±�������� 9 ¹/:�¹ B (ii) «¦���¦������±����

EQ

[
e−r(Ss−Su)

]
= ξ(s− u)EP

[
e−rSs−u+S

(β)
s−u

]

�º���¦������«¬¥ ªW�]�c«¦����¥ ����� u := 0 ����� s := u «¬´ ��������±����

EQ

[
e−rSu

]
= ξ(u)EP

[
e−rSu+S

(β)
u

]
(f∗)
= ξ(u)

∞∑

n=0

[
EP [eβ(X1)−rX1 ]

]n
P (Nu = n)

(e∗)
= EQ̃

[
e−rSu

]
,

� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� (h*).

�b±��¡�£����± ��� (h*) �����x��µ�����ªW¥¡� ���°��� �#:@A�� � Theorem 22.2, �����¬��� «¦���¦�����x±����x���³��«¦�¡¨¡���� �c��¥¡±��¡������� Q, Q̃ ��������§ ��������¥v�¦� ��¥ ª ���¡��¥ σ ® ����¯�� ��¨¡� Ht
�j¯�� � ¸¡������«¬¥¡� t ∈ R+

�¦¹   ����®
��«¬¥ ªW������� Q, Q̃ �c� ��������§ ��������¥v�º�m�¦� ��¥ ª����¡��¥ ����¯�� ��¨¡� ⋃t∈R+

Ht
�º� ��¨¡� ��� Q ��§ ¥¡��� σ ®��¨¡��� �c�¦��� ��± �¦� ��¥ ª����¡��¥ ⋃

t∈R+
Ht
��� �����m����� �¡�¦��� � �_��������µ�����ªW¥¡�_���³��� �]�¦©W¨¡�����   ��« ®

����������� �¬ªW¥ Hahn-Carathèodory �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � ?�� �	�]�¦©W¨¡����� :�¹ Aº¹�X (iv)) ����¥¡�¦� ��¯��¦�����{±���� ���
Q = Q̃

σ
(⋃

t∈R+
Ht

)
= Q̃|H∞ = Q̃ ¹

: ZY?



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

�x� ����£��±�¯�� �����¡±£�����£� � �����c�}¯�¨	����������� Q ��¥ ��§º¯�� � Q̃ �º���¦������«¬¥ ªW�]� {St}t∈R+

�c�°��§ ¥¡���
��� � Q ® ��µ�¥ �c�¦�¡�y¸�� ��¸�� ������§ � Poisson.

  ��§ ����������±�¡��¥ �M � �����¬���y«¦���¦�����º±���� Q pr
∼ P ��� �����������������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� ��µ�¨�� �����¡������µ����¬¥¡���°����� (ii) �¡��������¨¡��µ���������¨¡±�����������¹

•
  ��§�����«¬��¥���¯�� �·�¡��¥£����±�¸¡��� � �·������¸¡�¬µ��¡�¬¨¡��� �¡������µ����¬¥¡���·����� (ii) �¡���y����¨¡��µ������}��¨¡±������������¸¡������¸¡�·����� ±���� Q 6= P ⇒ P⊥Q �x�������c«¦���������±���� Q 6= P ¹�b±��¡�	�!������� ��¥¡��¥ ���������± �����¡��¥

�M � �����¬���v«¦���¦�����W±���� P (β(X1) 6= 0) > 0 ¹ �{�¡� ����¥¡«¬´ ��� � �c�v¸¡��§ � ��������±���� P⊥Q �{���·�¡��������c��� �°����� ����¨¡��� ���¬ª7�¬¥¡¸�� �����¬�������������������¹
(i*) limt→∞M

(β)
t = 0 P − σ.β. ¹

¢¤¨	��¯�������� ����¨¡´�� � �£�����¬¥ �c����§ �¡��������±�����¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) �

ξ(t) = e−λtEP [eβ(X1)−1] ⇔ ln ξ(t) = −λtEP [eβ(X1) − 1],

����±��¡� �����¬���°«¬´ ��������������±����
lim
t→∞

ln ξ(t)

t
= ln ξ(1). � V ¹ 9&W �

  ��§ �����y�¦����� ¸¡� � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡������� � σ ¹ ¸�¹W����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥������� �¡�����¦ªW¥y�¡±��¡�]� ��´ µ�����±����

lim
t→∞

Nt(ω) = sup
t∈R+

Nt(ω) = ∞, � V ¹ A � �

��¨¡��c� «¬´ ��������������±����

lim
t→∞

1

Nt

Nt∑

k=0

β(Xk) = lim
n→∞

1

n

n∑

k=0

β(Xk).
� V ¹ A+:	�

  ����� ¸¡� �1±���ªW���1����±��¡��¥°¯�¥ ªW���¡� ��¥�� ��±��¡����� ex ≥ 1 + x ¯�� � � ���c� x ∈ R+
�1«¬´ �������y±����

e|β(X1)| ≥ 1 + |β(X1)| ≥ |β(X1)|
�����W�¦����� ¸¡� � � ′ �������c«¬���¦ªW���o��¹ � ¹ eβ(X1) ∈ L1(P ) �W�¡±��¡���¨¡������¥ ©W������� �y��¹ � ¹ β(X1) ∈ L1(P ) ¹ < ��±��¡�b����±°����¥ � ��´ ��¨¡± �¤±���� �¬ªW¥y²³�¦¯ ����ªW¥���¨�� �c��©W¥

�Â��� ¹���¹ ´c¹ � Z � � �]�¦©W¨¡�����r:@Aº¹ A&Z �Q«¬´ ������� limn→∞ n−1
∑n

k=0 β(Xk) = EP [β(X1)] P −σ.β. �º�º�
��¨¡�°������� ��¥¡��¥ �����]����± ���°�¡��¥ � V ¹ A+:	� �¡�¦��� � �£«¬´ �������

lim
t→∞

1

Nt

Nt∑

k=0

β(Xk) = EP [β(X1)] P − σ.β.. � V ¹ A 9 �

�¤��±���� �º����±}����¥ � ��´ ��¨¡± �¤±�����¬ªW¥]²³�¦¯ ����ªW¥¤��¨�� �c��©W¥¤����������¥���¨�� ����±�¡��� σ ¹ ¸�¹ {Tn}n∈N∗

«¬´ ������� ±���� limn→∞(Tn/n) = limn→∞ n−1
∑n

k=1Wk = EP [W1] = λ−1 P − σ.β. ��������µ� � ′ �������c«¬���¦ªW�]� ��´ µ���� PWk
= PW1 = Exp(λ) ¯�� �� ���c� k ∈ N∗ ¹   ������«¬¥ ªW���¡�¦��� � �°«¬´ �������¤±����

lim
n→∞

n

Tn

= lim
n→∞

(Tn

n

)−1

=
(

lim
n→∞

Tn

n

)−1

= λ P − σ.β.. � V ¹ A;A��

: Z V



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

  ��§ ����������±£��� � � V ¹�X � ����� � V ¹ B��{«¬´ ��������±���� ¯�� �°� ���c� t ∈ R+
����� ω ∈ Ω ��� ��¨¡´ ��� ����¥¡��¸�� ��±

n := nt(ω) ∈ N ©W���¡� Nt := Nt(ω) = n ����� Tn(ω) ≤ t < Tn+1(ω) ¹ < ��±��¡��¯�� � � ���c�
t ∈ (0,∞) �����¬��� «¦���¦������±����
TNt

≤ t < TNt+1 ⇔
Nt

TNt+1
<
Nt

t
≤

Nt

TNt

⇒ lim
t→∞

Nt

TNt+1
≤ lim

t→∞

Nt

t
≤ lim

t→∞

Nt

TNt

(7.30)
⇒ lim

t→∞

[
Nt + 1

TNt+1

−
1

TNt+1

]
≤ lim

t→∞

Nt

t
≤ lim

t→∞

Nt

TNt

(7.30),(7.33)
⇒ λ ≤ lim

t→∞

Nt

t
≤ λ P − σ.β.

⇔ lim
t→∞

Nt

t
= λ P − σ.β..

� < ��ªW��������± �¡��¥y�¡�¦���¬������§ �°��´ «¬���°�������¡��¥� V ¹ A 9 �S«¬´ ��������±����

λEP [β(X1)] =P lim
t→∞

Nt

t
lim
t→∞

∑Nt

k=0 β(Xk)

Nt

= lim
t→∞

∑Nt

k=0 β(Xk)

t
,

¸¡������¸¡� ¸¡��§ � ������±����
lim
t→∞

S
(β)
t

t
= λEP [β(X1)] P − σ.β.. � V ¹ A&Z �

�b±��¡�]����± ��� � � V ¹ 9&W �{����� � V ¹ A&Z � �����¬���°«¦���¦������±����

lim
t→∞

[S(β)
t

t
+

ln ξ(t)

t

]
=P λEP [β(X1)] + ln ξ(1) = −λEP

[
eβ(X1) − [1 + β(X1)]

]
<P 0,

�����¡��¥y��¥�� ��±��¡�����°¥¡�£� ��´ µ�����¸�� ±������¬µ�������� ������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±������ ex − (1 + x) ��§ ¥¡�������°��¨¡¥¡����� �������±����·��� R � �������¦����� ¸¡�£� P (β(X1) 6= 0) > 0 ¹  ������«¬¥ ªW����«¬´ ������� limt→∞

[
S

(β)
t + ln ξ(t)

]
= −∞ P − σ.β. � ��¨¡� limt→∞ e[S

(β)
t +ln ξ(t)] =

0 P − σ.β. ������� �j����������¥¡����«¬¥¡���]����± ��� �������¡��� � V ¹ W ) �m� ����¸¡��¥¡������§����¤��� (i*).  ��§ �����]��µ�����ªW¥¡�°���������]�¦©W¨¡�����}��¥	����������� Lebesgue �Â��� ¹Q��¹ ´c¹�� Z � � �]�¦©W¨¡�����4: � ¹/: 9 � ��� )�����º�¦����� ¸¡���� P,Q ��§ ¥¡������� �c��¥¡±��¡���¡�¬��� ��� ��¨¡´ ������� � P −σ.β. ����¥¡��¸�� �������¥	��¨ �¡����� Z ∈ L1
+(P )©W���¡��¥¡�£� ��´ µ������

Q(A) =

∫

A

ZdP + P (s)(A) ¯�� � � ���c� A ∈ H∞,
� V ¹ AYX �

±������ P (s) ��§ ¥¡����«¬¥¡���«¦�¡¨¡� ���m�¡��¥y� ¸�� ±��¡����� P⊥P (s) ¹��b±��¡�	�º������� ��¥¡��¥ ����������± ���}�����º�¡��¥ �M ���
�����¬��� ����� ¯�� � � ���c� t ∈ (0,∞) ����� A ∈ Ht

«¬´ ������� ∫
A
M

(β)
t dP ≥

∫
A
ZdP ¹ � �{�¦����� ¸¡�

H0 ⊆ Ht
¯�� �£� ���c� t ∈ R+

���¡±��¡� EP [Z|Ht] ≤ M
(β)
t P |Ht − σ.β. ¹   ������«¬¥ ªW���c��µ�����ªW¥¡� ������ �]�¦©W¨¡�����£�Sµ�¯ ����� �����]�¬ªW¥ Martingales �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ � A � � � Section 14.2) «¦���¦�����

0 ≤ Z = lim
t→∞

EP [Z|Ht] ≤ lim
t→∞

M
(β)
t = 0 P − σ.β..

� ��¨¡�}¸¡��§ � �����b±���� Z = 0 P −σ.β. �º���¦������«¬¥ ªW�¤����±�¡��¥ � V ¹ AYX � �����¬���y«¦���¦������±���� Q = P (s)⊥P �� �����������£������������¨ ©W¥¡�����¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡±���� ����� (ii) ±���� �º������±�������¨¡�����¡������¨¡±�����������¹ �

: ZYB



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

� �I5�5�� U � 8 � U � ��¥³��� P (β) ������������§ ���������£�¡��¥ ����¥¡��¸�� ���v��������¥¡�����o��� �c��¥¡±��¡�������·�����v��¥ ��� ®
������� ´ ��§����¡��¥ Borel ���¦�¡¨¡����� ��� ����¥	��¨ �¡����� β : (0,∞) → R �������£������§ �£�����c��¨�§ �¡�¦����������±·�¡��¥
�M �S������� ����¥¡������� ��§���� �y� ¸�� ±��¡���¡�¬� (I) ����� (II) �¡���]¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? (i), �¡±��¡�]� ��´ µ�����¥}��� � � ����

� i � P (0) = P ¹
� ii � EP (β)[N1] = λEP [eβ(X1)] ¹
� iii � P (β)

X1
(A) = 1

EP

[
eβ(X1)

] ∫
A
eβ(x)dPX1(x)

¯�� � � ���c� A ∈ B
(
(0,∞)

) ¹
� D-GIP+.;� �YH �

(i) �   ���¬ª ±���� β = 0 �c±������ 0 : (0,∞) → R � ����¸¡�¬¥�� ���·����¥	��¨ �¡�����º¹S�b±��¡�	�c����±�¡��¥�� V ¹/: � �]«¬´ �������°±���� S(β)
t = 0 ¯�� ��� ���c� t ∈ R+

����� β ◦ X1 = 0 ◦ X1 = 0 � ��¨¡�������!����±
�¡��¥ � V ¹ W �S������¯�� � � ���c� t ∈ R+

«¬´ ��������±���� M (0)
t = eS

(0)
t −λtEP

[
eβ(X1)−1

]
= e0−λtEP [−1] = eλt �

¸¡������¸¡� ¸¡��§ � ������±���� M (0)
t = eλt ¯�� � � ���c� t ∈ R+

¹
� < ��ªW���{����± �¡��¥³¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ Z �W¯�� �o� ���c� t ∈ R+

«¬´ ������� 1 = EP

[
M

(0)
t

]
= eλt � ��¨¡�

¸¡��§ � ����� ±���� M (0)
t = 1 �S�º�S�¦������«¬¥ ªW� ¯�� � � ���c� t ∈ R+

����� ¯�� � � ���c� A ∈ Ht
«¦���¦�����{±����

P (0)(A)
(M)
=
∫

A
M

(0)
t dP =

∫
A
dP = P (A) ����� ′ ±������·�¦��§ �����}«¬´ ��������±���� P (0)(A) = P (A) ¯�� �� ���c� A ∈

⋃
t∈R+

Ht
¹

  ������«¬¥ ªW������� P, P (0) �c� ��������§ ��������¥ �¦� ��¥ ª����¡��¥ ����¯�� ��¨¡� ⋃
t∈R+

Ht
� ��¨¡� ��µ�����ªW¥¡�

������� �]�¦©W¨¡�����   ��«¦����������� �¬ªW¥ Hahn-Carathèodory �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � ?�� �	�]�¦©W¨¡����� :�¹ Aº¹�X (iv))����¥¡�¦� ��¯��¦������±���� P = P (0) �¦� ��¥ ª;���¡��¥ H∞ = Σ ¹
(ii) �¤��± �¡��¥ (ii) �¡��� ¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? �W«¬´ ������� ±������ σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R

��§ ¥¡������� � P (β) ® ��µ�¥ �c�¦�¡�
¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �º�x�¦������«¬¥ ªW� � {Nt}t∈R+

��§ ¥¡���!��� � ������¯��¬¥¡���£¸�� ��¸�� ������§ � Poisson ������¡®¨¡����«¦�¡¨¡�������� �����¨¡����«¦�¡¨¡�����}�¡��� {St}t∈R+

� ��¨¡�·�����!��� λ′ := λEP [eβ(X1)] ¹ < ��±��¡�	�1¯�� ��� ���c�
t ∈ R+

«¬´ �������]±����
EP (β)[Nt] = λ′t := λtEP [eβ(X1)], � V ¹ A;?��

����� ¯�� � t = 1 ¸�§ ¥¡��������¡������µ����¬¥¡��¹
(iii) �¤��±;�¡��¥ ����±�¸¡��� � �7����� (ii) �¡���v¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? �����¬���_«¬´ �������v±���� QX1 = µ ����¨¡�
P

(β)
X1

= QX1 = µ ��¸¡������¸¡�£� ��´ µ������ (iii). �

� �I5�5�� U � 8 ��� � �   ���¬ª;�·� ¹ ´c¹ ((0,∞),B
(
(0,∞)

)) �����

BP := {β ∈ L0(PX1) : EP

[
eβ(X1)

]
<∞}.

�b±��¡�	��¯�� � � ���c� β, β ′ ∈ BP
����� α ∈ BP (β)

� ��´ µ�����¥}���£� � ����

� i ����¥ P (β) = P (β′) �¡±��¡� β = β ′ PX1 − σ.β. ¹
� ii � α + β ∈ BP

����� EP

[
eα(X1)+β(X1)

]
= EP

[
eα(X1)

]
EP

[
eβ(X1)

] ¹
: Z W



� � �
Martingale -

� � ����� ��� � ��� � � � � � � ��� � � � � � �	��� � ���
Poisson

� iii � P (β)(α) = P (α+β) ¹
� iv � −β ∈ BP (β)

����� P (β)(−β) = P ¹
� D-GIP+.;� �YH � �   ���¬ª;������� ��¸¡�������¡� β, β ′ ∈ BP

����� α ∈ BP (β)
¹Q�b±��¡�]«¬´ �������	


(i) �   ���¬ª P (β) = P (β′) ���¡±��¡� P (β)
X1

= P
(β′)
X1

� ��¨¡�
EP (β)[N1] = EP (β′)[N1] ⇔ λEP

[
eβ(X1)

]
= λEP

[
eβ′(X1)

] λ>0
⇔ EP

[
eβ(X1)

]
= EP

[
eβ′(X1)

]

⇔ ∀A ∈ B
(
(0,∞)

) ∫

A

eβdPX1 =

∫

A

eβ′

dPX1

⇔ eβ = eβ′

PX1 |B
(
(0,∞)

)
− σ.β.

⇔ β = β ′ PX1|B((0,∞)) − σ.β.,

±������³����¨ ©Q�¡�������!���¡¨�§ �¡�³� ����¸¡��¥¡����§ � �������¡�¦����µ�¥�����¬��������¥¡«¦����� ������� �S������������� V ¹ 9 ¹ V (iii),�¬¥ ©;�°�¡«¦����¨ �¡� � ����¸¡��¥¡����§ �£��§ ¥¡��������¥¡«¦����� �°����� � Z�� ��¢¤¨¡±�������� ?º¹ 9 � ¹
(ii) ������µ β ∈ BP

����� α ∈ BP (β)
�!� ��´ µ���� EP

[
eβ(X1)

]
< ∞ ����� EP (β)

[
eα(X1)

]
< ∞ ¹ < ��±��¡�«¬´ �������]±����

EP (β)

[
eα(X1)

]
=

∫

Ω

eα(X1)dP (β) =

∫

(0,∞)

eαdP
(β)
X1

= E
P

(β)
X1

[eα] = EPX1

[
eα eβ

EP

[
eβ(X1)

]
]

=
1

EP

[
eβ(X1)

]
∫

(0,∞)

eα+βdPX1 =
1

EP

[
eβ(X1)

]
∫

Ω

e(α+β)(X1)dP

=
EP

[
e(α+β)(X1)

]

EP

[
eβ(X1)

] ,

±������ �³¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�������x� ��¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡�����³�������¡�¦����µ�¥�����¬��� ����¥¡«¦����� � ����� � Z � � �]�¦©W¨¡�����
V ¹ ? ���¬¥ ©;� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�£� ��±��¡����� ��§ ¥¡��������¥¡«¦����� �°����� �S������������� V ¹ 9 ¹ V (iii).  ������«¬¥ ªW�����¡�¦��� � �£«¦���¦������±���� EP

[
e(α+β)(X1)

]
<∞ �º���¦��§�����«¬��¥«¬´ ��������±����

EP (β)

[
eα(X1)

]
EP

[
eβ(X1)

]
=
EP

[
eα(X1)+β(X1)

]

EP

[
eβ(X1)

] EP

[
eβ(X1)

]
= EP

[
eα(X1)+β(X1)

]
,

� �����������£������� ������� � � ������¸¡��� ��¥¡µ�������� (ii).

(iii) �¤��± �����S������� V ¹ 9 ¹ V (iii) ������¯�� � � ���c� A ∈ B
(
(0,∞)

) «¬´ �������]±����
P

(β)(α)
X1

(A) =
1

EP (β)

[
eα(X1)

]
∫

A

eα(x)dP
(β)
X1

(x), � V ¹ A V �
�¬¥ ©;��µ�����ªW¥¡�°���¤��� �]�¦©W¨¡����� Radon-Nikodym �Â��� ¹��]�¦©W¨¡�����°�� ¹/:�¹ 9 �S�¦��§ ������«¬´ �������]±����

P
(α+β)
X1

(A) =
1

EP

[
e(α+β)(X1)

]
∫

A

e(α+β)(x)dPX1(x)

=
1

EP

[
eα(X1)+β(X1)

]
∫

A

eα(x)+β(x)dPX1(x)

(ii)
=

1

EP (β)

[
eα(X1)

]
EP

[
eβ(X1)

]
∫

A

eα(x)eβ(x)dPX1(x)

: X �



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

=
1

EP (β)

[
eα(X1)

]
∫

A

eα(x) eβ(x)

EP

[
eβ(X1)

]dPX1(x)

=
1

EP (β)

[
eα(X1)

]
∫

A

eα(x)dP
(β)
X1

(x)
(7.37)
= P

(β)(α)
X1

(A),

±��������·��¨ ©Q�¡�������1�·��¨¡���¡�¦���¬������§ ��� ��±��¡�������������¡�¦����µ�¥ �����¬��������¥¡«¦����� �·������S������������� V ¹ 9 ¹ V
(iii).

(iv) �   ���¬ª β ∈ BP
���¡±��¡��«¬´ �������]±���� EP

[
eβ(X1)

]
<∞ ¹Q�b±��¡�	��«¬´ ��������±����

EP (β)

[
e(−β)(X1)

]
= EP (β)

[
e−β(X1)

]
= EPX1

[
e−β eβ

EP

[
eβ(X1)

]
]

=
1

EP

[
eβ(X1)

]
∫
dPX1 =

(
EP

[
eβ(X1)

])−1

<∞,

±������£�£¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡�����£�������¡�¦����§ �����¬��� ����¥¡«¦����� �°����� �S������������� V ¹ 9 ¹ V (iii).  ������«¬¥ ªW��� −β ∈ BP (β)
�x����±��¡� ����±³��� (ii) «¬´ �������°±���� β + (−β) = 0 ∈ BP

�x�¦������«¬¥ ªW�
����± ��� (iii) �¡�¦��� � � «¦���¦������±���� P (β)(−β) = P (β−β) = P (0) 7.2.7(i)

= P. �

� ��� ( � ��� � � � � 
��	����� � � ��� -� � � � � ��
	� ��� ) �	���

�{�¡��¥v����¨¡��µ���� �¬¥¡±��¡����� ��� � ��¯��������³�¡��¥v«¬¥¡¥¡��� � �¡��� ��¨¡´ ��� ����������¯�� ������µ_��¨�� �_�����{��������¸¡��� ®
��¥¡µ��������£��ªW�·�o¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ?���¨�§ �������Q�¬����¨¡����¯��o���¡� �]�¦ªW¨�§ �³��¨¡´º©W¥ ����������¯�� ������µv¢¤¨�� � �
����¨¡���c«¦����¥ ��������������¥ ��§ ������� ´ �£����¨¡��¸¡��§ ¯��������°¯�� � �¡¨¡��� ����¨¡´ «¬������������¯�� ������µ£��¨�� � ¹

�   ���¬ª {St}t∈R+

��µ�¥ �c�¦�¡�£¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �¦� ��¥ ª ������¥ ´c¹ ��¹ (Ω,H∞, P ) ��±���ªW������¡±����¨�§ �¡�¦�����{���¡��¥   ¥¡±��¡����� V ¹ 9 �S�º�{��� �������c«¬��������������±���� ±���� � ��«¬���v��� ��� EP [X1] < ∞ ¹ ���¥ ��§ ������� ´ � DISj"�)+Gj^YH1^Y�oD-3��/5 � ��� �!��iI6��F^+3+,TS � premium density) ��¨�§ �¡�¦������ªW��� � ����

p(P ) := EP [S1] = EP [N1]EP [X1].

� V ¹ A;B��
�{�¡��¥���¨¡����¯���µ����¬¥¡���¬¥¡±��¡��������§ ¸¡�����S±������]��������¥¡�����]��� �c��¥¡±��¡������� P ������¨¡��§�¥¡����¥ ��� ���������������c��§����±o��§ � ����������������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡������� Q �¡«¦����� ��©W���¡� P pr

∼ Q �����x� {St}t∈R+

¥¡������¨¡����«¬¥¡���
��� � ��µ�¥ �c�¦�¡�°¸�� ��¸�� ������§ � Poisson � ���¬ª;����± �¡��¥ Q ¹

� ±����£� ¸¡«¬� ����¥�§ ���������������¡��¥y��� ����¯ ªQ¯��£��� ���]¥¡«¬������������¥¡�������]��� �c��¥¡±��¡������� Q �¦� ��¥ ª7������¥� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) ���S��������±�¡��¥�����±�¸¡�����y���¦¯�����µ��¡�¬¨¡���¤� ��¨¡�����b���{��� ¯�±��¡�¬¨¡�°�¬��¥¡��� � �}�¬¥¡¸¡�¬´ ±����¬¥¡�º¹¢�� � ����¯ ���¦��¨�� ��«¬¥¡�}� Q ��¨¡«¦������¥¡�y��¨�� ���¡��§º���S�¡«¦����� �°�¡¨¡±����°©W���¡�m�y��¥ ��§ ������� ´ �}������¥¡±��¡��������¨�� �
p(Q) := EQ[S1] = EQ[N1]EQ[X1]

� V ¹ A W �
¥¡� ��§ ¥¡�������¦���¬¨¡������«¬¥¡�°������¥¡�°���¬¨�� ������� ��¥¡��� �¡��¥}�¦��� � ��¨¡��¥¡��� ������������§ ������¸¡������¸¡� ¥¡�£� ��´ µ����

p(P ) < p(Q) <∞. � V ¹ Z � �
: XR:



� ��� � � � � ��� �	� � ��� � � � � ��� ����� ��� �	� ����� � � ��� �

fg��3+��^YHI3Y�I��.;��% U � C � � � �¤��± ����¥·����¨¡��� ��¥ ª ��¨�� ����± �¡���°������¥¡±��¡�������°��¨�� � ������¨¡��µ����°¥¡��� �¡®
¥¡������� ��¨�� ����«¬¥¡�¬�o�¦��� ��������¥¡����� � ¯�� � �¡��¥ Q ����� �����³��¸¡��¯���µ�¥ ������� ������� � � ������¥v��¨�� ����±_�¡�����¨¡´ ��������������¯�� ������µ£��¨�� � ����«¬��ªW������¨¡��� ���¬ª 

(a) �{�¡��¥������§ � � Q �������¡�¦����§�«¬¥¡��¥ &����/'��/������ ������¸�§ ¸¡��� � ��«¬��ª7�¡����������¥¡±��¡����������¨�� � �b«¬¥¡��¥
�c�¦��� ��±o��¨�� �c��± �j����¥ EQ[S1]

������ ���c� ���º§ ¥¡¸¡��¥¡���������³�¦����¨	� �¡�¦�����x��«¬��ª �¡���£������������¨ ©W��� �����
��¹ � ¹ S1

¹
(b) ¢¤¨¡������� � � ��� (a) ��������§ ¥¡���{±����{¯�� � � ���c� �º§ ¥¡¸¡��¥¡�_���7´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��±;¯�¨¡������§ � � ������������ ����� ��� �¦����� ¨¡��§ �³��§ ¥¡���x¸�� ���¡� �c��� ��«¬¥¡� �Â® ����¥¡� ��¥¡�����¡�����!����¥·�º§ ¥¡¸¡��¥¡�v�����¡± «¬¥¡��¥ ���x������� �����
§ �����b��� p(Q) ¹   ������«¬¥ ªW�������}��«¬¨¡¸¡���b����� �Â® ��� �x�c�y� ����µ���������� p(Q)−S1

�º� ��¨¡�]�c�]��§ ¥¡�����¡��´ ��§ �
��«¦¯�� �c������������µ � S1

��§ ¥¡��� ��¹ � ¹ ¹
(c) �b��¥ Q ������¨¡��§�¥¡� �¡��¥��c�¦ªW¨¡����������� ����� �¡«¦����� �o©W���¡� ��� EQ[S1] = ∞ �Q�¡±��¡�	�W±���ªW���W���
��¨�� � ������� ����� ���¡¨¡� ������¨¡��§W¥¡�v��§ ¥¡��� ������� ¨¡� �����Q����¥¡�¦��©W��� ��¥ ��§ ������� ´ �����º§ ¥¡¸¡��¥¡��� ¥¡�o��§ ¥¡��� " �
���/�-�#; �=$ "#��� ;�" � ��� �#�-��, �=$ "#��� ����¥	������¯�� ��� ���;��¥ ���;����±�¸¡��� ¯����7�����o��¥¡����«¬¨¡�¦�����b��� «¬¥¡�
´ ¨¡������������� ����¥¡����� ��±�¯�¨¡������§ �·�£��� � ����������� ����� ��� �¦����� ¨¡��§ �º¹
������������� U � C � 8 � ² � � ��3 	I�gSjD-,�iT,��!����5�,TQLD-3��/5 � premium calculation principle) ��§ ¥¡������� ���������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡������� Q �¦� ��¥ ª7������¥� ¹ ´c¹ (Ω,H∞) �¡«¦����� � ©W���¡�
� i � Q pr

∼ P �

� ii ��� {St}t∈R+

��§ ¥¡������� � Q ® ��µ�¥ �c�¦�¡�°¸�� ��¸�� ������§ � Poisson,

� iii � EQ[X1] <∞ ¹

fg3+Gj^Y����H U � C � C � ��¥}� P (β) ��§ ¥¡������� �£��¨¡´ � ����������¯�� ������µ£��¨�� � ���¡±��¡�

p(P (β)) = EP [N1]EP [X1e
β(X1)]. � V ¹ Z�:	�

��¥�¦��§�����«¬��¥ β > 0 PX1 − σ.β. ���¡±��¡�
� i � p(P ) < p(P (β)) <∞ �

� ii � EP [N1] < EP (β)[N1]
¹

� D-GIP+.;� �YH � �¤��± �¡��¥v¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ? «¦���¦�����S±����{��� ��¨¡´ ���{��� � Borel- ���¦�¡¨¡����� ��� ������� ��±�¥�� ���
β : (0,∞) → R �¡«¦����� � ©W���¡� EP [eβ(X1)] < ∞ ����� Q = P (β) �b�����¡��¥ P (β) ¥¡� ��¨�§ �¡�¦�����
±���ªW� ����� �S������� V ¹ 9 ¹ V ¹   ������«¬¥ ªW���x� P (β) � ����¥¡������� ��§!��� � ¸¡µ�� ��¨ ©Q�¡�¬�°����¥ �c�����¬��¡�����¨¡´ ���
����������¯�� ������µ_��¨�� � ¹*��¥ �¦��§{����«¬��¥ � ��´ µ���� EP (β)[X1] < ∞ �b�¡±��¡�³±�¥ �¬ªW�o��� ��¨¡´ ���m��� � ��¨¡´ �
����������¯�� ������µ£��¨�� � P (β) ¹

: X 9



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

  ������«¬¥ ªW������¥S��� id(0,∞)
������������§ ��������� �¡��¥{������������� ���b������� ��±�¥�� ���¤����� (0,∞) �¡�¡±��¡��«¬´ �������

EP (β) [X1] =

∫

Ω

X1dP
(β) =

∫

Ω

id(0,∞) ◦X1dP
(β) =

∫

(0,∞)

id(0,∞)dP
(β)
X1

=

∫

(0,∞)

id(0,∞)(x)dµ(x) =

∫

(0,∞)

xdµ(x)
(7.25)
=

∫

(0,∞)

x
eβ(x)

EP

[
eβ(X1)

]dPX1(x)

=

∫

Ω

X1
eβ(X1)

EP

[
eβ(X1)

]dP =
EP [X1e

β(X1)]

EP

[
eβ(X1)

] ,

���¤�¡��¥��¡¨�§ �¡��������¡��¥���¨¡���¡�¦���¬������§ � � ��±��¡����� ¥¡�°�������¡�¦����µ�¥ �����¬���°����¥¡«¦����� ������ � Z � � �]�¦©W¨¡�����
V ¹ ? � �������¡��¥y�¡«¦����¨ �¡�£� ��±��¡����� ¥¡�£� ��´ µ�����¸�� ±���� P (β)

X1
= µ �Â��� ¹W����±�¸¡��� � � �S������������� V ¹ 9 ¹ V (iii)).

� ��¨¡�£¸¡��§ � �����]±����
EP (β)[X1] =

EP [X1e
β(X1)]

EP

[
eβ(X1)

] . � V ¹ Z 9 �
  ������«¬¥ ªW����� ����±��c�¬��� EP (β)[X1] <∞ � ����¸¡��¥¡������§����¤�¡��¥ EP [X1e

β(X1)] <∞ ¹  ��§ ����� ����±³��� � � V ¹ A W �¤������� V ¹ Z 9 ���1����������¥¡����«¬¥¡��������± ������������������� �S������������� V ¹ 9 ¹ V (ii),«¬´ �������]±���� p(P (β)) = λEP [X1e
β(X1)] = EP [N1]EP [X1e

β(X1)] ¹
• ��¥�¦��§�����«¬��¥� β > 0 PX1 − σ.β. ���¡±��¡�	

(i) �¤��± ��� � � V ¹ A W �{����� � V ¹ Z�:	� �����¬�����¨¡����µ����¡����±�������� (i) � ��´ µ���� ¹
(ii) �¤��± �����S������� V ¹ 9 ¹ V (ii) �����¬���°«¦���¦������±���� EP (β)[N1] > λ = EP [N1]

¹
�

fg��3+n�P+.;� ��5�� U � C � [ � < � �������c«¬����� �¤�¡���¤¢¤¨¡±���������� V ¹ Aº¹ A}¯�� ��¡��¥ β ¸¡�¬¥y����¥¡�¦� ��¯���¥ ������¯��¬¥�� � �±���� EP (β)[X1] ≥ EP [X1]
��±���ªW������§ ¥¡�¦����������¨¡��� ���¬ª 


¢¤¨	��¯�������� � �c«¦����¥ �����
β(x) :=

{
n ��¥ x < EP [X1]

0 ��¥ x ≥ EP [X1]
,

µ := EP

[
(X1 − EP [X1])e

β(X1)
] ����� A := {ω ∈ Ω : X1(ω) < EP [X1]} ∈ H∞

«¬´ �������	


µ =

∫

A

(X1 − EP [X1])e
β(X1)dP +

∫

Ac

(X1 − EP [X1])e
β(X1)dP = J1(n) + J2,

±������ J1(n) :=
∫

A
(X1 − EP [X1])e

ndP ����� J2 :=
∫

Ac(X1 − EP [X1])dP
¹

�¤��±v����¥���¨�� ����±o����� A ��¨¡������¥ ©W� «¬´ �������£±����x���v������������¨ ªW��� J2
����§ ¨¡¥¡��� ���³��¨¡¥¡����� ��«¬�

��� ��«¬� ������±���������������������¨ ªW��� J1(n) ����§ ¨¡¥¡������¨¡¥¡����� ��«¬�{��� ��«¬� ��������§ ¥¡������� ������§ ¥¡�������¤����¥	��¨ �¡���������� n ¹   ��§�����«¬��¥��º�¦����� ¸¡�}� en ��§ ¥¡�������y��¨¡��¯���«¬¥¡�y����¥	��¨ �¡����� ���c�y��� ��¨¡´ ������¨ ����µ�¥ �¬ªW�¤���¦¯ �����
n ©W���¡� J1(n) + J2(n) < 0 ��¸¡������¸¡�°�¡«¦����� �·©W���¡�¤�£��«¬������ ���

EP

[
(X1 − EP [X1])e

β(X1)
]
< 0 ⇔ EP

[
X1e

β(X1)
]
− EP [X1]EP

[
eβ(X1)

]
< 0

⇔ EP (β)[X1] − EP [X1] < 0

⇔ EP (β)[X1] < EP [X1],

: X&A



� ��� � � � � ��� �	� � ��� � � � � ��� ����� ��� �	� ����� � � ��� �

�����¡��¥°¸¡�¬µ��¡�¬¨¡��� ����¸¡��¥¡����§ �·¥¡��� ��´ µ����c��±�¯ ª �¡����� V ¹ Z 9 �b������¸�� ±���� EP [eβ(X1)] 6= 0 ��������µ·���¡��¥¢¤¨¡±�������� V ¹ Aº¹ A �������c«¬�������¤±���� β > 0 PX1 − σ.β. ¹
fg3+Gj^Y����H U � C � 7 � �b� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � � ����¥	��¨ �¡����� β �¡���]¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? ��§ ¥¡������µ � �������º¹
� ii � EP (β)[X1] ≥ EP [X1]

¯�� �°� ���c� X1 ∈ L1
+(P ) ¹

� D-GIP+.;� �YH �
(i) ⇒ (ii) 
 �   ���¬ª;±������ ����¥	��¨ �¡����� β �¡����¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? ��§ ¥¡������µ � �������º¹

(a) �x� � � ���c� u ∈ R+
� ��´ µ���� EP [eβ(X1)]P (X1 > u) ≤ EP

[
χ{X1>u}e

β(X1)
] ¹

¢¤¨	��¯�������� ��¯�� � � ���c� u ∈ R+
«¬´ ��������±����

EP

[
χ{X1>u}e

β(X1)
]

=

∫
χ{X1>u}e

β(X1)dP =

∫

{X1>u}

eβ(X1)dP

≥ eβ(u)

∫

{X1>u}

dP = EP [eβ(X1)]P (X1 > u),

���]�¡��¥°��¥�� ��±��¡����� ¥¡�·� ��´ µ����c¸�� ±���� {X1 > u} = {β(X1) ≥ β(u)} ��������µ·«¬´ ��������±����c� β ��§ ¥¡���� � ′ �������c«¬���¦ªW����µ � ������� ���������¡��¥��¡�¦���¬������§ �}� ��±��¡�����}¥¡�� ��´ µ�������¥]����� �¬¥¡¸�� �����¬���y������� (g) �¡�������±�¸¡��� � ���]����� (i) �¡���]¢¤¨¡±���������� V ¹ 9 ¹ ? �º�c«¬��������� α := β(u) ¯�� �°� ���c� u ∈ R+
¹

(b) EP

[
X1e

β(X1)
]

=
∫

R+
EP

[
χ{X1>u}e

β(X1)
]
dλ(u) ¹

¢¤¨	��¯�������� �x«¬���¬ª A := {(ω, u) : ω ∈ Ω & 0 ≤ u < X1(ω)} �����1�c«¦��������� h(ω, u) :=

χA(ω, u)eβ(X1(ω)) ¯�� � � ���c� ω ∈ Ω ����� u ∈ R+
¹Q�b±��¡�]«¬´ �������

(P ⊗ λ)(h) :=

∫

Ω×R+

h(ω, u)d(P ⊗ λ)(ω, u) =

∫

Ω×R+

χA(ω, u)eβ(X1(ω))d(P ⊗ λ)(ω, u)

=

∫

Ω×R+

χΩ(ω)χ[0,X1(ω))(u)e
β(X1(ω))d(P ⊗ λ)(ω, u)

=

∫

Ω

(∫

[0,X1(ω))

dλ(u)

)
eβ(X1(ω))dP (ω) =

∫

Ω

λ
([

0, X1(ω)
))
eβ(X1(ω))dP (ω)

=

∫

Ω

X1(ω)eβ(X1(ω))dP (ω) = EP

[
X1e

β(X1)
]
,

�����¡��¥ �¡«¦����¨ �¡� � ��±��¡����� ¥¡� ��¥ � ����§W�¡��¥v� ��´ µ �¡��� ����± ��� �]�¦©W¨¡����� Fubini �Â��� ¹ ��¹ ´c¹ � Z � �
�]�¦©W¨¡����� W ¹/: 9 �¦¹

�S����� ��¥¡��¥ ���������¦��¥¡«¬���£����± ��� �����]�¦©W¨¡����� Fubini, ������§ ªW�y���¤��� ����¨¡��� ��¥ ª ��«¬´ �������	


EP

[
X1e

β(X1)
]

= (P ⊗ λ)(h) =

∫

Ω×R+

χA(ω, u)eβ(X1(ω))d(P ⊗ λ)(ω, u)

=

∫

Ω×R+

χ[0,∞)(u)χ{X1>u}(ω)eβ(X1(ω))d(P ⊗ λ)(ω, u)

: XbZ



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

=

∫

R+

(∫

Ω

χ{X1>u}(ω)eβ(X1(ω))dP (ω)

)
dλ(u) =

∫

R+

EP

[
χ{X1>u}e

β(X1)
]
dλ(u).

  ������«¬¥ ªW�y¸¡��§ � �����¤��� (b).< ��±��¡�	���¡�¦��� � � «¬´ �������]±����

EP

[
X1e

β(X1)
] (b)

=

∫

R+

EP

[
χ{X1>u}e

β(X1)
]
dλ(u)

(a)

≥

∫

R+

EP [eβ(X1)]P (X1 > u)dλ(u)

= EP [eβ(X1)]

∫

R+

P (X1 > u)dλ(u) = EP [eβ(X1)]EP [X1],

���m�¡��¥��¡�¦���¬������§ �� ��±��¡�����}¥¡�}��¥ � ����§��¡��¥�� ��´ µ}�¡��������±°���°±�����ªW��¯�¥ ªW���¡±�¥�� ��´ µ����º� EP [X1] =
∫

R+
P (X1 > u)dλ(u) ��� �����c�����·������¸¡��� ��¥¡µ��¦�����1������§ ªW�������� (b), ����������¥¡����«¬¥¡���·����± ��� �����

�]�¦ªW¨¡����������� Fubini ������¯�� � h := χA
¹

¶ ������¸¡�³¸¡��§ � �����£±���� EP

[
X1e

β(X1)
]
≥ EP [eβ(X1)]EP [X1]

������� � ������� ��¥¡��¥ �����£����± ���³�¡��¥
� V ¹ Z 9 �]�����x���v±������ EP [eβ(X1)] 6= 0 �Q� ����¸¡��¥¡������§ ��� �¡��¥���¥�� ��±��¡����� ����� (ii) ¯�� �³� ���c� X1 ∈

L1(P ) ¹
(ii) ⇒ (i) 
 �   ���¬ª;±�����¯�� �°� ���c����¹ � ¹ X1 ∈ L1(P ) � ��´ µ������ ��¥�� ��±��¡�����

EP (β)[X1] ≥ EP [X1].
� V ¹ ZYA��

�   ���¬ª;�¦��§ ����� x, y ∈ R+
��� 0 ≤ x < y �º������©W�]����� p ∈ (0, 1) ¹���£�c�¦ªW¨¡�����������	�x� ©W¨¡� �Q��� � ��¹ � ¹ X1

�¡«¦����� �³©W���¡� ¥¡�³«¬´ ������µ�¥¡�����o��� ��©W¥ RX1 = {x, y}�����c¥¡�·� ��´ µ����c±���� P (X1 = x) = 1 − P (X1 = y) = p ¹b�b±��¡�	�c��¨¡������¥ ©W�� ��´ µ���� X1 ∈ L1(P ) ¹< ��±��¡�	��������� ��¥¡��¥ ����������± ��� �¡��¥� V ¹ Z 9 �S� ��¥�� ��±��¡����� � V ¹ ZYA��{¯�§ ¥¡�¦�����
[
xeβ(x)p+ yeβ(y)(1 − p)

][
peβ(x) + (1 − p)eβ(y)

]−1
≥ xp + y(1 − p) ⇔ β(x) ≤ β(y).

  ������«¬¥ ªW����¸¡��§ � ������±������ β ��§ ¥¡������µ � ������� ��¸¡������¸¡�£� ��´ µ������ ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� ����¥¡�¦����¯ ªQ¯��º¹ �

¢¤¨�� ¥�����¨¡���c«¬���������	��±���ªW���º�¡¨¡��� ����¨¡´ «¬������������¯�� ������µ��¨�� � � ����������§ ���¡¨¡��������������������¡�¦����µ�¥
�¡¨�§ � ´ ��¨¡�����¡��¨�� ����� � � ����¨¡��¸¡��§ ¯��������o±������ ��¨�§ ���������¬����¨¡����¯��o�³�¡�¦���¬������§ �³��¨¡±�������� ����¨�§ ¥¡�¦�����
����±���� ����¥¡� ¸¡���c��§�� ����±��������c� ����¨¡���¡��¨¡�����º¹
fg��3+��^Y�I3YHI��H U � C � k � � ¢¤¨¡±�������� V ¹ 9 ¹ ?v������� � ����������§ �¡���Q±����Q� σ ¹ ¸�¹ {St}t∈R+

����¥¡����� ��©W¥
������� �¡�����¦ªW¥¤��§ ¥¡������� � P (β) ® ��µ�¥ �c�¦�¡�]¸�� ��¸�� ������§ � Poisson �º���¦������«¬¥ ªW�S�c�y«¬´ ������¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�S��������	����� ���¬� ��¨¡������� � ������� ���{������� ���������¦���¬¨¡������«¬¥¡�¬����«¬���¬� ��� ��«¬���{������µ ������ªW���¡� � ��´ µ����Q�����Q�
EP (β)[St] = p(P (β)) < ∞ ¹��b±��¡�	�1����±���� �]�¦©W¨¡�����4Z ¹/:�¹ 9 �c¯�� � {Zt}t∈R+ = {St}t∈R+

«¬´ �������
±������ σ ¹ ¸�¹ {St − EP (β)[St]}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� P (β) ® martingale ªW����¨¡�����¡� ¸�� µ���� ��� {Ht}t∈R+

¹
fg��3+n�P+.;� ��5�� � � 3 	I� � )+��5�.&)+GI5�.&)YHI% � ��6/��% � U � C � U � ��¥ β(x) = c ¯�� �£� ���c� x ∈ (0,∞) �±������ c ∈ R �������c�¬¨	� � �¡±��¡������± ����S������� V ¹ 9 ¹ V (ii) �����¬��� «¦���¦������±���� EP (β)[N1] = EP [N1]e

c �

: X;X



� ��� � � � � ��� �	� � ��� � � � � ��� ����� ��� �	� ����� � � ��� �

����±£�¡��¥� V ¹ Z 9 � �����¬���°«¦���¦������±���� EP (β)[X1] = EP [X1]
������± �¡��¥�� V ¹ Z�:	�S«¬´ ��������±���� p(P (β)) =

p(P )ec �������¡«¦����������±°�¡��¥]¢¤��¨¡���¡��¨¡����� V ¹ Aº¹ ?}«¬´ ��������±����º� σ ¹ ¸�¹ {St −λtecEP [X1]}t∈R+

��§ ¥¡���
«¬¥¡� P (β) ® martingale ªW�]��¨¡���]�¡� ¸�� µ���� ��� {Ht}t∈R+

¹
¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ�����±����{���¡��¥³���¬¨�§ ���¬ªW��� ���������_��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�_��«¦¯�� �c��� ������§ �¡������������¨¡����«¬¥¡���

�����¦�	�¡���������}ªW����¨¡�����¡��¥]¥¡«¬� � ����¸¡«¦�¡�¬¨¡�yªW����¨¡��������¥]�º§ ¥¡¸¡��¥¡� �W��������¥¡�����y��� �c��¥¡±��¡��������¹Q��¥ ��§ ®
�c�¦����������¨	�����¦�¡¨¡���°�º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� λ �¡���°����������§ ���¬¥¡���£¸�� ��¸�� ������§ ��� Poisson ������������������� � �¡�¦�����!�������¥b����¨	��¯���¥ ��� ec ���¦��� ¸¡¨¡±�¥ �����S«¦�¡�������W�¡¨¡±����y��¥	������¯��y��������������¥ ��§ ������� ´ �y��¨�� � � ����� ����� ���¡¨¡� �¦¹
fg��3+n�P+.;� ��5�� U � C ��� � ��¥ β(x) = ln(c + bx) ¯�� ��� ���c� x ∈ (0,∞) ��±���������� b ∈ (0,∞) �������� c = 1 − bEP [X1] ∈ (0,∞) ���¦����� ¸¡�£«¬´ �������]±����

EP

[
eβ(X1)

]
= EP [c+ bX1] = c+ bEP [X1] = 1 − bEP [X1] + bEP [X1] = 1

������±����

EP

[
X1e

β(X1)
]

= EP

[
X1(c+ bX1)

]
= cEP [X1] + bEP [X2

1 ]

= cEP [X1] + b
(
E2

P [X1] + VP [X1]
)

= EP [X1](c+ bEP [X1]) + bVP [X1] = EP [X1] + bVP [X1],

�¡±��¡��������§ ªW�y������� ¢¤��¨	��¸¡��� ¯���� V ¹ Aº¹ V «¬´ �������	

• EP (β)[N1] = EP [N1] = λ ¹
• EP (β)[X1] = EP

[
X1e

β(X1)
]

= EP [X1] + bVP [X1]
¹

• p(P (β)) = p(P ) + bλVP [X1]
¹

• � σ ¹ ¸�¹ {St−λt(EP [X1]+bVP [X1])}t∈R+

��§ ¥¡����«¬¥¡� P (β) ® martingale ªW�m��¨¡���m�¡��¸�� µ���� ���
{Ht}t∈R+

¹
¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ����	�!����� ��±�¥���±����1¯�� � �¡��¥£����¨¡��µ���� ��¨¡´ � ����������¯�� ������µ³������¨	�����¦�¡¨¡���°�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���

����¨¡����«¬¥¡���º�����¦�	�¡�������¡� ���¬¥ ©_���£��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡� ��«¦¯�� �c����������§ �¡������� �j� ���¬ª ����±°�¡��¥ P (β) � ��� � �¡®
¥¡�¦����� � ������´ «¬���b���������¡±�� ���¬ª ����±¤�¡��¥ P �c�����	��«¬¥¡��¥ ¯�¨¡������� ��±]±�¨¡�]��¥	������¯��¤�¡���Q¸�� ����µ�����¥¡������¡���£��¹ � ¹ X1

¹³�b�v¯��¦¯���¥¡±��·�����¡±v�¦��� ¸¡¨	� ��� �¡¨¡±���� ��¥	������¯��o������������¥�����������¯�� ����± �����³��¨�� �
� ����������§ ���¡¨¡�����{¸�� ������¨¡������� ��µ����¬¥¡� ��±�¥¡� �����	�°����¥}����¨	��¯���¥ ���°����§ ����������� bλ ��¥ ��§�¯�� � λ �¦¹
fg��3+n�P+.;� ��5�� � � 3 	I��^Y,TS

Esscher)
U � C ��� � ��¥ β(x) = cx − lnEP

[
ecX1

] ¯�� �³� ���c� x ∈

(0,∞) ��±������ c ∈ (0,∞) �������c�¬¨	� � �¡±��¡� �¦����� ¸¡� EP

[
eβ(X1)

]
= (EP

[
ecX1

]
)−1EP

[
ecX1

]
= 1����� EP

[
X1e

β(X1)
]

= EP

[
X1e

cX1
]
(EP

[
ecX1

]
)−1 ��������§ ªW�y���¤���·¢¤��¨	��¸¡��� ¯���� V ¹ Aº¹ V «¬´ �������	


• EP (β)[N1] = EP [N1] = λ ¹
: X&?



� � � � ��� ������� � � � � 	�� � � ����� ������� � � � �

• EP (β)[X1] = EP

[
X1e

β(X1)
]

= EP

[
X1e

cX1
]
/EP

[
ecX1

] ¹
• p(P (β)) = p(P )c∗ ��±������ c∗ := EP

[
X1e

cX1
]
/EP [X1]EP

[
ecX1

]
> 1 ¹

• � σ ¹ ¸�¹ {St − λt(EP

[
X1e

cX1
]
/EP

[
ecX1

]
)}t∈R+

��§ ¥¡���!«¬¥¡� P (β) ® martingale ªW�°��¨¡��� �¡�¸�� µ���� ��� {Ht}t∈R+

¹
¢¤��¨¡���¡��¨¡��µ����	������� ��±�¥���±�����¯�� �¤�¡��¥b��¨¡´ �¤����������¯�� ������µ]����� Esscher �¤����¨	�����¦�¡¨¡��� �º� ¥¡¸¡µ�¥¡�������¨¡����«¬¥¡���c�����¦�	�¡�������¡� ���¬¥ © ��� ��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡����«¦¯�� �c���}������§ �¡��������j� ���¬ª ����±��¡��¥ P (β) �b������®

������������� � �¡�¦�����!�������¥·����¨	��¯���¥ ��� c∗ ��������©W¥ ����� ��¥ ��§ ������� ´ � �¦��§ ¸¡¨¡�����������x�����o����������¯�� � �c«¬¥��¨�� ��� ����� ����� ���¡¨¡� �¦¹
�S��¥¡� �c§ �¡��¥ ��������������¨¡��µ�����¥¡�� ��´ ��¨�� ������µ����b��ªW���}��¨ ©Q�¡�}��¨¡´ �}����������¯�� ������µ��¨�� �����§ ¥¡�¦�����

¥¡����§ ¥¡���������	������������¯�� �¤�����������	������� �{±������]�¤��¯���¨	� � ����������� ����� ���¤�¦����� ¨¡��§ ���x��¥¡����«¬¥¡����������������� ®
����� � �¤��µ � �����b�¡���W����´ ¥¡±��¡������� �¬��� ��¥�� �����W�¬ªW¥m������� �¡�����¦ªW¥����¬¥ ©o��� �������¬� ¸¡µ���¯�� �������������	������� �
±������ ��¥¡����«¬¥¡�¦�����1��µ � �����·�¬ªW¥ ���¦¯�� ��©W¥ ������§ �¡��������¹ ² ����� ����� �!����¨¡´ ������� Esscher ����§ ¥¡�¦�����¥¡�����¦����������§ �¡�����¡��¥���¨¡����¸¡����©W���¬¥¡��������������������� ������� �����¦��§ ¸¡¨¡����������±y����¥¤����¨	��¯���¥ ���]�º� ¥¡¸¡µ�¥¡���
�¡��� ��¨¡´ ��� ��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡���³� � § �����m����� ��¥¡�����¬¥¡±����¬¥¡�_��«¦¯�� �c��� �¡����� ����¹ ¢¤��¨	����������� �S¸�� ���¡��¨¡��§
�¡��¥��������c�¬¨¡±��¡����� �¡���£����¨¡����«¦�¡¨¡��� �º� ¥¡¸¡µ�¥¡��� �W±���ªW��� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡�³��¨¡´ � �Q¸�§ ¥¡��¥ �	���·����� «¦�¡���x�¡��¥
��§ � �c�����°�¬¥¡±���������¥¡¸¡����������µ �}�¬ªW¥¸¡µ��£��¨ ©Q�¬ªW¥��¨¡´º©W¥����������¯�� ������µº¹

: X V



: X&B
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� � ��� ��� � 
�� � �

 ��� �;�	� 	�� � � � � 	���� � � ����� � � � �

� � � � 	���� � ��� � �� � � � � 

�{���o����¨	��¨ �¡����� �����¡±o¸�§ ¥¡��¥ ����� ��¨�� ����«¬¥¡���1������� ����§ ��¨�� ������§ �����x´ ¨¡����� ���³���¦�¡¨¡���c�¦ªW¨¡����� � � �����
��� �c��¥¡���c�¦ªW¨¡����� � �y�������¡�¦��«¬��������� ��������������¨ ªW������� � ���¬ªW¥¤±���ªW¥¤��¥¡����«¬¨ �c������¥¤����� � �¬� ������� �r: �
������©W�°�¦��§ ����������1������������¥¡����«¬���� �c��¥¡±��¡�������°����� �°������§ �¬� «¦¯�� ¥¡�}��¥¡������¨	�����¡��¥°����¨¡��µ������¬¨�®
¯�����§ �º¹

��� ��� 2 �	��
	� �  � � �v/ � � 
 ��� ���� � � � � ��
	� �	� �
fg3+Gj^Y����H

&
243�����5�GI% ��� � � � � � �   ���¬ª (Ω,Σ, µ) ´c¹ � ¹y����� f : Ω → [0,∞] ���¦�¡¨¡����� ���·����¥	��¨�®�¡�����º¹ �]«¦��������� ν := ν(f, µ) : Σ → [0,∞] ©W���¡� ν(A) :=

∫
A
fdµ ¯�� � � ���c� A ∈ Σ ¹£�b� ν��¥¡����� �¡�¦��������� ��GI3����F^Y, ,�iT,1"Iij�I3+�M5�� ^YHI% f �jªW�]��¨¡��� µ �{������� ��´ µ�����¥}��� � � ����


� i � ν ��«¦�¡¨¡� �
� ii � ν � µ �

� iii ����¥ g : Ω → [0,∞] ���¦�¡¨¡����� ���°����¥	��¨ �¡����� ���¡±��¡� ∫
A
gdν =

∫
A
gfdµ ¹

�x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � �¡��������¨¡��� ��¥ ª7��¨¡±�������������� ¹Q��¹ ´c¹ � Z � ��¢¤±�¨�� �����r?º¹/: 9 ¹
JL.
�M3YHI5�� �

Radon-Nikodym)
��� � � � 8 � �   ���¬ª µ, ν ���¦���¬¨¡������«¬¥¡����«¦�¡¨¡���¦� ��¥ ª ������¥ � ¹ ´c¹

(Ω,Σ) ¹W��¥ ν � µ � �¡±��¡�]��� ��¨¡´ ��� f ∈ L1
+(µ) ©W���¡�

ν(A) =

∫

A

fdµ ¯�� � � ���c� A ∈ Σ.

�
f ��¥¡����� �¡�¦����� D-��3+n�������,I% Radon-Nikodym

^Y,TS
ν
�M%KD-3+,I%

µ �����W��§ ¥¡��� µ − σ.β.����¥¡��¸�� ���º¹
:@?+:



��� ��� ����� ������� �	��� � ��� � � � � � ����� � ������� � � �

�x� � ���¬¨�� ����±��¡�¬¨¡�¬�]���¦��������«¬¨¡��� �¬�¤��� ¹Q��¹ ´c¹ � Z � � �]�¦©W¨¡�����0: � ¹/: 9 �Â� �¦¹
� �I5�5�� ��� � � � C � �   ���¬ª (Ω,Σ, P ) ´c¹ ��¹ ����� {Xt}t∈R+ σ ¹ ¸�¹ ���·��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬�·��¨¡������� � ������� ����¡«¦����� �·©W���¡� X0(ω) = 0 ¯�� �·� ���c� ω ∈ Ω ¹ � {Xt}t∈R+

«¬´ ���1���	����� ���¬�y��¨¡������� � ������� �}��¥ �����
��±�¥¡�·��¥y¯�� � � ���c� t, h ∈ R+

� ��´ µ����

PXt+h−Xt
= PXh

. (S)

� D-GIP+.;� �YH � � ����±�¸¡��� � � �����°�����������������c�¯�§ ¥¡���º� ������� �¬ªW¥}����¨¡��� ���¬ª7¸¡µ�� ���������¬ªW¥�

(a) ��¥� {Xt}t∈R+

«¬´ �������	����� ���¬����¨¡������� � ������� �����¡±��¡�]� ��´ µ������ � S �¦¹¢¤¨	��¯�������� �{«¬���¬ªY±����Q� {Xt}t∈R+

«¬´ ���W���	����� ���¬� �j�����W��¥¡� � ��¨ �¡���¡�¬� �y��¨¡������� � ������� ��� �¡±��¡�
¯�� �³� ���c� m ∈ N∗ � h ∈ R+

����� t0, t1, . . . , tm ∈ R+
�¡«¦����� �³©W���¡� 0 = t0 < t1 < · · · < tm� ��´ µ���� PXtj+h−Xtj−1+h

= PXtj
−Xtj−1

����� ′ ±������£¯�� � j = 1 «¬´ ������� PXt1+h−Xh
= PXt1

¯�� � � ���c�
h, t1 ∈ R+

��¸�� ±���� t0 = 0 ����� X0(ω) = 0 ¯�� �·� ���c� ω ∈ Ω ¹ �]«¦����¥ ��������¡��¥�¡�¦���¬������§ � ��´ «¬���
h := t ∈ R+

����� t1 := h ∈ R+
«¬´ ���������¡��¥� S �¦¹

(b) ��¥°� ��´ µ������ � S ��� �¡±��¡��� {Xt}t∈R+

«¬´ �������	����� ���¬�¤��¨¡������� � ������� ��¹
¢¤¨	��¯�������� ��«¬���¬ª m ∈ N∗ � t0, t1, . . . , tm ∈ R+

©W���¡� 0 = t0 < t1 < · · · < tm
����� h ∈ R+

¹
�{�¡� ����¥¡«¬´ ��� �£¸�� ����¨�§ ¥¡����������� �]����¨¡��� ���¬ª;¸¡µ��£���¬¨�� ��� ©W����� ��

• ��¥ h ∈ R+

�¡«¦����� �·©W���¡� tj−1 + h < tj
���¡±��¡��«¬´ �������

PXtj+h−Xtj−1+h
= PXtj+h−Xtj

+Xtj
−Xtj−1+h

= PXtj+h−Xtj
∗ PXtj

−Xtj−1+h

(S)
= PXh

∗ PXtj
−Xtj−1+h

,

���°�¡��¥�¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� � ��±��¡�����³¥¡�³�������¡�¦����§ �����¬���³����¥¡«¦����� � �¡���£� � ′ �������c«¬���¦ªW�£��¥¡� � ��¨ �¡����§ ��� �¬ªW¥
��¨¡������� � �����¦ªW¥y�¡��� σ ¹ ¸�¹ {Xt}t∈R+

¹
< ����§ ªW�y������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±����

PXtj
−Xtj−1

= PXtj+h−Xtj−1+h+Xtj−1+h−Xtj−1
= PXh

∗ PXtj
−Xtj−1+h

�º�x�¦������«¬¥ ªW� «¬´ �������°±���� PXtj+h−Xtj−1+h
= PXtj

−Xtj−1

� ��¨¡��� {Xt}t∈R+

«¬´ ���!���	����� ���¬���¨¡��®
����� � ������� ��¹
• ��¥ h ∈ R+

�¡«¦����� ��©W���¡� tj−1+h ≥ tj
���¡±��¡� ������§ ªW�S���W����±�������¥¡����«¬¨ �c������¥m���¡��¥S��¨ ©Q�¡����� ®

¨�§ ���¬ªW����������¸¡��� ��¥¡µ��¦������±���� PXtj+h−Xtj−1+h
∗PXtj−1+h−Xtj

= PXh
= PXtj

−Xtj−1
∗PXtj−1+h−Xtj

�
��� ′ ±�������«¦���¦������±���� PXtj+h−Xtj−1+h

= PXtj
−Xtj−1

��� �����������]������� ������� � �]������������¨ ©W¥¡�����¡��¥�����±�®
¸¡��� � � ����� (b).�¤��±·��� (a) ����� (b) «¦���¦����� ����¡������µ����¬¥¡��¹ �

JL.
�M3YHI5�� ��� � � � [ � �   ���¬ª (Ω,Σ, P ) ´c¹ ��¹ � n ∈ N∗ ����� k ∈ N ��� k ≥ 2 ¹ �   ���¬ª �¦��§ �����
{Xi}i∈N∗

n

��§ �_��¥¡� � ��¨ �¡���¡�_��� ����¯�«¬¥¡��� �7��¹ � ¹8����� {Ij}j∈N∗

k

��§ � ��� ����¯�«¬¥¡��� �;����������¥¡±���ªW¥ �����
:@? 9



� � ��� � � � � � ������� � � � � � ��� � �	��� � ������� � � �� � � ��������� � �

{1, . . . , n} ©W���¡� Ij ∩I` = ∅ ¯�� ��� ���c� j, ` ∈ N∗
k
��� j 6= ` ��������©W�S����� {Yj}j∈N∗

k

��§ ����� ����¯�«¬¥¡��� �
�¡��´ ��§ ªW¥¸�� ��¥¡���������¬ªW¥ Yj := (Xi : i ∈ Ij) : Ω → RcardIj ¯�� � � ���c� j ∈ N∗

k
¹{�b±��¡�y� ��´ µ�����¥���

� � ����

� i � � ��� ����¯�«¬¥¡��� � {Yj}j∈N∗

k

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹
� ii ����¥³¯�� � � ���c� j ∈ N∗

k
�v����¥	��¨ �¡����� hj : RcardIj → R ��§ ¥¡���Q��¹ � ¹ �{�¡±��¡��� ��� ����¯�«¬¥¡��� �

{hj ◦ Yj}j∈N∗

k

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹
�S������� ©W¥¡�������·±�������� cardA ������������§ �¡�������£�¡��¥���������� ��±��¡�����o�¬¥¡±��·����¥¡±������ A ¹ �x� � �¡��¥����±�¸¡��� � � ����� ����¨¡��� ��¥ ª_�c�¦ªW¨¡��������������� ¹Q��¹ ´c¹ � ?�� ��¢¤±�¨�� �����rAº¹ 9 ¹ Bº¹

JL.
�M3YHI5�� ��� � � � 7 � �   ���¬ª (Ω,Σ, P ) ´c¹ ��¹ � n ∈ N∗ �����¡���]�¡��´ ��§ �]¸�� ��¥¡������� X = (X1, . . . , Xn) ¹�b±��¡����� ����±��������c�£��§ ¥¡����� ����¸¡µ�¥¡����� 

� i � � {Xk}k∈N∗

n

��§ ¥¡������¥¡� � ��¨ �¡���¡�º¹
� ii � � ��������¥¡�����;��� �c��¥¡±��¡������� PX

������¨¡��§]¥¡� �¦����¨¡�����¡��§¤ªW� «¬¥¡�;¯�� ¥¡±����¬¥¡� ��� �c��¥¡���¡���¬ªW¥
P1, . . . , Pn : B(R) → [0, 1] ¹

� iii � � PX
��§ ¥¡���W���_��«¦�¡¨¡� ¯�� ¥¡±����¬¥¡� �¬ªW¥ ��������¥¡����©W¥ ��� �c��¥¡±��¡������� PX1, . . . , PXn

�¬ªW¥ ��¹ � ¹
X1, . . . , Xn

����¥ ��§ ������� ´ �º¹{¶ ������¸¡� � ��´ µ���� PX = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn

¹
� iv � �x� ����� ����¥ ��§ ������� ´ �¬� σ.κ.π. � ��´ µ���� FX(x) =

∏n
k=1 FXk

(xk)
¯�� �y� ���c� x = (x1, . . . , xn) ∈

Rn ¹
�x� � �¡��¥}����±�¸¡��� � � ����� ����¨¡��� ��¥ ª_�c�¦ªW¨¡��������������� ¹Q��¹ ´c¹ � ?�� � �]�¦©W¨¡����� Aº¹ 9 ¹/: � ¹

fg3+,j^+n���.;��%
&
243�����5�,-6 ��� � � � k � �   ���¬ª (Ω,Σ, P ) ´c¹ ��¹Q����� X : Ω → R ��¹ � ¹ ¹Q�b±��¡�	


� i � � ����¥	��¨ �¡����� ϕX : R → C ���o�¡µ���� ϕX(u) := E[eiuX ] ¯�� � � ���c� u ∈ R ��±������
i ��§ ¥¡���b�_����¥ ��������� ��� ����¥	��¸¡� ����¥¡����� �¡�¦����� 	F��3+��"I^YHI3����F^��#"T� � S1)+n�3 ^YHI��H � χ.σ. � �5�. ^Y��� 	IHI5���^�����5�GI%

Fourier �¡������¹ � ¹ X �������c��¨�§ �¡��������¥¡����������¥ ��� �¡��¥��������¥¡����� �¡���
�Â��� ¹³��¹ ´c¹�� A � � � Section 16.6) ����� �W�¬��±�����¥���� ��¨¡´ ��� � ������� ¨¡����� n �	� � �����Q� n ® �����¡�����¨	��¯ ªQ¯�±��]�¡�������¡�}�c«¬��� u = 0 � ����µ���������� inEXn �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ �#: � � �]�¦©W¨¡�����°���¦� ¹ V X �¦¹

� ii � � ����¥	��¨ �¡����� MX : R → [0,∞] �����¡µ���� MX(t) := E[etX ] ¯�� �� ���c� t ∈ R ��¥¡����� �¡�¦�����3+,1D-,���.&)+)Y�1^+3��/� � S1)+n�3 ^YHI��H �
ρ.γ.σ.

� �¡���°��¹ � ¹ X � �����x�¬��±�����¥���� ��¨¡´ ��� c ∈ (0,∞)©W���¡� MX(t) < ∞ ¯�� � � ���c� t ∈ (−c, c) ��� n ® �����¡������¨	��¯ ªQ¯�±��£�¡���£���¡���c«¬��� t = 0� ����µ����������¤�¡��¥ n ® �����¡� ������� ¨¡����� EXn �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ �#: � �����¦� ¹ ?+:	�¦¹
:@?;A



��� � � � ��� � � � ����� � � � ��� � ��� �� � � � ��� 	�� � �

� iii ����¥ RX = N �°�¡±��¡� � ����¥	��¨ �¡����� mX : R → R ��� �¡µ���� mX(z) := E[zX ] =
∑∞

n=0 z
nP (X = n) ¯�� � � ���c� z ∈ R �¤��¥¡����� �¡�¦����� D�� pq��)+,���.&)+)Y�1^+3��/� � S1)+n�3 ^YHI��H�

π.γ.σ.
� �¡������¹ � ¹ X ¹ � mX(z) < ∞ ¯�� � � ���c� z ∈ [−ρ, ρ] �c±������ ρ ∈ (0,∞) �£������§ ¥¡���µ�¯ ����� �����}�¡�����¥ ��§ ������� ´ ���°¸¡��¥¡����������� ¨	����¹y¢¤¨¡������¥ ©W��� ρ ≥ 1 ¹ � n ® �����¡� ����¨	��¯ ªQ¯�����¡��� mX
���¡���c«¬��� z = 0 � ����µ������ ����¡��¥·��� �c��¥¡±��¡����� � ��¹ � ¹ X ¥¡� � ��¨¡���!�¡��¥ ��� ��� n �¸¡������¸¡�����S�¡��¥ P (X = n) ¹W¢¤¨¡������¥ ©W����� mX

�����c��¨�§ �¡��������¥¡����������¥ �����¡��¥ σ.π. �¡���S��¹ � ¹
X �Â��� ¹Q��¹ ´c¹ �#: � �����¦� ¹ ?;B¡® ? W �¦¹

��� � � / � � 
 ��� ���# �	� � � �������#) ��� � � 
 � � � ���

¢¤��¨¡��� ���¬ª �Q����¨¡���c«¦��������� ��� �·��������¥¡����«¬� ��� �c��¥¡±��¡�������·����� ��������§ �¬��«¦¯�� ¥¡� ��¥¡������¨	�o���¡��¥����¡®
¨¡��µ������¬¨ ¯�����§ �º¹ �Sµ�����ªW¥¡�����}��� ±�����«¬´ ����¥·��¸¡����¥¡�����¬¨ �c��§1����� � �¬� ������� � : �!��¨�§ �¡������� ��� �
��������¥¡����� ��� �c��¥¡±��¡������� K(θ) ¸�§ ¥¡��¥ �����y������©W���¡��¥}��¥ ��§ ������� ´ � σ.(π.)π. ¹
�¤��±���� ��¸�§ ¥¡�������³�����S�¡��¥ ��¥ ��§ ������� ´ � χ.σ. � � �_������§ �_±���ªW�v��¥¡����«¬¨ �c����� �����m���¡��¥v¢¤¨¡±�®���������� ¹/:�¹ ? (i) �����c��¨�§ �¡��� ����¥¡����������¥ ���y��� �}��������¥¡�����y��� �c��¥¡±��¡������� − ¸¡������¸¡�y¸¡µ��°��¹ � ¹Q���m�¡��¥§ ¸�� � χ.σ. «¬´ ����¥��¡��¥³§ ¸�� � ��������¥¡����� − ������©W� ����� �¡��¥���«¬���³��� ��� ������¸�� ����µ�����¥¡���³�¡��� � ���c���������¥¡��������¹ < ��±��¡��«¬´ �������	

� i � �E"1pq. ^��#"T�KNg��^Y��)+,I5T� � PX = Exp(β) �

• fX(x) = βe−βx ¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞), ��� β > 0 ¹
• ϕX(u) = β/(β − iu) ¯�� � � ���c� u ∈ R ¹
• EX = 1/β � V X = 1/β2 ¹

� ii � Ng��^Y��)+,I5T� � n�5�5�� � PX = Ga(α, β) �

• fX(x) = βα

Γ(α)
· xα−1e−βx ¯�� � � ���c� x ∈ (0,∞), ��� α, β > 0 ¹

• ϕX(u) = [β/(β − iu)]α ¯�� �°� ���c� u ∈ R ¹
• EX = α/β � V X = α/β2 ¹
�S������� ©W¥¡�������]±���� Γ(α) =

∫∞

0
xα−1e−xdx ¯�� � � ���c� α > 0 ¹

��� "+*�"/<>)�,�� " $ � ' 0 % 1 3 1�? ' 0 ,/.('
χ.σ.

,/. � ,�� 1 � X
<>"�! ? D ! ,/.(' *	� @	�

σ.
� <>"�! ,/.(' #� @	�

σ.
��� %6, ? #&% 1 ��" � '43+!

$ ! ? , ! .' *�� ,/. � 3�� ? # 0 ' %!6)+*+D 3+! ��%! 0 � 0 @�� 2+3/,4"�! 0/1�0 � � � 1 3 ,/.('
χ.σ.

<>"�! 0 ,/F! 0�� ,/. �  * 0 <&F!(, 3+! 0 %/#>! "�# , ! <>)"� ? , 0 '
,/F! 0 ,/. � , 3�� 3E%6,4" � " ��" "-'+, ! <>"�C>! # ,�� '+,4" � , 0 u 1 3�, 0 −it
� ��.%�-" $ � " <>"�,4" D�*>./# , ! <>) <>"�! @�! " � ? @ 0 % �#&%('+, 0/1 � " ��"(1  0 * 0 F 1 3 ' " @/*�)�	 0 % 1 3 ? , !�. MX(t) = ϕX (−it)

��
 1�0 � � ��" <>"�,4" D�*>./# , ! <>) 1  0 * 0 F 1 3 ' " @/*�)�	 0 % 1 3

? , !�. mX(z) = ϕX ( ln z

i
)
�

:@?&Z



� � ��� � � � � � ������� � � � � � ��� � �	��� � ������� � � �� � � ��������� � �

� iii � Ng��^Y��)+,I5T� Poisson � PX = P(λ) �

• fX(x) = e−λ(λx/x!) ¯�� � � ���c� x ∈ N, ��� λ > 0 ¹
• ϕX(u) = eλ(eiu−1) ¯�� � � ���c� u ∈ R ¹
• EX = V X = λ ¹

� iv � _a�/�M)RS15F�#"T� Ng��^Y��)+,I5T� � PX = B(n, p) �

• fX(x) =
(

n

x

)
px(1 − p)n−x ¯�� �°� ���c� x ∈ Nn (n ∈ N∗), p ∈ (0, 1) ¹

• ϕX(u) = [(1 − p) + peiu]n ¯�� � � ���c� u ∈ R

• EX = np � V X = np(1 − p) ¹�S������� ©W¥¡��������±�����¯�� � n = 1 �j����� p ∈ (0, 1) �S�£¸�� ªW¥¡����� ���£��������¥¡����� ��¥¡����� �¡�¦����� "���^Y� 

)+,I5T�

Bernoulli � PX = B(p) �¦¹
� v � � .&�M5�. ^+3��#"T�KNg��^Y��)+,I5T� � ^RQjD-,TS I

� � PX = G(p) �

• fX(x) = p(1 − p)x ¯�� � � ���c� x ∈ N, ��� p ∈ (0, 1) ¹
• ϕX(u) = p/[(1 − (1 − p)eiu] ¯�� � � ���c� u ∈ R

• EX = 1/p � V X = (1 − p)/p2 ¹
� vi � � 3+)YH1^��#"T�K_a�/�M)RS15F�#"T� Ng��^Y��)+,I5T� � ^RQjD-,TS I

� � PX = NB(r, p) �

• fX(x) =
(

x+r

r

)
pr(1 − p)x ¯�� �°� ���c� x ∈ N, r ∈ (0,∞), p ∈ (0, 1) ¹

• ϕX(u) =
(
p/[(1 − (1 − p)eiu]

)r ¯�� � � ���c� u ∈ R

• EX = r/p � V X = r(1 − p)/p2 ¹
�S������� ©W¥¡�������]±���� (x+r

r

)
:= Γ(x+ r)/[x!Γ(r)] ¯�� � � ���c� x, r ∈ (0,∞) ¹

:@?YX
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� � ��� ��� � 
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� ������� 
���� �  � � �

¢¤��¨¡��� ���¬ª ¸�§ ¥¡��¥ �����º����¥¡��¨ �¡���������¬ªW¥]´ ¨¡±�¥ ªW¥����c� � ���b�¬ªW¥]������� �¡�����¦ªW¥�� ������� ��¬¥¡¸¡��� ����� � �¯�¨¡�¡®
������������¬ªW¥ σ ¹ ¸�¹
® ����� ��¨�� �c����µ �¬ªW¥o������� �¡�����¦ªW¥ � ����¥¡��¨ �¡������������� �¬ªW¥o�¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥ ���c� � �����¬ªW¥
������� �¡�����¦ªW¥����
®·���¦¯�« �c����� ������§ �¡�������Q����������¥¡����� ��©W¥m������� �¡�����¦ªW¥ � ���W��´ «¬�������������¬¥¡�¬¨ ¯������ ��±]�¡���W�������¡®
��� ����� �������¦����� ¨¡��§ ��� ���������
® �����£�������c�¬������� ����µ �j� ������������´ «¬���°�������·�¬¥¡�¬¨ ¯������ ��± �¡��������������� ����� �����]�¦����� ¨¡��§ ��� ���

���7������§ � «¬´ ����¥_¨¡±���� ������������¨ ªW������� ��±;ªW� ��¨¡��� ������� ��¥ ��§ ������� ´ ����� ��¨�� ������µ�� �Â��� ¹ < ¨�� ®
������µ��0Aº¹ 9 ¹/:������!Aº¹ 9 ¹ 9 � ������©W�·�����   ¥¡±��¡���¡�¬�0Aº¹�X ����� X�¹/:	�}�����W����������������µ�¥ ���¡��¥�������µ��¡�¬¨¡�
��������¥¡±������°����������«¬��ª �¡���]�¦�������¡��§ ����¹
�b��¥o§ ¸�� � ��������± � � ������¨¡�¦�¡��§���������� ¸¡�¬µ��¡�¬¨¡� ¯�¨	��������� �Q����� ������¨	� �¡��¥ s ® ���¦����������� ����«¬¥¡�

σ ¹ ¸�¹����c� � ���}�������¬¥¡¸�� �����¬��ªW¥ ´ ¨¡±�¥ ªW¥����c� � ���}�¬ªW¥ ������� �¡�����¦ªW¥ �Â��� ¹   ¥¡±��¡�����4Z ¹ 9 ��������������� �¡®����� � � ¸�§ ¥¡���x��� �³��� ��±�¥¡�³�����)�-,.?<��6 �A	�� �0�+6 	����-"#��$.'�	���	�� ����o������§ � ��¥¡����«¬¨¡�¦�����!���¡��¥·¢¤��¨¡���¡�¡®
¨¡����� Z ¹ 9 ¹ A (a).
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