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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Η διπλωματική εργασία πραγματεύεται τη μελέτη ομαδικών ασφαλιστήριων συμβολαίων 

ζωής που αφορούν σε δύο άτομα, σε ένα οικονομικό περιβάλλον με στοχαστικά επιτόκια. 

Συμβόλαια που καλύπτουν περισσότερες από μία ζωές ενδεικτικά βρίσκουν εφαρμογή στα 

μέλη μιας οικογένειας, στους εργαζόμενους μιας επιχείρησης, ή στα μέλη ενός σωματίου. Η 

ανάγκη για στοχαστικά επιτόκια προκύπτει από το γεγονός ότι η υπόθεση της ανεξαρτησίας 

του επιτοκίου από περίοδο σε περίοδο δεν είναι ρεαλιστική. 

Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται παρουσίαση της βιβλιογραφίας που αφορά στα μοντέλα που έχουν 

προταθεί για την κατάσταση επιβίωσης των ασφαλισμένων ατόμων καθώς και στα μοντέλα 

που έχουν μελετήσει τη χρονική αξία του χρήματος. Και οι δύο αυτοί παράγοντες είναι 

σημαντικοί για την αποτίμηση μιας ομαδικής ασφάλισης ζωής καθώς τα ασφάλιστρα και οι 

ασφαλιστικές παροχές καταβάλλονται στο μέλλον και το ύψος τους καθορίζεται ανάλογα με 

τον αριθμό των ατόμων που επιβιώνει εκείνη τη στιγμή. 

Το Κεφάλαιο 2 παρουσιάζει τις υποθέσεις και την ανάλυση σχετικά με τη διακριτού χρόνου 

στοχαστική διαδικασία AR(1) έντασης επιτοκίου, καθώς και τα μοντέλα εξόδου σύμφωνα από 

τη Θεωρία Συμβάντων. Υπό το νόμο θνησιμότητας του Gompertz αναλύονται, σχετικά με τους 

χρόνους ζωής δύο ατόμων, το ανεξάρτητο μοντέλο θνησιμότητας καθώς και δύο μοντέλα 

εξαρτημένης θνησιμότητας, συγκεκριμένα της σύζευξης (copula) και του κοινού σοκ (common 

shock). 

Το Κεφάλαιο 3 εξετάζει τον τύπο του ασφαλιστηρίου συμβολαίου δύο ατόμων υπό το 

καθεστώς της από κοινού επιβίωσης (joint first-to-die). Θεωρώντας ότι η ένταση ανατοκισμού 

ακολουθεί μία AR(1) διαδικασία, μελετάται η τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας δίνοντας 

εκφράσεις για τις δύο πρώτες ροπές της, για ένα συμβόλαιο καθώς και για ένα γενικό 

χαρτοφυλάκιο συμβολαίων. Η ανάλυση αυτή επιτυγχάνεται μέσω της εφαρμογής δύο μεθόδων, 

συγκεκριμένα της ατομικής συνάρτησης απώλειας και των ετήσιων στοχαστικών χρηματοροών. 

Επίσης δίνεται η διάσπαση της συνολικής επικινδυνότητας του χαρτοφυλακίου τόσο στον 

ασφαλιστικό κίνδυνο όσο και στον κίνδυνο λόγων επενδύσεων. 

Στο Κεφάλαιο 4 γίνεται αντίστοιχη ανάλυση για ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο δύο ατόμων 

υπό το καθεστώς τελευταίου επιζώντος (joint last-survivor) καθώς και για ένα χαρτοφυλάκιο 

τέτοιων συμβολαίων. 

Στο Κεφάλαιο 5, παρουσιάζεται μια αριθμητική εφαρμογή του μοντέλου που αναπτύχθηκε 

στο Κεφάλαιο 3 για ασφαλιστήριο συμβόλαιο από κοινού ζωής, τόσο για ένα συμβόλαιο όσο 

και για ένα ομοιογενές χαρτοφυλάκιο, υπό την επίδραση στοχαστικού επιτοκίου μέσω μιας 

AR(1) διαδικασίας. Το πρόγραμμα που χρησιμοποιήθηκε για την ανάλυση ήταν το 

Mathematica. 

Τέλος, το Κεφάλαιο 6 συνοψίζει την εργασία. 
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ABSTRACT 

 

This thesis deals with the study of group life insurance policies in a stochastic interest rate 

environment. Joint life insurance could be suitable, for example, for a married couple, family 

or employees in a company. The need of stochastic models of interest rates arises from the fact 

that the assumption of interest rate independence from period to period is not realistic. 

Chapter one is an introductory section provides a literature review concerning models of 

policyholders' survivorship from individuals to pairs, and also models for stochastic interest 

rates were proposed in the actuarial practice. Both components are essential in the valuation of 

joint life insurance. 

Chapter two describes in detail the stochastic interest rate assumptions considering the 

discrete time stochastic AR(1) model, and the decrement according to life insurance theory. 

Under the Gompertz mortality law, the independent model of mortality is analyzed and two 

models of dependent mortality, namely copula and common shock are considered regarding 

policy coverage for two individuals. 

Chapter three, under the joint first-to-die policy, studies the valuation of a two-person group 

insurance policy and a general portfolio of such policies and gives expressions for the first two 

moments of the prospective loss random variable. Two approaches are followed, namely the 

individual loss random variable and the annual stochastic cash flows. Finally, the analysis of 

the total portfolio risk in terms of insurance risk and investment risk is discussed. 

Chapter four performs similar analysis for a single policy issued to a pair at the age (x, y) 

under joint last-to-die insurance, and for portfolio with a number of such policies. 

The fifth chapter investigates through a numerical application the joint first-to-die insurance 

policy model under the AR(1) stochastic interest rate model for an individual insurance policy 

and for a homogeneous portfolio. The tool of Mathematica wa used in analysis. 

Finally, chapter six summarizes the work. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Οι ασφαλιστικοί οργανισμοί προσφέρουν συμβατικές υποσχέσεις για την παροχή 

αποζημίωσης σε ενδεχόμενο θάνατο ενός ατόμου (ασφαλιστική κάλυψη), σε αντάλλαγμα μιας 

σειράς περιοδικών πληρωμών (ασφάλιστρα). Τα εν λόγω συμβόλαια ασφάλισης ζωής έχουν 

σχεδιαστεί για να προστατεύουν από σοβαρούς οικονομικούς κινδύνους που προκύπτουν από 

το θάνατο κάποιου ατόμου. Μια σημαντική παραλλαγή του τυπικού ασφαλιστηρίου 

συμβολαίου που αφορά σε ένα άτομο, αποτελεί το ομαδικό ασφαλιστικό πρόγραμμα που 

αναφέρεται σε από κοινού ασφάλιση ζωής όταν εμπλέκονται πολλαπλές ζωές-άτομα. Σύμφωνα 

με τις συμβάσεις αυτές, οι παροχές λόγω θανάτου καταβάλλονται οποτεδήποτε συμβεί κάποιος 

θάνατος στην υπό θεώρηση ασφαλισμένη ομάδα. Για παράδειγμα, μια από κοινού ασφάλιση 

που εκδίδεται για ένα παντρεμένο ζευγάρι πληρώνει το συμβατικό ποσό εάν κάποιος από τους 

δύο συζύγους αποβιώσει. 

Για την αποτίμηση μιας ομαδικής ασφάλισης ζωής λαμβάνονται υπ’ όψιν δύο βασικά 

στοιχεία. Το ένα είναι η κατάσταση επιβίωσης των ασφαλισμένων ατόμων και το άλλο η 

χρονική αξία του χρήματος. 

Η επιβίωση των ασφαλισμένων ατόμων αποτελεί σημαντικό στοιχείο καθώς οι 

ασφαλιστικές παροχές καταβάλλονται όταν συμβαίνει ο θάνατος. Στη βιβλιογραφία έχουν 

παρουσιαστεί αρκετά μοντέλα που αναφέρονται σε ένα άτομο. Ο νόμος του De Moivre εισήχθη 

το 1729 ως ο πρώτος νόμος θνησιμότητας που αφορά ατομικές ζωές και θεωρεί ότι οι θάνατοι 

συμβαίνουν ομοιόμορφα στο χρονικό διάστημα που αυτοί συμβαίνουν. Στη συνέχεια 

προτάθηκε ο διπαραμετρικός νόμος Gompertz που έγινε πολύ δημοφιλής. Υπήρξαν γενικεύσεις 

του νόμου Gompertz, όπως για παράδειγμα του Makeham (3-παραμέτρων), του Thiele (7-

παραμέτρων), του Perks (4-παραμέτρων), του Weibull (2-παραμέτρων), του Beard (5-

παραμέτρων) και του Barnett (4-παραμέτρων). Ο Forfar (2006) συνόψισε τους παραπάνω 

νόμους θνησιμότητας και εξέτασε πώς θα μπορούσε η θνησιμότητα να βελτιωθεί στο εγγύς 

μέλλον. Η εργασία αυτή ασχολείται με την κατανομή Gompertz για ατομικές ζωές. 

Για να επεκτείνουμε την επιβίωση από μεμονωμένα άτομα σε ζευγάρια, είναι απαραίτητο 

να γίνει κάποια υπόθεση σχετικά με την εξάρτηση των επιβιώσεων μεταξύ των επιμέρους 

ασφαλισμένων ατόμων. Η υπόθεση της ανεξαρτησίας μεταξύ των ζωών χρησιμοποιήθηκε στις 

πρώτες μελέτες αποτίμησης της κοινής ασφάλισης ζωής. Το βασικό πλεονέκτημα αυτής της 

παραδοχής είναι η απλότητα που προσφέρει στους υπολογισμούς. Με την υπόθεση 

ανεξαρτησίας, η πιθανότητα κοινής επιβίωσης μπορεί να εκφραστεί ως το γινόμενο των 

πιθανοτήτων των ατομικών επιβιώσεων. Έτσι, το πρόβλημα της από κοινού επιβίωσης των δύο 

ατόμων γίνεται πρόβλημα επιβίωσης ενός ατόμου. Ωστόσο, αρκετές εμπειρικές μελέτες 

σχετικά με τις από κοινού ζωές έχουν δείξει ότι υπάρχει εξάρτηση των εμπλεκόμενων ζωών. 
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Διάφοροι τρόποι έχουν προταθεί για τη μοντελοποίηση του αντίκτυπου της επιβίωσης ενός 

ατόμου στο άλλο. Ένα παραδοσιακό μοντέλο που εισήχθη για τη μαθηματική μοντελοποίηση 

της εξαρτώμενης θνησιμότητας είναι αυτό του κοινού σοκ (common shock), στο οποίο 

περιλαμβάνεται μια κοινή μεταβλητή (ή σοκ) σε κάθε ατομική δομή θνησιμότητας. Αυτή η 

κοινή τυχαία μεταβλητή συνήθως χρησιμοποιείται για να συλλάβει κάποιους πρόσθετους 

κινδύνους από καταστροφές, όπως για παράδειγμα είναι ένας σεισμός ή η συντριβή ενός 

αεροσκάφους, οι οποίες επηρεάζουν τη θνησιμότητα ενός ατόμου. Ως αποτέλεσμα, η 

μελλοντική ζωή του ατόμου μπορεί να συντομευτεί από αυτό το κοινό σοκ. Τα κύρια 

πλεονεκτήματα της χρήσης του μοντέλου κοινού σοκ είναι ότι αυτό μπορεί να υπολογιστεί και 

να ερμηνευτεί εύκολα. Ένα άλλο μοντέλο που επίσης έχει προταθεί στη βιβλιογραφία για τη 

μελέτη της εξαρτώμενης θνησιμότητας είναι οι συζεύξεις (copula). Οι Genest και MacKay 

(1986) εφάρμοσαν τη σύζευξη ως παραμετρικό πρότυπο κοινής επιβίωσης και μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή διδιάστατων κατανομών με δοσμένες τις περιθώριες 

κατανομές του ζεύγους ατόμων. Στη βιβλιογραφία της αναλογιστικής επιστήμης έχουν 

παρουσιαστεί πολλές συναρτήσεις copula. Για παράδειγμα, o Li (2000) εισήγαγε το Gaussian 

copula στη μοντελοποίηση του κινδύνου χρηματοπιστωτικών οργανισμών. Το Τ copula είναι 

παρόμοιο με το Gaussian copula με τη διαφορά ότι η δομή του περιγράφεται από μια 

πολυμεταβλητή κατανομή t. Μια μονοπαραμετρική οικογένεια συζεύξεων, η οποία ανήκει 

στην ευρύτερη οικογένεια των Αρχιμήδειων συζεύξεων, είναι η σύζευξη του Frank (Frank’s 

copula) και οφείλει το όνομά της στον ομώνυμο ερευνητή Frank (1979). Η εν λόγω σύζευξη 

έχει χρησιμοποιηθεί συχνά στην αναλογιστική πρακτική ως μοντέλο για την κατανομή της από 

κοινού ζωής. Μια λεπτομερή ανασκόπηση του μεγάλου φάσματος των copulas και των 

εφαρμογών τους δίνεται από τον Nelsen (2006). Η εργασία αυτή εξετάζει τα μοντέλα του 

κοινού σοκ (common shock) και του copula του Frank για την εξήγηση της εξάρτησης της 

θνησιμότητας ενός ζευγαριού. 

Η χρονική αξία του χρήματος είναι επίσης σημαντικό στοιχείο για τις αποτιμήσεις, καθώς 

τα ασφάλιστρα και οι καταβολές των ασφαλιστικών παροχών γίνονται στο μέλλον. Το κλασικό 

μοντέλο επιτοκίων, όπου το επιτόκιο είναι ντετερμινιστικό, παραμελεί τις πιθανές 

διακυμάνσεις των μελλοντικών επιτοκίων. Από τη δεκαετία του 1970 έχουν προταθεί πολλά 

στοχαστικά μοντέλα επιτοκίων. Το κύριο το πλεονέκτημα αυτών είναι η δυνατότητα να 

καταγραφεί η πιθανότητα και μέγεθος των τυχαίων αποκλίσεων από τη μακροπρόθεσμη μέση 

τιμή. 

Σε έναν αριθμό από τα αρχικά άρθρα που αναφέρονται στο αντικείμενο, είχε γίνει η υπόθεση 

ότι οι εντάσεις ανατοκισμού ανάμεσα στα έτη ήταν ασυσχέτιστες και ισόνομα κατανεμημένες 

(δηλαδή, η ένταση ανατοκισμού δημιουργείται από τη διαδικασία λευκού θορύβου). Ο Waters 

(1978) έκανε χρήση αυτής της υπόθεσης για να υπολογίσει τις τέσσερις πρώτες ροπές του 

επιτοκίου ανατοκισμού και αναλογιστικών συναρτήσεων καθώς και την οριακή κατανομή των 

μέσων αθροισμάτων των αναλογιστικών συναρτήσεων με προσαρμογή καμπυλών Pearson. Η 



 

15 

υπόθεση αυτή για τους ρυθμούς απόδοσης υιοθετήθηκε μεταξύ άλλων επίσης από τους 

Boyle(1976) και Dufresne (1990). 

Μια πιο ρεαλιστική υπόθεση είναι η θεώρηση ότι οι εντάσεις ανατοκισμού των διαδοχικών 

χρονικών περιόδων είναι συσχετισμένες. Για το σκοπό αυτό προτάθηκαν διάφορα μοντέλα 

χρονολογικών σειρών. Για παράδειγμα, ο Pollard (1971) χρησιμοποίησε ένα αυτοπαλίνδρομο 

μοντέλο δεύτερης τάξης. 

Οι Panjer και Bellhouse (1980) ανέπτυξαν μια γενική θεωρία που περιλαμβάνει και διακριτά 

και συνεχή μοντέλα στοχαστικών επιτοκίων, για να προσδιορίσουν τις ροπές της παρούσας 

αξίας ντετερμινιστικών και στοχαστικών χρηματοροών. Οι συγγραφείς συγκεκριμένα 

θεώρησαν διακριτού χρόνου αυτοπαλίνδρομα μοντέλα πρώτης και δεύτερης τάξης, με 

πραγματικές ρίζες μόνο του χαρακτηριστικού πολυωνύμου, καθώς επίσης τα ανάλογα 

συνεχούς χρόνου μοντέλα και εφάρμοσαν τα αποτελέσματά τους σε μια ισόβια ράντα και 

ισόβια ασφάλιση ζωής. Ένα μειονέκτημα της εργασίας τους είναι ότι η θεώρηση των στάσιμων 

αυτοπαλίνδρομων μοντέλων υποθέτει ότι οι μελλοντικές αποδόσεις είναι ανεξάρτητες των 

παρελθοντικών και τρεχουσών αποδόσεων. Η εργασία των Bellhouse και Panjer (1981) 

επεκτάθηκε, με τη χρήση δεσμευμένων αυτοπαλίνδρομων διαδικασιών διακριτού χρόνου, σε 

μοντέλα στα οποία οι εντάσεις ανατοκισμού εξαρτώνται από έναν αριθμό παρελθοντικών και 

τρεχουσών ρυθμών. Στη μελέτη τους οι συγγραφείς θεωρώντας ένα δεσμευμένο 

αυτοπαλίνδρομο μοντέλο πρώτης τάξης παρουσίασαν αριθμητικές εφαρμογές που αφορούσαν 

τις τιμές ομολόγου μηδενικού τοκομεριδίου, βέβαιης ράντας, ισόβιας ασφάλισης και ισόβιας 

ράντας. 

Ο Dhaene (1989) επέκτεινε περαιτέρω την εργασία των Panjer και Bellhouse (1980) καθώς 

και του Giaccotto (1981) στην περίπτωση που ή ένταση ανατοκισμού ακολουθεί μια διαδικασία 

αυτοπαλίνδρομου ολοκληρωμένου κινητού μέσου τάξης ( , , )p d q , ARIMA ( , , )p d q . Στην 

εργασία αυτή παρουσιάστηκε μια μεθοδολογία για τον αποδοτικό υπολογισμό της συνάρτησης 

της παρούσας αξίας. 

Οι στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις (ΣΔΕ) επίσης βρίσκουν εφαρμογή στην βιβλιογραφία 

της αναλογιστικής επιστήμης. Για παράδειγμα, οι Beekman και Fuelling (1990) 

χρησιμοποίησαν τη διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck, (πρώτης τάξης ΣΔΕ, γνωστή επίσης ως 

μοντέλο Vasicek στα οικονομικά), για να μοντελοποιήσουν την αθροιστική συνάρτηση της 

έντασης ανατοκισμού. Σαν εφαρμογή, οι συγγραφείς ανέπτυξαν εκφράσεις για τις μέσες τιμές 

και τις τυπικές αποκλίσεις της παρούσας αξίας των μελλοντικών πληρωμών στην περίπτωση 

ντετερμινιστικής (βέβαιης) ράντας και στοχαστικής ισόβιας ράντας. Τα αποτελέσματα 

παρουσιάστηκαν με αριθμητικά παραδείγματα για διάφορες τιμές των παραμέτρων. Σε μια 

σειρά από δημοσιεύσεις από τον Parker (για παράδειγμα Parker (1993), Parker (1994a), Parker 

(1996), Parker (1997), ο συγγραφέας χρησιμοποίησε επίσης τη διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck 

αλλά για την ένταση ανατοκισμού παρά για την αθροιστική συνάρτηση της έντασης 

ανατοκισμού. Επιπλέον, ο Parker (1995) μελέτησε μια γραμμική δεύτερης τάξης ΣΔΕ για τη 

διαδικασία έντασης ανατοκισμού. 
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Με βάση τη σχετική βιβλιογραφία αξίζει να σημειώσουμε ότι υπάρχουν περιπτώσεις που 

είτε χρησιμοποιείται ένα διακριτό μοντέλο είτε ένα συνεχές, δεν αλλάζει η δυναμική της 

διαδικασίας. Για παράδειγμα, μια υπό συνθήκη AR(1) διαδικασία είναι το διακριτό ανάλογο 

της Ornstein-Uhlenbeck διαδικασίας. Επίσης, η διακριτή αναπαράσταση μιας δεύτερης τάξης 

ΣΔΕ είναι η διαδικασία ARMA(2,1). Έτσι, η επιλογή ενός διακριτού ή συνεχούς μοντέλου 

αποτελεί προσωπική επιλογή του ερευνητή. Σχετικό είναι το σύγγραμμα των Pandit και Wu 

(1983) για μια συζήτηση της αρχής ισοδυναμίας της συνδιακύμανσης στο να δοθούν 

παραμετρικές σχέσεις μεταξύ των διακριτών και συνεχών αναπαραστάσεων της διαδικασίας. 

Επιπλέον, στη βιβλιογραφία παρατηρείται μερικοί ερευνητές να μοντελοποιούν την ένταση 

ανατοκισμού και άλλοι την αθροιστική συνάρτηση της έντασης ανατοκισμού. Στη μελέτη του 

Parker (1994b) συζητείται η διαφορά ανάμεσα στις δύο αυτές προσεγγίσεις. Παρουσιάζονται 

αριθμητικές εφαρμογές για τη μέση τιμή, την τυπική απόκλιση και τη λοξότητα μιας 

ληξιπρόθεσμης ράντας για διάφορες διαδικασίες υπό το πρίσμα των δύο προσεγγίσεων, οι 

οποίες έδειξαν μια διαφορετική στοχαστική συμπεριφορά της συνάρτησης παρούσας αξίας 

κάτω από τις δύο μεθόδους μοντελοποίησης. Περαιτέρω, για να δοθεί περισσότερο εξήγηση 

στην έμμεση συμπεριφορά της διαδικασίας έντασης ανατοκισμού κάτω από τις δύο 

προσεγγίσεις, εξετάστηκε η δεσμευμένη μέση τιμή της αθροιστικής συνάρτησης της έντασης 

ανατοκισμού μέχρι τη στιγμή t  δοθέντος της τιμής της μέχρι τη στιγμή s ( )s t  και της 

έντασης ανατοκισμού τη χρονική στιγμή s . Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι όταν μοντελοποείται 

η αθροιστική συνάρτηση της έντασης ανατοκισμού, η δεσμευμένη μέση τιμή δεν εξαρτάται 

από την τιμή της έντασης ανατοκισμού τη χρονική στιγμή s , ενώ είναι πιο ρεαλιστικό να 

υποθέσουμε ότι η δεσμευμένη αυτή μέση τιμή εξαρτάται από την ένταση ανατοκισμού τη 

χρονική στιγμή s , όταν μοντελοποιείται η ένταση ανατοκισμού. Με ένα αριθμητικό 

παράδειγμα φάνηκε ότι μια πιθανή συνέπεια της μοντελοποίησης της αθροιστικής συνάρτησης 

της έντασης ανατοκισμού είναι ότι η αναμενόμενη τιμή της έντασης ανατοκισμού στο άμεσο 

μέλλον μπορεί να διαφέρει σημαντικά από την τρέχουσα τιμή. Η εφαρμογή δείχνει ότι η μελέτη 

της αθροιστικής συνάρτησης της έντασης ανατοκισμού έχει περιορισμένη πρακτική αξία. 

Στις περισσότερες από τις εργασίες που αναφέρθηκαν παραπάνω, δίνονται οι δύο ή οι τρεις 

πρώτες ροπές της παρούσας αξίας και των αναλογιστικών συναρτήσεων όταν θεωρείται μόνο 

μια σειρά από πληρωμές ή μία πληρωμή. Κάποιες γενικεύσεις αυτών των εφαρμογών 

περιλαμβάνουν τη μελέτη της συνάρτησης (είτε χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση πυκνότητας 

είτε την αθροιστική συνάρτηση κατανομής) για ένα χαρτοφυλάκιο από όμοια συμβόλαια ή ενός 

γενικού χαρτοφυλακίου με συμβόλαια διαφορετικών χαρακτηριστικών. 

Ο Frees (1990) παρουσίασε τις δύο πρώτες ροπές του καθαρού ασφαλίστρου για ένα 

ασφαλιστήριο συμβόλαιο και μια ράντα. Το ασφάλιστρο προσδιορίστηκε σύμφωνα με την 

αρχή ισοδυναμίας και παρουσιάστηκε μια έκφραση για το απόθεμα με τη δεύτερη ροπή της 

συνάρτησης απώλειας. Τα αποτελέσματα προέκυψαν στην αρχή θεωρώντας ότι οι εντάσεις 

ανατοκισμού των χρονικών διαστημάτων είναι ανεξάρτητες και ισόνομα κατανεμημένες που η 
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κάθε μια ακολουθεί κανονική κατανομή, και στη συνέχεια θεωρώντας μια διαδικασία κινητού 

μέσου πρώτης τάξης, ΜΑ(1). 

Ένα μοντέλο αλυσίδας Markov ομοιογενούς συνεχούς χρόνου προτάθηκε από τον Norberg 

(1995) και δόθηκαν αριθμητικές λύσεις για τις αναμενόμενες τιμές διάφορων σχετικών 

μεγεθών συμπεριλαμβανομένων των ροπών της παρούσας αξίας χρηματοροών. Άλλα μοντέλα 

επιτοκίου μπορούν να βρεθούν στον Cairns (2004).  

Οι Lai and Frees (1995) θεώρησαν για τη μοντελοποίηση της έντασης ανατοκισμού τα 

παραδοσιακά γραμμικά μοντέλα ARIMA καθώς και τα πιο μοντέρνα μη γραμμικά 

Αυτοπαλίνδρομα Δεσμευμένης Ετεροσκεδαστικότητας (Autoregressive Conditionally 

Hetereskodestic) μοντέλα, ARCΗ ( , )p q . Το κύριο πλεονέκτημα των μοντέλων ARCH είναι η 

ικανότητά τους να ‘συλλαμβάνουν’ πολλά από τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των 

χρηματοοικονομικών χρονολογικών σειρών, όπως την τάση του φαινομένου συσσωμάτωσης 

μεταβλητότητας (volatility clustering), δηλαδή μεγάλες αλλαγές να ακολουθούνται από 

μεγάλες αλλαγές (περίοδοι υψηλής μεταβλητότητας) και μικρές αλλαγές να ακολουθούνται 

από μικρές αλλαγές (περίοδοι χαμηλής μεταβλητότητας). 

Ο Black (1990) εισήγαγε για πρώτη φορά το διωνυμικό μοντέλο Black-Derman-Toy (BDT) 

για βραχυπρόθεσμα επιτόκια. H λεπτομερής ανάλυση του μοντέλου BDT δόθηκε από τους 

Panjer κ.ά. (1998) και Lin (2006), ενώ ο Gaillardetz (2007) με χρήση του μοντέλου BDT 

παρουσίασε μια μέθοδο τιμολόγησης ασφαλιστικών προϊόντων. 

Οι Marceau και Gaillardetz (1999) μελέτησαν την προοπτική μεταβλητή απώλειας για 

γενικά χαρτοφυλάκια ασφαλιστηρίων συμβολαίων και σύγκριναν τις πρώτες δύο ροπές καθώς 

επίσης και τις συναρτήσεις κατανομής που προέκυψαν με προσομοίωση Monte Carlo για 

χαρτοφυλάκια με διαφορετικά μεγέθη (θεωρώντας και την οριακή περίπτωση) και 

διαφορετικής σύνθεσης. Δόθηκαν αριθμητικά παραδείγματα για χαρτοφυλάκια με πρόσκαιρες, 

μέλλουσες ασφαλίσεις και συνδυασμό αυτών θεωρώντας ότι η ένταση ανατοκισμού ακολουθεί 

μια διαδικασία AR(1). Η μελέτη έδειξε ότι η ρυθμός σύγκλισης της διακύμανσης της 

μεταβλητής απώλειας στο χαρτοφυλάκιο με πρόσκαιρες ασφαλίσεις ήταν κατά πολύ αργότερος 

από τον αντίστοιχο ρυθμό στα άλλα δύο χαρτοφυλάκια. Αυτό είναι ένδειξη ότι ο ασφαλιστικός 

κίνδυνος είναι μεγαλύτερος σε σύγκριση με τον μη-διαφοροποιήσιμο επενδυτικό κίνδυνο σε 

οποιοδήποτε χαρτοφυλάκιο ρεαλιστικού μεγέθους, και σαν αποτέλεσμα αυτού, η χρήση της 

κατανομής του οριακού χαρτοφυλακίου για την προσέγγιση της κατανομής ενός πεπερασμένου 

χαρτοφυλακίου είναι αμφισβητήσιμη στο πλαίσιο των πρόσκαιρων ασφαλίσεων ζωής. 

Στόχος της εργασίας αυτής είναι η επέκταση της θεωρίας για την αποτίμηση ενός ατομικού 

ασφαλιστηρίου συμβολαίου, στην αποτίμηση ενός γενικού (μη ομοιογενούς) χαρτοφυλακίου 

ομαδικής ασφάλισης υπό τη θεώρηση στοχαστικού επιτοκίου καθώς και εξαρτημένης σχέσης 

θνησιμότητας ανάμεσα στα ασφαλισμένα άτομα. Η μελέτη εστιάζεται στις δύο πρώτες ροπές 

της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας, καθώς αυτές μπορούν να δώσουν μια εικόνα 

των ιδιοτήτων των ασφαλιστικών προϊόντων και να βοηθήσουν την ασφαλιστική εταιρεία να 

καθορίσει ένα αποθεματικό για απρόβλεπτα γεγονότα. Υιοθετώντας τις μελέτες του Parker 
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(1997) και των Marceau και Gaillardetz (1999), στην παρούσα εργασία εφαρμόζονται δύο 

προσεγγίσεις για τον υπολογισμό των δύο πρώτων ροπών της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής 

απώλειας για ολόκληρο το χαρτοφυλάκιο. Η πρώτη προσέγγιση βασίζεται στην ατομική τυχαία 

μεταβλητή απώλειας, ενώ η δεύτερη εξετάζει τις ετήσιες στοχαστικές χρηματοροές. Οι δύο 

αυτές προσεγγίσεις μας παρέχουν δύο διαφορετικές όψεις της τυχαίας μεταβλητής απώλειας 

για το χαρτοφυλάκιο. Η πρώτη θεώρηση αφορά κάθε ένα ατομικό ασφαλιστήριο συμβόλαιο 

του χαρτοφυλακίου και είναι εύκολο να κατανοηθεί. Η δεύτερη θεώρηση επικεντρώνεται στις 

πληρωμές του χαρτοφυλακίου που είναι χρήσιμες για την προσέγγιση της κατανομής της 

τυχαίας μεταβλητής απώλειας για το χαρτοφυλάκιο. Η συνολική επικινδυνότητα του 

χαρτοφυλακίου αναλύεται σε δύο μέρη, τον ασφαλιστικό κίνδυνο και τον επενδυτικό κίνδυνο. 

Στη συνέχεια, η εργασία οργανώνεται ως εξής: Το Κεφάλαιο 2 περιγράφει λεπτομερώς τις 

υποθέσεις σχετικά με τη στοχαστική ένταση επιτοκίου και τα μοντέλα εξόδου από τη Θεωρία 

Συμβάντων, που θα χρησιμοποιηθούν σε μεταγενέστερα κεφάλαια. Στο Κεφάλαιο 3 δίνονται 

δύο εκφράσεις για την αποτίμηση της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας για ένα γενικό 

χαρτοφυλάκιο ομαδικών ασφαλιστηρίων συμβολαίων δύο ατόμων υπό το καθεστώς της από 

κοινού επιβίωσης (joint-life). Ανάλογοι τύποι για ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από 

ασφαλιστήρια συμβόλαια δύο ατόμων υπό το καθεστώς τελευταίου επιζώντος (joint last-

survivor) αναπτύσσονται στο Κεφάλαιο 4. Στο Κεφάλαιο 5, δίνονται αριθμητικές εφαρμογές 

για ένα ομοιογενές χαρτοφυλάκιο όταν η στοχαστική ένταση επιτοκίου ακολουθεί τη 

διαδικασία AR(1) και εφαρμόζονται δύο μοντέλα θνησιμότητας. Τέλος, το Κεφάλαιο 6 

συνοψίζει την εργασία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΜΟΝΤΕΛΟ – ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζεται το διακριτού χρόνου στοχαστικό μοντέλο έντασης 

ανατοκισμού (1),AR  δίνονται οι απαραίτητοι σχετικοί συμβολισμοί από τη Θεωρία 

Συμβάντων και αναλύονται, σχετικά με τους χρόνους ζωής δύο ατόμων, οι υποθέσεις της 

ανεξαρτησίας καθώς και δύο μοντέλα εξαρτημένης θνησιμότητας και συγκεκριμένα της 

σύζευξης (copula) και του κοινού σοκ (common shock). 

2.1 Στοχαστική ένταση ανατοκισμού 

Η υπόθεση της ανεξαρτησίας του επιτοκίου από περίοδο σε περίοδο δεν είναι ρεαλιστική. 

Η πορεία των επιτοκίων κατά το σχετικά πρόσφατο παρελθόν επηρεάζει το τρέχον επίπεδο των 

επιτοκίων. Αν τα επιτόκια είναι χαμηλά τείνουν να παραμείνουν σχετικά χαμηλά (έστω και με 

κάποια κίνηση προς τα πάνω), και όταν τα επιτόκια είναι υψηλά, υπάρχει τάση να παρεμείνουν 

υψηλά (έστω και με κάποια κίνηση προς τα κάτω). Η εξάρτηση των επιτοκίων μιας περιόδου 

από τα επιτόκια πρόσφατων περιόδων μπορεί να αντιμετωπιστεί με τα λεγόμενα 

αυτοπαλινδρομικά μοντέλα (AutoRegressive models). 

Έστω )(k  είναι η ένταση ανατοκισμού στο k  έτος, δηλαδή την περίοδο ],1( kk  , για 

,...2,1k , με μία πιθανή πραγματοποίηση έστω k . Στην παρούσα εργασία, θεωρούμε ότι 

)(k  ακολουθεί το απλό, διακριτού χρόνου, στοχαστικό μοντέλο πρώτης τάξης )1(AR , το 

οποίο ορίζεται ως ακολούθως. 

 

Ορισμός 2.1 

Η )1(AR  στοχαστική διαδικασία δίνεται από τη σχέση 

kkk   ])1([)( , 1      )1.1.2(  

όπου, ,...}2,1;{ kk  ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών που 

ακολουθούν την κανονική κατανομή με μέσο 0  και πεπερασμένη διακύμανση 
2 , δηλαδή, 

),0(~ 2 Nk ,   είναι ο μακροχρόνιος μέσος της διαδικασίας γύρω από την οποία έχουν 

κυμανθεί οι τιμές (επιτόκια), και   είναι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης της διαδικασίας. Η 

συνθήκη 1  εξασφαλίζει ότι η διαδικασία είναι στάσιμη υπό την ευρεία έννοια. 

 

Οι αδέσμευτες ροπές της έντασης ανατοκισμού και συγκεκριμένα η μέση τιμή, η διακύμανση 

και η συνδιακύμανση δίνονται στην επόμενη πρόταση. 
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Πρόταση 2.1 

Έστω ότι ,...}2,1);({ kk  ακολουθεί μια )1(AR  διαδικασία όπως ορίστηκε στην )1.1.2( . Τότε 

 )]([ kE           (2.1.2) 

2

2

0
1

)]([






 kVar         (2.1.3) 

m

m mkkCov 





2

2

1
)](),([


  , ,...2,1,0m      (2.1.4) 

Απόδειξη 

Αρχικά, από την ιδιότητα της στασιμότητας της διαδικασίας, έχουμε ότι 

)]([)]([ jkEkE    για όλα τα j 

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]Cov k k j Cov k i k i j         για όλα τα i, j 

 

Για την μέση τιμή της AR(1) από την (2.1.1) έχουμε διαδοχικά 

}])1([{])([ kkEkE    

][)]1([)]([ kEkEkE    

][)]1([)]([ kEkEkE    

0)1()]([)1(   kE     λόγω στασιμότητας 

 )]([ kE    

Δηλαδή, η μέση τιμή είναι ανεξάρτητη του k. 

 

Από τον ορισμό της διακύμανσης έχουμε 

2)]}([)]({[)]([ kEkEkVar    

2})]({[   kE  

2}])1([{ kkE        λόγω (2.1.1) 

}])1([2])1([{ 222

kk kkE    

}])1({[2][}])1({[ 222

kk kEEkE    

αλλά 

)]([}])1({[ 2 kVarkE       λόγω στασιμότητας 

2222 0])[(][][   kkk EVarE  

0][])1([}])1({[  kk EkEkE  , αφού 
k και δ(k – 1) ασυσχέτιστες 

οπότε 

22 )]([)]([   kVarkVar  

22 )]([)1(   kVar  

2

2

1
)]([







kVar  
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Η διακύμανση )]([ kVar   είναι θετική και πεπερασμένη, αφού 1   12    01 2  . 

 

Από τον ορισμό της συνδιακύμανσης έχουμε 

)]}]([)({)]}([)([{)](),([ mkEmkkEkEmkkCovm    

}])({})([{   mkkE  

}])({}])1([[{   mkkE k
  λόγω (2.1.1) 

]})([])(][)1([{   mkmkkE k
 

]})([{])(][)1({[   mkEmkkE k
 

]})([{)](),1([   mkEmkkCov k
 

αλλά 

1)](),1([  mmkkCov   

0]})([{   mkE k
  αφού 

k και δ(k – m) ασυσχέτιστες 

οπότε 

1 mm    με m = 0, 1,…, και 01   

2

2

0
1 





 mm

m  

Δηλαδή, η συνδιακύμανση εξαρτάται μόνο από το m, τη διαφορά των k – m και k. 

Για m = 0 προκύπτει η διακύμανση, 

)]([)](),([0 kVarkkCov    

 

 

Έστω )( j  η ένταση ανατοκισμού την περίοδο j  και )(kI  η συνάρτηση συσσωρεύσεως 

της έντασης ανατοκισμού για k περιόδους. Τότε 





k

j

jkI
1

)()(   

Ο τυχαίος παράγοντας προεξόφλησης (discount factor) τη χρονική στιγμή 0k  μιας 

νομισματικής μονάδας που πληρώνει τη χρονική στιγμή k, εκφράζεται ως 

)()( kIek  , ,...3,2,1k  

 

Η μέση τιμή, η διασπορά και η συνδιακύμανση της )(kI  δίνονται στην επόμενη πρόταση. 

 

Πρόταση 2.2 

Έστω ότι ,...}2,1);({ jj  ακολουθεί μια )1(AR  διαδικασία όπως ορίστηκε στην )1.1.2( . Τότε, 

για την ,...}2,1);({ kkI  είναι 

kkIE )]([  
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


 skssIVarkIsICov 







, s < k 

Απόδειξη 

Για την απόδειξη χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα της Πρότασης 2.1. 

Η μέση τιμή της I(k) είναι 

 kjEjEkIE
k

j

k

j
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j






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 111

)]([)()]([  

 

Για τη διακύμανση της I(k) έχουμε 
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στη συνέχεια εφαρμόζεται η σχέση 
x
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Για s < k, η συνδιακύμανση της I(k) είναι 
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εκτελώντας τα αθροίσματα όπως στον υπολογισμό της διακύμανσης παραπάνω, προκύπτει 

)1)((
)1(1

)]([)](),([
22

2




 skssIVarkIsICov 







 

 

 

Με διαδοχικές αντικαταστάσεις στην (2.1.1) για k = 1, 2,…, προκύπτει ότι 

1])0([)1(    

2])1([)2(    

21}])0([{    

21

2 ])0([    

3])2([)3(    

321

2 }])0([{    

321

23 ])0([    

... 





k

i

ik

ikk
0

])0([)(               (2.16) 

Με βάση την τελευταία σχέση μπορούν να υπολογιστούν οι δεσμευμένες ροπές της έντασης 

ανατοκισμού δ(k) δοθέντος της τιμής της διαδικασίας τη στιγμή 0, δ(0), οι οποίες δίνονται στην 

επόμενη πρόταση. 

 

Πρόταση 2.3 

Έστω ότι ,...}2,1);({ kk  ακολουθεί μια )1(AR  διαδικασία όπως ορίστηκε στην )1.1.2( , η 

οποία δοθέντος της τιμής 0(0)   ικανοποιεί την (2.1.6).  Τότε, για την 

0{ ( ) | (0) ; 1,2,...}k k     είναι 

0 0[ ( ) | (0) ] ( )kE k                 (2.1.7) 

2
2

0 2
[ ( ) | (0) ] (1 )

1

kVar k


   


  


      (2.1.8) 

2
2

0 2
[ ( ), ( ) | (0) ] (1 )

1

k s kCov s k


     


  


, ks  .    (2.1.9) 
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Απόδειξη 

Η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτή της Πρότασης 2.1 και παραλείπεται. 

 

 

Οι εκφράσεις που δόθηκαν στην Πρόταση 2.3 χρησιμοποιούνται για να προκύψουν οι 

δεσμευμένες ροπές της συνάρτησης συσσωρεύσεως της έντασης ανατοκισμού )(kI  δοθέντος 

της αρχικής τιμής 
0(0) .   Για λόγους απλότητας των συμβολισμών, η τιμή δ0 θα 

εμφανίζεται ως δείκτης σε μέσες τιμές, διασπορές και συνδιασπορές αντί των δεσμευμένων 

μέσων τιμών, διασπορών, συνδιασπορών δοθέντος 
0(0) .   Δηλαδή, για παράδειγμα στη 

μέση τιμή, χρησιμοποιείται ο συμβολισμός )]([
0

kIE  αντί του ])0(|)([ 0 kIE . Έτσι για τις 

εν λόγω δεσμευμένες ροπές έχουμε την 

 

Πρόταση 2.4 

Έστω ότι ,...}2,1);({ jj  ακολουθεί μια )1(AR  διαδικασία που δίνεται στην )1.1.2( . Τότε, οι 

δεσμευμένες ροπές ,...}2,1;)0(|)({ 0  kkI   είναι 




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όπου η δεσμευμένη διακύμανση και συνδιακύμανση είναι ανεξάρτητες από την αρχική τιμή 
0 . 

 

Απόδειξη 

Για την απόδειξη χρησιμοποιούνται τα αποτελέσματα της Πρότασης 2.3. 

Για τη δεσμευμένη μέση τιμή είναι 

0 0 0
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Για τη δεσμευμένη διακύμανση είναι 
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Για s < k, η δεσμευμένη συνδιακύμανση είναι 
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 

 

Για την ανάλυση ενός ασφαλιστικού χαρτοφυλακίου, το οποίο ενσωματώνει πέρα από 

ατομικά ασφαλιστήρια συμβόλαια και προγράμματα που αναφέρονται σε δύο ή περισσότερα 

άτομα (ομάδα ατόμων), θα χρειαστούν εκφράσεις για τη μέση τιμή και τη διασπορά του 

αθροίσματος ),()( 21 kIkI  καθώς και για τη μέση τιμή του γινομένου ).()( 21 kk    Τα 

σχετικά αποτελέσματα για το άθροισμα ),()( 21 kIkI   δίνονται στην επόμενη πρόταση. 

 

Πρόταση 2.5 

Θεωρούμε ότι ,...}2,1:)({ kk  ακολουθεί το )1(AR  μοντέλο που δίνεται στην )1.1.2( . Η υπό 

συνθήκη μέση τιμή και διακύμανση του αθροίσματος των )( 1kI  και )( 2kI  είναι 
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όπου η δεσμευμένη διακύμανση του )(kI  δίνεται στην Πρόταση 2.4. 

 

Απόδειξη 

Για την απόδειξη χρησιμοποιούνται τα αποτελέσματα της Πρότασης 2.4. 

Από την ιδιότητα της γραμμικότητας της μέσης τιμής έχουμε 

)]([)]([)]()([ 2121 000
kIEkIEkIkIE    
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Για 21 kk  , η δεσμευμένη διακύμανση του αθροίσματος 

)](),([2)]([)]([)]()([ 212121 0000
kIkICovkIVarkIVarkIkIVar   . 

 

 

Από την (2.1.6) έχουμε ότι η ένταση ανατοκισμού δ(k) δίνεται ως γραμμικός συνδυασμός 

των ανεξάρτητητων κανονικά κατανεμημένων τυχαίων μεταβλητών 
k . Συνεπώς, και η )(k  

ακολουθεί την κανονική κατανομή. Περαιτέρω, και η συνάρτηση συσσωρεύσεως της έντασης 

ανατοκισμού k περιόδων, )(kI , είναι κανονικά κατανεμημένη ως άθροισμα των ανεξάρτητων 

κανονικά κατανεμημένων )( j , j  = 1, 2,… Συγκεκριμένα είναι 

)])([,)]([(~)( kIVarkIENkI  

και 

)])([,)]([(~)( kIVarkIENkI  .           (2.1.13) 

 

Συνεπώς και το άθροισμα )()( tIkI   είναι κανονικά κατανεμημένο με 

)])()([,)]([)]([(~)()( tIkIVartIEkIENtIkI  . 

 

Είναι γνωστό ότι αν μια τυχαία μεταβλητή ),(~ 2NY τότε ο μετασχηματισμός YeW   

ακολουθεί την λογαριθμοκανονική κατανομή (Lognormal) με παραμέτρους μ και 
2 , δηλαδή, 

),(~ 2LNeW Y . Η ροπή k τάξης της W δίνεται μέσω της ροπογεννήτριας συνάρτησης της 

κανονικά κατανεμημένης τ.μ. Υ, συγκεκριμένα 

2
2

2)(][][


k
k

Y

kYk ekMeEWE


 . 

 

Βασιζόμενοι στην εν λόγω ιδιότητα της Lognormal κατανομής και την (2.1.13), βρίσκουμε 

τις δύο πρώτες ροπές του παράγοντα προεξόφλησης )(k  

)]([5.0)]([)( 00

00
][)]([

kIVarkIEkI eeEkE 

 
  ,     (2.1.14) 

)]([)]([2)(22 00

00
][])([

kIVarkIEkI eeEkE 

 
  , 

όπου η δεσμευμένη μέση τιμή και διακύμανση του )(kI  δίνεται αντίστοιχα στις (2.1.10) και 

(2.1.11). 

 

Για τη μέση τιμή του γινομένου δύο παραγόντων προεξόφλησης είναι  
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][)]()([
)()(

21
21

00

kIkI
eEkkE


    

)]](),([2)([)]([[5.0)]()([ 2102010210
kIkICovkIVarkIVarkIkIE

e  
  

όπου η δεσμευμένη διακύμανση του Ι(k) δίνεται στην (2.1.12). 

 

Στην αξιολόγηση των ασφαλιστικών σχημάτων που εξετάζουμε, για να δοθεί η περιγραφή 

των αναμενόμενων αποτελεσμάτων, δηλαδή τα έσοδα με τη μορφή ασφαλίστρων, της 

ασφαλιστικής εταιρείας, χρησιμοποιούνται σε ετήσια βάση σταθερές περιοδικές χρηματοροές 

ή «ράντες». Συγκεκριμένα, οι ράντες που θεωρούνται είναι προκαταβλητέες καθώς οι 

χρηματικές καταβολές πραγματοποιούνται στην αρχή κάθε της χρονικής περιόδου. 

Για ετήσιες καταβολές μίας νομισματικής μονάδας στην αρχή κάθε περιόδου και για ένα 

χρονικό διάστημα k ετών, η παρούσα αξία της εν λόγω προκαταβλητέας ράντας συμβολίζεται 

με )(ka  και δίνεται από τη σχέση 

1

1

( ) 1 ( )
k

j

a k j




           (2.1.15) 

και αφού 1)0(  , γράφεται ως 







1

0

)()(
k

j

jka  . 

Η δεσμευμένη μέση τιμή της παρούσας αξίας της παραπάνω ράντας δοθέντος δ(0) = δ0 είναι 

])0(|)([)]([ 00
  kaEkaE   
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Για τις ποσότητες 
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και του γινομένου )()( 21 kak  , οι δεσμευμένες αναμενόμενες τιμές είναι αντίστοιχα 
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και 
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Επίσης, για 1 2k k , 
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2.2 Μοντέλα εξόδου 

2.2.1 Συμβολισμοί – σχετικές ποσότητες από τη Θεωρία Συμβάντων 

Στην παράγραφο αυτή δίνονται οι σχετικοί με την εργασία συμβολισμοί και ποσότητες 

των εννοιών από τη Θεωρία Συμβάντων, που αφορούν ασφαλίσεις μιας ζωής (ενός ατόμου) 

καθώς και ασφαλίσεις μιας ομάδας ζωών (πολλών ατόμων) και συγκεκριμένα δύο ατόμων. 

Ο χρόνος ζωής ενός νεογέννητου ατόμου περιγράφεται από μια τυχαία μεταβλητή Χ με 

συνάρτηση κατανομής )()( xXPxFX  , 0x . Συμβολίζουμε με )(x  ένα άτομο ηλικίας x. 

Με )(xT  ή xT  συμβολίζουμε την τυχαία μεταβλητή που δηλώνει τον υπολειπόμενο (ή 

μελλοντικό) χρόνο ζωής του (x) και είναι 

xXxXxT  |)( . 

Επίσης, για 0t , με 
xt q  συμβολίζεται η πιθανότητα το )(x  να πεθάνει πριν φτάσει την ηλικία 

tx  , δηλαδή την πιθανότητα το )(x  να πεθάνει εντός των επόμενων t ετών, και με 
xt p  

συμβολίζεται η πιθανότητα το )(x  να φτάσει την ηλικία tx  , δηλαδή την πιθανότητα το )(x  

να ζήσει τα επόμενα t έτη, και είναι 

)())(( )( tFtxTPq xTxt  ,       (2.2.1) 

))((1 txTPqp xtxt  .       (2.2.2) 

 

Με )(xK  ή xK  συμβολίζουμε την τ.μ. που δηλώνει τον υπολειπόμενο ακέραιο χρόνο ζωής 

ατόμου ηλικίας x. Η συνάρτηση πιθανότητας της xK  ικανοποιεί τις σχέσεις 

)1)(()(  kxTkPkKP x
 

1k x k xp p                 (2.2.3) 

1 |k x k x k xq q q   .              (2.2.4) 

 

Με xy  ή yx :  συμβολίζεται η κατάσταση ή καθεστώς από κοινού ζωής (joint-life status) 

δύο ατόμων )(x  και )( y , η οποία επιβιώνει όσο καιρό επιβιώνουν όλα τα άτομα της ομάδας 

και πεθαίνει όταν τουλάχιστον ένα άτομο της ομάδας πεθάνει. Η τυχαία μεταβλητή που 

εκφράζει τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής της κατάστασης ,xy  συμβολίζεται με ( ),T xy  

εξαρτάται από τους ατομικούς υπολειπόμενους χρόνους ζωής )(xT  και )(yT  των ατόμων της 

ομάδας και δίνεται από τη σχέση 

))(),(min()( yTxTxyT  . 

Η πιθανότητα της από κοινού κατάστασης ζωής να επιβιώσει για k χρόνια είναι 

( ( ) )k xyp P T xy k   
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( ( ) , ( ) )P T x k T y k   . 

Η ποσότητα k xyp  δηλώνει την πιθανότητα το ( )x  να φτάσει την ηλικία x k  και το ( )y  να 

φτάσει την ηλικία .y k  Στην περίπτωση που οι τυχαίες μεταβλητές X  και Y  είναι 

ανεξάρτητες τότε και οι τυχαίες μεταβλητές ( )T x  και ( )T y  είναι ανεξάρτητες, όπως και οι 

( )K x , ( )K y , και ισχύει 

( ( ) ) ( ( ) )k xy k x k yp P T x k P T y k p p      . 

Με xy  ή yx :  συμβολίζεται η κατάσταση ζωής τελευταίου επιζώντος (last-survivor status) 

για μια ομάδα δύο ατόμων )(x  και )( y , η οποία επιβιώνει όσο καιρό επιβιώνει τουλάχιστον 

ένα άτομο της ομάδας και πεθαίνει όταν πεθάνει και το τελευταίο άτομο της ομάδας. Η τυχαία 

μεταβλητή που εκφράζει τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής του xy , συμβολίζεται με )(xyT  και 

δίνεται από τη σχέση 

))(),(max()( yTxTxyT  . 

Η πιθανότητα το )(xy να μην ξεπεράσει τα επόμενα k χρόνια είναι 

( ( ) )k xy
q P T xy k   

))(0,)(0( kyTkxTP  . 

Η ποσότητα 
k xy
q  δηλώνει την πιθανότητα το ( )x  να πεθάνει εντός των k  ετών και το ( )y  να 

να πεθάνει εντός των k  ετών. Στην περίπτωση που οι τυχαίες μεταβλητές X  και Y  είναι 

ανεξάρτητες τότε και οι τυχαίες μεταβλητές ( )T x  και ( )T y  είναι ανεξάρτητες, όπως και οι 

( )K x , ( )K y , και ισχύει 

(0 ( ) ) (0 ( ) )k k x k yxy
q P T x k P T y k q q        . 

Για τις καταστάσεις ζωής xy  και xy  οι αντίστοιχες σχέσεις με τις (2.2.1)-(2.2.4) που αφορούν 

μια ζωή, είναι αντίστοιχα, 

κατάσταση xy : 

( )( ( ) ) ( )t xy T xyq P T xy t F t    

 )))(),((min( tyTxTP   

1 (min( ( ), ( )) ) 1 ( ( ) , ( ) )P T x T y t P T x t T y t        

))((1 txyTPqp xytxyt   

( ( ) ) ( ( ) 1)P K xy k P k T xy k     xykxykxykxykxyk qqqpp |11    

κατάσταση xy : 

)())((
)(

tFtxyTPq
xyTxyt   

 = )))(),((max( tyTxTP   
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 ))(,)(( tyTtxTP   

}))({})(({ tyTtxTP   

}))({})(({))(())(( tyTtxTPtyTPtxTP   

)()()( )()()( tFtFtF xyTyTxT   

t x t y t xyq q q    

1 ( ( ) )t txy xy
p q P T xy t     1 ( )t x t y t xy t x t y t xyq q q p p p        

)1)(())((  kxyTkPkxyKP
1 1 |k k k k kxy xy xy xy xy

p p q q q       

 

2.2.2 Μοντέλο θνησιμότητας 

Στην εργασία αυτή, το μοντέλο θνησιμότητας που θεωρήθηκε είναι αυτό του Gompertz, 

καθώς αποτελεί έναν από τους πιο δημοφιλείς νόμους θνησιμότητας, είναι ελκυστικό και 

υπάρχει διαθεσιμότητα εκτιμήσεων των παραμέτρων του. 

Σύμφωνα με τον νόμο θνησιμότητας του Gompertz (Gompertz (1825)), η ικανότητα 

αντίστασης στο θάνατο φθίνει γεωμετρικά και αυτό έχει ως αποτέλεσμα η ένταση 

θνησιμότητας ενός ατόμου ηλικίας ,x  που συμβολίζεται ,x  να αυξάνει εκθετικά με την 

ηλικία. Η μαθηματική αποτύπωση του νόμου αυτού ορίζεται ως εξής: 

x

x Bc , 

όπου οι B  και c  σταθερές με 0B  και 1c .  

Ο νόμος θνησιμότητας Gompertz παρουσιάζεται αρκετά αξιόπιστος στην περιγραφή 

δεδομένων θνησιμότητας για ένα αρκετά μεγάλο ηλικιακό εύρος (30 έως 80), αλλά δεν δίνει 

τόσο ικανοποιητικά αποτελέσματα για πολύ μεγάλες ή/και πολύ μικρές ηλικίες. Επίσης ένα 

βασικό μειονέκτημά του είναι ότι δεν λαμβάνει υπ’ όψιν ένα θάνατο από τυχαία αίτια, παρά 

μόνο από φυσιολογικά.  

Έστω ),;( cBxH  η συνάρτηση κατανομής Gompertz. Συνδυάζοντας την παραπάνω σχέση 

και αυτή που ικανοποιεί εν γένει η ένταση θνησιμότητας, 

)(1

)(

xH

xH
x




  

προκύπτει ότι 

)1(
ln1),;(

xc
c

B

ecBxH


 , 0x . 

Κάνοντας χρήση των μετασχηματισμών /

ln

me
c

B   και 
/1ec  , προκύπτει η εναλλακτική 

παραμετροποίηση του νόμου Gompertz 

)1( //

1),;(



xm eeemxH 

 , 0x ,    (2.2.5) 
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όπου, m > 0 είναι η κορυφή και σ > 0 η παράμετρος κλίμακας της κατανομής. Η εξίσωση (2.2.5) 

είναι βολική για λόγους εκτίμησης (Carriere (1994)). 

Η συνάρτηση κατανομής Η(∙) μπορεί να ερμηνευτεί ως η πιθανότητα ένα νεογέννητο άτομο να 

πεθάνει πριν την ηλικία x, δηλαδή 

)(),;( 0 xTPmxH   

όπου η τυχαία μεταβλητή Τ0 εκφράζει τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής ενός νεογέννητου ατόμου. 

 

Για την εκτίμηση των παραμέτρων της Gompertz κατανομής χρησιμοποιήθηκαν τα 

δεδομένα της εργασίας των Frees κ.ά. (1996) και παρουσιάζονται συγκεντρωτικά στον Πίνακα 

2.1. Στη μελέτη τους, οι συγγραφείς συγκέντρωσαν δεδομένα από 14947 συμβόλαια από 

κοινού κατάστασης και τελευταίου επιζώντος που αφορούσαν μια Καναδική ασφαλιστική 

εταιρεία για την περίοδο 29 Δεκεμβρίου 1988 έως 31 Δεκεμβρίου 1993 και ανάλυσαν διάφορα 

μοντέλα θνησιμότητας. Όπως επισημάνθηκε από τους συγγραφείς, κατά τη διάρκεια της 

μελέτης απεβίωσε ο τριπλάσιος αριθμός ανδρών σε σχέση με τις γυναίκες, το οποίο είχε ως 

αποτέλεσμα οι ρυθμοί θνησιμότητας για τους άνδρες να είναι υψηλότεροι συγκριτικά με 

αυτούς των γυναικών. Επιπλέον, τα δεδομένα αφορούσαν άτομα μέσης ηλικίας, οπότε τα 

γραφήματα των συναρτήσεων κατανομών που θα παρουσιαστούν στις επόμενες ενότητες 

αφορούν ηλικίες δοθέντος ότι τα άτομα έχουν επιβιώσει μέχρι την ηλικία των 40 ετών. Τέλος 

σημειώνουμε, ότι τα δεδομένα είναι περικομμένα από αριστερά, αφού οι θάνατοι 

παρατηρήθηκαν μετά τη σύναψη του συμβολαίου, καθώς και λογοκριμένα από δεξιά με την 

έννοια ότι οι μετρήσεις σταμάτησαν στις 31 Δεκεμβρίου 1993. Για την εκτίμηση των 

παραμέτρων, εφαρμόστηκε η μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας και τα αποτελέσματα δίνονται 

στις επόμενες σχετικές ενότητες. 
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  Κατάσταση Θνησιμότητας  

 Ηλικία Επιζών Νεκρός Σύνολο 

Άνδρες     

 Μικρότεροι από 60 1170 42 1212 

 60 – 70 7620 534 8154 

 70 – 80 4355 806 5161 

 Μεγαλύτεροι από 80 229 177 406 

 Σύνολο 13374 1559 14933 

Γυναίκες     

 Μικρότεροι από 60 2962 30 2992 

 60 – 70 8222 239 8461 

 70 – 80 3014 245 3259 

 Μεγαλύτεροι από 80 186 63 249 

 Σύνολο 14384 577 14961 

Πίνακας 2.1: Αριθμός συμβολαίων ανά φύλλο, ηλικία και κατάσταση θνησιμότητας 

 

2.2.3 Ανεξάρτητα μοντέλα θνησιμότητας 

Για την αξιολόγηση των από κοινού ασφαλίσεων ζωής, συχνά θεωρείται η υπόθεση της 

ανεξαρτησίας των χρόνων ζωής των ασφαλισμένων ατόμων. Το κύριο πλεονέκτημα της 

θεώρησης ανεξάρτητων ζωών σε μια ομαδική ασφάλιση ζωής είναι η απλοποίηση σε μεγάλο 

βαθμό της ανάλυσης των υπολογισμών. 

Σύμφωνα με την υπόθεση της ανεξαρτησίας, η από κοινού πιθανότητα επιβίωσης των 

ασφαλισμένων ατόμων εκφράζεται ως το γινόμενο των επί μέρους ατομικών πιθανοτήτων 

επιβίωσης. Έτσι, το πρόβλημα της από κοινού επιβίωσης ανάγεται σε πρόβλημα ατομικής 

επιβίωσης. 

Ακολουθώντας το συμβολισμό που δόθηκε στην αρχή της Παραγράφου 2.2, έστω Χ η 

τυχαία μεταβλητή που εκφράζει τη διάρκεια ζωής ενός νεογέννητου άνδρα και Υ η τυχαία 

μεταβλητή που δηλώνει τη διάρκεια ζωής μιας νεογέννητης γυναίκας. Θεωρώντας ότι οι Χ και 

Υ ακολουθούν την κατανομή Gompertz με παραμέτρους αντίστοιχα 1m , 2

1  και 2m , 2

2 , για 

λόγους απλότητας του συμβολισμού στη συνέχεια της εργασίας συμβολίζουμε με )(1 xH  αντί 

),;( 2

111 mxH  και )(2 yH  αντί ),;( 2

222 myH  αντίστοιχα την κατανομή για έναν άνδρα και για 

μια γυναίκα. 

Η δεσμευμένη πιθανότητα επιβίωσης για άτομα (x) και (y) είναι αντίστοιχα 

)(1

)(1

),;(1

),;(1

1

1

11

11

xH

kxH

mxH

mkxH
pxk














, 
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)(1

)(1

),;(1

),;(1

2

2

22

22

yH

kyH

myH

mkyH
pyk














. 

Υπό την υπόθεση της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ, που αφορούν στους 

χρόνους ζωής των δύο ατόμων, και άρα και οι τυχαίες μεταβλητές των αντίστοιχων 

υπολειπόμενων χρόνων, )(xT  και ( ),T y  είναι ανεξάρτητες, η πιθανότητα επιβίωσης της 

κατάστασης xy δίνεται ως γινόμενο των ατομικών πιθανοτήτων επιβίωσης των ατόμων και άρα 

ως συνάρτηση των )(1 xH  και )(2 yH , δηλαδή 

k xy k x k yp p p   

)()()()(1

)()()()(1

2121

2121

yHxHyHxH

kyHkxHkyHkxH




 .    (2.2.6) 

 

Η δεσμευμένη πιθανότητα ότι η κατάσταση )(xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k  και k  

με βάση τη σχέση (2.2.3) είναι 

1| 1k xy k xy k xyq p p    

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1
[ ( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( ) ( )].

H x k H x k H y k H y k
H x H y H x H y

H x k H y k H x k H y k

          
  

       

 

Επίσης, κάτω από την υπόθεση ανεξαρτησίας, η πιθανότητα θανάτου της κατάστασης xy , 

δίνεται από τη σχέση 

k k x k yxy
q q q   

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

1 ( ) ( ) ( ) ( )

H x k H y k H x H y k H x k H y H x H y

H x H y H x H y

      


  
   (2.2.7) 

 

Η δεσμευμένη πιθανότητα ότι η κατάσταση xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k  και k , με 

βάση τη σχέση (2.2.4) είναι 

1| 1k k kxy xy xy
q q q    

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 2

2 1 1

1
{ ( ) ( ) ( 1) ( 1)

1 ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( 1)]

( )[ ( ) ( 1)]}.

H x k H y k H x k H y k
H x H y H x H y

H x H y k H y k

H y H x k H x k

        
  

    

    

 

 

Οι σχετικές εκτιμήσεις μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων θα δοθούν στις επόμενες δύο 

ενότητες για λόγους σύγκρισης με τα εξαρτημένα μοντέλα θνησιμότητας. 
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2.2.4 Εξαρτημένο μοντέλο θνησιμότητας Copula 

Όπως αναφέρθηκε και στην προηγούμενη ενότητα, η υπόθεση της ανεξαρτησίας των 

υπολειπόμενων ζωών των εμπλεκόμενων ατόμων σε ένα ομαδικό συμβόλαιο, είναι βολική για 

τους υπολογισμούς των διάφορων μεγεθών (ασφάλιστρα κ.ά.) ενώ δεν αποτελεί ικανοποιητική 

απόδοση της πραγματικότητας, όπως για παράδειγμα, είναι σε ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο 

που αφορά ένα παντρεμένο ζευγάρι. 

Ένα σημαντικό εργαλείο για τη μοντελοποίηση και μελέτη της δομής εξάρτησης μεταξύ 

ομαδοποιημένων τυχαίων μεταβλητών αποτελούν τα copulas (συζεύξεις), τα οποία ξεχωρίζουν 

την περιθώρια συμπεριφορά των μεταβλητών από τη δομή εξάρτησής τους με τη χρήση των 

συναρτήσεων κατανομών. Σύμφωνα με τον Nelsen (2006) τα copulas αναφέρονται ως 

συναρτήσεις που ενώνουν ή συνδέουν μονοδιάστατες περιθώριες συναρτήσεις κατανομής με 

την πολυδιάστατη συνάρτηση κατανομής τους. 

Έστω το διδιάστατο τυχαίο διάνυσμα (X, Y) που αναφέρεται στις ηλικίες δύο ατόμων. Η 

συνάρτηση κατανομής της διδιάστατης αυτής τυχαίας μεταβλητή δίνεται από 

( , ) ( , )H x y P X x Y y    

και αποτελεί την από κοινού κατανομή των τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ. Έστω Η1 και Η2 

συμβολίζουν αντίστοιχα τις περιθώριες συναρτήσεις κατανομών των Χ και Υ. Είναι 

1( ) lim ( , ) ( , )
y

H x H x y H x


    και 2 ( ) lim ( , ) ( , ).
x

H y H x y H y


    Θεωρούμε διδιάστατες 

συναρτήσεις κατανομής της μορφής 

1 2( , ) ( ( ), ( ))H x y C H x H y     (2.2.8) 

όπου, C είναι μια πραγματική συνάρτηση που καλείται copula (σύζευξη). 

 

Ορισμός 2.2 

Η διδιάστατη σύζευξη C του διανύσματος ( , )X Y  ορίζεται ως η από κοινού αθροιστική 

συνάρτηση κατανομής του 1 2( , )U U : 

1 2( , ) ( , )C u v P U u U v    

όπου, το τυχαίο διάνυσμα 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))U U H X H Y  

έχει ομοιόμορφα κατανεμημένες περιθώριες. 

Η επόμενη πρόταση αποδεικνύει γιατί οι ποσότητες ( ), 1,2,iH X i   ακολουθούν την 

ομοιόμορφη κατανομή. 

 

Πρόταση 2.6 

Έστω μια συνεχής τυχαία μεταβλητή Χ με συνάρτηση κατανομής ( )XF x . Τότε, η τυχαία 

μεταβλητή ( )XY F X  έχει ομοιόμορφη κατανομή στο [0, 1]. 
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Απόδειξη 

Η συνάρτηση κατανομής της Υ είναι 

1 1( ) ( ) ( ( ) ) ( ( )) ( ( ))Y X X X XF y P Y y P F X y P X F y F F y y          

Δηλαδή, η 
YF  είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανομής μιας Uniform(0, 1). Συνεπώς, η 

τυχαία μεταβλητή ( )XY F X  είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο [0, 1]. 

 

 

Η διδιάστατη σύζευξη C περιέχει όλη την πληροφορία της δομής εξάρτησης ανάμεσα στα 

στοιχεία του ( , )X Y  ενώ οι περιθώριες αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής 
iH  περιέχουν όλη 

την πληροφορία των περιθώριων κατανομών. 

Από την Εξίσωση (2.2.8) είναι φανερό ότι εάν οι 
1H , 

2H  και C είναι γνωστές, τότε η Η 

μπορεί να προσδιοριστεί. Ο Sklar (1959) απέδειξε το αντίστροφο: εάν είναι γνωστή η Η και οι 

1H  και 2H  είναι γνωστές και συνεχείς συναρτήσεις, τότε η C προσδιορίζεται μοναδικά. Υπό 

αυτή την έννοια, η C «συνδέει» τις περιθώριες συναρτήσεις με τη διδιάστατη κατανομή. 

Στη βιβλιογραφία υπάρχουν πολλές επιλογές για την copula συνάρτηση C. Στην παρούσα 

εργασία θεωρείται η μονοπαραμετρική οικογένεια Frank copula (Frank(1979)) η οποία δίνεται 

από τη σχέση 















1

)1)(1(
1ln

1
),(





 e

ee
vuC

vu

,  0 , 1u v  , \{0}R  . (2.2.9) 

Τα πλεονεκτήματα της εν λόγω οικογένειας copula έχουν παρουσιαστεί από τους Nelsen (1986, 

2006) και Genest (1987). Στις εργασίες τους οι Frank, Genest και Nelsen παρουσιάζουν την 

copula εκφρασμένη ως προς την παράμετρο e  . Όπως και στην περίπτωση της κατανομής 

Gompertz, στην εργασία χρησιμοποιείται η παραμετροποιημένη μορφή της εξίσωσης (2.2.9), 

καθώς είναι βολική για λόγους εκτίμησης. 

Η παράμετρος   συλλαμβάνει την εξάρτηση ανάμεσα στις μεταβλητές X και Y. Η 

περίπτωση της ανεξαρτησίας αντιστοιχεί στην τιμή 0  . Αυτό φαίνεται από την εξίσωση 

(2.2.9) αφού 
0

lim ( , )C u v u v


  , δηλαδή, η διδιάσταση συνάρτηση κατανομής είναι το γινόμενο 

των περιθώριων ομοιόμορφων κατανομών. 

Στην περίπτωση που εξετάζουμε, χρησιμοποιώντας την κατανομή Gompertz για κάθε 

ατομική συνάρτηση κατανομής, η από κοινού κατανομή δίνεται από τη σχέση 

))(),((),,,,;,( 212211 yHxHCmmyxH   















1

)1)(1(
1ln

1
)()( 21





 e

ee
yHxH

, x, y > 0           (2.2.10) 

όπου, οι περιθώριες κατανομές των Χ και Υ είναι Gompertz με παραμέτρους αντίστοιχα 1,m  

1  και 2 ,m  2  και η παράμετρος   αποτυπώνει την εξάρτηση ανάμεσα στις Χ και Υ. Η 
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συνάρτηση κατανομής 
1 1 2 2( , ; , , , , )H x y m m    μπορεί να ερμηνευτεί ως η από κοινού 

πιθανότητα ότι ένα ζευγάρι νεογέννητων ατόμων θα πεθάνει πριν τις ηλικίες των x και y, 

δηλαδή, 

1 1 2 2( , ; , , , , ) ( , )H x y m m P X x Y y      . 

Για λόγους απλότητας των συμβολισμών, χρησιμοποιούμε την έκφραση ( , )H x y  για την από 

κοινού συνάρτηση κατανομής 
1 1 2 2( , ; , , , , ).H x y m m    Χρησιμοποιώντας τη σύζευξη Frank, 

η πιθανότητα επιβίωσης για την κατάσταση ζωής ( )xy , της (2.2.6), με όρους της από κοινού 

συνάρτησης κατανομής ( , )H x y  εκφράζεται ως 

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ) ( , )
k xy

H x k H y k H y k H x k y k
p

H x H y H x y

           


    
 

όπου, 1( , ) lim ( , ) ( )
y

H x H x y H x


    και 2( , ) lim ( , ) ( )
x

H y H x y H y


   . Τότε, η δεσμευμένη 

πιθανότητα ότι το ( )xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k   και k , 1|k xyq , επιτυγχάνεται από 

την (2.2.3). Όμοια, η πιθανότητα θανάτου της κατάστασης ( )xy , της (2.2.7), εκφρασμένη ως 

προς τη συνάρτηση ( , )H x y  δίνεται από τη σχέση 

),(),(),(1

),(),(),(),(

yxHyHxH

yxHykxHkyxHkykxH
q

xyk



 . 

Τότε, η δεσμευμένη πιθανότητα ότι το ( )xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k   και k , 1|k xy
q , 

επιτυγχάνεται από την (2.2.4). 

 

Η εκτίμηση των παραμέτρων με τη μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας, χρησιμοποιώντας τα 

δεδομένα του Πίνακα 2.1, σύμφωνα με τους Frees κ.ά. (1996), δίνονται στον Πίνακα 2.2. 

 

 Διδιάστατη κατανομή Μονοδιάστατη κατανομή 

Παράμετρος Εκτίμηση Τυπικό Σφάλμα Εκτίμηση Τυπικό Σφάλμα 

1m  85.82 0.26 86.38 0.26 

1  9.98 0.40 9.83 0.37 

2m  89.40 0.48 92.17 0.59 

2  8.12 0.34 8.11 0.38 

α –3.367 0.346 – – 

Πίνακας 2.2: Εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων για τη μονοδιάστατη και 

διδιάστατη κατανομή 

 

Στο Σχήμα 2.1 φαίνονται οι περιθώριες κατανομές Gompertz που προσαρμόζονται στα 

δεδομένα. 
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Σχήμα 2.1: Συναρτήσεις κατανομής Gompertz δοθέντος ότι τα άτομα έχουν επιβιώσει στην 

ηλικία των 40 ετών 

 

Από το Σχήμα 2.1 παρατηρούμε ότι, και στις δύο υποθέσεις, ανεξαρτησίας και copula, οι 

περιθώριες συναρτήσεις κατανομών για τους άνδρες είναι πάνω από τις αντίστοιχες 

συναρτήσεις κατανομών για τις γυναίκες, το οποίο υποδηλώνει τους υψηλότερους ρυθμούς 

θνησιμότητας των ανδρών σε σχέση με τους αντίστοιχους των γυναικών. Επίσης, και για τους 

άντρες και για τις γυναίκες, οι περιθώριες κατανομές στην περίπτωση της υπόθεσης copula 

είναι πάνω από τις αντίστοιχες κατανομές όταν θεωρείται η υπόθεση της ανεξαρτησίας. 

Δηλαδή, οι ρυθμοί θνησιμότητας όταν θεωρείται το εξαρτημένο μοντέλο copula, είναι 

υψηλότεροι από αυτούς που προκύπτουν υπό την παραδοχή της ανεξαρτησίας. 

Το Σχήμα 2.2 απεικονίζει την από κοινού κατανομή υπό την υπόθεση της σύζευξης Frank, 

ενώ το Σχήμα 2.3 δείχνει το λόγο της από κοινού κατανομής υπό την υπόθεση της σύζευξης 

Frank προς την από κοινού κατανομή στην περίπτωση της υπόθεσης ανεξαρτησίας. Οι από 

κοινού κατανομές είναι δεσμευμένες υπό την προϋπόθεση ότι τα άτομα έχουν επιβιώσει στην 

ηλικία των 40 ετών. Από το Σχήμα 2.3, παρατηρούμε ότι η τιμή του λόγου είναι πάνω από τη 

μονάδα που σημαίνει ότι η από κοινού κατανομή υπό την υπόθεση copula, έχει υψηλότερους 

ρυθμούς θνησιμότητας σε σχέση με την από κοινού κατανομή υπό την υπόθεση της 

ανεξαρτησίας. 
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Σχήμα 2.2: Από κοινού κατανομή στην περίπτωση της Frank copula 

 

 

Σχήμα 2.3: Λόγος των συναρτήσεων κατανομής στην περίπτωση υπόθεσης copula προς την 

περίπτωση υπόθεσης ανεξαρτησίας 

 

2.2.5 Εξαρτημένο μοντέλο θνησιμότητας κοινού σοκ 

Τα μοντέλα κοινού σοκ (common shock models) επιδιώκουν να περιγράψουν την 

εξάρτηση ανάμεσα στα άτομα. Για παράδειγμα, δύο άτομα μπορούν να πεθάνουν στο ίδιο 

ατύχημα, και αυτή η κοινή έκθεση στον κίνδυνο, επιφέρει κάποια εξάρτηση ανάμεσα στις 
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υπολειπόμενες ζωές των δύο ατόμων. Πιο συγκεκριμένα, αν 1L  και 2L  είναι δύο 

συσχετισμένες υπολειπόμενες διάρκειες ζωής, έστω του συζύγου και της συζύγου σε ένα 

παντρεμένο ζευγάρι, ένα πιθανό μοντέλο εξάρτησης είναι ),min( 11 ZTL   και ),min( 22 ZTL   

για κάποιες ανεξάρτητες θετικές τυχαίες μεταβλητές 1T , 2T  και Z . Ο συλλογισμός για ένα 

τέτοιο μοντέλο είναι ότι και τα δύο άτομα μπορούν να πεθάνουν υπό τις ίδιες περιστάσεις, για 

παράδειγμα σε ένα τροχαίο ατύχημα, και η μεταβλητή Z  είναι ο χρόνος μέχρι και τα δύο άτομα 

να σκοτωθούν. Προφανώς, 

0),()( 2121  TZTZPLLP , 

ώστε ο ταυτόχρονος θάνατος να είναι δυνατός στο μοντέλο. Το εν λόγω μοντέλο αναφέρεται 

στους Marshall and Olkin (1967). Τα μοντέλα κοινού σοκ μεταξύ άλλων έχουν χρησιμοποιηθεί 

για να περιγράψουν εξαρτήσεις σε ασφαλίσεις από κοινού ζωής και τελευταίου επιζώντος από 

τον Panjer (1994) και Bowers et al. (1997). Τα κύρια πλεονεκτήματα της χρήσης του μοντέλου 

κοινού σοκ είναι ότι αυτό μπορεί να υπολογιστεί και να ερμηνευτεί εύκολα. 

Για το μοντέλο που θεωρείται στην εργασία, έστω ότι οι τυχαίες μεταβλητές xT  και yT  

δηλώνουν τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής δύο ατόμων, ηλικίας x  και y  αντίστοιχα, όταν δεν 

υπάρχει το ενδεχόμενο κάποιου κοινού σοκ, και έστω Z  η τυχαία μεταβλητή που αναφέρεται 

στο κοινό σοκ. Εάν οι τυχαίες μεταβλητές 
*

xT  και *

yT  δηλώνουν αντίστοιχα τον υπολειπόμενο 

χρόνο ζωής δύο ατόμων ηλικίας x  και y , που ενσωματώνουν τη μεταβλητή κοινού σοκ, τότε 

είναι 

),min(* ZTT xx   και ),min(* ZTT yy  . 

Υποθέτουμε επίσης ότι η Z  είναι εκθετικά κατανεμημένη με μέσο /1  και ότι είναι 

ανεξάρτητη από τις xT  και yT . Με βάση τα παραπάνω, η συνάρτηση επιβίωσης της κοινής 

ζωής των 
*

xT  και *

yT  εκφράζεται ως εξής 

),( *** tTtTPp yxxyt   

)),min(,),(min( tZTtZTP yx   

),,( tZtTtTP yx   

)()()( tZPtTPtTP yx   

t

ytxt epp   

te
yHxH

tyHtxH 






))(1))((1(

))(1))((1(

21

21           (2.2.11) 

Η πιθανότητα επιβίωσης για την κατάσταση τελευταίου επιζώντος μεταξύ δύο ατόμων είναι 

****

xykykxkxyk pppp   

 
k

ytxtykxk epppp  **
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ke

yHxH

tyHtxH

yH

kyH

xH

kxH 
















))(1))((1(

))(1))((1(

)(1

)(1

)(1

)(1

21

21

2

2

1

1 .   (2.2.12) 

Η δεσμευμένη πιθανότητα 
*

|1 xyk q  ότι η κατάσταση )(xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k  

και k  μπορεί να βρεθεί από την (2.2.3), ενώ η δεσμευμένη πιθανότητα 
*

|1 xyk q  ότι η 

κατάσταση )(xy  αποτυγχάνει μεταξύ των ετών 1k  και k , μπορεί να βρεθεί από την (2.2.4). 

Η εκτίμηση των παραμέτρων με τη μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας για το μοντέλο 

θνησιμότητας κοινού σοκ, έγινε με βάση τα δεδομένα του Πίνακα 2.1 και σύμφωνα με τους 

Frees κ.ά. (1996) δίνονται στον Πίνακα 2.3. 

 

 Διδιάστατη κατανομή Μονοδιάστατη κατανομή 

Παράμετρος Εκτίμηση Τυπικό Σφάλμα Εκτίμηση Τυπικό Σφάλμα 

1m  86.66 0.27 86.38 0.26 

1  9.98 0.37 9.83 0.37 

2m  92.69 0.64 92.17 0.59 

2  8.09 0.40 8.11 0.38 

  0.00054 0.00010 – – 

Πίνακας 2.3: Εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων για τη μονοδιάστατη και 

διδιάστατη κατανομή στην περίπτωση κοινού σοκ 

 

2.3 Σύνοψη Κεφαλαίου 

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάστηκε το διακριτού χρόνου στοχαστικό μοντέλο έντασης 

ανατοκισμού AR(1). Υπό το νόμο θνησιμότητας του Gompertz, δόθηκαν οι απαραίτητοι 

σχετικοί συμβολισμοί από τη θεωρία Συμβάντων και αναλύθηκαν σχετικά με τους χρόνους 

ζωής δύο ατόμων το ανεξάρτητο μοντέλο θνησιμότητας καθώς και δύο μοντέλα εξαρτημένης 

θνησιμότητας και συγκεκριμένα της σύζευξης (copula) και του κοινού σοκ (common shock). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΣΦΑΛΙΣΗ ΑΠΟ ΚΟΙΝΟΥ ΖΩΗΣ 

Τα ασφαλιστικά προϊόντα ομαδικής ασφάλισης ζωής (joint life ή multi-life insurance) 

καλύπτουν τις ζωές πολλών (δυό ή περισσότερων) προσώπων, όπως για παράδειγμα είναι τα 

μέλη μιας οικογένειας, οι εργαζόμενοι μιας επιχείρησης, τα μέλη μιας ένωσης ή ενός 

σωματείου. Η ομαδική ασφάλιση ζωής έχει διαμορφωθεί ιστορικά με βάση τα χαρακτηριστικά 

κινδύνου της ομάδας ως σύνολο, χωρίς να αναγνωρίζει ότι κάποια μέλη της ομάδας μπορεί να 

έχουν μεγαλύτερο ή μικρότερο κίνδυνο από τα υπόλοιπα. 

Στην εργασία αυτή θεωρείται ότι η ομάδα, την οποία καλύπτει το ίδιο ασφαλιστήριο 

συμβόλαιο, αποτελείται από δύο άτομα. Οι τύποι ασφαλιστικής κάλυψης δύο ζωών 

διακρίνονται σε δύο καταστάσεις ζωής (ή καθεστώτα): 

α) καθεστώς από κοινού επιβίωσης (joint-life ή joint-first-to-die status), όπου το ασφαλιστήριο 

συμβόλαιο αποζημιώνει τους δικαιούχους του προγράμματος όταν συμβεί ο πρώτος θάνατος, 

β) καθεστώς τελευταίου επιζώντος (joint last-survivor ή joint last-to-die status), όπου η παροχή 

του ασφαλιστηρίου συμβολαίου καταβάλλεται όταν συμβεί ο δεύτερος (τελευταίος) θάνατος. 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξεταστεί ο πρώτος τύπος ασφάλισης, ενώ ο δεύτερος θα μελετηθεί στο 

επόμενο κεφάλαιο. 

 

Το ασφαλιστικό πρόγραμμα που εξετάζεται, είναι μια διακριτή μικτή ασφάλιση n ετών, που 

έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

i) Αποζημίωση λόγω θανάτου ύψους b καταβάλλεται στο τέλος του έτους του πρώτου 

θανάτου, εφ’ όσον ο θάνατος συμβεί κατά τα πρώτα n έτη της ασφάλισης, 

ii) Ασφαλιζόμενο κεφάλαιο ύψους c πληρώνεται στο τέλος του έτους, με τη λήξη της 

ασφάλισης των n ετών, εφ’ όσον και τα δύο άτομα βρίσκονται εν ζωή στη λήξη της, δηλαδή 

το ποσό c καταβάλλεται όταν ο πρώτος θάνατος συμβεί μετά τα n έτη από τη στιγμή 

σύναψης του συμβολαίου, 

iii) Το ετήσιο ασφάλιστρο ύψους π, το οποίο καθορίζεται με βάση την αρχή ισοδυναμίας, είναι 

πληρωτέο στην αρχή κάθε έτους εάν και τα δύο άτομα βρίσκονται εν ζωή κατά τα n έτη 

ασφάλισης. 

 

3.1 Αποτίμηση ενός ασφαλιστηρίου συμβολαίου 

Στην ενότητα αυτή εξετάζεται ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο για δύο άτομα και μελετάται η 

μεταβλητή απώλειας με την προοπτική μέθοδο. Υποθέτουμε ότι εκτιμούμε την εν λόγω μικτή 

ασφάλεια n ετών μετά την πάροδο χρόνου r, (0 )r n  , από τη στιγμή σύναψης του 

ασφαλιστηρίου συμβολαίου, δηλαδή στην αρχή του 1r  έτους. Η τυχαία μεταβλητή 

προοπτικής απώλειας ορίζεται ως η διαφορά μεταξύ της παρούσας αξίας των μελλοντικών 
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υποχρεώσεων της ασφαλιστικής εταιρείας και της παρούσας αξίας των υποχρεώσεων των 

ασφαλισμένων. 

Έστω xyK  και ryrxK  :  ο υπολειπόμενος ακέραιος χρόνος ζωής για την κατάσταση από κοινού 

ζωής )(xy και ):( ryrx   αντίστοιχα. Έστω xyr L  η δεσμευμένη τυχαία μεταβλητή 

προοπτικής απώλειας τη στιγμή r, για την εν λόγω μικτή ασφάλιση n ετών, δοθέντος ότι η 

κατάσταση από κοινού ζωής )(xy  επιβιώνει μέχρι τη στιγμή r. Η xyr L  δίνεται από τη σχέση 

: : :

:

( 1) ( 1), 0,1,..., 1,

( ) ( ), , 1,...

x r y r x r y r x r y r

r xy

x r y r

b K a K K n r
L

c n r a n r K n r n r

 

 

     

 

       
 

        

  (3.1.1) 

 

Εναλλακτικά, η xyr L  μπορεί να γραφεί ως η διαφορά δύο τυχαίων μεταβλητών Ζ και Υ, όπου 

η Ζ είναι η παρούσα αξία των μελλοντικών ασφαλιστικών παροχών και Υ είναι η παρούσα αξία 

των μελλοντικών ασφαλίστρων (υποχρέωση των ασφαλισμένων) 1 νομισματικής μονάδας, 

εκτιμημένη το χρόνο r και δοθέντος ότι το )(xy  επιβιώνει μέχρι τη στιγμή r. Δηλαδή, 

r xyL Z Y  , 

όπου, 

: :

:

( 1), 0,1,..., 1,

( ), , 1,...

x r y r x r y r

x r y r

b K K n r
Z

c n r K n r n r





   

 

    
 

     

 

και 

: :

:

( 1), 0,1,..., 1,

( ), , 1,...

x r y r x r y r

x r y r

a K K n r
Y

a n r K n r n r

   

 

   
 

    

 

 

Η αρχή ισοδυναμίας, που αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλαίου για τον προσδιορισμό του 

ασφαλίστρου ,  απαιτεί ότι η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής 

απώλειας, τη χρονική στιγμή έκδοσης του ασφαλιστηρίου συμβολαίου, ισούται με μηδέν, 

δηλαδή, 

0[ ] 0xyE L   ή [ ] 0E Z Y   ή [ ] [ ] 0E Z E Y    

από όπου προκύπτει η τιμή του ασφαλίστρου 

[ ]

[ ]

E Z

E Y
  . 

Εάν για την xyr L  θεωρήσουμε και τις μηδενικές τιμές της, όταν η xyK  παίρνει τιμές 

μικρότερες από r, τότε έχουμε την αδέσμευτη τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας που 

δίνεται από τη σχέση 
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0, 0,1,2,..., 1,

( 1) ( 1), , 1,..., 1,

( ) ( ), , 1,...

xy

uc

r xy xy xy xy

xy

K r

L b K r a K r K r r n

c n r a n r K n n

 

 

  


        


    

  (3.1.2) 

Οι τυχαίες μεταβλητές xyr L  και uc

r xyL  συνδέονται με τη σχέση 

|uc

r xy r xy xyL L K r  . 

Υπό την υπόθεση ότι η ένταση ανατοκισμού )(k  ακολουθεί μία )1(AR  διαδικασία με τιμή 

0  τη στιγμή r, η ροπή β τάξης της δεσμευμένης τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας 

xyr L  δοθέντος ότι η κατάσταση )(xy  επιβιώνει μέχρι τη στιγμή r, υπολογίζεται ως ακολούθως 

]|)[(])[(
00

rKLELE xy

uc

xyrxyr  





  

]])(,|)[([ 0  rKLEE xyxyr  

0

1

| :

0

( ( 1) ( 1))
n r

k x r y r

k

E b k a k q

  
 

 



        

ryrxrn prnarncE  :|]))()([(
0



   .       (3.1.3) 

Για να πάρουμε τη μέση τιμή της δεσμευμένης τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας 

θέτουμε 1 , 

][
0 xyr LE  

0 0

1

| :

0

[ ( 1)] [ ( 1)]
n r

k x r y r

k

bE k E a k q  
 

 



      

 
0 0 | :[ ( )] [ ( )] n r x r y rcE n r E a n r p          .          (3.1.4) 

 

Η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας είναι το καθαρό 

μαθηματικό αποθεματικό τη χρονική στιγμή r. Φυσικά 
0 0[ ] 0xyE L  . Το αποθεματικό είναι 

μια υποχρέωση (παθητικό) που δηλώνεται στις οικονομικές καταστάσεις μιας ασφαλιστικής 

εταιρείας. Η εταιρεία τηρεί κατάλληλα αποθεματικά με σκοπό την κάλυψη των μελλοντικών 

υποχρεώσεών της, που απορρέουν από τα ασφαλιστήρια συμβόλαια. 

 

Επίσης, η δεσμευμένη δεύτερη ροπή επιτυγχάνεται θέτοντας στην (3.1.3) την τιμή 2  

0 0

1
2 2

| :

0

[( ) ] ( ( 1) ( 1))
n r

r xy k x r y r

k

E L E b k a k q   
 

 



        

ryrxrn prnarncE  :|

2 ]))()([(
0

  

0

1
2 2 2 2

| :

0

( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 1)
n r

k x r y r

k

E b k a k b k a k q    
 

 



           

0

2 2 2 2

| :[ ( ) ( ) 2 ( ) ( )] n r x r y rE c n r a n r c n r a n r p                
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 
0 0 0

1
2 2 2 2

| :

0

[ ( 1)] [ ( 1)] 2 [ ( 1) ( 1)]
n r

k x r y r

k

b E k E a k b E k a k q     
 

 



         

0 0 0

2 2 2 2

| :[ ( )] [ ( )] 2 [ ( ) ( )] n r x r y rc E n r E a n r c E n r a n r p                . 

 (3.1.5) 

Η διασπορά της xyr L  προκύπτει από τις (3.1.4) και (3.1.5) από τη γνωστή σχέση 

22 )]([])[(][
000 xyrxyrxyr LELELVar   . 

Η τυπική απόκλιση της τυχαίας μεταβλητής της προοπτικής απώλειας περιγράφει την 

πιθανή μεταβλητότητα της υποχρέωσης της ασφαλιστικής εταιρείας, η οποία πρέπει να 

καταβληθεί στους συμβαλλόμενους στο μέλλον. 

Για να πάρουμε τη ροπή β-τάξης της αδέσμευτης τυχαίας μεταβλητής 
uc

xyr L , εφαρμόζουμε 

το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας. Δοθέντος ότι τη χρονική στιγμή r  η ένταση ανατοκισμού 

είναι 0 , έχουμε 

)(]|)[()1(]1|)[(])[(
000

rKPrKLErKPrKLELE xyxy

uc

xyrxyxy

uc

xyr

uc

xyr  









  

xyrxy

uc

xyrxyr prKLEq  ]|)[(0
0



  

xyrxyxyr prKLE  ]|)[(
0



  . 

 

Στη συνέχεια της εργασίας, η μελέτη εστιάζεται στη δεσμευμένη τυχαία μεταβλητή προοπτικής 

απώλειας, η οποία για λόγους απλότητας θα καλείται επίσης τυχαία μεταβλητή απώλειας. 

 

3.2 Αποτίμηση μη-ομοιογενούς χαρτοφυλακίου 

Στην ενότητα αυτή εξετάζεται ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται από m ασφαλιστήρια 

συμβόλαια του τύπου της διακριτής μικτής ασφάλισης που αναφέρθηκε στην αρχή του 

κεφαλαίου. Το χαρτοφυλάκιο θεωρείται μη-ομοιογενές με την έννοια ότι κάθε συμβόλαιο 

1,2,..., ,i m  έχει διαφορετικές τιμές στα εμπλεκόμενα μεγέθη, δηλαδή το συμβόλαιο 

συνάπτεται για ένα ζευγάρι ατόμων ),,( ii yx  με διάρκεια in  έτη, ib  και ic  είναι η ασφαλιστική 

υποχρέωση λόγω θανάτου και λόγω επιβίωσης της κατάστασης )( ii yx  αντίστοιχα, i  είναι το 

ασφάλιστρο και τέλος ir  είναι η στιγμή αποτίμησής του. 

Συμβολίζοντας με 
ii yxK  τον υπολειπόμενο ακέραιο χρόνο ζωής για την κατάσταση από κοινού 

ζωής ),( ii yx  θεωρούμε τις εξής υποθέσεις για τις τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1;{ iK
ii yx : 

(Υ1)  Οι τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1;{ iK
ii yx  είναι αμοιβαία ανεξάρτητες. 
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(Υ2)  Οι τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1:{ iK
ii yx  και η ένταση ανατοκισμού ,...}2,1,0);({ kk  

είναι αμοιβαία ανεξάρτητες. 

(Υ3) Οι δεσμευμένες τυχαίες μεταβλητές απώλειας δοθέντος ,...}2,1,0);({ kk  είναι 

ανεξάρτητες. 

 

Η πρώτη υπόθεση διασφαλίζει ότι οι μελλοντικοί χρόνοι για κάθε ζευγάρι ατόμων ),,( ii yx  του 

χαρτοφυλακίου είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Η δεύτερη υπόθεση εγγυάται την 

ανεξαρτησία ανάμεσα στη θνησιμότητα και στη στοχαστική διαδικασία επιτοκίου. 

Ασφαλιστήρια συμβόλαια στο ίδιο χαρτοφυλάκιο δεν είναι αμοιβαία ανεξάρτητα εξαιτίας του 

ίδιου προεξοφλητικού παράγοντα. Η τρίτη υπόθεση σημαίνει ότι μεμονωμένα συμβόλαια του 

χαρτοφυλακίου μπορεί να είναι ανεξάρτητα αν δεσμεύσουμε ως προς τη διαδικασία έντασης 

ανατοκισμού. 

 

3.2.1 Πρώτη έκφραση για τη μεταβλητή συνολικής προοπτικής απώλειας 

Έστω 
iii yxr L  η δεσμευμένη τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας τη στιγμή ir , για το i –

οστό συμβόλαιο μικτής ασφάλισης με χαρακτηριστικά in , ib , ic , i , δοθέντος ότι η 

κατάσταση από κοινού ζωής ),( ii yx  επιβιώνει μέχρι τη στιγμή ir . Αν συμβολίσουμε με 
PL  

την τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας για όλο το χαρτοφυλάκιο, αυτή δίνεται από τη 

σχέση 





m

i

yxr

P

iii
LL

1

      (3.2.1) 

όπου η 
iii yxr L  είναι της μορφής 
















,...1,),()(

,1...,,1,0),1()1(

:

:::

iiiiryrxiiiiii

iiryrxryrxryrxi

yxr
rnrnKrnarnc

rnKKaKb
L

iiii

iiiiiiiiiiii

iii 






. 

Θεωρούμε ότι η ένταση ανατοκισμού )(k  ακολουθεί μια )1(AR διαδικασία με τιμή 0  τη 

στιγμή αποτίμησης ir . Λόγω της κοινής αυτής διαδικασίας έντασης ανατοκισμού, οι επιμέρους 

τυχαίες μεταβλητές 
iii yxr L  δεν είναι ανεξάρτητες. 

Η αναμενόμενη τιμή της προοπτικής μεταβλητής απώλειας όλου το χαρτοφυλακίου 
PL  

υπολογίζεται από την (3.2.1) 














m

i

yxr

m

i

yxr

P

iiiiii
LELELE

11

][][
000      (3.2.2) 

όπου, η αναμενόμενη τιμή της 
iii yxr L  με βάση τη σχέση (3.1.4) είναι, 
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][
0 iii yxr LE  






1

0

:|)]1([)]1([
00

ii

iiiii

rn

k

ryrxkii qkaEkEb 
   

 
iiiiii ryrxrniiiiii prnaErnEc  :|)]([)]([

00


  .   (3.2.3) 

Για τη διακύμανση της μεταβλητής 
PL  από την (3.2.1) προκύπτει ότι 


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




 
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yxr
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
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yxryxr jjjiii
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
 


m

i

m

ij

yxryxr

m

i

yxr jjjiiiiii
LLCovLVar

11

],[][
00  .       (3.2.4) 

Στη συνέχεια αναπτύσσουμε εκφράσεις για τη διακύμανση και συνδιακύμανση αντίστοιχα 

μέσω των τύπων 

0 0 0

2 2[ ] [ ] [ [ ]]
i i i i i i i i ir x y r x y r x yVar L E L E L         (3.2.5) 

και 

][][][],[
0000 jjjiiijjjiiijjjiii yxryxryxryxryxryxr LELELLELLCov   .  (3.2.6) 

Αρχικά, η δεύτερη ροπή της 
iii yxr L  προκύπτει από την (3.1.5) αν αντικαταστήσουμε τις 

παραμέτρους },,,,,{ ncbryx  με },,,,,{ iiiiii ncbryx , δηλαδή, 

][ 2

0 iii yxr LE  
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2222 )]()([2)]([)]([
000

    

(3.2.7) 

 

Για τη μέση τιμή του γινομένου των τυχαίων μεταβλητών 
iii yxr L  και 

jjj yxr L  θεωρούμε τις 

τέσσερις δυνατές περιπτώσεις των καταστάσεων επιβίωσης: 

i) και οι δύο καταστάσεις ),( iiii ryrx   και ),( jjjj ryrx   αποτυγχάνουν πριν τους 

αντίστοιχους χρόνους ασφάλισης in  και jn  

ii) και οι δύο καταστάσεις ),( iiii ryrx   και ),( jjjj ryrx   επιβιώνουν στους 

αντίστοιχους χρόνους ασφάλισης in  και jn  

iii) η κατάσταση ),( iiii ryrx   αποτυγχάνει εντός in  ενώ η κατάσταση ),( jjjj ryrx   

επιβιώνει στο χρόνο jn  

iv) η κατάσταση ),( iiii ryrx   επιβιώνει εντός in  ενώ η κατάσταση ),( jjjj ryrx   

αποτυγχάνει στο χρόνο jn  
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Συνδυάζοντας τις παραπάνω περιπτώσεις, η ζητούμενη μέση τιμή του γινομένου γίνεται 
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3.2.2 Δεύτερη έκφραση για τη μεταβλητή συνολικής προοπτικής απώλειας 

Στην ενότητα αυτή μελετάται η προοπτική μεταβλητή απώλειας για όλο το χαρτοφυλάκιο 

θεωρώντας τις ετήσιες χρηματοροές του χαρτοφυλακίου. Η προσέγγιση βασίζεται στις 

εργασίες των Parker (1997) και Markeau και Gaillardetz (1999). 

Θεωρούμε ότι το υπό εξέταση χαρτοφυλάκιο έχει την ίδια σύνθεση ασφαλιστηρίων 

συμβολαίων με την προηγούμενη ενότητα. Ορίζουμε ως )( jCF  μια στοχαστική χρηματοροή 

του χαρτοφυλακίου πληρωτέα τη χρονική στιγμή .j  Επειδή οι χρονικές διάρκειες των 

ασφαλιστηρίων συμβολαίων in  και οι χρόνοι επιβίωσης ir  της κατάστασης ),( ii yx  

διαφέρουν ανάμεσα στα συμβόλαια, η τελευταία πιθανή χρηματοροή για το χαρτοφυλάκιο 

μπορεί να συμβεί τη χρονική στιγμή  

)(max
1

ii
mi

rnn 


.      (3.2.9) 

Για να μπορέσουμε να δώσουμε μία έκφραση της χρηματοροής )( jCF  αρχικά ορίζονται οι 

ακόλουθες δίτιμες τυχαίες μεταβλητές: 
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

 


άδιαφορετικ,0

],1( διάστημα στοσυμβεί   συμβόλαιο στοθάνατοςπρώτοςοεάν,1
,

jji
D ji        (3.2.10) 

με 00, iD  για κάθε i , και 

,

1, εάν και οι δύο ασφαλισμένοι στο συμβόλαιο  επιβιώνουν τη στιγμή 

0, διαφορετικά
i j

i j
S


 


.    (3.2.11) 

Βασιζόμενοι στις ποσότητες jiD ,  και jiS , , η χρηματοροή )( jCF  εκφράζεται ως η διαφορά 

των υποχρεώσεων της ασφαλιστικής εταιρείας και των ασφαλίστρων πληρωτέων τη στιγμή j , 

nj ,...,2,1 , δηλαδή, 
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, )()()()(      (3.2.12) 

όπου, )(I  δείκτρια συνάρτηση με 





άδιαφορετικ,0

ίται ικανοποιε  συνθήκη η αν,1
)(


I . 

Στην περίπτωση που 0j , η χρηματοροή παίρνει τη μορφή 

i

m

i

iSCF 



1

0,)0( . 

Η αρνητική τιμή της χρηματοροής σημαίνει ότι η εταιρεία έχει κέρδος. 

 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν όλες τις χρηματοροές )( jCF  για τις χρονικές στιγμές nj ,...,2,1 , 

η προοπτική μεταβλητή απώλειας για όλο το χαρτοφυλάκιο 
PL  δίνεται από τη σχέση 





n

j

P jjCFL
0

)()(         (3.2.13) 

και συνδυάζοντάς την με τη σχέση (3.2.1) έχουμε για το εξεταζόμενο μη ομοιογενές 

χαρτοφυλάκιο, 





m

i

yxr

n

j

P

iii
LjjCFL

10

)()(  .     (3.2.14) 

Από την προηγούμενη ισότητα, παρατηρούμε ότι το πρώτο άθροισμα αναφέρεται σε όλες τις 

χρονικές διάρκειες των συμβολαίων όπως αυτές εμφανίζονται στην ποσότητα n  που ορίστηκε 

στην (3.2.9) και το δεύτερο άθροισμα αναφέρεται σε όλα τα ασφαλιστήρια συμβόλαια m  του 

χαρτοφυλακίου. 

 

Για τον υπολογισμό της αναμενόμενης τιμής και της διακύμανσης της 
PL  όπως αυτή 

δίνεται στην (3.2.13) θα χρειαστούμε την αναμενόμενη τιμή, τη διακύμανση και τη 

συνδιακύμανση της επιμέρους χρηματοροής )( jCF , οι οποίες λόγω της (3.2.12) βασίζονται 

στα αντίστοιχα μεγέθη των μεταβλητών jiD ,  και jiS , .  
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Για mi ,...,2,1  και nj ,...,2,1  από τις (3.2.10) και (3.2.11) για τις τυχαίες μεταβλητές 

jiD ,  και jiS , , οι οποίες ακολουθούν την Bernoulli κατανομή, 

οι μέσες τιμές είναι αντίστοιχα 

,)1(][ :|1,, iiii ryrxjjiji qDPDE         (3.2.15) 

,)1(][ :,, iiii ryrxjjiji pSPSE         (3.2.16) 

 

οι διακυμάνσεις είναι 

),1()]1(1[)1(][ :|1:|1,,, iiiiiiii ryrxjryrxjjijiji qqDPDPDVar     (3.2.17) 

),1()]1(1[)1(][ ::,,, iiiiiiii ryrxjryrxjjijiji ppSPSPSVar      (3.2.18) 

 

και για jk 0 , mi ,...,2,1 , οι συνδιακυμάνσεις είναι 

, , , , , ,[ , ] [ ] [ ] [ ]i k i j i k i j i k i jCov D D E D D E D E D    
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wz P D z D w E D E D
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, , , ,1 1 [ , ] [ ] [ ]i k i j i k i jP D z D w E D E D       

1| : 1 | :0
i i i i i i i ik x r y r j x r y rq q         

1| : 1 | :i i i i i i i ik x r y r j x r y rq q        .      (3.2.19) 

όμοια δείχνεται ότι 

,],[ ::|1,, iiiiiiii ryrxjryrxjjiki pqSDCov         (3.2.20) 

,],[ ::|1,, iiiiiiii ryrxjryrxkjiki pqSDCov         (3.2.21) 

),1(],[ ::|1,, iiiiiiii ryrxkryrxjkiji pqSDCov         (3.2.22) 

).1(],[ ::,, iiiiiiii ryrxkryrxjkiji ppSSCov         (3.2.23) 

 

Σύμφωνα με την πρώτη υπόθεση (Υ1) της Παραγράφου 3.2, οι τυχαίες μεταβλητές 

,...}2,1;{ iK
ii yx  είναι αμοιβαία ανεξάρτητες. Συνεπώς, οι συνδιακυμάνσεις για ένα 

οποιοδήποτε ζευγάρι μεταβλητών από διαφορετικά ασφαλιστήρια συμβόλαια είναι μηδέν. Έτσι 

για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε δύο συμβόλαια 1i  και 2i  με 1 2 ,i i  τότε είναι 

1 2, ,[ , ] 0i k i jCov D D   για κάθε k  και j . 

 

Για τη χρηματοροή )( jCF , από την (3.2.12), η αναμενόμενη τιμή είναι 
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και αντικαθιστώντας κατάλληλα τις (3.2.15) και (3.2.16) προκύπτει ότι 
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     (3.2.24) 

Για 0j , η έκφραση της αναμενόμενης τιμής διαμορφώνεται ως 
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Επίσης, από την (3.2.12), η διακύμανση της χρηματοροής )( jCF  είναι 









m

i

iirnii

m

i

iijii jrnISVarcjrnIDVarbjCFVar
ii

1

,

2

1

,

2 )(][)(][)]([  




 
m

i

iijii

m

i

iirnirniii jrnISVarjrnISDCovcb
iiii

1

,

2

1

,, )(][)(],[2   





m

i

iijijiii jrnISDCovb
1

,, )(],[2  ,              (3.2.25) 

και η συνδιακύμανση για jk   με nk ,...,2,1  και nj ,...,2,1  είναι 

)](),([ jCFkCFCov  









m

i

iirnikiii

m

i

iijikii jrnISSCovcbjrnIDDCovb
ii

1

,,

1

,,

2 )(][)(],[  





m

i

iijikiji

m

i

iijikiii jrnISSCovjrnISDCovb
1

,,

1

,, )(],[)(],[   









m

i

iirnikiii

m

i

iijikiii jrnISSCovcjrnIDSCovb
ii

1

,,

1

,, )(],[)(],[  .    (3.2.26) 

Οι εμπλεκόμενες διακυμάνσεις και συνδιακυμάνσεις των μεταβλητών jiD ,  και jiS ,  δίνονται 

στις σχέσεις (3.2.17) – (3.2.23). 

 

Θεωρώντας ότι η ένταση ανατοκισμού )(k  ακολουθεί μια )1(AR διαδικασία με τιμή 0  

τη στιγμή αποτίμησης ir  και λαμβάνοντας υπ’ όψιν τη δεύτερη υπόθεση της Παραγράφου 3.2, 

ότι οι τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1:{ iK
ii yx  και ,...}2,1,0);({ kk  είναι αμοιβαία 

ανεξάρτητες, τότε και οι μεταβλητές )( jCF  και ( )j  είναι ανεξάρτητες, οπότε, για την 

αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής προοπτικής απώλειας όλου το χαρτοφυλακίου 
PL  έχουμε 

από την (3.2.13), 














n

j

n

j

P jEjCFEjjCFELE
00

0 )]([)]([)0(|)()(][
00
    (3.2.27) 
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όπου η μέση τιμή της χρηματοροής )( jCF  δίνεται στην (3.2.23), ενώ η μέση τιμή 
0
[ ( )]E j   

από τη σχέση (2.1.14). 

  

Η διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής απώλειας ολόκληρου του χαρτοφυλακίου, 

][
0

PLVar , σύμφωνα με τον Parker (1997), μπορεί να διασπαστεί σε δύο τμήματα, ένα που 

αντιστοιχεί στον ασφαλιστικό κίνδυνο και ένα που αντιστοιχεί στον επενδυτικό κίνδυνο. 

Είναι γνωστό από τις Πιθανότητες, ότι για μια τυχαία μεταβλητή, έστω Ζ, που είναι 

συνάρτηση δύο μεταβλητών, έστω Χ και Υ, η διασπορά της μπορεί να δοθεί μέσω δεσμευμένων 

ροπών: 

[ ] [ [ | ]] [ [ | ]] [ [ | ]] [ [ | ]]Var E Var Z X Var E Z X E Var Z Y Var E Z Y     , 

δηλαδή, μπορεί να δοθεί είτε δεσμεύοντας ως προς τη μία μεταβλητή, είτε δεσμεύοντας ως 

προς την άλλη. 

Στην περίπτωση που εξετάζουμε, η 
PL  είναι συνάρτηση δύο τυχαίων μεταβλητών, των 

υπολειπόμενων χρόνων ζωής },...,2,1:{ niK
ii yx   και της έντασης ανατοκισμού 

{ ( ), 1, 2,..., },k k n   που για λόγους απλοποίησης συμβολίζουμε αντίστοιχα }{
ii yxK  και 

)}({ k . Έτσι, υπάρχουν δύο τρόποι να βρεθεί η διακύμανση. 

Αρχικά, ο υπολογισμός της διακύμανσης γίνεται δεσμεύοντας ως προς }{
ii yxK  και έχουμε 

]])0(},{|[[]])0(},{|[[][ 000
 

iiii yx

P

yx

PP KLEVarKLVarELVar ,   (3.2.28) 

όπου 
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και 
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Εναλλακτικά, η διακύμανση προκύπτει δεσμεύοντας ως προς )}({ k  και έχουμε 
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0
[ ] [ [ |{ ( )}]] [ [ |{ ( )}]]P P PVar L E Var L k Var E L k    ,   (3.2.31) 

όπου 
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και 
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Στην (3.2.28) η δέσμευση ως προς { }
i ix yK  αντιστοιχεί σε σταθεροποίηση των χρηματοροών 

των παροχών του χαρτοφυλακίου. Ο δεύτερος όρος της, η αναμενόμενη τιμή της PL  δοθέντος 

των χρηματοροών των ασφαλιστικών παροχών υπολογίζεται για όλα τα στοχαστικά επιτόκια. 

Έτσι, η 
0[ [ |{ }, (0) ]]

i i

P

x yVar E L K    είναι ένα μέτρο της μεταβλητότητας της PL  που 

προκαλείται από τις στοχαστικές χρηματοροές των παροχών, σε ένα περιβάλλον όπου η 

επίδραση των στοχαστικών επιτοκίων έχει εξισορροπηθεί. Ο όρος λοιπόν αυτός είναι 

κατάλληλος για τον ασφαλιστικό κίνδυνο του χαρτοφυλακίου. Ο πρώτος όρος στην (3.2.28), 

0[ [ |{ }, (0) ]]
i i

P

x yE Var L K   , είναι η αναμενόμενη τιμή, πάνω σε όλες τις χρηματοροές των 

παροχών, της μεταβλητότητας της 
PL  που προκαλείται από τη στοχαστική ένταση 

ανατοκισμού. Συνεπώς, ο όρος αυτός είναι ένα κατάλληλο μέτρο για τον επενδυτικό κίνδυνο. 

Η ολική επικινδυνότητα του χαρτοφυλακίου, η οποία μετράται με τη διακύμανση, είναι το 

άθροισμα των δύο αυτών κινδύνων. 

Στην (3.2.31), η δέσμευση γίνεται ως προς )}({ k  και αυτό αντιστοιχεί σε σταθεροποίηση 

των μελλοντικών επιτοκίων. Με παρόμοιο συλλογισμό, μπορούμε να δούμε ότι ο όρος 

[ [ |{ ( )}]]PVar E L k  αντιπροσωπεύει τον επενδυτικό κίνδυνο και ο όρος [ [ |{ ( )}]]PE Var L k  

αντιπροσωπεύει τον ασφαλιστικό κίνδυνο. 

Συγκρίνοντας τις Εξισώσεις (3.2.28) και (3.2.31) με την Εξίσωση (3.2.4), μπορούμε να 

δούμε ότι ο υπολογισμός της ][
0

PLVar  είναι πολύ πιο εύκολος στην περίπτωση της δεύτερης 

έκφρασης της μεταβλητής συνολικής προοπτικής απώλειας από αυτήν της πρώτης έκφρασης. 
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Ο υπολογισμός είναι εφικτός για οποιοδήποτε αριθμό ασφαλιστηρίων συμβολαίων. Η δεύτερη 

έκφραση της ,PL  μέσω των στοχαστικών χρηματοροών, έχει επίσης το πλεονέκτημα της 

ευελιξίας αφού μπορεί να προσαρμοστεί σε οποιοδήποτε τύπο συμβολαίων με ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά. 

Στην μελέτη του Parker (1997) αναφέρεται ότι η (3.2.31) είναι ίσως πιο κατάλληλη έκφραση 

για τον υπολογισμό της διακύμανσης σε χαρτοφυλάκια που διαφέρουν μόνο στο μέγεθος. 

 

3.3 Σύνοψη Κεφαλαίου 

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετήθηκε η αποτίμηση ενός ομαδικού ασφαλιστηρίου συμβολαίου 

που αφορά σε δύο άτομα ηλικίας x και y και στη συνέχεια εξετάστηκε η αποτίμηση ενός μη-

ομοιογενούς χαρτοφυλακίου το οποίο αποτελείται από ομαδικά ασφαλιστήρια συμβόλαια, 

λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι η ένταση ανατοκισμού ακολουθεί μία AR(1) διαδικασία. 

Συγκεκριμένα θεωρήθηκε το ασφαλιστικό εκείνο προϊόν το οποίο αποζημιώνει τους 

δικαιούχους του προγράμματος όταν συμβεί ο πρώτος θάνατος. Βασιζόμενοι στις εργασίες του 

Parker (1997) και των Marceau και Gaillardetz (1999), χρησιμοποιήθηκαν δύο μέθοδοι 

διερεύνησης της συμπεριφοράς της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας για ένα 

χαρτοφυλάκιο ομαδικής ασφάλισης ζωής. Η πρώτη βασίζεται στις ατομικές τυχαίες 

μεταβλητές απωλειών, ενώ η δεύτερη μελετά τις ετήσιες στοχαστικές χρηματοροές. Τέλος, 

είδαμε πως η διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας ολόκληρου του 

χαρτοφυλακίου μπορεί να διασπαστεί σε δύο τμήματα, ένα που αντιστοιχεί στον ασφαλιστικό 

κίνδυνο και ένα που αντιστοιχεί στον επενδυτικό κίνδυνο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΑΣΦΑΛΙΣΗ ΤΕΛΕΥΤΑΙΟΥ ΕΠΙΖΩΝΤΟΣ 

Το κεφάλαιο αυτό θεωρεί την περίπτωση όπου το ασφαλιστικό πρόγραμμα που αφορά σε 

ομάδα δύο ατόμων, αποζημιώνει το δικαιούχο της ασφάλισης όταν συμβεί ο δεύτερος θάνατος. 

Το ασφαλιστικό πρόγραμμα που εξετάζεται συνάπτεται για δύο άτομα ηλικίας x  και y , 

είναι μια διακριτή μικτή ασφάλιση n  ετών, που έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

i) Αποζημίωση λόγω θανάτου ύψους b  καταβάλλεται στο τέλος του έτους του δεύτερου 

θανάτου, εφ’ όσον ο θάνατος συμβεί κατά τα πρώτα n  έτη της ασφάλισης, 

ii) Ασφαλιζόμενο κεφάλαιο ύψους c  πληρώνεται στο τέλος του έτους, με τη λήξη της 

ασφάλισης των n  ετών, εφ’ όσον και τα δύο άτομα βρίσκονται εν ζωή στη λήξη της, 

δηλαδή το ποσό ύψους c καταβάλλεται όταν ο πρώτος θάνατος συμβεί μετά τα n  έτη από 

τη στιγμή σύναψης του συμβολαίου, 

iii) Το ετήσιο ασφάλιστρο ύψους   καθορίζεται με βάση την αρχή ισοδυναμίας και είναι 

πληρωτέο στην αρχή κάθε έτους από τη στιγμή r  μέχρι τη στιγμή 1n  ή μέχρι την 

αποτυχία της κατάστασης )(xy  εάν αυτή συμβεί εντός των n  ετών της ασφάλισης. 

 

Αρχικά θα αναλυθεί η περίπτωση ενός συμβολαίου που αφορά δύο άτομα και στη συνέχεια η 

περίπτωση ενός χαρτοφυλακίου ασφαλιστηρίων συμβολαίων του ίδιου τύπου. 

 

4.1 Αποτίμηση ενός ασφαλιστηρίου συμβολαίου 

Για τη μελέτη της μεταβλητής απώλειας του ασφαλιστηρίου συμβολαίου χρησιμοποιείται η 

προοπτική μέθοδος. Θεωρούμε ότι η υπό μελέτη μικτή ασφάλεια n ετών αποτιμάται r  έτη, 

)0( nr  , από τη στιγμή σύναψης του συμβολαίου, δηλαδή στην αρχή του 1r  έτους. Έστω 

xyr L  η δεσμευμένη τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας τη στιγμή r , δοθέντος ότι η 

κατάσταση τελευταίου επιζώντος )(xy  επιβιώνει μέχρι τη στιγμή ,r  ή αλλιώς το συμβόλαιο 

είναι σε ισχύ. Σε αντίθεση με την ασφάλιση από κοινού ζωής όπου και τα δύο άτομα πρέπει να 

επιβιώνουν r  έτη μετά τη σύναψη του συμβολαίου, στη θεωρούμενη ασφάλιση που 

εξετάζουμε, υπάρχουν τρία ενδεχόμενα στα οποία το συμβόλαιο είναι σε ισχύ: 

(i) Και τα δύο άτομα )(x  και )( y  ζουν τη χρονική στιγμή ,r  συμβολίζεται με 

)|,(),,(1 rTrTrTryx
xyyx   

και έχει πιθανότητα 

xyryrxr

xyr

ppp

p
ryxP


)),,(( 1 .      (4.1.1) 
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(ii) Τη χρονική στιγμή r  ζει το άτομο )(x  ενώ το άτομο )( y  έχει πεθάνει, συμβολίζεται με 

)|,(),,(2 rTrTrTryx
xyyx   

και έχει πιθανότητα 

 
xyryrxr

xyrxr

ppp

pp
ryxP




)),,(( 2 .      (4.1.2) 

(iii) Τη χρονική στιγμή r  ζει το άτομο )( y  ενώ το άτομο )(x  έχει πεθάνει, συμβολίζεται με 

)|,(),,(3 rTrTrTryx
xyyx   

και έχει πιθανότητα 

 
xyryrxr

xyryr

ppp

pp
ryxP




)),,(( 3 .      (4.1.3) 

 

Έστω 
xy

K  είναι ο υπολειπόμενος ακέραιος χρόνος ζωής για την κατάσταση τελευταίου 

επιζώντος )(xy  και ryrxK  :  ο αντίστοιχος χρόνος για την κατάσταση ):( ryrx  . Η 

μεταβλητή προοπτικής απώλειας το χρόνο r ορίζεται ως η διαφορά ανάμεσα στην παρούσα 

αξία των ασφαλιστικών παροχών και της παρούσας αξίας των ασφαλίστρων. Έχουμε τις εξής 

περιπτώσεις: 

 

Περίπτωση (i): 
















,...1,),()(

,1...,,1,0),1()1(

:

:::

rnrnKrnarnc

rnKKaKb
L

ryrx

ryrxryrxryrx

xyr 






  (4.1.4) 

Περίπτωση (ii): 











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,...1,),()(

,1...,,1,0),1()1(
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rnKKaKb
L

rx

rxrxrx

xyr 






   (4.1.5) 

Περίπτωση (iii): 
















,...1,),()(

,1...,,1,0),1()1(

rnrnKrnarnc

rnKKaKb
L

ry

ryryry

xyr 






   (4.1.6) 

 

Δοθέντος ότι στην περίπτωση l , ,3,2,1l  το ενδεχόμενο ),,( ryxl  παρατηρείται στο χρόνο 

r , έστω ),,,()( kryxq l  είναι η συνάρτηση πιθανότητας ότι η κατάσταση )(xy  επιβιώνει )1( k  

έτη στο μέλλον και αποτυγχάνει στο διάστημα ]1,( kk  και ),,,()( kryxp l  είναι η πιθανότητα 

η κατάσταση )(xy  θα επιζήσει στο χρόνο k . Έτσι, για 0,1,..., 1,k n   έχουμε 
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






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και 










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
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l      (4.1.8) 

 

Θεωρώντας ότι η ένταση ανατοκισμού )(k  ακολουθεί μια )1(AR διαδικασία με τιμή 0  τη 

στιγμή r , η ροπή β-τάξης της δεσμευμένης προοπτικής τυχαίας μεταβλητής 
xyr L  που 

αντιστοιχεί στις περιπτώσεις l , ,3,2,1l  δοθέντος ότι η κατάσταση )(xy  θα επιζήσει στο 

χρόνο r , μπορεί να υπολογιστεί απευθείας από τον ορισμό της 
xyr L  που δόθηκε στις (4.1.4)-

(4.1.6), δεσμεύοντας ως προς την τυχαία μεταβλητή 
xy

K  ως εξής: 
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(4.1.9) 

Η δεσμευμένη μέση τιμή της 
xyr L  που αντιστοιχεί στις περιπτώσεις l , ,3,2,1l  προκύπτει 

από την (4.1.9) θέτοντας 1 , 
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Θέτοντας 2  στην (4.1.9) προκύπτει η δεσμευμένη δεύτερη ροπή της τυχαίας μεταβλητής 

προοπτικής απώλειας που αντιστοιχεί στις περιπτώσεις l , l  = 1, 2, 3 
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(4.1.11) 
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Η ροπή β-τάξης της δεσμευμένης προοπτικής τυχαίας μεταβλητής 
xyr L  δοθέντος ότι 0)0(    

υπολογίζεται από το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας 





3

1

)),,(()],,(|)[(])[(
00

l

llxyrxyr ryxPryxLELE 



    (4.1.12) 

όπου οι πιθανότητες ),,(( ryxP l , 3,2,1l  δίνονται στις (4.1.1) – (4.1.3). 

 

Η διασπορά της 
xyr L  υπολογίζεται από τη σχέση 

22 ])[][][
000 xyrrxyr LELELVar

xy
  .     (4.1.13) 

 

4.2 Αποτίμηση μη-ομοιογενούς χαρτοφυλάκιου 

Εξετάζουμε ένα χαρτοφυλάκιο που απαρτίζεται από m  ασφαλιστήρια συμβόλαια με 

χαρακτηριστικά όπως αυτά δόθηκαν στην αρχή του κεφαλαίου. Θεωρούμε ότι το ασφαλιστήριο 

i , mi ,...,1 , το οποίο ασφαλίζει δύο άτομα με ηλικίες ),( ii yx , έχει τις δικές του τιμές για τις 

παραμέτρους in , ib , ic  και i  και υπ’ αυτή την έννοια θεωρείται μη-ομοιογενές. 

Συμβολίζοντας με 
ii yx

K  τον υπολειπόμενο ακέραιο χρόνο ζωής για την κατάσταση τελευταίου 

επιζώντος ),( ii yx  θεωρούμε τις εξής υποθέσεις για τις τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1;{ iK
ii yx

: 

(Υ1)  Οι τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1;{ iK
ii yx

 είναι αμοιβαία ανεξάρτητες. 

(Υ2)  Οι τυχαίες μεταβλητές ,...}2,1:{ iK
ii yx

 και η ένταση ανατοκισμού ,...}2,1,0);({ kk  

είναι αμοιβαία ανεξάρτητες. 

(Υ3) Οι δεσμευμένες τυχαίες μεταβλητές απώλειας δοθέντος ,...}2,1,0);({ kk  είναι 

ανεξάρτητες. 

 

4.2.1 Πρώτη έκφραση για τη μεταβλητή συνολικής προοπτικής απώλειας 

Έστω 
iii yxr L  η τυχαία μεταβλητή προοπτικής απώλειας για το ασφαλιστήριο συμβόλαιο 

mi ,...,1 . Αυτή είναι δεσμευμένη δοθέντος ότι η κατάσταση τελευταίου επιζώντος )( ii yx  

επιβιώνει ir  έτη μετά τη σύναψη του συμβολαίου. Εφ’ όσον θεωρούμε ότι η ένταση 

ανατοκισμού είναι η ίδια για όλο το χαρτοφυλάκιο, οι μεταβλητές 
iii yxr L  δεν είναι ανεξάρτητες. 

Συμβολίζοντας με 
LSPL  τη μεταβλητή προοπτικής απώλειας για όλο το χαρτοφυλάκιο είναι 





m

i
yxr

LSP

iii
LL

1

     (4.2.1) 
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όπου η 
iii yxr L  ανάλογα την περίπτωση, έχει την παρακάτω μορφή: 

Περίπτωση 1: 
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Περίπτωση 2: 
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Περίπτωση 3: 
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Στη συνέχεια θεωρώντας ότι η ένταση ανατοκισμού ακολουθεί τη διαδικασία )1(AR  με αρχική 

τιμή 0  τη χρονική στιγμή αποτίμησης, υπολογίζουμε τη μέση τιμή και τη διακύμανση της 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας του χαρτοφυλακίου. 

 

Η αναμενόμενη τιμή της 
LSPL , από την (4.2.1) είναι το άθροισμα για όλα τα συμβόλαια των 

επιμέρους αναμενόμενων τιμών 
iii yxr L , 
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000      (4.2.2) 

όπου από την (4.1.12) για 1  
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iiiliiilyxryxr ryxPryxLELE  .  (4.2.3) 

Η δεσμευμένη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας 
iii yxr L  που αντιστοιχεί 

στην περίπτωση ,il  προκύπτει από την (4.1.10) με αντικατάσταση των παραμέτρων {x, y, r, b, 

c, n, l} με { ix , iy , ir , ib , ic , in , il }, για il  = 1, 2, 3, δηλαδή, 
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Για τη διακύμανση της 
LSPL  από την (4.2.1) προκύπτει 
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όπου, οι απαιτούμενες ποσότητες της διακύμανσης ][
0 iii yxr LVar  και τη συνδιακύμανσης 

][
0 jjjiii yxryxr LLCov   δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις 

22 ]][[])[(][
000 iiiiiiiii yxryxryxr LELELVar   ,      (4.2.6) 

][][][],[
0000 jjjiiijjjiiijjjiii yxryxryxryxryxryxr LELELLELLCov   .   (4.2.7) 

 

Για την ολοκλήρωση των υπολογισμών, απομένει να δοθούν εκφράσεις για τις μέσες τιμές της 

2)(
iii yxr L  και του γινομένου 

jjjiii yxryxr LL  . 

 

Η δεύτερη ροπή επιτυγχάνεται από την (4.1.12) θέτοντας 2 , δηλαδή, 
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όπου η δεσμευμένη δεύτερη ροπή της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας 
iii yxr L  που 

αντιστοιχεί στις περιπτώσεις 
il , 

il  = 1, 2, 3 προκύπτει αν στην (4.1.10) αντικαταστήσουμε τις 

παραμέτρους {x, y, r, b, c, n, l} με { ix , iy , ir , ib , ic , in , il }, δηλαδή, 
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(4.2.9) 

 

Στη συνέχεια θεωρούμε τη δεσμευμένη μέση τιμή του γινομένου των δύο τυχαίων μεταβλητών 

απώλειας 
iii yxr L  και 

jjj yxr L  δοθέντος ότι οι καταστάσεις τελευταίου επιζώντος ii yx  και jj yx  

έχουν επιζήσει ir  και jr  έτη αντίστοιχα. Οι διάφορες δυνατές περιπτώσεις επιβίωσης για δύο 

διαφορετικά ζεύγη ατόμων ηλικιών ),( ii yx  και ),( jj yx , που αφορούν στην κατάσταση 

τελευταίου επιζώντος, δίνονται στον Πίνακα 4.1. 
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),( ji ll  jx  
jy  

jx  
jy  

(1, 1) Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός 

(1, 2) Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός Νεκρός 

(1, 3) Ζωντανός Ζωντανός Νεκρός Ζωντανός 

(2, 1) Ζωντανός Νεκρός Ζωντανός Ζωντανός 

(2, 2) Ζωντανός Νεκρός Ζωντανός Νεκρός 

(2, 3) Ζωντανός Νεκρός Νεκρός Ζωντανός 

(3, 1) Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός 

(3, 2) Ζωντανός Ζωντανός Ζωντανός Νεκρός 

(3, 3) Ζωντανός Ζωντανός Νεκρός Ζωντανός 

Πίνακας 4.1: Περιπτώσεις στις οποίες οι καταστάσεις ii yx  και jj yx  δεν έχουν αποτύχει 

 

Από το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας, δεσμεύοντας ως προς τα διάφορα ενδεχόμενα, έχουμε 
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όπου η δεσμευμένη μέση τιμή του γινομένου των δύο τυχαίων μεταβλητών απώλειας που 

αντιστοιχεί στο ),( ji ll  με τα εννέα ενδεχόμενα, 3,2,1il , 3,2,1jl  προκύπτει ως εξής 
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(4.2.11) 

 

4.2.3 Δεύτερη έκφραση για τη μεταβλητή συνολικής προοπτικής απώλειας 

Η ανάλυση της μεταβλητής προοπτικής απώλειας όλου του χαρτοφυλακίου, όπως και στο 

Κεφάλαιο 3, μπορεί να γίνει επίσης μέσω της χρήσης των μελλοντικών ετήσιων χρηματοροών 

όλου του χαρτοφυλακίου, σύμφωνα με τις εργασίες των Parker (1997) και Marceau and 

Gaillardetz (1999). Θεωρώντας το μη-ομοιογενές χαρτοφυλάκιο όπως περιγράφηκε στην 

προηγούμενη ενότητα έστω )( jCF  η τυχαία μεταβλητή που δηλώνει τη χρηματοροή τη στιγμή 

j  για όλο το χαρτοφυλάκιο. Η πιθανή τελευταία χρηματοροή συμβαίνει τη στιγμή 

)(max
1

ii
mi

rnn 


.     (4.2.12) 

Η ποσότητα )( jCF  ερμηνεύεται ως η διαφορά ανάμεσα στις υποχρεώσεις της ασφαλιστικής 

εταιρείας και τις υποχρεώσεις των ασφαλισμένων (ασφάλιστρα) τη στιγμή j . Πριν δοθεί μια 

έκφραση της χρηματοροής, ορίζονται οι δίτιμες τυχαίες μεταβλητές jiD ,  και jiS ,  ως εξής: 



 


άδιαφορετικ,0

],1( διάστημα στοσυμβεί   συμβόλαιο στοθάνατοςδεύτεροςοεάν,1
,

jji
D ji        (4.2.13) 

με 00, iD  για κάθε i , και 

,

1, εάν κάποιος από τους δύο ασφαλισμένους στο συμβόλαιο  επιβιώνει τη στιγμή 

0, διαφορετικά
i j

i j
S


 


. 

(4.2.14) 

 

Η στοχαστική χρηματοροή )( jCF , nj ,...,2,1 , δίνεται από τη σχέση 
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 (4.2.15) 

Για 0j , η έκφραση είναι 


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
m

i

iiii rnISCF
1

0, )0()0(  .     (4.2.16) 

Η μεταβλητή προοπτικής απώλειας για όλο το χαρτοφυλάκιο, 
LSPL , είναι το άθροισμα όλων 

των χρηματοροών )( jCF , 1,2,...,j n , 
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



n

j

LSP jjCFL
0

)()(       (4.2.17) 

και θεωρώντας και την έκφραση (4.2.1) είναι 





m

i
yxr

n

j

LSP

iii
LjjCFL

10

)()(  .    (4.2.18) 

Το πρώτο άθροισμα, στην παραπάνω έκφραση της ,LSPL  λαμβάνει υπ’ όψιν όλες τις 

χρηματοροές, n  τον αριθμό όπως δίνεται από την (4.2.12), και το δεύτερο άθροισμα λαμβάνει 

υπ’ όψιν το σύνολο των m  ασφαλιστηρίων συμβολαίων που συνθέτουν το χαρτοφυλάκιο. 

 

Για να μπορέσουμε να δώσουμε εκφράσεις υπολογισμού της μέσης τιμής και της 

διακύμανσης της μεταβλητής 
LSPL  με βάση την (4.2.17), θα χρειαστούμε τη μέση τιμή, τη 

διακύμανση και την συνδιασπορά των μεταβλητών jiD ,  και jiS ,  οι οποίες εμπλέκονται στην 

χρηματοροή )( jCF  σύμφωνα με τη σχέση (4.2.15). 

Για mi ,...,2,1  και 1, 2,...,j m  από τις από τις (4.2.13) και (4.2.14) για τις τυχαίες 

μεταβλητές 
jiD ,
 και 

jiS ,
, οι οποίες ακολουθούν την Bernoulli κατανομή, οι μέσες τιμές είναι 

αντίστοιχα 
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ji ryxPjryxpSE  ,     (4.2.20) 

οι διακυμάνσεις δίνονται από τις σχέσεις 

2

,

2

,, ])[(][][ jijiji DEDEDVar  ,      (4.2.21) 

2

,

2

,, ])[(][][ jijiji SESESVar  ,      (4.2.22) 

και για 0  k < j και mi ,...,2,1 , οι συνδιακυμάνσεις υπολογίζονται από τις 

][][],[ ,,,, jikijiki DEDEDDCov  ,      (4.2.23) 

][][],[ ,,,, jikijiki SEDESDCov  ,      (4.2.24) 

][][],[ ,,,, jikijiki SEDESDCov  ,      (4.2.25) 

][][][],[ ,,,,, kijijikiji SEDEDESDCov  ,     (4.2.26) 

][][][],[ ,,,,, kijijikiji SESESESSCov  .     (4.2.27) 

 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την υπόθεση (Υ3) της Παραγράφου 4.2, ότι οι τυχαίες μεταβλητές 

,...}2,1;{ iK
ii yx

 είναι αμοιβαία ανεξάρτητες, όλες οι παραπάνω συνδιακυμάνσεις για ένα 
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οποιοδήποτε ζευγάρι μεταβλητών από διαφορετικά ασφαλιστήρια συμβόλαια είναι μηδέν. Έτσι 

για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε δύο συμβόλαια 1i  και 2 ,i  με 1 2 ,i i  τότε είναι 

0],[ ,, 21
jiki DDCov  για οποιοδήποτε k  και j . 

 

Για τη μέση τιμή της )( jCF , της χρηματοροής πληρωτέας τη στιγμή j , nj ,...,2,1 , από την 

(4.2.15) προκύπτει 
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και αντικαθιστώντας τις (4.2.19) και (4.2.29) 
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Θέτοντας 0j , η έκφραση της αναμενόμενης τιμής της χρηματοροής γίνεται 


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iCFCFE
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)0()]0([  .      (4.2.29) 

 

Χρησιμοποιώντας την (4.2.28), μπορούμε τώρα να δώσουμε μια έκφραση για τον υπολογισμό 

της αναμενόμενης τιμή της μεταβλητής ,LSPL  δεσμεύοντας ως προς την ένταση ανατοκισμού 

0)0(   . Έτσι, από την (4.2.17) προκύπτει 
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Για τη διακύμανση και τη συνδιακύμανση της χρηματικής ροής ),( jCF  ,,...,2,1 nj  σε 

αναλογία με τις σχέσεις (3.2.25) και (3.2.26) προκύπτει αντίστοιχα 
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και για jk   με nk ,...,2,1  και ,,...,2,1 nj   

)](),([ jCFkCFCov  
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(4.2.31) 

όπου οι απαιτούμενες διακυμάνσεις και συνδιακυμάνσεις των μεταβλητών 
jiD ,

 και 
jiS ,
 

δίνονται στις σχέσεις (4.2.21) – (4.2.27). 

  

Ακολουθώντας το σκεπτικό της Παραγράφου 3.2.2 και την εργασία του Parker (1997), η 

διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής απώλειας ολόκληρου του χαρτοφυλακίου, ][
0

LSPLVar , 

μπορεί να διασπαστεί σε δύο τμήματα, που αντιστοιχούν στον ασφαλιστικό κίνδυνο και στον 

επενδυτικό κίνδυνο. Αφού η 
LSPL  είναι συνάρτηση των υπολειπόμενων χρόνων ζωής 

},...,2,1;{ niK
ii yx

  και των εντάσεων ανατοκισμού { ( ); 0,1,2,..., },k k n   υπάρχουν δύο 

τρόποι να βρούμε τη διακύμανση. Χρησιμοποιώντας τον απλοποιημένο συμβολισμό }{
ii yx

K  

και )}({ k , αρχικά δεσμεύοντας ως προς }{
ii yx

K  η διασπορά είναι 
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όπου 
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και 
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Εναλλακτικά, δεσμεύοντας ως προς )}({ k , η διακύμανση είναι 
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όπου 
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και 
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Στην έκφραση (4.2.32) της ολικής επικινδυνότητας, ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει τον 

επενδυτικό κίνδυνο και ο δεύτερος τον ασφαλιστικό κίνδυνο. Στην εναλλακτική έκφραση 

(4.2.35) ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει τον ασφαλιστικό κίνδυνο ενώ ο δεύτερος τον 

επενδυτικό κίνδυνο. 

 

4.3 Σύνοψη Κεφαλαίου 

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετήθηκε η αποτίμηση αρχικά ενός ομαδικού ασφαλιστηρίου 

συμβολαίου δύο ατόμων και στη συνέχεια ενός μη-ομοιογενούς χαρτοφυλακίου m τέτοιων 

συμβολαίων ομαδικής ασφάλισης, όταν η ένταση ανατοκισμού ακολουθεί μία AR(1) 

διαδικασία. Το ασφαλιστικό προϊόν που θεωρήθηκε είναι αυτό του τελευταίου επιζώντος στο 

οποίο η παροχή του ασφαλιστηρίου συμβολαίου καταβάλλεται όταν συμβεί ο δεύτερος 

(τελευταίος) θάνατος. Βασιζόμενοι στις εργασίες του Parker (1997) και των Marceau και 

Gaillardetz (1999), χρησιμοποιήθηκαν δύο μέθοδοι διερεύνησης της συμπεριφοράς της τυχαίας 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας για το χαρτοφυλάκιο. Η πρώτη βασίζεται στις ατομικές 

τυχαίες μεταβλητές απωλειών, ενώ η δεύτερη μελετά τις ετήσιες στοχαστικές χρηματοροές. 

Με τις κατάλληλες υπό δέσμευση συνθήκες, διαπιστώθηκε πως η διακύμανση της τυχαίας 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας του χαρτοφυλακίου μπορεί να διασπαστεί σε ένα τμήμα που 

αντιστοιχεί στον ασφαλιστικό κίνδυνο και σε ένα που αντιστοιχεί στον επενδυτικό κίνδυνο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται μια αριθμητική εφαρμογή η οποία αναφέρεται στο μοντέλο 

ασφαλιστηρίου συμβολαίου από κοινού ζωής και παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της 

αποτίμησης για ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο δύο ατόμων, καθώς και για ένα χαρτοφυλάκιο 

που αποτελείται από m  ασφαλιστήρια συμβόλαια. Αναλύεται η επίδραση των διαφόρων 

μοντέλων θνησιμότητας και των υποθέσεων των επιτοκίων, στις μέσες τιμές και τις 

διακυμάνσεις των τυχαίων μεταβλητών προοπτικής απώλειας, τόσο για το ένα ασφαλιστήριο 

συμβόλαιο όσο και για το χαρτοφυλακίου. Η αντίστοιχη αποτίμηση στην περίπτωση 

ασφαλιστηρίων συμβολαίων τελευταίου επιζώντος μπορεί να γίνει με παρόμοιο τρόπο. 

 

5.1 Ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο 

Θεωρούμε ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο από κοινού ζωής, για μια διακριτή μικτή ασφάλιση, 

που συνδυάζει μια πρόσκαιρη ασφάλιση θανάτου διάρκειας n  ετών και μία ασφάλιση καθαρής 

προικοδότησης (μέλλουσα ασφάλιση ή μελλοντικού κεφαλαίου) n  ετών, η οποία εκδίδεται για 

ένα ζευγάρι ηλικίας (60, 50) με 1 νομισματική μονάδα (ν.μ.) παροχές λόγω θανάτου καθώς και 

1 ν.μ. καθαρό όφελος παροχών για την προικοδότηση. Η τιμή του ασφαλίστρου υπολογίζεται 

σύμφωνα με την αρχή της ισοδυναμίας. Η αποτίμηση του συμβολαίου γίνεται τη χρονική 

στιγμή r  με r n . Υπολογίζονται οι δύο πρώτες ροπές των τυχαίων μεταβλητών προοπτικής 

απώλειας θεωρώντας, το μοντέλο θνησιμότητας copula, και μιας διαδικασίας AR(1) ως 

πρότυπο για την ένταση ανατοκισμού. Οι παράμετροι του μοντέλου θνησιμότητας copula 

δίδονται στον Πίνακα 2.2. Για το μοντέλο AR(1), υπάρχουν τέσσερις παράμετροι: δ ο 

μακροπρόθεσμος μέσος όρος, δ0 η αρχική τιμή, φ που ελέγχει την ταχύτητα σύγκλισης από την 

αρχική τιμή προς τη μακροπρόθεσμη μέση τιμή, και σ που καθορίζει την μεταβλητότητα της 

διαδικασίας. Οι εν λόγω παράμετροι που χρησιμοποιήθηκαν στην εργασία είναι δ = 0.06, δ0 = 

0.08, φ = 0.9 και σ = 0.01. Στους Πίνακες 5.2-5.4, οι παράμετροι δ0, φ και σ αλλάζουν ανάλογα 

για να ελέγξουν την ευαισθησία της τυχαίας μεταβλητής απώλειας. 

Αρχικά αναλύουμε την απόδοση της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας για ένα 

ασφαλιστήριο συμβόλαιο σε διαφορετικούς χρόνους αποτίμησης r. Η εργασία των Frees κ.ά. 

(1996) επικεντρώθηκε στην αποτίμηση μίας ράντας με σταθερό επιτόκιο. Στην παρούσα 

εργασία εφαρμόζονται οι υποθέσεις θνησιμότητας των Frees κ.ά. (1996) σε ασφαλίσεις από 

κοινού ζωής σε περιβάλλον με στοχαστικά επιτόκια. 

Στο Σχήμα 5.1 απεικονίζεται η αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής προοπτικής απώλειας, για 

μια πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών και μια μέλλουσα ασφάλιση (ή καθαρής προικοδότησης) 15 

ετών, σε σχέση με τη στιγμή αποτίμησης r. 
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(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 

 

 

(β) Μέλλουσα ασφάλιση 

 

Σχήμα 5.1: Αναμενόμενη τιμή μεταβλητής προοπτικής απώλειας για ασφάλιση 15 ετών 

 

Από το Σχήμα 5.1 παρατηρούμε ότι προσδοκώμενη τιμή της μεταβλητής προοπτικής 

απώλειας για την πρόσκαιρη ασφάλιση αρχικά αυξάνεται και στη συνέχεια μειώνεται. Η 

συμπεριφορά αυτή είναι σύμφωνη με τη λογική των χρηματοροών του ασφαλιστικού σχήματος, 

δηλαδή, οι ταμειακές ροές είναι αρνητικές στα αρχικά έτη της ασφάλισης, όπου ένα μικρό 

αποθεματικό δημιουργείται σταδιακά, και στη συνέχεια οι χρηματοροές γίνονται θετικές και 

το αποθεματικό χρησιμοποιείται για να αποζημιώσει τις παροχές λόγω απώλειας (θανάτου) 

κατά τα επόμενα έτη. Στην περίπτωση της μέλλουσας ασφάλισης, η αναμενόμενη τιμή της 

τυχαίας μεταβλητής προοπτικής απώλειας αυξάνεται συνεχώς με την αύξηση του r. Αυτό 
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οφείλεται στο γεγονός ότι τα αποθέματα δημιουργούνται σταδιακά για να υπάρξει η καταβολή 

της αποζημίωσης στο τέλος του 15ου έτους εφ’ όσον φυσικά το συμβόλαιο είναι σε ισχύ στην 

αρχή του έτους αυτού. 

Το Σχήμα 5.2 δείχνει τη συνολική επικινδυνότητα όπως αυτή εκφράζεται με την τυπική 

απόκλιση της μεταβλητής προοπτικής απώλειας σε σχέση με το r, για το ίδιο ασφαλιστικό 

σχήμα όπως παραπάνω. 

 

 

(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών 

 

(β) Μέλλουσα ασφάλιση 15 ετών 

 

Σχήμα 5.2: Τυπική απόκλιση της μεταβλητής προοπτικής απώλειας 

 

Για την κατανόηση του εν λόγω γραφήματος, παραπέμπουμε στην ανάλυση της συνολικής 

επικινδυνότητας ενός συμβολαίου, όπως αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3. Η διακύμανση της 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας μπορεί να διαχωριστεί στον ασφαλιστικό κίνδυνο και στον 

χρηματοοικονομικό κίνδυνο. Ο ασφαλιστικός κίνδυνος που δίνεται στην (3.2.32) μπορεί να 
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θεωρηθεί ότι είναι οι προεξοφλημένοι κίνδυνοι θνησιμότητας όπου ο χρηματοοικονομικός 

κίνδυνος μπορεί να αντισταθμίσει στην ιδανική περίπτωση. Για την πρόσκαιρη ασφάλιση 

διάρκειας 15 ετών, η τυπική απόκλιση της μεταβλητής προοοπτικής απώλειας αυξάνεται 

ελαφρά και στη συνέχεια μειώνεται. Στην περίπτωση της καθαρής προικοδότησης η τυπική 

απόκλιση μειώνεται. Οι εν λόγω μεταβολές μείωσης και αύξησης οφείλονται στην ισορροπία 

μεταξύ της μείωσης του ασφαλιστικού κινδύνου και της αύξησης του επενδυτικού κινδύνου. 

Ο Πίνακας 5.1 δίνει τις τιμές για τον ασφαλιστικό και επενδυτικό κίνδυνο για διάφορες τιμές 

του r, για μία πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών και για μία μέλλουσα ασφάλιση επίσης 15 ετών, 

ενώ το Σχήμα 5.3 απεικονίζει το λόγο του επενδυτικού κινδύνου προς τον ολικό κίνδυνο. 

 

Κίνδυνος 1r  3r  5r  7r  9r  11r  13r  

Πρόσκαιρη        

Ασφαλιστικός .074952 .079941 .083608 .084856 .081837 .071338 .047605 
Επενδυτικός .000031 .000029 .000024 .000016 .000009 .000003 .000001 
Ολικός .074983 .07997 .083632 .084872 .081846 .071341 .047606 
Ασφαλ./ολικός .999587 .999637 .999713 .999811 .999890 .999958 .999979 
Επενδυτ./ολικός .000413 .000363 .000287 .000189 .000110 .000042 .000021 
Τετραγ. ρίζα 

ολικού κινδύνου 
.273830 .282790 .289192 .291328 .286087 .267097 .218188 

        

Μέλλουσα        
Ασφαλιστικός .033037 .028314 .022389 .015659 .008906 .003347 .000361 
Επενδυτικός .002556 .002730 .002702 .002411 .001835 .001053 .000315 
Ολικός .035593 .031044 .025091 .018070 .010741 .004400 .000676 
Ασφαλ./ολικός .928188 .912060 .892312 .866574 .829159 .760682 .534024 
Επενδυτ./ολικός .071812 .087940 .107688 .133426 .170841 .239318 .465976 
Τετραγ. ρίζα 

ολικού κινδύνου 
.188661 .176193 .158401 .134425 .103639 .066332 .026000 

 

Πίνακας 5.1: Ανάλυση κινδύνου στο χρόνο r  για μια πρόσκαιρη / μέλλουσα ασφάλιση 

διάρκειας 15 ετών 

 

Όπως παρατηρούμε από τις τιμές του Πίνακα 5.1, ο ασφαλιστικός κίνδυνος για την 

πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών αυξάνεται αρχικά και στη συνέχεια μειώνεται για μεγαλύτερες 

τιμές του r. Επίσης για όλες τις τιμές του r, ο ασφαλιστικός κίνδυνος κυριαρχεί στη συνολική 

μεταβλητότητα της μεταβλητής προοπτικής απώλειας κάτι που φαίνεται και από το Σχήμα 

5.3(α). Στην περίπτωση της μέλλουσας ασφάλισης, ο ασφαλιστικός κίνδυνος μειώνεται καθώς 

το r αυξάνει και επίσης κυριαρχεί στο συνολικό κίνδυνο. Παρ’ όλα αυτά ο λόγος του 

ασφαλιστικού κινδύνου προς τον συνολικό κίνδυνο, ][/)}]]({|[[ PP LVarkLVarE  , μειώνεται 

κατά τη διάρκεια της χρονικής περιόδου ενώ αυξάνεται ο λόγος του επενδυτικού κινδύνου προς 

το συνολικό [ [ |{ ( )}]] / [ ]P PVar E L k Var L . 
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(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών 

 

 

(β) Μέλλουσα ασφάλιση 15 ετών 

 

Σχήμα 5.3: Ποσοστό του ασφαλιστικού κινδύνου ως προς τον ολικό κίνδυνο 

 

Στη συνέχεια, για να ελέγξουμε την ευαισθησία της μεταβλητής προοπτικής απώλειας, 

δηλαδή τη μεταβολή των τιμών της όταν αλλάξουν οι τιμές κάποιων από τις εμπλεκόμενες 

παραμέτρους, εξετάζουμε τρία σενάρια σχετικά με τις παραμέτρους της διαδικασίας )1(AR . 
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Στο πρώτο σενάριο, έχουμε τρεις πιθανές πραγματοποιήσεις του δ0 (4%, 6% και 8%), ενώ 

οι άλλες παράμετροι είναι σταθερές στις τιμές δ = 0.06, φ = 0.9 και σ = 0.01. Ο Πίνακας 5.2 

παρουσιάζει τα σχετικά αποτελέσματα. 

 

0  Πρόσκαιρη: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  Μέλλουσα: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  

 1r  2r  3r  4r  1r  2r  3r  4r  

0.04 0.00192 0.00302 0.00318 0.00223 0.18161 0.37204 0.57167 0.78088 

 0.18566 0.16892 0.14494 0.10773 0.08054 0.05385 0.02902 0.00959 

0.06 0.00185 0.00293 0.00310 0.00219 0.17375 0.35935 0.55799 0.77103 

 0.17830 0.16335 0.14121 0.10581 0.07931 0.05351 0.02900 0.00942 

0.08 0.00178 0.00284 0.00302 0.00214 0.16624 0.34709 0.54460 0.76125 

 0.17133 0.15802 0.13760 0.10392 0.07812 0.05319 0.02898 0.00925 

Άλλες παράμετροι του )1(AR  μοντέλου:   = 0.06,   = 0.9,   = 0.01 

Πίνακας 5.2: Σενάριο 1: Πρόσκαιρη και μέλλουσα ασφάλιση διάρκειας 5 ετών υπό την 

υπόθεση copula 

 

Παρατηρούμε ότι, τόσο οι αναμενόμενες τιμές (πρώτη γραμμή για κάθε τιμή του δ0) όσο 

και οι τυπικές αποκλίσεις (δεύτερες γραμμές) των προοπτικών μεταβλητών απωλειών, στην 

περίπτωση της υπόθεσης copula για τη θνησιμότητα, για κάθε τιμή r, μειώνονται καθώς η τιμή 

του δ0 αυξάνει, και αυτό συμβαίνει και για την πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών και για τη 

μέλλουσα 15 ετών. Η συμπεριφορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι οι χρηματοροές 

προεξοφλούνται με χαμηλότερο συντελεστή απόδοσης. 

Στο δεύτερο σενάριο, θεωρούμε τρεις τιμές για το φ (0.9, 0.7 και 0.5), ενώ οι άλλες 

παράμετροι της διαδικασίας AR(1) διατηρούνται σταθερές στις τιμές δ = 0.06, δ0 = 0.08 και σ 

= 0.01. Στον Πίνακα 5.3 παρουσιάζονται τα σχετικά αποτελέσματα. 

 

  Πρόσκαιρη: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  Μέλλουσα: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  

 1r  2r  3r  4r  1r  2r  3r  4r  

0.5 0.00180 0.00285 0.00301 0.00211 0.17020 0.35261 0.54920 0.76314 

 0.17552 0.16103 0.13946 0.10476 0.07508 0.05040 0.02729 0.00932 

0.7 0.00178 0.00282 0.00299 0.00211 0.16786 0.34899 0.54572 0.76123 

 0.17373 0.15968 0.13858 0.10434 0.07616 0.05160 0.02813 0.00929 

0.9 0.00178 0.00284 0.00302 0.00214 0.16624 0.34709 0.54460 0.76125 

 0.17133 0.15802 0.13760 0.10392 0.07812 0.05319 0.02898 0.00925 

Άλλες παράμετροι του )1(AR  μοντέλου:   = 0.06, 
0  = 0.08,   = 0.01 

Πίνακας 5.3: Σενάριο 2: Πρόσκαιρη / μέλλουσα ασφάλιση διάρκειας 15 ετών υπό την 

υπόθεση copula 
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Όπως φαίνεται από τις τιμές του παραπάνω πίνακα, στην περίπτωση της πρόσκαιρης 

ασφάλισης, για το ίδιο r, καθώς αυξάνεται το φ, οι αναμενόμενες τιμές της μεταβλητής 

προοπτικής απώλειας αρχικά μειώνονται και στη συνέχεια αυξάνουν. Αναφορικά με τις τιμές 

της τυπικής απόκλισης της μεταβλητής προοπτικής απώλειας, αυτές για το ίδιο r μειώνονται 

με την αύξηση της τιμής φ. Η περίπτωση της καθαρής προικοδότησης είναι απλούστερη, καθώς 

η αναμενόμενη προοπτική απώλεια, για το ίδιο r, μειώνεται με την αύξηση του φ, ενώ αντίθετα 

η τυπική απόκλιση αυξάνεται. 

Στο τρίτο σενάριο, θεωρούμε τρεις τιμές για το σ (0.01, 0.02 και 0.03), ενώ διατηρούνται 

σταθερές οι τιμές των άλλων παραμέτρων, σε δ = 0.06, δ0 = 0.08 και φ = 0.9. Τα σχετικά 

αποτελέσματα δίνονται στον Πίνακα 5.4. 

 

  Πρόσκαιρη: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  Μέλλουσα: ][ 50:60LE r , ][ 50:60LSD r  

 1r  2r  3r  4r  1r  2r  3r  4r  

0.01 0.00178 0.00284 0.00302 0.00214 0.16624 0.34709 0.54460 0.76125 

 0.17133 0.15802 0.13760 0.10392 0.07812 0.05319 0.02898 0.00925 

0.02 0.00177 0.00282 0.00300 0.00213 0.16572 0.34622 0.54367 0.76061 

 0.17183 0.15829 0.13772 0.10396 0.09204 0.06693 0.04137 0.01850 

0.03 0.00175 0.00279 0.00297 0.00211 0.16483 0.34475 0.54209 0.75952 

 0.17268 0.15874 0.13791 0.10401 0.11193 0.08523 0.05630 0.02777 

Άλλες παράμετροι του )1(AR  μοντέλου:   = 0.06, 
0  = 0.08,   = 0.09 

Πίνακας 5.4: Σενάριο 3: Πρόσκαιρη / μέλλουσα ασφάλιση διάρκειας 5 ετών υπό την 

υπόθεση copula 

 

Η αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής προοπτικής απώλειας, και για τους δύο τύπους 

ασφαλιστικών σχημάτων, για το ίδιο r, μειώνεται με την αύξηση του σ λόγω του ότι οι 

χρηματοροές προεξοφλούνται με χαμηλότερο ρυθμό απόδοσης. Αντίθετα, η τυπική απόκλιση 

της μεταβλητής προοπτικής απώλειας αυξάνεται με την αύξηση του σ και για τα δύο 

ασφαλιστικά σχήματα. 

Συνοψίζοντας, οι τυπικές αποκλίσεις της μεταβλητής προοπτικής απώλειας είναι σχετικά 

ευαίσθητες στην επιλογή των παραμέτρων της διαδικασίας )1(AR  σε σύγκριση με τις 

αντίστοιχες αναμενόμενες τιμές. Μεταξύ των τεσσάρων παραμέτρων του μοντέλου της 

έντασης ανατοκισμού, η επίδραση του φ είναι η πιο σημαντική. 

Στο Σχήμα 5.4 απεικονίζεται η επίδραση της εξάρτησης θνησιμότητας στη μεταβλητή 

προοπτικής απώλειας για μια μικτή ασφάλιση 15 ετών που αφορά σε ένα ζευγάρι ηλικίας (60, 

50) ετών. 
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(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών 

 

 

(β) Μέλλουσα ασφάλιση 15 ετών 

Σχήμα 5.4: Λόγοι ως προς r, για την αναμενόμενη τιμή και την τυπική απόκλιση της 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας, στην περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας copula του 

Frank προς ανεξάρτητη θνησιμότητα 

 

Στο Σχήμα 5.5 δίνεται το γράφημα του λόγου της δεσμευμένης πιθανότητας για ένα ζευγάρι 

ηλικίας (60, 50) που πεθαίνει τη χρονική στιγμή k, στην περίπτωση που θεωρείται η 

εξαρτημένη θνησιμότητα κατά copula του Frank προς ανεξάρτητη θνησιμότητα. 
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Σχήμα 5.5: Λόγος της δεσμευμένης πιθανότητας ότι ένα ζευγάρι ηλικίας (60, 50) πεθαίνει τη 

χρονική στιγμή k, στην περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας copula του Frank προς 

ανεξάρτητη θνησιμότητα 

 

Στην περίπτωση της πρόσκαιρης ασφάλισης διάρκειας δεκαπέντε ετών που αφορά σε δύο 

άτομα ηλικίας (60, 50), ο λόγος της τυπικής απόκλισης της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής 

απώλειας στην περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας προς ανεξάρτητη θνησιμότητα, (Σχήμα 

5.4), είναι σε συμφωνία με το λόγο της δεσμευμένης πιθανότητας θανάτου, ενός ζευγαριού 

ηλικίας (60, 50), στο έτος k για 15 χρόνια (Σχήμα 5.5), δεδομένου ότι η αβεβαιότητα ασφάλισης 

αυξάνεται με τις μεγαλύτερες τιμές της πιθανότητας θανάτου. Σε περίπτωση μιας μέλλουσας 

ασφάλισης, ο λόγος της τυπικής απόκλισης της μεταβλητής προοπτικής απώλειας στην 

περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας προς ανεξάρτητη θνησιμότητα, μειώνεται πιο αργά και 

φτάνει την τιμή 1 αφού ότι η αβεβαιότητα επιβίωσης κοντά στο τέλος των 15 ετών κυριαρχεί 

του ασφαλιστικού κινδύνου. 

Για να κατανοηθεί η επίδραση των ηλικιών κατά τη σύναψη των ασφαλιστικών συμβολαίων, 

στο Σχήμα 5.6 παρουσιάζονται τρισδιάστατα γραφήματα του λόγου του αποθεματικού για ένα 

συμβόλαιο από κοινού ζωής για ένα ζευγάρι άνδρα ηλικίας (x) και γυναίκας ηλικίας (y), όταν 

οι ηλικίες μεταβάλλονται και αλλάζουν από 50 σε 80 έτη.  

 



 

76 

 

(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 10 ετών 

 

 

(β) Μέλλουσα ασφάλιση 10 ετών 

 

Σχήμα 5.6: Λόγος της αναμενόμενης τιμής της μεταβλητής προοπτικής απώλειας, εκτιμημένη 

τη χρονική στιγμή 5, στην περίπτωση εξαρτημένης κατά copula θνησιμότητας προς την 

περίπτωση ανεξάρτητης θνησιμότητας 

 

Στην περίπτωση της πρόσκαιρης ασφάλισης, η επιφάνεια του Σχήματος 5.6(α) είναι 

σύμφωνη με τη λογική των αποτελεσμάτων της εργασίας των Frees κ.ά. (1996) στην οποία 

απεικονίζεται τρισδιάστατα για το ίδιο φάσμα ηλικιών, ο λόγος των τιμών της ράντας στην 

περίπτωση εξαρτημένης προς ανεξάρτητη θνησιμότητας. Το αποτέλεσμα αυτό οφείλεται στην 

κυριαρχία του όρου της άμεσης ράντας στον ορισμό της μεταβλητής απώλειας. Συγκρίνοντας 
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τη γραφική παράσταση με αυτή των Frees et al. (1996), η επιφάνεια στο Σχήμα 5.6(α) είναι 

λιγότερο συμμετρική στα x και y, αφού η διαφορά μεταξύ των δύο περιθώριων κατανομών έχει 

μεγεθυνθεί στην πρόσκαιρη ασφάλιση. Επιπλέον, υπάρχει μια αλληλεπίδραση των x και y 

στους λόγους. Αυτό δείχνει ότι ο λόγος είναι μεγαλύτερος για μεγαλύτερες τιμές είτε του x είτε 

του y σε σύγκριση με τις ταυτόχρονα μεγαλύτερες τιμές του x και y που είναι σύμφωνo με τα 

αποτελέσματα των Frees κ.ά. (1996). Στην περίπτωση της μέλλουσας ασφάλισης, Σχήμα 5.6(β), 

η επιφάνεια είναι επίπεδη και κάτω από την τιμή 1. Αυτό μπορεί να εξηγηθεί από το γεγονός 

ότι η αύξηση των πιθανοτήτων θανάτου αντισταθμίζονται από τη μείωση των πιθανοτήτων 

επιβίωσης, ενώ η τιμή του ασφαλίστρου δεν υπερισχύει της τιμής αποζημίωσης. 

Το Σχήμα 5.7 απεικονίζει το λόγο της τυπικής απόκλισης της τυχαίας μεταβλητής απώλειας 

στην περίπτωση υπόθεσης εξαρτημένης θνησιμότητας προς την τυπική απόκλιση της ίδιας 

μεταβλητής όταν θεωρηθεί η υπόθεση της ανεξαρτησίας. Οι τιμές αναφέρονται σε μια 

πρόσκαιρη ασφάλιση 15 ετών και σε μία μέλλουσα ασφάλιση 15 ετών, εκτιμημένες τη χρονική 

στιγμή 5. 

 

 

(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 10 ετών 
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(β) Μέλλουσα ασφάλιση 10 ετών 

 

Σχήμα 5.7: Λόγος της τυπική απόκλισης της μεταβλητής προοπτικής απώλειας στην 

περίπτωση εξαρτημένης κατά copula θνησιμότητας προς την περίπτωση ανεξάρτητης 

θνησιμότητας εκτιμημένη τη χρονική στιγμή 5 

 

Από το παραπάνω σχήμα και στις δύο περιπτώσεις των ασφαλίσεων, της πρόσκαιρης και 

της μέλλουσας, φαίνεται ότι υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ της ηλικίας των ανδρών (x) και 

της ηλικίας των γυναικών (y). Η επιφάνεια στην πρόσκαιρη ασφάλιση είναι πιο επίπεδη από 

ό,τι στην περίπτωση της μέλλουσας ασφάλισης. Αυτό οφείλεται στον κίνδυνο θνησιμότητας 

που εμπεριέχεται στη μέλλουσα ασφάλιση και όχι στην πρόσκαιρη. 

Στο Κεφάλαιο 2, αναφέρθηκε μια άλλη δημοφιλής υπόθεση για τη δομή της εξαρτημένης 

θνησιμότητας, αυτή του κοινού σοκ. Στο Σχήμα 5.8 απεικονίζεται ο λόγος της αναμενόμενης 

τιμής για την τυχαία μεταβλητή απώλειας στην περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας κοινού 

σοκ, προς την περίπτωση ανεξάρτητης θνησιμότητας, για μία πρόσκαιρη ασφάλιση διάρκειας 

10 ετών, εκτιμημένη τη χρονική στιγμή 5. 
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Σχήμα 5.8: Λόγος της αναμενόμενης τιμής της τυχαίας μεταβλητής απώλειας στην περίπτωση 

εξαρτημένης θνησιμότητας κοινού σοκ, προς την περίπτωση ανεξάρτητης θνησιμότητας, για 

μία πρόσκαιρη ασφάλιση διάρκειας 10 ετών εκτιμημένη τη στιγμή 5. 

 

Σύμφωνα με το παραπάνω σχήμα, η επιφάνεια είναι επίπεδη με τιμή του λόγου περίπου 1.03. 

Είναι προφανές ότι δεν υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ της ηλικίας του άνδρα (x) και της 

ηλικίας (y) της γυναίκας. Παρατηρούμε ότι το μοντέλο κοινού σοκ δεν φαίνεται να λαμβάνει 

υπ’ όψιν όλες τις εξαρτήσεις που παρατηρούνται στα δεδομένα των Frees κ.ά. (1996). Συνεπώς, 

επειδή η εξάρτηση των χρόνων ζωής των ασφαλισμένων ατόμων δεν μπορεί να ανιχνευθεί από 

το μοντέλο κοινού σοκ, δεν θα ληφθεί περαιτέρω στην εργασία η επίδρασή του στην τυχαία 

μεταβλητή απώλειας. 

 

5.2 Χαρτοφυλάκιο ασφαλιστηρίων συμβολαίων 

Στην προηγούμενη παράγραφο αναλύθηκαν οι ιδιότητες στην περίπτωση ενός ασφαλιστηρίου 

συμβολαίου. Ένα σημαντικό εργαλείο της διοίκησης κινδύνων είναι η συγκέντρωση (pooling) 

των κινδύνων. Η βασική ιδέα της συγκέντρωσης είναι να μειωθεί ο συνολικός κίνδυνος με τη 

διαφοροποίηση ορισμένων αβεβαιοτήτων. Εξετάζουμε τώρα τις ιδιότητες ενός χαρτοφυλακίου 

που απαρτίζεται από ασφαλιστήρια συμβόλαια από κοινού ζωής. Συγκεκριμένα, θεωρούμε ένα 

ομοιογενές χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από ασφαλιστήρια μέλλουσα ασφάλισης από 

κοινού ζωής για ζευγάρι ατόμων ηλικίας (60, 50) ετών με 1 νομισματική μονάδα την 

ασφαλιστική παροχή λόγω θανάτου και 1 νομισματική μονάδα την παροχή στην περίπτωση 
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της προικοδότησης. Το ασφάλιστρο υπολογίζεται σύμφωνα με την αρχή της ισοδυναμίας. Η 

αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής προοπτικής απώλειας για κάθε συμβόλαιο είναι ίδια με την 

αντίστοιχη που εξετάστηκε στην προηγούμενη ενότητα. 

Το Σχήμα 5.9 απεικονίζει την τυπική απόκλιση της μεταβλητής προοπτικής απώλειας ανά 

συμβόλαιο σε ένα χαρτοφυλάκιο μεγέθους m, δηλαδή το μέγεθος ]/[ mLSD P

r
, για μια 

πρόσκαιρη ασφάλιση διάρκειας 10 ετών όταν λαμβάνεται υπ’ όψιν η υπόθεση copula του Frank 

για τις θνησιμότητες. 

 

 

Σχήμα 5.9: Τυπική απόκλιση ]/[ mLSD P

r
, χαρτοφυλακίου m ασφαλιστηρίων συμβολαίων 

πρόσκαιρης ασφάλισης διάρκειας 10 ετών, υπό την υπόθεση copula 

 

Οι εννέα καμπύλες αντιπροσωπεύουν εννέα διαφορετικές αποτιμήσεις (τιμές r) πριν την 

λήξη του ασφαλιστηρίου συμβολαίου. Όπως αναμένεται, η τυπική απόκλιση μειώνεται 

γρήγορα σε όλους τους χρόνους αποτίμησης, καθώς το μέγεθος του χαρτοφυλακίου αυξάνεται. 

Ο λόγος για αυτή τη μείωση είναι η διαφοροποίηση του κινδύνου θνησιμότητας (ασφαλιστικός 

κίνδυνος) μέσω της συγκέντρωσης. 

Το Σχήμα 5.10 απεικονίζει την τυπική απόκλιση της μεταβλητής προοπτικής απώλειας ανά 

συμβόλαιο σε ένα χαρτοφυλάκιο μεγέθους m, [ / ],P

rSD L m  για μια μέλλουσα ασφάλιση 

διάρκειας 10 ετών όταν λαμβάνεται υπ’ όψιν η υπόθεση copula για τις θνησιμότητες. 
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Σχήμα 5.10: Τυπική απόκλιση ]/[ mLSD P

r
, χαρτοφυλακίου m ασφαλιστηρίων συμβολαίων 

μέλλουσας ασφάλισης διάρκειας 10 ετών, υπό την υπόθεση copula 

 

Συγκρίνοντας τα Σχήματα 5.9 και 5.10, παρατηρούμε ότι η συγκέντρωση είναι πιο 

αποτελεσματική στην πρόσκαιρη ασφάλιση από ό,τι στην περίπτωση της μέλλουσας 

ασφάλισης. Για παράδειγμα, για μια δεκαετή μικτή ασφάλιση ζωής που αποτιμήθηκε τη 

χρονική στιγμή 1, με την αύξηση του μεγέθους του χαρτοφυλακίου από m = 1 έως m = 1000, 

η τυπική απόκλιση ανά συμβόλαιο για την πρόσκαιρη ασφάλιση μειώνεται κατά 96.7% (από 

0.238 σε 0.008), ενώ η μείωση για τη μέλλουσα ασφάλιση είναι 65.8% (από 0.146 έως 0.05). 

Τα αριθμητικά αποτελέσματα που παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.5 δίνουν μια εικόνα για 

την ευαισθησία των τυπικών αποκλίσεων, [ / ],P

rSD L m  ανάλογα με την επιλογή των 

παραμέτρων της διαδικασίας AR(1) καθώς το μέγεθος του χαρτοφυλακίου m αλλάζει. 
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   ]/[ 50:601 mLSD  

0      1m  100m  10000m  1000000m  m  

0.04 0.9 0.01 0.185658 0.018574 0.00194 0.000592 0.000562 

  0.03 0.187208 0.018797 0.002531 0.001713 0.001703 

 0.5 0.01 0.180946 0.018098 0.001844 0.000399 0.000355 

  0.03 0.181674 0.018199 0.002108 0.001085 0.00107 

0.06 0.9 0.01 0.178301 0.017838 0.001862 0.000567 0.000538 

  0.03 0.179749 0.018048 0.002426 0.00164 0.00163 

 0.5 0.01 0.17821 0.017824 0.001816 0.000393 0.00035 

  0.03 0.178924 0.017923 0.002077 0.00107 0.001055 

0.08 0.9 0.01 0.171327 0.01714 0.001789 0.000543 0.000515 

  0.03 0.172681 0.017338 0.002327 0.00157 0.00156 

 0.5 0.01 0.17552 0.017555 0.001789 0.000388 0.000346 

  0.03 0.17622 0.017652 0.002047 0.001056 0.001041 

Άλλες παράμετροι του )1(AR  μοντέλου:   = 0.06 

Πίνακας 5.5: Χαρτοφυλάκιο με m  ασφαλιστήρια πρόσκαιρης 5 ετών, εκτιμημένα το χρόνο 1 

υπό την υπόθεση copula 

 

Παρατηρούμε ότι η ταχύτητα σύγκλισης της ]/[ mLSD P

r
 δεν είναι αρκετά ευαίσθητη στην 

επιλογή των παραμέτρων δεδομένου ότι ο επενδυτικός κίνδυνος δεν μπορεί να διαφοροποιηθεί 

από τη συγκέντρωση. Ωστόσο, σε σύγκριση με την αντίστοιχη περίπτωση του ενός 

ασφαλιστηρίου συμβολαίου, καθώς το μέγεθος του χαρτοφυλακίου m τείνει στο άπειρο, το 

όριο της ]/[ mLSD P

r
 είναι πιο ευαίσθητο στην επιλογή των παραμέτρων της διαδικασίας 

AR(1). 

Το Σχήμα 5.11. παρουσιάζει την επίδραση της εξαρτημένης θνησιμότητας στη συνολική 

επικινδυνότητα του χαρτοφυλακίου, απεικονίζοντας το λόγο των τιμών ]/[ mLSD P

r
 υπό την 

υπόθεση της εξαρτημένης θνησιμότητας προς τις τιμές ]/[ mLSD P

r
 υπό την υπόθεση 

ανεξαρτησίας, καθώς το μέγεθος του χαρτοφυλακίου m αυξάνεται. 
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(α)  

 

 

(β) 

Σχήμα 5.11: Λόγος ]/[ mLSD P

r
 στην περίπτωση εξαρτημένης θνησιμότητας προς την 

περίπτωση της ανεξάρτητης θνησιμότητας, για πρόσκαιρη ασφάλιση 10 ετών και για μέλλουσα 

ασφάλιση 10 ετών υπό την υπόθεση copula, αποτιμημένη τη χρονική στιγμή 5r   

 

Στην περίπτωση της πρόσκαιρης ασφάλισης, ο λόγος (συνεχής γραμμή) μειώνεται ελαφρά 

σε μεγαλύτερα μεγέθη του χαρτοφυλακίου και έχει τιμή μεγαλύτερη από ένα, γεγονός που 

υποδηλώνει ότι οι τιμές ]/[ mLSD P

r
 υπό την υπόθεση της εξαρτημένης θνησιμότητας είναι 

μεγαλύτερες από τις τιμές στην περίπτωση της υπόθεσης ανεξαρτησίας. Αυτό οφείλεται στην 

αυξανόμενη αβεβαιότητα ασφάλισης (θνησιμότητας) στο πλαίσιο της υπόθεσης εξαρτημένης 

θνησιμότητας (σχετικό είναι και το Σχήμα 5.5 αναφορικά με την πιθανότητα θανάτου κάτω 
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από τις δύο παραδοχές θνησιμότητας). Αντίθετα, η μέλλουσα ασφάλιση, είναι πιο ευαίσθητη 

στην εξαρτημένη θνησιμότητα. Όπως βλέπουμε από το Σχήμα 5.11(β), ο λόγος (διακεκομμένη 

γραμμή) μειώνεται γρήγορα κάτω από την τιμή 1 υποδηλώνοντας ότι οι τιμές ]/[ mLSD P

r
 υπό 

την υπόθεση της εξαρτημένης θνησιμότητας είναι μικρότερες από τις τιμές στην περίπτωση 

της υπόθεσης ανεξαρτησίας. Για τη μικτή ασφάλιση, ο κίνδυνος που σχετίζεται με την καθαρή 

προικοδότηση κυριαρχεί στο συνολικό κίνδυνο θνησιμότητας για μεγάλο μέγεθος 

χαρτοφυλακίου (για παράδειγμα, υπό την υπόθεση θνησιμότητας copula, η πιθανότητα να 

επιβιώσουν και τα δύο άτομα ηλικίας 60 και 50 ετών, στα 5 έτη είναι 0.948, που είναι η 

πιθανότητα να καταβληθεί η παροχή για μια μικτη ασφάλιση 5 ετών). Η πιθανότητα να 

καταβάλλεται η παροχή στην ασφάλιση προικοδότησης αυξάνεται καθώς η πιθανότητα 

καταβολής των παροχών λόγω θανάτου μειώνεται. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.5, η πιθανότητα 

καταβολής της παροχής λόγω θανάτου στην περίπτωση της εξαρτημένης θνησιμότητας κατά 

copula είναι μεγαλύτερη από αυτήν στην περίπτωση της ανεξάρτητης θνησιμότητας, ως εκ 

τούτου, ο κίνδυνος πληρωμής της παροχής στην προικοδότηση στην περίπτωση εξαρτημένης 

θνησιμότητας είναι μεγαλύτερος από αυτόν στην περίπτωση ανεξάρτητης θνησιμότητας. 

Συγκεντρωτικά, μπορούμε να δούμε ότι η επίδραση εισάγοντας έναν όρο εξάρτησης στην 

πιθανότητα επιβίωσης είναι η ίδια για όλα τα μεγέθη του χαρτοφυλακίου. 

Για να διερευνήσουμε περαιτέρω την επίδραση των ηλικιών που έχουν τα άτομα κατά τη 

σύναψη του ασφαλιστηρίου συμβολαίου, στο Σχήμα 5.12 απεικονίζεται τρισδιάστατα η οριακή 

τιμή του λόγου της μεταβλητότητας, ]/[lim mLSD P

r
m 

, για άνδρες ηλικίας (x) και γυναίκες 

ηλικίας (y), καθώς οι τιμές των (x) και (y) μεταβάλλονται από 50 σε 80. 

 

 

(α) Πρόσκαιρη ασφάλιση 10 ετών 
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(β) Μέλλουσα ασφάλιση 10 ετών 

 

Σχήμα 5.12: Λόγος των τιμών ]/[lim mLSD P

r
m 

 υπό την υπόθεση εξαρτημένης θνησιμότητας 

προς τις αντίστοιχες τιμές υπό την υπόθεση της ανεξαρτησίας, εκτιμημένη τη χρονική στιγμή 

5r   

 

Από το παραπάνω σχήμα, παρατηρούμε ότι η εικόνα για το λόγο της οριακής 

μεταβλητότητας είναι παρόμοια με την εικόνα των αναμενόμενων τιμών για ένα ασφαλιστήριο 

συμβόλαιο. Για να κατανοήσουμε την ομοιότητα αυτή, ανατρέχουμε στη διάσπαση του ολικού 

κινδύνου του χαρτοφυλακίου. Στην οριακή περίπτωση, όπου το μέγεθος του χαρτοφυλακίου 

τείνει στο άπειρο, οι κίνδυνοι θνησιμότητας διαφοροποιούνται, και ο ασφαλιστικός κίνδυνος 

κυριαρχεί της συνολικής επικινδυνότητας. Ο ασφαλιστικός κίνδυνος, που δίνεται από τις 

σχέσεις (3.2.30) ή (3.2.32), μπορεί να περιγραφεί ως η μεταβλητότητα των προεξοφλημένων 

τιμών σταθμισμένες από τις ταμειακές ροές, η οποία είναι παρόμοια με την αναμενόμενη τιμή 

της μεταβλητής απώλειας η οποία μπορεί να ερμηνευθεί ως η αναμενόμενη τιμή των 

προεξοφλημένων τιμών που σταθμίζονται από τις ταμειακές ροές. 

Το Σχήμα 5.12 δείχνει επίσης ότι για τη μέλλουσα ασφάλιση, οι οριακές μεταβλητότητες 

που υπολογίστηκαν υπό την υπόθεση της εξαρτημένης θνησιμότητας copula, είναι μικρότερες 

από αυτές που υπολογίστηκαν υπό την υπόθεση της ανεξαρτησίας. Αυτό υποδηλώνει ότι η 

τυπική απόκλιση της μεταβλητής απώλειας υπό την παραδοχή της ανεξαρτησίας είναι 

μεγαλύτερη από εκείνη που υπολογίζεται κάτω από την εξαρτημένη θνησιμότητα. Ως εκ 

τούτου, μια ασφαλιστική εταιρεία θα υπερεκτιμά την τυπική απόκλιση της τυχαίας μεταβλητής 

απώλειας με την ανεξάρτητη υπόθεση θνησιμότητας στις μέλλουσες ασφαλίσεις, όταν υπάρχει 

εξάρτηση ανάμεσα στις ζωές των ασφαλισμένων στο χαρτοφυλάκιο. 
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Η περίπτωση της πρόσκαιρης ασφάλισης είναι πιο πολύπλοκη. Οι λόγοι έχουν τιμή μικρότερη 

από ένα για νεαρά ζευγάρια ασφαλισμένων και τιμή μεγαλύτερη από τη μονάδα για ζευγάρια 

μεγάλης ηλικίας. 

 

5.3 Σύνοψη Κεφαλαίου 

Σε αυτό το κεφάλαιο δόθηκε μια αριθμητική εφαρμογή η οποία αναφέρεται στο μοντέλο 

από κοινού ζωής για μια διακριτή μικτή ασφάλιση που συνδυάζει μια πρόσκαιρη ασφάλιση 

θανάτου n ετών και μία ασφάλιση καθαρής προικοδότησης n ετών και παρουσιάστηκαν τα 

αποτελέσματα της αποτίμησης για ένα ασφαλιστήριο συμβόλαιο δύο ατόμων, καθώς και για 

ένα ομοιογενές χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από m ασφαλιστήρια συμβόλαια. Αναλύθηκε η 

επίδραση των διαφόρων μοντέλων θνησιμότητας και των υποθέσεων των επιτοκίων όπου από 

τις τέσσερις παραμέτρους του μοντέλου έντασης επιτοκίου, η επίδραση του φ είναι η πιο 

σημαντική. Επίσης αναλύθηκε η επίδραση στις μέσες τιμές και τις διακυμάνσεις των τυχαίων 

μεταβλητών προοπτικής απώλειας, τόσο για το ατομικό ασφαλιστήριο συμβόλαιο όσο και για 

το χαρτοφυλάκιο. Η μεταβλητότητα (volatility) ανά συμβόλαιο στο χαρτοφυλάκιο μειώνεται 

γρήγορα καθώς αυξάνεται το μέγεθος του χαρτοφυλακίου και αυτό οφείλεται στη 

διαφοροποίηση του ασφαλιστικού κινδύνου. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ 

Στην εργασία αυτή μελετήθηκε η αποτίμηση ενός γενικού (μη ομοιογενούς) χαρτοφυλακίου 

που περιλαμβάνει ομαδικά ασφαλιστήρια συμβόλαια δύο ατόμων, σε περιβάλλον στοχαστικού 

επιτοκίου και με εξαρτώμενες συνθήκες θνησιμότητας και αναλύθηκε η επίδραση των 

υποθέσεων θνησιμότητας στην επικινδυνότητα του χαρτοφυλακίου. Συγκεκριμένα 

θεωρήθηκαν δύο τύποι ασφαλιστικών προϊόντων, αυτός που αποζημιώνει τους δικαιούχους του 

προγράμματος όταν συμβεί ο πρώτος θάνατος και αυτός στον οποίο η παροχή του 

ασφαλιστηρίου συμβολαίου καταβάλλεται όταν συμβεί ο τελευταίος θάνατος. 

Βασιζόμενοι στις εργασίες του Parker (1997) και των Marceau και Gaillardetz (1999), 

χρησιμοποιήθηκαν δύο μέθοδοι διερεύνησης της συμπεριφοράς της τυχαίας μεταβλητής 

απώλειας για ένα χαρτοφυλάκιο ομαδικής ασφάλισης ζωής. Η πρώτη βασίζεται στις ατομικές 

τυχαίες μεταβλητές απωλειών, ενώ η δεύτερη μελετά τις ετήσιες στοχαστικές χρηματοροές. 

Αναπτύχθηκαν, γενικοί τύποι για τις δύο πρώτες ροπές της τυχαίας μεταβλητής προοπτικής 

απώλειας για ένα μη-ομοιογενές χαρτοφυλάκιο με ασφαλιστήρια συμβόλαια από κοινού ζωής 

και τελευταίου επιζώντος. Οι εν λόγω τύποι μπορούν να χρησιμοποιηθούν με διαφορετικά 

μοντέλα επιτοκίων και δομές θνησιμότητας. 

Η επίδραση τόσο των υποθέσεων θνησιμότητας όσο και των επιτοκίων στις μέσες τιμές 

και τις διακυμάνσεις των προοπτικών απώλειας αναλύθηκαν για ατομικά συμβόλαια, καθώς 

για ένα χαρτοφυλάκιο. Για το επιτόκιο θεωρήθηκε μια διαδικασία AR(1). Για τα μοντέλα 

θνησιμότητας εξετάστηκαν τρεις περιπτώσεις: το ανεξάρτητο μοντέλο το οποίο προσφέρει 

απλότητα, το μοντέλο κοινού σοκ το οποίο είναι υπολογιστικά βολικό και το μοντέλο copula 

του Frank το οποίο καταγράφει αρκετά καλά την εξάρτηση ανάμεσα στις ζωές των ατόμων. 

Στην περίπτωση ενός ασφαλιστηρίου συμβολαίου, οι τυπικές αποκλίσεις της τυχαίας 

μεταβλητής προοπτικής απώλειας είναι σχετικά ευαίσθητες στην επιλογή των παραμέτρων της 

AR(1) διαδικασίας σε σύγκριση με τις αντίστοιχες μέσες τιμές. Από τις τέσσερις παραμέτρους 

του μοντέλου έντασης επιτοκίου, η επίδραση του φ είναι η πιο σημαντική. Επίσης αναλύθηκαν 

οι επιδράσεις της εξάρτησης στα μοντέλα θνησιμότητας. Για το συγκεκριμένο σετ δεδομένων 

των Frees κ.ά. (1996), η συμπεριφορά των τυχαίων μεταβλητών απώλειας είναι παρόμοια υπό 

τις υποθέσεις του κοινού σοκ και της ανεξάρτητης θνησιμότητας. Ωστόσο, η διαφορά της 

συμπεριφοράς των τυχαίων μεταβλητών απώλειας κάτω από το μοντέλο copula του Frank και 

αυτό της ανεξαρτησίας είναι εμφανής. Επιπλέον, οι τυχαίες μεταβλητές απώλειας αποτιμώνται 

σε διαφορετικούς μελλοντικούς χρόνους από την έναρξη του συμβολαίου και η συνολική 

μεταβλητότητα της τυχαίας απώλειας διασπάται σε δύο τμήματα, του ασφαλιστικού κινδύνου 

και του επενδυτικού κινδύνου για κάθε μία από τις ημερομηνίες αποτίμησης. Η θεώρηση αυτή, 

μας παρέχει περισσότερες πληροφορίες σχετικά με την θέση της ασφαλιστικής εταιρείας κατά 

τη διάρκεια των ασφαλιστικών συμβολαίων. 

Επίσης συζητήθηκε η αξιολόγηση ενός χαρτοφυλακίου ασφαλιστηρίων συμβολαίων. Η 

μεταβλητότητα (volatility) ανά συμβόλαιο στο χαρτοφυλάκιο μειώνεται γρήγορα καθώς 
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αυξάνεται το μέγεθος του χαρτοφυλακίου και αυτό οφείλεται στη διαφοροποίηση του 

ασφαλιστικού κινδύνου (κίνδυνος θνησιμότητας). Η ταχύτητα σύγκλισης της μεταβλητότητας 

ανά συμβόλαιο στην οριακή της τιμή δεν είναι ευαίσθητη στην επιλογή των μοντέλων 

θνησιμότητας. Ωστόσο, καθώς το μέγεθος του χαρτοφυλακίου τείνει στο άπειρο, η τυπική 

απόκλιση ανά συμβόλαιο υπερεκτιμάται όταν χρησιμοποιείται η υπόθεση ανεξαρτησίας στις 

θνησιμότητες για μέλλουσες ασφαλίσεις. Στην περίπτωση της πρόσκαιρης ασφάλισης, η 

επίδραση της εξαρτημένης θνησιμότητας αντισταθμίζεται όταν το χαρτοφυλάκιο περιέχει 

νεαρά ζευγάρια και μεγαλύτερης ηλικίας ζευγάρια. 

Στην εργασία αυτή υπάρχουν κάποιοι περιορισμοί. Πρώτον, οι παράμετροι για τις από 

κοινού κατανομές των μελλοντικών ζωών, υπό τις θεωρούμενες υποθέσεις θνησιμότητας 

(ανεξαρτησίας, copula του Frank και κοινού σοκ) ελήφθησαν από την μελέτη των Frees κ.ά. 

(1996). Οι παράμετροι εκτιμήθηκαν για το συγκεκριμένο σετ δεδομένων, και αυτό έχει ως 

πιθανή συνέπεια την ευαισθησία των τιμών των παραμέτρων από τα εν λόγω δεδομένα. 

Δεύτερον, οι παράμετροι για τη διαδικασία επιτοκίων AR(1) που χρησιμοποιήθηκαν στην 

εργασία, τέθηκαν αυθαίρετα. Στην πράξη, θα μπορούσαν να εκτιμηθούν από πραγματικά 

δεδομένα. Τρίτον, στην ανάπτυξη των μοντέλων, δεν ελήφθησαν υπ’ όψιν δαπάνες και 

καθυστερήσεις. Το υπό εξέταση μοντέλο μπορεί να γίνει πιο ρεαλιστικό λαμβάνοντας υπ’ όψιν 

όλους αυτούς τους παράγοντες. 

Η εργασία μπορεί να συνεχιστεί και να επεκταθεί με πολλούς τρόπους. Παρουσιάστηκαν 

τα αριθμητικά αποτελέσματα για ένα ομοιογενές χαρτοφυλάκιο. Θα ήταν ενδιαφέρον να 

εξεταστεί ένα μη ομοιογενές χαρτοφυλάκιο. Στην εργασία μελετήθηκαν οι δύο πρώτες ροπές 

της τυχαίας μεταβλητής απώλειας, ενώ θα μπορούσε επίσης να μελετηθεί η κατανομή της. 

Εκτός από τη μελέτη της συμπεριφοράς του αποθεματικού για τα ασφαλιστήρια συμβόλαια 

που θεωρήθηκαν, θα ήταν επίσης ενδιαφέρον να διερευνηθεί η συμπεριφορά του πλεονάσματος. 

Τέλος, μπορεί να διερευνηθεί η ευαισθησία της τυχαίας μεταβλητής απώλειας στο εξαρτημένο 

μοντέλο θνησιμότητας copula του Frank. 
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