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Περίληψη

Η ζωή μπορεί να περιγραφεί από τη στιγμιαία πιθανότητα θανάτου και τον ανα-

μενόμενο χρόνο που απομένει μέχρι την έλευση του θανάτου. Πιο συγκεκριμένα,

θα μελετήσουμε τη βαθμίδα αποτυχίας και τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής

κάτω από την μείξη των κατανομών Erlang. Η περιγραφή του χρόνου από μια

μείξη κατανομών μπορεί να είναι περισσότερο ακριβής από μια μοναδική κατανομή.

Επίσης, η επιλογή της Erlang βασίζεται στην πληθώρα των εφαρμογών της, καθώς

η παράμετρος σχήματος είναι θετικός ακέραιος αριθμός και η συνάρτηση κατανομής

είναι ευκολότερα διαχειρίσιμη σε σχέση με εκείνη της Γάμμα κατανομής.

Σκοπός μας είναι η διάκριση και η μελέτη σχέσεων μεταξύ των δύο αυτών

συναρτήσεων, αλλά και αν υπό την μείξη διατηρούνται κάποια χαρακτηριστικά

τους, όπως η μονοτονία, η κυρτότητα και συντελεστές της κατανομής. Κύριο

μέλημά μας, όμως, είναι να εντοπίζουμε ποιοι συνδυασμοί των παραμέτρων και των

βαρών των κατανομών οδηγούν σε συγκεκριμένα χαρακτηριστικά στοιχεία των

συναρτήσεων.

Λέξεις-Κλειδιά: Βαθμίδα Αποτυχίας, Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής,

Κατανομή Erlang, Κυρτότητα, Μονοτονία





Abstract

The length of a lifetime could be described by the instantaneous probability

of death and the expected remaining time until death. In particular, in the

present dissertation we study failure rate and mean residual life under mixture

of Erlang distributions. The distribution of time may be more precise under

mixture of distributions than a single distribution. Moreover, the selection

of Erlang distribution is based on its various applications, because the shape

parameter is positive integer and the cumulative distribution function is easily

manipulated compared with Gamma distribution.

Our aim is to distinguish and study relationships between the two functions

and also whether some characteristics work under mixture, such as monotonicity,

kurtosis and measures of the distribution. Our main concern is to examine what

combination of parameters and weights can lead to specific characteristics.

Keywords: Failure Rate, Mean Residual Life, Erlang Distribution, Kurtosis,

Monotonicity
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Κεφάλαιο 0

Εισαγωγή

Στη μελέτη ασφαλιστικών προβλημάτων που σχετίζονται με την ζωή συχνά

χρησιμοποιούνται Πίνακες θνησιμότητας. ΄Ομως, υπάρχει η δυνατότητα να

περιγραφεί ο χρόνος από συγκεκριμένη κατανομή. Δύο από τις συναρτήσεις που

παίζουν σημαντικό ρόλο στην Αναλογιστική Επιστήμη είναι η βαθμίδα αποτυχίας

και ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής. Εδώ θα μελετηθούν, θεωρώντας πως ο

χρόνος ακολουθεί την μείξη Erlang κατανομών.

Για την Erlang γνωρίζουμε από την βιβλιογραφία πως φέρει αύξουσα βαθμίδα

αποτυχίας. Επίσης, είναι γνωστό πως όταν η βαθμίδα αποτυχίας είναι αύξουσα,

ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής είναι φθίνουσα συνάρτηση. Στόχος μας,

λοιπόν, είναι να μελετήσουμε τι συμβαίνει όταν έχουμε μείξη κατανομών.

Πιο συγκεκριμένα, στο Κεφάλαιο 2 ορίζονται βασικές έννοιες, που αφορούν

σε πιθανότητες, στις συνεχείς τυχαίες μεταβλητές και κατανομές, αλλά και

σε χαρακτηριστικά συναρτήσεων, όπως είναι η κυρτότητα και η μονοτονία.

Στα επόμενα τρία κεφάλαια, ορίζονται τα είδη των μείξεων κατανομών και οι

συναρτήσεις της βαθμίδας αποτυχίας και του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής,

1
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αντίστοιχα. Στο Κεφάλαιο 6, ορίζουμε την Κυρτότητα, αλλά και παρατηρήσεις

που μας βοηθούν στο Κεφάλαιο 7 να εντοπίσουμε σημαντικά ευρήματα για το

ποιες παράμετροι και βάρη μας δίνουν συγκεκριμένη μονοτονία και κυρτότητα στην

βαθμίδα αποτυχίας και τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής. Θα πρέπει εδώ να

σημειωθεί πως η μορφή των δύο συναρτήσεων είναι αρκετά πολύπλοκη για να

εξαχθεί ένας καθολικός κανόνας για την επιλογή των παραμέτρων.

Για την κατασκευή των διαγραμμάτων χρησιμοποιήθηκε η γλώσσα προγραμμα-

τισμού R και το υπολογιστικό σύστημα Wolfram Mathematica (Mathematica).

Για τους πίνακες χρησιμοποιήθηκε αποκλειστικά το Mathematica. Τέλος, για τη

συγγραφή της διατριβής χρησιμοποιήθηκε η γλώσσα δημιουργίας κειμένου LATEX.



Κεφάλαιο 1

Βιβλιογραφική Επισκόπηση

Τουλάχιστον από την δεκαετία του 80, έχει ξεκινήσει η μελέτη της συνάρτησης

της βαθμίδας αποτυχίας και του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής ως προς τη

μονοτονία τους. Ο Glaser (1980) δημοσιεύει ποιες μορφές μπορεί να παρουσιάσει

η βαθμίδα αποτυχίας, θεωρώντας πως ο χρόνος ως τυχαία μεταβλητή ακολουθεί

κατανομή από την Εκθετική οικογένεια. Οι Guess & Proschan (1985) θεωρητικά

αλλά και με τη χρήση εφαρμογών μελετούν τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής στα

μέσα του 80, ενώ από Gupta1
λίγο αργότερα και για αρκετές δεκαετίες προκύπτουν

αποτελέσματα για την μονοτονία και τα σημεία καμπής των δύο συναρτήσεων,

κυρίως, σε θεωρητικό πλαίσιο, χρησιμοποιώντας κατανομές σε παραδείγματα.

Οι Barlow & Proschan (1996) προσεγγίζουν την Θεωρία Αξιοπιστίας από

μαθηματική σκοπιά ορίζοντας τις συναρτήσεις και προχωρώντας σε ανάλυση με

τη χρήση στοχαστικών μοντέλων. Η συνεργασία των Willmot, Woo (2007) και

Lin (2001, 2011) έδωσε σημαντικά αποτελέσματα στον Αναλογισμό, όσο και τη

Θεωρία Κινδύνου. Ασχολούνται με μείξεις Erlang και παρουσιάζουν ευρήματα για

την βαθμίδα αποτυχίας όσο και τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής.

1Gupta (1987, 2006), Gupta & Akman (1995), Gupta & Warren (2001), Gupta et al (2010)
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Παράλληλα, άλλοι ερευνητές παρουσιάζουν αποτελέσματα και παρατηρήσεις για

τις δύο συναρτήσεις ενδιαφέροντος και, μάλιστα, υπό την μείξη κατανομών. Οι

Bekker & Mi (2003) εξέτασαν την μορφή και τις ιδιότητες των σημείων καμπής

του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής, ο Block (2012) μελέτησε τη μονοτονία

της βαθμίδας αποτυχίας υπό την μείξη Εκθετικής και IFR Γάμμα κατανομής.

Ο Finkelstein (2009) ασχολείται με την κατανόηση της βαθμίδας αποτυχίας

προερχόμενη από μείξη κατανομών, αναφέροντας τον όρο “ισχυρός” πληθυσμός.

Οι Parsa et al (2014) χρησιμοποιούν την γενικευμένη Γάμμα κατανομή για τα

σημεία καμπής των δύο συναρτήσεων. Οι Navarro & Hernandez (2008) μελετούν

τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής κάτω από μείξεις, coherent systems και

διατεταγμένα στατιστικά. Τέλος, οι Politis & Koutras (2006) εντοπίζουν άνω

φράγματα στα πλαίσια της Ανανεωτικής Θεωρίας.

Οι IFR κατανομές είναι άγνωστο τι είδους κλάση μείξης δίνουν, αλλά και εξαιτίας

του ότι η Erlang είναι μια πολύ χρήσιμη κατανομή τόσο στον Αναλογισμό, όσο

και τη Μηχανική, προσπαθήσαμε να ανταποκριθούμε στο μέτρο του δυνατού στο

κενό που υπάρχει στη βιβλιογραφία ως προς το ποιος συνδυασμός παραμέτρων και

βαρών μπορεί να προσφέρει IFR/DFR ή λεκανοειδή μορφή.



Κεφάλαιο 2

Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Είναι σημαντικό πριν προχωρήσουμε στο αντικείμενο της διατριβής, να τεθούν

κάποιες θεμελιώδεις έννοιες, όπως η έννοια της δεσμευμένης πιθανότητας που

συναντάται στον υπολειπόμενο χρόνο ζωής, βασικά στοιχεία συνεχών κατανομών,

χρήσιμων για την περιγραφή του χρόνου ζωής ή της αξιοπιστίας ενός εξαρτήματος,

η αναφορά μέτρων θέσης και διασποράς, τα οποία χαρακτηρίζουν την κάθε

κατανομή και, τέλος, χαρακτηριστικά συναρτήσεων, όπως είναι η κυρτότητα και η

μονοτονία.

2.1 Πιθανότητες

Παρακάτω ακολουθούν δύο βασικά θεωρήματα των πιθανοτήτων, τα οποία

θα βοηθήσουν στον ορισμό, κυρίως, της συνάρτησης του μέσου υπολειπόμενου

χρόνου ζωής. Αυτά είναι ο τύπος της δεσμευμένης πιθανότητας και το Θεώρημα

Ολικής Πιθανότητας που προέρχεται από τον πολλαπλασιαστικό κανόνα, ο οποίος

προκύπτει από τη δεσμευμένη πιθανότητα.

5
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2.1.1 Δεσμευμένη Πιθανότητα

Ορισμός 2.1.1 ΄Εστω Ω ένας δειγματικός χώρος και B ⊆ Ω. Για ένα

ενδεχόμενο Α του Ω, η δεσμευμένη πιθανότητα του Α δοθέντος του Β δίνεται

από τον τύπο

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, P (B) 6= 0 (2.1)

Η δεσμευμένη πιθανότητα εκφράζει την πιθανότητα να συμβεί το ενδεχόμενο Α,

δεδομένου ότι έχει προηγηθεί το ενδεχόμενο Β. Συνήθως, χρησιμοποιείται για τον

υπολογισμό της τομής των ενδεχομένων Α και Β, που εμφανίζονται στον αριθμητή

του παραπάνω τύπου.

Αντίστοιχα, ισχύει η εξής σχέση:

P (B|A) =
P (A ∩B)

P (A)
, P (A) 6= 0. (2.2)

Παρατηρώντας τις σχέσεις (2.1) και (2.2), προκύπτει ο πολλαπλασιαστικός

κανόνας και έχει ως εξής:

P (A ∩B) = P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A).

Τέλος, η δεσμευμένη πιθανότητα ακολουθεί τις εξής ιδιότητες (για την απόδειξη,

βλ. Κούτρας, 2004):

• P (A|B) ≤ 1 αν A ⊆ Ω,

• P (Ω|B) = 1 και

• Αν A1, A2, ... είναι ακολουθία ξένων ανά δύο ενδεχομένων του Ω, τότε

P

(
∞⋃
i=1

Ai|B

)
=
∞∑
i=1

P (Ai|B)
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2.1.2 Ολική Πιθανότητα

Η παρακάτω πρόταση είναι γνωστή ως το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας (ΘΟΠ)

και προκύπτει με την χρήση του πολλαπλασιαστικού κανόνα, που αναφέρθηκε

παραπάνω.

Πρόταση 2.1.1 ΄Εστω ότι A1, A2, ..., An είναι μία διαμέριση του δειγματικού

χώρου Ω, τέτοια ώστε P (Ai) 6= 0, i = 1, 2, ..., n. Τότε για κάθε ενδεχόμενο Β

έχουμε

P (B) =
n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai) = P (A1)P (B|A1)+P (A2)P (B|A2)+...+P (An)P (B|An).

2.2 Συνεχείς Τυχαίες Μεταβλητές

Ορισμός 2.2.1 ΄Εστω Ω ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης. Μια

πραγματική συνάρτηση X : Ω → R λέγεται τυχαία μεταβλητή του πειράματος

αν για κάθε διάστημα I ⊆ R, το σύνολο {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I} είναι ενδεχόμενο

του Ω. Η πιθανότητα εμφάνισης του τελευταίου θα γράφεται ως P (X ∈ I).

Ως σύνολο τιμών μιας τυχαίας μεταβλητής Χ ορίζεται το σύνολο RX = {x ∈

R : X(ω) = x με ω ∈ Ω}, το οποίο κρίνεται σημαντικό στο να χαρακτηριστεί μια

μεταβλητή ως συνεχής ή διακριτή.

Στην προκειμένη περίπτωση, θα ασχοληθούμε με συνεχείς τυχαίες μεταβλητές,

καθώς θεωρούμε πως ο χρόνος είναι μια συνεχής μεταβλητή και συνεχείς οι

συναρτήσεις και οι κατανομές που τον περιγράφουν.

Ορισμός 2.2.2 Μια τυχαία μεταβλητή X λέγεται συνεχής, αν το σύνολο τιμών

RX δεν είναι αριθμήσιμο. Για παράδειγμα, RX = R ή RX = R+
.
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2.2.0.1 Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής

Ορισμός 2.2.3 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή και f : R → [0,∞) μια μη

αρνητική πραγματική συνάρτηση, τέτοια ώστε για κάθε υποσύνολο του Α ∈ R,

το οποίο μπορεί να γραφεί ως ένωση ενός πεπερασμένου ή απείρως αριθμήσιμου

πλήθους διαστημάτων, ισχύει

P (X ∈ A) =

∫
A

f(x)dx.

Τότε η τυχαία μεταβλητή X λέγεται απόλυτα συνεχής και η συνάρτηση f

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλά συνάρτηση πυκνότητας της X. Για

A ∈ (−∞, t] προκύπτει η σχέση F (t) = P (X ≤ t) =

∫ t

−∞
f(y)dy.

΄Εχει ενδιαφέρον να αναφερθούν οι ιδιότητες των δύο αυτών συναρτήσεων,

δηλαδή

•
∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1,

• F (t) =

∫ t

−∞
f(x)dx,

• f(x) = F ′(x), ∀x ∈ R και

• P (α ≤ x ≤ β) =

∫ β

α

f(x)dx = F (β)− F (α)

Το παρακάτω διάγραμμα μας δίνει μια απεικόνιση των δύο συναρτήσεων, ενώ

μπορούμε να εξάγουμε κάποια χαρακτηριστικά τους. Και οι δύο είναι θετικές και

συνεχείς συναρτήσεις. Η συνάρτηση πυκνότητας δεν είναι γνήσια μονότονη, το

οποίο είναι στοιχείο που δεν συναντάται σε όλες τις συνεχείς κατανομές. ΄Οσο για

τη συνάρτηση κατανομής είναι αύξουσα και ισχύει

lim
x→∞

F (x) = 1.
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Διάγραμμα 1: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής μιας Συνεχούς Τυχαίας

Μεταβλητής

2.2.1 Μέση Τιμή

Ορισμός 2.2.4 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση

πυκνότητας f . Η μέση τιμή ή αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής X

ορίζεται από τον τύπο

µ = E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx

με την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωμα συγκλίνει απόλυτα, δηλαδή∫ ∞
−∞
|x|f(x)dx <∞.

2.2.2 Διακύμανση

Ορισμός 2.2.5 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή για την οποία υπάρχει

η μέση τιμή µ = E(X). Η ποσότητα

σ2 = V ar(X) = E[(X − µ)2] = E[(X − E(X))2] = E(X2)− E2(X)
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λέγεται διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής X.

Ο παραπάνω ορισμός είναι ίδιος για συνεχείς και διακριτές τυχαίες μεταβλητές,

ενώ διαφέρει ο τρόπος υπολογισμού των ροπών -ολοκλήρωμα για τις συνεχείς,

άθροισμα για τις διακριτές.

2.3 Συνεχείς Κατανομές

Οι κυριότερες κατανομές συνεχών τυχαίων μεταβλητών με τις οποίες θα

ασχοληθούμε στην παρούσα διατριβή είναι η Εκθετική, η Γάμμα, η Erlang, ενώ η

Weibull θα αναφερθεί συγκριτικά με τις υπόλοιπες κατανομές.

Παρότι δεν θα ασχοληθούμε με την Poisson ως κατανομή, μας απασχολεί ως

διαδικασία, καθώς βάση αυτής ορίζονται οι τρεις κατανομές ενδιαφέροντος.

2.3.1 Διαδικασία Poisson

΄Εστω ότι για t = 0 ξεκινούμε ένα πείραμα με στόχο να καταγραφεί η εμφάνιση

ενός ενδεχομένου Α. ΄Εστω ότι η ποσότητα N(t) εκφράζει τον αριθμό των

εμφανίσεων του ενδεχομένου ενδιαφέροντος στο διάστημα [0, t]. Προφανώς, θα

ισχύει RN(t) = {0, 1, 2, ...}, αφού η ποσότητα N(t) αποτελεί τυχαία μεταβλητή.

Για να μελετηθεί η κατανομή της N(t), λαμβάνουμε υπ΄όψιν τις εξής υποθέσεις

• Χρονική στασιμότητα: οι συνθήκες του πειράματος δεν μεταβάλλονται καθ΄

όλη τη διάρκεια διεξαγωγής του πειράματος

• Ανεξάρτητες προσαυξήσεις: οι εμφανίσεις του ενδεχομένου Α σε δύο ξένα

μεταξύ τους χρονικά διαστήματα είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα



11 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

• Η πιθανότητα να εμφανιστεί το ενδεχόμενο Α σε ένα μικρό χρονικό διάστημα

θεωρείται ανάλογη του πλάτους του χρονικού διαστήματος, ενώ η πιθανότητα

να εμφανιστεί δύο φορές σε αυτό το μικρό διάστημα είναι αμελητέα.

Εξαιτίας των παραπάνω υποθέσεων, προκύπτει ότι η κατανομή της N(t)

(Κούτρας, 2004) είναι

P (N(t) = x) =
e−λt(λt)x

x!
, x = 0, 1, 2, ... . . (2.3)

2.3.2 Εκθετική Κατανομή

΄Εστω X1, X2, ..., Xn, ... συνεχείς τυχαίες μεταβλητές που εκφράζουν ενδι-

άμεσους χρόνους μεταξύ διαδοχικών εμφανίσεων ενός ενδεχομένου Α σε μία

απαριθμήτρια στοχαστική διαδικασία. Τότε, η Xi τυχαία μεταβλητή ακολουθεί

Εκθετική κατανομή, αν η διαδικασία αυτή είναι μια διαδικασία Poisson.

Ορισμός 2.3.1 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση

πυκνότητας

f(x) =

 λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
(2.4)

όπου λ > 0. Η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X καλείται Εκθετική με

παράμετρο λ και θα συμβολίζεται με Exp(λ).

Από τον Ορισμό 2.3.1, προκύπτουν άμεσα ότι

• η μέση τιμή είναι ίση με µ = E(X) =
1

λ
και

• η διακύμανση ισούται με σ2 = V ar(X) =
1

λ2
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Η Εκθετική κατανομή χαρακτηρίζεται από έλλειψη μνήμης, που σημαίνει ότι για

∀x, t ≥ 0 ισχύει πως

P (X > s+ t|X > s) = P (X > t). (2.5)

Διάγραμμα 2: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Εκθετική,

(α)Exp(0.5) και (β) Exp(1.5)

2.3.3 Γάμμα Κατανομή

Ορισμός 2.3.2 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση

πυκνότητας

f(x) =


λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x ≥ 0

0, x < 0

(2.6)
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όπου λ > 0 και α > 0 πραγματικοί αριθμοί. Η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής

X καλείται κατανομή Γάμμα με παραμέτρους λ και α και συμβολίζεται ως X ∼

G(α, λ), ενώ η συνάρτηση Γ : (0,∞) 7→ R, η οποία καλείται Γάμμα συνάρτηση

υπολογίζεται ως

Γ(α) =

∫ ∞
0

ta−1e−tdt, α > 0.

Διάγραμμα 3: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Γάμμα,

(α)G(0.5, 1.5), (β)G(0.5, 2) και (γ)G(3.5, 1.5)

Από τον Ορισμό, προκύπτουν τα παρακάτω (Παπαϊωάννου και Φερεντίνος, 2000):

• η μέση τιμή είναι ίση με µ = E(X) =
α

λ
και

• η διακύμανση ισούται με σ2 = V ar(X) =
α

λ2
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2.3.4 Κατανομή Erlang

΄Εστω η τυχαία μεταβλητή X = X1 + X2 + ... + Xn, η οποία εκφράζει σε

μια διαδικασία Poisson το συνολικό χρόνο μέχρι την n−οστή εμφάνιση του Α

ενδεχομένου. ΄Εστω ότι θέλουμε να βρούμε τη συνάρτηση κατανομής αυτής της

τυχαίας μεταβλητής και, εν συνεχεία, τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.

Η τυχαία μεταβλητή X θυμίζει την ποσότητα N(t), της οποίας η κατανομή

δίνεται από τον τύπο (2.3). Συνεπώς, η συνάρτηση δεξιάς ουράς της X, F̄ , μπορεί

να γραφεί ως:

F̄ (t) = 1−F (t) = P (X > t) = P (N(t) > n) =
∞∑

i=n+1

P (N(t) = i) =
∞∑

i=n+1

e−λt
(λt)i

i!

Ορισμός 2.3.3 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση

πυκνότητας

f(x) =


λn

(n− 1)!
xn−1e−λx, x ≥ 0

0, x < 0

(2.7)

όπου n ∈ N και λ > 0. Η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X καλείται κατανομή

Erlang με παραμέτρους n και λ και τη συμβολίζουμε X ∼ Erl(n, λ).

Η κατανομή Erlang μπορεί να γενικευτεί, παρότι ο όρος (n − 1)! απαιτεί

ακέραιες τιμές για το n, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση Γ(·), όπως έχει περιγραφεί

παραπάνω, μπορούμε να συμπεριλάβουμε και τις μη ακέραιες τιμές. Σε αυτή την

περίπτωση, όμως, η κατανομή καλείται Γάμμα και όιχι Erlang, καθώς ο τύπος του

n καθορίζει την κατανομή.
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Διάγραμμα 4: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Erlang,
(α)Erl(2, 0.1), (β)Erl(2, 3) και (γ)Erl(4, 0.1)

2.3.5 Κατανομή Weibull

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε μία άλλη συνεχή κατανομή, η οποία αποτελεί

γενίκευση της εκθετικής.

Ορισμός 2.3.4 ΄Εστω X μια συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση

πυκνότητας

f(x) =


k

λ

(x
λ

)k−1
e
−
(x
λ

)k

, x ≥ 0

0, x < 0

(2.8)

όπου λ > 0 και k > 0. Η κατανομή της τυχαίας αυτής μεταβλητής ονομάζεται
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Weibull κατανομή με παραμέτρους λ και k και συμβολίζεται X ∼ W (k, λ).

Από τη συνάρτηση πυκνότητας της X προκύπτει πως

• η μέση τιμή είναι ίση με µ = E(X) = λΓ

(
1 +

1

k

)
και

• η διακύμανση ισούται με

σ2 = V ar(X) = λ2

[
Γ

(
1 +

2

k

)
−
(

Γ

(
1 +

1

k

))2
]
.

Παρατηρώντας το Διάγραμμα 5, βλέπει κανείς πως τα διαγράμματα (α) και

(γ) μοιάζουν αρκετά, που είναι αναμενόμενο, καθώς έχουν την ίδια παράμετρο

σχήματος (shape) k = 0.5. Η μόνη διαφορά που παρουσιάζουν είναι πως στο

διάγραμμα της συνάρτησης κατανομής στο (γ) εμφανίζει “στενότερη” καμπύλη,

καθώς η παράμετρος κλίμακας (scale) είναι μικρότερης εκείνης του διαγράμματος

(α).

Τέλος, είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι το διάγραμμα (β) της συνάρτησης

πυκνότητας πιθανότητας θυμίζει αυτό της κανονικής, αν δεν λάβουμε υπ΄όψιν την

δεξιά ουρά. Γι΄ αυτό ευθύνεται το ό,τι η παράμετρος σχήαμτος είναι ίση με k = 2.

Μπορούμε, λοιπόν, με την Weibull να κατασκευάσουμε διαγράμματα, που θυμίζουν

την κατανομή, παίρνοντας k = 2, αλλά πάντα για θετικές τιμές. Και αυτό γιατί αν

και η κανονική κατανομή ορίζεται σε όλο το εύρος των πραγματικών αριθμών, η

Weibull ορίζεται μόνο για x > 0.
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Διάγραμμα 5: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Weibull,
(α)W (0.5, 3), (β)W (4, 3) και (γ)W (0.5, 5)

2.4 Χαρακτηριστικά Συναρτήσεων

Στον πυρήνα της προκειμένης διατριβής είναι η μελέτη της βαθμίδας αποτυχίας

και ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής ως συναρτήσεις, και πιο συγκεκριμένα θα

εξετάσουμε την κυρτότητα και την μονοτονία τους, καθώς μπορούμε να εξάγουμε

συμπεράσματα τόσο για την ουρά της κατανομής, όσο και για το σε ποια κλάση

ανήκει η κατανομή που μελετάμε. Σημαντικό, επίσης, είναι ότι η κυρτότητα

προσφέρει ενδείξεις για την μονοτονία μιας κατανομής. Κύριος σκοπός μας, λοιπόν,

είναι να περιγράψουμε μια κατανομή (ως συνάρτηση), η οποία χαρακτηρίζει τη ζωή

και την έλευση του κινδύνου.
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2.4.1 Κυρτότητα

Ορισμός 2.4.1 (Peajcariaac and Tong, 1992; Tunc, 2014) ΄Εστω I διάστημα

πραγματικών αριθμών, δηλαδή I ⊆ R. Τότε, η συνάρτηση f : I → R λέγεται

κυρτή (convex) στο I, εάν για ∀x, y ∈ I και a ∈ [0, 1] ισχύει η ανισότητα

f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y). (2.9)

Από τους Hardy, Littlewood & Polya, 1934, δίδεται εναλλακτικός ορισμός,

οποίος λαμβάνει υπ΄όψιν τον αριθμητικό μέσο όρο συναρτήσεων και τιμών των

συναρτήσεων.

Ορισμός 2.4.2 (Hardy, Littlewood & Polya, 1934) ΄Εστω μια συνάρτηση φ

καλείται κυρτή συνάρτηση, αν ικανοποιεί την εξής σχέση:

φ
(x+ y

2

)
≤ φ(x) + φ(y)

2
.

Αντίστοιχα, μπορεί να ορισθεί και η λογαριθμικά κυρτή συνάρτηση.

Ορισμός 2.4.3 (Tunc, 2014) Μία συνάρτηση f : I → R+
ονομάζεται

λογαριθμικά κυρτή, εάν η log(f(x)) είναι κυρτή, ή, ισοδύναμα, αν για ∀x, y ∈ I

και a ∈ [0, 1] ισχύει η ανισότητα

f(ax+ (1− a)y) ≤ |f(x)|a |f(y)|1−a. (2.10)

Κρίνεται σημαντικό να αναφερθούν κάποιες ιδιότητες των κυρτών και

λογαριθμικά κυρτών συναρτήσεων, που αφορούν το αντικείμενο μελέτης μας.

Αρχικά, ως προς την ουρά μιας κατανομής, μια καλά ορισμένη πυκνότητα, που

χαρακτηρίζεται ως λογαριθμικά κυρτή, αναμένεται να εμφανίζει παχιές ουρές
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(Asmussen & Lehtomaa, 2017). Τέλος, αν έχουμε περισσότερες από μία

συναρτήσεις, τότε το άθροισμα λογαριθμικά κυρτών συναρτήσεων δίνει, επίσης,

λογαριθμικά κυρτή συνάρτηση (Tunc, 2014).

Ορισμός 2.4.4 (Peajcariaac and Tong, 1992) ΄Εστω I διάστημα πραγματικών

αριθμών, δηλαδή I ⊂ R. Τότε, η συνάρτηση f : I → R λέγεται κοίλη (concave)

στο I, εάν για ∀x, y ∈ I και a ∈ [0, 1] ισχύει η ανισότητα

f(ax+ (1− a)y) ≥ af(x) + (1− a)f(y).

΄Ενας ισοδύναμος ορισμός δίνεται παρακάτω.

Ορισμός 2.4.5 (Hardy, Littlewood & Polya, 1934) Μια συνάρτηση φ καλείται

κοίλη συνάρτηση, αν ικανοποιεί την εξής σχέση:

φ
(x+ y

2

)
≥ φ(x) + φ(y)

2
.

Από τον παραπάνω ορισμό, προκύπτει πως αν μια συνάρτηση φ είναι κυρτή, τότε

η −φ θα είναι κοίλη.

Ορισμός 2.4.6 (Tunc, 2014) Μία συνάρτηση f : I → R+
ονομάζεται

λογαριθμικά κοίλη, εάν η log(f(x)) είναι κοίλη, ή, ισοδύναμα, αν για ∀x, y ∈ I

και a ∈ [0, 1] ισχύει η ανισότητα

f(ax+ (1− a)y) ≥ |f(x)|a |f(y)|1−a.

Οι ιδιότητες που διέπουν τις συγκεκριμένες συναρτήσεις απορρέουν, όπως

αναμενόταν, από τις αντίστοιχες των λογαριθμικά κυρτών συναρτήσεων. Τώρα,

το άθροισμα λογαριθμικά κοίλων συναρτήσεων δεν δίνει απαραίτητα λογαριθμικά
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κοίλη μείξη. Ακόμη, μια καλά ορισμένη πυκνότητα, που είναι λογαριθμικά κοίλη,

αναμένεται να φέρει ελαφριές ουρές.

Διάγραμμα 6: Απεικόνιση (α) Κυρτής και (β) Κοίλης Συνάρτησης

2.4.2 Μονοτονία

Ορισμός 2.4.7 Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα (αύξουσα) σε ένα

διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, όταν ισχύει

f(x1) > (<)f(x2), x1 < x2 με x1, x2 ∈ ∆.

Αν η παράγωγος της συνάρτησης της οποίας θέλουμε να ελέγξουμε την

μονοτονία είναι θετική για κάθε x ∈ ∆, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα

για κάθε x. Διαφορετικά, αν είναι αρνητικό το πρόσημο της παραγώγου, η

συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα.
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Ο διπλός παραπάνω ορισμός αφορά σε γνησίως μονότονες συναρτήσεις. ΄Οπως

θα δούμε σε επόμενα κεφάλαια, η μείξη Erlang κατανομών δεν δίνει πάντα γνήσια

μονότονες συναρτήσεις (βαθμίδα αποτυχίας ή μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής),

αλλά μία “μείξη” των δύο βασικών τύπων μονοτονίας, η οποία παίρνει λεκανοειδή

μορφή ή θυμίζει roller-coaster.

Ορισμός 2.4.8 (Gupta & Akman, 1995) ΄Εστω f : R+ → R+
μια πραγματική

διαφορίσιμη συνάρτηση. Τότε εμφανίζει ανάποδα λεκανοειδή μορφή (upside-

bathtub), αν υπάρχει ένα ξ > 0 τέτοιο ώστε να ισχύει

• f ′(x) < 0 για t ∈ (0, ξ),

• f ′(ξ) = 0 και

• f ′(t) > 0 για κάθε t > ξ.

Ορισμός 2.4.9 (Gupta & Akman, 1995) ΄Εστω f : R+ → R+
μια πραγματική

διαφορίσιμη συνάρτηση. Τότε εμφανίζει λεκανοειδή μορφή (bathtub), αν υπάρχει

ένα ξ > 0 τέτοιο ώστε να είναι

• f ′(x) > 0 για t ∈ (0, ξ),

• f ′(ξ) = 0 και

• f ′(t) < 0 για κάθε t > ξ.

Μια συνάρτηση με μορφή roller-coaster παρουσιάζει περισσότερα από ένα ξ,

δηλαδή εμφανίζει περισσότερα από ένα σημεία καμπής. Θυμίζουμε πως μπορούμε

να βρούμε τα πιθανά σημεία καμπής, αν μηδενίσουμε την πρώτη παράγωγο. Με

την χρήση της δεύτερης παραγώγου μπορούμε να ελέγξουμε αν είναι, πράγματι,

σημεία καμπής και αν αποτελούν ελάχιστα ή μέγιστα σημεία της συνάρτησης.





Κεφάλαιο 3

Μείξεις Κατανομών

Σκοπός των παρακάτω κεφαλαίων είναι η μελέτη της μείξης κατανομών και,

μάλιστα, όταν αυτές οι κατανομές ανήκουν στην Erlang. Στο παρόν κεφάλαιο,

αρχικά, ορίζουμε την διακριτή μείξη κατανομών, αλλά και τη συνεχή μείξη,

παρότι δεν ανήκει στο αντικείμενο της παρούσας διατριβής. Επίσης, αναφέρονται

κριτήρια κατά τα οποία από μια μείξη Erlang μπορούμε να μεταφερθούμε σε άλλες

κατανομές. Τέλος, δίνεται μια γενική μορφή μιας άπειρης μείξης Erlang κατανομών

και εξετάζονται ειδικές περιπτώσεις.

3.1 Ορισμός

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, η μείξη κατανομών διακρίνεται σε διακριτή και συνεχή.

Στην διακριτή περίπτωση, η κατανομή της μείξης προκύπτει από σταθμισμένο

άθροισμα (πεπερασμένο ή μη) κατανομών. Στη συνεχή περίπτωση, η κατανομή

της μείξης προκύπτει με τη χρήση ολοκληρωμάτων και δεσμευμένων κατανομών.

Παρακάτω ακολουθούν οι ακριβείς ορισμοί των δύο περιπτώσεων.

Ορισμός 3.1.1 (Πολίτης, 2012) Η κατανομή F της τυχαίας μεταβλητής X

23
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λέγεται πως είναι μία διακριτή μείξη κατανομών, όταν ισχύει

F (x) =
n∑
i=1

αiFXi
(x)

για κάποιες μεταβλητές X1, X2, ..., Xn, έτσι ώστε η Xi έχει συνάρτηση κατανομής

FXi
(x) και για κάποιες θετικές σταθερές α1, α2, ..., αn, τέτοιες ώστε

n∑
i=1

αi = 1.

Ορισμός 3.1.2 (Πολίτης, 2012) Η κατανομή F της τυχαίας μεταβλητής X

λέγεται πως είναι μία συνεχής μείξη κατανομών, όταν γράφεται στη μορφή

F (x) =

∫ ∞
0

FX|Y (x|y)fY (y)dy

για κάποια τυχαία μεταβλητή Y με συνάρτηση πυκνότητας fY (y).

Αντίστοιχοι τύποι προκύπτουν και για τη συνάρτηση πιθανότητας f , δηλαδή

• Διακριτή Μείξη:

f(x) =
n∑
i=1

αifXi
(x), x ∈ R

• Συνεχής Μείξη:

f(x) =

∫ ∞
0

fX|Y (x|y)fY (y)dy.

Μια διαφορά που εντοπίζεται είναι ο περιορισμός στο είδος της τυχαίας

μεταβλητής. Στην διακριτή μείξη, η τυχαία μεταβλητή μπορεί να είναι διακριτή ή

συνεχής, ενώ στη συνεχή μείξη, λόγω της ολοκλήρωσης ως προς την Y , απαιτείται

η τυχαία μεταβλητή Y να είναι συνεχής για να ορίζεται το ολοκλήρωμα.

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι το πλήθος των Xi στην διακριτή περίπτωση θα

μπορούσε να απειρίζεται. Τότε, η μείξη ονομάζεται μη-πεπερασμένη, ενώ διακριτή

κλασική προσέγγιση καλείται η περίπτωση, στην οποία το άθροισμα φτάνει ως ένα

συγκεκριμένο αριθμό, έστω n.
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3.2 Μείξεις Κατανομών Erlang

΄Εχοντας ορίσει το γενικό πλαίσιο των εννοιών των μείξεων κατανομών,

μπορούμε να περιγράψουμε παραδείγματα μείξεων Erlang κατανομών που

καταλήγουν σε άλλες κατανομές, αλλά και το αντίστροφο. (Willmot & Lin, 2011;

Willmot & Woo, 2007).

Ορισμός 3.2.1 (Willmot & Lin, 2011; Willmot & Woo, 2007) ΄Εστω τυχαία

μεταβλητή Xj ∼ Erl(β, j) και qj ∈ (0, 1), j = 1, 2, .... Τότε, η συνάρτηση

πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής X ως διακριτή μείξη Erlang κατανομών θα

γραφεί ως

f(x) =
∞∑
j=1

qjfXj
(x), x > 0, β > 0, j ∈ {1, 2, ...} (3.1)

με

fXj
(x) =

β(βx)j−1e−βx

(j − 1)!
.

Αποδεικνύεται πως από τη σχέση (3.1) για συγκεκριμένες τιμές του qj

από μείξεις Erlang μπορούν να προκύψουν άλλες κατανομές. Χαρακτηριστικά

παραδείγματα είναι τα εξής:

• για q1 = 1, τότε η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί Εκθετική κατανομή,

• για qj = 1, τότε η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί Erl(β, j),

• για qk = 1− q1, τότε η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί Erl(1, k),

• για qk = 1− qk+1, τότε η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί Erl(k, k + 1) και

• για

qj =

(
λ

2

)j−m
e−λ/2

1

(j −m)!

και επιπλέον να ισχύει ότι β = 0.5 , τότε η τυχαία μεταβλητή X ακολουθεί

μη κεντρική χ2
με βαθμούς ελευθερίας 2m και λ, δηλαδή X2

2m,λ.
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Εκτός από τις παραπάνω περιπτώσεις, εντοπίζονται παραδείγματα στα οποία

προκύπτει μείξη Erlang με λιγότερο προφανή τρόπο. Θα αναφερθούμε σε μείξη

δύο Εκθετικών, σε πεπερασμένη μείξη Erlang, σε μείξη Erlang κατανομών και,

τέλος, στην κατανομή του αθροίσματος Γάμμα τυχαίων μεταβλητών.

Οι αποδείξεις των παρακάτω παραδειγμάτων δίνονται από τους Willmot & Lin

(2011) και βασίζονται στον μετασχηματισμό Laplace f̃(s) και την πιθανογεννήτρια

Q(S) όπου S είναι τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί Exp(
1

β
) με

f̃(s) =

∫ ∞
0

e−syf(y)dy

και

Q(s) =
∞∑
k=1

qks
k =

s
β1
β

1− s
(

1− β1
β

) .
Για την απόδειξη των παραδειγμάτων χρησιμοποιούμε τη σχέση

f̃(s) = Q

(
β

β + s

)
, (3.2)

η οποία είναι ισοδύναμη με

β1
β1 + s

=
β

β + s


β1
β

1−
(

1− β1
β

)
β

β + s

 , 0 < β1 ≤ β <∞. (3.3)
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Διάγραμμα 7: Συνάρτησης Πυκνότητας (Μπλε) και Κατανομής (Κόκκινη) της

0.4Exp(0.5) + 0.6Exp(1.5)

Παράδειγμα 3.2.1 Η μείξη δύο Εκθετικών κατανομών με συνάρτηση

πυκνότητας πιθανότητας

f(y) = pβ1e
−β1y + (1− p)β2e−β2y

δίνει μείξη Erlang της μορφής (3.1) με

β = β2, q1 = (1− p) + p
β1
β2
και qj = p

β1
β2

(
1− β1

β2

)j−1

, j = 2, 3, ...

Απόδειξη

Για την απόδειξη θα στηριχθούμε στη σχέση (3.2). Οπότε, για τη μείξη

Εκθετικών έχουμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace είναι

f̃(s) = p
β1

β1 + s
+ (1− p) β2

β2 + s
.
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Ως προς την πιθανογεννήτρια, από τη σχέση (3.3), έχουμε:

• β1
β1 + s

=
β

β + s

β1
β

1−
(

1− β1
β

)
β

β + s

• β2
β2 + s

=
β

β + s

β2
β

1−
(

1− β2
β

)
β

β + s

Αν, όμως, β = β2, τότε έχουμε:

• β1
β1 + s

=
β2

β2 + s

β1
β2

1−
(

1− β1
β2

)
β2

β2 + s

= z

β1
β2

1−
(

1− β1
β2

)
z

• β2
β2 + s

=
β2

β2 + s

β2
β2

1−
(

1− β2
β2

)
β2

β2 + s

= z

΄Αρα, ο τύπος που δίνει την πιθανογεννήτρια για μείξη εκθετικών κατανομών είναι

ο εξής:

Q(z) = p

z
β1
β2

1−
(

1− β1
β2

)
z

+ (1− p)z

= zp
β1
β2

1

1−
(

1− β1
β2

)
z

+ (1− p)z

= zp
β1
β2

1

1− β1
β2

1

1− β1
β2

− z
+ (1− p)z

Αλλά, ισχύει η παρακάτω σχέση

∞∑
i=0

(
u

ρ

)i
=

ρ

ρ− u
, ρ > |u|.
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με

• ρ =
β2

β2 − β1
και

• u = z.

Ωστόσο, πρέπει να δειχθεί ότι ισχύει και η προϋπόθεση
β2

β2 − β1
> |z|. ΄Εστω

πως ισχύει:

β2
β2 − β1

> z,

αφού z > 0 με s > 0 και β2 > 0. Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναμη με

β2
β2 − β1

>
β2

β2 + s
⇔

1

β2 − β1
>

1

β2 + s
⇔

β2 − β1 < β2 + s

δηλαδή τελικά 0 < s+ β1, που ισχύει, πράγματι, αφού είναι θετικές ποσότητες.

Συνεπώς, η πιθανογεννήτρια γίνεται

Q(z) = zp
β1
β2

∞∑
i=0

z
 1

1− β1
β2


−1

i

+ (1− p)z

= zp
β1
β2

∞∑
i=0

(
z

(
β2

β2 − β1

)−1)i

+ (1− p)z

= zp
β1
β2

∞∑
i=0

(
z
β2 − β1
β2

)i
+ (1− p)z

= zp
β1
β2

∞∑
i=0

(
z

(
1− β1

β2

))i
+ (1− p)z

= zp
β1
β2

(1 +
∞∑
i=1

(
z

(
1− β1

β2

))i
+ (1− p)z

= zp
β1
β2

+ zp
β1
β2

∞∑
j=2

(
z

(
1− β1

β2

))j−1
+ (1− p)z
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Q(z) = zp
β1
β2

+ p

∞∑
j=2

(
zj
(

1− β1
β2

)j−1
β1
β2

)
+ (1− p)z

= z

(
p
β1
β2

+ (1− p)
)

+ p

∞∑
j=2

(
zj
(

1− β1
β2

)j−1
β1
β2

)
, z > 0, j = 2, 3, ...

΄Ομως, η πιθανογεννήτρια είναι της μορφής

Q(z) =
∞∑
k=1

qkz
k,

με

• q1 = p
β1
β2

+ (1− p),

• qj =

(
1− β1

β2

)j−1
β1
β2
p, j = 2, 3, ... και

• β = β2.

Για τα qj θα πρέπει
∞∑
j=1

qj = 1, που ισχύει αφού:

∞∑
j=1

qj = q1 +
∞∑
j=2

qj

= p
β1
β2

+ (1− p) +
∞∑
j=2

(
1− β1

β2

)j−1
β1
β2
p

= p
β1
β2

+ 1− p+
β1
β2
p
∞∑
j=2

(
1− β1

β2

)j−1
= p

β1
β2

(
1 +

∞∑
j=2

(
1− β1

β2

)j−1)
+ 1− p

= p
β1
β2

∞∑
j=1

(
1− β1

β2

j−1)
+ 1− p

= p
β1

β2 − β1

∞∑
j=1

(
β2 − β1
β2

)j
+ 1− p

= p
β1

β2 − β1

∞∑
j=0

(
β2 − β1
β2

)j
− β2 − β1

β2
p+ 1− p

*

= p
β1

β2 − β1
1

1− β2 − β1
β2

− p β1
β2 − β1

+ 1− p
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Διάγραμμα 8: Συνάρτησης Πυκνότητας
1
(Μπλε) και Κατανομής (Κόκκινη) της

0.3Erl(2, 1.5) + 0.2Erl(2, 2) + 0.5Erl(3, 1.5)

∞∑
j=1

qj = p
β1

β2 − β1
β2

β2 − β2 + β1
− p β1

β2 − β1
+ 1− p

= p
β2

β2 − β1
− p β1

β2 − β1
+ 1− p = 1.

Για την παραπάνω απόδειξη, χρησιμοποιήθηκε στο (*), η υπόθεση ότι ο λόγος

β2 − β1
β2

< 1, καθώς

β2 − β1 < β2 ⇒
β2 − β1
β2

< 1⇒
∣∣∣∣β2 − β1β2

∣∣∣∣ < 1.

Παράδειγμα 3.2.2 ΄Εστω Y μία τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την

πεπερασμένη μείξη Erlang με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

f(y) =
n∑
i=1

∞∑
k=1

pik
βi(βiy)k−1e−βiy

(k − 1)!
,

1
Η συνάρτηση πυκνότητας πολλαπλασιάστηκε με το τρία, ώστε να βρεθεί στην ίδια κλίμακα

με τη συνάρτηση κατανομής
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με n ∈ {2, 3, ...}, pik ≥ 0 για ∀i, k και
n∑
i=1

∞∑
k=1

pik = 1

τότε αποδεικνύεται ότι προκύπτει μείξη Erlang, όπως ορίστηκε στη σχέση (3.1),

με

β = βn και

qj =
n∑
i=1

j∑
k=1

pik

 j − 1

k − 1

( βi
βn

)k(
1− βi

βn

)j−k

, όπου j = {1, 2, ...}

Απόδειξη

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της μείξης Erl(βi, k) είναι

f(y) =
n∑
i=1

∞∑
k=1

pik
βi(βiy)k−1e−βiy

(k − 1)!
, y > 0

Τότε, ο μετασχηματισμός Laplace είναι

f̃(s) =
n∑
i=1

∞∑
k=1

pikz
k


βi
β

1−
(

1− βi
β

)
z


k

Αλλά, αν θέσουμε β = βn, η παραπάνω σχέση γίνεται

f̃(s) =
n∑
i=1

∞∑
k=1

pikz
k


βi
βn

1−
(

1− βi
βn

)
z


k

Επίσης, ισχύει η σχέση


βi
βn

1−
(
βi
βn

)
z


k

=
∞∑
m=0

zmhm

(
k,
βi
βn

)
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όπου hm

(
k,
βi
βn

)
εκφράζει τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της αρνητικής

διωνυμικής και δίνεται από τον τύπο

hm

(
k,
βi
βn

)
=

Γ(k +m)

Γ(k)m!

(
1− βi

βn

)m(
βi
βn

)k

hm

(
k,
βi
βn

)
*

=
(j − 1)!

(k − 1)!(j − k)!

(
1− βi

βn

)m(
βi
βn

)k
=

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)m(
βi
βn

)k (3.4)

Για την παραπάνω απόδειξη, θέτοντας j = k +m με j,m ∈ N στο (*), παίρνουμε

ότι
Γ(k +m)

Γ(k)m!
=

Γ(j)

Γ(k)(j −m)!
=

(j − 1)!

(k − 1)!(j − k)!
=

 j − 1

k − 1

 .

Οπότε, η πιθανογεννήτρια γίνεται

Q(s) =
n∑
i=1

∞∑
k=1

pikz
k

∞∑
m=0

zm

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)m(
βi
βn

)k

=
n∑
i=1

∞∑
k=1

pikz
k

∞∑
j=k

zj−k

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)j−k (
βi
βn

)k

=
n∑
i=1

∞∑
j=1

zj
j∑

k=1

pik

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)j−k (
βi
βn

)k
=

∞∑
j=1

qjz
j

όπου

qj =
n∑
i=1

j∑
k=1

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)j−k (
βi
βn

)k
pik, j = 1, 2, ....
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Και πάλι θα πρέπει να δειχθεί πως

∞∑
j=1

qj = 1. ΄Εχουμε από τη σχέση (3.4) πως

∞∑
j=1

qj =
∞∑
j=1

 n∑
i=1

j∑
k=1

pik

 j − 1

k − 1

(1− βi
βn

)j−k (
βi
βn

)k
∞∑
j=1

qj =
∞∑
j=1

(
n∑
i=1

j∑
k=1

pikhj−k

(
k,
βi
βn

))

=
n∑
i=1

∞∑
k=1

pikhn−k

(
k,
βi
βn

)
= 1

αφού το παραπάνω άθροισμα παραπέμπει σε μείξη αρνητικών διωνυμικών κατανο-

μών με βάρη τα pik και συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας hn−k

(
k,
βi
βn

)
.

Διάγραμμα 9: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής της 0.3G(1, 1.5) +
0.2G(2, 2) + 0.5G(3.5, 1.5)

Παράδειγμα 3.2.3 ΄Εστω ότι η τυχαία μεταβλητή Xi, i = 1, 2, ..., n ακολουθεί

Εκθετική με παράμετρο
1

βi
, ενώ υπάρχει ανεξαρτησία μεταξύ των Xi και, έστω,

S =
n∑
i=1

Xi. Τότε και πάλι προκύπτει μείξη Erlang με συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας εκείνη της σχέσης (3.1), όπου

qj =
n−1∑
i=1

wi
βi
βn

(
1− βi

βn

)j−n

, j = n, n+ 1, ...
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με

wi =

n−1∏
k=1,k 6=i


βk

βn − βk
βk

βn − βk
− βi
βn − βi

 , i = 1, 2, ..., n− 1.

Παράδειγμα 3.2.4 ΄Εστω Xi, i = 1, 2, ..., n ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές

που ακολουθούν Γάμμα κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fXi
(x) = βi(βix)αi−1eβix

1

Γ(αi)
.

Τότε, το άθροισμα των Xi δίνει Erlang με την μορφή της (3.1), αλλά με

qj =
1

j −m

j−m∑
k=1

n−1∑
i=1

αi

(
1− βi

βn

)k
 qj−k, j = m+ 1,m+ 2, ... (3.5)

Διάγραμμα 10: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής της 0.3W (3, 1) +
0.2W (3, 2) + 0.5W (5, 1)
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Σημαντικό είναι να σημειωθεί ότι στην περίπτωση του αθροίσματος Γάμμα

τυχαίων μεταβλητών, όπου προκύπτει μείξη Erlang κατανομών, ο αναδρομικός

τύπος (3.5) για τον υπολογισμό της ποσότητας qj αποτελεί αναδρομικό τύπο

σύνθετης Poisson, που προκύπτει από τη συνέλιξη αρνητικών διωνυμικών

(Willmot & Woo, 2007). Κάποιες φορές η ποσότητα q δεν μπορεί να υπολογιστεί

με ακρίβεια. Σε αυτή την περίπτωση, χρησιμοποιούνται αριθμητικές ή αναδρομικές

μέθοδοι υπολογισμού. Μία από αυτές είναι ο αναδρομικός τύπος του Panjer.

3.2.1 ΄Απειρες Μείξεις Erlang

Ολοκληρώνοντας αυτό το κεφάλαιο, έχει ενδιαφέρον να επισημάνουμε πως σε

μια άπειρη μείξη της μορφής
∞∑
i=1

pifi(x),

όπου pi ∼ Γεωμετρική1(p) και X ∼ Erl(1, λ), προκύπτει γνωστό αποτέλεσμα. Η

σύνθετη γεωμετρική κατανομή δίνει Erl(1, pλ) (Χατζηκωνσταντινίδης, 2018).

Συνεπώς, η συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας και η συνάρτηση του μέσου

υπολειπόμενου χρόνου ζωής που προκύπτουν από μια άπειρη μείξη μεταξύ αυτών

των δύο κατανομών είναι γνωστές και με γνωστές ιδιότητες, όπως θα δούμε στη

συνέχεια της παρούσας διατριβής.



Κεφάλαιο 4

Βαθμίδα Αποτυχίας

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, η μελέτη της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας

είναι βασικό αντικείμενο της παρούσας διατριβής, καθώς παρουσιάζει εφαρμογές

στην Αναλογιστική Επιστήμη και τη Θεωρία Χρεοκοπίας, αλλά και τη Μηχανική.

Παρότι χαρακτηρίζεται διαφορετικά σε κάθε σχεδόν κλάδο, ο ορισμός της

είναι ίδιος. Πιο συγκεκριμένα, η βαθμίδα αποτυχίας, όταν συναντάται στην

Αναλογιστική Επιστήμη, και, ειδικά, στις Ασφαλίσεις Ζωής, καλείται ένταση

θνησιμότητας (force of mortality). Στην Ανάλυση Επιβίωσης, συνάρτηση

κινδύνου (hazard rate/function). Στη Στατιστική, Mill’s Ratio. Στη Θεωρία

Ακραίων Τιμών εντοπίζει την μορφή της κατανομής των ακραίων τιμών, ενώ

στην Ανάλυση Συστημάτων, ονομάζεται βαθμίδα αποτυχίας (failure rate). ΄Οπως

προϊδεάζει το όνομά της, η βαθμίδα αποτυχίας αποτελεί τη συνάρτηση εκείνη, η

οποία εκφράζει την πιθανότητα αποτυχίας από ένα σημείο αναφοράς, συνήθως μετά

την έναρξη λειτουργίας (ή γέννησης), μέχρι κάποια χρονική στιγμή σχεδόν αμέσως

μετά (Barlow & Proschan, 1996).

Στο παρόν κεφάλαιο, θα δοθεί ο μαθηματικός τύπος που την ορίζει και από

αυτόν θα επαληθεύσουμε και μαθηματικά τη φυσική ερμηνεία της συνάρτησης της

βαθμίδας αποτυχίας. Επιπλέον, θα δούμε τη μορφή της θεωρώντας συγκεκριμένες

συνεχείς κατανομές. Τέλος, θα καθορίσουμε κατηγορίες (κλάσεις) κατανομών

37
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τυχαίων μεταβλητών σύμφωνα με την μονοτονία της συνάρτησης της βαθμίδας

αποτυχίας τους, με κύριο στόχο μας να διακρίνουμε περιπτώσεις κλάσεων στην

περίπτωση της μείξης κατανομών.

4.1 Ορισμός

΄Εστω συνεχής μεταβλητή X που μετρά είτε χρόνο ζωής είτε την αξιοπιστία ενός

εξαρτήματος. Οπότε η Χ είναι μη αρνητική τυχαία μεταβλητή με κατανομή F (x)

και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x). Τότε, η βαθμίδα αποτυχίας, r(x),

ορίζεται ως

r(x) =
f(x)

1− F (x)
=
f(x)

F̄ (x)
= − d

dx
lnF̄ (x), x ≥ 0

όπου η F̄ (x) καλείται δεξιά ουρά της κατανομής F (x) ή, διαφορετικά, συνάρτηση

επιβίωσης και ισχύει

F̄ (x) =

∫ ∞
x

f(y)dy = 1−
∫ x

0

f(y)dy = 1− F (x), x ≥ 0.

Συνεπώς, η βαθμίδα αποτυχίας r(x)dx εκφράζει την πιθανότητα αποτυχίας
1

αντικειμένου ηλικίας x στο διάστημα [x, x+dx] με x ≥ 0 και dx→ 0. Μπορούμε

να διαπιστώσουμε από τα παραπάνω ότι

r(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

hF̄ (x)
= lim

h→0

1

h

(
1− F̄ (x+ h)

F̄ (x)

)

ή

r(x) = lim
h→0

1

h

(
1− Pr(X > x+ h|X > x)

)
, x ≥ 0.

Παρατηρώντας την παραπάνω σχέση, βλέπουμε πως η βαθμίδα αποτυχίας

σχετίζεται με την δεξιά ουρά και, μάλιστα, προκύπτει πως μεγάλες τιμές

1
Ως αποτυχία ορίζουμε την μη λειτουργικότητα ενός μηχανήματος (X: αξιοπιστία

μηχανήματος) ή την έλευση του θανάτου σε άτομο ηλικίας x (X: χρόνος ζωής).
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της βαθμίδας αποτυχίας συνδέονται με παχιά δεξιά ουρά. Στο Διάγραμμα 11,

χρησιμοποιείται η κανονική κατανομή, η οποία χαρακτηρίζεται από ελαφριά δεξιά

ουρά και η κατανομή Weibull, η οποία για κάποιες τιμές των παραμέτρων της

είναι κατανομή με βαριά ουρά. Συγκρίνοντας, λοιπόν, τη συνάρτηση της βαθμίδας

αποτυχίας με την αντίστοιχη πυκνότητα μπορούμε να ανιχνεύσουμε τη σύνδεσή

τους με την μορφή της δεξιάς ουράς.

Ακόμη πιο ισχυρή απόδειξη για τη σύνδεση της βαθμίδας αποτυχίας με την

κατανομή είναι η σχέση που δίδεται παρακάτω, η οποία αποδεικνύει πως η βαθμίδα

αποτυχίας όχι απλά συνδέεται με την κατανομή της X, αλλά την καθορίζει.

r(x) = − d

dx
lnF̄ (x)⇒

∫ x

0

r(y)dy = −lnF̄ (x)⇒ F̄ (x) = e−
∫ x
0 r(y)dy, x ≥ 0.

(4.1)

Καθώς η μέση τιμή παρουσιάζει σημαντικές εφαρμογές στη Στατιστική, έχει

ενδιαφέρον να δούμε τη σχέση της αναμενόμενης τιμής με την βαθμίδα αποτυχίας.

Ξεκινώντας από τον ορισμό της αναμενόμενης τιμής παίρνουμε ότι

E(X) =

∫ ∞
0

xf(x)dx =

∫ ∞
0

−xd(1−F (x)) = −
[
x(1−F (x))

]∞
0

+

∫ ∞
0

(1−F (x))dx⇒

E(X) =

∫ ∞
0

F̄ (x)dx =

∫ ∞
0

f(x)

r(x)
dx =

∫ ∞
0

1

r(x)
f(x)dx = E

(
1

r(X)

)

με lim
x→0

x
(

1 − F (x)
)

= 0 και lim
x→∞

x
(

1 − F (x)
)

= 0, θεωρώντας ότι η μέση τιμή

είναι πεπερασμένη.

Συνεπώς, μεγάλη μέση τιμή αντιστοιχεί διαισθητικά σε μικρές τιμές στη βαθμίδα

αποτυχίας και το αντίθετο. Αυτό το συμπέρασμα επιβεβαιώνει τη σχέση της

βαθμίδας αποτυχίας και της δεξιάς ουράς.
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Διάγραμμα 11: Πυκνότητα (πάνω αριστερά), Δεξιά Ουρά (πάνω δεξιά) και Βαθμίδα

Αποτυχίας (κάτω) Κανονικής (Μπλε) και Weibull (Κόκκινη) Κατανομής

Ολοκληρώνοντας με τον ορισμό της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας, θα

πρέπει να σημειωθεί πως δεν μπορεί να καλείται βαθμίδα αποτυχίας η οποιαδήποτε

συνάρτηση. Για να θεωρηθεί, λοιπόν, μία συνάρτηση ως συνάρτηση βαθμίδας

αποτυχίας, θα πρέπει να πληροί τις εξής προϋποθέσεις (Marshall & Olkin, 2007)

• r(x) ≥ 0, ∀x > 0,

•
∫ x

0

r(t)dt <∞, για κάποια x > 0,

•
∫ ∞
0

r(t)dt =∞ και

•
∫ x

0

r(t)dt =∞⇒ r(z) =∞, ∀z > x.
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4.2 Μονοτονία - Κλάσεις Κατανομών

Η ερμηνεία της βαθμίδας αποτυχίας σχετίζεται με την φθορά ενός αντικειμένου

ή ατόμου με την επέλευση του χρόνου, όπως έχει ήδη αναφερθεί. Στην ανθρώπινη

ζωή, αλλά και τη Μηχανική, η “γήρανση” καθιστά στις περισσότερες φορές

περιπτώσεις τη συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας μια αύξουσα συνάρτηση. Παρ΄

όλα αυτά, η μονοτονία της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας δεν είναι απαραίτητα

αυστηρά αύξουσα ή, ακόμη και, αυστηρά φθίνουσα. Χαρακτηριστικό παράδειγμα

αποτελεί η ανθρώπινη ζωή (Unger, 1988). Λόγω της βρεφικής θνησιμότητας η

καμπύλη ξεκινά από ένα σχετικά υψηλό σημείο του άξονα (early failure) και, στη

συνέχεια, μειώνεται απότομα, ενώ για ένα διάστημα γύρω στην ηλικία των 20

παραμένει σταθερή, έως ότου ξεκινήσει την ανοδική τάση έως την τελική ηλικία. Η

μορφή της βαθμίδας αποτυχίας είναι λεκανοειδής (bathtub), όπως την περιγράψαμε

στο Κεφάλαιο 2.

Από την άλλη η επίδραση της γήρανσης μπορεί να αγνοηθεί και, μάλιστα, μπορεί

να επιτύχει και βελτίωση της ζωής. Πιο συγκεκριμένα, στη Θεωρία Αξιοπιστίας

χρησιμοποιείται ο όρος work-hardening, που περιγράφει την περίπτωση κατά την

οποία, υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις (επιδιόρθωση ή συνθήκες θερμοκρασίας),

ένα εξάρτημα μπορεί να αυξήσει την αντοχή του στη φθορά (Barlow & Proschan,

1996; Unger, 1988).

Συνεπώς, έχει νόημα να ελέγξουμε την μονοτονία της συνάρτησης της βαθμίδας

αποτυχίας, καθώς οι διάφοροι τύποι μονοτονίας που μπορεί να παρουσιάσει έχουν

φυσική ερμηνεία. Στη βιβλιογραφία, διακρίνονται δύο κλάσεις μονοτονίας της

βαθμίδας αποτυχίας και έχουν μελετηθεί κάποιες κατανομές ως προς το σε ποια

κλάση ανήκουν και ποιες ιδιότητες φέρουν.

Στην προηγούμενη ενότητα, συμπεράναμε ότι η βαθμίδα αποτυχίας, άρα και

η μονοτονία της, συνδέεται άμεσα με την δεξιά ουρά της κατανομής και κατ΄
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επέκταση με τη συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής που μελετάμε.

Εκμεταλλευόμενοι αυτή τη σχέση, θέτουμε ως κριτήριο για τη μονοτονία της

βαθμίδας αποτυχίας την λογαριθμισμένη κυρτότητα της δεξιάς ουράς και τη

μονοτονία του λόγου
F̄ (y + x)

F̄ (x)
, όπως ορίζεται ο κανόνας απόφασης από τον

Πίνακα 4.1 (Willmot & Lin, 2001).

Ορισμός 4.2.1 (Marshall & Olkin, 2007; Barlow & Proschan, 1996) Λέμε ότι

μία τυχαία μεταβλητή έχει DFR (IFR) κατανομή, όταν καθώς περνά ο χρόνος, η

βαθμίδα αποτυχίας μειώνεται (αυξάνεται).

Πίνακας 4.1: Μονοτονία Βαθμίδας Αποτυχίας σε Σύγκριση με ΄Αλλες Συναρτήσεις

F̄ (y + x)

F̄ (x)
F̄ (x) r(x) Ορολογία

Αύξουσα στο x λογαριθμικά κυρτή Φθίνουσα DFR (decreasing failure rate) ή

για δεδομένο y (log-convex) DHR (decreasing hazard rate)

Φθίνουσα στο x λογαριθμικά κοίλη Αύξουσα IFR (increasing failure rate) ή

για δεδομένο y (log-concave) IHR (increasing hazard rate)

Μια σημαντική ιδιότητα της βαθμίδας αποτυχίας είναι η (Willmot & Lin, 2001):

1

r(∞)
= lim

x→∞

F̄ (x)

f(x)
= lim

x→∞

1− F (x)

f(x)

De l’Hôspital
= lim

x→∞
− f(x)

f ′(x)
. (4.2)

Θεώρημα 4.2.1 (Barlow & Proschan, 1996) Εάν μία συνάρτηση κατανομής F

με μέσο µ είναι IFR, τότε

F̄ (x) ≥

 e−x/µ, x < µ

0, x ≥ µ.
(4.3)
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Απόδειξη

΄ΕστωX μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση κατανομής F (X). Τότε,

από τον Πίνακα 4.1, έχουμε ότι η logF̄ είναι κοίλη συνάρτηση στο x, ενώ από την

ανισότητα του Jensen ισχύει

E
(

log F̄ (X)
)
≤ log F̄ (µ).

Επειδή η F (x) είναι συνεχής συνάρτηση, τότε η F̄ (x) ακολουθεί Ομοιόμορφη

κατανομή στο διάστημα (0,1). Οπότε, έχουμε

E
(

log F̄ (X)
)

=

∫ 1

0

log(u)du = −1.

΄Αρα, η παραπάνω ανισότητα γίνεται log F̄ (µ) ≥ −1⇒ F̄ (µ) ≥ e−1.

Από Barlow & Proschan (1996), ισχύει η εξής ανισότητα

(
F̄ (x)

)1/x
≥
(
F̄ (µ)

)1/µ
, x < µ.

Συνεπώς, έχουμε F̄ (x) ≥ exp
(
− x

µ

)
, x < µ.

Για x ≥ µ, είναι προφανές ότι F̄ (x) ≥ 0.

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει πως η δεξιά ουρά μιας Εκθετικής κατανομής

με παράμετρο
1

µ
καθορίζει τον κανόνα απόφασης. Στη συγκεκριμένη περίπτωση,

έχουμε υποθέσει ότι έχουμε IFR και ισχύει F̄ (x) ≥ F̄exp(x), ενώ για DFR έχουμε

F̄ (x) ≤ F̄exp(x). Η ισότητα ισχύει και στις δύο περιπτώσεις, καθώς η Εκθετική

κατανομή ανήκει και στις δύο κλάσεις, αφού η βαθμίδα αποτυχίας είναι σταθερά και

έτσι φαίνεται πως ορίζεται ως σημείο αναφοράς. Το Διάγραμμα 12 απεικονίζει τη

διαμέριση των κλάσεων βάσει της μονοτονίας της βαθμίδας αποτυχίας. Η τομή των
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δύο κλάσεων περιλαμβάνει την οικογένεια Εκθετικών κατανομών για τις πιθανές

τιμές της παραμέτρου της κατανομής.

Διάγραμμα 12: Γραφική Απεικόνιση των Κατανομών με Μονότονη Βαθμίδα

Αποτυχίας

Σημαντικό είναι να δει κανείς πώς διαφοροποιείται η μονοτονία της βαθμίδας

αποτυχίας όταν η X ακολουθεί κάποιες γνωστές κατανομές, όπως η Εκθετική, η

Γάμμα (κατ΄ επέκταση και η Erlang) και η Weibull. Αυτό ακολουθεί παρακάτω

(Barlow & Proschan, 1996).

Διάγραμμα 13: Βαθμίδα Αποτυχίας για Εκθετική Κατανομή
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Η Εκθετική κατανομή εκτός από την ιδιότητα της έλλειψης μνήμης, διαθέτει

και σταθερή συνάρτηση βαθμίδας αποτυχίας. Οπότε, μπορεί κανείς να πει ότι

είναι, ταυτόχρονα, φθίνουσα και αύξουσα. Η Γάμμα ως κατανομή είναι ασύμμετρη

και, έτσι, φέρει μια πιο φυσική μορφή συγκριτικά με την Κανονική κατανομή και,

επιπλέον, δίνει φθίνουσα ή αύξουσα βαθμίδα αποτυχίας, ανάλογα με το αν α < 1

ή α > 1, αντίστοιχα. Ως προς την Erlang, αφού ισχύει ότι α ή n ∈ N ∗, τότε η

βαθμίδα αποτυχίας θα είναι αύξουσα. Τέλος, η Weibull , όπως και η Γάμμα, για

k < 1 η βαθμίδα αποτυχίας είναι φθίνουσα, ενώ για k > 1 είναι αύξουσα, χωρίς

κανένα περιορισμό για την παράμετρο λ της κατανομής.

4.3 Κλάσεις Μείξης Κατανομών

΄Εχοντας δει τις ιδιότητες της βαθμίδας αποτυχίας για μία τυχαία μεταβλητή,

μπορούμε να ελέγξουμε τις αντίστοιχες ιδιότητες για μια μείξη κατανομών.

Διάγραμμα 14: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Γάμμα Κατανομή
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Παρατήρηση 4.3.1 ΄Εστω F μία διακριτή μείξη των συναρτήσεων κατανομών

F1 και F2 και έστω a ∈ (0, 1). Τότε, ισχύουν

F (x) = aF1(x) + (1− a)F2(x),

f(x) = af1(x) + (1− a)f2(x) και

F̄ (x) = aF̄1(x) + (1− a)F̄2(x)

Οπότε, η βαθμίδα αποτυχίας ισούται με

r(x) =
af1(x) + (1− a)f2(x)

aF̄1(x) + (1− a)F̄2(x)

Παρατηρείται (Marshall & Olkin, 2007; Barlow & Proschan, 1996) ότι δεν

υπάρχει κλειστότητα στην κλάση κατανομών IFR υπό τις μείξεις κατανομών. Αυτό

σημαίνει πως από αυστηρά IFR κατανομές μπορεί να προκύψει μείξη αυστηρά DFR.

Αποδεικνύεται πως αν μία IFR κατανομή G με G(0) = 0, τότε η μείξη

H̄(x) =

∫ ∞
0

F̄ (x|θ)dG(θ)

είναι IFR. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η μείξη Εκθετικών κατανομών είναι DFR.

Επίσης, και η μείξη Γάμμα κατανομών με a < 1 δίνει DFR κλάση. Αυτό προκύπτει

από την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 4.3.1 (Marshall & Olkin, 2007; Barlow & Proschan, 1996)

Αντίθετα με την κλάση κατανομών IFR, οι DFR κατανομές δίνουν πάντα μείξεις,

που είναι DFR.

Αυτή η πρόταση δημιουργεί ερωτήματα για το τι ισχύει όταν έχουμε μείξη

Erlang κατανομών, που σε κάθε μία από αυτές η βαθμίδα αποτυχίας είναι αύξουσα.

Στο Κεφάλαιο 7, θα παρατηρήσουμε υπό ποιες συνθήκες παρατηρούμε IFR ή
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DFR κατανομή.

Διάγραμμα 15: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Erlang Κατανομή

Διάγραμμα 16: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Weibull Κατανομή

Παρατηρώντας τα διαγράμματα των συναρτήσεων της βαθμίδας αποτυχίας για τις

τρεις κατανομές επιβεβαιώνουμε την ιδιότητα που αφορά την παράμετρο σχήματος

της Γάμμα και της Weibull. Διακρίνουμε, ακόμη, πως για την εκθετική έχουμε

r(x) = λ.
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Σημαντικό είναι να σημειωθεί πως όταν X ∼ Erl(n, λ), το όριο με x→∞ της

συνάρτησης βαθμίδας αποτυχίας γίνεται (με τη βοήθεια του Mathematica)

lim
x→∞

r(x) = lim
x→∞

e−λxλnxn−1Γ(n)

(n− 1)!Γ(n, λx)
= λ

Γ(n)

(n− 1)!
n ∈ N
= λ

(n− 1)!

(n− 1)!
= λ.

Αυτό το αποτέλεσμα θα είναι χρήσιμο στο Κεφάλαιο 7, όπου θα ασχοληθούμε

και με την ασυμπτωτική συμπεριφορά της βαθμίδας αποτυχίας, όταν αφορά σε μείξη

κατανομών.



Κεφάλαιο 5

Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος

Ζωής

΄Εχοντας ορίσει τη συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας, στο παρόν κεφάλαιο θα

ορίσουμε το δεύτερο αντικείμενο ενδιαφέροντος, τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο

ζωής. Αρχικά, θα ορίσουμε τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής, δηλαδή το χρόνο

μέχρι την αποτυχία ή τον θάνατο, ενώ έχει περάσει ένα χρονικό διάστημα από

την κατασκευή ή την γέννηση. Θα μελετήσουμε, όμως, τη μέση τιμή αυτής της

τυχαίας μεταβλητής και θα την ονομάσουμε μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής.

΄Οπως μπορεί διαισθητικά κανείς να αντιληφθεί ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος

ζωής συνδέεται με τη βαθμίδα αποτυχίας. Εκτός από τις συνδετικές σχέσεις μεταξύ

τους, θα περιγράψουμε τις αντίστοιχες κλάσεις κατανομών που σχετίζονται με τον

μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής, αλλά και κάποιες που συναντώνται μόνο σε αυτή

τη συνάρτηση και δεν υπάρχει αντιστοιχία με τις κλάσεις της βαθμίδας αποτυχίας.

5.1 Ορισμός

΄Εστω X ο χρόνος ζωής ενός αντικειμένου, οπότε η X είναι μία μη αρνητική

συνεχής τυχαία μεταβλητή. Τότε ορίζουμε ως TX(t) την μεταβλητή που εκφράζει

49
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την υπολειπόμενη ζωή με t ≥ 0 και ισχύει

TX(t) = X − t|X > t.

Η κατανομή της TX(t) ορίζεται ως

FTX (t) = Pr(TX(x) ≤ t) = 1− Pr(TX(x) > t) = 1− Pr(X − x > t|X > x).

Επομένως,

FTX (t) = 1− Pr(X − x > t,X > x)

Pr(X > x)
= 1− Pr(X > x+ t)

Pr(X > x)
= 1− F̄ (x+ t)

F̄ (x)
, t ≥ 0.

Αν θυμηθούμε τον τύπο (2.5) και την ιδιότητα της έλλειψης μνήμης, η Εκθετική

κατανομή, καθώς αγνοεί τον χρόνο που έχει παρέλθει, δεν εμφανίζει κάποιο

ενδιαφέρον, ώστε να περιγράψει τον υπολειπόμενο χρόνο ζωής. Ισχύει, δηλαδή, η

εξής σχέση

FTX (t) = FX(t).

΄Οπως έχει αναφερθεί, θα μελετήσουμε τον μέσο της TX(t), καθώς μπορεί

να χρησιμοποιηθεί τόσο ως στατιστικό εργαλείο για την κατασκευή ελέγχων

υποθέσεων και διαστημάτων εμπιστοσύνης, όσο και ως μια πρώτη ένδειξη για

την εικόνα των δεδομένων. Στην προκειμένη περίπτωση, ο μέσος υπολειπόμενος

χρόνος ζωής ορίζεται (Willmot & Lin, 2001) όπως κάθε μέση τιμή, δηλαδή

E(TX(x)) := mX(x) =

∫ ∞
x

(t−x)
d(F̄ (t))

F̄ (x)
=

∫ ∞
0

Pr(TX(x) > t)dt =

∫ ∞
0

F̄ (x+ t)

F̄ (x)
dt.

(5.1)
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Η σχέση αυτή γράφεται επίσης

mX(x) =
1

F̄ (x)

∫ ∞
x

F̄ (y)dy =
E(X)F̄e(x)

F̄ (x)
=

∫ ∞
x

(
uf(u)

F̄ (x)
− x
)
du, (5.2)

όπου F̄ (t) > 0 η συνάρτηση δεξιάς ουράς, F̄e(t) = e−
∫ t
0 (m(x))−1dx, t ≥ 0 η

δεξιά ουρά της κατανομής ισορροπίας (equilibrium) και F ′1(t) =
F̄ (t)

m(0)
=

F̄ (t)

µ
η πυκνότητα της κατανομής ισορροπίας, με m(x) να είναι ο μέσος υπολειπόμενος

χρόνος ζωής και µ η μέση τιμή της X.

Και εδώ, δεν καλείται συνάρτηση μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής

οποιαδήποτε συνάρτηση. Οφείλει να πληροί κάποιες προϋποθέσεις, είτε η X

λαμβάνει υπόψιν το μηδέν, είτε όχι. Στην πρώτη περίπτωση (x = 0), οι

προϋποθέσεις για το προσδόκιμο ζωής (Guess & Proschan, 1985) είναι

• m : [0,∞) 7→ [0,∞),

• m(0) > 0,

• m δεξιά συνεχής συνάρτηση,

• d(t) = m(t) + t αύξουσα συνάρτηση, όπου d(t) εκφράζει το συνολικό

αναμενόμενο χρόνο ζωής ως το θάνατο ή την αποτυχία, δεδομένου ότι μια

μονάδα επιβιώνει στο χρόνο t, είτε

• να υπάρχει t0, τέτοιο ώστε m(t−0 ) := lim
t→t−0

m(t) = 0 και m(t) = 0, t ∈ [0,∞)

είτε

• αν δεν υπάρχει t0 με την ιδιότηταm(t−0 ) = 0, τότε το ολοκλήρωμα

∫ ∞
0

dy

m(y)
υπάρχει.

Στην δεύτερη περίπτωση, που το μηδέν δεν ανήκει στο πεδίο τιμών του

μέσου υπολειπόμενου χρόνου, οι προϋποθέσεις διαμορφώνονται ως εξής (Guess

& Proschan, 1985)
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• m(t) ≤
(

1

F (1)− t

)+

, ∀t, αν και μόνο αν F (t) = F
((
F−1(1)

)−)
ή 1,

• m(t) ≤ µ

F̄ (t)
− t, ∀t, αν και μόνο αν F (t) = 0,

• m(t) <
( µ

F̄ (t)

)1

r − t, ∀t,

• m(t) ≥ (µ− t)t

F̄ (t)
, t < F−1(1), αν και μόνο αν F (t) = 0,

• m(t) >
1

F̄ (t)

(
µ− F (t)

( µr
F (t)

))
− t, ∀t < F−1(1) και

• m(t) ≥ (µ− t)+.

5.2 Σύνδεση με Βαθμίδα Αποτυχίας

Παρακάτω φαίνεται πως η βαθμίδα αποτυχίας και ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος

ζωής σχετίζονται. Διαισθητικά, τουλάχιστον, για έναν ανθρώπινο οργανισμό, η

βαθμίδα αποτυχίας, εκφράζοντας την γήρανση του, λαμβάνει μεγαλύτερες τιμές,

όσο περνάει η χρόνος, ενώ η υπολειπόμενη ζωή αποτελεί την ζωή που απομένει σε

ένα άτομο, συνεχώς, μειώνεται. Συνεπώς, περιμένει κανείς να δει ”αντίστροφες”

σχέσεις μεταξύ των δύο μεγεθών. Πράγματι, καθώς, όπως δίνει η σχέση (5.3),

είναι ασυμπτωτικά αντιστρόφως ανάλογες ποσότητες.

Συγκεκριμένα, έστω Y μία τυχαία μεταβλητή με βαθμίδα αποτυχίας r(y) και

μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής m(y). Τότε, θα ισχύει

r(∞) = lim
y→∞

E(Y )F̄1(y)

F̄ (y)
= lim

y→∞

−F̄ (y)

−f(y)
= lim

y→∞

1

m(y)
=

1

m(∞)
. (5.3)
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Από την παραπάνω σχέση, μπορούμε να εξάγουμε και άλλα συμπεράσματα.

Περιμένουμε πως όταν η μία συνάρτηση είναι αύξουσα, τότε η άλλη είναι φθίνουσα,

και το αντίστροφο. Αυτό ισχύει καθώς όταν η μέση υπολειπόμενη ζωή φθίνει

(αυξάνει), η βαθμίδα αποτυχίας θα αυξάνει (φθίνει). Την περίπτωση κατά την

οποία είναι γνησίως μονότονες οι συναρτήσεις θα την εξετάσουμε στην επόμενη

ενότητα, ενώ σε επόμενο κεφάλαιο θα μελετήσουμε τη σχέση των συναρτήσεων,

όταν δεν είναι γνησίως μονότονες. Τέλος, όταν οι συναρτήσεις είναι σταθερές,

τότε και οι δύο προέρχονται από Εκθετική κατανομή.

Διάγραμμα 17: Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής για Εκθετική(πάνω

αριστερά), Γάμμα(πάνω δεξιά), Erlang(κάτω αριστερά) και Weibull(κάτω δεξιά)

Παρότι παρατηρούμε σύνδεση μεταξύ των δύο συναρτήσεων, αν και υπάρχει

πάντα ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής, δεν σημαίνει ότι πάντα υπάρχει και η

βαθμίδα αποτυχίας. Αυτό προξενεί προβλήματα, καθώς δίνουν από κοινού πολύ

σημαντικά αποτελέσματα, καθιστώντας τες και τις δύο αναγκαίες σε μια μελέτη.

Ακόμη, μπορεί να σημειωθεί άλλη μία αναντιστοιχία μεταξύ τους. Η βαθμίδα
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αποτυχίας αναφέρεται στη συμπεριφορά του χρόνου ζωής για μικρά χρονικά

διαστήματα (dt), ενώ η υπολειπόμενη ζωή επεκτείνεται από το τώρα μέχρι την

αποτυχία.

Πρόταση 5.2.1 Ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής μπορεί να υπολογιστεί

συναρτήσει της βαθμίδας αποτυχίας από τη σχέση

m(x) =

∫ ∞
0

e−
∫ x+t
x r(y)dydt, x ≥ 0.

Απόδειξη ΄Εχοντας τις σχέσεις (5.1) και (4.1), προκύπτει πως

F̄ (x+ t)

F̄ (x)
=
e−

∫ x+t
0 r(y)dy

e−
∫ x
0 r(y)dy

= e−
∫ x+t
0 r(y)dt+

∫ x
0 r(y)dy = e−

∫ x+t
x r(y)dy.

Οπότε, έχουμε

m(x) =

∫ ∞
0

F̄ (x+ t)

F̄ (x)
dt =

∫ ∞
0

e−
∫ x+t
x r(y)dydt.

5.3 Βασικές Κλάσεις Κατανομών

Σύνδεση μεταξύ των δύο συναρτήσεων υπάρχει και στις κλάσεις κατανομών. Αν

είναι αύξουσα η συνάρτηση του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής, η κατανομή

είναι IMRL (incrasing mean residual lifetime), ενώ αν είναι φθίνουσα συνάρτηση,

η κατανομή είναι DMRL (decreasing mean residual lifetime). Και εδώ, η Εκθετική

κατανομή δίνει σταθερή αναμενόμενη υπολειπόμενη ζωή.

Πρέπει να σημειωθεί πως η DFR κλάση είναι υποσύνολο της IMRL, και,

αντίστοιχα, η IFR είναι μέρος της DMRL, λόγω της αντίστροφης σχέσης που

εμφανίζουν η βαθμίδα αποτυχίας και η μέση υπολειπόμενη ζωή.
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Ισχύει δηλαδή πως:

• αν η F (x) ανήκει στην DFR κλάση, και η r(x), αν υπάρχει, είναι φθίνουσα

και τότε η F (x) ανήκει και στην IMRL, ενώ

• αν η F (x) ανήκει στην IFR κλάση, και η r(x), αν υπάρχει, είναι αύξουσα

και τότε η F (x) ανήκει και στην DMRL.

Από τον Πίνακα 4.1, γνωρίζουμε πως η F ανήκει στην DFR (IFR) κλάση, αν ο

λόγος
F̄ (y + t)

F̄ (y)
είναι αύξουσα (φθίνουσα) συνάρτηση ως προς y. Τότε, θα ισχύει

F̄ (y1 + t)

F̄ (y1)
<
F̄ (y2 + t)

F̄ (y2)
⇒

∫ ∞
0

F̄ (y1 + t)

F̄ (y1)
dt <

∫ ∞
0

F̄ (y2 + t)

F̄ (y2)
dt⇒

m(y1) < m(y2).

΄Αρα, ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής, m(y), είναι αύξουσα συνάρτηση στο

y με y > 0, δηλαδή η F (y) είναι IMRL. Ομοίως, αποδεικνύεται ο δεύτερος κλάδος

της παραπάνω λίστας.

Αντίστοιχα, μπορεί να εκφραστεί η κλάση της F με βάση τη μονοτονία της μέσης

υπολειπόμενης ζωής, χρησιμοποιώντας τον λόγο
F̄ (x+ y)

F̄ (x)
και της κυρτότητας ή

μη της συνάρτησης log F̄ (x).

Διάγραμμα 18: Γραφική Απεικόνιση των Κλάσεων IFR, DFR, IMRL, και DMRL
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5.4 Επιπλέον Κλάσεις Κατανομών

Εώς τώρα εξετάσαμε τις κλάσεις IFR και DFR για τη βαθμίδα αποτυχίας και

τις DMRL και IMRL για τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής. Παρ΄ όλα αυτά, θα

εξετάσουμε κάποιες επιπλέον κλάσεις που παρουσιάζουν ενδιαφέρον, και, μάλιστα,

συνδέονται τόσο μεταξύ τους, όσο και με τις αρχικές κλάσεις που έχουμε ήδη

αναφέρει. Αυτές οι ομάδες κατανομών διακρίνονται σε συνεχείς και διακριτές,

ανάλογα με τον τύπο της τυχαίας μεταβλητής που περιγράφουν.

5.4.1 Συνεχής Περίπτωση

Η πρώτη ομάδα είναι η NWU (new worse than used) και NBU (new better

than used). Για να χαρακτηριστεί μια κατανομή ως NWU (NBU) θα πρέπει να

ισχύει η σχέση

F̄ (x+ y) ≥ (≤)F̄ (x)F̄ (y), ∀x ≥ 0, y ≥ 0.

Αν θέλουμε να ερμηνεύσουμε τον όρο new worse (better) than used, παίρνουμε

από την παραπάνω ανισότητα τη σχέση

Pr(Y > x+ y|Y > y) = Pr(TY (y) > x) ≥ (≤)Pr(Y > x), (5.4)

που σημαίνει πως η υπολειπόμενη ζωή είναι στοχαστικά μεγαλύτερη (μικρότερη)

από τη νέα ζωή.

Τέλος, προκύπτει πως η DFR (IFR) κλάση κατανομών ανήκει στην NWU

(NBU).
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Επόμενη ομάδα είναι η NWUE (new worse than used in expectation) και

NBUE (new better than used in expectation). Η συγκεκριμένη ομάδα υποθέτει

ότι η μέση υπολειπόμενη ζωή ενός νεογέννητου αναμένεται να είναι μικρότερη

(ή μεγαλύτερη, αν αφορά την NBUE (new better than used in expectation))

από εκείνη ενός μεγαλύτερου. ΄Αρα η NWU (NBU) είναι υποομάδα της NWUE

(NBUE).

Ορισμός 5.4.1 ΄Εστω μία τυχαία μεταβλητή Y με συνάρτηση κατανομής F

και συνάρτηση μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής m(y). Θα λέμε ότι η F είναι

NWUE (NBUE) αν

m(y) ≥ (≤)m(0)⇔ E(TY (y)) ≥ (≤)E(Y ) (5.5)

ή, ισοδύναμα,

m(y) =

∫ ∞
0

F̄ (y + t)

F̄ (y)
dt ≥ (≤)

∫ ∞
0

F̄ (t)dt = E(Y ) = m(0).

Φαίνεται πως η NWUE περιλαμβάνει αρκετές μικρότερες κλάσεις. Οπότε

κρίνεται ενδιαφέρον να μελετηθούν κάποιες ιδιότητες. Πριν προχωρήσουμε, όμως,

στις υπόλοιπες κλάσεις, θα πρέπει να ορισθεί ο συντελεστής μεταβλητότητας.

Ορισμός 5.4.2 (Πανάρετος & Ξεκαλάκη, 2003) Ο συντελεστής μεταβλητότη-

τας μιας τυχαίας μεταβλητής X συμβολίζεται με CV μετρά το άπλωμα των

δεδομένων σε σχέση με το μέσο και δίνεται από τη σχέση

CV =

√
V ar(X)

E(X)
.

Το CV εκφράζεται συνήθως σε ποσοστό, που διευκολύνει τη σύγκριση μεταξύ

ομάδων, οι οποίες, όμως, παρότι έχουν ίδιες μονάδες μέτρησης, δεν μπορούν να

συγκριθούν μέσω της τυπικής απόκλισης. Επίσης, ο συντελεστής μεταβλητότητας
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αποτελεί καθαρό αριθμό, που σημαίνει ότι μπορούν τα συγκριθούν ομάδες με

διαφορετικές μονάδες μέτρησης, για παράδειγμα διαφορετικά νομίσματα.

Η κλάση NWUE συνδέεται με την δεξιά ουρά. Χρησιμοποιώντας το συντελεστή

μεταβλητότητας, παρατηρείται (Willmot & Lin, 2001) ότι για τις κατανομές που

ανήκουν στην NWUE το τετράγωνο του συντελεστή παίρνει τιμές μεγαλύτερες

της μονάδας, δηλαδή ισχύει η σχέση

V ar(X) ≥ E2(X).

Επιπλέον, για την NWUE (NBUE) ισχύουν οι εξής σχέσεις

m(y) ≥ (≤)E(Y )⇒

F̄ (y) ≤ (≥)
E(Y )

y +m(y)
, y ≥ 0

Τέλος, αν θέσουμε ως δ την διάμεσο, δηλαδή F̄ (δ) =
1

2
, τότε θα ισχύει πως

1

2
≤ (≥)

E(Y )

δ + E(Y )
⇒ δ ≤ (≥)E(Y )

΄Αρα, η κατανομή δεν είναι συμμετρική, αλλά εμφανίζει θετική (αρνητική)

ασυμμετρία.

Η κλάση κατανομών UWA (used worse than aged) και UBA (used better than

aged) είναι εκείνη η ομάδα κατανομών για την οποία ισχύουν

0 < m(∞) < r(∞) και F̄ (x+ y) ≤ (≥)F̄ (y)e
−

x

m(∞) , x ≥ 0, y ≥ 0. (5.6)
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Αντίστοιχα, αν χρησιμοποιηθεί η βαθμίδα αποτυχίας, μια κατανομή ανήκει σε

αυτή την ομάδα, αν ισχύουν οι σχέσεις της παρακάτω Πρότασης 5.4.1, αν, βέβαια,

υπάρχει η βαθμίδα αποτυχίας. Επιπλέον, αν μια κατανομή ανήκει στην IMRL

(DMRL), τότε η κατανομή αυτή ανήκει και στην UWA (UBA).

Πρόταση 5.4.1 (Willmot & Lin, 2001) Εάν η F (x) είναι απολύτως συνεχής

με βαθμίδα αποτυχίας r(x) = − d

dy
lnF̄ (y), τότε αποδεικνύεται ότι η F (x) είναι

UWA (UBA) αν

r(y) ≥ (≤)r(∞) όπου 0 < r(∞) <∞.

Τέλος, η κλάση UWAE (used worse than aged in expectation) και UBAE

(used better than aged in expectation) είναι χαρακτηρισμός για κατανομή που

ικανοποιεί την παρακάτω ανισότητα.

m(y) ≤ (≥)m(∞)

Η κλάση κατανομών UWA (UBA) είναι υποσύνολο της κλάσης UWAE

(UBAE), αφού ισχύει

m(y) =

∫ ∞
0

F̄ (x+ y)

F̄ (y)
dx ≤ (≥)

∫ ∞
0

e
−

x

m(∞)dx = m(∞).

Πριν προχωρήσουμε στην διακριτή περίπτωση ομάδων κατανομών, είναι χρήσιμο

να κατασκευάσουμε ένα διάγραμμα στο οποίο θα αποτυπώνονται τα υποσύνολα

των παραπάνω κλάσεων.

Διάγραμμα 19: Διαμέριση των Επιπλέον Κλάσεων που Αφορούν Συνεχείς

Κατανομές
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5.4.2 Διακριτή Περίπτωση

Οι κλάσεις που έχουν αναφερθεί έως τώρα αφορούν συνεχείς κατανομές. Στη

διακριτή περίπτωση (Willmot & Lin, 2001), οι ποσότητες ενδιαφέροντος δεν

διαφέρουν ιδιαίτερα, αν και θα πρέπει να ορισθούν κάποιες νέες ποσότητες, ενώ

θα μας απασχολήσει η ποσότητα

αn+1

αn
= 1− hn+1, n = 0, 1, 2, ...

όπου αn = Pr(N > n).

Πριν προχωρήσουμε, θα πρέπει να ορίσουμε τις εξής ποσότητες

• N : μεταβλητή μέτρησης με πιθανότητες pn = Pr(N = n), n = 0, 1, 2, ...,

• αn = Pr(N > n) =
∞∑

κ=n+1

pκ και

• {hn}: διακριτή βαθμίδα αποτυχίας με

hn = Pr(N = n|N ≥ n) =
pn

pn + αn
, n = 0, 1, 2, ....



61 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΜΕΣΟΣ ΥΠΟΛΕΙΠΟΜΕΝΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΖΩΗΣ

Ορισμός 5.4.3 (Willmot & Lin, 2001) Ορίζουμε τη συνάρτηση πιθανότητας

pn ως log-convex (log-concave), αν

p2n+1 ≤ (≥)pnpn+2, n = 0, 1, 2, ...

ή ισοδύναμα όταν ο λόγος

pn+1

pn
(5.7)

είναι αύξουσα (φθίνουσα) συνάρτηση του n.

Η πρώτη κλάση διακριτών κατανομών που θα εξετάσουμε είναι η D-IFR (discrete

increasing failure rate) και D-DFR (discrete decreasing failure rate). Η {pn}n≤0
ανήκει στην D-DFR, αν ο λόγος

αn+1

αn
είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς το n

ή, διαφορετικά, αν η hn είναι φθίνουσα. Αντίστοιχα, ισχύουν και για την D-IFR.

Σημαντικό είναι να σημειωθούν περιπτώσεις για τις τιμές της {αn}.

• Αν και δεν είναι σύνηθες, όταν αn = 0, χρησιμοποιείται η ανισότητα α2
n+1 ≤

αnαn+2, n = 0, 1, 2, ....

• Αν αn, αn+1 > 0, τότε, παίρνοντας την παραπάνω εναλλακτική ανισότητα,

προκύπτει η σχέση
αn+1

αn
≤ αn+2

αn+1

, που σημαίνει πως η
αn+1

αn
είναι αύξουσα.

• Αν αn = αn+1 = αn+2 = 0, τότε ικανοποιείται η σχέση α2
n+1 ≤ αnαn+2.

• Αν η αn είναι log-convex, η {pn}n≤0 ανήκει στην D-DFR.

Επόμενο βήμα είναι η DS-DFR (discrete strong decreasing failure rate) και

DS-IFR (discrete strong increasing failure rate), η οποία είναι μικρότερη κλάση

της D-DFR και της D-IFR, αντίστοιχα. Αυτό ισχύει, επειδή αποτελεί μία κλάση με

περισσότερο αυστηρές συνθήκες της παραπάνω ομάδας ως προς το ότι τα μεγέθη

h0 και p0 έχουν επιλεχθεί αυθαίρετα. Οπότε, τώρα, προϋποθέτουμε πως η pn
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είναι γνησίως φθίνουσα, όσον αφορά την DS-DFR, δηλαδή η hn θα είναι φθίνουσα

στο n. Συνεπώς, μπορεί να δει κανείς πως η DS-DFR κλάση είναι υποσύνολο

της D-DFR. Τέλος, η log-convex (log-concave) είναι υποσύνολο του DS-DFR

(DS-IFR).

Η διακριτή αναμενόμενη υπολειπόμενη ζωή υπολογίζεται ως

mn = E(N − n|N > n) =

∞∑
κ=n+1

(κ− n)pκ

αn
=

∞∑
κ=n

ακ

αn
. (5.8)

Η συνάρτηση πιθανότητας pn ανήκει στην D-IMRL (discrete increasing mean

residual lifetime) και D-DMRL (discrete decreasing mean residual lifetime), όταν

ηmn είναι αύξουσα (φθίνουσα) στο n. ΄Οπως και στη συνεχή περίπτωση, η D-DFR

(D-IFR) περιέχεται στην κλάση D-IMRL (D-DMRL).

Τελευταία κλάση είναι η DS-NWU (discrete new worse than used) και DS-NBU

(discrete new better than used). Η συνάρτηση πιθανότητας pn χαρακτηρίζεται

ως DS-NWU (DS-NBU) αν ισχύει η παρακάτω ανισότητα (5.9). Η DS-DFR

(DS-IFR) περιλαμβάνεται στην DS-NWU (DS-NBU).

αn+l+1 ≥ (≤)αnαl, n, l = 0, 1, 2, ... (5.9)

Συνοψίζοντας τα υποσύνολα των κλάσεων στις ευρύτερες ομάδες κατανομών

προκύπτουν τα Διαγράμματα 20 και 21.
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Διάγραμμα 20: Διαμέριση των Επιπλέον Κλάσεων που Αφορούν Διακριτές

Κατανομές, Μέρος Ι

Διάγραμμα 21: Διαμέριση των Επιπλέον Κλάσεων που Αφορούν Διακριτές

Κατανομές, Μέρος ΙΙ





Κεφάλαιο 6

Κυρτότητα

΄Εχουμε ήδη ορίσει στο Κεφάλαιο 2, πότε καλείται μια συνάρτηση (λογαριθμικά)

κυρτή ή (λογαριθμικά) κοίλη. Τώρα θεωρώντας πως η κατανομή της τυχαίας

μεταβλητής που μελετάμε είναι Erlang, μπορούμε να εξετάσουμε την κυρτότητα

της συνάρτησης πυκνότητας και της δεξιάς ουράς, σε μια κατανομή ή σε μείξη

κατανομών. Αρχικά, θα αναφέρουμε θεωρήματα που συνδέουν την κυρτότητα

της συνάρτησης πυκνότητας με την βαθμίδα αποτυχίας, αλλά και με την δεξιά

ουρά που είναι σημαντικό για να εξάγουμε συμπεράσματα απλά μελετώντας την μία

συνάρτηση. Στη συνέχεια, θα ελέγξουμε την κυρτότητα τόσο με την εφαρμογή

ορισμών που έχουν περιγραφεί στο Κεφάλαιο 2, όσο και με την παράγωγο της

συνάρτησης ενδιαφέροντος. Θα πρέπει να αναφερθεί πως κύριος σκοπός σε αυτό το

κεφάλαιο, είναι να διερευνήσουμε αν η (λογαριθμισμένη) κυρτότητα της κατανομής

της Erlang διατηρείται υπό την μείξη κατανομών.

6.1 Κυρτότητα Erlang Κατανομών

Στο Κεφάλαιο 4, είδαμε ότι η συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας της Erlang

είναι πάντοτε αύξουσα, οπότε η κατανομή είναι IFR. Ενδιαφέρον έχει να ελέγξουμε

αν μπορούμε να συνδέσουμε την κυρτότητα ή την λογαριθμική κυρτότητα και

την κλάση της κατανομής, είτε με τη βοήθεια της συνάρτησης πυκνότητας ή της

65
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δεξιάς ουράς. Με τη βοήθεια των δύο παρακάτω προτάσεων, αυτά τα ερωτήματα

θα απαντηθούν. Τέλος, θα συσχετίσουμε την λογαριθμική κυρτότητα με την

κυρτότητα πέραν από τη σχέση που έχουμε αναφέρει στο Κεφάλαιο 2.

Πρόταση 6.1.1 (Bagnoli & Berstrom, 1989) ΄Οταν η F έχει αύξουσα βαθμίδα

αποτυχίας, είναι δηλαδή IFR, τότε μπορεί να χαρακτηριστεί ως λογαριθμικά κοίλη

συνάρτηση.

Στο Κεφάλαιο 4, και συγκεκριμένα στον Πίνακα 4.1, αναφέρουμε πως αν μια

συνάρτηση F είναι λογαριθμικά κοίλη, τότε είναι και IFR (Marshall & Olkin,

2007). Οπότε, με την παραπάνω πρόταση, αποδεικνύεται πως ισχύει και το

αντίστροφο.

Πρόταση 6.1.2 (Bagnoli & Berstrom, 1989) Αν η f είναι λογαριθμικά κοίλη,

τότε η συνάρτηση κατανομής, F , καθώς και η συνάρτηση δεξιάς ουράς, F̄ , είναι

λογαριθμικά κοίλες συναρτήσεις.

Συνεπώς, για την κατανομή Erlang παρατηρούμε τα εξής

• η βαθμίδα αποτυχίας είναι αύξουσα, η κατανομή είναι, δηλαδή, IFR,

• η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f , είναι λογαριθμικά κοίλη και

• η συνάρτηση δεξιάς ουράς, F̄ , είναι λογαριθμικά κοίλη.

Τα παραπάνω συμπεράσματα μπορούν να εξεταστούν, ελέγχοντας τα κριτήρια

των Ορισμών 2.4.1 και 2.4.3, που αναφέρονται στην κυρτότητα και τη λογαριθμική

κυρτότητα με τις εξής ανισότητες

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)⇒
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αf(x) + (1− α)f(y)− f(αx+ (1− α)y) ≥ 0 και (6.1)

f(αx+ (1− α)y) ≥ |f(x)|α|f(y)|1−α, (6.2)

αντίστοιχα.

Διάγραμμα 22: Εφαρμογή της (6.1) στις Συναρτήσεις της Πυκνότητας και της

Δεξιάς Ουράς για y = 1 (αριστερά) και y = 2 (δεξιά)

Στο Διάγραμμα 22, βλέπουμε πως η ανισότητα (6.1) πληρείται για τη συνάρτηση

πυκνότητας και τη δεξιά ουρά, όπου σημαίνει πως και οι δύο είναι κυρτές

συναρτήσεις. Στο Διάγραμμα 23, ελέγχουμε την ανισότητα (6.2), η οποία,

όμως, δεν τηρείται. Παρότι συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας δεν είναι

λογαριθμικά κυρτή, δεν μπορούμε να την θεωρήσουμε λογαριθμικά κοίλη, καθώς

η συνάρτηση, ενδεχομένως, να μην είναι γνήσια λογαριθμικά κυρτή ή κοίλη, όπως

δείχνουν και τα παραδείγματα που περιγράφονται στον Πίνακα 6.1.

Εναλλακτικά, μπορούμε να ελέγξουμε την κυρτότητα μιας συνάρτησης μέσω της

παραγώγου. Δηλαδή,

• αν έχουμε f ′′ > 0 σε ένα διάστημα Δ, τότε η f είναι κυρτή σε αυτό το

διάστημα, ενώ
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• αν έχουμε f ′′ < 0 σε ένα διάστημα Δ, τότε η f είναι κοίλη σε αυτό το

διάστημα.

Διάγραμμα 23: Εφαρμογή του Ορισμού 2.4.3 στη Συνάρτηση της Πυκνότητας

Πιθανότητας της Erl(2, 3)

Τα διαστήματα της x που αναφέρονται στον παραπάνω πίνακα υπολογίστηκαν με

αριθμητικές μεθόδους. Παρατηρούμε πως η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

και η συνάρτηση δεξιάς ουράς δεν είναι κυρτές συναρτήσεις για κάθε x, δηλαδή δεν

παρουσιάζουν γνήσια κυρτότητα. Το Διάγραμμα 24 επιβεβαιώνει τα αποτελέσματα

του παρακάτω πίνακα. Βλέπουμε πως, αρχικά, οι συναρτήσεις είναι κοίλες και, στη

συνέχεια, μοιάζουν να είναι κυρτές.

Στον Πίνακα 6.1, παίρνοντας ενδεικτικά κάποιες κατανομές, έχουμε εντοπίσει

ότι σε κάποια διαστήματα για το x, η Erlang εμφανίζει κυρτές συναρτήσεις f(x)

και F̄ (x), ενώ στα συμπληρωματικά διαστήματα, οι δύο συναρτήσεις είναι κοίλες.

Πίνακας 6.1: Διαστήματα Κυρτότητας για τη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

και τη Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς

Παράμετροι Κατανομής Διάστημα x για f Διάστημα x για F̄
n = 2 και λ = 3 x ≥ 0.66 x ≥ 0.33
n = 4 και λ = 0.1 0 ≤ x ≤ 12.67, x ≥ 47.32 x ≥ 30
n = 2 και λ = 10 x ≥ 1/5 x ≥ 1/10
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Βλέπουμε, λοιπόν, πως δεν είναι γνήσια κυρτές οι συναρτήσεις f και F̄ , αλλά

μόνο κατά διαστήματα. Τα παρακάτω διαγράμματα απεικονίζουν τις δύο πρώτες

περιπτώσεις, που αναφέρονται στον παραπάνω πίνακα.

Διάγραμμα 24: Συνάρτηση Πυκνότητας και Δεξιάς Ουράς

6.2 Κυρτότητα Μείξης Erlang Κατανομών

Επόμενο βήμα είναι να ελέγξουμε αν τα συμπεράσματα που προηγήθηκαν

διατηρούνται κάτω από την μείξη. Στο Κεφάλαιο 2, είδαμε πως αν κάποιες

συναρτήσεις είναι κυρτές, τότε η μείξη τους θα είναι επίσης κυρτή. Για

την λογαριθμική κυρτότητα, γνωρίζουμε πως η μείξη λογαριθμικά κυρτών

συναρτήσεων είναι και εκείνη λογαριθμικά κυρτή. Επιπλέον, ισχύει και υπό τη μείξη

κατανομών η σύνδεση της κυρτότητας της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας

και της συνάρτησης δεξιάς ουράς, η οποία μας διευκολύνει στο να εξάγουμε

συμπεράσματα ταυτόχρονα και για τις δύο συναρτήσεις.

Στην περίπτωση της Erlang, δείξαμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας και η

συνάρτηση δεξιάς ουράς είναι κυρτές μόνο σε κάποια διαστήματα και δεν είναι

λογαριθμικά κυρτές.
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Για τον έλεγχο όσων θα εξετασθούν σε αυτή την ενότητα, χρησιμοποιούνται η

μείξη με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

g(x) = pf1(x) + (1− p)f2(x)

και, αντίστοιχα, συνάρτηση δεξιάς ουράς

Ḡ(x) = pF̄1(x) + (1− p)F̄2(x)

με τις εξής τυχαίες μεταβλητές:

• X1 ∼ Erl(n = 2, λ = 3) = F1,

• X2 ∼ Erl(n = 4, λ = 0.1) = F2 και

• 0 < p < 1 το βάρος που αντιστοιχεί στην X1.

Εδώ υποθέτουμε ότι fi είναι η πυκνότητα της συνάρτησης κατανομής Fi για

i = 1, 2.

Πριν προχωρήσουμε στην διαδικασία ελέγχου και τα συμπεράσματα που

εξάγονται από αυτή, σημαντικό είναι να δούμε τι ισχύει για την ανισότητα του

Ορισμού 2.4.1, όπου έχουμε τη συνθήκη

g(αx+ (1− α)y) ≤ αg(x) + (1− α)g(y).

Δηλαδή έχουμε

• g(αx+ (1− α)y) = pf1(αx+ (1− α)y) + (1− p)f2(αx+ (1− α)y) και

• αg(x)+(1−α)g(y) = α[pf1(x)+(1−p)f2(x)]+(1−α)[pf1(y)+(1−p)f2(y)].

Οπότε, φέρνοντας τις δύο συναρτήσεις, f1 και f2, στο αριστερό και το δεξί μέλος

της ανισότητας 2.9, αντίστοιχα, έχουμε πως
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• p[f1(αx + (1 − α)y) − αf1(x) − (1 − α)f1(y)] = p[f1(αx + (1 − α)y) −

(αf1(x) + (1− α)f1(y))] και

• (1− p)[−f2(αx + (1− α)y) + αf2(x) + (1− α)f2(y)] = −(1− p)[f2(αx+

(1− α)y)− (αf2(x) + (1− α)f2(y))].

Παρατηρεί κανείς στην τελευταία σχέση πως προκύπτουν οι διαφορές των

συναρτήσεων του ορισμού, από αριστερά στην X1 πολλαπλασιασμένη με p, ενώ

δεξιά στην X2 πολλαπλασιασμένη με 1 − p. Συνεπώς, αν γνωρίζει κανείς την

κυρτότητα της κάθε επιμέρους συνάρτησης, f1(x) και f2(x), μπορεί να εξάγει

συμπεράσματα για την κυρτότητα της συνάρτησης g(x), που αφορά στη μείξη των

f1(x) και f2(x). Το ίδιο, όμως, δεν μπορεί να προκύψει στην περίπτωση της

ανισότητας του Ορισμού 2.4.3, λόγω της δύναμης που εμφανίζεται στο άθροισμα.

Χρησιμοποιώντας την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότη-

τας και της συνάρτησης δεξιάς ουράς, διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

Πίνακας 6.2: Διαστήματα Κυρτότητας για τη Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

και τη Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς Μείξεων Κατανομών

Μείξη Κατανομών Διάστημα x για f Διάστημα x για F̄
0.2 Erl(n = 2, λ = 3)+ 0.66 ≤ x ≤ 12.67, 0.33 ≤ x ≤ 3.57
0.8 Erl(n = 4, λ = 0.1) x ≤ 47.32 x ≥ 10

0.7 Erl(n = 2, λ = 3)+ 0.66 ≤ x ≤ 12.67, 0.33 ≤ x ≤ 3.57
0.3 Erl(n = 4, λ = 0.1) x ≤ 47.32 x ≥ 10

0.2 Erl(n = 2, λ = 1.5)+ x ≥ 1.03 x ≥ 0.52
0.8 Erl(n = 2, λ = 2)

0.7 Erl(n = 2, λ = 1.5)+ x ≥ 1.19 x ≥ 0.59
0.3 Erl(n = 2, λ = 2)
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Διάγραμμα 25: Συνάρτηση Πυκνότητα και Δεξιάς Ουράς Μείξης Κατανομών

΄Οπως και πριν, τα αποτελέσματα του πίνακα επιβεβαιώνονται από το Διάγραμμα

26, όπου βλέπουμε πως η κυρτότητα και στις δύο περιπτώσεις δεν είναι γνήσια,

καθώς δεν είναι ξεκάθαρο ότι η μία καμπύλη ξεπερνά την άλλη για κάθε x, και

κυρίως για τις μεγάλες τιμές της μεταβλητής. Παρατηρώντας και το Διάγραμμα

25, μπορούμε να δούμε πως οι συναρτήσεις δεν είναι γνήσια κυρτές.

Διάγραμμα 26: Εφαρμογή της Συνθήκης του Ορισμού 2.4.1 για τη Συνάρτηση

Πυκνότητας για p = 0.7 (αριστερά) και p = 0.3 (δεξιά) για y = 1

Είναι ασαφές αν είναι η μείξη κυρτή ή κοίλη συνάρτηση, εξαιτίας του ότι δεν είναι

γνήσια κυρτή η συνάρτηση της πυκνότητας και της δεξιάς ουράς. Το συμπέρασμα

αυτό είναι παρόμοιο με εκείνο που λάβαμε για την μία κατανομή Erlang. Η

επιλογή των παραμέτρων και των βαρών των κατανομών κρύβει ενδιαφέρον για
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το αν διαφοροποιεί την κυρτότητα της μείξης, αλλά δεν ανήκει στο αντικείμενο της

παρούσας διατριβής. Παρ΄ όλα αυτά, μπορούμε να προχωρήσουμε στον έλεγχο της

λογαριθμικής κυρτότητας.

Στα παρακάτω διαγράμματα, χρησιμοποιούνται οι εξής δυο συναρτήσεις

• 0.7fErl(2,3)(0.2x+ 0.8y) + 0.3fErl(4,0.1)(0.2x+ 0.8y) (κόκκινη) και

• 0.7f 0.2
Erl(2,3)(x) + 0.3f 0.8

Erl(4,0.1)(x) (μπλε),

εκτός αν ορίζεται διαφορετικά.

Διάγραμμα 27: Εφαρμογή της Ανισότητας (2.10) στη Συνάρτηση Πιθανότητας για

y = 1

Από το παραπάνω διάγραμμα, βλέπουμε πως δεν αλλάζει η συμπεριφορά των

συναρτήσεων ως προς την λογαριθμισμένη κυρτότητα. Και πάλι έχουμε ασαφές

συμπέρασμα, καθώς δεν είναι γνήσια λογαριθμικά κυρτή συνάρτηση. Θα πρέπει

να σημειωθεί ότι η επιλογή των βαρών της μείξης (p) και των μεταβλητών (α)

δεν διαμορφώνει την λογαριθμισμένη κυρτότητα, όπως και στην κυρτότητα που

ελέγξαμε πριν.
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Διάγραμμα 28: Εφαρμογή της Ανισότητας (2.10) στη Συνάρτηση Πυκνότητας για

λ1 = λ, λ2 = λ+ 5 (αριστερά) και λ1 = λ+ 25, λ2 = λ (δεξιά) για y = 1

Στο παραπάνω διάγραμμα, παρατηρούμε πως δεν είναι καθόλου ξεκάθαρο, όσο

αυξάνεται η παράμετρος κλίμακας (λ), ποια από τις δύο καμπύλες υπερβαίνει την

άλλη, καθιστώντας αδύνατο να κρίνουμε αν είναι λογαριθμικά κυρτή ή κοίλη.

Διάγραμμα 29: Εφαρμογή της Ανισότητας (2.10) στη Συνάρτηση Πυκνότητας για

n1 = n2 = n (αριστερά) και n1 = n, n2 = n+ 25 (δεξιά) για y = 1

Ως προς το παραπάνω διάγραμμα, φαίνεται πως η παράμετρος σχήματος (n)

διαμορφώνει την λογαριθμισμένη κυρτότητα, όταν ισχύει n1 = n2. Βλέπουμε ότι

για μικρές τιμές του x, οι δύο καμπύλες εναλλάσσουν τη θέση τους, έχοντας,

όμως, και σημεία τομής. Από την άλλη, όταν n2 = n1 + 25, οι δύο καμπύλες δεν
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εμφανίζουν κάποια διαφοροποίηση. Βλέπουμε, δηλαδή, ότι η διαφορά μεταξύ των

παραμέτρων αυτών είναι τέτοια που δεν επιτρέπει αλλαγές στην λογαριθμισμένη

κυρτότητα.

Ολοκληρώνοντας την μελέτη των συναρτήσεων f και F̄ , συμπεραίνουμε πως αι

οι δύο συναρτήσεις δεν είναι γνήσια (λογαριθμικά) κυρτές τόσο στην κατανομή όσο

και στη μείξη Erlang. ΄Εχοντας αναφέρει αρχικά πως η κυρτότητα συνδέεται με την

κλάση της κατανομής, μπορεί η κυρτότητα να αποτελεί ένδειξη για την μονοτονία

της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας. Πιο συγκεκριμένα, αν η μονοτονία της

είναι γνήσια ή θυμίζει roller-coaster (βλέπε κάτω από Ορισμό (2.4.9)), τότε και η

κυρτότητα δεν είναι γνήσια, όπως έχουμε δει. Αυτό είναι το αντικείμενο μελέτης

του επόμενου κεφαλαίου.





Κεφάλαιο 7

Επιλογή Παραμέτρων Μείξης

Στο παρόν κεφάλαιο θα εξετάσουμε παραδείγματα στα οποία η μείξη κατανομών

Erlang δίνει αύξουσα βαθμίδα αποτυχία και γνησίως κυρτή ή κοίλη συνάρτηση

πυκνότητας πιθανότητας. Γνωρίζουμε πως οι μείξεις IFR κατανομών δεν

δίνουν απαραίτητα IFR ή απαραίτητα μία από τις δύο βασικές κλάσεις που

χαρακτηρίζουν την βαθμίδα αποτυχίας (IFR/DFR). Ως προς τη κυρτότητα, είδαμε

στο προηγούμενο κεφάλαιο πως η μείξη δίνει κυρτότητα ανά διαστήματα, άρα,

ενδεχομένως, να σηματοδοτεί κάτι ανάλογο για την μονοτονία της r, δηλαδή να

μην παρουσιάζει γνήσια μονοτονία.

Για την μελέτη αυτών των περιπτώσεων, κατασκευάζουμε διαγράμματα και

εξετάζουμε τις παραγώγους των συναρτήσεων ενδιαφέροντος (βαθμίδα αποτυχίας

και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας). ΄Οπως έχει περιγραφεί στα αντίστοιχα

κεφάλαια, η πρώτη παράγωγος αφορά την μελέτη της μονοτονίας και εδώ

εφαρμόζεται στη συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας, ενώ η δεύτερη παράγωγος

αφορά την κυρτότητα και εφαρμόζεται στη συνάρτηση πυκνότητας της κατανομής.

Στα πλαίσια της μελέτης της μονοτονίας και της κυρτότητας των αντίστοιχων

συναρτήσεων θα επιβεβαιώσουμε θεωρήματα και προτάσεις που έχουν καταγραφεί

στην βιβλιογραφία, ενώ, παράλληλα, θα παρατηρήσουμε μοτίβα συμπεριφορών των

77
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συναρτήσεων ενδιαφέροντος, χωρίς αυτά να αποτελούν κριτήρια για την μονοτονία

και την κύρτωσή τους κατ΄ επέκταση. Τέλος, θα συνδέσουμε με τα παραπάνω το

συντελεστή μεταβλητότητας για την μείξη κατανομών.

7.1 Βαθμίδα Αποτυχίας

΄Οπως έχουμε αναφέρει, μια συνάρτηση κατανομής ανήκει στην IFR κλάση

κατανομών, όταν η αντίστοιχη συνάρτηση βαθμίδα αποτυχίας είναι αύξουσα

συνάρτηση ή, αλλιώς, αν η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης είναι θετική, δηλαδή

αν ισχύει:

r′(x) > 0.

Στην περίπτωση της μείξης, θέλουμε να ισχύει για τη βαθμίδα αποτυχίας

(Marshall & Olkin, 2007):

drm(x)

dx
=
d(p(x)r1(x) + (1− p(x))r2(x))

dx
> 0,

όπου

p(x) =
pF̄1(x)

pF̄1(x) + (1− p)F̄2

. (7.1)

Η παραπάνω παράγωγος δεν μπορεί να αναλυθεί εύκολα με αλγεβρικές μεθόδους,

δηλαδή να δούμε για το ποιες τιμές της μεταβλητής x και για δεδομένες τιμές των

παραμέτρων των δύο κατανομών έχουμε αύξουσα συνάρτηση. Μπορούμε, όμως,

να δούμε τι ισχύει όταν οι παράμετροι των κατανομών πάρουν συγκεκριμένες τιμές.

Πρόταση 7.1.1 Ενδεικτικά, ακολουθεί η απόδειξη που αφορά στη μείξη των

Erl(2, λ) και Erl(3, λ) με οποιοδήποτε βάρος p, η οποία δίνει IFR κατανομή.
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Απόδειξη Η παράγωγος της βαθμίδας αποτυχίας μπορεί να γραφεί ως

dr(x)

dx
=
f ′(x)F̄ (x) + f 2(x)

F̄ 2(x)
,

όπου

f(x) = e−λxλ2x
(
p+ (1− p)λx1

2

)
,

f ′(x) = e−λxλ2
(
p(1− λx) + (1− p)λx(1− λx1

2

)
και

F̄ (x) = e−λxλ2
(
p(1 + λx) + (1− p)(1 + λx+ (λx)2

1

2

)
.

Βλέπουμε ότι ο παρονομαστής του λόγου είναι θετικός, λόγω του τετραγώνου.

Οπότε, εξετάζουμε τον αριθμητή, ο οποίος έχει ως εξής:

f ′(x)F̄ (x) + f 2(x) = e−2λxλ2(AA),

όπου

AA =
(
p(1− λx) + (1− p)λx(1− λx0.5)

)
(
p(1 + λx) + (1− p)(1 + λx+ (λx)20.5)

)
+

(λx)2(p2 + (1− p)20.25 + p(1− p)(λx))

= (λx)2(1− p2)0.5 + (1− p)(λx) + p ≥ 0, ∀p, λ •

Για να λάβουμε, όμως, συμπεράσματα γενικά για την μείξη των Erlang

κατανομών, προχωρούμε στην κατασκευή διαγραμμάτων, στα οποία εξετάζουμε

πώς η επιλογή των παραμέτρων και των βαρών των κατανομών διαμορφώνει την

μονοτονία της βαθμίδας αποτυχίας.

Στο Διάγραμμα 30, αποτυπώνονται οι μορφές της συνάρτησης της βαθμίδας

αποτυχίας. Πιο συγκεκριμένα, παίρνουμε τέσσερις μορφές, τις οποίες

περιγράφουμε μέσω των εξής μείξεων κατανομών

• Τύπος (Α): 0.5Erl(5, 1) + 0.5Erl(5, 0.5),
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• Τύπος (Β): 0.01Erl(7, 2) + 0.99Erl(2, 0.001),

• Τύπος (Γ): 0.5Erl(3, 20) + 0.5Erl(5, 20) και

• Τύπος (Δ): 0.5Erl(1, 0.1) + 0.5Erl(20, 0.1).

Διάγραμμα 30: Μορφές Συνάρτησης Βαθμίδας Αποτυχίας

Ο τύπος (Α) θυμίζει συνάρτηση με μορφή roller-coaster, όπως έχει περιγραφεί

στο Κεφάλαιο 2, δηλαδή παρουσιάζει μια “μείξη” των δύο βασικών ειδών

μονοτονιών. Στην προκειμένη περίπτωση, η συνάρτηση είναι αρχικά αύξουσα,

έπειτα γίνεται φθίνουσα και τέλος είναι πάλι αύξουσα. Ο τύπος (Β) εμφανίζει

λεκανοειδή μορφή και, μάλιστα, upside-bathtub. Οι περιπτώσεις (Γ) και (Δ)

είναι γνησίως μονότονες, με την μία να είναι αύξουσα (IFR κατανομή) και η άλλη

φθίνουσα (DFR κατανομή).

΄Ετσι, αποδεικνύεται εμπειρικά πως η μείξη IFR κατανομών, όπως είναι εκείνες

που περιγράφουν την Erlang, δίνουν τόσο γνήσια μονότονες (αύξουσες, αλλά και
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φθίνουσες) συναρτήσεις βαθμίδας αποτυχίας είτε και άλλων μορφών συναρτήσεις.

Θα μπορούσε κανείς να πει ότι η μορφή (Α) μπορεί τμηματικά να δώσει τις άλλες

μορφές. Συγκεκριμένα, με τη βοήθεια του παρακάτω διαγράμματος, βλέπουμε

πως αποκόπτοντας το τμήμα της κατανομής για x ∈ [0, β), η κατανομή μοιάζει

στη μορφή (Β), ενώ στο διάστημα x ∈ [β,∞) δίνει τη μορφή (Γ), και τέλος, στο

x ∈ [α, β], έχουμε την μορφή (Δ). Η επιλογή των παραμέτρων n και λ δίνουν

ποιο τμήμα της (Α) θα προκύψει.

Διάγραμμα 31: Συνάρτηση Βαθμίδας Αποτυχίας για τη Μείξη του Τύπου (Α)

Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε δύο αποτελέσματα που αφορούν στην ασυμπτω-

τική συμπεριφορά της βαθμίδας αποτυχίας για μια μείξη κατανομών.

Θεώρημα 7.1.1 (Finkelstein, 2009) ΄Εστω F1(x) και F2(x) δύο απόλυτα

συνεχείς συναρτήσεις κατανομής με r1(x) και r2(x) να είναι οι αντίστοιχες

συναρτήσεις βαθμίδας αποτυχίας. ΄Εστω η μείξη

F (x) = pF1(x) + (1− p)F2(x),

με συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας της μείξης να είναι

rm(x) = p(x)r1(x) + (1− p(x))r2(x),
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όπου η p(x) είναι όπως ορίστηκε στην (7.1). Αν

lim
x→∞

inf

[
r2(x)

r1(x)

]
> 1 και lim

x→∞
sup

[
r2(x)

r1(x)

]
<∞,

τότε

lim
x→∞

rm(x)

r1(x)
= 1.

Η ερμηνεία του παραπάνω θεωρήματος βασίζεται στη “συμπεριφορά” των δύο

πληθυσμών που αποτελούν τη μείξη. Αν, δηλαδή, ο λόγος των συνεχών

συναρτήσεων ri με i = 1, 2 είναι πεπερασμένος, όταν x → ∞, η μείξη συγκλίνει

στον “ισχυρότερο” πληθυσμό. Αυτό προκύπτει ευκρινέστερα στην επόμενη

πρόταση, η οποία υποθέτει την ύπαρξη ορίων για τις συναρτήσεις r1(x), r2(x)

και rm(x).

Πρόταση 7.1.2 (Marshall & Olkin, 2007) ΄Εστω η μείξη

F (x) = pF1(x) + (1− p)F2(x)

με αντίστοιχη συνάρτηση βαθμίδας αποτυχίας

rm(x) = p(x)r1(x) + (1− p(x))r2(x).

Αν όλα τα όρια των rm(x), r1(x) και r2(x) για x→∞ υπάρχουν, τότε ισχύει πως

lim
x→∞

rm(x) = min
[

lim
x→∞

r1(x), lim
x→∞

r2(x)
]
.

Θα πρέπει να υπενθυμίσουμε πως στο Κεφάλαιο 4 είδαμε ότι ασυμπτωτικά για

την Erl(n, λ) ισχύει lim
x→∞

r(x) = λ.

Συνεπώς, μια παρατήρηση που αφορά στη μείξη Erlang είναι πως το όριο

του λόγου της μείξης προς τις επιμέρους συναρτήσεις για κοινή παράμετρο λ,
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ανεξάρτητα από την επιλογή της n, δίνει μονάδα. Στον παρακάτω πίνακα,

αναφέρονται παραδείγματα που το επιβεβαιώνουν. Προηγείται, όμως, η πρόταση

που μας δίνει αποτέλεσμα για την βαθμίδα αποτυχίας της μείξης μεταξύ μιας

Εκθετικής και μιας Erlang κατανομής.

Πρόταση 7.1.3 (Gupta & Warren, 2001) Η μείξη μιας X1 ∼ Erl(1, λ),

δηλαδή μιας Εκθετικής με παράμετρο λ και μιας X2 ∼ Erl(2, λ), δίνει πάντα

IFR κατανομή.

Πίνακας 7.1: ΄Ορια Λόγου της Συνάρτησης Μείξης Βαθμίδας Αποτυχίας προς τις

επιμέρους Βαθμίδες Αποτυχίας

Μείξη Κατανομών lim
x→∞

rm(x)

r1(x)
lim
x→∞

rm(x)

r2(x)
0.5 Erl(n = 2, λ = 20)+
0.5 Erl(n = 3, λ = 20) 1 1

0.75 Erl(n = 2, λ = 2.5)+
0.25 Erl(n = 3, λ = 2.5) 1 1

0.75 Erl(n = 1, λ = 1.5)+
0.25 Erl(n = 7, λ = 1.5) 1 1

0.5 Erl(n = 2, λ = 20)+
0.5 Erl(n = 2, λ = 2) 0.1 1

0.50 Erl(n = 5, λ = 15)+
0.50 Erl(n = 5, λ = 20) 1 0.75

0.5 Erl(n = 3, λ = 1)+
0.5 Erl(n = 3, λ = 0.2) 0.2 1

0.5 Erl(n = 5, λ = 1)+
0.5 Erl(n = 5, λ = 0.3) 1 0.3

Παρότι δεν άπτεται του αντικειμένου της προκειμένης διατριβής η μείξη μεταξύ

Εκθετικής και Erlang, θα πρέπει να σημειώσουμε πως η συμπεριφορά της μείξης
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που ορίζεται στην παραπάνω πρόταση δεν παρουσιάζει κοινά με άλλες μείξεις. Το

παράδειγμα της μείξης του τύπου (Α) δείχνει πως η μείξη αυτών των δύο κατανομών

μπορεί να δώσει μη μονότονη βαθμίδα αποτυχίας.

Επιπλέον, μπορούμε να επιβεβαιώσουμε ότι για τις μείξεις που σχηματίζονται

από μια Εκθετική με παράμετρο λ1 (n1 = 1) και μια Erlang με παραμέτρους n2 και

λ2 τηρούνται οι επισημάνσεις των Block et al. (2012), δηλαδή:

• ΄Οταν λ1 = λ2 και n2 ≤ 2, τότε έχουμε IFR κατανομή.

• ΄Οταν λ1 = λ2 και n2 > 2, τότε η μείξη δίνει συνάρτηση βαθμίδας αποτυχίας

λεκανοειδούς μορφής και, μάλιστα, (bathtub).

Συμπληρωματικά, μπορούμε να σημειώσουμε πως στην περίπτωση όπου λ2 < λ1

και n1 = 1 και n2 ≥ 2 η μορφή της συνάρτησης παίρνει τη μορφή (Δ).

Διάγραμμα 32: Βαθμίδα Αποτυχίας για 0.5Erl(3, 0.1) + 0.5Erl(3 + d, 0.1) και

0.5Erl(3, 0.1) + 0.5Erl(3 + d, 1)

Στην περίπτωση που κρατάμε κοινή την παράμετρο λ, και σχηματίζουμε

|n1 − n2| >> 0 (βλέπε Διάγραμμα 32), παρατηρούμε πως έχουμε την (Α) μορφή,

αρχικά, και στη συνέχεια μοιάζει με τον τύπο (Β) της βαθμίδας αποτυχίας.

Στην περίπτωση, όμως, που έχουμε λ1 6= λ2, παρατηρούμε ότι η μορφή (Α)

διατηρείται και, μάλιστα, η απόσταση των δύο μαζών/κορυφών της συνάρτησης
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να απομακρύνονται όσο αυξάνεται η διαφορά των παραμέτρων n1 και n2, όμως,

και πάλι καταλήγει να είναι της μορφής (Β).

Διάγραμμα 33: Βαθμίδα Αποτυχίας για 0.7Erl(n, 3) + 0.3Erl(n, 50) (αριστερά)

και για 0.5Erl(2, 5) + 0.5Erl(n, λ) (δεξιά)

Διακρίνουμε από το παραπάνω διάγραμμα (στο αριστερό τμήμα του) πως όταν

λ2 >> λ1, η συνάρτηση παραμένει αύξουσα, αλλά μεγαλώνοντας το n, απλώνεται

η συνάρτηση και μοιάζει να έχει λεκανοειδή μορφή (bathtub).

Στο δεξί μέρος του παραπάνω διαγράμματος διακρίνουμε παράλληλα δύο

περιπτώσεις. Μία με κοινή παράμετρο σχήματος (λ = 5) και εκείνη με λ1 = 5 και

λ2 = 10 με μπλε και κόκκινο, αντίστοιχα. Στη μείξη των Erl(2, λ) και Erl(n, λ)

(κόκκινη καμπύλη) βλέπουμε πως για n ≤ 9 η κατανομή που προκύπτει είναι

IFR, ενώ για n ≥ 10 η μορφή της βαθμίδας αποτυχίας θυμίζει λεκανοειδή μορφή.

Στην περίπτωση που η δεύτερη παράμετρος της κατανομής δεν είναι κοινή (μπλε

καμπύλη), παρατηρούμε ότι είτε εξ΄ αρχής σχηματίζει την (Α) μορφή, είτε είναι

διαφορετική η τιμή του n που αλλάζει τη μορφή της κατανομής από IFR σε μια

μορφή της (Α) περισσότερο.
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7.2 Κυρτότητα Συνάρτησης Πυκνότητας

΄Οπως έχουμε δει στο προηγούμενο κεφάλαιο, η μείξη κατανομών Erlang δίνει

κυρτές ανά διαστήματα συναρτήσεις πυκνότητας και δεξιάς ουράς. Εξαιτίας της

Πρότασης 6.1.2, θα μελετήσουμε μόνο τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,

καθώς τα συμπεράσματα γενικεύονται και για τη συνάρτηση δεξιάς ουράς. Για την

μελέτη της κυρτότητας, χρησιμοποιούμε τις μείξεις για τις οποίες μελετήσαμε την

μορφή της βαθμίδας αποτυχίας.

Αρχικά, εξετάζουμε την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης με τη χρήση

αριθμητικών μεθόδων, βλέποντας πως σε συγκεκριμένα διαστήματα η συνάρτηση

είναι κυρτή. Αυτή η παρατήρηση ευσταθεί, καθώς όταν η συνάρτηση δεξιάς ουράς

είναι κοίλη, η συνάρτηση κατανομής είναι κυρτή, το οποίο, όμως, δεν μπορεί να

συμβεί σε όλο το θετικό ημιάξονα. Πράγματι, αν η F είναι κυρτή, τότε ισχύει πως

F ′(x) = f(x) είναι αύξουσα συνάρτηση και η f ′(x) > 0. Η f , όμως, θα πρέπει να

συγκλίνει στο μηδέν όταν x→∞, άρα έχουμε άτοπο.

Πίνακας 7.2: Διαστήματα Μεταβλητής x με Κυρτή Συνάρτηση Πυκνότητας

Πιθανότητας

Μείξη Κατανομών x
0.5 Erl(n = 5, λ = 1)+ x ≤ 2.01886, 5.96464 ≤ x ≤ 12.7514
0.5 Erl(n = 5, λ = 0.5) x ≥ 19.9245

0.5 Erl(n = 3, λ = 0.1)+ x ≤ 5.85786, 34.1421 ≤ x ≤ 236.149
0.5 Erl(n = 30, λ = 0.1) x ≥ 343.852

0.5 Erl(n = 3, λ = 20)+
0.5 Erl(n = 5, λ = 20) x ≤ 0.0343102, x ≥ 0.244798

0.5 Erl(n = 1, λ = 0.1)+
0.5 Erl(n = 20, λ = 0.1) x ≤ 146.413, x ≥ 233.589

Βλέπουμε πως ακόμη και κατανομές με γνήσια μονότονες βαθμίδες αποτυχίας,

δεν έχουν πιθανά γνήσια κυρτότητα, καθώς η δεύτερη παράγωγος εμφανίζει, όπως
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αναμενόταν, διαστήματα στα οποία η συνάρτηση αλλάζει κυρτότητα. Παρακάτω

ακολουθούν τα διαγράμματα αυτών των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας.

Παρατηρούμε, λοιπόν, πως η κυρτότητα των μείξεων που χρησιμοποιήθηκαν

στην προηγούμενη ενότητα, παρότι εμφανίζουν διαφορετικού τύπου μονοτονίας

για τη βαθμίδα αποτυχίας, παρουσιάζουν πολλά κοινά στοιχεία μεταξύ τους. Πιο

συγκεκριμένα, ο τύπος (Α) της προηγούμενης ενότητας δίνει μη γνήσια κυρτή

συνάρτηση πυκνότητας. Οι τύποι (Β) και (Γ) είναι, αρχικά, κοίλες και στη συνέχεια

κυρτές συναρτήσεις. Τέλος, η DFR μείξη αντιστοιχεί σε κυρτή συνάρτηση

πυκνότητας πιθανότητας.

Θα πρέπει να σημειωθεί εδώ πως το διάγραμμα που αντιστοιχεί στον τύπο (Α) της

βαθμίδας αποτυχίας δίνει την εντύπωση πως με διαφορετικές επιλογές παραμέτρων

και βαρών, θα μπορούσε να προκύψει δικόρυφη συνάρτηση.

Διάγραμμα 34: Συναρτήσεις Πυκνότητας των αντίστοιχων Μορφών των

Συναρτήσεων Βαθμίδας Αποτυχίας
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Τέλος, δεν διακρίνεται κάποιο μοτίβο συμπεριφοράς των κατανομών που δίνουν

την ίδια μορφή της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, όπως, επίσης, δεν

διακρίνονται στοιχεία που να συνδέουν την μονοτονία της συνάρτησης βαθμίδας

αποτυχίας με την κυρτότητα της αντίστοιχης κατανομής.

7.3 Συντελεστής Μεταβλητότητας

΄Εως τώρα είδαμε πως η μείξη συναρτήσεων που είναι αύξουσες ή κυρτές δεν δίνει

IFR ή κυρτή κατανομή. Παρατηρήσαμε ότι δεν έχουμε πάντα γνήσια μονοτονία ή

κυρτότητα.

Για να μελετήσουμε τα δύο αυτά χαρακτηριστικά, υπολογίσαμε και το

συντελεστή μεταβλητότητας, ο οποίος, όπως έχει αναφερθεί, είναι ένα μέτρο

σχετικής μεταβλητότητας, όταν αυτή είναι απαλλαγμένη τόσο από την επιρροή της

μέσης τιμής, όσο και από τις μονάδες μέτρησης. Χρησιμοποιείται για τη σύγκριση

πληθυσμών και, μάλιστα, η ομογένεια ενός πληθυσμού αποτελεί την ερμηνεία της

τιμής του συντελεστή. ΄Οσο μικρότερη η τιμή του συντελεστή μεταβλητότητας,

τόσο πιο ομογενής είναι ο πληθυσμός.

Από Willmot & Lin (2001) μπορούμε να συνδέσουμε το συντελεστή

μεταβλητότητας με την κλάση της βαθμίδας αποτυχίας, δηλαδή

- Αν η F είναι DFR, τότε ισχύει CV ≥ 1.00000000000000000000

- Αν η F είναι IFR, τότε ισχύει CV ≤ 1.00000000000000000000
(Σ1)

Στην απλή Erlang κατανομή, ισχύει πάντα ότι ο συντελεστής μεταβλητότητας

είναι μικρότερος της μονάδας, CV 2 ≤ 1, αφού

√
V ar(X) =

√
n

λ2
=

√
n

λ
< E(X) =

n

λ
.
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Αυτό σημαίνει ότι η κατανομή είναι IFR, που πράγματι ισχύει.

Μπορούμε, λοιπόν, πια να δούμε τι ισχύει για το συντελεστή μεταβλητότητας

κάτω από την μείξη. Αν υπάρχουν, δηλαδή, περιπτώσεις στις οποίες μπορούμε να

ισχυριστούμε πως ο συντελεστής παίρνει πάντα τιμές μεγαλύτερες ή μικρότερες

της μονάδας.

Πρώτα από όλα, για τη μείξη κατανομών μεX1 ∼ Erl(n1, λ1), X2 ∼ Erl(n2, λ2)

και βάρη p, 1−p, αντίστοιχα, ισχύουν οι εξής τύποι για τον μέσο και τη διακύμανση

(με χρήση του Mathematica):

• E(X) =

∞∫
0

x(pf1(x) + (1− p)f2(x))dx = p
n1

λ1
+ (1− p)n2

λ2
και

• V ar(X) =

∞∫
0

(x − µ)2(pf1(x) + (1 − p)f2(x))dx =

−2λ1λ2n1n2(1− p) + λ22n1p(1 + n1(1− p)) + λ21n2(1− p)(1 + n2p)

(λ1λ2)2
.

Τα παρακάτω διαγράμματα αφορούν στη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της

μείξης pErl(n1, λ1)+(1−p)Erl(n2, λ2) (κόκκινη καμπύλη) και των συναρτήσεων

fErl(n1,λ1)(x) (μπλε καμπύλη) και fErl(n2,λ2)(x) (γκρι καμπύλη). Στο διάγραμμα

αριστερά έχουμε επιλέξει τις παραμέτρους n1 = 5, λ1 = 1 n2 = 5, και λ2 =

0.5, ενώ οι παράμετροι για το διπλανό διάγραμμα είναι n1 = 5, λ1 = 1 n2 =

10, και λ2 = 1. Και στα δύο διαγράμματα μεταβάλλονται οι τιμές των βαρών των

δύο κατανομών.

Παρατηρείται ότι όταν στις δύο κατανομές, που σχηματίζουν την μείξη,

βρίσκονται μακριά οι κορυφές τους (|n1−n2| >> 0), διαγραμματικά, η κατανομή με

το μεγαλύτερο βάρος “επιβάλλεται” της άλλης. Βλέπουμε δηλαδή πως η κατανομή
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της μείξης τείνει προς την κατανομή με το μεγαλύτερο βάρος. Αυτό σημαίνει

ότι οι τιμές της μέσης τιμής και της διακύμανσης τείνουν προς τις τιμές της

κατανομής με το μεγαλύτερο βάρος και, πρακτικά, πως CVp>0.5 > CVp=0.5 και

CVp>0.5 > 1→ CV 2
p>0.5 > 1.

Διάγραμμα 35: Συνάρτηση Πυκνότητας Μείξης και Επιμέρους Κατανομών

Εκτός από το συντελεστή μεταβλητότητας, μπορούμε να εξετάσουμε την

κυρτότητα (και εν γένει την μορφή) της συνάρτησης με βάση τα παρακάτω

στατιστικά της κατανομής, τα οποία υπολογίζονται στον πίνακα που ακολουθεί:

• Συντελεστής Κύρτωσης: E[(X − µ)4]

σ4

(
=

6

n

)

• Συντελεστής Ασυμμετρίας: E

[(
X − µ
σ

)3
](

=
2√
n

)
και

• Συντελεστής Μεταβλητότητας: σ

E(X)

(
=

1√
n

)
.

Εντός της παρένθεσης δίνονται οι τύποι των συντελεστών όταν X ∼ Erl(n, λ).

Στον Πίνακα 7.3, όμως, αναφέρονται τα παραδείγματα μείξεων κατανομών που

δόθηκαν στις μορφές που μπορεί να λάβει η συνάρτηση της βαθμίδας αποτυχίας.

Κρατάμε τις παραμέτρους σχήματος των μείξεων ως έχουν και μεταβάλλουμε την

κοινή παράμετρο σχήματος και τα βάρη των κατανομών. Παρατηρούμε πως όταν
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αλλάζει η παράμετρος λ για τα ίδια βάρη κατανομών, οι συντελεστές παραμένουν

αμετάβλητοι, δεδομένων των n1 και n2.

Εκτός από την περίπτωση που έχουμε παρόμοιες τιμές των συντελεστών

(ανεξάρτητα από την τιμή της παραμέτρου λ) που εξετάζονται στον Πίνακα 7.3,

η επιλογή των βαρών των κατανομών φαίνεται πως δεν επηρεάζει τη συμπεριφορά

της μείξης, είτε αφορά τη μονοτονία της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας,

είτε χαρακτηριστικά, όπως είναι το όριο του λόγου της μείξης προς τις επιμέρους

συναρτήσεις της βαθμίδας αποτυχίας, επιβεβαιώνοντας τα συμπεράσματα του

παραπάνω διαγράμματος.

Πίνακας 7.3: Διάνυσμα Συντελεστών (Κύρτωσης, Ασυμμετρίας,

Μεταβλητότητας)T

(n1, n2), ∀λ p = 0.15 p = 0.5 p = 0.75

(3, 5)
λ ∈ {0.1, 1, 10}

 4.1054
4.3200
4.8777

  0.8590
0.9838
1.1413

  0.4856
0.5590
0.5890


(3, 30)

λ ∈ {3, 8, 20}

 3.4641
1.3715
3.0083

  −1.0998
0.2069
1.2837

  0.4201
0.8544
1.2411


(1, 20)

λ ∈ {2, 5, 10}

 3.2106
1.4991
3.2935

  −0.8757
0.2884
1.3627

  0.4634
0.9559
1.4903



Κοιτάζοντας τον παρακάτω πίνακα, θα πρέπει να σημειώσουμε ότι, όταν οι

επιμέρους κατανομές είναι πολύ κοντά η μία στην άλλη (|n1 − n2| ≈ 0), τα CV

και CV 2
της μείξης βρίσκονται πολύ κοντά με τους αντίστοιχους συντελεστές

για κάθε επιλογή βάρους. Η διαφορά, ίσως, να γίνεται αντιληπτή μετά το πέμπτο

δεκαδικό ψηφίο.
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Από τη Συνθήκη (Σ1) έχουμε πως για γνωστή κλάση της κατανομής

(IFR/DFR), αναμένουμε την τιμή του CV να είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη από τη

μονάδα. Το αντίστροφο αποδεικνύεται πως δεν ισχύει, καθώς ο παρακάτω πίνακας

δίνει τιμές του CV μεγαλύτερες και μικρότερες της μονάδας για μείξεις που δεν

παρουσιάζουν γνήσια μονότονη βαθμίδα αποτυχίας.

Πίνακας 7.4: Στατιστικά Μείξεων Κατανομών

Μείξη Κατανομών µ σ σ2 CV CV 2

0.5 Erl(n = 2, λ = 5)+
0.5 Erl(n = 8, λ = 10) 0.60 0.3464 0.1200 0.5773 0.3500

0.7 Erl(n = 12, λ = 3)+
0.3 Erl(n = 20, λ = 20) 3.10 1.6847 2.8383 0.5434 0.2953

0.2 Erl(n = 12, λ = 3)+
0.8 Erl(n = 12, λ = 30) 1.12 1.5332 2.3509 1.3690 1.8741

0.7 Erl(n = 12, λ = 3)+
0.3 Erl(n = 12, λ = 30) 2.92 1.9128 3.6589 0.6550 0.4291

0.5 Erl(n = 4, λ = 5)+
0.5 Erl(n = 20, λ = 10) 1.40 0.7348 0.5400 0.5248 0.2755

0.5 Erl(n = 10, λ = 5)+
0.5 Erl(n = 20, λ = 10) 2.00 0.5477 0.3000 0.2738 0.0750

0.8 Erl(n = 30, λ = 26)+
0.2 Erl(n = 30, λ = 25) 1.16 0.2131 0.0454 0.1832 0.0335

0.8 Erl(n = 30, λ = 2)+
0.2 Erl(n = 30, λ = 25) 12.24 6.0398 36.4800 0.4934 0.2434

0.5 Erl(n = 2, λ = 2)+
0.5 Erl(n = 30, λ = 25) 1.10 0.5329 0.2840 0.2347 0.2347

0.45 Erl(n = 2, λ = 2)+
0.55 Erl(n = 30, λ = 25) 1.11 0.5111 0.2613 0.4605 0.2120

0.7 Erl(n = 2, λ = 2)+
0.3 Erl(n = 30, λ = 25) 1.06 0.6105 0.3728 0.5760 0.3317
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7.4 Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής

΄Εχοντας μελετήσει τη συνάρτηση βαθμίδας αποτυχίας για την μείξη των

κατανομών Erlang, μπορούμε να προχωρήσουμε στην μελέτη του μέσου

υπολειπόμενου χρόνου ζωής. Αρχικά, εξετάζουμε τη σχέση του με την βαθμίδα

αποτυχίας και, στη συνέχεια, εξετάζουμε σημαντικά στοιχεία που χαρακτηρίζουν

τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής.

Γνωρίζουμε από προηγούμενο κεφάλαιο ότι όταν μία κατανομή είναι IFR, είναι

και DMRL, ενώ, αντίστοιχα, αν είναι DFR, θα είναι IMRL. Το αντίστροφο

δεν ισχύει, καθώς οι κλάσεις που αφορούν τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής

είναι μεγαλύτερες από εκείνες που αφορούν την βαθμίδα αποτυχίας. Συνεπώς,

ενδιαφέρον έχει να ελέγξουμε αν πράγματι πληρείται αυτή η διαπίστωση και στις

μείξης κατανομών, αλλά και να παρατηρήσουμε τι ισχύει για τον μέσο υπολειπόμενο

χρόνο ζωής, όταν δεν έχουμε γνήσια μονότονες συναρτήσεις που περιγράφουν την

βαθμίδα αποτυχίας.

Για την μελέτη των παραπάνω κατασκευάζουμε διαγράμματα, χρησιμοποιώντας

τα ίδια παραδείγματα μείξεων που περιγράφηκαν και στις προηγούμενες ενότητες

του κεφαλαίου.

Παίρνοντας, λοιπόν, περιπτώσεις κατανομών, και λαμβάνοντας υπ΄όψιν τις

μορφές που απεικονίζονται και στο Διάγραμμα 30, παρατηρούμε πως η μονοτονία

της συνάρτησης του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής είναι αντίστροφη εκείνης

της συνάρτησης της βαθμίδας αποτυχίας. Παρατηρούμε, όμως, πως η μείξη

0.5Erl(1, 0.1)+0.5Erl(20, 0.1) δεν εμφανίζει γνήσια φθίνουσα συνάρτηση, καθώς

για μικρά x, η συνάρτηση είναι αύξουσα και στη συνέχεια γίνεται φθίνουσα.
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Διάγραμμα 36: Συναρτήσεις Μέσου Υπολειπόμενου Χρόνου Ζωής

Συνέχεια της Πρότασης 7.1.3 είναι η παρακάτω που συνδέει με ένα αλγεβρικό

παράδειγμα (με τη χρήση τουMathematica) την μονοτονία της βαθμίδας αποτυχίας

και του αντίστοιχου μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής για τη μείξη μιας

Εκθετικής και μιας Erlang κατανομής.

Πρόταση 7.4.1 Η μείξη μιας X1 ∼ Erl(1, λ), δηλαδή μιας Exp(λ), και μιας

X2 ∼ Erl(2, λ) δίνει πάντα DMRL κατανομή.

Απόδειξη

΄Εχουμε ότι

dr(x)

dx
=

(
0.5e−x + 0.5e−xx

0.5e−x + 0.5 (e−x + e−xx)

)2

− 0.5e−xx

0.5e−x + 0.5 (e−x + e−xx)
,
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ενώ για το μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής ισχύει πως

dm(x)

dx
=
e−x(1.5 + 0.5x) (0.5e−x + 0.5e−xx)

(0.5e−x + 0.5 (e−x + e−xx))2
− e−x(1 + 0.5x)

0.5e−x + 0.5 (e−x + e−xx)
.

Συνεπώς, για κάθε x > 0, ισχύουν οι εξής συνθήκες
dr(x)

dx
≥ 0 και

dm(x)

dx
< 0,

ή, διαφορετικά, η κατανομή είναι IFR και DMRL, όπως φαίνεται στο παρακάτω

διάγραμμα. λ •

Διάγραμμα 37: Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής και Βαθμίδα Αποτυχίας για

0.5Erl(1, 1) + 0.5Erl(2, 1)

Εδώ, θα πρέπει να γίνουν δύο επισημάνσεις. Η μία αφορά στο ότι η μονοτονία

της μίας συνάρτησης εξαρτάται, ως ένα βαθμό, από την άλλη, αλλά όπως έχουμε

αναφέρει η κλάση I(D)MRL είναι μεγαλύτερη της D(I)FR.

Ενδιαφέρον έχει να εξετάσουμε την ισχύ του παρακάτω Θεωρήματος που συνδέει

τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο, την τιμή της βαθμίδας αποτυχίας στο σημείο

μηδέν (r(0)) και την μέση τιμή για τις περιπτώσεις των συναρτήσεων που έχουν

λεκανοειδή μορφή.

Θεώρημα 7.4.1 (Gupta & Akman, 1995) ΄Εστω r(t) η βαθμίδα αποτυχίας και

m(t) ο αντίστοιχος μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής. Αν η r(t) παρουσιάζει

λεκανοειδή μορφή, τότε
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• η m(t) είναι φθίνουσα (η συνάρτηση, δηλαδή, κατανομής είναι DMRL), αν

r(0) ≤ 1

µ
,

• η m(t) έχει ανάποδη λεκανοειδή μορφή, αν r(0) >
1

µ
.

Αντίστοιχα, αν η r(t) εμφανίζει ανάποδη λεκανοειδή μορφή, τότε

• η m(t) είναι αύξουσα (η συνάρτηση κατανομής είναι IMRL), αν r(0) ≥ 1

µ
,

• η m(t) έχει λεκανοειδή μορφή, αν r(0) <
1

µ
.

Διάγραμμα 38: Βαθμίδα Αποτυχίας (αριστερά) και Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος

Ζωής (δεξιά) για τις Μείξεις 0.95Erl(15, 0.1) + 0.05Erl(3, 12) (πάνω) και

0.95Erl(4, 0.15) + 0.05Erl(3, 5) (κάτω)

Πριν προχωρήσουμε στην δεύτερη επισήμανση, μπορούμε να διακρίνουμε δύο

ενδιαφέρουσες περιπτώσεις: μείξεις Erlang και μείξεις Εκθετικής με Erlang.

Αυτός ο διαχωρισμός είναι σημαντικός, καθώς στην πρώτη περίπτωση, παίρνουμε

lim
x→0

r(x) = 0, ενώ στην δεύτερη περίπτωση παίρνουμε r(0) = λ1p. Σε κάθε
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περίπτωση, έχουμε

1

µ
=

1

p
n1

λ1
+ (1− p)n2

λ2

.

Ελέγχοντας την ισχύ του παραπάνω θεωρήματος σε μείξεις Erlang κατανομών

βλέπουμε ότι στην περίπτωση της λεγόμενης upside-bathtub μορφής τηρείται.

Στην περίπτωση της μείξης Εκθετικής και Erlang, παρατηρούμε ότι οι

περιπτώσεις εξαιρέσεων είναι περισσότερες από εκείνες που επιβεβαιώνουν τον

κανόνα.

Πιο συγκεκριμένα, στην περίπτωση μιας bathtub συνάρτησης βαθμίδας

αποτυχίας με r(0) ≥ 1

µ
, παίρνουμε φθίνουσα και bathtub συνάρτηση μέσου

υπολειπόμενου χρόνου ζωής, εκτός από την αναμενόμενη αύξουσα συνάρτηση.

΄Οταν έχουμε r(0) <
1

µ
, αναμένουμε bathtub συνάρτηση μέσου υπολειπόμενου

χρόνου ζωής, αλλά βλέπουμε και DMRL.

Από την άλλη, ελέγχοντας τις upsidedown-bathtub συναρτήσεις βαθμίδας

αποτυχίας, δεν παρατηρείται το αναμενόμενο

(
upsidedown-bathtub για r(0) >

1

µ

και bathtub για r(0) ≤ 1

µ

)
.

Η δεύτερη επισήμανση είναι πως όταν ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής

εμφανίζει αντίστροφη μονοτονία από εκείνη της βαθμίδας αποτυχίας, τα σημεία

καμπής της μίας συνάρτησης δεν ταυτίζονται με εκείνα της άλλης συνάρτησης

(βλέπε Διάγραμμα 40, κάτω αριστερά). Από Parsa et al. (2014), προκύπτει πως

όταν η βαθμίδα αποτυχίας είναι διαφορίσιμη με λεκανοειδή μορφή και μοναδικό

σημείο καμπής 0 < τ0 < ∞, αν r(0)m(0) > 1, τότε ο μέσος υπολειπόμενος

χρόνος ζωής εμφανίζει ανάποδα λεκανοειδή μορφή με μοναδικό σημείο καμπής το

t0 και ισχύει 0 < t0 ≤ τ0.
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Διάγραμμα 39: Βαθμίδα Αποτυχίας και Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής

Μείξεων, Μέρος Ι

Διάγραμμα 40: Βαθμίδα Αποτυχίας και Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής

Μείξεων, Μέρος ΙΙ
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Στην περίπτωση που έχουμε παραπάνω από ένα σημείο καμπής, οι Bekker & Mi

(2003), δίνουν το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 7.4.2 (Bekker & Mi, 2003) ΄Εστω r(t) είναι μία διαφορίσιμη

συνάρτηση βαθμίδας αποτυχίας, που δεν παρουσιάζει γνήσια μονοτονία (roller-

coaster shape) με σημεία καμπής {t1, ..., tk}. ΄Εστω m(t) ο μέσος υπολειπόμενος

χρόνος ζωής. Η απαραίτητη και ικανή συνθήκη για να έχει το m(t) ένα σημείο

καμπής στο (tj−1, tj), 1 ≤ j ≤ k, είναι

[
m(tj−1)r(tj−1)− 1

][
m(tj)r(tj)− 1

]
< 0. (7.2)

Επισημαίνεται πως το πλήθος των σημείων καμπής του μέσου υπολειπόμενου

ζωής δεν μπορεί να υπερβαίνει εκείνο της βαθμίδας αποτυχίας.

Οι Parsa et al. (2014) εξέτασαν τον βέλτιστο χρόνο για να μειωθεί το συνολικό

μέσο κόστος ή αλλιώς τον βέλτιστο burn-in χρόνο στο διάστημα [a, b] (δηλαδή ο

χρόνος στον οποίο ένα εξάρτημα ενός συστήματος χρησιμοποιείται και φθείρεται

πριν εισαχθεί στο σύστημα, ώστε να ελεγχθούν σφάλματα) με τη χρήση του λόγου

D =
τ − t
τ

, (7.3)

όπου:

τ : το σημείο καμπής της συνάρτησης βαθμίδας αποτυχίας και

t: το σημείο καμπής της συνάρτησης του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής, με

a < t < τ < b.

Στον Πίνακα 7.5, αποτυπώνονται τα σημεία καμπής των δύο συναρτήσεων

ενδιαφέροντος και η τιμή που λαμβάνει το D. Θα πρέπει να σημειωθεί πως ο

λόγος υπολογίζεται εδώ σε διαστήματα.
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Ως προς τον Πίνακα 7.5, διακρίνει κανείς πως υπάρχουν αρκετές περιπτώσεις

κατανομών που το μέγιστο σημείο καμπής του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής

είναι μεγαλύτερο από το αντίστοιχο μέγιστο της βαθμίδας αποτυχίας. Ακόμη,

παρατηρούμε πως όταν έχουμε μείξη με n1, n2 και κοινό λ, το D λαμβάνει την ίδια

τιμή, ανεξάρτητα της τιμής της παραμέτρου λ.

Στους δύο πίνακες που παρατέθηκαν παραπάνω, έχουμε λάβει διάφορες αλλαγές

των παραμέτρων της “βασικής” μείξης με Erl(5, 2) και Erl(200, 2) με βάρος

p = 0.5. Αρχικά, παρατηρούμε πως όταν αυξάνουμε το βάρος (από 0.5 σε 0.75),

τότε τα σημεία καμπής των κατανομών αυξάνονται, αλλά φαίνεται να αυξάνεται και

το D.

Επιπλέον, όταν μεταβάλλουμε την κοινή παράμετρο λ, τα σημεία καμπής

λαμβάνουν μεγαλύτερες τιμές σε μία μείωση της παραμέτρου και μικρότερες τιμές

σε μία αύξηση της λ. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το ότι, όσο και αν μεταβληθεί η

παράμετρος, η τιμή του βέλτιστου burn-in χρόνου παραμένει σταθερή.

Επίσης, σε μεταβολές των παραμέτρων n1 και n2 βλέπουμε πως όταν αυξάνουμε

είτε τη μία είτε την άλλη, τα σημεία καμπής λαμβάνουν μεγαλύτερες τιμές και

αντίστοιχα και ο λόγος D. Το ίδιο ισχύει και όσον αφορά σε μεταβολή και των

δύο παραμέτρων θέσης.

Τέλος, αν παρατηρήσουμε τις μείξεις 0.5Erl(5, 2) + 0.5Erl(200, 2) και

0.5Erl(5, 4) + 0.5Erl(200, 2), βλέπουμε ότι το σημείο καμπής της πρώτης μείξης

λαμβάνει διπλάσια τιμή από το αντίστοιχο σημείο καμπής της δεύτερης μείξης.

Το τελευταίο βήμα είναι να ελεγχθεί η ασυμπτωτική συμπεριφορά της

συνάρτησης του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής. Οι Politis and Koutras

(2006), μελέτησαν την παρακάτω συνθήκη του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής
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Πίνακας 7.5: Σημεία Καμπής Συναρτήσεων και Βέλτιστο Burn-in
Κατανομή Σημεία Καμπής Σημεία Καμπής D
Μείξης r(x) m(x)

0.5Erl(5, 2)+
0.5Erl(200, 2) {0, 2.2829} {0.5435, 5.9870} 0.7619

0.75Erl(5, 2)+
0.25Erl(200, 2) {0, 2.58828, 40.1889} {0.5922, 6.7816} {0.7711, 0.8312}

0.5Erl(5, 3)+ {0.3623, 3.9913,
0.5Erl(200, 3) {0, 1.5219, 26.6407} 8.7373 108} {0.7619, 0.8501}

0.5Erl(5, 4)+ {0.2717, 2.9935,
0.5Erl(200, 4) {0, 1.1414, 19.9806} 7.2972 108} {0.7619, 0.8501}

0.5Erl(5, 10)+ {0.1087, 1.1974,
0.5Erl(200, 10) {0, 0.4565, 7.9922} 1.6397 108} {0.7619, 0.8501}

0.5Erl(5, 2)+ {0, 2.2829,
0.5Erl(100, 2) 21.1067, 4.8969 108} {0.693962, 5.3976} {0.6960, 0.7442}

0.5Erl(4, 2)+
0.5Erl(200, 2) {1.7450, 39.3526} {0.2993, 5.2447} {0.8284, 0.8667}

0.5Erl(6, 2)+ {0, 2.2829,
0.5Erl(205, 2) 41.4788} {0.8193, 6.7223} {1.4636}

m(x) ≤ E(X2)

E(X)
=
µ2

µ
, x > 0. (7.4)

΄Οπως αναφέρεται στο συγκεκριμένο άρθρο, η συνθήκη αυτή έχει ενδιαφέρον σε

διάφορα προβλήματα των εφαρμοσμένων πιθανοτήτων.

Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται πάντοτε, όταν η αντίστοιχη κατανομή F είναι

IFR. Στην περίπτωση της μείξης pErl(n1, λ1) + (1− p)Erl(n2, λ2), έχουμε

• µ = p
n1

λ1
+ (1− p)n2

λ2
και

• µ2 = p
n1(n1 + 1)

λ21
+ (1− p)n2(n2 + 1)

λ22
.
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Για να ελέγξουμε αν το συγκεκριμένο φράγμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί

ικανοποιητικά για μια μείξη Erlang, παίρνουμε τις εξής περιπτώσεις μείξεων:

• pErl(n1, λ1) + (1 − p)Erl(n1 + r, λ1), όπου r > 0 παράμετρος που

μεταβάλλεται,

• pErl(n1, λ1) + (1 − p)Erl(n1, λ1 + r), όπου r > 0 παράμετρος που

μεταβάλλεται και

• pErl(n1, λ1) + (1− p)Erl(n2, λ2), όπου μεταβάλλεται το p.

Μη λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την κλάση του μέσου υπολειπόμενου χρόνου

ζωής, παρατηρούμε ότι όταν κρατάμε ίδιο το λ της μείξης και μεταβάλλεται

το n2 = n1 + r, βλέπουμε ότι η ανισότητα (7.4) τηρείται. Αν και δεν είναι

αρκετά ικανοποιητικό, καθώς το φράγμα είναι μια ευθεία οριζόντια γραμμή και

ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής είναι μια συνάρτηση που μπορεί να παίρνει

οποιαδήποτε μορφή (αύξουσα, φθίνουσα, bathtub, rollercoaster). Μπορεί, λοιπόν,

να πληρείται η ανισότητα, αλλά δεν μπορεί να χαρακτηριστεί ως ένα ικανοποιητικό

μέτρο προσέγγισης του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής.

Διάγραμμα 41: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1 − p)Erl(n1 + r, λ1) με Μεταβαλλόμενο

το r
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Στην επόμενη περίπτωση, κρατάμε ίδιο το n των κατανομών των μείξεων και

μεταβάλλουμε το λ2 = λ1 + r. Εδώ, βλέπουμε ότι η πραγματική συνάρτηση του

μέσου υπολειπόμενου χρόνου ξεπερνά την τιμή του άνω φράγματος. Αυτό, όμως,

παρατηρείται για μικρές τιμές του x, καθώς για μεγαλύτερες ο μέσος υπολειπόμενος

χρόνος ζωής τείνει στο μηδέν και το άνω φράγμα είναι μια σταθερή συνάρτηση.

Τέλος, για μια μείξη με διαφορετικά n και λ και μεταβαλλόμενο το βάρος

των κατανομών που σχηματίζουν την μείξη, παρατηρούμε ότι η ανισότητα για

μικρά p ικανοποιείται, ενώ στη συνέχεια το άνω φράγμα βρίσκεται κάτω από την

πραγματική συνάρτηση.

Διάγραμμα 42: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1 − p)Erl(n1, λ1 + r) με Μεταβαλλόμενο

το r

Σημαντικό είναι να διακρίνουμε αν η αποτελεσματικότητα του άνω φράγματος

σχετίζεται με την κλάση του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ή είναι ανεξάρτητο

και αφορά απλά και μόνο την κατανομή της μείξης. Κάτι τέτοιο θα μπορούσε να

εξεταστεί στο μέλλον.
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Διάγραμμα 43: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1− p)Erl(n2, λ2) με μεταβαλλόμενο το p



Κεφάλαιο 8

Συμπεράσματα

Αρχικά, εντοπίσαμε παραδείγματα μείξεων που ξεκινούν ή καταλήγουν σε

κατανομές Erlang. Κύριος σκοπός μας, όμως, ήταν να εντοπίσουμε τις

παραμέτρους και τα βάρη εκείνα που μας δίνουν IFR/DFR/bathtub μείξη, καθώς

γνωρίζουμε πως κατανομές IFR δεν δίνουν απαραίτητα IFR μείξη. Λόγω

της πολυπλοκότητας των παραγώγων της βαθμίδας αποτυχίας και του μέσου

υπολειπόμενου χρόνου ζωής, κατασκευάζουμε διαγράμματα, αν και, ενδεικτικά,

αποδείχθηκε πως η μείξη pErl(n1 = 2, λ1 = λ) + (1 − p)Erl(n2 = 3, λ2 = λ)

είναι IFR για κάθε λ και p. Γενικά, είδαμε πως τα βάρη των κατανομών που

συνθέτουν την μείξη δεν παίζουν όλο στη διαμόρφωση της κλάσης της κατανομής,

αλλά επηρεάζουν μόνο τις τιμές των συντελεστών κύρτωσης, ασυμμετρίας και

μεταβλητότητας.

Παρατηρήσαμε περιπτώσεις που μας δίνουν συγκεκριμένες μορφές της βαθμίδας

αποτυχίας. Είδαμε ακόμη πως η αποτελούμενη μείξη από μία Εκθετική και την

Erlang στην περίπτωση όπου n2 = 2 και λ1 = λ2 έχει αύξουσα βαθμίδα αποτυχίας,

αλλά για διαφορετική τιμή της παραμέτρου σχήματος της Erlang δεν έχουμε μια

μοναδική και συγκεκριμένη μορφή της βαθμίδας αποτυχίας.

105



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 106

Ως προς τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής διακρίνουμε πως τις περισσότερες

φορές υπό την μείξη ισχύει η αντιστρόφως ανάλογη σχέση με την βαθμίδα

αποτυχίας, αν και θα πρέπει να σημειωθεί πως οι κλάσεις I(D)MRL είναι ευρύτερες

των αντίστοιχων D(I)FR. Αυτό σημαίνει πως μια κατανομή μπορεί να ανήκει σε μια

από τις δύο βασικές κλάσεις του μέσου υπολειπόμενου χρόνου ζωής, αλλά να μην

ανήκει στην αντίστοιχη της βαθμίδας αποτυχίας. Επίσης, θα πρέπει να σημειωθεί

ότι η Εκθετική κατανομή ανήκει στην τομή των κλάσεων, καθώς έχει σταθερή

βαθμίδα αποτυχίας. Παρατηρείται πως τα σημεία καμπής των δύο συναρτήσεων

δεν ταυτίζονται πάντα. Εξαιτίας αυτού μελετάμε τον burn-in χρόνο, ο οποίος

παρουσιάζει εξαιρετικό ενδιαφέρον, καθώς δεν διαφοροποιείται η τιμή του, όταν

μεταβάλλουμε μόνο την παράμετρο κλίμακας λ1 = λ2.

Επιπλέον, εξετάσαμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά των δύο συναρτήσεων

ενδιαφέροντος. Δείξαμε πως και στην περίπτωση της μείξης, η r(x) τείνει

στην παράμετρο λ1 = λ2, όταν x → ∞, ενώ παρατηρήσαμε πως ο πιο

ισχυρός πληθυσμός (κατανομή με μεγαλύτερο βάρος) επιβάλλει τα χαρακτηριστικά

του. Από την άλλη, ο μέσος υπολειπόμενος χρόνος ζωής ασυμπτωτικά εδώ

εξετάστηκε μέσω ενός άνω φράγματος, το οποίο δεν μπορεί γενικά να χαρακτηρίσει

ικανοποιητικά τη συνάρτηση.

΄Οσον αφορά τα χαρακτηριστικά της μείξης κατανομών, είδαμε πως είναι ανά

διαστήματα (λογαριθμικά) κυρτές η συνάρτηση πυκνότητας και η συνάρτηση δεξιάς

ουράς, οι οποίες από θεώρημα γνωρίζουμε πως συνδέονται στενά τόσο μεταξύ τους

ως προς την κυρτότητα όσο και με την βαθμίδα αποτυχίας. Εντυπωσιακό είναι ότι

κατανομές με διαφορετική μορφή βαθμίδας αποτυχίας μπορούν να δώσουν την ίδια

κυρτότητα στη συνάρτηση πυκνότητας.

Τέλος, για τους συντελεστές, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, παρατηρήσαμε

πως μόνο η μεταβλητή του βάρους δίνει διαφορετικές τιμές. Σημαντικό είναι

να σημειωθεί πως ο συντελεστής μεταβλητότητας δεν μπορεί να θεωρηθεί ως



107 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

ένδειξη για το αν μια κατανομή είναι IFR/DFR, παρά μόνο το αντίστροφο.

Γνωρίζοντας, δηλαδή, την κλάση της κατανομής αναμένουμε συγκεκριμένο εύρος

τιμών (μεγαλύτερο ή μικρότερο της μονάδας) του συντελεστή.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ



Παράρτημα Εντολών

Το παρόν τμήμα αφορά στις εντολές που χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή

των διαγραμμάτων και των πινάκων που παρατέθηκαν κατά το κύριο σώμα της

διατριβής. ΄Οπως έχει αναφερθεί, χρησιμοποιήθηκε η γλώσσα προγραμματισμού

R-3.6.0 (R) και το λογισμικό Wolfram Mathematica 8 (Mathematica) .

Ως προς τα διαγράμματα, τα πρώτα έξι πραγματοποιήθηκαν στην R, ενώ

τα υπόλοιπα με την βοήθεια του Mathematica. Αντίθετα, όλοι οι πίνακες

κατασκευάστηκαν με το Mathematica.
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Διάγραμμα 1: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Εκθετική,

(α)Exp(0.5) και (β) Exp(1.5)

windows();par(mfrow=c(2,2))

x<-seq(0,5,.0001);lambda<-.5

f<-lambda*exp(-lambda*x);F<-1-exp(-lambda*x)

plot(x,f, col=0, bty="n", ylab="f(x)")

abline(h=seq(0,1.5,0.1), v=seq(0,5,0.5), lty=2, col="gray")

points(x,f, pch=".")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", ylim=c(0,1))

abline(h=seq(0,1,0.1), v=seq(0,5,0.5), lty=2, col="gray")

mtext(expression((alpha)), side = 3, line = -21, outer = TRUE)

lambda<-1.5

f<-lambda*exp(-lambda*x);F<-1-exp(-lambda*x)

plot(x,f, col=0, bty="n", ylab="f(x)")

abline(h=seq(0,1.5,0.2), v=seq(0,5,0.5), lty=2, col="gray")

points(x,f, pch=".")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)")

abline(h=seq(0,1,0.1), v=seq(0,5,0.5), lty=2, col="gray")

mtext(expression((beta)), side = 3, line = -42, outer = TRUE)

Διάγραμμα 2: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Γάμμα,

(α)G(1.5, 0.5), (β)G(2, 0.5) και (γ)G(1.5, 3.5)

windows();par(mfrow=c(3,2))

x<-seq(0,20,.0001)

a<-1;lambda<-1.5

f<-(lambdaˆa/gamma(a))*(xˆ(a-1))*exp(-x*lambda)

F<-pgamma(x,a)/gamma(a)
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plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", ylim=c(0,20),

xlim=c(0,10))

abline(h=seq(0,20,5), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,10))

abline(h=seq(0,0.5,0.2), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((alpha)), side = 3, line = -18, outer = TRUE)

a<-1;lambda<-2

f<-(lambdaˆa/gamma(a))*(xˆ(a-1))*exp(-x*lambda)

F<-pgamma(x,a)/gamma(a)

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", ylim=c(0,20),

xlim=c(0,10))

abline(h=seq(0,20,5), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,10))

abline(h=seq(0,0.5,0.2), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((beta)), side = 3, line = -35, outer = TRUE)

a<-3.5;lambda<-1.5

f<-(lambdaˆa/gamma(a))*(xˆ(a-1))*exp(-x*lambda)

F<-pgamma(x,a)/gamma(a)

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0,10))

abline(h=seq(0,0.3,0.1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,10))

abline(h=1, lty=2, col="gray")

mtext(expression((gamma)), side = 3, line = -53, outer = TRUE)

Διάγραμμα 3: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Erlang,
(α)Erl(2, 0.1), (β)Erl(2, 3) και (γ)Erl(4, 0.1)
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windows();par(mfrow=c(3,2))

x<-seq(0,85,.001)

n<-2;lambda<-0.1

f<-((lambdaˆn)*(xˆ(n-1))*exp(-lambda*x)/factorial(n-1)

F<-numeric()

n<-0:(k-1)

for(j in 1: length(x)){

F[j]<-1-sum((1/factorial(n))*exp(-lambda*x[j])*(lambda*x[j])ˆn)}

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0,85))

abline(h=seq(0,0.04,0.005), v=seq(0,85,10), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,20))

abline(h=seq(0,0.8,0.1), v=seq(0,20,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((alpha)), side = 3, line = -18, outer = TRUE)

n<-2;lambda<-3

f<-((lambdaˆn)*(xˆ(n-1))*exp(-lambda*x)/factorial(n-1)

F<-numeric()

n<-0:(k-1)

for(j in 1: length(x)){

F[j]<-1-sum((1/factorial(n))*exp(-lambda*x[j])*(lambda*x[j])ˆn)}

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0,20))

abline(h=seq(0,0.9,0.2), v=seq(0,20,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,20))

abline(h=seq(0,0.9,0.2), v=seq(0,20,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((beta)), side = 3, line = -35, outer = TRUE)

n<-3;lambda<-1.5

f<-((lambdaˆn)*(xˆ(n-1))*exp(-lambda*x)/factorial(n-1)

F<-numeric()
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n<-0:(k-1)

for(j in 1: length(x)){

F[j]<-1-sum((1/factorial(n))*exp(-lambda*x[j])*(lambda*x[j])ˆn)}

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0,20))

abline(seq(0,0.9,0.005), v=seq(0,85,10), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)", xlim=c(0,20))

abline(h=seq(0,0.9,0.2), v=seq(0,85,10), lty=2, col="gray")

mtext(expression((gamma)), side = 3, line = -53, outer = TRUE)

Διάγραμμα 4: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής για την Weibull,
(α)W (3, 0.5), (β)W (3, 2) και (γ)W (5, 0.5)

windows();par(mfrow=c(3,2))

x<-seq(0,10,.0001)

lambda<-3;k<-0.5

F<-1-exp(-(x/lambda)ˆk)

f<-(k/lambda)*(x/lambda)ˆ(k-1)*exp(-(x/lambda)ˆk)

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0, 4),

ylim=c(0,5))

abline(h=seq(0,5,1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)")

abline(h=seq(0,0.8,0.1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((alpha)), side = 3, line = -18, outer = TRUE)

lambda<-3;k<-4

F<-1-exp(-(x/lambda)ˆk)

f<-(k/lambda)*(x/lambda)ˆ(k-1)*exp(-(x/lambda)ˆk)

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0, 6))

abline(h=seq(0,0.8,0.1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")
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plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)")

abline(h=seq(0,0.9,0.2), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((beta)), side = 3, line = -35, outer = TRUE)

lambda<-5;k<-0.5

F<-1-exp(-(x/lambda)ˆk)

f<-(k/lambda)*(x/lambda)ˆ(k-1)*exp(-(x/lambda)ˆk)

plot(x,f, pch=".", bty="n", ylab="f(x)", xlim=c(0, 3),

ylim=c(0,5))

abline(h=seq(0,5,1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

plot(x,F, type="l", bty="n", ylab="F(x)")

abline(h=seq(0,0.9,0.1), v=seq(0,10,1), lty=2, col="gray")

mtext(expression((gamma)), side = 3, line = -53, outer = TRUE)

Διάγραμμα 5: Απεικόνιση (α) Κυρτής και (β) Κοίλης Συνάρτησης

windows();par(mfrow=c(1,2))

plot(seq(-10,10,0.001)ˆ2, type="l", bty="n", xlab="(a)", ylab="")

plot(-seq(-10,10,0.001)ˆ2, type="l", bty="n", xlab="(b)",

ylab="")

Διάγραμμα 6: Συνάρτησης Πυκνότητας (Μπλε) και Κατανομής (Κόκκινη) της

0.4Exp(0.5) + 0.6Exp(1.5)

F [l_, x_]:=1− Exp[−l ∗ x]; f [l_, x_]:=l ∗ Exp[−l ∗ x];

x = Range[0, 70, 0.1]; a = 0.4; l1 = 0.5; l2 = 1.5;

ListLinePlot[{a ∗ F [l1, x] + (1− a) ∗ F [l2, x], a ∗ f [l1, x] + (1− a) ∗ f [l2, x]},

PlotRange→ {{0, 80.01}, {0, 1.01}},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 7: Συνάρτησης Πυκνότητας (Μπλε) και Κατανομής (Κόκκινη) της

0.3Erl(2, 1.5) + 0.2Erl(2, 2) + 0.5Erl(3, 1.5)

f [l_, k_, x_]:=((l∧k) ∗ (x∧(k − 1)) ∗ Exp[−l ∗ x])/((k − 1)!);

F [l_, k_, x_]:=1− Sum[ (1/n!) ∗ Exp[−l ∗ x] ∗ (l ∗ x)∧n , {n, 0, k − 1}];

x = Range[1, 70, 0.1]; p = 0.3; q = 0.2; l1 = 1.5; k1 = 2; l2 = 2; k2 = 2; l3 = 1.5; k3 = 3;

ListLinePlot[{p ∗ F [l1, k1, x] + q ∗ F [l2, k2, x] + (1− p− q) ∗ F [l3, k3, x],

(p ∗ f [l1, k1, x] + q ∗ f [l2, k2, x] + (1− p− q) ∗ f [l3, k3, x]) ∗ 2},

PlotRange→ {{0, 61}, {0, 1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 8: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής της 0.3G(1, 1.5) +
0.2G(2, 2) + 0.5G(3.5, 1.5)

f [a_, b_, x_]:=(b∧a/Gamma[a]) ∗ (x∧(a− 1)) ∗ Exp[−x ∗ b];

F [a_, b_, x_]:=Gamma[a, 0, b ∗ x]/Gamma[a];

x = Range[1, 70, 0.1]; p = 0.3; q = 0.2; a1 = 1; b1 = 1.5; a2 = 1; b2 = 2; a3 = 3.5; b3 = 1.5;

ListLinePlot[{p ∗ F [a1, b1, x] + q ∗ F [a2, b2, x] + (1− p− q) ∗ F [a3, b3, x],

(p ∗ f [a1, b1, x] + q ∗ f [a2, b2, x] + (1− p− q) ∗ f [a3, b3, x]) ∗ 5},
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PlotRange→ {{0, 40.1}, {0.4, 1.62}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 9: Συνάρτηση Πυκνότητας και Κατανομής της 0.3W (3, 1) +
0.2W (3, 2) + 0.5W (5, 1)

F [l_, k_, x_]:=1− Exp[−(x/l)∧k];

f [l_, k_, x_]:=(k/l) ∗ (x/l)∧(k − 1) ∗ Exp[−(x/l)∧k];

x = Range[1, 70, 0.1]; p = 0.3; q = 0.2; l1 = 3; k1 = 1; l2 = 3; k2 = 2; l3 = 5; k3 = 1;

ListLinePlot[{p ∗ F [l1, k1, x] + q ∗ F [l2, k2, x] + (1− p− q) ∗ F [l3, k3, x],

(p ∗ f [l1, k1, x] + q ∗ f [l2, k2, x] + (1− p− q) ∗ f [l3, k3, x]) ∗ 5},

PlotRange→ {{0, 200}, {0, 1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 10: Πυκνότητα, Δεξιά Ουρά και Βαθμίδα Αποτυχίας Κανονικής

(Μπλε) και Weibull (Κόκκινη) Κατανομής

k = 2; l = 2;

r1[x_]:=
e−(x

l )
k

k
(
x
l

)−1+k
l

(
e−(x

l )
k)
∧(−1)

r2[x_]:=PDF[NormalDistribution[lGamma[1 + 1/k], 0.90], x]/

(1− CDF[NormalDistribution[lGamma[1 + 1/k], 0.9], x])
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x = Range[0.01, 100, 0.01];

ListLinePlot[{PDF[WeibullDistribution[k, l], x],

PDF[NormalDistribution[lGamma[1 + 1/k], 0.90], x]},

PlotRange→ {{0, 601}, {0, 0.51}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[f(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

ListLinePlot[{1− CDF[WeibullDistribution[k, l], x],

1− CDF[NormalDistribution[lGamma[1 + 1/k], 0.90], x]},

PlotRange→ {{0, 401}, {0, 1.01}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[1-F(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

ListLinePlot[{r1[x], r2[x]}, PlotRange→ {{0, 801}, {0, 10.1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 13: Βαθμίδα Αποτυχίας για Εκθετική Κατανομή με Exp(0.5)
(Κόκκινη) και Exp(1.5) (Μπλε)
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f [l_, x_]:=l ∗ Exp[−l ∗ x];

F [l_, x_]:=1− Exp[−l ∗ x]; l = 1/2;

Plot[{f [0.5, x]/(1− F [0.5, x]), f [1.5, x]/(1− F [1.5, x])}, {x, 0, 5},

PlotRange→ {{0, 5}, {0, 2}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]}, AxesLabel→ {Style[x, 16],

Style[r(x), 16]}, TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed]]

Διάγραμμα 14: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Γάμμα Κατανομή

f [a_, b_, x_]:=(b∧a/Gamma[a]) ∗ (x∧(a− 1)) ∗ Exp[−x ∗ b];

F [a_, b_, x_]:=Gamma[a, 0, b ∗ x]/Gamma[a]; a = 0.5; b = 1.5;

Plot[{f [0.5, x]/(1− F [0.5, x]), f [1.5, x]/(1− F [1.5, x])}, {x, 0, 5},

PlotRange→ {{0, 5}, {0, 2}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {Exp(0.5), Exp(1.5)}, LegendSize→ {0.5, 0.4},

LegendPosition→ {−0.1,−0.2}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 15: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Erlang Κατανομή

f [l_, k_, x_]:=(l∧k) ∗ (x∧(k − 1)) ∗ Exp[−l]/(k − 1)!

F [l_, k_, x_]:=1− Sum[ (1/n!) ∗ Exp[−l ∗ x] ∗ (l ∗ x)∧n , {n, 0, k − 1}]

Plot[{f [0.1, 2, x]/(1− F [0.1, 2, x]), f [3, 2, x]/(1− F [3, 2, x]),

f [0.1, 4, x]/(1− F [0.1, 4, x])}, {x, 0, 20}, PlotRange→ {{0, 20}, {0, 2}},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {Erl(2,0.1), Erl(2,3), Erl(4,0.1)},

LegendSize→ {0.5, 0.4}, LegendPosition→ {−0.1,−0.2},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 16: Βαθμίδα Αποτυχίας για την Weibull Κατανομή

F [l_, k_, x_]:=1− Exp[−(x/l)∧k];

f [l_, k_, x_]:=(k/l) ∗ (x/l)∧(k − 1) ∗ Exp[−(x/l)∧k];

Plot[{f [3, 0.5, x]/(1− F [3, 0.5, x]), f [3, 4, x]/(1− F [3, 4, x]),

f [5, 0.5, x]/(1− F [5, 0.5, x])}, {x, 0, 10}, PlotRange→ {{0, 4}, {0, 2.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {W(0.5,3), W(4,3), W(0.5,5)},

LegendSize→ {0.5, 0.5}, LegendPosition→ {−0.3,−0.1},

LegendShadow→ False]
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Διάγραμμα 17: Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής για Εκθετική(πάνω

αριστερά), Γάμμα(πάνω δεξιά), Erlang(κάτω αριστερά) και Weibull(κάτω δεξιά)

(*Eκθετικη Kατανoµη*)

F [l_, x_]:=1− Exp[−lx];x = Range[−1, 20];

m[l_] = Integrate[(1− F [l, x+ t])/(1− F [l, x]), {t, 0,∞}];

ListLinePlot[{m[0.5],m[1.5]}, PlotRange→ {{0, 15.1}, {0, 2.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {Exp(0.5), Exp(1.5)}, LegendSize→ {0.5, 0.4},

LegendPosition→ {−0.1,−0.2}, LegendShadow→ False]

(*Γαµµα Kατανoµη*)

m[a_, b_, x_]:=
−bxΓ[a, bx] + b(100000000 + x)Γ[a, b(100000000 + x)]

bΓ[a, bx]
+

Γ[1 + a, bx]− Γ[1 + a, b(100000000 + x)]

bΓ[a, bx]
;

x = Range[0.01, 500, 0.1]; ListLinePlot[{m[0.5, 1.5, x],m[0.5, 3, x],m[5, 1.5, x]},

PlotRange→ {{0, 500}, {0, 4}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {G(0.5,1.5), G(0.5,3), G(5,1.5)},
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LegendSize→ {0.6, 0.6}, LegendPosition→ {−0.1,−0.2}, LegendShadow→ False]

(*Erlang Kατανoµη*)

F [l_, k_, x_]:=1− Sum[ (1/n!) ∗ Exp[−l ∗ x] ∗ (l ∗ x)∧n , {n, 0, k − 1}];

x = Range[1, 20];

Plot[{m2[0.1, 2, x], m2[3, 2, x], m2[0.1, 4, x]}, {x, 0.01, 20},

PlotRange→ {{0, 14}, {0, 102}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {Erl(2,0.1), Erl(2,3), Erl(4,0.1)},

LegendSize→ {0.6, 0.6}, LegendPosition→ {−0.1,−0.2}, LegendShadow→ False]

(*Weibull Kατανoµη*)

F [l_, k_, x_]:=1− Exp[−(x/l)∧k];

m3[l_, k_, x_]:=Integrate[(1− F [l, k, x+ t])/(1− F [l, k, x]), {t, 0, 1000000}]

Plot[{m3[3, 0.5, x], m3[3, 4, x], m3[5, 0.5, x]}, {x, 0.01, 20},

PlotRange→ {{0, 15}, {0, 31}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,
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GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {W(0.5,3), W(4,3), W(0.5,5)},

LegendSize→ {0.5, 0.5}, LegendPosition→ {−0.1,−0.52},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 22: Εφαρμογή της (6.1) στις Συναρτήσεις της Πυκνότητας και της

Δεξιάς Ουράς

x = Range[0.1, 101, 0.1]; y = 1;n = 2; l = 3; a = 0.2;

ListLinePlot[{−(f [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ y]) + (a ∗ f [l, n, x] + (1− a) ∗ f [l, n, y]),

−(1− F [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ y]) + (a ∗ (1− F [l, n, x]) + (1− a) ∗ (1− F [l, n, y]))},

PlotRange→ {{0, 120}, {0, 1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {−fErl(2,3)(0.2 x+0.8)+0.2

fErl(2,3)(x)+ 0.8 fErl(2,3)(1),

−FErl(2,3)(0.2 x+0.8)+0.2 FErl(2,3)(x)+ 0.8

FErl(2,3)(1)}, LegendSize→ {1.4, 0.4},

LegendPosition→ {−0.68, 0.1}, LegendShadow→ False]

x = Range[0.1, 101, 0.1]; y = 2;n = 2; l = 3; a = 0.2;

ListLinePlot[{−(f [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ y]) + (a ∗ f [l, n, x] + (1− a) ∗ f [l, n, y]),

−(1− F [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ y]) + (a ∗ (1− F [l, n, x]) + (1− a) ∗ (1− F [l, n, y]))},

PlotRange→ {{0, 120}, {0, 0.25}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],
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Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {−fErl(2,3)(0.2 x+1.6)+0.2

fErl(2,3)(x)+ 0.8 fErl(2,3)(2),

−FErl(2,3)(0.2 x+1.6)+0.2 FErl(2,3)(x)+ 0.8

FErl(2,3)(2)}, LegendSize→ {1.4, 0.4},

LegendPosition→ {−0.68, 0.1}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 23: Εφαρμογή του Ορισμού 2.4.3 στη Συνάρτηση της Πυκνότητας

Πιθανότητας

x = Range[0.000001, 150, 0.01]; y = 1;n = 2; l = 3; a = 0.2;

ListLinePlot[{f [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ (y)], (f [l, n, x]∧a) ∗ (f [l, n, y]∧(1− a))},

PlotRange→ {{0, 1000}, {0, 0.75}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {fErl(2,3)(0.2 x+0.8),

fErl(2,3)(x)0.2fErl(2,3)(1)0.8},

LegendSize→ {1.3, 0.4}, LegendPosition→ {−0.25, 0.1},

LegendShadow→ False]

x = Range[0.000001, 150, 0.01]; y = 2;n = 2; l = 3; a = 0.2;
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ListLinePlot[{f [l, n, a ∗ x+ (1− a) ∗ (y)], (f [l, n, x]∧a) ∗ (f [l, n, y]∧(1− a))},

PlotRange→ {{0, 1000}, {0, 0.15}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {fErl(2,3)(0.2 x+1.6),

fErl(2,3)(x)0.2fErl(2,3)(2)0.8},

LegendSize→ {1.3, 0.4}, LegendPosition→ {−0.25, 0.1},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 24: Συνάρτησης Πυκνότητας και Δεξιάς Ουράς

n = 2; l = 3; Plot[{f [l, n, x], 1− F [l, n, x]}, {x, 0, 15},

PlotRange→ {{0, 4}, {0, 1.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {fErl(2,3)(x),

1-FErl(2,3)(x)}, LegendSize→ {0.8, 0.4},

LegendPosition→ {−0.10, 0.1}, LegendShadow→ False]n = 4; l = 0.1;

Plot[{f [l, n, x] ∗ 10, 1− F [l, n, x]}, {x, 0, 500},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 1.5}},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {fErl(4,0.1)(x),

1-FErl(4,0.1)(x)}, LegendSize→ {0.8, 0.4},

LegendPosition→ {−0.10, 0.1}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 25: Συνάρτηση Πυκνότητα και Δεξιάς Ουράς Μείξης Κατανομών

Plot[{(0.2f [3, 2, x] + 0.8f [0.1, 4, x]) ∗ 5, 0.2(1− F [3, 2, x]) + 0.8(1− F [0.1, 4, x])},

{x, 0, 500}, PlotRange→ {{0, 100}, {0, 1.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.2fErl(2,3)(x)+0.8fErl(4,0.1)(x),

0.2(1-FErl(2,3)(x))+0.8(1-FErl(4,0.1)(x))},

LegendSize→ {1.5, 0.4}, LegendPosition→ {−0.50, 0.1},

LegendShadow→ False]

Plot[{(0.7f [3, 2, x] + 0.3f [0.1, 4, x]), 0.7(1− F [3, 2, x])+

0.3(1− F [0.1, 4, x])}, {x, 0, 500}, PlotRange→ {{0, 100}, {0, 1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},
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TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.7fErl(2,3)(x)+0.3fErl(4,0.1)(x),

0.7(1-FErl(2,3)(x))+0.3(1-FErl(4,0.1)(x))},

LegendSize→ {1.5, 0.4}, LegendPosition→ {−0.80, 0.1},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 26: Εφαρμογή της συνθήκης του Ορισμού 2.4.1 για τη Συνάρτηση

Πυκνότητας για p = 0.7 (αριστερά) και p = 0.3 (δεξιά)

x = Range[0.1, 101, 0.1]; y = 1;

Plot[{g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, 0.2 ∗ x+ 0.8(x+ 5)], 0.2 ∗ g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, x] + 0.8 ∗ g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, x+ 5]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.02}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {g(0.2 x+0.8), 0.2 g(x)+0.8 g(1)},

LegendSize→ {1, 0.4}, LegendPosition→ {−0.50, 0.1},

LegendShadow→ False]

x = Range[0.1, 101, 0.1]; y = 1;

Plot[{g[3, 2, 0.1, 4, 0.3, 0.8 ∗ x+ 0.2(x+ 5)],

0.8 ∗ g[3, 2, 0.1, 4, 0.3, x] + 0.2 ∗ g[3, 2, 0.1, 4, 0.3, x+ 5]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.02}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},
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AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {g(0.8 x+0.2), 0.8 g(x)+0.2 g(1)},

LegendSize→ {1, 0.4}, LegendPosition→ {−0.1, 0.1},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 27: Εφαρμογή της Ανισότητας (;;) στη Συνάρτηση Πιθανότητας

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

f = Table[ListLinePlot[{g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, a ∗ x+ (1− a) ∗ y],

(Abs[g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, x]]∧a) ∗ (Abs[g[3, 2, 0.1, 4, 0.7, y]]∧(1− a))},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[a= <> ToString[a], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {a, 0.1, 1, 0.001}];

Export[f.png, f, VideoFrames]

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

ff = Table[ListLinePlot[{g[3, 2, 0.1, 4, p, 0.2 ∗ x+ (1− 0.2) ∗ y],

(g[3, 2, 0.1, 4, p, x]∧0.2) ∗ (g[3, 2, 0.1, 4, p, y]∧(1− 0.2))},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064],
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Thick], Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[p= <> ToString[p], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {p, 0.1, 0.99, 0.001}];

Export[ff.png, ff, VideoFrames]
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Διάγραμμα 28: Εφαρμογή της Ανισότητας (;;) στη Συνάρτηση Πυκνότητας για

λ1 = λ, λ2 = λ+ 5 (αριστερά) και λ1 = λ+ 25, λ2 = λ (δεξιά)

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

j = Table[ListLinePlot[{g[la, 2, la + 5, 4, 0.7, 0.2 ∗ x+ (1− 0.2) ∗ y],

(Abs[g[la, 2, la + 5, 4, 0.7, x]]∧0.2) ∗ (Abs[g[la,

2, la + 5, 4, 0.7, y]]∧(1− 0.2))}, (*,

PlotRange→ {{0, 60}, {0, 0.45}}, *)

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[λ= <> ToString[la], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center,−4.35}]}], {la, 0.1, 20, 0.5}];

Export[j.png, j, VideoFrames]

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

jj = Table[ListLinePlot[{g[la + 25, 2, la, 4, 0.7, 0.2 ∗ x+ (1− 0.2) ∗ y],

(Abs[g[la + 25, 2, la, 4, 0.7, x]]∧0.2) ∗ (Abs[g[la + 25

, 2, la, 4, 0.7, y]]∧(1− 0.2))}, (*,

PlotRange→ {{0, 60}, {0, 0.45}}, *)

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],
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GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[λ= <> ToString[la], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center,−4.35}]}], {la, 0.1, 20, 0.5}];

Export[jj.png, jj, VideoFrames]

Διάγραμμα 29: Εφαρμογή της Ανισότητας (;;) στη Συνάρτηση Πυκνότητας για

n1 = n2 = n (αριστερά) και n1 = n, n2 = n+ 25 (δεξιά)

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

h = Table[ListLinePlot[{g[3, n, 0.1, n, 0.7, 0.2 ∗ x+ (1− 0.2) ∗ y],

(Abs[g[3, n, 0.1, n, 0.7, x]]∧0.2) ∗ (Abs[g[3, n, 0.1, n, 0.7, y]]∧(1− 0.2))},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[n= <> ToString[n], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center,−4.35}]}], {n, 2, 20, 1}];

Export[h.png, h, VideoFrames]

x = Range[1, 101, 0.1]; y = 1;

hh = Table[ListLinePlot[{g[3, n, 0.1, n+ 25, 0.7, 0.2 ∗ x+ (1− 0.2) ∗ y],

(Abs[g[3, n, 0.1, n+ 25, 0.7, x]]∧0.2) ∗ (Abs[g[3, n, 0.1, n+ 25, 0.7, y]]∧(1− 0.2))},

(*, PlotRange→ {{0, 60}, {0, 0.45}}, *)

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],
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Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[n= <> ToString[n], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center,−4.35}]}], {n, 2, 20, 1}];

Export[hh.png, hh, VideoFrames]

Διάγραμμα 30: Μορφές Συνάρτησης Βαθμίδας Αποτυχίας

x = Range[0.1, 10000, 0.1];

ListLinePlot[{rmixed[2, 7, 0.001, 2, 0.01, x]},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.005}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16],

GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.01 Erl(7,2)+0.99 Erl(2,0.001)},

LegendSize→ {1.2, 0.1}, LegendPosition→ {−0.5, 0.2},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 31: Συνάρτηση Βαθμίδας Αποτυχίας για τη Μείξη του Τύπου (Α)
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n1 = 5; l1 = 1; n2 = 5; l2 = 0.3; p = 0.5;

Show[Plot[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 0.1, 100}, PlotRange→ {{0, 50}, {−0.01, 0.30}},

GridLines→ {{5, 10}, {}}, GridLinesStyle→ Directive[Gray, Dashed]

],

Graphics[Text[Style[StringForm[“α”], FontSize→ 15, Gray], {4, Center}]],

Graphics[Text[Style[StringForm[“β”], FontSize→ 15, Gray], {11, Center}]]]
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Διάγραμμα 32: Βαθμίδα Αποτυχίας για 0.5Erl(3, 0.1) + 0.5Erl(3 + d, 0.1) και

0.5Erl(3, 0.1) + 0.5Erl(3 + d, 1)

x = Range[1, 101, 0.1];

k = Table[ListLinePlot[{rmixed[0.1, 3, 0.1, 3 + d, 0.5, x]},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[d= <> ToString[d], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {d, 10, 200, 1}];

Export[k.png, k, VideoFrames]

kk = Table[ListLinePlot[{rmixed[0.1, 3, 1, 3 + d, 0.5, x]},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[d= <> ToString[d], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]],

Scaled[{0.5, 0.5}], {Center, Center}]}], {d, 10, 200, 1}];

Export[kk.png, kk, VideoFrames]

Διάγραμμα 33: Βαθμίδα Αποτυχίας για 0.7Erl(n, 3) + 0.3Erl(n, 50) (αριστερά)

και για 0.5Erl(2, 5) + 0.5Erl(n, 5) (δεξιά)

x = Range[1, 101, 0.1];

t = Table[ListLinePlot[{rmixed[3, n, 50, n, 0.7, x]},

PlotRange→ {{0, 100}, Automatic},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[n= <> ToString[n], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {n, 2, 50, 1}];

Export[t.png, t, VideoFrames]tt = Table[ListLinePlot[{rmixed[5, 2, 5, n, 0.5, x],

rmixed[5, 2, 10, n, 0.5, x]}, PlotRange→ {{0, 60}, Automatic},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[n= <> ToString[n], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {n, 2, 50, 1}];

Export[tt.png, tt, VideoFrames]

Διάγραμμα 34: Συναρτήσεις Πυκνότητας των αντίστοιχων Μορφών των

Συναρτήσεων Βαθμίδας Αποτυχίας

Plot[{g[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 60}, {0, 0.12}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],
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PlotLegend→ {0.5 Erl(5,1)+0.5 Erl(5,0.5)}, LegendSize→ {1.2, 0.1},

LegendPosition→ {−0.5,−0.2}, LegendShadow→ False]

Plot[{g[20, 3, 20, 5, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 1}, {0, 4.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(3,20)+0.5 Erl(5,20)}, LegendSize→ {1.2, 0.1},

LegendPosition→ {−0.5, 0.1}, LegendShadow→ False]

Plot[{g[0.1, 3, 0.1, 30, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.02}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(3,0.1)+0.5 Erl(30,0.1)}, LegendSize→ {1.2, 0.1},

LegendPosition→ {−0.5, 0.2}, LegendShadow→ False]

Plot[{g[0.1, 1, 0.1, 20, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 60}, {0, 0.06}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(1,0.1)+0.5 Erl(20,0.1)},

LegendSize→ {1.2, 0.1}, LegendPosition→ {−0.5, 0.3},
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LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 35: Συνάρτηση Πυκνότητας Μείξης και Επιμέρους Κατανομών

x = Range[1, 101, 0.1];

v = Table[ListLinePlot[{g[1, 5, 0.5, 5, p, x], f [1, 5, x], f [0.5, 5, x]},

PlotRange→ {{0, 200}, {0, 0.5}},]

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[p= <> ToString[p], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {p, 0.1, 0.99, 0.01}];

Export[v.png, v, VideoFrames]

vv = Table[ListLinePlot[{g[1, 5, 1, 10, p, x], f [1, 5, x], f [1, 10, x]},

PlotRange→ {{0, 200}, {0, 0.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[p= <> ToString[p], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],
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{Center, Center}]}], {p, 0.1, 0.99, 0.01}];

Export[vv.png, vv, VideoFrames]

Διάγραμμα 36: Συναρτήσεις Μέσου Υπολειπόμενου Χρόνου Ζωής

Plot[{mrl0[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064],

Thick]}, AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(5,1)+0.5 Erl(5,0.5)}, LegendSize→ {1.0, 0.1},

LegendPosition→ {−0.5,−0.2}, LegendShadow→ False]

Plot[{mrl0[20, 3, 20, 5, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 2}, {0, 0.3}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(3,20)+0.5 Erl(5,20)},

LegendSize→ {1.2, 0.1}, LegendPosition→ {−0.5,−0.05},

LegendShadow→ False]
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Plot[{mrl0[0.1, 3, 0.1, 30, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(3,0.1)+0.5 Erl(30,0.1)}, LegendSize→ {1, 0.1},

LegendPosition→ {−0.35,−0.2}, LegendShadow→ False]

Plot[{mrl0[0.1, 1, 0.1, 20, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 200}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.5 Erl(1,0.1)+0.5 Erl(20,0.1)},

LegendSize→ {1.0, 0.1}, LegendPosition→ {−0.20, 0.3},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 37: Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής και Βαθμίδα Αποτυχίας για

0.5Erl(1, 1) + 0.5Erl(2, 1)

Plot[{rmixed[1, 1, 1, 2, 0.5, x], mrl0[1, 1, 1, 2, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 30}, {0, 2}},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {r(x), m(x)}, LegendSize→ {0.4, 0.4},

LegendPosition→ {0.2, 0.05}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 38: Βαθμίδα Αποτυχίας (αριστερά) και Μέσος Υπολειπόμενος

Χρόνος Ζωής (δεξιά) για τις Μείξεις 0.95Erl(15, 0.1) + 0.05Erl(3, 12) (πάνω)

και 0.95Erl(4, 0.15) + 0.05Erl(3, 5) (κάτω)

Plot[{rmixed[1, 15, 2, 3, 0.95, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 20}, {0, 0.4}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.95 Erl(15,1)+0.05 Erl(3,2)},

LegendSize→ {1.0, 0.1}, LegendPosition→ {−0.60, 0.3},

LegendShadow→ False]

Plot[{mrl0[1, 15, 2, 3, 0.95, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 15}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.95 Erl(15,1)+0.05 Erl(3,2)},
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LegendSize→ {1.0, 0.1}, LegendPosition→ {−0.50, 0.3},

LegendShadow→ False]

Plot[{rmixed[0.15, 4, 5, 3, 0.95, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 20}, {0, 0.1}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},]

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[r(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.95 Erl(4,0.15)+0.05 Erl(3,5)},

LegendSize→ {1.0, 0.1}, LegendPosition→ {−0.50, 0.3},

LegendShadow→ False]

Plot[{mrl0[0.15, 4, 5, 3, 0.95, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 40}, {0, 35}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {0.95 Erl(4,0.15)+0.05 Erl(3,5)},

LegendSize→ {1.0, 0.1}, LegendPosition→ {−0.50, 0.3},

LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 39: Βαθμίδα Αποτυχίας και Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής

Μείξεων, Μέρος Ι

p = 0.95; n1 = 1; l1 = 1.5; n2 = 4; l2 = 1.5;

Plot[{(pn1/l1 + (1− p)n2/l2)∧(−1),

rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x],

mrl0[l1, n1, l2, n2, p, x]}, {x, 0, 100},
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PlotRange→ {{0, 25}, {0, 2}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thin],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[ , 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {1/ µ, r.95Erl(1,1.5)+.05Erl(4,1.5)(x),

m.95Erl(1,1.5)+.05Erl(4,1.5)(x)},

LegendSize→ {1.2, 0.2}, LegendPosition→ {−0.5, 0.20},

LegendShadow→ False]

p = 0.90; n1 = 1; l1 = 0.5; n2 = 14; l2 = 0.5;

Plot[{(pn1/l1 + (1− p)n2/l2)∧(−1),

rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x],

mrl0[l1, n1, l2, n2, p, x]/25}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 25}, {0, 1.0}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thin],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[ , 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {1/ µ, r.90Erl(1,0.5)+.10Erl(14,0.5)(x),

m.90Erl(1,0.5)+.10Erl(14,0.5)(x)}, LegendSize→ {1.2, 0.2},

LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

p = 0.50; n1 = 1; l1 = 0.1; n2 = 10; l2 = 15;
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Plot[{(pn1/l1 + (1− p)n2/l2)∧(−1),

rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x],

mrl0[l1, n1, l2, n2, p, x]/10}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 10}, {0, 2}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thin],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[ , 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {1/ µ, r.50Erl(1,0.1)+.50Erl(10,15)(x),

m.50Erl(1,0.1)+.50Erl(10,15)(x)/10}, LegendSize→ {1.2, 0.2},

LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

p = 0.50; n1 = 1; l1 = 0.1; n2 = 5; l2 = 0.15;

Plot[{(pn1/l1 + (1− p)n2/l2)∧(−1),

rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x],

mrl0[l1, n1, l2, n2, p, x]/60}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.4}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thin],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick],

Directive[RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[ , 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {1/ µ, r.50Erl(1,0.1)+.50Erl(5,0.15)(x),

m.50Erl(1,0.1)+.50Erl(5,0.15)(x)/60}, LegendSize→ {1.2, 0.2},
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LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 40: Βαθμίδα Αποτυχίας και Μέσος Υπολειπόμενος Χρόνος Ζωής

Μείξεων, Μέρος ΙΙ

Plot[{rmixed[2, 6, 15, 20, 0.5, x], mrl0[2, 6, 15, 20, 0.5, x]/10}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 4}, {0, 1.5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {r.50Erl(6,2)+.50Erl(20,15)(x),

m.50Erl(6,2)+.50Erl(20,15)(x)/10},

LegendSize→ {1.2, 0.2}, LegendPosition→ {−0.5, 0.25},

LegendShadow→ False]

Plot[{rmixed[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x], mrl0[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x]/40}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 100}, {0, 0.4}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {r.50Erl(5,1)+.50Erl(5,0.3)(x),

m.50Erl(5,1)+.50Erl(5,0.3)(x)/10}, LegendSize→ {1.2, 0.2},

LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

Plot[{rmixed[20, 2, 2, 2, 0.5, x], mrl0[20, 2, 2, 2, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 4}, {0, 5}},
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PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {r.50Erl(2,20)+.50Erl(2,2)(x),

m.50Erl(2,20)+.50Erl(2,2)(x)}, LegendSize→ {1.2, 0.2},

LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

Plot[{rmixed[3, 5, 2, 2, 0.5, x], mrl0[3, 5, 2, 2, 0.5, x]}, {x, 0, 100},

PlotRange→ {{0, 4}, {0, 3}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick],

Directive[RGBColor[0.291989, 0.437977, 0.888609], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[, 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

PlotLegend→ {r.50Erl(5,3)+.50Erl(2,2)(x),

m.50Erl(5,3)+.50Erl(2,2)(x)}, LegendSize→ {1.2, 0.2},

LegendPosition→ {−0.5, 0.25}, LegendShadow→ False]

Διάγραμμα 41: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1− p)Erl(n1 + r, λ1) με Μεταβαλλόμενο

το r

x = Range[0.1, 100, 0.1]; p = 0.2; n1 = 20; l1 = 1; l2 = 1;

mu11[r_]:=pn1/l1 + (1− p)(n1 + r)/l2;

mu22[r_]:=p(n1(n1 + 1)/l1∧2) + (1− p)

((n1 + r)(n1 + r + 1)/l2∧2);

y = Table[ListLinePlot[{mrl0[l1, n1, l2, n1 + r, p, x],

ConstantArray[mu22[r]/mu11[r], Length[x]]},
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PlotRange→ {{0, 500}, {0, (mu22[100]/mu11[100]) + 5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[r= <> ToString[r], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {r, 2, 100, 1}];

Export[y.png, y, VideoFrames]

Διάγραμμα 42: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1 − p)Erl(n1, λ1 + r) μεΜεταβαλλόμενο

το r

mu1111[p_]:=pn1/l1 + (1− p)n2/l2

mu2222[p_]:=p(n1(n1 + 1)/l1∧2) + (1− p)(n2(n2 + 1)/l2∧2)

x = Range[0.1, 100, 0.1]; p = 0.2; n1 = 20; n2 = 20; l1 = 1;

yy = Table[ListLinePlot[{mrl0[l1, n1, l1 + r, n2, p, x],

ConstantArray[mu2222[r]/mu1111[r], Length[x]]},

PlotRange→ {{0, 500}, {0, (mu2222[100]/mu1111[100]) ∗ 5}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[r= <> ToString[r], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {r, 2, 10, 0.1}];

Export[yy.png, yy, VideoFrames]
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Διάγραμμα 43: Μείξη pErl(n1, λ1) + (1− p)Erl(n2, λ2) με Μεταβαλλόμενο το p

mu1111[p_]:=pn1/l1 + (1− p)n2/l2

mu2222[p_]:=p(n1(n1 + 1)/l1∧2) + (1− p)

(n2(n2 + 1)/l2∧2)

x = Range[0.1, 100, 0.1]; n1 = 20; n2 = 25; l1 = 5; l2 = 2;

yyy = Table[ListLinePlot[{mrl0[l1, n1, l2, n2, p, x],

ConstantArray[mu2222[p]/mu1111[p], Length[x]]},

PlotRange→ {{0, 500}, {0, 20}},

PlotStyle→ {Directive[RGBColor[0.58847, 0.22163, 0.16064], Thick]},

AxesLabel→ {Style[x, 16], Style[m(x), 16]},

TicksStyle→ Directive[FontSize→ 16], GridLines→ Automatic,

GridLinesStyle→ Directive[RGBColor[0.4, 0.4, 0.4], Dashed],

Epilog→ {Text[Style[p= <> ToString[p], 25,

RGBColor[0.341176, 0.34902, 0.380392]], Scaled[{0.5, 0.5}],

{Center, Center}]}], {p, .1, 0.99, 0.01}];

Export[yyy.png, yyy, VideoFrames]
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Πίνακας 6. 1: Διαστήματα Κυρτότητας για τη Συνάρτηση Πυκνότητας

Πιθανότητας και τη Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς

n = 2; l = 3; Reduce[D[f [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]; Reduce[D[1− F [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

n = 4; l = 0.1; Reduce[D[f [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]; Reduce[D[1− F [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

n = 2; l = 10; Reduce[D[f [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]; Reduce[D[1− F [l, n, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Πίνακας 6. 2: Διαστήματα Κυρτότητας για τη Συνάρτηση Πυκνότητας

Πιθανότητας και τη Συνάρτηση Δεξιάς Ουράς Μείξεων Κατανομών

Reduce[D[0.2 ∗ f [3, 2, x] + (1− 0.2)f [0.1, 4, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[0.2 ∗ (1− F [3, 2, x]) + (1− 0.2) ∗ (1− F [0.1, 4, x]), {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[0.7 ∗ f [3, 2, x] + (1− 0.7)f [0.1, 4, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[0.7 ∗ (1− F [3, 2, x]) + (1− 0.7) ∗ (1− F [0.1, 4, x]), {x, 2}] ≥ 0, x]

a = 0.2; Reduce[D[a ∗ f [l1, n1, x] + (1− a)f [l2, n2, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[a ∗ (1− F [l1, n1, x]) + (1− a) ∗ (1− F [l2, n2, x]), {x, 2}] ≥ 0, x]

a = 0.7; Reduce[D[a ∗ f [l1, n1, x] + (1− a)f [l2, n2, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[a ∗ (1− F [l1, n1, x]) + (1− a) ∗ (1− F [l2, n2, x]), {x, 2}] ≥ 0, x]

Πίνακας 7. 1: ΄Ορια Λόγου της Συνάρτησης Μείξης Βαθμίδας Αποτυχίας προς τις

επιμέρους Βαθμίδες Αποτυχίας

f [l_, k_, x_]:=(l∧k) ∗ (x∧(k − 1)) ∗ Exp[−l ∗ x]/(k − 1)!;

F [l_, k_, x_]:=1− Sum[ (1/n!) ∗ Exp[−l ∗ x] ∗ (l ∗ x)∧n , {n, 0, k − 1}];

rmixed[l1_, n1_, l2_, n2_, p_, x_]:=

(p ∗ f [l1, n1, x] + (1− p) ∗ f [l2, n2, x])/(p ∗ (1− F [l1, n1, x]) + (1− p) ∗ (1− F [l2, n2, x]));

r[l_, n_, x_]:=f [l, n, x]/(1− F [l, n, x]);
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Limit[rmixed[20, 2, 20, 3, 0.5, x]/r[20, 2, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[20, 2, 20, 3, 0.5, x]/r[20, 3, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[2.5, 2, 2.5, 3, 0.75, x]/r[2.5, 2, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[2.5, 2, 2.5, 3, 0.75, x]/r[2.5, 3, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1.5, 1, 1.5, 7, 0.75, x]/r[1.5, 1, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1.5, 1, 1.5, 7, 0.75, x]/r[1.5, 7, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[20, 2, 2, 2, 0.5, x]/r[20, 2, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[20, 2, 2, 2, 0.5, x]/r[2, 2, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[15, 5, 20, 5, 0.5, x]/r[15, 5, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[15, 5, 20, 5, 0.5, x]/r[20, 5, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1, 3, 0.2, 3, 0.5, x]/r[1, 3, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1, 3, 0.2, 3, 0.5, x]/r[0.2, 3, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x]/r[1, 5, x], x→ Infinity]

Limit[rmixed[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x]/r[0.3, 5, x], x→ Infinity]

Πίνακας 7. 2: Διαστήματα Μεταβλητής x με Κυρτή Συνάρτηση Πυκνότητας

Πιθανότητας

f [l_, k_, x_]:=(l∧k) ∗ (x∧(k − 1)) ∗ Exp[−l ∗ x]/(k − 1)!;

g[l1_, n1_, l2_, n2_, p_, x_]:=p ∗ f [l1, n1, x] + (1− p) ∗ f [l2, n2, x];

Reduce[D[g[1, 5, 0.3, 5, 0.5, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[g[0.1, 3, 0.1, 30, 0.5, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[g[20, 3, 20, 5, 0.5, x], {x, 2}] ≥ 0, x]

Reduce[D[g[0.1, 1, 0.1, 20, 0.5, x], {x, 2}] ≥ 0, x]
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Πίνακας 7. 3: Διάνυσμα Συντελεστών (Κύρτωσης, Ασυμμετρίας,

Μεταβλητότητας)T

fmixi[x_]:=p ∗ PDF[GammaDistribution[n1, l1], x] + (1− p) ∗ PDF[GammaDistribution[n2, l2], x]

meso:=Integrate[x ∗ fmixi[x], {x, 0, Infinity}]

variance:=Integrate[(x− meso)∧2 ∗ fmixi[x], {x, 0, Infinity}]

numerator:=Integrate[(x− meso)∧4 ∗ fmixi[x], {x, 0, Infinity}]

kyrtosi:=numerator/variance∧2

skew:=Integrate[(((x− meso)/Sqrt[variance])∧3) ∗ fmixi[x], {x, 0, Infinity}]

cv:=Sqrt[variance]/meson1 = 3; l1 = 1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 10; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 10; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi
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skew

cv

n1 = 3; l1 = 10; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 0.1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 0.1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 0.1; n2 = 5; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 3; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 3; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv
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n1 = 3; l1 = 3; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 8; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 8; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 8; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 20; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 20; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 3; l1 = 20; n2 = 30; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi
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skew

cv

n1 = 1; l1 = 2; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 2; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 2; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 5; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 5; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 5; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv
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n1 = 1; l1 = 10; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.15;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 10; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.50;

kyrtosi

skew

cv

n1 = 1; l1 = 10; n2 = 20; l2 = l1; p = 0.75;

kyrtosi

skew

cv

Πίνακας 7. 4: Στατιστικά Μείξεων Κατανομών

n1 = 2; l1 = 5; n2 = 8; l2 = 10; p = 0.50;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 12; l1 = 3; n2 = 20; l2 = 20; p = 0.70;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]
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n1 = 12; l1 = 3; n2 = 12; l2 = 30; p = 0.70;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 4; l1 = 5; n2 = 20; l2 = 10; p = 0.50;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 10; l1 = 5; n2 = 20; l2 = 10; p = 0.50;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 30; l1 = 26; n2 = 30; l2 = 25; p = 0.80;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 12; l1 = 3; n2 = 12; l2 = 30; p = 0.20;

Print[“Mean=”, meso]
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Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 30; l1 = 2; n2 = 30; l2 = 25; p = 0.80;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 2; l1 = 2; n2 = 30; l2 = 25; p = 0.50;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 2; l1 = 2; n2 = 30; l2 = 25; p = 0.45;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]

Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 2; l1 = 2; n2 = 30; l2 = 25; p = 0.70;

Print[“Mean=”, meso]

Print[“Variance∧(1/2)=”, variance∧(1/2)]

Print[“CV=”, cv]
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Print[“Variance=”, variance]

Print[“CV∧2=”, cv∧2]

n1 = 5; l1 = 2; n2 = 200; l2 = 2; p = 0.5;

Πίνακας 7. 5: Σημεία Καμπής Συναρτήσεων και Βέλτιστο Burn-in

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 5; l1 = 2; n2 = 200; l2 = 2; p = 0.75;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 5; l1 = 3; n2 = 200; l2 = 3; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 5; l1 = 4; n2 = 200; l2 = 4; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 5; l1 = 10; n2 = 200; l2 = 10; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,
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Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 5; l1 = 2; n2 = 100; l2 = 2; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 4; l1 = 2; n2 = 200; l2 = 2; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

n1 = 6; l1 = 2; n2 = 205; l2 = 2; p = 0.5;

Print[Σηµεια Kαµπης Bαθµιδας: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[rmixed[l1, n1, l2, n2, p, x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

Print[Σηµεια Kαµπης Mεσoυ Υπoλειπoµενoυ: ,

Assuming[{x ≥ 0}, Reduce[D[mrl[x], {x, 1}] ≥ 0, x]]]

167




	 
	 µµ
	
	ß 
	 
	
	µµ 
	 

	  ß
	 µ
	µ

	 µ
	  Poisson 
	 µ
	µµ µ
	µ Erlang
	µ  Weibull 

	 
	
	


	 µ
	µ
	 µ Erlang
	  Erlang


	µ 
	µ
	 -  µ
	  µ

	 µ  
	µ
	 µ µ 
	  µ
	  µ
	 
	 


	
	 Erlang µ
	  Erlang µ

	 µ 
	µ 
	  
	 ß
	 µ  

	µµ
	
	ß
	µ

	0.0: 
	0.1: 
	0.2: 
	0.3: 
	0.4: 
	0.5: 
	0.6: 
	0.7: 
	0.8: 
	0.9: 
	0.10: 
	0.11: 
	0.12: 
	0.13: 
	0.14: 
	0.15: 
	0.16: 
	0.17: 
	0.18: 
	0.19: 
	0.20: 
	0.21: 
	0.22: 
	0.23: 
	0.24: 
	0.25: 
	0.26: 
	0.27: 
	0.28: 
	0.29: 
	0.30: 
	0.31: 
	0.32: 
	0.33: 
	0.34: 
	0.35: 
	0.36: 
	0.37: 
	0.38: 
	0.39: 
	0.40: 
	0.41: 
	0.42: 
	0.43: 
	0.44: 
	0.45: 
	0.46: 
	0.47: 
	0.48: 
	0.49: 
	0.50: 
	0.51: 
	0.52: 
	0.53: 
	0.54: 
	0.55: 
	0.56: 
	0.57: 
	0.58: 
	0.59: 
	0.60: 
	0.61: 
	0.62: 
	0.63: 
	0.64: 
	0.65: 
	0.66: 
	0.67: 
	0.68: 
	0.69: 
	0.70: 
	0.71: 
	0.72: 
	0.73: 
	0.74: 
	0.75: 
	0.76: 
	0.77: 
	0.78: 
	0.79: 
	0.80: 
	0.81: 
	0.82: 
	0.83: 
	0.84: 
	0.85: 
	0.86: 
	0.87: 
	0.88: 
	0.89: 
	0.90: 
	0.91: 
	0.92: 
	0.93: 
	0.94: 
	0.95: 
	0.96: 
	0.97: 
	0.98: 
	0.99: 
	0.100: 
	0.101: 
	0.102: 
	0.103: 
	0.104: 
	0.105: 
	0.106: 
	0.107: 
	0.108: 
	0.109: 
	0.110: 
	0.111: 
	0.112: 
	0.113: 
	0.114: 
	0.115: 
	0.116: 
	0.117: 
	0.118: 
	0.119: 
	0.120: 
	0.121: 
	0.122: 
	0.123: 
	0.124: 
	0.125: 
	0.126: 
	0.127: 
	0.128: 
	0.129: 
	0.130: 
	0.131: 
	0.132: 
	0.133: 
	0.134: 
	0.135: 
	0.136: 
	0.137: 
	0.138: 
	0.139: 
	0.140: 
	0.141: 
	0.142: 
	0.143: 
	0.144: 
	0.145: 
	0.146: 
	0.147: 
	0.148: 
	0.149: 
	0.150: 
	0.151: 
	0.152: 
	0.153: 
	0.154: 
	0.155: 
	0.156: 
	0.157: 
	0.158: 
	0.159: 
	0.160: 
	0.161: 
	0.162: 
	0.163: 
	0.164: 
	0.165: 
	0.166: 
	0.167: 
	0.168: 
	0.169: 
	0.170: 
	0.171: 
	0.172: 
	0.173: 
	0.174: 
	0.175: 
	0.176: 
	0.177: 
	0.178: 
	0.179: 
	0.180: 
	0.181: 
	0.182: 
	0.183: 
	0.184: 
	0.185: 
	0.186: 
	0.187: 
	0.188: 
	0.189: 
	0.190: 
	0.191: 
	0.192: 
	0.193: 
	0.194: 
	0.195: 
	0.196: 
	0.197: 
	0.198: 
	0.199: 
	0.200: 
	0.201: 
	0.202: 
	0.203: 
	0.204: 
	0.205: 
	0.206: 
	0.207: 
	0.208: 
	0.209: 
	0.210: 
	0.211: 
	0.212: 
	0.213: 
	0.214: 
	0.215: 
	0.216: 
	0.217: 
	0.218: 
	0.219: 
	0.220: 
	0.221: 
	0.222: 
	0.223: 
	0.224: 
	0.225: 
	0.226: 
	0.227: 
	0.228: 
	0.229: 
	0.230: 
	0.231: 
	0.232: 
	0.233: 
	0.234: 
	0.235: 
	0.236: 
	0.237: 
	0.238: 
	0.239: 
	0.240: 
	0.241: 
	0.242: 
	0.243: 
	0.244: 
	0.245: 
	0.246: 
	0.247: 
	0.248: 
	0.249: 
	0.250: 
	0.251: 
	0.252: 
	0.253: 
	0.254: 
	0.255: 
	0.256: 
	0.257: 
	0.258: 
	0.259: 
	0.260: 
	0.261: 
	0.262: 
	0.263: 
	0.264: 
	0.265: 
	0.266: 
	0.267: 
	0.268: 
	0.269: 
	0.270: 
	0.271: 
	0.272: 
	0.273: 
	0.274: 
	0.275: 
	0.276: 
	0.277: 
	0.278: 
	0.279: 
	0.280: 
	0.281: 
	0.282: 
	0.283: 
	0.284: 
	0.285: 
	0.286: 
	0.287: 
	0.288: 
	0.289: 
	0.290: 
	0.291: 
	0.292: 
	0.293: 
	0.294: 
	0.295: 
	0.296: 
	0.297: 
	0.298: 
	0.299: 
	0.300: 
	0.301: 
	0.302: 
	0.303: 
	0.304: 
	0.305: 
	0.306: 
	0.307: 
	0.308: 
	0.309: 
	0.310: 
	0.311: 
	0.312: 
	0.313: 
	0.314: 
	0.315: 
	0.316: 
	0.317: 
	0.318: 
	0.319: 
	0.320: 
	0.321: 
	0.322: 
	0.323: 
	0.324: 
	0.325: 
	0.326: 
	0.327: 
	0.328: 
	0.329: 
	0.330: 
	0.331: 
	0.332: 
	0.333: 
	0.334: 
	0.335: 
	0.336: 
	0.337: 
	0.338: 
	0.339: 
	0.340: 
	0.341: 
	0.342: 
	0.343: 
	0.344: 
	0.345: 
	0.346: 
	0.347: 
	0.348: 
	0.349: 
	0.350: 
	0.351: 
	0.352: 
	0.353: 
	0.354: 
	0.355: 
	0.356: 
	0.357: 
	0.358: 
	0.359: 
	0.360: 
	0.361: 
	0.362: 
	0.363: 
	0.364: 
	0.365: 
	0.366: 
	0.367: 
	0.368: 
	0.369: 
	0.370: 
	0.371: 
	0.372: 
	0.373: 
	0.374: 
	0.375: 
	0.376: 
	0.377: 
	0.378: 
	0.379: 
	0.380: 
	0.381: 
	0.382: 
	0.383: 
	0.384: 
	0.385: 
	0.386: 
	0.387: 
	0.388: 
	0.389: 
	0.390: 
	0.391: 
	0.392: 
	0.393: 
	0.394: 
	0.395: 
	0.396: 
	0.397: 
	0.398: 
	0.399: 
	0.400: 
	0.401: 
	0.402: 
	0.403: 
	0.404: 
	0.405: 
	0.406: 
	0.407: 
	0.408: 
	0.409: 
	0.410: 
	0.411: 
	0.412: 
	0.413: 
	0.414: 
	0.415: 
	0.416: 
	0.417: 
	0.418: 
	0.419: 
	0.420: 
	0.421: 
	0.422: 
	0.423: 
	0.424: 
	0.425: 
	0.426: 
	0.427: 
	0.428: 
	0.429: 
	0.430: 
	0.431: 
	0.432: 
	0.433: 
	0.434: 
	0.435: 
	0.436: 
	0.437: 
	0.438: 
	0.439: 
	0.440: 
	0.441: 
	0.442: 
	0.443: 
	0.444: 
	0.445: 
	0.446: 
	0.447: 
	0.448: 
	0.449: 
	0.450: 
	0.451: 
	0.452: 
	0.453: 
	0.454: 
	0.455: 
	0.456: 
	0.457: 
	0.458: 
	0.459: 
	0.460: 
	0.461: 
	0.462: 
	0.463: 
	0.464: 
	0.465: 
	0.466: 
	0.467: 
	0.468: 
	0.469: 
	0.470: 
	0.471: 
	0.472: 
	0.473: 
	0.474: 
	0.475: 
	0.476: 
	0.477: 
	0.478: 
	0.479: 
	0.480: 
	0.481: 
	0.482: 
	0.483: 
	0.484: 
	0.485: 
	0.486: 
	0.487: 
	0.488: 
	0.489: 
	0.490: 
	0.491: 
	0.492: 
	0.493: 
	0.494: 
	0.495: 
	0.496: 
	0.497: 
	0.498: 
	0.499: 
	0.500: 
	0.501: 
	0.502: 
	0.503: 
	0.504: 
	0.505: 
	0.506: 
	0.507: 
	0.508: 
	0.509: 
	0.510: 
	0.511: 
	0.512: 
	0.513: 
	0.514: 
	0.515: 
	0.516: 
	0.517: 
	0.518: 
	0.519: 
	0.520: 
	0.521: 
	0.522: 
	0.523: 
	0.524: 
	0.525: 
	0.526: 
	0.527: 
	0.528: 
	0.529: 
	0.530: 
	0.531: 
	0.532: 
	0.533: 
	0.534: 
	0.535: 
	0.536: 
	0.537: 
	0.538: 
	0.539: 
	0.540: 
	0.541: 
	0.542: 
	0.543: 
	0.544: 
	0.545: 
	0.546: 
	0.547: 
	0.548: 
	0.549: 
	0.550: 
	0.551: 
	0.552: 
	0.553: 
	0.554: 
	0.555: 
	0.556: 
	0.557: 
	0.558: 
	0.559: 
	0.560: 
	0.561: 
	0.562: 
	0.563: 
	0.564: 
	0.565: 
	0.566: 
	0.567: 
	0.568: 
	0.569: 
	0.570: 
	0.571: 
	0.572: 
	0.573: 
	0.574: 
	0.575: 
	0.576: 
	0.577: 
	0.578: 
	0.579: 
	0.580: 
	0.581: 
	0.582: 
	0.583: 
	0.584: 
	0.585: 
	0.586: 
	0.587: 
	0.588: 
	0.589: 
	0.590: 
	0.591: 
	0.592: 
	0.593: 
	0.594: 
	0.595: 
	0.596: 
	0.597: 
	0.598: 
	0.599: 
	0.600: 
	0.601: 
	0.602: 
	0.603: 
	0.604: 
	0.605: 
	0.606: 
	0.607: 
	0.608: 
	0.609: 
	0.610: 
	0.611: 
	0.612: 
	0.613: 
	0.614: 
	0.615: 
	0.616: 
	0.617: 
	0.618: 
	0.619: 
	0.620: 
	0.621: 
	0.622: 
	0.623: 
	0.624: 
	0.625: 
	0.626: 
	0.627: 
	0.628: 
	0.629: 
	0.630: 
	0.631: 
	0.632: 
	0.633: 
	0.634: 
	0.635: 
	0.636: 
	0.637: 
	0.638: 
	0.639: 
	0.640: 
	0.641: 
	0.642: 
	0.643: 
	0.644: 
	0.645: 
	0.646: 
	0.647: 
	0.648: 
	0.649: 
	0.650: 
	0.651: 
	0.652: 
	0.653: 
	0.654: 
	0.655: 
	0.656: 
	0.657: 
	0.658: 
	0.659: 
	0.660: 
	0.661: 
	0.662: 
	0.663: 
	0.664: 
	0.665: 
	0.666: 
	0.667: 
	0.668: 
	0.669: 
	0.670: 
	0.671: 
	0.672: 
	0.673: 
	0.674: 
	0.675: 
	0.676: 
	0.677: 
	0.678: 
	0.679: 
	0.680: 
	0.681: 
	0.682: 
	0.683: 
	0.684: 
	0.685: 
	0.686: 
	0.687: 
	0.688: 
	0.689: 
	0.690: 
	0.691: 
	0.692: 
	0.693: 
	0.694: 
	0.695: 
	0.696: 
	0.697: 
	0.698: 
	0.699: 
	0.700: 
	0.701: 
	0.702: 
	0.703: 
	0.704: 
	0.705: 
	0.706: 
	0.707: 
	0.708: 
	0.709: 
	0.710: 
	0.711: 
	0.712: 
	0.713: 
	0.714: 
	0.715: 
	0.716: 
	0.717: 
	0.718: 
	0.719: 
	0.720: 
	0.721: 
	0.722: 
	0.723: 
	0.724: 
	0.725: 
	0.726: 
	0.727: 
	0.728: 
	0.729: 
	0.730: 
	0.731: 
	0.732: 
	0.733: 
	0.734: 
	0.735: 
	0.736: 
	0.737: 
	0.738: 
	0.739: 
	0.740: 
	0.741: 
	0.742: 
	0.743: 
	0.744: 
	0.745: 
	0.746: 
	0.747: 
	0.748: 
	0.749: 
	0.750: 
	0.751: 
	0.752: 
	0.753: 
	0.754: 
	0.755: 
	0.756: 
	0.757: 
	0.758: 
	0.759: 
	0.760: 
	0.761: 
	0.762: 
	0.763: 
	0.764: 
	0.765: 
	0.766: 
	0.767: 
	0.768: 
	0.769: 
	0.770: 
	0.771: 
	0.772: 
	0.773: 
	0.774: 
	0.775: 
	0.776: 
	0.777: 
	0.778: 
	0.779: 
	0.780: 
	0.781: 
	0.782: 
	0.783: 
	0.784: 
	0.785: 
	0.786: 
	0.787: 
	0.788: 
	0.789: 
	0.790: 
	0.791: 
	0.792: 
	0.793: 
	0.794: 
	0.795: 
	0.796: 
	0.797: 
	0.798: 
	0.799: 
	0.800: 
	0.801: 
	0.802: 
	0.803: 
	0.804: 
	0.805: 
	0.806: 
	0.807: 
	0.808: 
	0.809: 
	0.810: 
	0.811: 
	0.812: 
	0.813: 
	0.814: 
	0.815: 
	0.816: 
	0.817: 
	0.818: 
	0.819: 
	0.820: 
	0.821: 
	0.822: 
	0.823: 
	0.824: 
	0.825: 
	0.826: 
	0.827: 
	0.828: 
	0.829: 
	0.830: 
	0.831: 
	0.832: 
	0.833: 
	0.834: 
	0.835: 
	0.836: 
	0.837: 
	0.838: 
	0.839: 
	0.840: 
	0.841: 
	0.842: 
	0.843: 
	0.844: 
	0.845: 
	0.846: 
	0.847: 
	0.848: 
	0.849: 
	0.850: 
	0.851: 
	0.852: 
	0.853: 
	0.854: 
	0.855: 
	0.856: 
	0.857: 
	0.858: 
	0.859: 
	0.860: 
	0.861: 
	0.862: 
	0.863: 
	0.864: 
	0.865: 
	0.866: 
	0.867: 
	0.868: 
	0.869: 
	0.870: 
	0.871: 
	0.872: 
	0.873: 
	0.874: 
	0.875: 
	0.876: 
	0.877: 
	0.878: 
	0.879: 
	0.880: 
	0.881: 
	0.882: 
	0.883: 
	0.884: 
	0.885: 
	0.886: 
	0.887: 
	0.888: 
	0.889: 
	0.890: 
	0.891: 
	0.892: 
	0.893: 
	0.894: 
	0.895: 
	0.896: 
	0.897: 
	0.898: 
	0.899: 
	0.900: 
	anm0: 
	0.EndLeft: 
	0.StepLeft: 
	0.PauseLeft: 
	0.PlayLeft: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PauseRight: 
	0.PlayRight: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.StepRight: 
	0.EndRight: 
	0.Minus: 
	0.Reset: 
	0.Plus: 
	1.0: 
	1.1: 
	1.2: 
	1.3: 
	1.4: 
	1.5: 
	1.6: 
	1.7: 
	1.8: 
	1.9: 
	1.10: 
	1.11: 
	1.12: 
	1.13: 
	1.14: 
	1.15: 
	1.16: 
	1.17: 
	1.18: 
	1.19: 
	1.20: 
	1.21: 
	1.22: 
	1.23: 
	1.24: 
	1.25: 
	1.26: 
	1.27: 
	1.28: 
	1.29: 
	1.30: 
	1.31: 
	1.32: 
	1.33: 
	1.34: 
	1.35: 
	1.36: 
	1.37: 
	1.38: 
	1.39: 
	1.40: 
	1.41: 
	1.42: 
	1.43: 
	1.44: 
	1.45: 
	1.46: 
	1.47: 
	1.48: 
	1.49: 
	1.50: 
	1.51: 
	1.52: 
	1.53: 
	1.54: 
	1.55: 
	1.56: 
	1.57: 
	1.58: 
	1.59: 
	1.60: 
	1.61: 
	1.62: 
	1.63: 
	1.64: 
	1.65: 
	1.66: 
	1.67: 
	1.68: 
	1.69: 
	1.70: 
	1.71: 
	1.72: 
	1.73: 
	1.74: 
	1.75: 
	1.76: 
	1.77: 
	1.78: 
	1.79: 
	1.80: 
	1.81: 
	1.82: 
	1.83: 
	1.84: 
	1.85: 
	1.86: 
	1.87: 
	1.88: 
	1.89: 
	1.90: 
	1.91: 
	1.92: 
	1.93: 
	1.94: 
	1.95: 
	1.96: 
	1.97: 
	1.98: 
	1.99: 
	1.100: 
	1.101: 
	1.102: 
	1.103: 
	1.104: 
	1.105: 
	1.106: 
	1.107: 
	1.108: 
	1.109: 
	1.110: 
	1.111: 
	1.112: 
	1.113: 
	1.114: 
	1.115: 
	1.116: 
	1.117: 
	1.118: 
	1.119: 
	1.120: 
	1.121: 
	1.122: 
	1.123: 
	1.124: 
	1.125: 
	1.126: 
	1.127: 
	1.128: 
	1.129: 
	1.130: 
	1.131: 
	1.132: 
	1.133: 
	1.134: 
	1.135: 
	1.136: 
	1.137: 
	1.138: 
	1.139: 
	1.140: 
	1.141: 
	1.142: 
	1.143: 
	1.144: 
	1.145: 
	1.146: 
	1.147: 
	1.148: 
	1.149: 
	1.150: 
	1.151: 
	1.152: 
	1.153: 
	1.154: 
	1.155: 
	1.156: 
	1.157: 
	1.158: 
	1.159: 
	1.160: 
	1.161: 
	1.162: 
	1.163: 
	1.164: 
	1.165: 
	1.166: 
	1.167: 
	1.168: 
	1.169: 
	1.170: 
	1.171: 
	1.172: 
	1.173: 
	1.174: 
	1.175: 
	1.176: 
	1.177: 
	1.178: 
	1.179: 
	1.180: 
	1.181: 
	1.182: 
	1.183: 
	1.184: 
	1.185: 
	1.186: 
	1.187: 
	1.188: 
	1.189: 
	1.190: 
	1.191: 
	1.192: 
	1.193: 
	1.194: 
	1.195: 
	1.196: 
	1.197: 
	1.198: 
	1.199: 
	1.200: 
	1.201: 
	1.202: 
	1.203: 
	1.204: 
	1.205: 
	1.206: 
	1.207: 
	1.208: 
	1.209: 
	1.210: 
	1.211: 
	1.212: 
	1.213: 
	1.214: 
	1.215: 
	1.216: 
	1.217: 
	1.218: 
	1.219: 
	1.220: 
	1.221: 
	1.222: 
	1.223: 
	1.224: 
	1.225: 
	1.226: 
	1.227: 
	1.228: 
	1.229: 
	1.230: 
	1.231: 
	1.232: 
	1.233: 
	1.234: 
	1.235: 
	1.236: 
	1.237: 
	1.238: 
	1.239: 
	1.240: 
	1.241: 
	1.242: 
	1.243: 
	1.244: 
	1.245: 
	1.246: 
	1.247: 
	1.248: 
	1.249: 
	1.250: 
	1.251: 
	1.252: 
	1.253: 
	1.254: 
	1.255: 
	1.256: 
	1.257: 
	1.258: 
	1.259: 
	1.260: 
	1.261: 
	1.262: 
	1.263: 
	1.264: 
	1.265: 
	1.266: 
	1.267: 
	1.268: 
	1.269: 
	1.270: 
	1.271: 
	1.272: 
	1.273: 
	1.274: 
	1.275: 
	1.276: 
	1.277: 
	1.278: 
	1.279: 
	1.280: 
	1.281: 
	1.282: 
	1.283: 
	1.284: 
	1.285: 
	1.286: 
	1.287: 
	1.288: 
	1.289: 
	1.290: 
	1.291: 
	1.292: 
	1.293: 
	1.294: 
	1.295: 
	1.296: 
	1.297: 
	1.298: 
	1.299: 
	1.300: 
	1.301: 
	1.302: 
	1.303: 
	1.304: 
	1.305: 
	1.306: 
	1.307: 
	1.308: 
	1.309: 
	1.310: 
	1.311: 
	1.312: 
	1.313: 
	1.314: 
	1.315: 
	1.316: 
	1.317: 
	1.318: 
	1.319: 
	1.320: 
	1.321: 
	1.322: 
	1.323: 
	1.324: 
	1.325: 
	1.326: 
	1.327: 
	1.328: 
	1.329: 
	1.330: 
	1.331: 
	1.332: 
	1.333: 
	1.334: 
	1.335: 
	1.336: 
	1.337: 
	1.338: 
	1.339: 
	1.340: 
	1.341: 
	1.342: 
	1.343: 
	1.344: 
	1.345: 
	1.346: 
	1.347: 
	1.348: 
	1.349: 
	1.350: 
	1.351: 
	1.352: 
	1.353: 
	1.354: 
	1.355: 
	1.356: 
	1.357: 
	1.358: 
	1.359: 
	1.360: 
	1.361: 
	1.362: 
	1.363: 
	1.364: 
	1.365: 
	1.366: 
	1.367: 
	1.368: 
	1.369: 
	1.370: 
	1.371: 
	1.372: 
	1.373: 
	1.374: 
	1.375: 
	1.376: 
	1.377: 
	1.378: 
	1.379: 
	1.380: 
	1.381: 
	1.382: 
	1.383: 
	1.384: 
	1.385: 
	1.386: 
	1.387: 
	1.388: 
	1.389: 
	1.390: 
	1.391: 
	1.392: 
	1.393: 
	1.394: 
	1.395: 
	1.396: 
	1.397: 
	1.398: 
	1.399: 
	1.400: 
	1.401: 
	1.402: 
	1.403: 
	1.404: 
	1.405: 
	1.406: 
	1.407: 
	1.408: 
	1.409: 
	1.410: 
	1.411: 
	1.412: 
	1.413: 
	1.414: 
	1.415: 
	1.416: 
	1.417: 
	1.418: 
	1.419: 
	1.420: 
	1.421: 
	1.422: 
	1.423: 
	1.424: 
	1.425: 
	1.426: 
	1.427: 
	1.428: 
	1.429: 
	1.430: 
	1.431: 
	1.432: 
	1.433: 
	1.434: 
	1.435: 
	1.436: 
	1.437: 
	1.438: 
	1.439: 
	1.440: 
	1.441: 
	1.442: 
	1.443: 
	1.444: 
	1.445: 
	1.446: 
	1.447: 
	1.448: 
	1.449: 
	1.450: 
	1.451: 
	1.452: 
	1.453: 
	1.454: 
	1.455: 
	1.456: 
	1.457: 
	1.458: 
	1.459: 
	1.460: 
	1.461: 
	1.462: 
	1.463: 
	1.464: 
	1.465: 
	1.466: 
	1.467: 
	1.468: 
	1.469: 
	1.470: 
	1.471: 
	1.472: 
	1.473: 
	1.474: 
	1.475: 
	1.476: 
	1.477: 
	1.478: 
	1.479: 
	1.480: 
	1.481: 
	1.482: 
	1.483: 
	1.484: 
	1.485: 
	1.486: 
	1.487: 
	1.488: 
	1.489: 
	1.490: 
	1.491: 
	1.492: 
	1.493: 
	1.494: 
	1.495: 
	1.496: 
	1.497: 
	1.498: 
	1.499: 
	1.500: 
	1.501: 
	1.502: 
	1.503: 
	1.504: 
	1.505: 
	1.506: 
	1.507: 
	1.508: 
	1.509: 
	1.510: 
	1.511: 
	1.512: 
	1.513: 
	1.514: 
	1.515: 
	1.516: 
	1.517: 
	1.518: 
	1.519: 
	1.520: 
	1.521: 
	1.522: 
	1.523: 
	1.524: 
	1.525: 
	1.526: 
	1.527: 
	1.528: 
	1.529: 
	1.530: 
	1.531: 
	1.532: 
	1.533: 
	1.534: 
	1.535: 
	1.536: 
	1.537: 
	1.538: 
	1.539: 
	1.540: 
	1.541: 
	1.542: 
	1.543: 
	1.544: 
	1.545: 
	1.546: 
	1.547: 
	1.548: 
	1.549: 
	1.550: 
	1.551: 
	1.552: 
	1.553: 
	1.554: 
	1.555: 
	1.556: 
	1.557: 
	1.558: 
	1.559: 
	1.560: 
	1.561: 
	1.562: 
	1.563: 
	1.564: 
	1.565: 
	1.566: 
	1.567: 
	1.568: 
	1.569: 
	1.570: 
	1.571: 
	1.572: 
	1.573: 
	1.574: 
	1.575: 
	1.576: 
	1.577: 
	1.578: 
	1.579: 
	1.580: 
	1.581: 
	1.582: 
	1.583: 
	1.584: 
	1.585: 
	1.586: 
	1.587: 
	1.588: 
	1.589: 
	1.590: 
	1.591: 
	1.592: 
	1.593: 
	1.594: 
	1.595: 
	1.596: 
	1.597: 
	1.598: 
	1.599: 
	1.600: 
	1.601: 
	1.602: 
	1.603: 
	1.604: 
	1.605: 
	1.606: 
	1.607: 
	1.608: 
	1.609: 
	1.610: 
	1.611: 
	1.612: 
	1.613: 
	1.614: 
	1.615: 
	1.616: 
	1.617: 
	1.618: 
	1.619: 
	1.620: 
	1.621: 
	1.622: 
	1.623: 
	1.624: 
	1.625: 
	1.626: 
	1.627: 
	1.628: 
	1.629: 
	1.630: 
	1.631: 
	1.632: 
	1.633: 
	1.634: 
	1.635: 
	1.636: 
	1.637: 
	1.638: 
	1.639: 
	1.640: 
	1.641: 
	1.642: 
	1.643: 
	1.644: 
	1.645: 
	1.646: 
	1.647: 
	1.648: 
	1.649: 
	1.650: 
	1.651: 
	1.652: 
	1.653: 
	1.654: 
	1.655: 
	1.656: 
	1.657: 
	1.658: 
	1.659: 
	1.660: 
	1.661: 
	1.662: 
	1.663: 
	1.664: 
	1.665: 
	1.666: 
	1.667: 
	1.668: 
	1.669: 
	1.670: 
	1.671: 
	1.672: 
	1.673: 
	1.674: 
	1.675: 
	1.676: 
	1.677: 
	1.678: 
	1.679: 
	1.680: 
	1.681: 
	1.682: 
	1.683: 
	1.684: 
	1.685: 
	1.686: 
	1.687: 
	1.688: 
	1.689: 
	1.690: 
	1.691: 
	1.692: 
	1.693: 
	1.694: 
	1.695: 
	1.696: 
	1.697: 
	1.698: 
	1.699: 
	1.700: 
	1.701: 
	1.702: 
	1.703: 
	1.704: 
	1.705: 
	1.706: 
	1.707: 
	1.708: 
	1.709: 
	1.710: 
	1.711: 
	1.712: 
	1.713: 
	1.714: 
	1.715: 
	1.716: 
	1.717: 
	1.718: 
	1.719: 
	1.720: 
	1.721: 
	1.722: 
	1.723: 
	1.724: 
	1.725: 
	1.726: 
	1.727: 
	1.728: 
	1.729: 
	1.730: 
	1.731: 
	1.732: 
	1.733: 
	1.734: 
	1.735: 
	1.736: 
	1.737: 
	1.738: 
	1.739: 
	1.740: 
	1.741: 
	1.742: 
	1.743: 
	1.744: 
	1.745: 
	1.746: 
	1.747: 
	1.748: 
	1.749: 
	1.750: 
	1.751: 
	1.752: 
	1.753: 
	1.754: 
	1.755: 
	1.756: 
	1.757: 
	1.758: 
	1.759: 
	1.760: 
	1.761: 
	1.762: 
	1.763: 
	1.764: 
	1.765: 
	1.766: 
	1.767: 
	1.768: 
	1.769: 
	1.770: 
	1.771: 
	1.772: 
	1.773: 
	1.774: 
	1.775: 
	1.776: 
	1.777: 
	1.778: 
	1.779: 
	1.780: 
	1.781: 
	1.782: 
	1.783: 
	1.784: 
	1.785: 
	1.786: 
	1.787: 
	1.788: 
	1.789: 
	1.790: 
	1.791: 
	1.792: 
	1.793: 
	1.794: 
	1.795: 
	1.796: 
	1.797: 
	1.798: 
	1.799: 
	1.800: 
	1.801: 
	1.802: 
	1.803: 
	1.804: 
	1.805: 
	1.806: 
	1.807: 
	1.808: 
	1.809: 
	1.810: 
	1.811: 
	1.812: 
	1.813: 
	1.814: 
	1.815: 
	1.816: 
	1.817: 
	1.818: 
	1.819: 
	1.820: 
	1.821: 
	1.822: 
	1.823: 
	1.824: 
	1.825: 
	1.826: 
	1.827: 
	1.828: 
	1.829: 
	1.830: 
	1.831: 
	1.832: 
	1.833: 
	1.834: 
	1.835: 
	1.836: 
	1.837: 
	1.838: 
	1.839: 
	1.840: 
	1.841: 
	1.842: 
	1.843: 
	1.844: 
	1.845: 
	1.846: 
	1.847: 
	1.848: 
	1.849: 
	1.850: 
	1.851: 
	1.852: 
	1.853: 
	1.854: 
	1.855: 
	1.856: 
	1.857: 
	1.858: 
	1.859: 
	1.860: 
	1.861: 
	1.862: 
	1.863: 
	1.864: 
	1.865: 
	1.866: 
	1.867: 
	1.868: 
	1.869: 
	1.870: 
	1.871: 
	1.872: 
	1.873: 
	1.874: 
	1.875: 
	1.876: 
	1.877: 
	1.878: 
	1.879: 
	1.880: 
	1.881: 
	1.882: 
	1.883: 
	1.884: 
	1.885: 
	1.886: 
	1.887: 
	1.888: 
	1.889: 
	1.890: 
	anm1: 
	1.EndLeft: 
	1.StepLeft: 
	1.PauseLeft: 
	1.PlayLeft: 
	1.PlayPauseLeft: 
	1.PauseRight: 
	1.PlayRight: 
	1.PlayPauseRight: 
	1.StepRight: 
	1.EndRight: 
	1.Minus: 
	1.Reset: 
	1.Plus: 
	2.0: 
	2.1: 
	2.2: 
	2.3: 
	2.4: 
	2.5: 
	2.6: 
	2.7: 
	2.8: 
	2.9: 
	2.10: 
	2.11: 
	2.12: 
	2.13: 
	2.14: 
	2.15: 
	2.16: 
	2.17: 
	2.18: 
	2.19: 
	2.20: 
	2.21: 
	2.22: 
	2.23: 
	2.24: 
	2.25: 
	2.26: 
	2.27: 
	2.28: 
	2.29: 
	2.30: 
	2.31: 
	2.32: 
	2.33: 
	2.34: 
	2.35: 
	2.36: 
	2.37: 
	2.38: 
	2.39: 
	anm2: 
	2.EndLeft: 
	2.StepLeft: 
	2.PauseLeft: 
	2.PlayLeft: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.PauseRight: 
	2.PlayRight: 
	2.PlayPauseRight: 
	2.StepRight: 
	2.EndRight: 
	2.Minus: 
	2.Reset: 
	2.Plus: 
	3.0: 
	3.1: 
	3.2: 
	3.3: 
	3.4: 
	3.5: 
	3.6: 
	3.7: 
	3.8: 
	3.9: 
	3.10: 
	3.11: 
	3.12: 
	3.13: 
	3.14: 
	3.15: 
	3.16: 
	3.17: 
	3.18: 
	3.19: 
	3.20: 
	3.21: 
	3.22: 
	3.23: 
	3.24: 
	3.25: 
	3.26: 
	3.27: 
	3.28: 
	3.29: 
	3.30: 
	3.31: 
	3.32: 
	3.33: 
	3.34: 
	3.35: 
	3.36: 
	3.37: 
	3.38: 
	3.39: 
	anm3: 
	3.EndLeft: 
	3.StepLeft: 
	3.PauseLeft: 
	3.PlayLeft: 
	3.PlayPauseLeft: 
	3.PauseRight: 
	3.PlayRight: 
	3.PlayPauseRight: 
	3.StepRight: 
	3.EndRight: 
	3.Minus: 
	3.Reset: 
	3.Plus: 
	4.0: 
	4.1: 
	4.2: 
	4.3: 
	4.4: 
	4.5: 
	4.6: 
	4.7: 
	4.8: 
	4.9: 
	4.10: 
	4.11: 
	4.12: 
	4.13: 
	4.14: 
	4.15: 
	4.16: 
	4.17: 
	4.18: 
	anm4: 
	4.EndLeft: 
	4.StepLeft: 
	4.PauseLeft: 
	4.PlayLeft: 
	4.PlayPauseLeft: 
	4.PauseRight: 
	4.PlayRight: 
	4.PlayPauseRight: 
	4.StepRight: 
	4.EndRight: 
	4.Minus: 
	4.Reset: 
	4.Plus: 
	5.0: 
	5.1: 
	5.2: 
	5.3: 
	5.4: 
	5.5: 
	5.6: 
	5.7: 
	5.8: 
	5.9: 
	5.10: 
	5.11: 
	5.12: 
	5.13: 
	5.14: 
	5.15: 
	5.16: 
	5.17: 
	5.18: 
	anm5: 
	5.EndLeft: 
	5.StepLeft: 
	5.PauseLeft: 
	5.PlayLeft: 
	5.PlayPauseLeft: 
	5.PauseRight: 
	5.PlayRight: 
	5.PlayPauseRight: 
	5.StepRight: 
	5.EndRight: 
	5.Minus: 
	5.Reset: 
	5.Plus: 
	6.0: 
	6.1: 
	6.2: 
	6.3: 
	6.4: 
	6.5: 
	6.6: 
	6.7: 
	6.8: 
	6.9: 
	6.10: 
	6.11: 
	6.12: 
	6.13: 
	6.14: 
	6.15: 
	6.16: 
	6.17: 
	6.18: 
	6.19: 
	6.20: 
	6.21: 
	6.22: 
	6.23: 
	6.24: 
	6.25: 
	6.26: 
	6.27: 
	6.28: 
	6.29: 
	6.30: 
	6.31: 
	6.32: 
	6.33: 
	6.34: 
	6.35: 
	6.36: 
	6.37: 
	6.38: 
	6.39: 
	6.40: 
	6.41: 
	6.42: 
	6.43: 
	6.44: 
	6.45: 
	6.46: 
	6.47: 
	6.48: 
	6.49: 
	6.50: 
	6.51: 
	6.52: 
	6.53: 
	6.54: 
	6.55: 
	6.56: 
	6.57: 
	6.58: 
	6.59: 
	6.60: 
	6.61: 
	6.62: 
	6.63: 
	6.64: 
	6.65: 
	6.66: 
	6.67: 
	6.68: 
	6.69: 
	6.70: 
	6.71: 
	6.72: 
	6.73: 
	6.74: 
	6.75: 
	6.76: 
	6.77: 
	6.78: 
	6.79: 
	6.80: 
	6.81: 
	6.82: 
	6.83: 
	6.84: 
	6.85: 
	6.86: 
	6.87: 
	6.88: 
	6.89: 
	6.90: 
	6.91: 
	6.92: 
	6.93: 
	6.94: 
	6.95: 
	6.96: 
	6.97: 
	6.98: 
	6.99: 
	6.100: 
	6.101: 
	6.102: 
	6.103: 
	6.104: 
	6.105: 
	6.106: 
	6.107: 
	6.108: 
	6.109: 
	6.110: 
	6.111: 
	6.112: 
	6.113: 
	6.114: 
	6.115: 
	6.116: 
	6.117: 
	6.118: 
	6.119: 
	6.120: 
	6.121: 
	6.122: 
	6.123: 
	6.124: 
	6.125: 
	6.126: 
	6.127: 
	6.128: 
	6.129: 
	6.130: 
	6.131: 
	6.132: 
	6.133: 
	6.134: 
	6.135: 
	6.136: 
	6.137: 
	6.138: 
	6.139: 
	6.140: 
	6.141: 
	6.142: 
	6.143: 
	6.144: 
	6.145: 
	6.146: 
	6.147: 
	6.148: 
	6.149: 
	6.150: 
	6.151: 
	6.152: 
	6.153: 
	6.154: 
	6.155: 
	6.156: 
	6.157: 
	6.158: 
	6.159: 
	6.160: 
	6.161: 
	6.162: 
	6.163: 
	6.164: 
	6.165: 
	6.166: 
	6.167: 
	6.168: 
	6.169: 
	6.170: 
	6.171: 
	6.172: 
	6.173: 
	6.174: 
	6.175: 
	6.176: 
	6.177: 
	6.178: 
	6.179: 
	6.180: 
	6.181: 
	6.182: 
	6.183: 
	6.184: 
	6.185: 
	6.186: 
	6.187: 
	6.188: 
	6.189: 
	6.190: 
	anm6: 
	6.EndLeft: 
	6.StepLeft: 
	6.PauseLeft: 
	6.PlayLeft: 
	6.PlayPauseLeft: 
	6.PauseRight: 
	6.PlayRight: 
	6.PlayPauseRight: 
	6.StepRight: 
	6.EndRight: 
	6.Minus: 
	6.Reset: 
	6.Plus: 
	7.0: 
	7.1: 
	7.2: 
	7.3: 
	7.4: 
	7.5: 
	7.6: 
	7.7: 
	7.8: 
	7.9: 
	7.10: 
	7.11: 
	7.12: 
	7.13: 
	7.14: 
	7.15: 
	7.16: 
	7.17: 
	7.18: 
	7.19: 
	7.20: 
	7.21: 
	7.22: 
	7.23: 
	7.24: 
	7.25: 
	7.26: 
	7.27: 
	7.28: 
	7.29: 
	7.30: 
	7.31: 
	7.32: 
	7.33: 
	7.34: 
	7.35: 
	7.36: 
	7.37: 
	7.38: 
	7.39: 
	7.40: 
	7.41: 
	7.42: 
	7.43: 
	7.44: 
	7.45: 
	7.46: 
	7.47: 
	7.48: 
	7.49: 
	7.50: 
	7.51: 
	7.52: 
	7.53: 
	7.54: 
	7.55: 
	7.56: 
	7.57: 
	7.58: 
	7.59: 
	7.60: 
	7.61: 
	7.62: 
	7.63: 
	7.64: 
	7.65: 
	7.66: 
	7.67: 
	7.68: 
	7.69: 
	7.70: 
	7.71: 
	7.72: 
	7.73: 
	7.74: 
	7.75: 
	7.76: 
	7.77: 
	7.78: 
	7.79: 
	7.80: 
	7.81: 
	7.82: 
	7.83: 
	7.84: 
	7.85: 
	7.86: 
	7.87: 
	7.88: 
	7.89: 
	7.90: 
	7.91: 
	7.92: 
	7.93: 
	7.94: 
	7.95: 
	7.96: 
	7.97: 
	7.98: 
	7.99: 
	7.100: 
	7.101: 
	7.102: 
	7.103: 
	7.104: 
	7.105: 
	7.106: 
	7.107: 
	7.108: 
	7.109: 
	7.110: 
	7.111: 
	7.112: 
	7.113: 
	7.114: 
	7.115: 
	7.116: 
	7.117: 
	7.118: 
	7.119: 
	7.120: 
	7.121: 
	7.122: 
	7.123: 
	7.124: 
	7.125: 
	7.126: 
	7.127: 
	7.128: 
	7.129: 
	7.130: 
	7.131: 
	7.132: 
	7.133: 
	7.134: 
	7.135: 
	7.136: 
	7.137: 
	7.138: 
	7.139: 
	7.140: 
	7.141: 
	7.142: 
	7.143: 
	7.144: 
	7.145: 
	7.146: 
	7.147: 
	7.148: 
	7.149: 
	7.150: 
	7.151: 
	7.152: 
	7.153: 
	7.154: 
	7.155: 
	7.156: 
	7.157: 
	7.158: 
	7.159: 
	7.160: 
	7.161: 
	7.162: 
	7.163: 
	7.164: 
	7.165: 
	7.166: 
	7.167: 
	7.168: 
	7.169: 
	7.170: 
	7.171: 
	7.172: 
	7.173: 
	7.174: 
	7.175: 
	7.176: 
	7.177: 
	7.178: 
	7.179: 
	7.180: 
	7.181: 
	7.182: 
	7.183: 
	7.184: 
	7.185: 
	7.186: 
	7.187: 
	7.188: 
	7.189: 
	7.190: 
	anm7: 
	7.EndLeft: 
	7.StepLeft: 
	7.PauseLeft: 
	7.PlayLeft: 
	7.PlayPauseLeft: 
	7.PauseRight: 
	7.PlayRight: 
	7.PlayPauseRight: 
	7.StepRight: 
	7.EndRight: 
	7.Minus: 
	7.Reset: 
	7.Plus: 
	8.0: 
	8.1: 
	8.2: 
	8.3: 
	8.4: 
	8.5: 
	8.6: 
	8.7: 
	8.8: 
	8.9: 
	8.10: 
	8.11: 
	8.12: 
	8.13: 
	8.14: 
	8.15: 
	8.16: 
	8.17: 
	8.18: 
	8.19: 
	8.20: 
	8.21: 
	8.22: 
	8.23: 
	8.24: 
	8.25: 
	8.26: 
	8.27: 
	8.28: 
	8.29: 
	8.30: 
	8.31: 
	8.32: 
	8.33: 
	8.34: 
	8.35: 
	8.36: 
	8.37: 
	8.38: 
	8.39: 
	8.40: 
	8.41: 
	8.42: 
	8.43: 
	8.44: 
	8.45: 
	8.46: 
	8.47: 
	8.48: 
	anm8: 
	8.EndLeft: 
	8.StepLeft: 
	8.PauseLeft: 
	8.PlayLeft: 
	8.PlayPauseLeft: 
	8.PauseRight: 
	8.PlayRight: 
	8.PlayPauseRight: 
	8.StepRight: 
	8.EndRight: 
	8.Minus: 
	8.Reset: 
	8.Plus: 
	9.0: 
	9.1: 
	9.2: 
	9.3: 
	9.4: 
	9.5: 
	9.6: 
	9.7: 
	9.8: 
	9.9: 
	9.10: 
	9.11: 
	9.12: 
	9.13: 
	9.14: 
	9.15: 
	9.16: 
	9.17: 
	9.18: 
	9.19: 
	9.20: 
	9.21: 
	9.22: 
	9.23: 
	9.24: 
	9.25: 
	9.26: 
	9.27: 
	9.28: 
	9.29: 
	9.30: 
	9.31: 
	9.32: 
	9.33: 
	9.34: 
	9.35: 
	9.36: 
	9.37: 
	9.38: 
	9.39: 
	9.40: 
	9.41: 
	9.42: 
	9.43: 
	9.44: 
	9.45: 
	9.46: 
	9.47: 
	9.48: 
	anm9: 
	9.EndLeft: 
	9.StepLeft: 
	9.PauseLeft: 
	9.PlayLeft: 
	9.PlayPauseLeft: 
	9.PauseRight: 
	9.PlayRight: 
	9.PlayPauseRight: 
	9.StepRight: 
	9.EndRight: 
	9.Minus: 
	9.Reset: 
	9.Plus: 
	10.0: 
	10.1: 
	10.2: 
	10.3: 
	10.4: 
	10.5: 
	10.6: 
	10.7: 
	10.8: 
	10.9: 
	10.10: 
	10.11: 
	10.12: 
	10.13: 
	10.14: 
	10.15: 
	10.16: 
	10.17: 
	10.18: 
	10.19: 
	10.20: 
	10.21: 
	10.22: 
	10.23: 
	10.24: 
	10.25: 
	10.26: 
	10.27: 
	10.28: 
	10.29: 
	10.30: 
	10.31: 
	10.32: 
	10.33: 
	10.34: 
	10.35: 
	10.36: 
	10.37: 
	10.38: 
	10.39: 
	10.40: 
	10.41: 
	10.42: 
	10.43: 
	10.44: 
	10.45: 
	10.46: 
	10.47: 
	10.48: 
	10.49: 
	10.50: 
	10.51: 
	10.52: 
	10.53: 
	10.54: 
	10.55: 
	10.56: 
	10.57: 
	10.58: 
	10.59: 
	10.60: 
	10.61: 
	10.62: 
	10.63: 
	10.64: 
	10.65: 
	10.66: 
	10.67: 
	10.68: 
	10.69: 
	10.70: 
	10.71: 
	10.72: 
	10.73: 
	10.74: 
	10.75: 
	10.76: 
	10.77: 
	10.78: 
	10.79: 
	10.80: 
	10.81: 
	10.82: 
	10.83: 
	10.84: 
	10.85: 
	10.86: 
	10.87: 
	10.88: 
	10.89: 
	anm10: 
	10.EndLeft: 
	10.StepLeft: 
	10.PauseLeft: 
	10.PlayLeft: 
	10.PlayPauseLeft: 
	10.PauseRight: 
	10.PlayRight: 
	10.PlayPauseRight: 
	10.StepRight: 
	10.EndRight: 
	10.Minus: 
	10.Reset: 
	10.Plus: 
	11.0: 
	11.1: 
	11.2: 
	11.3: 
	11.4: 
	11.5: 
	11.6: 
	11.7: 
	11.8: 
	11.9: 
	11.10: 
	11.11: 
	11.12: 
	11.13: 
	11.14: 
	11.15: 
	11.16: 
	11.17: 
	11.18: 
	11.19: 
	11.20: 
	11.21: 
	11.22: 
	11.23: 
	11.24: 
	11.25: 
	11.26: 
	11.27: 
	11.28: 
	11.29: 
	11.30: 
	11.31: 
	11.32: 
	11.33: 
	11.34: 
	11.35: 
	11.36: 
	11.37: 
	11.38: 
	11.39: 
	11.40: 
	11.41: 
	11.42: 
	11.43: 
	11.44: 
	11.45: 
	11.46: 
	11.47: 
	11.48: 
	11.49: 
	11.50: 
	11.51: 
	11.52: 
	11.53: 
	11.54: 
	11.55: 
	11.56: 
	11.57: 
	11.58: 
	11.59: 
	11.60: 
	11.61: 
	11.62: 
	11.63: 
	11.64: 
	11.65: 
	11.66: 
	11.67: 
	11.68: 
	11.69: 
	11.70: 
	11.71: 
	11.72: 
	11.73: 
	11.74: 
	11.75: 
	11.76: 
	11.77: 
	11.78: 
	11.79: 
	11.80: 
	11.81: 
	11.82: 
	11.83: 
	11.84: 
	11.85: 
	11.86: 
	11.87: 
	11.88: 
	11.89: 
	anm11: 
	11.EndLeft: 
	11.StepLeft: 
	11.PauseLeft: 
	11.PlayLeft: 
	11.PlayPauseLeft: 
	11.PauseRight: 
	11.PlayRight: 
	11.PlayPauseRight: 
	11.StepRight: 
	11.EndRight: 
	11.Minus: 
	11.Reset: 
	11.Plus: 
	12.0: 
	12.1: 
	12.2: 
	12.3: 
	12.4: 
	12.5: 
	12.6: 
	12.7: 
	12.8: 
	12.9: 
	12.10: 
	12.11: 
	12.12: 
	12.13: 
	12.14: 
	12.15: 
	12.16: 
	12.17: 
	12.18: 
	12.19: 
	12.20: 
	12.21: 
	12.22: 
	12.23: 
	12.24: 
	12.25: 
	12.26: 
	12.27: 
	12.28: 
	12.29: 
	12.30: 
	12.31: 
	12.32: 
	12.33: 
	12.34: 
	12.35: 
	12.36: 
	12.37: 
	12.38: 
	12.39: 
	12.40: 
	12.41: 
	12.42: 
	12.43: 
	12.44: 
	12.45: 
	12.46: 
	12.47: 
	12.48: 
	12.49: 
	12.50: 
	12.51: 
	12.52: 
	12.53: 
	12.54: 
	12.55: 
	12.56: 
	12.57: 
	12.58: 
	12.59: 
	12.60: 
	12.61: 
	12.62: 
	12.63: 
	12.64: 
	12.65: 
	12.66: 
	12.67: 
	12.68: 
	12.69: 
	12.70: 
	12.71: 
	12.72: 
	12.73: 
	12.74: 
	12.75: 
	12.76: 
	12.77: 
	12.78: 
	12.79: 
	12.80: 
	12.81: 
	12.82: 
	12.83: 
	12.84: 
	12.85: 
	12.86: 
	12.87: 
	12.88: 
	12.89: 
	12.90: 
	12.91: 
	12.92: 
	12.93: 
	12.94: 
	12.95: 
	12.96: 
	12.97: 
	12.98: 
	anm12: 
	12.EndLeft: 
	12.StepLeft: 
	12.PauseLeft: 
	12.PlayLeft: 
	12.PlayPauseLeft: 
	12.PauseRight: 
	12.PlayRight: 
	12.PlayPauseRight: 
	12.StepRight: 
	12.EndRight: 
	12.Minus: 
	12.Reset: 
	12.Plus: 
	13.0: 
	13.1: 
	13.2: 
	13.3: 
	13.4: 
	13.5: 
	13.6: 
	13.7: 
	13.8: 
	13.9: 
	13.10: 
	13.11: 
	13.12: 
	13.13: 
	13.14: 
	13.15: 
	13.16: 
	13.17: 
	13.18: 
	13.19: 
	13.20: 
	13.21: 
	13.22: 
	13.23: 
	13.24: 
	13.25: 
	13.26: 
	13.27: 
	13.28: 
	13.29: 
	13.30: 
	13.31: 
	13.32: 
	13.33: 
	13.34: 
	13.35: 
	13.36: 
	13.37: 
	13.38: 
	13.39: 
	13.40: 
	13.41: 
	13.42: 
	13.43: 
	13.44: 
	13.45: 
	13.46: 
	13.47: 
	13.48: 
	13.49: 
	13.50: 
	13.51: 
	13.52: 
	13.53: 
	13.54: 
	13.55: 
	13.56: 
	13.57: 
	13.58: 
	13.59: 
	13.60: 
	13.61: 
	13.62: 
	13.63: 
	13.64: 
	13.65: 
	13.66: 
	13.67: 
	13.68: 
	13.69: 
	13.70: 
	13.71: 
	13.72: 
	13.73: 
	13.74: 
	13.75: 
	13.76: 
	13.77: 
	13.78: 
	13.79: 
	13.80: 
	anm13: 
	13.EndLeft: 
	13.StepLeft: 
	13.PauseLeft: 
	13.PlayLeft: 
	13.PlayPauseLeft: 
	13.PauseRight: 
	13.PlayRight: 
	13.PlayPauseRight: 
	13.StepRight: 
	13.EndRight: 
	13.Minus: 
	13.Reset: 
	13.Plus: 
	14.0: 
	14.1: 
	14.2: 
	14.3: 
	14.4: 
	14.5: 
	14.6: 
	14.7: 
	14.8: 
	14.9: 
	14.10: 
	14.11: 
	14.12: 
	14.13: 
	14.14: 
	14.15: 
	14.16: 
	14.17: 
	14.18: 
	14.19: 
	14.20: 
	14.21: 
	14.22: 
	14.23: 
	14.24: 
	14.25: 
	14.26: 
	14.27: 
	14.28: 
	14.29: 
	14.30: 
	14.31: 
	14.32: 
	14.33: 
	14.34: 
	14.35: 
	14.36: 
	14.37: 
	14.38: 
	14.39: 
	14.40: 
	14.41: 
	14.42: 
	14.43: 
	14.44: 
	14.45: 
	14.46: 
	14.47: 
	14.48: 
	14.49: 
	14.50: 
	14.51: 
	14.52: 
	14.53: 
	14.54: 
	14.55: 
	14.56: 
	14.57: 
	14.58: 
	14.59: 
	14.60: 
	14.61: 
	14.62: 
	14.63: 
	14.64: 
	14.65: 
	14.66: 
	14.67: 
	14.68: 
	14.69: 
	14.70: 
	14.71: 
	14.72: 
	14.73: 
	14.74: 
	14.75: 
	14.76: 
	14.77: 
	14.78: 
	14.79: 
	14.80: 
	14.81: 
	14.82: 
	14.83: 
	14.84: 
	14.85: 
	14.86: 
	14.87: 
	14.88: 
	14.89: 
	anm14: 
	14.EndLeft: 
	14.StepLeft: 
	14.PauseLeft: 
	14.PlayLeft: 
	14.PlayPauseLeft: 
	14.PauseRight: 
	14.PlayRight: 
	14.PlayPauseRight: 
	14.StepRight: 
	14.EndRight: 
	14.Minus: 
	14.Reset: 
	14.Plus: 


