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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Οι λοξές κατανομές εμφανίζουν σε σχέση με τις αντίστοιχες συμμετρικές 

ενισχυμένο το χαρακτηριστικό της ευελιξίας, ένεκα της ύπαρξης του επιπρόσθετου 

γνωρίσματος της λοξότητας.  

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας, είναι η ανάλυση των 

βασικότερων τύπων λοξών κατανομών μέσω της καταγραφής των βασικότερων 

σχέσεων, θεωρημάτων, αρχών και ιδιοτήτων που χαρακτηρίζουν αυτές. Η ανάλυση 

αυτή θεωρείται σημαντική λόγω της όλο και συχνότερης ανάγκης της χρήσης λοξών 

κατανομών σε εφαρμογές, όπου τα πραγματικά δεδομένα δεν ακολουθούν επαρκώς 

τις συνήθεις συμμετρικές κατανομές. Οι ιδιότητες των λοξών κατανομών και μάλιστα 

κατ’ αντιστοιχία με τις συνήθεις χρησιμοποιούμενες συμμετρικές κατανομές, όπως 

οι κανονική κατανομή, η λογιστική και η κατανομή student (t-distribution), φαίνονται 

πολύ χρήσιμες στο σύγχρονο πεδίο της στατιστικής επιστήμης. 

Στο πρακτικό κομμάτι της εργασίας, στο οποίο γίνεται χρήση της γλώσσας R, 

μέσω της δημιουργίας κώδικα γίνονται οι γραφικές παραστάσεις των σ.π.π. των 

κατανομών οι οποίες και αναλύονται στο θεωρητικό κομμάτι όπως και 

παρουσιάζονται ιδιότητες και χαρακτηριστικά αυτών για την πληρέστερη κατανόηση 

και παρουσίαση αυτών των κατανομών καθώς δεν είναι ευρύτατα γνωστές.  
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ABSTRACT 
 
  
      The skew-symmetric distributions exhibit the versatility characteristic in relation 
to the corresponding conventional ones due to the existence of the additional feature 
of skewness. 
 
      The aim of this diploma thesis is to analyze the main types of the skew-symmetric 
distributions by recording the basic relations, theorems, principles and properties that 
characterize them. This analysis is considered as an important one due to the 
increasingly frequent need to use skew-symmetric distributions in applications, where 
the actual data do not adequately follow the usual symmetric distributions. The 
properties of the skew-symmetric distributions, according to the usual used 
symmetric distributions, such as normal distribution, logistic distribution and 
t-distribution that seem to be very useful in the modern field of the science of 
statistics. 
 
     On the practical part of the thesis, in which the R language is used, through the 
creation of code take part the graphs of the so-called " Probability-Density-Function” 
of the distributions, which are also analyzed in the theoretical part as well as their 
functions and characteristics that are presented for a more complete comprehension 
and presentation of these distributions as they are not very well known. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ, ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΑ ΜΕΣΑ 
ΚΑΙ ΛΟΞΟΤΗΤΑ 

 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ - ΑΝΑΓΚΑΙΟΤΗΤΑ 

Η συλλογή παρατηρήσεων όσο και η παρουσίαση αυτών, όπως επίσης και ο 

στατιστικός έλεγχος κάποιων χαρακτηριστικών ιδιοτήτων του συνόλου των 

παρατηρήσεων, βασίζεται στην θεωρία πιθανοτήτων και συγκεκριμένα στις 

κατανομές πιθανοτήτων. Εκτός από τις ίδιες τις παρατηρήσεις δηλαδή, υπάρχει και 

ένα θεωρητικό μοντέλο το οποίο πρέπει αυτές οι παρατηρήσεις να ακολουθούν ώστε 

να είμαστε σε θέση εκτός από την καταμέτρηση αυτών να τις κατατάξουμε, να τις 

εντάξουμε σε ένα θεωρητικό πλαίσιο και να μπορούμε να τις συγκρίνουμε βάσει των 

θεωρητικών παραμέτρων και συναρτήσεων κατανομών τις οποίες ακολουθούν. 

Υπάρχουν χαρακτηριστικοί τρόποι παρουσίασης ενός συνόλου παρατηρήσεων 

όπως είναι οι γραφικές μέθοδοι και οι ποσοτικές μέθοδοι (μη γραφικές μέθοδοι, 

όπως μέτρα θέσης και διασποράς, διαστήματα εμπιστοσύνης, έλεγχοι κ.α.). Επίσης, 

υπάρχουν και χαρακτηριστικά στοιχεία ανάλυσης και παρουσίασης των αντίστοιχων 

θεωρητικών μοντέλων βασικό στοιχείο των οποίων είναι οι συναρτήσεις κατανομών. 

Οι γραφικές μέθοδοι αποτελούν εξαιρετικά χρήσιμα εργαλεία για την 

παρουσίαση δεδομένων αλλά και για την παρουσίαση της ποσοτικής τάσης αυτών. 

Έναν βασικό περιορισμό όσον αφορά στην χρησιμοποίηση των γραφικών 

παραστάσεων για την παρουσίαση και ανάλυση των διαθέσιμων δεδομένων, 

αποτελεί το γεγονός ότι δεν είναι εύκολο να χρησιμοποιηθούν προκειμένου να γίνει 

στατιστική συμπερασματολογία και κυρίως εξαγωγή συμπερασμάτων με βάση μόνο 

την μορφή του γραφήματος που αντιστοιχεί στις παρατηρήσεις του δείγματος της 

έρευνας. 

Η χρήση αριθμητικών περιγραφικών μέτρων στατιστικών κατανομών είναι 

επιβεβλημένη τόσο για τον ποσοτικοποίηση κάποιων από τις ιδιότητες αυτών των 

κατανομών, όσο και για την σύγκριση και μέτρηση τυχαίων παρατηρήσεων με τις 

κατανομές αυτές. Τα αριθμητικά περιγραφικά μέτρα διακρίνονται σε μέτρα θέσης ή 

κεντρικής τάσης και σε μέτρα διασποράς. Τα σημαντικότερα μέτρα θέσης είναι ο 

αριθμητικός μέσος, η διάμεσος και η επικρατούσα τιμή. 
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Από τις κατανομές, οι πιο συνηθισμένες είναι συμμετρικές, με την έννοια ότι 

υπάρχει μία συμμετρία ως προς την συχνότητα εμφάνισης τιμών, γύρω από μία 

συγκεκριμένη τιμή. Για παράδειγμα έχουμε την κανονική κατανομή η οποία είναι 

πολυχρησιμοποιημένη καθώς ταιριάζει ως θεωρητικό μοντέλο σε πληθώρα 

παραδειγμάτων και συνόλων παρατηρήσεων. Η κανονική κατανομή έχει 

συγκεντρωμένες τις τιμές της γύρω από την μέση τιμή, και με συγκεκριμένο τρόπο 

όσο απομακρυνόμαστε από αυτήν την μέση τιμή η συχνότητα εμφάνισης των 

παρατηρήσεων/τιμών μειώνεται (με τον ίδιο τρόπο δεξιά και αριστερά της μέσης 

τιμής). Αυτή η συμμετρία δεν εμφανίζεται όμως σε όλα τα σύνολα παρατηρήσεων και 

έτσι υπάρχει η ανάγκη μέτρησης της αντίστοιχης ασυμμετρίας αλλά και εύρεσης 

αντίστοιχου θεωρητικού μοντέλου (συνάρτησης κατανομής). Έτσι, οδηγούμαστε στο 

φαινόμενο των λοξών κατανομών. 

Για κατανομές όπου υπάρχει μεγαλύτερη συγκέντρωση τιμών στα δεξιά του 

κυρίως όγκου των τιμών, λέμε ότι η κατανομή εμφανίζει δεξιά ασυμμετρία ή 

λοξότητα. Αντίθετα, στην περίπτωση που υπάρχει μεγαλύτερη συγκέντρωση τιμών 

στα αριστερά του κυρίως όγκου των τιμών, η κατανομή χαρακτηρίζεται ως αριστερά 

ασύμμετρη κατανομή ή αριστερά λοξή κατανομή. Όταν μια κατανομή είναι απόλυτα 

συμμετρική, η μέση τιμή και η διάμεσος συμπίπτουν, ενώ όταν η κατανομή εμφανίζει 

δεξιά λοξότητα η μέση τιμή εμφανίζεται δεξιότερα της διαμέσου, και όταν η 

κατανομή εμφανίζει αριστερή λοξότητα, η μέση τιμή είναι αριστερότερα από τη 

διάμεσο. 

 

Τρεις σημαντικές συμμετρικές κατανομές είναι: η κανονική κατανομή, η 

λογιστική κατανομή και η κατανομή t. Αντίστοιχα, τρεις σημαντικές λοξές κατανομές 

είναι: η λοξή κανονική κατανομή, η λοξή λογιστική κατανομή και η λοξή κατανομή 

t. 

Τόσο η λοξή κανονική κατανομή όσο και η λοξή t–κατανομή, οι οποίες 

απορρέουν προφανώς από τις ευρέως χρησιμοποιούμενες στη στατιστική επιστήμη, 

κανονική κατανομή και κατανομή t, εμφανίζουν σε σχέση με αυτές μεγαλύτερο εύρος 

εφαρμογών ένεκα της ύπαρξης μιας περαιτέρω μεταβλητής ‘ευελιξίας’ η οποία 

προφανώς αντιστοιχεί στη συνιστώσα της λοξότητας. Καθ’ όμοιο τρόπο, η λοξή 

λογιστική κατανομή χρησιμοποιείται περισσότερο στη γενική της μορφή μιας και 

αυτή εμφανίζει μεγαλύτερη ευελιξία σε σχέση με το αρχικό μοντέλο στις διάφορες 

εφαρμογές της. 
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Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας, είναι η ανάλυση των παραπάνω 

τύπων λοξών κατανομών μέσω της καταγραφής των βασικότερων σχέσεων, 

θεωρημάτων και αρχών που τις χαρακτηρίζουν, καθώς και μέσω των εφαρμογών 

τους στο πεδίο της στατιστικής επιστήμης.  

Η σημασία εκπόνησης της εργασίας έγκειται στην αυξημένη βαρύτητα του 

πεδίου των λοξών κατανομών για το ΄ξεκλείδωμα’ περαιτέρω πεδίων εφαρμογής της 

στατιστικής επιστήμης, τα οποία δεν μπορούν να προσεγγιστούν επαρκώς με τις 

υπάρχουσες μη λοξές κατανομές. 

Η εργασία απαρτίζεται από 5 κύρια κεφάλαια. Στο πρώτο Κεφάλαιο της 

παρούσας διπλωματικής εργασίας, εκτός από την κατάδειξη της ανάγκης χρήσης των 

λοξών κατανομών σε σχέση με τις συμμετρικές, γίνεται μία μικρή εισαγωγή στις 

κατανομές και περιγράφονται τα σημαντικότερα αριθμητικά περιγραφικά μέσα που 

χρησιμοποιούνται σε διάφορες προσεγγίσεις σχετιζόμενες με τις λοξές κατανομές, 

ενώ ταυτόχρονα αναλύονται και τα πιο ευρέως χρησιμοποιούμενα μέτρα λοξότητας. 

Στο δεύτερο Κεφάλαιο της εργασίας παρουσιάζονται οι πιο γνωστές συμμετρικές 

κατανομές και πιο συγκεκριμένα η κανονική κατανομή, η λογιστική κατανομή και η 

κατανομή Student–t. Στο τρίτο κύριο Κεφάλαιο της εργασίας, αποτυπώνεται μία 

βασική μέθοδος δημιουργίας λοξών κατανομών, ενώ στο τέταρτο Κεφάλαιο, 

παρουσιάζεται η παραγωγή της λοξής κανονικής κατανομής, της λοξής λογιστικής 

κατανομής και της λοξής κατανομής Student. Τέλος, το πέμπτο Κεφάλαιο της 

εργασίας, αποτελεί το πρακτικό κομμάτι αυτής στο οποίο λαμβάνει χώρα μια 

αριθμητική εφαρμογή μέσω της ανάλυσης δεδομένων με χρήση λοξών κατανομών.  
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1.2 ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ  

Σε αυτήν την ενότητα θα δοθεί ο ορισμός της συνάρτησης κατανομής η οποία 

είναι βασικότατη στην παρούσα διπλωματική εργασία. Όπως αναφέρθηκε και στην 

εισαγωγή, είναι το αναγκαίο θεωρητικό μοντέλο από την θεωρία πιθανοτήτων το 

οποίο χρησιμοποιείται σχεδόν σε όλο το εύρος την στατιστικής, τόσο για την 

παρουσίαση των δεδομένων και για την ποσοτικοποίηση συγκεκριμένων 

χαρακτηριστικών τους, όσο και για την στατιστική ανάλυση αυτών. 

 

1.2.1 Συνάρτηση Κατανομής 

Η πιθανότητα που προκύπτει από τον παραπάνω ορισμό καλείται κατανομή 

πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής  . 

Η μελέτη της παραπάνω κατανομής πιθανότητας μπορεί να γίνει από την πιο 

εύχρηστη συνάρτηση κατανομής πιθανότητας η οποία ορίζεται [6][7] ως : 

 

Ορισμός: Έστω  , , P A  ένας χώρος πιθανότητας και   μία τυχαία μεταβλητή 

ορισμένη στον  . Τότε η συνάρτηση που ορίζεται ως: 
 

   ( ) : ( ) ,F x P x P x x              

καλείται συνάρτηση κατανομής -σ.κ. ή αθροιστική συνάρτηση κατανομής -α.σ.κ. 

Η  F x αν δεν υπάρχει κίνδυνος συγχύσεως με άλλη τυχαία μεταβλητή γράφεται 

και απλούστερα ως  F x . 

 
 
Προφανώς η αθροιστική συνάρτηση κατανομής παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1], 
είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση και ισχύει  
 

( ) ( ) ( )P P P         για κάθε ,   με   . 
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1.2.2 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

 

Αντιπροσωπευτική συνάρτηση για κάθε συνεχή τυχαία μεταβλητή είναι η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και ορίζεται με την βοήθεια του ορισμού μίας 

συνεχούς τυχαίας μεταβλητής: 

 

Ορισμός : Μία τυχαία μεταβλητή X  καλείται συνεχής αν υπάρχει μη αρνητική 
συνάρτηση  

  0,f x x    με   1f x dx



  

τέτοια ώστε για κάθε πραγματικούς αριθμούς ,   με    να είναι  

 ( )P X f x dx



     . 

 
 

Η παραπάνω συνάρτηση f  καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας - σ.π.π. (ή 

απλώς συνάρτηση πυκνότητας) της τυχαίας μεταβλητής X . 
 
 
Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι για μία συνεχή τυχαία μεταβλητή X , η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της 
X , συνδέονται με την σχέση : 
 

 ( )
x

F x f t dt x


  . 

 
 

Και εάν η σ.π.π. είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x  τότε θα ισχύει επίσης και  
 

 ( )
d

F x f x
dx

 . 
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Παράδειγμα: Έστω η ομοιόμορφη κατανομή στο [0,4] η οποία όπως δηλώνει 

και το όνομά της έχει την κατανομή των ενδεχομένων της ομοιόμορφα κατανεμημένα 

σε όλο το διάστημα [0,4] (το στήριγμά της όπως λέγεται), και η οποία ορίζεται με 

σ.π.π.  
1

, [0,4]
4

f x x   , και μηδέν έξω από το σύνολο [0,4]. 

τότε έχει αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας  

0 , 0

1
,0 4

4

1 ,4

x

F x x x

x





  




 

Οπότε και τα αντίστοιχα γραφήματα είναι  
 

 

Σχήμα 1: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ομοιόμορφης [0,4] κατανομής. 

 

Σχήμα 2: Αθροιστική συνάρτηση κατανομής της ομοιόμορφης [0,4] κατανομής. 
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1.2.3 Αριθμητικά Περιγραφικά Μέτρα 

 

Όταν έχουν συλλεχθεί κάποια δεδομένα-παρατηρήσεις τότε μία περιγραφή 

αυτών είναι αναγκαία. Αυτή μπορεί να γίνει είτε με κάποια διαγράμματα, όπως είναι 

το ιστόγραμμα και το box plot (διάγραμμα ενδοτεταρτημοριακού εύρους) ή να γίνει 

περιληπτικά μέσω της θεώρησης και μελέτης κάποιων βασικών παραμέτρων της 

κατανομής την οποία θεωρείται ότι ακολουθούν τα δεδομένα αυτά. Είναι φυσικά 

απαραίτητο οι παράμετροι αυτές να είναι μετρήσιμες και συγκρίσιμες για την 

αρτιότερη μελέτη των κατανομών. Επομένως, οι παράμετροι αυτές θα πρέπει να 

είναι αριθμητικές παράμετροι. Όπως ήδη έχει προαναφερθεί τέτοιες αριθμητικές 

παράμετροι είναι τα μέτρα θέσης και σημαντικότερες είναι η μέση τιμή (αριθμητικός 

μέσος για την περίπτωση δείγματος), η διάμεσος και η επικρατούσα τιμή. 

 

1.2.3.1 Μέση τιμή 

Η χρήση του αριθμητικού μέσου   αποτελεί τη συνηθέστερη μέθοδο 

περιληπτικής περιγραφής και μελέτης κάποιων βασικών παραμέτρων όπως είναι η 

μέτρηση της κεντρικής τάσης ενός δείγματος, αποτελώντας συγχρόνως και το 

σπουδαιότερο περιγραφικό μέτρο θέσης της στατιστικής επιστήμης. 

Ο αριθμητικός μέσος υπολογίζεται μέσω του αθροίσματος των τιμών iX  , 1,2,...,i n  

ενός δείγματος, διαιρούμενου με το πλήθος των παρατηρήσεων n: 

1 2 ... nX X X
X

n

  
  

 

Οι βασικές ιδιότητες του εν λόγω περιγραφικού μέτρου είναι: 

• ∑ (𝑋𝑖
𝑛
1 −  𝑋̅) = 0 

• Αν 𝑋1 =  𝑋2 = ⋯ = 𝑋𝑛 = 𝑎, τότε 𝑋̅ = 𝑎 

• Αν 𝛼 ≤  𝑋𝑖 ≤ 𝛽   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 = 1, … , 𝑛 , τότε 𝛼 ≤  𝑋̅ ≤ 𝛽 

• Αν 𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽 · 𝑋𝑖 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 = 1, … , 𝑛 , τότε  𝑌̅ = 𝑎 + 𝛽 · 𝑋̅  

Η τελευταία ιδιότητα ουσιαστικά δηλώνει πως για οποιονδήποτε γραμμικό 

μετασχηματισμό στις τιμές των παρατηρήσεων iX  , 1,...,i n , ακριβώς ο ίδιος 
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μετασχηματισμός γίνεται στον δειγματικό μέσο του μετασχηματισμένου συνόλου 
τιμών.  
 
Συγκεκριμένα: 
Αν σε όλες τις τιμές των διαθέσιμων ποσοτικών δεδομένων προσθέσουμε μια 
σταθερά α, τότε και ο αριθμητικός μέσος θα αυξηθεί κατά την ποσότητα α. 
Αν όλες τις τιμές των διαθέσιμων ποσοτικών δεδομένων τις πολλαπλασιάσουμε μια 
σταθερά β, τότε και ο αριθμητικός μέσος θα πολλαπλασιαστεί με την ποσότητα β. 

Κατά αντιστοιχία με τον δειγματικό μέσο υπάρχει και το αντίστοιχο 

περιγραφικό μέτρο θέσης για το θεωρητικό μοντέλο. 

Ορισμός : (Μέση τιμή) 
 

(1) Εάν η τυχαία μεταβλητή X  είναι διακριτή με συνάρτηση πιθανότητας 

  ( )f x P X x    με 1,2,...   τότε η μέση τιμή αυτής συμβολίζεται με 

( )X  ή X  ή απλώς   και δίνεται από τον τύπο  

( ) ( )X x f x 


      

με την προϋπόθεση ότι | | ( )x f x 


   . 

(2) Εάν η τυχαία μεταβλητή X  είναι συνεχής με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας  f x , τότε η μέση τιμή αυτής συμβολίζεται με ( )X  ή X  ή 

απλώς   και δίνεται από τον τύπο  

( ) ( )X x f x dx




     

με την προϋπόθεση ότι | | ( )x f x dx





   . 
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1.2.3.2 Διάμεσος 

Ως διάμεσος δ ενός δείγματος ή της κατανομής ορίζεται η τιμή της 

παρατήρησης (τιμή της τυχαίας μεταβλητής), η οποία χωρίζει το σύνολο των 

παρατηρήσεων (το στήριγμα της τυχαίας μεταβλητής) σε δύο ίσα μέρη. Με άλλα 

λόγια, το πλήθος των παρατηρήσεων που είναι μικρότερες από τη διάμεσο, ισούται 

με το πλήθος των παρατηρήσεων που είναι μεγαλύτερες της διαμέσου. 

Δεδομένου ενός δείγματος n διατάξιμων παρατηρήσεων iX  , 1,2,...,i n , και 

καθώς δύναται να διαταχθούν αυτές οι παρατηρήσεις από την μικρότερη προς την 

μεγαλύτερη, ο ορισμός της διαμέσου γίνεται ευκολότερα κατανοητός: 

Αν ο αριθμός των παρατηρήσεων είναι περιττός, τότε η διάμεσος  ισούται με 

την παρατήρηση 
𝑛+1

2
 , καθώς η συγκεκριμένη υπ’ αριθμών παρατήρηση είναι η 

μεσαία παρατήρηση και υπάρχουν ίσου πλήθους μικρότερες και μεγαλύτερες 

παρατηρήσεις από αυτήν. 

Αν ο αριθμός των παρατηρήσεων είναι ζυγός, τότε η διάμεσος ισούται με τον 

αριθμητικό μέσο των τιμών των δύο μεσαίων (ως προς την διάταξη) παρατηρήσεων 
𝑛

2
𝜅𝛼𝜄 (

𝑛+1

2
). Δηλαδή, δεν είναι μία συγκεκριμένη παρατήρηση του δείγματος αλλά ο 

μέσος δύο εξ αυτών όπου αν συμβεί να είναι ίσες τότε και η διάμεσος ισούται και με 

τις δύο αυτές παρατηρήσεις. 

Αντιστοίχως ορίζεται η διάμεσος στο θεωρητικό μοντέλο, από την σχέση 

1
( )

2
F   . 

Η αναγκαιότητα της διαμέσου προκύπτει κυρίως από το γεγονός ότι υπάρχουν 

κατανομές όπου δεν υπάρχει η μέση τιμή. (δεν ισχύει η προϋπόθεση 

| | ( )x f x 


   ή αντιστοίχως η | | ( )x f x dx





   ).  

Σε σχέση με την ασυμμετρία μίας κατανομής ισχύουν τα εξής: 

• Αν 𝜇𝑥 >  𝛿, τότε έχουμε θετική ασυμμετρία. 

• Αν 𝜇𝑥 =  𝛿, τότε έχουμε μηδενική ασυμμετρία. 

• Αν 𝜇𝑥 <  𝛿, τότε έχουμε αρνητική ασυμμετρία. 
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1.2.3.3 Επικρατούσα τιμή 

Ως επικρατούσα τιμή δ των τιμών του συνόλου των παρατηρήσεων μιας 

μεταβλητής ορίζεται η τιμή η οποία απαντάται με την μεγαλύτερη συχνότητα 

παρατηρήσεων. 

Στην περίπτωση που υπάρχουν δύο τιμές με την ίδια μέγιστη συχνότητα 

εμφάνισης, λέμε ότι υπάρχουν δύο επικρατούσες τιμές. με την αντίστοιχη κατανομή 

σε αυτή την περίπτωση να αποκαλείται δικόρυφη (μονοκόρυφη στην περίπτωση 

ύπαρξης μιας επικρατούσας τιμής). 

Στην περίπτωση του θεωρητικού μοντέλου, δηλαδή της συνάρτησης 

κατανομής, η επικρατούσα τιμή ορίζεται ότι είναι η τιμή της τυχαίας μεταβλητής   

για την οποία η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )f x  παίρνει την μέγιστη τιμή 

της (για την συνεχή περίπτωση που μας ενδιαφέρει στην παρούσα διπλωματική). 

Για την επικρατούσα τιμή ισχύουν τα ακόλουθα: 

• Είναι δυνατό να μην απαντάται επικρατέστερη τιμή όταν όλες εμφανίζονται 

με την ίδια συχνότητα. 

• Στην περίπτωση ομαδοποιημένων δεδομένων, η επικρατούσα τιμή 

εμφανίζεται στο διάστημα με τις περισσότερες παρατηρήσεις. 

• Η επικρατούσα τιμή δεν επηρεάζεται από την ύπαρξη ακραίων τιμών. 

Τέλος, θα πρέπει να σημειωθεί ότι η επικρατούσα τιμή είναι προτιμότερο μέτρο 

θέσης όταν τα δεδομένα αφορούν κάποιο ποιοτικό χαρακτηριστικό όποτε και 

εφαρμόζεται η ονομαστική κλίμακα. Επίσης, αποτελεί ικανοποιητικό μέτρο θέσης 

στην περίπτωση συμμετρικών κατανομών. Σε διαφορετική περίπτωση, δεν μπορεί να 

θεωρηθεί επαρκές αριθμητικό μέτρο θέσης, αλλά απλά ένας αντιπροσωπευτικός 

αριθμός της κατανομής. Άλλωστε όπως έχει προαναφερθεί τα αριθμητικά μέτρα 

θέσης είναι κατά κάποιον τρόπο περιληπτικά μέτρα παρουσίασης κάποιων από τις 

ιδιότητες της τυχαίας μεταβλητής και της αντίστοιχης κατανομής αυτής.  
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1.3 ΛΟΞΟΤΗΤΑ 

Θεωρώντας μία τυχαία μεταβλητή, δύναται μέσω των μέτρων θέσεως, όπως 

αυτών που έχουν προαναφερθεί στην παρούσα διπλωματική εργασία, αλλά και 

άλλων, όπως τα ποσοστιμόρια και το εύρος, να έχουμε μία περιληπτική εικόνα για το 

σύνολο των τιμών που μπορεί πάρει η τυχαία μεταβλητή, όπως και για τον 

διασκορπισμό και κατανομή (κατά την καθομιλουμένη) των τιμών της μεταβλητής 

μέσα στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Ένα σημαντικό χαρακτηριστικό της 

κατανομής των τιμών της τυχαία μεταβλητής είναι η λοξότητα (Skew). 

Μία κατανομή λέγεται συμμετρική όταν οι τιμές που λαμβάνει η τυχαία 

μεταβλητή, κατανέμονται συμμετρικά γύρω από την μέση τιμή της κατανομής. 

Δηλαδή, ανεξαρτήτως της διασποράς της κατανομής, αν η συχνότητα εμφάνισης των 

τιμών αυτής, δεξιά και αριστερά του μέσου της κατανομής είναι συμμετρική, η 

κατανομή λέγεται συμμετρική. Φυσικά, καθώς οι τιμές της μεταβλητής είναι 

πραγματικοί αριθμοί, όπως βέβαια και ο μέσος αυτής, συμμετρική κατανομή 

θεωρείται όταν υπάρχει ίδια συχνότητα εμφάνισης τιμών σε ίση απόσταση αριστερά 

(μικρότερη) και δεξιά (μεγαλύτερη) του μέσου της κατανομής. Όταν η συχνότητα 

εμφάνισης τιμών σε ίσες αποστάσεις δεξιά και αριστερά του μέσου διαφέρει, λέγεται 

πως η κατανομή παρουσιάζει ασυμμετρία. 

Θα πρέπει να τονιστεί ότι τα «επίπεδα» ασυμμετρίας είναι αρκετά δύσκολο να 

ποσοτικοποιηθούν με στατιστικούς κανόνες και τύπους. Για αυτό το λόγο, δεν 

υπάρχει ένας γενικός τύπος ή κανόνας, αλλά μία πληθώρα μέτρων που είναι 

κατάλληλα ανά περίπτωση και υπάρχουν για αυτά πολλές εξαιρέσεις. 

Παρόλα αυτά, η λοξότητα η οποία διαχωρίζεται σε θετική και αρνητική, έχει 

επικρατήσει ως έννοια για τον προσδιορισμό της ασυμμετρίας μιας συνάρτησης 

κατανομής.  

 

Σχήμα 3 : Θετική και αρνητική λοξότητα 
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Ορισμός : Έστω   μία τυχαία μεταβλητή και c  πραγματικός αριθμός 

(σταθερά), τότε η μέση τιμή της παρακάτω συνάρτησης g  καλείται r τάξεως ροπή της 

τυχαίας μεταβλητής   περί του σημείου c . 

 ( ) , 1,2,...
r

g c r     

  ( ) ( ( )) , 1,2,...
r

r c g c r         

Ειδικότερα η r τάξεως ροπή της τυχαίας μεταβλητής   περί του μηδενός ( 0c  ) 

είναι η :   ( ) ( ( )) , 1,2,...r

r c g r         

Ενώ η r τάξεως κεντρική ροπή της τυχαίας μεταβλητής   περί της μέσης τιμή είναι 

η :      ( ) ( ( )) , ( ), 1,2,...
r

r c g r              

 

Οι ροπές είναι πολύ χρήσιμες όσων αφορά στις κατανομές και την μελέτη 

αυτών, καθώς μας δείχνουν χαρακτηριστικές ιδιότητες των κατανομών και είναι 

δυνατόν μέσω των στοιχείων και ιδιοτήτων αυτών να συγκρίνουμε διάφορες 

κατανομές μεταξύ τους. Αξιοσημείωτες είναι οι ροπή 2ας τάξεως και 3ης τάξεως. 

Η 2ας τάξεως κεντρική ροπή είναι η διασπορά της κατανομής, και είναι 

εξαιρετικά χαρακτηριστική παράμετρος για κάθε τυχαία μεταβλητή. Επομένως η 

διασπορά για μία τυχαία μεταβλητή είναι : 

  22

2 , ( )          . 

Το ίδιο συχνά με την διασπορά χρησιμοποιείται και η τυπική απόκλιση, η οποία 
ορίζεται ως η τετραγωνική ρίζα της διασποράς, και η οποία έχει την ίδια μονάδα 
μέτρησης με αυτήν της τυχαίας μεταβλητής. 

Η 3ης τάξεως κεντρική ροπή είναι ο συντελεστής λοξότητας ή απλώς λοξότητα 

της κατανομής, και είναι εξαιρετικά χαρακτηριστική παράμετρος για κάθε τυχαία 

μεταβλητή. Επομένως, η λοξότητα για μία τυχαία μεταβλητή είναι : 

  3 3

3( ) / / , ( )            . 

Για απόλυτα συμμετρική κατανομή θα ισχύει, φυσικά, ότι έχει λοξότητα 0 ( 0  ). 

Σε ένα γενικό πλαίσιο, όταν το πλήθος των τιμών της τυχαίας μεταβλητής, έχει 

στα αριστερά μικρότερη διασπορά από ότι στα δεξιά του, τότε μπορεί να ειπωθεί ότι 

υπάρχει θετική ή αλλιώς αριστερή λοξότητα. Αντίθετα, όταν το πλήθος των τιμών της 
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τυχαίας μεταβλητής, έχει στα δεξιά μικρότερη διασπορά από ότι στα αριστερά του, 

τότε μπορεί να ειπωθεί ότι υπάρχει αρνητική αλλιώς δεξιά λοξότητα. Με διαφορετικό 

τρόπο, μπορούμε να καταλάβουμε (ειδικά από το γράφημα μίας συνάρτησης 

κατανομής μίας τυχαίας μεταβλητής) ότι αυτή είναι λοξή προς τα δεξιά, εάν οι τιμές 

της είναι περισσότερο απλωμένες (καταλαμβάνουν μεγαλύτερο εύρος) δεξιά από την 

μέση τιμή, ενώ θα λέμε ότι η συνάρτηση κατανομής παρουσιάζει αριστερή λοξότητα 

εάν οι τιμές της είναι απλωμένες (καταλαμβάνουν μεγαλύτερο εύρος) αριστερά από 

την μέση τιμή. 

Καθώς στην στατιστική πάντα προσπαθούμε να εκτιμήσουμε την τιμή μίας 

παραμέτρου μίας κατανομής διαθέτοντας τιμές/παρατηρήσεις από ένα δείγμα, έτσι 

και για την λοξότητα των συναρτήσεων κατανομών έχουμε την αντίστοιχη εκτίμηση 

η οποία δίνεται από τον παρακάτω τύπο, γνωστό ως ”Συντελεστής Λοξότητας του 

Pearson”, και αποτελεί την πιο διαδεδομένη φόρμουλα ποσοτικοποίησης της 

λοξότητας μιας κατανομής που ακολουθούν οι παρατηρήσεις ενός δείγματος 

πλήθους n: 

 

  

3

1

3/2
2

1

1
( )

2

n

ii

n

ii

n n
Skew

n





 
   

        
 




 

Ισχύει γενικά για τον συντελεστή λοξότητας του Pearson και την λοξότητα ότι: 

• Αν 𝑆𝑘𝑒𝑤(𝑋) > 1, τότε παρουσιάζει θετική λοξότητα. 

• Αν 𝑆𝑘𝑒𝑤(𝑋) < −1, τότε παρουσιάζει αρνητική λοξότητα. 

• Αν 𝑆𝑘𝑒𝑤(𝑋) = 0, τότε δεν παρουσιάζει λοξότητα. 

• −1 < Αν 𝑆𝑘𝑒𝑤(𝑋) < 1, τότε παρουσιάζεται ασθενής θετική ή αρνητική 

λοξότητα. 

Όπως έχει αναφερθεί και σε προηγούμενη ενότητα, η λοξότητα είναι σημαντική 

ιδιότητα για τις κατανομές, και οι πιο γνωστές κατανομές δεν παρουσιάζουν 

λοξότητα. Παρόλα αυτά, πολύ συχνά σε πραγματικά δεδομένα συναντάμε δείγματα 

που δεν είναι συμμετρικά αλλά έχουν δεξιά ή αριστερή λοξότητα, και αυτό κάνει 

επιβεβλημένη την ανάγκη ανάλυσης και χρήσης κατανομών που είναι λοξές. Στα 

επόμενα κεφάλαια θα παρουσιάσουμε τις γνωστές συμμετρικές κατανομές, τον 

τρόπο να μετατραπούν αυτές σε λοξές, και τις αντίστοιχες λοξές αυτών των γνωστών 

κατανομές.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 – ΓΝΩΣΤΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 

Σε αυτό το Κεφάλαιο παρουσιάζονται οι τρεις κυριότερες συνεχείς συμμετρικές 

κατανομές, με εξαιρετική σπουδαιότητα τόσο σε θεωρητικό όσο και σε πρακτικό 

επίπεδο, καθώς υπάρχει πληθώρα εφαρμογών τα δεδομένα των οποίων ακολουθούν 

ικανοποιητικά τις κατανομές αυτές. Οι κατανομές αυτές είναι η κανονική κατανομή, 

η λογιστική κατανομή και η κατανομή Student –t [6][7]. 

 

2.1 Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Η κανονική κατανομή αποτελεί τη σημαντικότερη και πιο ευρέως 

χρησιμοποιούμενη κατανομή στο πεδίο της στατιστικής. Τόσο από θεωρητική άποψη 

όσο και από το πλήθος των εφαρμογών που βρίσκει, η συμβολή της στην ανάπτυξη 

και ανάλυση της στατιστικής είναι εξαιρετική. Αρχικώς, η κανονική κατανομή 

χρησιμοποιήθηκε από τους Abraham De Moivre (1667-1754) και Pierre Laplace 

(1749-1827) ως προσέγγιση της διωνυμικής κατανομής για μεγάλο ν. Επίσης, 

χρησιμοποιήθηκε από τον Carl Gauss (1777-1855) για την προσέγγιση (θεωρητικό 

μοντέλο) της κατανομής των τυχαίων σφαλμάτων, η χρησιμότητα των οποίων (και η 

συμβολή τους στο συγκεκριμένο πεδίο των μαθηματικών) ήταν σημαντικότατη και 

για αυτό η κατανομή αυτή ονομάζεται προς τιμή τους κατανομή των Gauss-Laplace 

ή Γκαουσιανή. Από τον Pearson πήρε την μεταγενέστερη ονομασία της ως κανονική 

κατανομή. 

 

Η συνάρτηση της πυκνότητας πιθανότητας της κανονικής κατανομής έχει ως 

μοναδικές παραμέτρους τη μέση τιμή μ και την τυπική απόκλιση σ και δίδεται από 

την ακόλουθη σχέση: 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒

−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2    ,όπου x  

Η κανονική κατανομή (Normal Distribution) έχει μέση τιμή την παράμετρο μ και 
τυπική απόκλιση την παράμετρο σ, και στήριγμα το σύνολο των πραγματικών 
αριθμών. Συμβολίζεται με N(μ,σ) όπου δηλώνονται οι παράμετροι αυτής και όταν 
έχουμε μέση τιμή μ=0 και τυπική απόκλιση σ=1 τότε ονομάζεται τυποπική κανονική 
κατανομή και συμβολίζεται N(0,1). Από την τυποποιημένη κανονική κατανομή 
μπορεί να προκύψει οποιαδήποτε άλλη κανονική κατανομή με απλούς 
μετασχηματισμούς (θέσης για την μέση τιμή και κλίμακας για την τυπική απόκλιση). 
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Το γράφημα συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιημένης κανονικής 
κατανομής N(0,1) που προκύπτει από την παραπάνω σχέση είναι συμμετρικό περί τη 
μέση τιμή, με χαρακτηριστική καμπανοοειδή μορφή και απεικονίζεται στο επόμενο 
σχήμα. 

 

Σχήμα 4: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σππ) της τυποποιημένης κανονικής κατανομής. 

Ο τρόπος με τον οποίο επηρεάζει η μεταβολή της τυπικής απόκλισης τη 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας σε μια κανονική κατανομή με σταθερή μέση 

τιμή, απεικονίζεται στο σχήμα 5. Όπως φαίνεται σε αυτό, μεγαλύτερη τυπική 

απόκλιση κάνει τις τιμές της κατανομής να αποκλίνουν από την μέση τιμή, ενώ 

μικρότερη τυπική απόκλιση κάνει τις τιμές της κατανομής να είναι περισσότερο 

συγκεντρωμένες γύρω από την μέση τιμή. 

 

 

Σχήμα 5: Κανονικές κατανομές (σππ) με μ=0 και διάφορες τυπικές αποκλίσεις. 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας υποδηλώνει κατά κάποιον τρόπο την 
αναλογία εμφάνισης (συχνότητας) των αντίστοιχων τιμών της τυχαίας μεταβλητής, 
χωρίς αυτό να σημαίνει ακριβώς την συχνότητα ή την πιθανότητα εμφάνισης της 
αντίστοιχης τιμής της τυχαίας μεταβλητής. Για την πιθανότητα υπάρχει, όπως έχουμε 
προαναφέρει, η αθροιστική συνάρτηση κατανομής – cdf ( ( )F x ) η οποία για την 

τυποποιημένη κανονική κατανομή έχει το παρακάτω γράφημα:  
 

 

Σχήμα 6: Αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της τυποποιημένης κανονικής κατανομής Ν(0,1). 

. Να σημειωθεί ότι πιο κατανοητή είναι η αναπαράσταση της πιθανότητας απευθείας 
από την αθροιστική συνάρτηση κατανομής ως « Η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή 

να πάρει τιμή από το   έως την τιμή 0x » η οποία είναι η τιμή της αθροιστικής 

συνάρτησης κατανομής (cdf) στο σημείο 0x  . Αλλά μπορεί να γίνει αντιληπτή η 

παραπάνω πιθανότητα, και από την σ.π.π. της κανονικής κατανομής μέσω του 
αντίστοιχου εμβαδού που περικλείεται από τον οριζόντιο άξονα και κάτω από την 
σ.π.π. ( ( )f x  - pdf), όπως έχει ορισθεί και από το ολοκλήρωμα:  

 

 
0

0 0 0( ) ( )
x

F x P x f t dt x


      

 

 

Σχήμα 7: Πιθανότητα από την F(x) και από την F(x) αντίστοιχα για την N(0.1). 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Normal cdf  N(O,1)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Normal cdf  N(O,1)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

NORMAL pdf N(0,1)

E=P(X<x
0
)



24 

 

Δεδομένου ότι η μέση τιμή μίας κανονικής κατανομής μπορεί να ορισθεί 

οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός, όπως επίσης και η τυπική απόκλιση, είναι 

αντιληπτό ότι υπάρχουν άπειρες κανονικές κατανομές. Επειδή, όμως, όλες μπορούν 

να αναχθούν στην τυποποιημένη κανονική κατανομή και για απλοποίηση των 

υπολογισμών, έχει γίνει πινακοποίηση των επιφανειών που βρίσκονται κάτω από την 

καμπύλη και η οποία δηλώνει τις αντίστοιχες πιθανότητες. Αυτοί οι πίνακες 

υπάρχουν σε όλα τα βιβλία που αναφέρονται σε κατανομές, πιθανότητες, στατιστική 

ή απλά στην κανονική κατανομή. Σημειωτέων, ότι λόγο της συμμετρίας της κανονικής 

κατανομής οι πίνακες αυτοί δίνουν για κάθε θετική τιμή της μεταβλητής της 

τυποποιημένης κανονικής κατανομής την αντίστοιχη πιθανότητα να λάβει η τυχαία 

μεταβλητή τιμή μικρότερη ή ίση με αυτήν την τιμή. 

 

Σχήμα 8: πινακοποίηση διαγράμματος σ.π.π. κανονικής κατανομής. 

Συγκεκριμένα για την πραγματοποίηση αυτού του τρόπου προσέγγισης, ορίζεται 
αναλυτικά η τυποποιημένη μεταβλητή: 

𝛧 =
𝛸 − 𝜇

𝜎
 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας λαμβάνει τώρα τη μορφή: 

𝑓(𝑧) =
1

√2𝜋
𝑒

−𝑧2

2  

Η μεταβλητή Ζ ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση 
1, δηλ. Χ~ Ν (μ,σ) με μ=0 και σ=1. 
 
Ο υπολογισμός των επιθυμητών πιθανοτήτων λαμβάνει χώρα μέσω της σχέσης: 

𝑃(𝛸 < 𝑥) = 𝑃 (𝑍 ≤
𝑥 − 𝜇

𝜎
= 𝑧) = 𝛷 (

𝑥 − 𝜇

𝜎
) = 𝛷(𝑧) 

όπου με Φ συμβολίζεται η αθροιστική συνάρτηση κατανομής της τυποποιημένης 
κανονικής κατανομής Ν(0,1).  
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2.2 Η ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Η λογιστική κατανομή είναι μία συνεχής συμμετρική κατανομή με στήριγμα 

τους πραγματικούς αριθμούς, η οποία χρησιμοποιήθηκε αρχικά ως το θεωρητικό 

μοντέλο με σκοπό να προσεγγίσει μοντέλα ανάπτυξης. Η συνάρτηση κατανομής 

αυτής είναι σιγμοειδής. Ομοίως με την κανονική κατανομή μπορεί να 

μετασχηματισθεί η μεταβλητή της και να έχει μέση τιμή μηδέν και τυπική απόκλιση 

ένα. Με ίδιες μέσες τιμές και τυπικές αποκλίσεις με την τυποποιημένη κανονική 

κατανομή, η  λογιστική κατανομή έχει σ.π.π. που είναι ελαφρώς πιο λεπτόκυρτη από 

την αντίστοιχη της κανονικής. 

 

2.2.1 Γενική μορφή της λογιστικής κατανομής 

Η λογιστική συνάρτηση (logistic function) είναι από τις πρώτες συναρτήσεις που 

κατασκευάστηκε με σκοπό να γίνει το θεωρητικό μοντέλο το οποίο παριστάνει 

μοντέλα ανάπτυξης όπως είναι η αύξηση ενός πληθυσμού. Είναι μία συνάρτηση με 

μορφή S και για αυτόν τον λόγο ανήκει σε ένα ευρύτατο σύνολο συναρτήσεων οι 

οποίες λέγονται σιγμοειδείς συναρτήσεις. Είναι συνεχής και παραγωγίσιμη, 

συμμετρική και ορίζεται στο σύνολο των πραγματικών αριθμών όπως και η κανονική 

κατανομή. Λέμε ότι μια τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί τη λογιστική κατανομή με 

μέσο μ και διακύμανση σ2  (και συμβολίζουμε Χ ~ L(μ,σ2) ), αν η συνάρτηση 

κατανομής της μεταβλητής Χ ακολουθεί το τύπο: 

𝐹(𝑥) =
1

1 + exp [−
𝜋(𝑥−𝜇)

𝜎√3
]
 , −∞ < 𝑥 < ∞  

 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που αντιστοιχεί στη μεταβλητή Χ σε αυτή την 
περίπτωση είναι: 

𝑓(𝑥) =
𝜋

𝜎√3

exp [−
𝜋(𝑥−𝜇)

𝜎√3
)

{1 + exp [−
𝜋(𝑥−𝜇)

𝜎√3
]}2

 

Θέτοντας 

𝛼 = 𝜇  𝜅𝛼𝜄 𝛽 =
𝜎√3

𝜋
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η συνάρτηση κατανομής γράφεται απλούστερα: 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝛸 ≤ 𝑥) =
1

1 + exp (−
𝑥−𝑎

𝛽
)

 , −∞ < 𝑥 < ∞ 

όπου, α, β: οι παράμετροι θέσης και κλίμακας αντίστοιχα όπως αυτές ετέθησαν 
προηγουμένως. 

Αντίστοιχα, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας παίρνει τη μορφή: 

𝑓(𝑥) =
1

𝑏

exp [−
𝑥−𝑎

𝑏
]

{1 + exp [−
𝑥−𝑎

𝑏
]}2

 , −∞ < 𝑥 < ∞ 

2.2.2 Η τυποποιημένη λογιστική κατανομή 

Η λογιστική κατανομή όπως και η κανονική κατανομή είναι μία ολόκληρη 

οικογένεια κατανομών καθώς οι παράμετροί της α και β μπορούν να λάβουν τιμές 

από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Επομένως, το πλήθος των διαφορετικών 

λογιστικών κατανομών είναι άπειρο, αλλά όλες μπορούν να παραχθούν από μία 

συγκεκριμένη λογιστική κατανομή με αλλαγή θέσης για την παράμετρο θέσης α, και 

ε αλλαγή κλίμακας για την παράμετρο κλίμακας β. Η κατανομή αυτή λαμβάνεται να 

είναι η απλούστερη, ως προς τις παραμέτρους κατανομή και ονομάζεται 

τυποποιημένη λογιστική κατανομή. Αν η τυχαία μεταβλητή 𝛸 ακολουθεί την 

λογιστική κατανομή με παραμέτρους 𝜇 και 𝛽 συμβολίζουμε 𝛸~𝐿(𝜇, 𝜎) και η 

αντίστοιχη τυποποιημένη λογιστική κατανομή είναι η: 

𝛶 =
𝛸 − 𝜇

𝜎
 

και λέμε ότι η 𝛶 ακολουθεί την L(0,1) και γράφουμε 𝛶~𝐿(0,1). 
 
Η αντίστοιχη αθροιστική συνάρτηση κατανομής είναι η: 

𝐹(𝑦) =
1

1 + exp (−
𝜋𝑦

√3
)

 , −∞ < 𝑦 < ∞ 

Ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας παίρνει την μορφή: 

𝑓(𝑦) =
𝜋

√3

exp [−
𝜋𝑦

√3
]

{1 + exp [−
𝜋𝑦

√3
]}2

 , −∞ < 𝑦 < ∞ 
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Το γράφημα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιημένης λογιστικής 
κατανομής φαίνεται στο επόμενο γράφημα: 

 

Σχήμα 9:  Γράφημα της σ.π.π. της τυποποιημένης λογιστικής κατανομής 

 

Όσον αφορά την αθροιστική συνάρτηση κατανομής της τυποποιημένης 

λογιστικής κατανομής, το γράφημα αυτής φαίνεται στο επόμενο σχήμα : 

 

Σχήμα 10: Γράφημα της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής της τυποποιημένης λογιστικής κατανομής 

 

Η λογιστική φαίνεται να είναι αρκετά κοντά στην κανονική κατανομή, και δεν 

δύναται κάποιος να τις ξεχωρίσει καθόλου εύκολα εάν δεν τις συγκρίνει μεταξύ τους. 

Για αυτόν τον λόγο θα δοθούν στην επόμενη ενότητα κάποιες ιδιότητες της 

λογιστικής κατανομής και θα συγκριθεί με την αντίστοιχη κανονική κατανομή. 
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2.2.3 Ιδιότητες λογιστικής κατανομής 

Εν γένει, η μορφή της λογιστικής κατανομής είναι παρόμοια με αυτή της 

κανονικής κατανομής, με τη διαφορά ότι η πρώτη χαρακτηρίζεται από μια πιο 

λεπτόκυρτη όψη καταλήγοντας σε υψηλότερη κορυφή στην περιοχή του μέσου. 

Επίσης, έχουν μία μικρή διαφορά και στα άκρα τους, για τιμές που απομακρύνονται 

από την μέση τιμή τους, και οι οποίες συνηθίζεται να λέγονται ουρές σε τέτοιας 

μορφής κατανομές. 

Στο επόμενο σχήμα παρουσιάζονται συγκριτικά τα γραφήματα των 

συναρτήσεων πυκνότητας της τυποποιημένης κανονικής κατανομής Ν(0,1) και της 

τυποποιημένης λογιστικής κατανομής L(0,1) οι οποίες έχουν και οι δύο μέση τιμή 0 

και τυπική απόκλιση 1, οπότε υπάρχει κάποιου είδους συσχέτιση και μπορεί να γίνει 

άμεση σύγκριση. 

 

Σχήμα 11: Γραφήματα σ.π.π. της τυποποιημένης κανονικής κατανομής N(0,1) και της τυποποιημένης 
λογιστικής κατανομής L(0,1). 

 

Ακολούθως, παρατηρούμε όπως και για την κανονική κατανομή, ότι η λογιστική 

κατανομή είναι συμμετρική γύρω από το σημείο μ=0, ενώ με την αύξηση της 

παραμέτρου μ, το γράφημα της πυκνότητας της κατανομής μετακινείται προς τα 

δεξιά. Σε περίπτωση μείωσης, το γράφημα προφανώς μετακινείται προς την αντίθετη 

κατεύθυνση. Φαίνεται ο τρόπος μεταβολής της αντίστοιχης καμπύλης σ.π.π. για 

μεταβολή της παραμέτρου μ- θέσης (μεταφορά της καμπύλης), καθώς και της 

παραμέτρου σ - κλίμακας, (“άνοιγμα” της καμπύλης). 
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Σχήμα 12: Γραφήματα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (pdf)της λογιστικής κατανομής με 
διαφοροποιήσεις για τις παραμέτρους σ και μ. 

 

Τέλος, για καλύτερη απεικόνιση και σύγκριση, σε ξεχωριστό γράφημα 

βλέπουμε ότι η αύξηση της τιμής της παραμέτρου σ προκαλεί μια συμπίεση της 

γραφικής παράστασης της λογιστικής κατανομής προς τη μέση τιμή, με τη μείωση της 

τιμής της εν λόγω παραμέτρου να προκαλεί τα αντίθετα αποτελέσματα σύμφωνα με 

το επόμενο σχήμα. Φαίνεται ότι για μεγαλύτερη τυπική απόκλιση η καμπύλη 

”απλώνεται”, ενώ για μικρότερες τιμές “μαζεύεται” γύρω από την μέση τιμή. 

 

Σχήμα 13: Γραφήματα της συνάρτησης πυκνότητας της λογιστικής κατανομής με σταθερή τιμή για την 
παράμετρο μ=0 και μεταβαλλόμενη τιμή για την παράμετρο σ. 
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2.3 Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ t 

Η κατανομή t είναι από τις σημαντικότερες συναρτήσεις κατανομών τόσο για 

τις Πιθανότητες όσο και για την Στατιστική. Ονομάζεται και κατανομή Student[6][7]. 

Προκύπτει από τον συνδυασμό της κανονικής κατανομής και της Χ2 κατανομής (η 

οποία είναι μία κατανομή που προκύπτει από άθροισμα τετραγώνων κανονικών 

τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν την κανονική κατανομή). 

2.3.1 Οι κατανομές Γάμμα και Χ2 ως βάση της κατανομής t 

Μια τυχαία μεταβλητή Χ λέμε ότι ακολουθεί την κατανομή Γάμμα με 

παράμετρο κ και θα συμβολίζουμε Χ~G(κ,1) με 𝜅 > 0, όταν χαρακτηρίζεται από την 

ακόλουθη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

𝑓(𝑥) = {

𝑒−𝑥𝑥𝑘−1

𝛤(𝜅)
, 𝑥 ≥ 0

     0  , 𝜀ά𝜈 𝑥 < 0

 

όπου Γ(κ), χρησιμοποιείται για την κανονικοποίηση της συνάρτησης κατανομής και 
είναι η συνάρτηση Γάμμα η οποία ορίζεται ως: 

𝛤(𝜅) = ∫ 𝑒−𝑥𝑥𝑘−1𝑑𝑥
∞

0

  , 𝛾𝜄𝛼 𝜅 > 0 

Ειδικά για *  , ισχύει ότι 𝛤(𝜅) = (𝜅 − 1)! 

Να σημειωθεί ότι η κατανομή Γάμμα με παράμετρο κ=1 είναι η εκθετική 

κατανομή με παράμετρο 1. Συγκεκριμένα ισχύει ότι η G(1,1) είναι η exp(1). Η 

απεικόνιση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης κατανομής Γάμμα ( Φ(x) ) για 

τις διάφορες τιμές της παραμέτρου κ είναι η ακόλουθη: 

 

Σχήμα 14: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής Γ για διάφορες τιμές της μεταβλητής κ. 
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Ακόμα, ορίσουμε και τη μεταβλητή Χ2 ως ακολούθως: 

𝛸2 = (
𝛸1 − 𝜇1 

𝜎1
)2 + (

𝛸2 − 𝜇2 

𝜎2
)2 + ⋯ + (

𝛸𝑣 − 𝜇𝑣 

𝜎𝑣
)2 

Όπου οι 𝛸𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝜈 ακολουθούν την κανονική κατανομή 𝑁(𝜇𝑖, 𝜎𝑖), τότε 
αποδεικνύεται ότι η μεταβλητή Χ2 κατανέμεται με μοναδικό τρόπο και 
χαρακτηρίζεται από την επόμενη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

𝑓(𝑥) =
1

𝛤(
𝑣

2
)

1

2
𝑣

2

𝑒
−1

2
𝑥2

𝑥
𝑣−2

2  

όπου ν είναι το πλήθος των προσθετέων της Χ2 και το πλήθος αυτό καλείται βαθμοί 
ελευθερίας της Χ2, η οποία είναι και μερική περίπτωση της κατανομής Γάμμα με 
κ=ν/2 και θ=1/2 (αντί του θ=1 που αναφέρθηκε στα προηγούμενα). 

Στο επόμενο σχήμα, παρουσιάζονται οι γραφικές απεικονίσεις της συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας της κατανομής Χ2 για διάφορους βαθμούς ελευθερίας. 

 

Σχήμα 15: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Χ2 για διάφορες τιμές βαθμών ελευθερίας.   
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2.3.2 Η κατανομή t ή κατανομή Student 

 

Η μεταβλητή t της κατανομής Student προκύπτει ως συνδυασμός της κανονικής 

κατανομής και της κατανομής Χ2. Το όνομά της το πήρε από την αντίστοιχη εργασία 

που έγραψε ο William Sealy Gosset (1908) την οποία υπέγραψε ως “Student” 

(μαθητής). Η εργασία του Gosset αναφέρεται σε διανομή ως «κατανομή συχνότητας 

των τυπικών αποκλίσεων των δειγμάτων που προέρχονται από ένα φυσιολογικό 

πληθυσμό». Θεώρησε ο Gosset n τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν όλες τους την 

ίδια κανονική κατανομή Ν(μ,σ) και εάν   είναι ο δειγματικός μέσος για τις n τιμές 

που μπορούν να πάρουν αυτές οι τυχαίες μεταβλητές, και s είναι η δειγματική τυπική 

απόκλιση αυτών, και βάσει αυτών έφτιαξε την τυχαία μεταβλητή T
S

n

 
  για την 

οποία απέδειξε ότι έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

𝑓(𝑡) =
𝛤((𝑛 + 1)/2)

𝛤(𝑛/2)√𝑛𝜋
(1 +

𝑡2

𝑛
)−

𝑛+1

2 , −∞ < 𝑡 < ∞ 

όπου Γ(κ) είναι η συνάρτηση γάμμα  
 
 
Αυτή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας καλείται σ.π.π. της Student κατανομής 
με n βαθμούς ελευθερίας. 

Σε ένα πιο συγκεκριμένο πλαίσιο, εάν η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί 

κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση 1, η μεταβλητή Y ακολουθεί 

κατανομή Χ2 με n βαθμούς ελευθερίας, και οι Υ και Χ είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, 

τότε η τυχαία μεταβλητή T  που καθορίζεται από την ακόλουθη σχέση: 

 

𝑇 = √
𝑋
𝛶

𝑛

 , −∞ < 𝑡 < ∞  

ακολουθεί την κατανομή Student. 
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Στο επόμενο σχήμα γίνεται σύγκριση της κατανομής Student και της 

τυποποιημένης κανονικής κατανομής. Φαίνεται ότι όσο μεγαλώνει το n (οι βαθμοί 

ελευθερίας της κατανομής Student), η αντίστοιχη καμπύλη τείνει να ταυτιστεί με την 

τυποποιημένη κανονική κατανομή κάτι που είναι απόρροια του κεντρικού οριακού 

θεωρήματος. 

 

 

Σχήμα 16: Σύγκριση της κατανομής Student και της κανονικής κατανομής. 

 

Ακόμα μία παρατήρηση είναι ότι όλες οι κατανομές Student έχουν γραφήματα 

των σ.π.π. τα οποία έχουν την κορυφή τους χαμηλότερα από την τυποποιημένη 

κανονική κατανομή. Ενώ η λογιστική κατανομή αναλόγως της τιμής της τυπικής 

απόκλισης, έχει την κορυφή της άλλοτε πιο πάνω και άλλοτε πιο κάτω από την 

αντίστοιχη κορυφή της τυποποιημένης κανονικής κατανομής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – ΜΕΘΟΔΟΙ ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ ΛΟΞΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ 

 

Όπως έχει αναφερθεί, μελετώντας πραγματικά δεδομένα πολύ συχνά υπάρχει 

ανάγκη χρήσης κατανομών οι οποίες δεν είναι συμμετρικές αλλά λοξές. Για 

διάφορους λόγους η ανάλυση των οποίων δεν είναι μέρος της παρούσας 

διπλωματικής εργασίας, πολλά δείγματα δεν ακολουθούν επακριβώς την κανονική 

κατανομή, αλλά φαίνεται να είναι «κοντά» σε αυτήν με διαφοροποίηση δεξιά ή 

αριστερή από την μέση τιμή. Δεν είναι δυνατόν σε πολλές από αυτές τις περιπτώσεις 

να δεχτούμε ότι τα δεδομένα ακολουθούν την κανονική κατανομή με μια μικρή 

απόκλιση, αλλά είναι αναγκαίο να βρεθεί μία λοξή κατανομή η οποία να ταιριάζει 

στα δεδομένα του προβλήματος και έτσι να μπορεί να γίνει η αντίστοιχη στατιστική 

ανάλυση και μελέτη. Παρακάτω θα δοθεί ένας τρόπος μετατροπής μίας συμμετρικής 

κατανομής σε μία ασύμμετρη/λοξή κατανομή. Περί του θέματος έχουν ασχοληθεί και 

έχουν πληθώρα μελετών οι Adelchi Azzalini και Antonella Capitanio. Το έργο τους 

υπάρχει ως σύνολο στο «The Skew-Normal and Related Families» του 2014 από το 

Cambridge University Press [1][3][4]. 

3.1 ΒΑΣΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ AZZALINI & CAPITANIO 

Βασιζόμενοι σε μία συμμετρική κατανομή μπορούμε να παράγουμε μία 

κατανομή η οποία να μην είναι συμμετρική. Το ζητούμενο είναι δηλαδή, από μία 

συμμετρική κατανομή 
0f  γύρω από ένα σημείο 

0x , και χρησιμοποιώντας κάποια 

παράμετρο να μετατραπεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας σε μία άλλη 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας με χαρακτηριστικά λοξής κατανομής. 

Μία συμμετρική κατανομή έχει συνάρτηση σ.π.π. για την οποία ισχύει: 
 

0 0 0 0( ) ( )f x x f x x    για κάθε x  όπου ορίζεται η σχέση αυτή. 

 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να δεχτούμε ότι 

0 0x  , οπότε  

 

0 0( ) ( )f x f x   για κάθε x  του πεδίου ορισμού της. 

 
Τα παραπάνω μπορούν να ισχύουν και σε οποιοδήποτε χώρο d διαστάσεων. 
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Πρόταση: Έστω 
0f  μία σ.π.π. στον d , 

0 ( )G   μία συνεχή συνάρτηση κατανομής 

στους πραγματικούς αριθμούς και ( )w   μία πραγματική συνάρτηση στον d . Αν 

ισχύουν για τις παραπάνω συναρτήσεις  

• 
0 0( ) ( )f x f x   για κάθε dx      (1) 

• 
0 0( ) 1 ( )G y G y    για κάθε y      (2) 

• ( ) ( )w x w x    για κάθε dx      (3) 

τότε η συνάρτηση  0 0( ) 2 ( ) ( )f x f x G w x    με dx ,     (4) 

είναι μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 
 

Απόδειξη (1η): Παρατηρούμε ότι η  0 0( ) 2 ( ) 1/ 2 ( )g x G w x f x      είναι μία 

περιττή συνάρτηση και είναι ολοκληρώσιμη γιατί φράσσεται από την 
0| ( ) | ( )g x f x . 

Οπότε, το ολοκλήρωμά της θα ισούται με μηδέν και θα είναι : 

   0 0 0 0 00 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1
d d d d

g x dx G w x f x dx f x dx G w x f x dx           

ή  0 02 ( ) ( ) 1
d

G w x f x dx  . 

Γενικότερα αν η 
0f  είναι συμμετρική γύρω από ένα σημείο 

0x , ο παραπάνω τύπος 

αλλάζει ελαφρώς στον  0 0 0 0( ) 2 ( ) ( )f x f x x G w x x     . 

 

Απόδειξη (2η κατασκευαστική): Έστω μία τυχαία μεταβλητή 
0Z  με συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας 
0f  και μία T  ανεξάρτητη της 

0Z  με κατανομή 
0G . Θα 

δείξουμε ότι η 
0( )W w Z  έχει κατανομή συμμετρική περί το μηδέν. Θεωρούμε  

όλα τα σύνολα Borel των πραγματικών αριθμών, έχουμε για κάθε A και 

λαμβάνοντας υπόψη ότι η 
0Z  και η 

0Z  έχουν την ίδια κατανομή  

 

       0 0( ) ( )P W A P W A P w Z A P w Z A          

 
Ακόμα, καθώς η T  είναι συμμετρική περί το μηδέν, και η T W  θα είναι συμμετρική 
περί το μηδέν και έτσι  

 

     
0 0 0 0 0

1
( ) | ( ) ( )

2 d

ZP T W E T w Z Z x G w x f x dx        

 

οπότε        0 02 ( ) ( ) 1
d

G w x f x dx  .  
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Θέτοντας  0( ) ( )G x G w x  η παραπάνω συνάρτηση ( )f x  γράφεται ως : 

 

 0( ) 2 ( )f x f x G x    για dx        (5) 

Όπου θα ισχύει  ( ) 0G x          (6) 

και    ( ) ( ) 1G x G x   .      (7) 

 
Αντιστρόφως, κάθε συνάρτηση που ικανοποιεί της δύο τελευταίες ιδιότητες μπορεί 

να γραφτεί στην μορφή  0 ( )G w x , για παράδειγμα : 

 0 ( 1,1) (1, )

1
(2 ) (2 )

2
G y y I y I y 

 
   
 

 y  

1
( ) ( )

2
w x G x   dx  

Δηλαδή έχοντας για 
0G  την ομοιόμορφη κατανομή στο 

1 1
,

2 2

 
 
 

. Οπότε έχουμε την 

επόμενη πρόταση. 
 

Πρόταση: Για κάθε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
0f  στον d , τέτοια 

ώστε 
0 0( ) ( )f x f x  , το σύνολο των συναρτήσεων που ικανοποιούν τις (1)-(4), είναι 

το ίδιο με το σύνολο των συναρτήσεων που ικανοποιούν τις (5)-(7). 

 

Απλά να επισημάνουμε ότι για κάθε συνάρτηση ( )G x  που ικανοποιεί τις (5)-(7), η 

αντιστοιχία – αναπαράσταση με την μορφή των (1)-(4), (εύρεση μίας ( )w x  οπότε θα 

ισχύει η  0( ) ( )G x G w x ), δεν είναι μοναδική. Πράγματι, για κάθε γνησίως 

μονότονη συνάρτηση 
*G  στους πραγματικούς θα είναι  * *( ) ( )G x G w x  με 

 1

* * 0( ) ( ( ))w x G G w x . 

 

Ακόμα, παίρνοντας ( ) 0w x   και 
1

( )
2

G x   οι οποίες ικανοποιούν τις (1)-(4), 

προκύπτει ότι η ίδια η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
0f , ανήκει στην 

οικογένεια κατανομών που φτιάχνονται από την παραπάνω μετατροπή, δηλαδή θα 

είναι 
0( ) ( )f x f x  με dx  (ως τετριμμένη περίπτωση). 

 

Επίσης, εάν η Z  έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας όπως της παραπάνω 

μορφής  0 0( ) 2 ( ) ( )f x f x G w x    με dx , τότε και η Z  θα έχει συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της ίδιας μορφής αλλά με ( ) ( )w x w x  . 
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3.2 ΜΕΘΟΔΟΣ ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ ΛΟΞΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΣΤΟ  

 

Λίγο περισσότερο κατανοητά γίνονται όσα αναφέρθηκαν στην προηγουμένη 

ενότητα αν πάρουμε την περίπτωση μίας διάστασης ( 1d  ) οπότε μιλάμε για τον 

χώρο των πραγματικών αριθμών 1  . Σε αυτήν την περίπτωση η συνάρτηση ( )w x  

είναι :w   και η πιο απλή περίπτωση είναι ο γραμμικός μετασχηματισμός 

( ) ,w x ax x   για κάποια τιμή της παραμέτρου a . 

Η πρόταση της προηγούμενης ενότητας έχει ως εξής: έστω 
0f  μία σ.π.π. στον 

, 
0 ( )G   μία συνεχή συνάρτηση κατανομής στους πραγματικούς αριθμούς και ( )w   

μία πραγματική συνάρτηση στον . Αν ισχύουν για τις παραπάνω συναρτήσεις  

• 
0 0( ) ( )f x f x   για κάθε x  

• 
0 0( ) 1 ( )G y G y    για κάθε y  

• ( ) ( )w x w x    για κάθε x  

τότε η συνάρτηση   0 0( ) 2 ( ) ( )f x f x G w x    με x , 

είναι μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η 
0f  θα μπορούσε να είναι οποιαδήποτε γνωστή 

συμμετρική κατανομή με στήριγμα τους πραγματικούς, ακόμα και την 0G  να είναι η 

αντίστοιχη αθροιστική συνάρτηση κατανομής αυτής, με την συνάρτηση ( )w   να είναι 

απλά μία γραμμική συνάρτηση του x . Φυσικά, υπάρχει τέτοια ελευθερία στην 

επιλογή των συναρτήσεων αυτών με την προκύπτουσα συνάρτηση ( )f x  να είναι 

ακόμα πολυπλοκότερη και μάλιστα σε τέτοιο βαθμό, ειδικά σε περιπτώσεις 

μεγαλύτερης της μίας διάστασης, που να μην μοιάζει καν με μία λοξή κατανομή. 

Από μαθηματικής άποψης, η συνάρτηση ( )f x  είναι η λοξή συνάρτηση 

κατανομής που θα προκύψει από την αρχική συνάρτηση 0 ( )f x , η ( )w x  είναι μία 

συνάρτηση η οποία κυρίως κάνει μία αλλαγή στην τιμή της μεταβλητής x , και η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 0G  υπάρχει για να ικανοποιείται η συνθήκη το 

ολοκλήρωμα της νέας συνάρτησης ( )f x  να ισούται με ένα (ολική πιθανότητα). 

Θέτοντας  0( ) ( )G x G w x  η οποία πλέον είναι μία απλή σύνθεση πραγματικών 

συναρτήσεων στο , με ( ) 0G x   (σχέση 6’) και ( ) ( ) 1G x G x    (σχέση 7’), 

η συνάρτηση ( )f x  θα γράφεται ως : 

 

 0( ) 2 ( )f x f x G x    για x  (σχέση 5’)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 – ΛΟΞΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ  

 

Κάνοντας χρήση της μετατροπής μία συνάρτησης κατανομής από συμμετρική 

σε μία άλλη λοξή, θα παρουσιασθεί στο Κεφάλαιο αυτό η μετατροπή των τριών 

γνωστών συμμετρικών κατανομών που έχουν παρουσιαστεί στο Κεφάλαιο 2, στις 

αντίστοιχες λοξές τους κατανομές. Η χρήση λοξών κατανομών όπως έχει 

προαναφερθεί είναι επιβεβλημένη σε πολλά προβλήματα πραγματικών δεδομένων. 

 

4.1 Η ΛΟΞΗ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Η λοξή κανονική κατανομή είναι μια συνεχής συνάρτηση πιθανότητας με 

στήριγμα τους πραγματικούς αριθμούς, η οποία προκύπτει από την κανονική 

κατανομή βάσει όσων προαναφέρθηκαν, και θα αναφέρουμε πως προκύπτει αυτή 

από την τυπική κανονική κατανομή (0,1)N . 

Έστω η τυχαία μεταβλητή ~ (0,1)Z   και ( )z  η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της τυπικής κανονικής με: 

2

2
1

( )
2

z

z e




  για z . 

H αθροιστική συνάρτηση κατανομής της (και συγχρόνως η αντίστοιχη 

πιθανότητα για Z z ) θα δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ) ( )

z

z t dt P Z z 


    για z . 

Με βάση όσα έχουν προαναφερθεί λαμβάνοντας, κατά την προσέγγιση Azzalini 

[1],[2],[3], 
0( ) ( )f z z , 

0( ) ( )G z z  και ( )w z a z   για z  και για 

οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό a , η αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της λοξής κανονικής κατανομής με παράμετρο α θα δίνεται από τη 

σχέση : 

 ( ) 2 ( )f z z az   , z . 



39 

 

Την οποία μπορούμε να την συμβολίζουμε και ( ) ( ; )f z z a . 

Ακόμα γενικότερα, και κατά αντιστοιχία με την κανονική κατανομή με μέση τιμή 
   και τυπική απόκλιση 0  , έχουμε την τυχαία μεταβλητή Y Z    , η 

οποία θα αποκαλείται λοξή-κανονική κατανομή (Skew-Normal) [1][3], και θα την 

συμβολίζουμε με SN . Συγκεκριμένα θα γράφουμε ότι 
2~ ( , , )Y SN a   με την    

να είναι η παράμετρος θέσης, 0   να είναι η παράμετρος κλίμακας και a  να 
είναι η παράμετρος λοξότητας. 
 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Y  θα είναι: 
 

2
( )

z z
f y a

 


  

    
      

   
. 

 
Στο παρακάτω σχήμα έχουν γίνει τα γραφήματα των λοξών κανονικών κατανομών για 
τιμές της παραμέτρου λόξωσης ίσες με 0,1,2,3,4 και 5.  

 

Σχήμα 17: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας λοξής κανονικής κατανομής για τις διάφορες τιμές του α. 

 

Φαίνεται ότι η μετατροπή που προκαλείται στην κανονική κατανομή είναι από 

την αλλαγή που προκαλείται στον οριζόντιο άξονα, και φυσικά με τέτοιον τρόπο ώστε 

να εξακολουθεί το ολοκλήρωμα να ισούται με ένα. Επόμενο είναι, όπως 

παρατηρείται και στο σχήμα 17, ότι για θετική τιμή της παραμέτρου α οι τιμές του z 

κάτω από την μέση τιμή (της αρχικής κανονικής κατανομής) παρουσιάζουν απότομη 

μείωση της σ.π.π. καθώς το 0z  . 

Ενώ όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή της παραμέτρου α, τόσο πιο απότομη γίνεται η λοξή 
κανονική κατανομή, και αντιστοίχως το φαινόμενο της λόξωσης. Φυσικά για α=0 η 
λοξή κανονική κατανομή ταυτίζεται με την αρχική κανονική κατανομή. 
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Στο παρακάτω σχήμα έχουν γίνει τα γραφήματα των λοξών κανονικών κατανομών για 
τιμές της παραμέτρου λόξωσης αντίθετους αριθμούς: 2 και -2, 4 και -4, 6 και -6 με 
σκοπό την σύγκριση των γραφημάτων και την διαφοροποίηση της κάθε μίας από 
αυτές τις λοξές κανονικές κατανομές από την τυπική κανονική κατανομή. 
 

 

Σχήμα 18: Σ.π.π. της λοξής κανονικής κατανομής για θετική και αρνητική λοξότητα για διάφορα α. 

Παρατηρείται και σε αυτό το σχήμα, ότι για τιμές της παραμέτρου α κοντά στο μηδέν 
τα αντίστοιχα γραφήματα είναι κοντά στην κανονική κατανομή (|α|=0.3), ενώ όσο οι 
τιμές του α μεγαλώνουν κατά απόλυτη τιμή το φαινόμενο της λοξής κατανομής 
γίνεται εντονότερο και φυσικά είναι συμμετρικές οι αντίστοιχες κατανομές για 
αντίθετες τιμές του α. 

Για να φανεί καλύτερα η λοξότητά της παραθέτουμε και ένα γράφημα με μία 

μόνο καμπύλη μίας λοξής λογιστικής κατανομής που προκύπτει με a=6. 

 

Σχήμα 19 Λοξή κανονική κατανομή με παράμετρο α=6. 
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4.2 Η ΛΟΞΗ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Η λοξή λογιστική κατανομή είναι μια συνεχής συνάρτηση πιθανότητας με 

στήριγμα τους πραγματικούς αριθμούς, η οποία προκύπτει από την λογιστική 

κατανομή με τον τρόπο που αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 2, και θα αναφέρουμε πως 

ακριβώς προκύπτει αυτή από την τυποποιημένη λογιστική κατανομή (0,1)L . 

Για την ακρίβεια θα χρησιμοποιηθεί η τυπική λογιστική κατανομή όπου η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που αντιστοιχεί στην  

𝑓(𝑥) =
𝜋

𝜎√3

exp [−
𝜋(𝑥−𝜇)

𝜎√3
]

{1 + exp [−
𝜋(𝑥−𝜇)

𝜎√3
]}2

 

αν θέσουμε   𝛼 = 𝜇 = 0  𝜅𝛼𝜄 𝛽 = 1 =
𝜎√3

𝜋
 ή 𝜎 =

𝜋

√3
 

η συνάρτηση κατανομής είναι για την 
*

30,L S


 
 

 
 γράφεται απλούστερα: 

𝐻(𝑥) = 𝑃(𝛸 ≤ 𝑥) =
1

1 + exp (−𝑥)
 , −∞ < 𝑥 < ∞ 

Και η αντίστοιχη σ.π.π. ℎ(𝑥) =
exp (−𝑥)

(1+exp (−𝑥))2  , −∞ < 𝑥 < ∞. 

Με βάση όσα έχουν προαναφερθεί στο Κεφάλαιο 3 και λαμβάνοντας, κατά την 

προσέγγιση Azzalini, 
0( ) ( )f x h x , 

0( ) ( )G x H x  και ( )w x x   για x  και για 

οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό  , η αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας SLf  της λοξής λογιστικής κατανομής (Skew Logistic) [4], με παράμετρο 

λ προερχόμενη από την τυπική λογιστική κατανομή L(0, *S ) με *
3S


  θα 

συμβολίζεται με *(0, , )SL S   όπου λ η παράμετρος λόξωσης και θα δίνεται από την 

παρακάτω σχέση : 

 
   2

exp( ) 1
( ; ) 2 ( ) 2

1 exp( )1 exp( )
SL

x
f x h x H x

xx
 




     

  
, x  

Δηλαδή   
   

2

2 exp( )
( ; )

1 exp( ) 1 exp( )
SL

x
f x

x x




 


    
, x  και  . 

• Αν 𝜆 > 0, 𝜊𝛿𝜂𝛾𝜊ύ𝜇𝛼𝜎𝜏𝜀 𝜎𝜀 𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ή 𝜆𝜊𝜉ό𝜏𝜂𝜏𝛼. 

• Αν 𝜆 < 0, 𝜊𝛿𝜂𝛾𝜊ύ𝜇𝛼𝜎𝜏𝜀 𝜎𝜀 𝛼𝜌𝜈𝜂𝜏𝜄𝜅ή 𝜆𝜊𝜉ό𝜏𝜂𝜏𝛼. 
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Η διαφορά της τυπικής από την τυποποιημένη λογιστική κατανομή είναι καθαρά στην 
παραμετροποίηση αυτών με σκοπό να έχει απλούστερη μορφή η σ.π.π. Ουσιαστικά, 
διαφέρουν στην τυπική απόκλιση, καθώς η τυποποιημένη έχει 𝜎 = 1 ενώ η τυπική 

λογιστική κατανομή έχει 𝜎 = *S =
𝜋

√3
> 1, και φυσικά και οι δύο έχουν μέση τιμή 

μηδέν. Το παρακάτω σχήμα μας δείχνει την διαφορά αυτών των δύο κατανομών. 

 

Σχήμα 20 Τυπική και τυποποιημένη λογιστική κατανομή. 

 
Στο επόμενο σχήμα έχουν γίνει τα γραφήματα των λοξών λογιστικών κατανομών για 
τιμές της παραμέτρου λόξωσης ίσες με 0,1,2 και 5. Όπου με παράμετρο λ=0 έχουμε 
την αντίστοιχη «λοξή» λογιστική κατανομή να ταυτίζεται με την τυπική λογιστική 
κατανομή. 

 

Σχήμα 21:  Λοξή λογιστική κατανομή για λ > 0. 

Φαίνεται ξεκάθαρα και εδώ ότι για θετικές τιμές της παραμέτρου λ η κατανομή 

είναι αρνητικά λοξή, και όσο μεγαλύτερη η τιμή της λ, τόσο μεγαλύτερο και το 

φαινόμενο της λόξωσης. 
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Αντιστοίχως για αρνητικές τιμές της παραμέτρου λ η κατανομή είναι δετικά 

λοξή, και όσο μεγαλύτερη κατά απόλυτο τιμή είναι η λ, τόσο μεγαλύτερο και το 

φαινόμενο της λόξωσης. Επίσης, για αντίθετες τιμές της λ, οι αντίστοιχες κατανομές 

έχουν σ.π.π. οι οποίες είναι συμμετρικές μεταξύ τους ως προς την κατακόρυφο στο 

σημείο μηδέν (για τις περιπτώσεις με λ=3 και λ=-3).  

 

Σχήμα 22: Λοξή λογιστική κατανομή για λ < 0, και για αντίθετα λ. 

 

Για να φανεί καλύτερα η λοξότητα της λογιστικής παραθέτουμε και ένα 

γράφημα με μία μόνο καμπύλη μίας λοξής λογιστικής κατανομής που προκύπτει από 

την τυπική λογιστική κατανομή με λ=7. Σε αυτό διακρίνεται καθαρά η ασυμμετρία και 

η αρνητική λοξότητα. 

 

Σχήμα 23 Λοξή τυπική λογιστική κατανομή με παράμετρο λοξότητας λ=7 
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4.3 Η ΛΟΞΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ t 

Η λοξή κανονική t είναι μια συνεχής συνάρτηση πιθανότητας με στήριγμα τους 

πραγματικούς αριθμούς, η οποία προκύπτει από την κατανομή t βάσει όσων έχουν 

προαναφερθεί για την μέθοδο κατασκευής λοξών κατανομών από συμμετρικές 

κατανομές των AZZALINI & CAPITANIO [1],[3]. Η βασική διαφορά της από την 

αντίστοιχη κανονική κατανομή (ή την λοξή κανονική κατανομή), είναι ότι η κατανομή 

t (ή η λοξή κατανομή t) έχει πιο παχιές ουρές, όπως συνηθίζεται να λέγεται, δηλαδή 

σε πιο απομακρυσμένες τιμές από την μέση τιμή (καθώς το x τείνει στο  ), οι τιμές 

της σ.π.π. είναι μεγαλύτερες από τις αντίστοιχες της κανονικής κατανομής και οι 

οποίες τείνουν να ταυτιστούν όσο οι βαθμοί ελευθερίας αυξάνονται. 

Έστω η τυχαία μεταβλητή X η οποία ακολουθεί την κατανομή t με n βαθμούς 

ελευθερίας 
nt  και ( )

nt
f x  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής με: 

( 1)/2
2

1
( 1)

2
( ) ( ; ) 1

1

2

n n

n

t t

n
x

f x f x n
n

n n

 
 

        
    
 

 για x . 

H αθροιστική συνάρτηση κατανομής της, ( ; )
nt

F x n , σε συνδυασμό με την 

( ) ,w x a x x    και a  η παράμετρος κλίσης να είναι πραγματικός αριθμός, 

δύναται να μετατρέψει την κατανομή t σε λοξή κατανομή t : 
 

( ) 2 ( ; ) ( ; )
n nt tf x f x n F ax n    για x    (Ι) 

Παρόλα αυτά, μία διαφορετική προσέγγιση είναι καλύτερη, λόγω της 

ομοιότητας που παρουσιάζει με την παραγωγή της κατανομής t από την 

τυποποιημένη κανονική κατανομή 
0 ~ (0,1)Z N  και την 2~ /nV X n  κατανομή οι 

οποίες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. 

0Z
Z

V
 . 

Κατά αντιστοιχία, λοιπόν, αντικαθιστούμε την τυποποιημένη κανονική 

κατανομή 
0 ~ (0,1)Z N  με την τυποποιημένη λοξή κανονική κατανομή 

0 ~ (0,1, )Z SN a . Σκοπός εδώ είναι να κατασκευαστεί η λοξή κατανομή t ως μίξη 

λοξών κανονικών κατανομών, δηλαδή με παρόμοιο τρόπο που προκύπτει και η 

κατανομή t ως μίξη κανονικών κατανομών. 

Ακόμα, εάν η 
Vf  είναι η σ.π.π. της 2~ /nV X n  τότε για την τυχαία μεταβλητή 

της λοξής κατανομής t που προκύπτει κατά το μοντέλο του Azzalini έχουμε: 
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Και τελικά   
2

1
( ; , ) 2 ( ; ) ; 1

n n nt t t

n
f x n f x n F ax n

x n


 
     

 
  (ΙΙ) 

Φαίνεται από τον τελευταίο τύπο ότι η συνάρτηση ( )w   που αναφέρεται στην μέθοδο 

Azzalini δεν είναι σε αυτήν την περίπτωση γραμμική αλλά μία πιο σύνθετη συνάρτηση 
. Συγκεκριμένα έχουμε : 
 

 
2

1
; 1 ( ); 1

n nt t

n
F ax n F w x n

x n

 
    

 
 

Δηλαδή    
2

1
( )

n
w x ax

x n





. 

Η χρήση αυτής της μη γραμμικής συνάρτησης μετασχηματισμού ( )w  , και η 

σχέση (ΙΙ) που προκύπτει, είναι καλύτερη για την μαθηματική προσέγγιση της λοξής 

κατανομής t που λαμβάνουμε, ειδικά από την μεριά υπολογισμού των ροπών αυτής 

της κατανομής. Υπάρχουν και άλλα οφέλη αυτής της μορφής στην περίπτωση που η 

μεταβλητή είναι μεγαλύτερης διάστασης.  

 

Η παράμετρος α είναι αυτή που καθορίζει τον τρόπο που η καμπύλη της σ.π.π. 

αποκτά αρνητική ή θετική λοξότητα, και όσο μεγαλύτερη η απόλυτη τιμή της τόσο 

μεγαλύτερη και εμφανής η λοξότητα της κατανομής. Συγκεκριμένα έχουμε: 

• Αν  𝑎 < 0, 𝜊𝛿𝜂𝛾𝜊ύ𝜇𝛼𝜎𝜏𝜀 𝜎𝜀 𝛼𝜌𝜈𝜂𝜏𝜄𝜅ή 𝜆𝜊𝜉ό𝜏𝜂𝜏𝛼. 

• Αν  𝑎 > 0, 𝜊𝛿𝜂𝛾𝜊ύ𝜇𝛼𝜎𝜏𝜀 𝜎𝜀 𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ή 𝜆𝜊𝜉ό𝜏𝜂𝜏𝛼. 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται 5 διαφορετικές γραφικές παραστάσεις για την 

λοξή t κατανομή (
5

( ; , ) ( ; ,5)
nt tf x n f x  ) με μέση τιμή 0, τυπική απόκλιση 1 και 5 
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βαθμούς ελευθερίας. Στο ίδιο σχήμα υπάρχει και η αντίστοιχη συμμετρική κατανομή 

5( ;0,5) (0,1)
nt

f x t  από την οποία προέκυψαν οι λοξές. 

 

Σχήμα 24 Λοξή κατανομή t Student , με θετική λοξότητα. 

 

Ενώ στο σχήμα 25 παρατίθενται έξη διαφορετικές λοξές κατανομές t μέση τιμή 

0 ή 3, τυπική απόκλιση 2, 4 ή 5 και βαθμούς ελευθερίας 6 ή 10. Φαίνεται από τις 

αντίστοιχες σ.π.π. πόσο σημαντικό ρόλο παίζει η τυπική απόκλιση σε συνδυασμό με 

την παράμετρο λόξωσης α. Όντως η ποικιλία σ.π.π. που μπορούν να προκύψουν είναι 

πάρα πολύ μεγάλη και φυσικά στα σχήματα 24 και 25 οι αντίστοιχες συναρτήσεις 

πυκνότητας πιθανότητας είναι μόνο για θετικές τιμές της παραμέτρου λόξωσης α. 

 

Σχήμα 25: Λοξή κατανομή t για διάφορους συνδυασμού παραμέτρων. 

 

Η καλύτερη παραμετροποίηση και προσέγγιση μετατροπής της κατανομής t σε λοξή 
βάσει του τύπου (ΙΙ) όπως αναφέρθηκε στην αρχή της ενότητας φαίνεται στο σχήμα 
26, όπου η λογική να παραχθεί η λοξή κατανομή t από αντίστοιχες λοξές κανονικές 
κατανομές διαφαίνεται να προσδίδει την ίδια ποιοτική σχέση μεταξύ των λοξών t 



47 

 

κατανομών και της αντίστοιχης λοξής κανονικής κατανομής. Όντως στο παρακάτω 
σχήμα φαίνεται να τείνει να ταυτιστεί η λοξή κατανομή t, στην αντίστοιχη λοξή 
κανονική κατανομή όσο οι βαθμοί ελευθερίας της λοξής t κατανομής αυξάνονται. Στο 
σχήμα παρατίθεται και η τυποποιημένη κανονική κατανομή για καλύτερη σύγκριση 
των μετατροπών που έχει υποστεί αυτή. 

 

Σχήμα 26: Σύγκριση απεικονίσεων λοξής κατανομή t και κανονικής λοξής κατανομής. 

Για να φανεί καλύτερα η λοξότητα της λοξής κατανομής t, παραθέτουμε και ένα 

γράφημα (σχήμα 27) με μία μόνο καμπύλη, που προκύπτει με μέση τιμή 10, τυπική 

απόκλιση 6, παράμετρο λόξωσης α=-4 και 8 βαθμούς ελευθερίας. Σε αυτό 

διακρίνεται καθαρά η ασυμμετρία και η αρνητική λοξότητα. 

 

Σχήμα 27 Λοξή t κατανομή με αρνητική λοξότητα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 – ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ  

Στο Κεφάλαιο αυτό θα παρατεθούν οι πηγές για τον κώδικα παραγωγής λοξών 

κατανομών, είτε σε κώδικα της γλώσσας MATLAB είτε της γλώσσας R. Να σημειωθεί 

ότι οποιοσδήποτε μπορεί να προγραμματίσει σε οποιαδήποτε γλώσσα τουλάχιστον 

τις σ.π.π. των κατανομών που έχουν δοθεί στην παρούσα εργασία χρησιμοποιώντας 

τους αντίστοιχους τύπους των σ.π.π. που έχουν παρατεθεί σε προηγούμενα 

Κεφάλαια. Επίσης, θα χρησιμοποιηθεί η μέθοδος Monte Carlo [5], για την παραγωγή 

τυχαίου δείγματος από αντίστοιχες λοξές κατανομές και μέσω του κώδικα να 

εκτιμηθεί η δειγματική μέση τιμή αυτών των δειγμάτων. 

 

5.1 ΚΩΔΙΚΑΣ ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 

Η μέθοδος μετατροπής μίας συμμετρικής κατανομής με συγκεκριμένες 

ιδιότητες όπως αναφέρθηκαν στα προηγούμενα Κεφάλαια σε μία λοξή κατανομή, και 

βάσει τις εργασίες που έχουν γίνει πάνω στο θέμα αυτό είναι καθοριστικής σημασίας 

και όπως έχει προαναφερθεί μπορεί να δοθούν εντολές προγραμματισμού σε 

οποιαδήποτε γλώσσα για την υλοποίηση οποιασδήποτε τέτοιας σ.π.π.  

Οι περισσότερες πληροφορίες πάνω στο θέμα αυτό και ανάλυση των 

κατανομών που χρησιμοποιούνται και όπως και των αντίστοιχων λοξών που έχουν 

προκύψει, παρουσιάζονται στη μονογραφία των Azzalini και Capitanio (2014). 

 

 

Για την εργασία αυτή υπάρχει αντίστοιχο πακέτο εντολών στην γλώσσα R που 

μπορεί κάποιος να το λάβει από την ιστοσελίδα : 

http://azzalini.stat.unipd.it/SN/pkg-overview.html 

Στο πακέτο αυτό υπάρχουν εκτός των λοξών κατανομών που αναφέρθηκαν 

στην παρούσα εργασία (λοξή κανονική, λοξή λογιστική και λοξή t κατανομή) και η 

λοξή Cauchy κατανομή. Για όλες τις κατανομές υπάρχουν αντίστοιχες σ.π.π. της 

συνάρτησης κατανομής, της συνάρτηση που δίνει τα αντίστοιχα ποσοστημόρια 

καθώς και την δυνατότητα υπολογισμού της τυχαίας δειγματοληψίας παρατηρήσεων 

που ακολουθούν την κατανομή. 
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Συμπληρώνοντας το έργο του Azzalini ο Enrique Batiz από τον Σεπτέμβριο του 

2007, έχει φτιάξει τον αντίστοιχο κώδικα στην γλώσσα MATLAB και οι αντίστοιχες 

υπορουτίνες (subroutines) m.files για την Skew-t κατανομή υπάρχουν σε 

συμπιεσμένο αρχείο στην σελίδα: http://azzalini.stat.unipd.it/SN/. 

Παρόλα αυτά, με σκοπό να γίνει ξεκάθαρο ότι οι αντίστοιχες εντολές 

μετατροπής μίας συμμετρικής κατανομής είναι αρκετά εύκολη σε προγραμματιστικό 

επίπεδο παρατίθενται οι εντολές στην γλώσσα MATLAB, όχι σαν υπορουτίνες αλλά 

ως απλές εντολές.  

 

α. ΓΙΑ ΤΗΝ ΛΟΞΗ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

Αρχικώς μερικές εντολές για την παραγωγή της γραφικής παράστασης της 

τυποποιημένης κανονικής κατανομής: 

 

x=-4.5:0.1:4.5;  %ορισμός των τιμών του άξονα x 
normf=normpdf(x);  %τιμές για την σ.π.π.  
plot(x,normf)  %γραφική παράσταση της σ.π.π. 
normF=normcdf(x);  %τιμές για την αθροιστική συνάρτηση κατανομής 
plot(x,normF)  %γραφική παράσταση της αθρ/ής συν/ης κατά/ής 

 

 
Βάσει της μεθόδου Azzalini, όπως αυτή έχει αναλυθεί σε προηγούμενο Κεφάλαιο, 
μετατρέπουμε την τυποποιημένη κανονική κατανομή σε λοξή κατανομή με την 
παράμετρο α=2 να καθορίζει το μέγεθος της λοξότητας, όπως αυτή έχει δοθεί σε 
αντίστοιχα σχήματα: Σχήμα 17, 18 και 19 (με α=6). 
 
z=-4:0.01:4;   %ορισμός των τιμών του οριζοντίου άξονα z 
a=2;    %ορισμός της παραμέτρου λόξωσης α 
snf=2*normpdf(z).*normcdf(a*z); %τιμές της σ.π.π. της λοξής  

 κανονικής κατανομής 
plot(z,snf)   %γραφική παράσταση της σ.π.π. 
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β. ΓΙΑ ΤΗΝ ΛΟΞΗ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

 
Αρχικώς μερικές εντολές για την παραγωγή της γραφικής παράστασης της 
τυποποιημένης λογιστικής κατανομής L(0,1), όπως φαίνεται στο Σχήμα 9 (σ.π.π.) και 
στο Σχήμα 10 (αθροιστική σ.π.π.): 
 
%logistic 
x=-4.5:0.1:4.5;  %ορισμός των τιμών του άξονα x 
m=0;    %ορισμός της μέσης τιμής 
s=1;    %ορισμός της τυπικής απόκλισης 

logif=(pi/(s*3^0.5))*exp(-pi*(x-m)./(s*3^0.5))./(1+exp(-pi*(x-

m)./(s*3^0.5))).^2;  %η σ.π.π. της τυποποιημένης λογιστικής (pdf) 

 

logiF=1./(1+exp(-pi*(x-m)./(s*3^0.5 )));  

%Η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της λογιστικής κατανομής(cdf) 
 

plot(x,logif)   %γραφική παράσταση της σ.π.π. 
plot(x,logiF)  %γραφική παράσταση της αθροιστικής σ.π. 
 

 
Για την τυπική λογιστική κατανομή από την οποία παράγεται η λοξή λογιστική 

κατανομή με τυπική απόκλιση 
3


  , Σχήμα 20, έχουμε: 

 
x=-4.5:0.1:4.5;  %ορισμός των τιμών του άξονα x 
m=0;    %ορισμός της μέσης τιμής 
s=pi/3^0.5;   %ορισμός της τυπικής απόκλισης 

logif2=(pi/(s*3^0.5))*exp(-pi*(x-m)./(s*3^0.5))./(1+exp(-pi*(x-

m)./(s*3^0.5))).^2;  %η σ.π.π. της τυπικής λογιστικής (pdf) 

 

plot(x,logif2)   %γραφική παράσταση της σ.π.π. 

 

 
Βάσει της μεθόδου Azzalini όπως αυτή έχει αναλυθεί σε προηγούμενο κεφάλαιο, 
μετατρέπουμε την τυπική λογιστική κατανομή σε λοξή λογιστική κατανομή με την 
παράμετρο λ (l στην MATLAB) να καθορίζει το μέγεθος της λοξότητας, όπως αυτή 
έχει δοθεί σε αντίστοιχα σχήματα: Σχήμα 21, 22 και 23 (με l=7). 
 
%LOXH TYPIKH LOGISTIKH KATANOMH 
x=-4.5:0.1:4.5;  %ορισμός των τιμών του άξονα x 
l=7;    %ορισμός της παραμέτρου λόξωσης l 
s=pi/3^0.5;   %ορισμός της τυπικής απόκλισης 
LOXH_logif=2*exp(-x)./(1+exp(-x)).^2./(1+exp(-l*x));  

%η σ.π.π. της τυπικής λογιστικής κατανομής (pdf) 

plot(x,LOXH_logif)  %γραφική παράσταση της σ.π.π. 
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γ. ΓΙΑ ΤΗΝ ΛΟΞΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ t -Student 

Αρχικώς μερικές εντολές για την παραγωγή της γραφικής παράστασης της κατανομής 
t, όπως φαίνεται στο Σχήμα 16 (σ.π.π.) : 
 
%ΚΑΤΑΝΟΜΗ t 

x=-4.5:0.1:4.5; %ορισμός των τιμών του άξονα x  

tf=tpdf(x,2); %η σ.π.π. κατανομής-t (pdf),με 2 βαθμούς ελευθερίας 
plot(x,tf);  %γραφική παράσταση της σ.π.π. 

 

 

Βάσει της μεθόδου Azzalini όπως αυτή έχει αναλυθεί σε προηγούμενο κεφάλαιο, 
παράγουμε βάσει λοξών κανονικών κατανομών την λοξή κατανομή t με την 
παράμετρο α, να καθορίζει το μέγεθος της λοξότητας, όπως αυτή έχει δοθεί σε 
αντίστοιχα σχήματα: Σχήμα 24, 25,26 και 27 (με α=-4). 
 
%ΛΟΞΗ t-Student ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

  
x=-6:0.05:6;  %ορισμός των τιμών του άξονα x 
m=3;    %ορισμός της μέσης τιμής 
s=2;    %ορισμός της τυπικής απόκλισης 
a=1.5 ;   %ορισμός της παραμέτρου λόξωσης α 
df=5;    %ορισμός των βαθμών ελευθερίας 
y=dskt(x,m,s,a,df);  %η σ.π.π. της λοξής κατανομής-t  

%Από την συνάρτηση m.file του Enrique Batiz 
plot(x,y);   %γραφική παράσταση της σ.π.π. 
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5.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΚΩΔΙΚΑ 
 

Από το πακέτο εντολών “package sn” της γλώσσας R μπορούμε κάνοντας χρήση 

των αντίστοιχων εντολών, να παράξουμε τυχαίο δείγμα από την λοξή κανονική 

κατανομή και την λοξή κατανομή t. Βρίσκοντας τον δειγματικό μέσο μπορούμε να 

εκτιμήσουμε την μέση τιμή των λοξών αυτών κατανομών (μέθοδος Monte Carlo [5]), 

ομοίως και για την τυπική απόκλιση αυτής όπως και για την διάμεσο. 

Οι εντολές της R είναι : 

x<-rsn(2000,alpha=0) 
#παράγει 2000 τιμές από την «λοξή» κανονική κατανομή με α=0,δηλαδή την Ν(0,1) 
hist(x)    #παράγει το ιστόγραμμα του δείγματος 
mean(x)   #υπολογίζει την μέση τιμή του δείγματος 
sd(x)     #υπολογίζει την τυπική απόκλιση του δείγματος 
median(x)   #υπολογίζει την διάμεσο του δείγματος 

 

Σχήμα 28 ιστόγραμμα της SN(0,1,0)=N(0,1) 

Η δειγματική μέση τιμή που έδωσε ο συγκεκριμένο δείγμα ήταν 

mean(x)=0,0009 

η δειγματική τυπική απόκλισή του ήταν 

sd(x)=1,0018 

η διάμεσός του ήταν 

median(x)=-0,0061 

 
δηλαδή πολύ κοντά στην θεωρητική τιμή της κατανομής (0, 1 και 0 αντιστοίχως).  
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Για ένα άλλο δείγμα από λοξή κανονική κατανομή, με α=5 έχουμε:  

 

x<-rsn(2000,alpha=5) 
#παράγει 2000 τιμές από την «λοξή» κανονική κατανομή με α=5 
hist(x)    #παράγει το ιστόγραμμα του δείγματος 
mean(x)   #υπολογίζει την μέση τιμή του δείγματος 
sd(x)     #υπολογίζει την τυπική απόκλιση του δείγματος 
median(x)   #υπολογίζει την διάμεσο του δείγματος 
 

 

Σχήμα 29 Ιστόγραμμα λοξής κανονικής κατανομής με α=5. 

Η δειγματική μέση τιμή που έδωσε ο συγκεκριμένο δείγμα ήταν 

mean(x)=0,9590 

η δειγματική τυπική απόκλισή του ήταν 

sd(x)=0,8962 

και η διάμεσός του ήταν 

median(x)=0,7397. 

 
Παρατηρούμε ότι η μέση τιμή είναι εμφανώς μεγαλύτερη της διαμέσου. 
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Για ένα άλλο δείγμα από λοξή κανονική κατανομή με α=-6 έχουμε:  
 
x<-rsn(2000,alpha=-6) 
#παράγει 2000 τιμές από την «λοξή» κανονική κατανομή με α=-6 
hist(x)    #παράγει το ιστόγραμμα του δείγματος 
mean(x)   #υπολογίζει την μέση τιμή του δείγματος 
sd(x)     #υπολογίζει την τυπική απόκλιση του δείγματος 
median(x)   #υπολογίζει την διάμεσο του δείγματος 
 

 

Σχήμα 30 Ιστόγραμμα λοξής κανονικής κατανομής με α=-6. 

Η δειγματική μέση τιμή που έδωσε ο συγκεκριμένο δείγμα ήταν 

mean(x)=-0,7959 

η δειγματική τυπική απόκλισή του ήταν 

sd(x)=0,6160 

και η διάμεσός του ήταν 

median(x)=-0,6855. 

 
Παρατηρούμε ότι η μέση τιμή είναι εμφανώς μεγαλύτερη κατά απόλυτη τιμή από 
αυτήν της διαμέσου. 
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Τέλος παράγουμε άλλο ένα δείγμα από την λοξή κανονική t με α=5 και 5 

βαθμούς ελευθερίας. 

Έχουμε:  

x<-rst(2000,alpha=5,nu=5) 
#παράγει 2000 τιμές από την «λοξή» κατανομή t με α=5 
hist(x)    #παράγει το ιστόγραμμα του δείγματος 
mean(x)   #υπολογίζει την μέση τιμή του δείγματος 
sd(x)     #υπολογίζει την τυπική απόκλιση του δείγματος 
median(x)   #υπολογίζει την διάμεσο του δείγματος 
 

 

Σχήμα 31 Ιστόγραμμα λοξής κατανομής t  με α=5 και n=5. 

 
Η δειγματική μέση τιμή που έδωσε ο συγκεκριμένο δείγμα ήταν 

mean(x)=0,7685, 

η δειγματική τυπική απόκλισή του ήταν 

sd(x)=0,6153 

και η διάμεσός του ήταν 

median(x)=0,6604. 

 
Παρατηρούμε ότι η μέση τιμή είναι εμφανώς μεγαλύτερη της διαμέσου. 
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5.3 ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 

Στην παρούσα ενότητα θα γίνει μία προσπάθεια χρήσης των τριών λοξών 

κατανομών, που έχουν δοθεί στα προηγούμενα κεφάλαια, πάνω σε πραγματικά 

δεδομένα. Αυτά αφορούν οικονομικά δεδομένα μίας ασφαλιστικής εταιρίας και 

συγκεκριμένα τις οικονομικές απαιτήσεις από την ασφαλιστική (ζημίες) εκ μέρους 

των πελατών της (αποζημιώσεις), για την περίοδο Ιανουαρίου 2006 έως Δεκέμβριο 

του 2008, δηλαδή για τρία χρόνια. 

Οι παρατηρήσεις αφορούν 32.495 τιμές οι οποίες κυμαίνονται από 1 έως 

13.862 χρηματικές μονάδες, με μέση τιμή 6.812 χρηματικές μονάδες και διάμεσο 

6.973. Η τυπική απόκλιση είναι 4.530,02 ενώ όπως φαίνεται από το παρακάτω 

ιστόγραμμα τα δεδομένα μας δεν ακολουθούν κανονική κατανομή  

 

Σχήμα 32 Ιστόγραμμα ζημιών της ασφαλιστικής. 

Είναι προφανές ότι οι τιμές των παρατηρήσεων αυτών είναι συγκεντρωμένες 

γύρω από κάποιες τιμές που αντιστοιχούν ποιοτικά σε ζημίες χαμηλού κόστους, 

μεσαίου κόστους και μεγάλου κόστους. Φαίνεται ξεκάθαρα ότι οι συχνότητα ζημιών 

από 0 έως 1.500-2.000 χρηματικές μονάδες είναι ιδιαίτερα αυξημένη, όπως και 

ζημίες πάνω από 12.500 χρηματικές μονάδες, ενώ επίσης αυξημένες παρουσιάζονται 

και οι ζημίες από 5.000 έως 8.000 χρηματικές μονάδες. 

Θα μπορούσε να ειπωθεί πως αν ακολουθούν κάποια κατανομή αυτά τα 

δεδομένα τότε αυτή θα ήταν μία μίξη κατανομών και όχι μία απλή κατανομή, είτε 

συμμετρική είτε απλή λοξή κατανομή. 
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Για αυτόν τον λόγο θα γίνει μία προσπάθεια να αναλυθούν τα δεδομένα αφού 

πρώτα χωριστούν σε τρία μέρη. Λόγω τις συσσώρευσης τιμών στα άκρα του εύρους 

τιμών αυτών των δεδομένων, θα προχωρήσουμε σε έναν ποιοτικό διαχωρισμό  

αυτών και θα λάβουμε δύο κυρίως τμήματα, το ένα θα είναι για ζημίες χαμηλού 

κόστους και το άλλο για ζημίες μεγάλου κόστους. Ο διαχωρισμός αυτός είναι όντως 

υποκειμενικός έως έναν βαθμό, αλλά όπως διαφαίνεται και στο προηγούμενο 

ιστόγραμμα (Σχήμα 32), τα όρια των 4.000 και 9.000 χρηματικών μονάδων είναι 

λογικά και βάση αυτών κάναμε την αντίστοιχη αποκοπή των δεδομένων μας. Έτσι, τις 

παρατηρήσεις κάτω των 4.000 χρ.μον. τις ορίζουμε ως χαμηλές ζημίες (Low Claims) 

και αυτές άνω των 9.000 χρ.μον. τις ορίζουμε ως υψηλές ζημίες (High Claims). Αυτές 

οι δύο ομάδες παρουσιάζουν μεγαλύτερο ενδιαφέρον και με αυτές θα ασχοληθούμε. 

 

Οι χαμηλές ζημίες (Low Claims) οι οποίες είναι ζημίες κάτω των 4.000 

χρηματικών μονάδων, ως ξεχωριστό σύνολο δεδομένων, απεικονίζονται με το 

αντίστοιχο ιστόγραμμα στο σχήμα 33. Παρατίθενται και κάποια περιγραφικά 

στοιχεία των δεδομένων αυτών. 

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. sd 

1 483 861 1265 1788 4000 1071,6 

 

Σχήμα 33 Ζημίες χαμηλού κόστους. 

Είναι ξεκάθαρα ένα μη συμμετρικό ιστόγραμμα, το οποίο παρουσιάζει θετική 

ασυμμετρία. Για αποτελεσματικότερη ανάλυση των δεδομένων και την ευκολότερη 

χρήση των λοξών κατανομών που έχουν παρουσιαστεί στα προηγούμενα κεφάλαια, 

στην συνέχεια θα χρησιμοποιούμε τα κανονικοποιημένα δεδομένα. Το αντίστοιχο 
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ιστόγραμμα και θηκόγραμμα (boxplot) φαίνονται στο Σχήμα 34. Στο boxplot έχει 

προστεθεί και η κόκκινη γραμμή η οποία αντιστοιχεί στην τιμή της μέσης τιμής και η 

οποία είναι μεγαλύτερη από την διάμεσο. Παρατίθενται και κάποια περιγραφικά 

στοιχεία των κανονικοποιημένων αυτών δεδομένων. 

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. sd 

-1,180 -0,7302 -0,377 0 0,488 2,552 1 

 

 

Σχήμα 34 Κανονικοποιημένες ζημίες χαμηλού κόστους. 

Ο συντελεστή λοξότητας για τα παραπάνω δεδομένα (Low Claims) είναι 1,055 

και όπως φαίνεται στο ιστόγραμμα και στο boxplot φανερώνει θετική ασυμμετρία. 

Θα γίνει προσπάθεια να εκτιμηθεί η αντίστοιχη παράμετρος για κάθε μία από 

τις τρεις λοξές κατανομές που παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια. Αλλά 

πρώτα θα δοθούν και τα δεδομένα που αφορούν σε υψηλές ζημίες των αρχικών 

δεδομένων. 
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Οι υψηλές ζημίες (High Claims) οι οποίες είναι ζημίες άνω των 9.000 

χρηματικών μονάδων, ως ξεχωριστό σύνολο δεδομένων, απεικονίζονται με το 

αντίστοιχο ιστόγραμμα στο Σχήμα 35. Παρατίθενται και κάποια περιγραφικά στοιχεία 

των δεδομένων αυτών. 

 

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. Sd 

9.001 11.294 12.811 12.227 13.282 13.862 1389,02 

 

 

Σχήμα 35 Ζημίες υψηλού κόστους. 

Είναι ξεκάθαρα ένα μη συμμετρικό ιστόγραμμα, το οποίο παρουσιάζει 

αρνητική ασυμμετρία. Για αποτελεσματικότερη ανάλυση των δεδομένων 

χρησιμοποιούμε στην συνέχεια τα κανονικοποιημένα δεδομένα. Το αντίστοιχο 

ιστόγραμμα και θηκόγραμμα (boxplot) φαίνονται στο Σχήμα 36. Στο boxplot έχει 

προστεθεί και η κόκκινη γραμμή η οποία αντιστοιχεί στην τιμή της μέσης τιμής η 

οποία φαίνεται μικρότερη από την διάμεσο.  

Παρατίθενται και κάποια περιγραφικά στοιχεία των κανονικοποιημένων αυτών 

δεδομένων. 
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Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. sd 

-2,323 -0,672 0,420 0 0,759 1,177 1 

 

 

Σχήμα 36 Κανονικοποιημένες Υψηλές ζημίες. 

Ο συντελεστή λοξότητας για τα παραπάνω δεδομένα είναι -0,8184 και όπως 

φαίνεται στο ιστόγραμμα και στο boxplot έχουν αρνητική ασυμμετρία. 

Θα γίνει προσπάθεια να εκτιμηθεί η αντίστοιχη παράμετρος για κάθε μία από 

τις τρεις λοξές κατανομές που παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια. 
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α1. Λοξή κανονική κατανομή για τις χαμηλές ζημίες.  

Με τις παρακάτω εντολές της γλώσσας προγραμματισμού R βρίσκουμε τις 

παραμέτρους της λοξής κανονικής κατανομής που ταιριάζουν καλύτερα στα 

δεδομένα μας βάσει της μεθόδου της μέγιστης πιθανοφάνειας, με  χρήση της εντολής 

optim καθώς δεν είναι δυνατή η απ’ ευθείας εύρεση των τιμών των παραμέτρων 

επειδή η μορφή της αντίστοιχης συνάρτησης είναι πεπλεγμένη.  

fn<-function(par) { 

-sum( log(dsn(zx1,par[1],par[2],par[3])) ) # ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑ} 

opt<-optim( par=c(0,1,0.5),fn,method="BFGS") 

p<-opt$par # ΟΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΟΥ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΤΗΝ optim ΜΕ  

        #  ΑΡΧΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ: ξ=0, ω=1. ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΣ ΛΟΞΟΤΗΤΑΣ α=0,5 

x<-rsn(1000000,p[1],p[2],p[3]) 

hist(zx1,breaks=12,prob=TRUE,main="Normalized Low Claims & S.Normal",xlab='') 

lines(density(x),col="red") 

plot.ecdf(zx1,verticals=TRUE,main="Empirical CDF of Low Claims and S.Normal") 

lines(ecdf(x),col="red") 

plot(density(zx1),main="Density of Low Claims and S.Normal",xlab='') 

lines(density(x),col="red") 

Οι τιμές των παραμέτρων που προέκυψαν είναι (ξ,ω,α)=( -1.144 , 1.520 , 55.789) 

Το ιστόγραμμα, η εμπειρική αθροιστική συνάρτηση κατανομής και η εμπειρική 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των δεδομένων, παρατίθενται στο παρακάτω 

τριπλό διάγραμμα (Σχήμα 37) όπου συνδυάζεται με την σ.π.π. της λοξής κανονικής 

κατανομής που προκύπτει βάσει των εκτιμήσεων των παραμέτρων αυτής. 

Όπως φαίνεται και στο διάγραμμα υπάρχει μερική ταύτιση των σ.π.π. αλλά τα 
δεδομένα είναι τέτοια που δεν επιτρέπουν την πλήρη ταύτιση αυτών καθώς η 
εμπειρική σ.π.π. είναι πολυκόρυφη. 

 
Σχήμα 37 Προσαρμοσμένη Λοξή Κανονική στις χαμηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής Kolmogorov-Smirnov δίνει στατιστικό D=0,1504 και 

αντίστοιχο p-value < 162,2 10   επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται 

τα δεδομένα αυτά από την συγκεκριμένη λοξή κανονική κατανομή. 
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α2. Λοξή κατανομή t για τις χαμηλές ζημίες.  

Με τις παρακάτω εντολές της γλώσσας προγραμματισμού R βρίσκουμε τις 

παραμέτρους της λοξής κατανομής t που ταιριάζουν καλύτερα στα δεδομένα μας 

βάσει της μεθόδου της μέγιστης πιθανοφάνειας, με χρήση της εντολής optim, καθώς 

δεν είναι δυνατή η απ’ ευθείας εύρεση των τιμών των παραμέτρων.  

fn<-function(par) { 

-sum(log(dst(zx1,xi=par[1],omega=par[2],alpha=par[3],nu=8)))}#ΛΟΓ/ΚΗ ΠΙΘΑΝΟΦ 

opt<-optim( par=c(0,1,0.5),fn,method="BFGS") 

p<-opt$par# ΟΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΟΥ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΤΗΝ optim ΜΕ  

#ΑΡΧΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ: ξ=0, ω=1. ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟ ΛΟΞΟΤΗΤΑΣ α=0,5 β.ελ. 8 

x<-rsn(1000000,p[1],p[2],p[3]) 

 

 
Εδώ αξίζει να σημειωθεί ότι για διάφορες τιμές για την παράμετρο των βαθμών 
ελευθερίας της λοξής t κατανομής έχουμε άλλα αποτελέσματα, και οι αντίστοιχες 
καμπύλες φαίνονται στο Σχήμα 38, όπου όσο αυξάνονται οι βαθμοί ελευθερίας η 
καμπύλη προσεγγίζει την αντίστοιχη καμπύλη της λογής κανονικής κατανομής. 

 

Σχήμα 38 λοξές t κατανομές για της χαμηλές ζημίες. 

Για διάφορους βαθμούς ελευθερίας οι τιμές των παραμέτρων (ξ,ω,α) που προέκυψαν 
φαίνονται παρακάτω όπως και το στατιστικό του Kolmogorov-Smirnov τεστ καλής 
προσαρμογής. Από το τελευταίο προκύπτει ότι καλύτερη τιμή για την παράμετρο των 
βαθμών ελευθερίας είναι η τιμή n=7.  
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Το ιστόγραμμα, μαζί με την εμπειρική αθροιστική συνάρτηση κατανομής και 

την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των δεδομένων, φαίνεται στο σχήμα 39 σε 

αντιπαράθεση μέσω κοινών διαγραμμάτων με την λοξή t κατανομή που προκύπτει 

βάσει την εκτίμηση των παραμέτρων που έγινε. 

 

Σχήμα 39 Λοξή t-κατανομή για τις χαμηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής K-S δίνει στατιστικό D=0,094 και p-value < 162,2 10  

επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται τα δεδομένα αυτά από την 

συγκεκριμένη λοξή κατανομή. Παρόλα αυτά όμως η τιμή του στατιστικού δηλώνει ότι 

έχει καλύτερη προσαρμογή από αυτήν της λοξής κανονικής κατανομής.  

βαθμοί 

ελευθερίας 
ξ ω α K-S test 

2 -1.125522 0.966168 40.069253 0.1703401 

3 -1.131474 1.090607 43.420075 0.1385801 

4 -1.134872  1.171603 45.647310 0.1211431 

5 -1.136954 1.227795 47.264643 0.1089755 

6 -1.138208 1.267948 47.347956 0.1004132 

7 -1.139223 1.299534 48.849546 0.09437769 

8 -1.140012 1.324202 50.160999 0.09837951 

9 -1.140555 1.343746 50.750877 0.1028735 

10 -1.140967 1.359804 51.245551 0.1074515 

11 -1.141339 1.373131 51.611952 0.1119045 

12 -1.141610  1.384453 51.955378 0.1152975 

20 -1.142743 1.436058 53.122871 0.1292805 

30 -1.143385 1.463273 54.213216 0.1366375 
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α3. Λοξή Λογιστική κατανομή για τις χαμηλές ζημίες (Low Claims).  

Για την λοξή λογιστική κατανομή χρησιμοποιούμε το πακέτο εντολών “glogis” στην 

γλώσσα r και από εκεί έχουμε τις εντολές: 

gf <- glogisfit(zx1) 

plot(gf) 

 
Οι τιμές των παραμέτρων που προέκυψαν είναι (ξ,ω,α)=( -9,150 , 0,684, 3.375) 

Οι παραπάνω εντολή κάνει χρήση της ίδιας εντολής (optim) όπως κάναμε στις 

άλλες δύο λοξές κατανομές, βρίσκοντας τις βέλτιστες τιμές-εκτιμήτριες των 

παραμέτρων της κατανομής. Το ιστόγραμμα των δεδομένων, μαζί με την αθροιστική 

συνάρτηση κατανομής και την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των δεδομένων, 

σε κοινά διαγράμματα με την αντίστοιχη λοξή λογιστική κατανομή φαίνεται στα 

Σχήματα 40 και 41. 

 

Σχήμα 40 Λοξή Λογιστική κατανομή και ιστόγραμμα για τις χαμηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής K-S δίνει στατιστικό D=0,127 και p-value < 162,2 10  

επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται τα δεδομένα αυτά από την 

συγκεκριμένη λοξή κατανομή. 

 

Σχήμα 41 Λοξή Λογιστική κατανομή για τις χαμηλές ζημίες. 

glogisfit(x = zx1)

Goodness-of-fit p-value: < 2.2e-16
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β1. Λοξή κανονική κατανομή για τις υψηλές ζημίες.  

Ομοίως με τις προηγούμενες περιπτώσεις, βρίσκουμε τις παραμέτρους της 

λοξής κανονικής κατανομής που ταιριάζουν καλύτερα στα δεδομένα μας βάσει της 

μεθόδου της μέγιστης πιθανοφάνειας. Οι αντίστοιχες εντολές στην γλώσσα R είναι:  

fn<-function(par) { 

-sum(  log(dsn(zx3,par[1],par[2],par[3])) )} # ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑ 

opt<-optim( par=c(0.5,0.5,-1),fn,method="BFGS") 

p<-opt$par  # ΟΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΟΥ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΤΗΝ optim ΜΕ  

                      #  ΑΡΧΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ: ξ=0, ω=1. ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΣ ΛΟΞΟΤΗΤΑΣ α=0,5 

x<-rsn(1000000,p[1],p[2],p[3]) 

par(mfrow=c(1,3)) 

hist(zx3,breaks=12,prob=TRUE,main="Normalized High Claims & S.Normal",xlab='') 

lines(density(x),col="red") 

plot.ecdf(zx3,verticals=TRUE,main="Empirical CDF of High Claims and S.Normal") 

lines(ecdf(x),col="red") 

plot(density(zx3),main="Density of High Claims and S.Normal",xlab='') 

lines(density(x),col="red") 

Οι τιμές των παραμέτρων που προέκυψαν είναι (ξ,ω,α)=( 1.158 , 1.530 , -127.817) 

Το ιστόγραμμα των δεδομένων σε συνδυασμό με την λοξή κανονική κατανομή 

που προκύπτει φαίνεται στο Σχήμα 42, μαζί με την εμπειρική αθροιστική συνάρτηση 

κατανομής και την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής πάντα σε 

αντιπαράθεση με την αντίστοιχη λοξή κανονική κατανομή. 

 
Σχήμα 42 Προσαρμοσμένη λοξή κανονική κατανομή στις υψηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής K-S δίνει στατιστικό D=0,148 και p-value < 162,2 10  

επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται τα δεδομένα αυτά από την 
συγκεκριμένη λοξή κατανομή. 
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β2. Λοξή κατανομή t για τις υψηλές ζημίες.  

Με τις παρακάτω εντολές της γλώσσας προγραμματισμού R βρίσκουμε τις 

παραμέτρους της λοξής κατανομής t που ταιριάζουν καλύτερα στα δεδομένα μας 

βάσει της μεθόδου της μέγιστης πιθανοφάνειας. Οι εντολές στην R είναι: 

fn<-function(par) { 

-sum(log(dst(zx3,xi=par[1],omega=par[2],alpha=par[3],nu=100)))}#ΛΟΓ/ΚΗ ΠΙΘ. 

opt<-optim( par=c(0,1,0.5),fn,method="BFGS") 

p<-opt$par# ΟΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΠΟΥ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΤΗΝ optim ΜΕ  

#ΑΡΧΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ: ξ=0, ω=1. ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟ ΛΟΞΟΤΗΤΑΣ α=0,5 β.ελ. 8 

x<-rsn(1000000,p[1],p[2],p[3]) 

 
Εδώ αξίζει να σημειωθεί ότι για διάφορες τιμές για την παράμετρο των βαθμών 
ελευθερίας της λοξής t κατανομής έχουμε άλλα αποτελέσματα, όπου όσο αυξάνονται 
οι βαθμοί ελευθερίας τόσο «καλύτερα» προσεγγίζει η λοξή κατανομή τα δεδομένα 
μας. 
Για τιμή 100 για τους βαθμούς ελευθερίας οι τιμές των παραμέτρων που προέκυψαν 
είναι (ξ,ω,α)=( 1,158 , 1,515 , -127,52 ) πολύ κοντά στις αντίστοιχες τιμές των 
παραμέτρων της λοξής κανονικής κατανομής. 

Το ιστόγραμμα, η εμπειρική αθροιστική συνάρτηση κατανομής και η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των δεδομένων, σε κοινά διαγράμματα με την 

λοξή t-κατανομή που προκύπτει βάσει των παραμέτρων που εκτιμήθηκαν φαίνονται 

στο Σχήμα 43. 

 
Σχήμα 43 Λοξή t-κατανομή για τις υψηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής K-S δίνει στατιστικό D=0,148 και p-value < 162,2 10  

επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται τα δεδομένα αυτά από την 

συγκεκριμένη λοξή κατανομή. Επίσης, η τιμή του στατιστικού δηλώνει ότι έχει την 

ίδια προσαρμογή με αυτήν της λοξής κανονικής κατανομής.  
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β3. Λοξή Λογιστική κατανομή για τις υψηλές ζημίες.  

Για την λοξή λογιστική κατανομή χρησιμοποιούμε το πακέτο εντολών “glogis” στην 

γλώσσα R και από εκεί έχουμε τις εντολές: 

gf <- glogisfit(zx3) 

plot(gf) 

Οι τιμές των παραμέτρων που προέκυψαν είναι (ξ,ω,α)=( 1,151 , 0,007, 3.375) 

Οι παραπάνω εντολή κάνει χρήση της ίδιας εντολής (optim) όπως κάναμε στις 

άλλες δύο λοξές κατανομές. Το ιστόγραμμα, η εμπειρική αθροιστική συνάρτηση 

κατανομής και η εμπειρική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των δεδομένων, σε 

κοινά διαγράμματα με την λοξή λογιστική κατανομή που προκύπτει φαίνεται στο 

Σχήμα 44. 

 
Σχήμα 44 Λοξή Λογιστική κατανομή για τις υψηλές ζημίες. 

Το τεστ καλής προσαρμογής K-S δίνει στατιστικό D=0,074 και p-value < 162,2 10  

επομένως απορρίπτεται η υπόθεση ότι προέρχονται τα δεδομένα αυτά από την 

συγκεκριμένη λοξή κατανομή. 

Γενικά, μπορούμε να δούμε πως δεν είναι εύκολη η προσαρμογή μίας 

κατανομής εκ των τριών που αναλύθηκαν στην παρούσα εργασία, καθώς τα 

δεδομένα που διαθέτουμε και των οποίων την εμπειρική σ.π.π. προσπαθούμε να 

προσεγγίσουμε δεν είναι ιδανικά. Παρουσιάζουν πάνω από δύο κορυφές και όπως 

διακρίνεται και στα ιστογράμματα αυτών υπάρχει ένα τμήμα όπου η σ.π.π. 

εμφανίζεται σταθερή.  

Αυτές οι ιδιαιτερότητες που εμφανίζουν τα δεδομένα μας, καθιστούν την 

υπόθεση πως οι παρατηρήσεις προέρχονται από λοξή κανονική, λογιστική ή t 

κατανομή αδύνατη. Παρόλα αυτά, η προσαρμοστικότητα των λοξών αυτών 

κατανομών, όπως φαίνεται από τα αντίστοιχα διαγράμματα είναι δυνατή και 

ενδεχομένως σε καταλληλότερα δεδομένα να δίνουν πολύ καλύτερα αποτελέσματα.  
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Συμπερασματικά, οι λοξές κατανομές εμφανίζουν σε σχέση με τις αντίστοιχες 

συμμετρικές κατανομές ενισχυμένο το χαρακτηριστικό της ευελιξίας, ένεκα της 

ύπαρξης του επιπρόσθετου χαρακτηριστικού της λοξότητας. Η σχεδίαση λοξών 

κατανομών στο πρακτικό κομμάτι της εργασίας μέσω της δημιουργίας κώδικα, 

κατέδειξε την πλήρη εναρμόνιση των απεικονίσεων που προέκυψαν με τις 

αναμενόμενες από τη θεωρία των λοξών κατανομών ιδιότητες.  

Ειδικά, για την λοξή κατανομή t, με τον τρόπο που παράχθηκε αυτή (παραγωγή 

από λοξές κανονικές κατανομής), και όπως χαρακτηριστικά αναφέρθηκε στο 

Κεφάλαιο 4, φαίνεται η σχέση της με την αντίστοιχη λοξή κανονική κατανομή να είναι 

όμοια με αυτήν των συμμετρικών. Με την έννοια ότι για μεγάλο n (βαθμοί 

ελευθερίας) αυτές τείνουν να ταυτιστούν. 

Γενικά η χρήση των λοξών κατανομών και η μελέτη αυτών τα τελευταία χρόνια, 

έχει αυξηθεί και πλέον είναι αρκετά εύχρηστες. Επίσης, υπάρχουν διαθέσιμοι πολλοί 

κώδικες οπότε η πρακτική χρήση αυτών των κατανομών γίνεται αρκετά εύκολη.  

Τέλος, μπορούμε να πούμε ότι αξίζει να μελετηθεί περαιτέρω η χρήση αυτών 

με σκοπό την στατιστική ανάλυση, συμπερασματολογία και πρόβλεψη. Επίσης, 

χρήσιμη θα είναι και η μελέτη διαφόρων παραλλαγών παραγωγής λοξών κατανομών, 

κάνοντας χρήση διαφορετικών αθροιστικών συναρτήσεων κατανομών και 

συναρτήσεων ( )w   όπως αυτή ορίστηκε στο Κεφάλαιο 3. 
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