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Abstract

A renewal equation is an integral equation with respect to an unknown function. Such

equations have found numerous applications in many areas of applied probability. In par-

ticular, defective renewal equations are found very frequently and are important mathe-

matical tools in reliability theory, demography, queuing theory and in actuarial science.

In this thesis we study the behaviour of the solution of a defective renewal equation.

Specifically, we consider conditions that ensure the existence of monotonicity for this

function. Also, generalizing the methods of Cai and Garrido (1998), we construct bounds

and we study the asymptotic behaviour for this solution.

Then, the thesis focuses on a specific renewal equation, the solution of which is the

kth moment of the ruin time, ψk(u), in the classical model of risk theory. Considering

this quantity as a function of the initial reserve u in the model, we present bounds

and examining the existence of monotonicity for the function ψk(u). Also, we study

the asymptotic behavior of this function in the case that the distribution of claims has

light, medium or heavy tail. Finally, we investigate the existence of aging properties of the

distribution of the ruin time. Apart from the classical model that mentioned above, many

of the results are generalized for the model introduced by Gerber (1970) and includes a

diffusion term.
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"� ¬ �µ� � � ®hËw®m� ÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ¬ " ¬"� © ¦ �H��´H���W���f� � �   ���B�  �¡ � �����f� ψk(u) �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W���f���w���Y�H��� ���f��� � � �f  � � �f�5¬ "#	"� 	 ¦ �H��´H���W���f�~� � £ � ®h¤w®m���¶���f� ψk(u) Í � �f  u = 0 ÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ� ¬ �#�"� � ¦ �H��´H���W���f� � �   ���B�  �¡ � ���B��� �f ��f� �  �Í�� �   ���¶Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � ÎÎÎÎÎÎ ¬ � �"��� ¦ �H��´H���W���f��Ì��f£·� Í ����� � �~���f� ψ1(u) ÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ¬�� �"���� ¬ Þ �f ��f� �  �Í�� �   ���_Êh£ Íf  ���ÉÊh£��³������� ¡ � �ã� �f É² � � �p��£ §@² �f�@���f£·�·¤   � � ��m�i�   ���f�m¤   ���  �� £·���f���HË   ÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ¬�� ""� "  £ Íf  ���  £��³������� ¡ � �Î� � �m��� § ���B� ��®m�f£ �f  ���f� ÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬�� �"� "� ¬  £ Íf  ���  £��³������� ¡ � �°� � �o��� § ���B� �3®m�f£ �f  ���f�3�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¨���f�3�H�fÑ�Y�H��� ���f�~� � � �f  � � �f� �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎ ¬��#�"� "� ©  £ Íf  ���  £��³������� ¡ � ��� � �m��� § ���B� ��®m�f£ �f  ���f���m���W®m�   � ���¶���³£ ¡ ���³Ëb��� Î ©�«�©
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�� ¬¼�~��� � ���³Ëw��� ������� � ���³£�� �p��£ § ���f� ψk(u) �m�B����� � �p� � Íª� �   ��´H���Î���f�µ�Y�HËb£ ¡ � �äÌÎ�   Ñ² Ð   Ë   ÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ ©�¬·«�� ¬  ¬ �~��� � ���³Ëw��� ���É��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ψk(u) Í � �f  ��� § £�Êh�B�b�d���   ���H���³�m���f���£���� � £ � ��®m�f� Î�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ©�¬·«�� ¬  © ¦ �H��´H�������f� �~��� � ���³Ëw��� ���f� ��� � ���³£�� �p��£ § � ���f� ψk(u) �m�B�ª��� � �p� � ÍW� ��Ñ  ��´H���3®�� � ���³£ ¡ ���³Ëb���W�³Ë   � � £�� ¤   ���f£·¤   ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎ ©�¬ 	�� ¬  	 ¦ �H��´H���ª���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�¢��� � ���³£�� �p��£ § �¢���f� ψk(u) �m�B�¶��� � �p� � Í3� ��Ñ  ��´H��� � �

F ∈ S(γ), γ > 0 �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ ©f©�«�� © �~��� � ���³Ëw��� � §¶� �������H��´³� ��� � � ®�� � ��� �Î£�����´³���B���ÒÊh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �Ö�m�B�3��� � Ñ�p� � Í°� �   ��´H��� � � ² � § Êh�f��� ÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ©f© ��� ©  ¬ ¦ �H��´H���¶���f���~��� � ���³Ëw��� ���f����� � ���³£�� �p��£ § �����f� ψk(u) �m�B� � �   ��´H��� � �² � § Êh�f���W®�� � ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�³Ë   �H� � �p£�� ¤   ���f£·¤   �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ� ©f© ��� ©  © ¦ �H��´H���~���f�ä�~��� � ���³Ëw��� ���f� ��� � ���³£�� �p��£ § �ä���f� ψs;k(u) �m�B� � �   ��´H��� � �² � § Êh�f���W®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�³Ë   � � £�� ¤   ���f£·¤   ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ� ©f© �
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�� ¬ � ¡  �� � � �Î��� � ¤   ���f� ψ1(u)
� � �p�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7

2
e−7x + 3

2
e−3x. � ¬ �$"�� © � ¡  �� � � �ª��� � ¤   ���f� ψ2(u)

� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U2(u)
±
UR,2(u)

±
L2(u)

®�� � ���� � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x. �ÎÎÎ ¬ �g��� 	 � ¡  �� � � �ª��� � ¤   ���f� ψ1(u)

� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U1(u)
±
UR,1(u)

±
L1(u)

®�� � ���® §f����� � � � �f  � � � � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ ��"�� � � ¡  �� � � �ª��� � ¤   ���f� ψ2(u)
� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
UR,2(u)

±
L2(u)

®�� � ���® §f����� � � � �f  � � � � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ ���
"� ¬ � ¡  �� � � �w��£������ � Ë   ��£·¤w���f�w� � £ � ®h¤w®m���y���f� ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���y� � � �f  � � �Í � �f 
0 < θ < 1 ÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ¬ "$�"� © � ¡  �� � � �w��£������ � Ë   ��£·¤w���f�w� � £ � ®h¤w®m���y���f� ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���y� � � �f  � � �Í � �f 
θ > 1 ÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ¬ "$�"� 	 � ¡  �� � � ����£������ � Ë   ���f� ² � � ��£ ¡   ���f� � �3ßih à � � �m���f��£ ¡ ¸ � � u2 ÎÎÎÎÎ�ÎÎ ¬ � «"� � � ¡  �� � � �ª��� � ¤   ���f� ψ1(u)

� � �
ψ2(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���Ò��� � �>©Ò� � �
θj « �� ÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ � ¬"��� � ¡  �� � � �Ö��� � ¤   ���f�Ö��£·¤w���f�Ö� � �]���f� ² �³Ð����³£��f�W£������f�W�B���>Êh£ Íf  ���ÅÊh£��³������� ¡ � �®�� � ���   �w���Y�H��� ���3� � � �f  � � � � � � ´³���Ö��� � �3©W� � �

θ j © ��#�ù�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ �0�"� " � ¡  �� � � �~��£������ � Ë   ���f� ² � � ��£ ¡   ���f� � �¶ßih à � � �m��� § ���HË  Î� Ï�� ����� �m� ¡ � ���B���¶Êh£ Í Ñ  ���¶Êh£��³������� ¡ � � ÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ ©�«�¬
lk  ¬ � ¡  �� � � ����Ð  �² �³���f�¢�³Ë   f(t), F (t),Λ(t)

� � �
λ(t)  Î�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ� © � «
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©  ¬ � �B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��W�����³�  �§ � ��� �B��� ÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ 	��©  ©sr$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�~��� � �f �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � � ÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ 	 �©  	 r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�~��� � �f �Í ����� � � � �¶Êh£��³������� ¡ � � ÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ � «©  � � �   ���H���³�m���f�¢��£���� � £ � ��®m�f� ÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎ � «© �� r$£ � �Y� ����� � £ § �m� � ���~���f� �m�B��Ê � �m��� ���f� �f  ´H��� Ï��f�ä�����³�  �§ � ��� �B��� � � � � ���B� � Íf  � ����³Ë   �������Y����� ��¤   ���fÊ ��¡ Ë  ª� �H� � �������·¤  
L1

� � �
L. ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎ � «©  "  £��³������� ¡ � �����3���p� ¡ ���H� � ����� � � ��¡ ���f��� �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ "��© ��  £��³������� ¡ � �����3���p� ¡ ���H� � �����¢� � � §f  �³Ëb��� ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ "��

�� ¬tr$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
b(u) ÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ � ¬�� ©sr$£ � �Y� ���°� � £ § �m� � ���3���f�
ψ1(u)

� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)

®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�3�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Î� �¥�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x.
¬ �#��� 	 r$£ � �Y� ���¨� � £ § �m� � ���Å���f�

ψ1(u)
� � � �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u) (u ∈ [10, 14])

®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�Î�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  ¢� � �  �  �  f(x) =
7
2
e−7x + 3

2
e−3x. Î�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ �#��� � r$£ � �Y� ����� � £ § �m� � ���¢���f�

ψ2(u)
� � ���³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
L2(u)

®�� � ��� � � ¡ Ï��² Ðf�Ò�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  ª� ���  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x. ÎÎÎÎ�ÎÎÎ ¬ �g����� r$£ � �Y� ���É� � £ § �m� � ���8���f�

ψ1(u)
� � �b�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UR,1(u)

®�� � ���� � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x. �ÎÎÎ ¬ �g��� " r$£ � �Y� ���É� � £ § �m� � ���8���f�

ψ2(u)
� � �b�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
UR,2(u)

®�� � ���� � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x. �ÎÎÎ ¬ �$����� r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�

b(u) ÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ � «�� � r$£ � �Y� ���°� � £ § �m� � ���3���f�
ψ1(u)

� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)

®�� � ���Qr §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ� ¬ ��	�� �ur$£ � �Y� ���°� � £ § �m� � ���3���f�
ψ1(u)

� � �i�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u) (u ∈ [10, 14])

®�� � ���Qr §f����� ßt© ± 	 à � ���  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎÎÎ� ¬ �0��� ¬·«vr$£ � �Y� ��� � � £ § �m� � ���ä���f� ψ2(u)
� � �·�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
L2(u)

®�� � ���wr §f�����ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ ¬ �0��� ¬f¬Gr$£ � �Y� ���É� � £ § �m� � ���8���f� ψ1(u)
� � �b�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UR,1(u)

®�� � ���r §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎ ¬ �#��� ¬�©xr$£ � �Y� ���É� � £ § �m� � ���8���f� ψ2(u)
� � �b�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
UR,2(u)

®�� � ���r §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x. ÎÎÎÎ�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ�ÎÎÎ ¬ �#��� ¬ 	 r$£ � �Y� ��� � � £ § �m� � ��� ���f� ψ1(u)/
∫∞
u
ψ1(x)dx

� � �·�B��� �p£ § ® ��� �B���"���f� ±
1/
∫∞
u
ψ(x)dx

±®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x. � ¬ �#��� ¬ � r$£ � �Y� ��� � � £ § �m� � ���ã���f� ψ1(u)

� � �ä�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
U1(u)
±
UV (u)

±
L1(u)
±

LV (u)
®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�W�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  �� � �  �  �  f(x) = 7

2
e−7x+ 3

2
e−3x.
¬ � �
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"� ¬tr$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©ª� � �
θ = 0.5

¬ "#	"� ©sr$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ2(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©ª� � �
θ = 0.5

¬ "��"� 	 r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���Ö��� � �F¬4yf©Ö� � �
θ = 3

¬ "��"� � r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ2(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���Ö��� � �F¬4yf©Ö� � �
θ = 3

¬ "$�"��� r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � �m®�� � θ j « �� ÎÎ ¬ � ¬"� " r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ2(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � � θ j « �� Î�ÎÎ ¬ � ©"��� r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f�
ψ1(u)
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Þ�� �f ��f  �HËw��� ��´³�Ò�³Ï�� �m¤b���B� � � �������H����Ð   ´  �� ��� ���f  ��� � Í �³£·® � ��� ¡ �8®�� � ���  F� �H��´H��� � � � �3���B� £ § �
�������������³Ë   � � � � �   ��´H�fË   �m�B��Ê�¤b£����³Ë   È��H��� ��¤   �w��� �m��� � ¤    � ��®m�H®m�  �Í � � ��� Í ´³Êh�B�f�m��£�´³Óp�B�´  ��¶� �H® § ��� � £�� � ��Í �³£��³�   ���·¤   �m��� � �H��´H���Ö�³Ë   � ² � �������³Ë   �B���f�  � � �H��´H��� � ����� � �p��£ § � Í ������   ®m�   � ���¨���³£ ¡ ���³Ëb���>���f� �f ��f  �HËw��� ���f�3�³Ï ¡ �mËb���f� Í ���_� � �o�B� ² � ��´³�3���³£�� ���·¤b���B� �3�����Å��£�����Ð�Ñ
���B���   ���Î����®h���H��£�� � ´  �� �³£��³�   ����� � § ��� ²�¡ � ¥Õ Þ~��Ëb��� �°² ��Ð � �Î�m� � ���³� § � � � � ����� � �����������Y��Ð  �Ö�³Ðf£��³���Î���f�¥��Ðf���f� � � � � �f ��f  �HËw��� ���f�¢�³Ï ¡ �mËb���f� ² �   � ¡  �� ��� §f  � � �³�Y� �����  � ² � � � ¡ �m�³Ëb��� � ������ ² ��®m�f���¶���   �H��� �m��� � �   � ���_�����  �Í ����� � �m��� � �H��´H���_�H��� � ´³£����f�>� ² � �������³Ë   ���f�Ò��Ðf���f�¶�³Ë   �³Ï�� Ñ
�m¤b���HË  W� ���·¤    � ��®h���H��£�� � ´  �� �����f£�Ï���´   �B�   �>�  �² � � �p´³£��   ®�� � �B�   ����������®�� � ��Í �p£ � ® ��§ �³Ë  �±��£������H®h® ¡ ���HË   � � � � ��� � ���³Ëw��� ��¤  Î� �������H���³� ��§ �³Ë  �± ��£������B� � ´   ���  ��W� ���������f����� � � � � � ®m�   � ���
�B� � Íf �� ���f� � ��£��p�f�¶�����¨´³Êh�B�o�>��Ðf���  � ���   � � £���Ðf� �Å² � � ��£�� ���F� �Å� �H���H���f����� � �ª���   ��� � ��� Ñ£�� �p��£ § �³Ë   �H�f���B� ����� ��� ��¤  Å�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � � � � �_� ��Êh�������Y��Ð � �°� ² � ��¡ ���³£ �É� � � � �
����®h���H��£�� � ´   �8�H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���_�³Ï ¡ �mËb��� � � Í �B�ãÊ�¤b£��É���f�°È��HËb£ ¡ � �ÒÌÎ�  �² Ð   Ë    ��H�f���B� ����� ��� ��� � �����Ö�³Ï ¡ �mËb��� ²�Í �Y����� � � Í �B���f�

Lin
� � �

Willmot (2000)
� � �h��Êh�H� ¡ ¸��H� � � � �¥��� �

£�����´³���B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � 
� �B�<��� � �p� � Í � �   ��´H���<���f�>È��HËb£ ¡ � �FÌÎ�  �² Ð   Ë  ¨� �f� § � � �b��� Í ���³�>��� �F� � £ � �f� � ®m´³�Ò�B��� ± � � �
� � Í ��� �Ö���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³� � �Î�B� � �H® � ��Ð����³£��Å�  �² � � �p´³£��  �± � Í ���¨�����Y�HËb£������ � ÍÅÍ ���Å� � �]���
��£ � ����� � Í �H� ¡ ��� ² � ± � ¡  �� �m�°Êh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � � wÕ �bÊh���   ���³£ § ���B�h���³£�� ��� Í ���³£ �W� � Í �H� � � Í Êh£ Í Ñ  � �8� � Í � Í ���¶�����É�

Lundberg
�B� ����® � ®m�3®�� � ��£·¤w���8�p��£ § �B�É��� � �p� � Í<� �   ��´H���;ß ¬��f« 	 à � � ����w�����f£����p��£ ¡ �³�>��Êh�H��� � §8� � � �����   ���  ¨� �H� � ���������_� ¡  �� � ���³£�� ��£�� � � ´   �³�  � �Ò� § ����� �³�>�B� ² � ��´³����³£�� ���·¤b���B� � ±�Í ��Ëb��®�� � � � £ §f² �B� ® ���¶Í � �f  � � ÐfÓp�Ö�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË   ´³Êh���   ���   �H���Y�H��� ���W� � Ñ

� �f  � � � ± ´³Êh�B�h��£��â�Y� ¡ �3�����  �Í ����� � �B���ÒÊh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � �Ö�m�B�°��� � �p� � Í � � �p�m�B� �f ��f  �HËw��� � Í
� �   ��´H���8���f�°È��HËb£ ¡ � �°ÌÎ�  �² Ð   Ë    r$�   � � §�±b² �   ��� § £�Êh�B�"���  �§ £·���f���>�����B� �m�B��Ð_��Ð������¨�����  ��
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��� � ²�¡   �B�����   � � � �f  � � � � �����f� ���f� � �H� � ���������f� � � �p¤b�¥�H� ¡ ���f� ² �   � ¡  �� ��®   Ëb�m� § � � ���H��� � ´³£����f�
Ê � £ � �����f£�� �m��� � § ���f� Í ��Ëb�~®�� � � � £ §f² �B� ® ��� ���h£�����´³�~���f� ± �H��� Í � � � Í ��� �~��£�� �f �� �p�³£��Y� ¡ ���³�¢� � Ñ
� �f  � � ´³�¥�����ª� � ���H���³��� ��¡ � Êh£ Íf  � � ´³Êh�B��® ¡   �B����� ���f  ��� ���ª´³£��³�  �� � � ��´³Êh���  ��f �� �����fÊ��Y� ¡�� £·���H� §
� �������H��´³� ��� � � � Í ����®�� � ���   � � � �f  � � � Í ����� � ��®�� � ��� � £�����´³� �B���¢Êh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � �  �¢� Í � �� � £ � � §f  Ëd� ¡  �� ��� � �p´³� Í ����� ¡  �� ��Êh£��f�p� � �  ��ª�f �� ����ÐfÏ���� � �y�p£ § ® ��� � ��± ��£������H®h® ¡ ���B� �¢� � � � ��� � Ñ
���³Ëw��� ����Ðf�Ö��Ð������f�ª� Í ���>®�� � ��� �W£�����´³� Í ���>� � �i®�� � ���  3¡ ² � � ���   � � � �f  � � �°�B���FÊh£ Íf  ���  � �¬��#� � ��� Gerber

� � �
Shiu
� �H��´H���f� �f  ���  ¶� � Í �����   ��Ð°� � � �f  � � �Ò��£�� ¤   ���fÊ ��¡ Ë  ¶� �H� � �������·¤  $�

�B���FÊh£ Íf  ���ÅÊh£��³������� ¡ � �Åß
time to ruin à ± �B���F�����³�  �§ � ��� �B���ª��£��   ���   Êh£��³������� ¡ � ß surlus be-

fore ruin à � � ���B�����H�f��� ¡ ����� �B���ä�����m��� ® � �~���f� Êh£��³������� ¡ � �Îß deficit at ruin à  � �   �H��¤b� ´ ² Ëb� �f � � �Ò  ´ �Ò² � § �m� � ���Ò�m��� � �H��´H���¶�B���°Êh£ Íf  ���°Êh£��³������� ¡ � �ª� � �   ´ � �³£·® � ��� ¡ � ®�� � ���  W² � �³£��³Ð   �f���
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� ² � � ��£�� ��� � �������H��� ¡ � � � � � Í �H��� § ���³� § � � � �  � �B�Å��£·¤w�B�Å���³� § � � � �>� �°� ��Êh�������Y��Ð � � � �Î���  ®m�   � ���ª�H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���Î�³Ï ¡ �mËb���  È ���f �� �p´³£���� � �ä���   ®m�   � �������f� ��Ðf����� � �f� � ���³£�� Ñ®m£ § Óp��� � �ä� � ��� ���f  ��� � Í ���³£ �Î� �������H��´³� ��� � � ����� � �p��£���Ð   � � �p£ § ® ��� � � � � �����  ~� ��� � ���³Ëw��� ���
��� � ���³£�� �p��£ § ���f�Ò��Ðf���f�¶���f�  � � ² �³Ð����³£��É���³� § � � � � � �p��£ § ���   È��HËb£ ¡ �� £��³������� ¡ � � ± ´  ��f � � �p� � Í ��� §f² �Å���f�¶È��HËb£ ¡ � �¶ÌÎ�  �² Ð   Ë    � �B�¨���³� § � � � � � ��� ÍÅ²�¡   �H� � � � � � �B� � � ®hËw®m�>�m�B�Å��� � Ñ�p� � Í¨� �   ��´H���>���f�WÈ��HËb£ ¡ � �WÌÎ�  �² Ð   Ë   � � �p¤b�Ö�H� ¡ ���f�Ö� � �]�m�B�>®m�   � ���³� � ´   �¨��� � �p� � Í¨� �   ��´H���
�����Ò���³£�� � �f� � §f  �B�Y�H��� ����´³�   � � � ² � § Êh�f���  � �B�>��£ ¡ �B�F���³� § � � � �>���³£�� ®m£ § �p��� � ���B�Å��Ð   �����F�³Ë  �f ��f² £�� � � ��¤   �H�f���B� ����� ��� ��¤  _�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   ����� � � �f  ������� ��Ð   ���µ£�����´³�Å�B���ãÊh£ Í Ñ
  ���_Êh£��³������� ¡ � �°� Í ���É�m�B�8��� � �p� � ÍãÍ ���8� � �"�m�B� � �   ��´H��� � �W���  >² � § Êh�f���  � �B�ãÌ��³� § � � � �
� �f �� ����Ðf������� � � � �������H��´³� ��� � � ����� � �p��£���Ð   ���   ®m�   � ���¨��Ðf���F���f�3�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HË Ñ��� ���f�°�³Ï ¡ �mËb���f�  � ��®h���H��£�� � ´  �� � �¨² ¤b����� � �¶� � � § �f�������³�3���   �Y�����³�3¤b�m���  �� � ¡  �� �o®   Ëb�m���� � �   ���B�  �¡ � ���f�3��Ðf���f�¶�B���f�  �w� ¡ ���f�3� � � � � � �m���³� § ����� � �¶�p£ § ® ��� � � � � �$� �¨� �H���H���f����� � ����  Å� ��� � ���³Ëw��� ���8��� � ���³£�� �p��£ § ���f�°��Ðf���f� � � � �H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�F�³Ï ¡ �mËb���f�  � � ����³� § � � � � ��´   ��� ± ´³Ï���� � ���H��� §Î� �H���H� §f� � �f  � ¡ �m�B��� Ê ��� �p£ § ® ��� � ��± ���  ¢� �   ���B�  �¡ � � � �����  ¢� ��� � Ñ
���³Ëw��� ���á��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   �B���áÊh£ Íf  ���;Êh£��³������� ¡ � �  �w��� ����´³�   ��� § £�Êh���   � � � ² Ðf�� � £ � £·��� ��� � � ����� � �p��£���Ð  ��f  � ¡ �m�B��� Ê ��± �B� � �   ��£·¤w�B�W�B�¶È��H¤b£�� ��� Ì��f£�� � £�Êh��Ð � �   �f� � Ð�®h����� Ñ
���f�~� � �h�B� ² �³Ð����³£��3��� �~��� § ���B� ��®m�f£ �f  ���f� ± ��������� ¡ �³�ÎÊh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �p���¥�����f� § ��� � � ¡ � ���f�
� � £���Ðf� � � ² � � ��£�� ���f� 
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� �B�d� � £ Íf  ���³� § � � � �<� � ® ¡   �B� � � � ��Ð   �B� � �ã�B� � � ®hËw®m�<�m��� � �f ��f  �HËw��� ��´³�Å�³Ï�� �m¤b���B� �Å� � �w� �
�f �� �p�³£��Y��Ð   � � ��� ���f  ��� � Í ���³£ �F� �������H��´³� ��� � � �����°��� � � �p��£���Ð    Þ�� �f ��f  �HËw��� ��´³�W�³Ï�� �m¤b���B� �� �������H����Ð   �B� ² � ���F���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�³Ë   �����������f£·Ëw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË    Þ��i�����������f£·Ëw��� ��´³�W�³Ï�� �m¤b���B� ��f  �������   �m���3®m�   � � Í ���³£��°� � ����®m��£ ¡ � �³Ë   ���  �� £·���f�p� � ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � � � Í ��Ëb� � ����� � ��Ð������B�
� � ���B� Íf  � ��� �B���f�~� ¡  �� ���³Ï�� �m¤b���B� �~�m��� �¢����� ¡ �³�~� § ®   Ëb�m���ª���  �§ £·���f���������Ö¸������ ¡ � � �  �� ��£��â�Y� ¡
Ëb� ��Ðf���~�B���f� ± ��£ ¡ �m���H� � ���   � Í �y�����������f£·¤ ��� �B���  � ��®h���H��£�� � ´  �� ���������������f£·Ëw��� ��´³�¢�³Ï�� �m¤b���B� � ±����� ��� ���  �² � � �p´³£����   �m���   � � £���Ðf� �¶² � � ��£�� ��� ± ´³Êh���   ���   �³Ï��f� � ��£��p�

c∗U(x) = g(x) +

∫ b(x)

a(x)

K(x, t)h(U(t))dt,
ß ¬  ¬  ¬ à

Í �����@�d���  �§ £·���f���
K(x, t)

� � ��� ¡ � � �ä���f£��  �� �@ß
kernel à ���f�_�����������f£·Ëw��� ���f�É�³Ï ¡ �mËb���f�  Þ�����  �� £·���f���B� �

K(x, t)
� � �

g(x)
�Y�HËb£���Ð   � � � ®   Ëb�m��´³�@ß|��£���� � �Y��£�� � � ´   �³� à  Þ�� ���  �� £·���f���B� �

a(x)
� � �

b(x)
� �������H����Ð   � �FÍ £�� � �B���>�����������f£·¤ ��� �B���W� � � Í�� ��� �Å� �Î��� �Ö��£�����®m��Ð � �   �³�¶� ¡  �� �

®   Ëb�m��´³�b���  �� £·���f���B� � ± �
c∗
� ¡  �� � � � � �Y�H��� ���¥�m� � �Y�³£ § � � ����´H�����µ�

h(U(x))
� ¡  �� � � � � ���  �§ £·���f���

���f� § ®   Ëb�m���f�8���  �§ £·���f���f�
U(x)  � ����� Í �ã���f�_�Y�HËb£ ¡ � �É�³Ë   �����������f£·Ëw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË  � ¡  �� ���F����������®�� � ��Í �ª���f�����  �§ £·���f���f�

U(x)
� � �p�m��� �����³£�� ���·¤b���B� ������� � ��� Í°² �   � ¡  �� ���³�Y� ��� Ím±

���³£�� ��£ ¡ ¸��H� � �o�m��� � �H��´H���Ò�³Ë   � ² � �������³Ë   ���f� ±$Í ��Ëb�W®�� � � � £ §f² �B� ® ��� �p£ § ® ��� � ��± ��£������H®h® ¡ ���B� �
� � �m���  ª� ��� � ���³Ëw��� ���¶��� � ���³£�� �p��£ § ���f�

U(x)
± ®�� �

x→ ∞ 

�



�~£�Êm� � § ���������������f£·Ëw��� ��´³�¢�³Ï�� �m¤b���B� �¥Êh£��f�p� � ������� ���Y��� �f  Ëb�y�³£·® � ��� ¡ � ®�� � ���  ¢� �H��´H������£���������Ñ
��§ �³Ë   �m��� � ² � � �p��£�� ��´³�¶�³Ï�� �m¤b���B� �Ö� Í ®hËÁ���f�W� ��� ² �  ��f��¡ � �Ö�³Ë   ��Ðf���HË   �B���f� ± ®�� � � � £ §f² �B� ® ���
�f �� �p´³£���� � �3��� �>�³Ï�� �m¤b���B� �

Maxwell
� � �p¤b�F�H� ¡ ���f�°� � �w��� � �f  � ¡ �m�B��� Êh�³�>�����������f£·Ëw��� ��´³�Å�³Ï�� Ñ

�m¤b���B� � � � Í �B� Ê�¤b£�� ���f�F��� ��� ��� ���f�>� � �w���f� � �����f�m��� ���f� ± �����ã´³Êh���   �Y� � �H��� ¤ ² � � Ï ¡ � �m���
¦ �fÊ �f  � ����� � ���m��� 
 �f�p� �����w��� �m��� � �  �~£·® Í ���³£ � ���������������f£·Ëw��� ��´³�¥�³Ï�� �m¤b���B� � � ��´H�����f� �f  ���  ² � ���Ò�B���f�Ö�   � Í ����� � � � �Y��� ��� � ¡ � �m��� ��� �Y� ��� ��� ���Ò�H��� �m��� � � � � � �Î� � �p�����f��´³�Î����� Í �������³� � � Í
² � § �p��£����f�Ò�H��� �m��� � �   � ����Ðf�3��� §f² ���f�Ò� � �f  ������� ��Ðf� �f Å§f� �³� �Å� � � �����������f£·Ëw��� ���_�³Ï ¡ �mËb���  �y����H���³��� ��¡ � �H� � � Í Êh£ Íf  � � � � £����f�p� § ¸��H� � ��´   �B�   �F�  �² � � �p´³£��   ®�� � ���  ª� �H��´H���W�³Ë   �����������f£·Ëw��� Ñ
��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � § ���m�����¶���p� ¡ ���H� � ���m��� ���³� � £ � ��®m´³���B���f�~�����3���   �³Ê�¤b� � �fÏ §f  �   � � �  � ´H�B��� �³��³� � £ � ��®m´³�¢���  ��f  �·¤   � � ��®�� � � � £ §f² �B� ® ��� �m��� ¦¨� �Y� ��� ��� �����  �§ ���f���Òßih3� � �p��£�� ��´³�~�³Ï�� �m¤b���B� � à�m��� 
 �f�p� ��� ± �m���  � � � ¡ ��± �m���; � ������® ¡ ��± �m����h¶� � ��®m£ � � ¡ � � � �"�m�B�   �  �� ����®�� � ��Í ßtÈ��HËb£ ¡ �ÌÎ�  �² Ð   Ë   à 
Þ��w�����������f£·Ëw��� ��´³�Å�³Ï�� �m¤b���B� �>� ���f² ������� ��Ð   � � � �f �§ ����® �É� �3���  ¨� ��£��p�8�����É´³Êh�B�w�

h(x)
± ���

®m£ �f��� � ��´³� Í � �f  �
h(x)
� ¡  �� ��®m£ �f��� � ���Ò���  �§ £·���f���W� � �p��� � �¶®m£ �f��� � ��´³�Î�m���  Ö�f  � ¡ �Y�H���¶���³£ ¡ Ñ

���³Ëb���  � � � ¡ �ª� � �³�m��� § ����� � ���B�¨�  �² � � �p´³£��  3��� �Ö�m��� �ª®m£ �f��� � ��´³�Ö�����������f£·Ëw��� ��´³�¶�³Ï�� �m¤b���B� � ±��������� ¡ �³�ª´³Êh���   ���   �³Ï��f� � ��£��p�

c∗U(x) = g(x) +

∫ b(x)

a(x)

K(x, t)U(t)dt.
ß ¬  ¬  © à

Þ��m®m£ �f��� � ��´³�������������f£·Ëw��� ��´³�ª�³Ï�� �m¤b���B� � ² � � ��£ ¡   �   � � �p�m��� ���³Ï��f����´³�����³£�� �~� � ����®m��£ ¡ �³�

¬  �³Ï�� �m¤b���B� � Fredholm
±

©  �³Ï�� �m¤b���B� � Volterra
±

	� �����������f£·Ëw��� � Í Ñ ² � � �p��£�� ��´³�F�³Ï�� �m¤b���B� �8ß integro differential equations
± ����´H���

Abdul-

Majid Wazwaz (1997) à ±

�h � ² � § ¸����f���³���³Ï�� �m¤b���B� �3ß singular equations
± ����´H���

Abdul-Majid Wazwaz (1997) à 

�¢� Í ��� �ä� � £ � � §f  Ë8� � ����®m��£ ¡ �³� ��� ² Ðf����£·¤w���³� � � £����f�p� § ¸����   �B� � �H® � ��Ð����³£����  �² � � �p´³£��   � Í ®hË
���f�~�������p¤b£ � �~�³Ë   �³� � £ � ��®h¤   �B���f�  �×®m�   � ���3�B���f� � ��£��p� �f  � ¡ �m�B��� Ê � � ¡  �� �m�3�³Ï��f�

"



¬  �bÏ�� �m¤b���B� � Fredholm

c∗U(x) = g(x) +

∫ b

a

K(x, t)U(t)dt

� � �
©  �bÏ�� �m¤b���B� � Volterra

c∗U(x) = g(x) +

∫ x

a

K(x, t)U(t)dt.

� ��Ðf£�� �Å² � � �p��£ § �B���f�¶´H®h���B� � � �o�m�B�¨®m�H®m�  �Í � Í ���$�m��� � � �   �³Ï�� �m¤b���B� �
Fredholm

�B�_������������Ñ
£·Ë ��� �m�B� ² �³Ï�� Í¨� ´H�����¶� ¡  �� �]��£�� � � ´   �_�   ¤N�m��� �W�³Ï�� �m¤b���B� �

Volterra
�B� �f  � ¡ �m�B��� Êh� ² � § �m��� ���

�����������f£·Ëb���f��� ¡  �� � �fÍ £�� �m�B�  � ���¶���   ´³Êh�B� � � � �H��� ���   ��£·Ë"�Y��Ð � ���m��� ���³Ï�� �m¤b���B� � Volterra  Þ���³Ï�� �m¤b���B� � � ����´³��Ê�Ëb£ ¡ ¸��   � � �Y��� ² Ðf�°� � ����®m��£ ¡ �³� �f �§ ����® �Ò� �~���   ��� � �3���f���m� � �Y�³£ § �
c∗  � ��Ñ®h���H��£�� � ´  ��Å�f 

c∗ = 0
± � Í ���ª´³Êh��� � �ª��� �W�³Ï�� �m¤b���B� �

Volterra
��£·¤w���f�ª� § Ï��HËb� ± �   ¤ �f 

c∗ = 1´³Êh��� � � �f  � ¡ �m�B��� Ê � ��� ���³Ï�� �m¤b���B� �
Volterra

² �³Ð����³£��f�~� § Ï��HËb�  � ��®h���H��£�� � ´  ��

0 = g(x) +

∫ x

a

K(x, t)U(t)dt
ß ¬·�f��� § Ï��f� à ,

U(x) = g(x) +

∫ x

a

K(x, t)U(t)dt
ßt©��f�~� § Ï��f� à .

¦ � � �B� ² � ���¥���³£ ¡ ���³Ëb���y�³Ë  
Volterra

�³Ï�� �m¤b���HË  ä² �³Ð����³£��f�w� § Ï��f� � �������H����Ð   � � ����� �f ��f  �HËw��� ��´³�
�³Ï�� �m¤b���B� ����� �Î����� ¡ �³��� �¶� �H���H���f����� � �¢�m���   �  �Í ����� � ����� � �����������Y� ¡ 

�Q��� �c���Q�� w�q¡!�£¢;¤¦¥§ ¦¨!���?©ª�) «��¥

Þ�� �f ��f  �HËw��� ��´³�b�³Ï�� �m¤b���B� �µ� ¡  �� ��������� � ����®m��£ ¡ � �³Ë   ®m£ �f��� � ��¤   �����������f£·Ëw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � � �
��� ������®h���H��£�� � ´  �� �³Ë  

Volterra
�³Ï�� �m¤b���HË   ² �³Ð����³£��f�w� § Ï��f�  �d®m�   � ��� � ��£��p�y���f� �f ��f  �HËw��� ���f��³Ï ¡ �mËb���f��� ¡  �� ���¶�³Ï��f�

Z(x) = g(x) + φ

∫ x

0

Z(x− y)dF (y),
ß ¬  ©  ¬ à

Í �����
φ
� ¡  �� � � � � �Y�H��� �����m� � �Y�³£ § � � �

g(u)
±
F (u)
� ¡  �� ��®   Ëb�m��´³�y���  �� £·���f���B� � � � ��� �y� � £ � � § �³Ë

� ² � Í �������³�

�



¬  �F���  �§ £·���f��� F (u)
� �������H��� ¡ ���  �§ £·���f���Ò� � � �f  � � �f�Ö� § ����� � �W���  �§ £·���f���f�Î�����  �Í ����� � �

��� � �f �Í ����� � � � �
F (0) = 0

±
©  � g : R → R+

� ¡  �� �m�B����� � § �p£ � ® � ´   �¶���  �§ £·���f��� 

Þ�� �f ��f  �HËw��� ��´³�¶�³Ï�� �m¤b���B� � ± �f  �����f�Y´³����� � � Í ��� ‖F‖ := limx→∞ F (x) = 1
±o² � � ��£ ¡   �   � � �o���

��£��B� ��� � ����®m��£ ¡ �³� �f �§ ����® �¶� �~���   ��� � �W���f���m� � �Y�³£ § �
φ
±

¬  �   φ < 1
± �¥�³Ï ¡ �mËb���ªß ¬  ©  ¬ à �   � ��§ ¸��H� � ���H�f���B� ����� ��� ���ªß defective à �f ��f  �HËw��� ���¥�³Ï ¡ �mËb��� ±

©  �   φ = 1
�¶�³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à �   � ��§ ¸��H� � �m� �f  �   � ���_ß proper à �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb��� ±

	� �   φ > 1
�¶�³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à �   � ��§ ¸��H� � �������³£B������� ���¨ß excessive à �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� 

Þ���� �f  �   � ��´³� �f ��f  �HËw��� ��´³�~�³Ï�� �m¤b���B� �~Êh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �m�m���ÖÈ��HËb£ ¡ � �³Ë   �b� � £ � ��� � ´   Ë   �~� Ñ
� �f  �������³Ë   � � �b� ² � ��¡ ���³£ � �m���   �  ��f  �HËw��� ���ãÈ��HËb£ ¡ � ß ����´H���

Feller (1971))
Í �����8� � �w´³Êh���  

�f �� �����fÊ��Y� ¡ �����f� §3� �������H��´³� ��� � � ®�� � ���   ��Ðf���¶�B���f�Òß � ��£�� ���f����Ðf���Åß ��� Í ���   �Y�����³� à ± �p£ § ®�Ñ��� � ��± ��£������H®h® ¡ ���B� ��� � � � ��� � ���³Ëw��� � §Ö� �������H��´³� ��� � � à  Þ��h�H�f���B� ����� ��� ��´³� �f ��f  �HËw��� ��´³���³Ï�� �m¤ Ñ���B� �Ò��£ ¡ �m�����   �����f��´³�Å�³� � £ � ��®m´³�>�m���ãÈ��HËb£ ¡ � �³Ë   ÌÎ�  �² Ð   Ë    � ² � � ��£�� ���ã�H��� ���   ��£·¤   �H� � ��m���   �H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� 

¬®°¯w±¬ ²G³µ´�¶/·w¸º¹�¶F»½¼�¾¿³µ´�ÀlÁ>Â�Ãw¾�¶(Ä@´�ÅÆÀµ»¿ÅÆÀVÂAÀl´�ÇwÈ«É@´

Þ������   �H� ¡ Ï��B� �¢� � � �f  � � ¤   � � ��®m�   � � Í ���³£ � ���h���   �H� ¡ Ï��B� �~���  �� £·���f���HË  ~��� ¸ ¡�� � �B� � �H� � ��Êh� ��� Ñ
��� � ��Í

Laplace
� � � ��� � � �f  � � �f�

F
±

mF (γ) =

∫ ∞

0

e−γydF (y),

� �������H����Ð  ~² Ðf� � � Í � � ��� ���f  ��� � Í ���³£ � �³£·® � ��� ¡ � �m���  ~� �H��´H�������f�yÈ��HËb£ ¡ � ÌÎ�  �² Ð   Ë  ~� �f� § � � �
�³Ë  ~�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË    � � �H��´H�������f�y��� � ���³£�� �p��£ § � �³Ë   ���   �H� ¡ Ï��HË   ß|�  Ê  � �   ���B�  �¡ ��±�p£ § ® ��� � ��±p� ��� � ���³Ëw��� ���Ò��� � ���³£�� �p��£ § à ² �   � ¡  �� ��� §f  � � �³�Y� �����Ò� � � � �������H��´³� ��� � � ��� § £�Êh���  ��Íf  �F� § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�ª���   �Y�����³�  �~£�Êm� � § � �3² ¤b����� � ���B�   ��£�� � ��Í �³Ë   ���   �H� ¡ Ï��HË  

�



² Ðf�_���  �� £·���f���HË   � � � �f  � � �f�W� � �]®m�   � � Í ���³£ �Å² �f�Å�Y�H��� ��¤   ���  �� £·���f���HË  �± �m���F���   ´³Êh�B� � � �
� �����������Y�f���B� � � � ��£ Í � � ���W�����W� � ���   ��Ó ¡ ¸��B�m� � ���f£�� Í ���³£ �3� �������H��´³� ��� � � �B���f� 
Ê �hðòñ�:�*iÿN÷IB � B ÷IBÆËQÌ

F ÍgÎ#Ï G ÐÒÑ Ì Î#ÏlÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ ØLÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ�Ó(Ö Ù�Ü Ï�Ý#Ó(Ö�Þ Û Î [0,∞) ÖÚß�Ö�ÐLÞ
ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ�Ö Ù Ô#Ø Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï/åVØ¿Ðæâ#×CØ

(F ∗G) (x) =

∫ x

0

F (x− y)dG(y), x ≥ 0.

Ê �hðòñ�:�*iÿ_÷IB � B � B®ç ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ Ü4è#Ù Lebesgue
Û ÐäÖºÕ(×CÓ/Ï Û å Ì�é ÍgÎ#Ï Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û å Ì ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+Ðæå Ì

f ÍgÎ#Ï g Ó(Ö Ù [0,∞)
Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï/åVØ¿Ðæâ#×CØ

(f ⊗ g) (x) =

∫ x

0

f(x− y)g(y)dy, x ≥ 0.

Þ��µ� � �p� ��´³�ã� ² � Í �������³�_���f� ⊗ ���   ´H��� Ï��f� ± �����@��£ ¡ �m�������_� � £ � � §f  Ë ± ����®h���   ��£·¤"�Y��� �f  �m���  �H� Í�� �   �3�¢£ Í � � ��� 
J��+*mü�ó�ñ�5/÷IB � B ÷IB�ËQÌ ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï Ù4è�Ì Ö�Î#Ï Ù ÏµÍgÎ0ÖÚÝ á#á Þ á ÐÒØ�ÓFÔ Ì4í ×CÍgÐÒØ ì Õ Ù ÍgÐÒÏ Û�à�ÌÚÙ Ô Ì Î Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#ÏwÞ
ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ�Ö±å Ì f ÍgÎ#Ï g ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð
f ⊗ g = g ⊗ f ñ

ò+ð
f⊗1 = f ñ f⊗n = f ⊗ f⊗(n−1) ñAß ì4Ù Ô f⊗n Þ n− ó Ù Õ à Ø�ÓFÔ Ì4à�á Ï â#ÞLÖ�ÞCØ f Û Ð�Ö Ù�Ì Ð±Î#ÔgÖÚß!Ö�ÞCØæñ

ôgð
(f ⊗ g) ⊗ g = f ⊗ (g ⊗ h)

ð

�¢��£�� ��¤b�Î��� ¡ ² � �³�ª� ² � Í �������³�Î� ��ÊhÐf���   � � ���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶���f� ∗ ���   ´H��� Ï��f� 

� ���3��Êh´³���¶����� � �����������Y� ¡ � � £����f�p� § ¸��H� � ���¶� � £ § ®hËw®m���Î���f� ⊗ ���   ´H��� Ï��f� ² Ðf�°��£ � ® ��� ��� ��¤  ���  �� £·���f���HË  
f
� � �

g

(f ⊗ g)
′
(x) = (f

′ ⊗ g)(x) + f(0)g(x) = (f ⊗ g
′
)(x) + g(0)f(x).

ß ¬  ©  © à
� ¡  �� �"� �f  �³£ ÍÉÍ ���"�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¨�����8�

f
� ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���>� Í ���¶� � �"�_���   ´H��� Ï��

f⊗g � ¡  �� ���H� ¡ ���f� � ÐfÏ����f� � �m�B� �f  � ¡ �m�B��� Êh�ª��� ²�¡ �W��£�� � � ��Ð����f�  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���~�����Î� f � ¡  �� �õ°ö�÷ øwù0úÒû±üÒýÿþ��Òù����
f
����ø��	��
 þ£øÚ÷

Lebesgue � �°þ±ý�Òù�÷ � �¦øÒû f : (R,L∗) → (R,B∗) � � L∗

ù0ú ����� ��
 � � ú � �>þ��Òû σü������ � ý±ø Lebesgue � �°þ±ý�Òù�÷ ��� û®ù0úÒû���� � û���øÚ÷ B∗

��
 û±øÚ÷ � ÷ ø Borel
ü������ � ý±ølù4þ � R ��� �	����� Folland (1999)) �

�



�m� ¡   ���f� � ��£������B� � ´   ���  ��F� ����� � � ¡ ����� � �Î���  ¶� �   ���B�  �¡ � ���f�Ö���   ´H��� Ï��f�Ö� ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  ��
�����f�Y´³����� � � � § ����� �³�~�H��� ����´³�   ���   �Y�����³�y®�� � ���  �� �   ���B�  �¡ � ���f�

g
� � �����f�¥� � £ � ®h¤w®m���Î���f�

f 
�;��Êh´³���Öß ¬  ©  © à ��£�����Ð������B� §f� �³� �¥� � Í �B�   � �f �Íf �� � � £ � ®h¤w®�� ���f�µ�B��� Leibniz

ß ����´H���
Fleming

(1977)
± ���H�3© 	 � à �����¶� � £����f�p� § ¸��H� � �m� � £ � � § �³Ë
d

dy

∫ b(y)

a(y)

f(x, y)dx =

∫ b(y)

a(y)

∂f(x, y)

∂y
dx + b

′
(y)f(b(y), y)− a

′
(y)f(a(y), y),

Í �����¶�
f(x, y)

� � �h� ∂f(x,y)
∂y

� ¡  �� �h���   �³Êh� ¡ �����  �� £·���f���B� �¢�m�B�
[a0, b0]× V

±h� �
V
� ���B� ���  �¡ ¸��H� � �

´  ��y�f  ��� ��� Í ��������Ð   �����¢�³Ë   ��£ � ® ��� ��� ��¤   � £�� � � ¤   � � �
a(t), b(t) ∈ [a0, b0] , ∀t ∈ V  �w��� ����´³�  �����f�Y´H�B��� � � Í �������

a(t)
� � �

b(t)
� ¡  �� �m���   �³Êh�f�~� � �p´³Êh���   ���   �³Êh� ¡ ��� � £ � ®h¤w®m���f��Ëb����£����

t 

¬®°¯w°¯ ��·��µ¾! Â" w¼�¶/·l·¦¶F»ºÈ«È«ÀVÂR» Å¦Ãw¼ Àl´�Àl´�¶(Ä;ÂR» Å¦Ãw¼�¶(¹R¸½¾�Ä@¾! w¼

� �B�>È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ ���³£�� ®m£ § �p�H� � �p�¶��Ðf���W���f� �f ��f  �HËw��� ���f�Î�³Ï ¡ �mËb���f�3ß ¬  ©  ¬ à �m���  �H�f���B� ����� ��� ���W���³£ ¡ ���³Ëb���¨ß
φ < 1 à 

� û����$5F:$ó;÷IB � B ÷IB$# % Ó(Ö±å F (u) ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ Û Ð F (0) = 0 ñ φ Û Ï�Î í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý0ñÛ Ð φ < 1 ÍgÎ#Ï g(u) Û Ï�Î Û Þ)Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×$ñÆó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ+×�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ?ÖÚß�Ö�Ð Þ á�è Ó(Þ?Ö�ÞCØ
Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) ÐÒÑ Ì Î#ÏFÞ Ðæâ#×CØ

Z(x) = g(x) +
φ

1 − φ

∫ x

0

g(x− y)dH(y)
ß ¬  ©  	 à

ß ì4Ù Ô
H(x) = 1 −H(x) =

∞∑

n=1

(1 − φ)φnF ∗n(x), x ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à ���H� ¡ ²�� ¬ � © 

�����  �§ £·���f���
H(x)

� ¡  �� � � � � ���  �§ £·���f���°� � � �f  � � �f�3� � �$� � ��� ¡ � � � ��Ð   �Y�H���F®m�HË � �H��£�� ���Å� � Ñ
� �f  � � �@ß

compound geometric distribution à  � �B�<��� � � ¡ � � ��� Í ��£�´H���B�  �� � � £ � ���f£��f����� � �Í ��� �
H(x)

² �   �³Ï � £·� § � � � � � Í ���   ���  �§ £·���f���
g(x)
� � �p¤b�Ò�H� ¡ ���f�3� � � Í ���

H(0) = 1 − φ ßi ��´H���
Willmot

� � �
Lin
ßt©�«f«�¬ à ���H� ¡ ²�� ¬ �0� à  � ���¥�Y�HËb£ ¡ � �~� � �f  �������³Ë   � � ���m��� ¦¨� �Y� ��� ��� ���

¬·«



�  �§ ���f���WÊh£��f�p� � ������� � ¡ � � �Y�¶��Ð   �Y�H���Ö®m�HË � �H��£�� ���¶� � � �f  � � �

H(x) =
∞∑

n=0

(1 − φ)φnF ∗n(x), x ≥ 0

� � ���H��� � ´   Ëb���¶��Ðf���Ö���f���³Ï ¡ �mËb���f�3ß ¬  ©  ¬ à ²�¡   �H� � � � � Í ���   � � £ � � § �³ËÔ�³Ï ¡ �mËb���

Z(x) = φ

∫ x

0

g(x− y)dH(y).

J��+*mü�ó�ñ�5;÷IB � B � BVËQÌ Ï Ó�î è#Ù Ô Ì¿Ù ÏFÔ ì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø¿Ö Ù Ô,+ÆÐæå/Õ(× Û Î0Ö Ù Ø ï#ð ò+ðëï ÍgÎ#Ï/Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Þ g(x) ÐÒÑ Ì Î#Ïì Î±Õ/Î�&+å-&�Ñ Ó/Ï Û ÞLÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖÚß�Ö�Ð.&�Ï�Î Ö�Þ Ìwá�è Ó(ÞLÖ�ÞCØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ/' ï#ð ò+ðëï*) í ÎQÏ Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
Z(x) =

1

1 − φ
g(x) − g(0)

1 − φ
H(x) − 1

1 − φ

∫ x

0

H(x− y)g
′
(y)dy.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à ���H� ¡ ²�� ¬ �0�h

� ���  �§ £·���f���ª� � � �f  � � �f�
H(x)

� � �f  ������� � ¡ ���   � � £ � � § �³Ë �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� 
H(x) = φ

∫ x

0

F (x− y)dH(y) + φF (x), x ≥ 0.
ß ¬  ©  � à

� �B�5È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ �³Ï � ��� � � ¡ ¸��   � � �y���y��£��10����f�Y´³���B� �ã��£������B� � ´   ���Ô�@��Ðf���d���f�
�f ��f  �HËw��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f�¶ß ¬  ©  ¬ à  �� � ¡  �� �m� � � § ��£�� � � ´   �¶� � � � �  ��f² � ��� 
� û����$5F:$ó ÷IB � B � B�ËQÌ ÞGÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ g ÐÒÑ Ì Î#Ïµó0Õ/Î�& Û�à�Ì ÞGÍgÎ#Ï ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì Þ=Ó+Ð ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì ÎÜ Ï�Î#Ó(Ö�× Û Î0Ö�Î)ÖÚß�Ö�Ð;Þ á�è Ó(Þ Ö�ÞCØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ2' ï#ð ò+ðëï*) ñ Z(x) ñ¿ÐÒÑ Ì Î#ÏµÍgÎ á Ý Ù ÕFÏ Ó Û�à�Ì Þ Û�Ù�Ì Î Ü ÏëÍ+× ÍgÎ#Ïì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì Þ Ó+Ð ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì Î Ü Ï�Î#Ó(Ö�× Û Î0Ö�Î ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Asmussen (2003)
± È��H¤b£�� ��� ©  �h

Õ �b�m�³ËÔ� �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���

Z(u) =
1

1 + θ

∫ u

0

Z(u− x)dG1(x) +
1

1 + θ
H1(u), u ≥ 0,

ß ¬  © �� à
Í �����

θ > 0
±
G1(x)

� ¡  �� � � � � ���  �§ £·���f��� � � � �f  � � �f� � �
G1(0) = 0

� � �
H1(u)

� ¡  �� � � � � ���   �³Êh�f�
���  �§ £·���f��� ®�� �

u ≥ 0  � �B� �H� Í�� �   �5È��H¤b£�� ��� � � £����f�p� § ¸���� � �_���   ��Ðf���d���f�8�³Ï ¡ �mËb���f�

¬f¬



ß ¬  © �� à �����¶´ ² Ëb� �f  ��� Lin
� � �

Willmot (1999)
� �¥���   �������Y�B� �W� � � ����Ð   �Y�H���f�¥®m�HË � �H��£�� ���f�

� � � �f  � � �f� 
� û����$5F:$óá÷IB � B �FBµç�á�è Ó(Þ Ö�ÞCØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ò+ð43�) Ü Ñ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Î ì ß8Ö�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ

Z(u) =
1

θ

∫ u

0

H1(u− x)dK1(x) +
1

1 + θ
H1(u)

× Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î
Z(u) = −1

θ

∫ u

0

K1(u− x)dH1(x) −
H1(0)

θ
K1(u) +

1

θ
H1(u).

%Æì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Î Ì Þ H1(u) ÐÒÑ Ì Î#Ï ì Î±Õ/Î�&+å-&�Ñ Ó/Ï Û Þ;ÖÚß�Ö�Ð¿Þ Z(u) &äÕ/Ý#ó�ÐäÖ�Î#Ï/Ó(Ö�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Û�Ù Õ/óF×
Z(u) = −1

θ

∫ u

0

K1(u− x)H
′

1(x)dx−
H1(0)

θ
K1(u) +

1

θ
H1(u),

ß ì4Ù Ô
K1(u) =

θ

1 + θ

∞∑

n=1

(
1

1 + θ

)n
G

∗n
1 (u).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Lin
� � �

Willmot
ß ¬��#�#� à 

�Q��5 (76.8��:9L�!¡«� �G�±� ¡!; �=</>��?;@9;�±�Q¥ �Q���Q�� w�q¡!�£¢ � ¥  ¦¨BA��?�DC
�?; ¥

� § £ � �����f��´³�y�p��£�´³�y� Í ���Ö��� ��£ � ����� � Í¶Í ���ª� � �����µ�Y�HËb£������ � Í �H� ¡ ��� ² �W� ¡  �� � ² Ðf�m�������W� �f  ´³�Y� Ñ
���B�  �� ����������®�� �m��� ¡ � � ��£�� ���f�ä��� � �����f�ä��Ðf���f� � � � � �H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f� �³Ï ¡ �mËb���f�  � �� � �  �Í�� �   � � ��� Í ��£���´³£�Êh�H� � � � � Í �B�Å®m�H®m�  �Í � Í ���i�m���°��Ðf���Ò���f�Ö�³Ï ¡ �mËb���f�Fß ¬  ©  ¬ à ���³£�� ´³Êh�H� � ��
k
���   ´H��� Ï��¨���  �� £·���f���HË   � � � �f  � � �f�  ro� � �B�É� Í ®m� � ��� Í �m�B�É��Ð   �����8�³Ë   ��£�������� ��§ �³Ë  � ���B��ÐÉ�B���ã� ¡ ² ���f� ± � ¦¨� �Y� ��� ��� ���É�H��� �m��� � �É�H��� ���   ��£·¤   �H� � �µ�m�B�   ����������®�� � ��Í �p£ � ® ��§ �³Ë  �±

��£������H®h® ¡ ���HË   � � � � ��� � ���³Ëw��� ��¤  F� �������H���³� ��§ �³Ë    �y�_� �   �p£ § ® ��� � �¨��� � ²�¡   ���   ´  ��_§f  Ë�Ò� § �³Ë Í £�� �¨�Ò� � �Y� �Ò² �f�>� � ��� Í Êh£��  ���± ®�� � ���   ��� � ���³£�� �p��£ § ���f�Î����� Í ����� � �Î����� � �H���H� §f� � Ì��f£ ¡ Ëb�>Êh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �b®�� �É� � ��£�´³�>��� � ´³�F�m�B�<��� ²�¡ � ��£�� � � ��ÐÉ���f�F¸����B��Ð � �   �f�F����� Í ����� � �
�   ¤<®�� �ª� �H® § ���³� ��� � ´³�yÊh£��f�p� � ������� ��Ð   � � ����� � ��� � ���³Ëw��� ��� ¡ ��Ð������  � �B�W��� � � ¡ � � ��� Í � � ��£�´H���B� ��3�f �� �p´³£���� � �~��Ëb� Í �����Ò� ¡  �� � ² �  �� � Íf  � � ��£�´H���B�  �� ® ¡   �H� � �����  �² � � �m��� ���¶Êh£��f���¶� Í ���Ò�³Ë  

¬�©



�p£ � ® ��§ �³Ë  yÍ ����� � � � ��� � ���³Ëw��� ��¤  y� �������H���³� ��§ �³Ë   ��£������B� � ´   ���  �� ´³Êh��� � � � � � �����f£��~�B� � Íf ��
®�� � ���   ����� Í ����� � ����� � �H���H� §f� �  � ´H�����W��� § £�Êh���   � � �i���Y��£������H®h® ¡ ���B� �W�����°Êh£��f�p� � ������� ��Ð  ���f£ ¡ Ëb� � �â� Í�² ���f� � £�� � � ����� ���f� �f �§ ���f���f� ®�� � ���   ��£�����´H®h®�� �������f� ¸����B��Ð � �   �f� ����� Í ����� � � �m�B�
��� ²�¡ �<��£�� � � ��Ð_���f�  � � � ¡ �F�m���   �  �Í ����� �_� �����Å� �¨� ��Êh�������Y��Ð � � � � ² � § �p��£ � �p£ § ® ��� � � � � �
� ��� � ���³Ëw��� � §¶� �������H��´³� ��� � � ®�� � ��� � �f ��f  �HËw��� ��´³���³Ï�� �m¤b���B� � 

¬®FE«±¬ G ÁIHKJ�È«ÀVÂAÀLJ�»ºÀ Â" w´q·��µ¾! Â" w¼ Àl´�Àl´�¶(Ä;ÂR» Å¦Ãw¼ ¶(¹R¸½¾�Ä@¾! w¼

ro� � � � �p£ § ® ��� � � ���f�¢��Ðf���f�¥���f�¢�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�~�³Ï ¡ �mËb���f�Wß ¬  ©  ¬ à ��� § £�Êh�B�m�H����� Ñ  �f�Ö��� ����� ��®m£ � � ¡ �  �  �² �B� ����� � §8�f �� �p´³£���� � � ± ®�� �_� �¨�H���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � ��± �B���f� Barthlomew

(1963), Stoyan (1983), Delingonl (1985)
� � ��®�� � �H���Y�H��� � § �B���f�

Ross (1974), Gerber (1979),

Cai
� � �

Garrido
ß ¬��#�#� à � � �]��� � �f �� �p��£�´³�Ö�B���f�  � ���F���   ´³Êh�B� � � � � � £����f�p� § ����� � � §f  Ë5� � �� § �³Ë �p£ § ® ��� � ��± � � ����� ¡ �F� ��´ ² �B� Ï �f  ���

Willmot
±
Cai
� � �

Lin (2001)  � ��®h���H��£�� � ´  ���± ´³�m�³Ë�¶�³Ï ¡ �mËb���
m(x) = φr(x) + φ

∫ x

0

m(x− y)dF (y),
ß ¬  	� ¬ à

Í �����
φ > 0
±
F (y)
� ¡  �� � � � � � �f  �   � �������  �§ £·���f���y� � � �f  � � �f� � �

F (0) = 0
� � �

r(y) ≥ 0
�B����� � §

�p£ � ® � ´   �°���  �§ £·���f���  �y� �p£ § ® ��� � �Ò� ��� § Ê�Ëb£ ¡ ¸��   � � �]��� ² Ðf�>� � ����®m��£ ¡ �³� ± � � �H���Y�H��� � § � � �� � � � �H���Y�H��� � §  �w���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � �<� ����£���Ð  ã �� � � � � �m���³� � �m�B��Ð   �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���<�������� § £�Êh�B�m��Ðf���ÖËb����£����
k
���f���³Ï ¡ �mËb���f�

∫ ∞

0

ekydF (y) =
1

φ
.

ß ¬  	� © à
� ��� �Ò���³£�� ���·¤b���B� � Í ����� ² �   ��� § £�Êh�B�o���H���³£ � � � ´   ���¶�Y�H��� � Í � � £�� � ��Í �3�����  �� � � �f  ������� � ¡ ���  
��£�����®m��Ð � �   �É�³Ï ¡ �mËb���8���

Willmot
±
Cai
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à �f  ´H�����fÏ �f Å� �8�H���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � �®m�   � ���³Ðf�   � � �����   �³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  	� © à

∫ ∞

0

g(y)dF (y) =
1

φ
,

ß ¬  	� 	 à
Í �����¶®�� � � � £ §f² �B� ® ���3� � � �H��� ����®m�3®�� � ���  

g(x)
� ����£�� ¡� �� � ¡  �� ���

g(x) = (1 + kx)n 
� �B�@È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ � ����������¤   �H� � �b�ã®m�   � ��� � ² ´ � � � �µ� ��£ Í �����Å���B� �B���f£·® ¡ � �Å���f�
� �â�Y� ² ������® ¡ � ������� �f  ´H�����fÏ �f  ���

Willmot
±
Cai
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à 

¬ 	



� û����$5F:$ó/÷IB �FB ÷IB,# % Ó(Ö±å ß�ÖÚÏ g(y) ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Ï�Î Û ÞxÎ±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×xÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì4Ù Ô=ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑ�Ö�Þ Ì
Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞM' ï#ð ôgð ô�) ÍgÎ#Ï h(y) Û Ï�Î Û Þ@Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×,ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ,Þ Ù#ì4Ù Ñ�Î�ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑVÖ�Þ Ì g(y)h(x) ≥
(≤)h(x + y), ∀x ≥ 0 ÍgÎ#Ï ∀y ≥ 0

ð ËQÌ
c(x) ÐÒÑ Ì Î#Ï�Ð ì Ñ Ó(ÞCØ Û Ï�Î Û Þ;Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×;ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì4Ù Ô

ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑAÖ�Þ Ì
r(z) ≤ (≥)c(x)h(x − z)

∫ ∞

z

g(y)dF (y), 0 ≤ z ≤ x,

ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
m(x) ≤ (≥)h(0)c(x).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
±
Cai
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à 

� ���Ò���   ´³Êh�B� � � �3� �H���H���f����� � �~� � ��� �F®   Ëb�m� § �H���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � � ®�� � ��� � �f ��f  �HËw��� ��´³�ª�³Ï�� Ñ
�m¤b���B� �  h¶��� �f² �¶�p£ § ® ��� � � ®�� � � � ����� ¡ � � ��ÊhÐf�B� Í �����3��Êh´³���Åß ¬  	� © à  � �B�°��� � � ¡ � � ��� Í � ¡  �� �� � � £ ��¡ �����B�  �� �H��� ��� ��§f  ��� � ����Ëb�ª�°�³Ðf£��³���3���f����Ðf���f�����f�Î�³Ï ¡ �mËb���f�°ß ¬  	� © à ± k ± � ¡  �� ��� §f  � �² �  �� ���~�m��� � ���³£�� ���·¤b���B� �ä������� ��ÊhÐf�B�

φ ≥ 1
��� �f  � ¡ �Y�³��� � �µ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���~�����

φ < 1  ro� � ���  ² � � ��Ð���Ëb���¶�³Ë   �H���Y�H��� ��¤  W� �������H���³� ��§ �³Ë   �Y´H�B��� � �
x0 = inf {x : F (x) = 1}  �   F (x) > 0®�� �

x ≥ x0

� Í ���
x0 = ∞ 

� û����$5F:$óN÷IB �FB � BN# % Ó(Ö±å ß�ÖÚÏ�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏEÞ á�è Ó(Þ$ñ k ñ¦Ö�ÞCØ8Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØO' ï#ð ôgð ò()0ð ËQÌ r(x) = 0 &�Ï�Î
x ≥ x0 'P&�Ï�Î�ÍgÝ ì4Ù Ï Ù x0

) ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì ß�ÖÚÏ
ï#ð

m(x) ≤ aU(x)e−kx, x ≥ 0,

ò+ð
m(x) ≤ aL(x)e

−kx, x ≥ 0,

ß ì4Ù Ô
aU (x) = sup

0≤z≤x,F (z)>0

a(z), x ≥ 0,

aL(x) = inf
0≤z≤x,F (z)>0

a(z), x ≥ 0

ÍgÎ#Ï
a(z) =

ekzr(z)∫∞
z
ekydF (y)

, z ≥ 0.

¬ �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
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Lin
ßt©�«f«�¬ à 

J�*F�hðòñ�:$ó@÷IB �FB ÷IB$# % Ó(Ö±åxß�ÖÚÏFÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏFÞ á�è Ó(Þ$ñ k ñEÖ�ÞCØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ôgð ò$) ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì ß�ÖÚÏ
ï#ð

m(x) ≤ σU(x)ψU (x)e−kx, x ≥ 0,

ò+ð
m(x) ≥ σL(x)ψL(x)e−kx, x ≥ 0,

ß ì4Ù Ô

ψU (x) = sup
0≤z≤x,F (z)>0

r(z)

F (z)
,

ψL(x) = inf
0≤z≤x,F(z)>0

r(z)

F (z)
,

σU(x) = sup
0≤z≤x,F(z)>0

ekzF (z)∫∞
z
ekydF (y

,

σL(x) = inf
0≤z≤x,F (z)>0

ekzF (z)∫∞
z
ekydF (y)

.

ËQÌ
φ ≤ 1 ÖÚß�Ö�Ð Ï Ó�î è ÐÒÏ®ß�ÖÚÏ 1 ≤ σL(x) ≤ φ ÍgÎ#Ï σU(x) ≥ φ

ð %Æì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Î Ì F ∈ NWUC

'P&�Ï�Î�ÖÚÏ Ø�Í á Ý#Ó+ÐÒÏ Ø/&/×ÒÕ/Î Ì Ó(ÞCØ�Q á�à�ì ÐSR�Î±Õ/Ý±Õ(Ö�Þ Û ÎBT ) ÖÚß�Ö�Ð σL(x) = φ ÍgÎ#ÏAÎ Ì F ∈ NBUC ÖÚß�Ö�Ð
σU(x) = φ

ðVU Ö�Þ Ì)ì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô φ ≤ 1 ÖÚß�Ö�Ð Ï Ó�î è ÐÒÏ®ß�ÖÚÏ φ ≤ σU (x) ≤ 1
ð %Æì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Î Ì

F ∈ NWUC ÖÚß�Ö�Ð σL(x) = φ ÍgÎ#Ï σL(x) ≤ φ
ð %Æì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Î Ì F ∈ NWUC ÖÚß�Ö�Ð σU(x) = φ

ÍgÎ#Ï�Î Ì F ∈ NBUC ÖÚß�Ö�Ð σL(x) = φ
ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
±
Cai
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à 

ro� � � � ��£ ¡ �¨� �������H��´³� ��� � � ����� �f �� �p´³£��Y��� �f F� ´³Êh£��o�·¤b£ � ßtÈ��H¤b£�� ��� ¬  	� ¬ ± È��H¤b£�� ��� ¬  	� ©� � � � Í £�� � ��� ¬  	� ¬ à � � �p£ § ® ��� � � �³Ë  8�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË  8� ����£���Ð  É �� �³� � £ � ���m�B��Ð  ®�� � � § �Y�~�Y�H��� ���3��� � �3�B���
φ  � ���Ò���   ´³Êh�B� � � � �H��� ���   ��£·Ë"�Y��Ð � ���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���3�����°� ��ÊhÐf�B�

0 < φ < 1 $Õ Þ~��Ëb� ��£�� �f �� �p´³£��Y����� � � � ��´H�B��� � �H��� ����®m���B��� φ �����f� § �f���B��� � �����   ���³£ ¡ ���³Ëb���  ��� �   ��� § £�Êh�B�����H���³£ � � � ´   � ��Ðf���äËb�w��£����
k
���f�b�³Ï ¡ �mËb���f�¥ß ¬  	� © à  � � � ����� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���y�m���  
¬ �



�³Ï ¡ �mËb���ãß ¬  	� 	 à Êh£��f�p� � ������� � ¡ � � �o� g(y) = 1/B(y)
±$Í �����

B(y)
� ¡  �� �$���  �§ £·���f���Ò� � � �f  � � �f�

� � ��´H���p�m�3�³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  	� 	 à � �f� � §f  �B�h���  ª� ��£��p�
∫ ∞

0

{B(y)}−1 dF (y) =
1

φ
.

ß ¬  	� � à
ro� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���É�B��� §f  Ë�ß|� § �³Ë à �p£ § ® ��� �B���F���f�F�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�>�³Ï ¡ �mËb���f�� ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  �� �H��� ��´³Ï���� � � � � � ���  �§ £·���f���ª� � � �f  � � �f�

V (y)
��´H�B��� � ¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�

B(y)V (x) ≤ (≥)V (x+ y), ∀x ≥ 0, ∀y ≥ 0.
ß ¬  	��� à

� û����$5F:$óá÷IB �FB �FBW# % Ó(Ö±åxß�ÖÚÏ(Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ B(y) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑFÖ�Þ Ì ' ï#ð ôgð�X�) ÍgÎ#Ï�ß�ÖÚÏ(Þ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ V (y) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑAÖ�Þ Ì ' ï#ð ôgð43�)0ð ËQÌ r(x) = 0 &�Ï�Î x ≥ x0 ÖÚß�Ö�Ð
ï#ð

m(x) ≤ τU (x)

V (0)
, ∀x ≥ 0

ò+ð
m(x) ≥ τL(x)

V (0)
, ∀x ≥ 0,

ß ì4Ù Ô
τU (x) = sup

0≤z≤x,F (z)>0

τ(x, z), ∀x ≥ 0,

τL(x) = inf
0≤z≤x,F (z)>0

τ(x, z), ∀x ≥ 0

ÍgÎ#Ï
τ(x, z) =

r(z)V (x− z)∫∞
z

{B(y)}−1 dF (y)
, 0 ≤ z ≤ x.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
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ßt©�«f«�¬ à 

J�*F�hðòñ�:$óÔ÷IB �FB � B.# % Ó(Ö±åvß�ÖÚÏ�Þ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ B(y) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑ>Ö�Þ Ì ' ï#ð ôgð�X�) ÍgÎ#ÏFß�ÖÚÏAÞ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ@ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ V (y) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑVÖ�Þ Ì ' ï#ð ôgð43�)0ð ËQÌ r(x) = 0 &�Ï�Î x ≥ x0 'P&�Ï�Î;ÍgÝ ì4Ù Ï Ù
x0
) ÖÚß�Ö�Ð

m(x) ≤ ψU(x)

V (0)
V (x), ∀x ≥ 0,

ß ì4Ù Ô
ψU (x) = sup

0≤z≤x,F (z)>0

r(z)

F (z)
.

¬ "
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�¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �W�m�B�¨��� � � ¡ � � ��� Í ��Ëb�¶�
Woo (2011)

��£ Í ��� � � � ���H�f� ¡ Ëb���Î� § ����� �Å� � Í
� � ®m�   � � § �p£ § ® ��� � � ����� � ��´ ² �B� Ï �f  ���

Willmot
±
Cai
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à 

�Q�PY �c�[Z/9]\ ¡Æ�q¡!�£¢^8 �B\O_8¡� `< ¤¦�29L�!¡«� �G�±� ¡!��¥  `<(<  «��9O9L�!¡!�FC
¢;¤¦¥§�Q���Q�� w�q¡!�£¢;¤¦¥§ ¦¨!���?©ª�) «��¥

� � ��� � ���³Ëw��� ���>��� � ���³£�� �p��£ § ���f�Ö��Ðf���f�Ö�³Ë  Ò�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � � £����f�p� § ¸��B� � �H® § ���
�  �² � � �p´³£��   �m�B�WÊ�¤b£��W���f�¥È��HËb£ ¡ � �¢ÌÎ�  �² Ð   Ë  �� �f� § � � ��®m�   � � Í ���³£ � �³Ë   �³� � £ � ��� � ´   Ë   ��� � � Ñ
  �������³Ë    � � ���f  ��� � §Î� ��� � ���³Ëw��� � §�� �������H��´³� ��� � � ®�� � ���   �H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���Î�³Ï ¡ �mËb���´³Êh���  >² �f�Y� ¡ � � Í �B���f�

Asmussen
ß ¬��#� � ± ©�«f« 	 à ± �B���f� Yin

� � �
Zhao

ß ¬��#� � ± ©�«f« 	 à � � � Ap-

pleby
� � �

Reynolds (2002)
± �   ¤ � �Ò���   ���³£ ¡ ���³Ëb���8���f�°� �f  �   � ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�>�³Ï ¡ �mËb���f�

´³Êh���  Î� ��Êh�������Y� ¡�� �H� � Ï�Ð § �f�fË   ���
Feller (1941, 1971) Teugels

ß ¬�� "#� ± ¬�� �#� à ± Baltrunas
� � �

Omey (1998, 2002)  � ���   �  �Í ����� �Ò� �����W� �3� �H���H���f����� � �¢� � ��� ���f  ��� � Í ���³£ �3� �������H��´³� ��� � ������ � �p��£���Ð   ���  <� ��� � ���³Ëw��� ���@��� � ���³£�� �p��£ § ���f�_��Ðf���f� � � � �É�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�
�³Ï ¡ �mËb���f�_�m�B�;Ê�¤b£��á�³Ë   � � £�� ¤   ���f£·¤    Õ �  �� � � �p� � Í;� ������´H���³� ��� ®�� � ���  É� ��� � ���³Ëw��� ������ � ���³£�� �p��£ § ���f�¥��Ðf���f� � � � �¥�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�¢�³Ï ¡ �mËb���f�y��£���´³£�Êh�H� � � � � Í �B�Q � �p� Ñ
� Í �  ��f  �HËw��� � Í È��H¤b£�� ��� ß

Key Renewal Theorem à � � � � �p��£ § ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�����°��� § £�Êh�B��Y�H��� � Í � � £�� � ��Í � ±
k
��´H�B��� ����¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B���Åß ¬  	� © à 

� û����$5F:$ó ÷IB 1 B ÷2a£P¶ó�ñwð[ý�*ãø>ú�ó�ú�û�õ¢ühð[ý�* � û����$5F:$ó[b4Bc# % Ó(Ö±å Þ�ÍgÎ ÌÚÙ�Ì ÏëÍ+× Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×�Ðæâ0Ñ d
ÓCåVÓ(Þ

Z(x) = g(x) +

∫ x

0

Z(x− y)dF (y),

ß ì4Ù Ô F ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Ï�Î8ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ Û Ð ‖F‖ = 1 ÍgÎ#Ï g Û Ï�Î8ó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ�ÍgÎ#Ï Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û Þ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ Ó(Ö Ù (0,∞)

Û Ð limx→∞ g(x) = 0
ð!e ß�Ö�Ð

lim
x→∞

Z(x) =

∫∞
0
g(t)dt

µ

Û Ð µ =
∫∞
0
xdF (x)

ð

¬ �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Feller (1971) 
� û����$5F:$óD÷IB 1 B � BÆËQÌ

F ÐÒÑ Ì Î#Ï®ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ?ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØLÍgÎ#Ï¦Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ k > 0 Ö à Ö Ù Ï�Î,êVÓ(Ö�Ð Ì Î
Ï Ó�î è ÐÒÏEÞ;Ó�î à Ó(Þ2' ï#ð ôgð ò�) ÍgÎ#Ï�Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Þ ekxg(x) ÐÒÑ Ì Î#Ï Riemann

Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û Þ�ÖÚß�Ö�Ð8Þ á�è Ó(Þ
Ö�ÞCØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) à îµÐÒÏ(Ö�Þ Ì Ðæâ#×CØ¿Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Û�ì ÐiÕFÏ�ó Ù Õ/Ý

lim
x→∞

Z(x) =

∫∞
0
ekyg(y)dy

φ
∫∞
0
yekydF (y)

.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Willmot
� � �

Lin (2001)
± È��H¤b£�� ��� �  ¬  	�

� � � � ����� ����� � �����������Y� ¡ ���f�p� � �m��� � §¨� �������H��� ¡o� � � �³� � £ � ��®m�Å�B���¨� �f �Íf �� �B��� l’ Hospital� � � � �d��� �8� ¡  �� � Êh£��f�p� � �á®�� � ���  <� � Í�² �B� Ï��d�����f�f¤  <� ��� � ���³Ëw��� ��¤  ã� �������H���³� ��§ �³Ë    �  
f, g
� ¡  �� � ² Ðf�W��£ � ® ��� ��� ��´³�¢���  �� £·���f���B� �y� � �

α
� � � �Y�H��� ���ª�m� � �Y�³£ §ª� � �B�¶��� � ������� � ��Í

f(x) ∼
αg(x), x→ ∞ (

�Ò� ��� ² Ð  ��f���¶Í � �f  � ¡  �� �h��£���� �f  ´³� Í ��� �f �� �p�³£ Í���� �m���~�m�B�
x, f ∼ αg, x→ ∞)� � �  �  ����Ð � � Í ���

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= α.

f öF:�:$ó ÷IB 1 B ÷IBB# % Ó(Ö±å f ÍgÎ#Ï g Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û ÐÒØ ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø Ó(Ö Ù [u,∞) ñ¦ß ì4Ù Ô u ÐÒÑ Ì Î#Ï à�Ì Î#Øí ÐäÖÚÏëÍgß4Ø ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍgß4Ø�Î±ÕFÏ í0Û ß4Ø¿ÍgÎ#Ï�Ð ì Ñ Ó(ÞCØ¿Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ f(u) ∼ αg(u), u→ ∞, α ∈ R ÖÚß�Ö�Ð
∫ ∞

u

f(t)dt ∼ a

∫ ∞

u

g(t)dt, u→ ∞.
ß ¬  �h ¬ à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  £��f�p� � ������� ¤   � � ���B�FÈ��H¤b£�� ��� �B��� l’ Hospital
� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

∫∞
u
f(t)dt∫∞

u
g(t)dt

= lim
u→∞

d
(∫∞

u
f(t)dt

)
/du

d
(∫∞

u
f(t)dt

)
/du

= lim
u→∞

−f(u)

−g(u) = a.

� ���ã���   ´³Êh�B� � � � � §f  ��� � � � � � ��Ð   �B� � �ã�B� � � ®hËw®m�ã�m���_�Y�HËb£ ¡ � �³Ë   � � £�� ¤   ���f£·¤   � � �w� �
���³£�� ®m£ § Óp��� � �F� � ��� ���f  ��� � Í ���³£ �ã� ��� � ���³Ëw��� � §ã� �������H��´³� ��� � � ����� � �p��£���Ð   ���   ��Ðf���8�³Ë  
�H�f���B� ����� ��� ��¤  ª�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   

¬ �



¬®hg�±¬ i ÀlÁR»kj(¼ Ç¦³µÁIj(¼

�y� ���H���³��� ��¡ � Êh£ Íf  � � � � ��� � ���³Ëw��� ���WÈ��HËb£ ¡ � �����W´³Êh�B� �f �� �����fÊ��Y� ¡ �m� � ��� ��¡ �p� � ���f��È��HËb£ ¡ � �
ÌÎ�  �² Ð   Ë   � � �Y®m�   � � Í ���³£ � �³Ë  3�f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË  �± ´³Êh�B�i�H��� ���   ��£·Ë"�Y� ¡ �m���   � � £ � ®hËw®m�
� �������H���³� ��§ �³Ë   �����¥��£��10����f�Y´H�B���   ®�� � � � ÐfÓp�y�³Ë   � ����¸�� � � ¤b���HË   �y®m�   � � § ®�� � ���   � � � �f  � � �
F
ß ��Êh´³���ãß ¬  ©  ¬ àÚà  ��Å�f  �����B�o���Ö� § ����� �¨� � Í ��� �¶��� § ���B� �¶�³Ë   � � £�� ¤   ���f£·¤  �± L(γ), γ ≥ 0�Ò� � �i��������� § ���HË   �B���f�Fß|�  Ê Ld(γ), γ ≥ 0

± Sd(γ), γ ≥ 0
± S∗ ± RV à ®�� � ��� �Ö� � �����H� Í�� �   �³����  �� £·���f���B� ��� � � �f  � � �f�  �~��� Í ��� � � ��¡   �B��®�� � � ¡ ���Y��� § ���B� � � ����´³�ª�m���   ��£ § Ï��°´³Êh���  3� £·���H� §� � ��� ��� � ���³£�� �p��£ § �m��� � �H��´H���<� � � ���   ���³£�� ®m£ § �p� � ��£ ��¡ Ë   ��� � � §f  �³Ë   � � � � � � � �m� § ���HË  

ß Í ��Ëb�Å®�� � � � £ §f² �B� ® ��� �  �Í �ÅÊ � £·�B���p��� � � ¡ ��� � � � � � ��� � ��� �m��� ���f�Å�H� � � £�� ¡ � � à  � ���ã���   ´³Êh�B� �� �����������Y� ¡�� � � ���B� £ §¶� � Í ��£�� � � ��Ðf��®�� � ��� ����� § ���B� � �

¬  Ld(γ), γ ≥ 0,

©  L(γ), γ ≥ 0,

	� Sd(γ), γ ≥ 0,

�h S(γ), γ ≥ 0,

�� S∗,

"� RV (a).

Ê �hðòñ�:�*iÿá÷IB 1 B ÷IBSl Ï�Î�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ f : R+ → R+ ñ Û Ð f(x) > 0, ∀x ∈ [A,∞)
Û Ð A ∈ R+

Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ Ld(γ), γ ≥ 0 Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
lim
x→∞

f(x− y)

f(x)
= eγy, ∀y ∈ R.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����
γ = 0

� Í ����Êh£��f�p� � ������� ��Ð � ���B�Ò��� � ������� � ��Í Ld := Ld(0).

Ê �hðòñ�:�*iÿ ÷IB 1 B � BSl Ï�Î ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F Ù ÕFÏ Ó Û�à�Ì Þ;Ó(Ö Ù [0,∞) Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ L(γ), γ ≥ 0

Î Ì
lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= eγy, ∀y ∈ R.

¬��



� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����
γ = 0

®m£ § �p��� � � L := L(0).

Ê �hðòñ�:�*iÿ ÷IB 1 B �FBml Ï�Î ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ f : R+ → R+
Û Ð f(x) > 0 &�Ï�Î x Ó(Ö ÙQÜ Ï�Ý#Ó(Ö�Þ Û Î [A,∞) ñ

A ∈ R+ Î Ì ×CÍgÐÒÏ(Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ Sd(γ), γ ≥ 0 Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
ï#ð

lim
x→∞

f⊗2(x)

f(x)
= 2

∫ ∞

0

eγyf(y)dy.

ò+ð
lim
x→∞

f(x− y)

f(x)
= eγy, ∀y ∈ R.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���>�����
γ = 0

� Í ���WÊh£��f�p� � ������� ��Ð � �W�B�_��� � ������� � ��Í Sd := Sd(0)
� � �o� �f  � ¡ Ñ

�m�B��� Êh����� § ����� � ��� ¡ � � ����� § �����������H���Y�H��� ��¤   �����   �������³Ë    � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��������� f ∈ Sd
� Í ���

� ��ÊhÐf�B� Í ���
lim
x→∞

f⊗n(x)

f(x)
= n.

ßi ��´H���
Embrechts et al. (1997)) 

Ê �hðòñ�:�*iÿ_÷IB 1 B 1 B`l Ï�ÎQÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F Î Ì ×CÍgÐÒÏ/Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ S(γ), γ ≥ 0 Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ
ß�ÖÚÏ
ï#ð

lim
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
= 2

∫ ∞

0

eγyf(y)dy.

ò+ð
lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= eγy, ∀y ∈ R.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����
γ = 0

� Í ��� S := S(0).

Ê �hðòñ�:�*iÿ°÷IB 1 B �FBKl Ï�Î¿ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F Î Ì ×CÍgÐÒÏCÓ(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ S∗ Î Ì«à îµÐÒÏ ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì ÞÛ�à Ó(Þ�ÖÚÏ Û ×$ñ µ ÍgÎ#Ï�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
lim
x→∞

∫ x

0

F (x− y)F (y)

F (x)
dy = 2µ.

©�«



Ê �hðòñ�:�*iÿã÷IB 1 B -FBml Ï�Î í ÐäÖÚÏëÍ+× Lebesque
Û ÐäÖºÕ(×CÓ/Ï Û ÞLÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ?' Lebesque measurable func-

tion
)
h Ó(Ö Ù (0,∞)

Ù�ÌÚÙ�Û Ý�ã±ÐäÖ�Î#Ï Ù�Û Î á ×CØ�Í èÚÛ Î Ì Ó(ÞCØ Û Ð Ü ÐÒÑëÍ+Ö�Þ a ∈ R ' regular varying at ∞ of

index a ∈ R
) Î Ì

lim
x→∞

h(xy)

h(x)
= y−a

&�Ï�Î�ÍgÝ í Ð y > 0
ð

Þ���� � ������� � ��Í �Ö�����°� � Êh£��f�p� � ������� ��Ð � �Ö��£������B� � ´   ���  �� Ê � £ � �����f£ ¡ ����� � � � � � ���  �§ £·���f���
hËb�����  �§ £·���f���Ö� ��� ���f����Ð ���f  ���f��� ¡  �� �m�°�³Ï��f� �

h ∈ RV (a) 
Ê �hðòñ�:�*iÿÅ÷IB 1 B D Bnl Ï�Î�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞQÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ RV ' regularly varying

)
Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì

lim
x→∞

F (xy)

F (x)
= y−a

&�Ï�Î�ÍgÝ ì4Ù Ï Ù a > 0 ÍgÎ#Ïo&�Ï�Î�ÍgÝ í Ð y > 0
ð

J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B ÷IB$# % Ó(Ö±å F ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ ð

ï#ð ËQÌ
F ∈ S ñRÖÚß�Ö�Ð

lim
x→∞

F (x)

Fe(x)
= 0,

ò+ð ËQÌ
F ∈ L(γ), γ > 0 ñ�ÖÚß�Ö�Ð

lim
x→∞

F (x)

Fe(x)
= µγ.

ß ì4Ù Ô Fe(x) = 1
µ

∫ x
0
F (y)dy

Ù�ÌÚÙ�Û Ý�ã±ÐäÖ�Î#Ï�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø ì4Ù ÔQÎ Ì ÖÚÏ Ó(Ö Ù Ï îµÐÒÑ�Ó(Ö�Þ Ì F ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Kluppelberg (1988)

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ö�����
F ∈ S � �¥���   �������Y�B� � �B���3È��HËb£�� ��� �B���¢�B��� l’ Hospital

� ��� ² ���   � ¡ �H� � �
Í ���

lim
x→∞

f(x)

F (x)
= 0.

�¢� Í �B���f��� � £ � � §f  Ë;��£�� � � ��Ðf�Î� ¡  �� ��� � �p´³� Í ���p� ��ÊhÐf���   � � �³Ï��f�

©�¬



S(γ) ⊂ L(γ), ∀ γ > 0
ß ¬  �h © à

RV ⊂ S ⊂ L, ß ¬  �h 	 à
®�� � ���³£�� ��� Í ���³£��³�����H���B� � ´³£��B� �³�¢����´H���

Embrechts et al. (1997) 
J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B � B$p Ï/Í á Ý#Ó+ÐÒÏ Ø RV ÍgÎ#Ï L ÐÒÑ Ì Î#Ï(Í á ÐÒÏ Ó(Ö à Ø�åVØ ì Õ Ù Ø�Ö�Þ Ì ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Cai
� � �

Tang
ßt©�«f« � à 

���H� Í�� �   �8��£ Í � � ���É����®h���   ��£·¤   �B� ² � § �p��£ �É� �������H��´³� ��� � � ®�� � ��� �F��� § ���B� �°�����ã��£ ¡ �m����� �f 
�m���   � � £���Ðf� � �  �Í ����� � 
J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B �FB ï#ð ËQÌ

f ∈ Sd(γ), γ ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð
lim inf
x→∞

f⊗n(x)

f(x)
≥ n

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

eγyf(y)dy

)n−1

dy

ò+ð ËQÌ
k ∈ Sd(γ), γ ≥ 0 ÍgÎ#Ï Ù Õ/Ñ Ó Ù Ô Û Ð�Ö�Þ Ì Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï î�Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Ó(Ö Ù (0,∞)

K(x) =

∫ x
0
k(y)dy∫∞

0
k(y)dy

,

ÖÚß�Ö�Ð K ∈ S.

ôgðmq Ï�Î γ > 0
à î Ù Ô Û Ð

'ºÎsr ) F ∈ S(γ) Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì F ∈ Sd(γ) ð
' Q�r ) ËQÌ F à îµÐÒÏ ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î f ÖÚß�Ö�Ð

f ∈ Sd(γ) ⇔ F ∈ S ⇔ F ∈ Sd(γ).

Xgð ËQÌ
f, g ∈ Sd(γ), γ ≥ 0 ÍgÎ#Ï ∫∞

0
eγyf(y)dy,

∫∞
0
eγyg(y)dy < ∞ ÖÚß�Ö�Ð!Ï Ó�î è ÐÒÏ�Þ@Ðæâ#×CØ

Ï Ó Ù4Ü Ô Ì Î Û Ñ�Î
f ⊗ g ∈ Ld(γ) ⇔ lim

x→∞

(f ⊗ g) (x)

f(x)
∫∞
0
eγyg(y)dy) + g(x)

∫∞
0
eγyf(y)dy)

= 1.

©f©



3$ð ËQÌ
F ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�ÓFÔ Ì Ð ì Ý�&�ÐäÖ�Î#Ï�ß�ÖÚÏ F ∈ S ÍgÎ#Ï Fe ∈ S

ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Kluppelberg (1989b).

� ���3���   ´³Êh�B� � � �¶�f �� �p´³£���� � �~´  �� � � ����� ß ����´H��� Kluppelberg
ß ¬�� � � � à ± � � ����� 	� ¬�ß b à à �m�B������ ¡ � ²�¡   �H� � ��´  ��W§f  Ë@�p£ § ® ��� ���f�¢���   ´H��� Ï��f�¢�������H���Y�H��� ��¤   �����   �������³Ë  �� �¥�B�   � � ��� Í �B���f� 

f öF:�:$óã÷IB 1 B � B�ËQÌ
f ∈ Sd(γ), γ ≥ 0

Û Ï�Î�ó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ8ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞQÖÚß�Ö�ÐS&�Ï�Î�ÍgÝ í Ð ε > 0 Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ
Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ k ∈ R+ Ö à Ö Ù Ï Ù êVÓ(Ö�Ð

f⊗n(x) ≤ k

(∫ ∞

0

eγyf(y)dy + ε

)n
f(x), ∀x ∈ R+, n ∈ N.

ß ¬  �h � à
� û����$5F:$ó�÷IB 1 B �FB�ËQÌ

f ∈ Sd(γ), γ ≥ 0 ñ!Þ f ÐÒÑ Ì Î#Ï¦ó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ$ñ f(x) ≥ 0 ñ
∀x ∈ [A,∞)

Û Ð A ∈ R+ ÍgÎ#Ï ∫∞
0
eγyf(y)dy < ∞ ð # % Ó(Ö±å {λn}

Û Ï�Î�Î#Í Ù°á�Ù Ô í Ñ�Î�Ó(Ö Ù R+
Û Ð

λj > 0 &�Ï�Î j > 1 ÍgÎ#Ï ∑∞
n=1 λn

(∫∞
0
eγyf(y)dy + ε

)n
<∞ &�Ï�Î ÍgÝ ì4Ù Ï Ù ε > 0

ð p Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð
g(x) =

∞∑

n=1

λnf
⊗n(x).

e ß�Ö�Ð�Ö�ÎQÐ ì ß Û Ð Ì ÎQÐÒÑ Ì Î#Ï(Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î
ï#ð
f ∈ Sd(γ),

ò+ð
g ∈ Sd(γ),

ôgð
g ∼ cf

Û Ð c =
∑∞

n=1 nλn
(∫∞

0
eγyf(y)dy

)n−1
.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Kluppelberg (1989a) 

� �ÅÈ��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ � ¡  �� �p�B� �f  � ¡ �m�B��� Êh�>�B���3��£�����®m��Ð � �   ���°®�� � ���  �� £·���f���B� ��� � � � Ñ
  � � ¤   
� û����$5F:$ód÷IB 1 B 1 BVËQÌ

F ∈ S ñ {λn} Û Ï�Î8Î#Í Ù°á�Ù Ô í Ñ�Î!Ó(Ö Ù R+
Û Ð λj > 0 &�Ï�Î j > 1 ÍgÎ#ÏFÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏ

ε > 0 Ö à Ö Ù Ï Ù êVÓ(Ö�Ð ∑∞
n=0 λn (1 + ε)n <∞ ÖÚß�Ö�Ð

© 	



∞∑

n=1

λnF
∗n ∈ S

ÍgÎ#Ï
∞∑

n=1

λnF ∗n(x) ∼ F ∗n(x)
∞∑

n=1

λn.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Embrechts et al. (1997).

J��+*mü�ó�ñ�5Á÷IB 1 B 1 BlËQÌ
f ∈ Sd ñ f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [A,∞), A ∈ R+ ÍgÎ#Ï f1, f2

Ü4è#Ù ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�ÐÒØ
Ó(Ö Ù [A,∞] Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØwêVÓ(Ö�Ð f1(x)/f(x) → c1 ÍgÎ#Ï f2(x)/f(x) → c2 ÍgÎ í êVØ x→ ∞ ðce ß�Ö�Ð¦Ï Ó�î è ÐÒÏ
ß�ÖÚÏ

(f1 ⊗ f2) (x)

f(x)
→ c1 + c2, x→ ∞.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Asmussen et al. (2003) 
J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B �FBlËQÌ

f ∈ Sd ÍgÎ#Ï�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

h(u)

f(u)
∈ R+.

ß ¬  �h�� à
e ß�Ö�Ð h ∈ Sd.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Appleby
� � �

Reynolds
ßt©�«f«�© à 

J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B -FBlËQÌ
f ∈ Ld ÍgÎ#Ï�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

lim
u→∞

h(u)

f(u)
∈ R+.

ß ¬  �h " à
e ß�Ö�Ð h ∈ Ld.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢£������ ¡ � �   ���  ���� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� h ∈ Ld � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � � �B�   Þ�£�� � ��Í ¬  �h ¬ �w��� � ´   Ëb����£�´H���B�  ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�

lim
x→∞

h(x− y)

h(x)
= eγy, ∀y ∈ R.

© �



�¢£ § ® ��� ��� �f  �����f�Y´³����� � � ± Ê�Ëb£ ¡ �Î��� § ���Ò���f�ª®m�   � � Í ����� � � ±$Í ���
limu→∞

h(u)
f(u)

= c > 0
´³Êh��� � �

Í ���

lim
x→∞

h(x− y)

h(x)
= lim

x→∞

(
h(x− y)

h(x)
· f(x− y)

f(x)
· f(x)

f(x− y)

)

= lim
x→∞

h(x− y)

f(x− y)
· lim
x→∞

f(x)

h(x)
· lim
x→∞

f(x− y)

f(x)
= lim

x→∞

f(x− y)

f(x)
= eγy, ∀y ∈ R.

� �   �H��¤b��� �f� � §f  �   � � ����� Í ÓY�  W��� � Í ���
f ∈ Ld ��£�����Ð������B� §f� �³� � �B�F¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ��� 

J��+*mü�ó�ñ�5 ÷IB 1 B D BlËQÌ
f, g

Ü Ô Ù!í ÐäÖÚÏëÍ à Ø¿ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø¿Ó(Ö Ù R
+ ñ g ∈ Sd ñ g Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û Þ Û Ð

lim
x→0+

g⊗2(x)

g(x)
= 0

ÍgÎ#Ï
lim
x→∞

f(x)

g(x)
= c > 0

ÖÚß�Ö�Ð f ∈ Sd ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Appleby
� � �

Reynolds (2002) 

�Q�*t �c�[Z/9]\ ¡Æ�q¡!�£¢ � �[Z/9]\L u6!��vM_O6.8  `<(<  «��9O9L�!¡!�£¢�©ª� �Q���$C
�� w�q¡!�£¢�©ª�o ¦¨!���?©ª�) w�ª�

� ¡  �� �o� � �p´³�W��Ëb�¶� � �H��´H���>���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�¶��� � ���³£�� �p��£ § �W���f�W��Ðf���f�Åß ��Êh´³���8¬  ©  	 à � � � ��H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�¶�³Ï ¡ �mËb���f�W�³Ï � £·� § � � � §f� �³� �>� � Í ���  Ò� ��� � ���³Ëw��� ���>��� � ���³£�� �p��£ §
���f�����   ´H��� Ï��f�

(g ⊗ h) (x)
� � �����   �H��¤b�~���f�

h
� � ��� � � Õ �H��´H��� � ���W���f� f 

� û����$5F:$ó_÷IB �FB ÷IBm# % Ó(Ö±å G Û Ï�Î�Ð á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × (‖G‖ < 1) Ó(Ö Ù (0,∞)
Û Ð ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î

g ∈ Sd ÍgÎ#Ï U(x) =
∑∞

n=0G
∗n(x)

ð ËQÌ
Z ÐÒÑ Ì Î#ÏµÞ á�è Ó(Þ=Ö�ÞCØ Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØLÐæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ Z =

z +G ∗ Z Û Ð z ∈ Sd ÖÚß�Ö�Ð
ï#ð ËQÌ

z(x)/g(x) → ∞,

Z(x) ∼ 1

1 − ‖G‖z(x).

© �



ò+ð ËQÌ
z(x)/g(x) → c ∈ (0,∞, )

Z(x) ∼
( ∫∞

0
z(y)dy

(1 − ‖G‖)2 +
c

1 − ‖G‖

)
g(x).

ôgð ËQÌ
z(x)/g(x) → 0,

Z(x) ∼
∫∞
0
z(y)dy

(1 − ‖G‖)2g(x).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Asmussen
ß ¬��#� � à È��H¤b£�� ��� �� ¬ 

� û����$5F:$ód÷IB �FB � BW# % Ó(Ö±å Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ Z ì4Ù Ô!ÐÒÑ Ì Î#Ï á�è Ó(Þ Ö�ÞCØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØB' ï#ð ò+ðëï*) Û Ð
g(x) ≥ 0

Û Ï�Î Ü Ðæâ0Ï�Ý�ÓFÔ Ì Ð î�×CØ ÍgÎ#ÏRó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ;Ó(Ö Ù Û Þ Ü4à�Ì ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ð p Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð Ö�Þ Ì G(x) =

(g(0) − g(x))/g(0), x ≥ 0 ñEÖÚß�Ö�Ð í ÎQÏ Ó�î è ÐÒÏ

ï#ð ËQÌ
F ∈ S ñ G ∈ S ÍgÎ#Ï supx(F (x)/G(x) <∞ ÖÚß�Ö�Ð

Z(x) ∼ g(x)

1 − φ
.

ò+ð ËQÌ
F ∈ S ÍgÎ#Ï G(x) = o(F (x)) ÖÚß�Ö�Ð

Z(x) = o(G(x)).

ôgð ËQÌ
γ > 0 ñ φmF (γ) < 1 ñ F ∈ S(γ) ñ G ∈ S(γ) ÍgÎ#Ï supx(F (x)/G(x) <∞ ÖÚß�Ö�Ð

Z(x) ∼ φg(0)(mG(γ) − 1)

(1 − φmF (γ))2 F (x) +
g(x

1 − φmF (γ)
.

Xgð ËQÌ
γ > 0 ñ φmF (γ) < 1 ñ F ∈ S(γ) ñ G ∈ S(γ) ÍgÎ#Ï G(x) = o(F (x)) ÖÚß�Ö�Ð

Z(x) ∼ φg(0)(mG(γ) − 1)

(1 − φmF (γ))2 F (x).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Yin
� � �

Zhao (2006) 

Þ��
Yin
� � �

Zhao (2008)
´ ² Ëb� �f  ��� �Ö®m�   � ��´³�¢���   �Y�����³�ä®�� � ���  ~� ��� � ���³Ëw��� ������� � ���³£�� �p��£ §

���f�
Z(x)  ro� � ���  É� � Í�² �B� Ï��d�³Ë  <� �������H���³� ��§ �³Ë   �B���f� ± ´H� �f ��f  Êh£��f��� �B���áÈ��HËb£�� ��� �B���

© "



¬  �h 	 ���f� Kluppelberg (1989a)  ro� � ���  8² � � ��Ð���Ëb���É�B���ã�Y�HËb£�� ��� �B���>����� � �����������Y� ¡ � �Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~�B�   ��� � ������� � ��Í

ĝ(−γ) = y

∫ ∞

0

eγyg(y).

� û����$5F:$ó/÷IB �FB �FB,# % Ó(Ö±å F
Û Ï�Î=ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ@Ó(Ö Ù (0,∞)

Û Ð ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î f Ó(Ö Ù
[x̂,∞) , x̂ ∈ R+ ÍgÎ#Ï g Û Ï�Î Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û Þ Û Þ Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖÚß�Ö�Ð$&�Ï�Î Ö�Þ Ìwá�è Ó(Þ Z(x)

Ö�ÞCØ Z(x) = g(x) + (g ∗ F )(x)
í Î à î Ù Ô Û Ð

ï#ð ËQÌ
f ∈ Sd ñ g ∈ Ld ÍgÎ#Ï supx≥x0

(g(x)/f(x) <∞ ñI&�Ï�Î�ÍgÝ ì4Ù Ï Ù x0 > 0 ñEÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 − φ
+

∫∞
0
g(y)dy

(1 − φ)2 f(x)

ÍgÎ#Ï�Î Ì Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ limx→∞
g(x)
f(x)

= 0 ÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 − φ
.

ò+ð ËQÌ
f ∈ Sd ñ g ∈ Sd ÍgÎ#Ï supx≥x0

(g(x)/f(x) = ∞ ñI&�Ï�Î�ÍgÝ ì4Ù Ï Ù x0 > 0 ñEÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 − φ
+

∫∞
0
g(y)dy

(1 − φ)2 f(x)

ÍgÎ#Ï�Î Ì Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ limx→∞
g(x)
f(x)

= ∞ ÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 − φ
.

ôgð ËQÌ
γ > 0 ñ f ∈ Sd ñ g ∈ Ld ñ mF (γ) < 1 ñ ĝ(−γ) < 0 ÍgÎ#Ï supx≥x0

(g(x)/f(x) <∞ ñw&�Ï�Î
ÍgÝ ì4Ù Ï Ù x0 > 0 ñEÖÚß�Ö�Ð

Z(x) ∼ g(x)

1 −mF (γ)
+

ĝ(−γ)
(1 −mF (γ))2f(x)

ÍgÎ#Ï�Î Ì Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ limx→∞
g(x)
f(x)

= 0 ÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 −mF (γ)
.

Xgð ËQÌ
γ > 0 ñ f ∈ Sd ñ g ∈ Sd ñ mF (γ) < 1 ñ ĝ(−γ) < 0 ÍgÎ#Ï supx≥x0

(g(x)/f(x) = ∞ ñw&�Ï�Î
© �



ÍgÝ ì4Ù Ï Ù x0 > 0 ñEÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 −mF (γ)
+

ĝ(−γ)
(1 −mF (γ))2f(x)

ÍgÎ#Ï�Î Ì Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ limx→∞
g(x)
f(x)

= ∞ ÖÚß�Ö�Ð
Z(x) ∼ g(x)

1 −mF (γ)
.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Yin
� � �

Zhao ( 2008) 

� �B�W�Y�H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ � �Ö� �H���H���f����� � �ä���  �� ��� � ���³Ëw��� ���ª��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ⊗ ���   ´H��� ÑÏ��f� ² Ðf�3��£ � ® ��� ��� ��¤   ���  �� £·���f���HË   � § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�����   �Y�����³� 
� û����$5F:$óN÷IB �FB 1 BB# % Ó(Ö±å Ü4è#Ù�ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ à Ø8ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø f, g ∈ Ld ð ËQÌ f(u)/g(u) → 0

Û Ð
u→ ∞ ñ�ÖÚß�Ö�Ð

lim
u→∞

(f ⊗ g) (u)

g(u)
=

∫ ∞

0

f(x)dx,

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § ®m£ § �p��� � �¢���   ⊗ ���   ´H��� Ï��W�³Ë   f � � � g Ëb���³Ï��f�

(f ⊗ g) (u) =

∫ u

0

f(u− x)g(x)dx =

∫ u/2

0

f(u− x)g(x)dx +

∫ u/2

0

g(u− x)f(x)dx.

� ���y���   ´³Êh�B� � ��£����h�Y´H�B��� � �o� � � � � � � £���Ð � �o��� �w� � £ � �m� § ���B� �
f(u)

∫ u/2
0

g(x)dx
� � �

g(u)
∫ u/2
0

f(x)dx

(f ⊗ g) (u) =

∫ u/2

0

f(u− x)g(x)dx− f(u)

∫ u/2

0

g(x)dx+ f(u)

∫ u/2

0

g(x)dx

+

∫ u/2

0

g(u− x)f(x)dx− g(u)

∫ u/2

0

f(x)dx+ g(u)

∫ u/2

0

f(x)dx.

� � �m� §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��� � ´³Êh��� � �

(f ⊗ g) (u) = f(u)

∫ u/2

0

(
f(u− x)

f(u)
− 1

)
g(x)dx+ f(u)

∫ u/2

0

g(x)dx

+ g(u)

∫ u/2

0

(
g(u− x)

g(u)
− 1

)
f(x)dx+ g(u)

∫ u/2

0

f(x)dx.
ß ¬ ��� ¬ à

� �   �H��¤b� �f F² � � � £�´³����� � �W�B�_��£·¤w�B�_� � �o�B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����¶���f�Åß ¬ ��� ¬ à � � g(u) ± � § £���� � �Ö�B�Í £�� �ã®�� �
u → ∞ � � �"Êh£��f�p� � ������� �f����� � �3��� �°�����f�Y´³���B� � Í ��� f(u)/g(u) → 0, u → ∞ � � �

© �



f, g ∈ Ld � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

(f ⊗ g) (u)

g(u)
= lim

u→∞

f(u)

g(u)

∫ u/2

0

(
f(u− x)

f(u)
− 1

)
g(x)dx+ lim

u→∞

f(u)

g(u)

∫ u/2

0

g(x)dx

+ lim
u→∞

∫ u/2

0

(
g(u− x)

g(u)
− 1

)
f(x)dx+ lim

u→∞

∫ u/2

0

f(x)dx

=

∫ ∞

0

f(x)dx

©��
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W æ���ZY\ î è#] x

y æ�e ç{z�î | ç�æ�]^d�]~}=z�î b

�L��� +����)���=���,�

� È��HËb£ ¡ �� £��³������� ¡ � � � ��Êh����� ¡ � � � � �¥���  Î� �H��´H��� ² �  ��f� � ��¤   ���f�m��� ��§ �³Ë   �m� � ����� ¡ � ´³Êh��� � �
�B� ��£���´³�W� � �]�H��£���´³�¶Êh£�� ��� ��� ��¤   �������������³Ë  Ò� �Î���  °¡ ² � �>� �  �§f²��F� ´H��£��f���f�Ö�m��� ² � § £·���B� � �B���
Êh£ Íf  ���  Ì�Ðf£�� � �f  ��� ��� ¡ � �   � � �H��´H���f�y�B���ª����®h���H��£�� � ´   ���ª��� §f² ���Ö� ¡  �� ���Î��� � �f �Í ����� �ª ��ª� � ¡   �B��B�F��Ðf�m��� ��� Ê�Ëb£ ¡ �Î� Í £����f��� § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�Î���   �Y�����³�  Þ��p��� ���f  ��� � Í ���³£��³���³� � £ � ��Ñ®m´³�W���f�Ö�Y�HËb£ ¡ � � � �����f�W���  ��f  �·¤   � � �]�m� �>� ��� � ��� �m��� � § Ê � £·�B���p��� § ��� �ÅÍ �����>� � � � �H���H� § ���Ö�
��� � �f �Í ����� �Ò �� Êh£��³���������f���B�Y�B�>Ê � £·�B���p��� § ��� �Å�m��� ² � § £·���B� � �B���ÒÊh£ Íf  ��� ± ���   ����������® ¡ ¸��   � � �
�B� � £�Êm� � Í ���³� § � � � �8�����_´³Êh�B�o�B�����f�Y�H�����Y� ¡ ®�� � �B�É����®h���H��£�� � ´   �ãÊ � £·�B���p��� § ��� �É�m���  F� £�Êh�
���f�¶���B� �B���f£·® ¡ � �3�B���  � �B�8� � £ Íf  ���³� § � � � �_� �¨² ¤b����� � � � � � ®m�   � ���_�B� � � ®hËw®m�¨�m���¨È��HËb£ ¡ � £��³������� ¡ � � ±h� �H���H�·¤   � � �ä�B�ª��� � �p� � ÍW� �   ��´H���Î� � ���B� � �   ��´H���Î���������³£�� � �f� � §f  �B���H��� ����´³�   � � �
���  W² � § Êh�f���_ß

diffusion à  ro� � �B� � �   ��� � �p� � ÍÅ� �   ��´H���Ò� �3² ¤b����� � � � � �°�f �� ������� ���¶� � £����f� ¡ Ñ� ���Ò�³Ë   ��� �F� � �p� ��¤   �  �  ��� ¤   �   ¤5®�� � �B�Å��� � �p� � ÍÅ� �   ��´H��� � � ² � § Êh�f���3� � � � £����f�p� § ����� � �
� �¶�f  � ¡ �m�B��� Ê � ®m�   � ���³� � ´  ��3� �������H��´³� ��� � � 

�L��� �  `< ¤l¡!; ¡S_�Za¢O< �Q�=�£¢^_�>�9O_���¡�¤`<,_�Z

� �Ò��� � �p� � ÍF� �   ��´H���Ò���f��È��HËb£ ¡ � ��ÌÎ�  �² Ð   Ë  �± � � � �f �¡ �m�������¢�B�¨¬��f« 	 �m��� ² � � ��£�� ���W�B��� � ���f��Ñ² ��Ð
Filip Lundberg  �¢� Í � Í ��� � �H���H�����Y��� �f  �����f��´³�Ö� � £ � �f� � ®m´³�Î� � �i®m�   � ���³Ðf���B� �W�B���  � �

	 ¬



��� � �p� � ÍÉ� �   ��´H��� � �H���H�����Y����� � � Í ´  ��¨� �H® § ��� � £�� � ��Í ��� ���f  ��� ��¤   ����®h®m£ � �p´HË   � Í ��� � � Í
�B�WÊ�¤b£��W�³Ë   �~� � �f  �������³Ë  �Í ���Ö� � � � � Í �B���Î�  �� ����®�� � � ��ÐFß ����´H���¦ � ����� ��®m£ � � ¡ � à  � ���   �  �Í Ñ����� �3� �����¶Ï��H���   ¤   � � � � � Í ���   �m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��¶�B���¶�����³�  �§ � ��� �B���~� � ���³£�� ®m£ § Óp��� � ��� �
� � �p� � § Ê � £ � �����f£�� �m��� � § � � � � �������H��´³� ��� � � �B���¶��� � �p� ����Ð � �   ��´H����� 

¯w°¯w±¬ ²=ÂAÇn��Àl¾�ÂR» Å¦Ã�� ´Ij/·w»º¹" ��q·¦¶(Çl´IHl¾�È«ÀVÂAÇw¼

�Ô´  �  ��� � ���f� �m�B��Ê � �m��� ���f� �f  ´H��� Ï��f� �����³�  �§ � ��� �B��� � �������H��� ¡ � � �p� � Íª�f  ��� ��� ¡ � �   � � �H��´H���f� �m���
È��HËb£ ¡ � ���f�  £��³������� ¡ � �  � �   ���pËb��Êh£��f�p� � ������� � ¡ � � �p®�� � ��� � �H��´H���¶�H��� ¡   Ë   �³Ë   Ê � £·�B���p��� � Ñ� ¡ Ë   �����ª�H��� Í � � � Í � � ��£���� � �Y��£�� � � ´  �� �m�B��� Êh� ¡ � ß ´³��� ²�� Ñ"´³Ï�� ²�� à ± ���³£�� ´³Êh���   � � ������� Í �������³���������� ¡ �³� ´³Êh���   ���fÊ ��¡ � � ´H®m�â�Y���µ� � �����fÊ ��¡ ��£���� ��Í � � � §f  � ���f�  � ´H�B��� ����� ¡ ² ���f� Ê � £·�B���p��� § ��� ��±���  ��f  �·¤   � � �f��� � ��� � ��� �m��� ��´³� �H� � � £�� ¡ �³� ± Êh£�� ��� �B����� ���   � � � ��´³�¢�H� � � £�� ¡ �³� ±�� �f� § � � �f®m�   � � Í ���³£ �
���¥� § �Y�¢��� ���   � � � ���Ò�H��� Êh� ¡ £��f���W�����Ö�B�ÒÊ � £·�B���p��� § ��� �Ò���f� ² �   � ¡  �� �h��£�������´³ÓY� � � � �f� § �H���f£�� Ñ
§ ¸��H� � � � � Í ���fÊ ��¡ ��± ®�� � � � £ §f² �B� ® ��� ´³Ï�� ²�� 

ro� � ���ã� � ��Ð����³£��ã� � � �f �Í �f���ã���f� �f  ´H��� Ï��f�Å�B���ã�����³�  �§ � ��� �B���>� �ã� �H���H���f����� � �°�B�@Ê � £·�B��Ñ
�p��� § ��� � � � � � � ��� � ��� �m��� ���f�°�H� � � £�� ¡ � � ÉÕ Þ~��Ëb�°®   Ëb£ ¡ ¸���� � � ± ��� � ��� � ��� �m��� ��´³�°�H� � � £�� ¡ �³� �f �� Ñ� �f� � §f  ���   ���Ö� § ���fÓp�W���  �² Ð   Ë   ´  ��f  ���h��£���� � �Y��£�� � � ´   Ë  W� ��� � � ¡ �m��£·Ë   �����W� �f� � §f  ���    Þ��� ¡  �² �   ����������� � ��� ¡ � � �  �� � � ��ÐfÓp�B���Î�H� � � £�� ¡ �ª�f �� ®m£ § �p�   � � ���m�B�W��� � � Í � � � �ª�����ª������®m£ § �p�B� � �
�B�   ���H� § ���W���f�  �   ��£ � ® ��� �B������� ���Y� ¡ ´  �� ���W� � �����³£�� ��� Í ���³£����m� ¡  �² �   ����� Í ���~� � ��� � ��� �m��� ����H� � � £�� ¡ � ������Êh£��³��Ð�� � �  �� � � ��ÐfÓp�B�m� � ´³Ï�� ²�� �����3��£����������Y��� �f �± �m�B�   � § �B��Êh�>���f� � ��� § ���B� � � �~�ª�����f�Y´³����� � ����Ëb� � � �°� ��� � ��� �m��� ���Ò�H� � � £�� ¡ � ���Ò�m��� ® � �3�����F������®m£ § �p�B�p�B�>��� � � Í � � � � ² � � Ñ
�Y´H���B� � ���f�Y� ��� ��� � Í

u  È ��� �H���H���f����� � �µ�B�ªÊ � £·�B���p��� § ��� �Ö���f� �m�B�ª���   �³Êh´³� Êh£��   � � ÍW² � § �m��� ���
[0, t], ∀t > 0  È��HËb£���Ð � � ���ªÊh£��   � ���W�m��� ® � �ª�����Ö������®m£ § �p�H� � ���B�¶��� � � Í � � � �¶� �f  ��� � � ¡ � �f �� Ñ�p��£ § � � � Í �B�¶����� ¡ � � £�Ê ¡ ¸��B�  ��ª� �H��£ § �B���¶Êh£ Íf  ���  � ´H����� ±h�f  �����f�Y´³����� � � ��Ëb�¥� � ´³��� ²��ª� � Í� �Ö� ��� § ��� �m��£ � �����Ö�����f£·¤   �B��� � ��� � ��� � � ´   ���¢´³£�Êh�   � � � � �¢���   �³Êh�Î��£ Í ���¶� � �h� ¡  �� �h���   ����� � §
P (t)
®�� � �B�ÖÊh£��   � � Í¶² � § �m��� ���

[0, t]
�   ¤<� � ´³Ï�� ²�� ��������£�����Ð����B���   � ¡  �� �

S(t)
®�� � �B� ¡ ² � �WÊh£���Ñ

  � � Í°² � § �m��� ����± � Í ���y� � � § ���WÊh£��   � ���3�m��� ® � �
t
± � � Ï ¡ � �B���¶Ê � £·�B���p��� � � ¡ ���¶���f� � ��� � ��� �m��� ���f�

�H� � � £�� ¡ � ��� ¡  �� �
R(t) = u+ P (t) − S(t).

ßt©  ©  ¬ à
	 ©



� �B�ã��� � � ¡ � � ��� Í � � ��£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �3��Ëb�Ò�¨����� Í ����� �
S(t)
� � �"�H��� � ´   Ëb�Ò� � � � R(t)� ¡  �� � ���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³� ± ®�� � ����®h���H��£�� � ´   �³�°��� � ´³�°�B���

t
± �   ¤ �f  ��� �°� � £ � ���f£��f����� � �3�m���

² � § £·���B� � �B���ªÊh£ Íf  ��� ± �Î��£·¤w��� ��� � ²�¡   �B�����ª�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��Î�B���Ö�³Ï Í�² Ë   �����ª��£�����Ð����B���  
� � ��� ² �³Ð����³£��W���¶�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��W�B���¶�����³�  �§ � ��� �B��� 
 £��f�p� � ������� ¤   � � � � � �Ö� ����������� ¡ �W� � Í ���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³� ±

X1, X2, X3, X4, ....
����� �f  ��� �m�B��� Ñ

Êh��Ð   �m� � ÐfÓp�y�³Ë   �³Ï Í�² Ë   �����~��� §f  ���   �m���  ä� ��� � ��� �m��� ���¥�H� � � £�� ¡ � ®�� � �B������®h���H��£�� � ´   ��Ê � £BÑ
�B���p��� § ��� �¶� � � � � �ª� � � £�� � � ����£�� � �m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï�� {N(t), t ≥ 0} �����Ö�H���p£ § ¸��B���B�W�������Y����³Ë   ¸�� � � ��® Íf  Ë   ��� � � §f  �³Ë  ¶� ´³� � �m�B� ¡ ² � �_Êh£��   � � Í_² � § �m��� ��� � � �]�F����� ¡ � � ¡  �� � �f  �³Ï § £·�������
� � Í ��� �¢���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³�

Xi, ∀i
±h� ����£���Ð � �  �� ®m£ § Óp��� � �¥���Ö�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��Ö�³Ë   �³Ï Í Ñ

² Ë   � �f Î� � � ��Ð   �Y�H���W�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï�� ±�Í ��Ëb��� ��¡   �H� � �m� � £ � � § �³Ë

S(t) =

{
0,

�f 
N(t) = 0∑N(t)

i=1 Xi,
�f 
N(t) ≥ 1.

� ´H����� ± ���   ��Ó ¡ ¸��   � � ��´³Êh��� � �¢�B�   � � £ � � § �³Ë Þ�£�� � ��Í 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B ÷IBlç Ó(Ö Ù îµÎ#Ó(ÖÚÏëÍ+× Î Ì4à�á Ï â#Þ$ñ {R(t), t ≥ 0} ñ�ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï/Ó(Ö Ù îµÎ#Ó(ÖÚÏëÍ+× Î Ì4à�á Ï â#Þ ìÿá Ð�dÙ�Ì Ý#Ó Û Î0Ö Ù Øæñ�Î Ì &�Ï�Î�ÍgÝ í Ð t ≥ 0 ñ�ÞLÖÚÏ Û ×�Ö Ù Ô ìÿá Ð Ù�Ì Ý#Ó Û Î0Ö Ù Ø Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï�Î ì ß!Ö�Þ�Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�×

R(t) = u+ P (t) − S(t),

Í �����

• u j � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í 

• P (t) j ���   ����� � §3� ��� § ��� �m��£ � �����¶� �f� � §f  �B�m�¶�H� � � £�� ¡ � �m�B�ÒÊh£��   � � Í>² � § �m��� ��� [0, t]ß ´³��� ²�� à 

• S(t) j ���   ����� ��´³� � ����¸�� � � ¤b���B� �������¶� � ��� ¡ � � �  �� � � ��ÐfÓp�B���¶�H� � � £�� ¡ � �m�B�ÒÊh£��   � � Í² � § �m��� ���O� « ±
t � ß ´³Ï�� ²�� à 

	#	
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� Êh� ��� ©  ¬ �µ� �B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��¶�����³�  �§ � ��� �B���
¯w°¯w°¯ �q·¦Àl¾�» Åc���oÇl´>ÂIj/·¦Ç Â" w¼�� ¶(Ä@ÁR¸ºÀl¼�� » ´I���µ´�Ä@´

� ��� ��£�����®m��Ð � �   � � � £ § ®m£ � �p�¢´H®��   �"�B� � � ®hËw®m�¥�m���   ´  �  ��� � ���f�w�m�B��Ê � �m��� ���f� �f  ´H��� Ï��f�"�����³�  �§ Ñ
� ��� �B��� � ´³�mË8���f�ä����� ¡ � � � ��² �f�Y� ¡ �Î��£�� � ��Í � �B���~��� � �p� ����Ð � �   ��´H�����~���f� È��HËb£ ¡ � �äÌÎ�  �² Ð   Ë   � �B� � �   ��´H��� � ��� Í � � � ¡ ¸��H� � � � �H® § ���¶�������Y���~���f�~´³£��³�  �� �~�����W® ¡   �H� � �m�m�B�3Ê�¤b£��Ò�B��� �f �� ����Ñ
®�� � � ��ÐW� � �h� �W� �������H��´³���B���B�¶� � �p� � Í �³£·® � ��� ¡ �Ò�����Ö� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¢®�� � ��� � �H��´H���Ö���f�
��� � �f �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � � 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B � B«ËQÌ Ó+Ð Û Ï�Î,Ó(Ö Ù îµÎ#Ó(ÖÚÏëÍ+×)Î Ì4à�á Ï â#Þ ìÿá Ð Ù�Ì Ý#Ó Û Î0Ö Ù Ø {R(t), t ≥ 0} Ï Ó�î è#Ù Ô Ì�Ù Ïì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ô ì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø
ï#ð ç

P (t) ÐÒÑ Ì Î#Ïo&äÕ/Î Û>Û ÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ôwî>Õ/ß ÌÚÙ Ô0ñ Ü Þ á Î Ü ×
P (t) = ct, ∀t,

ß ì4Ù Ô c ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Ï�Î í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý ð
ò+ð p ÏEÖ4Ô°îµÎ#Ñ�ÐÒØ Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö à Ø Xi ñ ì4Ù Ô Î Ì ÖÚÏ Ó(Ö Ù Ï î Ù4è�Ì Ó(ÖÚÏ ØQÎ ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+ÐÒÏ Ø ì4Ù Ô ì Õ à�ì ÐÒÏ Ì ÎLÍgÎ0Ö�Î�d
Q á Þ í#Ù4è�Ì ÐÒÑ Ì Î#Ï í ÐäÖÚÏëÍ à ØæñVÎ Ì Ðæâ0Ý±Õ(Ö�Þ�Ö�ÐÒØ!ÍgÎ#Ï�Ï Ó/ß ÌÚÙ�Û ÐÒØ Û Ð�Í Ù Ï Ì ×@ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F ñ

	��



Û Ð ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î f ÍgÎ#Ï i ÖÚÝ�â#ÞCØ>Õ Ù#ì ×,& è ÕIå=Î ì ß¿Ö ÙÆÛ Þ Ü4à�Ì ñ µi = E(Xi) =
∫∞
0
xidF (x) ' Û Ð

µ1 := µ
)

ôgð ç Î ì Î±ÕFÏ í0Û ×�ÖºÕFÏ�Î8Ó(Ö Ù îµÎ#Ó(ÖÚÏëÍ+× Î Ì4à�á Ï â#Þ {N(t), t ≥ 0} ñ>ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Ï�Î�Î Ì4à�á Ï â#Þ Poisson
Û Ð ì Î�d

Õ/Ý Û ÐäÖºÕ Ù '°× à�Ì Ö�Î#Ó(Þ ) λ ð

ÖÚß�Ö�Ð à î Ù Ô Û Ð�Ö ÙW�«á Î#Ó/ÏëÍgß l�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØB+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô × l�Ù�Ì Ö à�á�Ù ð Cramér-Lundberg

J_ó/��óhü�öF�$5iñ�5

�¢� Í ���   ��� Í �Y�³��� Í ���m�¶�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï�� {N(t), t ≥ 0} ± � ¡  �� � � � �¶�f  ´H��� Ï�� Poisson
± ��£���Ñ

��Ð����B���   � � �³Ï��f�

¬  �D�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï�� {S(t), t ≥ 0} ����� ��� � ²�¡   �B�p�B�>���   ����� � Í ÐfÓp���Î�³Ë  ¶� ����¸�� � � ¤ Ñ���HË   �m�B� � « ±
t � ± � ¡  �� � � � � ��Ð   �Y�H��� �f  ´H��� Ï�� Poisson 

©  �¢��� ² �B� �   Ðf�H� � � Í ��� ±~� �p��Ð@� {N(t), t ≥ 0} � ¡  �� � � � � �m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï�� Poisson
���

�  �² � §f� �³�����hÊh£ Íf  ��� � �H� � Ï�Ðª�³Ë   ��� � � §f  �³Ë   ����� � � � � �B��Ð  ª� ����¸�� ��¡ Ëb��� � �����������Y��Ð   ���  
�H���Y�H��� ���¶� � � �f  � � � 

¦ � � �B� � � ®hËw®m���m���~È��HËb£ ¡ � ÌÎ�  �² Ð   Ë  �±f� ����£�� ¡f �� ® ¡   �B� � ´³� �¢� � Í � � ����®h®m£ §f����� � � �³Ë  
Bowers

et al.
ß ¬�� �#" à � � � Kaas et al.

ßt©�«f« � à ± �   ¤ � � � ��� �����H���B� � �³£��f�w��£�����´H®h®�� ���y�B���y�Y´ ��� �B���"® ¡   �H� � �� � Í �B���f�
Rolski et al.

ß ¬��#�#� à � � � Asmussen
ßt©�«f«f« à 

Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Þ Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý
c =

P (t)

t
,

ßt©  ©  © à
ì4Ù Ô Î ì ÐÒÏëÍ Ù�Ì Ñ ã±ÐÒÏ>Ö Ù Î#Ó/ó�Ý á Ï Ó(ÖºÕ Ù ì4Ù Ô á Î Û QFÝ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Ó(Ö�Þ Û�Ù�Ì Ý Ü Î;Ö Ù ÔÆî>Õ/ß ÌÚÙ Ô0ñ Ù�ÌÚÙ�Û Ý�ã±ÐäÖ�Î#Ï à�Ì Ö�Î#Ó(Þ
Ö Ù ÔQÎ#Ó/ó�Î á Ñ Ó(ÖºÕ Ù Ô ð
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B 1 Bµç Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý

θ =
c

λµ
− 1,

ßt©  ©  	 à

	$�



ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï>ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ8Î#Ó/ó�Î á ÐÒÑ�Î#Ø�× ì ÐiÕFÏ í ê/ÕFÏ Ù Î#Ó/ó�Î á ÐÒÑ�Î#Ø�' premium loading factor
) ÍgÎ#Ï>ÐÒÍ�d

ó0Õ/Ý�ã±ÐÒÏFÖ Ù Î Ì Î Û Ð Ì ß Û Ð ÌÚÙ�ì4Ù Ó Ù Ó(ÖÚß�Í à Õ Ü4Ù Ô#Ø�Ö Ù Ô�Î#Ó/ó�Î á Ï Ó(Ö�× ð

J_ó/��óhü�öF�$5iñ�5
¬  ¦ � � � � �p� ��� ��� Í �Y�³��� ����� � §f  ��� � �w�m�B�¥��� � �p� � Í~� �   ��´H���~� ¡  �� � Í �����m�B�¢Êh£��   � � Í�² � § �m��� ���

[0, t]
± � � ´³��� ²�� �B��� � ��� � ��� �m���F� ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£ �F� � Í � �>�f ��f� �  �Í�� �  �� ´³Ï�� ²�� �B��� ± �B�

����� ¡ �F®m£ § �p�H� � ��� ��� ² Ð  ��f���
E(ct) > E(

N(t)∑

i=0

Xi)

⇒ ct > λµt

⇒ c

λµ
− 1 > 0.

 ��´H����� � � ² ��� �f² � Í ���i� § �³Ë � � Í ���   � � £ � � §f  ËN��� Í �Y�³��� ± �B�
θ
� ��¡ £   �B�i� §f  � � �Y�H��� ��´³�

��� � ´³� 
©  ÞD���   ���H���³�m���f� � ��� � ��� ¡ � � ±mÍ ��Ëb�ª´³Êh�B� �f �� �p�³£��Y� ¡m� ����£�� ¡Y �� �Y�HËb£����Y� ¡mÍ ���p�H���p£ § ¸��B���B��f ��f� �  �Í�� �   �É��´³£ ² ���F�B��� � ��� � ��� �m���_�H��� � ´   Ëb�F�m���¨��£ § Ï��8���"��� � ´³�Ò�����8� ��¡ £   �B�w� ¡  �� �
� �H� � Ï�Ð¶«W� � �]¬Î� �f  �Y´H����� � �  �� �H���p£ � �m�B��Ð � � � �~���������m� §¶� �H� � Ï�Ð¶«W� � �]¬·«f«�� 

¯w°¯wFE � »4��Àl´I�VÂ" µÂAÀ���Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼

 £��³������� ¡ � �   � ��§ ¸��H� � �o�F� � � § �m� � ���>�m���   ����� ¡ � �����B� ��´³£�Êh�H� � �o�Å�H��� Êh� ¡ £��f���>���Å�m��� ® � �>�����
´³Êh�B��Ê § ���B�·���   � � �f �Í ����� �¥ �� �³Ï��������f���B�·��� �µ������Êh£��H¤b���B� �b���f�w��£����w��£ ¡ �B���f�  Ì § ������´H�B��� � � ����£�� ¡ �� ��� � ��� ¡ �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����Ò�B�F���   ����� � Í>� ���f�Y� ��� ��� � Í ����� ² � � �Y´H���B� ² �   �H� � £·��� ¡ ®�� � ���  
�³Ï Í �����f���¨�³Ë   ���p�B� �f¤   �����_��£�����Ð����B���  Å� � Í � � ¸�� � � ��® Íf �� ��� � � §f  � �  � ���8����®h���H��£�� � ´   �� � £ § ®m£ � �p�°� �°² ¤b����� � ���B�   ��£�� � ��Í ���f�Î��� � �f �Í ����� � �  �� ��� � ��� ¡ ´  �� ��´H�B��� �Å®m�H®m�  �Í �ª®�� � �B�
��� � �p� � Í>� �   ��´H��� ±p�f �§ ����® �Ò� ���B�>Êh£��   � � Í ��£ ¡ ¸��   � � ����� � �H���H� §f� � � ��� Í �B�>�  �² �³Ê Í�� �   �  �  �Y�HËb£��f����� � �¥�B�Ò��� � �p� � ÍF� �   ��´H���3���f�ÎÈ��HËb£ ¡ � ��ÌÎ�  �² Ð   Ë  

R(t) = u+ P (t) − S(t), ∀t ≥ 0

	#"



� Í ��� ± �¶��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î®�� � Êh£��   � � Í ��£ ¡ ¸��   � �

A = { t ®�� � � � ����� ¡ � �Y´H����� � �  ��¶� �H���H���f����� � �¥�B�Ò����� Íf �� � ��� R(t)} ⊆ R
+ ±

��£ ¡ ¸��H� � � ± Ëb���³Ï��f�

ψ(u) j Pr(R(t) < 0,
®�� � � § ����� �

t ∈ A | u) ßt©  ©  � à
= Pr( u+ P (t) − S(t) < 0,

®�� � � § ����� �
t ∈ A | u).

�  �§ ����® �>� �Î�B�¨� ¡ ² ���W�B���>���  �Í ����� A ± �����>�H���p£ § ¸��B�i�B�¨Êh£��   � � Í8² � § �m��� ��� �����°�Y´H����� � �  ��� �H���H���f����� � � ���  ä�f  ´H��� Ï�� ± �y��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � Ê�Ëb£ ¡ ¸��H� � ���m��� �b�³Ï��f�b��´³�����³£�� �w� � ����®m��£ ¡ �³�

¬  �   A � ¡  �� �·�B�~��Ð   �����¢�³Ë   �Y�H��� ��¤   ��£ � ® ��� ��� ��¤  ä� £�� � � ¤  ä² ��� �f² � ± A = {t : t ∈ [0,∞)}� Í ���~´³Êh��� � �~���W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �ª���~���   �³Êh�W� � � § ���B� £��°Êh£ Íf  �

ψ(u) = Pr(R(t) < 0,
®�� � � § ����� �

t ∈ A | u).

©  �   A � ¡  �� �·´  �� ���   �³Êh´³�"��������Ð   �����¢�³Ë   �Y�H��� ��¤   ��£ � ® ��� ��� ��¤  ä� £�� � � ¤   � �o���H���³£ � � � ´  ��§ ��£ ��± � � Í�� ��£��p� � �¶�B� � « ± ¬ � ² ��� �f² � ± A = {t : t ∈ [a, b]} � Í ���¶´³Êh��� � �¶���Å��� � �f �Í ����� �Êh£��³������� ¡ � �ª���~���   �³Êh�Ö� � �����H���³£ � � � ´   �ÒÊh£ Íf  �

ψ(u, t) = Pr( R(
�
) < 0,

®�� � � § ����� �°�
: 0 <
� ≤ t | u).

	� �   A = {t : t ∈ [0, h, 2h, 3h, ...], h ∈ N} ±i² ��� �f² �Ò´  �� ��������Ð   �����F�³Ë   �p�f�p� ��¤  ¶� £�� �mÑ� ¤   � Í ���y��£ ¡ ¸���� � �y���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �~®�� �Ö² � � ��£�� � Í � � � § ���B� £��¶Êh£ Íf  �¶Ëb�¢�³Ï��f�

ψh(u) = Pr( R(t) < 0,
®�� � � § ����� �

t = 0, 1h, 2h, 3h, ..., h ∈ N).

�h �   A = {t : t ∈ [0, h, 2h, 3h..., nh], h ∈ N} � ¡  �� ��´  �� ���H���³£ � � � ´   �~��������Ð   �����~�³Ë   �p��Ñ�p� ��¤  �� £�� � � ¤  �± � Í ��� ´³Êh��� � � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �~��� ² � � ��£�� � Í � � �����H���³£ � � � ´   �
Êh£ Íf  �

ψh(u, t) = Pr( R(
�
) < 0,

®�� � � § ����� �F�
= 0, 1h, 2h, 3h, ..., nh, h ∈ N).

	$�



� ���W���   ´³Êh�B� � � � �H��� ���   ��£·Ë"�Y��Ð � �¢�m��� � �H��´H���ª�B���Ö��� � �p� ����Ð � �   ��´H�����Ö���¢Êh£ Íf  �3���   �³Êh�ª� � �
§ ���B� £�� 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØm+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ñAÞ ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î Û ÞVî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø
Ó+Ð�ÓFÔ Ì Ð î�× ÍgÎ#Ï�Ý ì ÐÒÏ Õ Ù î>Õ/ß ÌÚÙ ñ Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï/åVØ¿Ðæâ#×CØ

δ(u) = Pr( R(t) ≥ 0, &�Ï�Î�ÍgÝ í Ð t | u) ßt©  © �� à
= Pr( u+ P (t) − S(t) ≥ 0, &�Ï�ÎQÍgÝ í Ð t | u)
= 1 − ψ(u).

¯w°¯whg i Àl¾�» Å¦Ã ³n�m�K��¶(¾! 

Õ Þ~��Ëb�_� ¡ ²��f� �Å�m�B�@��� � �p� � Íá� �   ��´H���á�����f�Y´H�B��� � �>� §f  � � Í ��� �B�@���³£�� �p¤b£�� � � ��� � ��� ¡ � �¨� ¡  �� ��Y�H��� � Í ���   �H��¤b�¥� § ���B�h���f�3ßt©  ©  	 à � ��¡ £   ��� � � Í ���

c > λµ,
ßt©  ©  " à

Í �����É�ã� ¡  �� �b�É´   � � ���_���f� �f  ´H��� Ï��f�
Poisson  Õ �w���p� ± �³Ï � ��� � � ¡ ¸���� � � Í ���b� � ´³���_��� � �8�³Ë  �³� Í�² Ë   �B��� � ��� � ��� �m���_�m��� � �  �§f²�� �B���ÉÊh£ Íf  ���_� � � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£�� � � Í ���  Å�f  � ¡ �m�B��� Êh�

� ´³���W��� � �W�³Ë   �³Ï Í�² Ë   �B��� 

J_ó/��óhü$5F��öiñ"ûfðòÿ
¬  �  ¶² �   � ��ÊhÐf�B�Y�°���   �Y����� c > λµ

± � Í �����3��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �W� ¡  �� �p� ¡ ®m���f£�� � �p��Ð
���ª� § �Y�WÊh£��   � ���¨�m��� ® � �>� �>�f ��f� �  �Í�� �  �� ´³Ï�� ²�� � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£ �>� � Í � �Å�f  � ¡ �m�B��� Ê �
´³��� ²���±m² ��� �f² �

ψ(u) = 1, ∀ u ≥ 0.

©  �)��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �É� ¡  �� �ä�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���ã�B��� u � �p��Ð Í ��� � �H® � ��Ð����³£��� ¡  �� �i�B� � £�Êm� � Í¨� ���f�Y� ��� ��� � Í � Í ��� � � ��£ ��¡   �B�$�°��� � �f �Í ����� � ®�� � Êh£��³������� ¡ �  �   � ¡ �Y�H� ��±�¶��� � �f �Í ����� �¶� �3Êh£��³������� ¡ � �ª� ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���Ö�B���
u  �w��� � ´   Ëb� ± � ��ÊhÐf���   � ��³Ï��f�

	#�



ß � k à
lim
u→∞

ψ(u) = 0,

ß �gk à
lim
u→∞

δ(u) = 1.

	� �Ý��� � �f �Í ����� �ã� �ãÊh£��³������� ¡ � � ² ß u à � ����£�� ¡µ �� �Y�HËb£����Y� ¡ � �f  ���  �§ £·���f���_� � � �f  � � �f� ±� �p��Ð¶´³Êh�B�m��� ��� � £ � � § �³ËÔ� ² � Í �������³�
ß � k à � ¡  �� � � ÐfÏ����f� � Ëb����£���� u ±
ß �gk à � ¡  �� �����   �³Êh�f� � � Í°² �³Ï�� §�±
ß|®�k à limu→∞ δ(u) = 1.

�h � δ(u)
�f  ��� �m�B��� Êh� ¡ ��� � �B� �����¶� � � �f  � � � ±�� �p��Ð

ß � k à δ(0) > 0
±

ß �gk à δ(u) ´³Êh�B�m�����  �Í ����� � �m�B�pß « ±∞ à ±m§ £ � � ¡  �� �����   �³Êh�f���m�B�_ß « ±∞ à 

� � �¨� Êh� ��� � � ©  ©°� � �o©  	 � ��¡   �H� � �]�F®m£ � �Y� ���>� � £ § �m� � ���°���f�Ö��� � �f �Í ����� � �WÊh£��³������� ¡ � �3� � ����f�~��� � �f �Í ����� � � � �¶Êh£��³������� ¡ � �ª���  �� £·���f���B���B��� � ���f�Y� ��� ��� ����Ð
u
±m�f  � ¡ �m�B��� Ê � 

6

-

¬
ψ(u)

u

θ
1+θ

� Êh� ��� ©  © � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f�~��� � �f �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � �

	 �



6

-

¬
δ(u)

u

1
1+θ

� Êh� ��� ©  	 � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���ª���f����� � �f �Í ����� � � � �¶Êh£��³������� ¡ � �
J��+*mü�ó�ñ�5 � B � B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ó+Ð¿ÓFÔ Ì Ð î�×LÍgÎ#ÏFÝ ì ÐÒÏ Õ Ù î>Õ/ß ÌÚÙ ñ Û Ð u ≥ 0 ñEÏ Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�Î
Ðæâ#×CØ
ï#ð

δ′(u) =
λ

c
δ(u) − λ

c

∫ u

0

δ(u− x)f(x)dx,
ßt©  © �� à

ò+ð
δ(u) = δ(0) − λ

c

∫ u

0

δ(u− x)F (x)dx,
ßt©  ©  � à

ß ì4Ù Ô F (x) = 1 − F (x) ñEÞ Ù Ô±Õ/Ý Ö�ÞCØ¿ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ�Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Xi
ð

ôgð
δ(0) = 1 − λµ

c
=

θ

1 + θ

ßt©  ©  � à
ÍgÎ#Ï

ψ(0) =
λµ

c
=

1

1 + θ
.

ßt©  ©  ¬·« à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.
ß ¬�� �#" à � � � Kaas et al.

ßt©�«f« � à 

� «



¯w°¯w�� � »4��Àl´I�VÂ" µÂAÀ���Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼x¾�¶ ¾¿³µ´�¶-�«ÃqÅÆÀµ»��w¶��w¶(Á�Àl¾�ÈSj(´�Ç���ÁI�l´�Ç

� � �H��´H���ã���f�Å��� � �f �Í ����� � �¨Êh£��³������� ¡ � �8�  �Í �_Ê � £·�B���p��� � � ¡ ���d���>���   �³Êh�ã� � � ���H���³£ � � � ´   �
Êh£��   � � ÍÉ² � § �m��� ���

[0, t]
± �³Ï � £·� § � � �$�H��� Í � � � Í �B� � £�Êm� � ÍÉ� ���f�Y� ��� ��� � Í

u
� � � � � Í �B� � �������

�B��� ² � � �m��� ��� �B���
t  �~���������H��� ����´³�   � � £ §f� �H��£���� ± � � ��� ²�¡ ¸��B� � � Í���� � � ����� � ����´³� ���³£�� ���·¤b���B� �ß Í ��Ëb�W�>�H���Y�H��� ���F� � � �f  � � � à �B�  Ò� ��£�� ���>����������®�� � ��Í ���f�Ö��� � �f �Í ����� � �WÊh£��³������� ¡ � �  ro� � �B�� Í ®m� � ��� Í ���³£�� ��£�� ¸ Í���� �m���W�m��� ² � � � ���f£·® ¡ � ��£������H®h® ¡ ���HË   � � �]�p£ � ® ��§ �³Ë   ���f�Ö��� � �f �Í ����� � �

ψ(u, t) 
f öF:�:$ó � B � B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØO+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ÍgÎ#Ïn&�Ï�Î;Î±Õæî«ÏëÍgßLÎ ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß
u=0 ñEÞ ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î Û ÞÆî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø δ(u, t) = 1 − ψ(u, t) Ó(Ö Ù [0, t] ñ à îµÐÒÏFÖ Ù Ðæâ#×CØ¿Ý Ì åxó0Õ/Ý�& Û Î

δ(u, t) ≤ θ

1 + θ
+
µ2

θµ

1

ct
, ∀t ≥ 0.

ßt©  ©  ¬f¬ à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.
ß ¬�� �#" à 

�¢£�´H���B�  ����f �� �p´³£���� � � ��Ëb�y����� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �y®�� � ���H���³£ � � � ´   �ªÊh£��   � � Í ��£ ¡ ¸��   � � � � �
�W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î��� § ���B� £��FÊh£ Íf  �°���  �² ´³�   � � � � �¢���¶��Êh´³���

ψ(u, t) = ψ(u)Pr[T ≤ t | T <∞],
ßt©  ©  ¬�© à

Í�� Ëb� ± ®�� �3� �H® § ���³�~��� � ´³���B���
u
� ��ÊhÐf�B�m�B�°�³Ï��f�

Pr[T ≤ t | T <∞] ∼ Φ

(
t−m

σ

)
,

Í �����
Φ(·) ± �¶���  �§ £·���f���Ö� � � �f  � � �f�����f�~������������� � � ´   �f��� �f  �   � ���f� � �H� � ���������f�¢� � �

m = E[T ≤ t |T <∞],

σ2 = V ar[T ≤ t | T <∞].

ß ����´H���
Segerdahl

ß ¬�� �#� à à 

� ¬



¯w°¯wF� � ´�Àl´�¶(Ä;ÂR» Å¦Ã��,¹R¸½¾�Ä@¾! �J�»ºÀ�Â" w´�� »4��Àl´I�VÂ" µÂAÀ���Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼

�   ��� � � �i� �m�·¤   � � � ± ���   ��� � �
δ(0)
�m���   �³Ï ¡ �mËb���Åßt©  ©  � à ± ´³Êh��� � �

δ(u) = 1 − λµ

c
+
λ

c

∫ u

0

δ(u− x)F (x)dx.
ßt©  ©  ¬ 	 à

� � £ � ���f£·¤   � � �ã���   � � £ � � §f  ËÝ�³Ï ¡ �mËb���á� � ��£ ¡ ����� � � � � �   ´ � ���  �§ £·���f���á� � � �f  � � �f�<���  
HR(x)  �   �����������f£·¤b����� � �>���   ���f£ § �³Ë  É� ����¸�� � � ¤b���HË   F (x) = 1 − F (x)

� � � ² � � � £�´ Ñ
����� � � � �¢���  ª� ´³���W��� � � ±

µ
± � Í ���¥� � � § £���� � �¢���   ���  �§ £·���f���ª� � � �f  � � �f�

Fe(x) =
1

µ

∫ x

0

F (y)dy
ßt©  ©  ¬ � à

�����3� � ��� ¡ � � ��� � � �f  � � �Ò� ����£�£���� ¡ � �°ß
equilibrium distribution à ���f� F  �w��� � ´   Ëb�Î�Ò�³Ï ¡ �mËb���ßt©  ©  ¬ 	 à ® ¡   �H� � �

δ(u) = 1 − λµ

c
+
λµ

c

∫ u

0

δ(u− x)dFe(x)
ßt©  ©  ¬ � à

� � � �f  � ¡ �m�B��� Ê � �¶��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �ª� ¡  �� � ¡ ��� � �

1 − δ(u) =
λµ

c
− λµ

c

∫ u

0

δ(u− x)dFe(x).
ßt©  ©  ¬ " à

Õ �~£ ��±

ψ(u) =
λµ

c
− λµ

c

∫ u

0

[1 − ψ(u− x)]dFe(x)

=

(
λµ

c
− λµ

c
Fe(x)

)
+
λµ

c

∫ u

0

ψ(u− x)dFe(x)

=
λµ

c
Fe(u) +

λµ

c

∫ u

0

ψ(u− x)dFe(x),
ßt©  ©  ¬ � à

Í �����
Fe(x) = 1 − Fe(x)  � � £ � ���f£���Ð � � ± ��Ëb�F�8�³Ï ¡ �mËb���@ßt©  ©  ¬ � à � ¡  �� � � � � �H� � �·�³Ë ��� ��� ����f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� ±�� �p��Ð¶´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���p� ��ÊhÐf�B���¶���   �Y�����

λµ < c⇒ λµ

c
< 1

� � �f�H��� ����´³�   ´³Êh��� � � Í ���f�����   ����� ��� ��§ ¸ � ��� � �f �Í ����� � � ���f�
Fe
� ����Ð�� � � � �b���  ¥� �  �§f²���± �³� Í ���  

‖Fe‖ = lim
x→∞

1

µ

∫ x

0

F (x)dx =
µ

µ
= 1.

� ©



� �������   ´³Êh�B� � � ��� ��� ² � ¡ Ï���� � � ��Ëb�y���³Ï ¡ �mËb���3ßt©  ©  ¬ � à � ����£�� ¡� ���� �H� � ��£ � ��� ¡ ��� � � � � �f  �   � ����f ��f  �HËw��� ���@�³Ï ¡ �mËb��� ± ��� Í ���   ��£��10�� Í �Y�³��� Í ���y��� § £�Êh�B� �Y�H��� � Í �8��£ � ® ��� ��� � Í � � £�� � ��Í �
R��´H�B��� ����¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�

∫ ∞

0

eRxdFe(x) =
c

λµ
=

1

1 + θ
.

ßt©  ©  ¬ � à
�   �����f� � ��� � �p� § ����� � �¥���   ßt©  ©  ¬ � à � � eRu ´³Êh��� � �

ψ(u)eRu =
λµ

c
Fe(u)e

Ru +
λµ

c

∫ u

0

ψ(u− x)eRudFe(x)

=
λµ

c
Fe(u)e

Ru +
λµ

c

∫ u

0

eR(u−x)ψ(u− x)eRxdFe(x).
ßt©  ©  ¬�� à

�¢£������B� � ´   ���  �� � � � � ���fÏ���� � �F�m���   � �f  �   � ��� �f ��f  �HËw��� ���<�³Ï ¡ �mËb���É� � ��£ ¡ ����� � �>���   �³Ï��f�
� �Y£���� �m��� ���3���  �§ £·���f���ª� � � �f  � � �f� 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B -FBÆËQÌ Þ Ù Ô±Õ/Ý?Ö Ù Ô è���Ù Ô#Ø;Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì ÐÒÑ Ì Î#Ï F (x) = 1 − F (x) ÖÚß�Ö�ÐÙ Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð¿Ö�Þ Ì Î í Õ Ù Ï Ó(ÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ

HR(x) =
λ

c

∫ x

0

eRtdFe(t).
ßt©  ©  ©�« à

� � ² � � �p��£�� � Í ���f�
HR(x)

� ¡  �� � ¡ ��� � �

dHR(x) =
λ

µc
eRxdFe(x)

ßt©  ©  ©�¬ à
Õ �~£ ��±�� �y� § ���W�B�   Þ�£�� � ��Í ©  ©  " ± �3�³Ï ¡ �mËb���Åßt©  ©  ¬�� à � �f� � §f  �B�h���   � � £ � � § �³Ë � ��£��p�

ψ(u)eRu =
λµ

c
Fe(u)e

Ru +

∫ u

0

eR(u−x)ψ(u− x)dHR(x),
ßt©  ©  ©f© à

Í �����

‖HR‖ = lim
x→∞

λ

c

∫ x

0

eRtF (t)dt =
λ

c

c

λ
= 1.

ßt©  ©  © 	 à
� � £ � ���f£���Ð � �¢��Ëb�Î�¶�³Ï ¡ �mËb���¨ßt©  ©  ©f© à � �������H��� ¡ ���   � �f  �   � ��� �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb���W�����°� � � Ñ  ������� � ¡ �¶��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ± ��� Í ���   ��£��10�� Í �Y�³��� Í ���p� ��ÊhÐf�B���Åßt©  ©  ¬ � à 

�$	



¯w°¯w�  ²G³µ´>Â�¶/·¦¶(¾�Â�Ãw¼¡�ªÁ�Çw¾�ÀlÁ�È«Ç�J�Ãw¼

� ������£�����®m��Ð � �   �Î� � £ § ®m£ � �p� �f �� �p�³£��Y��� �f� �ä�m���   Ð�� � £�Ï�� � � � �ä�Y�H��� ���f�y�m� � �Y�³£ § �
R
��£������B� Ñ

� ´   ���  �� ����������® ¡ ����� � �����  W�f ��f  �HËw��� ���Ò�³Ï ¡ �mËb���¶�����°� � �f  ������� � ¡ �3��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � � �m� � �Y�³£ §Ö� �����ª� � ��� ¡ � � �����   ���H���³�m���f�y��£���� � £ � ��®m�f�3ß
adjustment coefficient à � � �m�Ò����������Ñ®�� � ��Í �����f�~® ¡   �H� � � � ´³�mËá���f�~� � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���f�

∫ ∞

0

eRxdFe(x) =
c

λµ

⇒ 1

µ

∫ ∞

0

eRxF (x)dx =
c

λµ

⇒
∫ ∞

0

eRxF (x)dx =
c

λ
.

�b� � £ ��Í ¸��   � � ��� � £ � ®m�   ��� ���3�����������f£·Ëb���3´³Êh��� � �
∫ ∞

0

(
1

R
eRx)

′
F (x)dx =

c

λ
⇒

⇒
[

1

R
eRx
]∞

0

+

∫ ∞

0

1

R
eRxf(x)dx =

c

λ

⇒ − 1

R
+

∫ ∞

0

1

R
eRxf(x)dx =

c

λ

⇒ − 1

R
+MX(R) =

c

λ
,

ßt©  ©  © � à
Í �����

MX(R)
± �¶£�������®m�  �  ����£�� � ���f�~� � � �f  � � �f���³Ë  

Xi �¢� Í ���   �³Ï ¡ �mËb���8ßt©  ©  © � à ± � � £ � ���f£���Ð � ����Ëb�ª�Å���   ���H���³�m���f����£���� � £ � ��®m�f� R
����������® ¡ ¸��H� � �

� �f  ��Ðf���Ö���f��� � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���f�~Ëb����£����
r

−1

r
+MX(r) =

c

λ

ßt©  ©  © � à
� �f  Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¶�B�   ��Ð����

θ = c
λµ

− 1
± ����´H����� � � Í ��� �É���   ���H���³�m���f�Ö��£���� � £ � ��®m�f�

� � �f  ������� � ¡ ���   � ��� ² Ð  ��f� �¶�³Ï ¡ �mËb���

MX(R) = (1 + θ)µR + 1.
ßt©  ©  © " à

� �Ô�H� Í�� �   �á�Y�H¤b£�� ���d²�¡   �B�y´  ��@� � Í � � ��£·¤w� �@� �������H��´³� ��� � � ����� ²�Í �Y��� �f  �m�B�á��� � �p� � Í
� �   ��´H��� ± ���  ª�f  � � Í ����� � �B���

Lundberg 

�#�



� û����$5F:$ó � B � B ÷IB$# % Ó(Ö±å Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Cramér-Lundberg
Û Ð

R(t) = u+ ct−
N(t)∑

i=1

Xi, t ≥ 0.

ËQÌ Ô ì4Ù4í#à Ó Ù Ô Û Ð«ß�ÖÚÏ�Ï Ó�î è ÐÒÏ�Þ ÓFÔ Ì4í ×CÍ+Þ θ > 0 ÍgÎ#ÏIÐ ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý R ñEÖ à Ö Ù Ï�Î
êVÓ(Ö�Ð ∫ ∞

0

eRxdFe(x) =
c

λµ
= 1 + θ,

ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
ψ(u) ≤ e−Ru, ∀u ≥ 0.

ßt©  ©  © � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.

ß ¬�� �#" à 
� ���   �B� ² � ���ã���³£ ¡ ���³Ëb��� Í �����ã� � ÐfÓp�É�³Ë  8� ����¸�� � � ¤b���HË  8� �����������Y��Ð   �H���Y�H��� ���ã� � � �f  � � �
� � � �Y£���� �m��� ���°���  �§ £·���f���¶� � � �f  � � �f�

F (x) = 1 − e−x/µ
± � Í ���Î�Ò��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � � �

� £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í
u
±m²�¡   �H� � � � � Í �B�   ��Ð����

ψ(u) =
1

1 + θ
e
− θu

µ(θ+1) .
ßt©  ©  © � à

�¢� Í ��� ��� � £ � � §f  ËÔ��Êh´³���B� �Î� ¡  �� �p� � �p´³� Í ����®�� � �B�   ����������®�� � ��Í �B���Ò���   ���H���³�m���Ö��£���� � £ � ��Ñ
®m�f� �f �� ®h� ��¡ � ���   �Y�����W� ¡  �� �  �� ��� § £�Êh�B�m�¶£�������®m�  �  ����£�� � ���f�~� � � �f  � � �f�~�����3´³Êh���   � � ÐfÓp�
�³Ë  >� ����¸�� � � ¤b���HË    � �¶�����f��´³�3� � � �f  � � ´³� ² �   ��� § £�Êh�B� �¨£�������®m�  �  ����£�� ��±bÍ ��Ëb�Ò®�� � � � £ § Ñ² �B� ® ��� �m���

Pareto
� � �p���

Weibull
ß|� ± ® à ±i� ��® < ¬ ± � ² �  ¶� ����£�� ¡i �� ��£��â�Y� ¡p�f �� ������� � Í �ª��Ð������®�� �Å� �����  �±$Í ��Ëb�¶�m���  

Weibull
ß|� ± ® à ± � �ª® > ¬  � ��� �¶���³£�� ���·¤b���B� � � ����´³�W� ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  ����£��â�Y��Ð   � § ����� � �p£ § ® ��� � � ®�� � �B�3���   ���H���³�m���Î��£���� � £ � ��®m�f� ± � Í ®hËá���f�~��� ���f  ��� � Í ����� � �¥�����

� � £����f�p� § ¸��B� � ��� Í ���m�B�   ����������®�� � ��Í ���f�~��� � �f �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � � 
Õ �  ��3§f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � �B�Ò���   ���H���³�m���ª��£���� � £ � ��®m�f� � ����£�� ¡� �� ��£�����ÐfÓp�B� �f  � § £���� � �¢�B� �f �§ Ñ

�g�



������® ���
Taylor

���f��£�������®m�  �  ����£�� � �Î®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´    Õ �w���p��´³Êh��� � �

MX(R) = E(eRx) = E(
∞∑

i=0

(Rx)i

i!
) =

∞∑

i=0

E(
(Rx)i

i!
)

=

∞∑

i=0

RiE(xi)

i!
) =

∞∑

i=0

(R)iµi
i!

= 1 +Rµ+
R2µ2

2
+
R3µ3

6
+ ...

ßt©  ©  ©�� à
Õ �~£ ��±f�f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �b�B� � £�� �m���³£ Í�� ´H�����b���f�¢ßt©  ©  ©�� à � � Í ���   ßt©  ©  © " à � � ��Êh£��f�p� � ������� ¤   � � ��B���f����£��B� ����£·¤w�B���f� Í £����f�����f�����B� £ § � ± ´³Êh��� � �

1 +Rp1 +
R2µ2

2
> (1 + θ)µR + 1.

¦ �H� §¶� � Í ��£ § Ï��B� ��� ��¡ £   ��� � �
R2µ2

2
+ (R− (1 + θ)µ) < 0.

�w��� � ´   Ëb�Î´  ��¶§f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � �B�
R
� ¡  �� �h�B�°�³Ï��f�

R <
2θµ

µ2

.
ßt©  ©  	 « à

�   � § £���� � �¢�B���f����´³�����³£�� ����£·¤w�B���f� Í £����f���B��� �f �� ����Ð�® ��� �B���
Taylor

� � ´³Êh��� � �

R <
12θµ√

9µ2 + 24θµµ3 + 3µ
.

ßt©  ©  	 ¬ à
� ¡  �� ��� � �p´³�ä��Ëb� Í ���ª���³£�� ��� Í ���³£����f� Í £����f�yÊh£��f�p� � ������� ��Ð � � � � Í �B� �f �§ ������® ��� ���f� £�������®m�   Ñ
  ����£�� � � ± � Í ��� � �H® � ��Ð����³£�� � ��£ ¡ ���B� � �B���Î�p£ § ® ��� �B���y�H��� ����®mÊ §f  ��� � �  � �B� � Êh� ��� ©  � � ��¡   �H� � �®m£ � �Y� � § �¶Ð�� � £�Ï��W�B���3���   ���H���³�m���ª��£���� � £ � ��®m�f� 

¯w°¯wF¢ ��HK�wÇ«»º¶(¼xÂE³���Àµ¸º¶(¼xÈ«¶/ÂAÀ�£µ·n µÂIj(¼¤�wÇ¦³�¾¿³µ´I�Ij(Çl´>ÂAÀµ»«È«¶ Â" L�«»4��Àl´I�K¥
Â" µÂAÀ¦��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����Î� �Ö�f �� �p´³£���� � �y��� �¢��� �Ò��� ���f  ��� ��´³�¢���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³�¥����� ��� � ������Ñ
�Y��Ð   �m��� � �H��´H���Ò���f�Ö�m�B��Ê � �m��� ���f� �f  ´H��� Ï��f�ª�����³�  �§ � ��� �B���ª� � �]�m�B�   ����������®�� � ��Í ���f�ª��� � � Ñ
 �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � � 

�$"



Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B D Bµç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�×
T =





inf {t : R(t) < 0 }

∞, Î Ì R(t) ≥ 0 ∀t ,

ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï�î>Õ/ß ÌÚÙ ØVî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ð

J_ó/��óhü$5F��öiñ"ûfðòÿ
¬  Þ-Êh£ Íf  ���ÎÊh£��³������� ¡ � �ª� ¡  �� � � � � �H�f���B� ����� ��� ���Åß defective à ���fÊ ��¡ �¶� �H� � ��������� ±h� �p��Ð
ß � k à Pr(  �� ��� � ��� ¡ Êh£��³������� ¡ � ) = Pr(T <∞) < 1

±
ß �gk à Pr(  ��¶� �   ��� � ��� ¡ Êh£��³������� ¡ � ) = Pr(T = ∞) > 0 

© m§ ��ÊhÐf�B� ±�Í ��� Pr(T = ∞) = Pr(R(t) > 0, ∀t) = 1 − ψ(u) = δ(u) 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B 6FB«ç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× ì4Ù Ô Û Î#Ø Ü Ñ Ì ÐÒÏ®Ö Ù�Û�à &�Ð í#Ù Ø Ö�ÞCØ ì ÖÒêVÓ(ÞCØ Ö Ù Ô ìÿá Ð Ù�Ì Ý�d
Ó Û Î0Ö Ù Ø ÍgÝ0Ö±åªÎ ì ß@Ö ÙLÛ Þ Ü4à�Ì Ö�Þ Ì î>Õ Ù�Ì ÏëÍ+×=Ó(ÖÚÏ & Û × t = T ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï à�á#á ÐÒÏ Û>Û Î�Ö�Þ=Ó(ÖÚÏ & Û ×GÖ�ÞCØ
î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø!ÍgÎ#Ï�ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï Û Ð R(T ) ×;Î Ì�í#à�á�Ù Ô Û Ð Ì Î�Ö Ù ÐÒÍgó0Õ/Ý#Ó Ù Ô Û Ð�Ó+Ð í ÐäÖÚÏëÍ+×;Í á Ñ Û Î#ÍgÎÛ Ð −R(T )

ð
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B .FBµç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× ì4Ù Ô Û Î#Ø Ü Ñ Ì ÐÒÏ�Ö Ù�Û�à &�Ð í#Ù Ø�Ö Ù Ô ìÿá Ð Ù�Ì Ý#Ó Û Î0Ö Ù Ø ì ÕFÏ Ì Ö�Þ
î>Õ Ù�Ì ÏëÍ+×�Ó(ÖÚÏ & Û × t = T ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï ìÿá ÐÒß Ì Î#Ó Û Î ì ÕFÏ Ì Ö�Þ�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï Û Ð R(T−) ÍgÎ#ÏÜ Ñ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Î ì ß8Ö Ù�Ì Ö èCì4Ù R(T−) = limt→T−R(t)

ð
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B ÷ H B¦ç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× ì4Ù Ô Û Î#Ø Ü Ñ Ì ÐÒÏ>Ö Ù�Û�à &�Ð í#Ù Ø!Ö�ÞCØ ì ÖÒêVÓ(ÞCØ�Ö Ù Ô ìÿá Ð Ù�Ì Ý�d
Ó Û Î0Ö Ù Ø�ÍgÝ0Ö±åxÎ ì ß8Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß u ñ�ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï Û Ð L1

ð

�   �É��£·¤w���8���·¤b���8�B���ã�����³�  �§ � ��� �B���°� § �³Ë � � Í �B�
u
´H®��   �°���ÉÊh£��   � ���<�m��� ® � �

t1
� �Ò�B�

����� Íf �� � ���ã �� � ¡  �� � ¡ ��� � � R(t1) = u1
± � Í ��� � ����£���Ð � �  �� ��£ ¡ ����� � � � � �<² �³Ð����³£��É���fÊ ��¡ �

� �H� � ���������>���  
L2

����� ��� � ²�¡   �B�o�B� � ´H®m�â�Y���3���f�3���·¤b���f�3�B���¨�����³�  �§ � ��� �B���3� § �³Ë � � Í �B�
��£�����®m��Ð � �   � � ���f�Y� ��� ��� � Í

u1  �w��� � ´   Ëb� ±m� �����������p¤   � � �¢���  ª¡ ² � �W² � �f² � � � � ¡ �W² � � � ���f£·®m��Ð � �� � �¢� ����������� ¡ �~� � Í ���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³� ±
L3, L4, ..., Li

± ��������� ¡ �³� � ���B� ���  �¡ ¸����   �B� � ´H®m�â�Y���µ���f�
���·¤b���f� �B���y�����³�  �§ � ��� �B��� ±�Í � �f  ®�� � ��£·¤w���y�p��£ § ��´³���B��� § �³Ë � � Ím±

u2, u3, ..., ui−1
±��f  � ¡ �m�B��� Ê � 

�g�



J�*F�hðòñ�:$ó � B � B ÷IB�ËQÌ Ï Ó�î è ÐÒÏ$Þ�ÓFÔ Ì4í ×CÍ+Þ c > λµ Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØu+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ñ
ÖÚß�Ö�Ð¦Ö Ù¿ìÿá × í#Ù ØwÖ±å Ì Li ì4Ù Ô�Ð Û ó�Î Ì Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï¨' à Ó(Ö±å � ) ñIÐÒÑ Ì Î#Ï ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�ÌÚÙ ÍgÎ#Ï Û Ý á Ï Ó(Ö�Î�Î#Í Ù°á�Ù Ô í ÐÒÑ
Ö�Þ Ì &�Ðæå Û ÐäÖºÕFÏëÍ+×LÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Û Ð ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�ÎQÐ ì Ï Ö4Ô°î«Ñ�Î#Ø δ(0) ñ Ü Þ á Î Ü ×

K ∼ Geo(δ(0)) ⇒ ßt©  ©  	 © à
Pr(K = x) = [ψ(0)]xδ(0) ⇒ ßt©  ©  	#	 à
Pr(K = x) =

(
1

1 + θ

)x
θ

1 + θ
.

ßt©  ©  	�� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.

ß ¬�� �#" à 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B � B ÷�÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù ñ Ù Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð�ÓCÎ Ì@Û�à &�Ï Ó(Ö�ÞxÓCå/Õ/ÐÒÔgÖÚÏëÍ+×vÎ ì ê á ÐÒÏ�ÎGÖ�Þ Ì
Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× ì4Ù Ô@ÐÒÍgó0Õ/Ý�ã±ÐÒÏlÖ Ù Ó è�ÌÚÙ°á�Ù Ö�ÞCØ ì ÖÒêVÓ(ÞCØ ÍgÝ0Ö±å Î ì ß�Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß;Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgßÛ�à î>ÕFÏ(Ö�Þ Ì Ó(ÖÚÏ & Û ×�Ö�ÞCØ�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ðWe Þ Ì ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã Ù Ô Û Ð Û Ð L ÍgÎ#Ï�Ï Ó Ù4è Ö�Î#Ï Û Ð

L = L1 + L2 + L3 + ... + LK =

K∑

i=0

Li.
ßt©  ©  	$� à

J_ó/��óhü$5F��öiñ"ûfðòÿ
¬  � L

� ¡  �� ����Ð   �Y�H���Ö®m�HË � �H��£�� ���¶���fÊ ��¡ �¶� �H� � ��������� 
©  �D���fÊ ��¡ �°� �H� � ��������� L ´³Êh�B� � �B� �����°� � � �f  � � �F�³� Í ���   ´³Êh�B�p�Y�H��� ��� ��§ ¸ � �m�B�Å��� � � ¡ �Å«�   ¤;� ¡  �� �����   �³Êh�f���m�B�

(0,∞) 
	� Pr(L = 0) = Pr(K = 0) = δ(0) 

� � ´H®�� �m���ã�mËb£��³����� ��� � ��¤w���B� � ���  �² ´³�H� � � � �°���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �  � ��®h���H��£�� � ´  ���±� � £ � ���f£���Ð � �y��Ëb�¢�B�3�  �² �³Ê Í�� �   �Ò�Ö���fÊ ��¡ �Ö� �H� � ���������
L
±h �� �����³£B��� ¡ �B� � £�Êm� � ÍÒ� ���f�Y� ��� ��� � Í

� ¡  �� �p� ��� ² Ð  ��f� � � �¢�B�°�  �² �³Ê Í�� �   �  �� ´³Êh��� � ��Êh£��³������� ¡ ��±p² ��� �f² �

Pr(L > u) = ψ(u)
ßt©  ©  	#" à

�3� ��� ² Ð  ��f���
Pr(L ≤ u) = δ(u).

ßt©  ©  	$� à
�$�



� �B� � Êh� ��� © �� � ��¡   �   � � �m®m£ � �Y� � § ���m���fÊ ��¡ �³� � �H� � ��������´³� L1, L,
� � � R(T ).

f öF:�:$ó � B � B � B q Ï�Î Ö�Þ Ì Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× L1 ñVÞ Ù#ì4Ù Ñ�Î Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï(Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ó(Ö�Þ Ìì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô�ÓFÔ Û Q>ÐÒÑ ì ÖÒêVÓ(Þ8Ö Ù Ô ìÿá Ð Ù�Ì Ý#Ó Û Î0Ö Ù ØlÍgÝ0Ö±å)Î ì ß�Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgßÆÎ ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß u ñ�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì
Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð ç Î í Õ Ù Ï Ó(ÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ�Ö�ÞCØ¿Ï Ó Ù4è Ö�Î#Ï Û Ð

FL1(x) = Pr(L1 ≤ x) =

∫ x

0

1

µ
[1 − FX(t)]dt = Fe(x).

ßt©  ©  	#� à
ò+ð ç Õ Ù#ì4Ù &�Ð Ì4Ì ×�ÖºÕFÏ�Î Ö�ÞCØ¿ÐÒÑ Ì Î#ÏFÞ

ML1(r) =
1

µ
(MX(r) − 1).

ßt©  ©  	 � à
ôgð % Ï Ü ÏëÍgß�Ö�ÐiÕ/Î0ñm&�Ï�Î;Ö�Þ ÌLì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô Ù Ï�Ö4Ô°îµÎ#Ñ�ÐÒØ Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö à Ø Xi ñ®Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì ÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ+×
ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×$ñ Û Ð ì Î±Õ/Ý Û ÐäÖºÕ Ù Q ÖÚß�Ö�Ð@ÍgÎ#Ï¿Þ�Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× L1 ñ�Î#Í Ù°á�Ù Ô í ÐÒÑÆÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ+×
ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Û Ð¿Ö�Þ Ì Ñ Ü Ï�Î ì Î±Õ/Ý Û ÐäÖºÕ Ù ð

Xgð ç
r ÖÚÝ�â#ÞCØRÕ Ù#ì ×LÖ�ÞCØ('P& è ÕIåxÎ ì ß8Ö Ù¿Û Þ Ü4à�Ì ) ÐÒÑ Ì Î#Ï(Ñ Ó(Þ Û Ð

E(Lri ) =
µr+1

µ(r + 1)
.

ßt©  ©  � « à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.

ß ¬�� �#" à � � � Kaas et al.
ßt©�«f« � à 

Õ Þ~��Ëb�¢´³Êh��� � � �f �� �p´³£��B���ª� � � �f  � � �Î���f� � ´H®�� �m���f�¢�mËb£��³����� ���f� � ��¤w���B� � � ±�� �����������Y� ¡h� � � ��Ð   Ñ�Y�H���Ö®m�HË � �H��£�� ���¶� � � �f  � � � ± �H��� � ´   Ëb���3£�������®m�  �  ����£�� � ���f� ²�¡   �H� � � � � Í ���   ��Êh´³���

ML(r) = MK(ln(MLi
(r)),

ßt©  ©  � ¬ à
Í �����

MK(r) = E(erK) =
δ(0)

1 − ψ(0)er
ßt©  ©  � © à

� � � � �p��Ð
K ∼ Geo(δ(0)),

� �
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Π(r)
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u

R

MX(R)

Π(r) = 1 + (1 + θ) + p1r

� Êh� ��� ©  � �µ� �   ���H���³�m���f�~��£���� � £ � ��®m�f�
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L1
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L4
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T

u

−R(T ) s

L

6

?

� Êh� ��� © �� � r$£ � �Y� ���_� � £ § �m� � ���Å���f�Ò�m�B��Ê � �m��� ���f� �f  ´H��� Ï��f�Ò�����³�  �§ � ��� �B���Ò� � � � ���B� � Íf  � ����³Ë   �������Y����� ��¤   ���fÊ ��¡ Ë  ª� �H� � �������·¤  
L1

� � �
L.

� «



�f ª�f  ��� � � � � �m���f����� � �¥��� �Òßt©  ©  	 � à � � �oßt©  ©  � © à �m���   ßt©  ©  � ¬ à � � ��£�����ÐfÓp�B� Í ���

ML(r) =
θ

1+θ

1 − 1
1+θ

MLi
(r)

=
θ

(1 + θ) −MLi
(r)

.
ßt©  ©  �$	 à

f öF:�:$ó � B � B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù &�Ï�Î Ö�Þ Û�à &�Ï Ó(Ö�Þ ÓCå/Õ/ÐÒÔgÖÚÏëÍ+× Î ì ê á ÐÒÏ�Î8Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð à îµÐÒÏ Û�à Ó(Þ�ÖÚÏ Û ×

E(L) =
1

θ

µ2

µ

ßt©  ©  �#� à
ÍgÎ#Ï

ò+ð Ü Ï�Î#Ó ì4Ù Õ/Ý
V ar(L) =

µ3

3θµ
+ (

µ2

2θµ
)2.

ßt©  ©  �g� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.

ß ¬�� �#" à � � � Kaas et al.
ßt©�«f« � à 

� û����$5F:$ó � B � B � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù ñ+Î Ì L = L1+L1+...+LK ñ+ÐÒÑ Ì Î#Ï�Þ Û�à &�Ï Ó(Ö�Þ�ÓCå/Õ/ÐÒÔgÖÚÏëÍ+×
Î ì ê á ÐÒÏ�Î0ñRß ì4Ù Ô Li ÐÒÑ Ì Î#Ï�Î Ì Ðæâ0Ý±Õ(Ö�Þ�Ö�ÐÒØ!ÍgÎ#Ï�Ï Ó/ß ÌÚÙ�Û ÐÒØ Ö4Ô°îµÎ#Ñ�ÐÒØ Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö à Ø!ÍgÎ#Ï K ∼ Geo(δ(0)) ñ
ÖÚß�Ö�Ð¿Þ ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Îµî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø�ß�Ö�Î Ì Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß�ÐÒÑ Ì Î#Ï u ñ Ü Ñ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Î ì ß!Ö Ù�Ì Ö èCì4Ù

δ(u) =
θ

1 + θ

∞∑

k=0

F ∗k
e (u)

(
1

1 + θ

)k
,

ßt©  ©  �$" à
ß ì4Ù Ô F ∗k

e (u) = Pr(L1 + L2 + ... + LK = u) ñVÐÒÑ Ì Î#ÏEÞ�ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ,Ö�ÞCØ ç ñ Û Ð8Ö Ù�Ì Ð±Î#ÔgÖÚß Ö�ÞCØ k
ó Ù Õ à Ø ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð

δ(u) = Pr(L ≤ u) =
∞∑

k=0

Pr(L ≤ u|K = k)Pr(K = k)

= Pr(K = k) +

∞∑

k=0

Pr(L1 + L2 + ...+ LK ≤ u)Pr(K = k)

= δ(0) +

∞∑

k=1

F ∗k
e (u)

(
1

1 + θ

)k
θ

1 + θ
.

ßt©  ©  �g� à
Õ Þ � Ëb� ±m�f  ��£ ¡ ����� � �

F ∗0
e (x) =

{
1
±��f 

x ≥ 0
0
±��f 

x < 0

� ¬



� Í ���~�Åßt©  ©  �g� à ® ¡   �H� � �

δ(u) =
θ

1 + θ
+

∞∑

k=1

F ∗k
e (u)

(
1

1 + θ

)k
θ

1 + θ

=
θ

1 + θ

(
1

1 + θ

)0

F (0)
e (u) +

∞∑

k=1

F ∗k
e (u)

(
1

1 + θ

)k
θ

1 + θ
.

=
θ

1 + θ

∞∑

k=0

F ∗k
e (u)

(
1

1 + θ

)k
.

ßt©  ©  �$� à

È � ��£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �°��Ëb�°�B�<��£�����®m��Ð � �   �ã�Y�H¤b£�� ���8��� �F� ² ��®m� ¡ �m�B�<��� � ��´³£ � � ��� ��Ëb�
�É���f£ § ���f�F��Ð   �Y�H���f�Ò®m�HË � �H��£�� ���f�°� � � �f  � � �f�F� � �w�8��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Å� ¡  �� �b´  �  ��� �³�
� � ��� Í ��� � �³� ]Õ �w���p��� § �Y� � ² � Í ����� � ����� � ��� ² �B� �   Ðf�H� � �f®�� � ���   ���f£ § ���f� ��Ð   �Y�H���f�b®m�HË � �H��£�� ���f�� � � �f  � � �f� � �H� � �p´³£��H� � �h� � ���m���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î� � � �f  � ¡ �m��£���� � 

¯w°¯wF© �«ª!ÀlÁ�È«Ç�J.j(¼

� ���   � � £���Ðf� � � � £ § ®m£ � �p� ± � �É� ��Êh�������Y��Ð � � � �Ò�B�  _� ��£�� ���ã����������®�� � ��Í ���f�°��� � �f �Í ����� � �
Êh£��³������� ¡ � �  ro� � �����f��´³�~� � � �f  � � ´³� ± �3����������®�� � ��Í ���  �Í � �f �� ������� ����Ðª��Ð������ª®�� � ���   ��� � �f �Í Ñ����� � Êh£��³������� ¡ � �y� ¡  �� � ² Ðf�m��������� ´HËb� � � � � � � � Í £��pËw�B���  ro� � �B��� Í ®m� � ��� Íf  � � ���³£�� ��£�� �m�B��Ð � ��m���   � � £����f� ¡ � ��� ² Ðf� � �â� Í�² Ë   ����������®�� � � ��Ð ± �m��� �Ö���³£�� ���·¤b���B� �Ö�����>� � ÐfÓp�°�³Ë  Ò� ����¸�� � � ¤ Ñ
���HË  ª� �����������Y��Ð  Ö� � �3� � Í ��� ��� � £ � � § �³Ëá� � � �f  � � ´³�

¬  �w���Y�H��� ���¶� � � �f  � � � ±
©  r §f����� � � � �f  � � � ±
	� � �  �² � � � ��Í �w���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  �±
�h � �  �² � � � ��Í r §f����� � � � �f  � � ¤   

� ©



2 þ�¬l�F�+�iÿã÷Ma
Bowers et al. (1986)

b

�D��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �¶����������® ¡ ¸��H� � � §f� �³� �Ò� � Í ���°���  �§ £·���f���¶� � � �f  � � �f�ª���f� � ´H®�� �m���f�
�mËb£��³����� ���f� � ��¤w���B� � �

L 

J_ó/�+9/��ûfð ô�:$ó

Õ �b�m�³Ë ± Xi ∼
�w���Y�H��� ���mß

b à ± b > 0  �~£�Êm� � §�± � � ����������® ¡ ����� � �����¶£�������®m�  �  ����£�� � ���f�����fÊ ��¡ � �� �H� � ���������f�
L

ML(r) =
θ

1 + θ −MXi
(r)

=
θ

1 + θ − b
b−r

, r < b.

� �������   ´³Êh�B� � � �f� � §f  �   � � � ��� Í ÓY�  ¥��� � Í ���f�¢���fÊ ��¡ �~� �H� � ���������
L
± � ¡  �� � � �B� ����� é � � ®m£ § Óp��� � �

����£�������®m�  �  ����£�� � � �f ¢§ �Y£���� � ���Î² Ðf� � �H�f¤  �±�� � �B�W´  ��Î� � ÍÖ� ��� §� ��Î�f  ��� �m�B��� Êh� ¡ �m�B� ² � � ��£�� � Í
� � �m�B� § �f���Ò�m�B�°���   �³Êh´³�~��� ����§ ���m���f� 

ML(r) =
θ

1 + θ
+

θ

1 + θ − b
b−r

− θ

1 + θ

=
θ

1 + θ
+

θ(b− r)

(1 + θ)(b− r) − b
− θ

1 + θ

=
θ

1 + θ
+

1

1 + θ

[
(1 + θ)θ(b− r) − θ[b + θb− r − rθ − b]

b + bθ − r − rθ − b

]

=
θ

1 + θ
+

1

1 + θ

[
(1 + θ)(θb− θr) − θ2b + rθ + rθ2

θb− r(1 + θ)

]

=
θ

1 + θ
+

1

1 + θ

θb

θb− r(1 + θ)

=
θ

1 + θ
+

1

1 + θ

θb
1+θ

θb
1+θ

− r
.

ßt©  ©  � � à
� ���   �³Ï ¡ �mËb���¨ßt©  ©  � � à ± � � £ � ���f£���Ð � �¢��Ëb��� Í £����

θ

1 + θ
,

õk ®¨¯��£÷ � ü��±øµù4þ �m� ��°�� û � δ(0) = θ/1 + θ ± ��øÚ÷���
 û±øÚ÷0ù0úÒû��P¯��²�ù4þ �$�´³ �∞ ±

��	



�f  ��� �m�B��� Êh� ¡ �m�B� ² � � ��£�� � Í ��� ����§ ���h���f��� � � �f  � � �f���   ¤á�B�
1

1 + θ

θb
1+θ

θb
1+θ

− r
,

�m�B�>���   �³Êh´³�ª��� ����§ ���Y���f�Î� � � � �������H��� ¡ ���°£�������®m�  �  ����£�� � ���f�ª�H���Y�H��� ���f�ª� � � �f  � � �f�ª�����f� � Ñ
��� � �p� � � � ´   � � � 1

1+θ
 ¦ �¥� § ���Ö� � � � £ � � §f  Ë ± �¶���fÊ ��¡ �¶� �H� � ��������� L ´³Êh�B�

¬  ¦¨§ ¸ � �m�B� � � ² ´   �����Ò� ����Ð�� � � δ(0) = Pr(L ≤ 0) = 1
1+θ

±
©  � ¡  �� �����   �³Êh�f���m�B�8ß « ±∞ à ±h� �~�����  �Í ����� �

Pr(L = x) =
1

1 + θ

θb

1 + θ
e−

θb
1+θ

x , x ∈ (0,∞).

�w��� � ´   Ëb� ± � � �Y£���� �m��� ���3���  �§ £·���f���ª� � � �f  � � �f�����f�
L
± � ¡  �� �

Pr(L ≤ u) = 1 − 1

1 + θ
e−

θb
1+θ

u

� � � § £ � �W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ²�¡   �H� � � � � Í �B�   � � £ � � § �³Ë ± ��Ð����

ψ(u) =
1

1 + θ
e−

θb
1+θ

u.

Õ Þ � Ëb� ±�Í ��Ëb��´³Êh��� � � � ��� ² � ¡ Ï��B�p� Í £���� θb
1+θ

± � ����Ð�� � � � �¢�B�°���   ���H���³�m���ª��£���� � £ � ��®m�f�
R
�m���  

���³£ ¡ ���³Ëb���W�����¶� � ÐfÓp� � ����¸�� ��¡ Ëb���f� � �����������Y��Ð   ���   �H���Y�H��� ���¶� � � �f  � � � "Õ �~£ ��± ´³Êh��� � �

ψ(u) =
1

1 + θ
e−Ru

ßt©  © �� « à
� � � � �p��Ð

ψ(0) = 1
1+θ

± � ��ÊhÐf�B�
ψ(u) = ψ(0)e−Ru.

ßt©  © �� ¬ à
2 þ�¬l�F�+�iÿ �
� � �â�Y� ² ������® ¡ � �����_� �_� �����������Y�f����� � �Ò�m��� ² �³Ð����³£�� � ´â�Y� ² �É���³£�� ®m£ § �p����� � � Í �B���f�

Ger-

ber, Goovaerts and Kaas (1987)
� � �i�³� � £ ��Í ¸��H� � �i�m��� �ª���³£�� ���·¤b���B� �Ö�����°�B�ÅÐfÓp���ª���f�ª� § �Y�

� ����¸�� � � ¡ Ëb���f� � �����������Y� ¡ä� � ¡ Ï��<�H���Y�H��� ��¤   �<� � �µ® §f����� � � � �f  � � ¤    �   �Y�HËb£��f����� � �°��� ����  �� £·���f���B� �>�����  �Í ����� � �
pi(x)

����� �f  ��� �m�B��� Êh��Ð   ���F� � � �f  � � ´³�Å�B��� ¡ ² � ��� ��Ð������ � �f� §<� �

�0�



² � � �p��£��H��� ��´³�F� � £ �f� ´H��£����f� ± � Í ���3��£ ¡ ¸���� � �°� �f  ���  �² � � � ��Í ß
combination à �³Ë   � � � �f  � � ¤  � ���·¤  �± ���   � � � �f  � � �3�H��� ¡   �W�����3´³Êh�B�m���   �³Ï��f�����  �§ £·���f���ª�����  �Í ����� � �

p(x) =

n∑

j=1

Ajpi(x),
ßt©  © �� © à

Í �����3���p�m� � �Y�³£�´³�
Aj
± ´³Êh���   ���   � ² � Í ����� �

n∑

j=1

Aj = 1.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���ª�����Ö���h�m� � �Y�³£�´³�
Aj
� ¡  �� ���H��� ����´³�   � � ���Y�H��� ��´³� ± � Í ���¥��£ ¡ ¸��H� � �h� � � ¡ Ï��Fß

mix-

ture à �³Ë   � � � �f  � � ¤   

ø�BVO!'pú+�C'pó�ñ�:�*iÿFï~ý¨¬ û�ühð[ý���ú¨ý$óhü�ó�ú+�F:���ú

Õ �b�m�³ËÔ�����H���Y�H��� ��´³��� � � �f  � � ´³�

pj(x) = bje
−bjx, x > 0

ßt©  © ���	 à
� � ���°���  �² � � � ��Í �~�B���f��� ¡  �� �

p(x) =

n∑

j=1

Ajbje
−bjx, x > 0,

ßt©  © ��0� à
� �

n∑

j=1

Aj = 1

�yÍ ��� ± �ª��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �~®�� � �B�3���  �² � � � ��Í �³Ë   �H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  �± ��£ ¡ ¸��H� � � � � Í
�B�   � � £ � � § �³Ëá��Ð����

ψ(u) =
n∑

j=1

Cke
−rku ßt©  © ��#� à

Í �����¶®�� �
k = 1, 2, 3, ..., n

�����m� � �Y�³£�´³�
Ck
����������® ¡ ¸��   � � � � � Í ���¶��Êh´³���

Ck =

n∑

j=1

Cjk
bj

ßt©  © ���" à

�#�



� �
Cjm =

Aj

(bj−rm)∑n
i Ai

(bj − rm)2

ßt©  © ��#� à
� � �

r1, r2, ..., rn
����£ ¡ ¸��³�����f��� � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���f�

λ

c

n∑

j=1

Aj
(bj − r)2

= 1,
ßt©  © ���� à

Ëb����£����
r  � � £ � ���f£���Ð � � Í ���p�Ò�³Ï ¡ �mËb���_ßt©  © ���� à ± � ¡  �� � ¡ ² � �°� ���H��� ¡   �3�����ÒÊh£��f�p� � ������� �f� �f� �®�� � �B�   ����������®�� � ��Í �B���>���   ���H���³�m���°��£���� � £ � ��®m�f�

R
± ���   �H��¤b�W� � � ��£ Í ���³£�� � � Í_� ����´³�Ö��� �

£ ¡ ¸��³����� � � ¡ �����B� � �¢�B�  
R 

P BVO!'pú+�C'pó�ñ�:�*iÿLSl9/:�:$óÉý$óhü�ó�ú+�F:���ú

Õ �b�m�³ËÔ���m� � � �f  � � ´³�¿r §f�����
pi(x) = b2jxe

−bjx, x > 0
ßt©  © �� � à

� � ���°���  �² � � � ��Í �~�B���f�
p(x) =

n∑

j=1

Ajb
2
jxe

−bjx, x > 0,
ßt©  ©  " « à

� �
n∑

j=1

Aj = 1.

�yÍ ��� ± �°��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �W®�� � �B�¨���  �² � � � ��Í �³Ë   r §f����� ßt© ±
bj à ± j = 1, 2, ...n

��£ ¡ ¸��H� � �
� � Í �B�   � � £ � � § �³Ëá��Ð����

ψ(u) =

2n∑

k=1

C
′

ke
−rku,

ßt©  ©  " ¬ à
Í �����

C
′

k =
n∑

j=1

∫ ∞

0

C
′

jk(y)e
−bjxdy

ßt©  ©  " © à

=

∑n
j=1Aj

3 − 2rk
bj

(bj − rk)2

∑n
j=1Aj

3bj − rk
(bj − rk)2

ßt©  ©  "#	 à

��"



� � �
r1, r2, ..., rn

����£ ¡ ¸��³�����f��� � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���f�

1 − λ

c

n∑

j=1

Aj
2bj − r

(bj − r)2
= 0.

ßt©  ©  "�� à
Õ Þ � ��� �Å� �Ö���   �H���Y�H��� ���Å���³£ ¡ ���³Ëb��� ± � � � ��£ Í ���³£�� � � Í ��� �¶£ ¡ ¸��³� �f  ��� �m�B��� Êh� ¡ �m�B�_���   ���H���³�m�����£���� � £ � ��®m�f� 

J_ó/��ó/��û#� ô�:$óhü�óµa
Gerber, Goovarents and Kaas (1987)

b
÷IB!O!'pú+�C'pó�ñ�:�*iÿÅû�ý¨¬ û�ühð[ý���ú¨ý$óhü�ó�ú+�F:���ú

�   �Y�HËb£��f����� � �¥��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�Ò�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  

p(x) = A1p1(x) + A2p2(x)
ßt©  ©  "$� à

� �
p1(x) = 3e−3x

� � �
p2(x) = 4e−4x  �   �H��� ����´³�   �����f�Y´³����� � � Í ��� λ = 1, c = 1

±
A1 = 4

� � �
A2 = −3

± � Í ���~´³Êh��� � � Í ���
p(x) = 12e−3x − 12e−4x.

ßt©  ©  "#" à
� ��Ðf���Ö���f�¶ßt©  ©  � � à Ëb����£���� r ±���� � ²�¡   �B�

r1 = R = 1
� � �

r2 = 5.

�#�



�¢� Í ���   ßt©  © ��#� à ´³Êh��� � � Í ���

C11 =

A1

(b1−r1)∑2
i Ai

(b1 − r1)2

= 3,

C12 =

A1

(b1−r2)∑2
i Ai

(b1 − r2)2

= 1,

C21 =

A2

(b2−r1)∑2
i Ai

(b2 − r1)2

= −3

2
,

C22 =

A2

(bj−r2)∑2
i Ai

(b2−r2)2

= −3

2
.

ßt©  ©  "$� à
�w��� � ´   Ëb� ± �Åßt©  © ���" à ��� � ²�¡   �B�

C1 =

2∑

j=1

Cj1
bj

=
5

8
,

C2 =

2∑

j=1

Cj2
bj

= − 1

24
.

Õ �~£ ��± �W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ± � § ���B�h���f�3ßt©  © ��#� à ±h²�¡   �H� � � � � Í �B�   ��Ð����

ψ(u) =
5

8
e−u − 1

24
e−5u.

ßt©  ©  "#� à
� B 2 û#�ë�$5dô�9/:�:$óÉý$óhü�ó�ú+�F:���ú

Õ �b�m�³ËÔ� � � ¡ Ï�� ² Ðf� r §f����� ßt© ± bj à � � � �f  � � ¤  

p(x) = A1p1(x) + A2p2(x)
ßt©  ©  " � à

���



� �
p1(x) = b21e

−b1xx , b1 = 3 −
√

3
� � �

p2(x) = b22e
−b2xx , b2 = 3 +

√
3  �   �H��� ����´³�  �����f�Y´³����� � � Í ���

λ = 1
±
c = 2
±
A1 = 1

2

� � �
A2 = 1

2

± � Í ���~´³Êh��� � �~���   �³Ï��f� � � ¡ Ï��

p(x) =
1

2

(
3 −

√
3
)2

e−(3−
√

3)xx +
1

2

(
3 +

√
3
)2

e−(3+
√

3)xx.
ßt©  © �� « à

� ��Ðf���Ö���f�¶ßt©  ©  "�� à Ëb����£���� r ±���� � ²�¡   �B�

r1 = R = 0.506, r2 = 1.756, r3 = 3.544
� � �

r4 = 5.685.

�¢� Í ���   ßt©  ©  "#	 à ��£�����Ð������B� Í ���

C
′

1 =

∑2
j=1Aj

3 − 2r1
bj

(bj − r1)2

∑2
j=1Aj

3bj − r1
(bj − r1)2

= 0.517,

C
′

2 =

∑2
j=1Aj

3 − 2r2
bj

(bj − r2)2

∑2
j=1Aj

3bj − r2
(bj − r2)2

= −0.070,

C
′

3 =

∑2
j=1Aj

3 − 2r3
bj

(bj − r3)2

∑2
j=1Aj

3bj − r3
(bj − r3)2

= 0.089,

C
′

4 =

∑2
j=1Aj

3 − 2r4
bj

(bj − r4)2

∑2
j=1Aj

3bj − r4
(bj − r4)2

= −0.036.

Õ �~£ ��± �W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �ªÊh£��f�p� � ������� ¤   � � �����   ßt©  ©  " ¬ à ±m²�¡   �H� � � � � Í �B�   ��Ð����

ψ(u) = 0.517e−0.506u − 0.070e−1.765u + 0.089e−3.544u − 0.036e−5.685u.
ßt©  © �� ¬ à

� �



¯w°¯w±¬w¶ � ¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ã~¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIH§Â" w¼·�«»4��Àl´I�VÂ" µÂAÀl¼¸��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼
¾�Â" w´��w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! ÂAÇ¦³[Åw·¦Àl¾�» ÅÆÇu� È«Çl´>ÂIj/·¦Ç¦³

�D� � £ § ®m£ � �p��� � �����Ò� ¡  �� � � �Y� �³£·Ë � ´   �°�m��� � �H��´H���3���f�Ö��� � ���³£�� �p��£ § �Î���f�ª��� � �f �Í ����� � �ÖÊh£�� Ñ
������� ¡ � �Ò®�� �¨� �H® § ���³�¶��� � ´³�W�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð  È � � � £ � �Y´³����� � �Ö��£ ¡ � �Y�HËb£�� ��� � ������d���³£�� ®m£ § �p���  <�f  � ¡ �m�B��� Ê � ���   ��� � ���³£�� �p��£ §d� �����<®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� �����d� � ÐfÓp� �³Ë  
� ����¸�� � � ¤b���HË  

¬  ´³Êh���   �H� � �p£�� § ���f£ § ß ��� § £�Êh�B�m�°���   ���H���³�m���f�¢��£���� � £ � ��®m�f� à ±
©  �f  �������   �m���   ��� § ��� S∗ ±

	� �f  �������   �m���   ��� § ��� S(γ), γ > 0 
� û����$5F:$ó � B � B �FB$# % Ó(Ö±å Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Cramér-Lundberg

Û Ð
R(t) = u+ ct−

N(t)∑

i=1

Xi , t ≥ 0,

Î Ì Ô ì4Ù4í#à Ó Ù Ô Û Ð�ß�ÖÚÏ θ > 0,
∫∞
0
eRxdH(x) <∞ ÍgÎ#Ï�Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì ß�ÖÚÏFÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏ R > 0 Ö à Ö Ù Ï Ù êVÓ(Ö�Ð
∫ ∞

0

eRxdH(x) =
c

λµ
= 1 + θ,

ÖÚß�Ö�Ð�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý C Ö à Ö Ù Ï�ÎQêVÓ(Ö�Ð Ì ÎQÏ Ó�î è ÐÒÏ ÙQì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍgß4Ø�Ö èCì4Ù Ø
ψ(u) ∼ Ce−Ru, u→ ∞ ßt©  © �� © à

Ü Þ á Î Ü ×$ñ
∃ C > 0 : lim

u→∞

ψ(u)

Ce−Ru
= 1.

ßt©  © ���	 à
ç Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý C Ï Ó Ù4è Ö�Î#Ï Û Ð

C =
θµ

M
′

X(R) − µ(1 + θ)
,

ßt©  © ��0� à
ß ì4Ù Ô M ′

X(t) Þ ì Î±Õ/Ý�&+å-& Ù Ø«Ö�ÞCØAÕ Ù#ì4Ù &�Ð Ì4Ì ×�ÖºÕFÏ�Î#Ø ì4Ù Ô à îµÐÒÏ+Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×�Ö±å Ì Ô � ê Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ñ åVÓ(ÞCØ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bowers et al.
ß ¬�� �#" à 

" «



� û����$5F:$ó � B � B 1 B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ í Ðæå/Õ/Ñ�Î#ØRî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø¿Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�Î�Ðæâ#×CØ
Fe ∈ S ⇔ 1 − ψ ∈ S ⇔ lim

u→∞

ψ(u)

Fe(u)
=

φ

1 − φ
⇔ ψ(u) ∼ φ

1 − φ
Fe(u).

ßt©  © ��#� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Goldie

� � �
Klüppelberg

ß ¬��#� � à 
� û����$5F:$ó � B � B �FBwËQÌ Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ í Ðæå/Õ/Ñ�Î#Ø8ÍgÏ Ì4Ü4è�Ì å Ì Ô ì4Ù4í#à Ó Ù Ô Û Ð!ß�ÖÚÏEÖ�Î è�� Þ
Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Î Ì ×CÍ Ù Ô Ì Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ S(γ), γ > 0 ÍgÎ#Ï®Ô ì4Ù4í#à Ó Ù Ô Û ÐQß�ÖÚÏ Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ Ü Ð Ì Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏFÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì�Ù Ï ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ï Ó Ù4Ü Ô Ì Î Û Ñ�ÐÒØ
ï#ð
F ∈ S(γ),

ò+ð
1 − ψ ∈ S(γ),

ôgð
lim
u→∞

ψ(u)

F (u)
=

φ (1 − φ)

µγ
(
1 − φ

∫∞
0
eγydFe(y)

) .

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Goldie
� � �

Klüppelberg
ß ¬��#� � à 

Þ
Omey

ß ¬�� �#� à �m�B�¶�Y�H¤b£�� ��� �����ª� �W�f �� �p´³£���� � � � �H��´H���f��� ���  Î� ��� � ���³Ëw��� ���W��� � ���³£�� �p��£ §���f� ���   ´H��� Ï��f� ² �f�����  �� £·���f���HË   Í � �f  � � �f��� ² �f� � ����´³� ���  �� £·���f���B� �µ´³Êh���   ���  y¡ ² � ��� ��� � ���³Ë Ñ
��� ������� � ���³£�� �p��£ §�� � � � � ���  �§ £·���f���¢����� �f  �����B���m���   ��� § ���~�³Ë   �������H���Y�H��� ��¤   �����   �������³Ë   
� û����$5F:$ó � B � B -?a

Omey
a³÷C./6/6¨b�º � û����$5F:$ó � B ÷»b4B�# % Ó(Ö±å f ÍgÎ#Ï g ÓFÔ Ì Ð î�×CØ®ÍgÎ#Ï Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï dÛ ÐÒØwÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø«Ó(Ö Ù [0,∞) ÍgÎ#Ï m ∈ Sd ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�Ö à Ö Ù Ï�Î¿êVÓ(Ö�Ð Ì Î�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì f(x) ∼ Am(x)

ÍgÎ#Ï g(x) ∼ Bm(x) ñ (A,B ∈ R) ñ�ÖÚß�Ö�Ð
(f ⊗ g)x) ∼

(
A

∫ ∞

0

g(y)dy +B

∫ ∞

0

f(y)dy

)
m(x).

ßt©  © ���" à
È � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �_�B�á��£�����®m��Ð � �   �á�Y�H¤b£�� ��� ®�� �@ ��@� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� �f 

Fe ∈ S∗ �
��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Ò� ¡  �� �$�������H���Y�H��� ���>�����  �Í ����� �  È � �Y�HËb£��f����� � � Í ��� f = ψ

±
g = ψ� � �

m = Fe/µe
Í �����

µe =
∫∞
0
xdFe(x) 

J��+*mü�ó�ñ�5 � B � B � BlËQÌ
Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð ψ(u) ∈ Sd ð

" ¬



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   �¢£ Í � � ���Î¬  �h 	 ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� �f  Fe ∈ S∗ � Í ��� F e ∈ Sd  �w� ¡ ���f� � � Í �B�È��H¤b£�� ��� ©  ©  � ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� �f  Fe ∈ S � Í ��� ψ(u) ∼ φ
1−φF e(u)

� � ����´H����� � � Í �B�ªÈ��H¤b£�� ���
©  ©  " Í ��Ëb�W��£�� �f �� �p´³£��Y����� �f  �Y´³����� � � f = ψ

±
g = ψ

±
m = Fe/µe

� � �
A = B = φ

1−φ
� �

´³Êh��� � �
(ψ ⊗ ψ) (u) ∼ 2φ

1 − φ
F e(u), u→ ∞.

�w��� � ´   Ëb�
lim
u→∞

(ψ ⊗ ψ) (u)

ψ(u)
= lim

u→∞

(ψ ⊗ ψ) (u)

F e(u)

F e(u)

ψ(u)
=

2φ

1 − φ

1 − φ

φ
.

� �   �H��¤b�
lim
u→∞

(ψ ⊗ ψ) (u)

ψ(u)
= 2

� � � § £ �
ψ(u) ∈ Sd 

�L��5 �  `< ¤l¡!; ¡S_�Za¢O< �Q�=�£¢^_�>�9O_���¡�¤`<,_�Z@9L ½¼!��8(¾?Z��?;

� �á®m�   � ���³� � ´   �á��� � �p� � Íá� �   ��´H���á�B� ����® � ®m�¨�
Gerber

�B�5¬�� � «  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� � ����� ±´³Êh�B����£����m���â�Y� ¡ �m���¶�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��¶�B���3�����³�  �§ � ��� �B�����B���3��� � �p� ����Ð � �   ��´H�����¶� � � � � �
�f  �³Ï § £·������� �f  ´H��� Ï��

Wienner
±
W (t)  � § £ � �����f� § Ê � £ � �����f£�� �m��� � § �B��� � ������Ð ��� � �p� ����Ð� �   ��´H�����F´³Êh���   ®m�   � ���³����� ¡ �m�B� � �   ��´H��� � �����  ¶² � § Êh�f���  �y� ���f£�� Í ���³£ � �H�¨�³Ë   ����� ¡ Ë   � ����³£�� ®m£ § Óp��� � �¥�m���   �  �Í ����� �ª� �����  �~£�Êm� � § � �Î² ¤b����� � � ² Ðf�¶��£�� � � ��Ðf�  Þ×��£·¤w�B��� � �p��£ § ���  �f  ´H��� Ï��

Wiener
� � ��� ² �³Ð����³£����y���   ®m�   � ���³� � ´   �ª�m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï����B���Î�����³�  �§ � ��� �B��� �����

���³£�� � �f� � §f  �B�h� � � ² � § Êh�f��� 
Ê �hðòñ�:�*iÿ � B �FB ÷IBcl Ï�Î;Ó(Ö Ù îµÎ#Ó(ÖÚÏëÍ+×,Î Ì4à�á Ï â#Þ {Xt, t ≥ 0} ÍgÎ á ÐÒÑ Ö�Î#Ï>ÍgÑ Ì ÞCÓ(Þ Brown × WienerÛ Ð ì Î±Õ/Î Û�à ÖºÕ Ù Ô#Ø α ∈ R ÍgÎ#Ï β > 0 ñ>Î Ì &�Ï�Î�ÍgÝ í Ð y ≥ 0 ÍgÎ#Ï t > 0 Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
ï#ð ç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�×

Xt+y −Xy ∼ N(αt, tβ2).

ò+ð ç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× Xt+y −Xy ÐÒÑ Ì Î#Ï(Î Ì Ðæâ0Ý±Õ(Ö�Þ�Ö�Þ Î ì ß8ÖÚÏ Ø Xu &�Ï�ÎQÍgÝ í Ð 0 ≤ u ≤ y
Û Ð

X0 = 0 × X0 = x0 ñ>ß ì4Ù Ô x0 ÍgÝ ì4Ù Ï�ÎQÓ(Ö�Î í ÐiÕ/Ý ð

Þ��w�m� � �Y�³£�´³�
α
� � �

β
� � ����Ð   � � �"� § ���@ß

drift à � � � � �H� � ������� Í ����� � ß volatility à ±ä�f  � ¡ �m�B��� Ê � 
" ©



Õ Þ � ��� �Ò� �~�B�°��� � �p� � Í>� �   ��´H���°� � Ï ¡ � �B���ÒÊ � £·�B���p��� � � ¡ ���Ò���f� � ��� � ��� �m��� ���f���H� � � £�� ¡ � �Î�m���  ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����3��� § £�Êh�B�m� � ��� �f  ´H��� Ï��
Wienner

� ����Ð�� � � � �

R(t) = u+ ct−
N(t)∑

i=0

Xi + σW (t),

Í �����
σ > 0

� � �y®�� � ���   �f  ´H��� Ï�� ± {W (t), t ≥ 0} ± � ��ÊhÐf���   α = 0
� � �

β = 1  È��HË Ñ£���Ð � ���H��� ����´³�  ÖÍ ���p� �f  ´H��� Ï�� {W (t), t ≥ 0} � ¡  �� � �f  �³Ï § £·������� � � Í ���   �m�B��Ê � �m��� ��� �f  ´H��� Ï��
{S(t)}t≥0 =

{∑N(t)
i=0 Xi, t ≥ 0

}  � �B�Å��� � � ¡ � � ��� Í ��£ ¡ ¸���� � �Î��� �Ö�m� � �Y�³£�´³���Y�H��� ��´³� D = σ2

2� � �
ζ = c

D

�����W� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � ���m���   ���   ´³Êh�B� � 
� �B� � �   ��´H��� � � ² � § Êh�f���á´³Êh���  d� �H���H�����Y� ¡ ���y� � £ � � § �³Ë���� � �f �Í �������³�ÉÊh£��³������� ¡ � � ß ����´H���
Dufresne

� � �
Gerber (1991) à 

¬  �~� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î�����3���p� ¡ ���H� � �����¢� � � §f  �³Ëb���>ß oscillation à
ψd(u) = Pr(T <∞,R(T ) = 0 | R(0) = u),

©  �~� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î�����3���p� ¡ ���H� � ����� � � ��¡ ���f���Åß claim à
ψs(u) = Pr(T <∞,R(T ) < 0 | R(0) = u),

	� �~� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î�����3���p� ¡ ���H� � ��� ¡ �������¢� � � §f  �³Ëb���W� ¡ ������� � � ��¡ ���f���

ψt(u) = Pr(T <∞,R(T ) ≤ 0 | R(0) = u),

Í �����Ò� ��ÊhÐf�B�m��£���� �f  ¤b� Í ���
ψt(u) = ψd(u) + ψs(u).

ßt©  	� ¬ à
� � �Å� Êh� ��� � � ©  " � � �o© �� � ��¡   �   � � �i� � �i®m£ � �Y� � § ��� ² Ðf�Å��£ Í ����� � �ª�B���f�¶����� ¡ ���f� � ����£�� ¡$ ��´³Êh��� � ��Êh£��³������� ¡ � �m�B�Ò®m�   � ���³� � ´   � � �   ��´H��� � � ² � § Êh�f��� 
�   ��� � ����� ¡ ����� � � ���   ��� � �f �Í ����� ��� ��Êh£��³������� ¡ � � � �

δt(u)
± � Í ��� � ��ÊhÐf�B� Í ���

δt(u) = 1−ψt(u) ro� � ���  
δt(u)
´³Êh�B� � ��� ² �B� Ê���� ¡ ß ����´H���Î�³Ï�� �m¤b���B� �W©  ¬Ö� � �$©  � ±i�f  � ¡ �m�B��� Ê ��±]� � Í Dufresne

� � �

"#	



t

RHtL

� Êh� ��� ©  " �� £��³������� ¡ � �����3���p� ¡ ���H� � ����� � � ��¡ ���f���

t

RHtL

� Êh� ��� © �� �� £��³������� ¡ � �����3���p� ¡ ���H� � �����¢� � � §f  �³Ëb���

"��



Gerber (1991) à Í ���p� � �f  ������� � ¡ ���   �����������f£·Ëw��� � Í Ñ ² � � �p��£�� ���Ò�³Ï ¡ �mËb���

Dδ
′′

t (u) + cδ
′

t(u) = λδt(u) − λ

∫ u

0

δt(u− x)dF (x)

� � � � �H� §¶� � Í ��£ § Ï��B� ����£�����Ð������B� Í ���

δt(u) = qH1(u) + (1 − q)

∫ u

0

δ(u− x) (h1 ⊗ h2) (x)dx,

Í �����
q = θ

1+θ

±
h1

�¶���  �§ £·���f���Ö�����  �Í ����� � ����� � �f �Í ����� � �~���f��� � � �f  � � �f�

H1(u) = 1 −H1(u) = e−ζu

� � �
h2

�F���  �§ £·���f���Ò�����  �Í ����� � �Ö��� � �f �Í ����� � �Ö���f�ª� � � �f  � � �f�¶� ����£�£���� ¡ � �  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��������¶�B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � ¡ ��� � � � � ² ´   � Í ����� ��ÊhÐf���   � � �³Ï��f�

¬  δt(0) = ψs(0) = 0,

©  ψt(0) = ψd(0) = 1.

�w� ¡ ���f�<� ��ÊhÐf�B� Í ���¥�
ψt(u)

� ¡  �� �¥�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���dËb�É��£����
u  � �   � ��Êh�f£�� � ��Í � ��� Í� ����£���Ð � �~�³Ð������ �W ��W² � � ��� �m�·¤b����� � � � � Í ���   ��Êh´³���Fß �h�� à �³Ë   Dufresne

� � �
Gerber (1991)

δ
′

t(u) = −ψ′
t(u) =

c− λµ

D
ψd(u).

ßt©  	� © à
Õ Þ � ��� �Î� �ä���   ���³£ ¡ ���³Ëb�����B������� � �p� ����Ð � �   ��´H�����Òß ����´H��� � � £ § ®m£ � �p�W©  © �� à ��� Dufresne

� � �
Gerber (1991)

Í £�� � �f  ���  Î�f  � ¡ �m�B��� Êh�¶�³Ï ¡ �mËb���Ö�B���
Lundberg

ß ����´H���Ößt©  ©  © � à �>ßt©  ©  © " à à ± ������ ¡ � � ¡  �� �m�3�³Ï��f�
λ

∫ ∞

0

erxdF (x) +Dr2 = λ+ cr.
ßt©  	� 	 à

� � � ��£ Í ���³£��Å�Y�H��� ���¨£ ¡ ¸ � ���f�¶��£�����®m��Ð � �   �f�Ò�³Ï ¡ �mËb���f�3� � ��� ¡ � � � ���   ���H���³�m���f�W��£���� � £ � ��®m�f�
� � �$��� � ����� ¡ ¸��H� � � � �

Rt  � �8�p£ § ® ��� �B��� Lundberg
®m�   � ���³Ðf�H� � �$�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���F�����Å�m�B�

��� � �p� � Í°� �   ��´H���Ò��£����m���â�Y� ¡ � � ��� ² � § Êh�f���W� � �m� �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

ψt(u) ≤ e−Rtu, ∀u ≥ 0.
ßt©  	� � à

Õ Þ~��Ëb�Ö� ¡  �� � �f ��f� �  �Í�� �   �Å�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���°�����°�B� � £�Êm� � Í¨� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�i�m�B� § ���B� £�� ± �

"$�



ψt(u)
��� ¡   �B���m�B� � � ² ´  �±m² ��� �f² �

lim
u→∞

ψt(u) = 0.
ßt©  	��� à

¦ � � ��Ð   �B� � � � � Í�² �B� Ï��W�B���Ö� � £ � � §f  Ë � �������H��´³� ��� �B���¢��£�����Ð������B� � �¥���   Êh£��f���ª�B���W�p£ § ® ��� Ñ
�B�������f����Êh´³���f�Wßt©  	� � à 
� � � �H� Í�� �  �� ��£ ¡ � È��HËb£�� ��� � � ���³£�� ®m£ § �p�H� � � � � ��� � ���³Ëw��� ���d��� � ���³£�� �p��£ § ���f�

ψt(u)
�m��� �

���³£�� ���·¤b���B� �������
(i)
®�� � � � ÐfÓp�Ö�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË   ��� § £�Êh�B�h�°���   ���H���³�m���f�

Rt (ii)
�f  �������  

�m���   ��� § ��� S∗ � � � (iii) �f  �������   �m���   ��� § ��� S(γ), γ > 0 
� û����$5F:$ó � B �FB ÷IB�ËQÌ Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù,Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ�&�Ï�Î Ö�Î è�� Þ Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå ÌÛ�ì4Ù Õ/ÐÒÑ Ì Î Ô ì4Ù°á�Ù &�Ï Ó(Ö�ÐÒÑ Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ
ï#ð Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Cd > 0 ¿

ψt(u) ∼ Cde
−Rt(u), u→ ∞

ò+ð Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Cs > 0 ¿
ψs(u) ∼ Cse

−Rt(u), u→ ∞

ôgð Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Ct > 0 ¿
ψd(u) ∼ Cte

−Rt(u), u→ ∞

ß ì4Ù Ô Ct = Cd + Cs ÍgÎ#Ï
Ct =

(
1 − λµ

c

)
/

[
λRt

c

∫ ∞

0

teRtt(1 − F (t))dt+Rt
D

c

] ßt©  	� " à
� � � �H� Í�� �  ��8² �f�_�Y�HËb£�� ��� � �¨²�¡   �H� � � � � ��� � ���³Ëw��� ���_��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   �B���8Êh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � �ª�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����

Fe ∈ Sd
� � �

F ∈ S(γ)
±m�f  � ¡ �m�B��� Ê � 

� û����$5F:$ó � B �FB � B q Ï�Î�Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ]+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ó(Ö Ù Ù#ì4Ù Ñ Ù Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ Ü Ï�Ý�d
î�Ô#Ó(Þ$ñFÎ Ì ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ Ó Ù Ô Û Ð Û Ð S Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ Ö±å Ì Ô ì4Ù ÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ$ê Ì ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+Ðæå Ì ñ>Ö�Î!Ð ì ß Û Ð Ì Î!ÐÒÑ Ì Î#Ï
Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î

"#"



ï#ð
Fe ∈ S,

ò+ð
ψt(u) ∼ λ

c−λµ

∫∞
u
F (t)dt, u→ ∞,

ôgð
1 − ψt(u) ∈ S.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Veraverbeke (1993)
È��H¤b£�� ��� ¬ 

� û����$5F:$ó � B �FB �FB q Ï�ÎLÖ Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ(+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å ÌQÛ Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ�Ö�Î Ð ì ß Û Ð Ì Î
ÐÒÑ Ì Î#Ï�Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î
ï#ð
F ∈ S(γ),

ò+ð
ψt(u) ∼ K0F (u), u→ ∞,

ß ì4Ù Ô K0 = λ
γc

[(
1 − λµ

c

)
/
(
1 − Dγ

c
− λ

c

∫∞
0
eγtF (t)dt

)2] ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Veraverbeke (1993)
È��H¤b£�� ��� © 

J��+*mü�ó�ñ�5 � B �FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù�Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ Î Ì Fe ∈ S ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
ψt(u) ∼ ψs(u), u→ ∞.

ßt©  	��� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   ��Êh´³���>ßt©  	� © à � � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψd(u)

ψt(u)
= − D

c− λµ
lim
u→∞

ψ′
t(u)

ψt(u)
.

�w��� � ´   Ëb� � �¢���ª�������Y�B� � �B��� � � ����� �B���Ö¬  �h ¬�� � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψd(u)

ψt(u)
= − D

c− λµ
lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx� � �m� §f  �   � � ��Êh£��f���W�B���ÒÈ��HËb£�� ��� �B����©  	� ©Ö��£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

ψd(u)

ψt(u)
= − D

c− λµ
lim
u→∞

Fe(u)∫∞
u
Fe(x)dx

.

"$�



� �   �H��¤b� � ��Êh£��f���Ö� § ���m�B��� � � ����� �B���Ö¬  �h ¬Î´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψd(u)

ψt(u)
= − D

c− λµ
lim
u→∞

F (u)

µFe(u)
.

ßt©  	� � à
Õ Þ � Ëb���H���B� ² �3´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ��� Fe ∈ S � � Í ���   �¢£ Í � � ���F¬  �h ¬ª� ��ÊhÐf�B� Í ���

lim
u→∞

F (u)

Fe(u)
= 0

ßt©  	� � à
� � �m�H��� � ´   Ëb� �f  ���  �² � § ����� � �¥��� ����Êh´³���B� �¶ßt©  	� � à � � �$ßt©  	� � à � ¡  �� �h��£���� �f  ´³���B�Ò¸����B��Ð � �   � 

J��+*mü�ó�ñ�5 � B �FB � BlËQÌ
Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð ψt(u) ∈ Sd ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í È��H¤b£�� ��� ©  	� ©¶� ��ÊhÐf�B� Í ���

lim
u→∞

ψt(u)

Fe(u)
> 0,

� � � � �¢���   �������Y�B� � ���f���¢£ Í � � ���f�Ö¬  �h�� ���   �H� § ®m�H� � � Í ��� ψt(u) ∈ Sd 

"#�
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Þ��"£�����´³�Ò�B���8Êh£ Íf  ���8Êh£��³������� ¡ � � � �������H����Ð   �B� ² � ���8���³£ ¡ ���³Ëb���¨���f�Ò���  �§ £·���f���f�¶���f�3��£���� Ñ
Ï�������� � ´   �f�W�����   �f�Åß

discounted penalty function à ����� Í £�� � �f  ��� Gerber
� � �

Shiu (1998) � ��®h���H��£�� � ´  �� �¶���  �§ £·���f��� � �����W� ¡  �� ���¶�³Ï��f�

φδ(u) = E(e−δTω(UT−, |UT |)I (T <∞)), ∀u ≥ 0,

Í �����
UT−
� ¡  �� �p�B�F����� Íf �� � ��� ��£��   ���   Êh£��³������� ¡ � ß

surplus prior to ruin à ± |UT | ��� � ����� ¡ ¸��B��B�>´H�f���B� ����� ���   �m��� ® � �Ò���f�ÎÊh£��³������� ¡ � �>ß
deficit at ruin à � � � δ � � � �Y�H��� ���Ò�m� � �Y�³£ §  � � £ � Ñ���f£���Ð � � Í ���Y®�� �

δ = 0
� � �

ω(x, y) = 1
��£�����Ð������B�i�Ò��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ± �   ¤ �f  � ��ÊhÐf�B�

��Íf  � Í ���
ω(x, y) = 1

´³Êh��� � �~�B� � �H� � ��Êh� ��� ��� � ��Í
Laplace

�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �

φ0(u) = E(e−δT I (T <∞)).

Þ��
Lin
� � �

Willmot (1999)
� ��´ ² �B� Ï �f WÍ ����� � �H� � ��Êh� ��� ��� � ��Í �

Laplace
�B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������Ñ

� ¡ � � � ����£�� ¡o �� �H���p£ � �m��� ¡ Ëb�3�Å���f£ §Å� � � �W®m�HË � �H��£�� ���f�¶� � � �f  � � �f�  � ��®h���H��£�� � ´  �� ´ ² �B� Ï �f Í ���
φ0(u) = E(e−δT I (T <∞)) = (1 − aT )

∞∑

n=1

aTP
∗n

(u),

Í �����
aT =

(1 + θ)µ∫∞
0
e−ρyF (y)dy

,

" �



P (u) =
F (u) − eρx

∫∞
x
e−ρydF (y)

ρ
∫∞
0
e−ρyF (y)dy� � �

ρ = ρ(δ)
� � �  ��f² � ��� � � � £   ����� ���W��Ðf���W���f���³Ï ¡ �mËb���f�

cρ− δ = λ− λMX(ρ).

Õ Þ~��Ëb�ä®   Ëb£ ¡ ¸���� � � � � Í ���  ¢� � � ��� �m��� ��������£�����´³� � � � �ä���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�µ��£�����Ð����B���  ~§f� �³� ��f  � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �¥�B� � �H� � ��Êh� ��� ��� � ��Í
Laplace  � �   �H��¤b� �f Î� � ψk(u) ��� � ����� ¡ ����� � �y���   k£������¶���f�~���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�

T
´³Êh��� � � Í ���

ψk(u) =
dkφ0(u)

du

∣∣∣∣
δ=0

.

� ��� � ² Ðf�Ö� � £ � ®m£ § �p���f�y����� � �����������Y��Ð   � �Î² �f�Y� ¡�� � � �B� � � ®hËw®m�ª�m��� �¥£�����´³�y�B���ªÊh£ Íf  ���ÖÊh£�� Ñ
������� ¡ � �~®�� � �B�¶��� � �p� � Í3� �   ��´H���¶� � ���B� � �   ��´H��� � � ² � § Êh�f���ª� � �h�m���   ���H���³��� ��¡ � � � £ § ®m£ � �p�
� �¶² �f�Y��Ð   � � � ¡   ����£ � ����� ��� ��� ² ��®m�f� �f  �m��� � �H��´H���W�³Ë   £�����¤   �B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � 

E«±¬®±¬ �o¶/·uj/Â" §ÂAÄ@´ Á�Ç��wÉ@´ ÂAÇ¦³=��ÁI�l´�Ç¦³=��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼ ¾�ÂAÇ�Åw·¦Àl¾�» Åc�
È«Çl´>ÂIj/·¦Ç Â" w¼�� ¶(Ä@ÁR¸ºÀl¼�� » ´I���µ´�Ä@´

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¨�����_�B� � �   ��´H���8�����8Êh£��f�p� � ������� ��Ð � �3®�� � ���  >� �H��´H���Å�B���_Ê � £·�B���p��� � � ¡ ���
��� �ª� ¡  �� �p�B�>��� � �p� � Ím± �

k
£������Ò�B���°Êh£ Íf  ���FÊh£��³������� ¡ � �¶��� � ����� ¡ ¸��H� � � � �

ψk(u)
� � �]� ����Ð�� � �

� �
ψk(u) = E

(
T kI (T <∞) | R(0) = u

)
, ∀u ≥ 0

� � �
k = 0, 1, 2, ...

ß 	� ¬  ¬ à
� � � £�Êm� ���3���   �Y�����W®�� �

k = 0

ψ0(u) = ψ(u).

Þ��
Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à � ��´ ² �B� Ï �f  ��Ëb�ª���i£�����´³�Î�B���°Êh£ Íf  ���°Êh£��³������� ¡ � � ± ψk(u) ± � � �f  ��Ñ����� ��Ð   ´  �� ��Ð   ����� � � Í¨�f ��f² £�� � � ��´³�3�H�f���B� ����� ��� ��´³�W�³Ï�� �m¤b���B� �

(recursive defective renewal

equations) 
� û����$5F:$óG�FB ÷IB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ(+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø�ÍgÏ Ì4Ü4è�Ì å Ì Ù Ï$Õ Ù#ì4à Ø8Ö Ù ÔÆî>Õ/ß ÌÚÙ ÔÆî>Õ/Ð Ù d
Í Ù#ì Ñ�Î#Ø¿ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï Ù4è�Ì Ö�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ð á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+× Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+× Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ

ψk(u) =
k

c

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx +
1

1 − φ

∫ u

0

ψk(u− x)dFe(x), k = 1, 2, ...
ß 	� ¬  © à

� «



Û Ð Fe(x) ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã Ù Ô Û Ð�Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø
Fe(x) =

1

µ

∫ x

0

F (y)dy.

Ä Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î�Þ Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ?' ôgðëï#ð ò�) Û�ì4Ù Õ/ÐÒÑ Ì Î]&äÕ/Î#ó/Ö�ÐÒÑ�Ó(Ö�Þ Û�Ù Õ/óF×
ψk(u) =

k

λµθ

[∫ u

0

ψ(u− x)ψk−1(x)dx+

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx− ψ(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

]
, k = 1, 2, ...ß 	� ¬  	 à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Lin
� � �

Willmot (2000) 

�   �Y´³����� � �
fk(u) =

k

c

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx, ∀k = 1, 2, 3, ...
ß 	� ¬  � à

�Åß 	� ¬  © à � �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

ψk(u) = fk(u) +
1

1 − φ

∫ u

0

ψk(u− x)dFe(x)
ß 	� ¬ �� à

� � ���H��� � ´   Ëb���¶��Ðf���Ö���f���H�f���B� ����� ��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f�¶ß 	� ¬ �� à � ¡  �� � ¡ ��� � �

ψk(u) =
1

1 − φ

∫ u

0

fk(u− x)dG(x).
ß 	� ¬  " à

Í �����
G(x) = (1 − φ)

∞∑

i=0

φiF ∗i
e (x)

ß 	� ¬ �� à
� � �

F ∗i
e (x)
� ¡  �� �i�

i
� § Ï��f�ª���   ´H��� Ï��Ò���f�

Fe
� �Î�B�   � � ��� Í ���f�  �  3� � Tc ��� � ����� ¡ ����� � �����  ���fÊ ��¡ ��� �H� � ���������

T | T <∞ � Í ���ä� ��ÊhÐf�B� Í ���f� Tc � ¡  �� ��� �f  �   � ���3ß proper à ���fÊ ��¡ ��� �H� � ���������� � ��´³Êh�B��£�����´³�
k
� § Ï��f� ¡ ���³� � �

ψk(u)/ψ(u) 
Þ��

Delbaen (1990)
±
Pitts
� � �

Politis (2008)
� �H��´H���f� �f W�f  � ¡ �m�B��� Ê ��± � � �f  ´³�Ö���   �Y�����³�Î¤b�m���

�
ψk(u)

� � � ∫∞
0
ψk(x)dx

 �� � ¡  �� �m���H���³£ � � � ´   �³�~����� Í �������³� 
� û����$5F:$ó)�FB ÷IB � B q Ï�Î Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù ÍgÎ#Ïo&�Ï�Î ÍgÝ í Ð k ≥ 1 Ï Ó�î è ÐÒÏFÞ Ðæâ#×CØ¿Ï Ó Ù4Ü Ô Ì Î Û Ñ�Î

E(T kI (T <∞)) <∞ ⇔ µk+1 <∞.

� ¬



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Delbaen (1990).

J��+*mü�ó�ñ�5v�FB ÷IB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ,+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì µk+2 < ∞ ÖÚß�Ö�Ð!Ï Ó�î è ÐÒÏ
ß�ÖÚÏ ∫ ∞

0

ψk(x)dx <∞.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Pitts
� � �

Politis (2008).

� ���   ��£ Í � � ���Ò����� � �����������Y� ¡i� ��� ² �B� �   Ðf��� � � Í ���Y®�� �F� �H® § ���³�ª��� � ´³�Î�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� Ñ
��� ����Ðã���

ψk(u)
��� ¡   �B�b�m�B� � � ² ´   ®�� � � § �Y�

k ≥ 1  � �   �H��¤b�F®m�   � ���³Ðf��� � �°�B�<®m�H®m�  �Í � Í ���
ψ(u) → 0, u→ ∞ �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�³Ë   £�����¤   �B���¶Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � 
J��+*mü�ó�ñ�5 �FB ÷IB � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ í Ðæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô à Ó(Ö±å ß�ÖÚÏ µk+1 < ∞ ÍgÎ#Ï
µk+2 <∞ ñEÖÚß�Ö�Ð.&�Ï�Î Ö�Þ Ì k Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø¿Ï Ó�î è ÐÒÏ

lim
u→∞

ψk(u) = 0, ∀k ≥ 0.
ß 	� ¬  � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��ã� � �m���f£�� Ê���� ¡ �m���  8� £�Êh�ã���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�>�H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 1� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �F���   ��Êh´³���;ß 	� ¬  	 à  ¦ �F���   �������Y�B� � �B���ã®m�H®m�  �Í �B��� Í ���µ�É��� � �f �Í Ñ����� � Êh£��³������� ¡ � �Ö��� ¡   �B�i�m�B� � � ² ´   ß ����´H����� � £ � � §f  Ë à � � �p¤b�ª�H��� ����´³�   � � � � �Î���°Êh£��f���3�B���È��HËb£�� ��� �B�������f��Ì��f£�� � £�Êh��Ð � �   �f� � Ð�®h����� ���f�~� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψ1(u) =
1

λµθ

[
lim
u→∞

∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx + lim
u→∞

∫ ∞

u

ψ(x)dx−
∫ ∞

0

ψ(x)dx lim
u→∞

ψ(u)

]
= 0.

Õ �b�m�³Ë Í �����¶��Êh´³���>ß 	� ¬  � à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = m

lim
u→∞

ψm(u) = 0.
ß 	� ¬  � à

È �3² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B��� � ��®�� �
k = m+ 1  � ��¡ £   �   � � ���B� Í £�� �°���f� ψm+1(u)

ß ����´H���~��Êh´³���
ß 	� ¬  	 à ®�� � k = m+ 1 à � � �p¤b�~�B� u ��� ¡   �B���m�B� § ���B� £��F´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψm+1(u) =
m + 1

λµθ
lim
u→∞

(
(ψm ⊗ ψ) (u) +

∫ ∞

u

ψm(t)dt− ψ(u)

∫ ∞

0

ψm(t)dt

)

=
m + 1

λµθ
lim
u→∞

(∫ u

0

ψm(t)ψ(u− t)dt +

∫ ∞

u

ψm(t)dt− ψ(u)

∫ ∞

0

ψm(t)dt

)
.

ß 	� ¬  ¬·« à
� ©



ro� � �B�   ����������®�� � ��Í �B���3��£ ¡ ���

lim
u→∞

(∫ u

0

ψm(t)ψ(u− t)dt

)
,

� �Å² � ¡ Ï���� � � Í ��� � ����£���Ð � �  �� � §f  ��� � � � �f� � ®m� � �H� � Ï�Ð>�B���¨�����������f£·¤ ��� �B���Ò� � �$�B���¨��£ ¡ ��� �w���B� ² �
µm+1 <∞ ±�Í ��Ëb� �f �� �p´³£��Y����� �m�B�3È��H¤b£�� ��� 	� ¬  ©�� � �����   �¢£ Í � � ��� 	� ¬  ¬ ± � ��ÊhÐf�B� Í ���

ψm(u) <∞, ∀u ≥ 0
� � ���H��� ����´³�  WÍ ���

∫ ∞

0

ψm(x)dx <∞

� � �����   �H��¤b�w�¥���   ´H��� Ï��
(ψm ⊗ ψ) (u)

� ¡  �� ���p£ � ® � ´   � iÕ �~£ � ��Ð � ��Ë  ��y� � �B��È��H¤b£�� ��� Ì��f£�� � £BÑÊh��Ð � �   �f� � Ð�®h����� ���f�¶ß ����´H���¢� � £ § £·��� ��� � à � ����£�� ¡m �� ® ¡   �B� � �f� � ®m� � �H� � Ï�ÐW�����������f£·¤ ��� �B���� � ����£ ¡ ���3� � � � �¢���   �������Y�B� � ���f����� Í �Y�³���f�¶ß 	� ¬  � à � ��¡ £   ��� � �

lim
u→∞

(∫ u

0

ψm(t)ψ(u− t)dt

)
= 0.

ß 	� ¬  ¬f¬ à
�w��� � ´   Ëb�Î�Åß 	� ¬  ¬·« à � �¢���ª�������Y�B� � ���f����Êh´³���f�¶ß 	� ¬  ¬f¬ à � �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

lim
u→∞

ψm+1(u) =
m + 1

λµθ

(
0 +

∫ ∞

∞
ψm(t)dt− lim

u→∞

(
ψ(u)

∫ ∞

0

ψm(t)dt

))
= 0.

Þ��
Lin
� � �

Willmot (2000)
������� Í ®�� � �f  ��� �W£�����´³�Ö�B���FÊh£ Íf  ���FÊh£��³������� ¡ � �3�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���

�����¶� � ÐfÓp�W�³Ë  Ö� ����¸�� � � ¤b���HË  ª� �����������Y��Ð  

¬  � �   �H���Y�H��� ���¢� � � �f  � � � � �w� � £ §f� �H��£�� µ � � �����   ���H���³�m��� ��£���� � £ � ��®m�f� R = θµ/(1+θ) � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� � �����W���p£�����´³���B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �ª� ¡  �� � ¡ ���³� � �

ψk(u) = e−Ru
k∑

j=0

Cj,k
(Ru)j

j!
, u ≥ 0,

Í �����
C0,k =

k(1 + θ)

cµθ

k−1∑

i=0

Ci,k−1,

Cj,k =
k(1 + θ)2

cµθ

[
1

1 + θ
Cj−1,k−1

k−1∑

i=j

Ci,k−1

]
, j = 1, 2, ..., k.

��	



� � �
C0,0 = C =

1

1 + θ
.

©  � �  Ö� � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �¢®m�   � � Í ��Ð����Ò®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �

ψ(u) = C1e
−R1u + C2e

−R2u.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� � �����_���"£�����´³�°�B���8Êh£ Íf  ���ÉÊh£��³������� ¡ � � ²�¡   �   � � � � � Í ���   � � £ � � § �³Ë
��Ð����

ψk(u) =
k∑

j=0

[
Aj,ke

−R1u +Bj,ke
−R2u

] uj
j!

k = 1, 2, 3, ..
� � �
u ≥ 0.

Þ��p�m� � �Y�³£�´³�
Aj,k
� � �

Bj,k

����������® ¡ ¸��   � � � �f ��f² £�� � � � § ß ����´H���
Lin
� � �

Willmot (2000)���H� ¡ ²�� � © à
	� � �  Ö� � ¡ Ï�� ² Ðf� Erlang

� � � �f  � � ¤  ª� �~®m�   � � Í ��Ð����3®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �

ψ(u) = e−µu
∞∑

j=0

Cj
(µu)j

j!
.

�
k
£������¶�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �ª����������® ¡ ¸��H� � � � � Í �B�   ��Ð����

ψk(u) = e−µu
∞∑

j=0

Cj,k
(µu)j

j!
, k = 1, 2, 3, ..

� � �
u ≥ 0,

� �
Cj,0 = Cj 

E«±¬®°¯ �o¶/·uj/Â" ÂAÄ@´^Á�Ç��wÉ@´ ÂAÇ¦³Å��ÁI�l´�Ç¦³Æ��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼ ¾�ÂAÇÅJ�¶(´R» ÅÆ¶�³I¥
ÈSj(´�Ç Åw·¦Àl¾�» Åc�YÈ«Çl´>ÂIj/·¦ÇYÈ«¶��R»kH`��³µ¾! 

Þ��
Tsai
� � �

Willmot (2002)
®m�  �¡ ���³�f� �f  � �<� �������H��´³� ��� � � �³Ë  

Lin
� � �

Willmot (2000) 
Õ Þ�£�� � �f  ��� �°£�����´³�Ò�B���8Êh£ Íf  ���8Êh£��³������� ¡ � �°®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���_Êh£��³������� ¡ � � � � Í � � � §f  �³Ëb���� � � � � ÍÖ� � ��¡ ���f����� � � � ��´ ² �B� Ï �f �Í ����� � �f  ������� ��Ð   ´  �� ��Ð   ����� � � ÍW�f ��f² £�� � � ��´³�¥�H�f���B� ����� ��� ��´³�
�³Ï�� �m¤b���B� �  Þ���£�����´³��®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�B���¶®m�   � ���³� � ´   ��� � �   ��´H�����¶��£ ¡ ¸��   � � ��Ëb���³Ï��f�

¬  �y� � §f  �³Ëb���
ψd;n(u) = E[T nI(T <∞,R(T ) = 0) | R(0) = u],

�0�



©  �¢� ��¡ ���f���
ψs;n(u) = E[T nI(T <∞,R(T ) < 0) | R(0) = u].

� ��Êh´³���>ßt©  	� ¬ à ®m�   � ���³Ðf�H� � �m®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�³Ë   £�����¤   � � ��´³Êh��� � �

ψt;n(u) = ψs;n(u) + ψd;n(u), ∀u ≥ 0.
ß 	� ¬  ¬�© à

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���3�����
n = 0

� � ´³Êh��� � � Í ���
ψd;0 = ψd

±
ψs;0 = ψs

� � �
ψt;0 = ψt  ro� � �³������� ¡ �� � £����f� ¡ � ���f�~�³Ë  Ö� �������H���³� ��§ �³Ë   ��£ ¡ ¸���� � �~���   ���  �§ £·���f���

H2(u) = 1 − e−(c/D)u, ∀u ≥ 0.

�×��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �������¶���p� ¡ ���H� � �m�m���   � � � §f  �³Ëb���Ö� � � � � ��¡ ���f���Ö®�� � �B� � �   ��´H���3�B���
Gerber (1970)

²�¡   �H� � ���m� � �H� Í�� �  ��¶² �f�FÈ��HËb£�� ��� � �¶�f  � ¡ �m�B��� Ê � 
� û����$5F:$óG�FB ÷IB �Da

Tsai
ý$ópð

Willmot(2002)
b4B q Ï�Î D > 0, u > 0 ÍgÎ#Ï n = 1, 2, 3, ... Þ n

Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ì4Ù Ô ì Õ Ù4à ÕæîµÐäÖ�Î#Ï/Î ì ß8Ö�Î á Ý Ì Ö±åVÓ(Þ$ñ
ψd;n(u) = E[T nI(T <∞,R(T ) = 0)|R(0) = u],

Î Ì Ö Ù ÐÒÑ Ü4Ù Ø«Î#ÔgÖÚß¿Ö�ÞCØ�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø«ÓFÔ Û Q>ÐÒÑ ñ(ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑIÖ�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å?Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍ+×QÐ á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×
Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ
ψd;n(u) =

1

1 + θ

∫ u

0

ψd;n(u−x)d(Fe∗H2)(x)+
n

c

∫ u

0

H2(u−x)
∫ ∞

x

ψd;n−1(y)dydx
ß 	� ¬  ¬ 	 à

ÍgÎ#Ï Ü Ñ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgÝ�Î ì ß!Ö Ù�Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±åvÖ èCì4Ù

ψd;n(u) =
n

λµθ

[∫ u

0

ψd;n−1(x)ψt(u− x)dx

+

∫ ∞

u

ψd;n−1(x)dx− ψt(u− x)

∫ ∞

0

ψd;n−1(x)dx

]
.

ß 	� ¬  ¬ � à
%Æì Ñ Ó(ÞCØ¿Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ∫ ∞

0

ψd;n(x)dx =
n

λµθ

∫ ∞

0

xψd;n−1(x)dx.
ß 	� ¬  ¬ � à

q Ï�Î D = 0 ñ à î Ù Ô Û Ð ψd;n(u) = 0, ∀n ≥ 1
ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Tsai
� � �

Willmot
ßt©�«f«�© à ± È��H¤b£�� ��� "�

�#�



� û����$5F:$ó?�FB ÷IB 1 a
Tsai

ý$ópð
Willmot(2002)

b4B q Ï�Î D > 0, u > 0 ÍgÎ#Ï n = 1, 2, 3, ... Þ n
Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ì4Ù Ô ì Õ Ù4à ÕæîµÐäÖ�Î#Ï/Î ì ß�Î ì Î#Ñ Ö�ÞCÓ(Þ$ñ

ψs;n(u) = E[T nI(T <∞,R(T ) < 0)|R(0) = u],

Î Ì Ö Ù ÐÒÑ Ü4Ù Ø«Î#ÔgÖÚß¿Ö�ÞCØ�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø«ÓFÔ Û Q>ÐÒÑ ñ(ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑIÖ�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å?Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍ+×QÐ á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×
Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ
ψs;n(u) =

1

1 + θ

∫ u

0

ψs;n(u− x)d (Fe ∗H2) (x) +
n

c

∫ u

0

H2(u− x)

∫ ∞

x

ψs;n−1(y)dydxß 	� ¬  ¬ " à
ÍgÎ#Ï Ü Ñ Ì ÐäÖ�Î#Ï(Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgÝ�Î ì ß!Ö Ù�Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±åvÖ èCì4Ù

ψs;n(u) =
n

λµθ

[∫ u

0

ψs;n−1(x)ψt(u− x)dx

+

∫ ∞

u

ψs;n−1(x)dx−
∫ ∞

0

ψs;n−1(x)dx

]
.

ß 	� ¬  ¬ � à
%Æì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ∫ ∞

0

ψs;n(x)dx =
n

λµθ

∫ ∞

0

ψs;n−1(x)dx.
ß 	� ¬  ¬ � à

q Ï�Î D = 0
í Î à î Ù Ô Û Ð8ß�ÖÚÏVÞ ψs;n(u) ÐÒÑ Ì Î#Ï�Ñ Ó(Þ Û Ð ψ0;n(u) = E(T nI (T <∞)) < ∞ ñ¦ß ì4Ù Ô

ψ0;0(u) = ψ0(u)
ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Tsai
� � �

Willmot
ßt©�«f«�© à ± È��H¤b£�� ��� ��

�w��� � ´   Ëb�Ö� § ���B�i�³Ë   ��Êh´³���HË   ßt©  	� ¬ à ± ß 	� ¬  ¬ " à � � �µß 	� ¬  ¬ 	 à �Å� ��� ² Ð  ��f��� �³Ë   ß 	� ¬  ¬ � à � � �ß 	� ¬  ¬ � à ��£�����Ð����B���  ~�f  � ¡ �m�B��� Ê � �����H� Í�� �   �³� �f ��f² £�� � � ��´³�y��Êh´³���B� �ä®�� � ���   ψt;n(u), ∀n ≥ 1,

ψt;n(u) =
1

1 + θ

∫ u

0

ψt;n(u− x)d (Fe ∗H2) (x) +
n

c

∫ u

0

H2(u− x)

∫ ∞

x

ψt;n−1(y)dydxß 	� ¬  ¬�� à� � �

ψt;n(u) =
n

λµθ

[∫ u

0

ψt;n−1(x)ψt(u− x)dx

+

∫ ∞

u

ψt;n−1(x)dx−
∫ ∞

0

ψt;n−1(x)dx

]
.

ß 	� ¬  ©�« à

��"



Õ �b�m�³Ë i ´  �� ��Ð � �������¢����� � ����£�� ¡� �� � § £��B��������� �f² ��������� � � Í ��� �b��� � ´³� t, s, d   £��f�p� � ������� ¤   � � ����   �����������f£·Ëb���¢� � � § � � £ § ®m�   ���³� �m��� � ��Êh´³���B� �¢ß 	� ¬  ¬ � à ± ß 	� ¬  ¬ � à � � �hß 	� ¬  ©�« à � ��¡ £   ��� � �b���  � � £ � � § �³Ë �f ��f² £�� � � ���Ò��Êh´³���
∫ ∞

0

ψi;m(x)dx =
m

λµθ

∫ ∞

0

xmψi;m−1(x)dx, m = 1, 2, 3, ....
ß 	� ¬  ©�¬ à

Õ Þ � ��� �¥� � �B�¢��� � �p� � Í�� �   ��´H��� ± Ê�Ëb£ ¡ � ² � § Êh�f��� ±�� � � £ ��¡ ������� � ¡  �� ���¥�³Ðf£��³���ä� § ����� Ë   �f �� ®h� ��¡ Ë  ���   �Y����¤   ¤b�m���  �� �³Ï � ��� � � ¡ ����� � � Í ���
ψt;k(u) <∞ � � � ∫∞

0
ψt;k(x)dx <∞  � ´H�B��� �³�y���   �Y��Ñ���³�¢���³£�� ®m£ § �p�   � � �h�m���   �¢£ Í � � ��� 	� ¬ �� ± ®�� � ���  �� � Í�² �B� Ï��Ö���f�¢����� ¡ � �¥� �Ö� �����������Y�f����� � � �B���� � ������� � ��Í �����F���³£�� ®m£ § �p�H� � �]�m��� � ² � � ���p� �³Ðf���B� �ª�B���

Tsai (2003)  � ��®h���H��£�� � ´  �� ��£ ¡ ¸���� � ���� ���³Ï��f������� Í �������³�
K(u) =

1

1 + θ
ψd(u) + ψs(u),

ß 	� ¬  ©f© à

νK,n =

∫ ∞

0

xnK(x)dx.
ß 	� ¬  © 	 à

ro� �
i = t, s, d

��£ ¡ ¸���� � �~���  
k
£������¶���f�

ψi(u)
Ëb���³Ï��f�

νψi,n =

∫ ∞

0

xnψi(x)dx.
ß 	� ¬  © � à

ro� � ��� �ª£�����´³�ª�����°��£�� �f �� �p´³£��Y��� �f  �
Tsai (2003)

� ��´ ² �B� Ï���� �°� �������H��´³� ��� � � �����Ò���³£�� ®m£ § Ñ
�p�   � � ���m���   �H� Í�� �   �3�¢£ Í � � ��� 
J��+*mü�ó�ñ�5 �FB ÷IB �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù!Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ Ù Ï#Õ Ù#ì4à Ø νK,n, νψt;n, νψs;n, νψd;n Ô ì4Ù°á�Ù d
&�Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Î ì ß8Ö Ù Ô#Ø ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±åvÖ èCì4Ù Ô#Ø

νK,n =
1

θ

[
n−1∑

i=0

(
n

i

)
µG,n−iνK,i +

1

n+ 1
µG,n+1

]
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  © � à

νψt,n =
n!

bn+1

[
1 +

n−1∑

i=0

νK,ib
i+1

i!

]
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  © " à

νψs,n = νK;n −
n!

θbn+1

[
1 +

n−1∑

i=0

νK,ib
i+1

i!

]
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  © � à

νψd,n =
(1 + θ)n!

θbn+1

[
1 +

n−1∑

i=0

νK,ib
i+1

i!

]
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  © � à

�#�



ß ì4Ù Ô Þ ì4Ù Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î µG,n Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï(Ó èÚÛ ó/å Ì Î Û Ð�Ö Ù�Ì Tsai (2002) Î ì ß!Ö Ù�Ì Ö èCì4Ù

µG,n =
n!

bn

n∑

j=0

bj

(j + 1)!

µj+1

µ
.

ß 	� ¬  ©�� à
J��+*mü�ó�ñ�5 �FB ÷IB 1 B q Ï�ÎxÖÚÏ Ø ì4Ù Ó/ß�Ö�Þ�Ö�ÐÒØ νψt;n, νψs;n, νψd;n Ï Ó�î è#Ù Ô Ì?Ù Ï ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍ à Ø
Ó�î à Ó+ÐÒÏ Ø

νψt,n =
n

b
νψt,n−1 + νK,n, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  	 « à
νψs,n =

n

b
νψt,n−1 + νK,n −

n(1 + θ)

bθ
νK,n−1, n = 0, 1, 2, 3, ...,

ß 	� ¬  	 ¬ à
νψd,n =

n

b

[
νψd,n−1 +

1 + θ

θ
νK,n−1

]
, n = 0, 1, 2, 3, ....

ß 	� ¬  	 © à
�w��� � ´   Ëb�ä´³Êh�   � � � �B���Y�HËb£������ � Í ��� Í � � �Y£��������~Êh£��B� � ¸ Í���� �m��� � ����£���Ð � �  ��~� ��� ² � ¡ Ï���� � �µ���  
� � £ � � § �³Ë ��£ Í � � ���Ò��Êh�H��� � §°� �����   Ð�� � £�Ï��3�³Ë  

ψi,k(u), ∀u ≥ 0
� � � ∫∞

0
ψi,k(x)dx

®�� � � § �Y�
i = t, s, d 
J��+*mü�ó�ñ�5G�FB ÷IB �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù�Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ$ñ à Ó(Ö±åxß�ÖÚÏFÖ Ù i ì Î#Ñ Õ Ì ÐÒÏ Ù#ì4Ù Ï�Î Ü × ì4Ù Ö�Ð�Î ì ß
ÖÚÏ Ø ÖÚÏ Û�à Ø d, s, t ÍgÎ#Ï k Û Þ,Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍgß4Ø Î#Í à Õ/Î#Ï Ù Ø ðMe ß�Ö�Ð]&�Ï�Î@Ö�Þ Ì�ì4Ù Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î ψi;k(u) Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�Î
Ðæâ#×CØ
ï#ð ËQÌ

µk+2 <∞ ÖÚß�Ö�Ð ∫ ∞

0

ψi;k(u)du <∞.

ò+ð ËQÌ
µk+1 <∞ ÖÚß�Ö�Ð

ψi;k(u) <∞ &�Ï�Î ∀u ≥ 0 ÍgÎ#Ï lim
u→∞

ψi;k(u) = 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð 1.
�~£�Êm� � § � �;� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� �f 

µk+2 < ∞ � Í ��� ∫∞
0
ψi,k(x)dx < ∞.

ro� �
k = 0, 1, 2

� ¡  �� � ®   Ëb�m� ÍÔ� � Í ���  <² � � ��� ¡ �³�f���d�³Ë  
Tsai
� � �

Willmot (2002)
ß ����´H���_� �

�¢��£ ¡ � ��� � � � ± � ± � ± ¬·«Ö�m���   ��£�� �f �� �p�³£��Y� ¡ � � �³£·® � � ¡ � à ±hÍ ��� �f  µk+2 <∞ � Í ��� ψi,k(u) ∈ L1 é
± ∀i = 1, 2, 3, ... .  �D����®�� ���°���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�ª�H� � ®hËw®m�f� ± ��£������B� � ´   ���  ��°� ��� ² �B� Ê���� ¡ �B�F��� Ñ���³£ � � � ´   �Å�B���F�����������f£·¤ ��� �B���¶���f�

ψi,k(x)dx
®�� � � § �Y�Ö�p�f�p� � Í¨� £�� � ��Í

k ∈ N
± ��� � ®m��£��³Ðf�B�

Í ��� �f  �����f�Y´³����� � � Í ��� ∫∞
0
ψi,k(x)dx < ∞ � � � Í ��� µk+2 < ∞ � Í ���°��£�´H���B�  �� � ��ÊhÐf�B� Í ���õ

L1 [0,∞] =
{
f : [0,∞] → [0,∞] ,

∫
∞

0
|f(x)| dx < ∞

}
.

���



∫∞
0
ψi,k+1(x)dx < ∞  � � � ¡ �>� �ã� ��� ² � ¡ Ï���� � �>�B� � ������´H���³� ��� ®�� � i = t ;Õ Þ � ��� �ã� ��� ² �B� Ñ�   Ðf�   � � �i� � �]� � ∫∞

0
ψd,k+1(x)dx < ∞ � � � ∫∞

0
ψs,k+1(x)dx < ∞  �¢� Í ���   ��Êh´³���Éß 	� ¬  ©�¬ à®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

∫ ∞

0

ψt,k(x)dx =

∫ ∞

0

xkψt(x)dx = νψt,n.

Õ Þ � Ëb���H���B� ² �3´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���
∫ ∞

0

ψt,k−1(x)dx =

∫ ∞

0

xk−1ψt(x)dx = νψt,n−1 <∞,

� � Í ���   ��Êh´³���>ß 	� ¬  © " à � � ´³Êh��� � �

νψt,n =
n!

bn+1

[
1 +

n−1∑

i=0

νK,ib
i+1

i!

]
=

n!

bn+1

[
1 +

νK,0b
1

0!
+
νK,1b

2

1!
+ ... +

νK,n−1b
n

(n− 1)!

]
<∞.

�w��� � ´   Ëb� � � Í �B�¶®m�H®m�  �Í � Í �����B� § �Y£���� � ��� ���H���³£ � � � ´   ��� � £�� � � ��Ðª®��   � � ´   ��� � � � £   ����� ��¤  
� £�� � � ¤   � ¡  �� �h�Y�H��� � Í ���   �H� § ®m�H� � � Í ���

νK,i <∞, ∀i = 1, 2, 3..., n− 1  ¦ �¢���  Ö¡ ² � � ����®�� �����£�����Ð������B� � � Í ���   ��Êh´³���<ß 	� ¬  © � à Í ��� µG,i < ∞, ∀i = 1, 2, 3..., n, n + 1. � �f� � §f  �   � � �� ��� § ��� Í ÓY�  >��� � ±"Í ��Ëb�°�H� ¡ ���f�3� � � Í ���
µk+2 < ∞ ��£�����Ð������B� � �¶���   �������Y�B� � �H��� ����´³�   � � ��³Ë   ��Êh´³���HË   ß 	� ¬  © � à ± ß 	� ¬  © " à ± ß 	� ¬  ©�� à Í ���

∫ ∞

0

ψi,k+1(x)dx <∞.

2.
�¢� Í ���   ��Êh´³���3ß 	� ¬  ¬�© à � £·��� ¡� ��Î� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� ψt,k(u) <∞ E� �f� � §f  �   � � �y��� Í ÓY�  ~��� �Í ���]�

ψt(u)
� ¡  �� �i�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���3Ëb�Ö��£����

u
± � Í ��� � � Í ���   ��Êh´³���8ß 	� ¬  ©�« à ��£�����Ð������B�Í ���

ψt,k(u) ≤ (1 − ψt(u))

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

� � �w�H��� � ´   Ëb� � £·��� ¡w ��É² � ¡ Ï���� � � Í ��� ∫∞
0
ψk−1(x)dx < ∞ �B�<����� ¡ �<� � �b� ��ÊhÐf�B� � � Í �B� 1. �w� ¡ ���f� ��£�´H���B�  ��~� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���

limu→∞ ψi,k(u) = 0, i = t, s, d  � � � Í�² �B� Ï���� ¡  �� � §f� �³��� � ����   Êh£��f��� ���f�b��Êh´³���f�yß 	� ¬  ©�« à � � �����f�w�¢£ Í � � ���f�w�Æk  «  � �B���¥� � £ � £·��� ��� �B��� A′ ���w���  �² � � � ��Í
� �¢���   ��Êh´³���Åßt©  	��� à � � �m�B� 1.

���f�~� � £���Ðf� � ���¢£ Í � � ���f� 

� �



5���� #ÇA �!;�¡.6��u�G�±� ¡!; �È9L `< ¤l¡!; ¡Æ�ª�È6._]\�©ª�t¡S_�Z ¾«6.É��._�Z
¾«6� u_ ¢^_]\^A±�Q¥

ÞÁÊh£ Íf  ���¥Êh£��³������� ¡ � �¥���   �³Ê ¡ ¸��B�  �� � � £ �f� ´   �B� � � �Î�f  �³Ï��³£��³Ð   �����~���fÊ ��¡ ��� �H� � ���������~�m�B�ÖÊ�¤b£��
���f�ÒÈ��HËb£ ¡ � �ÒÌÎ�  �² Ð   ���  �/�³Ðf£��³���>���f�¶� � � �f  � � �f�3���f�¶���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f� T ���³£�� ��£ ¡ ¸��H� � ��m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¥�����¢� � ÐfÓp�y�³Ë   � ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� ���H���Y�H��� � § ®�� � �B�~��� � �p� � Í�� �   ��´H���~� � ���B�
�f ��f  �HËw��� � Í�Ê  � � � �H� Í�� �  ��~² Ðf��È��HËb£�� ��� � � � �¥² � � ������¤b����� � �w� �¢� �������H��´³� ��� � � �³Ë   Dickson� � �

Willmot
ßt©�«f« � à � � ���³Ë   Borovkov

� � �
Dickson (2008)

����� � �p��£���Ð   ���   �����  �Í ����� � �B���
Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �ª�m�B�Ò��� � �p� � Í � � ���m�B� �f ��f  �HËw��� � Í°� �   ��´H��� �f  � ¡ �m�B��� Ê � 
� û����$5F:$ó �FB � B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ/+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ù î>Õ/ß ÌÚÙ Øµî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø à îµÐÒÏ
Ö�Þ Ì Ðæâ#×CØ¿ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×
ï#ðSU Ö�Þ Ì�ì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß�ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Þ Ü4à�Ì

fTc
(t) = ce−λtfe(ct) +

∞∑

n=1

λn

n!
tn−1e−λt

∫ ct

0

yf ∗n(ct− y)fe(y)dy.

ò+ð ËQÌ Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß�ÐÒÑ Ì Î#Ï Û ÐË&�Î á�è Ö�ÐiÕ Ù Ö Ù Ô Û Þ Ü Ð Ì ß4Ø�ÖÚß�Ö�Ð
fT (t) = ce−λtξ(u, ct) +

∞∑

n=1

λn

n!
tn−1e−λt

∫ ct

0

yf ∗n(ct− y)ξ(u, y)dy,

ß ì4Ù Ô fe Þ ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î Ö�ÞCØ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ�Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø Fe ñ
ξ(u, t) =

λ

c
F (t) +

∞∑

n=1

(
λ

c

)n(
λ

c

∫ t

0

F (x)bn(u, t− x)dx− bn(u, t)

)
,

ÍgÎ#Ï
bn(u, t) =

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−1)j

Γ(n)

∫ u

0

(u− x)n−1 F ∗j(x)f ∗(n−j)(t+ u− x)dx.

ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Dickson
� � �

Willmot (2005) Ì�Í>ý��	�Ë�£÷ þ£øÚ÷*��÷ ø � ÷ ø���� û*
 �Ë� úÒù��>þ � úw���ÚøÒù�÷ � ��Îw�	� ûÿþ���� � ú �sÏ ú����Ë����ý�÷ � � û±øEù4þ � øÒû±øÒû�� � þ�÷ �Ë� �	� ûÿþ���� ��� øÒý�÷ Ð � ��²þ � ûEø�� � ��� � ÷ Ñ/ù�� � û N(t) � �P¯4ý�÷Úþ��Òû�¯4ý � û�÷ �ËRù4þ�÷ � �  t
��
 û±øÚ÷ � ÷ øVøÒû±øÒû�� � þ�÷ �Ë�øÒû����ä÷ Ò�� ��� �	����� Asmussen (2000) ±

� «



� û����$5F:$ó��FB � B � B U Ö Ù Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Î Ìµí Ðæå/Õ(×CÓ Ù Ô Û Ð�ß�ÖÚÏ Ù î>Õ/ß ÌÚÙ Ø ì4Ù Ô à î Ù Ô Û ÐVÖ Ùwì ÕIêlÖ Ù
ÓFÔ Û QFÝ Ì ÐÒÑ Ì Î#Ï T0

Û Ð�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × fT0 ñRÞ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×;Ö Ù Ôwî>Õ/ß ÌÚÙ Ô Ö±å Ì Ô ì ß á�Ù Ï ì å Ì ÓFÔ Û QFÝ Ì Ö±å Ì ÐÒÑ Ì Î#Ï
Þ fT ÍgÎ#Ï(ß�ÖÚÏFÖ�Î è�� Þ�Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì Ö�Þ Ì$% Í í ÐäÖÚÏëÍ+×�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Û Ð ì Î±Õ/Ý Û ÐäÖºÕ Ù
z ÖÚß�Ö�Ð à î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ

fTc(t) = e−z(u+ct)

(
fT0 +

∞∑

n=1

zn (u+ ct)n−1

n!
(u (f ∗n

T ∗ fT0) (t) + c (f ∗n ∗ fT1))

)
,

ß ì4Ù Ô fT1 = tfT0

ðnU Ö�Þ Ì�ì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô fT0 = fT ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
fTc

(t) = e−z(u+ct)
∞∑

n=1

zn (u+ ct)n−1

n!
).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Borovkov
� � �

Dickson (2008) 

� � £ � ���f£·¤   � � �b� � ��£�����®m��Ð � �  �� �Y�HËb£�� ��� � �¥� �����f�w���f�b� � £ � ®m£ § �p��� ± � ¡  �� ��� � �p´³� Í ������� Í �����f�
�B���f�Î��Ð������f�����³£�� ´³Êh�   � � �Y���   �H� ¡ Ï��B� �Î�����   �������³Ë  �± �H��� � ´   Ëb�Î�B�F®m�H®m�  �Í � � ��� Í �B���f��� � �i� �m� §
² Ðf�m���������f�>�m�B�ãÊh�B� £�� � ��Í �B���f�  Þ��w�³� � £ � ��®m´³�°�³Ë   £�����¤   �m�B�ã��£ Í ����� ��� � � � �f �Í �f���f�°�B���Êh£ Íf  ���¶Êh£��³������� ¡ � �Î� ¡  �� �������f��´³�~� � �h��£�����Ð����B���  Ö� � Í ��� �~®m�   � � Í ���³£��³���³� � £ � ��®m´³�~�����¶´³Êh���  
���p£�����´³� � � � ���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f� Í ��Ëb����� ��®   Ëb£ ¡ ¸���� � � � � Í ���  Ö� � � ��� �m��� ���3� � �m��� �Î�~� � �f �Í Ñ
�������³�  � ®   ¤b���>�p£ � ® ��§ �³Ë   � � � � ��� � ���³Ëw��� ��¤  Ò� �������H���³� ��§ �³Ë   ®�� � ��� �3£�����´³�W�B���ÅÊh£ Íf  ���Êh£��³������� ¡ � � ±$�f  ��� �Î�Y�HËb£��f����� � ��Ëb�ª���  �§ £·���f���¶�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð ±i��� �ª� ² ��®m� ¡i� ��Ñ
� Í���� � � �m�B�   ����������®�� � ��Í �������������³Ë  �±mÍ ��Ëb�Î� ¡  �� �h®�� � � � £ §f² �B� ® ���

¬  Þ-���   ���H���³�m���f� � ��� ��� �H��£ ¡ � �Wß moment coefficient of skewness à � �¥� § ���Ö��� ��£�����´³�

β1 =
µ2

3

µ3
2

,

����� ��� � ²�¡   �B�m���¶��� ��� �H��£ ¡ � ß
β1 = 1 à �¶���  ª� ��� ��� �H��£ ¡ � ß β1 < 1 à ���f��� � � �f  � � �f� 

©  Þ-���   ���H���³�m���f�¢��Ðf£·�³Ëb���f�~�B��� Pearson

β2 =
µ4

µ2
2

,

�����_�H���p£ § ¸��B� �B�_� � � ��Í ���f£·� Í ����� � �Ò���f�3� � � �f  � � �f�  � ��®h���H��£�� � ´  ��É�f  β2 = 3
� Í ���

´³Êh��� � �Ö���   � �f  �   � ���Å� � � �f  � � � ±o�f 
β2 > 3

��£ Í ���B� � � �o®�� � ���H��� Í ���f£·���F� � � �f  � � �Å�   ¤

� ¬



�f 
β2 < 3

� Í ���~�¶� � � �f  � � �¶� ¡  �� �m��� � ��Ð����f£·��� 
	� � �   ���H���³�m���f� ¦ �H� � ������� Í ����� � �¶ß coefficient of variation à ���f�����fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f� X

cv(X) =
E
{
[X − E(X)]2

}1/2

E(X)
.

�h � �   ���H���³�m���f� � ��� ��� �H��£ ¡ � �¶ß coefficient of skewness à ±

skew(X) =
E
{
[X − E(X)]3

}

E
{
[X − E(X)]2

}3/2
.

�� � �   ���H���³�m���f�¢��Ðf£·�³Ëb���f�3ß coefficient of Kyrtosis

kyrt(X) =
E
{
[X − E(X)]4

}

E
{
[X − E(X)]2

}2 .

�~���   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ��������£�����´³� ®mÐf£·Ë � � Í ���   � ´³���¥��� � � � � � �µ���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�b����������® ¡ ¸��   � � �
� �y� § ���W��� �����   ��£�� ��´³�Î£�����´³�����f�����fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�

E {[X − E(X)]r} =

r∑

j=0

(−1)r
(
r

j

)
E
{
Xr−j}E {X}j .

�w� ¡ ���f�¢�Î®   ¤b�����³Ë   £�����¤  �� ����£�� ¡ ��Ð � ��Ë  ��Î� � ���   ��£�����´H®h®�� ���ª�³Ë   ���B� £·¤  
Edgeworth

 ��
��� � ² ¤b���B� � � � ��£�����´H®h®�� ���~���f�µ�����  �Í ����� � �µ�B����Êh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � �  � ´H����� Í ��Ëb� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �����£�����´³� ² �   Ê � £ � �����f£ ¡ ¸����   � §f  �B����� � �   ����� ���f  � � ���   � � � �f  � � � � � Í ���   ����� ¡ � ��£���´³£�Êh�   � � � � �Ò��£ Í ����� ��� �B���¶� Í ��������£�����´³��Ê � £ � �����f£ ¡ ¸����   ���   � � � �f  � � �3� ¡  �� �h®   Ëb�m� Í �m���Î��� ����� ��®m£ � Ñ
� ¡ � � �f  �¢£ Í ����� ��� �³Ë  Å¹ ����¤  

(Moment Problem)  � ���_���   ´³Êh�B� � � �¨² ¤b����� � �3�H� � £·��� ¡ ����   �Y�����³�~¤b�m���~����£�����´³�  �� � � �Y��£ ¡ ¸����   ���   � � � �f  � � � 
� û����$5F:$óª�FB � B �FB

Carleman’s condition (1926)
# % Ó(Ö±å F

Û Ï�Î=ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ Û Ð
Õ Ù#ì4à ØN& è ÕIåxÎ ì ß8Ö Ù�Û Þ Ü4à�Ì µn =

∫∞
0
xndF (x) <∞ ÖÚß�Ö�Ð�Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
∞∑

n=1

µ
−1/2n
2n = +∞,

Ù Ï0Õ Ù#ì4à Ø�îµÎ±Õ/Î#Í+Ö�ÞÒÕ/Ñ ã Ù Ô Ì Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × ð

Þ��
Drekic

±
Stafford

� � �
Willmot (2003)

� �H��´H���f� �f  ��� �3£�����´³�3�B���¨Êh£ Íf  ���¨Êh£��³������� ¡ � �Ò� � �

� ©



� �H� � Ï�Ð § �f�fË   � � £����f� ¡ � � �f  ���   � � £ � � § �³Ë;��Ðf���Ö���f���³Ï ¡ �mËb���f�¶ß 	� ¬  © à
ψk(u) =

1

1 + θ
ψk(0) (1 − ψ(u))+c

k∑

j=2

(−1)j−1 k!ψk−j+1(0)

(λµθ)j (k − j + 1)!
gj−1(u)+(−1)k

k!

(λµθ)k
hk(u),

ß 	� ©  ¬ àÍ �����

gi(u) =

∫ u

0

∫ x1

0

...

∫ xi−1

0

{
i∏

j=1

δ(xj−1 − xj)

}
δ(xi)dxi...dx2dx1, i = 1, 2, 3, ...

� � �

hi(u) =

∫ u

0

∫ x1

0

...

∫ xi−1

0

{
i∏

j=1

δ(xj−1 − xj)

}
ψ(xi)dxi...dx2dx1, i = 1, 2, 3, ....

Õ Þ~��Ëb�F� � �µ��� ¡ ² � ��� ���µ����®h®m£ � �p� ¡ �>�H��� ��� ����¡   ���  �± �É��Êh´³���áß 	� ©  ¬ à � ¡  �� �b� � � § �f�������_®�� � ���  ���³£ ¡ ���³Ëb���y�³Ë  
phase type Ó � � � �f  � � ¤    � � � ¡ � ² �   � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �"���   �³Ï ¡ �mËb���Îß 	� ©  ¬ à��£������B� � ´   ���  ��_� �H���H���f����� � �W��� �°£�����´³�Ò�B���8Êh£ Íf  ���8Êh£��³������� ¡ � � � � � �Ò� � �"�¨��� � �f �Í ����� �_� �

Êh£��³������� ¡ � � ±
δ(u)
± �����¢Êh£��f�p� � ������� � ¡ � � � ² �   �  �² � ¡ �   ��� � ��®�� � � § ������´H�B��� �  � ´H����� ±��f  �m���y��Êh´³���ßt©  ©f© à �³Ë   Lin
� � �

Willmot (1999)
Êh£��f�p� � ������� �f����� � �Ö���  3�f �§ ���f���Ò�B��� � �H� � ��Êh� ��� ��� � � ��Ð

Laplace
� �¢���   �������Y�B� � �³Ë   £�����¤   � � ´³Êh��� � �

K(u) = E
(
e−δT I (T <∞)

)
=

∞∑

k=0

ψk(u)
(−1)kδk

k!
.

�   � § £���� � �¢�B� Í £�� �°� � �p¤b���B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £��3� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

K(u) = lim
u→∞

∞∑

k=0

ψk(u)
(−1)kδk

k!
.

ß 	� ©  © à
� Í ®hË �B��� Í ���i� ��ÊhÐf�B� K(u) ≤ 1

� � �
limu→∞K(u) = 0

� ����£���Ð � �  �� � §f  ��� � �Î�  �� �f� � ®m�¶�B���
Ô�Õ �äú���û��æþ��æþ£ø � ÷ ø�²¦þ±ú�¯4ø	
 ø�² � �°þ£ø � �	�æþ��²`� � ú$�P¯��£÷ � ÷ øW��øæþ£øÒû ���  Phase Type � �u�äøÒý±ø � �°þ±ý � ú�² α

��øÚ÷
S� ù0ú ����� ��
 � � ú � � PT (α, S) ± °*
 û��°þ£øÚ÷�ø����wþ � ûVþ Î � � f(x) = αeSxS0,

�	� � ú S
��
 û±øÚ÷�� û±ø�²

mxm
�Ë
 û±ø���ø�²`�

S0 = S1�	� � úKÖ×��
 û±øÚ÷�� û±ø�² mx1
�Ë
 û±ø���ø�² � �¨���Úø�þ£øEù4þ � ÷ ¯���
 ø �	� û±ü�°��P² � ®��Ë
 ù���²(øÒû X

��
 û±øÚ÷�� û±ø�²
nxn

�Ë
 û±ø���ø�²/þ � ù Î������ � �
eX
��
 û±øÚ÷�
 ù �S� �

eX =

∞∑

k=0

Xk

k!
.

�#	



��� � � Í �����W�B���3��£ ¡ ���3� � �m�B��� � �Y£�� ¡ � ��� �B�����m���W��Êh´³���Åß 	� ©  © à
lim
u→∞

K(u) =
∞∑

k=0

lim
u→∞

ψk(u)
(−1)kδk

k!

ß 	� ©  	 à
Õ Þ � ��� �á�f  ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �8� § ����� �á§f  Ë��@� § �³Ë��p£ § ® ��� � � ®�� � ��� �É£�����´³� ψk(u) � ����£���Ð � �  ������������® ¡ ����� � ���p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

K(u) 

���
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Ù æx\^�xX�n Xqe í î í�î í�æ�e X�è+df� í æ���è#{|� { æ�e í

� �B�<� � £ Íf  Ì��³� § � � � �É� � ���³£�� ®m£ § Óp��� � �Ò®m�   � � §ã� �������H��´³� ��� � � ����� � �p��£���Ð   ���   ��Ðf���_���f�
�H�f���B� ����� �·���f� �f ��f  �HËw��� ���f�3�³Ï ¡ �mËb���f�_ß ¬  ©  ¬ à  �y�¨� �������H��´³� ��� � �Å� ��� § Ê�Ëb£ ¡ ¸��   � � �"���W��£��B� �� � ����®m��£ ¡ �³�  �~£�Êm� � § � ��� ��Êh�������Y��Ð � � � �µ���  y� �   ���B�  �¡ � � � �f�m���~���   ´³Êh�B� � � �~² ¤b����� � � �p£ § ®�Ñ��� � � � � � � ��� � ���³Ëw��� � §Ö� �������H��´³� ��� � � ®�� � ���   ��Ðf���Î���f�Öß ¬  ©  ¬ à  ro� � ���  �� �H��´H���Î���f� � �   ���B��Ñ �¡ � �����f�

Z(x)
� �H� � �p´³£ �f� �¢���  Î� �â�Y� ² ������® ¡ � �����3�³� § £ � ��� �f  ���

Feller (1941)
� � �

Yu (2011)�m���   � �f  �   � ��� �f ��f  �HËw��� ���ª�³Ï ¡ �mËb��� ± �m�B�WÊ�¤b£��Ö�³Ë   �H�f���B� ����� ��� ��¤  ��f ��f  �HËw��� ��¤   �³Ï�� �m¤b���HË   � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¨�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  �± � � �p� � Í �³£�´â�i� � ��� ®�� � ���  >� � Í�² �B� Ï��¨�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   �����
� � ���³£�� ®m£ § Óp��� � � ±ä� �������H��� ¡ � ² � � ��� ¡ �³�f���8�³Ë  

Cai
� � �

Garrido (1998)  � ��� ² � � ��� ¡ �³�f���� ����� ± ��� ����®h®m£ � �p� ¡ �3� �f� � §f  �   � � �Ò��� Í ÓY�   �B���f� Í ��� �¨��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �F� ¡  �� � �¨���f£ §
� � � �¢��Ð   �Y�H���f� ®m�HË � �H��£�� ���f�¢� � � �f  � � �f�¥� � ���H��� � ´   Ëb�~��Ð � ��Ë  ��Î� �y�B�  

Brown (1990)
�f  �����B�

�m���   ��� § ���Ö� � � �f  � � ¤  
NWU

±p� ��´ ² �B� Ï �f ªÍ ���

ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx ≤
∫ ∞

u

ψ(x)dx, ∀u ≥ 0.
ß �h «  ¬ à

� ���3���   ´³Êh�B� � Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �����  ª�f  � � Í ����� � �B���
Čebyšev

ß ¬ �#� © à ß ����´H����È��H¤b£�� ��� �h ©  ¬ à´ ² Ëb� �f  �p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �  � � � ¡ �ª� � ®m�   � ���³Ðf����� � �Î���  ¶� �â�Y� ² ������Ñ® ¡ � ����� � ��������Ð��Y�f� �f  ���
Cai
� � �

Garrido (1998)
± �m���ª��Ðf���ª���f�~�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�

�³Ï ¡ �mËb���f�dß ¬  ©  ¬ à  � ��®h���H��£�� � ´  �� � �d² ¤b����� � �Å� § ����� �³� �f �� ®h� ��¡ �³�8���   �Y�����³�¨��£������B� � ´   ��� �� � ¡  �� � §f  Ë5�p£ � ® � ´   �°�Ò����� Í ����� �
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx  � ���°���   ´³Êh�B� � Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �Ö��� ��f  � � Í �������³�Î�B���

Čebyšev
� � �

Grüss
ß ����´H���ªÈ��H¤b£�� ��� �h ©  © à � �°² ¤b����� � �Î�p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

Z(u)  � Êh�H��� � §Å� �ª���  Ò� ��� � ���³Ëw��� ���>��� � ���³£�� �p��£ § ���f�Ö��Ðf���f�Ö���f�W�³Ï ¡ �mËb���f�>ß ¬  ©  ¬ à ± � � � Í Ñ

�$�



² �B� Ï��Î�³Ë  �� �������H���³� ��§ �³Ë   �����Î� �Î² ¤b����� � � Êh£��f�p� � ������� � ¡ �m�B��� Êh� ¡ �ª� � Í ���  �� �â�Y� ² ������® ¡ � �����
��� § £�Êh�B�$�m��� � ² � � ���p� �³Ðf���B� �W�³Ë  

Luxemburg (1978)
� � �

Omey (1988)  � � Í ���>���   ´H��� � ����B�������³� � � ��¡ �����Y�HËb£���Ð � � Í ���������f£���Ð   � � ������� � � § �f�������³� ��£��10����f�Y´³���B� �y¤b�m���  �� ��� § £�Êh���   � �
�����������f£·¤ ��� � � �³Ë   ���  �� £·���f���HË   �����¶Êh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �m®�� � ���  ª� � Í�² �B� Ï��W�³Ë  ª� �������H���³� ��§ Ñ
�³Ë   

Y@��� �  `< ¤l¡!; ¡!; ¥¸9O_��._8¡S_��BA±�Q¥ ¡!; ¥·</>��?; ¥~9;�±�Q¥^ `<(<  «��9O9L�$C
¡!�£¢ � ¥§�Q���Q�� w�q¡!�£¢ � ¥§ ¦¨BA��?�ª�?; ¥

�d®   ¤b���y���f� � �   ���B�  �¡ � � ± ���f�w��Ðf���f� � � � �b�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�b�³Ï ¡ �mËb���f�b� ¡  �� ��� ² � ��¡ ���³£ �
Êh£��f�p� � �3®�� � ���  W� �H��´H���¶���f� ± � � �p¤b� ��� � ²�¡   �B�p�m�B��� Êh� ¡ � ®�� � ���  W� ��£��p�3� � �p���   ��� � ���³£�� �p��£ §
���f�  � ���8���   ´³Êh�B� � � � ���³£�� ®m£ § Óp��� � �Ò� § ����� �³� �f �� ®h� ��¡ �³�F���   �Y�����³�3¤b�m���  �� � ¡  �� � ®   Ëb�m���� � �   ���B�  �¡ � ���f�¶��Ðf���f�W���f�¨ß ¬  ©  ¬ à  � ���   ��£ Í � � ���Å����� � �����������Y� ¡ ± �H� � �H� � �f���³� Í�� �   ���$���  � �â�Y� ² ������® ¡ � ®�� � ���  F� �H��´H���Å���f� � �   ���B�  �¡ � � � � � �3� �f  �   � ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�Ò�³Ï ¡ �mËb���f� ±"Í ��Ëb�
� � £����f�p� § ¸��H� � � � � Í �B�  

Feller (1941)
� �~² ¤b����� � �µ� § ����� �³� ��£��10����f�Y´³���B� �ä��£������B� � ´   ���Î�~��Ðf���

���f�¶ß ¬  ©  ¬ à  �� � ¡  �� � � ÐfÏ����f� � �¶�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���ª�B��� u ±m�f  � ¡ �m�B��� Ê � 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B ÷IB ÷IBRç�Û�Ù�ÌÚÙ Ö Ù�Ì Ñ�Î!Ö�ÞCØ á�è Ó(ÞCØ«Ö�ÞCØ¦Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ¦Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØW' ï#ð ò+ðëï*) ñ í Ðæå/ÕIê Ì Ö�Î#Ø¦ß�ÖÚÏ
Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ Z ÐÒÑ Ì Î#Ï ì Î±Õ/Î�&+å-&�Ñ Ó/Ï Û Þ$ñ>ÍgÎ í#Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï�Î ì ß8Ö Ù�ì Õ/ß4Ó(Þ Û�Ù Ö�ÞCØ ì Î±Õ/Ý#Ó(Ö�Î#Ó(ÞCØ

M(u) := g′(u) + φg(0)f(u).

U Ô�&�ÍgÐÒÍæÕFÏ Û�à�Ì Î à î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ
ï#ð ËQÌ

M(u) ≥ 0, ∀u ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð¿Þ Z(u) ÐÒÑ Ì Î#Ï(Î è â Ù Ô#ÓCÎ!ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ô u ð
ò+ð ËQÌ

M(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð¿Þ Z(u) ÐÒÑ Ì Î#Ï(ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎQÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ô u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § � � � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �¥�B�3��£·¤w�B�¶� � ���B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����~���f�¢�³Ï ¡ �mËb���f�Wß ¬  ©  ¬ àÊh£��f�p� � ������� ¤   � � �����   ß ¬  ©  © à � � ���H��� � ´   Ëb�~� � ��£�����ÐfÓp�B�p�W� � £ � � § �³Ë �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb���

Z
′
(u) = g

′
(u) + φZ(0)f(u) + φ

∫ u

0

Z
′
(u− x)f(x)dx

ß �h ¬  ¬ à

�#"



�3� ��� ² Ð  ��f���3�f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �
Z(0) = g(0)

±

Z
′
(u) = g

′
(u) + φg(0)f(u) + φ

∫ u

0

Z
′
(u− x)f(x)dx.

ß �h ¬  © à
� ��Ðf���Ö���f���³Ï ¡ �mËb���f�3ß �h ¬  © à � �¢���   �������Y�B� � ���f����Êh´³���f�¶ß ¬  ©  	 à � ¡  �� ���¶�³Ï��f�

Z
′
(u) = g

′
(u) + φg(0)f(u) +

φ

1 − φ

∫ u

0

(
g

′
(u− x) + φg(0)f(u− x)

)
dH(x)

ß �h ¬  	 à
� �
H(x)

��� � ����� ¡ ¸���� � �¥���  ��f  � ¡ �m�B��� Êh�¶��Ð   �Y�H���Î®m�HË � �H��£�� ���Ö� � � �f  � � �>ß ����´H���ªß ¬  ©  	 àÚà oÕ �~£ �®�� � ���   ��Ðf���>ß �h ¬  	 à � � £ � ���f£���Ð � � Í ��� �f 

g′(u) + φg(0)f(u) ≥ 0, ∀u ≥ 0

���   �H� § ®m�H� � � Í ���
Z

′
(u) ≥ 0, ∀u ≥ 0

� � �p�H��� � ´   Ëb���
Z(u)
� � � ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���ÖËb�

��£����
u  Þ � � ¡ Ëb��� � ���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����

g′(u) + φg(0)f(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0,

�����f� � ��� � �p� § ¸��   � � �8���   ß �h ¬  © à � � −1
��£�����Ð������B� �f  � ¡ �m�B��� Ê �;Í ���y�

Z(u)
� ¡  �� �y�m� ¡   ���f� �

���  �§ £·���f���ªËb����£����
u 

�y�W� �������H��´³� ��� � � ���f�¢��£�����®m��Ð � �   �f�~��£ Í � � ���f�~� ��ÊhÐf���   ®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ö�����Ö�B�¶��£ Í ��� � �
���f�y���  �§ £·���f���f�

M(u)
� ¡  �� ���m� � �Y�³£ Í ��� Í ���   �B� � � � £   ����� � Í � � � § Ï��  �� �Î���ä��������Ð   ��� � �B��� ±

�����>�B� � £�� �m���³£ Í_§ ��£��¨�B���f�3� ¡  �� �i�B� � � ² ´    � ���Å���   ´³Êh�B� � � � � � £ � �Y´³����� � �ª´  �� È��H¤b£�� ����±� � � Í�² �B� Ï��_�B���8����� ¡ ��� ± ´³Êh�B�"�H���f£�� � �m��� ¡ � � Í �B� �f  � ¡ �m�B��� Êh� � ������´H���³� ��� ®�� � ���   � �f  �   � ���
�f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���¶�����¶´ ² Ëb�����

Yu (2010) 
� û����$5F:$ó 1 B ÷IB ÷IBµËQÌ

F ∈ DFR ñRÞ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ g(x)/F (x) ÐÒÑ Ì Î#ÏFó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎO&�Ï�Î ÍgÝ í Ð x ≥ 0

ÍgÎ#Ï¦Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ Z ÐÒÑ Ì Î#Ï ì Î±Õ/Î�&+å-&�Ñ Ó/Ï Û Þ$ñQÖÚß�Ö�Ð?&�Ï�Î Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+× á�è Ó(Þ Z(x) ñ8Ö�ÞCØ
Ð á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×CØ�Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ ß ¬  ©  ¬ àÆÏ Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

Z
′
(x) ≤ 0, ∀x ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �~���   ß ¬  ©  ¬ à � � ´³Êh��� � � Í ���

Z
′
(x) = g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(x− y)f(y)dy.

�$�



Õ �b�m�³Ë r(x) = f(x)/F (x), x ≥ 0

Z
′
(x) = g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y)r(x− y)F (x− y)dy.

�¢£����h�Y´H�B��� � �¢� � � � � � � £���Ð � �~���  
r(x)
� ´³� � �m�B�Ò�����������f£·Ë ��� � � �h� � ´³Êh��� � �

Z
′
(x) = g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy

+ φ

∫ x

0

Z
′
(y)r(x)F (x− y)dy.

�b� � £ ��Í ¸��   � � �¶���  °� ´â�Y� ² �¨���f�3�����������f£·Ëb���f�W� � � § � � £ § ®m�   ���³� ± �m�B� ² �³Ð����³£��_�����������f£·Ë ���
�B��� ² �³Ï�� ��Ð � ´H�����f�~� � ´³Êh��� � �

Z
′
(x) = g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy

+ φr(x)

(
Z(x) − g(0)F (x) −

∫ x

0

Z(y)F
′

(x− y)dy

)
.

ß �h ¬  � à
�w���B� ² �

φ < 1
��£�����Ð������B� Í ���

Z
′
(x) ≤ g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy

+ φr(x)

(
Z(x) − g(0)F (x) − φ

∫ x

0

Z(y)f(x− y)dy

)
.

ß �h ¬ �� à
Ì §f  �   � � ����£ § Ï��B� �

Z
′
(x) ≤ g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy

+ φr(x)
(
g(x) − g(0)F (x)

) ß �h ¬  " à
� � � �f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �~�B�

r(x) = f(x)/F (x)
± � � � § £���� � �¢���   � � £ � � § �³Ë �f  � � Í ����� �

Z
′
(x) ≤ g

′
(x) + φg(0)f(x) + φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy

+ φ
f(x)

F (x)
g(x) − φg(0)f(x)

ß �h ¬ �� à
�3� ��� ² Ð  ��f��� ��£�����Ð������B� Í ���

Z
′
(x) ≤ g

′
(x)F (x) + φf(x)g(x)

F (x)
+ φ

∫ x

0

Z
′
(y) (r(x− y) − r(x))F (x− y)dy.

ß �h ¬  � à

�#�



�~�p��ÐÅ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
g(x)/F (x)

� ¡  �� � �m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���F®�� � � § �Y�
x ≥ 0

���   �H� § ®m�H� � �
Í ���

g
′
(x)F (x) + f(x)g(x) < 0.

Õ �b�m�³Ë U =
{
x > 0 : Z

′
(x) > 0

} � � �
a∗ = infx>0 {U}

� Í ���¢� � � ��ÊhÐf�B� Í ���

Z
′
(a∗) ≤ g

′
(a∗)F (a∗) + φf(a∗)g(a∗)

F (a∗)
+ φ

∫ a∗

0

Z
′
(y) (r(a∗ − y) − r(a∗))F (a∗ − y)dy ≤ 0.

ß �h ¬  � à
�w��� � ´   Ëb�Î´³Êh��� � � § �B�����°� � � § £ � ��� � ���³£ ��¡   ��� � � Í ���

Z
′
(x) ≤ 0, ∀x ≥ 0.

� ���>���   ´³Êh�B� � � �F² ¤b����� � � � � �F� �����>�³� � £ � ��®m�°���f�W�¢£ Í � � ���f� �h ¬  ¬  � ��®h���H��£�� � ´  �� � �F� � Ñ���H���f����� � �Î���  Ò� �   ���B�  �¡ � ���f�Ö��� � �f �Í ����� � �¶Êh£��³������� ¡ � �3�m�B�Å��� � �p� � Í8� �   ��´H���Å���f�¶È��HËb£ ¡ � �
ÌÎ�  �² Ð   Ë   ����� Í ��Ëb�Î®   Ëb£ ¡ ¸���� � ��� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���ÖËb����£����

u  �~£�Êm� � §�± � � £ � ®hËw® ¡ Ñ¸���� � �~Ëb�~��£����
u
���  ª�f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���¨ßt©  ©  ¬ � à  �w��� � ´   Ëb��� � ´³Êh��� � � Í ���

ψ
′
(u) = −λ

c
F (u) +

λψ(0)

c
F (u) +

λµ

c

∫ u

0

ψ
′
(u− x)dFe(x).

�¢£������B� � ´   ���  �� �³Ï��H� § ����� � �Î���  Ò� �   ���B�  �¡ � ���f�Ö��� � �f �Í ����� � �WÊh£��³������� ¡ � � ± � � Êh£��f�p� � ������� ��Ñ
����� � �¢���   �¢£ Í � � ��� �h ¬  ¬  �w��� � ´   Ëb� � £·��� ¡� ��¶� �H���H���f����� � �¥�B�Ò��£ Í ��� � �Ò���f� M(u)

M(u) = −λ
c
F (u) +

λψ(0)

c
F (u) = −δ(0)λ

c
F (u) ≤ 0.

� �   �H��¤b�°� � � � ����®m��� � �Ò�m�B�É®   Ëb�m� Íã� ������´H���³� ��� ®�� � ���  Å� �   ���B�  �¡ � ���f�
ψ(u)
±b² ��� �f² � Í ���

� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � Ëb����£����
u, ∀u ≥ 0.

� �



Y@��� (76.8��:9L�!¡«���G�±��¡!; �Ú</>��?; ¡Æ�ª�| `<(<  «��9O9L�!¡!�£¢�©ª� �Q���$C
�� w�q¡!�£¢�©ª�o ¦¨!���?©ª�) w�ª�

� ���   �  �Í ����� ��� �����~� ��� ��Êh�������Y��Ð � � � �ä���   �³� � £ � ��®m���³Ë   È��HËb£�� ��§ �³Ë  
Čebyšev

� � �
Grüss�m���   �H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� �����³Ï ¡ �mËb��� ± ��£������B� � ´   ���  �� � � � � �m���³� § ����� � � �p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

��Ðf���°���f�W�³Ï ¡ �mËb���f�>ß ¬  ©  ¬ à  Þ�� Čebyšev
� � �

Grüss
´ ² Ëb� �f Ò�f  � ¡ �m�B��� Ê �Å�f  � � Í �������³�Ö®�� �Å� � �

����� Í ����� � ���f� � ��£��p�f� ±
∫ u

0

f(x)g(x)dx.

� �f  � � Í ����� � �����@´ ² Ëb���¨�
Čebyšev

� � � � ��� ¡ ��� ®   ¤b��� ���f� � �   ���B�  �¡ � �_�³Ë  
f
� � �

g
�   ¤

� �f  � ¡ �m�B��� Êh�_�B���
Grüss

��£��10����f�Y´H���B�o���   Ð�� � £�Ï�� §f  Ë � � � � § �³Ë �p£ � ® ��§ �³Ë   ®�� � ��� �
f
� � �

g
�f  � ¡ �m�B��� Ê �  �¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �Ò��Ëb�°� � £ Í ���ã�����É��� ² Ðf�ã��£�� �f �� �p�³£��Y� ¡ ���³� �f  � � Í �������³�� ��� ² � ¡ Ê������ �f  �B�Ò¬ �#� ©~� � �m¬�� 	$� �f  � ¡ �m�B��� Ê ��± �¢���H�f� ¡ Ëb���~�B���f�y���   �³Ê ¡ ¸��H� � � � � Í���� � � ����� � �³£ � � �W��� ��� ¡ �3�³Ë  

Mitrinović et al.
ß ¬��#��© à � �������H��� ¡h� � � ���H���B� � �³£��W�B� � � ®hËw®m�W�m��� ¦¨� �Y� ��� ��� ���È��HËb£ ¡ � �³Ë   �   � ���������³Ë    � � � ¡ ��� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � ��� � ®m�   � � §°� �������H��´³� ��� � �¶Í ��Ëb� � ��� §²�Í �Y��� �f Ö� � Í �B���f�

Čebyšev
� � �

Grüss
± �Y´H���   � � �  ��3�f �� ����ÐfÏ���� � � � � �3� �â�Y� ² ������® ¡ � ®�� � ���  

�³� � £ � ��®m�¶�B���f���m���Ö��Ðf���W���f�~®m�   � ���f� �f ��f  �HËw��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f�3ß ¬  ©  ¬ à 
� û����$5F:$ó 1 B � B ÷Va

Čebyšev
ºy÷C6/6 � b4B$# % Ó(Ö±å f, g : [a, b] → R

Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û ÐÒØ�ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø ðe ß�Ö�Ð�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�Î�Ðæâ#×CØ
ï#ð ËQÌ!Ù Ï f ÍgÎ#Ï g à î Ù Ô Ì Ö Ù Ñ Ü Ï Ù ÐÒÑ Ü4Ù Ø Û�Ù�ÌÚÙ Ö Ù�Ì Ñ�Î#Ø!ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

∫ b

a

f(x)g(x)dx ≥ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx.

ò+ð ËQÌ!Ù Ï f ÍgÎ#Ï g à î Ù Ô Ì�Ü Ï�Î#ó Ù Õ/ÐäÖÚÏëÍ+× Û�Ù�ÌÚÙ Ö Ù�Ì Ñ�ÎLÖÚß�Ö�Ð í Î à î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx.

� û����$5F:$ó 1 B � B � a
Grüss

ºÎ÷C./�/�¨b4BN# % Ó(Ö±å f, g : [a, b] → R+
Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û ÐÒØ�ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø ðËQÌ Ô ì Ý±Õæî Ù Ô Ì ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ à Ø!Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø ξ1, ξ2, ν1 ÍgÎ#Ï ν2 Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ!êVÓ(Ö�Ð Ì Î ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï Ù4è�Ì Ö�Î#Ï Ù Ï ì Î�d

Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Ï ÓIêVÓ+ÐÒÏ Ø
ξ1 ≤ f(x) ≤ ξ2, ∀x ∈ [a, b]

�f«



ÍgÎ#Ï
ν1 ≤ g(x) ≤ ν2, ∀x ∈ [a, b] .

e ß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx

∣∣∣∣ ≤
1

4
(ξ2 − ξ1) (ν2 − ν1) .

�¢� Í ��� � � ² � Í �������³�µ�³Ë  ä� � Í �����³Ë   ��� � ¤   �B� � ������´H���³� ��� �B���~È��HËb£�� ��� �B��� �h ©  ©y� ¡  �� ��� ��� ² Ð  ��f� �
� �

∫ b

a

f(x)g(x)dx ≥
∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx− 1

4
(ξ2 − ξ1) (ν2 − ν1)

ß �h ©  ¬ à
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx

∫ u

0

g(x)dx+
1

4
(ξ2 − ξ1) (ν2 − ν1) .

ß �h ©  © à

g�°¯w±¬ � ´�Àl´�¶(Ä;ÂR» Åcj(¼�¶(¹R»½¾�É@¾�¶F»½¼ÛJ�»ºÀ=Â" w´ ∫∞
t Z(x)dx

ÅÆÀµ»
Z(t)−v

∫∞
t Z(x)dx

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����¢Ï��H���   ¤   � � � � � Í ���   ®m�   � �����H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���~�³Ï ¡ �mËb���Wß ¬  ©  ¬ à ±��Ðf���W���f������� ¡ � �Î� ¡  �� ���
Z(x)
± � �¶² ¤b����� � �~���  ª�f  � ¡ �m�B��� Êh� �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb���¶�����Ò� � �f  ��Ñ

����� � ¡ � ∫∞
x
Z(y)dy  �w� ¡ ���f� �m���~���   ´³Êh�B� � � �~² �f�Y� ¡ � � ��� �f ��f  �HËw��� �����³Ï ¡ �mËb���~�����Î� � �f  ������� � ¡�¶���  �§ £·���f���
Z(x) − v

∫∞
x
Z(y)dy, v ∈ R 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷IBµËQÌQÛ Ð Z(x) ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ Ó Ù Ô Û Ð!Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+× á�è Ó(Þ�Ö�ÞCØ!Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ�' ï#ð ò+ðëï*) ñ®ÖÚß�Ö�Ð
Þ ∫∞

u
Z(x)dx ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑAÖ�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+× Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ$ñ ∀t ≥ 0

∫ ∞

t

Z(x)dx =

∫ ∞

t

g(x)dx+ φF (t)

∫ ∞

0

Z(u)du+ φ

∫ t

0

f(y)

∫ ∞

t−y
Z(u)dudy.

ß �h ©  	 à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ðmÜ �H���   ¤   � � � � � Í ���   ®m�   � ��� �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à � � ��£���Ð � �¢���  ª�f ��f  �HË Ñ��� ���Å�³Ï ¡ �mËb��� ± ��Ðf���°���f�W����� ¡ � �¶� ¡  �� �$� ∫∞

t
Z(x)dx  �~£�Êm� � § �����������f£·¤   ��� � �W�B�Å��£·¤w�B�¨� � ��B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����~���f�3ß ¬  ©  ¬ à � � Í t ´HËb� ∞

∫ ∞

t

Z(x)dx =

∫ ∞

t

g(x)dx+ φ

∫ ∞

t

∫ x

0

Z(x− y)f(y)dydx.

�¢� Í �B�FÈ��H¤b£�� ���
Fubini

� � ´³Êh��� � � Í ���
∫ ∞

t

Z(x)dx =

∫ ∞

t

g(x)dx+φ

∫ t

0

f(y)

∫ ∞

t

Z(x−y)dxdy+φ

∫ ∞

t

f(y)

∫ ∞

y

Z(x−y)dxdy.

��¬



� ���°���   ´³Êh�B� � �Y´H�B��� � �Î�m�B� ² �³Ð����³£��F� � �Y��£ ¡ �B�Å�����������f£·Ë ��� �B��� ² �³Ð����³£���� � ´H�����f�ª���f�Î� � £ � Ñ
� §f  Ë;��Êh´³���f�

x− y = u

∫ ∞

t

Z(x)dx =

∫ ∞

t

g(x)dx+ φ

∫ t

0

f(y)

∫ ∞

t−y
Z(u)dudy + φ

∫ ∞

t

f(y)

∫ ∞

0

Z(u)dudy.

� �   �H��¤b��� ∫∞
t
Z(x)dx

� � �f  ������� � ¡ ���   � � £ � � § �³Ë �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���
∫ ∞

t

Z(x)dx =

∫ ∞

t

g(x)dx+ φ

∫ t

0

f(y)

∫ ∞

t−y
Z(u)dudy + φF (t)

∫ ∞

0

Z(u)du.
ß �h ©  � à

J�*F�hðòñ�:$ó 1 B � B ÷IB q Ï�Î Ö�Þ Ìwá�è Ó(ÞLÖ�ÞCØN&�Ð Ì ÏëÍ+×CØ�Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
∫ ∞

0

Z(x)dx =
1

1 − φ

∫ ∞

0

g(x)dx.
ß �h © �� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢£�����Ð������B� §f� �³� �W� � Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Åß �h ©  	 à ®�� � t = 0 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B � BlËQÌ�Û Ð Z(x) ÓFÔ Û Q Ù°á Ñ ã Ù Ô Û Ð�Ö�Þ Ìwá�è Ó(ÞLÖ�ÞCØÝ' ï#ð ò+ðëï*) ñEÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

∫ ∞

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx =
1

1 − φ

∫ ∞

0

yg(y)dy +
φ

(1 − φ)2

∫ ∞

0

g(y)dy.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� �h ©  ¬ ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � ���  ¥�f ��f  �HËw��� �����³Ï ¡ �mËb���~®�� � ���   ∫∞
t
Z(x)dx� � � � �¢���  ª� ´â�Y� ² �Ò���f�������������f£·Ëb���f��� � � § � � £ § ®m�   ���³�~� � ´³Êh��� � �

∫ ∞

t

Z(x)dx

=

∫ ∞

t

g(x)dx+ φF (t)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φ

∫ t

0

(∫ ∞

t−y
Z(x)dx

) (
F (y)

)′
dy

=

∫ ∞

t

g(x)dx+ φF (t)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φ

[(∫ ∞

t−y
Z(x)dx

)
F (y)

]t

0

+ φ

∫ t

0

Z(t− y)F (y)dy

=

∫ ∞

t

g(x)dx+ φF (t)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φF (t)

∫ ∞

0

Z(x)dx + φ

∫ ∞

t

Z(x)dx

+ φ

∫ t

0

Z(t− y)F (y)dy,
ß �h ©  " à

��©



� � Í°Í �����¶��£�����Ð������B� Í ���
∫ ∞

t

Z(x)dx =
1

1 − φ

∫ ∞

t

g(x)dx+
φ

1 − φ

∫ t

0

Z(t− y)F (y)dy.
ß �h © �� à

� ���W���   ´³Êh�B� � �����������f£·¤   ��� � �¢�B�¶��£·¤w�B�¶� � ���B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����¢���f�¢��£�����®m��Ð � �   �f�~�³Ï ¡ �mËb���f� Ì §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��� � ��Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �Î�H��� ����´³�   �B�°� Í £�� � ��� �h ©  ¬���£�����Ð������B� Í ���
∫ ∞

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx =
1

1 − φ

∫ ∞

0

(∫ ∞

x

g(y)dy + φ

∫ t

0

Z(t− y)f(y)dy

)
dx

=
1

1 − φ

∫ ∞

0

∫ ∞

x

g(y)dy +
φ

(1 − φ)

(∫ ∞

0

Z(y)dy

)∫ ∞

0

f(y)dy

=
1

1 − φ

∫ ∞

0

yg(y)dy +
φ

(1 − φ)2

∫ ∞

0

g(y)dy.

� ���   ��£ Í � � ���Ö����� � �����������Y� ¡m²�¡   �H� � �h�¶�H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� ± ��Ðf���ª���f�~����� ¡ � �
� ¡  �� �f�

Z(x)−v
∫∞
x
Z(y)dy

±�Í �����
v ∈ R

� � �
Z(x)
�¢��Ðf���¥���f�µ®m�   � ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�ä�³Ï ¡ �mËb���f�

ß ¬  ©  ¬ à 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B �FBlç ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ Z(x)− v

∫∞
x
Z(y)dy ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑFÖ�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×

Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ
Z(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy = g(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy + φv

∫ x

0

(∫ ∞

x−y
Z(t)dt

)
f(y)dy

+ φ

∫ x

0

(
Z(x− y) − v

∫ ∞

x−y
Z(t)dt

)
f(y)dy.

ß �h ©  � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ðmÜ �H���   ¤   � � � � � Í ���  ª�f ��f  �HËw��� ���Ò�³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à � �¶� � � � £�´³����� � �~���   ����� Í ����� �
v
∫∞
x
Z(y)dy

� � � � � Í � �3² Ðf� � ´H���W���f� ± ���   �H��¤b�¢� � ´³Êh��� � �

Z(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy = g(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy + φ

∫ x

0

Z(x− y)f(y)dy.

� ���Å���   ´³Êh�B� � ��£����h�Y´H�B��� � �ª� � � � � � � £���Ð � �ª���   ����� Í ����� �
v
∫∞
x−y Z(t)dt

�   � Í �¶�B���Å������������Ñ
£·¤ ��� �B�����m�B� ² �³Ï�� ÍF� ´H�����

Z(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy = g(x) − v

∫ ∞

x

Z(y)dy + φv

∫ x

0

(∫ ∞

x−y
Z(t)dt

)
f(y)dy

+ φ

∫ x

0

(
Z(x− y) − v

∫ ∞

x−y
Z(t)dt

)
f(y)dy.

� 	



g�°¯w°¯ G ÁIHKJ�È«ÀVÂAÀLJ�»ºÀ Â" w´
Z(u)/

∫∞
u Z(x)dx

�¢£������B� � ´   ���  ��>� �����������Y�f����� � �ª���  3� �â�Y� ² ������® ¡ � �³Ë  
Cai
� � �

Garrido (1988)
��£�´H���B�  ��

� ��� ² � ¡ Ï���� � � �f  � � Í �������³� ± � � £ Í�� ��� � � � ��£��p�f� � �Î���   ß �h «  ¬ à  �w��� � ´   Ëb�W� ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  ��� �H���H���f����� � �ª��� �¶� � � § �f�������³�Ö��£��10����f�Y´³���B� �3��£������B� � ´   ���_�>����� Í ����� �
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx

 ��
� ¡  �� � §f  ËÁ�p£ � ® � ´   �  � ��� � ² Ðf�>��£���� § ���B� �Ö����� � �����������Y��Ð   � � £�´³Êh��� � �Î� § ����� �³�W� � � § �f�������³���£��10����f�Y´³���B� ����£������B� � ´   ���  �� �H��� ���³�fÊ��Y� ¡ �°�m� Í Êh��� � ��� Í � 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B 1 B U Ö�Þ Ì Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+× Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ?' ï#ð ò+ðëï*) ñ�Î Ì &�Ï�Î�ÍgÝ ì4Ù Ï Ù v ∈ R+ Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

g
′
(u) + vg(u) + φg(0)f(u) ≤ (≥) 0, ∀u ≥ 0,

ÖÚß�Ö�Ð¿Þ Z(u) − v
∫∞
u
Z(x)dx ÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎO'ºÎ è â Ù Ô#ÓCÎ ) ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � �³������� ¡ � �m��� ² � � ��Ð���Ëb���ª�³Ë   ��£ § Ï��HË   �Y´H�B��� � � Zv(u) = Z(u)− v
∫∞
u
Z(x)dx� � ���H��� � ´   Ëb���¨ß �h ©  � à � � � § ���B�m���   � � £ � � § �³Ë � ��£��p�

Zv(u) = g(u) − v

∫ ∞

u

Z(x)dx+ φv

∫ u

0

(∫ ∞

u−x
Z(y)dy

)
f(x)dx + φ

∫ u

0

Zv(u− x)f(x)dx.ß �h ©  � à�¢£������B� � ´   ���  ��@� �H���H���f����� � �>���  ã� �   ���B�  �¡ � ���f�
Zv(u)

� � � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �¨���   �³Ï ¡ �mËb���
ß �h ©  � à

Z
′

v(u) = g
′
(u) + vZ(u) − φv

∫ u

0

Z(u− x)f(x)dx

+ φvf(u)

∫ ∞

0

Z(y)dy + φ

∫ u

0

Z
′

v(u− x)f(x)dx + φZv(0)f(u).
ß �h ©  ¬·« à

�¢� Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

Z(u) − φ

∫ u

0

Z(u− x)f(x)dx = g(u).

� �



�w��� � ´   Ëb�Î�
Z

′

v(u)
� �¢���   �������Y�B� � ���f�¶ß �h ©  ¬·« à � ¡  �� � ¡ ��� � �

Z
′

v(u) = g
′
(u) + vg(u) + φ

(
Z(0) − v

∫ ∞

0

Z(x)dx

)
f(u) + φv

∫ u

0

Z
′

v(u− x)f(x)dx

+ vf(u)

∫ ∞

0

Z(x)dx.
ß �h ©  ¬f¬ à

�~�p��Ð
Z(0) = g(0)

� � ´³Êh��� � � Í ���

Z
′

v(u) = g
′
(u) + vg(u) + φvg(0)f(u) + φ

∫ u

0

Z
′

v(u− x)f(x)dx, ∀u ≥ 0.

�w��� � ´   Ëb�w� § ���B�����f�µ�¢£ Í � � ���f� �h ¬  ¬ ��£������B� � ´   ���  ��¢� ����� � � ¡ ����� � �w���   � �   ���B�  �¡ � ���f� Zv(u)� � ��£�´H���B�  ��¶� �H���H���f����� � �¥�B�Ò��£ Í ��� � �Ò���f�~� � £ § �m� � ���f�

g
′
(u) + vg(u) + φg(0)f(u).

J�*F�hðòñ�:$ó 1 B � B � BlËQÌ Ï Ó�î è#Ù Ô Ì!Ù Ï ì Õ Ù�ÞCì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø�Ö�ÞCØSR®Õ/ß�Ö�Î#Ó(ÞCØ Xgð ò+ð�X à ÖÚÓ/Ï/êVÓ(Ö�Ð�ñ
ï#ð Þ Z(u) − v

∫∞
u
Z(x)dx

Ì Î=ÐÒÑ Ì Î#Ï¦Î è â Ù Ô#ÓCÎ�åVØ ì Õ Ù Ø u ÍgÎ#Ï limu→∞ Z(u) = 0
ð�e ß�Ö�Ðì Õ Ù Í èCì Ö�ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ v, ∀u ≥ 0.

%ÆÌ êxÎ Ì Z(0) − v
∫∞
0
Z(x)dx ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≥ v, ∀u ≥ 0.

ò+ð Þ Z(u) − v
∫∞
u
Z(x)dx

Ì ÎQÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ÍgÎ#Ï
lim
u→∞

Z(u) = 0.

e ß�Ö�Ð í Î à î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

≥ v, ∀u ≥ 0.

U Ö�Þ Ì�ì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù ÔQÏ Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ Z(0) − v
∫∞
0
Z(x)dx ≤ 0 ÖÚß�Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ v, ∀u ≥ 0.

� �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ � � �³��� � � Í ���   �¢£ Í � � ��� �h ©  �h
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B �FB>ËQÌ &�Ï�Î�Ö�Þ Ì¿ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î f Ï Ó�î è ÐÒÏ$ß�ÖÚÏ f(x) ≤ a∗, ∀x ≥ 0 ÍgÎ#Ï�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+×
Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý b∗ Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð Ì Î�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

(
g(u) + a∗φ

1−φ

∫∞
0
g(x)dx

∫∞
u
g(x)dx

)
≤ b∗, ∀u ≥ 0,

ß �h ©  ¬�© à
ÖÚß�Ö�Ð.&�Ï�Î Ö�Þ Ìwá�è Ó(ÞLÖ�ÞCØ¿Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ/' ï#ð ò+ðëï*) Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ b∗ − a∗φ, ∀u ≥ 0.
ß �h ©  ¬ 	 à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Åß ¬  ©  ¬ à � ��ÊhÐf�B� Í ���

Z(u) − φ

∫ u

0

Z(u− x)f(x)dx = g(u), ∀u ≥ 0

� � � � �p��Ð3´³Êh��� � �~�����f�Y´³���B� Í ���
f(x) ≤ a∗ ∀x ≥ 0

��£�����Ð������B���W� � £ � � § �³Ë �f  � � Í ����� �

Z(u) − a∗φ

∫ u

0

Z(x)dx ≤ g(u), ∀u ≥ 0.

�w���B� ² �¨®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� ∫∞
0
Z(x)dx =

∫ u
0
Z(x)dx +

∫∞
u
Z(x)dx

�>��£�����®m��Ð � �   � �f  � � Í ����� �
� �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

Z(u) − a∗φ

∫ ∞

0

Z(x)dx + a∗φ

∫ ∞

u

Z(x)dx ≤ g(u)

�3� ��� ² Ð  ��f���
Z(u) + a∗φ

∫ ∞

u

Z(x)dx ≤ g(u) + a∗φ

∫ ∞

0

Z(x)dx

� � � ² � � � £·¤   � � � � � ∫∞
u
Z(x)dx

��£�����Ð������B�p�W� � £ � � § �³Ë �f �¡ �mËb���
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

≤ g(u) + a∗φ
∫∞
0
Z(x)dx∫∞

u
Z(x)dx

− a∗φ.
ß �h ©  ¬ � à

�¢£���� �f  ¤b�~� � ��£�´H���B�  �� � � �f  ������� � ¡ � � �Y�W� � £ � � § �³Ë �f  � � Í ����� �
g(u) + a∗φ

∫∞
0
Z(x)dx∫∞

u
Z(x)dx

− a∗φ ≥ 0, ∀u ≥ 0.

� �°����� ¡ � � ��� ² �B� �   Ðf�H� � �p�³Ð������ �3� � Í �B�Ò®m�H®m�  �Í � Í ��� ∀u ≥ 0

g(u) + a∗φ
∫∞
0
Z(x)dx∫∞

u
Z(x)dx

−a∗φ ≥ g(u) + a∗φ
∫∞
0
Z(x)dx∫∞

0
Z(x)dx

−a∗φ =
g(u)∫∞

u
Z(x)dx

≥ 0.
ß �h ©  ¬ � à

� "



�¢� Í ���   ��Êh´³���8ß �h ©  	 à � ��ÊhÐf�B� Í ��� ∫∞
u
g(x)dx ≤

∫∞
u
Z(x)dx

���   �H��¤b�Ö� �f  � � Í ����� � ß �h ©  ¬ � à� �f� � §f  �   � � ����� Í ÓY�  Ö��� �~�B�°� Í £�� � ��� �h ©  ¬�® ¡   �H� � �
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

≤
(
g(u) + a∗φ

1−φ

∫∞
0
g(x)dx

∫∞
u
g(x)dx

)
− a∗φ ≤ b∗ − a∗φ, ∀u ≥ 0.

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B -FB«ËQÌ Þ á�è Ó(Þ?Ö�ÞCØ^&�Ð Ì ÏëÍ+×CØLÎ Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ?' ï#ð ò+ðëï*) ÐÒÑ Ì Î#ÏVó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�åVØ ì Õ Ù Ø u ñ Ü Þ á Î Ü ×)Ô ì Ý±Õæî Ù Ô Ì�ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ à Ø8Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø Z1, Z2 ≥ 0 Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ8êVÓ(Ö�Ð
Z1 ≤ Z(u) ≤ Z2, ∀u ≥ 0 ÍgÎ#ÏµÐ ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+×GÓ(Ö�Î í ÐiÕ/Ý φ1

à ÖÚÓ/Ï®êVÓ(Ö�Ð f(x) ≤
φ1, ∀x ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

Z(u) ≤ g(u) + φF (u)

∫ u

0

Z(x)dx +
1

4
φφ1 (Z2 − Z1) , ∀u ≥ 0

ß �h ©  ¬ " à
ÍgÎ#Ï

Z(u) ≥ g(u) + φF (u)

∫ u

0

Z(x)dx− 1

4
φφ1 (Z2 − Z1) , ∀u ≥ 0.

ß �h ©  ¬ � à



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ � � �³��� � �~�³� � £ � ��®m�¶�B���3È��HËb£�� ��� �B��� �h ©  © 
�¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �Î��Ëb�W�m���   ��£�����®m��Ð � �   �F��£ Í � � ��� ² �   � ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  �� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �
���  ª� �   ���B�  �¡ � ���f�

Z(x)
�W���f�

f(x)
��£������B� � ´   ���  �� � § £���� � ���p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

Z(x)

J�*F�hðòñ�:$ó 1 B � B �FBwËQÌ Ï Ó�î è#Ù Ô ÌLÙ Ï ì Õ Ù�ÞCì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø Ö�ÞCØBR®Õ/ß�Ö�Î#Ó(ÞCØ Xgð ò+ð´ß ÖÚß�Ö�Ð Ö�Î;ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î�Ö�ÞCØ
Z(u)

á Î Û QFÝ ÌÚÙ Ô Ì Ö�Þ Ì�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î ìÿá�Ù4è Ó(Ö�ÐiÕ(Þ Û�Ù Õ/óF× Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎ
Z(u) ≤ g(u) + φF (u)

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
+

1

4
φφ1 (Z2 − Z1) , ∀u ≥ 0

ß �h ©  ¬ � à
ÍgÎ#Ï
Z(u) ≥ g(u) + φF (u)

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
− 1

4
φφ1 (Z2 − Z1) , ∀u ≥ 0

ß �h ©  ¬�� à
�¢� Í �B�ª��£�����®m��Ð � �   �¶� Í £�� � ��� � ¡  �� ��� � �p´³� Í ����´  �� ������� � ² ��������� §f  Ë �p£ § ® ��� ��� § �³Ë �p£ § ® ���
®�� � ���   ���  �§ £·���f��� ∫∞

u
Z(x)dx

� ����£�� ¡� ��3� �H� � ��£ � ��� ¡ ���~�p£ § ® ��� ®�� � ���  
Z(u) 

� �



g�°¯wFE G ÁIHKJ�È«ÀVÂAÀLJ�»ºÀ Â" w´q·��µ¾! ÂAÄ@´ Àl´�Àl´�¶(Ä;ÂR» ÅÆÉ@´ª¶(¹R»½¾�É@¾�¶(Ä@´

� ���   ��£�����®m��Ð � �   �~�  �Í ����� �¢² ¤b� �f� � � �������H��´³� ��� � � ����� ��� �µ���³£�� ®m£ § �p���   ��£��10����f�Y´³���B� � � § �³Ë
� � Í ��� ������� ¡ �³�ª� ��ÊhÐf���  Ö�f  � � Í �������³�����f� � ��£��p�f�

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ d∗, ∀u ≥ 0,

®�� � ���   ��Ðf���Î���f� �f ��f  �HËw��� ���f�~�³Ï ¡ �mËb���f�Öß ¬  ©  ¬ à � � ��®�� � � § ����� � �Y�H��� ���Ö�m� � �Y�³£ § d∗  � � Í Êh������ �Å�m���<����®h���H��£�� � ´   �<� � £ § ®m£ � �p�d� ¡  �� �  ��<² ¤b����� � �>�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��Ðf���
Z(u)

�m���  
���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����3�W����� Í ����� �

Z(u)/
∫∞
u
Z(x)dx

� ¡  �� ���p£ � ® � ´   �  �w���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � � ®�� � ���  
Z(u)
���³£�� ®m£ § �p�   � � �p�m���   �H� Í�� �   �¶��£ Í � � ��� 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B D B q Ï�ÎQÖ�Þ Ìlá�è Ó(Þ Ö�ÞCØ�Ð á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×CØ«Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØÆÐæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØN' ï#ð ò+ðëï*) Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ
ß�ÖÚÏ

d∗1(u) ≤
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

≤ d∗2(u), ∀u ≥ 0,
ß �h ©  ©�« à

ß ì4Ù Ô d∗1(u) ÍgÎ#Ï d∗2(u) ÐÒÑ Ì Î#ÏFÎ è â Ù Ô#ÓCÎ8ÍgÎ#Ï(ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎ ÖÚß�Ö�Ð í Îà î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ
(∫ ∞

0

Z(x)dx

)
e−d

∗
2(u)u ≤

∫ ∞

u

Z(x)dx ≤ e−d
∗
1(u)u

(∫ ∞

0

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0

Î ì ß�Ý±Õ/Î Þ Z(u)
à îµÐÒÏFÖ�ÎQÐæâ#×CØ¿ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î

d∗1(u)

(∫ ∞

0

Z(x)dx

)
e−d

∗
2(u)u ≤ Z(u) ≤ d∗2(u)e

−d∗1(u)u

(∫ ∞

0

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ðmÜ �H���   ¤   � � � � � Í ���  ª² � ����� �f  � � Í ����� �
d∗1(u) ≤

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ d∗2(u), ∀u ≥ 0

� ��¡ £   ��� � � Í ���
d∗1(u) ≤ −ln

(∫ ∞

u

Z(x)dx

)′

≤ d∗2(u), ∀u ≥ 0

� � �����   �H��¤b�¢� � ´³Êh��� � �
(∫ ∞

0

Z(x)dx

)
e−

∫ u

0
d∗2(x)dx ≤

∫ ∞

u

Z(x)dx ≤ e−
∫ u

0
d∗1(x)

(∫ ∞

0

Z(x)dx

) ß �h ©  ©�¬ à

� �



�3� ��� ² Ð  ��f���
e−

∫ u

0
d∗2(x)dx ≤

∫∞
u
Z(x)dx∫∞

0
Z(x)dx

≤ e−
∫ u

0
d∗1(x)dx, ∀u ≥ 0.

�y� �p£ § ® ��� � � ���f�
Z(u)
��£�����Ð����B���  W� � Í �B�°���  �² � � � ��Í �³Ë   ��Êh´³���HË   ß �h ©  ©�« à � � �oß �h ©  ©�¬ à 

¦ � � �³� � £ � ��®m�¶���f�~� � £ � � §f  Ë;��£ Í � � ���f���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����3�
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx

� ¡  �� � §f  Ë
� � �Y� § �³Ë5�p£ � ® � ´   � � � Í �m� � �Y�³£�´³�Î���  �� £·���f���B� � ± � ¡  �� �Y�Ò��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ±

ψ(u)  � ��Ñ®h���H��£�� � ´  �� Êh£��f�p� � ������� ¤   � � ���B� � � ����� �� ©  ©W�����¶� � ���³£�� ®m£ § Óp��� � ���m�B�°�H� Í�� �   �F���³� § � � � � ±� ��� ² �B� �   Ðf�H� � � Í ���
RC1

C2

≤ ψ(u)∫∞
u
ψ(x)dx

≤ RC2

C1

.

� ���   ��£ Í � � ���ª����� � �����������Y� ¡ � �Ö² ¤b����� � � §f  Ëd� � �h� § �³Ëá�H���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � � ®�� � ���  
Z(u) �y� �p£ § ® ��� � �Ò� ��� § � � £����f�p� § ¸����   ��´H�f��� �m���Ò��� � ���³£�� �p��£ § �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�����F�

Z(u)
� ¡  �� �

� ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���ªËb����£����
u 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B 6FB q Ï�ÎQÖ�Þ Ìlá�è Ó(Þ Ö�ÞCØ�Ð á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×CØ«Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØÆÐæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØN' ï#ð ò+ðëï*) Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ
ß�ÖÚÏ

n∗
1(u) ≤

Z(u)∫ u
0
Z(x)dx

≤ n∗
2(u), ∀u ≥ 0

ß �h ©  ©f© à
ß ì4Ù Ô n∗

1(u) ÍgÎ#Ï n∗
2(u) ÐÒÑ Ì Î#ÏIÎ è â Ù Ô#ÓCÎ�ÍgÎ#ÏIó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ!ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞQåVØ ì Õ Ù Ø u Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎ0ñ>ÖÚß�Ö�Ð í Îà î Ù Ô Û ÐÆß�ÖÚÏ

e
∫ u
0 n∗

1(x)dx ≤
∫ u

0

Z(x)dx ≤ e
∫ u
0 n∗

2(x)dx, ∀u ≥ 0

Î ì ß�ß ì4Ù Ô ì Õ Ù Í èCì Ö�ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
n∗

1(u)e
∫ u

0
n∗

1(x)dx ≤ Z(u) ≤ n∗
2(u)e

∫ u

0
n∗

2(x)dx, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ðmÜ �H���   ¤   � � � � � Í ���  ª² � ����� �f  � � Í ����� �
∫ u

0

n∗
1(x)dx ≤ Z(u)∫ u

0
Z(x)dx

≤
∫ u

0

n∗
2(x)dx, ∀u ≥ 0

´³Êh��� � � Í ���
∫ u

0

n∗
1(x)dx ≤ ln

(∫ u

0

Z(x)dx

)′

≤
∫ u

0

n∗
2(x)

�#�



� � �����   �H��¤b�
e
∫ u

0
n∗

1(x)dx ≤
∫ u

0

Z(x)dx ≤ e
∫ u

0
n∗

2(x)dx, ∀u ≥ 0.
ß �h ©  © 	 à

�y� �p£ § ® ��� � � ���f�
Z(u)
��£�����Ð����B���  W� � Í �B�°���  �² � � � ��Í �³Ë   ��Êh´³���HË   ß �h ©  ©f© à � � �oß �h ©  ©�« à 

�y�¥� �������H��´³� ��� � � �³Ë   �¢£���� § ���HË   �h © �� � � � �h ©  � � ��ÊhÐf���   � � ���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� �����¥������Êh´³���B� �ß �h ©  ©�« à � � �Îß �h ©  ©f© à � ¡  �� � §f  Ë�� � � � § �³Ë/�p£ � ® � ´   �³� � � Í �m� � �Y�³£�´³�  � ���   ��£ Í � � ���d������ �����������Y� ¡�²�¡   �H� � ��´  �� � § �³ËÔ�p£ § ® ��� ®�� � ���   ∫∞
t
Z(x)dx 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B .FB/# %ÆÌ Î)ÍgÝ0Ö±å�ó0Õ/Ý�& Û ÎV&�Ï�Î=Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+× á�è Ó(Þ ∫∞
t
Z(x)dx Ö�ÞCØ;Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ

Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' Xgð ò+ð ô�) ÐÒÑ Ì Î#ÏFÖ Ù Ðæâ#×CØ
∫ ∞

t

Z(x)dx ≥
∫∞
t
g(x)dx+ φF (t)

∫∞
0
Z(u)du

(1 − φF (t))
, ∀t ≥ 0.

ß �h ©  © � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í �B�>®m�H®m�  �Í � Í ���Y�°���  �§ £·���f��� ∫∞

t
Z(u)du

� ¡  �� �Y�m� ¡   ���f� � Ëb�ª��£����
t
± Êh£��f�p� Ñ

� ������� ¤   � � �����   �³Ï ¡ �mËb���Åß �h ©  	 à � � ´³Êh��� � � Í ���
∫ ∞

t

Z(x)dx ≥
∫ ∞

t

g(x)dx+ φ

∫ ∞

t

Z(u)du

∫ t

0

f(y)dy + φF (t)

∫ ∞

0

Z(u)du, ∀u ≥ 0

�3� ��� ² Ð  ��f���

(1 − φF (t))

∫ ∞

t

Z(x)dx ≥
∫ ∞

t

g(x)dx+ φF (t)

∫ ∞

0

Z(u)du, ∀u ≥ 0.

Õ �~£ � ´  �� � § �³ËÔ�p£ § ® ��� ®�� � ���   ∫∞
t
Z(x)dx

���³£�� ®m£ § �p�H� � � � � Í ���   � � £ � � § �³Ë �f �¡ � Í ����� �
∫ ∞

t

Z(x)dx ≥
∫∞
t
g(x)dx+ φF (t)

∫∞
0
Z(u)du

(1 − φF (t))
, ∀u ≥ 0.

ß �h ©  © � à

� ��� �Ò�¢£���� § ���B� � �h ©  � ± �h © �� � � �$�B�É� Í £�� � ��� �h ©  © ² ¤b� �f� �Ö� � � § �f�������³�Ö��£��10����f�Y´³���B� �3��£���Ñ���B� � ´   ���  �� � ¡  �� � §f  ËÔ�p£ � ® � ´   �¶�
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

, ∀u ≥ 0

¬·«f«



�m�B� � � � £   ����� � Í � � � § Ï��  ��  � ��� �8�¢£���� § ���B� � �h ©  ¬·«<� � � �h ©  ¬f¬¨����� � �����������Y��Ð   ´³Êh�   � � ������f�Y´³���B� Í ���Y�
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx

� ¡  �� � §f  Ë �3� § �³Ë5�p£ � ® � ´   � �f  � ¡ �m�B��� Ê � � � ���³£�� ®m£ § Óp��� � �
�p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

Z(u) 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷ H B U Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+×xÎ Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+× Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ�' ï#ð ò+ðëï*) Î Ì ∫∞

0
xZ(x)dx < ∞ ÍgÎ#Ï

Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Ub Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð
Z(u)∫∞

u
Z(x)dx

≤ Ub, ∀u ≥ 0

ÖÚß�Ö�Ð
ï#ð ËQÌ Þ f(x) ÐÒÑ Ì Î#Ï(ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎQÓ(Ö Ù�í ÐäÖÚÏëÍgß8Þ Û Ï�Ý�â Ù�Ì Î0ñ�ÖÚß�Ö�Ð

Z(u) ≤ Ub
(
ug(u) + φUbF (u)

∫∞
0
xZ(x)dx

)

Ubu+ φF (u)
, ∀u ≥ 0.

ò+ð ËQÌQÙ ÕFÔ í0Û ß4Ø�Î ì4Ù Ö4Ô°î«Ñ�Î#Øæñ r(x) = f(x)/F (x) ñ�ÐÒÑ Ì Î#ÏFó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø x ñVÞ
Z(u)

à îµÐÒÏ(Ö Ù�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ý Ì å ó0Õ/Ý�& Û Î
Z(u) ≤ Ub

(
ug(u) + φUbf(0)µFe(u)

∫∞
0
xZ(x)dx

)

Ubu+ φf(0)µFe(u)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð 1.
�   �m���   �³Ï ¡ �mËb���Fß ¬  ©  ¬ à Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¢�m�B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����¢���f� ±h� ´³� � �m�B������������f£·Ë ����± ���   ��� Í �Y�³��� Í ���

Z(u) ≤ Ub
∫∞
u
Z(x)dx

� � ´³Êh��� � �

Z(u) = g(u)+φ

∫ u

0

Z(x)f(u−x)dx ≤ g(u)+φUb

∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
f(u−x)dx. ß �h ©  © " à

�w��� � ´   Ëb� �f  �Y�HËb£��f����� � � Í ���h�
f(x)
� ¡  �� �h�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f����Ëb�¥��£����

x
���   �H� § ®m�H� � � Í ���

f(u−x) � ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���~�B��� x  �w��� � ´   Ëb� � � Í �B�WÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬y� � �����   ß �h ©  © " à��£�����Ð������B���B�Ò� � £ � � § �³Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���  
Z(u), ∀u ≥ 0

Z(u) ≤ g(u) +
φUb
u

(∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
dx

)∫ u

0

f(u− x)dx

≤ g(u) +
φUbF (u)

u

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
dx−

∫ ∞

u

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
dx

)

= g(u) +
φUbF (u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx−
∫ ∞

u

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
dx

)
, ∀u ≥ 0.

� ���   ���   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � � ² Ðf� ² � �f² ��Êm� ��´³���p��£�´³�¢���  ��f  � � Í ����� � �����W´³Êh��� � �¢������Ñ
¬·«�¬



�Y´³���B�h®�� � ���   ∫∞
u
Z(x)dx

± �m���   �H����¤   �f���W���f�~��£ Í � � ���f�

Z(u) ≤ g(u) +
φUbF (u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx− 1

Ub

∫ ∞

u

Z(x)dx

)

≤ g(u) +
φUbF (u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx− 1

U2
b

Z(u)

)
, ∀u ≥ 0

ß �h ©  © � à
� � � § £ � ��£�����Ð������B���B�Ò� � £ � � § �³Ë §f  ËÔ�p£ § ® ��� ®�� � ���  

Z(u)

Z(u) ≤ g(u) + φUbF (u)
u

∫∞
0
xZ(x)dx

1 + φF (u)
Ubu

, ∀u ≥ 0

�3� ��� ² Ð  ��f���
Z(u) ≤ Ub

(
ug(u) + φUbF (u)

∫∞
0
xZ(x)dx

)

Ubu+ φF (u)
, ∀u ≥ 0.

2.
� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¥�����¥�

r(x)
� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � Ëb�w��£����

x
±f² ��� �f² �¢� ��ÊhÐf�B� Í ���

f(x) ≤ f(0)F (x)
±

� Í ��� � � Í �B�dÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬ ± ���   ß �h ©  © " à � � �w�B� ®m�H®m�  �Í � Í ��� Z(u) ≤ Ub
∫∞
u
Z(x)dx

� �
´³Êh��� � � Í ���

Z(u) = g(u) + φ

∫ u

0

Z(x)f(u− x)dx ≤ g(u) + φUbf(0)

∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
F (u− x)dx

≤ g(u) +
φUbf(0)

u

(∫ u

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)∫ u

0

F (u− x)dx
ß �h ©  © � à

= g(u) +
φUbf(0)µFe(u)

u

(∫ ∞

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx−
∫ ∞

u

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)

= g(u) +
φUbf(0)µFe(u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx−
∫ ∞

u

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)
, ∀u ≥ 0

Õ �~£ � Êh£��f�p� � ������� ¤   � � � ² �f� ² � �f² ��Êm� ��´³�Ò�p��£�´³�Ö���   ��� Í �Y�³���°�����>´³Êh��� � �ª� §f  �B�i®�� � ���   Z(u)² ��� �f² � Í ���
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx ≤ Ub

��£�����Ð������B� Í ���

Z(u) ≤ g(u) +
φUbf(0)µFe(u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx− 1

Ub

∫ ∞

u

Z(x)dx

)

≤ g(u) +
φUbf(0)µFe(u)

u

(∫ ∞

0

xZ(x)dx− 1

U2
b

Z(u)

)
, ∀u ≥ 0

ß �h ©  ©�� à
� � � §f� �³� � ´³Êh��� � �~�B�°¸����B��Ð � �   � §f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���  

Z(u)

Z(u) ≤ g(u) + φUbf(0)µFe(u)
u

∫∞
0
xZ(x)dx

1 + φf(0)µFe(u)
Ubu

, ∀u ≥ 0

¬·«�©



�3� ��� ² Ð  ��f���

Z(u) ≤ Ub
(
ug(u) + φUbf(0)µFe(u)

∫∞
0
xZ(x)dx

)

Ubu+ φf(0)µFe(u)
, ∀u ≥ 0.

Õ Þ � ��� �@� �������H��´³� ��� � � ��£�����Ð����B���   � � � �f  �@���  �§ £·���f��� r(x) � ¡  �� � §f  Ë/�p£ � ® � ´   �  � ���  ���³£ ¡ ���³Ëb��� � ����� �f  ��� � � �i� �m�B��Ð � �¢�B�
f(0)
� �~�B� §f  Ë;�p£ § ® ��� ���f� 

J�*F�hðòñ�:$ó 1 B � B 1 B U Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+×�Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞÝ' ï#ð ò+ðëï*) à Ó(Ö±å�ß�ÖÚÏgÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+×¿Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý
Ub Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ Ub, ∀u ≥ 0.

e ß�Ö�Ð
Z(u) ≤ g(u) +

φUbf(0)

u

(∫ ∞

u

Z(x)dx−
∫ ∞

u

g(x)dx− φµFe(u)

∫ ∞

0

Z(x)dx)

)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  ¶� � Í�² �B� Ï��Ò�B���F�¢��£ ¡ � ��� �B���Î� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � ����� �Ö��Êh´³���B� �Fß �h ©  	 à � � �ß �h ©  © � à
Z(u) ≤ g(u) +

φUbf(0)

u

(∫ u

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)∫ u

0

F (u− x)dx

≤ g(u) +
φUbf(0)

u

(∫ ∞

u

Z(x)dx−
∫ ∞

u

g(x)dx− φµFe(u)

∫ ∞

0

Z(x)dx)

)
.

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷�÷IBlËQÌ ∫∞
0
xZ(x)dx <∞ ÍgÎ#Ï�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Lb Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≥ Lb, ∀u ≥ 0
ß �h ©  	 « à

ÍgÎ#Ï�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ(Þ f(x) ÐÒÑ Ì Î#Ï(Î è â Ù Ô#ÓCÎ!Ó(Ö Ù�í ÐäÖÚÏëÍgßQÞ Û Ï�Ý�â Ù�Ì Î ÖÚß�Ö�Ð
Z(u) ≥ Lb

(
ug(u) + φLbF (u)

∫∞
0
xZ(x)dx

)

Lbu+ φF (u)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ Þ � ��� �3� �¢���   �¢£ Í � � ��� �h ©  ¬·« 

¬·« 	



� ���   �H� Í�� �   �>��£ Í � � ���°�Y�HËb£���Ð � �ª��Ëb�W� ¡  �� �]®   Ëb�m� Í �B�¨��£ Í ��� � �Å���f�W��£·¤w���f�Ö� � � ² �³Ð����³£��f�
� � £ � ®h¤w®m���¶���f�

f
��£������ ¡ � �   ��� �f  � ¡ �m�B��� Ê �3 �� ����������® ¡ ����� � � §f  Ë;�W� § �³ËÔ�p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

��Ðf���
Z(u)
���f�¶ß ¬  ©  ¬ à 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷ � Bu# % Ó(Ö±å,ß�ÖÚÏ1&�Ï�Î¿Ö�Þ ÌEá�è Ó(Þ�Ö�ÞCØlÐ á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×CØVÎ Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØlÐæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØc' ï#ð ò+ðëï*)
Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ∫∞

0
xZ(x)dx <∞ ÍgÎ#ÏAÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Ub Ö à Ö Ù Ï�ÎQêVÓ(Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≤ Ub, ∀u ≥ 0

ÍgÎ#Ï f ′
(x) ≥ 0 ñ f ′′

(x) ≤ 0, ∀x ≥ 0
ð!e ß�Ö�Ð�Þ á�è Ó(ÞLÖ�ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) à îµÐÒÏ(Ö Ù Ðæâ#×CØ¿Ý Ì å ó0Õ/Ý�& Û Î

Z(u) ≤ 1

1 + U2
b + φUbf(u)

(
g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

∫ u
0
xZ(x)dx

u

)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �°���  Å� ´â�Y� ² �<���f�°�����������f£·Ëb���f�F� � � § � � £ § ®m�   ���³��m�B� ² �³Ð����³£�� � ´H���������f�¶ß ¬  ©  ¬ à � � ������®h���H��£�� � ´  �� �   � Í ���B���3�����������f£·¤ ��� �B��� § £ � � � ´³Êh��� � �

Z(u) = g(u) + φ

∫ u

0

Z(x)f(u− x)dx = g(u)− φ

∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)′

f(u− x)dx

= g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx + φ

∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
f

′
(u− x)dx.

ß �h ©  	 ¬ à
�~�p��Ð

f
′′
(x) ≤ 0, ∀x ≥ 0

���   �H� § ®m�H� � � Í ���
f

′
(x)
� ¡  �� �i�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���¶Ëb�ª��£����

x
� � �

�H��� � ´   Ëb�F�
f

′
(u − x)

� ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���¨®�� � � § �Y�
x ∈ [0, u]  � ���   ���   ´³Êh�B� � � ��³� � £ ��Í ����� � �¢�B�FÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬�� � �m���   ß �h ©  © " à �m���   ß �h ©  	 ¬ à 

Z(u) ≤ g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx

+
φ

u

(∫ u

0

(∫ ∞

x

Z(y)dy

)
dx

∫ u

0

f
′
(u− x)dx

)

= g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

u

(∫ u

0

xZ(x)dx−
∫ u

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)

¬·« �



� � ���H���B� ² �Ò� ��ÊhÐf�B� Í ���
Z(u)/

∫∞
u
Z(x)dx ≤ Ub

� � ´³Êh��� � �

Z(u) ≤ g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

u

(∫ u

0

xZ(x)dx−
∫ u

0

∫ ∞

x

Z(y)dydx

)

≤ g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)

∫ ∞

u

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

u

(∫ u

0

xZ(x)dx− 1

Ub

∫ u

0

Z(x)dx

)

≤ g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx− φf(u)
1

Ub
Z(u)

+
φ (f(u) − f(0))

u

(∫ u

0

xZ(x)dx− 1

U2
b

Z(u)

)
.

Õ �~£ �3� �H� §¶� � ÍÒ� ����´³����£ § Ï��B� ����£�����Ð������B���B�°�³Ï��f� §f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���   Z(u)

Z(u) ≤ U2
b u+ φuf(u)Ub − φ (f(u) − f(0))

uU2
b

(
g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

u

∫ u

0

xZ(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

� ���   ���   ´³Êh�B� � � �3² ¤b����� � �����  Ö�f  � ¡ �m�B��� Êh�Ò��£ Í � � ���3®�� � ���   �³Ðf£��³���Ò�  �Í ��� § �³Ë5�p£ § ® ��� �B���
®�� � ���  

Z(u) 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷C�FBu# % Ó(Ö±å,ß�ÖÚÏ1&�Ï�Î¿Ö�Þ ÌEá�è Ó(Þ�Ö�ÞCØlÐ á#á ÐÒÏ Û>Û Î0ÖÚÏëÍ+×CØVÎ Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØlÐæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØc' ï#ð ò+ðëï*)
Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ∫∞

0
xZ(x)dx <∞ ÍgÎ#ÏAÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Lb Ö à Ö Ù Ï�ÎQêVÓ(Ö�Ð

Z(u)∫∞
u
Z(x)dx

≥ Lb, ∀u ≥ 0,

ÍgÎ#Ï f ′
(x) ≥ 0 ÍgÎ#Ï f ′′

(x) ≥ 0
ð!e ß�Ö�Ð¿Þ á�è Ó(ÞLÖ�ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) à îµÐÒÏFÖ Ù Ðæâ#×CØ¿Ý Ì å ó0Õ/Ý�& Û Î

Z(u) ≥ L2
bu+ φuf(u)Lb − φ (f(u) − f(0))

uL2
b

(
g(u) + φf(0)

∫ ∞

0

Z(x)dx

+
φ (f(u) − f(0))

u

∫ u

0

xZ(x)dx

)
, ∀u ≥ 0

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ Þ � ��� �3� �¢���  ª� � Í�² �B� Ï��3���f���¢£ Í � � ���f� �h ©  ¬�© 
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�N� � £ � � § �³Ë@��£ Í � � ��� ��� � ²�¡   �B�m�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��Ðf���ª���f�¥®m�   � ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�~�³Ï ¡ �mËb���f� ±
�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����¶®   Ëb£ ¡ ¸���� � �~���  ª� �   ���B�  �¡ � �³Ë  

Z(u)
� � �

f(u) 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷ 1 B ï#ð ËQÌ

Z(u) ÍgÎ#Ï f(u)
à î Ù Ô Ì Ü Ï�Î#ó Ù Õ/ÐäÖÚÏëÍ+× Û�Ù�ÌÚÙ Ö Ù�Ì Ñ�Î,Ó(Ö Ù [0,∞) ÖÚß�Ö�Ð

Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
Z(u) ≤ g(u) +

φF (u)

u

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

ß �h ©  	 © à
ò+ð ËQÌ

Z(u) ÍgÎ#Ï f(u)
à î Ù Ô Ì Ñ Ü Ï�Î Û�Ù�ÌÚÙ Ö Ù�Ì Ñ�Î ÖÚß�Ö�Ð à î Ù Ô Û Ð

Z(u) ≥ g(u) +
φF (u)

u

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

ß �h ©  	#	 à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð 1.

�  
Z(u)
� � �

f(u)
´³Êh���  ¶² � � �p��£��H��� ��� � �   ���B�  �¡ ��± � Í ��� � � Í �B�ÅÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬� � ´³Êh��� � � Í ���

Z(u) ≤ g(u) +
φ

u

∫ u

0

Z(u− x)dx

∫ u

0

f(x)dx, ∀u ≥ 0

�3� ��� ² Ð  ��f���
Z(u) ≤ g(u) +

φF (u)

u

∫ u

0

Z(x)dx, ∀u ≥ 0.

� �   �H��¤b�~� � ´³Êh��� � �

Z(u) ≤ g(u) +
φF (u)

u

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

�w��� � ´   Ëb�>� § �Y�Ò� § �³Ë��p£ § ® ��� ���f� ∫∞
u
Z(x)dx

� �H� � ��£�´H���H� � �w���F´  ��É§f  Ë��p£ § ® ��� ®�� � ���  
Z(u)  2. Õ Þ � ��� �3� �¢�B� 1.

�f  Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~�B�FÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬���£�����Ð������B� Í ���

Z(u) ≥ g(u) +
φ

u

∫ u

0

Z(u− x)dx

∫ u

0

f(x)dx, ∀u ≥ 0

�3� ��� ² Ð  ��f���
Z(u) ≥ g(u) +

φF (u)

u

∫ u

0

Z(x)dx, ∀u ≥ 0.

Õ �~£ � � � ´³Êh��� � � Í ���

Z(u) ≥ g(u) +
φF (u)

u

(∫ ∞

0

Z(x)dx−
∫ ∞

u

Z(x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

�w��� � ´   Ëb�_� § �Y� §f  Ë��p£ § ® ��� ���f� ∫∞
u
Z(x)dx

� �H� � ��£�´H���H���Å���Å´  �� � § �³Ë��p£ § ® ��� ®�� � ���  
Z(u) 

¬·« "



� �B�>È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ ���³£�� ®m£ § �p�H� � ���¶��Ðf��� � � � � �f ��f  �HËw��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f� � �¢���   ������Ñ
�Y�B� �¶� � � ���H��� ����´³�  Ö�f ��f  �HËw��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f� � ������Ðf�m���³£��f� � ��£��p�f� 
� û����$5F:$ó 1 B � B �FB�ç Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ]' ï#ð ò+ðëï*) Û ÐwÖ�Þ Ì Q Ù × í ÐÒÏ�Î¿Ö�ÞCØ¦Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ¦Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ

V (u) = 1 + φ

∫ u

0

V (u− x)f(x)dx, ∀u ≥ 0

á Î Û QFÝ Ì ÐÒÏ�Ö�Þ Ì Ðæâ#×CØ Û�Ù Õ/óF×
Z(u) = g(0)V (u) + φ

∫ u

0

V (u− x)g
′
(x)dx, ∀u ≥ 0.

ß �h ©  	�� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Bellman

� � �
Cooke (1963) 

�w��� � ´   Ëb� ±�� � Í �B�;� � £ � � §f  Ë�È��H¤b£�� ��� � ¡  �� �y� � �p´³�_��Ëb�É������� � ² ���������ã�p£ § ® ��� ���f�
V (u)� ����£�� ¡h ��W� �H� � ��Êh� ��� ��� �m��� ¡ ���¥�p£ § ® ��� ®�� � ���  

Z(u)  � V (u)
� ¡  �� � � � � ��Ð   �Y�H���Î®m�HË � �H��£�� ���

� � � �f  � � �>� � �o� ¡  �� � ¡ ��� � �
V (u) =

∑∞
n=0 φ (1 − φ)n F ∗n(u)  � ���   ��� ����� ��®m£ � � ¡ � ��� § £�Êh���  � £·���H� §ª� �������H��´³� ��� � � ����� �f �� �p´³£��   � � ����� �p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

V (u)  � �ª��� ��� ¡ �W�³Ë   Willmot� � �
Lin (2001)

���³£�� � �f� � §f  �B� � £·���H� §F� �������H��´³� ��� � � ��Êh�H��� � §F� �Î�p£ § ® ��� � � ®�� � ��� �Ö��Ð   �Y�H���³�
®m�HË � �H��£�� ��´³�¨� � � �f  � � ´³�  �w��� � ´   Ëb�_�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���<����� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �Å���  8� �   ���B�  �¡ � �³Ë  �p£ � ® ��§ �³Ë  F� ���·¤  �± Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �3���  F�f  � � Í ����� � �����¨���³£�� ®m£ § �p�H� � �o�m�B�ÉÈ��H¤b£�� ��� �h ©  ¬� � �$�B�8È��H¤b£�� ��� �³Ë   �h ©  	 ±o� ����£���Ð � �  �� � � � � �m���³� § ����� � �Ö�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ®m�   � ���Å��Ðf���
Z(x) 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷C�FB$# % Ó(Ö±å V1(u) ≤ V (u) ≤ V2(u), ∀u ≥ 0 ÍgÎ#Ï
ï#ð
g

′
(x) ≥ 0, ∀x ≥ 0

ð!e ß�Ö�ÐN&�Ï�Î Ö�Þ Ìwá�è Ó(Þ Z(u) Ö�ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
g(0)V1(u) + φ

∫ u

0

V1(u− x)g
′
(x)dx ≤ Z(u) ≤ g(0)V2(u) + φ

∫ u

0

V2(u− x)g
′
(x)dx,

∀u ≥ 0
ð

ò+ð
g

′
(x) ≤ 0, ∀x ≥ 0

ð!e ß�Ö�Ð�Þ Z(u) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑFÖ�Þ Ì Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î
g(0)V1(u) + φ

∫ u

0

V2(u− x)g
′
(x)dx ≤ Z(u) ≤ g(0)V2(u) + φ

∫ u

0

V1(u− x)g
′
(x)dx,

∀u ≥ 0

¬·« �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ � � �³��� � � Í � � È��HËb£�� ��� � � �h ©  ¬�� � � �h ©  	�
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷C-FBµËQÌ

f ÐÒÑ Ì Î#ÏAó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ@ÖÚß�Ö�Ð!Þ á�è Ó(Þ Z(u) Ö�ÞCØ]' ï#ð ò+ðëï*) à îµÐÒÏ>Ö Ù
Ðæâ#×CØ¿ÍgÝ0Ö±åxó0Õ/Ý�& Û Î

Z(u) ≥ g(0)V (u) +
φ

u
(g(x) − g(0))

∫ u

0

V (x)dx, ∀u ≥ 0

× Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î
Z(u) ≥ g(0)V (u) +

φ

u
(g(x) − g(0))

(∫ ∞

0

V (x)dx−
∫ ∞

u

V (x)dx

)
, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � V (u)
� ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���Éß ����´H���W�B�   ��£�� � ��Í ���f�3�m�B�ÉÈ��H¤b£�� ��� �h ©  	 à ±�H��� � ´   Ëb�3�

V (u − x)
� ¡  �� �o�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���FËb�¶��£����

x, ∀x ≤ u  �¢� Í �B�ÉÈ��H¤b£�� ���
�h ©  ¬���£�����Ð������B� §f� �³� � �B� � ������´H���³� ��� 
J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷ D BlËQÌ

F ∈ DFR ÖÚß�Ö�Ð
Z(u) ≥ φg

′
(u) +

∫ u

0

f(u− x)

1 − φF (u− x)
g(x)dx, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �"�����������f£·Ëb���y� � � § � � £ § ®m�   ���³�b�m�B�¢�����������f£·Ë ��� �B��� ² �³Ï�� ��Ð� ´H�����f�����f����Êh´³���f�¶ß �h ©  	�� à
Z(u) = g(0)V (u) + φ

∫ u

0

V (u− x)g
′
(x)dx

= g(0)V (u) + φ
[
V (u− x)g

′
(x)
]u
0

+

∫ u

0

V
′
(u− x)g(x)dx

= g(0)V (u) + φV (0)g
′
(u) − V (u)g(0) +

∫ u

0

V
′
(u− x)g(x)dx

= g(0)V (u) + φg
′
(u) − V (u)g(0) +

∫ u

0

V
′
(u− x)g(x)dx.

ß �h ©  	$� à
�¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� "� �h 	 ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� V ′′

(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0 >Õ �~£ � V ′
(u)
� ¡  �� �"�m� ¡   ���f� � � �   �H��¤b�~� � ´³Êh��� � � Í ���

V
′
(u) ≥ f(u) + φV

′
(u)

∫ u

0

f(x)dx, ∀u ≥ 0,

�3� ��� ² Ð  ��f���
V

′
(u) ≥ f(u) + φV

′
(u)F (u), ∀u ≥ 0.

¬·« �



� �   �H��¤b�~� � ´³Êh��� � � Í ���
V

′
(u) ≥ f(u)

1 − φF (u)
, ∀u ≥ 0.

� � ��Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �����   � � £ � � §f  Ë;��Êh´³��� ��� ¸ ¡m� �¢���   ß �h ©  	$� à ���   �H� § ®m�H� � � Í ���

Z(u) ≥ g(0)V (u) + φg
′
(u) − V (u)g(0) +

∫ u

0

f(u− x)

1 − φF (u− x)
g(x)dx, ∀u ≥ 0,

�3� ��� ² Ð  ��f���
Z(u) ≥ φg

′
(u) +

∫ u

0

f(u− x)

1 − φF (u− x)
g(x)dx, ∀u ≥ 0.

�¢£�´H���B�  �� � � £ � ���f£��f����� � �3��Ëb�F� �É� �������H��´³� ��� � � �³Ë   ��£���� § ���HË   ����� �f �� �p´³£��Y��� �f  �m���  
�  �Í ����� �Ò� ����� ±�� ����£���Ð  ¶ �� � ��ÊhÐf���   � � ��®�� �°² � � �m��� ��� � � ���f� � ��£��p�f�

[0, a0]
±Y� �

a0 > 0
� £·��� ¡

�p�f�p� � §� �� �����f£���Ð   � � ��������£��10����f�Y´³���B� � ��������´â�Y��� �f �± ��£������B� � ´   ���  �� � ��ÊhÐf���   � ���f  � ¡ �m�B��� Ê �
� �������H��´³� ��� � � 

g�°¯whg �«ª!ÀlÁ�È«Ç�J.j(¼�¾�ÂR»½¼�Á�Ç��mj(¼ ÂAÇ¦³à��ÁI�l´�Ç¦³���Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����°� � ���³£�� ®m£ § Óp��� � �¶�p£ § ® ��� � � ®�� � ��� �3£�����´³�¶�B���¨Êh£ Íf  ���¨Êh£��³������� ¡ � � ±
ψk(u), k ≥ 1  �~���   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ���b��� ψk(u), k ≥ 1

� �������H����Ð   ��Ðf���8���f�F�H�f���B� ����� ��� ���f�
�f ��f  �HËw��� ���f�y�³Ï ¡ �mËb���f�ªß 	� ¬  © à  � ���   ���   ´³Êh�B� � � ��² ¤b����� � � §f  Ë<� � ��� § �³Ë �p£ § ® ��� � � ®�� � ���  
k
£������¶�B���¶Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷C6FB q Ï�Î�Ö�Þ Ì k Õ Ù#ì ×�Ö Ù ÔAî>Õ/ß ÌÚÙ Ô>î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#ØVÓ(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ�+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø� Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ(Þ ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î
k!

ck
ψ(u)

(∫ ∞

0

ψ(x)dx

)k
≤ k

c

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx ≤ ψk(u), ∀u ≥ 0, k ≥ 1.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  � �p� � Í � ��� ���m� Í Êh����� ¡  �� �  ��3² ¤b����� � � �f  � ������� ��´³�Î��Êh´³���B� �������  �� ���  �² ´³���   ���  � § �Y�Ò£������_�B���8Êh£ Íf  ���ÉÊh£��³������� ¡ � � ± � �3���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �  � � � Í�² �B� Ï��_� � ® ¡   �B��H� � ®hËw®�� � §  ro� � k = 1
� � Í ���   ��Êh´³���Åß 	� ¬  © à � � ´³Êh��� � �

ψ1(u) =
1

c

∫ ∞

u

ψ(x)dx +
1

µ (1 + θ)

∫ u

0

ψ1(x)F (x)dx, ∀u ≥ 0

¬·«#�



� � £ � ���f£���Ð � �¢��Ëb�
1

c

∫ ∞

u

ψ(x)dx ≤ ψ1(u), ∀u ≥ 0.

 £��f�p� � ������� ¤   � � �����   ��Êh´³���>ß �h «  ¬ à � ��¡ £   ��� � �~�B�°�³Ï��f��� § �³Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���   ψ1(u)

1

c
ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx ≤ ψ1(u), ∀u ≥ 0.

Õ �b�m�³Ë Í ���p� ��ÊhÐf�B�
k!

ck
ψ(u)

(∫ ∞

0

ψ(x)dx

)k
≤ ψk(u), ∀u ≥ 0.

ß �h ©  	#" à
�yÍ ��� � � Í ���   ��Êh´³���>ß 	� ¬  © à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�

k + 1

c

∫ ∞

u

ψk(x)dx ≤ ψk+1(u), ∀u ≥ 0.

�w��� � ´   Ëb�yÊh£��f�p� � ������� ¤   � � � ���   ß �h ©  	#" à ��� ���  �² � � � ��ÍÎ� �µ���   ��£�����®m��Ð � �   � �f  � � Í ����� � ��£���Ñ��Ð������B� Í ���

ψk+1(u) ≥
k + 1

c

∫ ∞

u

ψk(x)dx ≥ (k + 1)k!

ck+1

∫ ∞

u

ψ(x)dx

(∫ ∞

0

ψ(x)dx

)k
, ∀u ≥ 0

� � � § £ � Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �W���   ��Êh´³���Éß �h «  ¬ à ��£�����Ð������B� §f� �³� � �B�_¸����B��Ð � �   �Å� § �³Ë×�p£ § ® ���®�� � ���  
ψk+1(u)

ψk+1(u) ≥
(k + 1)!

ck+1
ψ(u)

(∫ ∞

0

ψ(x)dx

)k+1

, ∀u ≥ 0.

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B ÷C.FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØW+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø«ÍgÏ Ì4Ü4è�Ì å Ì &�Ï�Î8Ö�Þ Ì k Õ Ù#ì × Ö Ù ÔVî>Õ/ß ÌÚÙ Ô
î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ∀u ≥ 0 ÍgÎ#Ï ∀k ≥ 1 Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

ψk(u)∫∞
u
ψk(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.
ß �h ©  	$� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  y� � Í�² �B� Ï��¢���f�µ��£ Í � � ���f�b� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �b���  y� �â�Y� ² ������® ¡ � ���f� ��� �Y��Ñ��� ��� ���f�~�H� � ®hËw®m�f�  � �   �H��¤b� � £�Êm� � § ���p� ¡ ����� � �  ��W� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���m�Ö��Êh´³���>ß �h ©  	$� à � ��ÊhÐf�B�®�� �
k = 1
±�² ��� �f² � Í ���

ψ1(u)∫∞
u
ψ1(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.

¬f¬·«



�   �m���   ��Êh´³���Åß 	� ¬  © à �Y´³����� � � k = 1
� � ´³Êh��� � � Í ���

ψ1(u) =
1

c

∫ ∞

u

ψ(x)dx+
1

(1 + θ)µ

∫ u

0

ψ1(u− x)F (x)dx.

È � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �F���   �¢£ Í � � ��� �h ©  � ± ��£������B� � ´   ���  �� �H��´H®mÏ���� � �F���  _� �   ���B�  �¡ � ���f�
ψ1(u) − v

∫∞
u
ψ1(x)dx

� �
v = 1/

∫∞
0
ψ(x)dx ÎÕ �~£ � ��£�´H���B�  �� �³Ï��H� § ����� � �Î�B�¨��£ Í ��� � � ± Ëb���£����

u
± ���f�~� � £ � � § �³Ëá� � £ § �m� � ���f�

−ψ(u) +

∫∞
u
ψ(x)dx∫∞

0
ψ(x)dx

+
φf(u)

∫∞
u
ψ(x)dx∫∞

0
ψ1(x)dx

.

¦ �F���   �������Y�B� � ���f�>��Êh´³���f�ãß �h «  ¬ à � ¡  �� �b� �f  �³£ ÍdÍ ���µ�É� � £ � � §f  ËD� � £ § �m� � ���É� ¡  �� �"�Y�H��� Ñ��� ± ∀u ≥ 0  �w��� � ´   Ëb� ± � ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ��� ψ1(u) −
∫∞
u
ψ1(x)dx/

∫∞
0
ψ(x)dx

� ¡  �� � � ÐfÏ����f� �
���  �§ £·���f���ªËb����£����

u  Õ �~£ �3�f  Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~���   �¢£ Í � � ��� 	� ¬  ©ª� � ´³Êh��� � � Í ���

ψ1(u) −
∫∞
u
ψ1(x)dx∫∞

0
ψ(x)dx

≤ lim
u→∞

(
ψ1(u) −

∫∞
u
ψ1(x)dx∫∞

0
ψ(x)dx

)
≤ 0.

� �   �H��¤b� ± ��£�����Ð������B�p�¶¸����B��Ð � �   � �f  � � Í ����� �
ψ1(u)∫∞

u
ψ1(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.

Õ �b�m�³Ë Í ���p� ��ÊhÐf�B���¶��Êh´³���>ß �h ©  	$� à ®�� � k = m

ψm(u)∫∞
u
ψm(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.
ß �h ©  	#� à

È �¶² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � �m®�� �
k = m + 1

ψm+1(u)∫∞
u
ψm+1(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.
ß �h ©  	 � à

�¢� Í ��� ����Êh´³���B� �3ß �h ©  	#� à ß �h «  ¬ à � � �oß 	� ¬  © à ®�� � k = 1
±m� £·��� ¡� ��3² � ¡ Ï���� � � Í ���

∫∞
u
ψm(x)∫∞

u

∫∞
x
ψm(y)dydx

≤
∫∞
u
ψm(x)∫∞

u
ψ(x)dx

∫∞
0
ψ(x)dx

=
1∫∞

0
ψ(x)dx

� � ���H��� � ´   Ëb�~� � � ��ÊhÐf�B� Í ���
ψm+1(u)∫∞

u
ψm+1(x)dx

≤ 1∫∞
0
ψ(x)dx

, ∀u ≥ 0.

¬f¬f¬



� ���   ��£ Í � � ���Å����� � �����������Y� ¡"²�¡   ��� � �3�p£ § ® ��� � � ®�� � ���  
k
£������¨�B���_Êh£ Íf  ���_Êh£��³������� ¡ � � �y� �p£ § ® ��� � �Ö� ��� § ��£���´³£�Êh�   � � � � � Í ��� ���¢£���� § ���B� � �h ©  ¬·«ª� � � �h ©  ¬��ª����� ��� � ²�¡   ���   ®m�   � � §�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��Ðf���Ö���f���H�f���B� ����� ��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f�¶ß ¬  ©  ¬ à 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B � B �IH B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØM+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Þ k Õ Ù#ì ×�Ö Ù ÔLî>Õ/ß ÌÚÙ Ô
î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø à îµÐÒÏFÖ�ÎQÐæâ#×CØ¿Ý Ì åxó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î ∀k ≥ 0

ψk(u) ≤

1

c

∫∞
u
ψk−1(x)dx+

∫ u
0
F (t)dt

u (1 + θ)µ
∫∞
0
ψ(x)dx

∫∞
0
xψk(x)dx

1 +

∫∞
0
ψ(x)dx

∫ u
0
F (t)dt

u (1 + θ)µ

, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � ������´H���³� ��� ��£�����Ð������B� §f� �³� �W� � Í ��� ���¢£���� § ���B� � �h ©  ¬·«W� � � �h ©  ¬�� 
J�*F�hðòñ�:$ó 1 B � B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØÛ+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Þ Û�à Ó(ÞGÖÚÏ Û × Ö Ù ÔQî>Õ/ß ÌÚÙ Ô
î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø T à îµÐÒÏFÖ�Î ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î0ñ ∀u ≥ 0

ψ1(u) ≥
1

c
ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx := LV (u)

ÍgÎ#Ï
ψ1(u) ≤

1
c

∫∞
u
ψ(x)dx+

∫ u
0
F (t)dt

u (1 + θ)µ
∫∞
0
ψ(x)dx

∫∞
0
xψ1(x)dx

1 +

∫∞
0
ψ(x)dx

∫ u
0
F (t)dt

u (1 + θ)µ

:= UV (u).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��3� ¡  �� � §f� �³��� � � Í ��� ���¢£���� § ���B� � �h ©  ¬ � � � � �h ©  ©�« 
� �B�¨Ì��³� § � � � � � � �F² ¤b����� � �ª´  �� � � £ §f² �B� ® ��� ����������®�� � � ��Ð>�³Ë  Ò§f  Ë5� � �i� § �³ËN�p£ � ® ��§ �³Ë  ®�� � ���   ��£·¤w���¶£������¶�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � 

Y@��5 �c�[Z/9]\ ¡Æ�q¡!�£¢^8 �B\O_8¡� `< ¤¦�29L�!¡«� �G�±��¡!��¥ �Q���Q�� w�q¡!�£¢;¤¦¥
 ¦¨!���?©ª�) «��¥

Õ Þ~��Ëb�Î� � £ � ���f£��f� �f� ���m� � È��HËb£�� ��� � � ¬ ��� ¬ ± ¬ ��� ©¨ß 1. à � � �o¬ ��� 	 ß 2. à �B���°Ì��³� � � ��¡ ���Å¬ ± ®�� � �� � § £���� � � � � �°� ��� � ���³Ëw��� ���Ò��Êh´³���3®�� � ���Ò���  �§ £·���f���
Z
�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�����°�Ò� � � �f  � � �

¬f¬�©



F
´³Êh�B�m� � £�� § ���f£ § � � �i� ��ÊhÐf�B� Í ���

g(x)/f(x) → ∞, x → ∞ ± Êh£��B� � ¸ Í���� �m�����H��� ����´³�   � � �p������   �Y�����
g ∈ Sd  � ���   ��£ § Ï�� ± �m���   �����B� �  �Í ����� � �³Ë   ���³£�� ���·¤b���HË  �± �Å���   �Y����� � ����� ² �  � ��ÊhÐf�B�m� ² �   � ¡  �� �m�³Ð��������  ��¶� ��� ² �B� Ê���� ¡�Í ����� ��ÊhÐf�B� ±�Í ��Ëb�~®�� � � � £ §f² �B� ® ��� �m���   �H�f���B� ����� ��� ���

�f ��f  �HËw��� ���É�³Ï ¡ �mËb���8����� ��� � ²�¡   �B�"��� �>£�����´³�F�B���ÉÊh£ Íf  ���ãÊh£��³������� ¡ � � ± ß 	� ¬  © à ®�� � k ≥ 2 ro� � ���   ����®h���H��£�� � ´   �¨�³Ï ¡ �mËb���>� � £ Í ���8�����_� ��ÊhÐf�B�$� § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�Ò���   �Y�����³� Í ���
ψ(u) ∈ Sd ß ����´H���ª��Êh´³���>©  ©  © à ² �   � ¡  �� �i��£���� �f  ´³� Í ��� k

c

∫∞
u
ψk−1(x)dx ∈ Sd, ∀k ≥ 2

�
� � Í���� � � � �f  ��£��â�Y��Ð   ���   �Y�����³�y®�� � ��� �¢����� ¡ �³�  �� � ��ÊhÐf�B� ±h� ����´³� � � � ¡  �� ��������ÐÖ���³£�� ��£�� �m��� ��´³�
ß|�  Ê  �_���  �§ £·���f���F� � � �f  � � �f� F  ��_�f  �����B� �m���   ��� § ���Å���f�Ò� ��� ���f�3��Ð ���f  ���f�¨ß regularly

varying à à  �w��� � ´   Ëb�Î´³Êh�   � � ��� �f  � ¡   ����£�� � �����Ö���  ª² �f�m����� ¡ � �³� � £ � ��®m�f���³Ë   ��£�� �f �� �p�³£BÑ�Y´   �³Ë   �Y�HËb£�� ��§ �³Ë   � � �$� �f� � §f  �   � � �W��� Í ÓY�  °��� �W� �Å� �������H��´³� ��� � � �B���ÅÌ��³� � � ��¡ ��� � �m�B������ ¡ �¨� � � � £����f�p� § ����� � �Î���  3� ��� � ���³Ëw��� ���F��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψk(u)
±]²�¡   ��� � � � � � ���B� £ §>� � Í

� �������H��´³� ��� � � ®�� � ���  ~� ��� � ���³Ëw��� ���ª��� � ���³£�� �p��£ § ���f�¥�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�¥�³Ï ¡ �mËb���f� �¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �~��Ëb�~�B�°��Ð   �����Ò�³Ë  ª� �������H���³� ��§ �³Ë   �����W���³£�� ®m£ § �p�   � � �p�m���   � � £���Ðf� �
� � £ § ®m£ � �p�Å´³Êh���   � � �   �³�f�m��� ¡p� � Í ���  ¶� �H��´H���Ò���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�ª��� � ���³£�� �p��£ § �ª�³Ë   £�����¤  
�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �Î����� � �����������Y� ¡ �m�B�°Ì��³� § � � � � ��
� ���   ��£ Í � � ���Î� � ���m�B�Ö�Y�H¤b£�� ��� �����ª� � £ � �Y´H�B��� � �y�m���   ���   ´³Êh�B� ��±�� �H���H� §f� � �f  � ¡ �m�B��� Ê ��± ���  
� ��� � ���³Ëw��� ���Ò��� � ���³£�� �p��£ § ���f�Î���   ´H��� Ï��f� ² Ðf�Ò�Y�H��� ��¤   ���  �� £·���f���HË   � � �p¤b�ª�H� ¡ ���f��� � �Y���  
� ��� � ���³Ëw��� ���~��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ��Ðf���f�µ���f� �H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�ä�³Ï ¡ �mËb���f�µ�����~���³£�� ®m£ § Ñ
�p�H� � ���m���   ��Êh´³���Åß ¬  ©  ¬ à  ro� � ��� �Î���  �� £·���f���B� � � ����´³� � � � � ��� ¡ � � �  �� � ¡  �� �������������f£·¤b�p� � �³�Î���Í ���¶�B�W�Y�H��� � Í � � � § Ï��  �� ß �Ö�B� ² � � Í ���³£ � �m�B�W��� ²�¡ �Ò��£�� � � ��ÐÖ�B���f� à  �   �����f�Y´³����� � � Í ��� f ∈ Sd� Í ��� � � Í �B�ÅÈ��H¤b£�� ��� ¬  �h 	 � ��ÊhÐf�B� Í ��� u(x) ∼ lf(x)

� �
l = φ/ (1 − φ)2  � �>®m�H®m�  �Í � � ��� Í� � �B�°Êh£��f�p� � ������� �f����� � ���m���  Î� � Í�² �B� Ï��¶���f���¢£ Í � � ���f� �h 	� ¬�� � �m�B���ÒÈ��HËb£�� ��� �B��� �h 	� ¬ 

J��+*mü�ó�ñ�5 1 B �FB ÷IBAËQÌ
f ∈ Sd

Û Ï�Îwó0Õ/Î�& Û�à�Ì Þ�ÍgÎ#Ï Û Þ�Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ$ñ g ∈ Ld ñ ∫∞
0
f(x)dx <

∞ ÍgÎ#Ï ∫∞
0
g(x)dx <∞ ñEÖÚß�Ö�Ð.&�Ï�Î Ö�Þ Ì ÓFÔ Ì4à�á Ï â#Þ�Ö±å Ì u ÍgÎ#Ï g Û Ð

u(x) =

∞∑

n=1

φnf⊗n(x)
ß �h 	� ¬ à

¬f¬ 	



Ï Ó�î è ÐÒÏ ÙQì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±åvÖ èCì4Ù Ø
(u⊗ g)(x) = f(x)

∫ x/2

0

(
u(x− y)

f(x)
− l

)
g(y)dy + lf(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

+ g(x)

∫ x/2

0

(
g(x− y)

g(x)
− 1

)
u(y)dy + g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy
ß �h 	� © à

ß ì4Ù Ô u(x) ∼ lf(x), x→ ∞ Û Ð l = φ/ (1 − φ)2 ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ��� �Î� ² � Í �������³���³Ë   ���   �H� ¡ Ï��HË   � � �m�³Ë   �����������f£·Ë ��§ �³Ë   � � ´³Êh��� � � Í ���

(u⊗ g)(x) =

∫ x

0

u(x− y)g(y)dy =

∫ x/2

0

u(x− y)g(y)dy +

∫ x/2

0

g(x− y)u(y)dy.
ß �h 	� 	 à

�w� ¡ ���f� �f  � §f  ��� � �¢��£ § Ï��B� �Î�m�B� ² �³Ï�� ÍF� ´H���������f����Êh´³���f�¶ß �h 	� © à � � ´³Êh��� � �

f(x)

∫ x/2

0

(
u(x− y)

f(x)
− l

)
g(y)dy + lf(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

+ g(x)

∫ x/2

0

(
g(x− y)

g(x)
− 1

)
u(y)dy + g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy

= f(x)

∫ x/2

0

u(x− y)

f(x)
g(y)dy− lf(x)

∫ x/2

0

g(y)dy + lf(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

+ g(x)

∫ x/2

0

g(x− y)

g(x)
u(y)dy− g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy + g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy

=

∫ x/2

0

u(x− y)g(y)dy+

∫ x/2

0

g(x− y)u(y)dy.
ß �h 	� � à

�   ���  �² � § ����� � �¥��� ����Êh´³���B� �3ß �h 	� 	 à � � �oß �h 	� � à ��£�����Ð������B���B�°¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ��� 
� û����$5F:$ó 1 B �FB ÷IB«ËQÌ Ï Ó�î è#Ù Ô ÌLÙ Ï ì Õ Ù�ÞCì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø Ö�ÞCØÝR®Õ/ß�Ö�Î#Ó(ÞCØ Xgð ôgðëï ñÆÖÚß�Ö�Ð�&�Ï�Î�Ö�Þ Ì &�Ð Ì ÏëÍ+×á�è Ó(ÞLÖ�ÞCØ�Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ¿Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ(' ï#ð ò+ðëï*) Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð ËQÌ Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ Û ÞQÎ±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý c∗1 Ö à Ö Ù Ï�Î�êVÓ(Ö�Ð Ì Î�Ï Ó�î è ÐÒÏ f(x)/g(x) → c∗1, x→ ∞
ÖÚß�Ö�Ð

lim
x→∞

Z(x)

g(x)
= 1 + lc∗1

∫ ∞

0

g(y)dy +

∫ ∞

0

u(y)dy.
ß �h 	��� à

ò+ð ËQÌ Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ Û Þ Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×LÓ(Ö�Î í ÐiÕ/Ý c∗2 Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð g(x)/f(x) → c∗2, x→ ∞ ÖÚß�Ö�Ð
lim
x→∞

Z(x)

f(x)
= c∗2 + l

∫ ∞

0

g(y)dy + c∗2

∫ ∞

0

u(y)dy.

¬f¬ �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð 1.
Ü �H���   ¤   � � � � � Í ���   ��Ðf�������f� �f ��f  �HËw��� ���f�¥�³Ï ¡ �mËb���f�Îß ¬  ©  ¬ à ��� ���  �² � � � ��Íª� ����   ß �h 	� © à � ��¡ £   ��� � �~���   � � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���

Z(x) = g(x) + (u⊗ g)(x)

= g(x) + f(x)

∫ x/2

0

(
u(x− y)

f(x)
− l

)
g(y)dy + lf(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

+ g(x)

∫ x/2

0

(
g(x− y)

g(x)
− 1

)
u(y)dy + g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy.
ß �h 	� " à

� ���   ���   ´³Êh�B� �3² � � � £���Ð � � � �
g(x)
� � �m� �3² Ðf� � ´H���Ö���f�3ß �h 	� " à � � �m� ��¡ £   ��� � �~� �¶Í £�� � � � �p¤b��B�

x
��� ¡   �B���m�B� § ���B� £��

lim
x→∞

Z(x)

g(x)
= 1 + lim

x→∞

(
f(x)

g(x)

∫ x/2

0

(
u(x− y)

f(x)
− l

)
g(y)dy

)
+ l lim

x→∞

(
f(x)

g(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

)

+ lim
x→∞

(
g(x)

g(x)

∫ x/2

0

(
g(x− y)

g(x)
− 1

)
u(y)dy

)
+ lim

x→∞

(
g(x)

g(x)

∫ x/2

0

u(y)dy

)
.

� � � � �f� � §f  �   � � �°��� Í ÓY�  Å��� � Í ���w� ��ÊhÐf�B�
f(x)/g(x) → c∗1, x → ∞ ± f ∈ Sd � � � g ∈ Ld��£�����Ð������B�p�°�H� Í�� �   ��� � ��� � ���³Ëw��� � Í ����Ð������

lim
x→∞

Z(x)

g(x)
= 1 + lc∗1

∫ ∞

0

g(y)dy +

∫ ∞

0

u(y)dy.
ß �h 	��� à

2. Õ Þ � ��� �>� �Î�B� 1.
�f 3² � � � £�´³����� � �ª���   ß �h 	� " à � � f(x)

� � �i� § £���� � �Î� �FÍ £�� � �m�B�>��£·¤w�B�Å� � �
² �³Ð����³£�� � ´H�����~� � �p¤b���B�

x→ ∞ � � ´³Êh��� � �

lim
x→∞

Z(x)

f(x)
= lim

x→∞

g(x)

f(x)
+ lim

x→∞

(
f(x)

f(x)

∫ x/2

0

(
u(x− y)

f(x)
− l

)
g(y)dy

)

+ l lim
x→∞

(
f(x)

f(x)

∫ x/2

0

g(y)dy

)
+ lim

x→∞

(
g(x)

f(x)

∫ x/2

0

(
g(x− y)

g(x)
− 1

)
u(y)dy

)

+ lim
x→∞

(
g(x)

f(x)

∫ x/2

0

u(y)dy

)
.

ß �h 	� � à
�¢� Í ���   ��� Í �Y�³���¶®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

g(x)/f(x) → c∗2, x → ∞ ± f ∈ Sd � � � g ∈ Ld ���   �H��¤b��Åß �h 	� � à � �f� � §f  �B�h���   � � £ � � § �³Ë � ��£��p�

lim
x→∞

Z(x)

f(x)
= c∗2 + l

∫ ∞

0

g(y)dy + c∗2

∫ ∞

0

u(y)dy.
ß �h 	� � à

¬f¬ �



� �8� Í £�� � ��� �����F� �>² ¤b����� � �Ö�m���   ���   ´³Êh�B� �Å�f �� �p´³£��H� � �]�m��� �W���³£�� ���·¤b���B� �¶�����
c∗1 = 0

� � �
c∗2 = 0 
J�*F�hðòñ�:$ó 1 B �FB ÷IBS# % Ó(Ö±å)ß�ÖÚÏgÏ Ó�î è#Ù Ô ÌÆÙ Ï ì Õ Ù�ÞCì4Ù4í#à Ó+ÐÒÏ Ø«Ö�ÞCØKR®Õ/ß�Ö�Î#Ó(ÞCØ Xgð ôgðëï ñFÖÚß�Ö�ÐS&�Ï�Î�Ö�Þ ÌVá�è Ó(Þ
Ö�ÞCØ¿Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+×CØ�Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ/' ï#ð ò+ðëï*) Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð ËQÌ

f, g ÐÒÑ Ì Î#Ï í ÐäÖÚÏëÍ à Ø ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ à Ø�ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø�Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ!êVÓ(Ö�Ð Ì Î Ï Ó�î è ÐÒÏ f(x)/g(x) →
0, x→ ∞ ÖÚß�Ö�Ð

lim
x→∞

Z(x)

g(x)
= 1 +

∫ ∞

0

u(y)dy,
ß �h 	� ¬·« à

ò+ð ËQÌ
g(x)/f(x) → 0, x→ ∞ ÖÚß�Ö�Ð

lim
x→∞

Z(x)

f(x)
= l

∫ ∞

0

g(y)dy.
ß �h 	� ¬f¬ à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��3� ¡  �� � §f� �³��� � � Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �h 	� ¬ 
� ���   ���   ´³Êh�B� � � �É� �H���H���f����� � � � � � �³� � £ � ��®m�É�B��� È��HËb£�� ��� �B��� �h 	� ¬  � ��®h���H��£�� � ´  �� � �� �H���H���f����� � �°���  8� ��� � ���³Ëw��� ���<��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ² �³Ð����³£��f�Å£������f�Å�B��� Êh£ Íf  ��� Êh£��³������� ¡ � �
����� ²�¡   �H� � �o� �f  ��Ðf���F���f�3�H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f�3�³Ï ¡ �mËb���f�¨ß 	� ¬  © à  �����³£ ¡ ���³Ëb���>���f���£·¤w���f�Î£������f� �f  ��� � �H�³Ëw� ¡ ¸��H� � �p�³Ð������ �Ò� �����   �������Y�B� � �³Ë   �³£·® � ��� ¡ Ë   ����� ��� ����£������p´³£����  
� � È��HËb£�� ��� � � �³Ë  

Yin
� � �

Zhao
ß È��H¤b£�� ��� ¬ ��� © ±��f  � ¡ �m�B��� Êh�°� ¡  �� ��� � ���B� � ������´H���³� ��� �B���

Asmussen
± È��H¤b£�� ��� ¬ ��� ¬ à oÕ �w���p� �f  �Y´³����� � � k = 1

�m���   �³Ï ¡ �mËb���Fß 	� ¬  © à � � ��£�����ÐfÓp�B� � � ��f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb��� ± ��Ðf���Ö���f������� ¡ � �Î� ¡  �� ���W��£·¤w���¶£������¶�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � ±
ψ1(u) 

ψ1(u) =
1

c

∫ ∞

u

ψ(x)dx +
1

1 + θ

∫ u

0

ψ1(u− x)dFe(x).
ß �h 	� ¬�© à

�~���f�Y´H�B��� � � Í ��� � ��ÊhÐf�B�
Fe ∈ S∗ � � � F/µ ∈ Sd  �yÍ ���W®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� ψ(u) ∈ Sd ß ����´H����¢£ Í � � ���3©  ©  © à  �w��� � ´   Ëb�Î���   �H� § ®m�H� � � Í ���

1
c

∫ u
0
ψ(x)dx∫∞

0
1
c
ψ(x)dx

=

∫ u
0
ψ(x)dx∫∞

0
ψ(x)dx

∈ S.

� ¡  �� �$��£���� �f  ´³� Í ���$�����f£���Ð   � � � Í ���³�Ò���o��£��10����f�Y´³���B� �3�B���_È��HËb£�� ��� �B���>¬ ��� © (2.)
� � � �¶� � �

� ��ÊhÐf���   � �¶� � Í ������� �

¬f¬ "



¬  �~�p��Ð Fe ∈ S∗ ����� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � �f  �����B���m���   ��� § ��� Sd � � ���H��� � ´   Ëb� � � Í ���  �¢£ Í � � ���F¬  �h 	 � � ´³Êh��� � � ∫ u
0
ψ(x)dx∫∞

0
ψ(x)dx

∈ S,

©  Fe ∈ S ±�� � Í ���   �¢£ Í � � ���F¬  �h 	�
	�

lim
x→∞

∫∞
x
ψ(y)dy

Fe(x)
= lim

x→∞

µψ(x)

F (x)
= µ lim

x→∞

ψ(x)

Fe(x)
· Fe(x)
F (x)

= ∞

� � �����   �H��¤b�¢� � ´³Êh��� � �¥� § ���B�h�B��� � �������H��´³� ��� �B���~�B���3È��HËb£�� ��� �B���W¬ ��� © Í ���

ψ1(u) ∼
1

1 − 1
1+θ

· 1

c

∫ ∞

u

ψ(x)dx, u→ ∞

�3� ��� ² Ð  ��f���
ψ1(u) ∼

1

λµθ

∫ ∞

u

ψ(x)dx, u→ ∞.
ß �h 	� ¬ 	 à

� � ��� � ���³Ëw��� ���Ò��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψk(u), k ≥ 1

� �H���H� § � � � �f �� ������� � § �m�B�FÌ��³� § � � � � �� �  �Y�H���f����� � �  �� ����������® ¡ ����� � � ���  ~� ��� � ���³Ëw��� ���Î��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ² �³Ð����³£��f� £������f�y�B���ªÊh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � ± �����Ò� � �f  ������� � ¡ ���   ��Êh´³���>ß 	� ¬  © à ®�� � k = 2

ψ2(u) =
2

c

∫ ∞

u

ψ1(x)dx +
1

1 + θ

∫ u

0

ψ2(u− x)dFe(x),
ß �h 	� ¬ � à

� Í ����� � £ � ���f£���Ð � ����Ëb� ² �   � ��ÊhÐf�B�Y� §f  � � �Ò�B����� § Êm� �m�B�  ¶² �   � ¡  �� �i�³Ð��������  ��°� ��� ² �B� Ê���� ¡]Í ���
2
c

∫∞
u
ψ1(x)dx ∈ Sd � 2

c

∫ u
0
ψ1(x)dx/

∫∞
0
ψ1(x)dx ∈ S.

ro� � �B�Ô� Í ®m� � ��� Í � � Êh£��f�p� � ��Ñ
����� �f����� � �¶�B�ÉÈ��H¤b£�� ��� �h 	� ¬  Ì � � � £�Êh�   � � ��£�´H���B�  �� �H��´H®mÏ���� � � Í ���o���o��£�� � � � � �B��Ð � �   �³����   �Y�����³�É� ��ÊhÐf���   ��£������B� � ´   ���  �� �³Ï � ��� � � ¡ ����� � � Í ��� � ����£���Ð � �  �� � §f  ��� � �8Êh£��f���d�B���
� �������H��´³� ��� �B��� ± �B���FÈ��HËb£�� ��� �B��� �h 	� ¬ ± ®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò���f� ² �³Ð����³£��f�ª£������f� ± ψ2(u)  Þ�����   �Y�����³� � ����´³��� ¡  �� �

¬  F/µ ∈ Sd ±
©  2

c

∫∞
u
ψ1(x)dx ∈ Ld ±

	� ∫∞
0

∫∞
u
ψ1(x)dxdy <∞,

∫∞
0
F (x)dx <∞,

�h F (u)/
∫∞
u
ψ1(x)dx→ 0 

¬f¬ �



� � � Í�² �B� Ï��¶�³Ë   � � £ � � §f  Ë;��Êh´³���HË  ª� �����������Y� ¡ �m���   ���   ´³Êh�B� � 
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ¬ u§ ��ÊhÐf�B� � � Í ���   ��� Í �Y�³���
©  �¢£�´H���B�  ��ª² � ¡ Ï���� � � Í ��� 2

c

∫∞
u
ψ1(x)dx ∈ Ld  ¦ �y���   �������Y�B� � �B���WÈ��HËb£�� ��� �B��� l’ Hos-

pital
� £·��� ¡Y ��Ò² � ¡ Ï���� � � Í ��� 2

c
ψ1(u) ∈ Ld �°� ��� ² Ð  ��f���ÒÍ ��� ψ1(u) ∈ Ld ¦� �f� � §f  �   � � ���� Í ÓY�  _��� � Í ���

ψ ∈ Sd ± �H��� � ´   Ëb� � � Í ���   ��Êh´³���áß ¬  �h 	 à � � ´³Êh��� � � Í ��� ψ ∈ Ld � �   �H��¤b� � �~Êh£��f���W���f���¢£ Í � � ���f�Ö¬  �h ©¶� ��ÊhÐf�B� Í ��� ψ ⊗ ψ ∈ Ld  Õ �~£ �

ψ1(u− x) =
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u− x) +

∫ ∞

u−x
ψ(y)dy − ψ(u− x)

∫ ∞

0

ψ(y)dy

)

∼ 1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u) +

∫ ∞

u

ψ(y)dy − ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
= ψ1(u)

� �   �H��¤b� � ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ��� ∀x ≥ 0
� ��ÊhÐf�B� Í ���

lim
u→∞

ψ1(u− x)

ψ1(u)
= 1.

	� Þ~���������f£·¤   �   � � ���B�Ò��£·¤w�B�Ò� � �m�B� ² �³Ð����³£�� � ´H���������f����Êh´³���f�¶ß �h 	� ¬ � à � � ´³Êh��� � �
∫ ∞

0

ψk+1(x)dx =
k + 1

c

∫ ∞

0

∫ ∞

x

ψk(y)dydx+
1

1 + θ

∫ ∞

0

∫ x

0

ψk+1(u− y)dFe(y)dx.

�¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� 	� ¬  ¬�®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
∫ ∞

0

ψk+1(x)dx <∞.

Õ �~£ � ∫ ∞

0

∫ ∞

x

ψk(y)dydx <∞.

�w� ¡ ���f��� ¡  �� ����£���� �f  ´³� Í ��� ∫∞
0
F (x)dx = µ <∞ ß �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�p�f�p� � § �����¶� � ´³������ � �¶� ¡  �� �m���H���³£ � � � ´   � à 

�h È � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �Ò���   �¢£ Í � � ���d¬  �h ¬ ± �B� È��H¤b£�� ��� ©  ©  � � � �"�B� � Í £�� � ��� �� ¬  ¬�B���3Ì��³� � � ��¡ ��� �� �w��� � ´   Ëb���B�°¸����B��Ð � �   �Ò��£�����Ð������B� §f� �³� �

lim
u→∞

F (u)∫∞
u
ψ1(x)dx

= lim
u→∞

F (u)

ψ(u)

ψ(u)∫∞
u
ψ1(x)dx

= 0.

¬f¬ �



�w��� � ´   Ëb�Î�³� � £ ��Í ¸��   � � ���B� � ������´H���³� ��� �B���ÒÈ��HËb£�� ��� �B��� �h 	� ¬�� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψ2(u)
2
c

∫∞
u
ψ1(x)dx

= 1 +
1

µθ

∫ ∞

0

u(y)dy

�3� ��� ² Ð  ��f���
lim
u→∞

ψ2(u)∫∞
u
ψ1(x)dx

=
2

c

(
1 +

∫ ∞

0

u(y)dy

)

� � ���H���B� ² �
∫ ∞

0

u(y)dy =

1

1 + θ(
1 − 1

1 + θ

)

��£�����Ð������B� � � Í �B�°� Í £�� � ��� �h 	� ¬ Í ���

lim
u→∞

ψ2(u)∫∞
u
ψ1(x)dx

=
2

λµθ
.

¦ � Í�� ��� � ��£ Í ��� � ����£�� ¡b ��É� ��� ² �B� Ê���� ¡ �H� � ®hËw®�� � § � � �b� � ��� � ���³Ëw��� ���8��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
k£������f���B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � ±

ψk(u) 

� � ��� � ���³Ëw��� ���Ö��� � ���³£�� �p��£ § ����� � ��� ² � ¡ Ï �f� �¥®�� � ���  �² �³Ð����³£��Ö£������Ö�B���WÊh£ Íf  ���¶Êh£��³������� ¡ � �
��� � � ¡ �����B� � �¶�B� � ��� � ���³Ëw��� � Íã� ������´H���³� ��� �����¨� �¨�f �� �p´³£���� � �3�m�B�ÉÌ��³� § � � � � �� � �   ��Ó ¡ Ñ¸��   � � � ± ��£�´H���B�  �� ����Ð � � Í �����B� � ��� � ���³Ëw��� � Í°� ������´H���³� ��� �B���°È��HËb£�� ��� �B���3ß �h 	� ¬ à ± ®�� � ���  ��Ðf���Ö���f���H�f���B� ����� ��� ���f� �f ��f  �HËw��� ���f���³Ï ¡ �mËb���f�3ß ¬  ©  ¬ à ±h� ��� ² � ¡ Ê�������� � £·® Í ���³£ � Êh£��   � � §Ò� � Í� �8� ��� � ���³Ëw��� � §_� �������H��´³� ��� � � �³Ë   £�����¤   �B���8Êh£ Íf  ���8Êh£��³������� ¡ � �  � ��®h���H��£�� � ´  ���±µ� �p��Ð� £�Êm� � §¶� ��� ² � ¡ Ï �f� �¢���  Î� ��� � ���³Ëw��� ���Ö��� � ���³£�� �p��£ § ���f�

ψk(u), ∀k ≥ 1
±h� �¢��� ® Í ���³£��³�~��£��10�����Ñ

�Y´³���B� � � � Íª� ����´³� ����� � � � � �B��Ð   � � È��HËb£�� ��� � � ¬ ��� ¬ � � ��¬ ��� ©Wß Í ��Ëb� � ��² ��Ð � � �m�B�ªÌ��³� § � � � �
� à ± �m���   ���   ´³Êh�B� � ��£���Ê�Ëb£��f� �f� �Î�m���  W� �H��´H���¶���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�Î��� � ���³£�� �p��£ § �Î®�� � ���   ®m� Ñ  � ���>��Ðf���°���f�>ß ¬  ©  ¬ à  � �B�8È��H¤b£�� ��� �h 	� ¬¶� � £ � ���f£���Ð � � Í ��� ��� � � £·��� ¡$ �� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
g ∈ Ld ��£������B� � ´   ���  �� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �����  ª� ��� � ���³Ëw��� ���W��� � ���³£�� �p��£ § ���f�~��Ðf���f�~���f�¶ß ¬  ©  ¬ à 

¬f¬��
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� �B�W���³� § � � � � � ��� Í � �Î� ��Êh�������Y��Ð � � � �ä���   � � � � �m���³�f� §f  Ë<� � ��� § �³Ëd�p£ � ® ��§ �³Ë   ®�� � ���  
k£������¶�B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � �  � ��®h���H��£�� � ´  �� �B� §f  Ë;�p£ § ® ��� �����W� �3² ¤b����� � �¢®m�   � ���³Ðf�B���B��p£ § ® ��� ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �¢�����Î´ ² Ëb��� �

Lundberg
ß ����´H��� �f  � � Í ����� � ßÚßt©  ©  © � à à�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�³Ë   £�����¤   �B���°Êh£ Íf  ���FÊh£��³������� ¡ � �  � � �â�Y� ² ������® ¡ � �����Ò� � �³� � £ ��Í ����� � �´³Êh�B� Ëb�É�³Ï��f�  Ü �H���   ¤   � � � � � Í � � ®m�   � � §á§f  Ë/� � � � § �³Ë��p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� �Êh£��³������� ¡ � �¥����� ²�¡   �   � � ���m�B� � � ����� �� ©  © ± �B�W����� ¡ � � �����������Y� ¡ ± � � ��� �f� � §f  �   � � � ��� Í ÓY�  ~��� �Í ���"�

ψk(u)
� � �f  ������� � ¡ ���  >�f ��f² £�� � � ���8�³Ï ¡ �mËb���dß 	� ¬  	 à ± � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �3��� � ´â�Y� ² ����f� ��� �Y� ��� ��� ���f���H� � ®hËw®m�f�Î��£������B� � ´   ���  �� � � � � �m���³� § ����� � ���p£ § ® ��� � � ®�� � ���  

ψk(u)  � �Í ���ª���   ´H��� � ���ª�B���ª���³� � � ��¡ ���ª�Y�HËb£���Ð � � Í ���h� � �f  ������� ��Ð   � � ������� � � § �f�������³�¢���   �Y�����³�y¤b�m���
���
ψk(u)

 �� � ¡  �� �h���H���³£ � � � ´   �³� 

tL��� (76.8��:9L�!¡«�&�G�±�&¡!��¥�6._]\L¤¦¥a¡S_�ZÈ¾«6.É��._�Zã¾«6� u_ ¢^_]\^A±�Q¥
�,¡S_�¢O< �Q�=�£¢^Éä9O_���¡�¤`<,_ ¡!; ¥æåc w��6BA±�Q¥.# � �.¼$>����ª�

� ���   �  �Í ����� �~� �����y� � �H��� ���   ��£·Ë"�Y��Ð � �µ�m�B����� � �p� � ÍÎ� �   ��´H�������f�b�Y�HËb£ ¡ � �µ���  �² Ð   Ë    � ��®h��� Ñ��£�� � ´  ��¶� �¥���ª�������Y�B� �W² Ðf�3��� ����§ �³Ë   � �W� ��� ² � ¡ Ï���� � �~�B�°È��H¤b£�� ��� �� ©  ¬ ± �B�Ò����� ¡ � � �������H��� ¡
¬�©�¬



� � ���B�Ò� � �p� � ÍF� ������´H���³� ��� �B���3� � £ Íf  �B���ªÌ��³� � � ��¡ ���  � ���Ò���   ´³Êh�B� � � �3� �����������Y�f�����  W² �f�����£ ¡ � ��� � � �����ª� � ���³£�� ®m£ § �p���   � � �p£ § ® ��� � � �³Ë  
ψ1(u)

� � �
ψ2(u)  � ´H�����¢� �ª� ��Êh�������Y��Ð � ����ä��£ � ����� � Í �H� ¡ ��� ² � � �ä�B�   ����������®�� � ��Í �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   �����Î��£������ ¡   ��� � � ®�� � ���   ��£·¤w����� � �

² �³Ð����³£��8£������8�m��� �°���³£�� ���·¤b���B� �°�����8� � ÐfÓp�¨�³Ë  ¨� ����¸�� � � ¤b���HË  Å� �����������Y��Ð   ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�
�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤   � � ������® §f����� � � � �f  � � �  ro� � ���   ��£·¤w���Î£������Î�B���ªÊh£ Íf  ���ªÊh£��³������� ¡ � �� � ® ¡   �B�m��Ð�®h��£�� ���ª�B��� §f  Ëá�p£ § ® ��� �B���¢�����Ö��£������ ¡   ��� � � � �y� � �p£ § ® ��� � � �����W´ ² Ëb� �f  ���

Lin� � �
Willmot (2001)

� � �
Frostig (2004)  �w� ¡ ���f�ª� � ����®h��£ ¡   ��� � � ±]� �����¶�������Y�B� � ����®h���H��£�� Ñ� ´   ���F� � £ �f² � ¡ ® ��� �B��� ± � � �p£ § ® ��� � � �����F� �F� ��� ² �B� Ê��B��Ð   �m���   �  �Í ����� � ����� � �����������Y� ¡ ®�� �

���  
ψ1(u)

� �¢� �¶�f  � ¡ �m�B��� Ê � �p£ § ® ��� � � ����� �f �� �p´³£��   � � ���m�B�Ò� Í £�� � ��� �h © ���
f öF:�:$ó)�FB � B ÷IB`Ä Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ.¿
ï#ð

∫ u

0

e−ixxjdx =
j!

ij+1

[
1 − e−iu

j∑

n=0

inun

n!

]
, u ≥ 0,

ß �� ©  ¬ à
ò+ð

∫ ∞

u

e−ixxjdx =
j!

ij+1
e−iu

[
j∑

n=0

inun

n!

]
, u ≥ 0.

ß �� ©  © à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H���  �� £ � � �f� � ¡ ² �f�   ß ¬��#� 	 à 
� �B� � � ����� ����� � �����������Y� ¡f²�¡   �   � � � §f  Ë8� � ��� § �³Ëã�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � Þ ����������®�� � ��Í ���B���f� � � � � ��� ¡ ���Ö®   ¤b���Ö�B���¶���   ���H���³�m���Î��£���� � £ � ��®m�f� ±

R
� � �m�³Ë   �m� � �Y�³£·¤  

C1

� � �
C2

�����ã��£ ¡ ¸��   � � �µ�m��� �>��Êh´³���B� �Éß �� ©  � à � � �¥ß �� © �� à ± �f  � ¡ �m�B��� Ê �  �y� ����®h���H��£�� � ´  ���p£ § ® ��� � �ª� � ���   �H��� ����´³�   �������Y�B� � �³Ë   ��Êh´³���HË   �B��� � � ����� �B��� �� ©  ¬¥� �ª��� �ä�������Y�f�����  � ��² ¤b����� � �~�p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ����� Í ����� � ∫
[0,u]

eRx(u− x)idG(x)
�¶����� ¡ � Êh£��f�p� � ������� � ¡ � � �p�m�B�  

����������®�� � ��Í �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   ®�� � ��� ��£�����´³���B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � 
f öF:�:$ó �FB � B � B>ç�ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Øæñ ψ(u) ñ+Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØu+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ôà îµÐÒÏFÖ�ÎQÐæâ#×CØ¿ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î

C1e
−Ru ≤ ψ(u) ≤ C2e

−Ru, ∀u ≥ 0
ß �� ©  	 à

ß ì4Ù Ô
C1 = inf

x≥0

1 − F (x)∫∞
x
eR(y−x)dF (y)

ß �� ©  � à
¬�©f©



ÍgÎ#Ï
C2 = sup

x≥0

1 − F (x)∫∞
x
eR(y−x)dF (y)

.
ß �� © �� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Asmussen
ßt©�«f«f« à ���H� ¡ ²�� �#��

f öF:�:$ó��FB � B �FBc# % Ó(Ö±å R ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ«Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ!+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì dÜ4è�Ì å Ì ÍgÎ#Ï G(u) =
∑∞

k=0(1 − φ)φnF ∗n
e (u) Þ@Ó è�Ì4í ÐäÖ�Þ2&�Ðæå Û ÐäÖºÕFÏëÍ+×,ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × ì4Ù Ô�Î Ì ÖÚÏ Ó(Ö Ù Ï d

îµÐÒÑµÓ(Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø Fe ì4Ù Ô à î Ù Ô Ì Ö�Î è�� ÞxÖ±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì ÍgÎ#ÏwÖ�Þ Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý
φ ∈ (0, 1)

ð!e ß�Ö�ÐN&�Ï�Î i = 0, 1, 2, ... ÍgÎ#Ï u ≥ 0 Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð

∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≤ RC2
ui+1

i+ 1
+ [1 − C1] u

i, ∀u ≥ 0,
ß �� ©  " à

ò+ð
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≥ RC1
ui+1

i+ 1
+ [1 − C2] u

i, ∀u ≥ 0.
ß �� © �� à

ß ì4Ù Ô Ö�Î C1 ÍgÎ#Ï C2
Ù Õ/Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Î ì ß!ÖÚÏ Ø�Ó�î à Ó+ÐÒÏ Ø(' 3$ð ò+ð�X�) ÍgÎ#Ïç' 3$ð ò+ð43�) Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ¬  Õ �b�m�³Ë Í ��� i ≥ 1  �yÍ ���ª� �f� � §f  �   � � �Ö��� Í ÓY�  Ò��� � Í ���]�°� � � �f  � � � G ´³Êh�B� ��§ ¸ ��m�B� � � ² ´   � � �$� ¡  �� � � � Í ����� � ���   �³Êh�f�W�m�B�
(0,∞)

®m£ § �p��� � �ª�B�¨� � £ � � § �³Ë×�����������f£·Ë ��� Ëb�
�³Ï��f�

∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) = eR0(u− 0)iG(0) +

∫

(0,u]

eRx(u− x)ig(x)dx,

Í �����
g(x) = G

′
(x)
®�� �

x > 0  � �   �H��¤b�¨´³Êh��� � � Í ��� G(x) = G(0) +
∫ x
0
g(t)dt.

¦ �F���
�������Y�B� � ���f� � �â� Í�² ���°���f�Ö�����������f£·Ëb���f�ª� � � § � � £ § ®m�   ���³�ª� � �Y� �f� � §f  �   � � �ª��� Í ÓY�  3��� � Í ���
G(u) = 1 − ψ(u)

´³Êh��� � � Í ���
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) = uiG(0) −
∫ u

0

ReRx(u− x)i(ψ(0) − ψ(x))dx

+

∫ u

0

ieRx(u− x)i−1(ψ(0) − ψ(x))dx

= uiG(0) −
∫ u

0

ψ(0)ReRx(u− x)idx+

∫ u

0

ReRx(u− x)iψ(x)dx

+

∫ u

0

ψ(0)ieRx(u− x)i−1dx−
∫ u

0

ieRx(u− x)i−1ψ(x)dx.
ß �� ©  � à

¬�© 	



¦ �~���¶Êh£��f���W���f����Êh´³���f�¶ß �� ©  	 à ��£�����Ð������B� Í ���
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≤ uiG(0) − ψ(0)R

∫ u

0

eRx(u− x)idx+ C2

∫ u

0

R(u− x)idx

+ ψ(0)i

∫ u

0

eRx(u− x)i−1dx− iC1

∫ u

0

(u− x)i−1dx.

� ���°���   ´³Êh�B� � �m�B�F��£·¤w�B�F� � �Y�m�B�F��£ ¡ �B�>�����������f£·Ë ��� �B��� ² �³Ï�� ��Ð � ´H�����f�Î���f�Î� � £ � � §f  Ë �f  � Ñ
� Í ����� � �¢�Y´H�B��� � �

u− x = t

∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≤ uiG(0) − eRuψ(0)R

∫ u

0

e−Rttidt+ C2R

∫ u

0

(u− x)idx

+ ψ(0)ieRu
∫ u

0

e−Rtti−1dt− iC1

∫ u

0

(u− x)i−1dx.
ß �� ©  � à

¦ �~���¶Êh£��f���W���f����Êh´³���f�¶ß �� ©  ¬ à �W� � £ � � §f  Ë �f  � � Í ����� � � �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≤ uiG(0) +RC2
ui+1

i + 1
− C1u

i

− ReRuψ(0)

[
i!

Ri+1

(
1 − e−Ru

i∑

n=0

Rnun

n!

)]

+ ieRuψ(0)

[
(i− 1)!

Ri

(
1 − e−Ru

i−1∑

n=0

Rnun

n!

)]

= ui − uiψ(0) +RC2
ui+1

i+ 1
− C1u

i + ψ(0)
i!

Ri

i∑

n=0

Rnun

n!

− ψ(0)
i!

Ri

i−1∑

n=0

Rnun

n!

= RC2
ui+1

i+ 1
+ [1 − C1] u

i.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���>�����
i = 0
± �³� � £ ��Í ¸��   � � �W��� � ´â�Y� ² �¨���f�¶�����������f£·Ëb���f�W� � � § � � £ § ®m�   ���³�

� � ´³Êh��� � �
∫

[0,u]

eRxdG(x) = G(0) + eRu (ψ(0) − ψ(u)) −
∫ u

0

ReRx(ψ(0) − ψ(x))dx

= 1 − ψ(0) + eRu (ψ(0) − ψ(u)) − ψ(0)
(
eRu − 1

)
+

∫ u

0

ψ(x)ReRxdx

� � �m� §f  �   � � � � ����´³����£ § Ï��B� ����£�����Ð������B� Í ���
∫

[0,u]

eRxdG(x) = 1 − eRuψ(u) +R

∫ u

0

ψ(x)eRxdx.
ß �� ©  ¬·« à

¬�© �



 £��f�p� � ������� ¤   � � �����¶��Êh´³���>ß �� ©  	 à � ��¡ £   ��� � � §f� �³� � �B�°¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ���
∫

[0,u]

eRxdG(x) ≤ 1 − C1 +RC2u.

©  � � �â�Y� ² ������® ¡ � ���f� � � Í�² �B� Ï��f� � ¡  �� �f� � £ Í�� ��� �Î� �µ���  ¥�f  � ¡ �m�B��� Êh� � � Í�² �B� Ï����B�����³£·Ëw��� ��� �B���¬  �w��� � ´   Ëb� � £�Êm� � § �����f�Y´H�B��� � � Í ��� i ≥ 1  �yÍ ��� � � Í ������Êh´³���¶ß �� ©  � à � � ��������Êh´³���¶ß �� ©  	 à� � ´³Êh��� � � Í ���
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≥ uiG(0) − ψ(0)R

∫ u

0

eRx(u− x)idx+ C1

∫ u

0

R(u− x)idx

+ ψ(0)i

∫ u

0

eRx(u− x)i−1dx− iC2

∫ u

0

(u− x)i−1dx.

�   �Y´³����� � �
u − x = t

�m�B� ² �³Ð����³£��_� � � �m�B�_��´H� � £·�B�8�����������f£·Ë ��� �B��� ² �³Ï�� ��Ð � ´H�����f�3���f�
� � £ � � §f  Ë �f  � � Í ����� � �

∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≥ uiG(0) − eRuψ(0)R

∫ u

0

e−Rttidt+ C1R

∫ u

0

(u− x)idx

+ ψ(0)ieRu
∫ u

0

e−Rtti−1dt− iC2

∫ u

0

(u− x)i−1dx.
ß �� ©  ¬f¬ à

¦ �~���¶Êh£��f���W���f����Êh´³���f�¶ß �� ©  ¬ à �W� � £ � � §f  Ë �f  � � Í ����� � � �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�
∫

[0,u]

eRx(u− x)idG(x) ≥ uiG(0) +RC1
ui+1

i + 1
− C2u

i

− ReRuψ(0)

[
i!

Ri+1

(
1 − e−Ru

i∑

n=0

Rnun

n!

)]

+ ieRuψ(0)

[
(i− 1)!

Ri

(
1 − e−Ru

i−1∑

n=0

Rnun

n!

)]

= ui − uiψ(0) +RC1
ui+1

i+ 1
− C2u

i + ψ(0)
i!

Ri

i∑

n=0

Rnun

n!

− ψ(0)
i!

Ri

i−1∑

n=0

Rnun

n!

= RC1
ui+1

i+ 1
+ [1 − C2] u

i.

ro� �
i = 0

� � Í ��� ����Êh´³���B� �3ß �� ©  ¬·« à � � �oß �� ©  	 à � � ´³Êh��� � � Í ���
∫

[0,u]

eRxdG(x) ≥ 1 − C2 +RC1u.

¬�© �



� ���W���   ´³Êh�B� � � �Ö² ¤b����� � �¢´  �� �Y�H¤b£�� ��� �m�B�3����� ¡ �Ò� � £����f�p� § ¸���� � � §f  Ë@� � �h� § �³Ëá�p£ § ® ��� � �
®�� � ��� �Î£�����´³���B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � ±

ψk(u)
®�� �

k = 1, 2, 3...  �y� ����®h���H��£�� � ´  �� �p£ § ® ��� � �� �������H����Ð   � � � � � Í ´  �� �H���Y�H��� � Í � � � ��� �����f� � ��� � �p� � � � ´   � � �Ö´  �� ��������¤   � � �F� � � � ��Ð ¡ �����
� �¢���   � § Ï��W���f��£������f��®�� � ���   ����� ¡ � �Y´H����� � �  �� ����������® ¡ ����� � �Î�p£ § ® ��� � � 
� û����$5F:$ó��FB � B ÷IB q Ï�Î�Ö�Þ Ì k ÖÚÝ�â#ÞCØAÕ Ù#ì ×QÖ Ù ÔRî>Õ/ß ÌÚÙ ÔRî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø�Ô ì Ý±Õæî Ù Ô ÌÆí ÐäÖÚÏëÍ à ØwÓ(Ö�Î í ÐiÕ à Ø
Ai,k ÍgÎ#Ï Bi,k i = 0, 1, 2, ..., k Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ�êVÓ(Ö�Ð
Lk(u) := e−Ru

[
k∑

i=0

Ai,ku
i

]
≤ ψk(u) ≤ e−Ru

[
k∑

i=0

Bi,ku
i

]
:= Uk(u), ∀u ≥ 0, k = 0, 1, 2, 3, ....

ß �� ©  ¬�© à
ß ì4Ù Ô Ù Ï�Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø Ai,k ÍgÎ#Ï Bi,k Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Î ì ß8Ö Ù Ô#Ø ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍ Ù4è Ø�Ö èCì4Ù Ô#Ø

Ai,k+1 =





k + 1

c(1 − φ)
(1 − C2)

∑k
j=0Aj,k

j!
Rj+1 , i = 0

(k + 1)Ri

c(1 − φ)i!

(
C1

∑k
j=i−1

j!

Rj+1
Aj,k + (1 − C2)

∑k
j=i

j!
Rj+1Aj,k

)
, i = 1, 2, ..., k + 1

ÍgÎ#Ï

Bi,k+1 =





k + 1

c(1 − φ)
(1 − C1)

∑k
j=0Bj,k

j!

Rj+1
, i = 0

(k + 1)Ri

c(1 − φ)i!

(
C2

∑k
j=i−1

j!

Rj+1
Bj,k + (1 − C1)

∑k
j=i

j!

Rj+1
Bj,k

)
, i = 1, 2, ..., k + 1

åVØ¿Î±Õæî«ÏëÍ à Ø�ÖÚÏ Û�à Ø Ù Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð¿ÖÚÏ Ø
A0,0 = C1

ÍgÎ#Ï
B0,0 = C2

Û Ð¿Ö�Î C1 ñ C2 ß ì åVØ Ù Õ/Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Ó(Ö Ùcè × Û>Û Î 3$ð ò+ð ò+ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  Å� � Í�² �B� Ï��_���f� ² �³Ï�� § � �f  � � Í ����� � �Ò���f�8ß �� ©  ¬�© à � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �3���� ´â�Y� ² �>���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�Ö�H� � ®hËw®m�f�  �~£�Êm� � § � � £ � ���f£���Ð � � Í ���i�F��Êh´³���8ß �� ©  ¬�© à ®�� � k = 0��£�����Ð������B� §f� �³� �°� � Í ���F��Êh´³���8ß �� ©  	 à  �D���³£ ¡ ���³Ëb��� k = 1
� ��� ² �B� �   Ðf�H� � � �f �� ������� � § �m�B�

¬�© "



� Í £�� � ��� �� ©  ¬  Õ �b�m�³Ë Í �����¨ß �� ©  ¬�© à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = m
±�² ��� �f² �

ψm(u) ≤ e−Ru

[
m∑

i=0

Bi,mu
i

]
, ∀u ≥ 0.

ß �� ©  ¬ 	 à
È �Î² � ¡ Ï���� � � Í ����� ��ÊhÐf�B��� � ��®�� �

k = m+1  ÞÁ��£·¤w�B��� ��� �y�m� Í Êh���¥� ¡  �� �  �� ����������® ¡ ����� � �¥´  ��§f  Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���  
fm+1(u)

ß ����´H������Êh´³���_ß 	� ¬  � à¥à  � ���Ò���   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � ����¶��Êh´³���>ß 	� ¬  " à ��£������B� � ´   ���  �� � § £���� � �~´  ��3§f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���   k + 1
£������¶�B���3Êh£ Íf  ���

Êh£��³������� ¡ � �  �¢� Í ��� ����Êh´³���B� �3ß �� ©  	 à � � �oß 	� ¬  � à ´³Êh��� � � Í ���

fm+1(u) ≤
m+ 1

c

∫ ∞

u

(
e−Rx

[
m∑

i=0

Bi,mx
i

])
dx =

m + 1

c

m∑

i=0

Bi,m

∫ ∞

u

e−Rxxidx.

¦ �¢���Î�������Y�B� � ���f�~��Êh´³���f�Wß �� ©  © à ��£�����Ð������B� ± � §f  �   � � ����£ § Ï��B� � ± �B�3� � £ � � § �³Ë §f  Ëá�p£ § ® ���®�� � ���  
fm+1(u)

fm+1(u) ≤ m + 1

c

m∑

i=0

Bi,m
i!

Ri+1

[
i∑

j=0

e−Ru
Rjuj

j!

]
, ∀u ≥ 0.

� �   �H��¤b� �f  �B� � § ®m��� � �Å�B�á�p£ § ® ��� �����ã��£���� �f� �Å®�� � ���  
fm+1(u)

�m��� ��Êh´³���Ôß 	� ¬  " à � �´³Êh��� � �

ψm+1(u) =
1

1 − φ

∫

[0,u]

fm+1(u− x)dG(x)

≤ 1

1 − φ

∫

[0,u]

m + 1

c

m∑

i=0

Bi,m
i!

Ri+1

[
i∑

j=0

e−R(u−x)R
j(u− x)j

j!

]
dG(x)

= e−Ru
m + 1

c(1 − φ)

m∑

i=0

Bi,m
i!

Ri+1

i∑

j=0

Rj

j!

∫

[0,u]

eRx(u− x)jdG(x).

¦ �ä���ÎÊh£��f�������f� �³Ï ¡ �mËb���f�Îß �� ©  ¬ à �B�ª� � £ � � §f  Ë §f  Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���   ψm+1(u)
� �f� � §f  �B�f���  

¬�© �



�³Ï��f� � ��£��p� 

ψm+1(u) ≤ e−Ru
m+ 1

c(1 − φ)

m∑

i=0

Bi,m
i!

Ri+1

i∑

j=0

(
Rj+1C2

uj+1

(j + 1)!
+ (1 − C1)

Rj

j!
uj
)

= e−Ru
m+ 1

c(1 − φ)

[
B0,m

0!

R

(
C2
R

1!
u+ 1 − C1

)

+ B1,m
1!

R2

(
C2
R

1!
u+ C2

R2

2!
u2 + 1 − C1 + (1 − C1)

R

1!
u

)

+ B2,m
2!

R3

(
C2
R

1!
u+ C2

R2

2!
u2 + C2

R3

3!
u3 + 1 − C1 + (1 − C1)

R

1!
u+ (1 − C1)

R2

2!
u2

)

+ ...

+ Bm−1,m
(m− 1)!

Rm

(
C2
R

1!
u+ C2

R2

2!
u2 + C2

R3

3!
u3 + ....+ C2

Rm

m!
um

+ 1 − C1 + (1 − C1)
R

1!
u+ (1 − C1)

R2

2!
u2 + (1 − C1)

Rm−1

(m− 1)!
um−1

)

+ Bm,m
m!

Rm+1

(
C2
R

1!
u+ C2

R2

2!
u2 + C2

R3

3!
u3 + ....+ C2

Rm+1

(m + 1)!
um+1

+ 1 − C1 + (1 − C1)
R

1!
u+ (1 − C1)

R2

2!
u2 + (1 − C1)

Rm

m!
um
)]

� � �m� §f  �   � � ��� � £ � ®m�   �B����� ¡ �f���Ò�m���   � � £ � � §f  Ëá� � £ § �m� � ���ÖËb�~��£����
u
��£�����Ð������B� Í ���

ψm+1(u) ≤ e−Ru
m+ 1

c(1 − φ)

[
(1 − C1)

m∑

i=0

Bi,m
i!

Ri+1

+ u

(
C2R

m∑

i=0

i!

Ri+1
Bi,m + (1 − C1)R

m∑

i=1

i!

Ri+1
Bi,m

)

+ u2

(
C2
R2

2!

m∑

i=1

i!

Ri+1
Bi,m + (1 − C1)

R2

2!

m∑

i=2

i!

Ri+1
Bi,m

)

+ ...

+ um−1

(
C2

Rm−1

(m− 1)!

m∑

i=m−2

i!

Ri+1
Bi,m + (1 − C1)

Rm−1

(m− 1)!

m∑

i=m−1

i!

Ri+1
Bi,m

)

+ um

(
C2
Ri

i!

m∑

i=m−1

i!

Ri+1
Bi,m + (1 − C1)

Rm

m!

m∑

i=m

i!

Ri+1
Bi,m

)

+ C2
Rm+1

(m + 1)!
um+1Bm,mm!

Rm+1

]
.

�w��� � ´   Ëb� ² � ¡ Ï �f� � Í ���
ψm+1(u) ≤ e−Ru

∑m+1
i=0 Bi,m+1u

i ±�Í ����� B0,0 = C2,

B0,m+1 =
m + 1

c(1 − φ)

(
(1 − C1)

m∑

j=0

Bj,m
j!

Rj+1

)
,

¬�© �



� � �
Bi,m+1 =

m+ 1

c(1 − φ)

(
C2
Ri

i!

m∑

j=i−1

j!

Rj+1
Bj,m + (1 − C1)

Ri

i!

m∑

j=i

j!

Rj+1
Bj,m

)
,

i = 1, 2, ..., m,m + 1. Õ Þ � ��� �>� ��� ² �B� �   Ðf�H� � �$� � �]�B�Å� § �³Ë×�p£ § ® ��� ���f� k £������f�Ö�B���ÅÊh£ Íf  ���Êh£��³������� ¡ � �  � ��®h���H��£�� � ´  �� � � £�� �m���³£�� �f  � � Í ����� � ���f�~��Êh´³���f�ªß �� ©  ¬�© à ± �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ö�����´³Êh��� � �
k = 0

± ��£�����Ð������B� §f� �³� �_� � Í �B�ã� § �³Ë-�p£ § ® ��� ���f�°��Êh´³���f�8ß �� ©  	 à ± �   ¤ Í�� ��� �É� ����   ���³£ ¡ ���³Ëb���_�B��� §f  Ë-�p£ § ® ��� �B���Ò���f�
ψk(u)
± �_���³£ ¡ ���³Ëb���

k = 1
�³Ï��H� § ¸��H� � � �f �� ������� � §

�m�B�3� Í £�� � ��� �� ©  ¬  Õ �b�m�³Ë Í ���m� � £�� �m���³£�� �f  � � Í ����� � ���f�~��Êh´³���f�Wß �� ©  ¬�© à � ��ÊhÐf�B�h®�� � k = m
±

² ��� �f² �
ψm(u) ≥ e−Ru

[
m∑

i=0

Bi,mu
i

]
, ∀u ≥ 0.

ß �� ©  ¬ � à
È �Ò² � ¡ Ï���� � � Í ���i� ��ÊhÐf�B�Y� � �p®�� �

k = m + 1  �~£�Êm� � § � � ����������® ¡ ����� � �ª´  ��°§f  Ë �p£ § ® ��� ®�� ����   ����� Í ����� �
fm+1(u)

ß ��Êh´³��� 	� ¬  � à � � �o�m���Å���   ´³Êh�B� �Å� �Ö���°�������Y�B� � ���f�¶��Êh´³���f�>ß 	� ¬  " à� � ��£���Ð � ��´  ��Ò§f  Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���  
m + 1

£������3�B���ÒÊh£ Íf  ���°Êh£��³������� ¡ � �  �¢� Í ��� �°ß �� ©  ¬ � à� � �oß 	� ¬  � à ´³Êh��� � � Í ���

fm+1(u) =
m+ 1

c

∫ ∞

u

ψm(x)dx

≥ m+ 1

c

∫ ∞

u

(
e−Rx

[
m∑

i=0

BAi,mx
i

])
dx

=
m+ 1

c

m∑

i=0

Ai,m

∫ ∞

u

e−Rxxidx.
ß �� ©  ¬ � à

�w��� � ´   Ëb�Î�Åß �� ©  ¬ � à � �¢���ª�������Y�B� � ���f�¶ß �� ©  © à � �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

fm+1(u) ≥ m + 1

c

m∑

i=0

Ai,k
i!

Ri+1

[
i∑

j=0

e−Ru
Rjuj

j!

]
.

ß �� ©  ¬ " à
�   ��� � � �i� �m�·¤   � � �w�m���   ß 	� ¬  " à �B�~�p£ § ® ��� �����ä��£���� �f� � ®�� � ���   fm+1(u)

�m���   ß �� ©  ¬ " à ´³Êh��� � �
∀u ≥ 0

ψm+1(u) =
1

1 − φ

∫

[0,u]

fm+1(u− x)dG(x)

≥ 1

1 − φ

∫

[0,u]

m+ 1

c

m∑

i=0

Ai,k
i!

Ri+1

[
i∑

j=0

e−R(u−x)R
j(u− x)j

j!

]
dG(x)

= e−Ru
1

1 − φ

m+ 1

c

m∑

i=0

Ai,k
i!

Ri+1

i∑

j=0

Rj

j!

∫

[0,u]

eRx(u− x)jdG(x).

¬�©��



� ���¶���   ´³Êh�B� � � �W�f �� ��Ðf����� � �¢�B� ² �³Ï�� Í°� ´³£��������f� �f  � � Í ����� � ��Ëb����£������B� ² � ��� ÍF§ �Y£���� � ���

ψm+1(u) ≥ e−Ru
1

1 − φ

m+ 1

c

m∑

i=0

Ai,m
i!

Ri+1

i∑

j=0

Rj

j!

(
RC1

uj+1

j + 1
+ [1 − C2]u

j

)

= e−Ru
1

1 − φ

m+ 1

c

m∑

i=0

Ai,m
i!

Ri+1

i∑

j=0

(
Rj+1C1

uj+1

(j + 1)!
+ (1 − C2)

Rj

j!
uj
)

= e−Ru
1

1 − φ

m+ 1

c

[
A0,m

0!

R

(
C1
R

1!
u+ 1 − C2

)

+ A1,m
1!

R2

(
C1
R

1!
u+ C1

R2

2!
u2 + 1 − C2 + (1 − C2)

R

1!
u

)

+ A2,m
2!

R3

(
C1
R

1!
u+ C1

R2

2!
u2 + C1

R3

3!
u3 + 1 − C2 + (1 − C2)

R

1!
u+ (1 − C2)

R2

2!
u2

)

+ ...

+ Am−1,m
(m− 1)!

Rm

(
C1
R

1!
u+ C1

R2

2!
u2 + C1

R3

3!
u3 + ....+ C1

Rm

m!
um

+ 1 − C2 + (1 − C2)
R

1!
u+ (1 − C2)

R2

2!
u2 + (1 − C2)

Rm−1

(m− 1)!
um−1

)

+ Am,m
m!

Rm+1

(
C1
R

1!
u+ C1

R2

2!
u2 + C1

R3

3!
u3 + ....+ C1

Rm+1

(m + 1)!
um+1

+ 1 − C2 + (1 − C2)
R

1!
u+ (1 − C2)

R2

2!
u2 + (1 − C2)

Rm

m!
um
)]

� � �m� §f  �   � � ��� � £ � ®m�   �B����� ¡ �f���3Ëb����£����
u
��£�����Ð������B�p�¶�³Ï��f��� � £ § �m� � ���

ψm+1(u) ≥ e−Ru
1

1 − φ

m + 1

c

[
(1 − C1)

m∑

i=0

Ai,m
i!

Ri+1

+ u

(
C1R

m∑

i=0

i!

Ri+1
Ai,m + (1 − C2)R

m∑

i=1

i!

Ri
Bi,m

)

+ u2

(
C1
R2

2!

m∑

i=1

i!

Ri+1
Ai,m + (1 − C2)

R2

2!

m∑

i=2

i!

Ri
Ai,m

)

+ ...

+ um−1

(
C1

Rm−1

(m− 1)!

m∑

i=m−2

i!

Ri+1
Ai,m + (1 − C2)

Rm−1

(m− 1)!

m∑

i=m−1

i!

Ri
Ai,m

)

+ um

(
C1
Ri

i!

m∑

i=m−1

i!

Ri+1
Ai,m + (1 − C2)

Ri

i!

m∑

i=m

i!

Ri
Ai,m

)

+ C1
Rm+1

(m+ 1)!
um+1Am,mm!

Rm+1

]
.

¬ 	 «



Õ �~£ ��±
ψm+1(u) ≥ e−Ru

m+1∑

i=0

Ai,m+1u
i, ∀u ≥ 0,

ß �� ©  ¬ � à
Í �����

A0,0 = C1,

A0,m+1 =
1

1 − φ

(m+ 1)

c

(
(1 − C2)

m∑

i=0

Ai,m
i!

Ri+1

)
,

�   ¤;®�� �
j = 1, 2, ..., m

±

Aj,m+1 =
1

1 − φ

(m + 1)

c

(
C1
Rj

j!

m∑

i=j−1

i!

Ri+1
Ai,m + (1 − C2)

Rj

j!

m∑

i=j

i!

Ri
Ai,m

)
.

� ���ã���   ´³Êh�B� � � �ã² ¤b����� � � ² �f� ����£ ¡ � ��� � � �m� � ����� ¡ � ���³£�� ®m£ § �p�   � � �b� � �p£ � ® ��� � � ®�� � ���
��£·¤w����� � � ² �³Ð����³£���£��������B���ÎÊh£ Íf  ���ªÊh£��³������� ¡ � � �f  � ¡ �m�B��� Ê �  � ��®h���H��£�� � ´  ��ª²�¡   �   � � � � ��� ² � ¡ ÑÏ��B� �¢®�� � � § �Y�¥� Í £�� � ����± �H�¶�³Ë   ����� ¡ Ë   �ª��£·¤w���Ö� ¡  �� � §f� �³���ª� �f  �³� � £ � ��®m�ª�B���¶È��HËb£�� ��� �B���
�� ©  ¬�� � ��� ² �³Ð����³£�� � � Í�² �B� Ï��3� ¡  �� � �f �� ������� ��� 
J�*F�hðòñ�:$ó)�FB � B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØÝ+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ö�Î�ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î,&�Ï�Î Ö�Þ ì ÕIêlÖ�Þ
Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Øæñ ψ1(u) ñ Ü Ñ ÌÚÙ�Ì Ö�Î#Ï(Î ì ß8Ö�Þ ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ü Ï ìÿá × Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î0ñ ∀u ≥ 0

L1(u) :=
C1e

−Ru

c (1 − φ)R
(RC1u+ 1 − C2) ≤ ψ1(u) ≤

C2e
−Ru

c (1 − φ)R
(RC2u+ 1 − C1) := U1(u).ß �� ©  ¬ � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È �3² ¤b����� � � ² Ðf� � ��� ² � ¡ Ï��B� � ó¨b �¢� Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ¬�®�� � k = 1
± ´³Êh��� � � Í ���

e−Ru (A0,1 + A1,1u) ≤ ψ1(u) ≤ e−Ru (B0,1 +B1,1u) , ∀u ≥ 0.
ß �� ©  ¬�� à

�w��� � ´   Ëb�>®�� �< �� ����������® ¡ ����� � �>� � �p£ § ® ��� � � ���f�F��£·¤w���f�>£������f�>�B���ãÊh£ Íf  ���<Êh£��³������� ¡ � �
� £·��� ¡� �� ����������® ¡ ����� � �¥��� �¢�m� � �Y�³£�´³�

A0,1, A1,1, B0,1, B1,1  �¢� Í ��� � �f ��f² £�� � � ��´³�~��Êh´³���B� �¥������ � �f  ������� ��Ð   ���p�m� � �Y�³£�´³�
Ai,k
� � �

Bi,k
± ´³Êh��� � �

¬ 	 ¬



A0,1 =
1

1 − φ

1 − C2

c

A0,0

R
=
C1 (1 − C2)

cR (1 − φ)
,

A1,1 =
1

1 − φ

C1

c
A0,0 =

C2
1

c (1 − φ)
,

B0,1 =
1

1 − φ

1 − C1

c

B0,0

R
=

(1 − C1)C2

cR (1 − φ)
,

B1,1 =
1

1 − φ

C2

c
B0,0 =

C2
2

c (1 − φ)
.

�w��� � ´   Ëb� �f  ��� � � �i� �m�·¤   � � ���m���   ß �� ©  ¬�� à ����������® ¡ ¸���� � ��� � �³Ï��f���p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ψ1(u),

e−Ru
(

(1 − C2)C1

(1 − φ) cR
+

c21
(1 − φ) c

u

)
≤ ψ1(u) ≤ e−Ru

(
(1 − C1)C2

(1 − φ) cR
+

c22
(1 − φ) c

u

)

�3� ��� ² Ð  ��f���

e−Ru
C1

(1 − φ) cR
(RC1u+ 1 − C2) ≤ ψ1(u) ≤ e−Ru

C2

(1 − φ) cR
(RC2u+ 1 − C1) .

Tob Ü �H���   ¤   � � � � � Í ��� ����Êh´³���B� �3ß 	� ¬  " à � � �oß �� ©  	 à ´³Êh��� � �

1

c

∫ ∞

u

C1e
−Rxdx ≤ f1(u) =

1

c

∫ ∞

u

ψ0(x)dx ≤ 1

c

∫ ∞

u

C2e
−Rxdx

Õ �~£ ��±
C1

cR
e−Ru ≤ f1(u) ≤

C2

cR
e−Ru.

ß �� ©  ©�« à
�w��� ����´³�   ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � � � Í ���   ß 	� ¬  " à ��Ëb�

ψ1(u) =
1

1 − φ

∫

[0,u]

f1(u− x)dG(x).
ß �� ©  ©�¬ à

Þ�����Êh´³���B� �3ß �� ©  ©�« à � � �oß �� ©  ©�¬ à ��� � ²�¡   ���  

1

1 − φ

∫

[0,u]

C1

c

e−R(u−x)

R
dG(x) ≤ ψ1(u) ≤ 1

1 − φ

∫

[0,u]

C2

c

e−R(u−x)

R
dG(x)

ß �� ©  ©f© à

¬ 	 ©



� � ���H��� � ´   Ëb�
1

1 − φ

C1

c

e−Ru

R

∫

[0,u]

eRxdG(x) ≤ ψ1(u) ≤ 1

1 − φ

C2

c

e−Ru

R

∫

[0,u]

eRxdG(x).
ß �� ©  © 	 à

��ß �� ©  © 	 à � �~���Î�������Y�B� � ���f�¶ß �� ©  " à ®�� � i = 0
± � �f� � §f  �B�����   �³Ï��f� � ��£��p�

C1

cR (1 − φ)
e−Ru (RC1u+ 1 − C2) ≤ ψ1(u) ≤

C2

cR (1 − φ)
e−Ru (RC2u+ 1 − C1) .

ß �� ©  © � à

J�*F�hðòñ�:$ó �FB � B � Bwç Ü Ð è Ö�ÐiÕ(Þ!Õ Ù#ì ×@Ö Ù Ô�î>Õ/ß ÌÚÙ Ô�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø8Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑ
ÖÚÏ Ø ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�ÐÒØæñ ∀u ≥ 0

ï#ð
ψ2(u) ≤ 2C2

R2(1−φ)c2
e−Ru

(
R2C2

2
u2

2
+RC2 (2 − 2C1)u+ (C2 + 1 − C1) (1 − C1)

)
:= U2(u).

ò+ð
ψ2(u) ≥ 2C1

R2(1−φ)c2
e−Ru

(
R2C2

1
u2

2
+RC1 (2 − 2C2)u+ (C2 + 1 − C1) (1 − C2)

)
:= L2(u).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ¬�®�� � k = 2
± ´³Êh��� � �

e−Ru
(
A0,2 + A1,2u+ A2,2u

2
)
≤ ψ2(u) ≤ e−Ru

(
B0,2 +B1,2u+B2,2u

2
)
.

ß �� ©  © � à
Þ��y�m� � �Y�³£�´³�

Ai,2
� � �

Bi,2, i = 0, 1, 2
����������® ¡ ¸��   � � � � ���;��� � �f ��f² £�� � � ��´³�ã��Êh´³���B� �8�����

²�¡   �   � � ���m�B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ¬  � ��®h���H��£�� � ´  �� ®�� � ���   A0,2

´³Êh��� � �

A0,2 =
2 (1 − C2)

c (1 − φ)

(
1∑

i=0

Ai,1
i!

Ri+1

)

=
2 (1 − C2)

c (1 − φ)

(
A0,1

R
+
A1,1

R2

)

=
2 (1 − C2)

c (1 − φ)

(
1

1 − φ

1

c

C1 (1 − C2)

R2
+

1

1 − φ

C2
1

cR2

)

=
2 (1 − C2)C1 (1 − C2 + C1)

c2R2 (1 − φ)2 ,

¬ 	#	



�   ¤;®�� � ���¶�m� � �Y�³£ §
A1,2

´³Êh��� � �

A1,2 =
2R

c (1 − φ)

(
C1

1∑

i=0

i!

Ri+1
Ai,1 + (1 − C2)

1∑

i=1

i!

Ri+1
Ai,1

)

=
2R

c (1 − φ)

(
C1
A0,1

R
+ C1

A1,1

R2
+ (1 − C2)

A1,1

R2

)

=
2

cR (1 − φ)
(RC1A0,1 + (C1 + 1 − C2)A1,1)

=
2

cR (1 − φ)

(
RC1

1

1 − φ

1

c

C1 (1 − C2)

R
+ (C1 + 1 − C2)

1

1 − φ

C2
1

c

)

=
2

c2R (1 − φ)2

(
(1 − C2)C

2
1 + c21 (C1 + 1 − C2)

)

=
2c21 (C1 + 2 (1 − C2))

c2R (1 − φ)2

� � �m��´H������®�� � ���¶�m� � �Y�³£ §
A2,2

� ��¡ £   ��� � �

A2,2 =
C1A1,1

c (1 − φ)
=
C1

1
1−φ

C2
1

c

c (1 − φ)
=

C3
1

c2 (1 − φ)2
.

�   � ¡ �m�B��� Ê ��± ®�� � ��� ���m� � �Y�³£�´³�~�B��� §f  ËÔ�p£ § ® ��� �B���~� ��¡ £   ��� � �

B0,2 =
2 (1 − C1)

c (1 − φ)

(
1∑

i=0

Bi,1
i!

Ri+1

)

=
2 (1 − C1)

c (1 − φ)

(
B0,1

R
+
B1,1

R2

)

=
2 (1 − C1)

c (1 − φ)

(
1

1 − φ

1

c

C2 (1 − C1)

R2
+

1

1 − φ

C2
2

cR2

)

=
2 (1 − C1)

c2R2 (1 − φ)2
C2 (1 − C1 + C2)

¬ 	��



� � �

B1,2 =
2R

c (1 − φ)

(
C2

1∑

i=0

i!

Ri+1
Bi,1 + (1 − C1)

1∑

i=1

i!

Ri+1
Bi,1

)

=
2

cR (1 − φ)

(
C2
B0,1

R
+ C2

B1,1

R2
+ (1 − C1)

B1,1

R2

)

=
2

cR (1 − φ)
(RC2B0,1 + (C2 + 1 − C1)B1,1)

=
2

cR (1 − φ)

(
RC2

1

1 − φ

1

c

C2 (1 − C1)

R
+ (C2 + 1 − C1)

1

1 − φ

C2
2

c

)

=
2

c2R (1 − φ)2
(
(1 − C1)C

2
2 + c22 (C2 + 1 − C1)

)

=
2c22

c2R (1 − φ)2
(C2 + 2 (1 − C1))

� � �
B2,2 =

C2B1,1 (1 − φ)

c
=
C2

1
1−φ

C2
2

c

c (1 − φ)
=

C3
2

c2 (1 − φ)2 .

�w��� � ´   Ëb�Î� � £�� �m���³£�� �f  � � Í ����� � ���f�¶ß �� ©  © � à ® ¡   �H� � �

ψ2(u) ≥ e−Ru
(

2

c2R2 (1 − φ)2 (1 − C2)C1 (1 − C2 + C1) +
2

c2 (1 − φ)2R
c21 (C1 + 2 (1 − C2))u

+
C3

1

c2 (1 − φ)2u
2

)

� � �m� §f  �   � � ����£ § Ï��B� �~��£ ¡ �m����� � �

ψ2(u) ≥
2C2

R2c2 (1 − φ)
e−Ru

(
R2c22u

2

2
+RC2 (C2 + 2 (1 − C1)) u+ (1 − C1) (C2 + 1 − C1)

)
.

Õ Þ � ��� � � ² �³Ï�� §°�f  � � Í ����� � ���f�°ß �� ©  © � à � � �f  ��� � � � § �m� � ���¶�³Ë   �m� � �Y�³£·¤   B0,2, B1,2

� � �
B2,2��� � ²�¡   �B�

ψ2(u) ≤ e−Ru
(

2

c2R2 (1 − φ)2 (1 − C1)C2 (1 − C1 + C2) +
2

c2R (1 − φ)2
c22 (C2 + 2 (1 − C1)) u

+
C3

2

c2 (1 − φ)2u
2

)

� � � � �H� §¶� � Í � § ����� �³� � ����´³�~��£ § Ï��B� �Î����������® ¡ ¸���� � ���B�°�³Ï��f� §f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���  
ψ2(u)

ψ2(u) ≤
2C1

R2c2 (1 − φ)
e−Ru

(
R2c21u

2

2
+RC1 (C1 + 2 (1 − C2)) u+ (1 − C2) (C1 + 1 − C2)

)
.
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�w°¯w±¬ �ªÀlÁ�ÀVÂ" wÁ�Ãw¾�¶F»½¼
¬  Þ�� Lin

� � �
Willmot (2000)

Í ��Ëb�Å� ¡ ²��f� �F�m�B� Ì��³� § � � � � 	 ������� Í ®�� � �f  �B���f�>��Ð������f������ ²�¡   ���   ��� �Ò£�����´³�Ò�B���_Êh£ Íf  ���8Êh£��³������� ¡ � �°®�� � ���   �H���Y�H��� ��� ± ��� � � ¡ Ï��_�H���Y�H��� ��¤  
� � � �f  � � ¤   � � �]��� � � ¡ Ï��

Erlang
� � � �f  � � ¤    �µ� ² � � § ®�� � ���   ���H���³��� ��¡ � ���³£ ¡ ���³Ëb���>���£�����´³�~����������® ¡ ¸��   � � � � � Í ´  ��Ö§ ���B� £�� § �Y£���� � ��� ��� �f  � ¡ �Y�³��� � � � � �p£ § ® ��� � � �����Ö� � � ¡ �

� � £����f�p� § � �f� �¥� � ������������® ¡ ¸��   � � � � � Í ´  �� ���H���³£ � � � ´   � § �Y£���� � ��� 
©  � � £ � ���f£���Ð � �°��Ëb� � � Í �B�@È��H¤b£�� ��� �� ©  ¬¨�B� §f  ËD� � �µ� § �³Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���   ψk(u)� ¡  �� ����� ��� �H��£�� � § Ëb�¥��£����

C1

� � �
C2  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���ª�����Ö�ª� � � �f  � � �ª�³Ë  �� ����¸�� � � ¤ Ñ���HË  3� �����������Y� ¡ ���   �H���Y�H��� ���F� � � �f  � � �°� Í ���Î®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

C1 = C2 = C∗ = 1
1+θ
�w��� � ´   Ëb�

ψk(u) = e−Ru
k∑

i=0

Di,ku
i.

ß �� ©  © " à
Þ����m� � �Y�³£�´³�

Di,k

����������® ¡ ¸��   � � � � � Í �B���f��� � £ � � § �³Ë �f ��f² £�� � � ����Ðf����Ð������f�

D0,k =
1

1 − φ

k

c

(
(1 − C∗)

k−1∑

i=0

Di,k−1
i!

Ri+1

)
,

�   ¤á®�� �
j = 1, 2, ..., k,

Dj,k =
1

1 − φ

k

c

(
C∗
Rj

j!

k−1∑

i=j−1

i!

Ri+1
Di,k−1 + (1 − C∗)

Rj

j!

k−1∑

i=j

i!

Ri+1
Di,k−1

)
.

� �B�@� � £ §f² �B� ® ��� "� ¬Å�³Ë   Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à ��Êh´³���áß "� �$� à ±ä²�¡   �H� � � � � ��£�� ���f���Ð������Î����������®�� � � ��ÐÒ���f�

k
£������f���B���ÒÊh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � �ª�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�����3� � ÐfÓp�

�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË  Ö� �����������Y��Ð   ���   �H���Y�H��� ���¶� � � �f  � � � 

ψk(u) = e−Ru
k∑

i=0

Ci,k
(Ru)i

i!

ß �� ©  © � à
� �¢��� ���m� � �Y�³£�´³�

Ci,k
 �� ����������® ¡ ¸��   � � � � � Í �B���f� �f ��f² £�� � � ����Ðf����Ð������f�

C0,k =
kµ (1 + θ)

cθ

k−1∑

j=0

Ci,k−1,

Ci,k−1 =
kµ (1 + θ)2

cθ2

(
1

1 + θ
Ci−1,k−1 +

k−1∑

j=i

Cj,k−1

)
.

¬ 	#"



�¢£������B� � ´   ���<���
ψk(u)

 �� ����������® ¡ ¸��   � � � � �   ����� ���f  � �É� � Í ��� �>��Êh´³���B� �ãß �� ©  © " à � � �ß �� ©  © � à � � ´³Êh��� � � Í ���
Di,k = Ci,k

Ri

i!
, i ∈ N.

�~�p��Ð
φ = (1 + θ)−1 ± ´³Êh��� � �

D0,k =
k

c (1 − φ)
(1 − C∗)

k−1∑

i=0

Di,k−1
i!

Ri+1

=
k (1 + θ)

cθ

(
1 − 1

1 + θ

) k−1∑

i=0

Di,k−1
i!

Ri+1

=
k

Rc

k−1∑

i=0

Di,k−1
i!

Ri
.

ß �� ©  © � à
Õ Þ � Ëb�~®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶���f���H���Y�H��� ���f��� � � �f  � � �f��®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

R =
θ

(1 + θ)µ
.

�w��� � ´   Ëb� ±
D0,k =

k (1 + θ)

cθµ

k−1∑

i=0

Di,k−1
i!

Ri
.

ro� �
j = 1, 2, ..., k

Dj,k =
k

c (1 − φ)

(
C∗
Rj

j!

(j − 1)!

Rj
Dj−1,k−1 +

Rj

j!

k−1∑

i=j

i!

Ri+1
Di,k−1

)

=
kRj (1 + θ)

cj!θR

(
1

1 + θ

Dj−1,k−1 (j − 1)!

Rj
+

1

R

k−1∑

i=j

i!

Ri
Di,k−1

)

=
kRj (1 + θ)

cj!θ

(
1

1 + θ

Dj−1,k−1 (j − 1)!

Rj−1
+

k−1∑

i=j

i!

Ri
Di,k−1

)

=
kRj (1 + θ)2 µ

cj!θ2

(
1

1 + θ

Dj−1,k−1 (j − 1)!

Rj−1
+

k−1∑

i=j

i!

Ri
Di,k−1

)
.

ß �� ©  ©�� à
Õ �~£ �W� ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ���m���m�m� � �Y�³£�´³� Dj,k

� � �
Cj,k

� � �f  ������� ��Ð   ��� � ¡ ² � �³� �f ��f² £�� � � ��´³����Êh´ Ñ
���B� ��®�� � � § �Y�

j ∈ N 
	� Þ�� Willmot

� � �
Lin
ßt©�«f«�¬ à ß � Í £�� � ��� �  ©  ¬ à Êh£��f�p� � ������� ¤   � � ���B�3®m�H®m�  �Í � Í ����������Ð   Ñ
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�Y�H���³�Å®m�HË � �H��£�� ��´³�_� � � �f  � � ´³� �f  �������   �m��� � � � � £ �f� �H��£�� ��� ��� ����®m´   �B� � � � � �f  � � ¤  
NWU

² � � ��Ð���Ëb� �f  �B�°�³Ï��f� §f  Ë;�p£ § ® ��� ®�� � ���  
ψ1(u)

ψ1(u) ≤
ψ(u)

λθµ

(
2θµu− µ2

2θµ
+

1

ψ(u)

∫ ∞

u

ψ(x)dx

)
:= UW,L(u).

ß �� ©  	 « à
�w� ¡ ���f�_�

Frostig (2004)
´ ² Ëb���¨´  �� §f  Ë��p£ § ® ��� ®�� � ���   ��£·¤w��� £������ �B���dÊh£ Íf  ���

Êh£��³������� ¡ � �

ψ1(u) ≤
e−Ru

λM
′

X(R) − 1

(
u+

(λ +R)M
′′

X(R)

λM
′

X(R) − 1
− 2

R

)
:= UF (u),

ß �� ©  	 ¬ à
Í �����

M
′

X(R)
� � �

M
′′

X(R)
� ��£·¤w���d� � �y� ² �³Ð����³£��d� � £ § ®hËw®m���8���f�_£�������®m�  �  ����£�� � �

®�� � ���   � � � �f  � � �<����� ´³Êh���   � � ÐfÓp�ã�³Ë  É� ����¸�� � � ¤b���HË    � �á�p£ § ® ��� ���f� Frostig

(2004)
��£������B� � ´   ���  �� ����������®�� �m��� ¡�� � � � ��� ¡ ���   Ð�� � £�Ï����B���Î���   ���H���³�m���¢��£���� � £ � ��®m�f� ±

R
± � � �����f�~� � £ � ®h¤w®m��� � ´³Êh£�� ² �³Ð����³£��f�~� § Ï��f�����f��£�������®m�  �  ����£�� � �����f��� � � �f  � � �f�������
� �����������Y��Ð   � � ÐfÓp�É�³Ë  _� ����¸�� � � ¤b���HË    � �d�p£ § ® ��� U1

± ®�� � �B�   ����������®�� � ��Í �B��� ±
�H��� Í � � � Í �B�Ô���   ���H���³�m��� ��£���� � £ � ��®m�f�É��£��10����f�Y´H���B�y���d®   ¤b���d�³Ë   �m� � �Y�³£·¤  

C1� � �
C2  Þ��$�m� � �Y�³£�´³� � ����´³� ² �   � ¡  �� �i� §f  � � �³Ð��������  �� ����������®�� �m�B��Ð    � §f  �³Ëb�¶�m���  ���³£ ¡ ���³Ëb���Ö�����W� � ÐfÓp�Ö�³Ë  Î� ����¸�� � � ¤b���HË  Î�f  �������   �m���   ��� ����®m´   �B� � � � � �f  � � ¤  

IFR®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
ψ(u) ≤ 1

1 + θ
e−Ru,

ß �� ©  	 © à
�   ¤ �f Ö�f  �����B���m���  Î�f  �����B�

DFR
� Í ���

ψ(u) ≥ 1

1 + θ
e−Ru,

ß �� ©  	#	 à
ß ����´H���

Willmot
� � �

Lin
ßt©�«f«�¬ à ���H� ¡ ²�� ¬ 	 ¬ à  � ´H�������B�F�p£ § ® ��� �³Ë   Willmot

� � �
Lin�����_���³£�� ®m£ § �p�H� � �w�m���   ß �� ©  	 « à ����������® ¡ ¸��H� � � Í � �f  ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �Ò���  >� ��£�� ���8��� � �¨���f���� � �f �Í ����� � �¶Êh£��³������� ¡ � �Ò�F� § ����� � §f  ËN�p£ § ® ��� ���f�  �w��� � ´   Ëb�3�>� � � ��Í � ² �f�m����� ¡ � �����������®�� � � ��Ð3�B���3� ¡  �� � Í�� ��� ��� � � � ��� Íf  �B���¶�p£ § ® ��� �B���

U1(u) 
�h �y� �p£ § ® ��� � � �����¨� � £����f�p� § �m����� �f  �m�B�ÉÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ¬ �f �� �p´³£��   � � �o�m��� �Ò£�����´³�3���f����fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�

T  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���<�����ã�Y´H����� � �  �� ����������® ¡ ����� � �¨�p£ § ® ��� � �®�� � ��� �Ò£�����´³�3���f�¶���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f�
Tc
± � Í ��� � £·��� ¡o ��¨² � � � £�´³����� � � � �W���  

ψ(u)
�

�f  � ¡ �m�B��� Ê � � § ����� � §f  Ë �Å� § �³Ë �p£ § ® ��� ���f�  �  �² �B� ����� � § �m��� �Ò�H� Í�� �   �³� ² Ðf�É��Êh´³���B� �� � £����f�p� § ¸���� � �Î��´H�B��� � �p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��£·¤w���Ò� � � ² �³Ð����³£��°£������ � �Î���¶�������Y�B� � ���f�
¬ 	#�



��Êh´³���f�¶ß �� ©  	 à
ψ1(u)

ψ(u)
≥ C1

C2c (1 − φ)R
(RC1u+ 1 − C2) := L1(u, c),

ψ1(u)

ψ(u)
≤ C2e

−Ru

C1c (1 − φ)R
(RC2u+ 1 − C1) := U1,c(u)

� � �
ψ2(u)

ψ(u)
≤ 2C2

C1R2 (1 − φ) c2

(
R2C2

2

u2

2
+RC2 (2 − 2C1)u+ (C2 + 1 − C1) (1 − C1)

)

:= U2,c(u)

ψ2(u)

ψ(u)
≥ 2C1

C2R2 (1 − φ) c2

(
R2C2

1

u2

2
+RC1 (2 − 2C2)u+ (C2 + 1 − C1) (1 − C2)

)

:= L2,c(u)

�� � ´H�����ä��£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � � ��Ëb� � � �â�Y� ² ������® ¡ � ����� � �����������Y�f� �f� �µ�m�B�ÖÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ¬� ����£�� ¡i �� �³� � £ � ���m��� ¡ ®�� � ������� �f² ���������ª�H���Y�H��� � § �p£ § ® ��� � � ���f����� � �f �Í ����� � �ªÊh£��³������Ñ
� ¡ � �  �w� ¡ ���f�F�ã��£ Í �����°� � � � �m���³�f�f�°�p£ � ® ��§ �³Ë  >� ����£�� ¡w �� Êh£��f�p� � ������� ���Y� ¡ � � �w�m���  ���³£ ¡ ���³Ëb���W�B���¶��� � �p� ����Ð � �   ��´H����� � � ² � § Êh�f��� 

�w°¯w°¯ �ªÀlÁ�À`��¶F¸´J�È«ÀVÂAÀ

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � ������� � ����������® ¡ ����� � �¥���  �� ��£�� ���ª��� � �Î�³Ë  �² Ðf�W��£·¤w�³Ë   £�����¤  �±
ψ1(u)

� � �
ψ2(u)

� � �]� � ® ¡   �B�o��Ð�®h��£�� ���Å�³Ë  °�f  � ¡ �m�B��� Ê�Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   �B���f�¶®�� � ��� �3���³£�� ���·¤b���B� �¶�����¨�
� � � �f  � � �¶�����¶´³Êh���   � � ÐfÓp�W�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� � � � �3� � Í ��� ��� � £ � � § �³Ë �

¬  ¦ � ¡ Ï�� ² �f�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  
©  r §f����� � � � �f  � � � 

J_ó/�+9/��ûfð ô�:$ó)�FB � B ÷IBul ÐÒÑ â#Þ % Í í ÐäÖÚÏëÍ$ê Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì Gerber et al. (1987).

# % Ó(Ö±å�ß�ÖÚÏ#Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × ì4Ù Ô«Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì Ö�Î è�� Þ�Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì ÐÒÑ Ì Î#Ï$Þ Û ÐÒÑ â#Þ Ü4è#Ù ÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ$ê Ì

¬ 	 �



ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì�Û Ð ì Î±Õ/Î Û�à ÖºÕ Ù Ô#Ø(é�ÍgÎ#Ï ô Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎQÍgÎ#Ï�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø
f(x) =

7

2
e−7x +

3

2
e−3x.

�w��� ����´³�   �Y�HËb£���Ð � � ��Ëb�
λ = 3

� � �
c = 1 (θ = 2/5)  �yÍ ���¥��£������B� � ´   ���  �� ����������® ¡ ����� � �¢� ��p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��£·¤w���¢� � �f��� ² �³Ð����³£��~£������~�B����Êh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � � � � �  �� � � ����®h��£ ¡   ��� � �

� �¨��� � � ��£�� ��� ¡ �É��� � ´³�
ψ1(u)

� � �
ψ2(u)

����������® ¡ ¸���� � �8� § ����� � � � �p� � § Ê � £ � �����f£�� �m��� � § ���f�
����®h���H��£�� � ´   �f��� � � �f  � � �f� 

¬  ¦ ´³���W��� � �
E(X) = µ =

5

21
.

©  h¶�³Ð����³£��¶£������¶®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´  

E(X2) = µ2 =
58

441
.

	� ¹ ������®m�  �  ����£�� �
MX(t) =

3

2 (3 − t)
+

7

2 (7 − t)
,

�h �¢£·¤w���W� � £ § ®hËw®m�������f��£�������®m�  �  ����£�� � �

M
′

X(t) =
dMX(t)

dt
=

3

2 (3 − t)2 +
7

2 (7 − t)2 .

�� h¶�³Ð����³£��W� � £ § ®hËw®m�������f��£�������®m�  �  ����£�� � �

M
′′

X(t) =
d2MX(t)

dt2
=

3

(3 − t)3 +
7

(7 − t)3 .

� ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Î®�� � ���¶����®h���H��£�� � ´   � � � ¡ Ï��3�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤   � ¡  �� � ¡ ��� � �

ψ(u) =
1

35
e−6u +

24

35
e−u.

r   Ëb£ ¡ ¸��   � � �~���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � � ����£���Ð � � �f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �¢�m���Ö��Êh´³���Fß 	� ¬  © à ®�� �
k = 1

 �� ��£���Ð � �¢���   ��£·¤w���¶£������
ψ1(u)

ψ1(u) =
−419 + 15 u+ 12 e5u (337 + 720 u)

5250 e6u

¬ � «



� � � Í�� ��� �ª�f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �ä���  
ψ1(u)

�m���   ß 	� ¬  © à ®�� � k = 2
����������® ¡ ¸���� � � ��� ² �³Ð����³£���£������

ψ2(u)

ψ2(u) =
−405317 + 45 u (−269 + 5 u) + 12 e5u (349141 + 720 u (1393 + 360 u))

787500 e6u
.

ro� � �B�   ����������®�� � ��Í �³Ë   �m� � �Y�³£·¤  
C1

� � �
C2
±¢� £·��� ¡  ��d� �H���H���f����� � �>��� � �   ���B�  �¡ � ���f�

���  �§ £·���f���f�
b(u) =

1 − F (u)∫∞
u
eR(y−u)dF (y)

=
6 (1 + e4u)

7 + 9 e4u
.

� �B� � Êh� ��� �� ¬°� ��¡   �H� � � �Å®m£ � �Y� ���¨� � £ § �m� � ���>���f� b(u)  � � £ � ���f£���Ð � � Í ��� � ¡  �� �o®   �f� ¡ Ëb��m� ¡   ���f� � �m�B�Ò��� ²�¡ �F��£�� � � ��Ð¶���f� � �

b
′
(u) =

−48 e4u

(7 + 9 e4u)2 < 0.

Õ �~£ ��± ´³Êh��� � �
C1 = lim

u→∞
b(u) =

2

3� � �
C2 = lim

u→0
b(u) =

3

4
.

�¢� Í �B�°� Í £�� � ��� �� ©  ¬Î����������® ¡ ¸���� � ��� � �p£ § ® ��� � � U1(u)
� � �

L1(u)

1 2 3 4 5
u

0.68

0.72

0.74

bHuL

� Êh� ��� �� ¬ � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���ª���f� b(u)

U1(u) =
7 (4 + 9 u)

32 eu

¬ � ¬



� � �
L1(u) =

7 (3 + 8 u)

36 eu
.

Þ�����Êh´³���B� �ªß �� ©  	 ¬ à � � �Yß �� ©  	 « à ��� � ²�¡   ���   � � �p£ § ® ��� � � �³Ë   Frostig 2004
� � �

Willmot
� � �

Lin (2001)
±h�f  � ¡ �m�B��� Ê �

UF (u) =
4 (86 + 45 u)

75 eu� � �
UW, L(u) =

−11 + 21 u+ 12 e5u (13 + 42 u)

210 e6u
.

�y� �p£ § ® ��� � �
U2(u)

� � �
L2(u)

�����¶���³£�� ®m£ § ������� �f  �m�B�Ò� Í £�� � ��� �� ©  ©W� ��¡   �   � � �m� � £ � � § �³Ë

U2(u) =
49 (104 + 9 u (34 + 9 u))

768 eu
,

L2(u) =
49 (33 + 16 u (7 + 2 u))

432 eu
.

�   � § ����� � �Î��� Í ÓY�  3��� �ª��Ëb�Ö� � � ¡ Ï��F�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  3�f  �����B�]�m���   ��� ����®m´   �B� �
DFR
±

� Í ���¢�B�
φ
� �������H��� ¡ ´  ��¶§f  ËÔ�p£ § ® ��� ®�� � ���   ����� Í ����� �

ψ(u)eRu
±m² ��� �f² �

ψ(u) ≤ φe−Ru ≤ C2e
−Ru.

� �   �H��¤b����£�����Ð����B���  W² �f�   ´ �¶§f  Ë;�p£ § ® ��� � � ®�� � �B�
ψ1(u)

� � �
ψ2(u)
±m�f  � ¡ �m�B��� Ê �

UR,1(u) =
5 (7 + 15 u)

42 eu

� � �
UR,2(u) =

5 (308 + 15 u (58 + 15 u))

252 eu
.

�y��� Êh� ��� � � �� © ± �� 	 � � �f�ª� ¡  �� � � � �� ¬ä� � £����f�p� § ¸����   ���  ¥� ��£�� ���~��� � �¢���f� ��£·¤w���f� £������f�ä�B���Êh£ Íf  ���>Êh£��³������� ¡ � �W� � �p¤b�ª� � �i� � �p£ § ® ��� � �
U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)  � � £ � ���f£���Ð � ���Ëb� �B���p£ § ® ��� �³Ë  

Willmot
� � �

Lin
� ¡  �� � � ��£�� ��´³� ®�� ��� � ² �   � � ÍÎ� £�Êm� � ÍÎ� ���f�Y� ��� ��� � Í � � �f´³Êh�B�

���   � � ��Ð����³£��3��� � ���³£�� �p��£ § ������Êh´³��� � ��� �3§ �f� �Ò² Ðf� §f  Ë �p£ § ® ��� � � ®�� �°� � �Ò� � ��£��3���³£�� ��Êh�
®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´  �±

[0, 0.316313) ×Õ Þ~� �f  �B� � £�Êm� � ÍÔ� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£�� � � Í«  	 ¬ "#	 ¬ 	 �B� � � ��£ Í ���³£�� §f  Ë �p£ § ® ��� � ¡  �� ���B� U1(u)  � � UF (u)
� ¡  �� �p�B�°��� � � ��� ��� ��£��f� � ´   �

� � Í ���   � ��£�� ���y��� � �y®�� �¥� � � ���³£�� ��Êh�¥®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´  �±�Í �����¢´³Êh�B� � � � ��� ² �H�����¥��� � ���³£�� �p��£ § �~��� � ���³Ëw��� � § �B�
U1(u)

��£ ¡ �m���H� � �·��� �¢���   � § �m���   � ��£�� ��� ��� � � Í ��Ëb�µ� ��¡   �H� � � � � Í � � � � £ � � § �³Ë

¬ � ©



Í £�� �
lim
u→∞

U1(u)

UW,L(u)
= lim

u→∞

U1(u)

UF (u)
= 0.820313 < 1.

�y� �p£ § ® ��� � �
UW,L(u)

� � �
UF (u)

� ��� � ���³Ëw��� � § ´³Êh���   ���  Ö¡ ² � � ��� � ���³£�� �p��£ §

lim
u→∞

UW,L(u)

UF (u)
= 1.

� � �;� Êh� ��� � � �� © ± �� 	 � � � �B�   � ¡  �� � � �� ¬ã� ��¡   �H� � � �H� ¡ ���f�8� � �y�B�;� § �³Ë��p£ § ® ��� L1(u) � � £ � ���f£���Ð � �W��Ëb� Í ��Ëb�3� � �o�B�
U1(u)

² �   � ¡  �� � � ��£�� ���¨®�� �_� � ² �   � � ÍÉ� £�Êm� � Íã� ���f�Y� ��� ��� � Í � �B� � Êh� ��� �� � � � ���B�   � ¡  �� � � �� ©y� � £����f�p� § ¸��H� � ���B� §f  Ë8� � ���B��� § �³Ë8�p£ § ® ��� ®�� � ��� ² �³Ð����³£��£������Î�B���ÖÊh£ Íf  ���ªÊh£��³������� ¡ � � Í � �f  � � ÐfÓp�Î�³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË  ~� �����������Y��Ð   ���ª����®h���H��£�� � ´   �
� � ¡ Ï��Å�w���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤    ����Ð�®h��£�� ���>�B���f� � � § �f� � �p£ § ® ��� � �>² �   ��� �f  �³�Y� �����>� Í ®hË���f� � �3Ð�� � £�Ï��f�Î�p£ � ® ��§ �³Ë   ®�� � ��� ² �³Ð����³£��3£������  � ´H�����ª�m� �Ò� Êh� ��� � � ���� � � � �� " ²�¡   �   � � �� � �p£ § ® ��� � �

UR,1(u)
� � �

UR,2(u)
�����ÎÊh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �h�m�������³£ ¡ ���³Ëb���������Î� § ����� � �ä��� Í ÓY�  

��� �b��Ëb� �¥� � � �f  � � �¥�����~´³Êh���   � � ÐfÓp�¥�³Ë   � ����¸�� � � ¤b���HË   �f  �����B���m���   ��� ����®m´   �B� �
DFR  � ���Ð�®h��£�� �����B���f� � � � � �p£ § ® ��� � �

U1(u)
� � �

U2(u)
� ¡  �� ��� �f  �³£ Í ��Ëb�y� � £����f�p� § ¸����   ���H�f��� Ë � ´   �

��� � ���³£�� �p��£ § ®�� �d� � ��£�´³�_��� � ´³�_�B��� � ���f�Y� ��� ��� ����Ð ±¢� ��� � ���³Ëw��� � § � � ��£ Í ���³£��d��� � � ´³Êh���   � �
UR,1(u)

� � �
UR,2(u)

lim
u→∞

U1(u)

UW,L(u)
= lim

u→∞

U1(u)

UF (u)
= 0.907029 < 1

� � �
lim
u→∞

UR,1(u)

U1(u)
= lim

u→∞

UR,2(u)

U2(u)
= 0.863838 < 1.

� �3®m�H®m�  �Í � � ��� ÍÒ��� � ² � ¡ Ê   �B�m� Í ���Ò��� ���f  ��� ���W� ¡  �� �m�W�H��� ����®m�W�³Ë   �m� � �Y�³£·¤  
C1

� � �
C2

� � �
��¤b���H���f£�� § ¸��H� � �h�¶��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   �����Ö��£������ ¡   ��� � �¢®�� � ��� ��£�����´³���B���¶Êh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � 

¬ �$	



1 2 3 4 5 6 7
u

1

2

3

4

Ψ1HuL

L1HuL
UFHuL
UW,LHuL
U1HuL
Ψ1HuL

� Êh� ��� �� © � r$£ � �Y� ���ã� � £ § �m� � ���É���f� ψ1(u)
� � � �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)

®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x.

11 12 13 14
u

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

Ψ1HuL

L1HuL
UFHuL
UW,LHuL
U1HuL
Ψ1HuL

� Êh� ��� �� 	 � r$£ � �Y� ���¥� � £ § �m� � ��� ���f� ψ1(u)
� � ���³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)

(u ∈ [10, 14])
®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
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e−7x + 3

2
e−3x.
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±
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2
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e−3x.
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±
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±
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2
e−7x + 3

2
e−3x.

¬ �$"



u ψ2(u) U2(u) UR,2(u) L2(u)« �h � « �#��" "� "#	$�0� © "� ¬f¬f¬f¬f¬ 	���0�$	 « "«  ¬ �� � � ��© � �� � ¬ � ©�� �� ¬ 	 ¬ �#� �h���" ��¬ �«  © "� �#	 ¬ � © ���� � �$�#� �� � ��" ¬ 	 �� © "#	#"«  	 ���� ¬ �0�$" � �� �#��© �� "#" ¬�© � �� �#	#� © "«  � �� « � « � � ¬·«  © 	#" � �  ©�« 	#" "� 	 « �g�#�« �� �� �$	��$"#" ¬·« �� ©�� �  " ¬ ���g� "� "$��	 © �«  " ���� ¬ ��� ¬ ¬f¬  «#��¬ � �  ��¬��#�#� "� � �0�g� ¬« �� �� �f« �#�0� ¬f¬  	#	 ��¬ ¬·«  ¬�©�¬ � �� ¬ �#���#"«  � �  «�¬ �#�#� ¬f¬  �$�$��" ¬·«  © 	��g� �� ©���©�¬ �«  � �  « ��	$� ¬ ¬f¬ ��0�$	#" ¬·«  © � ¬f¬ �� 	#"$�#�#�¬  �  « 	 ¬�©�� ¬f¬ �� © �g� ¬·«  © � « � �� 	#�$��" �©  "� �#� �$�$� �� � � «f« " �� ��¬ " « � �� �f«#�#� �	� �h 	 ¬ �0� �����" ©�« � �h �#� © � � 	��� ¬·«�¬ ��h ©  	$�0�g� � 	� « "#"#	�� ©  "#���$��� ©  « " ©�� 	�� ¬  ©�¬ " « " ¬ ��#� ©��#� ¬  	$�0�g��	 ¬  « "��$" ¬"� « �� ��©�� � « ���"$� � �0� «  "$� «�© �g� « �� ©f©�¬·« ��� «  © ���#�#� � «  	#" ¬ ��� � «  	 ¬ � © 	#	 «  © �$"#"#�#	�� «  ¬�© �#� �#� «  ¬ "$�#�#�#� «  ¬ �#� ©f©f© «  ¬f¬ 	 © �#��  «  « �#� ¬f¬ 	#" «  « �0� ¬ "#	#	 «  « "��g�#� © " «  « � « �$�0�$	¬·«  «  «�© � ¬f¬f¬ � «  « 	 © " © �0� «  «�© �#	#� ©f© «  «�©f© � ¬ � �¬f¬ «  «�¬·« �$���$� «  «�¬ � ¬ � ¬ " «  «�¬�©f©�� ��	 «  «f«#� ��	 ¬ ��"¬�© «  «f« �$"$�0� ¬ «  «f« " « � © " � «  «f« � © " «�¬ 	 «  «f« � ¬ � ¬·«�©¬ 	 «  «f«�¬�� " � � � «  «f«�© ��" © � © «  «f«�©f©f© "#	#� «  «f«�¬ ��"#� © �¬ � «  «f«f« � © " « "$� «  «f«�¬·« �#� « � «  «f«f«#� 	#	#" ©f© «  «f«f« �0� © �#�#�¬ � «  «f«f« 	��$	#" « " «  «f«f« �#�g��	 ¬ � «  «f«f« 	#�#�#	��#� «  «f«f« 	 «#��© �#�¬ " «  «f«f«�¬ � ¬��f« � «  «f«f«�¬ ���g����� «  «f«f«�¬ " « 	#� «  «f«f«�¬�© ���#" ¬¬ � «  «f«f«f« ��� © 	 © � «  «f«f«f« �#�����$"#� «  «f«f«f« "$��� ¬ �$	 «  «f«f«f« � © � ©f©�¬¬ � «  «f«f«f«�© 	$��" « � «  «f«f«f« 	 «#� �0�$" «  «f«f«f«�© "#�$�0�$	 «  «f«f«f«�©�¬ �g� «�¬¬�� �  "��g�0�$� 10−6 «  «f«f«f«�¬�© ��"#�#	 «  «f«f«f«�¬·«#�f«�¬ 	 ���� ¬ �$"�� 10−6©�« 	� � � ��	$� 10−6 �� « � ��© � 10−6 �h � « �$� © 10−6 	��� © 	#� � 10−6

� « ©  « � ©���© 10−18 ©  "#� ¬ � � 10−18 ©  	 ©�«�© � 10−18 ¬  �$��	�� 10−18

� ¡  �� � � � �� © � � ¡  �� � � �3��� � ¤   ���f� ψ2(u)
� � �o�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
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J_ó/�+9/��ûfð ô�:$ó)�FB � B � B q Ý Û>Û Î8ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×
# % Ó(Ö±å?ß�ÖÚÏ�Ö�Î è�� ÞQÖ±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × q Ý Û>Û ÎÝ' ò ñ ô�) Û Ð¦ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø

f(x) = 9xe−3x

ÍgÎ#Ï λ = 1 ñ c = 1 ÍgÎ#Ï�ÓFÔ Ì Ð ì êVØ θ = 1/2
ð

ro� � ���¶����®h���H��£�� � ´   �¶� � � �f  � � �3� ��ÊhÐf���  

¬  ¦ ´³���W��� � �
E(X) = µ =

2

3
.

©  h¶�³Ð����³£��¶£������¶®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´  

E(X2) = µ2 =
2

3
.

	� ¹ ������®m�  �  ����£�� �
MX(t) =

9

(3 − t)2 .

�h �¢£·¤w���W� � £ § ®hËw®m�������f� ¹ ������®m�  �  ����£�� � �

M
′

X(t) =
dMX(t)

dt
=
dMX(t)

dt
=

18

(3 − t)3 .

�� h¶�³Ð����³£��W� � £ § ®hËw®m�������f� ¹ ������®m�  �  ����£�� � �

M
′′

X(t) =
d2MX(t)

dt2
=

54

(3 − t)4 .

� ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ²�¡   �H� � � � � Í �B�   � � £ � � § �³Ë;��Ð����_ß ����´H���
Gerber et al. (1987) à

ψ(u) =
13 − 4

√
13 +

(
13 + 4

√
13
)
e
√

13u

39 e
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√
13) u

2

.
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k = 2
��£ ¡ �m����� � �F���   ��£·¤w���8� � �w���

² �³Ð����³£��¶£������¶�B���¶Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � �f  � ¡ �m�B��� Ê � 
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√
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√
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 .

�¢£������B� � ´   ���  �� ����������® ¡ ����� � ��� � �p£ § ® ��� � �
U1(u)

� � �
L1(u)

��£�´H���B�  �� ��£���� ² � ��£ ¡ ����� � ����� �
�m� � �Y�³£�´³�

C1

� � �
C2
±m² ��� �f² �  �� ��£���Ð � �¢�B� � � ��£ Í ���³£�� §f  Ëá� � �m�B� � �H® � ��Ð����³£��3� § �³ËÔ�p£ § ® ���

���f�����  �§ £·���f���f�
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√
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b(u)
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C2 = lim
u→∞

b(u) =
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6
= 0.767592.
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√
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u
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L2(u) =
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√

13) u
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6
(
31 + 7

√
13
)

+ u
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401 + 101

√
13 +
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77 + 20

√
13
)
u
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.

� � � � �f  � � ��r §f����� ßt© ± 	 à �f  �����B���m���   ��� ����®m´   �B� � IFR ß ����´H��� Barlow
� � �

Proschan (1981) à�H��� � ´   Ëb�y´  �� ���H�f��� Ë � ´   �ª� § �³Ë<�p£ § ® ��� ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Öß ����´H���
Willmot

� � �
Lin (2001) à � ¡  �� �h�B�°�³Ï��f�

φe−Ru ≤ C1e
−Ru ≤ ψ(u).

¬ � ¬
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� � �
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��£�����Ð����B���  ¨² �f�   ´ �¨§f  Ë �p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��£·¤w���¨� � �
² �³Ð����³£��¶£������¶�B���¶Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � �f  � ¡ �m�B��� Ê �
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√
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� � ��� Êh� ��� � � �� � � � � �� �~� � ���B�   � ¡  �� � � �� 	 � � £ � ���f£���Ð � �b���  y� ��£�� ���~��� � �¢���f� ��£·¤w���f�ä£������f��B��� Êh£ Íf  ���dÊh£��³������� ¡ � � ± � � §f  Ë��p£ § ® ��� � �
U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

� � � �B�d� § �³Ë��p£ § ® ���
L1(u)  � �d�p£ § ® ��� �³Ë   Willmot

� � �
Lin
´³Êh�B�µ���   � � ��Ð����³£��ã��� � ���³£�� �p��£ §ãÍ � �f  �B� � £�Êm� � Í

� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � � ��£ Í ���³£�� � � Í ¬  ©���¬f¬  �w� ¡ ���f���B� UW,L(u) � ¡  �� �h�B� � �  ��f² � � Í°� � Í � �W§f  Ë�p£ § ® ��� � � ����� � ¡  �� � � ��£�� ��´³�Å®�� �<� � ² �   � � Í@� £�Êm� � Íá� ���f�Y� ��� ��� � Í  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���ã�����<�B�� £�Êm� � ÍÅ� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£�� � � Í ¬  ©���¬f¬ª� Í �����B� U1(u)
��£ ¡ �m���H� � �p��� �>���   � § �m���  

ψ1(u)  � �°�p£ § ® ��� UF (u)
� ¡  �� �h�B�3��� � � ��� ��� ��£��f� � ´   �Ò���~��Êh´³��� � �¢� �¶§ �f� �W§f  Ë;�p£ § ® ��� � �

®�� ��� � ��£ Í � � ´H��£�� � � £�Êm� � Íª� ���f�Y� ��� ��� � Í � � ��� ² � ��¡ ���³£ � ®�� ��� � � ���³£�� ��Êh��®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´    ro� ��B�F� § �³Ë5�p£ § ® ���
L1(u)

² �   ��� § £�Êh�B�p� § ����� � � ´H��£��F��Ð�®h��£�� ���f� � � � �Î� � � ² �   ´³Êh�B� ² � � ���p� �³����� ¡
� § ����� �@� § �³Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���   ��£·¤w���<£������ã�B���<Êh£ Íf  ��� Êh£��³������� ¡ � �  �~��� � ���³Ëw��� � §�± Í ��Ëb�� � �¥�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���@�����á� � ÐfÓp�@�³Ë   � ����¸�� � � ¤b���HË   � �����������Y��Ðf� �f  ��� � � ¡ Ï��á�H���Y�H��� ��¤  
� � � �f  � � ¤   ß ����´H���Å� � £ §f² �B� ® ��� �� ©  ¬ à ± ��� �á���   � § �m���  É� ��£�� ��� ��� � �d� ¡  �� �µ�B� U1(u)

±¥Í ��Ëb�
® ¡   �H� � ��� � �p´³�~� � � � � Í � � � � £ � � § �³Ë Í £�� �

lim
u→∞

U1(u)

UW,L(u)
= lim

u→∞

U1(u)

UF (u)
= 0.820313 < 1.

�y�
UF (u)

� � �
UW,L(u)

®�� �Ò� �H® § ���³����� � ´³���B��� � ���f�Y� ��� ��� ����Ð3� � £����f�p� § ¸����   ���  W¡ ² � � ��� � ��� Ñ
£�� �p��£ §�±

lim
u→∞

UW,L(u)

UF (u)
= 1.

� �B� � Êh� ��� �� ¬·«Î� � ���B�   � ¡  �� � � �� � � ��¡   �H� � ��� ² �³Ð����³£��ª£������ª�B���ÖÊh£ Íf  ���ÖÊh£��³������� ¡ � �~� � ��� �§f  Ëã� � ��� § �³Ë �p£ § ® ��� � � ���f�
U1(u)

� � �
L1(u) $Õ Þ~��Ëb�ä� � ���m���   ���³£ ¡ ���³Ëb�������f� ��£·¤w���f� £������f� ±

ψ1(u)
� � �p£ § ® ��� � �3� ��� §¶² �   � ¡  �� � � ��£�� ���3®�� �3� � ² �   � � Í>� £�Êm� � Í>� ���f�Y� ��� ��� � ÍF� �f� § �¶®m�   � ���

�B���f����� � ���³£�� �p��£ § � ¡  �� � � ��� ² �H�����  � ´H�������m� �¶� Êh� ��� � � �� ¬f¬�� � � �� ¬�©Ö® ¡   �H� � �m��Ð�®h��£�� ���W�³Ë  �p£ � ® ��§ �³Ë  
UR,1(u)

±
UR,2(u)

� �Ò� �ã�f  � ¡ �m�B��� Ê �
U1(u)

� � �
U2(u)  � ¡  �� �w��£���� �f  ´³�>��Ëb�F� �

¬ � ©



�p£ § ® ��� � �
UR,1(u)

� � �
UR,2(u)

´³Êh���   � � ��Ð����³£��3��� � ���³£�� �p��£ § ������Êh´³��� � ��� �Ò§ �f� �Ò² �f�°®�� �
� � ��£�´³�3��� � ´³�3�B��� � ���f�Y� ��� ��� ����ÐÅ� � �"� ² � ��¡ ���³£ � ®�� � ��� � ´³�¶®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´    �~��� � ���³Ëw��� � §� �Ö² Ðf�Ò�p£ § ® ��� � � ��� � � ¡ ���B���   � Í ���¶®�� � ���   ��£·¤w��� Í ���¶� � ��®�� � ��� ² �³Ð����³£��Ö£������Ö�B���WÊh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � 

lim
u→∞

UR,1(u)

U1(u)
= lim

u→∞

UR,2(u)

U2(u)
= 1.
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u
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Ψ1HuL

L1HuL
UFHuL
UW,LHuL
U1HuL
Ψ1HuL

� Êh� ��� �� � � r$£ � �Y� ���ã� � £ § �m� � ���É���f� ψ1(u)
� � � �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u)

®�� � ���Qr §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x.

¬ ��	
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� Êh� ��� �� � � r$£ � �Y� ���ã� � £ § �m� � ���É���f� ψ1(u)
� � � �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UW,L(u)

±
UF (u)

±
L1(u) (u ∈ [10, 14])

®�� � ���Qr §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x.
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� Êh� ��� �� ¬·« � r$£ � �Y� ���Î� � £ § �m� � �������f� ψ2(u)
� � ���³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
L2(u)

®�� � ����r §f�����ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x.

¬ �0�
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� Êh� ��� �� ¬f¬ � r$£ � �Y� ��� � � £ § �m� � ���<���f� ψ1(u)
� � �ä�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UR,1(u)

®�� � ���r §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x.
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� Êh� ��� �� ¬�© � r$£ � �Y� ��� � � £ § �m� � ���<���f� ψ2(u)
� � �ä�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
UR,2(u)

®�� � ���r §f����� ßt© ± 	 à � �~�  �  �  f(x) = 9xe−3x.

¬ �#�



u ψ1(u) U1(u) UR,1(u) UW,L(u) UF (u) L1(u)« ¬  ¬  	$��"$� � ¬  ¬·«f«#� 	 ¬  �� �g� ¬ � ¬ « ���� ��¬�� �«  ¬ ¬  « 	$�0� � ¬  �$	 «�© � ¬  ¬���¬ "�� ¬  «#� �$��" �� « � ��© � «  "��$"#"��$�«  © ¬  « � ¬ " ¬ ¬  �$�$�#� ¬  © "$� ¬ 	 ¬  ¬��f«f« 	 ���� ¬ �#" ¬ «  " � 	#"#� �«  	 ¬  ¬·« �$"#" ¬ ���	 «#� ¬  	 © 	#	#	 ¬  © � « � � �� 	#" �#��¬ « ���	 ¬ �$"«  � ¬  ¬ 	 © "#	 ¬ ���" ¬ �0� ¬  	#"$� � � ¬  	#	#�#" � �� « 	#	 ¬ � « ���" «#�#� �« �� ¬  ¬ �0�g��� ¬ ���� ¬f¬f¬ ¬  � «f« �#� ¬  	 � � « � "��� « �#	$� « ����#	 © 	 �«  " ¬  ¬ � «�© � ¬ �� �f«#� " ¬  � ©f© ��" ¬  �$	$� © 	 "� 	 � ��	 � « �� �#�f« 	#	« �� ¬  ¬ � � �0� ¬ �� ��© 	 ¬ ¬  �$	$� © � ¬  �$"#� �#� "� «#� � ¬ " «  � «#��¬ �g�«  � ¬  ¬ �#	�� ¬ ¬ ����#" © " ¬  �$	 � ��� ¬  � �f« 	#" �� � « �#� � «  � ¬ � © �0�«  � ¬  ¬ � ¬ ��	 ¬ ��#��	#� ¬ ¬  �$	$� ¬�� ¬ �� «�© � © ���� © " © «  � ¬ � « � ¬¬  ¬  ¬ �#� © � ¬ ��#�#���#	 ¬  � © ��� © ¬ �� « " ©�¬ �� © � �f« � «  � ¬�©�«�¬f¬¬  ©���¬f¬ ¬  ¬ 	#	 � � ¬  �g� ��© ¬  	$�#� ¬�� ¬  �g� ��© �h��0� © "#	 « ����#" « � �©  «  � � ©�¬ "#	 ¬  ©�¬ 	 « " ¬  ¬ � � " ¬ ¬  © ��	 © " 	� ¬ � ¬�� «  "#" © " « �	� «  "$�#� © �#� «  � ©f© 	 © " « �� �f« ��	 ¬ «  � � �g� ¬�� ¬  � © � « 	 «  �g���$�#�0��h «  � ¬ �$� «�¬ « �� ¬ � ¬ �#� « �� «�© �#�#� « ��#�#� ¬ �g� ¬  « 	#�$� ¬ «  ©���© 	#� ©�� «  © ��	#� ¬ 	 «  	 ¬�©�¬ �#� «  	 « �$	 © 	 «  	$� «#�#��¬ « ���� ¬ � ©�� «  ¬ �#�0�$�$�"� «  ¬ � �f«f« � «  ¬ � © 	 � � «  ¬ ����� � 	 «  ©�« " � �#� «  	 ©�¬ ���#� «  ¬·« � © " ¬�� «  « �$�0�$" « � «  ¬·« � © �g� «  ¬·«�© 	 « � «  ¬f¬��f« "$� «  ¬ ��" © �#	 «  « � � � © � ��  «  «�© "$�#��"$� «  « 	 © � « " «  « 	 ©�«�© �$	 «  « 	$�0�$"#� «  « � ¬ "$�#��� «  «�¬ �$�#��"#"¬·«  «  «�¬ �g� © �#� «  «�¬ �����#� ¬ «  «�¬ ��" « � © «  «�©�« "#	$�0� «  «�© �#� «f« � «  «�¬·« 	 ¬ "#"¬f¬ «  «f« � «�© �g� «  «f«#� � ¬·«#� " «  «f«#� � ��¬ � «  «�¬f¬�© " « � «  «�¬ �g�#���$� «  «f« ��" © 	$� ©¬�© «  «f« �$	�� « � «  «f« � © �$"#" «  «f« � ¬ �$� ¬ «  «f« " «#� �#� «  «f« ����� � " «  «f« 	 « � © �¬ 	 «  «f«�© 	#	#	#	 «  «f«�© � ¬ � © «  «f«�© ���$��" «  «f« 	 © � « " «  «f« � ¬ ��	 « «  «f«�¬ "#	$�¬ � «  «f«�¬�© �g�0� «  «f«�¬ � « �$� «  «f«�¬ � �f«f« «  «f«�¬ �#�#� © «  «f«�©�¬ � � " «  «f«f« �$�0�g� ¬¬ � «  «f«f« "#"#	$� «  «f«f« � «f«f« «  «f«f« � ��© � «  «f«f«#� 	��$" «  «f«�¬f¬ � « «  «f«f« �$"$��	¬ " «  «f«f« 	$� ¬ � «  «f«f« � © 	#" «  «f«f« � ©�«f« «  «f«f« � � �#� «  «f«f« " « 	 © «  «f«f«�© �$"#"¬ � «  «f«f«�¬ �$�#� «  «f«f«�©f© 	$� «  «f«f«�©f©�¬ � «  «f«f«�© " ¬ � «  «f«f« 	 ¬ �0� «  «f«f«�¬ 	 «�©¬ � «  «f«f«f«#� �#� «  «f«f«�¬f¬ �#� «  «f«f«�¬f¬ "#" «  «f«f«�¬ 	$��� «  «f«f«�¬ "��g� «  «f«f«f« "#�$�¬�� «  «f«f«f« � ¬�© «  «f«f«f« " ¬ " «  «f«f«f« " ¬�© «  «f«f«f« � © 	 «  «f«f«f« �$��" «  «f«f«f« 	$� �©�« «  «f«f«f«�© "#� «  «f«f«f« 	 ©f© «  «f«f«f« 	 ©�« «  «f«f«f« 	$��� «  «f«f«f« �#�g� «  «f«f«f«�¬ �#�©�¬ «  «f«f«f«�¬ � « «  «f«f«f«�¬ "#� «  «f«f«f«�¬ "$� «  «f«f«f«�¬�� � «  «f«f«f«�© 	 « � �  �#	 « 10−6

� « 5.435 10−14 "��� «f« 10−14 6.481 10−14 ���� « " 10−14 �� © � © 10−14 3.814 10−14

� ¡  �� � � � �� 	 � � ¡  �� � � �3��� � ¤   ���f� ψ1(u)
� � �o�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UR,1(u)

±
L1(u)

®�� � ���® §f����� � � � �f  � � � � ���  �  �  f(x) = 9xe−3x.

¬ ��"



J_ó/�+9/��ûfð ô�:$óq�FB � B �FBWl ÐÒÑ â#Þ % Í í ÐäÖÚÏëÍ$ê Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì d U Ô Ì4à îµÐÒÏ�Î=Ö Ù ÔÛR�Î±Õ/Î Ü ÐÒÑ & Û Î0Ö Ù Ø 3$ð ò+ðëï#ð
+ÆÎ ÓFÔ Ì Ð î«Ñ Ó Ù Ô Û Ð8Ö Ù R�Î±Õ/Ý Ü ÐÒÏ & Û Î 3$ð ò+ðëï ÓFÔ�&�ÍæÕ/Ñ ÌÚÙ�Ì Ö�Î#Ø Ö�Î ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Îê&�Ï�Î;Ö�Þ ÌLì ÕIêlÖ�Þ�Õ Ù#ì × ì4Ù ÔÜ Ñ ÌÚÙ�Ì Ö�Î#Ï+Î ì ß�Ö�ÎB&�Ð Ì ÏëÍgÝ�ó0Õ/Ý�& Û Î0Ö�Î¿Ö±å Ì Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ$ê Ì Ðæâ0Ï ÓIêVÓ+Ðæå Ì ß ì åVØ¦Î#ÔgÖÚÝ ì ÐiÕFÏ &äÕ/Ý#ó Ù�Ì Ö�Î#ÏCÎ ì ß
Ö Ù R�ß ÕFÏ Ó Û Î Xgð ò+ð43$ð l Ð�Ö�ÞWQ Ù × í ÐÒÏ�Î Ö Ù Ô ì Õ Ù &äÕ/Ý Û>Û Î0Ö Ù Ø Mathematica

à î Ù Ô Û Ð

LV (u) =
2e−u

4� � �
UV (u) =

21 (609e6uu− 2387e4u + 3410e7u − 1023)

29 (e7u(588u+ 290) − 203e4u − 87)
.

� �B� � Êh� ��� �� ¬ 	 � ��¡   �H� � ��� ψ1(u)/
∫∞
u
ψ1(x)dx

� �µ�B� �f  � ¡ �m�B��� Êh�Ö�p£ § ® ��� ���f�
1/
∫∞
u
ψ(x)dx 

0 1 2 3 4 5
u

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Ψ1HuL�à
u

¥

Ψ1HxLâx

1� à
0

¥

ΨHxLâx

� Êh� ��� �� ¬ 	 � r$£ � �Y� ���)� � £ § �m� � ���Ý���f�
ψ1(u)/

∫∞
u
ψ1(x)dx

� � �<�B��� �p£ § ® ��� �B�������f� ±
1/
∫∞
u
ψ(x)dx

± ®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7
2
e−7x + 3

2
e−3x.

¬ �#�



u ψ2(u) U2(u) UR,2(u) L2(u)« �� "#"#"#"$� ¬ 	���#���#� ¬·«  �$	 «�© �h ¬ "$�����¬ ¬ 	����	 © � ©�«  ��¬ � � ¬ �� « ���g� �� " � � ¬ 	© ¬ 	� ¬f¬ " ¬��  �$	$��" ¬ �� �#�$	�� ����0�$	$� �	 ¬·«  �$� © � ¬ �� ¬ �#��	 ¬ 	� � � 	 © "� « � � �#�� ����#� © �#� ¬·« �� � " ¬ ¬·«  «�¬f¬ � �h 	 �f« "#"� �� ¬ 	#	 ��© �� © 	$� � � "���#�#� © � ©  � � ©�� �" 	� 	#	 « "#� �h "$�#�#��	 �h 	#� ��¬ � ¬  � 	#� ¬��� ©  «#��¬ ��� ©  �f« 	#" © ��#��	 « � ¬  ©�¬ �$���� ¬  © � « � © ¬ ���"#� ¬ 	 ¬  "#��� © " « ��0�$" ��© �� « ���"#�$��	 � ¬  « ��" © " ¬  «�¬·«f« " «  �#�$�#"$� ¬¬·« «  �g��	#�$�0� «  " ©�¬f¬ ��	 « �� � � � 	#" «  © "$� « " ¬¬f¬ «  © "��$	 © � «  	#" « � « � «  	��$"#���$� «  ¬ �0�#�g�¬�© «  ¬ � ©�¬ �#� «  ©�« " �f« � «  ¬��#� �#�#� «  « �#� � � «�©¬ 	 «  « �#"$� ¬ �#� «  ¬f¬ ��" ¬ «  ¬f¬ 	#"$��� «  « � « � ¬ �#�¬ � «  « �$� �#� � © «  « "#" ©�� � � «  « "�� ©�«f«#� «  «�© �#"#"��$"¬ � «  «�© �0�g� ©�¬ «  « 	$� «#� � ¬ «  « 	$� � ���g� «  «�¬ " « �#�#�¬ " «  «�¬ ��	 «f« � «  «�©�« " ©�¬ � «  «�©�«f« 	��$� «  «f« � � ��" � "¬ � «  «f« ���g� « � «  «�¬f¬ 	 � � «  «�¬f¬·« �#� ¬ «  «f« � � � �#� �¬ � «  «f« �$"#"�� ¬ " «  «f« " © "#" «�¬ «  «f« " ¬·« 	#�#	 «  «f«�© ��	 ¬ ��"¬�� «  «f«�© �#�#��� «  «f« 	�� © �$�#� «  «f« 	#	��$	#�$� «  «f«�¬ � � � © 	©�« «  «f«�¬ 	 � �$	#	 «  «f«�¬ �#"#� ¬�� «  «f«�¬ � © 	#�#	 «  «f«f« � ¬ " � �#�©�¬ «  «f«f« �#�#��"#	$� «  «f«�¬·«�¬ 	 ��© «  «f«f«#�#�f« � « 	 «  «f«f« �#�$	 �#� �©f© «  «f«f« � ¬·«�¬ "#" «  «f«f« �0�$�#	 ¬ � «  «f«f« ��	#" ©�� «  «f«f«�© � « � « �© 	 «  «f«f«�©f©�¬ 	 « � «  «f«f«�©�� �#�0�$� «  «f«f«�© � � 	 « 	 «  «f«f«�¬�©�� ��	 ©© � «  «f«f«�¬f¬��f« 	�� «  «f«f«�¬ ���#� ¬�� «  «f«f«�¬ �#�#��� © «  «f«f«f« " � ���#�$�© � «  «f«f«f« "#	#��� ¬f¬ «  «f«f«f« �$� ¬·« � � «  «f«f«f« �#	�� ©�� " «  «f«f«f« 	$�0�$	��#�© " «  «f«f«f« 	�� ¬ �$��� «  «f«f«f« �g�0�$�$�#� «  «f«f«f« �#�$" ¬�� " «  «f«f«f«�©�«f«�© � �© � «  «f«f«f«�¬ � ©f©�« " «  «f«f«f«�© � © � ¬ 	 «  «f«f«f«�© 	#� « �#� «  «f«f«f«�¬·« "#�#"��� « "� © "#	#� © 10−12 �� © ��"$� © 10−12 �� ¬ "#� � � 10−12 	� "$���#�#� 10−12

� ¡  �� � � � �� � � � ¡  �� � � �3��� � ¤   ���f� ψ2(u)
� � �o�³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U2(u)
±
UR,2(u)

±
L2(u)

®�� � ���® §f����� � � � �f  � � � � ���  �  �  f(x) = 9xe−3x.

¬ ���



�y� �p£ § ® ��� � �
UV (u)

� � �
LV (u)

��£������B� � ´   ���  �� � ¡  �� � §f� �³� � ����®h��£ ¡ �p� ���y� � � �
U1(u)

� � �
L1(u)´³Êh���   ����������®�� �m��� ¡ Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �Å� � �p£ § ® ��� � � ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ±yÍ ��Ëb�

� ��� § ���³£�� ®m£ § �p�   � � � � � Í ���Ò��Êh´³���¨ß �� ©  	 à ±pÍ �����°���Y�m� � �Y�³£�´³� C1

� � �
C2

´³Êh���   ����������®�� �m��� ¡
�m�B�Å� � £ §f² �B� ® ��� �� ©  ¬  � �B� � Êh� ��� �� ¬ � � � £ � ���f£���Ð � ����Ëb�Ö�F��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  
LV (u)

� � �
UV (u)

² �   � ¡  �� �µ� ² � ��¡ ���³£ �É� ��£�� ���f�>�B� ² � � § ���°��Êh´³��� � �3� � �p£ § ® ��� � �
L1(u)

� � �
U1(u) 

2 4 6 8 10
u

1

2

3

4

5

6

LV HuL
L1HuL
UV HuL
U1HuL
Ψ1HuL

� Êh� ��� �� ¬ � � r$£ � �Y� ���¥� � £ § �m� � ��� ���f� ψ1(u)
� � ���³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë  

U1(u)
±
UV (u)

±
L1(u)
±
LV (u)®�� � ��� � � ¡ Ï�� ² Ðf�°�H���Y�H��� ��¤   � � � �f  � � ¤  Ö� �~�  �  �  f(x) = 7

2
e−7x + 3

2
e−3x.

¬ � �
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W æ���ZY\ î è#] ë

Ù æx\^�xX�n X�n b ìp] í[] X�] í{z�î b Xqe í ç[]~} � í
X�]ÃÂ éëç�ê í[]ÃÂ éëç�æ�]^d�]~}=z�î b{ì

í���� +����)���=���,�

Õ Þ~��Ëb�3� ¡  �� �o®   Ëb�m� Í �Å��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Ò�Y�HËb£�� ¡ � � � ´  ��¨� � Í � � � � �p� � §¨� ´H��£ � �p�³£��H®�Ñ®m� Í ����� � �
(solvency)

�  �Í �¨Ê � £·�B���p��� � � ¡ ��� �î �m� Í ��� ± Í ��� � �H® § ��� � � � �f  � ¡  �� �b�B� � £�Êm� � Í� ���f�Y� ��� ��� � Í ����´  �� Ê � £·�B���p��� § ��� �Å�3��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ² �  W� ����£�� ¡Y ��Ò� � ² �   � �m��� ¡ ±Y² ��Ñ
� �f² �É� � ��� � ��� �m���f�3� � ��£�´H���B�w� §f  � �É ��ã�f  ��� � �H�³Ëw� ¡ ¸��B�w�B� �  �² �³Ê Í�� �   �  �� Êh£��³���������f���B�b�B�
Ê � £·�B���p��� § ��� �Å����� �f  ��� ��£����mËw���³Ðf�B� ~Õ �  �� �Ö�H��� ����´³�   ��£ Í �����Ö®�� � �B�   ´H���H®mÊh�>���f�Ö�p�³£��H®h®m� Í Ñ����� � �~�  �Í � � ��� � ��� �m��� ����ÐWÊ � £·�B���p��� � � ¡ ���¶� ¡  �� �h�W�H��� ����®m�¶�³Ë   � � � § �f�����fË   � � £ �f� ´H��£·Ë   �m�B�
� �   ��´H���<´H���p�"¤b�m��� ² �f�Y´   �B��� Í ��� � � ��� � ��� ¡ Êh£��³������� ¡ ��± � �f ��f� �  �Í�� �   ���FÊh£ Íf  ���<ß

proper àÊh£��³������� ¡ � �  �� � ¡  �� � � £·���H� §Å� �H® § �����  � �   �H��¤b� ±o�f  ®�� � � � £ §f² �B� ® ��� � � ��� � ��� �m��� ���>�H� � � £ ¡ �� ����� � � ¡ ���B����Ëb�¥���   Êh£��   � ���Ö�m��� ® � �
t = 0

� �f ��f� �  �Í�� �   ���¢Êh£ Íf  ��� � ´³Êh£��  �� Êh£��³���������f���B���B�
Ê � £·�B���p��� § ��� �  �� � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£���� � � Í � �

N
´H���Ö� � ��£�´H���B�  �� � ��ÊhÐf�B� Í ���

N ≤ E(T |T <∞) =
ψ1(u)

ψ(u)

� � �m�H���B� ² �¶�W��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ±
ψ(u)
± �m���   ��£ § Ï�� ² �   � ¡  �� �h®   Ëb�m��� � ����£���Ð � �  �� Êh£���Ñ

�p� � ������� �f����� � �����  Ö�f  � � Í ����� �
ψ(u) ≤ ψ(0)

ß �¶� § ����� � � � Í � � ®   Ëb�m� § �p£ § ® ��� � � ���f�
ψ(u) à

¬ " ¬



� � �  �� ��£����m� � �Y�f����� � �  �� ����������® ¡ ����� � ��� �
u, θ
´H���p�m¤b�m���

N ≤ ψ1(u)

ψ(0)

�3� ��� ² Ð  ��f���
ψ1(u) ≥ Nψ(0) = N

1

1 + θ
.

ß "� ¬  ¬ à
�¢� Í � � � � £ � � §f  Ë×® ¡   �H� � �"� � �p´³�¶��Ëb�°� ¡  �� � � � � £ ��¡ �������¨�H��� Í � � � Í ���   �³Ðf£��³���¨�p£ � ® ��§ �³Ë  
®�� � �B�  _�f ��f� �  �Í�� �   �<Êh£ Íf  � Êh£��³������� ¡ � �>� � �w� � �H��´H���_���f� � �   ���B�  �¡ � �F���f�

ψ1(u)
� � � �°� � �

� �����ª� �¶� ����£�´³���B�  ��¶��� � ² ¤b���B�m�H��� ����´³�   Ê � £ � �����f£�� �m��� � § ®�� � ���   ��� � ���³£�� �p��£ § � � �m��� �Î� ² � Í Ñ
�������³�¶���f�  ���³Ðf£��³���Å�³Ë  F� ��£���� § �³Ë   � � �o�³Ë  F² � � �m��� ��§ �³Ë  F� �   ���B�  �¡ � �3���f� ψ1(u)

� �¨��� �
�������Y�f�����  Ò ��>² � �³£��³�   �f����� � �ª� �>� ���f�Y� ��� ��� � § ®�� � � � ����� ¡ �Å� ����£�� ¡o �� � ��ÊhÐf���  °�f  � � Í �������³�
���f� � ��£��p�f�<ß "� ¬  ¬ à  �w��� Í � � � Í ���   ψ1(u)

�  �² � � �p´³£��   � � £����f�p� § ¸��B�b� � � � � �   ���B�  �¡ � �³Ë  
£�����¤  °� �H® � ��Ð����³£��f�ª� § Ï��f�Ö���f£ ¡ Ëb�W®�� � � ¡]��� � ²�¡   ���   � § ����� � Ê � £ � �����f£�� �m��� � § ���f�Ö� � � �f  � � �f�
�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � Í ��Ëb��®�� � � � £ §f² �B� ® ��� ���f� ² � � �m����£ § � ± ���f�~����Ï Í ����� � �fß

skewness à � � ����f�~��Ðf£·�³Ëb���f�3ß
kyrtosis à 

 � �p� � Í � ��� �b�m� Í Êh���µ�m�B�~� � £ Íf  Ì��³� § � � � �~� ¡  �� �  ��¥� �H���H���f����� � � ���  ä� �   ���B�  �¡ � ���f�
ψk(u)

�m���
���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�����°�Ò� � � �f  � � �3�����F´³Êh���   � � ÐfÓp�Ò�³Ë  ¶� ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� �Y�°�H���Y�H��� ���Ò� � �Y�m���
���   ´³Êh�B� � � � �H��� ���   ��£·Ë"�Y��Ð � � ���µ� § ����� ��� �������H��´³� ��� � � ®�� � ���  y� �   ���B�  �¡ � ���f�

ψk(u), k ≥ 1 �~���   �Y� ��¡ ¸���� � �°��Ëb�Å�
k
£������ã�B���ãÊh£ Íf  ��� Êh£��³������� ¡ � �¨����������® ¡ ¸��H� � � �f ��f² £�� � � � §<� � Í ���  

��Êh´³���Òß 	� ¬  	 à  ¦ � ���   �������Y�B� � ���f�¥��Êh´³���f�ªß ¬  ©  © à � � �����f�Îß 	� ¬  	 à ± ����£·¤w���Î� � £ § ®hËw®m���¥���f�
ψk(u), ∀k ≥ 1

Ëb����£����
u
± � ¡  �� � ¡ ��� � �

ψ
′

k(u) =
k

λµθ

[∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk−1(x)dx+ ψ(0)ψk−1(u) − ψk−1(u) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

]

=
k

λµθ

[∫ u

0

ψ(x)ψ
′

k−1(u− x)dx + ψk−1(0)ψ(u) − ψk−1(u) − ψ
′
(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

]

ß "� ¬  © à

¬ " ©



� � ��� � � ¡ Ëb�Î� ² �³Ð����³£��W� � £ § ®hËw®m��� ²�¡   �H� � � � � Í �B�   ��Ð����

ψ
′′

k(u) =
k

λµθ

[∫ u

0

ψk−1(u− x)ψ
′′
(x)dx + ψk−1(u)ψ

′
(0) − δ(0)ψ

′

k−1(u)

− ψ
′′
(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

]

=
k

λµθ

[∫ u

0

ψ(x)ψ
′′

k−1(u− x)dx + ψ(u)ψ
′

k−1(0) + ψk−1(0)ψ
′
(u) − ψ

′

k−1(u)

− ψ
′′
(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

]
.

ß "� ¬  	 à

í���� �  `< ¤l¡!;f¡!; ¥·9O_��._8¡S_��BA±�Q¥ ¡!; ¥
ψk(u)

�,¡!; �¸\L u6BA�\ ¡Æ�ª�?;
¡!; ¥.+q¢,ï  l¡!�£¢ � ¥c¢;�!¡«�Q�._O9 � ¥

� � �Ò� Êh� ��� � � "� ¬ ± "� © ± "� 	 � � � "� � � ��¡   �   � � �����m®m£ � �Y� ��´³��� � £ � �m� § ���B� �¢�³Ë   ψ1(u)
� � �

ψ2(u)®�� �¨² � � �p��£��H��� ��´³�Ò��� � ´³�¶���f�¶� � £ �f� ´H��£����
θ
�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Å�����¨� � ÐfÓp�>�³Ë  F� ����¸�� � � ¤b���HË  

� �����������Y��Ð   ���   �H���Y�H��� ���Ö� � � �f  � � � � �¥� � £ §f� �H��£��Ò©  � � £ � ���f£���Ð � �¥��Ëb�~� � ´H®�� �m���ª��� � �Ö���f�
ψk(u)

² �   �H��� ����®mÊ §f  �H� � ��� §f  � � �m�B�¶��� � � ¡ �
u = 0

� �f� § ��� § £�Êh���   � � �����³£�� ���·¤b���B� �¢����� � �H®�� Ñ
�m�B������� � ¡ � � ������� � �����f� ± ��� ��� � � ¡ �

u > 0  � � Í Êh��� ��� � � ¡  �� �  �� ����������® ¡ ����� � � ®�� � ����� � � £�Êm� � Í� ���f�Y� ��� ��� � Í
u
± � � £����f�p� § ¸��B� � ´H®�� �m���F��� � �>�

ψk(u)
� � �  ��>² � �³£��³�   �f����� � �ª��� �Ö��£��10����f�Y´³���B� �

�����¨���   ���H����Ð   ¤b�m���ª�B� � ´H®�� �m�B� � ��� Í_ �� � � � �f �¡ ¸��H� � �]®�� �
u = 0

� �f  � ¡ �m�B��� Ê � ®�� �
u > 0

±
�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����¶� � ÐfÓp�W�³Ë  Ö� ����¸�� � � ¤b���HË  ª� �����������Y��Ð   ���   �H���Y�H��� ���W� � � �f  � � � 

2 4 6 8 10 12
u

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

Ψ1HuL

� Êh� ��� "� ¬ � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ1(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©Ö� � �

θ = 0.5

¬ "#	



2 4 6 8 10 12 14
u

5

10

15

20

25

Ψ2HuL

� Êh� ��� "� © � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ2(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©Ö� � �

θ = 0.5

1 2 3 4 5 6
u

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Ψ1HuL

� Êh� ��� "� 	 � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ1(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©Ö� � �

θ = 3
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1 2 3 4 5 6
u

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Ψ2HuL

� Êh� ��� "� � � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ2(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���W��� � �F¬4yf©Ö� � �

θ = 3

� ���   �¢£ Í � � ���°����� � �����������Y� ¡ ���³£�� ®m£ § �p�H� � � � � � ��������Ë   � � � ���Å�³Ï ¡ �mËb��� ± �F��Ðf���Ò���f�W����� ¡ � �
��� � ²�¡   �B�m� � ��� � �f �§ ��� � � ¡ � �B����� ��¤  W� ��£���� § �³Ë   ���f�

ψk(u), ∀k ≥ 1 
J��+*mü�ó�ñ�5 -FB � B ÷IBwËQÌLí Ðæå/Õ(×CÓ Ù Ô Û Ð�Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ�+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô@ÍgÎ#Ï®Ô ì4Ù4í#à d
Ó Ù Ô Û Ðµß�ÖÚÏ�Ö�Î è�� ÞQÖ±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì ÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ+×8ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×$ñ�ÖÚß�Ö�ÐwÖ�Î ì Ï í Î Ì Ý�Ó(Þ Û ÐÒÑ�Î
Ö Ù#ì ÏëÍ$ê Ì Î#ÍæÕ Ù ÖÚÝ0Ö±å Ì &�Ï�Î,Ö�Þ Ì k ÖÚÝ�â#ÞCØ«Õ Ù#ì ×?Ö Ù Ô�î>Õ/ß ÌÚÙ Ô�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø Ü Ñ ÌÚÙ�Ì Ö�Î#ÏVÓCÎ Ì�á�è Ó(Þ�Ö�ÞCØì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(ÞCØ

k∑

j=1

Cj,k

(j − 1)!
Rjuj−1 = R

k∑

j=0

Cj,k

j!
Rjuj

ß "� ©  ¬ à
åVØ ì Õ Ù Ø u ñ�ß ì4Ù Ô R Ù Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï î Ù Ø!ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ!ÍgÎ#Ï Cj,k Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø ì4Ù Ô�Ô ì4Ù°á�Ù d
&�Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgÝQÎ ì ß8ÖÚÏ Ø¿Ó�î à Ó+ÐÒÏ Ø(' ß#ð�Xñð�) ÍgÎ#Ïw' ß#ð43�ò*) Ö±å Ì Lin ÍgÎ#Ï Willmot ' ò»òñòñò*)0ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~���¶��Êh´³���>ß "� �$� à �³Ë   Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à

ψk(u) = e−Ru
k∑

j=0

Cj,k

j!
Rjuj

ß "� ©  © à
Í �����3�¶� � £ � ®h¤w®�� ���W���f�~Ëb����£����

u
��� � ²�¡   �B�

ψ
′

k(u) =
dψk(u)

du
= e−Ru

k∑

j=1

Cj,k

j!
Rjjuj−1 − Re−Ru

k∑

j=0

Cj,k

j!
Rjuj.

ß "� ©  	 à
�y� ��� � �f �§ ��� � � ¡ � �B����� ��¤  ~� ��£���� § �³Ë  �±

u
± ���f�

ψk(u)
����������® ¡ ¸��   � � ��� �f  ��Ðf���B� � ���f�ä�³Ï ¡ �mËb���f�

¬ "$�



ψ
′

k(u) = 0
�3� ��� ² Ð  ��f��� ���f�

e−Ru

(
k∑

j=1

Cj,k

j!
Rjjuj−1 − R

k∑

j=0

Cj,k

j!
Rjuj

)
= 0

� � ���H���B� ² �
e−Ru > 0, ∀u ≥ 0

± � � ��� � �f �§ ��� � � ¡ � �B����� ��¤  �� ��£���� § �³Ë   ����������® ¡ ¸��   � � � � � Í ���  
�³Ï ¡ �mËb���Åß "� ©  ¬ à 
� ���>���   ´³Êh�B� � � �>² ¤b����� � � ² �f�Å����£ ¡ � ��� � � �����F� � �Y��£ ¡ ¸����   � � ��� � � ¡ � ����� ����Ð � �H® ¡ �m�B���>®�� �
���   ��£·¤w���W� � �m���  ª² �³Ð����³£��¶£������¶�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � �f  � ¡ �m�B��� Ê � 
J�*F�hðòñ�:$ó@-FB � B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ$+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô Û Ð % Í í ÐäÖÚÏëÍgÝ è�� ÞQÎ ì4Ù ãæÞ Û Ñ å�d
Ó(ÞCØQÞ Û�à &�Ï Ó(Ö�Þ@ÖÚÏ Û ×@Ö�ÞCØ ì ÕIêlÖ�ÞCØlÕ Ù#ì ×CØQÖ Ù ÔÆî>Õ/ß ÌÚÙ Ô�î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Øæñ ψ1(u) ñ ì Î±Õ Ù Ô#Ó/Ï�Ý�ã±ÐäÖ�Î#Ï(ß�Ö�Î Ì
Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß¿Ï Ó Ù4è Ö�Î#Ï Û Ð

u1 =
1 − θ

R
,

ß "� ©  � à
ß ì4Ù Ô θ Ö ÙQì ÐiÕFÏ í ê/ÕFÏ Ù Î#Ó/ó�Î á ÐÒÑ�Î#Ø�ÍgÎ#Ï R Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���¶��Êh´³���>ß "� ©  ¬ à ®�� � k = 1
� �f� � §f  ��� � �¢���   � � £ � � § �³Ë;�³Ï ¡ �mËb���

C1,1R = RC0,1 + C1,1R
2u

ß "� © �� à
� � �m��Ð   �   � � ��Ëb����£����

u
´³Êh��� � �

u =
C1,1R −RC0,1

C1,1R2
=
C1,1 − C0,1

C1,1R
,

Í �����_��� �m� � �Y�³£�´³�
C1,1

� � �
C0,1

´³Êh���   ����������®�� �m��� ¡"� � Í �B���f�
Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à � � �� ¡  �� � ¡ ���³� � �

C0,1 =
1

cµθ
,

C1,1 =
1

cµθ2
.

�w��� � ´   Ëb�Î�B� � £�Êm� � Í>� ���f�Y� ��� ��� � Í ®�� � �B�F����� ¡ �¨� � � �f �¡ ¸��B� � ��£ Í � � ���3��� � � ± �
ψ1(u)

� ¡  �� � ¡ ���
� �

u1 =

1
cµθ2

− 1
cµθ

1
cµθ2

R
=

1 − θ

R
.

ß "� ©  " à
¬ "#"



u1 (> 0)
0 < θ < 1 −∞ ó ∞
ψ

′

1(u) ó Ñ
� ¡  �� � � � "� ¬ � � ¡  �� � � �¥��£������ � Ë   ��£·¤w���f�¥� � £ � ®h¤w®m���ª���f� ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���ª� � � �f  � � �Í � �f 
0 < θ < 1

u1 (< 0)
θ > 1 −∞ ó ∞
ψ

′

1(u) ó Ñ
� ¡  �� � � � "� © � � ¡  �� � � �¥��£������ � Ë   ��£·¤w���f�¥� � £ � ®h¤w®m���ª���f� ψ1(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ���ª� � � �f  � � �Í � �f 
θ > 1

� � � ��£ Í � � �B� � ��� Í � ¡  �� ������� � Í¶� ´H®�� �m�B� Í ��Ëb�¢�³Ð������ � ���   �H� § ®m�H� � � � � Í ���   ��Êh´³���Òß "� ©  	 à � � ��B���f�F� ¡  �� ���³� "� ¬F� � � "� ©  � � £ � ���f£���Ð � �¶��Ëb� Í � �f  �B� θ ∈ (0, 1)
´³Êh��� � �

u1 > 0
± �   ¤ �f 

θ = 1
± � Í ���

u1 = 0
� � ����´H����� �f 

θ > 1
���   �H� § ®m�H� � � Í ���

u1 < 0  � ���   ���H���³��� ��¡ � ���³£ ¡ ���³Ëb����
ψ1(u)

� ������� § ��� � �H® � ��Ð����³£��~���f�ä��� � ��®�� �Î� £   ����� � ÍÖ� £�Êm� � ÍÖ� ���f�Y� ��� ��� � Í ®�� � �B�Î� Í ®m� � ��� Í
� � � �H���B� ² �_�³Ï��H� § ¸���� � �W���  F� �   ���B�  �¡ � ���f�

ψ1(u)
�m�B�_�Y�H��� � Í � � � § Ï��  ���± � � ´H®�� �m���Å��� � �Å���f�

� �f� � §f  �H� � � Í � �f  �B� � £�Êm� � Í � ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � � ² ´   ß � � � �°� � �b�m�B�8�Y�H��� � Í � � � § Ï��  �� � ¡  �� �
�m� ¡   ���f� � à 

J�*F�hðòñ�:$ó@-FB � B � Blç�Û�à &�Ï Ó(Ö�Þ ÖÚÏ Û × Ö�ÞCØ Ü Ð è Ö�ÐiÕ(ÞCØ�Õ Ù#ì ×CØ�Ö Ù Ôlî>Õ/ß ÌÚÙ Ôµî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Øæñ ψ2(u) ñFÓ(Ö�Þ Ìì ÐiÕ/Ñ ì Ö±åVÓ(Þ ì4Ù Ô�î>Õ(ÞCÓ/Ï Û�Ù#ì4Ù Ï Ù4èÚÛ Ð¦Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØS+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô Û Ð % Í í ÐäÖÚÏëÍgÝ è�� Þ
Î ì4Ù ãæÞ Û Ñ åVÓ(ÞCØæñ�Ð ì Ï Ö4Ô�&Úî«Ý Ì ÐäÖ�Î#Ï/ß�Ö�Î Ì Ö Ù Î±Õæî«ÏëÍgß!Î ì4Ù4í Ð Û Î0ÖÚÏëÍgß�ÐÒÑ Ì Î#Ï�Ñ Ó Ù�Û Ð

u2 =

√
2θ2 + 2θ + 2 − 2θ

R
,

ß "� © �� à
ß ì4Ù Ô θ ÐÒÑ Ì Î#ÏFÖ Ù�ì ÐiÕFÏ í ê/ÕFÏ Ù Î#Ó/ó�Î á ÐÒÑ�Î#Ø�ÍgÎ#Ï R Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � ��Êh´³���Åß "� ©  ¬ à ®�� � k = 2
��� � ²�¡   �B�m���   � � £ � � § �³ËÔ�³Ï ¡ �mËb���

RC1,2 +R2C2,2u = R

[
C0,2 +RC1,2u+ C2,2

R3

2
u2

] ß "� ©  � à
�3� ��� ² Ð  ��f���

C2,2
R3

2
u2 +R2

(
C1,2 − C2,2

)
u+R

(
C0,2 − C1,2

)
= 0,

¬ "$�



�¶����� ¡ � � ¡  �� � � � � �³Ï ¡ �mËb��� ² �³����´³£����ª� � � � ��ÐWËb����£����
u
±�� � ² � � ��£ ¡   ���f� �

∆ = R4
(
C1,2 − C2,2

)2 − 4
R4

2
C2,2

(
C0,2 − C1,2

)

= R4
((
C1,2 − C2,2

)2 − 2C2,2

(
C0,2 − C1,2

))
.

ß "� ©  � à
�~���   �Y� ��¡ ¸���� � �>��Ëb�¨���ä�m� � �Y�³£�´³�

C0,2
±
C1,2

� � �
C2,2

����������® ¡ ¸��   � � � � � Í ��� � �f ��f² £�� � � ��´³�
��Êh´³���B� ���³Ë  

Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à ß ��Êh´³���B� �¶ß "� � � à � � �oß "��� « à à � � �p� ¡  �� � ¡ ���³� � �

C0,2 =
2 (1 + θ)2

c2µ2θ2
,

C1,2 =
2 (1 + θ) (1 + 2θ)

c2µ2θ2

� � �
C2,2 =

2 (1 + θ)

c2µ2θ2
.

�w��� � ´   Ëb� �f  ��� � � �i� �m�·¤   � � �Ò��� �°��� � ´³�°�³Ë   �m� � �Y�³£·¤   �����8��£�� �f �� �p´³£��Y��� �f  �m���   ß "� ©  � à �² � � ��£ ¡   ���f� � � ����Ð�� � � � �

∆ = R4

((
2 (1 + θ) (1 + 2θ)

c2µ2θ2
− 2 (1 + θ)

c2µ2θ2

)2

− 2
2 (1 + θ)

c2µ2θ2

(
2 (1 + θ)2

c2µ2θ2
− 2 (1 + θ) (1 + 2θ)

c2µ2θ2

))

=
4R4 (1 + θ)2

(c2µ2θ2)2

(
4θ2 − 2 ((1 + θ) θ) − (1 + 2θ)

)

=
4R4 (1 + θ)2

(c2µ2θ2)2

(
4θ2 − 2

(
θ + θ2 − 1 − 2θ

))

=
4R4 (1 + θ)2

(c2µ2θ2)2

(
2θ2 + 2θ + 2

)
.

ß "� ©  ¬·« à
� ¡  �� �·��£���� �f  ´³�"��Ëb� � �p��Ðy´³Êh��� � �"�����f�Y´³���B� Í ���

θ > 0
� ² � � ��£ ¡   ���f� � � ¡  �� �B�Y�H��� ��� � � ���H��� � ´   Ëb�

�B�Ò��£�� ¤   � � �°´³Êh�B� ² Ðf�Ò��£ � ® ��� ��� ��´³��£ ¡ ¸��³�  Þ���£ ¡ ¸��³� � ����´³��� ¡  �� �

u2,1 =
−2R2(1+θ)2θ

(c2µ2θ2)
−
√

4R4(1+θ)2

(c2µ2θ2)2
(2θ2 + 2θ + 2)

22(1+θ)
c2µ2θ2

R3

2

=
−2θ −

√
2θ2 + 2θ + 2

R

¬ "#�



� � �

u2,2 =
−2R2(1+θ)2θ

(c2µ2θ2)
+
√

4R4(1+θ)2

(c2µ2θ2)2
(2θ2 + 2θ + 2)

22(1+θ)
c2µ2θ2

R3

2

=
−2θ +

√
2θ2 + 2θ + 2

R
.

�  ��f� � ¡ ����� � ����£·¤w���Î£ ¡ ¸ �
u2,1

� ¡  �� ��� §f  � �Î� £   ����� ���Î�   ¤<�B�Ö��£ Í ��� � �ª���f� ² �³Ð����³£��f�y£ ¡ ¸ � �
u2,2�³Ï � £·� § � � � � � Í �B�

θ  Õ �~£ � ®�� �3 �� � ¡  �� �h�Y�H��� ���¶� ² �³Ð����³£�� � £·��� ¡
√

(2θ2 + 2θ + 2) > 2θ.

��Ó�¤   �   � � ���m�B�3���H��£ § ®hË   � ± ´³Êh��� � �

2θ2 + 2θ + 2 > 4θ2,

� � Í°Í �����¶��£�����Ð������B�p� �f �¡ �mËb���
2θ2 − 2θ − 2 < 0.

�~��������® ¡ ¸���� � �����  ª² � � ��£ ¡   ���f� � �B���¶��£�� Ë   Ð � ���

∆∗ = 4 − 4 · 2(−2) = 20 > 0
ß "� ©  ¬f¬ à

� � ����£ ¡ �m����� � �~��� ���³Ï��f� ² Ðf�°£ ¡ ¸��³�

• θ1 = 2−
√

20
2·2 = 1−

√
5

2
= −1.236,

• θ2 = 2+
√

20
2·2 = 1+

√
5

2
= 1.618.

� ¡  �� �Y� � �p´³����Ëb� Í � �f  �B�
θ < 1.618

�Ò£ ¡ ¸ �
u2

� ¡  �� �m�Y�H��� ���3� � �Y�H��� � ´   Ëb�ª�
ψ2(u)

� � � �f �¡ ¸��B�
� ��£ Í � � ���W��� � � Í � �f  �B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � ¡ ��� � �

u2 =

√
2θ2 + 2θ + 2 − 2θ

R
.

� � � ��£ Í � � �B� � ��� Í � ¡  �� �p��£���� �f  ¤b�W����� � Í¨� ´H®�� �m�B� Í ��Ëb�Ö���   �H� § ®m�H� � � � � Í ���°��Êh´³���8ß "� ©  	 à� � �m�B�   � ¡  �� � � "� 	�
� ���ª���   ´³Êh�B� � � �Î² ¤b����� � �¥´  �� � � £ §f² �B� ® ��� �m�B�W����� ¡ �¶� � �³Ï��H� § ¸���� � � ®�� �Ö² � § �p��£��³�¥��� � ´³�¥���f�

¬ " �



(0 >)θ1 θ2 (> 0)
2θ2 − 2θ − 2 +

Ñ ó
u2 ó Ñ ó

� ¡  �� � � � "� 	 � � ¡  �� � � ����£������ � Ë   ���f� ² � � ��£ ¡   ���f� � �3ßih à � � �m���f��£ ¡ ¸ � � u2

� � £ �f� ´H��£����
θ
���  ª� �   ���B�  �¡ � ���f�

ψ1(u) 
J_ó/�+9/��ûfð ô�:$óL-FB � B ÷IB.ô¦ì4Ù4í#à Ö Ù Ô Û Ð ì åVØ«Ö�Î è�� Þ8Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Î#Í Ù°á�Ù Ô í#Ù4è�Ì Ö�Þ Ì�% Í í ÐäÖÚÏëÍ+×
ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × Û Ð Û�à Ó(Þ�ÖÚÏ Û × ò ÍgÎ#Ï�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø

f(x) =
1

2
e−

x
2 .

+ÆÎ)ÐæâÒÐäÖÚÝ#Ó Ù Ô Û Ð Ü4è#Ù)ì ÐiÕFÏ ì ÖÒêVÓ+ÐÒÏ Ø Û Ð.QFÝ#Ó(Þ ÖÚÏ Ø,ÖÚÏ Û�à Ø@Ö±å Ì λ ÍgÎ#Ï c 'ºß ì4Ù Ô λ ÐÒÑ Ì Î#ÏwÞ à�Ì Ö�Î#Ó(Þ
Ö�ÞCØ¿Î Ì4à�á Ï â#ÞCØ Poisson ÍgÎ#Ï c Ö Ù Î#Ó/ó�Ý á Ï Ó(ÖºÕ Ù8ì4Ù Ô á Î Û QFÝ Ì ÐÒÏ(Þ ÐäÖ�Î#Ï Õ/Ñ�Î�Ó(Ö�Þ Û�Ù�Ì Ý Ü Î Ö Ù Ôwî>Õ/ß ÌÚÙ Ô0ñ
Î Ì ÖÚÑ Ó(Ö Ù Ï îµÎ ) ×�Ï Ó Ù4Ü4è�Ì Î Û Î,Ö Ù Ô θ ÍgÎ#Ï í Î�Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ Ó Ù Ô Û Ð Ó+Ð�ÍgÝ í Ð Û Ï�Î�Î ì ß;ÖÚÏ Ø ì ÐiÕFÏ ì ÖÒêVÓ+ÐÒÏ ØLÖ�Þ Ìì ÕIêlÖ�Þ ÍgÎ#ÏFÖ�Þ Ì!Ü Ð è Ö�ÐiÕ(Þ�Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø ð

÷�õLJ_û���� �Yü�õ�ñ�5

�~���f�Y´H�B��� � � Í ���
λ = 1

3

� � �
c = 1  �w��� � ´   Ëb�

θ =
c

λµ
− 1 =

1

2
(< 1) .

� ¡  �� ���³Ð��������  ��¶² �B� Ê��Y� ¡�Í ���
ψ(u) =

2

3
e−

u
6 .

 £��f�p� � ������� ¤   � � �����   ��Êh´³���>ß 	� ¬  	 à ®�� � k = 1
� � �

k = 2
� ��¡ £   ��� � � �f  � ¡ �m�B��� Ê �

ψ1(u) =
4 (3 + u)

3
e−

u
6

� � �
ψ2(u) =

8 (54 + 24 u+ u2)

3
e−

u
6 .

¬ � «



�¢���f�Y� ��� ��� � Í
ψ1(u) ψ2(u)« �h ¬ �#�h¬ �h�� ¬ �g�#� ¬ ���� 	 © �© �h��#��"#�#� ©�«�© ��0�	 1 B 6/� �/� � ©�¬ �� 	$� ¬� �h�� ��¬ � � ©f© �� © ��	� �h "#	$�#� ¬ © 	 «  " © ��� ©f© � � � �h�� �f« "#� � � H B D � 1

" �h � ¬ �g�#� ©f©�� ��#�#�� �h ¬ � ©�« � ©f© �� « � ¬� 	� �#"#" «#� ©�¬ �� �f« �� 	���#� «f« � ©�« �� �$�¬·« 	� © ��	#��� ¬�� �� �#�g�¬f¬ ©  � ���#� © ¬ �$�� ¬ "#"¬�© © �� « "$� ¬ ¬ �#�� 	 � �¬ 	 ©  �#�$	 ��© ¬ "#	� �$	$�¬ � ©  ¬�� � « 	 ¬ � ¬ ���	$�¬ � ¬  � � «f« � ¬ 	 �  �$��	
� ¡  �� � � � "� � � � ¡  �� � � �3��� � ¤   ���f� ψ1(u)

� � �
ψ2(u)

®�� � ���   �w���Y�H��� ��� � � � ´³���>��� � �¨©>� � �
θj « ��

10 20 30 40
u

1

2

3

4

Ψ1HuL

� Êh� ��� "��� � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ1(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � �m®�� � θ j « ��

¬ � ¬



10 20 30 40 50
u

50

100

150

200

Ψ2HuL

� Êh� ��� "� " � r$£ � �Y� ���W� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ2(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � � θ j « ��

� õLJ_û���� �Yü�õ�ñ�5

Õ �b�m�³Ë λ = 0.4
� � �

c = 3  �yÍ ���

θ =
c

λµ
− 1 = 2.75 (> 1.618)

� � �
ψ(u) =

4

15
e

−11 u
30 .

�Á��£·¤w���Î� � ��� ² �³Ð����³£��ª£������ª�B���ÖÊh£ Íf  ���ÖÊh£��³������� ¡ � ������������® ¡ ¸��   � � � � �ä� § �������   ß 	� ¬  	 à ®�� �
k = 1

� � �
k = 2
±m�f  � ¡ �m�B��� Ê � � � ��� ��¡   �   � � �m� � £ � � § �³Ë

ψ1(u) =
8 (15 + 2 u)

495
e−

11 u
30

� � �
ψ2(u) =

32 (3375 + 780 u+ 22 u2)

179685
e−

11 u
30

�¢� Í � �8� Êh� ��� � � "��� � � � "� " � � �o�B�   � ¡  �� � � "� � � � £ � ���f£���Ð � � Í ��� � � ´H®�� �m���¨��� � �¨®�� � ��� �
ψ1(u)

� � �
ψ2(u)

� ������� § � � � Í � �f  �B� � £�Êm� � ÍÖ� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � �H® � ��Ð����³£��Î�B��� � � ² �  �Í �ä®�� �
θ� ¡  �� � ¡ ��� � �¢« �� ± �   ¤ � � Í � �¶� Êh� ��� � � "��� ± "� � � � �h�B�   � ¡  �� � � "��� �B� � ´H®�� �m�B�3��£�����Ð������B�h®�� �� £�Êm� � Í°� ���f�Y� ��� ��� � Í°¡ ��� � �¢�B� � � ² ´   ß Í � �f 

θ = 2, 75 à  �w� ¡ ���f���m�B���f� ² Ðf�Ò��£�� �f �� �p�³£��Y´   ���³�

¬ � ©
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Ψ1HuL

� Êh� ��� "��� � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ1(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � � θ j © ��#�

5 10 15 20 25
u

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Ψ2HuL

� Êh� ��� "� � � r$£ � �Y� ���¶� � £ § �m� � ���Ö���f� ψ2(u)
®�� � ���   �w���Y�H��� ���¨ß ¬4yf© à � � � θ j © ��#�

¬ ��	



�¢���f�Y� ��� ��� � Í
ψ1(u) ψ2(u)« «  © � © � © � «  " «�¬·« � ©¬ «  ¬��f« � ¬f¬ « �� ¬ �#��	 �© «  ¬ �g�0�$�#� «  � ©�� "$�0�	 «  ¬f¬�©�� �0� «  	$� « � © �� «  « �$�#�#� © " «  © � ¬ 	 «�©� «  « "��g� � � � «  ©f©f© �� «  « 	$� �#��¬ «  ¬ 	$�#��"$�� «  «�© "#"#"#	�� «  ¬·« �#�g�0�� «  «�¬�� "$� ¬ «  « � �#� ���g�¬·« «  «�¬ �#�g� � «  « " « �#�#" ©¬f¬ «  «�¬·« � � 	#	 «  « �$" ¬f¬ �¬�© «  «f« �#��	#���#� «  « 	��g�#� ¬ 	¬ 	 «  «f« ��"#	#� « � «  «�© " ¬f¬ 	#	¬ � «  «f« � «#� � « 	 «  «�¬�� �0� « �¬ � «  «f«�©�� � ©f© «  «�¬ �g�#�0�#�

� ¡  �� � � � "��� � � ¡  �� � � � ��� � ¤   ���f� ��£·¤w���f� � � �����f� ² �³Ð����³£��f�y£������f� �B���ÎÊh£ Íf  ���ÎÊh£��³������� ¡ � �¥®�� ����   �w���Y�H��� ���¶� � � �f  � � � � � � ´³���W��� � �3©Ö� � �
θ j © ��#�

� ¡  �� ���³� � ����£���Ð � �  �� � � £ � ���f£��f����� � ��� � �i� �>� £�Êm� � §>� ���f�Y� ��� ��� � § ®�� � � � ����� ¡ � � �f� � §f  �H� � �
� � ´H®�� �m���>��� � �  � �B�   � ¡  �� � � "� � ´³Êh��� � � Í ���$®�� � u = 3

� � �
u = 5.22497

´³Êh��� � � � ´H®�� �m�B�
®�� �

ψ1(u)
±
ψ2(u)

�f  � ¡ �m�B��� Ê �  � �B�   � ¡  �� � � "��� Í ��Ëb� �f �� �p´³£��Y�����3��£�����®m��� � ´   Ëb�>´³Êh��� � �� ´H®�� �m�B� �³Ë   £�����¤   ®�� �
u = 0  �¢� Í ���   ��Êh´³���áß "� ©  © à � ¡  �� �b� � �p´³�F��Ëb�Å� ����������®�� � ��Í ����f�

k
£������f�¶�B���ÅÊh£ Íf  ���¨Êh£��³������� ¡ � � � � � � ��� ¡ �B�   ����������®�� � ��Í

k + 1
�m� � �Y�³£·¤  �±

Cj,k, j =

0, 1, 2, ..., k  Þ��o�m� � �Y�³£�´³� � ����´³�3����������® ¡ ¸��   � � �w���  �� £·���f���B�]�³Ë   �m� � �Y�³£·¤   c, µ, θ � � �"� ¡  �� ��Y�H��� ��´³�  � ���~���   ´³Êh�B� � � �~�f �� �p´³£���� � � ² �f� � � ����� � � � � � � � � ��£ Í � � ���¢�����¢� �~��� �b�������Y�f�����   ��Ö� ��� ² � ¡ Ï���� � �¥��Ëb�~�ª®m£ � �Y� ���Ö� � £ § �m� � ���Î���f�
ψk(u)

� ¡ ���¢� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � � ¡ ���¥´³Êh�B�h´  ��W��Íf  �
� ��£ Í � � �B�8ß � ´H®�� �m�B� à 
f öF:�:$ó)-FB � B ÷IBlËQÌ

0 < θ ≤ 1 ÖÚß�Ö�Ð
C1,k > C0,k, ∀ k ≥ 0.

ß "� ©  ¬�© à

¬ �0�



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È � ����������® ¡ ����� � �����  ª² � � �p��£ § C1,k − C0,k, ∀k ≥ 0 
C1,k − C0,k

=
k(1 + θ)

cµθ

(
1 + θ

θ

1

1 + θ
C0,k−1 +

1 + θ

θ

k−1∑

i=1

Ci,k−1

)
− k(1 + θ)

cµθ

k−1∑

i=0

Ci,k−1

=
k(1 + θ)

cµθ

(
1

θ
C0,k−1 +

1 + θ

θ

k−1∑

i=1

Ci,k−1 −
k−1∑

i=0

Ci,k−1

)

=
k(1 + θ)

cµθ

((
1

θ
− 1

)
C0,k−1 +

1

θ

k−1∑

i=1

Ci,k−1

)

=
k(1 + θ)

cµθ

((
(1 − θ)

θ

)
C0,k−1 +

1

θ

k−1∑

i=1

Ci,k−1

)
.

ß "� ©  ¬ 	 à
�w��� � ´   Ëb� � � Í ���   ��Êh´³���>ß "� ©  ¬ 	 à ����´H����� � �¢��Ëb� �f  �B� θ ≤ 1

± � Í ���

C1,k > C0,k.

f öF:�:$ó)-FB � B � BlËQÌ
j = 1, 2, .., k − 1 ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ

Cj+1,k < Cj,k, ∀ k ∈ N.
ß "� ©  ¬ � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È � ����������® ¡ ����� � �����  ª² � � �p��£ § Cj+1,k − Cj,k, j = 1, 2, .., k − 1, ∀ k ∈ N.

Cj+1,k − Cj,k

=
k(1 + θ)2

cµθ2

(
1

1 + θ
Cj,k−1 +

k−1∑

i=j+1

Ci,k−1

)
− k(1 + θ)2

cµθ2

(
1

1 + θ
Cj−1,k−1 +

k−1∑

i=j

Ci,k−1

)

=
k(1 + θ)2

cµθ2

(
1

1 + θ

(
Cj,k−1 − Cj−1,k−1

)
− Cj,k−1

)

= −k(1 + θ)2

cµθ2

(
θCj,k−1 + Cj−1,k−1

1 + θ

)
< 0.

ß "� ©  ¬ � à

� ���ã���   ´³Êh�B� �<�f �� �p´³£���� � �°�B� ®   Ëb�m� Í � � Í ���   Õ �¢�f®m� ��£ � È��H¤b£�� ��� �B��� Descartes
®�� � �B�

�������Y�����³Ë   �Y�H��� ��¤   £�� ¸·¤   �  �Í ����������Ë   Ð � ��� 

¬ �#�



� û����$5F:$óG-FB � B ÷¤a
Descartes

b4B U Ð à�Ì Î ì4Ù°á Ô�ê Ì Ô Û�Ù8Û Ð ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ Ù4è Ø�ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö à Øæñ Ù Î±ÕFÏ í dÛ ß4ØQÖ±å Ì í ÐäÖÚÏëÍ$ê Ì ÕFÏ ã4ê Ì Ö Ù Ô ÐÒÑ Ì Î#Ï�ÐÒÑ Ö�Ð�Ñ Ó Ù Ø Û Ð8Ö Ù ìÿá × í#Ù ØQÖ±å Ì Ð Ì Î á#á Î�&+ê Ì Ó(Ö�Î ì Õ/ß4Ó(Þ Û ÎLÖ±å ÌÜ Ï�Î Ü4Ù î«ÏëÍ$ê Ì ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(ÖÒê Ì ÐÒÑ Ö�Ð¿ÐÒÑ Ì Î#ÏFÑ Ó Ù Ø Û Ð�Ö Ù�Ì Î±ÕFÏ í0Û ß8Î#ÔgÖÚß8Î Ì Î#ó�Î#Ï Õ à Ó Ù Ô Û Ð à�Ì Î Ý±Õ(ÖÚÏ Ù Î#Í à d
Õ/Î#Ï Ù ð

�ä�f  � Í £�� � ��� � ��¡ £   ��� � ����Ëb� �f  ´³Êh��� � � ��Íf  � � � � �  �� �f� � ®m�¶�m�B�°��£ Í ��� � �°�³Ë   ���   ���H���³�m�·¤  
�B���¶��������¤   � � ���¶� Í ���¢�B�Ò��������¤   � � �3� � ´³Êh�B� � ��£�� ��¤b� � � � �Y�H��� ���3£ ¡ ¸ � 
J�*F�hðòñ�:$ó,-FB � B �FB U Ð à�Ì Î ì4Ù°á Ô�ê Ì Ô Û�Ù¿Û Ð ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ Ù4è Ø«ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö à Ø�Î Ì Ö Ù8ìÿá × í#Ù Ø¿Ö±å Ì Ð Ì Î á dá Î�&+ê Ì Ó(Ö�Î ì Õ/ß4Ó(Þ Û Î�Ö±å Ì Ü Ï�Î Ü4Ù î«ÏëÍ$ê Ì ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(ÖÒê Ì ÐÒÑ Ì Î#ÏEÑ Ó Ù�Û Ð Û�Ù�Ì Ý Ü Î@ÖÚß�Ö�ÐQÖ Ù�ì4Ù°á Ô�ê Ì Ô Û�Ùà îµÐÒÏ Û Ï�ÎQÎ#ÍæÕFÏ Q(êVØ Û Ï�Î í ÐäÖÚÏëÍ+×�Õ/Ñ ã±Î ð

� ���¶���   ´³Êh�B� � � �W² ¤b����� � � � � � ��£ Í � � ���W�����W� �¶�f �� �p´³£��H� � �m�m��� � �   ���B�  �¡ � ���f� ±
ψk(u) 

J��+*mü�ó�ñ�5 -FB � B � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Î Ì θ < 1 ÍgÎ#Ï¦Ö�Î è�� Þ Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì,à î Ù Ô Ì
Ö�Þ Ì ÐÒÍ í ÐäÖÚÏëÍ+×�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×$ñVÖÚß�Ö�Ð�Þ ψk(u), ∀k ≥ 1

à îµÐÒÏ à�Ì Î Û ß ÌÚÙ Î#ÍæÕ/ß�Ö�Î0Ö Ù ñEÓ(Ö Ù!Ù#ì4Ù Ñ Ù Î ì4Ù Í+ÖÚÝ#ÐÒÏÛ�à &�Ï Ó(Ö�Þ�ÖÚÏ Û × ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � ���Ö��Êh´³���°ß "� ©  	 à ²�¡   �H� � ���ª��£·¤w���ª� � £ § ®hËw®m���¥���f� ψk(u) Ëb�¢��£���� u oÕ �~£ � � §f  ��Ñ  � � ����£ § Ï��B� ��´³Êh��� � �

dψk(u)

du
= e−Ru

(
k∑

j=1

Cj,kjR
j

j!
uj−1 −R

k∑

j=0

Cj,k
(Ru)j

j!

)

= e−Ru

(
k−1∑

j=0

(
Cj+1,k − Cj,k

) Rj+1uj

j!
− Ck,k

Rk+1uk

k!

)

= e−Ru

(
(
C1,k − C0,k

)
R +

k−1∑

j=1

(
Cj+1,k − Cj,k

) Rj+1uj

j!
− Ck,k

Rk+1uk

k!

)
.

ß "� ©  ¬ " à
�   ���  �² � § ����� � �ª�B� � ������´H���³� ��� �B��� � � ����� �B��� "� ©  © ± �B�ÉÈ��H¤b£�� ��� �B��� Descartes

� � �$���  
��� Í �Y�³��� �����d´³Êh��� � �¨� §f  �B�ä®�� � �B�

θ (< 1)
± ��£�����Ð������B� Í ���ä�B�@��������¤   � � �

k
� � � � ��Ð<Ëb�

��£����
u
����� ²�¡   �H� � � � ´³� � �m���   � � £�´   �Y�³���F���f�Ö��£�����®m��Ð � �   �f�3��Êh´³���f� ± ´³Êh�B� � � � �Y�H��� ���Å£ ¡ ¸ �

ß �H���B� ² �¢� � £����f�p� § ¸��B� ��Íf  � � � �~² � �f² ��Êm� �����  �� �f� � ®m�¥��£������ � ��� à  �w��� � ´   Ëb� � �p��Ð~�¥� � £ § ®hËw®m���

¬ ��"



���f�¶���   �³Êh��Ðf�
ψk(u)

´³Êh�B� � � �Å��Íf  �Å�Y�H��� ���Å£ ¡ ¸ � ���   �H� § ®m�H� � � Í ���$�
ψk(u)

´³Êh�B� � ��£�� ��¤b�3´  ��
� ��£ Í � � �B�°�m�B�Ò��� ²�¡ �F��£�� � � ��Ð¶���f�  � � � ��£ Í � � �B� � ��� Í � ¡  �� � � ´H®�� �m�B� � � � ��� � �m®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

lim
u→∞

ψk(u) = 0,

� � Í ���   �¢£ Í � � ��� 	� ¬  © 

í���5 �  `< ¤l¡!; ¡!; ¥½\L�(6����=©��:_�Z ¡!; ¥
ψk(u)

É8¡«�Q�
u = 0

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����¶� �°² ¤b����� � ��� § ����� � ��� ����� � � � � �Y��£���� § ���B� �Î�����Ò� �Ò��� ���������Y�f�����  
�m��� � �H��´H���Ö���f� � �   ���B�  �¡ � ���B��� �f ��f� �  �Í�� �   ���¶Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � 
f öF:�:$ó)-FB �FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØB+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

∫ ∞

0

ψ(x)dx =
µ2

2µθ

ß "� 	� ¬ à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢£�����Ð������B� � � Í ���   �����������f£·Ëb���d���f� �f ��f  �HËw��� ���f�8�³Ï ¡ �mËb���f�_�����á� � �f  ������� � ¡ ���� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � ± ����´H���~��Êh´³���Åßt©  ©  ¬ � à ß ����´H��� Asmussen (2000) à 

� ��� �Å�H� Í�� �   �³�F��£��B� �>��£���� § ���B� �°� �É� ��Êh�������Y��Ð � � � �°���   � � £ § ®hËw®m�<���f�
ψk(u)

�m�B� � � ² ´    � �p� � Í �Î�m� Í Êh��� ��� � � ´³� �3� � ÍF� �����W���  Ö� �H��´H���3� ¡  �� �  �� �H��´H®mÏ���� � � ± � § �³Ë � � Í � � � § �f�������³�
��£��10����f�Y´³���B� � ± ���  ¢� �   ���B�  �¡ � ���f�

ψk(u)
Í � �f  �B� � £�Êm� � ÍW� ���f�Y� ��� ��� � Í ���   � ¡ � � ����� � � � ���³£�� ��Êh�

®mÐf£·Ë � � Í �B� � � ² ´   
J��+*mü�ó�ñ�5 -FB �FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØO+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô2&�Ï�Î�Ö�Þ Ì�ì ÕIêlÖ�Þ ì Î±Õ/Ý�&+å-& Ù
Ö�ÞCØ ì ÕIêlÖ�ÞCØRÕ Ù#ì ×CØ�Ö Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø¿Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð
ψ

′

1(0) ≤ 0 Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì µ2

2µ2 ≤ θ,

ò+ð
ψ

′

1(0) > 0 Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì µ2

2µ2 > θ.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���¶��Êh´³���>ß "� ¬  © à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

ψ
′

1(u) =
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx− δ(0)ψ(u) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

ß "� 	� © à
¬ �#�



�w��� � ´   Ëb��®�� �
u = 0

´³Êh��� � �

ψ
′

1(0) =
1

λµθ

(
−δ(0)ψ(0) − ψ

′
(0)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

ß "� 	� 	 à
Õ Þ � Ëb�~®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���oß ����´H��� Dickson (2005)

���H� ¡ ²�� ¬ 	$� à
ψ

′
(0) = −λ

c
δ(0).

ß "� 	� � à
� �   �H��¤b�

ψ
′

1(0) =
1

λµθ

(
− 1

(1 + θ)
δ(0) +

λ

c
δ(0)

µ2

2µθ

)
.

Ì §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��´³Êh��� � �

ψ
′

1(0) =
1

λµθ
δ(0)

(
−λµ
c

+
λ

c
· µ2

2µθ

)
=

1

λθ
δ(0)

λ

c

(
µ2

2µ2
1θ

− 1

)
.

Õ �~£ � ´³Êh��� � �

¬  ψ′

1(0) ≤ 0
�f  � � � ��Íf  � �f  µ2

2µ2
≤ θ,

©  ψ′

1(0) > 0
�f  � � � ��Íf  � �f  µ2

2µ2
> θ.

Õ �bÊh�   � � � � ��� ² � ¡ Ï��B�$��� � �f �� ®h� ��¡ �³�W� � �o� � �f  ´³�3���   �Y�����³�Ö¤b�m��� ψ′

1(0) ≤ (> 0)
�m���F���   ´³Êh�B� �

� � ®m�   � ���³Ðf����� � �~� �¶� �������H��´³� ��� � �W� ��� § �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶���f�
ψ

′

k(0), k ≥ 1.

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB �FB � B q Ï�Î k ≥ 2 ñ à î Ù Ô Û Ð
ψ

′

k(0) ≤ 0(> 0) Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì ∫ ∞

0

ψk−1(x)dx ≤ (>)
k − 1

λ

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx.
ß "� 	��� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   ��Êh´³���>ß "� ¬  © à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

ψ
′

k(u) =
k

λµθ

(∫ u

0

ψ
′

k−1(u− x)ψ(x)dx− ψk−1(u)δ(0) − ψ
′
(u)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

)
.

Õ �~£ � ®�� � u = 0
� ��¡ £   ��� � �

ψ
′

k(0) =
k

λµθ

(
−ψk−1(0)δ(0) − ψ

′
(0)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx

)

¬ ���



� � ���H��� � ´   Ëb�
ψ

′

k(0) ≤ (>)0
�f  � � � ��Íf  � �f 

−ψ′
(0)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx ≤ (>)ψk−1(0)δ(0)

�3� ��� ² Ð  ��f���3� � Í ���   ��Êh´³���>ß "� 	� � à ���~���  �² � � � ��Í3� �¢�B�Ò®m�H®m�  �Í � Í ���

ψk−1(0) =
k − 1

λµθ
δ(0)

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx,

´³Êh��� � � Í ���
λ

c

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx ≤ (>)
k − 1

λµθ
δ(0)

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx.

�¢���f� � ��� � �p� § ¸��   � � � � �����  W�f ��f� �  �Í�� �   �¶��� � �3�����Ò´³Êh���   � � ÐfÓp�¶�³Ë  ¶� ����¸�� � � ¤b���HË  �±
µ
± �B�

��£·¤w�B�Ò� � �m�B� ² �³Ð����³£�� � ´H���������f�~��£�����®m��Ð � �   �f����Êh´³���f��´³Êh��� � � Í ���

ψ(0)

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx ≤ (>)
k − 1

λµθ
δ(0)µ

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx

� � ���H��� � ´   Ëb�
∫ ∞

0

ψk−1(x)dx ≤ (>)
k − 1

λµθ
θµ

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx =
k − 1

λ

∫ ∞

0

ψk−2(x)dx.

í��PY �  `< ¤l¡!; ¡!; ¥ö9O_��._8¡S_��BA±�Q¥&¡S_�Z �Q���(9L ¦�.ÉO9L ¦�._�Z ¾«6.É(C
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È �É� �H���H���f����� � �3�m���8���   ´³Êh�B� � ���  Å� �   ���B�  �¡ � �B��� �f ��f� �  �Í�� �   ���ÉÊh£ Íf  ���ãÊh£��³������� ¡ � �Å�m���
®m�   � ���3���³£ ¡ ���³Ëb���W�����3� � ÐfÓp�W�³Ë  Ö� ����¸�� � � ¤b���HË  Ö� �����������Y��Ð   ������� �f² ����������� � � �f  � � �  �~£BÑÊm� � § � �>² ¤b����� � �W´  �� � � �����>� � Í ���  F¦¨� �Y� ��� ��� ���F�  �§ ���f���°� � �]� Í ®hË×�B���F®m�H®m�  �Í �B��� Í ���
limu→∞ ψk(u) = 0

ß ����´H��� �¢£ Í � � ��� 	� ¬  © à � ����� �b�������Y�f���B�  ���� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���f� ψk(u) � ¡  �� �� ¡ �����m� ¡   ���f� � � ¡ ����´³Êh�B��´  ��3��Íf  � � ´H®�� �m�B� 
f öF:�:$ó)-FB 1 B ÷IB$# % Ó(Ö±å f ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì4Ù Ô à îµÐÒÏ(ÖÚÏ Ø¿Ðæâ#×CØ¿Ï Ü Ï�ß�Ö�Þ�Ö�ÐÒØ
ï#ð
f ÐÒÑ Ì Î#Ï(ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎO'ºÎ è â Ù Ô#ÓCÎ ) ñ

ò+ð
f(0) > 0 (f(0) < 0) ñ

¬ � �



ôgð
limx→∞ f(x) = 0.

e ß�Ö�Ð f(x) ≥ 0 (f(x) ≤ 0).

� �8� � £ � � § �³Ë � � �����>��� � ²�¡   �B�o´  �� ®   Ëb�m� Í � § �³Ë �p£ § ® ��� ®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � ��m�B�Ò��� � �p� � Í°� �   ��´H��� 
f öF:�:$ó)-FB 1 B � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØB+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ

ψ(u) ≥ Fe(u)

θ + Fe(u)
, ∀u ≥ 0.

ß "� �h ¬ à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� De Vylder

� � �
Goovaerts

ß ¬�� ��� à 
J�*F�hðòñ�:$ó@-FB 1 B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ$+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì F ∈ NWUE

à î Ù Ô Û Ðwß�ÖÚÏ
ψ(u) ≥ F (u)

θ + 1
= ψ(0)F (u), ∀u ≥ 0.

ß "� �h © à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ � � �³���<���   ´H���B� � �B��� � � ����� �B��� "� �h ©É� � �µ���f�¨� ² � Í ����� � �>����� ´³Êh�B� �<��� ����®m´   �B� �� � � �f  � � ¤  

NWUE (F (u) ≤ Fe(u))
ß ����´H���~� � £ § £·��� ���  à 

�D�¢£ Í � � ���Ò����� � �����������Y� ¡i��� � ²�¡   �B�Y���  W� �   ���B�  �¡ � ���f�
ψ1(u)

�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Ò�����°� � ÐfÓp�
�³Ë  Ö� ����¸�� � � ¤b���HË  ª�f  �������   �m���   ��� ����®m´   �B� �

NWUE 
J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØN+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô Î Ì F ∈ NWUE ÖÚß�Ö�Ð

−ψ′
(u) ≤ − 1

µ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx + δ(0)ψ(u)

)
, ∀u ≥ 0.

ß "� �h 	 à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �~���   ��Êh´³���Åßt©  ©  ¬ � à � � ´³Êh��� � �

ψ
′
(u) =

1

1 + θ

∫ u

0

ψ
′
(u− x)

F (x)

µ
dx +

ψ(0)F (u)

µ (1 + θ)
− F (u)

µ (1 + θ)
.

� � �m�����f� � ��� � �p� § ¸��   � � � � �yÑâ¬Î´³Êh��� � �

−ψ′
(u) = − 1

1 + θ

∫ u

0

ψ
′
(u− x)

F (x)

µ
dx+

θF (u)

µ (1 + θ)2 .
ß "� �h � à

¬ � «



� �   �H��¤b� � �p��Ð<´³Êh��� � �>�����f�Y´³���B� Í ���
F ∈ NWUE

± �ã��Êh´³���;ß "� �h � à � �°���   �������Y�B� � ���f���Êh´³���f�¶ß "� �h © à � � �m� �f� � §f  �   � � ����� Í ÓY�  ª��� � Í ��� −ψ′
(u) > 0, ∀u ≥ 0

® ¡   �H� � �

−ψ′
(u) ≤ 1

µ

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx +

θF (u)

(1 + θ)2

)
,

�¶����� ¡ �Ò� �¢���   �������Y�B� � ���f�3ß "� �h © à ��� � ²�¡   �B�m���¶¸����B��Ð � �   �¶��Êh´³���

−ψ′
(u) ≤ 1

µ

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx + δ(0)ψ(u)

)
.

J�*F�hðòñ�:$ó�-FB 1 B � B ï#ð ËQÌ
F ∈ NWUE ÍgÎ#Ï ψ′

1(0) ≤ 0
ð!e ß�Ö�Ð θ ≥ 1

ð
ò+ð ËQÌ

F ∈ NBUE ÍgÎ#Ï ψ′

1(0) > 0
ð!e ß�Ö�Ð θ < 1

ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ¬  �¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� "� 	� ¬3®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� ψ′

1(0) ≤ 0 ⇔ µ2

2µ2 ≤ θ
� � �o�H���B� ² �

F ∈ NWUE
���   �H� § ®m�H� � �$ß ����´H���~� � £ § £·��� ���  à

1 ≤ µ2

2µ2
≤ θ.

© äÕ Þ � ��� �¶� �~�B� 1.

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B � BlËQÌ
F ∈ NWUE ÍgÎ#Ï ψ′

1(0) < 0 ÖÚß�Ö�Ð
ψ

′

1(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0.
ß "� �h�� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���¶��Êh´³���>ß "� ¬  © à ®�� � k = 1
� � ´³Êh��� � �

ψ
′

1(u) =
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x) − ψ(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

ß "� �h " à
�   Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~���   �¢£ Í � � ��� "� �h ¬�� � ´³Êh��� � �

ψ
′

1(u) ≤ 1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx− ψ(u)δ(0)

− 1

µ

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx + ψ(u)δ(0)

)∫ ∞

0

ψ(x)dx

) ß "� �h�� à
¬ � ¬



�3� ��� ² Ð  ��f���

ψ
′

1(u) ≤
1

λµθ

(
1 −

∫∞
0
ψ(x)dx

µ

)(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x) − ψ(u)δ(0)

)
.

ß "� �h � à
�w���B� ² �3´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���

ψ
′

1(0) < 0
� � Í ��� ����Êh´³���B� �3ß "� 	� © à � � �oß "� �h © à ��£�����Ð������B� Í ���

∫ ∞

0

ψ(x)dx < µ,

� � � � � Í ���¶��Êh´³���>ß "� �h � à ���   �H� § ®m�H� � � Í ���

ψ
′

1(u) < 0, ∀u ≥ 0.

f öF:�:$ó)-FB 1 B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ í Ðæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ
ï#ð ∫ u

0

(
ψ

′′
(u− x)ψ(x)

)
dx + ψ

′
(0)ψ(u) =

∫ u
0

(
ψ

′
(u− x)ψ

′
(x)
)
dx + ψ

′
(u)ψ(0),

ò+ð ∫ u
0

(
ψ

′′
(u− x)ψ(x)

)
dx + ψ

′
(0)ψ(u) − ψ

′
(u)ψ(0) ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ¬  �á� � £ § ®hËw®m���µËb�µ��£���� x ���f�µ���  �§ £·���f���f� ψ′
(u−x)ψ(x), ∀x ∈ [0, u]

²�¡   �H� � �
� � Í ���   � � £ � � § �³Ë;��Êh´³���

(
ψ

′
(u− x)ψ(x)

)′

= −
(
ψ

′′
(u− x)ψ(x)

)
+ ψ

′
(u− x)ψ

′
(x)

� � �������������f£·¤   �   � � � � � Í «¶´HËb�
u
� � ´³Êh��� � �

∫ u

0

(
ψ

′
(u− x)ψ(x)

)′

dx = −
∫ u

0

ψ
′′
(u− x)ψ(x)dx +

∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ

′
(x)dx

� §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��� �f� � §f  ��� � �¥�B�°�³Ï��f�

ψ
′
(0)ψ(u) − ψ

′
(u)ψ(0) = −

∫ u

0

(
ψ

′′
(u− x)ψ(x)

)
dx+

∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ

′
(x)dx

�3� ��� ² Ð  ��f���
∫ u

0

ψ
′′
(u− x)ψ(x)dx + ψ

′
(0)ψ(u) =

∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ

′
(x)dx+ ψ

′
(u)ψ(0).

ß "� �h � à
¬ � ©



©  �¢� Í ���   ���H���³��� ��¡ � ��Êh´³���Ö��£�����Ð������B� Í ���

∫ u

0

(
ψ

′′
(u− x)ψ(x)

)
dx+ ψ

′
(0)ψ(u) − ψ

′
(u)ψ(0) =

∫ u

0

(
ψ

′
(u− x)ψ

′
(x)
)
dx ≥ 0.

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B �FB$# % Ó(Ö±åvÞ Ó è�Ì4í ÐäÖ�Þê&�Ðæå Û ÐäÖºÕFÏëÍ+× ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×
G(x) = (1 − φ)

∞∑

n=0

φnB∗n(x),
ß "� �h ¬·« à

Û Ð φ ∈ (0, 1) ÍgÎ#Ï B(x) ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ¿Ó(Ö Ù [0,∞)
ð ËQÌ

B ∈ DFR ÖÚß�Ö�Ð G′′
(x) > 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Szekli (1986) 
J��+*mü�ó�ñ�5 -FB 1 B 1 B$# % Ó(Ö±å�Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØÝ+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô ÍgÎ#Ï I = [0, a0) , a0 ∈
R+ ÐÒÑ Ì Î#Ï à�Ì Î!Ô ì4Ù Ó è�ÌÚÙ°á�Ù Ö Ù Ô Û Þ!Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ Ù4è Þ Û Ï�Ý�â Ù�Ì Î�Ö±å Ì¿ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ$ê Ì Î±ÕFÏ í0Û ê Ì ð ËQÌ ψ′

k(0) ≤
0 ÍgÎ#Ï ψ′′

(u) < 0, ∀u ∈ I ÖÚß�Ö�Ð
ψ

′

k(u) < 0, ∀u ∈ I, ∀k ≥ 1.
ß "� �h ¬f¬ à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��d� � ® ¡   �B� � �_��� �������Y�B� � ���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�8�H� � ®hËw®m�f�  �~£�Êm� � § � �� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���b�ã��Êh´³���áß "� �h ¬f¬ à � ��ÊhÐf�B�w®�� � k = 1  �¢� Í ���   ��Êh´³���áß "� ¬  © à ®�� � k = 1´³Êh��� � �

ψ
′

1(u) =
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx− ψ(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)

≤ 1

λµθ

(
−ψ(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

ß "� �h ¬�© à
� ���  �§ £·���f���

K1(u) = −ψ(u)δ(0) − ψ
′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

� ¡  �� � � ÐfÏ����f� �  �w� ¡ ���f�ª� ��ÊhÐf���   � � ��� � �H� Í�� �  ��

¬  K1(0) = −ψ(0)δ(0) − ψ
′
(0)
∫∞
0
ψ(x)dx = λµθψ

′

1(0) ≤ 0

¬ �#	



©  limu→∞K1(u) = 0.
�¢£ § ® ��� ��� � � Í

Gerber (1979)
®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���$�>� � £ § ®hËw®m���W���f�

��� � �f �Í ����� � ��Êh£��³������� ¡ � �Ö� � �f  ������� � ¡ ���   ��Êh´³���

ψ
′
(u) =

λ

c

(
ψ(u) −

∫ u

0

ψ(u− x)f(x)dx− F (u)

)
.

ß "� �h ¬ 	 à
� �   �H��¤b�¥� � �f  ������� ��Ð   � � � Í ���³�y������£��10����f�Y´³���B� � ������Êh£��B� § ¸��H� � ���B�ÖÈ��H¤b£�� ��� Ì��f£�� � £�Êh��Ð � �   �f�
� Ð�®h����� ���f� ± �H��� � ´   Ëb��´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψ
′
(u) = 0.

Õ �~£ � � § ���B�h�B��� � � ����� �B��� "� �h ¬�� � ´³Êh��� � � Í ���

ψ
′

1(u) ≤
1

λµθ
K1(u) ≤ 0.

Õ �b�m�³Ë Í �����¶��Êh´³���>ß "� �h ¬f¬ à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = m
±�² ��� �f² �

ψ
′

m(u) ≤ 0.

È �Î� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ����� ��ÊhÐf�B��� � ��®�� �
k = m+1.

�¢� Í ���   ��Êh´³���3ß "� ¬  © à ®�� � k = m+1
´³Êh��� � �

ψ
′

m+1(u) =
m + 1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′

m(u− x)ψ(x)dx− ψm(u)δ(0) − ψ
′
(u)

∫ ∞

0

ψm(x)dx

)

≤ m + 1

λµθ

(
−ψm(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψm(x)dx

)
.

ß "� �h ¬ � à
Õ Þ � ��� �3� �¢���  ª� � Í�² �B� Ï��¶®�� � k = 1,

�Y´H�B��� � �

Km(u) = −ψm(u)δ(0) − ψ
′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx,

�¶����� ¡ � � ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���  �w� ¡ ���f�Î� ��ÊhÐf���   � � �m� � �H� Í�� �  ��

¬  Km(0) ≤ 0,

©  limu→∞Km(u) = 0.

�w��� � ´   Ëb�~� § ���Ö�B��� � � ����� �B��� "� �h ¬�� � ´³Êh��� � � Í ���

ψ
′

m+1(u) ≤
m+ 1

λµθ
Km(u) ≤ 0.

¬ ���



Þ � Í ®m���
ψ1(u)/ψ(u)

�H���p£ § ¸��B�h�B�  ª�f ��f� �  �Í�� �   �ÒÊh£ Íf  �ÒÊh£��³������� ¡ � � ² �f�Y´   �B��� Í ����� � ��� � ��� ¡
Êh£��³������� ¡ ��±f² ��� �f² �ä���  µ� ´³���ä��� � �ä®�� � ���   ���fÊ ��¡ � � �H� � ���������

Tc  � ���   ��£ Í � � ���ä����� � �����������Y� ¡� ��� ² �B� �   Ðf��� � �y��Ëb�y� § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�¢���   �Y�����³� ² �   � ¡  �� ��� §f  � �Î� ÐfÏ����f� � ���  �§ £·���f���
Ëb����£������B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í

u 
J��+*mü�ó�ñ�5 -FB 1 B �FB.# % Ó(Ö±åvß�ÖÚÏ F ∈ DFR ñ ψ′

1(0) < 0 ÍgÎ#Ï µ2/2µ
2θ < 1

ðNe ß�Ö�Ð!Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ u0 > 0

Ö à Ö Ù Ï Ù êVÓ(Ö�Ð
d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=u0

≤ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § � �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���
d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

≥ 0.

� � � £ § ®hËw®m�����m�B�°��� � � ¡ �
u = 0

²�¡   �H� � � � � Í �B�   � � £ � � § �³Ëá��Ð����

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=
ψ

′

1(0)ψ(0) − ψ
′
(0)ψ1(0)

ψ2(0)
.

ß "� �h ¬ � à
 £��f�p� � ������� ¤   � � �����   ��Êh´³���>ß "� 	� 	 à ��£�����Ð������B� Í ���

ψ
′

1(0) =
1

λµθ

(
−ψ(0)δ(0) − ψ

′
(0)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

Õ �~£ � �Åß "� �h ¬ � à ® ¡   �H� � �
d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=

1
λµθ

(
−δ(0)ψ(0) − ψ

′
(0)
∫∞
0
ψ(t)dt

)
ψ(0) − ψ

′
(0)ψ1(0))

ψ2(0)
.

� ���¶���   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~���   ��Êh´³���Åß 	� ¬  © à ®�� � u = 0

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=

1
λµθ

(
−δ(0)ψ2(0) − ψ

′
(0)
∫∞
0
ψ(t)dt

)
ψ(0)) − ψ

′
(0) 1

λµθ
δ(0)

∫∞
0
ψ(t)dt

ψ2(0)
.

¦ �H� §¶� � Í ��£ § Ï��B� ��� � ´³Êh��� � �

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=
1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(0) − ψ

′
(0)ψ(0)

∫∞
0
ψ(t)dt− ψ

′
(0) (1 − ψ(0))

∫∞
0
ψ(t)dt)

ψ2(0)

)

¬ �$�



�3� ��� ² Ð  ��f���

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=
1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(0) − ψ

′
(0)
∫∞
0
ψ(t)dt)

ψ2(0)

)
.

�   Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~��� ����Êh´³���B� �3ß "� 	� � à � � � ß "� 	� ¬ à � � ´³Êh��� � �
d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=
1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(0) + λ

c
δ(0) µ2

2µθ

ψ2(u)

)

=
δ(0)

λµθ

(
−ψ2(0) + λµ

c
µ2

2µ2θ

ψ2(u)

)

=
δ(0)

λµθ

(
−ψ2(0) + ψ(0)ψ(0) θµ2

2µ2θ

ψ2(u)

)
.

�w��� � ´   Ëb��� � ´³Êh��� � � Í ���

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

=
δ(0) (µ2 − 2µ2)

2λµ3θ
.

� ¡  �� ����£���� �f  ´³� Í ��� � �p��Ð
F ∈ DFR

ß ���   �H��¤b�
F ∈ NWUE

± ����´H���µ� � £ § £·��� ���  à � � � ��ÊhÐf�B�Í ���
µ2 − 2µ2 ≥ 0

� � �����   �H��¤b�¢� � ´³Êh��� � � Í ���

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=0

≥ 0.

� ���¶���   ´³Êh�B� � � �W� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ������� § £�Êh�B� � ���f�Y� ��� ��� � Í
u0 ≥ 0

´H���p�m¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du

∣∣∣∣∣∣
u=u0

≤ 0.

�¢� Í ���   ��Êh´³���Îß "� 	� © à ±�� �p��Ðy�y��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � � � ¡  �� �·�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f��� ± ��£�����Ð������B�Í ���
ψ

′

1(u) ≤
1

λµθ

(
−δ(0)ψ(u) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)

)
, ∀u ≥ 0,

¬ �#"



§ £ � � � ´³Êh��� � �

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du
=
ψ

′

1(u)ψ(u) − ψ
′
(u)ψ1(u)

ψ2(u)

≤
1
λµθ

(
−δ(0)ψ(u) − ψ

′
(u)
∫∞
0
ψ(t)dt

)
ψ(u) − ψ

′
(u)ψ1(u)

ψ2(u)
.

 £��f�p� � ������� ¤   � � �W���   �¢£ Í � � ��� "� �h 	 � � � � �p��ÐF´³Êh��� � �W�����f�Y´³���B� Í ��� F ∈ DFR
� ��ÊhÐf�B� Í ���

�
ψ(u)
´³Êh�B� � ÐfÏ����f� � � � £ § ®hËw®m�  �w��� ����´³�   ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���i�°��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �3� ¡  �� ��m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���ÖËb����£����

u  Õ �~£ ��±

d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du
≤ 1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(u) − ψ

′
(0)ψ(0)

∫∞
0
ψ(t)dt− ψ

′
(0)δ(0)

∫∞
0
ψ(t)dt

)

ψ2(u)

=
1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(u) − ψ

′
(0)ψ(0)

∫∞
0
ψ(t)dt− ψ

′
(0) (1 − ψ(0))

∫∞
0
ψ(t)dt

)

ψ2(u)

=
1

λµθ

(
−δ(0)ψ2(u) − ψ

′
(0)
∫∞
0
ψ(t)dt

)

ψ2(u)
.

� ���¶���   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~��� �Î��Êh´³���B� �¶ß "� 	� � à � � �oß "� 	� ¬ à 
d
(
ψ1(u)
ψ(u)

)

du
≤ δ(0)

λµθ

(
λµ
c
· µ2

2µ2θ
− ψ2(u)

)

ψ2(u)

=
δ(0)

λµθ

(
1

1+θ
· µ2

2µ2θ
− ψ2(u)

)

ψ2(u)
.

� � £ � � §f  Ë<�����f� � ��� � �p� § � �f� � � � � ² � � � £�´³� �f� �ä���   ����� Í ����� �
(λ/c) · (µ2/2µθ)

� �
µ �� �f� � §f  ��Ñ  � � �ª��� Í ÓY�  3��� �Î��Ëb�ª�Ò��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �W� ¡  �� � � � � ���   �³Êh�f�Î� � �i�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���

� �~��� � ´³� � �H� � Ï�Ð3«3� � �$¬ ±�� � Í ���   ���H���³��� ��¡ � ��Êh´³���3� ¡  �� �p� �f  �³£ Í ��Ëb�ª��� § £�Êh�B�
u0 > 0

��´H�B��� �
¤b�m���

1

1 + θ
· µ2

2µ2θ
− ψ2(u0) = 0,

² ��� �f² �
ψ(u0) =

√
1

1 + θ
· µ2

2µ2θ
.

Õ Þ � Ëb� √
1

1 + θ
· µ2

2µ2θ
<

1

1 + θ
= ψ(0).

¬ �$�



�¢£ § ® ��� ���
1

1 + θ
· µ2

2µ2θ
<

(
1

1 + θ

)2

⇔ µ2

2µ2
<

θ

1 + θ
.

�B�°����� ¡ �Å� ��ÊhÐf�B� � � Í ���   ��� Í �Y�³��� 

� ��� �ä�H� Í�� �   �³� ² �f����£���� § ���B� �b� �¢� ��Êh�������Y��Ð � � � �b���   � �   ���B�  �¡ � ���f�
ψk(u)

®�� ��� �H® § ���³�b��� � ´³�
�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð  È �~� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���f� ψk(u) � ¡  �� �����H��� ��¤b� �m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f��� ±² ��� �f² �Ö®�� �3� �H® § ���³�~��� � ´³�~�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð3� ¡  �� �m�m� ¡   ���f� �  � � � ������´H���³� ���W� ��� Í� ¡  �� � �f ��f� �  �Í�� �   � �f  � § ����� � �ä��� Í ÓY�  ~��� � ��Ëb�y�

ψk(u)
� ¡  �� � � � � �Y�H��� ��� ± ���   �³Êh�f� ���  �§ £·���f���

�����3�H��� ����´³�   ��� ¡   �B���m�B� � � ² ´   � � �p¤b���B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £�� 
J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B -FBlËQÌ

Fe ∈ S ÖÚß�Ö�Ð¿Þ ψ1(u) ÐÒÑ Ì Î#ÏAÖ�Ð á ÏëÍ$êVØ¿ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎQÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   F ∈ S
� Í ��� � � Í ���   � � ����� �� ¬  ©Ö�B���3Ì��³� � � ��¡ ��� � � � � ��ÊhÐf�B� Í ���

lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= lim
u→∞

ψ
′
(u)

ψ(u)
= 0.

�w��� � ´   Ëb� � � Í �B�   ��£�� � ��Í �B���3��£ ¡ ���Ò´³Êh��� � � ∀ε > 0 ∃M > 0
��´H�B��� �Ò¤b�m���

−εψ(u) ≤ ψ
′
(u) ≤ εψ(u), ∀u > M.

� � �����   �H��¤b�
−ψ′

(u) ≤ εψ(u), ∀u > M.

Õ �~£ � ∀u > M
´³Êh��� � �

ψ
′

1(u) ≤
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx + ψ(0)ψ(u) − ψ(u) + εψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

Õ �b�m�³Ë ε ≤ δ(0)∫∞
0 ψ(x)dx

� Í ���¢� � ��� § £�Êh�B�
M1

´H���p�m¤b�m��� ∀u > M1
 �� � ��ÊhÐf�B�

ψ
′

1(u) ≤
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx + ψ(u)

(
δ(0)∫∞

0
ψ(x)dx

∫ ∞

0

ψ(x)dx + ψ(0) − 1

))
.

�w��� � ´   Ëb�
ψ

′

1(u) ≤ 0, ∀u > M1.

¬ �#�



� �   �H��¤b� � ��� ² � ¡ Ï �f� �~��Ëb��®�� �3� �H® § ���³�~��� � ´³���
ψ1(u)

� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � 
J��+*mü�ó�ñ�5v-FB 1 B D B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ,+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü Ô Ì å Ì ñµÎ Ì Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð8Þ ψk(u)
ÐÒÑ Ì Î#ÏFÖ�Ð á ÏëÍ$êVØ�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎQÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��Ò� � ® ¡   �B� � �Î�H� � ®hËw®�� � Í ��£ Í ���  È �°� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���Y®�� � � § �Y� k ≥ 1��� § £�Êh�B�
Mk > 0

´H���p�h¤b�m���
ψ

′

k(u) ≤ 0, ∀u ≥Mk.

ro� �
k = 1

� � Í ���   �¢£ Í � � ��� "� �h " ß Fe ∈ S∗ ⇒ Fe ∈ S à ��� § £�Êh�B� M1 > 0
´H���p�h¤b�m���

ψ
′

1(u) ≤ 0, ∀u ≥M1.

Õ �b�m�³Ë Í ������� § £�Êh�B� Mk > 0
´H���p�h¤b�m���

ψ
′

k(u) ≤ 0, ∀u ≥Mk.

È �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ������� § £�Êh�B�
Mk+1 > 0

´H���p�h¤b�m���

ψ
′

k+1(u) ≤ 0, ∀u ≥Mk+1.

�¢� Í �B�°� Í £�� � ��� �� ¬  ¬�®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψk(u)

= lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(x)dx

∫∞
u
ψ(x)dx∫∞

u
ψk(x)dx

= 0

� �   �H��¤b� � �~���ª�������Y�B� � �B���W� �f �Íf ��
l’ Hospital

´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψ
′
(u)

ψk(u)
= 0.

�w��� � ´   Ëb� � � Í �B�   ��£�� � ��Í �B���3��£ ¡ ���Ò´³Êh��� � � ∀ε > 0 ∃ L∗ > 0
��´H�B��� �°¤b�m���

−εψk(u) ≤ ψ
′
(u) ≤ εψk(u), ∀u > L∗,

� � �����   �H��¤b�
−ψ′

(u) ≤ εψk(u), ∀u > L∗.

¬ � �



Õ �~£ � � � £ � ®hËw® ¡ ¸��   � � �����   ��Êh´³���Åß 	� ¬  	 à ß|®�� � k + 1 à � � � § £���� � �

ψ
′

k+1(u) ≤
k + 1

λµθ

(∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx+ ψ(0)ψk(u) − ψk(u) + εψ(u)

∫ ∞

0

ψk(x)dx

)
.

Õ �b�m�³Ë ε ≤ δ(0)∫∞
0
ψk(x)dx

� Í ���¥� � ��� § £�Êh�B�
L
´H���p�h¤b�m��� ∀u > L∗

� ��ÊhÐf�B�

ψ
′

k+1(u) ≤
k + 1

λµθ

(∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx+ ψ(u)

(
δ(0)∫∞

0
ψk(x)dx

∫ ∞

0

ψk(x)dx+ ψ(0) − 1

))
.

�w��� � ´   Ëb�
ψ

′

k+1(u) ≤ 0, ∀u > Mk+1 = max {Mk, L∗} .
� �   �H��¤b� � ��� ² � ¡ Ï �f� �~��Ëb��®�� �3� �H® § ���³�~��� � ´³���

ψk(u)
� ¡  �� ���m� ¡   ���f� ��± ∀k ≥ 1 

J��+*mü�ó�ñ�5,-FB 1 B 6FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØW+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì F ∈ NWUE
à î Ù Ô Û Ðµß�ÖÚÏ

ψ1(u) ≥
F (u)

θ + 1
= ψ(0)F (u).

ß "� �h ¬ " à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���  ª�f  � � Í ����� � ß "� �h © à � ¡  �� �m� � �p´³� Í ���

F (u)

1 + θ
≤ ψ(u),

�����������f£·¤   �   � � � � � Í
u
´HËb� ∞ � � ´³Êh��� � � Í ���
∫ ∞

u

F (x)

1 + θ
dx ≤

∫ ∞

u

ψ(x)dx ≤ cψ1(u).
ß "� �h ¬ � à

Õ Þ � Ëb�
µFe(u) =

∫ ∞

u

F (x)dx

� � ���H���B� ² �
F ∈ NWUE

± � � ´³Êh��� � � Í ���

µF (u) ≤
∫ ∞

u

F (x)dx.

 £��f�p� � ������� ¤   � � �����   ��£�����®m��Ð � �   � �f  � � Í ����� � � � �m���   ��Êh´³���>ß "� �h ¬ � à ± ´³Êh��� � � Í ���
F (u)

1 + θ
≤ cψ1(u)

µ
.

J��+*mü�ó�ñ�5L-FB 1 B .FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØu+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ñ�Î Ì F ∈ NWUE ÖÚß�Ö�ÐVÏ Ó�î è ÐÒÏ
¬��f«



ß�ÖÚÏ
k!µkF (x)

ck(1 + θ)
≤ ψk(u), ∀u ≥ 0, k = 0, 1, 2, 3... .

ß "� �h ¬ � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § ��£�´H���B�  �� � � £ � ���f£��f����� � � Í ��� � � Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Òß 	� ¬  © à � ¡  �� ����£���� �f  ´³� Í ���

k

c

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx ≤ ψk(u), k = 0, 1, 2, 3....
ß "� �h ¬�� à

ro� � ���  ª� � Í�² �B� Ï��W� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �~���  ª� ´â�Y� ² �3���f� ��� �Y� ��� ��� ���f���H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 1� � Í ���   ��Êh´³���>ß "� �h ¬ � à ��£�´H���B�  ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���
µF (u)

c(1 + θ)
≤ ψ1(u), ∀u ≥ 0.

Õ �b�m�³Ë Í �����¶��Êh´³���>ß "� �h ¬ � à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = q

q!µqF (x)

cq(1 + θ)
≤ ψq(u), ∀u ≥ 0,

ß "� �h ©�« à
� �¶² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � �m®�� �

k = q + 1  �¢� Í ���   ��Êh´³���Åß "� �h ¬�� à ´³Êh��� � � Í ���
q + 1

c

∫ ∞

u

ψq(x)dx ≤ ψq+1(u)

� � �m� Í ®hË;���f����Êh´³���f�¶ß "� �h ©�« à � � �m���f����� Í �Y�³���f� F ∈ NWUE
���   �H� § ®m�H� � � Í ���

(q + 1)!

c

µq+1F (u)

cq(1 + θ)
≤ q + 1

c

∫ ∞

u

q!µqF (x)

cq(1 + θ)
dx ≤ q + 1

c

∫ ∞

u

ψq(x)dx ≤ ψq+1(u).

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B ÷ H B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØB+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô Î Ì F ∈ NWUE ÖÚß�Ö�Ð
−ψ′

(u) ≤ ck

(k + 1)!µk+1

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk(x)dx + δ(0)ψk(u)

)
, ∀u ≥ 0.

ß "� �h ©�¬ à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   ��Êh´³���>ßt©  ©  ¬ � à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

ψ(u) =
1

1 + θ

∫ u

0

ψ(u− x)
F (x)

µ
dx +

1

1 + θ
Fe(u).

Õ �~£ �3� � Í ���   � � £ � ®h¤w®�� ���W���f����£�����®m��Ð � �   �f����Êh´³���f�~� ��¡ £   ��� � �

ψ
′
(u) =

1

1 + θ

∫ u

0

ψ
′
(u− x)

F (x)

µ
dx+

ψ(0)F (u)

µ (1 + θ)
− F (u)

µ (1 + θ)

¬���¬



� � �m�����f� � ��� � �p� § ¸��   � � � � �yÑâ¬Î´³Êh��� � �

−ψ′
(u) = − 1

1 + θ

∫ u

0

ψ
′
(u− x)

F (x)

µ
dx+

θF (u)

µ (1 + θ)2 .
ß "� �h ©f© à

 £��f�p� � ������� ¤   � � �����   ß "� �h ¬ � à
F (u)

(1 + θ)
≤ ψk(u)

ckk!µk� � � § £���� � �¢�B�°¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ���

−ψ′
(u) ≤ −

∫ u

0

ψ
′
(u− x)

ckψk(u)

k!µk+1
dx +

θ

(1 + θ)

ψk(u)

ckk!µk+1

�3� ��� ² Ð  ��f���

−ψ′
(u) ≤ ck

k!µk+1

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk(u)dx+ δ(0)ψk(u)

)
.

J��+*mü�ó�ñ�5Y-FB 1 B ÷�÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ÷+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ñLÎ Ì ψ′

i(0) ≤ 0, ∀i =

1, 2, 3, ...k ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
ci

i!µi+1

∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ µ2

2µ2θ
, ∀i = 1, 2, 3, ...k.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § � � £ � ���f£���Ð � �Å��Ëb� � � Í ���   ��Êh´³���5ß "� ¬  © à ®�� � k = i + 1
� � �

u = 0
±

��£�����Ð������B� Í ���
ψ

′

i+1(0) ≤ 0
�f  � � � ��Íf  � �f  � ��ÊhÐf�B� Í ���

−ψi(0)δ(0) − ψ
′
(0)

∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ 0

�3� ��� ² Ð  ��f��� Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �����   ��Êh´³���>ß "� 	� � à
λ

c
δ(0)

∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ 1

λµθ
δ(0)δ(0)

∫ ∞

0

ψi−1(x)dx

� � �m� §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��� � ´³Êh��� � � Í ���
∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ i

λ

∫ ∞

0

ψi−1(x)dx, i = 2, 3, 4, ..., k.

¬���©



¦ � ² � �f² ��Êm� ��´³� �f  ��� � � � � �m� § ���B� ���m���   � � £ � � §f  Ë;��Êh´³���Ö� � � § £���� � �
∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ i

λ

∫ ∞

0

ψi−1(x)dx ≤ ... ≤ i!

λi

∫ ∞

0

ψ(x)dx =
i!

λi
µ2

2µθ
.

ß "� �h © 	 à
 £��f�p� � ������� ¤   � � ���B� � � ����� "� 	� ¬�� � ���H���B� ² � θ = (c/λµ) − 1 > 0

� � ´³Êh��� � � Í ���

λiµi < ci,

� � �����   �H��¤b���3��Êh´³���>ß "� �h © 	 à � �¶��� � ² ¤b���B�m���  ª�f  � � Í ����� �
∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ i!µiµ2

ci2µθ
=
i!µi+1µ2

ci2µ2θ
,

�H��� � ´   Ëb����£�����Ð������B� Í ���
ci

i!µi+1

∫ ∞

0

ψi(x)dx ≤ µ2

2µ2θ
.

� û����$5F:$óq-FB 1 B ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ?+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô à Ó(Ö±å�ß�ÖÚÏ F ∈ NWUE ñ
µ2/ (2µ2θ) ≤ 1 ÍgÎ#Ï

ck

k!µk+1

∫ ∞

0

ψk(x)dx ≤ 1.

e ß�Ö�Ð ψ′

k(u) ≤ 0, ∀k ≥ 1, ∀u ≥ 0
ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �~���   ��Êh´³���Åß 	� ¬  	 à � � � § £���� � �

ψ
′

k+1(u) =
k + 1

λµθ

(∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx− ψk(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψk(x)dx

)

� � � � � Í ��� ���¢£���� § ���B� � "� �h ¬·«W� � � "� �h ¬f¬�� � ´³Êh��� � �

ψ
′

k+1(u) =
k + 1

λµθ

(∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx− ψk(u)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψk(x)dx

)

=
k

λµθ

(∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx− ψk(u)δ(0)

−
(

ck

(k + 1)!µk+1

(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk(x)dx + δ(0)ψk+1(u)

))∫ ∞

0

ψk(x)dx

)

=
k

λµθ

(
1 −

(
ck

(k + 1)!µk+1

∫ ∞

0

ψk(x)dx

)(
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk(x)dx + δ(0)ψk(u)

))
.

¬�� 	



�w���B� ² �3´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���

1 − ck

k!µk+1

∫ ∞

0

ψk(x)dx ≥ 0

� � �p� ��ÊhÐf�B� Í ���
−
∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψk(x)dx + δ(0)ψk(u) ≤ 0,

���   �H� § ®m�H� � � Í ���
ψ

′

k(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0.

� ���Å���   ´³Êh�B� � � �>� �H���H���f����� � �Î���  Ò� �   ���B�  �¡ � ���f�Ö����� Í ����� � �
ψk(u)e

−Ru, ∀k ≥ 1  � ���³£ ¡ Ñ���³Ëb���W®�� �
k = 0

´³Êh�B� � �H���H�����Y� ¡m� � Í �B���f�
Psarrakos

� � �
Politis

ßt©�«f«#� à 
J��+*mü�ó�ñ�5G-FB 1 B ÷ � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØB+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì

ï#ð ËQÌ
ψk(u)/

∫∞
u
ψk(x)dx ≤ R, ∀k ≥ 1 ÍgÎ#Ï f(u)/F (u) ≤ R ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ψk(u)e−Ru

ÐÒÑ Ì Î#Ï�Î è â Ù Ô#ÓCÎ8ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ð
ò+ð ËQÌ

ψk(u)/
∫∞
u
ψk(x)dx ≥ R, ∀k ≥ 1 ÍgÎ#Ï f(u)/F (u) ≥ R ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ ψk(u)e−Ru

ÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð È � Ï��H���   �f����� � � � � Í ���   ��Êh´³���dß �� ¬  � à �����8���³£�� ®m£ § �p�B�"���  Å� �H� � ��Êh� ��� ��� � � ´   ��f ��f  �HËw��� ���¶�³Ï ¡ �mËb���¶��Ðf���Ö���f������� ¡ � �Î� ¡  �� ���
ψk(u)e

−Ru "Õ �~£ � � � ´³Êh��� � � Í ���

ψ∗
k(u) = f ∗

k (u) +
1

1 + θ

∫ u

0

ψ∗
k−1(u)dG

∗(x).
ß "� �h © � à

�~���   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ���
f ∗
k (x) =

k

c
eRx

∫ ∞

u

ψk−1,

ψ∗
k(x) = eRuψk(x)

� � �
dG∗(x) =

1

1 + θ
eRudG(x).

¬�� �



� ¡  �� �f� � �p´³�µ��Ëb� � �f ��f  �HËw��� �����³Ï ¡ �mËb���¥�����~���³£�� ®m£ § �p�H� � �f�m���~��Êh´³���Öß "� �h © � à � ¡  �� ��� �f  �   � ��� �w��� � ´   Ëb� � � Í ���   �¢£ Í � � ��� �h ¬  ¬�� � ´³Êh��� � � Í �����W®   ¤b���W�B���¶��£������ � ���¶���f�~����� Í ����� � �

(f ∗
k (u))

′

+
1

1 + θ
ψ∗
k(0)G∗(u)

�3� ��� ² Ð  ��f��� ���f�~����� Í ����� � �

eRu
(
k

c

(
R

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx− ψk−1(u)

)
+

1

1 + θ
ψ∗
k−1(0)

(
RF (u) − f(u)

)) ß "� �h © � à
��� �ª� � �Y��£ ¡ ¸��B�]���  3� �   ���B�  �¡ � ���f�

ψk(u)e
−Ru  � �¨¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ��� ��£�����Ð������B� §f� �³� �� � Í ��� � �f  � ¡ �m�B��� Êh�³�¶�����f�Y´³���B� �Ö�����>´³Êh��� � �ª� §f  �B�$�m���   �H����¤   �f���°���f�Ö� � £���Ðf� � �W�¢£ Í � � ���f�

� � �m���   ��Êh´³���Åß "� �h © � à 

í��*t �  `< ¤l¡!; ¡!; ¥.#=Z/6�¡.É8¡!;�¡«�Q¥ ¡!; ¥
ψ1(u)

�~���   �Y� ��¡ ¸���� � �Î���   � � £ � � § �³ËN��Êh´³��� � �H� � Ï�Ð°�³Ë  3� �F� � £ �f� �H��£�� ��¤   ��� ����®m�   �B� ¤  
DFR

� � �
IMRL  �   F ∈ DFR ⇒ F ∈ IMRL ⇒ Fe ∈ DFR

ß ����´H���W� � £ § £·��� ���  à  �w��� � ´   Ëb�� � Í ���   �¢£ Í � � ��� "� �h 	 � ��ÊhÐf�B� Í ���

F ∈ DFR⇒ ψ
′′
(u) ≥ 0, ∀u ≥ 0.

�w� ¡ ���f��®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� �f 

F ∈ DFR⇒ f
′
(u) ≤ 0, ∀u ≥ 0.

¦ �$� § ���ä�B���f�"��£�����®m��Ð � �   ���f�b�����f����®�� � � ��Ðf� � � ² ¤b����� � �"�m���   �H� Í�� �   � ��£ Í � � ���ä��� �w�H� � £·��� ¡ �
���   �Y�����³�~¤b�m���  �� ´³Êh��� � �

ψ
′′

1 (u) > 0, ∀u ≥ 0.

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB �FB ÷IBlËQÌ
F ∈ DFR ÍgÎ#Ï�Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�ÎQÐæâ#×CØ

ï#ð
ψ

′
(0) (ψ(0) − δ(0)) − f(0)ψ(0) ≥ 0,

ò+ð
ψ

′

1(u) < 0, ∀u ≥ 0.

¬�� �



e ß�Ö�Ð
ψ

′′

1 (u) > 0, ∀u ≥ 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � £ � ®hËw® ¡ ¸���� � � ² �f�Ò�p��£�´³�����   ��Êh´³���>ß "� 	� © à � � ��´³Êh��� � �

ψ
′′

1 (u) =
1

λµθ

(∫ u

0

ψ
′′
(u− x)ψ(x)dx + ψ

′
(u) (ψ(0) − δ(0)) − ψ

′′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)
.

ro� �3 ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���
ψ

′′

1 (u) > 0
� £·��� ¡p ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���

∫ u

0

ψ
′′
(u− x)ψ(x)dx− ψ

′′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx + ψ
′
(u) (ψ(0) − δ(0)) > 0

�3� ��� ² Ð  ��f���3� � Í ���   �¢£ Í � � ���Åß "� 	� ¬ à
∫ u

0

ψ
′′
(u− x)ψ(x)dx− µψ

′′
(u) + ψ

′
(u) (ψ(0) − δ(0)) > 0.

Õ Þ � Ëb� � � Í ���   �¢£ Í � � ��� "� �h ¬ � £·��� ¡� ��3² � ¡ Ï���� � � Í ���

ψ
′
(u) (ψ(0) − δ(0)) − 2ψ

′
(u)ψ(0) − f(u)ψ(0) > 0.

�~�p��Ð
F ∈ DFR

´³Êh��� � � Í ���
f
� ¡  �� ���m� ¡   ���f� � � � � Í �����

ψ
′
(u)
� ÐfÏ����f� ��± ���   �H��¤b�w�y���  �§ £·���f���

h(u) = ψ
′
(u) (ψ(0) − δ(0)) − f(u)

� ¡  �� � � ÐfÏ����f� � ÒÕ �~£ �_� £·��� ¡o �� � ��ÊhÐf�B� Í ��� h(0)
� ¡  �� � � �

� £   ����� � Í �3� ��� ² Ð  ��f���
ψ

′
(0) (ψ(0) − δ(0)) − f(0)ψ(0) ≥ 0.

�«��w±¬ ø Àl´�ÀlÈ«¶(´I�wÈ«¶(´�Çw¼¡��ÁI�l´�Çw¼¡��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼ ¾�Àl´��R»ºÀ`ª!ÇwÁIH��E³µÇ Å«³µÁ×¥
Â�É@´ ÅÆÀµ».ª!� » ´�Ç¦³µ¾�É@´ ¾¿³µ´�ÀlÁ>Â�Ãw¾�¶(Ä@´

� ���ã���   ´³Êh�B� � � �É� �H���H���f����� � �Ò���  ¨� �   ���B�  �¡ � ���f�
ψ1(u)

�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���É�����
ψ

′

1(0) > 0� � �
F ∈ DFR  � ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�  �� � � £ � ���f£��f����� � � Í ���p� ψ1(u)

± � § �³Ë � � Í ����®h���H��£�� � ´   �³�
���   �Y�����³�F�����ã� �ã�f �� �p´³£���� � �>�m���ã���   ´³Êh�B� ��± ����������® ¡ ¸��H� � � � � Í ���  _² � � �p��£ § ² Ðf� ���f£·�·¤  
���  �� £·���f���HË   �����ª�H��� ����´³�   � ¡  �� ��� � ���m� ¡   ���f���³�  � ��®h���H��£�� � ´  ��Ö� ����£�� ¡� �� ®m£ � �p� ¡ �m��� � ��£��p�

¬�� "



ψ1(u) = a(u) − b(u), ∀u ≥ 0,

Í �����

a(u) =

∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx ∀u ≥ 0

� � �
b(u) = ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx ∀u ≥ 0.

Þ������  �� £·���f���B� �
c = a− b

�����Ö����������® ¡ ¸��   � � �h� �f �² � � �p��£ §ª² Ðf�¶���  �� £·���f���HË  �± ��������� ¡ �³��� ¡  �� �
�m� ¡   ���f���³� � � �f���f£·��´³� ´³Êh���   �����f��´³� �³� � £ � ��®m´³� �m���   �H��� Êh�B� £��f�p� � ����´³£��³�  �� � � ���m�B�ÎÊ�¤b£��Î���f�
���H�f��� �m�B����� ¡ �f���f�  �-��� ����� ��®m£ � � ¡ � �����F���³£�� ®m£ § �p�B�]�B�¨����®h���H��£�� � ´   �¨��£ Í ����� ��� � ¡  �� � � £·���H� §� �H® § ���  �  �² �B� ����� � §Å�f �� �p´³£���� � �Î��� � ² � � ���p� �³Ðf���B� �Ö�³Ë   Hartman (1959)

±
Horst

� � �
Thoaiß ¬��#�#� à � � �$��� � �f �� �p��£�´³�¶�B���f�  � ���>®m�   � ���¨���³£ ¡ ���³Ëb���¨�8����������®�� � ��Í �Ò�³Ë  F� ��£���� § �³Ë  F² �  � ¡  �� ���³Ð������������ � � � � � � ��� ¡ ���   Êh£��f���W���f� � £�� � � ����� ���f� �f �§ ���f���f� 

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB �FB � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØN+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ
a(u) =

∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx

ÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ô u ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �~���   a � � � § £���� � �

a(u) =

∫ u

0

ψ
′
(u− x)ψ(x)dx− ψ(u) (1 − ψ(0)) < 0.

� ���~���   ´³Êh�B� � � �~² ¤b����� � � � � � �¢£ Í � � ���¢�����¢� �¢��� �b�������Y�f���B�  ��~� �H���H���f����� � �w���  y� �   ���B�  �¡ �
���f�

ψ1(u)
��� Í ���   � � �p� ���W��£��10�� Í �Y�³��� Í ���p� ��ÊhÐf�B�

ψ
′

1(0) > 0 
J�*F�hðòñ�:$ó�-FB �FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØN+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ
ï#ð ËQÌ

θ < 1 Þ
a(u) =

∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx,
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ÐÒÑ Ì Î#Ï�Í�Ô±Õ(Ö�× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ð
ò+ð ËQÌ

F ∈ DFR Þ
b(u) = ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx,

ÐÒÑ Ì Î#Ï�Í�Ô±Õ(Ö�× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ¬  �¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� "� �h 	�
©  �¢� Í ���   ��� Í �Y�³��� F ∈ DFR

� � �m���   �¢£ Í � � ��� "� �h 	 ´³Êh��� � � Í ��� ψ′′
(u) > 0 

í���í ù 6.É��._L¥ ù 6� u_ ¢^_]\^A±�Q¥c¢;� ��¢O<,8Q�) «��¥c�,�]6��Q���?; ¥

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����Ö� �3� �H���H���f����� � �¢��� �ª� ² � Í �������³��®m�f£ �f  ���f���B���ÒÊh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � ±
T
±

�m�B�d��� � �p� � Íá� �   ��´H���@���f�_È��HËb£ ¡ � �_ÌÎ�  �² Ð   Ë    Ì ¡   ����£�� ��� �¨®�� � ���  É� �H��´H���ã�B���dÊh£ Íf  ���Êh£��³������� ¡ � �¶���Î��Êh´³��� � ����� �Ö��� § ���B� �ª®m�f£ �f  ���f� � �������H��� ¡ �F�p£ § ���Ò�³Ë  
Drekic

� � �
Willmotßt©�«f« 	 à!úWe remark from the plots that the time of ruin time Tc does not exhibit consis-

tent monotonic behaviour in terms of its reliability classification ú  � ��� ² � � ��� ¡ �³�f��� � �����´ ² Ëb� �f Î� � � ���B� £ §W� � Í � � £ �f² � ¡ ® ��� � � � � � ² � � ®m£ §f����� � � �m� � ����� ¡ � � � £����f� ¡ � ¸ �f  ���   �H� ¡ ² £ � ���
�����_� ¡ Ê �f  ��� ��� � ´³�3�³Ë   � � £ �f� ´H��£·Ë  

λ, c, µ
�m���   �����  �Í ����� �

T
± ®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¨�����_� �

ÐfÓp�ª� § �Y� � ����¸�� ��¡ Ëb���f�~´³Êh���   ���   �H���Y�H��� ���ª� � � �f  � � �  ¦ ´³� �Ö� � Í � �Ö² � � ®m£ §f����� � �Ö� ��� § � � Ñ��´H���fÏ �f  ���y�H��� ����®m�Ö� § ����� Ë   ����®h���H��£�� � ´   Ë   � � £ �f� ´H��£·Ë   �����Ö� ² ��®m��Ðf� �f  ���y��� � ���³£ § � ��� � �
®�� � �B�°� Í �����>Êh£ Íf  ���

T
² �  W�f  �����B�Y�m��� � � �3� � £ �f� �H��£�� ��´³�Î��� ����®m´   �B� �³�W� � � �f  � � ¤  

IFR
� � �

DFR
±]�f  � ¡ �m�B��� Ê �   � �p� � Í � ��� �Ö�m� Í Êh���¶� ¡  �� �  ��F� �H���H���f����� � �Î��� �¶� ² � Í �������³�Ö®m�f£ �f  ���f�ª�B���Êh£ Íf  ���ÅÊh£��³������� ¡ � �3�m�B�>��� � �p� � Í_� �   ��´H��� ±$� £�Êm� � § �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���°�����Å�°� � � �f  � � �F�����>´ Ñ

Êh���   � � ÐfÓp���³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� ���ª�H���Y�H��� ���Î� � � �f  � � ��� � ���m�������   ´³Êh�B� � ®�� � ���   ®m�   � ���
���³£ ¡ ���³Ëb��� 

¬�� �



�«F�«±¬ ��ÁI�l´�Çw¼V��Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼ ÅÆÀµ»µÅw·uHl¾�¶F»½¼VJ�ÃwÁ�Àl´�¾! w¼ ¾�Â" w´µ�w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! 
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� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����¨� �_� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���w�<Êh£ Íf  ���>Êh£��³������� ¡ � �>�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���_�����8� �
ÐfÓp� � ����¸�� ��¡ Ëb���f�y��£���´³£�Êh�   � � � � � Í ���   �H���Y�H��� ���Î� � � �f  � � ��� � ���B� � £�Êm� � Í¶� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� �
�Y�H��� � Ím±]² �  3�f  �����B�Y®m�   � � § ��Ð����Î�m���   ��� § ���

NBUE
��Ð����Î�m���  

NWUE  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb��������¢´³Êh��� � � � � ² �   � � Í�� £�Êm� � ÍÎ� ���f�Y� ��� ��� � Ím± � �¥² � ¡ Ï���� � � Í ������Êh£ Íf  ���äÊh£��³������� ¡ � � �f  �����B���m���  
��� § ���

NWUE FÕ Þ~��Ëb�¶®   Ëb£ ¡ ¸���� � �¶®�� �_� � � � � � �f  � � � F ����� �f  �����B� �m���   ��� § ��� NBUEß �f  � ¡ �m�B��� Ê � �m���  
NWUE à � ��ÊhÐf�B� �d�³Ï��f�8��Êh´³��� ®�� � ��� �8£�����´³�8���f� �f  � ¡ �m�B��� Êh�f�_���fÊ ��¡ � �� �H� � ���������f�Wß ����´H���~� � £ § £·��� ���  à

E(X2)

(E(X))2 ≤ (≥) 2.
ß "� "� ¬ à

� �B�@��� � � ¡ � � ��� Í � � �B� � § ®m��� � �F��� �Å� � £ � � § �³Ë����  �� £·���f���B� �F�����ã� �ã��� �F�������Y�f�����   �m���  
� � £����f� ¡ � ���W�³Ë  ª� �������H���³� ��§ �³Ë  ª��� �

Σ(u) =
E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 =

ψ2(u)ψ(u)

2ψ1(u)ψ1(u)

�3� ��� ² Ð  ��f��� ���   ���  �§ £·���f��� é

Λ(u) = ψ2(u)ψ(u) − 2ψ1(u)ψ1(u),

Ëb�>��£����
u  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���É�B���<Êh£ Íf  ���<Êh£��³������� ¡ � � Tc � �ã² � ¡ Ï���� � �F��Ëb� ² �  8� ����£�� ¡µ ��� ��ÊhÐf�B� � � � ��Êh´³���W���f�~� � £ � � § �³Ë � ��£��p�f�

E(T 2
c )

(E(Tc))
2 ≤ (≥) 2,

®�� � � § �Y� ��� � ���B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð ±��f  �³Ï § £·����� ��� � Í ��� � ��� � ´³� �³Ë   � � £ �f� ´H��£·Ë  
θ, λ, µ ro� �¢ �� ����������® ¡ ����� � �b���  

Σ(u)
Êh£��B� § ¸��H� � �  �� ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �b��� �µ�³Ï��f�b���  �� £·���f���B� � �

ψ(u), ψ1(u)
±

ψ2(u)  �   �����f�Y´³����� � �y��Ëb�¢�ª� � � �f  � � �ª����� � �����������Y��Ð   � � ÐfÓp�Î�³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� �h��H���Y�H��� ��� � �¢� � £ §f� �H��£��
β
� Í ��� Í ��Ëb��®   Ëb£ ¡ ¸���� � ���¶��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �Ö� ����Ð�� � � � �

ψ(u) =
1

1 + θ
e−Ru, R =

θβ

1 + θ
.

õF®-
 û±øÚ÷��äý ��û øÒû��P²I�æþ�÷ Σ(u) ≤ (≥)1
øÒû���øÚ÷ � �Òû � øÒû Λ(u) ≤ (≥)0 �
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�¢� Í
Lin
� � �

Willmot
ßt©�«f«f« à ß � � £ §f² �B� ® ��� "� ¬ à ´³Êh��� � � Í ���h�Ö��£·¤w���W£������W�B���¶Êh£ Íf  ���¶Êh£��³��Ñ����� ¡ � � ²�¡   �H� � � � � Í ���   � � £ � � § �³Ë;��Êh´³���

ψ1(u) =
1 + θ + β u

λ β2 θ (1 + θ)2 e
−Ru

� � ��� ² �³Ð����³£��¶£������¶�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �ª� ¡  �� � ¡ ��� � �

ψ2(u) =
2 (1 + θ)3 + 2 β (1 + θ) (1 + 2 θ) u+ β2 θ u2

λ2 β4 (θ + θ2)3 e−
β θ u
1+θ .

�w��� � ´   Ëb�Î´³Êh��� � � Í ���
E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 =

ψ2(u)ψ(u)

2ψ1(u)ψ1(u)
=

2 (1 + θ)3 + 2 β (1 + θ) (1 + 2 θ) u+ β2 θ u2

2 θ (1 + θ + β u)2 .

� �°¸����B��Ð � �   �°� ¡  �� �  ��¶² � �³£��³�   �f����� � �¢� Í ����� ��ÊhÐf���  Ö�f  � � Í �������³�~���f� � ��£��p�f�
E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 =

ψ2(u)ψ(u)

2ψ1(u)ψ1(u)
≤ (≥)1.

ß "� "� © à
� �   �H��¤b�3� � ��£�´H���B�  ��_� �H���H���f����� � �W®�� � ����� �³�°��� � ´³�Ò�³Ë   � � £ �f� ´H��£·Ë  

θ
±
β
� � �

u
� ��ÊhÐf�B�"�

� � £ � � § �³Ë �f  � � Í ����� �
2 (1 + θ)3 + 2 β (1 + θ) (1 + 2 θ) u+ β2 θ u2

2 θ (1 + θ + β u)2 ≤ (≥)1.
ß "� "� 	 à

� �f �¡ �mËb��� � �����¶� ¡  �� �p� ��� ² Ð  ��f� � � �¢���  

2 (1 + θ)3 + 2 β (1 + θ) (1 + 2 θ) u+ β2 θ u2 ≤ (≥)2 θ (1 + θ)2 + 2 θ β2 u2.+ 4θ(1 + θ)βu

� �H��� � § � � ´³Êh��� � � Í ���

θβ2u2 − 2(1 + θ)βu− 2(1 + θ)2 > 0(< 0).

� �Ò��£�� ¤   � � �°´³Êh�B� ² � � ��£ ¡   ���f� �

∆ = (2(1 + θ)β)2 + 4θβ22(1 + θ)2 = 4β22(1 + θ)2 (1 + 2θ) > 0

� � ���H��� � ´   Ëb����£�����Ð����B���   ���p�³Ï��f��£ ¡ ¸��³�

©�«f«



0 u2 (> 0)

E(T 2
c ) − 2 (E(Tc))

2 Ñ ó
FTc

/∈ NBUE /∈ NWUE

� ¡  �� � � � "� " � � ¡  �� � � � ��£������ � Ë   ���f� ² � � ��£ ¡   ���f� � ��ßih à � � �f��� § ���HË  ¢� Ï�� ����� �m� ¡ � � �B����Êh£ Íf  ���Êh£��³������� ¡ � �

u1 =
2(1 + θ)β − 2(1 + θ)β

√
1 + 2θ

2θβ2
=

2(1 + θ)β
(
1 −

√
1 + 2θ

)

2θβ2
=

(
1 −

√
1 + 2θ

)

δ(0)β
< 0

� � �

u2 =
2(1 + θ)β + 2(1 + θ)β

√
1 + 2θ

2θβ2
=

2(1 + θ)β
(
1 +

√
1 + 2θ

)

2θβ2
=

(
1 +

√
1 + 2θ

)

δ(0)β
> 0.

�   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � �~���  
Σ(u)
��£������B� � ´   ���  �� ����������® ¡ ����� � �����  ª� �   ���B�  �¡ � ���f�¢� � ´³Êh��� � �

d
(

E(T 2
c )

(E(Tc))
2

)

du
= −

(
β (1 + θ)2 (1 + β u)

θ (1 + θ + β u)3

)
< 0.

� �   �H��¤b�~� � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

E(T 2
c )

2 (E(Tc))
2 ≤ E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 ≤ lim

u→0

E(T 2
c )

2 (E(Tc))
2 ,

� � ���H��� � ´   Ëb�~� � � ��ÊhÐf�B� Í ���
1

2
≤ E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 ≤ 1 +

1

θ
.

�y��Í £�� � ���f� ���  �§ £·���f���f�
Σ(u)
� � �p¤b�

u→ ∞ � � � u→ 0
��£�����Ð����B���   �³Ð������ ��� � Í ���   ��Êh´³���

ß "� "� © à  �×���H���³��� ��¡ � ��Êh´³��� ��� � ² ���f¤   �B�h��Ëb� �f  �³Ï § £·����� �Ö� � Í ���   ��� � �Ö���f�¢� � £ �f� ´H��£����Ö���f��H���Y�H��� ���f��� � � �f  � � �f��� � �m���   �H��� ����®m�3���f�~� � £ �f� ´H��£����
θ
�W����� Í ����� �

E(T 2
c )

2 (E(Tc))
2

� ¡  �� �Y�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f���¶Ëb�Î��£����
u
� � �Y���   �H��¤b�Î���Y��� � ´³�����f��� � ��� ����¡   �   � � � � �H� � Ï�Ð

1/2� � �
1 + 1/θ  �w��� � ´   Ëb� � �~�B�Ò� � £ � � §f  ËÔ��Ð   �����Ò��� � ¤   ��� � ���³£ ��¡   ��� � �¢��Ëb�Î�W� � � �f  � � �¶�B���Êh£ Íf  ���¨Êh£��³������� ¡ � � ±

Tc
² �  F�f  �����B�$®�� � � § �Y�Ö��� � �Å�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð

u
��Ð����¶�m���  

©�«�¬



��� ����®m´   �B� �
NBUE

� �f� § ��Ð����y� � �h�m���   ��� ����®m´   �B� �
NWUE "Õ Þ~��Ëb�¢� ¡  �� ����£���� �f  ´³� � � Í �B�  � ¡  �� � � "� " ®�� � ��� � ´³�W�B��� u � �H® � ��Ð����³£��³� � � Í �B� u2

�¨Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � ² �  Ò�f  �����B�$�m���  
NWUE

��� ����®m´   �B� � � � � �f  � � ¤   �   ¤ ®�� � ��� � ´³� � � ��£ Í ���³£��³�Î�B���
u2
² �  ¶�f  �����B�Y�m���  

NBUE � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����Ö�B� � £�Êm� � Í°� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � � ² ´  Î� � Í ��� ����Êh´³���B� �Wß "� "� © à � � �$ß "� "� 	 à��£�����Ð������B� Í ���
E(T 2

c )

2 (E(Tc))
2 =

ψ2(0)ψ(0)

2ψ1(0)ψ1(0)
=

2 (1 + θ)3

2 θ (1 + θ))2 =
1 + θ

θ
> 1.

ß "� "� � à

�«F�«°¯ ��ÁI�l´�Çw¼���Á�¶(ÇµÅÆÇ��«¸ºÀl¼ ÅÆÀµ»!Åw·uHl¾�¶F»½¼�J�ÃwÁ�Àl´�¾! w¼ ¾�Â" üJ�¶(´R» Å¦Ãü�w¶»¥
ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! 

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����Ò� �°� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���]�F���  �§ £·���f���
Λ(u)
² �  3� ����£�� ¡] ��F² � � ���f£�� ¡ �m� � Ñ

�Y�³£ Í ��£ Í ��� � �W®�� �ÖÍ ���³�¥��� �¥�Y�H��� ��´³�¥��� � ´³�¥�B��� � £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð ± ���   �H��¤b� � � ��� § £�Êh���  
² � �f² ��Êm� � §3² � � �m��� ��� � � �m� � ����� ¡ � �ÒÊh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � � ² �   � �W�f  �����B� ² � �f² ��Êm� � § �m��� � � �Ö� � Ñ
£ �f� �H��£�� ��´³�3��� ����®m´   �B� �³�°� � � �f  � � ¤  

NBUE
� � �

NWUE  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���Å�����Å�B� � £�Êm� � Í� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � � � ² ´  �± ®m�   � ���³Ðf��� � �Ö�B� � ������´H���³� ��� ����� ² � ¡ Ï �f� �Ö®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���>�����
� � ÐfÓp�Ö�³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË   ��£���´³£�Êh�   � � � � � Í ���   �H���Y�H��� ���Ö� � � �f  � � � ± � � �m���   �H��¤b�¢�3Êh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � ² �  ª�f  �����B�h�m���   ��� § ���

NBUE wÕ �~£ �W� � � § ���ª���W��Êh´³���Fß "� "� ¬ à ����´H����� � � Í ���h�� � � �f  � � �°�B���>Êh£ Íf  ���>Êh£��³������� ¡ � � ² �  3� ����£�� ¡] �� � ¡  �� �
NBUE

ß|Ëb�m� Í ��� � ��� ÍÅ² �   �³Ï � ��� � Ñ
� ¡ ¸��B� Í ��� �f  �����B�"�m���   ��� ����®m´   �B� �

NWUE à  Þ�� ��£��B� �°�H� Í�� �   �³�F�¢£���� § ���B� � ��� � ²�¡   ���   ���  ��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
Σ(u)
�m�B� � � ² ´   � � ���m�B� § ���B� £�� 

J��+*mü�ó�ñ�5G-FB -FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØN+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì θ < 1 ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
Σ(0) =

ψ2(0)ψ(0)

2ψ1(0)ψ1(0)
≥ 1.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   ���  ¨�f ��f² £�� � � ��� �f ��f  �HËw��� ���ã�³Ï ¡ �mËb���8�����<� � �f  ������� � ¡ � k £������É�B���ÉÊh£ Íf  ���Êh£��³������� ¡ � �°ß ����´H���~��Êh´³���>ß 	� ¬  © à à �Y´³����� � � u = 0
� � ´³Êh��� � � Í ���

ψk(0) =
k

c

∫ ∞

0

ψk−1(x)dx.

©�«�©



�¢� Í ���   ��£�����®m��Ð � �   �3��Êh´³���¶�
Σ(0)
� �f� � §f  �B�����   �³Ï��f� � ��£��p�

Σ(0) =

(
2
c

∫∞
0
ψ1(x)dx

)
ψ(u)

2
(

1
c

∫∞
0
ψ(x)dx

) (
1
c

∫∞
0
ψ(x)dx

) .

Õ Þ � Ëb� � � Í Dickson
� � �

Waters
ßt©�«f«�© à ß ��Êh´³���B� ��©  ¬�� � �p©  © �f  � ¡ �m�B��� Ê � à ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

E(L) =

∫ ∞

0

ψ(x)dx =
µ2

2µθ

� � �
1

2λµθ
E(L2) =

∫ ∞

0

ψ1(x)dx =
µ3

3µθ
+

µ2
2

2θ2µ2
.

�~��� Í ����� ��� ���  �² � � �p´³£��B�  ��¶² � ¡ Ï���� � ��� ¡  �� � Í ���
Σ(0) ≥ 1

�3� ��� ² Ð  ��f���3Í ���

ψ2(0)ψ(0) − 2ψ1(0)ψ1(0) ≥ 0.

� �   �H��¤b� �f  Êh£��f�p� � ������� �f����� � � ��� � ² �f�¥��£�����®m��Ð � �   �³�b�H���p£ § ���B� �"�³Ë   ∫∞
0
ψ(x)dx

� � � ∫∞
0
ψ1(x)dx

±
� � ´³Êh��� � �

ψ2(0)ψ(0) − 2ψ1(0)ψ1(0) =
2

c

(
E(L2)

2λµθ(1 + θ)
− (E(L))2

c

)
.

� � ���H���B� ² �
c = (1 + θ)λµ

���   �H� § ®m�H� � � Í ���

ψ2(0)ψ(0) − 2ψ1(0)ψ1(0) =
2

cλµ(1 + θ)

(
E(L2)

2θ
− (E(L))2

)

=
2

cλµ(1 + θ)

(
µ3

6µθ2
+

µ2
2

4θ3µ2
−
(
µ2

2µθ

)2
)

=
2

cλµ(1 + θ)

(
µ3

6µθ2
+

µ2
2

4θ2µ2

(
1

θ
− 1

))

� � �����   �H��¤b���H���B� ² �3´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���
θ < 1

��� � ���³£ ��¡   ��� � � Í ���

ψ2(0)ψ(0) − 2ψ1(0)ψ1(0) ≥ 1

�3� ��� ² Ð  ��f���3Í ���
Σ(0) ≥ 1.

J��+*mü�ó�ñ�5 -FB -FB � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ,+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì &�Ï�Î�Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×,Ö±å Ì
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Û ÐË&�Ð í ê Ì Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ñ åVÓ+Ðæå Ì Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØæñ�ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

Σ(u) =
1

2
.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ¬  ¬��B���3Ì��³� � � ��¡ ��� � ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

ψk(u) ∼ Ckuke−Ru, u→ ∞.

Í ����� � � Ck ��� � ����� ¡ ¸���� � �b��� � �m� � �Y�³£�´³�b����� ²�¡   �   � � � �f ��f² £�� � � � §�� � Í ���   ��Êh´³���Wß �� ¬  	 à ]Õ �~£ �

lim
u→∞

Σ(u) = lim
u→∞

ψ2(u)ψ(u)

ψ1(u)ψ1(u)
= lim

u→∞

C2u
2e−RuC0e

−Ru

2C1ue−RuC1ue−Ru
= lim

u→∞

C2C0

2C1C1

= lim
u→∞

(µ̃Rc)−2C2
0

2 (µ̃Rc)−1C0)
2 =

1

2
.

� ��� �ã�¢£���� § ���B� � "� "� ¬ã� � � "� "� © � �H���H���f� �f� �¨���   ��� � ���³£�� �p��£ § ���f�É���  �§ £·���f���f� Σ(u)
®�� �

� £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í
u = 0

� � �m®�� �
u→ ∞  � � £ � ���f£���Ð � � Í ���

ψ2(0)ψ(0)

2ψ1(0)ψ1(0)
≥ 1

� � �m� � ��� Í Êh£��  ��3Í ���p� ��ÊhÐf�B�m®�� �3� �H® § ���³�~��� � ´³���B��� � ���f�Y� ��� ��� ����Ð Í ���
ψ2(u)ψ(u)

2ψ1(u)ψ1(0)
≤ 1.

� ���Å���   ´³Êh�B� � � �Å� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���o�Å���  �§ £·���f���
Λ(u)
� ����£�� ¡o �� ®m£ � ����� ¡ � �f °² � � �p��£ §¨² Ðf�

©�« �



�m�i�   ���f�m¤   ���  �� £·���f���HË   �����¶�H��� ����´³�   ��� ¡   ���   �m�B� � � ² ´   
Λ(u) = ψ2(u)ψ(u) − 2ψ1(u)ψ1(u)

=
2ψ(u)

λµθ

(∫ u

0

ψ1(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ1(x)dx− ψ(u)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx

)

− 2

(λµθ)2

(∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx− ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

)2

=
2ψ(u)

λµθ

(∫ u

0

ψ1(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ1(x)dx

)

+
4

(λµθ)2

(∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx

)
ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(x)dx

− 2ψ(u)

λµθ
ψ(u)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx

− 2

(λµθ)2

((∫ u

0

ψ(u− x)ψ(x)dx +

∫ ∞

u

ψ(x)dx

)2

− ψ2(u)

(∫ ∞

0

ψ(x)dx

)2
)
.

ß "� "��� à

� �f� � §f  �   � � �¢��� Í ÓY�  ���� � Í ���h�ª��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � ��� ¡  �� �h�m� ¡   ���f� � ���  �§ £·���f�����B��� u � � ���Ëb�°�8���  �§ £·���f��� ∫ u
0
ψk(u − x)ψ(x)dx +

∫∞
u
ψk(x)dx

� ¡  �� �"�m� ¡   ���f� � ®�� � � § �Y�
k
� � � ®�� �

� § �Y�
u
� � � ��� � ���¶� � £ § ®hËw®m�������f��� ����Ð�� � � � �

∫ u

0

ψk(x)ψ
′
(u− x)dx− ψk(u)δ(0) < 0,

���   �H� § ®m�H� � � §f� �³� � Ê Í ��� �¨���  �§ £·���f���
Λ(u)
®m£ § �p�H� � �o� �f F² � � �p��£ §¨² �f�É�m�i�   ���f�m¤   ���  �� £BÑ

���f���HË   �����F�H��� ����´³�   ��� ¡   ���   �m�B� � � ² ´   ß
ψk(u) → 0, u → ∞, ∀k ≥ 0 à  �w��� � ´   Ëb� ± �m���  ���³£ ¡ ���³Ëb���¢�����

θ < 1
�m���f£�� ¸ Í�� �   �����m�B��®m�H®m�  �Í � Í ���

Λ(0) > 0
±
Λ(∞) < 0

� � � Í �����
Λ(u)
� ¡  �� �

� � � ���   �³Êh�f�~���  �§ £·���f���Î����� ²�¡   �H� � �m� �f �² � � �p��£ §¶² Ðf�3���  �� £·���f���HË   �����¶� ¡  �� �h�m� ¡   ���f���³�¢� � �
��� ¡   ���   �m�B� � � ² ´   ��� � ���³£ ��¡   ��� � � Í ��� ±�² �  �� ����£�� ¡ �

Λ(u)
 ��ª² � � ���f£�� ¡ �B� ¡ ² � �W��£ Í ��� � �W��� Í ���

�B�Å� § � ��� �³Ë   �Y�H��� ��¤   ��� � ¤   ����� � ����£�� ¡i �� � § £��B�i�B� � £�Êm� � Í¨� ���f�Y� ��� ��� � Í  �~��� Í ��� ����¡   �B�Í ���]��� § £�Êh�B�Y�B����� § Êm� �m�B�  Ò� � � ��� � �°®�� � �B� � £�Êm� � Í¨� ���f�Y� ��� ��� � Í �����>Ê�Ëb£ ¡ ¸��B�i�B�>�Y�H��� � Í � � � § Ñ
Ï��  ��  � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���������Î��� § £�Êh�B� ��Íf  �Ö´  �� ��� � � ¡ � ± v∗ ± �  �� �f� � ®m�f�ä�B������£������ � �������f� Λ(u)� � � ² � ² � � ´   ��� Í ���

Λ(0) > 0
± � Í ����®�� � ���   � � � �f  � � �Ò�B���ÒÊh£ Íf  ���°Êh£��³������� ¡ � �

FTc

� � � ��ÊhÐf�B�
Í ��� ± ®�� �

u ∈ (0, v∗)
±
FTc

/∈ NBUE
� � �$®�� �

u ∈ (v∗,∞) FTc
/∈ NBUE ÒÕ Þ � ��� � � � �o�m���  ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����3��� § £�Êh���   ���³£�� ��� Í ���³£ � �B���3�  �Í ����� � � ¡ �¶� £�Êm� ����Ð � ���f�Y� ��� ��� ����Ð¶����� � �f� § ¸��B�

Ì�ý+÷ û�� � � û � ù0úÒû±øÒýÿþ�Òù�� � û�� � ú���
 û±øÚ÷ û Ð�
 û � úÒù��P²���
 û±øÚ÷ û Ð�
 û � úÒù0ø¦ù0úÒû±üÒýÿþ��Òù�� �
©�« �



�B�ª��£ Í ��� � �Ö���f�
Λ(u)
���   �H� § ®m�H� � � Í ���f� � ��� § £�Êh���   � � ��� � § £�� � � �³� ² � �f² ��Êm� ��´³�¢�  �� �f� � ®m´³�ä���f�

��� § ���f�µ� � � �f  � � ¤   �m��� � ����� ¡ �³� ² �  ¥�f  �����B�f�ÎÊh£ Íf  ���äÊh£��³������� ¡ � �  � ´H�����ä�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���~������B� � £�Êm� � ÍÒ� ���f�Y� ��� ��� � Í � ¡  �� � ¡ ��� � � �B� � � ² ´  �± ���   �H� § ®m�H� � � � � Í �¢£ Í � � ��� "� "� ¬ Í ��� Λ(0) > 0� � ���H��� � ´   Ëb���¶� � � �f  � � �W�B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � ² �  Ö�f  �����B���m���   ��� § ���
NBUE 

� ���   ��£ Í � � ��������� � �����������Y� ¡ ���³£�� ®m£ § �p�H� � ���Î��� � ���³£�� �p��£ § ���f�¥���  �§ £·���f���f�
Σ(u)
®�� �

u = 0 
J��+*mü�ó�ñ�5)-FB -FB �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ$+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Ï Ó�î è ÐÒÏIß�ÖÚÏ ψ′

2(0) ≤ (≥)0 Î Ì
ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì µ2

2µ2θ
≥ (≤)Σ(0).

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § ����������® ¡ ¸���� � �����   Σ(0)

Σ(0) =
ψ2(0)ψ(0)

2ψ1(0)ψ1(0)
=

2
λµθ

δ(0)ψ(0)
∫∞
0
ψ1(x)dx

2
(λµθ)2

δ(0)2
(∫∞

0
ψ(x)dx

)2 =
λµ
∫∞
0
ψ1(x)dx(∫∞

0
ψ(x)dx

)2
ß "� "� " à

�¢� Í ���   ��Êh´³���Öß "� ¬  © à ����� ��� � ²�¡   �B�����   ��£·¤w���¢� � £ § ®hËw®m���B���~Êh£ Íf  ����Êh£��³������� ¡ � �ä®�� � k = 2� ��ÊhÐf�B� Í ���

ψ
′

2(u) =
2

λµθ

(∫ u

0

ψ1(x)ψ
′
(u− x)dx− ψ1(0)δ(0) − ψ

′
(u)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx

)

� � �h�Y´H�B�   � � �
u = 0

ψ
′

2(0) =
2

λµθ

(
−ψ1(0)δ(0) − ψ

′
(0)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx

)
.

�   ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
ψ

′

2(0) ≤ (≥)0
� Í ��� � � Í ���   ��£�����®m��Ð � �   �3��Êh´³���ª� � ´³Êh��� � � Í ���

−ψ1(0)δ(0) − ψ
′
(0)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx ≤ (≥)0.

� �������   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � � ��� �y��Êh´³���B� ��ß "� �h ¬ 	 à � � ��ß 	� ¬  	 à  � ��®h���H��£�� � ´  �� � ���f  ��� Ñ� � � � �m���f����� � �
ψ

′
(0) = −λ

c
δ(0)
� � �

ψ1(0) = (1/λµθ) δ(0)
∫∞
0
ψ(x)dx

± �m���   ��£�����®m��Ð � �   �
��Êh´³���¶�H��� � ´   Ëb�~� � ´³Êh��� � � Í ���

λ

c

∫ ∞

0

ψ1(x)dx ≤ (≥)
1

λµθ
δ(0)

∫ ∞

0

ψ1(x)dx

�3� ��� ² Ð  ��f���
∫ ∞

0

ψ1(x)dx ≤ (≥)
1

λ

∫ ∞

0

ψ(x)dx.
ß "� "��� à

©�« "



Õ �~£ �3� � Í ���   ��Êh´³���>ß "� "� " à � � ´³Êh��� � � Í ���

Σ(0) =
λµ
∫∞
0
ψ1(x)dx

µ2

2µθ

∫∞
0
ψ(x)dx

≤ (≥)
2µ2θ

µ2

�B�°����� ¡ �>�����������f£·¤   �B�����  ª� � Í�² �B� Ï�� 
J�*F�hðòñ�:$ó -FB -FB ÷IB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ�+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì ñÆÎ Ì ψ′

j(0) ≥ 0, j = 1, 2

ÖÚß�Ö�Ð Σ(0) ≥ 1.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í ���   �¢£ Í � � ��� "� 	� ©Ö� � �m���   �¢£ Í � � ��� "� "� 	 � � ´³Êh��� � � Í ���

1 ≤ µ2

2µ2θ
≤ Σ(0).

©�« �
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W æ���ZY\ î è#] þ

� {ÚÂ ìÿ}^Xqe X�è+d } ì'æx\^�xX�n Xqe í ç[]~} � í X�]ÃÂ
éëç�ê í[]ÃÂ éëç�æ�]^d�]~}=z�î b

� �B�Ò���³� § � � � � � ��� Í � �W� �H���H���f����� � �¥���  Î� ��� � ���³Ëw��� ���W��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   �B���3Êh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � ±

ψk(u)
± ®�� � ���   �H�f���B� ����� ��� ���°���fÊ ��¡ �°� �H� � ���������

T  � �¨���³� § � � � �¨Ê�Ëb£ ¡ ¸��H� � �]���² �f�Å�  �Í �������³� ± �H�¨�³Ë   ����� ¡ Ë   � � � �F� �p��£ § �B�>��� � �p� � Í¨� �   ��´H��� ß ����´H���Î�  �Í ����� � ©  © à � � �]�² �³Ð����³£�� �B�¥®m�   � ���³� � ´   �~��� � �p� � Í~� �   ��´H���¥����� ���³£�� � �f� � §f  �B��� � � ² � § Êh�f���Îß ����´H���"�  �Í ����� � ©  	 à 

 �f�p� � § � �Ò� �������H��´³� ��� � � �����3� �Ò² ¤b����� � � � ����£���Ð  ¶ �� ®m�   � ���³���B��Ð   � � �p®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb������f�3� �f  �   � ���f�Éß

proper à ���fÊ ��¡ � � � �H� � ���������f� ± Tc  � � �â�Y� ² ������® ¡ � ��� � �����Å���   ���³£ ¡ ���³Ëb���� ¡  �� � Í�� ��� �@� �Å���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� �³Ë   �p£ � ® ��§ �³Ë   � � � �m���f£ ¡ ¸��H� � �ä�m�B�@®m�H®m�  �Í � Í ���ä� ®   ¤b���
���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�3��� � ���³£�� �p��£ § �3�³Ë   £�����¤   �B���_Êh£ Íf  ���_Êh£��³������� ¡ � �°� � � ���f�¶��� � �f �Í ����� � �
Êh£��³������� ¡ � � � � � � �¢� ����� ² � ��¡ £��³��� ±f��� � ²�¡   �B�����   � ��� � ���³Ëw��� ���¥��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   ®�� � ���  
Tc  �¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � � Í ���p��� Í ���¶���   ´H��� � ���W�B���¶���³� � � ��¡ ���¶� � �Y�HËb£���Ð � �¢��Ëb��� k £���������f�ª� � � �f  � � �f�ª�����F´³Êh���   � � ÐfÓp�Ò�³Ë  3� ����¸�� � � ¤b���HË   � ¡  �� �Y���H���³£ � � � ´   �  ����� Í �Y�³��� � �������Ð � ��Ë  ��ª� � �B� � ������´H���³� ��� �³Ë  

Delbaen
ß ¬��#�f« à ßtÈ��H¤b£�� ��� 	� ¬  © à ± Pitts

� � �
Politis

ßt©�«f« � àß �¢£ Í � � ��� 	� ¬  ¬ à � � �]���   �¢£ Í � � ��� 	� ¬ �� ®�� � �B�¨®m�   � ���³� � ´   �¨��� � �p� � Í_� �   ��´H��� � � ² � § Êh�f��� ±��� ���³Ï � ��� � � ¡ ¸��B�����¢� § �Y�~���³£ ¡ ���³Ëb��� Í �����
ψk+1(u)

� ¡  �� �m���H���³£ � � � ´   �W� � �p¤b���H� ¡ ���f��� � � Í ���
�
ψk−1(u), k ≥ 1

� ¡  �� �������������f£·¤b�p� � � 

©�«#�



� ��� �c�[Z/9]\ ¡Æ�q¡!�£¢ ���[Z/9]\L u6!��vM_O6.8^¡!; ¥
ψk(u)

�,¡S_§¢O< �Q�=�£¢^É
9O_���¡�¤`<,_ ¡!; ¥~ï  w��6BA±�Q¥.# � �.¼$>����ª�

�Á� � £���Ðf� � �  �Í ����� �ÖÍ ��Ëb� ² ���f¤   �B��� � �h�W� ¡ �·�����¢���f� ± � ¡  �� � � �Y� �³£·Ë � ´   �Ö�m��� � �H��´H���Î���f� � ��� � Ñ
���³Ëw��� ���f�¶��� � ���³£�� �p��£ § �W�³Ë   £�����¤   �B���ÅÊh£ Íf  ���ÅÊh£��³������� ¡ � �Ò�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���F�����¨Êh£��f�p� � ��Ñ
����� ��Ð � �ª�B�>��� � �p� � Í¨� �   ��´H���  �y�F� �������H��´³� ��� � � �����Ò� � � � £ � �Y´³����� � �ÎÊ�Ëb£ ¡ ¸��   � � �]������£��B� �� � ����®m��£ ¡ �³�  �~£�Êm� � § � �ª� ��Êh�������Y��Ð � � � � ���  �� ��� � ���³Ëw��� ���Î��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ψk(u) �m���   ��� Ñ£ ¡ ���³Ëb���ª�����Ö�ª��Ðf���Î���f�¢�³Ï ¡ �mËb���f�Ößt©  ©  © " à ± R ± � ¡  �� �����H���³£ � � � ´   � ±�² ��� �f² �Î� �Ö� �������H��´³� ��� � �� �ª� �p��£���Ð   ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���ª�����ª� � ÐfÓp���³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË  ��f  �������   �m��� �¢�H� � �p£�� ´³�¥���f£�´³�  �² �³Ð����³£��~� � ����®m��£ ¡ �Î� �������H���³� ��§ �³Ë   ��£��10����f�Y´H���B�f� � ÐfÓp�~�³Ë  ~� ����¸�� � � ¤b���HË  ¢ ����f  �������   �m��� �
� � £�� ´³�Ö���f£�´³�ª� � �]�H��� � ´   Ëb� ² �   ��� § £�Êh�B�i�Å���   ���H���³�m���f����£���� � £ � ��®m�f�Ö� � �Y��´H�����Ö�m���   ��£ ¡ ���
� � ����®m��£ ¡ � ® ¡   �H� � � � �H��´H�������f� � ��� � ���³Ëw��� ���f� ��� � ���³£�� �p��£ § � ���f�

k
£������f�¥�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���������

� � ÐfÓp�W�³Ë  Ö� ����¸�� � � ¤b���HË  ª�f  �������   �m��� � � �³� ��¡ �³�����f£�´³� ±�² ��� �f² �¶�m���   ��� § ��� S(γ), γ > 0 

 w±¬®±¬ � ¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ão¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHcÂ" w¼
ψk(u)

�VÂAÀl´^³n�mHlÁI��¶F»,Ç ¾¿³I¥
´>Â�¶/·¦¶(¾�Â�Ãw¼��wÁ�Çw¾�ÀlÁ�È«Ç�J�Ãw¼

 � �p� � Í �F�m� Í Êh���F�m���   �  �Í ����� �_� �����_� ¡  �� �w�¨� � £����f� ¡ � ���¨���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f�°��� � ���³£�� �p��£ § �
�³Ë   £�����¤   �B���3Êh£ Íf  ���ÒÊh£��³������� ¡ � � ±iÍ � �f  �B� � �   ��´H���Ò�����ÒÊh£��f�p� � ������� ��Ð � ��� ¡  �� �m�B�°��� � �p� � Í
� � �m®�� � � � ÐfÓp�W�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË  ª� ����£���Ð � �  �� ����������® ¡ ����� � �����H���³£ � � � ´  �� �B�°���   ���H���³�m���
��£���� � £ � ��®m�f� ±

R
ß ����´H���W�  �Í ����� � ©  © �� à  Þ � ��� � ���³Ëw��� � Í �¶��Ð������¶�����>� �Å� ��� ² � ¡ Ï���� � �3�m�B�È��H¤b£�� ��� �� ¬  ¬ ®m�   � ���³Ðf�B���B�  ¢� ��� � ���³Ëw��� � Í ��Ð����Î�³Ë   Cramér

� � �
Lundberg

ß ����´H���~ßt©  © �� © àÚà�����>� ��ÊhÐf�B�Y®�� � ���   ��� � �f �Í ����� � Êh£��³������� ¡ � �  �~£�Êm� � § � �°² � � ������¤b����� � ���B� � � ����� �� ¬  ¬Ö������ ¡  �� � � � � £ ��¡ �����B�3®�� � ���  ª� � Í�² �B� Ï��¶�B���ÒÈ��HËb£�� ��� �B��� �� ¬  ¬ 
f öF:�:$ó D B ÷IB ÷IBlËQÌ!í Ðæå/Õ(×CÓ Ù Ô Û Ð¿Ö�Þ Ì ÍgÎ ÌÚÙ�Ì ÏëÍ+×«' ‖F‖ = 1

) Î Ì Î Ì ÐæålÖÚÏëÍ+× Ðæâ0Ñ ÓCåVÓ(Þ$ñ
Z(u) = z(u) +

∫

[0,u]

Z(u− x)dF (x)
ß �� ¬  ¬ à

ÍgÎ#Ï(Ï Ó�î è ÐÒÏ(ß�ÖÚÏ z(u) ∼ Cua−1 &�Ï�Î u → ∞ ÍgÎ#Ï a ≥ 0
ðNe ß�Ö�Ð�Þ Z(u) ÏëÍgÎ ÌÚÙ#ì4Ù Ï�ÐÒÑ�Ö Ù�Ì ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å

Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍgß8Ö èCì4Ù
Z(u) ∼ C

ua

aµ
, u→ ∞,

©�¬·«



ß ì4Ù Ô µ =
∫∞
0
xdF (x) Þ Û�à Ó(Þ�ÖÚÏ Û ×LÖ�ÞCØ F ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Feller
ß ¬�� � ¬ à ± Õ �~�m���f��� " ± ���H� ¡ ²�� 	#�#"�

� û����$5F:$ó D B ÷IB ÷IB q Ï�Î�Ö�Þ Ì k ÖÚÝ�â#ÞCØ(Õ Ù#ì ×CØwÖ Ù ÔEî>Õ/ß ÌÚÙ ÔEî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#ØS& è ÕIå�Î ì ßÆÖ ÙµÛ Þ Ü4à�Ì ñ ψk(u) ñ
Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Ck Ö à Ö Ù Ï�ÎQêVÓ(Ö�Ð Ì ÎQÏ Ó�î è ÐÒÏ-¿

ψk(u) ∼ Cku
ke−Ru, u→ ∞, k = 0, 1, 2, 3...,

ß �� ¬  © à
ß ì4Ù Ô R Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØwÍgÎ#Ï Ck Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø ì4Ù Ô!Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï�Î ì ß�Ö Ù�Ì Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgß
Ö èCì4Ù

Ck =
Ck−1

Rcµ̂
=

C0

(Rcµ̂)k
, k = 1, 2, 3...

ß �� ¬  	 à
Û Ð µ̂ = φ

µ

∫∞
0
xeRxdFe(x) ÍgÎ#Ï C0 = C ÐÒÑ Ì Î#Ï®Þ)Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý�Ó(Ö Ù�Ì Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍgß;Ö èCì4Ù Cramér-

Lundberg ' Q á�à�ì Ð�Ó�î à Ó(Þ ßt©  © ��0� à )0ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��W� � ® ¡   �B� � �¢���Î�������Y�B� � ���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�~�H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 0
± � ¡  �� �

®   Ëb�m� ÍÒÍ ������� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §
C0

ß ����´H���Wßt©  © ��0� à à ��´H�B��� � ¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�

ψ0(u) = ψ(u) ∼ C0e
−Ru, u→ ∞.

ß �� ¬  � à
� � � Í�² �B� Ï��3���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f����� � ���³£�� �p��£ § �����f�

ψ1(u)
���³£�� � �f� � §f  �H� � �p�m���W®m�   � � Í ���³£�� � � Ñ

�Y� ² ������® ¡ � ����� � �����������Y� ¡ "Õ �b�m�³Ë Í ���m�W��Êh´³���Fß �� ¬  © à � ��ÊhÐf�B��®�� � k = ν
±m� �

ν = 0, 1, 2, 3, ....

ψν(u) ∼ Cνu
νe−Ru, u→ ∞.

ß �� ¬ �� à
È �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � �m®�� �

k = ν + 1
±�² ��� �f² �Ö� �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ������� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §

Cν+1

��´H�B��� � ¤b�m��� �
ψν+1(u) ∼ Cν+1u

ν+1e−Ru, u→ ∞.
ß �� ¬  " à

�
ψν+1(u)

� � �f  ������� � ¡ ���   �H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���¥�³Ï ¡ �mËb���ªß 	� ¬ �� à  �w��� � ´   Ëb�µ®�� � k = ν+1� � ´³Êh��� � �
ψν+1(u) = fν+1(u) +

1

1 + θ

∫ u

0

ψν+1(u− x)dFe(x),
ß �� ¬ �� à

©�¬f¬



Í �����
fν+1(u) =

ν + 1

c

∫ ∞

u

ψν(x)dx.
ß �� ¬  � à

�¢���f� � ��� � �p� § ¸��   � � �Å���   �³Ï ¡ �mËb���Ôß �� ¬ �� à � � eRu � � ���  É� �H� � ��£�´³Óp��� � � � � Í �H�f���B� ����� ��� ������Î� �f  �   � ��� �f ��f  �HËw��� ���F�³Ï ¡ �mËb���Éß ����´H���Î� � £ § ®m£ � �p�¨©  ©  " à  � ��®h���H��£�� � ´  �� �F�³Ï ¡ �mËb���°�������£�����Ð������B�p� ¡  �� �m�3�³Ï��f�

ψ∗
ν+1(u) = f ∗

ν+1(u) +
1

1 + θ

∫ u

0

ψ∗
ν+1(u− x)dG∗n(x)

ß �� ¬  � à
Í �����

f ∗
ν+1(x) = eRxfν+1(x),

ψ∗
ν+1(x) = eRuψν+1(x)

� � �
dG∗(x) =

1

1 + θ
eRuFe(x).

Õ Þ � Ëb� � � Í ���   ß �� ¬ �� à ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψν(u)

Cνuνe−Ru
= 1,

� � � � �¢���ª�������Y�B� � �B��� � � ����� �B���Ö¬  �h ¬ ± ���   �H� § ®m�H� � � Í ���

lim
u→∞

∫∞
u
ψν(t)dt∫∞

u
Cνtνe−Rtdt

= 1.

Õ �~£ ��±
fν+1(u) ∼

ν + 1

c

∫ ∞

u

Cνt
νe−Rtdt, u→ ∞

� � �m� §f  �   � � ��Êh£��f���W�B��� � � ����� �B��� �� ©  ¬���£�����Ð������B� Í ���

fν+1(u) ∼ Cν
(ν + 1)!

cRν+1
e−Ru

(
ν∑

i=0

Riui

i!

)
.

�¢� Í ���¶�m�B��� Êh�B� ¤ ² � ¦¨� �Y� ��� ��� ���W�  �§ ���f���Ö®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

lim
u→∞

∑ν
i=0

Riui

i!
Rνuν

ν!

= 1,

©�¬�©



�H��� � ´   Ëb�
fν+1(u) ∼ Cν

(ν + 1)!

cRν+1
e−Ru

Rνuν

ν!
= Cν

ν + 1

c

e−Ru

R
uν.

Õ �~£ ��±�� � Í �B� � � ����� �� ¬  ¬Î���   �H� § ®m�H� � � Í ���

ψν+1(u) ∼ Cν
ν + 1

c

e−Ru

R

uν+1

(ν + 1)µ̂
,

�3� ��� ² Ð  ��f���
ψν+1(u) ∼ Cν

uν+1e−Ru

cRµ̂
, u→ ∞,

� �
µ̂ = φ

µ

∫∞
0
xeRxdFe(x) 

� �   �H��¤b� � ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ���

ψν+1(u) ∼ Cν+1u
n+1e−Ru u→ ∞,

Í �����
Ck =

Ck−1

Rcµ̂
=

C0

(Rcµ̂)k
, u→ ∞, k = 1, 2, 3... .

 w±¬®°¯ �o¶/·uj/Â" �Â" w¼Å� ¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ãw¼o¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHl¼�Â" w¼
ψk(u)

¾�ÂAÇ
Åw·¦Àl¾�» Åc�YÈ«Çl´>ÂIj/·¦ÇàJ�»ºÀ �w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! `ÂAÄ@´�£wÀlÁR»ºÉ@´ Ç¦³µÁ�É@´

�~£�Êm� � § � � � ��� ² � ¡ Ï���� � �_� § ����� �³�¨�������Y����� ��´³�_��£���� § ���B� �_� � �ä��� ����� � � ��£������B� � ´   ���  �� � � Ñ
� � ���fÏ���� � � � �Å���É�������Y�B� � ���f�_�H� � ®hËw®�� ���f� � �â� Í�² ��� ± �m�B�;È��H¤b£�� ��� �� ¬  ©<����� � �p��£ § ���  � ��� � ���³Ëw��� ���¶��� � ���³£�� �p��£ § ���f�

ψk(u)
®�� �

k ≥ 1 
f öF:�:$ó D B ÷IB � B.# % Ó(Ö±å Fe Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×�Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø�Ö±å Ì Ô � ê Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ñ åVÓ(ÞCØ!Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù dÌ Ö à�á�Ù ð ËQÌ Fe ∈ S ÖÚß�Ö�Ð

lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= 0.
ß �� ¬  ¬·« à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § ®m£ § �p��� � �

lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= lim
u→∞

ψ(u)
(∫∞
u
F (t)dt/

∫∞
u
F (t)dt

)
∫∞
u
ψ(t)dt

(∫∞
u
Fe(t)dt/

∫∞
u
Fe(t)dt

) .

©�¬ 	



�w��� � ´   Ëb�
lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= lim
u→∞

A(u)C(u)

B(u)
,

ß �� ¬  ¬f¬ à
Í �����

A(u) =
ψ(u)∫∞

u
F (t)dt

,

B(u) =

∫∞
u
ψ(t)dt∫∞

u
Fe(t)dt� � �

C(u) =

∫∞
u
F (t)dt∫∞

u
Fe(t)dt

.

Õ �~£ �3� � Í �B� � � ����� ¬  �h ¬�� � �m�B�FÈ��H¤b£�� ��� ©  ©  � � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

A(u) = lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
F (t)dt

=
φ

µ (1 − φ)
,

ß �� ¬  ¬�© à

lim
u→∞

B(u) = lim
u→∞

∫∞
u
ψ(t)dt∫∞

u
Fe(t)dt

=
φ

1 − φ

ß �� ¬  ¬ 	 à
� � �

lim
u→∞

C(u) = lim
u→∞

∫∞
u
F (t)dt∫∞

u
Fe(t)dt

= 0.
ß �� ¬  ¬ � à

� �   �H��¤b�
lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= 0.

J��+*mü�ó�ñ�5 D B ÷IB ÷IBlËQÌ
Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

lim
u→∞

ψ(u)

ψk(u)
= 0, ∀k ≥ 1.

ß �� ¬  ¬ � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï���� � ® ¡   �B� � �ä���~�������Y�B� � ���f� ��� �Y� ��� ��� ���f� �H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 1

��£�´H���B�
 ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���

lim
u→∞

ψ(u)

ψ1(u)
= 0.

�
ψ1(u)

²�¡   �H� � � � � Í �B�   ��Ð����_ß 	� ¬  	 à ®�� � k = 1

ψ1(u) =
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u) +

∫ ∞

u

ψ(t)dt− ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(t)dt

)
.

©�¬ �



h3� � � £·¤   � � � � �
ψ(u)
´³Êh��� � �

ψ1(u)

ψ(u)
=

1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u)

ψ(u)
+

∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u)
−
∫ ∞

0

ψ(t)dt

)
.

�~�p��Ð
Fe ∈ S∗ Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �3���   �¢£ Í � � ���É¬  �h 	 ��£�����Ð������B� Í ��� Fe ∈ S WÕ �~£ �¨� � Í ���  �¢£ Í � � ���3©  ©  ©¶� ��ÊhÐf�B� Í ��� ψ(u) ∈ Sd � � � � �~���Î�������Y�B� � �B��� � � ����� �B��� �� ¬  ©ª� � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψ1(u)

ψ(u)

= lim
u→∞

(
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u)

ψ(u)
+

∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u)
−
∫ ∞

0

ψ(t)dt

))
= ∞.

�w��� � ´   Ëb�
lim
u→∞

ψ(u)

ψ1(u)
= 0.

Õ �b�m�³Ë Í �����Åß �� ¬  ¬ � à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = m
±�² ��� �f² �

lim
u→∞

ψ(u)

ψm(u)
= 0.

ß �� ¬  ¬ " à
È �¶² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � �m®�� �

k = m + 1,
² ��� �f² �

lim
u→∞

ψ(u)

ψm+1(u)
= 0.

�~£�Êm� � § ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψm+1(u)

ψ(u)
= lim

u→∞

(
(ψm ⊗ ψ)(u)

ψ(u)
+

∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u)
− ψ(u)

ψ(u)

∫ ∞

0

ψm(t)dt

)

� � �m� §f  �   � � ����£ § Ï��B� ��� � � § £���� � �

lim
u→∞

ψm+1(u)

ψ(u)
= lim

u→∞

(∫ u
0
ψm(u− x)ψ(x)dx

ψ(u)
+

∫∞
u
ψm(t)dt

ψ(u)
−
∫ ∞

0

ψm(t)dt

)

≥ lim
u→∞

(
ψ(u)

∫ u
0
ψm(x)dx

ψ(u)
+

∫∞
u
ψm(t)dt

ψ(u)
−
∫ ∞

0

ψm(t)dt

)

= lim
u→∞

(∫∞
u
ψm(t)dt

ψ(u)

)
= lim

u→∞

(∫∞
u
ψm(t)dt∫∞

u
ψ(t)dt

∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u)

)
= ∞.

ß �� ¬  ¬ � à
©�¬ �



Õ �~£ � ���   �H� § ®m�H� � �h�B�°¸����B��Ð � �   �

lim
u→∞

ψ(u)

ψm+1(u)
= 0.

� �B�°� Í £�� � ��� ����� � �����������Y� ¡ ®m�   � ���³Ðf��� � �~�B� � ������´H���³� ��� �B��� � � ����� �B��� �� ¬  © 
J�*F�hðòñ�:$ó D B ÷IB ÷IBlËQÌ

Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψk(t)dt

= 0, ∀k ≥ 1.
ß �� ¬  ¬ � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �  �� ��Ðf�   � � ���B�Ò��� § � ��� ���f����Êh´³���f�¶ß �� ¬  ¬ � à ��� ² �f�Ò��� § � ��� � �

lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψk(t)dt

= lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

∫∞
u
ψ(t)dt∫∞

u
ψk(t)dt

� � ��Êh£��f�p� � ������� ¤   � � � �B� � � ����� �� ¬  © ± ���   �¢£ Í � � ���W¬  �h 	 � � �f���   �¢£ Í � � ��� �� ¬  ¬y���   �H� § ®m�H� � �Í ���
lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψk(t)dt

= 0,

�B�°����� ¡ �>� ¡  �� �h�B�°¸����B��Ð � �   � 
� û����$5F:$ó D B ÷IB � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù Ö�ÞCØ]+ÆÐæå/Õ/Ñ�Î#Ø � Ï Ì4Ü4è�Ì å Ì Î Ì Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð ∀k ≥ 1

Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
ψk(u) ∼

k

λµθ

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx, u→ ∞.
ß �� ¬  ¬�� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  Ò� � Í�² �B� Ï��¨Êh£��f�p� � ������� ��Ð � �W� � �$� § ���$�H� � ®hËw®m�  ro� � k = 1
��£�´H���B�  ��Å² � ¡ Ñ

Ï���� � � Í ���
lim
u→∞

ψ1(u)∫∞
u
ψ(t)dt

=
1

λµθ
.

�
ψ1(u)

²�¡   �H� � � � � Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Åß 	� ¬  	 à ®�� � k = 1
±

ψ1(u) =
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u) +

∫ ∞

u

ψ(t)dt− ψ(u)

∫ ∞

0

ψ(t)dt

)
.

h3� � � £·¤   � � � � � ∫∞
u
ψ(t)dt

´³Êh��� � �
ψ1(u)∫∞

u
ψ(t)dt

=
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u)∫∞
u
ψ(t)dt

+

∫∞
u
ψ(t)dt∫∞

u
ψ(t)dt

− ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

∫ ∞

0

ψ(t)dt

)
.

©�¬ "



�   � § £���� � �¢�B� Í £�� �°� � �p¤b���B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £��°´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψ1(u)∫∞
u
ψ(t)dt

= lim
u→∞

(
1

λµθ

(
(ψ ⊗ ψ) (u)

ψ(u)

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

+ 1 − ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

∫ ∞

0

ψ(t)dt

))
.

�w��� � ´   Ëb� ± Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �����   �¢£ Í � � ���F¬  �h 	 � � �m�B� � � ����� �� ¬  © ± � ��¡ £   ��� � � Í ���

lim
u→∞

ψ1(u)∫∞
u
ψ(t)dt

=
1

λµθ
.

Õ �b�m�³Ë Í �����¶��Êh´³���>ß �� ¬  ¬�� à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = m
±

ψm(u) ∼ m

λµθ

∫ ∞

u

ψm−1(x)dx.
ß �� ¬  ©�« à

È �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � ��®�� �
k = m+ 1

±�² ��� �f² �

ψm+1(u) ∼
m + 1

λµθ

∫ ∞

u

ψm(x)dx.

 £��f�p� � ������� ¤   � � � ���   �³Ï ¡ �mËb���3ß 	� ¬  	 à ®�� � k = m+1
� � � ² � � � £·¤   � � � � � ∫∞

u
ψm(x)dx

´³Êh��� � �
ψm+1(u)∫∞
u
ψm(x)dx

=
m + 1

λµθ

(
(ψm ⊗ ψ) (u)∫∞
u
ψm(x)dx

+

∫∞
u
ψm(x)dx∫∞

u
ψm(x)dx

− ψ(u)∫∞
u
ψm(x)dx

∫ ∞

0

ψm(x)dx

)
.

� ��¡ £   �   � � �F� �8Í £�� � � � �p¤b�°�B� � £�Êm� � Íd� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�w�m�B� § ���B� £�� �m�B�É��£·¤w�B�<� � �b�m�B�
² �³Ð����³£�� � ´H�����~���f�����H���³��� ��¡ � ����Êh´³���f�~��£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

ψm+1(u)∫∞
u
ψm(x)dx

=
m + 1

λµθ
lim
u→∞

(
(ψm ⊗ ψ) (u)∫∞
u
ψm(x)dx

+ 1 − ψ(u)∫∞
u
ψm(x)dx

∫ ∞

0

ψm(x)dx

)
.

�   � § £���� � �����Ò���   ´H��� Ï��3���f�
ψm(u)

ß ��Êh´³���¨ß 	� ¬  	 à ®�� � k = m à � �����   ψ(u)
� � �p��� ² � � � £�´ Ñ

����� � � � � ∫∞
u
ψm(t)dt

� � ��£�����ÐfÓp�B�p�¶�³Ï��f��� � £ § �m� � ���
(ψm ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

=
m

λµθ

(
ψm−1 ⊗ ψ ⊗ ψ)(u)∫∞

u
ψm(t)dt

+
(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞

u
ψm(t)dt

− ψ(u)∫∞
u
ψm(t)dt

∫ ∞

0

ψm−1(t)dt

)
,ß �� ¬  ©�¬ àÍ �����

Ψm(u) =

∫ ∞

u

ψm(t)dt.

©�¬ �



� ��¡ £   �   � � ���B� Í £�� �°� � �p¤b�
u→ ∞ � � ���m� �¶² Ðf� � ´H���W���f����Êh´³���f�Wß �� ¬  ©�¬ à � � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

(ψm ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

=
m

λµθ
lim
u→∞

(
ψm−1 ⊗ ψ ⊗ ψ)(u)∫∞

u
ψm(t)dt

+
(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞

u
ψm(t)dt

− ψ(u)∫∞
u
ψm(t)dt

∫ ∞

0

ψm−1(t)dt

)
.

 £��f�p� � ������� ¤   � � � ���   ��£�����®m��Ð � �   ����Êh´³���¢� � ���B� � � ����� ¬  �h ©¥� � ´³Êh��� � � Í ���f��� § £�Êh�B���Y�H��� ����m� � �Y�³£ §
M
��´H�B��� � ¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B� Í ��� ∀ ε > 0

lim
u→∞

(ψm ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

≤ m

λµθ

(
M lim

u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

+ lim
u→∞

(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

− lim
u→∞

ψ(u)∫∞
u
ψm(t)dt

∫ ∞

0

ψm−1(t)dt

)
.

Õ �~£ ��± �³� Í ���   �B�Ò���H���³��� ��¡ � Í £�� �>� ����Ð�� � � � � � � ² ´  ª� � Í �B�°� Í £�� � ��� �� ¬  ¬���£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

(ψm ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

≤ m

λµθ

(
Mε lim

u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

+ lim
u→∞

(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

)
.
ß �� ¬  ©f© à

ro� � �B�   ����������®�� � ��Í �B���_¸����B��Ð � �   ���_��£ ¡ ���_� � £ � ���f£���Ð � � � � Í ���   ��£�����®m��Ð � �   �_��Êh´³��� Í ���
Êh£��B� § ¸��H� � �  �� ����������®�� �m�B��Ð   � � �³Ï��f�

•
I = lim

u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt� � �

•
II = lim

u→∞

(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

.

Õ Þ � Ëb��´³Êh��� � �������f�Y´³���B� Í ���p� ��ÊhÐf�B�

lim
u→∞

ψm(u)∫∞
u
ψm−1(x)dx

=
m

λµθ
.

Õ �~£ �

lim
u→∞

ψm(u)∫∞
u
ψm−1(x)dx

= lim
u→∞

m

λµθ

(
(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm−1(x)dx

+

∫∞
u
ψm−1(x)dx∫∞

u
ψm−1(x)dx

− ψ(u)∫∞
u
ψm−1(x)dx

∫ ∞

0

ψm−1(x)dx

)
.

©�¬ �



�w��� � ´   Ëb� §f� �³� � ���   �H� § ®m�H� � � � � Í �B�°� Í £�� � ��� �� ¬  ¬ Í ���

lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm−1(x)dx

= 0.

Õ �bÊh�   � � � � ��� ² � ¡ Ï��B�"���   ��£�����®m��Ð � �   �8��Êh´³���Å� � �"� �f� � §f  �   � � �Ò��� Í ÓY�  >��� �Ò�B� � � ����� �� ¬  ©
� ����£�� ¡ �³Ð������ �3 �� ��£�����ÐfÓp�B�m�B�

I  �¢£ § ® ��� ���

I = lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

= lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψ(t)dt

∫∞
u
ψ(t)dt∫∞

u
ψm(t)dt

= lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u

ψm(u)
= lim

u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψ(t)dt

ψ(u)∫∞
u

m
λµθ

ψm−1(t)dt

=
λµθ

m
lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm−1(t)dt

ψ(u)∫∞
u
ψ(t)dt

ß �� ¬  © 	 à
ro� � �B�

II
� � �³� � £ ��Í ����� � �¢�B�FÈ��H¤b£�� ��� �B���

l’ Hospital

II = lim
u→∞

(Ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

= lim
u→∞

(
(ψm−1 ⊗ ψ)(u)

ψm(u)
− ψ(u)

∫∞
0
ψm(t)dt

ψm(u)

)

= lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)

ψm(u)

= lim
u→∞

(ψm−1 ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm−1

∫∞
u
ψm−1

ψm(u)
= 0 · m

λµθ
= 0.

ß �� ¬  © � à
Õ �~£ �W� � Í ��� �~��Êh´³���B� �Wß �� ¬  © 	 à � � �]ß �� ¬  © � à � � � � �y�����������Y�B� � ���f�¢��Êh´³���f�Öß �� ¬  ©f© à ��£�����Ð������B��B�°¸����B��Ð � �   � ±

lim
u→∞

(ψm ⊗ ψ)(u)∫∞
u
ψm(t)dt

= 0.

� ���   ��£ Í � � ���Ò����� � �����������Y� ¡ � � £����f�p� § ¸��H� � �Y�°��Ð�®h��£�� ���Ò�B���°£���� � ��Ð � ���B�   ����� ¡ �Å��� ¡   ���  
�m�B� � � ² ´  ã² Ðf� ² � �f² ��Êm� ��´³�É£�����´³�_�B��� Êh£ Íf  ���@Êh£��³������� ¡ � �8� � �p¤b�Å�B� � £�Êm� � Í;� ���f�Y� ��� ��� � Í
��� ¡   �B���m�B� § ���B� £�� 
J��+*mü�ó�ñ�5 D B ÷IB � BlËQÌ

Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

ψk−1(u)

ψk(u)
= 0.

ß �� ¬  © � à

©�¬��



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢� Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ¬  ©Ö®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���

ψk(u) ∼
k

λµθ

∫ ∞

u

ψk−1(x)dx, ∀k ≥ 1.

lim
u→∞

ψk−1(u)

ψk(u)
= lim

u→∞

(k − 1)
∫∞
u
ψk−2(u1)du1

k
∫∞
u
ψk−1(u1)du1

= lim
u→∞

(k − 1)(k − 2)
∫∞
u

∫∞
u1
ψk−3(u2)du2du1

k(k − 1)
∫∞
u

∫∞
u1
ψk−2(u2)du2du1

= lim
u→∞

(k − 1)(k − 2)(k − 3)
∫∞
u

∫∞
u1

∫∞
u2
ψk−4(u3)du3du2du1

k(k − 1)(k − 2)
∫∞
u

∫∞
u1

∫∞
u2

∫∞
u3
ψk−3(u3)du3du2du1

.

�   � � £ � ®hËw® ¡ ����� � ���B�  W� £�� � � �����3� � �p�B�   � � £ �f  � ��� �m��� ±p² � �f² ��Êm� � § �B���3��£�����®m��Ð � �   ���Ò��� § Ñ
� ��� �B���¶ß � � Í �B�FÈ��H¤b£�� ��� �B���

l’ Hospital à � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψk−1(u)

ψk(u)

= lim
u→∞

(k − 1)!
∫∞
u

∫∞
u1

∫∞
u2

∫∞
u3
...
∫∞
uk−2

ψ(uk−1)duk−1...du2du1du

k!
∫∞
u

∫∞
u1

∫∞
u2

∫∞
u3
......

∫∞
uk−1

ψ(uk)duk...du2du1du

= lim
u→∞

(k − 1)!ψ(u)

k!
∫∞
u
ψ(t)dt

= 0.

 w±¬®FE �o¶/·uj/Â" Â" w¼@Àl¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ãw¼�¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHl¼;Â" w¼
ψk(u)

¾�ÂAÇvÅw·¦À�¥
¾�» Åc�YÈ«Çl´>ÂIj/·¦ÇYÈ«¶

F ∈ S(γ), γ > 0

���H� Í�� �   �_��£ Í � � ��� � �������H��� ¡ �H��´H��� � ���_�B���ÉÈ��HËb£�� ��� �B���>©  ©  " �m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���_����� m ∈
Sd(γ), γ > 0.

�~���   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ���Y���p��£�� � � � ¡ ®�� � ��� ����� § ���B� �
S(γ)
� � � Sd(γ) ²�¡   �   � � � � � Í�B���f�ÎÞ�£�� � � ��Ðf�W¬  �h � � � �]¬  �h 	 ±m�f  � ¡ �m�B��� Ê � 

J��+*mü�ó�ñ�5 D B ÷IB �FB$# % Ó(Ö±å f, g ÓFÔ Ì Ð îµÐÒÑ Ø!ÍgÎ#Ï Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û ÐÒØ�ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø�Ó(Ö Ù [0,∞) ÍgÎ#Ï h ∈
Sd(γ), γ > 0

Û Ð f(u) ∼ a1h(u) ÍgÎ#Ï g(u) ∼ a2h(u) (a1, a2 ∈ R) , u → ∞ ð�e ß�Ö�ÐQÔ ì Ý±ÕæîµÐÒÏí ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý K∗ Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð
(f ⊗ g) (u) ∼ K∗h(u), u→ ∞,

ß �� ¬  © " à

©f©�«



ß ì4Ù Ô
K∗ = a1

∫ ∞

0

eγxg(x)dx+ a2

∫ ∞

0

eγxf(x)dx.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��É� ¡  �� � Í�� ��� �É� � � �����¨�B���ÉÈ��HËb£�� ��� �B���>©  ¬F�B��� Omey
ß ¬�� �#� à  �¢� Í���   ��� Í �Y�³���Ò´³Êh��� � � Í ���

f(u) ∼ a1h(u)
� � �

g(u) ∼ a2h(u), u → ∞ ±p§ £ � ��� § £�Êh�B�p�m� � �Y�³£ §
M > 0

� � �
u0 > 0

f(u) < Mh(u)
ß �� ¬  © � à

� � �
g(u) < Mh(u),

ß �� ¬  © � à
∀u ≥ u0  ro� � ���   ⊗ Ñ ���   ´H��� Ï�� ² �f�Ò���  �� £·���f���HË   ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�

(f ⊗ g)(u) =

∫ u

0

f(x)g(u− x)dx =

∫ u

0

f(u− x)g(x)dx

� � ���H��� � ´   Ëb��®�� �
u ≥ 2u0

´³Êh��� � �

(f ⊗ g)(u) =

∫ u0

0

f(u− x)g(x)dx+

∫ u−u0

u0

f(u− x)g(x)dx +

∫ u

u−u0

f(u− x)g(x)dx

² � � � £·¤   � � � � �
h(u)
� � ��� ��¡ £   �   � � �~� �ÖÍ £�� � � � �p¤b�¢�B� � £�Êm� � ÍÒ� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�h�m�B� § ���B� £��

´³Êh��� � �

lim
u→∞

(
(f ⊗ g)(u)

h(u)

)

= lim
u→∞

(∫ u0

0
f(u− x)g(x)dx

h(u)
+

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)
+

∫ u
u−u0

f(u− x)g(x)du

h(u)

)
.

ß �� ¬  ©�� à
�~�p��Ð

h ∈ Sd(γ), γ > 0
� � Í �B�   Þ�£�� � ��Í ¬  �h 	 ´³Êh��� � � Í ���

h(u− y) ∼ eγyh(u), u→ ∞, ∀y ∈ R.

Þ ��£·¤w�B��� Í £������B��� ² �³Ï�� ��Ð � ´H�����f�����f����Êh´³���f�¶ß �� ¬  ©�� à � ¡  �� � ¡ ����� � �

lim
u→∞

∫ u0

0
f(u− x)g(x)du

h(u)
= lim

u→∞

∫ u0

0

f(u− x)

h(u− x)

h(u− x)

h(u)
g(x)dx = a1

∫ u0

0

eγxg(x)dx.ß �� ¬  	 « à
Õ Þ � ��� � � � �h�W��£ ¡ �B��� Í £���� � � � � �Ö� �f� � ®m� � �H� � ���������f�Îß��Y´H�B��� � � t = u− x à ����®mÊ §f  �B���B��� ¡ ² � ���

©f©�¬



Êh�B� £�� � � ��Ð � �~�B�   ��£·¤w�B� Í £��

lim
u→∞

∫ u
u−u0

f(u− x)g(x)dx

h(u)
= a2

∫ u0

0

eγxf(x)dx.
ß �� ¬  	 ¬ à

� ´H����� � � �³� ��¡ ��� Í £����ä���f��ß �� ¬  ©�� à ����������® ¡ ¸��H� � ��� �f� � §f  �   � � � ��� Í ÓY�  ¥��� � ±�� � Í ���   ��� Í �Y�³��� ±Í ���
h ∈ Sd(γ)

���   �H� § ®m�H� � � Í ���

lim
u→∞

h(u− y)

h(x)
= eγy, ∀y ∈ R.

�¢� Í ��� ����Êh´³���B� �3ß �� ¬  © � à � � �oß �� ¬  © � à ��£�����Ð������B���¶�H� Í�� �   � �f  � � Í ����� �

lim
u→∞

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)
≤M2 lim

u→∞

∫ u−u0

u0
h(u− x)h(x)dx

h(u)

�3� ��� ² Ð  ��f���

lim
u→∞

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)
≤M2 lim

u→∞

(∫ 0

u0
h(u− x)h(x)dx

h(u)
+

∫ u−u0

0
h(u− x)h(x)dx

h(u)

)
.

Õ �~£ ��±

lim
u→∞

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)

≤ M2 lim
u→∞

(∫ 0

u0
h(u− x)h(x)du

h(u)
+

∫ u−u0

0
h(u− x)h(x)du

h(u)

)

= M2 lim
u→∞

(
−
∫ u0

0
h(u− x)h(x)dx

h(u)
+

∫ u
0
h(u− x)h(x)dx

h(u)
−
∫ u
u−u0

h(u− x)h(x)dx

h(u)

)

� ���¶���   ´³Êh�B� � �Y´H�B��� � �
u− x = t

�m�B�Ò��£ ¡ �B�°�����������f£·Ë ��� �B��� ² �³Ï�� ��Ð � ´H�����f�~� � �h� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)

≤ M2 lim
u→∞

(−
∫ u0

0
h(u− x)h(x)dx

h(u)
+

∫ u
0
h(u− x)h(x)dx

h(u)
−
∫ u0

0
h(t)h(u− t)dt

h(u)

)

≤ M2 lim
u→∞

(
(h⊗ h) (u)

h(u)
− 2

∫ u0

0

h(u− x)h(x)

h(u)
dx

)

= M2

(
2

∫ ∞

0

eγxh(x)dx− 2

∫ u0

0

eγxh(x)dx

)
= 2M2

∫ ∞

u0

h(x)dx.

©f©f©



�   �����f�Y´³����� � � Í ���m�B�
u0

��� ¡   �B���m�B� § ���B� £��Ò� Í ���

0 ≤ lim
u→∞

∫ u−u0

u0
f(u− x)g(x)dx

h(u)
≤ 0.

ß �� ¬  	 © à
�w��� � ´   Ëb� ����Êh´³���¶ß �� ¬  ©�� à � �µ���¥�������Y�B� � �³Ë   ß �� ¬  	 « à ± ß �� ¬  	 ¬ à ± ß �� ¬  	 © à � �f� � §f  �B�����   �³Ï��f�� ��£��p�

(
(f ⊗ g)(u)

h(u)

)
∼
(
a1

∫ ∞

0

eγxg(x)dx+ a2

∫ ∞

0

eγxf(x)dx

)
, u→ ∞,

�B�°����� ¡ �>� ¡  �� �h�B�°¸����B��Ð � �   � 

� � ��� � ���³Ëw��� ���Î��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψk(u)

�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���������
F ∈ S(γ), γ > 0

���³£�� ®m£ § �p�H� � �
�m�B�°�H� Í�� �   �3�Y�H¤b£�� ��� 
� û����$5F:$ó D B ÷IB �FB¦ËQÌ

F ∈ S(γ), γ > 0 ÖÚß�Ö�Ð(&�Ï�ÎLÍgÝ í Ð k ≥ 0 Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏAÓ(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Wk Ö à Ö Ù Ï�Î
êVÓ(Ö�Ð

ψk(u) ∼ WkF (u), u→ ∞,
ß �� ¬  	#	 à

ß ì4Ù Ô]&�Ï�Î k = 0, 1, 2, ...
Ù Ï Wk Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ ã Ù�Ì Ö�Î#Ï(Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgÝ�Î ì ß!Ö Ù�Ì Ö èCì4Ù ¿

Wk = W0

(∫ ∞

0

eγtψk(t)dt−
∫ ∞

0

ψk(t)dt

)
+Wk−1

(∫ ∞

0

eγtψ(t)dt+
1

γµ

)

ÍgÎ#Ï
W0 =

φ(1 − φ)

µγ
(
1 − φm∗

Fe
(γ)
)2 ,

m∗
Fe

(γ) =

∫ ∞

0

eγydFe(y)
Ù¿Û ÐäÖ�Î#Ó�î�Þ Û Î0ÖÚÏ Ó Û ß4Ø Laplace Ö�ÞCØ¿ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ¿Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Øæñ Fe.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   F ∈ S(γ), γ > 0
� Í ��� � � Í ���   �¢£ Í � � ���_¬  �h 	 ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� F ∈ Sd(γ) � � � Í�² �B� Ï��Ö� � ® ¡   �B� � �¢�H� � ®hËw®�� � Í ��£ Í ���  ro� � k = 0

��� § £�Êh�B�m�m� � �Y�³£ §
W0

ß ����´H���~È��H¤b£�� ���
©  © �� à �����3� ¡  �� � ¡ ��� � �

W0 =
φ(1 − φ)

µγ
(
1 − φm∗

Fe
(γ)
)2

¤b�m���
ψ0(u) = ψ(u) ∼ W0F (u), u→ ∞.

ß �� ¬  	�� à
Õ �b�m�³Ë Í ���Y�Ò��Êh´³���¨ß �� ¬  	#	 à � ��ÊhÐf�B�p®�� � k = ν

±Y² ��� �f² �3��� § £�Êh�B�Y�m� � �Y�³£ §
Wν

¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�

©f© 	



�°�H� Í�� �   ��� � ��� � ���³Ëw��� � Í ����Ð������

ψν(u) ∼ WνF (u), u→ ∞.
ß �� ¬  	$� à

È �Å� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� � ��ÊhÐf�B�$� � �$®�� �
k = ν + 1  h¶��� �f² �F� �Å² � ¡ Ï���� � � Í ���o��� § £�Êh�B�o�m� � �Y�³£ §

Wk+1

¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B���°�H� Í�� �   ��� � ��� � ���³Ëw��� � Í ����Ð������

ψν+1(u) ∼ Wν+1F (u), u→ ∞.

�   �m���Î��Êh´³���Òß 	� ¬  	 à �Y´³����� � � k = ν+1
±�² � � � £�´³����� � � � �

F (u)
� � ��� § £���� � �y�B� Í £�� �¶� � �p¤b�

�B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £��3� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψν+1(u)

F (u)
=
ν + 1

λµθ
lim
u→∞

(
(ψν ⊗ ψ) (u)

F (u)
+

∫∞
u
ψν(t)dt

F (u)
− ψ(u)

∫∞
0
ψν(t)dt

F (u)

) ß �� ¬  	#" à
Õ Þ � Ëb� � � Í ���   ß �� ¬  	�� à ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψ(u)
∫∞
0
ψν(t)dt

F (u)
= W0

∫ ∞

0

ψν(t)dt.
ß �� ¬  	$� à

�¢� Í ���¶��Êh´³���Åß �� ¬  	$� à ´³Êh��� � �

lim
u→∞

∫∞
u
ψν(t)dt

F (u)
= lim

u→∞

(∫∞
u
ψν(t)dt∫∞

u
F (t)

∫∞
u
F (t)

F (t)

)
= µWν lim

u→∞

Fe(t)

F (t)
.

�w��� � ´   Ëb� � � Í ���   �¢£ Í � � ���F¬  �h ¬Î´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

∫∞
u
ψν(t)dt

F (u)
= µ

Wν

γµ
=
Wν

γ
.

ß �� ¬  	#� à
� ´H����� � � Í ��� �Î��Êh´³���B� �¶ß �� ¬  	�� à � � �oß �� ¬  	$� à � � �m���   �¢£ Í � � ��� �� ¬  	 ´³Êh��� � �~®�� � u→ ∞ ±

(ψν ⊗ ψ) (u) ∼
(
W0

∫ ∞

0

eγtψν(t)dt+Wν

∫ ∞

0

eγtψ(t)dt

)
F (u).

ß �� ¬  	 � à
� �   �H��¤b� � �W���F�������Y�B� � �³Ë   ��Êh´³���HË   ß �� ¬  	#" à ± ß �� ¬  	$� à ± ß �� ¬  	#� à � � �äß �� ¬  	 � à � ��� ² � ¡ Ï �f� �Í ������� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §

Wν+1

��´H�B��� � ¤b�m���¥® ¡   �H� � �

ψν+1(u) ∼ Wν+1F (u), u→ ∞,

Í �����

Wν+1 = W0

∫ ∞

0

eγtψν(t)dt+Wν

∫ ∞

0

eγtψ(t)dt+
Wν

γ
−W0

∫ ∞

0

ψν(t)dt,

©f© �



�3� ��� ² Ð  ��f���

Wν+1 = W0(

∫ ∞

0

(
eγt − 1

)
ψν(t)dt+Wν

(∫ ∞

0

eγtψ(t)dt+
1

γ

)
.

� ��� �c�[Z/9]\ ¡Æ�q¡!�£¢^8 �B\O_8¡� `< ¤¦�29L�!¡«� �G�±�`¡!��¥�6._]\L¤¦¥ ¡S_�Z·¾«6.É(C
�._�Z ¾«6� u_ ¢^_]\^A±�Q¥ �,¡S_~¢O< �Q�=�£¢^É 9O_���¡�¤`<,_ 9L ÿ¼!��8(¾?Z��?;

� ���   �  �Í ����� �Å� �����F� �Å� ��Êh�������Y��Ð � � � �W���  °� ��� � ���³Ëw��� ���Å��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψk(u) k ≥ 1

±
Í � �f  �B� � �   ��´H���~�����~Êh£��f�p� � ������� ��Ð � �µ��£������B� � ´   ���  �� ��£������ � ��� ¤b����� � �b�B��Ê � £·�B���p��� § ��� � ��� �
� ¡  �� ���B�Î��� � �p� � Íª� �   ��´H�������f� È��HËb£ ¡ � � ÌÎ�  �² Ð   Ë  ¥� � ² � § Êh�f���¶ß ����´H���µ�  �Í ����� � ©  	 à $Õ Þ � ��� ��� ��B�Ò��� � �p� � Í°� �   ��´H���¶� �W� �H���H���f����� � �¥��� �����³£�� ���·¤b���B� �������¶� � ÐfÓp�W�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË   ´³Êh���  
�H� � �p£�� §�± � � £�� § � � � � �³� ��¡ � ���f£ § 

 w°¯w±¬ �o¶/·uj/Â" Â" w¼«� ¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ãw¼)¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHl¼@Â" w¼
ψk(u)

¾�ÂAÇ È«ÇK¥
´>ÂIj/·¦ÇYÈ«¶D�R»kH`��³µ¾! ¦J�»ºÀ��w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! ÂAÄ@´ ¶/·¦À`ª!ÁR»ºÉ@´ªÇ¦³µÁ�É@´

� �B�<È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡ � � £����f�p� § ¸��H� � �"� � ��� � ���³Ëw��� ���¨��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   �B���
Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �ª�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����3��� § £�Êh�B���°���   ���H���³�m���f�¥��£���� � £ � ��®m�f�

Rt 
� û����$5F:$ó D B � B ÷IB q Ï�ÎxÖ�Þ Ì k ÖÚÝ�â#ÞCØQÕ Ù#ì ×CØ?Ö Ù ÔLî>Õ/ß ÌÚÙ ÔLî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#ØM& è ÕIå`Î ì ß=Ö Ù�Û Þ Ü4à�Ì ñ
ψt;k(u) ñ�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Ct;k Ö à Ö Ù Ï�ÎQêVÓ(Ö�Ð Ì ÎQÏ Ó�î è ÐÒÏ

ψt;k(u) ∼ Ct;ku
ke−Rtu, k = 0, 1, 2, 3...

ß �� ©  ¬ à
ß ì4Ù Ô Rt

Ù ÓFÔ Ì Ö�Ð á Ð±Ó(Ö�×CØ ì Õ Ù ÓCÎ±Õ Û�Ù &/×CØB' Q á�à�ì ÐwÓ�î à Ó(Þ ßt©  	� 	 à ) ÍgÎ#Ï Ct;k Ó(Ö�Î í ÐiÕ à Ø ì4Ù Ô�Ô ì4Ù°á�Ù &�Ñ d
ã Ù�Ì Ö�Î#Ï�Î ì ß8Ö Ù�Ì Î Ì Î Ü Õ Ù�Û ÏëÍgßQÖ èCì4Ù

Ct;k =
Ct;k−1

Rcµ̂dif
=

C0

(Rcµ̂dif)
k
, k = 1, 2, 3...

Û Ð µ̂dif = φ
µ

∫∞
0
xeRxd(Fe ∗H2)(x) ÍgÎ#Ï Ct;0 = Ct ' Q á�à�ì Ð�Ó�î à Ó(Þ ßt©  	� " à )0ð

©f© �



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��W� � ® ¡   �B� � �¢���Î�������Y�B� � ���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�~�H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 0
± � ¡  �� �

®   Ëb�m� ÍÒÍ ������� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §
Ct;0 = Ct

��´H�B��� � ¤b�m���Öß ����´H���~��Êh´³���Åßt©  	� " à à ±

ψt;0(u) = ψt(u) ∼ Ct;0e
Ru.

ß �� ©  © à
Õ �b�m�³Ë Í �����¶��Êh´³���>ß �� ©  ¬ à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = ν

±

ψt;ν(u) ∼ Ct;νu
νe−Ru.

ß �� ©  	 à
È �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � �m®�� �

k = ν + 1
±�² ��� �f² �Ö� �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ������� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §

Ct;ν+1

��´H�B��� � ¤b�m��� �
ψt;ν+1(u) ∼ Ct;ν+1u

ν+1e−Ru.
ß �� ©  � à

�
ψt;ν+1(u)

� � �f  ������� � ¡ ���   �H�f���B� ����� ��� ��� �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb���Åß 	� ¬  ¬�� à ®�� � k = ν + 1

ψt;ν+1(u) = ft;ν+1(u) +
1

1 + θ

∫ u

0

ψt;ν+1(u− x)d(Fe ∗H2)(x),
ß �� © �� à

Í �����3�����   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ���

ft;ν+1(u) =
ν + 1

D
e−

c
D
u

∫ u

0

e
c
D
x

∫ ∞

x

ψt;ν(y)dydx =
ν + 1

c
e−

c
D
u

∫ u

0

(
e

c
D
x
)′ ∫ ∞

x

ψt;ν(y)dydx.

Ì §f  �   � � ��Êh£��f���Ö���f� � �â� Í�² ���W���f�������������f£·Ëb���f��� � � § � � £ § ®m�   ���³����£�����Ð������B� Í ���

ft;ν+1(u) =
ν + 1

c
e−

c
D
ue

c
D
u

∫ ∞

u

ψt;ν(y)dy

− ν + 1

c
e−

c
D
u

∫ ∞

0

ψt;ν(y)dy +
ν + 1

c
e−

c
D
u

∫ u

0

e
c
D
xψt;ν(x)dx.

� ���Ò���   ´³Êh�B� � � � �����f� � ��� � �p� § ����� � �~���   �³Ï ¡ �mËb���_ß �� © �� à � � eRtu
� ���m����� Í> �� ��� � �H� � ��£�´ Ñ

Óp��� � � � � Í �H�f���B� ����� ��� ���¶���¢� �f  �   � ��� �f ��f  �HËw��� ���3�³Ï ¡ �mËb���Åß ����´H���~� � £ § ®m£ � �p�°©  ©  " à
ψ∗
t;ν+1(u) = f ∗

ν+1(x) +
1

1 + θ

∫ u

0

ψ∗
t;ν+1(u)dG

∗
t (x),

ß �� ©  " à
Í ����� �

f ∗
ν+1(x) = eRtxfν+1(x),

ψ∗
ν+1(x) = eRtuψν+1(x)

� � �
dG∗

t (x) =
1

1 + θ
eRtud(Fe ∗H2)(x).

©f© "



�yÍ ���¢� � ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

f ∗
t;ν+1(u)

Ct;νuν+1

= lim
u→∞

ν+1
c
eRtu

∫∞
u
ψt;ν(y)dy − ν+1

c
e(Rt− c

D)u ∫∞
0
ψt;ν(y)dy + ν+1

c
e(Rt− c

D)u ∫ u
0
e

c
D
xψt;ν(x)dx

Ct;νuν+1

= lim
u→∞

(
ν+1
c
eRtu

∫∞
u
ψt;ν(y)dy

Ct;νuν+1
−

ν+1
c
e(Rt− c

D)u ∫∞
0
ψt;ν(y)dy − ν+1

c
e(Rt− c

D)u ∫ u
0
e

c
D
xψt;ν(x)dx

Ct;νuν+1

)
.

ß �� © �� à
�¢� Í ���   �³Ï ¡ �mËb���Åßt©  	� 	 à ��£�����Ð������B� Í ���

λ

∫ ∞

0

dF (x) +DR2
t ≤ λ+ cRt

� � ���H��� � ´   Ëb���H���B� ² �3�¶��Ðf���
Rt

� ¡  �� �h�Y�H��� ���¶���   �H� § ®m�H� � � Í ���

Rt ≤
c

D
.

Õ �~£ � �¶��Êh´³���Åß �� © �� à � ����������� � ¡ � � �pËb���³Ï��f�

lim
u→∞

f ∗
t;ν+1(u)

Ct;νuν
= lim

u→∞

ν+1
c
eRtu

∫∞
u
ψt;ν(y)dy

Ct;νuν
.

� Í ®hË<���f� ��Êh´³���f��ß �� ©  	 à ������´³Êh��� � �ä�����f�Y´³���B�f� � ���³Ë   � � ����§ �³Ë   ¬  �h ¬y� � � �� ©  ¬ä� � ´³Êh��� � �Í ���

lim
u→∞

f ∗
t;ν+1(u)

Ct;νuν
= lim

u→∞

ν+1
c
eRtu

∫∞
u
ψt;ν(y)dy

Ct;νuν
= lim

u→∞

ν+1
c
eRtuCt;ν

∫∞
u
xνe−Rtxdx

Ct;νuν

= lim
u→∞

(ν+1)!

cRν+1
t

e−Rtu
(∑ν

i=0
Ri

tu
i

i!

)

e−Rtuuν
=

(ν + 1)!

cRν
t

lim
u→∞

Rν+1
t uν

ν!

(
1 +

∑ν−1
i=0

Ri
tu

i

i!
/
Rν

t u
ν

ν!

)

uν

=
ν + 1

cRt

.
ß �� ©  � à

�w��� � ´   Ëb� � ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ���

f ∗
t;ν+1(u) ∼

ν + 1

cRt
Ct;νu

ν, u→ ∞

�3� ��� ² Ð  ��f���3Í ���
ft;ν+1(u) ∼

ν + 1

cRt
Ct;νu

νe−Rtu, u→ ∞.

Õ Þ~��Ëb�F� � �µ�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���É�B���ã��� � �p� ����Ð � �   ��´H�����ãÊ�Ëb£ ¡ � ² � § Êh�f���ã�H� � �H� � �f���³� Í�� �   ���w���  
©f© �



� ��� � ���³Ëw��� ���Å��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
f ∗
t;ν+1(u)

� � �p¤b�¶�B� � £�Êm� � ÍÉ� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�o�m�B� § ���B� £�� ±
����� ²�¡   �H� � ���m���Ö��Êh´³���°ß �� ©  � à � � ���B� � � ����� �� ¬  ¬~� ��¡ £   ��� � �¥���  �� ��� � ���³Ëw��� ���Ö��� � ���³£�� �p��£ §���f�

ψt;ν+1(u)  � ��®h���H��£�� � ´  �� ��� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ § ��´H�B��� � ¤b�m���

ψt;ν+1(u) ∼ Ct;ν+1u
ν+1e−Rtu, u→ ∞, ∀k = 0, 1, 2, 3....

�w��� ����´³�   �¶�m� � �Y�³£ §W� �����¶����������® ¡ ¸��H� � � � � Í �B�  Ö�f ��f² £�� � � � Í ��Ð����

Ct;ν+1 =
Ct;ν

Rtcµ̂dif
=

Ct;0

(Rtcµ̂dif)
k
, k = 1, 2, 3...

� �
µ̂dif = φ

µ

∫∞
0
xeRxd(Fe ∗H2)(x)

� � �
Ct;0 = Ct

ß ����´H���~��Êh´³���Åßt©  	� " à à 
¦ �¥�B�  ª¡ ² � � � ��£�� ��¤b�¢��£ Í ���3����� � ��� ² � ¡ Ï �f� �¥���  Î� ��� � ���³Ëw��� ���Ö��� � ���³£�� �p��£ § ���f�

ψt;k(u)
� ����Ñ

² �B� �   Ðf�H� � �m� � ��� � ��� � ���³Ëw��� ���¶��� � ���³£�� �p��£ § ®�� � ���  
ψs;k(u) 

 w°¯w°¯ �o¶/·uj/Â" �Â" w¼ü� ¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ãw¼ ¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHl¼ Â" w¼
ψs;k(u)

¾�ÂAÇ
È«Çl´>ÂIj/·¦ÇYÈ«¶��R»kH`��³µ¾! ¦J�»ºÀ�Â" w´��w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! ÂAÄ@´�£wÀlÁR»ºÉ@´ªÇ¦³µÁ�É@´

� ���   � � £ § ®m£ � �p� �� ¬  © � �H���H���f� �f� �w���  ¥� ��� � ���³Ëw��� ���~��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ψk(u) ®�� � �B�Î��� � �p� � Í� �   ��´H���Ò�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���W�����¶�W� � � �f  � � �Ò� ����£�£���� ¡ � �������¶´³Êh���   � � ÐfÓp�W�³Ë  ª� ����¸�� � � ¤b���HË  
�f  �����B�p�m���   ��� § ��� S∗  � ���   � � £���Ðf� � � � £ § ®m£ � �p�Ò� � �H���H����� ¡   ��� � ��� �Ò� �������H��´³� ��� � �¶� ��� §Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �¥�B�Ö��� � �p� � ÍW� �   ��´H���Ö�����Î���³£�� ´³Êh�B��� � � ² � § Êh�f���  � �B�W��� � � ¡ � � ��� Í ��£�´H���B�  ���B�  �¡ ����� � ����Ëb�ª� � �H��´H��� ��� ��� §f  Ë5�m���  Ö� ��� � ���³Ëw��� ���Ò��� � ���³£�� �p��£ § �³Ë   £�����¤   �B���°Êh£ Íf  ���
Êh£��³������� ¡ � � ± ®�� � ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���3�B���3��� � �p� ����Ð � �   ��´H����� � � ² � § Êh�f��� ± ���³£�� ��£ ¡ ¸��H� � �Y� Í ®hË ���f�
�¢£ Í � � ���f� �� ©  © ��Íf  ���m��� � £�����´³� ψs;k � � � ψt;k, k ≥ 1  �~£�Êm� � § � �¢� ��� ² � ¡ Ï���� � �b� § ����� � � � �p� � §� �������H��´³� ��� � � �����W� �¶��� �¥�������Y�f�����  ª ��¶� ��� ² � ¡ Ï���� � �~�B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  © 
f öF:�:$ó D B � B ÷IB¦ËQÌ &�Ï�Î�ÖÚÏ Ø í ÐäÖÚÏëÍ à Ø ì Õ/Î�& Û Î0ÖÚÏëÍ à Ø8ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø fi Ï Ó�î è ÐÒÏ>ß�ÖÚÏ fi ∈ Ld, ∀i ≥
1, i ∈ N ÖÚß�Ö�Ð ì Õ Ù Í èCì Ö�ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ a1f1 + a2f2 + . . .+ anfn ∈ Ld Û Ð ai > 0, ∀i ∈ N

ð

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��¨� Í ®hË �B���¨�H� � ®hËw®�� ����Ð_�����f����®�� � � ��Ð � £·��� ¡  �� ® ¡   �B�o®�� � n = 2  �  

©f© �



f1, f2 ∈ Ld � Í ����� ��ÊhÐf�B� Í ���

min

{
a1f1(x− y)

a1f1(x)
,
a2f2(x− y)

a2f2(x)

}
≤ a1f1(x− y) + a2f2(x− y)

a1f1(x) + a2f2(x)

� � �
a1f1(x− y) + a2f2(x− y)

a1f1(x) + a2f2(x)
≤ max

{
a1f1(x− y)

a1f1(x)
,
a1f2(x− y)

a2f2(x)

}
,

®�� �
x ≥ y ≥ 0  �w��� � ´   Ëb� �f  � § £���� � � � �ÎÍ £�� � ®�� � x→ ∞ �B� � ������´H���³� ��� � ¡  �� � §f� �³����� § ���B��B���ÒÞ�£�� � � ��ÐF¬  �h ¬ 

�¢� Í ��� � �¢£���� § ���B� �ä©  	� ©y� � ��¬  �h�� ��£�����Ð������B� Í ������� Í ���¢���   �Y����� Fe ∈ S∗ � ��ÊhÐf�B� Í ��� ψt ∈ Sd � ���   �¢£ Í � � ���W����� � �����������Y� ¡p²�¡   �   � � �m� § ����� �³�Î�H� � £·��� ¡ ����£��10����f�Y´³���B� ��¤b�m���
ψs;n ∈ Ld 

J��+*mü�ó�ñ�5 D B � B ÷IBW# % Ó(Ö±å ß�ÖÚÏ ψs ∈ Ld ÍgÎ#Ï ψs;n(u) <∞ &�Ï�ÎQÍgÝ í Ð u ≥ 0 ÖÚß�Ö�Ð$&�Ï�ÎQÍgÝ í Ð n ≥ 1

Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
ψs;n ∈ Ld. ß �� ©  � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �~£�Êm� � § � �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� � �p��Ð ψs ∈ Ld ���   �H� § ®m�H� � �m� � � Í ��� ψt ∈ Ld  �¢£ § ®�Ñ��� ���h®�� � � § �Y�
x ≥ 0

� � � � �¢���ª�������Y�B� � ���f���¢£ Í � � ���f��©  	� ¬Î´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψt(u− x)

ψs(u− x)
= lim

u→∞

ψt(u− x)

ψt(u)

ψt(u)

ψs(u)

ψs(u)

ψt(u− x)
= 1.

� ���°���   ´³Êh�B� � � �Ò� ��� ² � ¡ Ï���� � �Î���°��Êh´³���_ß �� ©  � à � ����� � ´â�Y� ² �>���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�Î�H� � ®hËw®m�f� �~£�Êm� � § � �3² � ¡ Ï���� � � Í ���Y�°��Êh´³���¨ß �� ©  � à � ��ÊhÐf�B�p®�� � n = 1
±p² ��� �f² � Í ���

ψs;1 ∈ Ld  �~���   �Y��Ñ��¡ ¸���� � � Í �����
ψs;1
²�¡   �H� � � � � Í ���¶��Êh´³���Åß 	� ¬  ¬ � à ®�� � n = 1

ψs;1(u) =
1

λµθ

[
(ψs ⊗ ψt) (u) +

∫ ∞

u

ψs(x)dx−
∫ ∞

0

ψs(x)dx

]
.

�¢£������B� � ´   ���  ��¶� ��� ² � ¡ Ï���� � �����   ��£�� �f �� �p�³£��Y� ¡ � � ��Êh´³���W��£�´H���B� � £�Êm� � §3 �� � § ����� � �~��� Í ÓY�  
��� � Í ���h�ª��� § ��� Ld � ¡  �� �������B� �m���ªËb�¢��£����¢���ª���   ´H��� Ï��Fßi ��´H��� Asmussen et al. (2003) à � � ��H��� � ´   Ëb�~� � ´³Êh��� � � Í ���

(ψs ⊗ ψt) (u) ∈ Ld. ß �� ©  ¬·« à
�w� ¡ ���f� � �F���É�������Y�B� � �B���@È��HËb£�� ��� �B���Å�B���

l’Hospital
� ��� ² �B� �   Ðf�H� � � Í ��� �f  ®�� � � � � �Y� Ñ

��� ���ã���  �§ £·���f���8� ��ÊhÐf�B� Í ���
f ∈ Ld ���   �H� § ®m�H� � � Í ��� ∫∞

u
f(t)dt ∈ Ld <Õ �~£ �É� �3� § ���_�B�  

©f©��



��£�����®m��Ð � �   �F�����f����®�� � ��ÍÒ� �p��Ð � � Í ���   ��� Í �Y�³���Ö®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���
ψs ∈ Ld � � ´³Êh��� � � Í ���

∫ ∞

u

ψs(x)dx ∈ Ld. ß �� ©  ¬f¬ à
� �   �H��¤b� � �w���ä�������Y�B� � �B��� � � ����� �B��� �� ©  ¬µ� � ���³Ë   ��Êh´³���HË   ß �� ©  ¬·« à � � �hß �� ©  ¬f¬ à ��£�����Ð������B�Í ���m� � ´³Êh��� � �

ψs;1 ∈ Ld. � ���3���   ´³Êh�B� � �����f�Y´H�B��� � � Í ���p�3��Êh´³���Åß �� ©  � à � ��ÊhÐf�B��®�� � n = m
±

² ��� �f² �
ψs;m ∈ Ld  È �Ö� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���m� ��ÊhÐf�B��� � ��®�� � n = m+ 1 oÕ Þ � ��� �W� �y���   ���³£ ¡ ���³Ëb���®�� �

n = 1
±h� �p��Ð¶´³Êh��� � �¢�����f�Y´³���B� Í ���

ψs;m
� � �

ψt
�f  �������   �m���   ��� § ��� Ld � � ´³Êh��� � � Í ���m����   ´H��� Ï��

ψs;m ⊗ ψt ∈ Ld � � � Í ��� ∫∞
u
ψs;m(t)dt ∈ Ld  �w��� � ´   Ëb� � � Í ���   �³Ï ¡ �mËb���_ß 	� ¬  ¬ � à®�� �

n = m + 1
� � �m���   �¢£ Í � � ��� �� ©  ¬�� � � § £���� � �¢�B�°¸����B��Ð � �   � � ������´H���³� ��� 

f öF:�:$ó D B � B � BB# % Ó(Ö±å Fe Þ@ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×,Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø Ö±å Ì Î ì4Ù ãæÞ Û Ï êVÓ+Ðæå Ì Ó(Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�ÙÛ Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ ð +ÆÐæå/Õ Ù4èÚÛ Ð ì åVØ Fe ∈ S ñ�ÖÚß�Ö�Ð
lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

= 0.
ß �� ©  ¬�© à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Ì §f  �   � � ����£ § Ï��B� �Î´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

= lim
u→∞

ψt(u)
(∫∞

u
F (x)dx/

∫∞
u
F (x)dx

)
∫∞
u
ψt(x)dx

(∫∞
u
Fe(x)dx/

∫∞
u
Fe(x)dx

) .

�w��� � ´   Ëb�
lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

= lim
u→∞

At(u)Ct(u)

Bt(u)
,

ß �� ©  ¬ 	 à
Í �����

At(u) =
ψt(u)∫∞

u
F (x)dx

,

Bt(u) =

∫∞
u
ψt(x)dx∫∞

u
Fe(x)dx� � �

Ct(u) =

∫∞
u
F (x)dx∫∞

u
Fe(x)dx

.

Õ �~£ �3� � Í �B� � � ����� ¬  �h ¬�� � �m�B�FÈ��H¤b£�� ��� ©  	� ©ª� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

At(u) = lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
F (x)dx

=
λ

c− λµ
,

ß �� ©  ¬ � à

lim
u→∞

Bt(u) = lim
u→∞

∫∞
u
ψt(x)dx∫∞

u
Fe(x)dx

=
λ

c− λµ

ß �� ©  ¬ � à
© 	 «



� � �
lim
u→∞

Ct(u) = lim
u→∞

∫∞
u
F (x)dx∫∞

u
Fe(x)dx

= 0.
ß �� ©  ¬ " à

� �   �H��¤b�
lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

= 0.

f öF:�:$ó D B � B �FBlËQÌ Ô ì4Ù4í#à Ó Ù Ô Û Ð�ß�ÖÚÏ Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs(x)dx

= 0.
ß �� ©  ¬ � à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � ² �³Ð����³£�� Í £�� �<� � � ¡ Ëb�°��£�����Ð������B� §f� �³� �¨� � Í ���_Êh£��f���Å�³Ë   � � ����§ �³Ë   ¬  �h ¬ ±
�� ©  ©Ö� � �m���f���¢£ Í � � ���f�Î©  	� ¬ 
f öF:�:$ó D B � B 1 B$# % Ó(Ö±å Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

lim
u→∞

ψt(u)

ψs;k(u)
= 0, ∀k ≥ 1.

ß �� ©  ¬ � à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��>� � ® ¡   �B� � �Ö���°�������Y�B� � ���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�¶�H� � ®hËw®m�f�  ro� � k = 1

� �
��£�´H���B�  ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���

lim
u→∞

ψt(u)

ψs;1(u)
= 0.

ß �� ©  ¬�� à
È�´H�B��� � �

k = 1
�m���W��Êh´³���Åß 	� ¬  ¬ � à � � � ² � � � £���Ð � � � � ψt(u)

ψs;1(u)

ψt(u)
=

1

λµθ

(∫ u
0
ψt(u− x)ψs(x)dx

ψt(u)
+

∫∞
u
ψs(x)dx

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs(x)dx

)

� � ��� §f  �   � � �¥Êh£��f�������f� � �   ���B�  �¡ � �ªß �m� ¡   ���f� � à ���f� ψt(u) ��£�����Ð������B����� � £ � � § �³Ë �f  � � Í ����� �
ψs;1(u)

ψt(u)
≥ ψt(u)

∫ u
0
ψs(y)dy

ψt(u)
+

∫∞
u
ψs(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs(y)dy.

�w��� � ´   Ëb��� ��¡ £   �   � � ��� �¶Í £�� ��± �m�B�3��£·¤w�B�3� � �m�B� ² �³Ð����³£�� � ´H���������f�~� � £ � � §f  Ëá��Êh´³���f� ± ®�� �
u→ ∞ � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψs;1(u)

ψt(u)
≥ lim

u→∞
ψt(u)

∫ u
0
ψs(y)dy

ψt(u)
+ lim

u→∞

∫∞
u
ψs(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs(y)dy.

© 	 ¬



Õ �~£ �3� � Í �B� � � ����� �� ©  	 � � �m�B�Ò®m�H®m�  �Í � Í ��� limu→∞ ψt(u) = 0
��£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

ψt(u)

ψs;1(u)
= 0.

�   �����f�Y´³����� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B���Åß �� ©  ¬ � à ®�� � k = n
² ��� �f² �

lim
u→∞

ψt(u)

ψs;n(u)
= 0,

ß �� ©  ©�« à
� �8� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���b� ��ÊhÐf�B�w� � �"®�� �

k = n + 1. Õ Þ � ��� �É� �Ò���   ���³£ ¡ ���³Ëb��� k = 1
± �Y´H�B��� � �

k = n + 1
�m���W��Êh´³���Åß 	� ¬  ¬ � à � � � ² � � � £���Ð � � � � ψt(u)
ψs;n+1(u)

ψt(u)
=

∫ u
0
ψs;n(u− y)ψt(y)dy

ψt(u)
+

∫∞
u
ψs;n(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs;n(y)dy.

�¢� Í �B�Ò®m�H®m�  �Í � Í �����
ψt(u)

� ¡  �� ���m� ¡   ���f� ��± ��£�����Ð������B� Í ���

ψs;n+1(u)

ψt(u)
≥ ψt(u)

∫ u
0
ψs;n(y)dy

ψt(u)
+

∫∞
u
ψs;n(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs;n(y)dy.

� ���_���   ´³Êh�B� � � ��¡ £   ��� � �¶� �8Í £�� � �m�B�8��£·¤w�B�ã� � � �B� ² �³Ð����³£�� � ´H�����Ò���f�3� � £ � � §f  Ë-��Êh´³���f�
� � �p¤b���B� � £�Êm� � Í°� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B���m�B� § ���B� £��

lim
u→∞

ψs;n+1(u)

ψt(u)
≥ lim

u→∞
ψt(u)

∫ u
0
ψs;n(y)dy

ψt(u)
+ lim

u→∞

∫∞
u
ψs;n(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs;n(y)dy

= lim
u→∞

∫∞
u
ψs;n(y)dy

ψt(u)
−
∫ ∞

0

ψs;n(y)dy

= lim
u→∞

(∫∞
u
ψs;n(y)dy∫∞

u
ψt(y)dy

·
∫∞
u
ψt(y)dy

ψt(u)

)
−
∫ ∞

0

ψs;n(y)dy.

Õ �~£ �3� � Í ���   ��Êh´³���>ß �� ©  ©�« à � � �m�B� � � ����� ¬  �h ¬���£�����Ð������B���B�°¸����B��Ð � �   � ±

lim
u→∞

ψt(u)

ψs;n+1(u)
= 0.

f öF:�:$ó D B � B �FB$# % Ó(Ö±å Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
lim
u→∞

ψs(u)

ψs;k(u)
= 0, ∀k ≥ 0.

ß �� ©  ©�¬ à
© 	 ©



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �¢£�����Ð������B� §f� �³� �W� � Í ���   �¢£ Í � � ���3©  	� ¬�� � �m�B� � � ����� �� ©  �h
�¢£�´H���B�  �� �B�  �¡ ����� � �¶��Ëb�Ò�¨���   �Y�����

Fe ∈ S∗ �����_Êh£��f�p� � ������� � ¡ � � �"�m���   �����B� �  �Í ����� � �³Ë  
� �������H���³� ��§ �³Ë   � �����f�b���f�b� � £ � ®m£ § �p��� ��� � ²�¡   �B����� ² �  �� � Í ����� �¥ �� �����f�Y´³����� � �w��Ëb� �¢��£·¤w���
£������Î���f�

Fe
� ¡  �� �����H���³£ � � � ´   �Î�H��� � ´   Ëb�¥� ¡  �� �����H���³£ � � � ´   ��� � ��� ² �³Ð����³£��Î£������ª���f�

F oÕ �~£ �� ��ÊhÐf�B� Í ���
ψt(u), ψs(u), ψd(u) <∞, ∀u ≥ 0 

J�*F�hðòñ�:$ó D B � B ÷IBlËQÌ
Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð.&�Ï�Î k = 1, 2, . . . , Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs;k(y)dy

= 0.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��3� ¡  �� � §f� �³��� � �~���WÊh£��f���W�B��� � � ����� �B��� �� ©  � � � � ��� � �m�B�

lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs;k(y)dy

,

� ����£�� ¡� �� ®m£ � ����� ¡ Ëb���³Ï��f�

lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs;k(y)dy

= lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψt(u)

∫∞
u
ψt(u)∫∞

u
ψs;k(y)dy

.

� �   �H��¤b� � �~���ª�������Y�B� � �³Ë   � � ����§ �³Ë   ¬  �h ¬�� � � �� ©  ©W´³Êh��� � �¢�B�°¸����B��Ð � �   � ±

lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs;k(y)dy

= 0.

� �@È��H¤b£�� ��� ����� � �����������Y� ¡b�f �� �p´³£��H� � �w�m���  ¨� ��� � ���³Ëw��� ���É��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψs;k(u)

®�� �
k ≥ 0 
� û����$5F:$ó D B � B � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�ÙÆÛ Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ Ô ì4Ù4í#à Ö Ù Ô Û Ðµß�ÖÚÏIÞ8ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×QÏ Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Øæñ
Fe ñFÎ Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì Í á Ý#Ó(Þ S∗ ðce ß�Ö�ÐW&�Ï�ÎQÖ�Þ Ì k Õ Ù#ì × Ö Ù Ô®î>Õ/ß ÌÚÙ Ô®î>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#ØÆÏ Ó�î è ÐÒÏ Ù�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å
Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍgß4Ø�Ö èCì4Ù Ø

ψs;k(u) ∼
k

λµθ

∫ ∞

u

ψs;k−1(x)dx, u→ ∞, ∀k = 1, 2, 3....
ß �� ©  ©f© à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  µ� � Í�² �B� Ï��y�B���y¸����B��Ð � �   ��� � �������H��´³� ��� �B���o� � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �"�H� � ®hËw®m� 
© 	#	



�~£�Êm� � § � �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B���¶��Êh´³���>ß �� ©  ©f© à ®�� � k = 1

lim
u→∞

ψs;1(u)∫∞
u
ψs(y)dy

=
1

λµθ
.

�   �m���8��Êh´³���dß 	� ¬  ¬ � à �Y´³����� � � k = 1
� � �w�m���_���   ´³Êh�B� �8² � � � £�´³����� � � � � ∫∞

u
ψs(y)dy

� �
� § £���� � �¢���   �³Ï ¡ �mËb���¶����� � �����������Y� ¡

ψs;1(u)∫∞
u
ψs(y)dy

=
1

λµθ

[∫ u
0
ψt(u− x)ψs(x)dx∫∞

u
ψs(y)dy

+

∫∞
u
ψs(x)dx∫∞

u
ψs(y)dy

− ψt(u)
∫∞
0
ψs(x)dx∫∞

u
ψs(y)dy

]
.

�~���   �Y� ��¡ ¸���� � � Í ���
ψs;0(u) = ψs(u)  �   � § £���� � ��� �ÒÍ £�� � �m�B�°��£·¤w�B�F� � �p�B� ² �³Ð����³£�� � ´H��������f�~��£�����®m��Ð � �   �f�Î�³Ï ¡ �mËb���f�~� � �p¤b���B� � £�Êm� � Í°� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B���m�B� � � ² ´   � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψs;1(u)∫∞
u
ψs(y)dy

=
1

λµθ

[
lim
u→∞

∫ u
0
ψt(u− x)ψs(x)dx∫∞

u
ψs(y)dy

+ 1 − lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs(y)dy

∫ ∞

0

ψs(x)dx

]
.ß �� ©  © 	 à�¢� Í ���   ��� Í �Y�³���Ò´³Êh��� � � Í ���

Fe ∈ S∗ � � �Y���Î���  �² � � � ��Í°� ����� �Ö�¢£���� § ���B� �Ö©  	� ¬ ± ©  	� ©¶� � �©  ©  " ��£�����Ð������B�p�¶�H� Í�� �   � � ��� � ���³Ëw��� ���W��Êh´³���

(ψt ⊗ ψs) (u) ∼
(∫ ∞

0

ψt(x)dx +

∫ ∞

0

ψs(x)dx

)
ψt(u), u→ ∞ ß �� ©  © � à

� � � § £ �~� �b��� �������Y�B� � �B��� � � ����� �B��� �� ©  ¬ � � � ���³Ë   ��Êh´³���HË   ß �� ©  © 	 à � � �mß �� ©  © � à � ��¡ £   ��� � ����¶¸����B��Ð � �   � � ��� � ���³Ëw��� ���¶��Êh´³���

ψs;1(u) =
1

λµθ

∫ ∞

u

ψs(y)dy.

�   �����f�Y´³����� � � Í �����¶��Êh´³���>ß �� ©  ©f© à � ��ÊhÐf�B�m®�� � k = n
±�² ��� �f² �

ψs;n(u) ∼
n

λµθ

∫ ∞

u

ψs;n−1(x)dx, u→ ∞.
ß �� ©  © � à

�¢� Í ���   � � £ � � §f  Ë;��Êh´³���¶���~���  �² � � � ��Í3� �~���W��Êh´³���Åß 	� ¬  ¬ � à ��£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n−1(y)dy

= 0.
ß �� ©  © " à

�¢£������B� � ´   ���  �� �����������f£·¤b����� � �Å��� � ´â�Y� ² �@���f� ��� �Y� ��� ��� ���f�¨�H� � ®hËw®m�f�¨®�� �d �� � ��ÊhÐf�B� �
��Êh´³��� ß �� ©  ©f© à ��£�´H���B�  ��_� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���w� ��ÊhÐf�B�o� � � ®�� � k = n + 1  � �   �H��¤b�3��£�´H���B�  ��

© 	��



² � ¡ Ï���� � � Í ���
ψs;n+1(u) ∼

n + 1

λµθ

∫ ∞

u

ψs;n(x)dx, u→ ∞.
ß �� ©  © � à

� ���W���   ´³Êh�B� � � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¢���W��Êh´³���Fß 	� ¬  ¬ � à ®�� � k = n+ 1
� � � � �p��Ð ² � � � £�´³����� � �

� � ∫∞
u
ψs;n(x)dx

� � � § £���� � �~� �3Í £�� � �m�B�Ò��£·¤w�B�°� � � ² �³Ð����³£�� � ´H������®�� �
u → ∞ ² ��� �f² �W� �´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψs;n+1(u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

=
n+ 1

λµθ

(
lim
u→∞

(ψs;n ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

+ 1 − lim
u→∞

ψt(u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

∫ ∞

0

ψs;n(x)dx

)
.ß �� ©  © � à

¦ �~���¶Êh£��f���W�B���¶�¢��£ ¡ � ��� �B��� �� ©  ¬Î�W� � £ � � §f  ËÔ��Êh´³���Ö� �f� � §f  �B�h��� � ��£��p�

lim
u→∞

ψs;n+1(u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

=
n+ 1

λµθ

(
lim
u→∞

(ψs;n ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

+ 1

)
.

ß �� ©  ©�� à
�w��� � ´   Ëb� � £·��� ¡� ��¶² � ¡ Ï���� � � Í ���

lim
u→∞

(ψs;n ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= 0.
ß �� ©  	 « à

ro� � �³������� ¡ � �m�B�8Êh�B� £�� � ��Í �³Ë   ��£ § Ï��HË   �Y´H�B��� � �
Ψs;n(u) =

∫∞
u
ψs;n(y)dy n = 0, 1, 2, . . . ¦ �Ö���°�������Y�B� � ���f�W��Êh´³���f�Åß 	� ¬  ¬ � à � � £�� � � �����f�W���f�Åß �� ©  	 « à � ¡  �� � ¡ ����� � �Ö���   � � £ � � § �³Ë� � £ § �m� � ���

(ψs;n ⊗ ψt) (u) =
n

λµθ
(ψs;n−1 ⊗ ψt ⊗ ψt) (u)+(Ψs;n−1 ⊗ ψt) (u)−(ψt ⊗ ψt) (u)

∫ ∞

0

ψs;n−1(x)dx.ß �� ©  	 ¬ à
� ���¶���   ´³Êh�B� � � �W� ��� ² � ¡ Ï���� � ��� � � � £ � � § �³Ë

lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= 0,
ß �� ©  	 © à

lim
u→∞

(Ψs;n−1 ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= 0
ß �� ©  	#	 à

� � �
lim
u→∞

(ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= 0.
ß �� ©  	�� à

�~£�Êm� � §d� �p��Ð
Fe ∈ Sd � � Í ���   �¢£ Í � � ��� ©  	� ©<���   �H� § ®m�H� � � Í ��� ψt ∈ Sd � � � �H��� � ´   Ëb�� ����£���Ð � �  �� Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¨���  ã�f  � � Í ����� � �B��� � � ����� �B���<¬  �h © ±¥² ��� �f² � ��� § £�Êh�B� � � ��m� � �Y�³£ §

K ∈ R+

��´H�B��� � ¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�
(ψt ⊗ ψt) (u) ≤ Kψt(u), ∀ε > 0  �w��� � ´   Ëb�Ö� �
© 	$�



´³Êh��� � �
lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

≤ K lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

, ∀ε > 0.

¦ �~���¶���   �B� ���p��£ § ���f����Êh´³���f�¶ß �� ©  © " à ��£�����Ð������B���¨ß �� ©  	 © à
lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= 0.

� ���W���   ´³Êh�B� � � �Ö� ��� ² � ¡ Ï���� � �¢���   ß �� ©  	#	 à  ro� � ���  �� � Í�² �B� Ï��W���f�~� ¡  �� � � � � £ ��¡ �������Ö�WÊh£��f������f����Êh´³���f�W¬  ©  © ± �B��� � � ����� �B��� �� ©  � � � ���B���ÒÈ��HËb£�� ��� �B�����B��� l’ Hospital µÕ �~£ �3�f  � � £ � Ñ®hËw® ¡ ����� � � � £�� � � �����W� � �m� � £ �f  � ��� �m���ª� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

(Ψs;n−1 ⊗ ψt)(u)∫∞
u
ψs;n(y)dy

= lim
u→∞

(
(ψs;n−1 ⊗ ψt)(u)

ψs;n(u)
− ψt(u)

∫∞
0
ψs;n−1(y)dy

ψs;n(u)

)

= lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt)(u)

ψs;n(u)

= lim
u→∞

(ψs;n−1 ⊗ ψt)(u)∫∞
u
ψs;n−1(y)dy

lim
u→∞

∫∞
u
ψs;n−1(y)dy

ψs;n(u)
.

�¢� Í ��� �Åß �� ©  © " à � � �bß �� ©  © � à ��£�����Ð������B� §f� �³� � �>��Êh´³���8ß �� ©  	#	 à  � ´H�����¶�>��Êh´³���8ß �� ©  	�� à��£�����Ð������B� � � Í �B�Å®m�H®m�  �Í � Í ���]�
ψt(u)

�f  �����B�]�m���   ��� § ���°�³Ë   �������H���Y�H��� ��¤   �����   �������³Ë  
� � �m�B�°� Í £�� � ��� �� ©  ¬

lim
u→∞

(ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

= lim
u→∞

(
(ψt ⊗ ψt) (u)

ψt(u)

ψt(u)∫∞
u
ψs;n(x)dx

)
= 0.

Õ �bÊh�   � � � � ��� ² � ¡ Ï��B� ��� �°��Êh´³���B� �_ß �� ©  	 © à ± ß �� ©  	#	 à � � � ß �� ©  	�� à � ¡  �� � � �f  �³£ ÍÉ� � Í ���¨��Êh´³���ß �� ©  	 « à Í ���h´³Êh�B�h�����������f£·Ë"�Y� ¡ � � � Í�² �B� Ï��Ö���f�Wß �� ©  © � à � � �m���   �H��¤b�¢�Ö��Êh´³���Fß �� ©  ©f© à � ��ÊhÐf�B�®�� � � § �Y�
n ≥ 1 

¦ �¥���ÖÊh£��f���ª���f�¢��Êh´³���f�Öß �� ©  ©f© à � � �����   �³� � £ � ��®m�Ö�B���Ö� �f �Íf �� �B��� l’ Hospital
��£�����Ð������B�

�³Ð������ �3Í ���
lim
u→∞

ψs;k(u)

ψs;k+1(u)
=

k

k + 1
lim
u→∞

ψs;k−1(u)

ψs;k(u)
, ∀k ≥ 0.

� � � ������´H���³� ����� ��� Í �H� � ®hËw®�� � §Î��� � ² � ¡ Ê   �B� Í ��Ëb�y� ��¡   �H� � ���m�B�Ö�H� Í�� �   � � � ������Í ����� k £�������B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � �Î��� ¡   �B�m�m�B� � � ² ´  ª� �y��£ �f² Ð����³£��°£���� ��ÍÒÍ ��� � �fÏ §f  �B�h�B�
k 

© 	#"



J�*F�hðòñ�:$ó D B � B � BlËQÌ
Fe ∈ S∗ ÍgÎ#Ï µk <∞ &�Ï�Î k ∈ N ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

lim
u→∞

ψs;k−1(u)

ψs;k(u)
= 0.

ß �� ©  	$� à
ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð � � � Í�² �B� Ï��_�m���f£ ¡ ¸��H� � �o�m�B�Å� � �p� � ÍÉ� ��� � ���³Ëw��� � Í8� ������´H���³� ��� �����¨���³£�� ®m£ § �p�H� � ��m�B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  ©

lim
u→∞

ψs;k−1(u)

ψs;k(u)
= lim

u→∞

(λµθ)ψs;k−1(u)

(k − 1)
∫∞
u
ψs;k−1(x)dx

.

 £��f�p� � ������� ¤   � � �>���  _¡ ² � �<� �â�Y� ² ������® ¡ � � � � � �°���¨�������Y�B� � �B��� � � ����� �B���_¬  �h ¬¨��� k − 1² � �f² ��Êm� � § ��� ��� � � � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψs;k−1(u)

ψs;k(u)
= lim

u→∞

(λµθ)ψs;k−1(u)

(k − 1)
∫∞
u
ψs;k−1(x)dx

= lim
u→∞

(k − 2)
∫∞
u
ψs;k−2(x)dx

(k − 1)
∫∞
u
ψs;k−1(x)dx

= lim
u→∞

(k − 2)ψs;k−2(u)

(k − 1)ψs;k−1(u)
= ... = lim

u→∞

(k − 2)!ψs(u)

(k − 1)!ψs;1(u)
= lim

u→∞

λµθ (k − 2)!ψs(u)

(k − 1)!
∫∞
u
ψs(x)dx

= 0.

ß �� ©  	#" à

�D���   �Y�����¶�����°Êh£��f�p� � ������� ���Y����� Í ���
µk < ∞ ��� �Î�³Ï � ��� � � ¡ ¸��B� Í ���p�B����� § Êm� �m�B�   �F� � £ �f  ��Ñ��� �m���f�¢�B���¶��� § � ��� �B���

ψs;k−1(u)/ψs;k(u)
² �   � ¡  �� � � � ² ´   

� ���   �H� Í�� �   �¶��£ Í � � ���W� � ®m�   � ���³Ðf����� � �~���   �¢£ Í � � ���3©  	� ¬ª�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���¶�B���¶��� � �p� ����Ð� �   ��´H����� � � ² � § Êh�f���W®�� � ��� �Î£�����´³���B���3Êh£ Íf  ���3Êh£��³������� ¡ � � 
J��+*mü�ó�ñ�5 D B � B � B U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù�Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ Î Ì Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ

ψt;k(u) ∼ ψs;k(u), u→ ∞, k = 1, 2, 3, ... .
ß �� ©  	$� à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð ro� � ���  _� � Í�² �B� Ï�� Êh£��f�p� � ������� ��Ð � �¨�H� � ®hËw®m�  �~£�Êm� � § ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� �<��Êh´³���ß �� ©  	$� à � ��ÊhÐf�B�o®�� � k = 0
ß ����´H���¶�¢£ Í � � ���¨©  	� ¬ à  È �¨� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���"� ��ÊhÐf�B�$®�� � k = 1

±
² ��� �f² �Ö� �W² � ¡ Ï���� � � Í ���

lim
u→∞

ψt;1(u)

ψs;1(u)
= 1.

�w��� � ´   Ëb� ±w�f  �Y´³����� � �
k = 1

�m��� �3��Êh´³���B� �_ß 	� ¬  ¬ � à � � �äß 	� ¬  ©�« à ± ² � � � £�´³����� � �W���   ψt;1(u)� �
ψs;1(u)

� � �p� § £���� � ���B� Í £�� �>� � �p�m� �3² Ðf� � ´H���¶� � �p¤b���B� � £�Êm� � ÍÅ� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�p�m�B�
© 	$�



§ ���B� £�� ± � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψt;1(u)

ψs;1(u)

= lim
u→∞

1

λµθ

[
(ψt ⊗ ψt) (u) +

∫∞
u
ψt(x)dx− ψt(u)

∫∞
0
ψt(x)dx

]

1

λµθ

[
(ψs ⊗ ψt) (u) +

∫∞
u
ψs(x)dx− ψt(u)

∫∞
0
ψs(x)dx

]

= lim
u→∞

∫∞
u
ψt(x)dx

[
(ψt ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψt(x)dx

+ 1 − ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

∫∞
0
ψt(x)dx

]

∫∞
u
ψs(x)dx

[
(ψs ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs(x)dx

+ 1 − ψt(u)∫∞
u
ψs(x)dx

∫∞
0
ψs(x)dx

] .

ß �� ©  	#� à
Õ Þ � Ëb� � � Í ���   ��� Í �Y�³���y´³Êh��� � � Í ��� Fe ∈ S∗ � � �����   �H��¤b� � � Í ���   �¢£ Í � � ���¥©  	� © ���   �H� § ®m�H� � �Í ���

ψt(u) ∈ Sd  Õ �~£ ��± � §f  �   � � ��Êh£��f���W�B���ÒÞ�£�� � � ��ÐF¬  �h 	 ��£�����Ð������B� Í ���

(ψt ⊗ ψt) (u) ∼ 2ψt(u).
ß �� ©  	 � à

�w��� ����´³�  >� � Í ���   �¢£ Í � � ���_©  	� ¬3®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� ψt(u) ∼ ψs(u), u → ∞ ±"� �¶Êh£��f���>�B���� �������H��´³� ��� �B���~�B���
Omey

ß ¬�� �#� à ßtÈ��H¤b£�� ��� ©  ©  " à ��£�����Ð������B� Í ���

(ψs ⊗ ψt) (u) ∼ ψt(u)

∫ ∞

0

ψs(x)dx+ ψs(u)

∫ ∞

0

ψs(x)dx.
ß �� ©  � « à

Õ �~£ � Êh£��f�p� � ������� ¤   � � �Ò��� �Ò��Êh´³���B� �¨ß �� ©  	#� à ± ßt©  	� ¬ à ± ß �� ©  	 � à ± ß �� ©  � « à � � �o�B� � � ����� �� ©  	´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψt;1(u)

ψs;1(u)

= lim
u→∞

∫∞
u
ψt(x)dx

[
(ψt ⊗ ψt) (u)

ψt(u)

ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

+ 1 − ψt(u)∫∞
u
ψt(x)dx

∫∞
0
ψt(x)dx

]

∫∞
u
ψs(x)dx

[
(ψs ⊗ ψt) (u)

ψt(u)

ψt(u)

ψs(u)

ψs(u)∫∞
u
ψs(x)dx

+ 1 − ψt(u)∫∞
u
ψs(x)dx

∫∞
0
ψs(x)dx

] = 1

ß �� ©  � ¬ à
� � �]�H��� � ´   Ëb� � ��� ² � ¡ Ï �f� � Í ���]�F��Êh´³���8ß �� ©  	$� à � ��ÊhÐf�B�Y®�� � k = 1 ~Õ �b�m�³Ë Í ���]�F��Êh´³��� � ������ ��ÊhÐf�B�m®�� �

k = m

ψt;m(u) ∼ ψs;m(u), u→ ∞ ß �� ©  � © à

© 	#�



È �¶� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�m� � ��®�� �
k = m+ 1

±�² ��� �f² �Ö��£�´H���B�  ��3² � ¡ Ï���� � � Í ���

ψt;m+1(u) ∼ ψs;m+1(u), u→ ∞.

�~£�Êm� � § � � £ � ���f£���Ð � �Î��Ëb� � �p��Ð
ψs;m ∈ Ld ß ����´H���Ö�¢£ Í � � ��� �� ©  ¬ à ±$�f  Êh£��f�p� � ������� �f����� � ����   �¢£ Í � � ���Ô¬  �h " �m���f£�� ¸ Í�� �   ��� �m���   ��� Í �Y�³��� �����d´³Êh��� � �¨� §f  �B��ß ����´H���¨��Êh´³��� �� ©  � © à��£�����Ð������B� Í ���

ψt;m ∈ Ld yÕ �~£ ��±i�f  �m��� �ª��Êh´³���B� �Fß 	� ¬  ¬ � à � � �"ß 	� ¬  ©�« à �Y´³����� � � k = m + 1
±

² � � � £�´³����� � �W���  
ψt;m+1(u)

� �
ψs;m+1(u)

� � �o� § £���� � �Ö�B� Í £�� �8� � � �m� �Å² Ðf� � ´H���>� � �p¤b�¶�B�
� £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £�� ± � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψt;m+1(u)

ψs;m+1(u)

= lim
u→∞

m + 1

λµθ

[
(ψt;m ⊗ ψt) (u) +

∫∞
u
ψt;m(x)dx− ψt(u)

∫∞
0
ψt;m(x)dx

]

m+ 1

λµθ

[
(ψs;m ⊗ ψt) (u) +

∫∞
u
ψs;m(x)dx− ψt(u)

∫∞
0
ψs;(x)dx

]

= lim
u→∞




∫∞
u
ψt;m(x)dx∫∞

u
ψs;m(x)dx

·

(ψt;m ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψt;m(x)dx

+ 1 − ψt(u)
∫∞
0
ψt;m(x)dx∫∞

u
ψt;m(x)dx

(ψs;m ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;m(x)dx

+ 1 − ψt(u)
∫∞
0
ψs;(x)dx∫∞

u
ψs;m(x)dx


 .
ß �� ©  �$	 à

� �f� � §f  �   � � �~��� Í ÓY�  ª��� � Í ��� ψt;m ∈ Ld � � � Í ��� ψt ∈ Sd � ����£���Ð � �  �� Êh£��f�p� � ������� �f����� � �¢� �È��HËb£�� ��� � � ¬ ��� � � � � �� ©  ©���� ���  �² � � � ��Í�� � �B� � � ����� �� ©  ©¢� � �f������Êh´³���Wß �� ©  � © à ± ���   �H��¤b�´³Êh��� � �

lim
u→∞

(ψt;m ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψt;m(x)dx

= lim
u→∞

(
(ψt;m ⊗ ψt) (u)

ψt;m(u)
· ψt;m(u)

ψs;m(x)
· ψs;m(u)∫∞

u
ψs;m−1(x)dx

·
∫∞
u
ψs;m−1(x)dx∫∞

u
ψs;m(x)dx

)
= 0

ß �� ©  �#� à
� � � � � Í�� ��� �W� �â�Y� ² ������® ¡ ��±�� � � �¥� � �m�

ψs;m
�����f£�� ¡�Í ���³�~��� �¢��£��10����f�Y´³���B� �~�����Ö��£�� �f �� �p´³£��Y��Ñ

� �f  � � £ � � §f  Ëá®�� � ���  
ψt;m
��£�����Ð������B� Í ���

lim
u→∞

(ψs;m ⊗ ψt) (u)∫∞
u
ψs;m(x)dx

= lim
u→∞

(
(ψs;m ⊗ ψt) (u)

ψs;m(u)
· ψs;m(u)∫∞

u
ψs;m−1(x)dx

·
∫∞
u
ψs;m−1(x)dx∫∞

u
ψs;m(x)dx

)
= 0.

ß �� ©  �g� à
© 	 �



�w��� � ´   Ëb�¥�Òß �� ©  �$	 à � �ä���~�������Y�B� � �³Ë   ��Êh´³���HË   ß �� ©  �#� à ± ß �� ©  �g� à � � �Yß �� ©  ¬ à � �f� � §f  �B�f���  �³Ï��f� � ��£��p�
lim
u→∞

ψt;m+1(u)

ψs;m+1(u)
= 1

� � ���H��� � ´   Ëb�������������f£·¤"�Y�������¶�H� � ®hËw®�� ��� � � Í�² �B� Ï�� 
J��+*mü�ó�ñ�5 D B � B �FB U Ö Ù Í á Î#Ó/ÏëÍgß Û�Ù�Ì Ö à�á�Ù8Û Ð Ü Ï�Ý î�Ô#Ó(Þ;Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏAß�ÖÚÏ Fe ∈ S∗ ÖÚß�Ö�ÐÝ&�Ï�Î;Ö�Þ Ì k
Õ Ù#ì ×LÖ Ù Ô¦î>Õ/ß ÌÚÙ Ôwî>Õ/Ð Ù Í Ù#ì Ñ�Î#Ø�Ï Ó�î è ÐÒÏ Ù�ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å Î#ÓFÔ Û�ì Ö±ålÖÚÏëÍgß4Ø�Ö èCì4Ù Ø

ψt;k(u) ∼
k

λµθ

∫ ∞

u

ψt;k−1(x)dx, u→ ∞, ∀k = 1, 2, 3....
ß �� ©  �$" à

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð Õ � � �³� �3� � Í ���   �¢£ Í � � ��� �� ©  ©ª� � ���B�FÈ��H¤b£�� ��� �� ©  © 
Þ��i��Êh´³���B� �°ß �� ©  ©f© à � � �wß �� ©  �$" à � ����£���Ð  3 �� ®m£ � ���B��Ð  �±iÍ ��Ëb�Ö� ��¡   �H� � �p� � £ � � § �³Ë ± Ëb�ª��£�������   ���f£ § ���f� � � � �f  � � �f�y� ����£�£���� ¡ � � �³Ë   �fÓ�¤  ¥� ����¸�� ��¡ Ëb���f� oÕ �w���p�f´³Êh��� � � �f  � ¡ �m�B��� Ê � u→
∞ Í ���

ψs;k(u) ∼ k!

(λµθ)k

∫ ∞

u

∫ ∞

x1

· · ·
∫ ∞

xk−1

ψt(x)dxk−1 · · · dx1dx

∼ k!

λk−1 (µθ)k (c− λµ)

∫ ∞

u

∫ ∞

x1

· · ·
∫ ∞

xk−1

Fe(x)dxk−1 · · · dx1dx
ß �� ©  �g� à

� � �

ψt;k(u) ∼ k!

(λµθ)k

∫ ∞

u

∫ ∞

x1

· · ·
∫ ∞

xk−1

ψt(x)dxk−1 · · · dx1dx

∼ k!

λk−1 (µθ)k (c− λµ)

∫ ∞

u

∫ ∞

x1

· · ·
∫ ∞

xk−1

Fe(x)dxk−1 · · · dx1dx.
ß �� ©  �$� à

 w°¯wFE �o¶/·uj/Â" ~Â" w¼ Àl¾¿³µÈu�µÂAÄ;ÂR» Å¦Ãw¼ ¾¿³µÈu�w¶(ÁR»kª!ÇwÁIHl¼^Â" w¼
ψs;k(u)

¾�ÂAÇ
Åw·¦Àl¾�» Åc�|È«Çl´>ÂIj/·¦Ç�È«¶Ã�R»kH`��³µ¾! a¾�Â" w´Å�w¶(ÁR¸¹�µÂAÄ@¾! @���wÇ¦³

F ∈
S(γ), γ > 0

� ���   � � £ § ®m£ � �p� � �����É� � � �H���H���f����� � �F���  É� ��� � ���³Ëw��� ��� ��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
k
£������f�¨�B���

Êh£ Íf  ���Ö®�� � �B�W��� � �p� � Í3� �   ��´H��� � � ² � § Êh�f���Ö�m���   ���³£ ¡ ���³Ëb���ª�����ª� � ÐfÓp�Î�³Ë  �� ����¸�� � � ¤b���HË  
�f  �������   �m���   ��� § ��� S(γ), γ > 0  � �dÈ��H¤b£�� ��� �����_� �É² ¤b����� � �°���f�p� � �m��� � §É� �������H��� ¡®m�  �¡ ���³�f���¶�B���3È��HËb£�� ��� �B��� �� ¬  	�

© � «



� û����$5F:$ó D B � B �FBlËQÌ
F ∈ S(γ), γ > 0 ÖÚß�Ö�Ð�Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ í ÐäÖÚÏëÍ+× Ó(Ö�Î í ÐiÕ/Ý Qs;k Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð
ψs;k(u) ∼ Qs;kF (u), u→ ∞, k = 0, 1, 2, 3, ...

ß �� ©  � � à
ß ì4Ù Ô

Qs;k = Q0(

∫ ∞

0

(
eγt − 1

)
ψs;k−1(t)dt+Qs;k−1

(∫ ∞

0

eγtψt(y)dy +
1

γ

)
, k ≥ 1

ÍgÎ#Ï
Qs;0 = Q0 =

λ

γc

[(
1 − λµ

c

)
/

(
1 − Dγ

c
− λ

c

∫ ∞

0

eγtF (t)dt

)2
]
.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð �   F ∈ S(γ), γ > 0
� Í ��� � � Í ���   �¢£ Í � � ���_¬  �h 	 ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ��� F ∈ Sd(γ) �¢£������B� � ´   ���  ��¨� ��� ² � ¡ Ï���� � �¶���¨��Êh´³���<ß �� ©  � � à � � Êh£��f�p� � ������� �f����� � �W���   �H� � ®hËw®�� ��� � ´ Ñ�Y� ² �  �~£�Êm� � § ®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���Y®�� � k = 0

��� § £�Êh�B�i�m� � �Y�³£ §
Q0

ß ����´H���ªÈ��H¤b£�� ��� ©  	� 	 à ������ ¡  �� � ¡ ��� � �
Q0 =

λ

γc

[(
1 − λµ

c

)
/

(
1 − Dγ

c
− λ

c

∫ ∞

0

eγtF (t)dt

)2
]
,

��´H�B��� � ¤b�m���
ψs;0(u) = ψs(u) ∼ Q0F (u), u→ ∞.

ß �� © �� « à
È �Å� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ���o�¨��Êh´³���<ß �� ©  � � à � ��ÊhÐf�B�$®�� � k = 1  Ü �H���  �§f� � � � Í ���Å��Êh´³���<ß 	� ¬  ¬ � àÍ �����_�Y´H�B��� � �

k = 1  � ���8���   ´³Êh�B� �8² � � � £���Ð � � � � F (u)
� � �"� ��¡ £   ��� � �3�B� Í £�� �ã� � �p¤b�°�B�

� £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £��

lim
u→∞

ψs;1(u)

F (u)
=

1

λµθ
lim
u→∞

(
(ψs ⊗ ψt) (u)

F (u)
+

∫∞
u
ψs(t)dt

F (u)
− ψt(u)

∫∞
0
ψs(t)dt

F (u)

)
.
ß �� © �� ¬ à

�¢� Í ���   �¢£ Í � � ���ã©  	� 	 ®   Ëb£ ¡ ¸���� � �F���  ¨� ��� � ���³Ëw��� ���É��� � ���³£�� �p��£ § ���f� ψt(u) � � �b�H���B� ² �� ��ÊhÐf�B� Í ���
ψt(u) ∼ ψs(u)

� � �p¤b�Î�B�
u
��� ¡   �B�Y�m�B� § ���B� £��ãß ����´H������Êh´³���_ß �� ©  © à ��£�����Ð������B� � �Êh£��f���W���f���¢£ Í � � ���f�3ß �� ¬  	 à Í ���

(ψs ⊗ ψt) (u) ∼ Q0

(∫ ∞

0

eγyψt(y)dy +

∫ ∞

0

eγyψs(y)dy

)
, u→ ∞.

ß �� © �� © à
�w��� � ´   Ëb� � ��� ² � ¡ Ï �f� �Ö�B�  °� ��£�� ���F��Ð����Å�����>���³£�� ®m£ § �p�B�]���  Ò� ��� � ���³Ëw��� ���>��� � ���³£�� �p��£ § ���f�
ψs;1(u)

ψs;1(u) ∼ Qs;1F (u), u→ ∞.

© � ¬



Õ �b�m�³Ë Í ���i�°��Êh´³���_ß �� ©  � � à � ��ÊhÐf�B�Y®�� � k = ν
±]² ��� �f² �Ò��� § £�Êh�B�Y�m� � �Y�³£ §

Qν

¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B�
�°�H� Í�� �   ��� � ��� � ���³Ëw��� � Í ����Ð������

ψs;ν(u) ∼ Qs;νF (u), u→ ∞.
ß �� © ���	 à

È �Å� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í ��� � ��ÊhÐf�B�$� � �$®�� �
k = ν + 1  h¶��� �f² �F� �Å² � ¡ Ï���� � � Í ���o��� § £�Êh�B�o�m� � �Y�³£ §

Qs;ν+1

¤b�m���  �� � ��ÊhÐf�B���°�H� Í�� �   ��� � ��� � ���³Ëw��� � Í ����Ð������

ψs;ν+1(u) ∼ Qs;ν+1F (u), u→ ∞.

�   �m���Î��Êh´³���3ß 	� ¬  ¬ � à �Y´³����� � � k = ν+1
±�² � � � £�´³����� � � � �

F (u)
� � ��� § £���� � �ä�B� Í £�� �W� � �p¤b�

�B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� § ���B� £��3� � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

ψs;ν+1(u)

F (u)
=
ν + 1

λµθ
lim
u→∞

(
(ψs;ν ⊗ ψt) (u)

F (u)
+

∫∞
u
ψs;ν(t)dt

F (u)
− ψt(u)

∫∞
0
ψs;ν(t)dt

F (u)

)

ß �� © ��0� à
Õ Þ � Ëb� � � Í ���   �¢£ Í � � ���3©  	� 	 ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

ψt(u)
∫∞
0
ψs;ν(t)dt

F (u)
= Q0

∫ ∞

0

ψν(t)dt.
ß �� © ��#� à

�¢� Í ���¶��Êh´³���Åß �� © ���	 à ´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

∫∞
u
ψs;ν(t)dt

F (u)
= lim

u→∞

(∫∞
u
ψs;ν(t)dt∫∞
u
F (t)

∫∞
u
F (t)

F (t)

)
= µQs;ν lim

u→∞

Fe(t)

F (t)
.

ß �� © ���" à
�w��� � ´   Ëb� � � Í ���   �¢£ Í � � ���F¬  �h ¬Î´³Êh��� � � Í ���

lim
u→∞

∫∞
u
ψs;ν(t)dt

F (u)
= µ

Qs;ν

γµ
=
Qs;ν

γ
.

ß �� © ��#� à
� ´H����� � � Í ��� �Î��Êh´³���B� �¶ß �� © �� « à � � �oß �� © ���	 à � � �m���   �¢£ Í � � ��� �� ¬  	 ´³Êh��� � � Í ���

(ψs;ν ⊗ ψt) (u) ∼
(
Q0

∫ ∞

0

eγtψs;ν(t)dt+Qs;ν

∫ ∞

0

eγtψt(t)dt

)
F (u), u→ ∞.

ß �� © ���� à
� �   �H��¤b� � � ���~�������Y�B� � �³Ë   ��Êh´³���HË   ß �� © ��#� à ± ß �� © ��#� à ± ß �� © ���� à � � �iß �� © ���" à � ��� ² �B� �   Ðf�H� � ��B�°¸����B��Ð � �   � Í ��� ² ��� �f² �W��� § £�Êh�B���m� � �Y�³£ §

Qs;ν+1

��´H�B��� � ¤b�m���  �� ® ¡   �H� � �

ψs;ν+1(u) ∼ Qs;ν+1F (u), u→ ∞,

© � ©



Í �����

Qν+1 = W0

∫ ∞

0

eγtψs;ν(t)dt+Qs;ν

∫ ∞

0

eγtψt(y)dy +
Qs;ν

γ
−Q0

∫ ∞

0

ψs;ν(t)dt,

�3� ��� ² Ð  ��f���

Qs;ν+1 = Q0(

∫ ∞

0

(
eγt − 1

)
ψs;ν(t)dt+Qs;ν

(∫ ∞

0

eγtψt(y)dy +
1

γ

)
.

� ���   ���³£ ¡ ���³Ëb���3�����F� ��ÊhÐf�B� Í ���
µk+1 < ∞ � � ��®�� � � § �Y� y > 0

� � �
γ > k + 1

� � �f  ������� � ¡ � � �
�W� � £ � � § �³ËÔ��Êh´³���

lim
x→∞

Fe(xy)

Fe(x)
= yγ

² ��� �f² �
Fe ∈ RV (γ)  �¢� Í Bingham et al (1987)

®   Ëb£ ¡ ¸���� � � Í ���p� ��ÊhÐf�B�
∫ ∞

u

xiFe(x)dx ∼ 1

1 − γ
ui+1Fe(u), u→ ∞, i = 0, 1, 2, ..., k − 1.

� �   �H��¤b���3��Êh´³���>ß �� ©  �$� à � �f� � §f  �B�����   �³Ï��f� � ��£��p�

ψt;k(u) ∼
k!

(λµ)k−1 (θ (1 − γ))k (c− λµ)
ukFe(u), u→ ∞

�3� ��� ² Ð  ��f���
ψt;k(u) ∼ C∗

t;ku
kFe(u), u→ ∞,

Í �����

C∗
t;k =

k!

(λµ)k−1 (θ (1 − γ))k (c− λµ)� � � �Y�H��� ���3�m� � �Y�³£ § 

© �$	
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å î ç[Z ç X�n ì'î � �

y æ�� ç�n ì'î W Â ç�è�î ç�é ]�� ì'æÁí�n b
m � _ dc\�è#{~n b

Õ �  ���� � Í � � ��� �ÖÊh£��f�p� ��� �³£·® � ��� ¡ � �m���  ¥� �H��´H���~���f� � ��� � ���³Ëw��� ���f� ��� � ���³£�� �p��£ § � � � � � ���  �§ £BÑ���f���f�¢� ¡  �� ���B�ÒÈ��H¤b£�� ��� ���f�¢Ì��f£�� � £�Êh��Ð � �   �f� � Ð�®h����� ���f�  ¦ �¥���   �������Y�B� � �B���ª�Y�HËb£�� ��� �B���� ���B��Ð¥� �¢� ��� ² � ¡ Ï���� � � Í �����~���   ´H��� Ï��¥���f�µ��� � �f �Í ����� � � Êh£��³������� ¡ � � � �b������� �f² ��������� �p£ � ® � ´   �
���  �§ £·���f��� � � Í���� � � � � �����  W¡ ² � � ���   ��� � �f �Í ����� � �ÎÊh£��³������� ¡ � �Ö����®h��� ¡   �B�p�m�B� � � ² ´   � � �p¤b�
�B� � £�Êm� � ÍF� ���f�Y� ��� ��� � Í ��� ¡   �B�m�m�B� � � ² ´   
� û����$5F:$óãøLK B H B 1 a

Lebesque’s Dominated Converge Theorem
b4BlËQÌ {fn} ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Ï�Î

Î#Í Ù°á�Ù Ô í Ñ�Î Î ì ß Û ÐäÖºÕ(×CÓ/Ï Û ÐÒØ�ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø�Ó(Ö Ù îwê/Õ Ù�Û�à ÖºÕ Ù Ô (X,Σ, µ) Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ�êVÓ(Ö�Ð�Þ�ÓFÔ Ì Ý±Õ»d
Ö�ÞCÓ(Þ f Ì Î Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï�Ó(Ö Ù X Û Ð

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

ËQÌ Ô ì Ý±ÕæîµÐÒÏ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ g ∈ L1(µ)
é Ö à Ö Ù Ï�Î8êVÓ(Ö�Ð

|fn(x)| ≤ g(x), n = 1, 2, 3, ... ÍgÎ#Ï x ∈ X,

ÖÚß�Ö�Ð f ∈ L1(µ) ñ
lim
n→∞

∫

X

|fn − f |dµ = 0

ÍgÎ#Ï
lim
n→∞

∫

X

|fn|dµ =

∫

X

|f |dµ
õ
L1(µ) =

{
f : X → R, � �°þ±ý�Òù�÷ � �`��øÚ÷ ∫∞

0
|f | dµ < ∞

} �
© �g�



ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Rudin (1986) 
J��+*mü�ó�ñ�5døLK B H B 1 B®ËQÌ

f ∈ L1(R) ÍgÎ#Ï g ∈ C0(R) ÖÚß�Ö�Ð
f ⊗ g ∈ C0(R),

ß ì4Ù Ô
C0(R) =

{
f ∈ Cb(R) : lim

t→∞
f(t) = 0

}

ÍgÎ#Ï
Cb(R) = {f : R → R, ÓFÔ Ì Ð îµÐÒÑ Ø¿ÍgÎ#Ï�ó0Õ/Î�& Û�à�Ì ÐÒØ¿ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø } .

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð  ��´H��� Folland (1999)

J��+*mü�ó�ñ�5døLK B H B �FB®ËQÌ
f, g : [0,∞) → [0,∞) ñ>ÓFÔ Ì Ð îµÐÒÑ Ø¿ÓFÔ Ì Î±Õ(Ö�×CÓ+ÐÒÏ Ø�Ö à Ö Ù Ï�ÐÒØ�êVÓ(Ö�Ð

ï#ð ç
g
Ì Î�ÐÒÑ Ì Î#Ï Ù°á�Ù Í á ÞÒÕIêVÓ/Ï Û Þ Ó(Ö ÙQì Ð Ü Ñ Ù8Ù ÕFÏ Ó Û�Ù4è Ö�ÞCØ

∫ ∞

0

g(x)dx <∞

ÍgÎ#Ï
ò+ð

limx→∞ f(x) = 0.

e ß�Ö�Ð�Ï Ó�î è ÐÒÏ/ß�ÖÚÏ
(f ∗ g) (u) =

∫ u

0

f(u− x)g(x)dx→ 0, ÍgÎ í êVØ u→ ∞.

ËQì ß Ü ÐÒÏ â#Þ ð�� ��� §f� �  �� ����������® ¡ ����� � ���B�

lim
u→∞

∫ u

0

f(u− x)g(x)dx.

� �Ò� � £ � � §f  ËÔ�����������f£·Ë ���3� �¢���   �������Y�B� � ���f� ² � ¡ ����£�� � �����  �§ £·���f���f�

1[0,un](x) =

{
1 x ∈ [0, un]
0 x /∈ [0, un]

© �$"



� �f� � §f  �B�h���   �³Ï��f� � ��£��p�

lim
u→∞

∫ ∞

0

f(u− x)g(x)1[0,un](x)dx.

Õ �b�m�³Ë {un}
� � �3� ����������� ¡ � ��£ � ® ��� ��� ��¤  Ö� £�� � � ¤   ��´H�B��� � ¤b�m���

un → ∞, n→ ∞.
ß|�Æk  «  ¬ à

Þ�£ ¡ ¸���� � �~���¶���  �§ £·���f���
hn(x) := f(un − x)g(x)1[0,un](x),

� Í ���¢®�� � ���   ���  �§ £·���f���
hn(x)

� � � ��ÊhÐf���   � � �³Ï��f� �

¬  limn→∞ hn(x) = 0
±

©  |hn(x)| ≤ g(x)
±

	� ∫
[0,∞)

g(x) <∞.

Õ �~£ �¶� � Í �B�°È��H¤b£�� ��� Ì��f£�� � £�Êh��Ð � �   �f� � Ð�®h����� ���f�~�B��� Lebesque
�����W���³£�� ®m£ § �p�����~�m�B�°È�� Ñ

¤b£�� ��� �Æk  «  � � � ´³Êh��� � �
lim
n→∞

∫

[0,∞)

hn(x) = 0,

² ��� �f² �

lim
n→∞

∫ ∞

0

f(un − x)g(x)1[0,un](x)dx = lim
n→∞

∫ un

0

f(un − x)g(x)(x)dx = 0

� � �����   �H��¤b�~� Í ®hËÔ���f����Êh´³���f�¶ß|�Æk  «  ¬ à � � ´³Êh��� � �

lim
u→∞

∫ u

0

f(u− x)g(x)(x)dx = 0.

© �g�
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å î ç[Z ç X�n ì'î � �

W \^Z { æ è#b � } ç�î í[{~n b

� �B�   � � £ Íf  � � £ § £·��� ��� � � £����f�p� § ¸���� � �3��� �°���f£�� Í ���³£��³�°��� § ���B� �°®m�f£ �f  ���f�8ß
ageing classes à�����3Êh£��f�p� � ������� ��Ð   � � �p�m�B�Ò��Ðf£�� � � ´³£��������f� ² � � ��£�� ���f�

Ê �hðòñ�:�*iÿGPQK B H B ÷IBÝ# % Ó(Ö±å�ñ	� Û Ï�Î Û Þ?Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+×?ÓFÔ Ì Ð î�×CØ�Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× Û Ð Î í Õ Ù Ï Ó(ÖÚÏëÍ+×
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F ÍgÎ#Ï#ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ì Ô#Í Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î#Ø f ñ(ÖÚß�Ö�Ð Ù Õ/Ñ ã Ù Ô Û Ð®ÓCÎ Ì QFÎ í0Û Ñ Ü Î�Î ì4Ù Ö4Ô°î«Ñ�Î#Ø
' failure rate

) Ö�Þ í ÐäÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ λ(t) ñ Û Ð¿Ö èCì4Ù ¿
λ(t) =

F
′
(t)

1 − F (t)
=

f(t)

1 − F (t)
, ∀t ≥ 0.

Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B � BW# % Ó(Ö±å�ñ X Û Ï�Î Û Þ Î±Õ Ì Þ�ÖÚÏëÍ+× ÓFÔ Ì Ð î�×CØ�Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× Û ÐIQFÎ í0Û Ñ Ü Î�Î ì4Ù d
Ö4Ô°î«Ñ�Î#Ø λ(t) ñEÖÚß�Ö�Ð¿Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÏ Ì4Ü4è�ÌÚÙ Ô Ù Õ/Ñ ã±ÐäÖ�Î#Ï�Î ì ß8Ö Ù�Ì Ö èCì4Ù ¿

Λ(t) =

∫ t

0

λ(s)ds, ∀t ≥ 0.

� �B�   � ¡  �� � � lk  ¬Î� ��¡   �   � � � Í ���³�����p��Êh´³���B� �~�����3���  �² ´³���   ��� ������� Í �������³� �

f(t), F (t),Λ(t)
� � �

λ(t).

Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B �FBlç Ö4Ô°îµÎ#Ñ�Î Û ÐäÖ�Î�Q á Þ�Ö�× T ñ í Î á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ à îµÐÒÏFÖ�Þ Ì Ï Ü Ï�ß�Ö�Þ�Ö�Î/¿
ï#ð

IFR (Increasing Failure Rate) ñRÎ Ì Þ.QFÎ í0Û Ñ Ü Î Î ì4Ù Ö4Ô°î«Ñ�Î#Ø!Ö�ÞCØæñ λ(t) ÐÒÑ Ì Î#ÏAÎ è â Ù Ô#ÓCÎ�ÓFÔ�dÌ Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø t
ð

© � �



ò+ð
DFR (Decreasing Failure Rate) ñ�Î Ì Þ�QFÎ í0Û Ñ Ü Î,Î ì4Ù Ö4Ô°î«Ñ�Î#Ø�Ö�ÞCØæñ λ(t) ÐÒÑ Ì Î#Ï®ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ åVØ ì Õ Ù Ø t

ð
Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B 1 B�l Ï�Î�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F í Î á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ à îµÐÒÏ(Ö�Þ Ì Ï Ü Ï�ß�Ö�Þ�Ö�Î/¿
ï#ð

IFRA ' Increasing Failure Rate in Average
) ñAÎ Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ»¿

Λ(t)

t
=

1

t

∫ t

0

λ(s)ds

ÐÒÑ Ì Î#Ï�Î è â Ù Ô#ÓCÎ8ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ô t
ð

ò+ð
DFRA ' Decreasing Failure Rate in Average

) ñAÎ Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ»¿
Λ(t)

t
=

1

t

∫ t

0

λ(s)ds

ÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞLÖ Ù Ô t
ð

Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B �FB�l Ï�Î�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ�Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì!Ù ÏëÍ Ù & à�Ì ÐÒÏ�Î ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì ¿
ï#ð

NBU (New Better than Used) ñ>Î Ì

R(t |x) ≤ R(t), ∀t ≥ 0, x ≥ 0.

ò+ð
NWU (New Worse than Used) ñ�Î Ì

R(t |x) ≥ R(t), ∀t ≥ 0, x ≥ 0.

ß ì4Ù Ô ∀t ≥ x ≥ 0 ¿
R(t |x) =

F (t+ x)

F (x)
, R(t) = F (t).

λ(t) F (t) f(t) Λ(t)

λ(t)
Ñ F

′
(t)

1−F (t)
f(t)∫∞

t=0 f(s)ds
Λ

′
(t)

F (t) 1 − e−
∫ t
0 λ(s)ds −

∫ t
0
f(s)ds 1 − e−Λ(t)

f(t) λ(t)e−
∫ t

0
λ(s) F

′
(t) − Λ

′
(t)e−Λ(t)

Λ(t)
∫ t
0
λ(s)ds ln(1 − F (t) −ln

∫∞
t=0

f(s)ds −
� ¡  �� � � �¿lk  ¬ � � ¡  �� � � ����Ð  �² �³���f�¢�³Ë   f(t), F (t),Λ(t)

� � �
λ(t) 

© � «



Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B -FB�l Ï�Î�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F ñ í Î á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ/Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì!Ù ÏëÍ Ù & à�Ì ÐÒÏ�Î ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì ¿
ï#ð
NBUE ' New Better than Used in Expectation

) Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ¨¿
'ºÎsr ) ç F ñ à îµÐÒÏ ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì Þ Û�à Ó(ÞLÖÚÏ Û × µ ñ
' Q�r ) Ä Ó�î è ÐÒÏFÞ Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î ∀x ≥ 0 ¿

MTTFx ≤ µ.

ò+ð
NWUE ' New Worse than Used in Expectation

) Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ-¿
'ºÎsr ) ç F ñ à îµÐÒÏ ì Ð ì ÐiÕ/Î#Ó Û�à�Ì Þ Û�à Ó(ÞLÖÚÏ Û × µ ñ
' Q�r ) Ä Ó�î è ÐÒÏFÞ Î Ì Ï Ó/ß�Ö�Þ�Ö�Î ∀x ≥ 0 ¿

MTTFx ≥ µ

ß ì4Ù Ô

•
MTTFx =

∫ ∞

0

R(t |x)dt,

ÐÒÑ Ì Î#Ï Ù�Û�à Ó Ù Ø!Ô ì4Ù°á ÐÒÏ ì ß Û Ð ÌÚÙ ØRî>Õ/ß ÌÚÙ Ø¿ãÿål×CØ Û�Ù�Ì Ý Ü Î#Ø ì4Ù Ô ÞLÞ á ÏëÍgÑ�Î Ö�ÞCØ¿ÐÒÑ Ì Î#Ï x ð
ÍgÎ#Ï

•
R(t |x) =

Pr(T > t+ x)

Pr(T > x)
,

ÐÒÑ Ì Î#Ï#Þ Ü Ð±Ó Û ÐÒÔ Û�à�Ì Þ ì Ï í Î Ì ß�Ö�Þ�Ö�Î¦Ð ì Ï ìÿá�àÒÙ�Ì Ð ì Ï QFÑ åVÓ(ÞCØ Û Ï�Î#Ø Û�Ù�Ì Ý Ü Î#Ø�&�Ï�Î�î>Õ Ù�Ì ÏëÍgß Ü Ï�Ý#Ó(Ö�Þ Û ÎÛ ×CÍ Ù Ô#Ø t Ü Ð Ü4Ù�Û�à�ÌÚÙ Ô�ß�ÖÚÏFÞLÞ á ÏëÍgÑ�Î Ö�ÞCØ�ÐÒÑ Ì Î#Ï x ð
Ê �hðòñ�:�*iÿÆPQK B H B D B"l Ï�Î«ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F ñ í Î á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ�Î Ì ×CÍgÐÒÏ0Ó(Ö�Þ ÌlÙ ÏëÍ Ù & à�Ì ÐÒÏ�Î«ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì NWUC (NBUC)

' New Worse (Better) Than Used in Convex ordering Î Ì Ï Ó�î è ÐÒÏ�ß�ÖÚÏ
Fe(x+ y) ≥ (≤)Fe(x)Fe(y), ∀x, y ≥ 0.

Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B 6FB�l Ï�Î�ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F ñ í Î á�à�Û Ð�ß�ÖÚÏ/Î Ì ×CÍgÐÒÏ�Ó(Ö�Þ Ì!Ù ÏëÍ Ù & à�Ì ÐÒÏ�Î ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ê Ì ¿
© � ¬



ï#ð
IMRL (Increasing Mean Residual Life) ñ�Î Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ

∫∞
t
F (x)dx

F (t)

ÐÒÑ Ì Î#Ï�Î è â Ù Ô#ÓCÎ!åVØ ì Õ Ù Ø t ð
ò+ð

DMRL (Decreasing Mean Residual Life) ñ>Î Ì Þ ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ
∫∞
t
F (x)dx

F (t)

ÐÒÑ Ì Î#Ï�ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎQåVØ ì Õ Ù Ø t ð

� ���   ���   ´³Êh�B� � � �;² ¤b����� � �É�  �� �f� � ����� ����Ðf�<��£�� � � ��Ðf�<®�� � ��� �ã��� § ���B� �
DFR (IFR)

� � �
NWU (NBU) 
Ê �hðòñ�:�*iÿLPQK B H B .FB ï#ð

F ∈ DFR(IFR) Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì F (x+y)/F (x) ÐÒÑ Ì Î#Ï Û Þ8ó í Ñ ÌÚÙ Ô#ÓCÎ
ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(ÞÛ' Û Þ Î è â Ù Ô#ÓCÎ ) åVØ ì Õ Ù Ø y ñ ∀x, y ≥ 0

ð
ò+ð
F ∈ NWU(NBU) Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì F (x+ y) ≥ (≤)F (x)F (y) åVØ ì Õ Ù Ø y ñ ∀x, y ≥ 0

ð
J��+*mü�ó�ñ�5=PQK B H B ÷IB q Ï�Î Û Ï�Î�ÓFÔ Ì Ý±Õ(Ö�ÞCÓ(Þ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×CØ F Ï Ó�î è#Ù Ô Ì Ö�Î ì Î±Õ/Î#ÍgÝ0Ö±å
ï#ð
F ∈ IMRL (DMRL) Î Ì ÍgÎ#Ï Û ß ÌÚÙ Î Ì Fe ∈ NWU(NBU), ß ì4Ù Ô Fe ÐÒÑ Ì Î#ÏFÞ ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û ×
Ï Ó Ù Õ4Õ Ù#ì Ñ�Î#Ø ì4Ù ÔQÎ Ì ÖÚÏ Ó(Ö Ù Ï îµÐÒÑ�Ó(Ö�Þ Ì ÍgÎ0Ö�Î ÌÚÙ�Û × F ð

ò+ð ËQÌ
F ∈ NBUE (NWUE) ÖÚß�Ö�Ð

'ºÎsr ) Fe(y) ≤ (≥)F (y), ∀y ≥ 0,

' Q�r ) µ2/2µ
2 ≤ (≥) 1.
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