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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στήν παρόυ σα δίπλωματίκή  εργασί α εξετα ζόυμε τήν όίκόγε νεία των μείκτω ν κατανόμω ν 

Poisson καί εφαρμόγε ς τής στήν αναλόγίστίκή  επίστή μή. Η εργασί α απότελεί ταί από  τρί α 

κεφα λαία. Στό πρω τό κεφα λαίό γί νεταί μία είσαγωγή  στήν μεί ξή κατανόμω ν καί σε 

όρίσμε να βασίκα  χαρακτήρίστίκα  τόυς. Επί σής δί νόνταί τα κυρίό τερα μόντε λα 

δίακρίτω ν καί συνεχω ν κατανόμω ν τα όπόί α θα μας απασχόλή σόυν στα επό μενα 

κεφα λαία. Στό δευ τερό κεφα λαίό παρόυσία ζόυμε τίς μείκτε ς κατανόμε ς Poisson, δί νόυμε 

μία σείρα  από  χαρακτήρίστίκε ς ίδίό τήτε ς τόυς καθω ς επί σής καί μία αναλυτίκή  

παρόυσί ασή βασίκω ν υπόδείγμα των μείκτω ν κατανόμω ν Poisson. Τε λός, στό τρί τό 

κεφα λαίό, με τή βόή θεία τής γλω σσας πρόγραμματίσμόυ  R, γί νεταί πρόσαρμόγή  μερίκω ν 

εκ των μείκτω ν κατανόμω ν Poisson πα νω σε πραγματίκα  δεδόμε να γία τήν εξαγωγή  

συμπερασμα των. 

 

  



 
ii 

 

ABSTRACT 
 

In this diploma thesis, we examine the family of mixed Poisson distributions and its 

applications in actuarial science. The dissertation consists of three chapters. The first 

chapter introduces the mixture of distributions and some of their basic characteristics. 

Also we give the main models of discrete and continuous distributions which will concern 

us in the following chapters. In the second chapter we present mixed Poisson 

distributions, give a series of their characteristic properties as well as a detailed 

presentation of basic models of mixed Poisson distributions. Finally, in the third chapter, 

with the help of the R programming language, some of the mixed Poisson distributions 

are fitted on real data and draw certain conclusions. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 
 

Μείξεις κατανομών 

 
1.1  Εισαγωγή 

 

Μείξείς κατανόμών έχόυν χρήσίμόπόίήθεί ευρέως στή μόντελόπόίήσή 

παρατήρόύμενων καταστάσεων των όπόίων τα δίάφόρα χαρακτήρίστίκά, όπως αυτά 

αντανακλώνταί στα δεδόμένα, δίαφέρόυν από εκείνα πόυ θα αναμένόνταν αν αυτά 

περίγράφόνταν ίκανόπόίήτίκά από μία συνήθή κατανόμή. Γία παράδείγμα, σε 

αναλόγίστίκές εφαρμόγές, τα παρατήρόύμενα δεδόμένα πόυ αναφέρόνταί στόν αρίθμό 

των απόζήμίώσεων σε μία συγκεκρίμένή χρόνίκή περίόδό παρόυσίάζόυν συχνά αυξήμένή 

δίακύμανσή πόυ υπερβαίνεί αίσθήτά τή μέσή τίμή τόυς. Ως εκ τόύτόυ, δεν μπόρόύμε να 

υπόθέσόυμε ότί ή κατανόμή Poisson (ή όπόίαδήπότε άλλή μόρφή κατανόμής πόυ θα 

συνεπαγόταν σχεδόν ίσότήτα μεταξύ μέσής τίμής καί δίακύμανσής) είναί τό θεωρήτίκό 

μόντέλό πόυ μπόρεί να περίγράψεί τήν κατανόμή πίθανότήτας των απόζήμίώσεων. 

Γενίκά, ή υπόθεσή μίας συγκεκρίμένής κατανόμής γία τή «μήτρίκή» κατανόμή ενός 

συνόλόυ δεδόμένων επίβάλλεί μία όρίσμένή σχέσή μεταξύ τής μέσής τίμής καί τής 

δίακύμανσής, ή όπόία στήν πράξή μπόρεί να παραβίάζεταί. Σε τέτόίες περίπτώσείς πίό 

γενίκές όίκόγένείες κατανόμών, γνωστές ως μείξείς κατανόμών, υίόθετόύνταί ως 

εναλλακτίκά μόντέλα τα όπόία πρόσφέρόυν μεγαλύτερή ευελίξία. Αυτές απότελόύν 

πρόεκτάσείς απλών μήτρίκών κατανόμών όί όπόίες εξαρτώνταί από μία παράμετρό πόυ 

ή τίμή τής είναί ή παρατήρόύμενή τίμή μίας τυχαίας μεταβλήτής. Μεγάλό ενδίαφέρόν στή 

δίαχείρίσή κίνδύνων παρόυσίάζόυν όί μείκτές κατανόμές Poisson (ή μήτρίκή κατανόμή 

είναί ή κατανόμή Poisson) πόυ έχόυν χρήσίμόπόίήθεί ευρέως ως κατανόμές συχνότήτας 

των απαίτήσεων στήν Αναλόγίστίκή Επίστήμή. 

 Στό κεφάλαίό αυτό θα παρόυσίαστόύν τα βασίκότερα θεωρήτίκά απότελέσματα γία 

τή μείξή κατανόμών καθώς επίσής καί τα κυρίότερα μόντέλα δίακρίτών καί συνεχών 

κατανόμών πόυ θα μας απασχόλήσόυν στήν παρόύσα δίπλωματίκή εργασία. Αρκετά από 
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τα απότελέσματα τόυ παρόντός κεφαλαίόυ μπόρόύν να βρεθόύν στίς εργασίες των 

Grandell (1997), Karlis & Xelakaki (2005) καί Johnson et al. (1995). 

 

1.2  Μείξη κατανομών 

 

Οί μείξείς κατανόμών (mixture distributions), ή αλλίώς μεμείγμένες κατανόμές, 

δίακρίνόνταί σε δίακρίτές καί συνεχείς. 

Ορισμός 1.1 (Διακριτή Μείξη Κατανομών). Η κατανόμή μίας τυχαίας μεταβλήτής 𝛸 

θα λέμε ότί είναί μία δίακρίτή μείξή κατανόμών εάν ή συνάρτήσή κατανόμής τής 𝐹𝛸(𝑥) 

μπόρεί να γραφτεί στή μόρφή 

𝐹𝛸(𝑥) =∑𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

𝐹𝑋𝑖(𝑥),  

γία κάπόίες τυχαίες μεταβλήτές 𝛸1, 𝛸2, …, 𝛸𝑘 με συναρτήσείς κατανόμής 𝐹𝑋1(𝑥), 𝐹𝑋2(𝑥), 

…, 𝐹𝑋𝑘(𝑥), αντίστόίχα, καί 𝑝𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘) θετίκές σταθερές τέτόίες ώστε ∑ 𝑝𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1.  

 

Ο παραπάνω όρίσμός όδήγεί στήν ακόλόυθή σχέσή γία τή συνάρτήσή πυκνότήτας 

(αντ. συνάρτήσή πίθανότήτας) 𝑓𝛸(𝑥) τής συνεχόύς (αντ. δίακρίτής) τυχαίας μεταβλήτής 

𝛸, 

𝑓𝛸(𝑥) =∑𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑓𝑋𝑖(𝑥)  

όπόυ 𝑓𝑋𝑖(𝑥), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, είναί ή συνάρτήσή πυκνότήτας (αντ. συνάρτήσή πίθανότήτας) 

τής συνεχόύς (αντ. δίακρίτής) τυχαίας μεταβλήτής 𝛸𝑖. 

 

 Αν όί συναρτήσείς κατανόμής 𝐹𝑋1(𝑥), 𝐹𝑋2(𝑥), …, 𝐹𝑋𝑘(𝑥) είναί όλες από τήν ίδία 

όίκόγένεία κατανόμών καί δίαφέρόυν μόνό ως πρός τήν τίμή κάπόίας παραμέτρόυ 𝜆 ∈ Θ, 

τότε μπόρόύμε να γράψόυμε εναλλακτίκά ότί 

𝐹𝛸(𝑥) =∑𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

𝐹𝑋𝑖(𝑥; 𝜆𝑖), 

καί 

𝑓𝛸(𝑥) =∑𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑓𝑋𝑖(𝑥; 𝜆𝑖).  
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 Αξίζεί να σήμείώσόυμε ότί ό παραπάνω τύπός γία τήν 𝑓𝛸(𝑥) (δείτε Titterington et al. 

(1985)) μπόρεί να γραφεί ως 

𝑓𝛸(𝑥) = ∫𝑓(𝑥; 𝝀) 𝑑𝐺𝒑(𝝀)
Θ

 

όπόυ 𝐺𝒑(∙) δήλώνεί τό μέτρό πίθανότήτας πάνω στό Θ πόυ όρίζεταί από τό 𝒑 =

(𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘). 

 

Ορισμός 1.2 (Συνεχής Μείξη Κατανομών). Η κατανόμή μίας τυχαίας μεταβλήτής 𝛸 θα 

λέμε ότί είναί μία συνεχής μείξή κατανόμών εάν ή συνάρτήσή κατανόμής τής 𝐹𝛸(𝑥) 

μπόρεί να γραφτεί στή μόρφή 

𝐹𝛸(𝑥) = ∫𝐹𝛸|𝛬(𝑥|𝜆) 𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆
Θ

 

γία κάπόία συνεχή τυχαία μεταβλήτή 𝛬 με συνάρτήσή πυκνότήτας 𝑔𝛬(𝜆) όπόυ 𝜆 ∈ Θ. 

 

Η τυχαία μεταβλήτή 𝛬 καλείταί μεικτική τυχαία μεταβλητή. Ο παραπάνω όρίσμός 

όδήγεί στήν ακόλόυθή σχέσή 

𝑓𝛸(𝑥) = ∫𝑓𝛸|𝛬(𝑥|𝜆) 𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆
Θ

, 

ή όπόία συμβόλίκά γράφεταί ως 

𝑓(𝑥|𝜆) ∧
𝜆
  𝑔(𝜆). 

Στή συνέχεία θα παρόυσίάσόυμε μία σείρά αξίόλόγων απότελεσμάτων πόυ αφόρόύν 

τίς μείξείς κατανόμών. Τό πρώτό σήμαντίκό απότέλεσμα είναί ή ίσχύς τής 

πρόσεταίρίστίκής ίδίότήτας, δήλαδή ή κατανόμή 

[ 𝑓(𝑥|𝜆) ∧
𝜆
  𝑔(𝜆|𝜇) ]  ∧

𝜇
  ℎ(𝜇) 

είναί ίσόδύναμή με τήν κατανόμή 

𝑓(𝑥|𝜆) ∧
𝜆
  [ 𝑔(𝜆|𝜇)]∧

𝜇
  ℎ(𝜇) ] 

όπόυ 𝑓, 𝑔, ℎ συναρτήσείς πυκνότήτας (ή πίθανότήτας). Τό παραπάνω απότέλεσμα ίσχύεί 

με τήν πρόϋπόθεσή ότί υπάρχεί ανεξαρτήσία μεταξύ των 𝜆, 𝜇. 

 

Η παρακάτω πρότασή όφείλεταί στόν Sibuya (1979) καί δείχνεί τή σχέσή πόυ έχεί μία 

κατανόμή μείξής με τό γίνόμενό δύό ίδίαίτερων τυχαίων μεταβλήτών. 
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Πρόταση 1.1: Ας υπόθέσόυμε ότί ή δεσμευμένή συνάρτήσή πυκνότήτας τής X είναί 

ή 𝑓(∙ |𝜆), όπόυ 𝜆 είναί μία παράμετρός κλίμακας. Επίσής, ας υπόθέσόυμε ότί ή 𝜆 είναί μία 

τυχαία μεταβλήτή με συνάρτήσή πυκνότήτας  𝑔(∙ |𝜑) γία κάπόία παράμετρό 𝜑 

(συμβόλίκά 𝜆~𝑔(∙ |𝜑)). Τότε, ή αδέσμευτή συνάρτήσή πυκνότήτας τής τυχαίας 

μεταβλήτής 𝑋 είναί ίδία με τή συνάρτήσή πυκνότήτας τής τυχαίας μεταβλήτής 𝑍 = 𝑋1𝑋2, 

όπόυ ή  𝑋1 έχεί συνάρτήσή πυκνότήτας 𝑓(∙ |1) καί ή  𝑋2 έχεί συνάρτήσή πυκνότήτας 

𝑔(∙ |𝜑). 

  

Η παραπάνω πρότασή δίκαίόλόγεί τή δίπλή παραγωγή όρίσμένων κατανόμών ως 

μείξείς καί ως κατανόμές γίνόμένόυ δύό τυχαίων μεταβλήτών. Η κατανόμή Βήτα καί ή 

κατανόμή t είναί τυπίκά παραδείγματα. 

 

 Η επόμενή πρότασή αφόρά τή σύνδεσή των μείξεων κατανόμών με τίς σύνθετες 

κατανόμές. Υπενθυμίζόυμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑆 έχεί σύνθετή κατανόμή αν μπόρεί 

να γραφεί στή μόρφή 

𝑆 = 𝐼(𝑁 ≥ 1)∑𝑋𝑗

𝑁

𝑗=1

= {

0, 𝑁 = 0

∑𝑋𝑗

𝑁

𝑗=1

,  𝑁 ≥ 1
 

όπόυ ή τυχαία μεταβλήτή 𝛮 είναί μία μή αρνήτίκή δίακρίτή τυχαία μεταβλήτή 

ανεξάρτήτή από τίς τυχαίες μεταβλήτές 𝑋1, 𝑋2, … πόυ είναί επίσής ανεξάρτήτες μεταξύ 

τόυς. Αν συμβόλίσόυμε με 𝑓 τή συνάρτήσή πίθανότήτας τής 𝛮 καί με 𝑔 τήν κόίνή 

συνάρτήσή πυκνότήτας (ή πίθανότήτας) των τυχαίων μεταβλήτών 𝑋1, 𝑋2, … τότε ή 

κατανόμή τής 𝑆 συμβόλίζεταί με 

𝑓  ⋁  𝑔. 

Οί δύό παρακάτω πρότάσείς όφείλόνταί στόν Gurland (1957). 

 

Πρόταση 1.2: Έστω ότί ή τυχαία μεταβλήτή 𝛬 έχεί συνάρτήσή πίθανότήτας  𝑔  καί 

πίθανόγεννήτρία συνάρτήσή τής μόρφής [𝜑(𝑡)]𝑛. Υπόθέτόυμε ότί τό 𝑛 είναί μία τυχαία 

μεταβλήτή με συνάρτήσή πίθανότήτας 𝑓. Τότε τό μόντέλό 𝑓  ⋁  𝑔 είναί ίσόδύναμό με τό 

μόντέλό 𝑔(𝑥|𝑛) ∧
𝑛
 𝑓(𝑛). 

 

Πρόταση 1.3: Ισχύεί ότί ή κατανόμή 

[ 𝑓(𝑥|𝜆) ∧
𝜆
   𝑔(𝜆)] ∨   ℎ 
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είναί ίσόδύναμή με τήν 

[ 𝑓(𝑥|𝜆) ∨   ℎ ]  ∧
𝜆
   𝑔(𝜆)  

 

Η επόμενή πρότασή αφόρά τή σύνδεσή των μείξεων κατανόμών με συνελίξείς 

κατανόμών. Υπενθυμίζόυμε ότί ή συνάρτήσή πίθανότήτας τής συνέλίξής δύό δίακρίτών 

κατανόμών με συναρτήσείς πίθανότήτας 𝑓 καί 𝑔 (συμβόλίσμός 𝑓 ∗ 𝑔) δίνεταί από τόν 

τύπό 

𝑝(𝑥) = ∑𝑓(𝑥 − 𝑘)𝑔(𝑘)

𝑥

𝑘=0

 

(γία συνεχείς κατανόμές αντίκαθίστόύμε τό άθρόίσμα με όλόκλήρωμα). 

 

Πρόταση 1.4: Ισχύεί ότί τα μόντέλα 

[𝑓(𝑥|𝜆) ∗ 𝑔(𝑦|𝜇)]  ∧
𝜆
  ℎ(𝜆) 

καί 

[ 𝑓(𝑥|𝜆)  ∧
𝜆
   ℎ(𝜆) ]  ∗ 𝑔(𝑦|𝜇)  

είναί ίσόδύναμα υπό τήν πρόϋπόθεσή ότί ή συνάρτήσή πυκνότήτας (ή πίθανότήτας) 

𝑔(∙ |𝜇) δεν εξαρτάταί από τό 𝜆. 

 

Κλείνόντας τήν Παράγραφό 1.2 δίνόυμε ένα απότέλεσμα πόυ αφόρά τίς ρόπές καί τή 

δίακύμανσή τής 𝑋. 

 

Πρόταση 1.5. Ισχύεί ότί 

𝐸(𝑋𝑘) = 𝐸[𝐸(𝑋𝑘|𝛬)], 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝛬)] + 𝑉𝑎𝑟[𝐸(𝑋|𝛬)]. 

Απόδειξη: Η απόδείξή θα δόθεί στήν περίπτωσή τής συνεχής μείξής κατανόμών. Έχόυμε 

(υπό τήν πρόϋπόθεσή αλλαγής τής σείράς των όλόκλήρωμάτων) 

𝐸(𝑋𝑘) = ∫𝑥𝑘𝑓𝛸(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑥
𝑘 (∫𝑓𝛸|𝛬(𝑥|𝜆) 𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆

Θ

)𝑑𝑥 

= ∫ 𝑔𝛬(𝜆) (∫𝑥
𝑘𝑓𝛸|𝛬(𝑥|𝜆) 𝑑𝑥) 𝑑𝜆

Θ
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= ∫ 𝑔𝛬(𝜆)(𝐸(𝑋
𝑘|𝛬 = 𝜆))𝑑𝜆

Θ

 

= 𝐸[𝐸(𝑋𝑘|𝛬)] 

καί 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋) 

= 𝐸[𝐸(𝛸2|𝛬)] − 𝛦2[𝐸(𝛸|𝛬)] 

= 𝐸[𝐸(𝛸2|𝛬)] − 𝛦2[𝐸(𝛸|𝛬)] ± 𝐸[𝐸2(𝛸|𝛬)] 

= 𝐸[𝐸(𝛸2|𝛬)] − 𝐸[𝐸2(𝛸|𝛬)] + 𝐸[𝐸2(𝛸|𝛬)] − 𝛦2[𝐸(𝛸|𝛬)] 

= 𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝛬)] + 𝑉𝑎𝑟[𝐸(𝑋|𝛬)]. 

 

1.3  Πρότυπα διακριτών κατανομών 

 

Στήν παρόύσα παράγραφό θα παρόυσίαστόύν περίλήπτίκά όί κυρίότερες δίακρίτές 

κατανόμές πόυ θα μας απασχόλήσόυν σε επόμενα κεφάλαία.  

 

1.3.1  Διωνυμική κατανομή 

 

Λέμε ότί μία δίακρίτή τυχαία μεταβλήτή X ακόλόυθεί τη διωνυμική κατανομή με 

παραμέτρους 𝑛 και 𝑝 (𝑛  θετικός ακέραιος και 0 < 𝑝 < 1), αν η συνάρτηση πιθανότητάς 

της 𝑓(𝑥) δίνεται από τον τύπο 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = (  
𝑛
𝑥
) 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥,     𝑥 = 0,1,2, … , 𝑛 

Συμβόλίκά, γράφόυμε ότί 𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝). Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝) , τότε 

𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) , 

𝑎3 =
𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸)3)]

𝜎3
=
𝜇3
𝜎3

=
1 − 2𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
, 

   𝑎4 =
𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸)4)]

𝜎4
=
𝜇4
𝜎4

= 3 −
6

𝑛
+

1

𝑛𝑝𝑞
 , 

𝜇(𝑘) = 𝐸(𝛸(𝛸 − 1)⋯ (𝛸 − 𝑘 + 1)) =
𝑛! 𝑝𝑘

(𝑛 − 𝑘)!
 . 
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1.3.2  Κατανομή Poisson 

 

Λέμε ότί μία δίακρίτή τυχαία μεταβλήτή X ακόλόυθεί τήν κατανόμή Poisson με 

παράμετρό 𝜆 > 0, αν ή συνάρτήσή πίθανότήτάς τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) = (𝑋 = 𝑥) = 𝑒−𝜆
𝜆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0,1, … . 

Συμβόλίκά, γράφόυμε ότί 𝑋~𝑃(𝜆).  Στήν περίπτωσή πόυ ή τυχαία μεταβλήτή  𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝𝑛) 

καί 𝑛𝑝𝑛 → 𝜆 καθώς 𝑛 → ∞, τότε  

lim
𝑛→∞

(
𝑛

𝑥
) 𝑝𝑛

𝑥(1 − 𝑝𝑛
𝑥)𝑛−𝑥 = 𝑒−𝜆

𝜆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0,1,2, …  . 

 Αν ή τ.μ. 𝑋~𝑃(𝜆), τότε 

𝐸(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜆 , 

𝐸(𝑋𝑟) ≤ (
𝑟

log (
𝑟

𝜆 + 1
)
)

𝑟

≤ 𝜆𝑟 exp (
𝑟2

2𝜆
), 

𝜇
(𝑟)
= 𝐸(𝛸(𝛸 − 1)⋯(𝛸 − 𝑟 + 1)) = 𝜆𝑟 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸)
3)] = 𝜆 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸)4)] = 𝜆(1 + 3𝜆) , 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

= 𝜆−1/2,      𝑎4 =
𝜇4
𝜎4

= 3 +
1

𝜆
 . 

 

1.3.3  Αρνητική διωνυμική κατανομή 

 

Λέμε ότί μία δίακρίτή τυχαία μεταβλήτή X ακόλόυθεί τήν αρνήτίκή δίωνυμίκή κατανόμή 

με παραμέτρόυς 𝑟 καί 𝑝  (𝑟 > 0, 0 < 𝑝 < 1), αν ή συνάρτήσή πίθανότήτάς τής 𝑓(𝑥) 

δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = (
𝑥 + 𝑟 − 1

𝑥
) (1 − 𝑝)𝑥𝑝𝑟 ,     𝑥 = 0,1,2,… 

Συμβόλίκά, γράφόυμε ότί 𝑋~𝑁𝐵(𝑟, 𝑝). Αρκετές φόρές γράφόυμε ότί 𝛸~𝑁𝐵0(𝑟, 𝑝) γία να 

δώσόυμε έμφασή στό γεγόνός ότί τό σύνόλό τίμών τής 𝑋 ξεκίνά από τό 0. Σήμείώνόυμε 

ότί σε αρκετά βίβλία ή τυχαία μεταβλήτή 𝑌 = 𝑋 + 𝑟 αναφέρεταί ως αρνήτίκή δίωνυμίκή 

κατανόμή. Σε αυτή τήν περίπτωσή έχόυμε 
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𝑓(𝑦) = 𝑃(𝑌 = 𝑦) = (
𝑦 − 1
𝑟 − 1

) (1 − 𝑝)𝑦−𝑟𝑝𝑟 ,     𝑦 = 𝑟,   𝑟 + 1,   𝑟 + 2, … . 

 Γία 𝑟 = 1, ή αρνήτίκή δίωνυμίκή κατανόμή ανάγεταί στήν γεωμετρίκή κατανόμή με 

παράμετρό p (συμβ. 𝑁𝐵(𝑟, 𝑝) ≡ 𝐺(𝑝)). 

 Αν ή τ.μ. 𝑋~𝑁𝐵(𝑟, 𝑝), τότε 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) = (
𝑝

1 − 𝑞𝑠
)
𝑟

 , 

𝐸(𝑋) =
𝑟(1 − 𝑝)

𝑝
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑟(1 − 𝑝)

𝑝2
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸)
3)] =

𝑟(1 − 𝑝)(2 − 𝑝)

𝑝3
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4] =

𝑟(1 − 𝑝)(3𝑟𝑞 + 6𝑞 + 𝑝2)

𝑝4
 , 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

=
1 + 𝑞

√𝑟𝑞
,      𝑎4 =

𝜇4
𝜎4

=
3𝑟𝑞 + 6𝑞 + 𝑝2

𝑟𝑞
 , 

𝜇
(𝑘) = 𝐸(𝛸(𝛸 − 1)⋯(𝛸 − 𝑘 + 1)) = (

𝑞

𝑝
)
𝑘 (𝑟 + 𝑘 − 1)!

(𝑟 − 1)!
  . 

 

1.4  Πρότυπα συνεχών κατανομών 

 

Στήν παρόύσα παράγραφό θα παρόυσίαστόύν περίλήπτίκά όί κυρίότερες συνεχείς 

κατανόμές όί όπόίες θα μας απασχόλήσόυν σε επόμενα κεφάλαία.  

 

1.4.1  Κατανομή Γάμμα 

 

Λέμε ότι μια τυχαία μεταβλητή 𝑋 ακόλόυθεί τήν κατανόμή Γάμμα με παραμέτρόυς 𝑎 > 0 

καί 𝛽 > 0, αν η συνάρτηση πυκνότητάς της 𝑓(𝑥) δίνεται από τον τύπο 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝑥𝑎−1𝑒−𝛽𝑥,        𝑥 > 0. 

Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋~𝐺(𝑎, 𝛽). Στόν παραπάνω τύπό Γ(∙) είναί ή συνάρτήσή Γάμμα, 

πόυ όρίζεταί από τή σχέσή  
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Γ(𝑎) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

,      𝑎 > 0. 

Στήν περίπτωσή πόυ τό 𝑎 είναί ένας θετίκός ακέραίός, έστω 𝑎 = 𝑛, τότε ίσχύεί  

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! ,     𝑛 = 1, 2, …  . 

Είναί φανερό ότί γία 𝑎 = 1, ή κατανόμή Γάμμα ανάγεταί στήν εκθετίκή κατανόμή με 

παράμετρό 𝛽 ((συμβ. 𝐺(1, 𝛽) ≡ ℰ(𝛽)). Στήν περίπτωσή όπόυ ή παράμετρός  𝑎 είναί ένας 

θετίκός ακέραίός ή κατανόμή Γάμμα αναφέρεταί συνήθως ως κατανόμή Erlang.  

 Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐺(𝑎, 𝛽), τότε 

𝐸(𝑋) =
𝑎

𝛽
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎

𝛽2 
, 

𝛦(𝛸𝑟) =
Γ(𝑎 + 𝑟)

𝛽𝑟𝛤(𝑎)
,     𝑟 = 1,2, … 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2𝑎

𝛽3
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4] =

3𝑎(𝑎 + 2)

𝛽4
,  

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

=
2

√𝑎
,      𝑎4 =

𝜇4
𝜎4

= 3 +
6

𝑎
 . 

 

1.4.2  Μετατοπισμένη κατανομή Γάμμα 

 

Λέμε ότι μια τυχαία μεταβλητή 𝑋 ακόλόυθεί τή μετατόπίσμένή κατανόμή Γάμμα με 

παραμέτρόυς 𝜇 > 0, 𝑎 > 0 καί 𝛽 > 0, αν η συνάρτηση πυκνότητάς της 𝑓(𝑥) δίνεται από 

τον τύπο 

𝑓(𝑥) =

{
 

 
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
(𝑥 − 𝜇)𝑎−1𝑒−𝛽(𝑥−𝜇),   𝑥 ≥ 𝜇

0, 𝑥 < 𝜇.

 

Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋~𝐺(𝑎, 𝛽, 𝜇). Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐺(𝑎, 𝛽, 𝜇), τότε 

𝐸(𝑋) = 𝜇 +
𝑎

𝛽
 , 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎

𝛽2
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2𝑎

𝛽3
 ,  

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4
] =

3𝑎(𝑎 + 2)

𝛽4
 , 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

=
2

√𝑎
,      𝑎4 =

𝜇4
𝜎4

= 3 +
6

𝑎
 . 

 

1.4.3 Κατανομή Lindley 

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν κατανόμή Lindley με παράμετρό 𝜃 > 0, 

αν ή συνάρτήσή πυκνότήτάς τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
𝜃2

𝜃 + 1
(1 + 𝑥)𝑒−𝜃𝑥, 𝑥 > 0,   𝜃 > 0 

(δείτε, π.χ., Ghitany et al. (2008)). Συμβόλίκά γράφόυμε ότί  𝑋~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃). Είναί φανερό 

ότί ή εκθετίκή κατανόμή (συμβ. ℰ(𝜃)) με συνάρτήσή πυκνότήτας πόυ δίνεταί από τόν 

τύπό 

𝑓(𝑥) = 𝜃𝑒−𝜃𝑥 , 𝑥 > 0,   𝜃 > 0 

είναί μία πυκνότήτα πόυ μόίάζεί με αυτή τής κατανόμής Lindley. 

 Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃), τότε  

𝐸(𝑋) =
𝜃 + 2

𝜃(𝜃 + 1)
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
2 + 4𝜃 + 𝜃2

(𝜃 + 1)2𝜃2
 , 

𝐸(𝑋𝑟) =
𝑟! (𝜃 + 𝑟 + 1)

𝜃𝑟(𝜃 + 1)
, 𝑟 = 1, 2, 3, …, 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2(𝜃3 + 6𝜃2 + 6𝜃 + 2)

𝜃3(𝜃 + 1)3
  , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))4] =
3(3𝜃4 + 24𝜃3 + 44𝜃2 + 32𝜃 + 8)

𝜃4(𝜃 + 1)4
 , 
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𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

=
2(𝜃3 + 6𝜃2 + 6𝜃 + 2)

(𝜃2 + 4𝜃 + 2)
3
2⁄

 , 

   𝑎4 =
𝜇4
𝜎4

=
3(3𝜃4 + 24𝜃3 + 44𝜃2 + 32𝜃 + 8)

(𝜃2 + 4𝜃 + 2)
2  . 

 

1.4.4 Κατανομή Βήτα 

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν κατανόμή Βήτα (πρώτόυ είδόυς) με 

παραμέτρόυς 𝑎, 𝛽 > 0, αν ή συνάρτήσή πυκνότήτας τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
𝑥𝑎−1(1 − 𝑥)𝛽−1

B(𝑎, 𝛽)
 ,       0 < 𝑥 < 1 

όπόυ B(𝑎, 𝛽) =
Γ(𝑎)Γ(𝛽)

Γ(𝑎+𝛽)
. Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝛽). 

Η κατανόμή βήτα έχεί εφαρμόστεί γία να μόντελόπόίήσεί τή συμπερίφόρά τυχαίων 

μεταβλήτών πόυ περίόρίζόνταί σε δίαστήματα πεπερασμένόυ μήκόυς σε μία μεγάλή 

πόίκίλία επίστήμόνίκών κλάδων. Η κατανόμή βήτα είναί ένα κατάλλήλό μόντέλό γία τήν 

περίγραφή πόσόστών καί αναλόγίών. 

 Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝛽), τότε 

𝐸(𝑋) =
𝑎

𝑎 + 𝛽
 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎𝛽

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
 

𝐸(𝑋𝑟) =∏
𝑎 + 𝑘

𝑎 + 𝛽 + 𝑘

𝑟−1

𝑘=0

 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2𝑎𝛽(𝛽 − 𝑎)

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)(𝑎 + 𝛽 + 2)
 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4] =

6𝑎𝛽[(𝑎 − 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1) − 𝑎𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)]

(𝑎 + 𝛽)4(𝑎 + 𝛽 + 1)2(𝑎 + 𝛽 + 2)(𝑎 + 𝛽 + 3)
 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3

=
2(𝛽 − 𝑎)√𝑎 + 𝛽 + 1

(𝑎 + 𝛽 + 2)√𝑎𝛽
, 

   𝑎4 =
𝜇4
𝜎4
= 3 +

6[(𝑎 − 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1) − 𝑎𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)]

𝑎𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)(𝑎 + 𝛽 + 3)
 . 
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1.4.5 Κατανομή Pareto 

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν κατανόμή Pareto με παραμέτρόυς 𝑎, 𝛽 >

0,  αν ή συνάρτήσή πυκνότήτας τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό  

𝑓(𝑥) = {

𝑎𝛽𝑎

𝑥𝑎+1
,   𝑥 ≥ 𝛽

0,          𝑥 < 𝛽

 

(δείτε, π.χ., Forbes et al. (2011)). Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋~𝑃(𝑎, 𝛽). Αν ή τ.μ. 𝑋~𝑃(𝑎, 𝛽), 

τότε 

𝐸(𝑋) =
𝑎𝛽

𝑎 − 1
,   𝑎 > 1 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎𝛽2

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
,   𝑎 > 2 

𝐸(𝑋𝑟) =
𝑎𝛽𝑟

𝑎 − 𝑟
   𝑟 < 𝑎 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2𝑎(𝑎 + 1)𝛽3

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
,   𝑎 > 3 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))4] =
3𝑎(3𝑎2 + 𝑎 + 2)𝛽4

(𝑎 − 1)4(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
,   𝑎 > 4 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3
=
2(1 + 𝑎)

𝑎 − 3
∙ √
𝑎 − 2

𝑎
,    𝑎 > 3 , 

      𝑎4 =
𝜇4
𝜎4

= 3 +
6(𝑎3 + 𝑎2 − 6𝑎 − 2)

𝑎(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
,     𝑎 > 4 . 

 

1.4.6 Αντίστροφη Γάμμα κατανομή  

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν αντίστρόφή Γάμμα κατανόμή με 

παραμέτρόυς 𝑎, 𝛽 > 0, αν ή συνάρτήσή πυκνότήτάς τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝑥−𝑎−1𝑒(−𝛽/𝑥),       𝑥 > 0 
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(δείτε, π.χ., Witkovsky (2001)). Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋~𝐼𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑎, 𝛽). Η 

αντίστρόφή Γάμμα κατανόμή είναί ή κατανόμή τής τ.μ. 𝑌 = 𝑔(𝑊) = 1/𝑊, όπόυ 

𝑊~𝐺(𝑎, 𝛽). Πράγματί  

𝑓𝑌(𝑦) = 𝑓𝑊(𝑔
−1(𝑦)) |

𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)| =

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
(
1

𝑦
)
𝑎−1

𝑒(−𝛽/𝑦)
1

𝑦2
=

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝑦−𝑎−1𝑒(−𝛽/𝑦). 

Αν ή τ.μ.𝑋~𝐼𝐺(𝑎, 𝛽), τότε 

𝐸(𝑋) =
𝛽

𝑎 − 1
,      𝑎 > 1 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝛽2

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
,      𝑎 > 2 , 

𝐸(𝑋𝑟) = 𝛽𝑟
Γ(𝑎 − 𝑟)

Γ(𝑎)
=

𝛽𝑟

(𝑎 − 1)(𝑎 − 2) ∙∙∙ (𝑎 − 𝑟)
 ,       𝑎 > 𝑟 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

4𝛽5/2

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
,    𝑎 > 3 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))4] =
6𝛽4(5𝑎 − 11)

(𝑎 − 1)4(𝑎 − 2)2(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
,    𝑎 > 4 , 

𝑎3 =
𝜇3
𝜎3
=
4√𝑎 − 2

𝑎 − 3
,    𝑎 > 3 , 

      𝑎4 =
𝜇4
𝜎4

=
(3𝑎 + 15)(𝑎 − 2)

(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
,     𝑎 > 4 . 

 

1.4.7 Αντίστροφη κανονική κατανομή  

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν αντίστρόφή κανόνίκή κατανόμή με 

παραμέτρόυς 𝜇, 𝜃 > 0, αν ή συνάρτήσή πυκνότήτάς τής 𝑓(𝑥) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓𝛸(𝑥) = (
𝜃

2𝜋𝑥3
)
1/2

exp (−
𝜃(𝑥 − 𝜇)2

2𝑥𝜇2
) ,     𝑥 > 0, 

(δείτε, π.χ., Chhikara & Folk (1989), Panjer & Willmot (1992), Johnson et al. (1994)). 

Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋 ∼ 𝐼𝐺(𝜇, 𝜃).  

Αν ή τ.μ. 𝑋~𝐼𝐺(𝜇, 𝜃), τότε 

𝐸(𝑋) = 𝜇, 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝜇3

𝜃
 , 
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𝑎3 = 3√
𝜇

𝜃
 , 

𝑎4 =
15𝜇 + 3𝜃

𝜃
 , 

𝑘𝑟 =
𝜇2𝑟−1

𝜃𝑟−1
(1)(3)⋯ (2𝑟 − 3). 

Σημειώνουμε ότι 

𝑘𝑟 =
𝑑𝑟log𝑀(𝑡)

𝑑𝑡𝑟
|
𝑡=0

 

όπου 

𝑀(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑋) = exp [
𝜃

𝜇
(1 − √1 −

2𝜇2𝑡

𝜃
)]. 

 

1.4.8 Λογαριθμοκανονική κατανομή  

 

Λέμε ότί μία τυχαία μεταβλήτή 𝑋 ακόλόυθεί τήν λόγαρίθμόκανόνίκή κατανόμή 

(LogNormal) με παραμέτρόυς 𝜇 ∈ ℝ καί 𝜎 > 0 αν ή συνάρτήσή πυκνότήτάς τής 𝑓(𝑥) 

δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓𝛸(𝑥) =
1

𝑥𝜎√2𝜋
exp (−

(ln𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
) ,     𝑥 ≥ 0, 

(δείτε Johnson et al. (1995)). Συμβόλίκά γράφόυμε ότί 𝑋 ∼ 𝐿𝑁(𝜇, 𝜎).  

Αν ή τ.μ. 𝑋 ∼ 𝐿𝑁(𝜇, 𝜎), τότε 

𝐸(𝑋) = exp (𝜇 +
𝜎2

2
), 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = (exp(𝜎2) − 1) exp(2𝜇 + 𝜎2) , 

𝑎3 = (exp(𝜎
2) + 2)√(exp(𝜎2) − 1) 

𝑎4 = exp(4𝜎2) + 2 exp(3𝜎2) + 3 exp(2𝜎2) − 3 

𝐸(𝑋𝑟) = exp(𝑟𝜇 +
𝑟2𝜎2

2
). 

  



 
15 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 
 

Μεικτή κατανομή Poisson 

 
2.1  Εισαγωγή 
 

Μία από τίς πίό σήμαντίκές κλάσείς κατανόμών στήν αναλόγίστίκή επίστήμή είναί ή 

κλάσή των μείκτών κατανόμών Poisson. Χρήσίμόπόίείταί κυρίως στή μόντελόπόίήσή 

τόυ αρίθμόύ των απαίτήσεων πόυ πρόκύπτόυν από μή όμόγενείς πλήθυσμόύς, όταν σε 

κάθε ένα από αυτόύς ό αρίθμός των απαίτήσεων ακόλόυθεί κατανόμή Poisson. 

Στό παρόν κεφάλαίό θα παρόυσίαστόύν όί βασίκές ίδίότήτες καί όρίσμένα άλλα 

χαρακτήρίστίκά τής μείκτής κατανόμής Poisson. Στή συνέχεία θα δόθόύν μερίκά από τα 

πίό σήμαντίκά παραδείγματα μείκτών κατανόμών Poisson καί θα γίνεί μία αναλυτίκή 

παρόυσίασή τόυς στήν όπόία συμπερίλαμβάνόυμε απόδείξείς βασίκών απότελεσμάτων. 

Αρκετά απότελέσματα τόυ παρόντός κεφαλαίόυ μπόρόύν να βρεθόύν στίς εργασίες των 

Grandell (1997), Karlis & Xelakaki (2005), Johnson et al. (1995), Dean et al. (1989), Bulmer 

(1974) καί Ong et al. (2021). 

 

2.2  Μεικτή κατανομή Poisson – Ορισμός και βασικές ιδιότητες 

 

Στήν παρόύσα παράγραφό θα δόθεί ό όρίσμός τής μείκτής κατανόμής Poisson καί 

θα παρόυσίαστόύν όρίσμένα βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πόυ θα μας βόήθήσόυν στήν 

περαίτέρω μελέτή τής. Ένας τυπίκός όρίσμός γία τήν μείκτή κατανόμή Poisson είναί ό 

ακόλόυθός. 

 

Ορισμός 2.1 ( Μεικτή κατανομή Poisson). Θα λέμε ότί ή δίακρίτή τυχαία μεταβλήτή 𝑋 

έχεί μεμείγμένή (ή πίό απλά μείκτή) κατανόμή Poisson με μείκτίκή (συνεχή) μία μή 

αρνήτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬 πόυ έχεί συνάρτήσή πυκνότήτας 𝑔(𝜆), αν ή συνάρτήσή 

πίθανότήτάς τής δίνεταί από τόν τύπό 
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𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
𝑔(𝜆)𝑑𝜆

∞

0

,      𝑥 = 0,1,2, …. 

 Τή συνάρτήσή κατανόμής τής τυχαίας μεταβλήτής 𝛬 θα τή συμβόλίζόυμε ως 𝐺(𝜆), 

δήλαδή 

𝐺(𝜆) = 𝑃(𝛬 ≤ 𝜆) = ∫ 𝑔(𝑡)
𝜆

0

𝑑𝑡,    𝜆 > 0. 

Τή μείκτή κατανόμή Poisson με μείκτίκή τήν μή αρνήτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬 θα τή 

συμβόλίζόυμε με 𝑀𝑃(𝐺).  

 

Σύμφωνα με τόν Grandell (1997) έχόυμε τήν ακόλόυθή πρότασή. 

 

Πρόταση 2.1. Έστω ότί ή τυχαία μεταβλήτή  𝑋 ακόλόυθεί τήν κατανόμή 𝑀𝑃(𝐺) όπόυ 𝐺 

είναί ή συνάρτήσή κατανόμής μίας μή αρνήτίκής τυχαίας μεταβλήτής 𝛬. Τότε 

(i)  𝐸[𝑋] = 𝐸[𝛬]. 

(ii)  𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸[𝛬] + 𝑉𝑎𝑟[𝛬]. 

(iii) 𝑃{𝑋 > 𝑥} = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0
(1 − 𝐺(𝜆))𝑑𝜆 

(iv) 𝑃{𝑋 ≤ 𝑥} = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0
𝐺(𝜆)𝑑𝜆 

(v)  𝑃{𝛬 ≤ 𝑦|𝑋 = 𝑥} =
∫ 𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑑𝐺(𝜆)
𝑦
0

∫ 𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑑𝐺(𝜆)
∞
0

. 

(vi) 𝐸{𝛬|𝑋 = 𝑥} =
∫ 𝜆𝑥+1
∞
0 𝑒−𝜆𝑈(𝑑𝜆)

∫ 𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑈(𝑑𝜆)
∞
0

. 

(vii)  𝑃𝑋(𝑠) = ∫ 𝑒𝜆(𝑠−1)
∞

0
𝑑𝐺(𝜆) = 𝐿𝛬(1 − 𝑠) = 𝑀𝛬(𝑠 − 1).. 

Aπόδειξη. (i)-(ii). Πρόκύπτόυν άμεσα από τίς σχέσείς 

𝐸[𝑋] = 𝐸[𝐸(𝑋|𝛬)] = 𝐸[𝛬] 

καί 

𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸[𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝛬)] + 𝑉𝑎𝑟[𝐸(𝑋|𝛬)] = 𝐸[𝛬] + 𝑉𝑎𝑟[𝛬] 

αφόύ 𝐸(𝑋|𝛬 = 𝜆) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝛬 = 𝜆) = 𝜆. 

(iii) Τα βασίκά βήματα τής απόδείξής είναί τα εξής (δείτε Willmot (1990)) 

𝑃{𝑋 > 𝑥} = ∑ 𝑃(𝑁 = 𝑘) =

∞

𝑘=𝑥+1

∑ ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
𝑔(𝜆)𝑑𝜆

∞

0

=

∞

𝑘=𝑥+1

∫ ∑
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=𝑥+1

∞

0

𝑑𝐺(𝜆) 
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= ∫ ∑ (
𝑒−𝜆𝜆𝑘−1

(𝑘 − 1)!
−
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
) (1 − 𝐺(𝜆))𝑑𝜆

∞

𝑘=𝑥+1

∞

0

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

(1 − 𝐺(𝜆))𝑑𝜆 .  

(iv) Έχόυμε ότί 

        𝑃{𝑋 ≤ 𝑥} = 1 − 𝑃{𝑋 > 𝑥} = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

𝑑𝜆 − ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

(1 − 𝐺(𝜆))𝑑𝜆

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

𝐺(𝜆)𝑑𝜆. 

(v) Έχόυμε ότί 

𝑃{𝛬 ≤ 𝑦|𝑋 = 𝑥} =
𝑃{𝛬 ≤ 𝑦, 𝑋 = 𝑥}

𝑃{𝑋 = 𝑥}
=
∫
𝜆𝑥

𝑥! 𝑒
−𝜆𝑑𝐺(𝜆)

𝑦

0

∫
𝜆𝑥

𝑥! 𝑒
−𝜆𝑑𝐺(𝜆)

∞

0

=
∫ 𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑑𝐺(𝜆)
𝑦

0

∫ 𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑑𝐺(𝜆
∞

0
)
 . 

(vi) Πρόκύπτεί από τή βασίκή σχέσή 

𝐸(𝛬|𝑋 = 𝑥) = ∫ 𝑦𝑑𝑃(𝛬 ≤ 𝑦|𝑋 = 𝑥)
∞

0

. 

(vii) Γία τήν πίθανόγεννήτρία τής 𝑋 έχόυμε 

𝑃𝑋(𝑠) = 𝐸(𝑠
𝑋) = ∑𝑠𝑘𝑃(𝑋 = 𝑘) =

∞

𝑘=0

∫ ∑𝑠𝑘
𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∞

0

𝑒−𝜆𝑑𝐺(𝜆) 

= ∫ 𝑒𝜆(𝑠−1)
∞

0

𝑑𝐺(𝜆) = 𝐿𝛬(1 − 𝑠) = 𝑀𝛬(𝑠 − 1)  

όπόυ 𝐿𝛬(𝑡) = ∫ 𝑒−𝜆𝑡
∞

0
𝑑𝐺(𝜆) είναί ό μετασχήματίσμός Laplace τής 𝛬, καί 𝛭𝛬(𝑡) =

∫ 𝑒𝜆𝑡
∞

0
𝑑𝐺(𝜆) είναί ή ρόπόγεννήτρία συνάρτήσή τής 𝛬. 

 

Πρόταση 2.2. Η καθόδίκή παραγόντίκή ρόπή 𝑟 −τάξής τής μείκτής κατανόμής Poisson 

𝑀𝑃(𝐺) δίνεταί από τή σχέσή 

𝐸[𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2)⋯ (𝑋 − 𝑟 + 1)] = 𝐸(𝛬𝑟). 

Aπόδειξη. Έστω 𝑃𝑋(𝑠) = 𝑃(𝑠) ή πίθανόγεννήτρία συνάρτήσή τής 𝛸. Γνωρίζόυμε ότί 

𝐸[𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2)⋯(𝑋 − 𝑟 + 1)] = 𝑃
(𝑟)(1). 

Από τήν Πρότασή 2.1 (vii) παίρνόυμε 

𝑃′(𝑠) = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑒𝜆𝑠
∞

0

𝑔(𝜆)𝑑𝜆. 

Έτσί 
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𝑃′′(𝑠) = ∫ 𝜆2
∞

0

𝑒−𝜆𝑒𝜆𝑠𝑔(𝜆)𝑑𝜆 

καί γενίκότερα μπόρεί να δίαπίστωθεί ή ίσχύς τής σχέσής 

𝑃(𝑟)(𝑠) = ∫ 𝜆𝑟
∞

0

𝑒−𝜆𝑒𝜆𝑠𝑔(𝜆)𝑑𝜆 

 Επόμένως 

𝐸[𝑋(𝑋 − 1)⋯ (𝑋 − 𝑟 + 1)]𝑃
(𝑟)(1) = ∫ 𝜆𝑟

∞

0

𝑔(𝜆)𝑑𝜆 = 𝛦(𝛬𝑟). 

 

 Γία τίς πρώτες τέσσερίς ρόπές ως πρός τήν αρχή τής μείκτής κατανόμής Poisson 

ίσχύεί ή ακόλόυθή πρότασή. 

 

Πρόταση 2.3. Οί 4 πρώτες ρόπές (γύρω από τό 0) τής μείκτής κατανόμής Poisson 𝑀𝑃(𝐺) 

δίνόνταί από τίς σχέσείς 

(i)  𝛦(𝑋) = 𝛦(𝛬) . 

(ii)  𝛦(𝑋2) = 𝐸(𝛬2) + 𝛦(𝛬) . 

(iii) 𝛦(𝑋3) = 𝐸(𝛬3) + 3𝐸(𝛬2) + 𝛦(𝛬) . 

(iv) 𝛦(𝑋4) = 𝐸(𝛬4) + 6𝐸(𝛬3) + 7𝐸(𝛬2) + 𝐸(𝛬) . 

Aπόδειξη. (i) Αφόύ 

𝐸(𝑋|𝛬 = 𝜆) =∑𝑥
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

 

έχόυμε ότί 

𝐸(𝑋) = 𝛦(𝛦(𝑋|𝛬)) = 𝐸 (∑𝑥
𝑒−𝛬𝛬𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

) = 𝐸 (𝑒−𝛬𝛬∑
𝛬𝑥−1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) = 𝐸(𝑒−𝛬𝛬𝑒𝛬) = 𝐸(𝛬). 

(ii) Γία τή δεύτερή ρόπή, με τόν ίδίό τρόπό, παίρνόυμε 

𝐸(𝑋2) = 𝐸 (∑𝑥2
𝑒−𝛬𝛬𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

) = 𝐸 (𝑒−𝛬𝛬∑
(𝑥 − 1 + 1)𝛬𝑥−1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) 

= 𝐸 (𝑒−𝛬𝛬2∑
𝛬𝑥−2

(𝑥 − 2)!

∞

𝑥=2

+ 𝑒−𝛬𝛬∑
𝛬𝑥−1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) = 𝐸(𝛬2) + 𝐸(𝛬).  

(iii) Γία τήν τρίτή ρόπή έχόυμε 
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𝐸(𝛸3) = 𝐸 (𝑒−𝛬∑
𝑥3𝛬𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

) = 𝐸 (𝑒−𝛬∑
(𝑥 − 1 + 1)2𝛬𝑥

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) 

= 𝐸 (𝑒−𝛬 [∑
(𝑥 − 2) + 3

(𝑥 − 2)!

∞

𝑥=2

+∑
1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

] 𝛬𝑥)  

=  𝐸 (𝑒−𝛬 [∑
1

(𝑥 − 3)!

∞

𝑥=3

+∑
3

(𝑥 − 2)!

∞

𝑥=2

+∑
1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

] 𝛬𝑥)  

=  𝐸 (𝑒−𝛬 [𝛬3∑
𝛬𝑥−3

(𝑥 − 3)!

∞

𝑥=3

+ 3𝛬2∑
𝛬𝑥−2

(𝑥 − 2)!

∞

𝑥=2

+ 𝛬∑
𝛬𝑥−1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

])  

= 𝐸(𝛬3)  + 3𝐸(𝛬2) + 𝐸(𝛬).  

(iii) Γία τήν τέταρτή ρόπή έχόυμε 

𝐸(𝑋4) = 𝐸 (𝑒−𝛬∑
𝑥4𝛬𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

) = 𝐸 (𝑒−𝛬∑
(𝑥 − 1 + 1)3𝛬𝑥

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) 

= 𝐸 (𝑒−𝛬∑[(𝑥 − 1)3 + 3(𝑥 − 1)2 + 3(𝑥 − 1) + 1]
𝛬𝑥

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

) 

= 𝐸 (𝑒−𝛬 [∑
1

(𝑥 − 4)!

∞

𝑥=4

+∑
6

(𝑥 − 3)!

∞

𝑥=3

+∑
7

(𝑥 − 2)!
+∑

1

(𝑥 − 1)!

∞

𝑥=1

∞

𝑥=2

] 𝛬𝑥) 

= 𝐸(𝛬4) + 6𝐸(𝛬3)  + 7𝐸(𝛬2) + 𝐸(𝛬). 

  

 Γία τίς κεντρίκές ρόπές τής μείκτής κατανόμής Poisson ίσχύεί ή ακόλόυθή πρότασή. 

 

Πρόταση 2.4. Η 2ή, 3ή καί ή 4ή κεντρίκή ρόπή τής μείκτής κατανόμής Poisson 𝑀𝑃(𝐺) 

δίνόνταί από τίς σχέσείς  

(i)  𝜇2 = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬). 

(ii)  𝜇3 = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 3𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝐸(𝛬). 

(iii) 𝜇4 = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]4 + 6[𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 𝑉𝑎𝑟(𝛬)𝛦(𝛬)] + [7𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 

                       +3[𝛦(𝛬)]2] + 𝐸(𝛬). 

Aπόδειξη. (i) Γία τή δεύτερή κεντρίκή ρόπή έχόυμε 

𝜇2 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
2] = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬). 

(ii) Γία τήν τρίτή κεντρίκή ρόπή, χρήσίμόπόίώντας τήν Πρότασή 2.3, έχόυμε 

𝜇3 = 𝐸[𝑋 − 𝛦(𝑋)]
3 = 𝐸(𝑋3) − 3𝐸(𝑋2)𝐸(𝑋) + 2[𝐸(𝑋)]3 
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= 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 3𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝐸(𝛬).  

(iii) Γία τήν τέταρτή  κεντρίκή ρόπή, έχόυμε 

𝜇4 = 𝐸[𝑋 − 𝛦(𝑋)]
4 = 𝐸(𝑋4) − 4𝐸(𝑋3)𝐸(𝑋) + 6𝐸(𝑋2)[𝐸(𝑋)]2 − 3[𝐸(𝑋)]4. 

Χρήσίμόπόίώντας τήν Πρότασή 2.3, παίρνόυμε 

𝜇4 = {𝐸(𝛬4) − 4𝐸(𝛬3)𝐸(𝛬) + 6𝐸(𝛬2)[𝐸(𝛬)]2 − 3[𝐸(𝛬)]4} 

                                        +6{𝐸(𝛬3) − 2𝐸(𝛬2)𝐸(𝛬) + [𝐸(𝛬)]3} 

                                        +{7𝐸(𝛬2) − 4[𝐸(𝛬)]2} + 𝐸(𝛬) 

                                   = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]4 + 6[𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 𝑉𝑎𝑟(𝛬)𝛦(𝛬)] + [7𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 

                                        +3[𝛦(𝛬)]2] + 𝐸(𝛬). 

 

2.3  Άλλα χαρακτηριστικά της μεικτής κατανομή Poisson 

 

Σε αυτή τήν παράγραφό θα δώσόυμε κάπόίες περαίτέρω ίδίότήτες των μείκτών 

κατανόμών Poisson. Θα δόύμε κάπόία θεωρήτίκά απότελέσματα όπως είναί ή σύγκρίσή 

των μείκτών κατανόμών Poisson με τίς απλές κατανόμές Poisson με τήν ίδία μέσή τίμή, 

πως μπόρόύμε να πρόσεγγίσόυμε τή συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής 

Poisson, κλπ. 

 

Έστω 𝑝(𝑥), 𝑥 = 0,1,2, …,  ή συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson 

𝑀𝑃(𝐺) με μέσή τίμή 𝑚, καί έστω 𝑝(𝑥;𝑚) ή συνάρτήσή πίθανότήτας τής κατανόμής 

Poisson με παράμετρό 𝑚 (𝑃(𝑚)). Γία τή σύγκρίσή των δύό συναρτήσεων πίθανότήτας 

(δείτε Feller (1943)) έχόυμε: 

(i) 𝑝(0) ≥ 𝑝(0;𝑚), δήλαδή ή πίθανότήτα παρατήρήσής τής μήδενίκής τίμής είναί 

πάντα υψήλότερή σε μία μείκτή κατανόμή Poisson από ότί σε μία απλή κατανόμή 

Poisson με τήν ίδία μέσή τίμή, 

(ii) 
𝑝(1)

𝑝(0)
≤

𝑝(1;𝑚)

𝑝(0;𝑚)
= 𝑚, δήλαδή ό λόγός τής πίθανότήτας τόυ 1 ως πρός αυτή τόυ 0, είναί 

μίκρότερός από τήν μέσή τίμή τής μείκτής κατανόμής Poisson. 

Επίσής ό Shaked (1980) έδείξε ότί ή συνάρτήσή 𝑝(𝑥) − 𝑝(𝑥;𝑚) έχεί ακρίβώς δύό 

εναλλαγές πρόσήμων τής μόρφής +−+, υπόνόώντας ότί ή μείκτή κατανόμή Poisson 

δίνεί υψήλότερή πίθανότήτα στό ενδεχόμενό {𝑋 = 0}, καί έχεί μακρύτερή δεξίά όυρά. 
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Αυτό τό απότέλεσμα μπόρεί να χρήσίμόπόίήθεί γία να ελέγξόυμε αν μία μείκτή κατανόμή 

Poisson είναί επαρκής γία τήν περίγραφή ενός συνόλόυ δεδόμένων.  

 

Ο αναλυτίκός υπόλόγίσμός των πίθανότήτων των μείκτών κατανόμών Poisson 

σύμφωνα με τόν Ορίσμό 2.1 είναί αρκετές φόρές περίπλόκός καί γία αυτό τό λόγό 

χρήσίμόπόίόύμε άλλες μεθόδόυς. 

 

Πρόταση 2.5: Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson 𝑀𝑃(𝐺) 

ίκανόπόίεί τή σχέσή 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

𝑥!
∑

(−1)𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

𝛦(𝛬𝑥+𝑟). 

Απόδειξη: Έχόυμε 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

𝑥!
∫ 𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑔(𝜆)𝑑𝜆 = ∫ (∑

(−𝜆)𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

)
𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

∞

0

𝑔(𝜆)𝑑𝜆 

=∑∫ (−1)𝑟
𝜆𝑥+𝑟

𝑥! 𝑟!

∞

0

∞

𝑟=0

𝑔(𝜆)𝑑𝜆 =∑
(−1)𝑟

𝑥! 𝑟!

∞

𝑟=0

∫ 𝜆𝑥+𝑟𝑔(𝜆)
∞

0

𝑑𝜆 =∑
(−1)𝑟

𝑥! 𝑟!

∞

𝑟=0

𝛦(𝛬𝑥+𝑟). 

 

Η ακόλόυθή πρότασή όφείλεταί στόν Ong (1995) καί βασίζεταί στό ανάπτυγμα τόυ 

Taylor. 

 

Πρόταση 2.6. Έστω  𝑔(𝜆) ή συνάρτήσή πυκνότήτας πίθανότήτας τής μείκτίκής τυχαίας 

μεταβλήτής 𝛬 τής κατανόμής 𝑀𝑃(𝐺). Αν ή  𝑔(𝜆) έχεί πεπερασμένες παραγώγόυς στό 

σήμείό 𝑘 έως καί τόυλάχίστόν τάξεως 𝑛, τότε ή συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής 

κατανόμής Poisson 𝑀𝑃(𝐺) δίνεταί πρόσεγγίστίκά από τό ανάπτυγμα 

𝑃(𝑋 = 𝑘) ≃ 𝑔(𝑘) +
1

𝑘
∑

𝜇𝑖ℎ
(𝑖)(𝑘)

𝑖!

𝑛

𝑖=2

 

όπόυ ℎ(𝑘) = 𝑘𝑔(𝑘), ℎ(𝑖)(𝑘) δήλώνεί τήν 𝑖-όστή παράγωγό τής ℎ(𝑘) υπόλόγίσμένή στό 

σήμείό 𝑘, καί  𝜇𝑖 είναί ή 𝑖-όστή κεντρίκή ρόπή τής Γάμμα κατανόμής 𝐺(𝑘, 1). 

 

 Η παραπάνω πρόσέγγίσή έχεί τό μείόνέκτήμα ότί δεν δίνεί τήν πίθανότήτα 𝑃(𝛸 = 0), 

καί ενδεχόμένως ό υπόλόγίσμός των παραγώγων τής συνάρτήσής ℎ(𝑘) να μήν είναί 

εύκόλός σε όρίσμένες περίπτώσείς. 
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 Τέλός γία τόν υπόλόγίσμό των πίθανότήτων μία μείκτής κατανόμής Poisson μπόρόύν 

να χρήσίμόπόίήθόύν αναδρόμίκές σχέσείς. Η ακόλόυθή πρότασή όφείλεταί στόν Willmot 

(1993). 

 

Πρόταση 2.7. Aν ή συνάρτήσή πυκνότήτας πίθανότήτας  𝑔(𝜆) τής μείκτίκής τυχαίας 

μεταβλήτής 𝛬 ίκανόπόίεί τή σχέσή 

𝑑

𝑑𝜆
log 𝑔(𝜆) =

∑ 𝑠𝑖
𝑘
𝑖=0 𝜆𝑖

∑ 𝑤𝑖𝜆𝑖
𝑘
𝑖=0

, 𝜆 ∈ (0,+∞) 

γία κάπόίες σταθερές 𝑠𝑖, 𝑤𝑖,  𝑖 = 0,1, … , 𝑘, , 𝑘 > 0, τότε συνάρτήσή πίθανότήτας τής 

κατανόμής  𝑀𝑃(𝐺) ίκανόπόίεί τόν αναδρόμίκή τύπό 

∑ {𝜑𝑛 +𝑚𝑤𝑛+1}

𝑘

𝑛=−1

(𝑚 + 𝑛)(𝑛)𝑃(𝑋 = 𝑚 + 𝑛) = 0 

όπόυ 𝜑−1 = 0, 𝜑𝑛 = 𝑠𝑛 + (𝑛 + 1)𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 γία 𝑛 = 0, 1, … , 𝑘, καί 𝑎(𝑏) = ∏ (𝑎 + 1 − 𝑖)𝑏
𝑖=1 . 

 

Η ακόλόυθή πρότασή όφείλεταί στόν Feller (1943) καί αναφέρεταί στήν ίδίότήτα τής 

αναπαρωγίσίμότήτας (reproducibility) τής μείκτής κατανόμής Poisson. 

 

Πρόταση 2.8. Τό άθρόίσμα δύό ανεξάρτήτων τυχαίων μεταβλήτών 𝛸 καί 𝑌, με 

κατανόμές 𝑀𝑃(𝐺1) καί 𝑀𝑃(𝐺2), αντίστόίχα, είναί μία μείκτή Poisson κατανόμή 𝑀𝑃(𝐺) 

όπόυ 𝐺 = 𝐺1 ∗ 𝐺2. 

 

 Σήμείώνόυμε ότί ή πράξή “*” δήλώνεί συνέλίξή, δήλαδή 

𝐺1(𝜆) ∗ 𝐺2(𝜆) = ∫ 𝐺1(𝜆 − 𝜇)𝑑𝐺2(𝜇)
∞

−∞

. 

 Σχετίκή είναί καί ή ακόλόυθή πρότασή πόυ όφείλεταί στόυς Willmot & Sundt (1989). 

 

Πρόταση 2.9. Τό άθρόίσμα δύό ανεξάρτήτων τυχαίων μεταβλήτών 𝛸 καί 𝑌, με 

κατανόμές 𝑀𝑃(𝐺) καί 𝑃(𝜆), αντίστόίχα, είναί μία μείκτή Poisson κατανόμή 𝑀𝑃(𝑈) όπόυ 

𝑈(𝑦) = 𝐺(𝑦 − 𝜆),  𝑦 ≥ 𝜆. 

 

 Η ακόλόυθή πρότασή όφείλεταί στόν Grandell (1997). 
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Πρόταση 2.10. Έστω δυό τυχαίες μεταβλήτές 𝑁1 καί 𝛮2 με κατανόμές 𝑀𝑃(𝐺1) καί 

𝑀𝑃(𝐺2) καί μείκτίκές τυχαίες μεταβλήτές 𝛬1 καί 𝛬2, αντίστόίχως. Τότε ή μείκτή 

κατανόμή Poisson 𝑀𝑃(𝐺1) συγκλίνεί υπό τήν έννόία τής κατανόμής στή μείκτή κατανόμή 

Poisson 𝑀𝑃(𝐺2) (δήλαδή 𝑁1
𝑑
→𝑁2), αν καί μόνό αν 𝛬1

𝑑
→ 𝛬2. 

 

 Η ακόλόυθή πρότασή όφείλεταί στόν Maceda (1948). 

 

Πρόταση 2.11. Αν ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή είναί απείρως δίαίρετή τότε καί ή 

αντίστόίχή μείκτή κατανόμή Poisson είναί απείρως δίαίρετή. 

 

 Σήμείώνόυμε ότί μία κατανόμή πίθανότήτας θεωρείταί απείρως δίαίρετή (infinitely 

divisible) αν γία κάθε θετίκό ακέραίό 𝑛, ή κατανόμή αυτή μπόρεί να πρόκύψεί ως ή 

κατανόμή τόυ αθρόίσματός 𝑛 ανεξάρτήτων καί ίσόνόμων τυχαίων μεταβλήτών. 

 

 Κλείνόντας τήν παρόύσα παράγραφό τόνίζόυμε ότί περαίτέρω σήμαντίκές ίδίότήτες 

των μείκτών κατανόμών Poisson μπόρόύν να βρεθόύν στόν Grandell (1997) καί Karlis & 

Xekalaki (2005). 

 

2.4  Παραδείγματα μεικτών κατανομών Poisson 

 

2.4.1  Poisson – Γάμμα κατανομή 

 

Η πρώτή καί πίό συνήθίσμένή επίλόγή γία τή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή Λ είναί ή 

κατανόμή 𝐺(𝑎, 𝛽), ή όπόία μελετήθήκε από τόυς Greenwood & Yule (1920). Σε αυτή τήν 

περίπτωσή ίσχύεί ή ακόλόυθή πρότασή. 

 

Πρόταση 2.12. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐺(𝑎, 𝛽) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
Γ(𝑎 + 𝑥)

Γ(𝑎)𝑥!
(

1

1 + 𝛽
)
𝑥

(
𝛽

1 + 𝛽
)
𝑎

,    𝑥 = 0,1,2, …  . 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) = (
𝛽

1 + 𝛽 − 𝑠
)
𝑎

 , 

𝐸(𝑋) =
𝑎

𝛽
 , 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎(1 + 𝛽)

𝛽2
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))3] =
𝑎(𝛽 + 1)(𝛽 + 2)

𝛽3
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4] =

3𝑎2(𝛽 + 1)2 + 𝑎(6 + 12𝛽 + 7𝛽2 + 𝛽3)

𝛽4
 . 

 

Aπόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε  

𝑓(𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆

∞

0

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝜆𝑎−1𝑒−𝛽𝜆𝑑𝜆

∞

0

 

                                         =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)𝑥!
∫ 𝜆𝑥+𝑎−1𝑒−𝜆(1+𝛽) 𝑑𝜆
∞

0

. 

Με τήν αλλαγή μεταβλήτής 𝜆 = 𝑡/(1 + 𝛽), καί χρήσίμόπόίώντας τόν όρίσμό τής 

συνάρτήσής Γ(∙) παίρνόυμε 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)𝑥!
∙

1

(1 + 𝛽)𝑥+𝑎
∫ 𝑡𝑥+𝑎−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡
∞

0

 

                                                      =
Γ(𝑎 + 𝑥)

Γ(𝑎)𝑥!
(

1

1 + 𝛽
)
𝑥

(
𝛽

1 + 𝛽
)
𝑎

. 

(ii) Από τό (i) πρόκύπτεί ότί ή τυχαία μεταβλήτή 𝛸 ακόλόυθεί τήν αρνήτίκή δίωνυμίκή 

κατανόμή με παραμέτρόυς 𝑟 = 𝑎 καί 𝑝 =
𝛽

1+𝛽
, δήλαδή 𝛸~𝑁𝑏(𝑎,

𝛽

1+𝛽
). Επόμένως ή 

πίθανόγεννήτρία 𝑃(𝑠), ή μέσή τίμή 𝛦(𝛸), ή δίακύμανσή 𝑉𝑎𝑟(𝑋), ή τρίτή καί ή τέταρτή 

κεντρίκή ρόπή 𝜇3 καί 𝜇4 τής X είναί όί αντίστόίχες πόσότήτες τής κατανόμής 𝑁𝑏(𝑎,
𝛽

1+𝛽
). 

 

 

Σχήμα 2.1. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Gamma 
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2.4.2  Poisson - Μετατοπισμένη Γάμμα κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής μετατόπίσμένής Γάμμα κατανόμής ως κατανόμής τής μείκτίκής τυχαίας 

μεταβλήτής Λ μελετήθήκε από τόν Ruohonen (1988) (δείτε επίσής Willmot & Sundt 

(1989)). Σε αυτή τήν περίπτωσή ίσχύεί ή ακόλόυθή πρότασή. 

 

Πρόταση 2.13. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐺(𝑎, 𝛽, 𝜇) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) = ∑(
𝑒−𝜇𝜇𝑥−𝑘

(𝑥 − 𝑘)!
)
Γ(𝑎 + 𝑘)

Γ(𝑎)𝑘!
(

1

1 + 𝛽
)
𝑘

(
𝛽

1 + 𝛽
)
𝑎𝑥

𝑘=0

,    𝑥 = 0,1,2, … . 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) = 𝑒−𝜇(1−𝑠) (
𝛽

1 + 𝛽 − 𝑠
)
𝑎

  , 

𝐸(𝑋) = 𝜇 +
𝑎

𝛽
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎

𝛽2
+ 𝜇 +

𝑎

𝛽
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3] =

2𝑎

𝛽3
+
3𝑎

𝛽2
+ 𝜇 +

𝑎

𝛽
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))4]

=
3𝑎2(𝛽 + 1)2 + 𝑎(6 + 12𝛽 + 7𝛽 + 𝛽3) + 𝜇𝛽2(6𝑎 + 3𝜇𝛽2 + 6𝑎𝛽 + 𝛽2)

𝛽4
 . 

 

Aπόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε  

𝑓(𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆

∞

𝜇

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
(𝜆 − 𝜇)𝑎−1𝑒−𝛽(𝜆−𝜇)𝑑𝜆

∞

𝜇

 

=
𝛽𝑎

Γ(𝑎)𝑥!
∫ 𝑒−𝜆𝜆𝑥 (𝜆 − 𝜇)𝑎−1𝑒−𝛽(𝜆−𝜇)𝑑𝜆
∞

𝜇

. 

Με τήν αλλαγή μεταβλήτής 𝑧 = 𝜆 − 𝜇, παίρνόυμε 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)𝑥!
∫ 𝑒−(𝑧+𝜇)(𝑧 + 𝜇)𝑥 𝑧𝑎−1𝑒−𝛽𝑧𝑑𝑧
∞

0

 

   =
𝛽𝑎𝑒−𝜇

Γ(𝑎)𝑥!
∫ (𝑧 + 𝜇)𝑥 𝑧𝑎−1𝑒−(1+𝛽)𝑧𝑑𝑧
∞

0
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                 =
𝛽𝑎𝑒−𝜇

Γ(𝑎)𝑥!
∫ ∑(

𝑥

𝑘
)𝜇𝑥−𝑘

𝑥

𝑘=0

𝑧𝑘 𝑧𝑎−1𝑒−(1+𝛽)𝑧𝑑𝑧
∞

0

 

                 =
𝛽𝑎𝑒−𝜇

Γ(𝑎)𝑥!
∑(

𝑥

𝑘
) 𝜇𝑥−𝑘

𝑥

𝑘=0

∫ 𝑧𝑘+𝑎−1𝑒−(1+𝛽)𝑧𝑑𝑧 .
∞

0

 

Με τήν αλλαγή μεταβλήτής 𝑧 = 𝑡/(1 + 𝛽), καί χρήσίμόπόίώντας τόν όρίσμό τής 

συνάρτήσής Γ(∙) παίρνόυμε 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝑎𝑒−𝜇

Γ(𝑎)𝑥!
∙

1

(1 + 𝛽)𝑘+𝑎
∑(

𝑥

𝑘
) 𝜇𝑥−𝑘

𝑥

𝑘=0

∫ 𝑡𝑘+𝑎−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡
∞

0

 

=∑(
𝑒−𝜇𝜇𝑥−𝑘

(𝑥 − 𝑘)!
)
Γ(𝑘 + 𝑎)

Γ(𝑎)𝑘!
(

1

1 + 𝛽
)
𝑘

(
𝛽

1 + 𝛽
)
𝑎𝑥

𝑘=0

. 

(ii) Γία τήν πίθανόγεννήτρία τής τυχαίας μεταβλήτής 𝛸 έχόυμε 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) = ∑𝑠𝑥𝑓(𝑥)

∞

𝑥=0

=∑𝑠𝑥∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
(𝜆 − 𝜇)𝑎−1𝑒−𝛽(𝜆−𝜇)𝑑𝜆

∞

𝜇

∞

𝑥=0

 

                        =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
∫ 𝑒−𝜆 (∑

(𝜆𝑠)𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

)𝑒−𝛽(𝜆−𝜇)(𝜆 − 𝜇)𝑎−1𝑑𝜆
∞

𝜇

 

                        =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
∫  𝑒−𝜆(1−𝑠) 𝑒−𝛽(𝜆−𝜇)
∞

𝜇

(𝜆 − 𝜇)𝑎−1𝑑𝜆 . 

Με τήν αλλαγή μεταβλήτής 𝑧 = 𝜆 − 𝜇, παίρνόυμε 

𝑃(𝑠) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝑒−𝜇(1−𝑠)∫ 𝑧𝑎−1

∞

0

𝑒−(1+𝛽−𝑠)𝑧 𝑑𝑧. 

Με τήν αλλαγή μεταβλήτής 𝑧 = 𝑡/(1 + 𝛽 − 𝑠), παίρνόυμε 

𝑃(𝑠) =
𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝑒−𝜇(1−𝑠)

1

(1 + 𝛽 − 𝑠)𝑎
∫ 𝑧𝛼−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

                                                 = 𝑒−𝜇(1−𝑠) (
𝛽

1 + 𝛽 − 𝑠
)
𝑎

. 

 

Επείδή ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐺(𝑎, 𝛽, 𝜇), τότε από τήν Πρότασή 2.3 τήν 

Πρότασή 2.4 καί τήν Παράγραφό 1.4.2 έχόυμε τα εξής: 

𝛦(𝛸) = 𝛦(𝛬) = 𝜇 +
𝑎

𝛽
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬) =
𝑎

𝛽2
+ 𝜇 +

𝑎

𝛽
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3
] =

2𝑎

𝛽3
+
3𝑎

𝛽2
+ 𝜇 +

𝑎

𝛽
, 
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𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4
]

=
3𝑎2(𝛽 + 1)2 + 𝑎(6 + 12𝛽 + 7𝛽 + 𝛽3) + 𝜇𝛽2(6𝑎 + 3𝜇𝛽2 + 6𝑎𝛽 + 𝛽2)

𝛽4
. 

Η κατανόμή τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν μετατόπίσμένή κατανόμή 

Γάμμα είναί γνωστή καί ως κατανόμή Delaporte. Από τή μόρφή τής πίθανόγεννήτρίάς 

τής πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Delaporte πρόκύπτεί ως ή κατανόμή τόυ αθρόίσματός 

(συνέλίξή) δύό ανεξάρτήτων τυχαίων μεταβλήτών πόυ ή μία έχεί κατανόμή 𝑃(𝜇) καί ή 

άλλή κατανόμή 𝑁𝑏(𝑎,
𝛽

1+𝛽
). 

 
Παρατήρηση.  Αν στα απότελέσματα τής παρόύσας παραγράφόυ θέσόυμε 𝜇 = 0, τότε 

πρόκύπτόυν τα απότελέσματα τής πρόήγόύμενής παραγράφόυ. 

 

Σχήμα 2.2. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Delaporte 

 

2.4.3  Poisson - Lindley κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής Lindley κατανόμής ως κατανόμής τής μείκτίκής τυχαίας μεταβλήτής Λ 

μελετήθήκε από τόν Sankaran (1970). Σε αυτή τήν περίπτωσή έχόυμε τα ακόλόυθα 

απότελέσματα. 

 

Πρόταση 2.14. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
𝜃2

𝜃 + 1
∙
𝑥 + 2 + 𝜃

(1 + 𝜃)𝑥+2
, 𝑥 = 0,1,2, … ,   𝜃 > 0 . 

(ii) Ισχύεί ότί 
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𝑃(𝑠) =
𝜃2

(𝜃 + 1)

(𝜃 + 2 − 𝑠)

(𝜃 + 1 − 𝑠)2
 , 

𝐸(𝑋) =
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
(2 + 4𝜃 + 𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3
] =

2(8 + 6𝜃 + 6𝜃2 + 𝜃3)

(𝜃 + 1)3𝜃3
+
3(2 + 4𝜃 + 𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

           𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4
] 

                 =
12(6 + 16𝜃 + 17𝜃2 + 8𝜃3 + 𝜃4)

(𝜃 + 1)4𝜃4
+
6(20 + 22𝜃 + 18𝜃2 + 3𝜃3)

(𝜃 + 1)3𝜃3
 

                    +
2(13 + 20𝜃 + 5𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
. 

 

Απόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε 

𝑓(𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

∞

0

𝜃2

𝜃 + 1
(𝜆 + 1)𝑒−𝜆𝜃 𝑑𝜆 

                     =
𝜃2

𝑥! (𝜃 + 1)
∫ (𝜆𝑥+1 + 𝜆𝑥)𝑒−(1+𝜃)𝜆
∞

0

𝑑𝜆 

                    =
𝜃2

𝑥! (𝜃 + 1)
[
𝛤(𝑥 + 2)

(1 + 𝜃)𝑥+2
+

𝛤(𝑥 + 1)

(1 + 𝜃)𝑥+1
] 

              =
𝜃2

𝑥! (𝜃 + 1)

𝛤(𝑥 + 1)

(1 + 𝜃)𝑥+1
(
𝑥 + 1

1 + 𝜃
+ 1) 

                                                          =
𝜃2

(𝜃 + 1)
∙
𝑥 + 2 + 𝜃

(1 + 𝜃)𝑥+2
 . 

(ii) Γία τήν πίθανόγεννήτρία τής τυχαίας μεταβλήτής X έχόυμε 

𝑃(𝑠) = ∫ 𝑒−𝜆(1−𝑠)
∞

0

𝜃2

𝜃 + 1
(𝜆 + 1)𝑒−𝜆𝜃 𝑑𝜆 

                                    =
𝜃2

𝜃 + 1
{∫ 𝜆𝑒−𝜆(𝜃+1−𝑠) 𝑑𝜆 + ∫ 𝑒−𝜆(𝜃+1−𝑠) 𝑑𝜆

∞

0

∞

0

} 

           =
𝜃2

𝜃 + 1
{

1

(𝜃 + 1 − 𝑠)2
+

1

𝜃 + 1 − 𝑠
} 

                                                         =
𝜃2

𝜃 + 1
∙
(𝜃 + 2 − 𝑠)

(𝜃 + 1 − 𝑠)2
 

Επείδή ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃), τότε από τήν Πρότασή 2.3 τήν 

Πρότασή 2.4 καί τήν Παράγραφό 1.4.3 έχόυμε τα εξής: 



 
29 

𝛦(𝛸) = 𝛦(𝛬) =
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬) =
(2 + 4𝜃 + 𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3
] =

2(8 + 6𝜃 + 6𝜃2 + 𝜃3)

(𝜃 + 1)3𝜃3
+
3(2 + 4𝜃 + 𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4
] 

     =
12(6 + 16𝜃 + 17𝜃2 + 8𝜃3 + 𝜃4)

(𝜃 + 1)4𝜃4
+
6(20 + 22𝜃 + 18𝜃2 + 3𝜃3)

(𝜃 + 1)3𝜃3
 

        +
2(13 + 20𝜃 + 5𝜃2)

(𝜃 + 1)2𝜃2
+
(2 + 𝜃)

(𝜃 + 1)𝜃
. 

 

 

Σχήμα 2.3. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Lindley 

 

2.4.4  Poisson - Beta κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής Beta κατανόμής ως κατανόμής τής μείκτίκής τυχαίας μεταβλήτής Λ 

μελετήθήκε από τoυς Holla & Bhattacharya (1965). Σε αυτή τήν περίπτωσή έχόυμε τα 

ακόλόυθα απότελέσματα. 

 

Πρόταση 2.15. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝛽) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥!

Γ(𝑎 + 𝛽)

Γ(𝑎)
∑

(−1)𝑛

𝑛!

Γ(𝑥 + 𝑎 + 𝑛)

Γ(𝑥 + 𝑎 + 𝑛 + 𝛽)

∞

𝑛=0

,     𝑥 = 0, 1, 2, …  . 

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=0.5

x1

f(
x
)

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=1

x2

f(
x
)



 
30 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) =
1

Β(𝑎, 𝛽)
𝐹11 [𝑎, 𝑎 + 𝛽;−(1 − 𝑠)] 

𝐸(𝑋) =
𝑎

𝑎 + 𝛽
 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎[(𝑎 + 𝛽)2 + 𝑎 + 2𝛽]

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
 

     𝜇3 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))
3
] 

           =
2𝑎𝛽(𝛽 − 𝑎)

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)(𝑎 + 𝛽 + 2)
+ 3

𝑎𝛽

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
+

𝑎

𝑎 + 𝛽
 

      𝜇4 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))
4
] 

            =
6𝑎𝛽[(𝑎 − 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1) − 𝑎𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)]

(𝑎 + 𝛽)4(𝑎 + 𝛽 + 1)2(𝑎 + 𝛽 + 2)(𝑎 + 𝛽 + 3)
 

 

               +6 [
2𝑎𝛽(𝛽2 − 𝑎2) + 𝑎2𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)

(𝑎 + 𝛽)3(𝑎 + 𝛽 + 1)(𝑎 + 𝛽 + 2)
] +

7𝑎𝛽 + 3𝑎2(𝑎 + 𝛽 + 1)

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
+

𝑎

𝑎 + 𝛽
 

 

 

Απόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε 

𝑓(𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆

1

0

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
∙

1

0

𝜆𝑎−1(1 − 𝜆)𝛽−1

𝛣(𝑎, 𝛽)
𝑑𝜆 

  =
1

𝛣(𝑎, 𝛽)𝑥!
∫ 𝜆𝑥+𝑎−1(1 − 𝜆)𝛽−1∑

𝜆𝑛(−1)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

1

0

𝑑𝜆 

=
1

𝛣(𝑎, 𝛽)𝑥!
∑

(−1)𝑛

𝑛!
∫ 𝜆𝑥+𝑎+𝑛−1(1 − 𝜆)𝛽−1 𝑑𝜆
1

0

∞

𝑛=0

 

                                       =
1

𝛣(𝑎, 𝛽)𝑥!
∑

(−1)𝑛

𝑛!
𝛣(𝑥 + 𝑎 + 𝑛, 𝛽)

∞

𝑛=0

  

                                       =
1

𝑥!

Γ(𝑎 + 𝛽)

Γ(𝑎)
∑

(−1)𝑛

𝑛!

Γ(𝑥 + 𝑎 + 𝑛)

Γ(𝑥 + 𝑎 + 𝑛 + 𝛽)

∞

𝑛=0

 . 

(iii) Έχόυμε ότί 

𝐺(𝑠) =∑𝑠𝑥
∞

𝑥=0

𝑓(𝑥) =∑𝑠𝑥
1

𝑥!

𝛤(𝑎 + 𝛽)

𝛤(𝑎)
∑

(−1)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

𝛤(𝑥 + 𝑎 + 𝑛)

𝛤(𝑥 + 𝑎 + 𝑛 + 𝛽)

∞

𝑥=0

 

Μετά από αρκετές πράξείς πρόκύπτεί ό τελίκός τύπός 

𝑃(𝑠) =
1

Β(𝑎, 𝛽)
𝐹11 [𝑎, 𝑎 + 𝛽;−(1 − 𝑠)] 
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(γία λεπτόμέρείες δείτε Holla & Bhattacharya (1965)). Σήμείώνόυμε ότί  

𝐹11 (𝑎, 𝑏; 𝑠) = ∑
𝑎(𝑘)𝑠𝑘

𝑏(𝑘)𝑘!

∞

𝑘=0

 

είναί ή συρρέόυσα (confluent) υπεργεωμετρίκή σείρά όπόυ 𝑎(0) = 1 καί 𝑎(𝑘) =

𝑎(𝑎 + 1)⋯(𝑎 + 𝑘 − 1). 

 Επείδή ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝛽), τότε από τήν Πρότασή 2.3 τήν 

Πρότασή 2.4 καί τήν Παράγραφό 1.4.4 έχόυμε τα εξής: 

𝛦(𝛸) = 𝛦(𝛬) =
𝑎

𝑎 + 𝛽
, 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬) =
𝑎[(𝑎 + 𝛽)2 + 𝑎 + 2𝛽]

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
, 

              𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3
] = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 3𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝐸(𝛬) 

=
2𝑎𝛽(𝛽 − 𝑎)

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)(𝑎 + 𝛽 + 2)
+ 3

𝑎𝛽

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
+

𝑎

𝑎 + 𝛽
 , 

          𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4
] 

               =
6𝑎𝛽[(𝑎 − 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1) − 𝑎𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)]

(𝑎 + 𝛽)4(𝑎 + 𝛽 + 1)2(𝑎 + 𝛽 + 2)(𝑎 + 𝛽 + 3)
 

      +6 [
2𝑎𝛽(𝛽2 − 𝑎2) + 𝑎2𝛽(𝑎 + 𝛽 + 2)

(𝑎 + 𝛽)3(𝑎 + 𝛽 + 1)(𝑎 + 𝛽 + 2)
] +

7𝑎𝛽 + 3𝑎2(𝑎 + 𝛽 + 1)

(𝑎 + 𝛽)2(𝑎 + 𝛽 + 1)
+

𝑎

𝑎 + 𝛽
 . 

 

Σχήμα 2.4. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Beta 
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2.4.5  Poisson - Pareto κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής Pareto κατανόμής ως κατανόμής τής μείκτίκής τυχαίας μεταβλήτής Λ 

μελετήθήκε από τόν Willmot (1993). Σε αυτή τήν περίπτωσή έχόυμε τα ακόλόυθα 

απότελέσματα. 

 

Πρόταση 2.16. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝑃(𝑎, 𝛽) δίνεταί από τόν τύπό  

𝑓(𝑥) =
𝑎𝛽𝑥𝑒−𝛽

𝑥!
𝜓(1, 𝑥 − 𝑎 + 1; 𝛽)   

όπου  

𝜓(𝑎, 𝑏; 𝑐) =
1

Γ(𝑎)
∫ 𝑦𝑎−1(1 + 𝑦)𝑏−𝑎−1𝑒−𝑐𝑦
∞

0

𝑑𝑦 . 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝑋) = 𝑎𝑒−𝛽(1−𝑠)𝜓(1,1 − 𝑎; 𝛽(1 − 𝑠)) , 

𝐸(𝑋) =
𝑎𝛽

𝑎 − 1
 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝑎𝛽(𝑎2 − 3𝑎 + 2 + 𝛽)

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))3] =
2𝑎(𝑎 + 1)𝛽3

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
+ 3

𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
+

𝑎𝛽

𝑎 − 1
 , 

𝜇4 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))
4
]

=
3𝑎(3𝑎2 + 𝑎 + 2)𝛽4

(𝛼 − 1)4(𝛼 − 2)(𝛼 − 3)(𝛼 − 4)

+ 6 [
2𝑎(𝑎 + 1)𝛽3

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
+

𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)

𝑎𝛽

𝑎 − 1
] + 7

𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)

+ 3
𝑎2𝛽2

(𝑎 − 1)2
+

𝑎𝛽

𝑎 − 1
 . 

 

Απόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝛽𝑎

𝑥!
∫ 𝑒−𝜆𝜆𝑥−𝑎−1 𝑑𝜆
∞

𝛽

. 

Θέτόντας  𝑧 = 𝜆 − 𝛽 παίρνόυμε 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝛽𝑎𝑒−𝛽

𝑥!
∫ (𝑧 + 𝛽)𝑥−𝑎−1𝑒−𝑧
∞

0

𝑑𝑧. 

Κάνόντας επίπλέόν τήν αντίκατάστασή 𝑧 = 𝛽𝑦 παίρνόυμε 
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𝑓(𝑥) =
𝑎𝛽𝑎𝑒−𝛽

𝑥!
∫ 𝛽𝑥−𝑎−1
∞

0

(1 + 𝑦)𝑥−𝑎−1𝑒−𝛽𝑦𝑑𝑦 

                                                  =
𝑎𝛽𝑥𝑒−𝛽

𝑥!
∫ (1 + 𝑦)𝑥+𝑎−1𝑒−𝛽𝑦
∞

0

𝑑𝑦 

                                                  =
𝑎𝛽𝑥𝑒−𝛽

𝑥!
𝜓(1, 𝑥 − 𝑎 + 1; 𝛽) .  

(ii) Γία τήν πίθανόγεννήτρία τής τυχαίας μεταβλήτής 𝑋 έχόυμε 

𝑃(𝑠) = ∑∫
𝑒−𝜆(𝜆𝑠)𝑥

𝑥!

∞

𝛽

∞

𝑥=0

𝑎𝛽𝑎

𝜆𝑎+1
𝑑𝜆 = 𝑎𝛽𝑎 ∫ 𝜆−𝑎−1

∞

𝛽

𝑒−𝜆(1−𝑠)𝑑𝜆. 

Θέτόντας  𝑧 = 𝜆 − 𝛽 παίρνόυμε 

𝑃(𝑠) = 𝑎𝛽𝑎𝑒−𝛽(1−𝑠)∫(𝑧 + 𝛽)−𝑎−1𝑒−𝑧(1−𝑠)
∞

0

𝑑𝑧 

Κάνόντας επίπλέόν τήν αντίκατάστασή 𝑧 = 𝛽𝑦 παίρνόυμε 

𝑃(𝑠) = 𝑎𝛽𝑎𝑒−𝛽(1−𝑠)∫ 𝛽−𝑎−1
∞

0

(1 + 𝑦)−𝑎−1𝑒−(1−𝑠)𝛽𝑦𝛽𝑑𝑦 

                                           = 𝑎𝑒−𝛽(1−𝑠)𝜓(1,1 − 𝑎; 𝛽(1 − 𝑠)). 

 Επείδή ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝑃(𝑎, 𝛽), τότε από τήν Πρότασή 2.3 τήν 

Πρότασή 2.4 καί τήν Παράγραφό 1.4.5 έχόυμε τα εξής: 

𝛦(𝛸) = 𝛦(𝛬) =
𝑎𝛽

𝑎 − 1
, 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬) =
𝑎𝛽(𝑎2 − 3𝑎 + 2 + 𝛽)

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
 , 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3
] =

2𝑎(𝑎 + 1)𝛽3

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
+ 3

𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
+

𝑎𝛽

𝑎 − 1
, 

   𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4] =

3𝑎(3𝑎2 + 𝑎 + 2)𝛽4

(𝛼 − 1)4(𝛼 − 2)(𝛼 − 3)(𝛼 − 4)
 

                           +6 [
2𝑎(𝑎 + 1)𝛽3

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
+

𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)

𝑎𝛽

𝑎 − 1
] 

    +7
𝛽2𝑎

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
+ 3

𝑎2𝛽2

(𝑎 − 1)2
+

𝑎𝛽

𝑎 − 1
. 
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Σχήμα 2.5. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Pareto 

 

2.4.6  Poisson - Inverse Gamma κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής αντίστρόφής Γάμμα κατανόμής ως κατανόμής τής μείκτίκής τυχαίας 

μεταβλήτής Λ μελετήθήκε από τόν Willmot (1993). Σε αυτή τήν περίπτωσή έχόυμε τα 

ακόλόυθα απότελέσματα. 

 

Πρόταση 2.17. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐼𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑎, 𝛽) δίνεταί από τόν τύπό  

𝑓(𝑥) =
2

𝑥!

𝛽
𝑥+𝑎
2

𝛤(𝑎)
𝐾𝑥−𝑎(2√𝛽) 

όπόυ 

𝐾𝑣(𝑡) =
1

2
∫ 𝑥𝑣−1
∞

0

𝑒−(𝑡/2)(𝑥+𝑥
−1)𝑑𝑥 

είναί ή τρόπόπόίήμένή συνάρτήσή Bessel τρίτόυ είδόυς. 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝑃(𝑠) = 𝐸(𝑠𝛸) =
2𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
(√

𝛽

(1 − 𝑠)
)

−𝑎

𝐾−𝑎(2√𝛽(1 − 𝑠)), 

𝐸(𝛸) =
𝛽

𝑎 − 1
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𝑉𝑎𝑟(𝛸) =
𝛽(𝛽 + (𝑎 − 1)(𝑎 − 2))

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
 

𝜇3 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
3]

=
4√𝑎 − 2(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2) + 3𝛽2(𝑎 − 3) + 𝛽(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
 

𝜇4 = 𝛦[(𝛸 − 𝛦(𝛸))
4]

=
6(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(5𝑎 − 11)

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

+
6(𝑎 − 4)[4(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)√𝑎 − 2 + 𝛽3(𝑎 − 3)]

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

+
(𝑎 − 1)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)[7𝛽2 + 3𝛽2(𝑎 − 2)]

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

+
𝛽(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
. 

 

 

Απόδειξη. (i) Γία 𝑥 = 0,1,2, … έχόυμε  

𝑓(𝑥) = ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
𝑔𝛬(𝜆)𝑑𝜆

∞

0

= ∫
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

𝛽𝑎

Γ(𝑎)
𝜆−𝑎−1𝑒−

𝛽
𝜆𝑑𝜆

∞

0

 

=
𝛽𝑎

𝑥! Γ(𝑎)
∫ 𝜆𝑥−𝑎−1𝑒−(𝜆+

𝛽
𝜆
)𝑑𝜆

∞

0

. 

Θέτόντας 𝜆 = √𝛽𝑧, όπότε 𝑑𝜆 = 𝑑𝑧√𝛽, παίρνόυμε 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥!

𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
∫(√𝛽𝑧)

𝑥−𝑎−1
𝑒−√𝛽(𝑧+

1
𝑧
)𝑑𝑧√𝛽

∞

0

 

                                                    =
1

𝑥!

𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
(√𝛽)

𝑥−𝑎
∫ 𝑧𝑥−𝑎−1
∞

0

𝑒−
2√𝛽
2
(𝑧+

1
𝑧
)𝑑𝑧 

                                                    =
2

𝑥!

𝛽
𝑥+𝑎
2

𝛤(𝑎)
𝐾𝑥−𝑎(2√𝛽). 

(ii) Γία τήν πίθανόγεννήτρία τή τυχαίας μεταβλήτής 𝑋 έχόυμε 

𝑃(𝑠) =
𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
∫ 𝜆−𝑎−1𝑒−𝜆(1−𝑠)−𝛽/𝜆 𝑑𝜆

∞

0
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=
𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
∫ 𝜆−𝑎−1𝑒

−(1−𝑠)[𝜆+
𝛽

(1−𝑠)
1
𝜆
]
 𝑑𝜆

∞

0

 

Γία  𝜆 = 𝑧√
𝛽

(1−𝑠)
, όπότε 𝑑𝜆 = 𝑑𝑧√

𝛽

(1−𝑠)
, παίρνόυμε 

𝑃(𝑠) =
𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
(√

𝛽

(1 − 𝑠)
)

−𝑎

∫ 𝑧−𝑎−1𝑒−
2√𝛽(1−𝑠)

2
(𝑧+

1
𝑧
) 𝑑𝑧

∞

0

 

                                          =
2𝛽𝑎

𝛤(𝑎)
(√

𝛽

(1 − 𝑠)
)

−𝑎

𝐾−𝑎(2√𝛽(1 − 𝑠)). 

 

 Επείδή ή μείκτίκή τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐼𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑎, 𝛽) τότε από τήν Πρότασή 2.3 τήν 

Πρότασή 2.4 καί τήν Παράγραφό 1.4.6 έχόυμε τα εξής: 

𝛦(𝑋) = 𝛦(𝛬) =
𝛽

𝑎 − 1
, 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝛦(𝛬) =
𝛽(𝛽 + (𝑎 − 1)(𝑎 − 2))

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)
, 

               𝜇3 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))
3
] = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 3𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 𝐸(𝛬) 

=
4√𝑎 − 2(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2) + 3𝛽2(𝑎 − 3) + 𝛽(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)

(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)
, 

    𝜇4 = 𝛦[(𝑋 − 𝛦(𝑋))
4] = 𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]4 + 6{𝐸[𝛬 − 𝛦(𝛬)]3 + 𝑉𝑎𝑟(𝛬)𝛦(𝛬)} 

                           +{7𝑉𝑎𝑟(𝛬) + 3[𝛦(𝛬)]2} + 𝐸(𝛬) 

          =
6(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(5𝑎 − 11)

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
+
6(𝑎 − 4)[4(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)√𝑎 − 2 + 𝛽3(𝑎 − 3)]

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

+
(𝑎 − 1)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)[7𝛽2 + 3𝛽2(𝑎 − 2)]

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

+
𝛽(𝑎 − 1)2(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)

(𝑎 − 1)3(𝑎 − 2)(𝑎 − 3)(𝑎 − 4)
. 
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Σχήμα 2.6. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Inverse Gamma 

 

2.4.7  Poisson - Inverse Gaussian κατανομή 

 

Η περίπτωσή τής Poisson - Inverse Gaussian κατανόμής μελετήθήκε από τόν Holla (1966)  

(δείτε, επίσής, Shaban (1981), Zha et al. (2014)). Στη συνέχεια δίνουμε τη συνάρτηση 

πιθανότητας, την πιθανογεννήτρια, τη μέση τιμή και τη διακύμανση της Poisson - Inverse 

Gaussian κατανομής, καθώς επίσης και ένα ενδεικτικό σχήμα για τη συνάρτηση 

πιθανότητάς της. 

 

Πρόταση 2.18. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐼𝐺(𝜇, 𝜃) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) = √
2𝜃

𝜋

𝑒(𝜃/𝜇)

𝑥!
(
2

𝜃
√1 +

𝜃

2𝜇2
)

−(𝑥−
1
2
)

𝐾
𝑥−
1
2
(√2𝜃 (1 +

𝜃

2𝜇2
))  

όπόυ 

𝐾𝑣(𝑡) =
1

2
∫ 𝑥𝑣−1
∞

0

𝑒−(𝑡/2)(𝑥+𝑥
−1)𝑑𝑥 

είναί ή τρόπόπόίήμένή συνάρτήσή Bessel τρίτόυ είδόυς. 

(ii) Ισχύεί ότί 
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𝑃(𝑠) = exp(
𝜃

𝜇
−
𝜃

𝜇
√1 +

2𝜇2

𝜃
(1 − 𝑠)), 

𝐸(𝑋) = 𝜇 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝜇3

𝜃
+ 𝜇. 

 

 

Σχήμα 2.7. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Inverse Gaussian 

 

 

2.4.8  Poisson – Lognormal κατανομή 

 

Η περίπτωση της Poison-Lognormal κατανομής μελετήθηκε από τον Bulmer (1974) 

(δείτε, επίσης, Alonso et al. (2008), Engen et al. (2002)). Στη συνέχεια δίνουμε τη 

συνάρτηση πιθανότητας, μέση τιμή και διακύμανση της Poison-Lognormal κατανομής, 

καθώς επίσης και ένα ενδεικτικό σχήμα για τη συνάρτηση πιθανότητάς της. 

 

Πρόταση 2.19. (i) Η συνάρτήσή πίθανότήτας τής μείκτής κατανόμής Poisson με μείκτίκή 

τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑁(𝜇, 𝜎) δίνεταί από τόν τύπό 

𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥𝜇+𝑥

2𝜎 2⁄ (2𝜋𝜎)−1 2⁄

𝑥!
 𝑔(𝑦) 

όπόυ 
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𝑔(𝑦) = ∫ 𝑒−𝑒
𝑦 𝑒

(−𝑦−𝜇−𝑥𝜎)2

2𝜎
𝑑𝑦

∞

−∞

. 

(ii) Ισχύεί ότί 

𝐸(𝑋) = exp (𝜇 +
𝜎2

2
), 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = exp (𝜇 +
𝜎2

2
) + (exp(𝜎2) − 1) exp(𝜎2 + 2𝜇). 

  

Σχήμα 2.8. Συναρτήσείς πίθανότήτας κατανόμής Poisson-Lognormal 

 

  

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
0
.0

5
0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0
0
.2

5
0
.3

0

Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lognormal: μ=0.7, σ=0.2

x

f(
x
)

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
0
.0

5
0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0
0
.2

5
0
.3

0

Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lognormal: μ=0.7, σ=0.4

x

f(
x
)



 
40 

 

 
  



 
41 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 

Εφαρμογή μεικτών κατανομών Poisson σε 
πραγματικά δεδομένα 

 
 

3.1 Εισαγωγή 
 

Στό παρόν κεφάλαίό θα πρόσαρμόσόυμε μείκτές κατανόμές Poisson σε δυό σύνόλα 

δεδόμένων. Γία τήν ανάλυσή μας θα χρήσίμόπόίήσόυμε τήν γλώσσα πρόγραμματίσμόύ R 

(δείτε Αντζόυλάκός (2018). Τό πίό σήμαντίκό εργαλείό πόυ θα χρήσίμόπόίήσόυμε από 

τήν R είναί τό πακέτό fitdistrplus. Στήν αρχή θα δόύμε κάπόία βασίκά περίγραφίκά μέτρα 

των δεδόμένων ώστε να λάβόυμε μία σαφή είκόνα τόυ εκάστότε δείγματός καί στήν 

συνέχεία θα πρόσαρμόσόυμε στό εκάστότε δείγμα τίς μείκτές κατανόμές Poisson, με 

απώτερό σκόπό να παρατήρήσόυμε πόσό καλή είναί ή εφαρμόγή τόυς καί πόία κατανόμή 

από αυτές εφαρμόζεί καλύτερα στό κάθε ένα από τα σύνόλα δεδόμένων μας.  

Οί εκτίμήσείς των παραμέτρων των κατανόμών πόυ πρόσαρμόζόνταί στα δεδόμένα 

γίνεταί με τή μέθόδό των εκτίμήτών μέγίστής πίθανόφάνείας. 

Τό πρώτό σύνόλό δεδόμένων πόυ θα μας απασχόλήσεί είναί τό σύνόλό δεδόμένων 

Crimes πόυ αναφέρεταί στό μήνίαίό αρίθμό εγκλήμάτων από τόν Ιανόυάρίό τόυ 1982 

έως καί τόν Ιανόυάρίό τόυ 1993 στήν Ελλάδα (Karlis (2005)). Τό δεύτερό σύνόλό 

δεδόμένων πόυ θα μας απασχόλήσεί είναί τό ένα σύνόλό δεδόμένων πόυ παρόυσίασε ό 

Lemaire (δείτε Lemaire & Gossiaux (1981)) από τίς έξί όμάδες δεδόμένων πόυ ανέλυσαν 

αναφόρίκά με τόν αρίθμό των απαίτήσεων πόυ εγείρόυν όί ασφαλίσμένόί τόυ κλάδόυ 

αυτόκίνήτόυ ανά ασφαλίστίκό συμβόλαίό.  

 

3.2  Ανάλυση των δεδομένων Crimes 

 

Τα δεδόμένα Crimes δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 
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Πίνακας 3.1. Δεδόμένα Crimes 

Τίμές 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Συχνότήτα 21 41 32 16 19 8 4 1 2 1 

 

Ο Πίνακας 3.2 δίνεί κάπόία βασίκά περίγραφίκά μέτρα των δεδόμένων. 

 

Πίνακας 3.2. Περίγραφίκά μέτρα γία τα δεδόμένα Crimes 

Περιγραφικά μέτρα Τιμή 

Ελάχίστό 0 

Μέγίστό 9 

Μέσή τίμή 2.241 

Δίάμεσός 2 

1ο Τεταρτήμόρίό 1 

3ο Τεταρτήμόρίό 3 

Διακύμανση 3.407 

Τυπίκή Απόκλίσή 1.8457 

Συντελεστής ασυμμετρίας 1.079 

Συντελεστής κύρτωσής 4.142 

 

Από τόν Πίνακα 3.2 πρόκύπτεί ότί ή δίακύμανσή είναί μεγαλύτερή τής μέσής τίμής 

γεγόνός πόυ υπόδείκνύεί τήν πίθανή ακαταλλήλότήτα τής κατανόμής Poisson να 

περίγράψεί ίκανόπόίήτίκά τα δεδόμένα, κάνόντας έτσί πίό πίθανή τήν καλή πρόσαρμόγή 

στα δεδόμένα μίας μείκτής κατανόμής Poisson. Στό Σχήμα 3.1 δίνόυμε ραβδόγραμμα καί 

θήκόγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes όπόυ φαίνεταί ξεκάθαρα ότί πρόκείταί γία μία 

κατανόμή λόξή πρός τα δεξίά (θετίκή ασυμμετρία). 

 

Στή συνέχεία θα πρόσαρμόσόυμε στα δεδόμένα Crimes μία σείρά από μείκτές 

κατανόμές Poisson καί θα δίαπίστώσόυμε ότί κάπόίες από αυτές έχόυν καλή 

πρόσαρμόγή στα δεδόμένα έναντί τής αρχίκής επίλόγής γία μία απλή κατανόμή Poisson. 

Οί κώδίκες πόυ χρήσίμόπόίήθήκαν δίνόνταί στό Παράρτήμα. 
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Σχήμα 3.1. Ραβδόγραμμα καί θήκόγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

3.2.1  Προσαρμογή κατανομής Poisson  

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής 𝑃(𝜆) 

στα δεδόμένα Crimes. 

 

Πίνακας 3.3. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson στα 

δεδόμένα Crimes 

Παράμετρός λ 2.241379 

Loglikelihood -281.0803 

AIC 564.1606 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.01262442 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 12.73894 

Βαθμόί ελευθερίας 4 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson δεν φαίνεταί να έχεί καλή 

πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί μίκρότερό τόυ 0.05 

(τίμή τόυ συνήθόυς επίπέδόυ σήμαντίκότήτας). Σήμείώνόυμε ότί γία τήν εφαρμόγή τόυ 

𝜒2 ελέγχόυ όί τίμές όμαδόπόίόύνταί έτσί ώστε να πρόκύπτεί αναμενόμενή συχνότήτα 

μεγαλύτερή ή ίσή τόυ 5. Οί αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 
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Πίνακας 3.4. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής Poisson  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.1063 15.4152 21 

X=1 0.2383 34.5513 41 

X=2 0.2670 38.7213 32 

X=3 0.1995 28.9297 16 

X=4 0.1118 16.2106 19 

X>=5 0.0770 11.1718 16 

 
Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τής πρόσαρμόσμένής κατανόμής Poisson, 

καθώς επίσής καί τό Poisson Q-Q δίάγραμμα. Από τό Poisson Q-Q δίάγραμμα 

δίαπίστώνόυμε τή φτωχή εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson στα δεδόμένα. 

 

 

Σχήμα 3.2. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

3.2.2  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Gamma 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 
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κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐺(𝑎, 𝛽) (δείτε Παράγραφό 

2.4.1) στα δεδόμένα Crimes. 

 

Πίνακας 3.5. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson-

Gamma στα δεδόμένα Crimes 

Παράμετρός 𝑎 4.494424 

Παράμετρός 𝛽 2.005007 

Loglikelihood -274.5055 

AIC 553.011 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.2974202 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 4.90277 

Βαθμόί ελευθερίας 4 

 
 

Σήμείώνόυμε ότί ή πρόσαρμόσμένή κατανόμή Poisson-Gamma είναί ως γνωστόν ή 

αρνήτίκή δίωνυμίκή κατανόμή 𝑁𝐵0(𝑟, 𝑝) με παραμέτρόυς 𝑟 = 𝑎 = 4.494424 καί 𝑝 =

1

1+𝛽
= 0.667222. Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Gamma 

φαίνεταί να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ δεν 

είναί μίκρότερό τόυ 0.05 (τίμή τόυ συνήθόυς επίπέδόυ σήμαντίκότήτας). Οί 

αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.6. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής                 

Poisson-Gamma 

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.1623 23.5269 21 

X=1 0.2427 35.1879 41 

X=2 0.2219 32.1692 32 

X=3 0.1598 23.1747 16 

X=4 0.0997 14.4493 19 
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X=5 0.0563 8.1689 8 

X>=6 0.0574 8.3231 8 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Gamma Q-Q δίάγραμμα. Από τό Q-Q δίάγραμμα δίαπίστώνόυμε τήν 

καλή εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Gamma στα δεδόμένα. 

 

 

Σχήμα 3.3. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Gamma Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

3.2.3  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Lindley 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃) (δείτε Παράγραφό 

2.4.3) στα δεδόμένα Crimes. 

 

Πίνακας 3.7. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson-Lindley 

στα δεδόμένα Crimes 

Παράμετρός θ 0.7012227 

Loglikelihood -284.2483 

AIC 570.4965 
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𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.0009683159 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 22.53461 

Βαθμόί ελευθερίας 6 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Lindley δεν φαίνεταί 

να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί πόλύ 

μίκρότερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.8. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Lindley  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.2698 39.1162 21 

X=1 0.2173 31.5051 41 

X=2 0.1622 23.5226 32 

X=3 0.1156 16.7680 16 

X=4 0.0799 11.5853 19 

X=5 0.0540 7.8262 8 

X=6 0.0358 5.1977 4 

X>=7 0.0654 9.4790 4 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Lindley Q-Q δίάγραμμα με τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή φτωχή 

εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Lindley στα δεδόμένα. 
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Σχήμα 3.4. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Lindley Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

3.2.4  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Inverse Gaussian 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐼𝐺(𝜇, 𝜃) (δείτε Παράγραφό 

2.4.7) στα δεδόμένα Crimes. 

 

Πίνακας 3.9. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson- 

Inverse Gaussian στα δεδόμένα Crimes 

Παράμετρός μ 2.241187 

Παράμετρός θ 9.574963 

Loglikelihood -274.4575 

AIC 552.9151 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.3070627 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 4.812685 

Βαθμόί ελευθερίας 4 
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Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson- Inverse Gaussian 

φαίνεταί να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί 

πόλύ μεγαλύτερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.10. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Inverse Gaussian  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.1583 22.9489 21 

X=1 0.2478 35.9294 41 

X=2 0.2257 32.7250 32 

X=3 0.1590 23.0559 16 

X=4 0.0970 14.0625 19 

X=5 0.0542 7.8657 8 

X>=6 0.0580 8.4127 8 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Inverse Gaussian Q-Q δίάγραμμα με τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή 

αρκετά καλή εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Inverse Gaussian στα δεδόμένα. 
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Σχήμα 3.5. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Inverse 

Gaussian Q-Q δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

3.2.5  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Lognormal 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑁(𝜇, 𝜎) (δείτε Παράγραφό 

2.4.8) στα δεδόμένα Crimes. 

 

Πίνακας 3.11. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson- 

Lognormal στα δεδόμένα Crimes 

Παράμετρός μ 0.7021677 

Παράμετρός σ 0.4584693 

Loglikelihood -274.4967 

AIC 552.9935 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.3046507 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 4.834996 

Βαθμόί ελευθερίας 4 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Lognormal φαίνεταί 

να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί πόλύ 

Fitting Poisson-Inverse Gaussian Distribution to Crimes Data
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μεγαλύτερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες σύμφωνα με τό μόντέλό Poisson-

Lognormal δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.12. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Lognormal 

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.1577 22.8691 21 

X=1 0.2475 35.8905 41 

X=2 0.2263 32.8092 32 

X=3 0.1596 23.1482 16 

X=4 0.0972 14.0913 19 

X=5 0.0541 7.8446 8 

X>=6 0.0576 8.3472 8 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Lognormal Q-Q δίάγραμμα από τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή αρκετά 

καλή εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Lognormal στα δεδόμένα. 
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Σχήμα 3.6. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Lognormal 

Q-Q δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Crimes 

 

 

3.3  Ανάλυση των δεδομένων Lemaire 

 

Τα δεδόμένα Lemaire δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.13. Δεδόμένα Lemaire 

Τίμές 0 1 2 3 4 5 6 7 

Συχνότήτα 7840 1317 239 42 14 4 4 1 

 

Ο Πίνακας 3.14 δίνεί κάπόία βασίκά περίγραφίκά μέτρα των δεδόμένων. 

 

Πίνακας 3.14. Περίγραφίκά μέτρα γία τα δεδόμένα Lemaire 

Περιγραφικά μέτρα Τιμή 

Ελάχίστό 0 

Μέγίστό 7 

Μέσή τίμή 0.214 

Δίάμεσός 0 

1ο Τεταρτήμόρίό 0 
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3ο Τεταρτήμόρίό 0 

Διακύμανση 0.289 

Τυπίκή Απόκλίσή 0.538 

Συντελεστής ασυμμετρίας 3.482 

Συντελεστής κύρτωσής 21.595 

 

Από τόν Πίνακα 3.14 πρόκύπτεί ότί ή δίακύμανσή είναί μεγαλύτερή τής μέσής τίμής 

γεγόνός πόυ υπόδείκνύεί τήν πίθανή ακαταλλήλότήτα τής κατανόμής Poisson να 

περίγράψεί ίκανόπόίήτίκά τα δεδόμένα, κάνόντας έτσί πίό πίθανή τήν καλή πρόσαρμόγή 

στα δεδόμένα μίας μείκτής κατανόμής Poisson. Στό Σχήμα 3.7 δίνόυμε τό ραβδόγραμμα 

καί τό θήκόγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire όπόυ φαίνεταί ξεκάθαρα ότί πρόκείταί γία 

μία κατανόμή με έντόνή λόξότήτα πρός τα δεξίά (θετίκή ασυμμετρία). 

 

 

Σχήμα 3.7. Ραβδόγραμμα καί θήκόγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

 

3.3.1  Προσαρμογή κατανομής Poisson  

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής 𝑃(𝜆) 

στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.15. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson στα 

δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός λ 0.2143537 
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Loglikelihood -5490.781 

AIC 10983.56 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 293.4263 

Βαθμόί ελευθερίας 2 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson δεν έχεί καθόλόυ καλή 

πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί 0 τό όπόίό είναί 

μίκρότερό τόυ 0.05 (τίμή τόυ συνήθόυς επίπέδόυ σήμαντίκότήτας). Σήμείώνόυμε ότί γία 

τήν εφαρμόγή τόυ 𝜒2 ελέγχόυ όί τίμές όμαδόπόίόύνταί έτσί ώστε να πρόκύπτεί 

αναμενόμενή συχνότήτα μεγαλύτερή ή ίσή τόυ 5 σε κάθε τάξή. Οί αναμενόμενες 

συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.16. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής Poisson  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8071 7635.6221 7840 

X=1 0.1730 1636.7236 1317 

X=2 0.0185 175.4188 239 

X>=3 0.0014 13.2354 65 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τής πρόσαρμόσμένής κατανόμής Poisson, 

καθώς επίσής καί τό Poisson Q-Q δίάγραμμα. Από τό Poisson Q-Q δίάγραμμα 

δίαπίστώνόυμε τήν ακαταλλήλότήτα τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson στα 

δεδόμένα. 
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Σχήμα 3.8. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

 

3.3.2  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Gamma 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐺(𝑎, 𝛽) (δείτε Παράγραφό 

2.4.1) στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.17. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson-

Gamma στα δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός 𝑎 0.70218 

Παράμετρός 𝛽 3.275098 

Loglikelihood -5348.04 

AIC 10700.08 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.01251451 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 8.761734 

Βαθμόί ελευθερίας 2 

 

Σήμείώνόυμε ότί ή πρόσαρμόσμένή κατανόμή Poisson-Gamma είναί ως γνωστόν ή 

αρνήτίκή δίωνυμίκή κατανόμή 𝑁𝐵0(𝑟, 𝑝) με παραμέτρόυς 𝑟 = 𝑎 = 0.70218 καί 𝑝 =

Fitting Poisson Distribution to Lemaire Data
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1

1+𝛽
= 0.2339127. Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Gamma 

φαίνεταί να μήν έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ 

είναί μίκρότερό τόυ 0.05 (τίμή τόυ συνήθόυς επίπέδόυ σήμαντίκότήτας). Οί 

αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.18. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Gamma  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8294 7846.5643 7840 

X=1 0.1362 1288.7891 1317 

X=2 0.0271 256.5732 239 

X=3 0.0057 54.0578 42 

X>=4 0.0016 15.0156 23 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Gamma Q-Q δίάγραμμα. Από τό Q-Q δίάγραμμα δίαπίστώνόυμε τή 

σχετίκά μή καλή εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Gamma στα δεδόμένα. 

 

Σχήμα 3.9. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Gamma Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

Fitting Poisson-Gamma  Distribution to Lemaire Data
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3.3.3  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Lindley 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑖𝑛𝑑𝑙𝑒𝑦(𝜃) (δείτε Παράγραφό 

2.4.3) στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.19. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής  

Poisson-Lindley στα δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός θ 5.399384 

Loglikelihood -5356.278 

AIC 10714.56 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 4.869671e-06 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 27.39305 

Βαθμόί ελευθερίας 3 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Lindley δεν φαίνεταί 

να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί πόλύ 

μίκρότερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.20. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Lindley  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8231 7787.6518 7840 

X=1 0.1460 1381.4025 1317 

X=2 0.0255 241.5650 239 

X=3 0.0044 41.7642 42 

X>=4 0.0009 8.6165 23 
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Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Lindley Q-Q δίάγραμμα με τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή μή καλή 

πρόσαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Lindley στα δεδόμένα. 

 

 

Σχήμα 3.10. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Lindley  

Q-Q δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

 

3.3.4  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Inverse Gaussian 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐼𝐺(𝜇, 𝜃) (δείτε Παράγραφό 

2.4.7) στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.21. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής  

Poisson- Inverse Gaussian στα δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός μ 0.2143947 

Παράμετρός θ 0.1397237 

Loglikelihood -5343.511 

AIC 10691.02 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.2051549 

Fitting Poisson-Lindley Distribution to Lemaire Data
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Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 3.16798 

Βαθμόί ελευθερίας 2 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson- Inverse Gaussian 

φαίνεταί να έχεί καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί 

πόλύ μεγαλύτερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.22. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Inverse Gaussian  

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8291 7843.9166 7840 

X=1 0.1380 1306.0575 1317 

X=2 0.0252 238.3079 239 

X=3 0.0056 53.3203 42 

X>=4 0.0021 19.3977 23 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Inverse Gaussian Q-Q δίάγραμμα με τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή καλή 

εφαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Inverse Gaussian στα δεδόμένα. 
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Σχήμα 3.11. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson- Inverse 

Gaussian Q-Q δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

 

3.3.5  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Lognormal 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐿𝑁(𝜇, 𝜎) (δείτε Παράγραφό 

2.4.8) στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.23. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson- 

Lognormal στα δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός μ -2.024666 

Παράμετρός σ 0.9842833 

Loglikelihood -5342.363 

AIC 10688.73 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 0.5724823 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 1.999636 

Βαθμόί ελευθερίας 3 

 

Fitting Poisson-Inverse Gaussian Distribution to Lemaire Data
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Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Lognormal φαίνεταί 

να έχεί αρκετά καλή πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί 

πόλύ μεγαλύτερό τόυ 0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες σύμφωνα με τό μόντέλό 

Poisson-Lognormal δίνόνταί στόν ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.24. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Lognormal 

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8287 7840.6712 7840 

X=1 0.1393 1317.9553 1317 

X=2 0.0245 231.3518 239 

X=3 0.0053 50.2049 42 

X=4 0.0014 13.4987 14 

X>=5 0.0008 7.3181 9 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Lognormal Q-Q δίάγραμμα από τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή αρκετά 

καλή πρόσαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Lognormal στα δεδόμένα. 

 

Σχήμα 3.12. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-

Lognormal Q-Q δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

Fitting Poisson-Lognormal Distribution to Lemaire Data
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3.3.6  Προσαρμογή κατανομής Poisson-Beta 

 

Ο κάτωθί πίνακας δίνεί τα βασίκά απότελέσματα τής πρόσαρμόγής τής μείκτής 

κατανόμής Poisson με μείκτίκή τήν τυχαία μεταβλήτή 𝛬~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝛽) (δείτε Παράγραφό 

2.4.4) στα δεδόμένα Lemaire. 

 

Πίνακας 3.25. Βασίκά χαρακτήρίστίκά τής πρόσαρμόγής τής κατανόμής Poisson- Beta 

στα δεδόμένα Lemaire 

Παράμετρός 𝑎 0.4188788 

Παράμετρός 𝛽 1.546422 

Loglikelihood -5358.571 

AIC 10721.14 

𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ 4.96893e-06 

Στατίστίκή  𝜒2 ελέγχόυ 24.42461 

Βαθμόί ελευθερίας 2 

 

Από τόν παραπάνω πίνακα πρόκύπτεί ότί ή κατανόμή Poisson-Βeta δεν έχεί καλή 

πρόσαρμόγή στα δεδόμένα αφόύ τό p-value τόυ 𝜒2 ελέγχόυ είναί πόλύ μίκρότερό τόυ 

0.05. Οί αναμενόμενες συχνότήτες σύμφωνα με τό μόντέλό Poisson-Beta δίνόνταί στόν 

ακόλόυθό πίνακα. 

 

Πίνακας 3.26. Πίθανότήτες καί αναμενόμενες συχνότήτες τής κατανόμής  

Poisson-Beta 

X Πίθανότήτα 
Αναμενόμενες 
Συχνότήτες 

Παρατήρήθείσες 
Συχνότήτες 

X=0 0.8290 7843.5257 7840 

X=1 0.1363 1289.1561 1317 

X=2 0.0284 268.6247 239 

X=3 0.0053 50.1999 42 



 
63 

X>=4 0.0010 9.4936 23 

 

Στό ακόλόυθό σχήμα δίνεταί τό ίστόγραμμα των εμπείρίκών πίθανότήτων μαζί με τίς 

θεωρήτίκές πίθανότήτες (κόκκίνες κόυκίδες) τόυ πρόσαρμόσμένόυ μόντέλόυ, καθώς 

επίσής καί τό Poisson-Lognormal Q-Q δίάγραμμα από τό όπόίό δίαπίστώνεταί ή καθόλόυ 

καλή πρόσαρμόγή τής κατανόμής Poisson-Beta στα δεδόμένα. 

 

 

Σχήμα 3.13. Ιστόγραμμα εμπείρίκών/θεωρήτίκών πίθανότήτων καί Poisson-Beta Q-Q 

δίάγραμμα γία τα δεδόμένα Lemaire 

 

3.4 Συμπεράσματα 

 

Ο στόχός μας σε αυτό τό κεφάλαίό ήταν ή εφαρμόγή μείκτών κατανόμών Poisson σε δύό 

επίλεγμένα σύνόλα δεδόμένων. Παρατήρήθήκε λόίπόν ότί κάπόίες από αυτές έχόυν καλή 

πρόσαρμόγή όπως παρατήρόύμε καί από τόυς δυό συγκεντρωτίκόύς πίνακες πόυ 

δίνόνταί παρακάτω, με κρίτήρίό τήν 𝑝 − value  τόυ σχετίκόύ 𝜒2 ελέγχόυ, αλλά καί με τό 

κρίτήρίό AIC. Με έντόνα γράμματα σήμείώνόνταί όί κατανόμές με τήν καλύτερή 

πρόσαρμόγή. Κατά τόν έλεγχό συμβατότήτας των δεδόμένων, παρατήρήσαμε ότί ή 

κατανόμή Poisson δεν έχεί καλή πρόσαρμόγή.  

Πίό συγκεκρίμένα, στα δεδόμένα Crimes ή κατανόμή Poisson-Inverse Gaussian έχεί 

τήν καλύτερή πρόσαρμόγή με βάσή τό κρίτήρίό AIC, ενώ καλή πρόσαρμόγή έχόυν καί όί 

κατανόμές Poisson-Gamma καί Poisson-Lognormal. Στα δεδόμένα Lemaire ή κατανόμή 

Fitting Poisson-Beta Distribution to Lemaire Data
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Poisson-Lognormal έχεί τήν καλύτερή πρόσαρμόγή με βάσή τό κρίτήρίό AIC, ενώ καλή 

πρόσαρμόγή έχεί καί ή κατανόμή Poisson-Inverse Gaussian.  

Πίνακας 3.27. Δεδόμένα Crimes – Σύγκρίσή 

 𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ AIC 

Poisson 0.01262442 564.1606 

Poisson-Gamma 0.2974202 553.011 

Poisson-Lindley 0.0009683159 570.4965 

Poisson-Inverse Gaussian 0.3070627 552.9151 

Poisson-Lognormal 0.3046507 552.9935 

 

Πίνακας 3.28. Δεδόμένα Lemaire – Σύγκρίσή 

 𝑝 − value 𝜒2 ελέγχόυ AIC 

Poisson 0 10983.56 

Poisson-Gamma 0.01251451 10700.08 

Poisson-Lindley 4.869671e-06 10714.56 

Poisson-Inverse Gaussian 0.2051549 10691.02 

Poisson-Lognormal 0.5724823 10688.73 

Poisson-Beta 4.96893e-06 10721.14 

 

Άρα, εύκόλα μπόρόύμε να συμπεράνόυμε ότί όί μείκτές κατανόμές Poisson πόυ είναί 

κατανόμές με δίάφόρες μόρφές καί χαρακτήρίστίκά, αν τίς επίλέξόυμε καί τίς 

πρόσαρμόσόυμε στα εκάστότε δεδόμένα, μπόρόύμε να εξάγόυμε απότελέσματα καί 

συμπεράσματα συμβατά με τα εμπείρίκά δεδόμένα ίδίαίτερα στήν περίπτωσή πόυ ή 

κλασίκή κατανόμή Poisson έχεί φτωχή πρόσαρμόγή. Συνεπώς, όπόίαδήπότε από τίς 

μείκτές κατανόμές Poisson  θα πρέπεί να συμπερίλαμβάνεταί στίς κατανόμές πόυ 

χρήσίμόπόίεί ένας αναλόγίστής ή δίαχείρίστής κίνδύνων στίς έρευνές τόυ. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Κεφάλαιο 2 
Κώδικας για τη διεξαγωγή των Σχημάτων 2.1 έως 2.8 

 
ΣΧΗΜΑ 2.1 
par(mfrow=c(1,2)) 

alpha1 <- 3; beta1 <- 1.4 

alpha2 <- 3; beta2 <- 0.7 

x <- 0:20 

z1 <- dnbinom(x,size=alpha1, prob=(beta1/(1+beta1))) 

z2 <- dnbinom(x,size=alpha2, prob=(beta2/(1+beta2))) 

plot(x,z1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Gamma : α=3, β=1.4", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.7) 

plot(x,z2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Gamma : α=3, β=0.7", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.7) 

 
# Alternative way 

library(extraDistr) 

par(mfrow=c(1,2)) 

w1 <- dgpois(x,alpha1,beta1) 

w2 <- dgpois(x,alpha2,beta2) 

plot(x,w1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Gamma : α=3, β=1.4", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

plot(x,w2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Gamma : α=3, β=0.7", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

 
ΣΧΗΜΑ 2.2 
par(mfrow=c(1,2)) 

alpha1 <- 3; beta1 <- 1.4; lambda1 <- 4 

alpha2 <- 3; beta2 <- 0.7; lambda2 <- 2 

x <- 0:20 

library(Delaporte) 

n1 <- ddelap(x,alpha=alpha1, beta=beta1, lambda=lambda1) 

n2 <- ddelap(x,alpha=alpha2, beta=beta2, lambda=lambda2) 

plot(x,n1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Delaporte : α=3, β=1.4, μ=4", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.2) 

plot(x,n2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Delaporte : α=3, β=0.7, μ=2", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.2) 

 
ΣΧΗΜΑ 2.3 
par(mfrow=c(1,2)) 

theta1 = 0.5; theta2 = 1 

x1 <- 0:30 

w1 <- theta1^2*(x1+theta1+2)/(theta1+1)^(x1+3) 

plot(x1,w1,type="h", ylim = c(0,0.4), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=0.5", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

x2 <- 0:30 

w2 <- theta2^2*(x2+theta2+2)/(theta2+1)^(x2+3) 

plot(x2,w2,type="h", ylim = c(0,0.4), col="red",  
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main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=1", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

 

# Alternative way 

library(tolerance) 

par(mfrow=c(1,2)) 

theta1 = 0.5; theta2 = 1 

x1 <- 0:30 

y1 <- dpoislind(x1, theta = theta1) 

plot(x1,y1,type="h", ylim = c(0,0.4), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=0.5", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

x2 <- 0:30 

y2 <- dpoislind(x2, theta = theta2) 

plot(x2,y2,type="h", ylim = c(0,0.4), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lindley : θ=1", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.7) 

 
ΣΧΗΜΑ 2.4 
 

library(scModels) 

par(mfrow=c(1,2)) 

a1 = 10; b1 = 0.5 

x1 <- 0:20 

y1 <- dpb(x1,a1,b1) 

plot(x1,y1,type="h", ylim = c(0,0.5), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Βeta : α=10, β=0.5", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.7) 

 

a2 = 10; b2 = 10 

x2 <- 0:20 

y2 <- dpb(x2, a2,b2) 

plot(x2,y2,type="h", ylim = c(0,0.7), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Βeta : α=10, β=10", ylab="f(x)", lwd=4, 

cex.main=1.7) 

 

 

ΣΧΗΜΑ 2.5 
a1 <- 3; b1 <- 2; f1 <- c() 

for (x in 0:30) { 

z <- function(t) { (t^(x-a1-1)) *  exp(-t)  } 

val <- integrate(z, lower=b1, upper=Inf) 

f1[x+1] <- a1*(b1^a1)*(1/factorial(x)) * val$value 

} 

 

a2 <- 4; b2 <- 8; f2 <- c() 

for (x in 0:30) { 

z <- function(t) { (t^(x-a2-1)) *  exp(-t)  } 

val <- integrate(z, lower=b2, upper=Inf) 

f2[x+1] <- a2*(b2^a2)*(1/factorial(x)) * val$value 

} 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

x1 <- 0:30 

plot(x1,f1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Pareto : a=3, b=2", ylab="f(x)", 

xlab="x", lwd=4, cex.main=1.2) 

x2 <- 0:30 

plot(x2,f2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Pareto : a=4, b=8", ylab="f(x)", 

xlab="x", lwd=4, cex.main=1.2) 
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ΣΧΗΜΑ 2.6 
a1 <- 3; b1 <- 2; v <- 2*sqrt(b1); f1 <- c() 

for (x in 0:25) { 

u <- x-a1 

z <- function(t) { (1/2)*(t^(u-1)) *  exp(-(v/2)*(t+(1/t)))  } 

val <- integrate(z, lower=0, upper=Inf) 

f1[x+1] <- (2/factorial(x)) * (b1^((x+a1)/2)) * (1/gamma(a1)) * val$value 

} 

 

a2 <- 4; b2 <- 8; v <- 2*sqrt(b2); f2 <- c() 

for (x in 0:25) { 

u <- x-a2 

z <- function(t) { (1/2)*(t^(u-1)) *  exp(-(v/2)*(t+(1/t)))  } 

val <- integrate(z, lower=0, upper=Inf) 

f2[x+1] <- (2/factorial(x)) * (b2^((x+a2)/2)) * (1/gamma(a2)) *  val$value 

} 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

x1 <- 0:25 

plot(x1,f1,type="h", ylim = c(0,0.5), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Inverse Gamma : a=3, b=2", ylab="f(x)", 

xlab="x", lwd=4, cex.main=1.2) 

x2 <- 0:25 

plot(x2,f2,type="h", ylim = c(0,0.5), col="red", main="Συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανομής Poisson-Inverse Gamma : a=4, b=8", ylab="f(x)", 

xlab="x", lwd=4, cex.main=1.2) 

 
ΣΧΗΜΑ 2.7 
library(actuar) 

par(mfrow=c(1,2)) 

mean1 <- 3; shape1 <- 0.3 

mean2 <- 3; shape2 <- 0.7 

x <- 0:30 

w1 <- dpoisinvgauss(x,mean1,shape1) 

w2 <- dpoisinvgauss(x,mean2,shape2) 

plot(x,w1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Inverse Gaussian: μ=3, 

θ=0.3", ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.0) 

plot(x,w2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Inverse Gaussian: μ=3, 

θ=0.7", ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.0) 
 
ΣΧΗΜΑ 2.8 
library(sads) 

par(mfrow=c(1,2)) 

mu1 <- 0.7; sig1 <- 0.2 

mu2 <- 0.7; sig2 <- 0.4 

x <- 0:30 

w1 <- dpoilog(x,mu1,sig1) 

w2 <- dpoilog(x,mu2,sig2) 

plot(x,w1,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lognormal: μ=0.7, σ=0.2", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.0) 

plot(x,w2,type="h", ylim = c(0,0.25), col="red",  

main="Συνάρτηση πιθανότητας της κατανομής Poisson-Lognormal: μ=0.7, σ=0.4", 

ylab="f(x)", lwd=4, cex.main=1.0) 
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Κεφάλαιο 3 
Κώδικας για τα δεδομένα Crimes 

 
 
Κατανομή Poisson 
 

x <- 0:9 

Observed <- c(21,41,32,16,19,8,4,1,2,1) 

d <- rep(x,times=Observed) 

summary(d) 

var(d) 

sd(d) 

library(moments) 

skewness(d) 

kurtosis(d) 

par(mfrow=c(1,2)) 

barplot(table(d), xlab="x", main="Histogram of Crimes Data", 

ylab="Frequency") 

boxplot(d, main="Boxplot of Crimes Data") 

 

library(fitdistrplus) 

poisMLE <- fitdist(d, "pois", method="mle")  

fitdist(d, "pois", method="mle", start=list(lambda=1)) 

summary(poisMLE) 

(LAMBDA <- poisMLE$estimate) 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

class <- seq(-0.5, 9.5, 1) 

hist(d, breaks=class, xlim=c(-1.5, 10.5), prob=T, xlab="x", 

ylab="Probability", main="Fitting Poisson Distribution to Crimes Data" ) 

y <- dpois(x, lambda=LAMBDA) 

points(x,y, pch=16, col="red", cex=1.5) 

qqplot(jitter(qpois(ppoints(length(d)),lambda=LAMBDA)), jitter(d),  

xlab="Theoretical quantiles", ylab="Empirical quantiles", main="Crimes Data 

- Poisson Q-Q plot", cex=1.2) 

abline(0,1, col="blue", lwd=3) 

 

CUT <- 4 

LIM <- length(x) 

(PROBABILITY <- c(dpois(0:CUT, LAMBDA), 1-ppois(CUT,LAMBDA))) 

(EXPECTED <- length(d)*PROBABILITY) 

CUT1 <- CUT+1; CUT2 <- CUT+2 

(OBSERVED <- c(Observed[1:CUT1], sum(Observed[CUT2:LIM]))) 

MAT <- cbind(PROBABILITY,EXPECTED,OBSERVED) 

row.names(MAT) <- c("X=0","X=1","X=2","X=3","X=4","X>=5") 

round(MAT, 4) 

(chi.obs <- sum((OBSERVED-EXPECTED)^2/EXPECTED)) 

(DF <- 4) 

(p.value <- 1-pchisq(chi.obs,DF))              

 

 
Κατανομή Poisson-Gamma 
 

x <- 0:9 

Observed <- c(21,41,32,16,19,8,4,1,2,1) 

d <- rep(x,times=Observed) 

 

library(fitdistrplus) 

library(extraDistr) 

mystartPG <- list(shape=2,rate=0.5) 

PGMLE <- fitdist(d, "gpois", method="mle",start=mystartPG) 
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summary(PGMLE) 

(sh <- PGMLE$estimate[1]) 

(ra <- PGMLE$estimate[2]) 

( r <- sh )  

( p <- ra/(1+ra)) 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

class <- seq(-0.5, 9.5, 1) 

hist(d, breaks=class, xlim=c(-1.5, 10.5), prob=T, xlab="x", 

ylab="Probability", main="Fitting Poisson-Gamma  Distribution to Crimes 

Data" ) 

y <- dnbinom(x, r, p) 

points(x,y, pch=16, col="red", cex=1.5) 

qqplot(jitter(qnbinom(ppoints(length(d)),r, p)), jitter(d),  

xlab="Theoretical quantiles", ylab="Empirical quantiles", main="Crimes Data 

- Poisson-Gamma Q-Q plot", cex=1.2) 

abline(0,1, col="blue", lwd=3) 

# qqline(d, distribution = function(p) qpoislind(p, THETA), prob = c(0.25, 

0.75), col = "red") 

par(mfrow=c(1,1)) 

 

CUT <- 5 

LIM <- length(x) 

(PROBABILITY <- c(dnbinom(0:CUT, r, p), 1-pnbinom(CUT,r,p))) 

(EXPECTED <- length(d)*PROBABILITY) 

CUT1 <- CUT+1 

CUT2 <- CUT+2 

(OBSERVED <- c(Observed[1:CUT1], sum(Observed[CUT2:LIM]))) 

MAT <- cbind(PROBABILITY,EXPECTED,OBSERVED) 

row.names(MAT) <- c("X=0","X=1","X=2","X=3","X=4","X=5", "X>=6") 

round(MAT, 4) 

 

(chi.obs <- sum((OBSERVED-EXPECTED)^2/EXPECTED)) 

(DF <- 4) 

(p.value <- 1-pchisq(chi.obs,DF)) 

 

 

Κατανομή Poisson-Lindley 
 

x <- 0:9 

Observed <- c(21,41,32,16,19,8,4,1,2,1) 

d <- rep(x,times=Observed) 

 

library(tolerance) 

LL <- function(th) { 

   dens <- dpoislind(d, theta=th) 

   return(-sum(log(dens))) 

} 

library(stats4) 

mystartPL <- list(th=0.5)    

mle(LL, start=mystartPL)      

THETA <- 0.7012227 

LogLik <- -LL(THETA); LogLik 

AIC <- 2*LL(THETA)+2*1; AIC 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

class <- seq(-0.5, 9.5, 1) 

hist(d, breaks=class, xlim=c(-1.5, 10.5), prob=T, xlab="x", 

ylab="Probability", main="Fitting Poisson-Lindley Distribution to Crimes 

Data" ) 

y <- dpoislind(x, theta=THETA) 

points(x,y, pch=16, col="red", cex=1.5) 

qqplot(jitter(qpoislind(ppoints(length(d)),theta=THETA)), jitter(d),  
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xlab="Theoretical quantiles", ylab="Empirical quantiles", main="Crimes Data 

- Poisson Lindley Q-Q plot", cex=1.2) 

abline(0,1, col="blue", lwd=3) 

 

CUT <- 6 

LIM <- length(x) 

(PROBABILITY <- c(dpoislind(0:CUT, THETA), 1-ppoislind(CUT,THETA))) 

(EXPECTED <- length(d)*PROBABILITY) 

CUT1 <- CUT+1 

CUT2 <- CUT+2 

(OBSERVED <- c(Observed[1:CUT1], sum(Observed[CUT2:LIM]))) 

MAT <- cbind(PROBABILITY,EXPECTED,OBSERVED) 

row.names(MAT) <- c("X=0","X=1","X=2","X=3","X=4","X=5", "X=6", "X>=7") 

round(MAT, 4) 

 

(chi.obs <- sum((OBSERVED-EXPECTED)^2/EXPECTED)) 

(DF <- 6) 

(p.value <- 1-pchisq(chi.obs,DF))     

 

Κατανομή Poisson-Inverse Gaussian 
 

x <- 0:9 

Observed <- c(21,41,32,16,19,8,4,1,2,1) 

d <- rep(x,times=Observed) 

 

library(fitdistrplus) 

library(actuar) 

mystartPIG <- list(mean=3, shape=0.7)    

PIG <- fitdist(d, "poisinvgauss", method="mle", start=mystartPIG) 

summary(PIG) 

(m <- PIG$estimate[1])  

(s <- PIG$estimate[2]) 

 

LL <- function(m,s) { 

   dens <- dpoisinvgauss(d, m, s) 

   return(-sum(log(dens))) 

} 

LogLik <- -LL(m,s); LogLik  

AIC <- 2*LL(m,s)+2*2; AIC 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

class <- seq(-0.5, 9.5, 1) 

hist(d, breaks=class, xlim=c(-1.5, 10.5), prob=T, xlab="x", 

ylab="Probability", main="Fitting Poisson-Inverse Gaussian Distribution to 

Crimes Data") 

y <- dpoisinvgauss(x, m, s) 

points(x,y, pch=16, col="red", cex=1.5) 

qqplot(jitter(qpoisinvgauss(ppoints(length(d)),m, s)), jitter(d),  

xlab="Theoretical quantiles", ylab="Empirical quantiles", main="Crimes Data 

- Poisson-Inverse Gaussian Q-Q plot",cex=1.2) 

abline(0,1, col="blue", lwd=3) 

 

CUT <- 5 

LIM <- length(x) 

(PROBABILITY <- c(dpoisinvgauss(0:CUT, m, s), 1-ppoisinvgauss(CUT,m,s))) 

(EXPECTED <- length(d)*PROBABILITY) 

CUT1 <- CUT+1 

CUT2 <- CUT+2 

(OBSERVED <- c(Observed[1:CUT1], sum(Observed[CUT2:LIM]))) 

MAT <- cbind(PROBABILITY,EXPECTED,OBSERVED) 

row.names(MAT) <- c("X=0","X=1","X=2","X=3","X=4","X=5", "X>=6") 

round(MAT, 4) 

 

(chi.obs <- sum((OBSERVED-EXPECTED)^2/EXPECTED)) 
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(DF <- 4) 

(p.value <- 1-pchisq(chi.obs,DF)) 

 

 

Kατανομή Poisson-Lognormal 
 

x <- 0:9 

Observed <- c(21,41,32,16,19,8,4,1,2,1) 

d <- rep(x,times=Observed) 

 

library(fitdistrplus) 

library(sads) 

mystartPL <- list(mu=0.7, sig=0.2) 

PL <- fitdist(d, "poilog", method="mle", start=mystartPL) 

summary(PL) 

(m <- PL$estimate[1]) 

(s <- PL$estimate[2]) 

 

LL <- function(mu,sig) { 

   dens <- dpoilog(d, mu, sig) 

   return(-sum(log(dens))) 

} 

LogLik <- -LL(m,s); LogLik       

AIC <- 2*LL(m,s)+2*2; AIC 

 

par(mfrow=c(1,2)) 

class <- seq(-0.5, 9.5, 1) 

hist(d, breaks=class, xlim=c(-1.5, 10.5), prob=T, xlab="x", 

ylab="Probability", main="Fitting Poisson-Lognormal Distribution to Crimes 

Data") 

y <- dpoilog(x, m, s) 

points(x,y, pch=16, col="red", cex=1.5) 

qqplot(jitter(qpoilog(ppoints(length(d)),m, s)), jitter(d),  

xlab="Theoretical quantiles", ylab="Empirical quantiles", main="Crimes Data 

- Poisson-Lognormal Q-Q plot",cex=1.2) 

abline(0,1, col="blue", lwd=3) 

 

CUT <- 5 

LIM <- length(x) 

(PROBABILITY <- c(dpoilog(0:CUT, m, s), 1-ppoilog(CUT,m,s))) 

(EXPECTED <- length(d)*PROBABILITY) 

CUT1 <- CUT+1 

CUT2 <- CUT+2 

(OBSERVED <- c(Observed[1:CUT1], sum(Observed[CUT2:LIM]))) 

MAT <- cbind(PROBABILITY,EXPECTED,OBSERVED) 

row.names(MAT) <- c("X=0","X=1","X=2","X=3","X=4","X=5", "X>=6") 

round(MAT, 4) 

 

(chi.obs <- sum((OBSERVED-EXPECTED)^2/EXPECTED)) 

(DF <- 4) 

(p.value <- 1-pchisq(chi.obs,DF)) 
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