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 Δπραξηζηίεο 

 

Δπραξηζηώ πνιύ ηνλ επηβιέπνληα αλαπιεξσηή θαζεγεηή θύξην Φαξξάθν Γεώξγην 

γηα ηελ θαζνδήγεζε ηνπ ζε όιε ηε δηάξθεηα ηεο εθπόλεζεο ηεο παξνύζαο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, όπσο επίζεο γηα ηηο εύζηνρεο ππνδείμεηο πνπ κνπ έθαλε γηα 

λα επηηύρσ ην θαιύηεξν δπλαηό απνηέιεζκα. Δπηπιένλ ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ θαη 

ηνπο θαζεγεηέο θύξην Σδαβειά Γεώξγην θαη θύξην Πνιίηε Κσλζηαληίλν γηα ηελ 

πνιύηηκε βνήζεηά ηνπο. 
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 Πεξίιεςε 

 

ηελ εξγαζία απηή κειεηώληαη δηεμνδηθά δπν ζηαηηζηηθά κέηξα πιεξνθνξίαο, ε 

αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία (CRE) θαη ε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία (CPE) .ην πεδίν ηεο ρξεκαηννηθνλνκηθήο ζεσξίαο, ηα κέηξα απηά 

παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ εύξεζε ησλ δεηθηώλ Gini θαη Bonferroni.Οη δείθηεο 

απηνί ρξεζηκνπνηνύληαη  γηα ηελ κέηξεζε ηεο νηθνλνκηθήο αληζόηεηαο ζε κηα 

θνηλσλία. θνπόο ινηπόλ ηεο εξγαζίαο είλαη αξρηθά ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ θαη 

ησλ εθηηκήζεσλ ησλ CPE θαη CRE θαη ζηε ζπλέρεηα ε κειέηε ησλ δεηθηώλ πνπ 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. 
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Abstract 

 

In this  dissertation two statistical measures of information are thoroughly studied, the 

cumulative residual entropy (CRE) and the cumulative past entropy (CPE).In the field 

of financial theory, these measures play an important role in finding the Gini and 

Bonferroni indices. These indicators are used to measure economic inequality in 

society. Therefore, the purpose of this paper is initially to study the properties and 

estimates of CPE and CRE and then to study the indicators  mentioned above. 
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Κ Δ Φ Α Λ Α Ι Ο  1  

Δ λ η ξ ν π ί α  
 

 

1.1  ύληνκε ηζηνξηθή αλαδξνκή 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα αλαθεξζνύκε ζηελ έλλνηα ηεο πιεξνθνξίαο θαη ζηε 

ζπλέρεηα ζηελ έλλνηα ηεο εληξνπίαο. Πιεξνθνξία είλαη ην ζηνηρείν γλώζεο πνπ 

κεηνπζηώλεη θαη δίλεη αμία ζηα πξάγκαηα ηα νπνία απνθηνύλ έηζη ζεκαζία. ηηο  

αξρέο κε κέζα ηνπ 20
νπ

 αηώλα, ε πιεξνθνξία ήηαλ  έλλνηα αθεξεκέλε θαη πνηνηηθή. 

Χζηόζν, ε ξαγδαία αλάπηπμε ηεο κεηάδνζεο πιεξνθνξίαο  νδήγεζε ζηελ αληίιεςε 

θαη κειέηε ηεο πιεξνθνξίαο ππό έλα λέν πξίζκα, απηό ηεο πνζνηηθήο θαη 

καζεκαηηθήο ηεο ππόζηαζεο. ηελ ζεκεξηλή θνηλσλία, ηελ θνηλσλία ηεο 

πιεξνθνξίαο, ε θσδηθνπνίεζε θαη ε κεηάδνζε πιεξνθνξηώλ δηαδξακαηίδνπλ 

θεληξηθό ξόιν ζηελ θαηαλόεζε θαη ηελ πεξηγξαθή ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ βηνινγηθώλ 

θαη κεραληθώλ ζπζηεκάησλ αιιά θαη ηεο ρξεκαηννηθνλνκηθήο αγνξάο. Ο ηνκέαο ηεο  

Υξεκαηννηθνλνκηθήο επηζηήκεο έρεη σο θύξην αληηθείκελν ηελ αλάιπζε επελδύζεσλ, 

ηε δηαρείξηζε ραξηνθπιαθίσλ θαη θεθαιαίσλ, ηελ επηρεηξεκαηηθή ζηξαηεγηθή, ηελ 

επηρεηξεζηαθή νξγάλσζε αιιά θαη ηελ ινγηζηηθή. Αο δνύκε ινηπόλ έλα παξάδεηγκα: 

 Ο  επελδπηήο ρξεηάδεηαη πιεξνθνξίεο  από ηνλ ρξεκαηηζηή (πκβνπιή). 

 Ο ρξεκαηηζηήο ηηο δίλεη βαζηδόκελνο ζε πιεξνθνξίεο πνπ θαηέρεη (Γλώζε). 

 Ο ρξεκαηηζηήο πιεξνθνξεί ηνλ επελδπηή γηα ηηο κεηνρέο κηαο εηαηξείαο 

(Δλεκέξσζε). 

 Ο επελδπηήο αμηνινγεί ηηο πιεξνθνξίεο γηα λα πνπιήζεη / αγνξάζεη 

(Γεδνκέλα). 

Ζ πιεξνθνξία είλαη Μέηξν ηεο αβεβαηόηεηαο. 

 Ο επελδπηήο κεηώλεη ηελ αβεβαηόηεηα ηνπ ζπκβνπιεπόκελνο ηνλ ρξεκαηηζηή. 

 Ο ρξεκαηηζηήο γλσξίδεη κε βεβαηόηεηα ηα ρξεκαηηζηεξηαθά ζέκαηα . 
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Ζ αλάγθε γηα ηελ πνζνηηθνπνίεζε ηεο αβεβαηόηεηαο πνπ δηέπεη έλα γεγνλόο νδήγεζε 

ζε ρξήζε κέηξσλ εληξνπίαο,  δαλεηζκέλα από ηνλ ηνκέα ηεο Θεσξίαο Πιεξνθνξίαο. 

Ζ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζα κειεηήζεη ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία θαη ηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία σο κέηξν πιεξνθνξίαο ή κέηξν 

αβεβαηόηεηαο ζηελ Υξεκαηννηθνλνκηθή επηζηήκε. Ζ εληξνπία ζηε ζεσξία 

πιεξνθνξίαο είλαη ην «κέηξν αβεβαηόηεηαο» πνπ δηαθαηέρεη έλα ζύζηεκα. Ο όξνο 

εληξνπία ρξεζηκνπνηήζεθε αξρηθά ζηε ζεξκνδπλακηθή. ηε ζεσξία πιεξνθνξίαο 

εηζήρζε από ηνλ Shannon ην 1948 θαη γη‟ απηό νλνκάδεηαη θαη ενηροπία ηοσ Shannon. 

Ζ ρξήζε ηνπ ίδηνπ όξνπ κε ηε ζεξκνδπλακηθή εληξνπία, παξόηη κπνξεί λα 

πξνθαιέζεη ζύγρπζε, πηνζεηήζεθε από ηνλ Shannon κεηά θαη από παξόηξπλζε ελόο 

άιινπ ζπνπδαίνπ καζεκαηηθνύ, ηνπ Von  Neumann, ν νπνίνο θέξεηαη όηη είρε πεη 

ζηνλ Shannon: 

«Πρέπει να ηο ονομάζεις ενηροπία για δύο λόγοσς: Πρώηον, η ζσνάρηηζη ασηή 

τρηζιμοποιείηαι ήδη ζηη θερμοδσναμική με ηο ίδιο όνομα. Δεύηερο, και ζημανηικόηερο, 

ο περιζζόηερος κόζμος δεν γνωρίζει ηι πραγμαηικά είναι η ενηροπία, και αν 

τρηζιμοποιείς ηον όρο ενηροπία ζε ένα ανηεπιτείρημα θα κερδίζεις πάνηα…» 

 

1.2 Η   εληξνπία ηνπ Shannon 

ε απηήλ ηελ  παξάγξαθν ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ εληξνπία ηνπ Shannon. Αξρηθά ζα  

νξίζνπκε ηελ παξαπάλσ εληξνπία ηόζν γηα ηηο δηαθξηηέο όζν θαη ηηο ζπλερείο 

θαηαλνκέο. ηε ζπλέρεηα ζα ζρνιηάζνπκε  θάπνηα κεηνλεθηήκαηα ηεο δηαθνξηθήο 

εληξνπίαο ηνπ Shannon. 

Οξηζκόο 1.1 

Έζησ 𝑋  κηα ηπραία κεηαβιεηή, δηαθξηηή  κε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ή ζπλερήο κε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓(𝑥). Ζ αλακελόκελε αβεβαηόηεηα, ή εληξνπία 

(entropy) ηεο 𝑋 (ζπκβνιηθά 𝐻 𝑋 ), όπσο νξίζηεθε από ηνλ Shannon  (1948) δίλεηαη 

από ηηο ζρέζεηο:  

                                                                     𝐻 𝑋 = −  𝑝𝑖  𝑙𝑛𝑝𝑖𝑖 ,                                                     (1.1) 

όπνπ ππνζέηνπκε όηη ε  𝛸 είλαη κηα ηπραία  κεηαβιεηή, δηαθξηηή κε ζπλάξηεζε 

πηζαλόηεηαο  𝑝𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑖). 
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Αλ ε 𝑋 είλαη ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή  ε εληξνπία δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

                                     𝐻 𝑋 = -  𝑓 𝑥 𝑙𝑛𝑓 𝑥 𝑑𝑥
∞

0
 .                                            (1.2) 

H πεξίπησζε ηεο ζπλερνύο εληξνπίαο αλαθέξεηαη επίζεο θαη σο δηαθνξηθή   

εληξνπία. Ζ ζπλάξηεζε νινθιήξσζεο  ζην δεμί κέινο ηεο ζρέζεο  (1.2) εμαξηάηαη 

κόλν από ην 𝑥 κόλν κέζσ ηνπ 𝑓 𝑥  θαζηζηώληαο έηζη ην 𝐻 𝑋  αλεμάξηεην από ηε 

κεηαηόπηζε. Με άιια ιόγηα ην 𝐻 𝑋   είλαη ρσξίο ζέζε, κε ηελ έλλνηα όηη ε ηπραία 

κεηαβιεηή  𝑋 έρεη ηελ ίδηα δηαθνξηθή εληξνπία κε ηελ 𝑋 +𝑏, γηα θάζε 𝑏 > 0. 

Παξαθάησ ζα κειεηήζνπκε θάπνηεο ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο ηεο εληξνπίαο απηήο αιιά 

θαη θάπνηα κεηνλεθηήκαηά ηεο. Γηα δηαθξηηέο θαηαλνκέο ε εληξνπία σο κέηξν 

πιεξνθνξίαο έρεη νξηζκέλεο ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο. Ζ εληξνπία  είλαη ίζε κε ην κεδέλ 

αλ θαη κόλν αλ ε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 είλαη ζηαζεξή. ε θάζε άιιε πεξίπησζε είλαη 

ζεηηθή. Σν κέηξν απηό πνζνηηθνπνηεί ηελ αλακελόκελε αβεβαηόηεηα πνπ ζρεηίδεηαη 

κε ην απνηέιεζκα ελόο πεηξάκαηνο ηύρεο, ή ηζνδύλακα παξέρεη πιεξνθνξία γηα ηελ 

πξνβιεςηκόηεηα ελόο πηζαλνύ απνηειέζκαηνο ηνπ δεηγκαηηθνύ ρώξνπ X. 

Παξόια απηά ε δηαθνξηθή εληξνπία ηνπ Shannon έρεη νξηζκέλα κεηνλεθηήκαηα γηα 

ηηο ζπλερείο θαηαλνκέο (Schroeder 2004). Αξρηθά νξίδεηαη κόλν γηα θαηαλνκέο κε 

ππθλόηεηα, ελώ δελ κπνξεί λα ππάξμεη νξηζκόο ηεο εληξνπίαο γηα κηα κηθηή 

θαηαλνκή. Έλα άιιν ζεκαληηθό πξόβιεκα ηεο είλαη όηη είλαη  „‟αζπλεπήο‟‟ , κε ηελ 

έλλνηα όηη κπνξεί λα πάξεη θαη αξλεηηθέο ηηκέο. Απηό ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

νκνηόκνξθεο θαηαλνκήο. Αο ζεσξήζνπκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή 𝛸 αθνινπζεί ηελ 

νκνηόκνξθε θαηαλνκή ζην (0, 𝛼), κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓 𝑥  = 
1

𝛼
  

γηα 0< 𝑥<α.Σόηε από ηελ (1.2) πξνθύπηεη όηη ε δηαθνξηθή εληξνπία ηεο 

 𝑈 0, 𝛼   ηζνύηαη κε  

 𝐻 𝑋 = - 
1

𝛼
 ∙ 𝑙𝑛

1

𝛼
 𝑑𝑥

𝛼

0
= 𝑙𝑛𝑎.  Παξαηεξνύκε όηη αλάινγα κε ηελ ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ α έρνπκε 3 πεξηπηώζεηο. Πην ζπγθεθξηκέλα: 

 γηα  𝛼 = 1 , ε 𝐻 𝑋    ηζνύηαη κε ην κεδέλ , δειαδή  𝐻 𝑋 =0, 

 γηα 𝛼 < 1 , ε   𝐻 𝑋   παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο , δειαδή  𝐻 𝑋 <0, 

 θαη ηέινο όηαλ  𝛼 > 1 , ε 𝐻 𝑋   παίξλεη ζεηηθέο ηηκέο, δειαδή  𝐻 𝑋 >0. 
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Παξαθάησ δίλνπκε ηελ ζρεκαηηθή απεηθόληζε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο γηα 0 < 𝛼 < 1: 

 

ρήκα 1.1 : Γηαθνξηθή εληξνπία ηεο Οκνηόκνξθεο θαηαλνκήο γηα 𝟎 < 𝜶 < 𝟏. 

 

Σέινο, αμίδεη  λα αλαθέξνπκε όηη  ζηελ βηβιηνγξαθία έρνπλ παξνπζηαζηεί αξθεηέο 

ελαιιαθηηθέο γηα ηελ  εληξνπία κηαο ζπλερνύο θαηαλνκήο. Πην ζπγθεθξηκέλα ν 

Schroeder (2004) πξόηεηλε έλα κέηξν πνπ ζε αληίζεζε κε ηελ εληξνπία κπνξεί εύθνια 

λα επεθηαζεί ζηηο ζπλερείο θαηαλνκέο θαη ζε αληίζεζε κε ηελ δηαθνξηθή εληξνπία 

είλαη πάληα ζεηηθή θαη ακεηάβιεηε ζε ζρέζε κε ηνπο γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο ησλ 

κεηαβιεηώλ. Άιια κέηξα αβεβαηόηεηαο σο θαηάιιειεο γεληθεύζεηο ή ηξνπνπνηήζεηο 

ηεο θιαζηθήο  εληξνπίαο έρνπλ πξνηαζεί , όπσο ε ζηαζκηζκέλε εληξνπία (Di 

Crescenzo and  Longobardi, 2006), ε νπνία νξίδεηαη σο: 

                                   𝐻w (𝑋)= - 𝐸[𝑋 𝑙𝑛𝑓 𝑋 ] = -  𝑥𝑓 𝑥 𝑙𝑛𝑓 𝑥 𝑑𝑥,
∞

0
                         (1.3) 

θαη είλαη έλα κέηξν πιεξνθνξηώλ πνπ  εθρσξεί κεγαιύηεξα βάξε ζε κεγαιύηεξεο 

ηηκέο ηνπ 𝑋.  
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1.3 Αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία (CRE) 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα νξίζνπκε ηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία θαη 

ζηε ζπλέρεηα ζα δνύκε πσο ππνινγίδεηαη γηα θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. 

Πξνθεηκέλνπ λα μεπεξαζηνύλ ηα παξαπάλσ πξνβιήκαηα , νη Rao et al.(2004) όξηζαλ 

έλα λέν κέηξν πιεξνθνξίαο πνπ νλνκάδεηαη αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία 

(Cumulative  Residual Entropy-CRE) ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε  E ( )X  

                                             E ( )X = -  𝐹   𝑥 
∞

0
𝑙𝑛𝐹   𝑥  𝑑𝑥,                                 (1.4) 

όπνπ  𝐹   𝑥  = 𝑃(𝑋> 𝑥) ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑋. Αο δνύκε 

ηελ CRE γηα θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. 

1.Καηαλνκή  Pareto κε παξακέηξνπο  𝜶 > 𝟏 𝜿𝜶𝜾 𝜷 > 0. 

Αλ   𝑋 ηπραία κεηαβιεηή ε  νπνία αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Pareto κε παξακέηξνπο 

𝛼 > 1 , 𝛽 >  0   θαη  έρεη ζπλάξηεζε επηβίσζεο  𝐹   𝑥  =  
β

β+𝑥
 

α

 , 𝑥 ≥0 , ηόηε κε βάζε 

ηνλ ηύπν (1.4) ιακβάλνπκε:  

E ( )X = -   
∞

0
  

β

β+𝑥
 

α

𝑙𝑛   
β

β+𝑥
 

α

𝑑𝑥 =  
𝛼𝛽

(α−1)2  

 

2. Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν  𝝀 > 0 . 

Αλ   𝑋 ηπραία κεηαβιεηή ε  νπνία αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν   

𝜆 >0  θαη  έρεη ζπλάξηεζε επηβίσζεο  𝐹   𝑥  = e−𝜆𝑥  , 𝑥 ≥0 , ηόηε κε βάζε ηνλ ηύπν 

(1.4 ) πξνθύπηεη όηη : 

E ( )X = -   
∞

0
e−𝜆𝑥 𝑙𝑛 e−𝜆𝑥 𝑑𝑥 =1/ι. 

Παξαθάησ δίλνπκε θαη ηελ ζρεκαηηθή απεηθόληζε ηεο παξαπάλσ εληξνπίαο γηα ηηο  

όιεο ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι ζην δηάζηεκα  (0, 200). 
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ρήκα 1.2 : Αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο όηαλ 

𝟎 < 𝝀 < 𝟐𝟎𝟎. 

 

3.Γπλακνθαηαλνκή   Power(α, β). 

Αλ   𝑋 ηπραία κεηαβιεηή ε  νπνία αθνινπζεί ηελ δπλακνθαηαλνκή Power(α, β) κε 

παξακέηξνπο   𝛼, 𝛽 > 0  θαη  έρεη ζπλάξηεζε επηβίσζεο  𝐹   𝑥  =  
𝛽−𝑥

𝛽  
 

𝛼

 , 0≤ 𝑥 ≤ 𝛽, 

ηόηε κε βάζε ηνλ ηύπν (1.4) πξνθύπηεη όηη ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία 

ηζνύηαη κε : 

E ( )X = -  
∞

0
 

𝛽−𝑥

𝛽  
 

𝛼

𝑙𝑛   
𝛽−𝑥

𝛽  
 

𝛼

 𝑑𝑥 =
αβ

(α+1)2 . 
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1.4 Αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία θαη κέζνο ππνιεηπόκελνο 

ρξόλνο δσήο 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα δνύκε πώο ζπλδέεηαη  ν κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο 

δσήο  ελόο ζπζηήκαηνο κε ηελ αζξνηζηηθή  ππνιεηπνκέλε εληξνπία. ηε ζπλέρεηα ζα 

παξνπζηάζνπκε ηνλ εύθνιν ηξόπν ππνινγηζκνύ ηεο αζξνηζηηθήο ππνιεηπόκελεο 

εληξνπίαο όηαλ γλσξίδνπκε ηνλ κέζν ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο. Ζ αζξνηζηηθή 

ππνιεηπόκελε εληξνπία είλαη πάληα κε αξλεηηθή θαη είλαη ηδηαίηεξα θαηάιιειε  γηα 

λα  πεξηγξάςεη ηηο πιεξνθνξίεο ζε πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο  ηδηόηεηεο 

γήξαλζεο ηεο ζεσξίαο αμηνπηζηίαο κε βάζε ηε ζπλάξηεζε κέζεο ππνιεηπόκελεο  

δσήο (Asadi and Zohrevand, 2007). 

 

1.4.1 Ο κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο  

Αλ ππνζέζνπκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή  𝑋, παξηζηά ην ρξόλν δσήο κηαο κνλάδαο , ε 

νπνία έρεη επηβηώζεη ζην ρξνληθό δηάζηεκα [0, 𝑡] , κε 𝑡 ≥ 0 , ηόηε ε δεζκεπκέλε 

ηπραία κεηαβιεηή   𝑋t= 𝑋 -𝑡 | 𝑋 >𝑡 , ε νπνία εθθξάδεη ην ρξόλν δσήο ηεο από ηε 

ζηηγκή 𝑡 θαη έπεηηα θαη θαιείηαη ππνιεηπόκελνο ρξόλνο  δσήο ηεο κνλάδαο ειηθίαο 𝑡. 

H   κέζε ηηκή ηεο Χt   δίλεηαη από ηνλ ηύπν:    

                                                       𝑚 𝑡 =𝐸(Χt)= 
𝐹   𝑥  

 𝐹   𝑡 

∞

0
𝑑𝑥 .                                  (1.5) 

Θεώξεκα 1.1: Γηα ηελ κε αξλεηηθή, ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 κε κέζν 

ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο  𝑚 𝑡  θαη αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία E ( )X ηέηνηα 

ώζηε  E (𝑋)<∞, ηζρύεη :  

                                                      E (𝑋)=𝛦(𝑚 𝑋 )                                                  (1.6) 

Απόδεημε. 

Σν δεύηεξν κέινο ηεο (1.6)  εθθξάδεη ηνλ αλακελόκελν κέζν ππνιεηπόκελν ρξόλν 

δσήο  ηεο 𝑋, δειαδή  

𝛦(𝑚 𝑋 ) =  𝑚 𝑡 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
∞

0
. 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ 𝑚 𝑡  από ηελ (1.5) , ιακβάλνπκε 
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𝛦(𝑚 𝑋 ) =  
 𝐹   𝑥 𝑑𝑥

+∞
𝑡

 F (t) 
𝑓 𝑡 𝑑𝑡

∞

0
 

Αιιάδνληαο ηε ζεηξά νινθιήξσζεο , παίξλνπκε: 

𝛦(𝑚 𝑋 ) =   
𝑓(𝑡)

 F (t) 

𝑥

0

∞

0
𝑑𝑡 𝐹   𝑥  𝑑𝑥 

               =   𝜆(𝑡)
𝑥

0

∞

0
𝑑𝑡 𝐹   𝑥 𝑑𝑥 

                             = (−𝑙𝑛
∞

0
F (x))F (x) 𝑑𝑥 = E ( )X , 

ην νπνίν νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε.  

Mε  ηνλ  παξαπάλσ ηύπν (1.6), είλαη ζαθέο όηη αλ γλσξίδνπκε ηνλ κέζν ππνιεηπόκελν 

ρξόλν δσήο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε πνιύ εύθνια ηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε 

εληξνπία. Αο  δνύκε ινηπόλ πσο κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηε ζρέζε (1.6) γηα 

θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. 

Καηαλνκή Pareto κε παξακέηξνπο   𝜶 > 𝟏, 𝜷 > 𝟎 

Γηα  ηελ θαηαλνκή Pareto κε παξακέηξνπο 𝛼 > 1, 𝛽 > 0 , βξίζθνπκε  κέζν 

ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο 𝑚 𝑡 =
  t+𝛽

α−1
 , 𝑡 ≥ 0. πλεπώο κε ηελ βνήζεηα ηεο (1.4) 

παίξλνπκε όηη ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία είλαη:  

E (𝑋) = 𝐸  
𝑋+𝛽

 α−1
  =  

Ε 𝑋 +β

α−1
  =  

β

α−1
+β

α−1
  = 

𝛼𝛽

(α−1)2, 

όπνπ 𝛦(𝑋) είλαη ε κέζε ηηκή ηεο Pareto.  

Παξαηεξνύκε όηη ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε  εληξνπία ηεο Pareto κπνξεί λα γξαθηεί 

σο εμήο: 

E (𝑋)= 
α

(α−1)
∙ 

β

α−1
 = 

α

(α−1)
∙ 𝛦(𝑋). 

πλεπώο ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία είλαη κεγαιύηεξε από ηελ κέζε ηηκή. 

Θπκίδνπκε εδώ  όηη ε θαηαλνκή Pareto  είλαη κηα από ηηο πην ζεκαληηθέο θαηαλνκέο , 

εμαηηίαο ηεο βαξηάο δεμηάο νπξάο πνπ έρεη. πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο 

Pareto(𝛼, 𝛽) είλαη ε:   
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𝑓 𝑥 =
𝛼𝛽𝛼

 𝑥 + 𝛽 α+1   
 , 𝑥 ≥ 0,   

ζπλάξηεζε επηβίσζεο είλαη ε: 

𝐹 (𝑥) =  
β

𝑥+𝛽  
 

α

 , 𝑥 ≥ 0, 

ελώ ε κέζε ηηκή ηεο ηζνύηαη κε:  

𝛦(𝑋)=  
β

α−1
 , αν α > 1

∞ , αν 0 < 𝛼 ≤ 1
 . 

 

2. Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι. 

Ο κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο κε παξάκεηξν ι>0 

δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

𝑚 𝑡 =  
1

𝜆
 ,  ι>0. 

Σόηε  από ην Θεώξεκα 1.1 , 

  E (𝑋)=𝐸  
1

𝜆
 =

1

𝜆
. 

Παξαηεξνύκε όηη  ε  αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο 

είλαη ίζε κε ηελ κέζε ηηκή. 

 

3. Γπλακνθαηαλνκή  Power(α, β). 

Ο κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο ηεο  δπλακνθαηαλνκήο δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

𝑚 𝑡  = 
β−t

α+1
 . 

Σόηε,   

  E (𝑋) =𝐸  
𝛽−𝑡

𝛼+1
  = 

β−𝐸(Χ)

α+1
 = 

β−
β

α +1

α+1
 = 

αβ

(α+1)2. 
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Όπνπ 𝛦(𝑋) είλαη ε κέζε ηηκή ηεο δπλακνθαηαλνκήο Power(α, β). Παξαηεξνύκε όηη ε 

αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε  εληξνπία ηεο δπλακνθαηαλνκήο κπνξεί λα γξαθηεί σο 

εμήο:   

E (𝑋) = 
α

(α+1)
 ∙ 

β

α+1
 = 

α

(α+1)
∙ 𝛦(𝑋). 

πλεπώο ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία είλαη κηθξόηεξε από ηελ κέζε ηηκή. 

Θπκίδνπκε εδώ  όηη ε  Power(α, β) , όπνπ 𝛼, 𝛽 > 0 έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηελ :     

𝑓 𝑥  =  
𝛼(𝛽−𝑥)𝛼−1

 𝛽α ,  0< 𝑥 <β, 

 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηελ:  

𝐹   𝑥  =  
𝛽−𝑥

𝛽  
 

𝛼

,0≤ 𝑥 ≤ 𝛽. 

Σέινο ε κέζε ηηκή ηεο ηζνύηαη  κε: 

𝐸(𝑋) = 
𝛽

𝛼+1
. 

1.5  Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία (CPE) 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα νξίζνπκε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία θαη 

ζηε ζπλέρεηα ζα δνύκε πσο ππνινγίδεηαη γηα θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. Οη  Di 

Crescenzo  θαη Longobardi (2009)  ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

όξηζαλ έλα αθόκα  ζηαηηζηηθό κέηξν πιεξνθνξίαο, ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε CE ( )X

θαη νλνκάδεηαη αζξνηζηηθή παξειζνληηθή  εληξνπία (cumulative past entropy, CPE). 

Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα κε  αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή 𝑋  ε  CPE  δίλεηαη από 

ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                                   CE ( )X = -   𝐹(𝑥)𝑙𝑛𝐹(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
,                                       (1.7) 

όπνπ 𝐹 (𝑋)=𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο 𝑋. Ζ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [0, ∞) ,δειαδή ηζρύεη 0 ≤ CE ( )X < ∞. Δπίζεο  

CE ( )X = 0  αλ θαη κόλν αλ ε ηπραία κεηαβιεηή Υ είλαη ζηαζεξή. 
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Παξαηήξεζε 1.5: Αμίδεη λα ηνλίζνπκε εδώ όηη ε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία   

CE ( )X  θαη ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία E (𝑋)  είλαη ίδηεο όηαλ ε θαηαλνκή 

ηεο ηπραία κεηαβιεηήο 𝑋 είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ηε κέζε ηηκή ηεο 𝜇=Δ(𝑋) ,όπνπ 𝜇 

πεπεξαζκέλε , δειαδή αλ ηζρύεη  𝐹 (𝜇 + 𝑋)= 1- 𝐹(𝜇 – 𝑋) γηα θάζε 𝑥𝜖𝑅. 

Aο δνύκε ηελ CPE γηα θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. 

1.  Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι>0. 

Αλ   𝑋  ηπραία κεηαβιεηή ε  νπνία αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν   

𝜆 >0  θαη  έρεη ζπλάξηεζε επηβίσζεο 𝐹(𝑥) =1 − e−𝜆𝑥  , x≥0 , ηόηε κε βάζε ηνλ ηύπν 

(1.7)  ιακβάλνπκε όηη :  

CE ( )X = -   (1 −
∞

0
e−𝜆𝑥) 𝑙𝑛 1 − e−𝜆𝑥 𝑑𝑥 = 

𝜋2−6

6𝜆
. 

Παξαθάησ δίλνπκε θαη ηελ ζρεκαηηθή απεηθόληζε ηεο παξαπάλσ εληξνπίαο γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι ζην δηάζηεκα  (0,100). 

 

ρήκα 1.3: Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο όηαλ  

𝟎 < 𝜆 < 200. 
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2. Οκνηόκνξθε θαηαλνκή  𝑼(𝟎, 𝜶). 

Αο ζεσξήζνπκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 αθνινπζεί ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή ζην 

(0, α) , κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 𝑓 𝑥  = 
1

𝛼
  γηα 0< 𝑥 <α θαη ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο    𝐹(𝑥)= 
𝑥 −α

α
  ηόηε κε βάζε ηνλ ηύπν (1.7) : 

CE ( )X = -     
t−α

α
 𝑙𝑛  

t−α

α
 𝑑t

𝑎

0 
= 

α

4
. 

Παξαθάησ δίλνπκε θαη ηελ ζρεκαηηθή απεηθόληζε ηεο παξαπάλσ εληξνπίαο  όηαλ ε 

παξάκεηξνο  α  παίξλεη ηηκέο ζην (0 , 2).   

 

ρήκα 1.4: Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηεο Οκνηόκνξθεο Καηαλνκήο 

όηαλ 𝟎 < 𝛼 < 2. 

Παξαηεξνύκε όηη ε νκνηόκνξθε θαηαλνκή έρεη ίδηα αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία θαη  ίδηα  αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε  εληξνπία , δειαδή CE (X)= E (𝑋),κηαο 

θαη ε νκνηόκνξθε θαηαλνκή είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ηε κέζε ηεο ηηκή. (βιέπε 

Παξαηήξεζε  1.5) 
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Σέινο , αμίδεη  λα αλαθέξνπκε όηη  ζηελ βηβιηνγξαθία έρνπλ παξνπζηαζηεί αξθεηέο 

ελαιιαθηηθέο γηα ηελ  αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία κηαο ζπλερνύο θαηαλνκήο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα  ην 2011 νη Misagh et al.  όξηζαλ ηελ  ζηαζκηζκέλε εληξνπία    

            CEw (𝑋)= -  𝑥𝐹X 𝑥 𝑙𝑛𝐹X 𝑥 𝑑𝑥
∞

0
 ,                                  

θαη είλαη έλα κέηξν πιεξνθνξηώλ πνπ  εθρσξεί κεγαιύηεξα βάξε ζε κεγαιύηεξεο 

ηηκέο ηνπ Υ.  

 

1.6 Ιδηόηεηεο ηεο  αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο  εληξνπίαο 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηεο ρξήζηκεο ηδηόηεηεο ηεο 

αζξνηζηηθήο  παξειζνληηθήο εληξνπίαο. Όιεο νη παξαθάησ ζρέζεηο πνπ ζα 

αλαθέξνπκε  κειεηήζεθαλ θαη απνδείρζεθαλ από ηνπο Di Crescenzo and Longobardi 

(2009). 

Πξόηαζε 1.1: Αλ 𝛶=αX + 𝑏 , κε 𝛼 > 0 𝜅𝛼𝜄 𝑏 ≥ 0 ,  ηόηε  

                                                                            CE(𝛶) =𝛼CE ( )X                                         (1.8) 

Απόδεημε. 

Από ηηο πηζαλόηεηεο γλσξίδνπκε όηη:                         

              𝑃(𝑌 ≤ 𝑥)=𝑃( 𝑋 ≤
𝑥−𝑏

𝛼
) = 𝐹  

𝑥−𝑏

𝛼
  

                                                           CE(𝛶) = - 𝐹  
𝑥−𝑏

𝛼
 𝑙𝑛𝐹  

𝑥−𝑏

𝛼
 𝑑𝑥

∞

b
                          (1.9) 

Θέηνπκε όπνπ  𝑦 =  
𝑥−𝑏

𝛼
, έηζη αλ παξαγσγίζνπκε παίξλνπκε όηη 𝑑y= 

1

α
𝑑𝑥.   

πλεπώο ε (1.9) γίλεηαη κέζσ ηεο  𝑑𝑦 =
1

𝛼
𝑑𝑥      

CE (Y) = -  𝐹 𝑦 𝑙𝑛𝐹 𝑦 𝑎𝑑𝑥
∞

0
 

                              = -α 𝐹 𝑥 𝑙𝑛𝐹 𝑥 𝑑𝑥
∞

0
 =  αCE (x). 

Ζ  απόδεημε νινθιεξώζεθε. 
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Παξαθάησ παξαζέηνπκε έλα γξάθεκα ησλ ηπραίσλ  κεηαβιεηώλ  X θαη 𝑌 , όπνπ 

𝑌=2X +3 θαη X ~Exp(ι). 

 

 

 

ρήκα 1.5: Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή  εληξνπία  ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ Υ θαη 

Τ 

 

Πξόηαζε 1.2: Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 κε αζξνηζηηθή 

παξειζνληηθή εληξνπία CE (X)<∞ , έρνπκε όηη  : 

                                                             CE (X ) =𝐸[T(2)(X)],                                             (1.10)   

όπνπ  

                                                        T(2)(𝑥) = -  𝑙𝑛F z 𝑑𝑧
∞

𝑥
 , 𝑥 ≥0.                            (1.11)  

Απόδεημε. 
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Από  ηελ ζρέζε (1.7) θαη  αιιάδνληαο ηε ζεηξά νινθιήξσζεο (Θεώξεκα Fubini) 

έρνπκε όηη  

CE (X) = -  [ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡]𝑙𝑛𝐹 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥

0

∞

0
 -  𝑓 𝑡 [ 𝑙𝑛𝐹 𝑥 𝑑𝑥]𝑑𝑡

∞

t

∞

0
, 

από ηελ νπνία πξνθύπηεη ε (1.10)  κέζα από ηελ ρξήζε ηεο (1.11) 

 

Πξόηαζε 1.3: Έζησ X ηπραία κεηαβιεηή ε νπνία παίξλεη ηηκέο ζην [0, 𝑏] , κε 𝑏 

πεπεξαζκέλν. Σόηε, 

                                    CE (X) ≤ [𝑏 − 𝐸(𝑋)] 𝑙𝑜𝑔(1 −
𝐸(𝑋)

𝑏
 )                                 (1.12) 

Απόδεημε. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ log-sum αληζόηεηα ( Rao ,2005) παίξλνπκε όηη 

 𝐹 𝑥 log𝐹 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

0
≥  𝐹 𝑥 𝑑𝑥log

 𝐹 𝑥 𝑑𝑥
b

0

b

b

0
 . 

Μέζα από ηελ ζρέζε (1.7) πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

 

Πξόηαζε 1.4: Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή X  κε 𝛦(X)<∞ , ηόηε  

έρνπκε :     

                                                                       CE (X)≤ 𝛦 𝛸 .                                              (1.13) 

 

Πξόηαζε 1.5 : Ζ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία ηθαλνπνηεί ηελ θπξηόηεηα ελόο 

κέηξνπ θηλδύλνπ (convexity of a risk measure) 

Απόδεημε. 

Γηα θάζε ι ϵ[0,1] θαη X , 𝑌 ϵ X , ζύκθσλα  κε ηε ππνπξνζζεηηθόηεηα ηεο αζξνηζηηθήο 

ππνιεηπόκελεο εληξνπίαο , έρνπκε: 

                                     CE (𝜆𝑋 +(1-𝜆)𝑌) ≤ CE (𝜆𝑋) + CE ((1-𝜆)𝑌).                         (1.14) 
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Τώρα ςύμφωνα με την θετική ομοιογένεια  ηεο αζξνηζηηθήο ππνιεηπόκελεο 

εληξνπίαο , έρνπκε: 

                                     CE (𝜆𝑋) + CE ((1-𝜆) 𝑌) = 𝜆CE (X)+ (1-𝜆)CE (𝑌)                   (1.15)         

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

 

ε απηό ην ζεκείν ζα θάλνπκε κηα αλαθνξά ζηνλ ρξεκαηννηθνλνκηθό δείθηε 

Gini,ζηνλ νπνίν ζα αλαθεξζνύκε δηεμνδηθά ζηα Κεθάιαηα 3 θαη 4 ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο. 

Οξηζκόο 1.2: Έλα δηάζεκν κέηξν ηεο νηθνλνκηθήο αληζόηεηαο  είλαη ν δείθηεο  Gini , 

o νπνίνο νξίδεηαη σο εμήο γηα κηα κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε 

επηβίσζεο 𝐹  𝑥 : 

                                                         Gini(𝑋)= 
𝐷𝐺(𝑋)

2𝐸(𝑋)
 ,                                             (1.16) 

όπνπ 𝐷𝐺 𝑋 =  2𝐹 
∞

0
 𝑥 (1 − 𝐹  𝑥 )𝑑𝑥 είλαη ε κέζε δηαθνξά Gini σο κέηξν  

δηαζπνξάο.    

 

Πξόηαζε 1.6: Έζησ X κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή. Σόηε ηζρύεη όηη : 

                                                            CE (X) ≥  𝐹 𝑥 F 
∞

0
(x) 𝑑x.                                     (1.17) 

Απόδεημε.  

Θπκίδνπκε όηη  −𝑙𝑜𝑔𝑢 ≥  1 − 𝑢  γηα θάζε u>0 θαη από ηελ ζρέζε (1.7) έρνπκε ην 

δεηνύκελν. 

 

Πξόηαζε 1.7: Έζησ 𝛸 θαη 𝛶 κε αξλεηηθέο θαη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο. Σόηε  

ηζρύεη όηη 

                                         𝑚𝑎𝑥{ CE (X), CE (𝑌)}≤ CE (𝑋 + 𝑌).                            (1.18) 
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Δθαξκνγή ηεο  Πξόηαζεο 1.7: 

Ζ παξαθάησ εθαξκνγή απνδείρζεθε από ηνπο Crescenzo and Longobardi 

(2009).Έζησ  𝑋 θαη  𝑌  αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, νη νπνίεο αθνινπζνύλ ηελ  

νκνηόκνξθε θαηαλνκή  𝑈(0,1). Γειαδή 𝑋~𝑈(0,1), 𝑌~𝑈(0,1).Σόηε έρνπκε όηη ε  

𝐹(𝑥)= 0 αλ  x<0. Δπίζεο  𝐹(𝑥) =  
 x2

2
, γηα  0≤ 𝑥 ≤1 .Σώξα  γηα  1 ≤ 𝑥 ≤ 2   παίξλνπκε 

όηη  𝐹(𝑥) =  1- 
 (1−x)2

2
  .Σέινο γηα 𝑥>2 ιακβάλνπκε όηη ε  𝐹(𝑥)=1 . 

Από ηελ ζρέζε (1.7) βξίζθνπκε όηη CE (𝑋 + 𝑌)=0.3645. Δίδακε  ζηελ  Παξάγξαθν 

1.5 όηη ε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηεο  νκνηόκνξθεο θαηαλνκήο ζην [0, 𝑏] 

ηζνύηαη κε CE (X)= 
b

4
.   Δδώ b=1 ζπλεπώο  CE (𝑋) = 

1

4
. Σειηθά παξαηεξνύκε όηη  

ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε max{ CE (X), CE (𝑌)}≤ CE (X +𝑌). 

 

Πξόηαζε 1.8 : Αλ  𝑋1 ,…, Xn  είλαη κε αξλεηηθέο i. i.d. ηπραίεο κεηαβιεηέο , ηόηε :  

                                                     CE (n𝑋1)≥ CE (𝑚𝑎𝑥{ X1,…, Xn}).                             (1.19) 

 

1.7 Από θνηλνύ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία 

ε απηήλ παξάγξαθν ζα αλαθεξζνύκε  ζηελ από θνηλνύ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία κεηαμύ 2 ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 𝑋  θαη  𝑌.Σν κέηξν ηεο αζξνηζηηθήο 

παξειζνληηθήο εληξνπίαο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηνλ νξηζκό κεηξήζεσλ 

πιεξνθνξίαο νη νπνίεο αλαδεηθλύνπλ ηηο ζρέζεηο κεηαμύ δύν ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 𝑋  

θαη  𝑌 .  

Οξηζκόο 1.3: Ζ  από θνηλνύ αζξνηζηηθή  παξειζνληηθή εληξνπία γηα 2 ηπραίεο 

κεηαβιεηέο κεηξά ηε ζπλνιηθή πιεξνθνξία ησλ X, Y  θαη δίλεηαη σο εμήο: 

                                                 CE (𝑋, 𝑌)= -  F x, y 𝑙𝑛F x, y 𝑑𝑥𝑑𝑦.
∞

0

∞

0
                      (1.20) 

Αλ νη κεηαβιεηέο 𝛸 θαη  𝑌 είλαη αλεμάξηεηεο ηόηε παίξλνπκε: 

                              CE (𝑋, 𝑌)= [ FY
∞

0
(y)𝑑𝑦] CE (𝑋)+[  FX

∞

0
(x)𝑑𝑥] CE (𝑌).              (1.21) 
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Πξόηαζε 1.9: Αλ 𝑋 θαη 𝑌 είλαη αλεμάξηεηεο , κε αξλεηηθέο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε 

ζηεξίγκαηα [0, bX] θαη  [0,bY] αληηζηνίρσο κε bX  θαη bY  πεπεξαζκέλα ηόηε 

                                        CE (𝑋, 𝑌) = [ 𝑏𝑌  −  𝐸(𝑌)] CE (𝑋) + [𝑏𝑋  − 𝐸(𝑋)] CE (𝑌)             (1.22) 

Αλ νη κεηαβιεηέο 𝛸 θαη  𝑌 είλαη αλεμάξηεηεο θαη νη 2 έρνπλ ζηήξηγκα ζην [0, 𝑏] θαη  

κέζε ηηκή 𝜇 ηόηε : 

                                          CE (𝑋, 𝑌) = (b − 𝜇)][ CE (𝑋) + CE (𝑌)]                                    (1.23) 

 

1.8 Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία θαη κέζνο ρξόλνο αδξάλεηαο 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα δνύκε πώο ζπλδέεηαη  ν κέζνο ρξόλνο αδξάλεηαο ελόο 

ζπζηήκαηνο κε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία. Γηα ηελ ηπραία δηάξθεηα δσήο  

𝑋 ελόο ζπζηήκαηνο ,ππελζπκίδνπκε όηη ε ζρέζε [𝑡 − 𝑋| 𝑋 ≤ 𝑡] ,  πεξηγξάθεη ηνλ 

ρξόλν αδξάλεηαο ελόο ζπζηήκαηνο. 

Ο κέζνο ρξόλνο αδξάλεηαο ελόο ζπζηήκαηνο δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                            𝜇  𝑡   = 𝛦[𝑡 − 𝑋| 𝑋 ≤ 𝑡 ] = 
1

𝐹(𝑡)
 𝐹(𝑥)𝑑𝑥

t

0
                (1.24) 

Θεώξεκα 1.2: Γηα κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή  𝑋 κε κέζν ρξόλν αδξάλεηαο μ (𝑡) 

θαη αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία CE (𝑋)<∞  έχουμε:  

                                                                   CE (𝑋)=𝐸[μ (𝑋)]                                              (1.25) 

 

Δθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 1.2: 

Έζησ 𝑋  ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  𝐹 𝑥 = 𝑥3 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 

Βξίζθνπκε όηη ν κέζνο ρξόλνο αδξάλεηαο  ηζνύηαη κε μ  𝑡 =
𝑡

3
 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

Δπνκέλσο κε βάζε ηελ ζρέζε (1.26)  ε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηζνύηαη κε   

CE ( )X = 𝐸  
𝑥

3
  = 

𝐸[𝑥]

3
 = 

32

5

3
 = 

32

15
 = 2,1 
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1.9 ρέζε αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο θαη αζξνηζηηθήο 

ππνιεηπόκελεο  εληξνπίαο 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηελ ζύλδεζε ηεο αζξνηζηηθήο 

ππνιεηπόκελεο  εληξνπίαο  E ( )X  κε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία CE ( )X

Από ηελ ζρέζε (1.3) θαη (1.5) ζπλεπάγεηαη όηη ε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία 

θαη ε αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία ζρεηίδνληαη σο εμήο (Di Crescenzo  θαη 

Longobardi (2012)): 

                                                           E ( )X + CE ( )X =   𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞
 ,                          (1.26) 

όπνπ,    

                                          (𝑥)= -[𝐹(𝑥)log 𝐹(𝑥) +F (𝑥)logF (𝑥)], 𝑥 ∈ 𝑅          (1.27) 

είλαη ε κεξηθή εληξνπία ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝛸 (Bowden,  2010). 

 

1.10 Καλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή  εληξνπία 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα νξίζνπκε ηελ θαλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή 

παξειζνληηθή εληξνπία, ελώ ζα δνύκε πσο ζπλδέεηαη κε ηελ θακπύιε Bonferroni,ηελ 

νπνία ζα κειεηήζνπκε ζην Κεθάιαην 4 ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 

Γηα κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 ε νπνία έρεη πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή , νη Di 

Crescenzo θαη Longobardi (2009) όξηζαλ ηελ θαλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή 

παξειζνληηθή εληξνπία σο εμήο: 

                         NCE (𝑋) = 
CE(X)

𝛦(𝑋)
 = - 

1

𝛦(𝑋)
   𝐹 𝑥 𝑙𝑛𝐹 𝑥 𝑑𝑥

∞

0
                                (1.28) 

Θπκίδνπκε όηη  0≤ CE (𝑋) ≤ 𝛦(𝑋) ( ελόηεηα 1.6), επνκέλσο ε NCE (𝑋) παίξλεη ηηκέο 

ζην [0,1]. 

Αο δνύκε ηελ θαλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία γηα θάπνηεο 

γλσζηέο θαηαλνκέο. 
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1.Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι>0 

Αλ ε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι>0 ,  

έρνπκε  𝛦(𝑋)= 
1

λ
   θαη είδακε ζηελ Παξάγξαθν 1.5 όηη  CE (𝑋) =  

π2 −6

6λ
 . 

πλεπώο δηαηξώληαο θαηά  κέιε ηηο ζρέζεηο  CE (𝑋) θαη 𝛦(𝛸)  παίξλνπκε όηη : 

NCE (𝑋) = 
π2 −6

6 
 

 

2.Οκνηόκνξθε θαηαλνκή 𝑼(𝟎, 𝒃) 

Αλ ε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 αθνινπζεί ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή 𝑈(0, 𝑏) έρνπκε  

𝛦(𝑋)=b/2  θαη είδακε ζηελ Παξάγξαθν 1.5 όηη  CE (𝑋) =b/4.πλεπώο δηαηξώληαο θαηά  

κέιε ηηο ζρέζεηο  CE (X) θαη 𝐸(𝑋) παίξλνπκε όηη : 

NCE (𝑋)= 
1

2
 

 

1.11 Δκπεηξηθή αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα νξίζνπκε έλαλ κε παξακεηξηθό εθηηκεηή  ηεο 

αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο ηελ εκπεηξηθή αζξνηζηηθή  παξειζνληηθή 

εληξνπία. ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηεο κέζεο ηηκήο ηεο  

εκπεηξηθήο αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο γηα ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή. 

 

Οξηζκόο 1.4: Έζησ   𝑋1, 𝑋2,…, 𝑋n  έλα ηπραίν δείγκα κε αξλεηηθώλ , ζπλερώλ i.i.d 

ηπραίσλ κεηαβιεηώλ .Έλαο θαηάιιεινο εθηηκεηήο ηεο αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο 

εληξνπίαο CE (𝑋)  είλαη ε εκπεηξηθή αζξνηζηηθή  παξειζνληηθή εληξνπία , ε νπνία 

πξνηάζεθε από ηνπο  (Di Crescenzo  θαη Longobardi (2009) θαη νξίδεηαη σο εμήο: 

                                       CE (𝐹 𝑛  ) = - 𝐹 𝑛 𝑥 𝑙𝑛
∞

0
𝐹 𝑛 𝑥 𝑑𝑥                                     (1.29) 

όπνπ  ε εκπεηξηθή θαηαλνκή ηνπ δείγκαηνο ηζνύηαη κε: 

                                                      𝐹 𝑛 𝑥 =  
1

𝑛
 𝐼 𝑋𝑖  ≤ 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑅.𝑛

𝑖=1                                           (1.30) 
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Γηαηάζζνπκε ην δείγκα (order statistics) σο εμήο 𝑋 (1)<…< 𝑋 (n)   θαη ζεσξνύκε όηη 

U1= 𝑋(1) , 𝑈(𝑖) = 𝑋(𝑖)- 𝑋(𝑖−1), 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 . Έηζη  ε εκπεηξηθή αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία γξάθεηαη σο: 

                                                CE (𝐹 𝑛) = - Uj+1 
j

n

𝑛−1
j=1 log

j

n
 ,                                 (1.31) 

 

θαη ζπγθιίλεη ζηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή  εληξνπία ηεο  𝑋 

                                         CE (𝐹 𝑛) → CE (𝑋) , όζν  𝑛 → +∞.                                      (1.32) 

 

Παξαθάησ ζα ππνινγίζνπκε ηελ εκπεηξηθή αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηεο 

νκνηόκνξθεο θαηαλνκήο  𝑈~(0,1). Έζησ   𝑋1, 𝑋2,…, 𝑋n  έλα ηπραίν δείγκα κε 

αξλεηηθώλ ,ζπλερώλ  ηπραίσλ κεηαβιεηώλ πνπ αθνινπζνύλ ηελ 𝑈~(0,1). 

Γηαηάζζνπκε ην δείγκα (order statistics) σο εμήο 𝑋 (1)<…< 𝑋 (n)   θαη ζεσξνύκε όηη 

U1= 𝑋(1) , 𝑈(𝑖) = 𝑋(𝑖)- 𝑋(𝑖−1), 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛. Ζ ζπλάξηεζε  ππθλόηεηαο  πηζαλόηεηαο ησλ 

𝛸(𝑖) είλαη ε   : 

𝑓𝑋 𝑖 
 𝑥 =

𝑛!

 𝑖 − 1 !  𝑛 − 𝑖 !
 𝑓𝑋(𝑥)[𝐹𝑋(𝑥) ]𝑖−1[ 𝐹 𝑋(𝑥)]𝑛−𝑖  

Δηδηθά γηα ηελ νκνηόκνξθε   𝑈(0,1)  έρνπκε  𝑓𝑋(𝑥)=1 , 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑥 , 𝐹 𝑋(𝑥) = 1- 𝑥 

ζπλεπώο  ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο γίλεηαη: 

𝑓𝑋 𝑖 
 𝑥 =

𝑛!

 𝑖 − 1 !  𝑛 − 𝑖 !
 ∙ 1 ∙ 𝑥𝑖−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑖  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Παξαηεξνύκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή 𝛸 𝑖  ~𝐵𝑒𝑡𝑎( 𝑖, 𝑛 + 1 − 𝑖) . πλεπώο  

𝐸(𝛸(𝑖))=  𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =  
𝑖

𝑛+1

1

0
 . 

Δπνκέλσο ε κέζε  ηηκή ηεο  𝐸( 𝑈(𝑖) )= 𝛦( 𝛸 𝑖  )- 𝛦(𝛸 𝑖−1   ) = 
𝑖

n+1
 – 

𝑖−1

n+1
 = 

1

n+1
  είλαη 

αλεμάξηεην ηνπ 𝑖. Από ηελ ζρέζε  παίξλνπκε όηη ε κέζε ηηκή ηεο  εκπεηξηθήο 

αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο είλαη ίζε κε : 
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𝛦(CE (𝐹 𝑛) ) = 
𝜁 ′  −1 −ζ 1,0 (−1,𝑛) 

𝑛(𝑛+1)
 + 

(𝑛−1)𝑙𝑜𝑔𝑛

2(𝑛+1)
, 

Όπνπ ε  𝜁′ 𝑠  ε παξάγσγνο ηεο  ζπλάξηεζεο δήηα  Riemann θαη νξίδεηαη σο εμήο :    

𝜁′ 𝑠 = −  
𝑙𝑛𝑘

𝑘𝑠

 ∞

𝑘=1

 

ζ 1,0 (𝑠, 𝛼)  είλαη ε κεξηθή παξάγσγνο ηεο γεληθεπκέλεο ζπλάξηεζεο  δήηα  Riemann 

ζε ζρέζε κε ην πξώην όξηζκα. 

 

1.12  Η εληξνπία ηνπ Tsallis 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε  ηελ εληξνπία ηνπ Tsallis , ηελ νπνία 

παξνπζίαζε ν Tsallis ην 1988, ζηε δεκνζίεπζή ηνπ "Πηζαλή γελίθεπζε ησλ 

ζηαηηζηηθώλ Boltzmann-Gibbs"   ζην πεξηνδηθό Journal of Statistical Physics.
 
. 

Οξηζκόο  1.5:  Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή  𝛸  κε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο   𝑓(𝑥) ε εληξνπία ηνπ Tsallis ηάμεο α δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

                                    𝛵𝛼 𝛸 =
1

𝛼−1
  1 −  𝑓𝑎∞

0
 𝑥 𝑑𝑥 ; 𝛼 ≠ 1, 𝛼 > 0.                 (1.33) 

Παξαηεξνύκε όηη όζν ην 𝛼 →1 ηόηε ε 𝛵𝛼 𝛸  “reduces to”  ζηελ δηαθνξηθή εληξνπία 

ηνπ Shannon  (ζρέζε 1.2 , δείηε ηελ ελόηεηα 1.2).Έλαο άιινο ηξόπνο  λα εθθξάζνπκε 

ηελ ζρέζε  (1.33) είλαη ν εμήο: 

                                  𝛵𝛼 𝛸 =
1

𝛼−1
  (𝑓 𝑥 −

∞

0
 𝑓𝑎 𝑥 )𝑑𝑥  ; 𝛼 ≠ 1, 𝛼 > 0.              (1.34) 

 

1.13  Αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία ηνπ Tsallis   

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα αλαθεξζνύκε ζηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία 

ηνπ Tsallis. Με βάζε ηελ ζρέζε (1.34) νη Sati  θαη Gupta πξόηεηλαλ ηελ αζξνηζηηθή 

ππνιεηπόκελε εληξνπία ηνπ Tsallis  ηάμεο 𝛼 (CRTE) , ε νπνία γηα κηα κε αξλεηηθή 

ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

                         𝜂𝛼 𝛸 =
1

𝛼−1
 (1-  𝐹 (𝑥)𝑎𝑑𝑥)  ;  𝛼 ≠ 1 , 𝛼 > 0

∞

0
,                             (1.35) 
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όπνπ  𝐹 (𝑥) ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο  𝛸. 

  

 1.14 Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηνπ Tsallis   

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα αλαθεξζνύκε ζηελ αζξνηζηηθή  παξειζνληηθή  εληξνπία 

ηνπ Tsallis. 

Οξηζκόο 1.6: Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή  𝛸 κε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο   𝐹(𝑥) ε  αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηνπ Tsallis (CTE) ηάμεο α : 

                           Cξα 𝛸 =
1

𝛼−1
(  𝐹 𝑥 − 𝐹𝛼 𝑥  𝑑𝑥) 

∞

0
; 𝛼 ≠ 1, 𝛼 > 0                 (1.36) 

Παξαηεξνύκε όηη όζν ην 𝛼 →1 ηόηε ε Cμ
α
 𝛸  “ηείλεη”  ζηελ αζξνηζηηθή 

παξειζνληηθή εληξνπία  CE ( )X  (ζρέζε 1.7 , δείηε ηελ Δλόηεηα 1.5). 

 

Θεώξεκα 1.3:  Cξα 𝛸 = 0 αλ θαη κόλν αλ ε ηπραία κεηαβιεηή   𝛸 είλαη ζηαζεξή , 

ελώ  Cξα 𝛸 >0 γηα θάζε κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή  𝛸. 

Απόδεημε.  

Έζησ  0 <  𝛼 < 1 . Σόηε έρνπκε όηη  𝐹 𝑥 ≤ 𝐹𝛼 𝑥  ζπλεπώο από ηελ ζρέζε 1.36 

παίξλνπκε όηη  Cξα 𝛸  ≥ 0. Αλ 𝛼 > 1 ,  𝐹 𝑥 ≥ 𝐹𝛼 𝑥  θαη έηζη  Cξα 𝛸  ≥ 0. Αλ ε 

ηπραία  κεηαβιεηή  𝛸 είλαη ζηαζεξή , ηόηε  Cξα 𝛸 = 0. 

Αληίζηξνθα, αλ  Cξα 𝛸 = 0 , ηόηε ην 2
ν
  κέινο ηεο ζρέζεο (1.37) γίλεηαη ίζν κε 

κεδέλ. Γειαδή   (  𝐹 𝑥 − 𝐹𝛼 𝑥  𝑑𝑥) 
∞

0
=0  επεηδή 𝛼 ≠ 1 . Ζ ζπλάξηεζε  κέζα ζην 

νινθιήξσκα είλαη κε αξλεηηθή γηα θάζε  𝑥 , ζύκθσλα κε ηελ ηηκή ηνπ 𝛼. Έηζη 

παίξλνπκε  όηη  𝐹 𝑥  1 − 𝐹𝑎−1 𝑥  = 0 . πλεπώο  έρνπκε όηη  𝐹 𝑥  = 0 ή 𝐹 𝑥  = 1, 

άξα ε ηπραία κεηαβιεηή 𝛸 είλαη ζηαζεξή. Ζ απόδεημε νινθιεξώζεθε. 

Θα κειεηήζνπκε ηώξα ηελ ζύλδεζε ηεο αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο ηνπ 

Tsallis κε ηνλ κέζν ρξόλν αδξάλεηαο ελόο ζπζηήκαηνο. 

 



35 
 

Λήκκα 1.1: Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή 𝛸 κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

𝐹(𝑥) ,  ηόηε έρνπκε όηη: 

                                                        Cξα 𝛸 = 𝛦[μ 𝑋(𝑥)(𝐹 𝑋 )𝛼−1],                            (1.37) 

όπνπ κε μ 𝑋(𝑥) ζπκβνιίδνπκε ηνλ κέζν ρξόλν αδξάλεηαο ελόο ζπζηήκαηνο (ζρέζε 

1.25).  

Από ην Λήκκα  1.1, αλ  𝛼 ≥ 1  ηόηε   Cξα 𝛸 ≤ 𝛦[μ 𝑋(𝛸)] . Σώξα αλ  0< 𝛼 ≤1, 

παίρνουμε ότι   Cξα 𝛸 ≥ 𝛦[μ 𝑋(𝛸)]. Παξαθάησ ζα  αλαθεξζνύκε  ζηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν ζρεηίδεηαη ε αζξνηζηηθή εληξνπία ηνπ Tsallis κε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία. 

 

Θεώξεκα 1.4: Γηα κε αξλεηηθή ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή  𝛸  κε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο    𝑓 𝑥  ,  αλ 𝛼 ≥ 1 (0 < 𝛼 ≤ 1) ,ηόηε  

                                                 Cξα 𝛸 ≤(≥  CE (𝑋).                                              (1.38) 

Απόδεημε. 

Αλ 𝛼 > 1 (0 < 𝛼 < 1) κπνξνύκε λα γξάςνπκε : 

                                                 Cξα 𝛸 =
1

𝛼−1
 [  𝐹(𝑥 − 𝐹𝑎(𝑥))𝑑𝑥]

∞

0
  

                                                        =  
1

𝑎−1 
 [  𝐹 𝑥 (1 −  𝐹𝑎−1∞

0
 𝑥 )𝑑𝑥] 

                                                         ≤  ≥ 
1

𝛼−1
[ −𝐹 𝑥  𝑙𝑛𝐹𝑎−1 𝑥  𝑑𝑥] 

                                                        = CE (𝑋). 

H   αληζόηεηα πξνθύπηεη από  ηελ ρξήζε ηεο ζρέζεο  ,  - 𝑢 ≤ −𝑙𝑛𝑢, ό𝜏𝛼𝜈 𝑢 > 0. H  

απόδεημε  νινθιεξώζεθε. 

Μηα ελαιιαθηηθή απόδεημε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο , ζα κπνξνύζε λα πξνθύςεη από ην 

Λήκκα  1.1 , όπνπ απνδείμακε   Cξα 𝛸 ≥ (≤)𝛦[κ 
𝑋

(𝛸)]. Θπκίδνπκε εδώ όηη νη Di 

Crescenzo and Longobardi (2009) , απέδεημαλ όηη CE (𝑋) = 𝛦[κ 
𝑋

(𝛸)] (ζρέζε 1.26). 

Δπνκέλσο παίξλνπκε ην δεηνύκελν. 
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Δθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο  1.4:   Αλ 𝑋 αθνινπζεί ηελ νκνηόκνξθε 𝑈[0, 𝑏] ηόηε 

γηα 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏   ηόηε κε βάζε ηνλ ηύπν (1.7) έρνπκε: 

CE ( )X = -    (
t−b

b
 ) 𝑙𝑛  

t−b

b
 𝑑t

𝑏

0 
= 

b 

4
 . 

Δπίζεο  κε  βάζε ηνλ ηύπν (2.7) ππνινγίδνπκε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία ηνπ  Tsallis: 

  Cξα 𝛸 = 
𝑏

2(𝑎+1)
 . 

 Παξαηεξνύκε όηη γηα 𝛼 > 1  έρνπκε    Cξα 𝛸   ≤   CE (𝑋) , ελώ γηα  0 <  𝛼 < 1   

παίξλνπκε     Cξα 𝛸   ≥  CE (𝑋). πλεπώο επαιεζεύεηαη ην Θεώξεκα 1.4  

 

Κιείλνληαο ην Κεθάιαην 1 ηεο εξγαζίαο ζα θάλνπκε κηα ζύληνκε πεξίιεςε. Αξρηθά 

κειεηήζακε ηελ έλλνηα ηεο εληξνπίαο ηνπ Shannon, ελώ ζηελ ζπλέρεηα 

παξνπζηάζακε  ηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία(CRE), όπσο επίζεο θαη ηελ 

αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία (CPE). Αζρνιεζήθακε δηεμνδηθά κε ηα παξαπάλσ 

ζηαηηζηηθά κέηξα πιεξνθνξίαο, είδακε ηηο ηδηόηεηεο ηνπο θαη ηηο εθηηκήζεηο ηνπο. 

Μειεηήζακε αθόκε ηελ εληξνπία ηνπ Tsallis θαη ηελ αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε 

εληξνπία ηνπ Tsallis. Όια απηά ηα κέηξα παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ εύξεζε ησλ 

δεηθηώλ Gini θαη Bonferroni, δύν από ησλ ζεκαληηθόηεξσλ ρξεκαηννηθνλνκηθώλ 

δεηθηώλ. ην Κεθάιαην 2 ζα αλαθεξζνύκε ζηνλ δείθηε Gini πνιύ αλαιπηηθά θαη ζα 

θαηαιάβνπκε ηελ ρξεζηκόηεηά ηνπ Κεθαιαίνπ 1 ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ.  
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Κ Δ Φ Α Λ Α Ι Ο  2  

Ο  δ ε ί θ η ε ο  G i n i  

 

2.1 Ο δείθηεο Gini θαη ε νηθνλνκηθή αληζόηεηα 

Σν δήηεκα ηεο αληζόηεηαο πξνζιακβάλεη όιν θαη κεγαιύηεξε ζεκαζία ηα ηειεπηαία 

ρξόληα. Οη επηπηώζεηο ηεο νηθνλνκηθήο θξίζεο ζηελ Δπξώπε ππήξμαλ έληνλεο, 

αλαηξέπνληαο ρξόληα ζύγθιηζεο ησλ ζπλζεθώλ δηαβίσζεο θαη αζθώληαο ζεκαληηθή 

πίεζε ζηα ζπζηήκαηα θνηλσληθήο πξνζηαζίαο. Οη αληζόηεηεο απμήζεθαλ ζηα 

πεξηζζόηεξα θξάηε κέιε, πξνθαιώληαο πξνβιεκαηηζκό γηα ηε βησζηκόηεηα ηεο 

αλάπηπμεο θαη γηα ηελ θνηλσληθή ζπλνρή. Μηα άληζε θνηλσλία ζπλδέεηαη κε κηα 

θνηλσλία κε κηθξή νηθνλνκηθή επεκεξία θαη έλα θησρό θξάηνο πξόλνηαο. 

Ο δείθηεο Gini ή ν ζπληειεζηήο Gini είλαη έλα νηθνλνκηθό κέηξν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο εηζνδεκαηηθήο αληζόηεηαο πνπ ππάξρεη κεηαμύ ησλ πνιηηώλ 

κηαο πεξηνρήο, ζπλήζσο κηαο ρώξαο. Αλαπηύρζεθε από ηνλ Ηηαιό ζηαηηζηηθνιόγν θαη 

θνηλσληνιόγν Corrado Gini ζηηο αξρέο ηνπ 1900, ελώ ζηε ζπλέρεηα πξνηάζεθαλ 

αξθεηέο ηξνπνπνηήζεηο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ δείθηε από ηνπο Dalton(1920), 

Atkinson(1970), Sheshinski(1972), όπσο θαη από αξθεηνύο άιινπο. Ο ζπληειεζηήο 

Gini είλαη ν πιένλ ζπλεζηζκέλνο δείθηεο κέηξεζεο ηεο εηζνδεκαηηθήο αληζόηεηαο 

δηεζλώο. Μεηξά ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο ζπγθξίλνληαο ηελ εηζνδεκαηηθή 

θαηάζηαζε θάζε λνηθνθπξηνύ κε ηελ εηζνδεκαηηθή θαηάζηαζε όισλ ησλ άιισλ 

λνηθνθπξηώλ.  

ε απηό ην ζεκείν ζα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηεο εηζνδεκαηηθήο αληζόηεηαο ζύκθσλα 

κε ηελ ΔΔ: Ζ εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα αθνξά ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν θαηαλέκεηαη 

ζηνλ πιεζπζκό ην εηζόδεκα πνπ θεξδίδεηαη ζε κηα νηθνλνκία. Τπνινγίδεηαη ζπλήζσο 

ζε επίπεδν λνηθνθπξηνύ(δειαδή, πξνζζέηνληαο ην εηζόδεκα όισλ ησλ κειώλ ηνπ 

λνηθνθπξηνύ) θαη ζηαζκίδεηαη σο πξνο ηνλ αξηζκό ησλ κειώλ ηνπ λνηθνθπξηνύ θαη 

ηελ ειηθία  ηνπο.   
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Ζ ηηκή ηνπ δείθηε Gini θπκαίλεηαη κεηαμύ 0 θαη 1, κε ην κεδέλ λα είλαη ε κέγηζηε 

ηζόηεηα (όινη νη πνιίηεο έρνπλ ην ίδην εηζόδεκα) θαη 1 λα είλαη ε κέγηζηε αληζόηεηα 

(όια ηα έζνδα αλήθνπλ ζε έλαλ κόλν πνιίηε). Όζν πςειόηεξνο είλαη ν δείθηεο Gini, 

ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα ζηνλ πιεζπζκό. Γειαδή, κεξηθέο 

ρξεώλνπλ πεξηζζόηεξν από ηνλ ππόινηπν πιεζπζκό. πληζηάηαη κηα ρώξα ή πεξηνρή 

λα κελ έρεη ζπληειεζηέο Gini θνληά ζε έλαλ, θαζώο απηό ζα ζήκαηλε όηη ε θνηλσλία, 

κηιώληαο λνκηζκαηηθά, είλαη πνιύ άληζε.  

ηνλ παξαθάησ πίλαθα, ν νπνίνο πξνέξρεηαη από ηελ ΔΛΣΑΣ, παξνπζηάδνληαη νη 

ηηκέο ηνπ δείθηε Gini ζε επξσπατθέο ρώξεο γηα ην 2019. Παξαηεξνύκε  όηη γηα ηελ 

Διιάδα ν ζπληειεζηήο Gini εθηηκήζεθε ην 2019 ζε 31,0%, ε κηθξόηεξε ηηκή ησλ 

ηειεπηαίσλ ρξόλσλ. Σν πνζνζηό απηό εξκελεύεηαη σο εμήο: επηιέγνληαο 2 ηπραία 

άηνκα ηνπ πιεζπζκνύ, ην εηζόδεκά ηνπο ζα δηαθέξεη θαηά 31% ηνπ κέζνπ 

ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο. Αθόκα ην 2014 ν δείθηεο Gini ζηελ ρώξα καο 

ήηαλ ίζνο κε 34.5% ν κεγαιύηεξνο ησλ ηειεπηαίσλ 12 εηώλ. Από ηνλ παξαθάησ 

πίλαθα δηαπηζηώλνπκε όηη ε Φηιαλδία ην 2019 είρε ηνλ κηθξόηεξν δείθηε Gini, 

26,2%, από όιεο ηηο ρώξεο πνπ δίλνληαη παξαθάησ. Απηό ζεκαίλεη όηη ζηε Φηιαλδία 

θαηαγξάθεηαη κηθξόηεξε νηθνλνκηθή αληζόηεηα. 

 

(Πεγή ΔΛΣΑΣ) 
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2.2 Η  θακπύιε  Lorenz θαη ε ζρέζε ηεο κε ηνλ δείθηε Gini 

Από ηνλ πεξαζκέλν αηώλα, ε αλάιπζε θαη ε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηεο αληζόηεηαο 

δηαδξακαηίδνπλ πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηα νηθνλνκηθά. ηε βηβιηνγξαθία έρνπλ 

πξνηαζεί θαη έρνπλ αλαπηπρζεί πνιιέο θακπύιεο γηα λα απινπνηεζεί ε πεξηγξαθή ηεο 

αληζόηεηαο. Μηα από απηέο είλαη θαη ε θακπύιε Lorenz. ηελ ζπγθεθξηκέλε 

παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηελ ζρέζε ηεο θακπύιεο Lorenz κε ηνλ δείθηε Gini.  

To 1905 ν Max O. Lorenz παξνπζίαζε ηελ θακπύιε Lorenz, ε νπνία κέρξη θαη 

ζήκεξα ζεσξείηαη έλα από ηα πην δεκνθηιή γξαθήκαηα γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηεο 

εηζνδεκαηηθήο θαηαλνκήο. Έρνπλ δνζεί πνιινί ηζνδύλακνη νξηζκνί ηεο, από ηνπο 

Pietra (1915) αιιά θαη ηνλ Gastwirth (1972) .  

ρήκα 2.1: Η απζεληηθή θακπύιε Lorenz (1905) 

 

Πηγή :American Statistical Association June 1905 JSTOR 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο ρξεζηκνπνηνύληαη ζρεδόλ πάληα εηζνδεκαηηθά δεδνκέλα. 

Δίλαη έλα πνιύ εύθνια εξκελεύζηκν γξάθεκα θαζώο κε ηε βνήζεηά ηνπ κπνξνύκε λα 

έρνπκε κηα ζαθή εηθόλα γηα ηελ αλαπαξάζηαζε θαη ηε ζύγθξηζε ηεο νηθνλνκηθήο 

αληζόηεηαο. Έλα πνιύ ζεκαληηθό πιενλέθηεκα ηεο θακπύιεο απηήο είλαη όηη κπνξεί 

https://www.jstor.org/stable/pdf/2276207.pdf?refreqid=excelsior%3A51904a949cd0d722e30981d47cdcb0b7


40 
 

λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηε ζύγθξηζε πεξηζζόηεξσλ πιεζπζκώλ. Ζ  θακπύιε Lorenz 

δείρλεη ηελ αληζόηεηα πνπ ελδερνκέλσο ππάξρεη ζηελ θαηαλνκή κηαο κεηαβιεηήο, 

όπνπ ε κεηαβιεηή απηή είλαη ην εηζόδεκα ή ν πινύηνο. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ν 

εληνπηζκόο αληζόηεηαο ζηελ θακπύιε Lorenz δελ ζπλεπάγεηαη όηη κπνξνύκε λα 

εληνπίζνπκε ηα αίηηα ηεο ύπαξμεο απηήο ηεο εηζνδεκαηηθήο αληζόηεηαο κεηαμύ ησλ 

αηόκσλ πνπ κειεηάκε. Πξνθεηκέλνπ ινηπόλ λα εληνπίζνπκε ηα αίηηα ηεο αληζόηεηαο 

αλ πθίζηαηαη , πξέπεη λα απνθαλζνύλ θαηάιιεια θαηαξηηζκέλνη επηζηήκνλεο, όπσο 

νηθνλνκνιόγνη, θνηλσληνιόγνη θαη καζεκαηηθνί. Με άιια ιόγηα ε θακπύιε Lorenz 

καο βνεζάεη ζηνλ εληνπηζκό ηεο αληζόηεηαο θαη όρη ζηελ επίιπζε ηεο.  

ην παξαθάησ ζρήκα απεηθνλίδεηαη ε κνξθή κε ηελ νπνία ζπλαληάκε ηελ θακπύιε 

Lorenz ζήκεξα. Αμίδεη λα ηνλίζνπκε όηη πξόθεηηαη γηα κηα θπξηή θακπύιε. ηνλ 

νξηδόληην άμνλα εκθαλίδεηαη ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ πιεζπζκνύ, ελώ ζηνλ 

θαηαθόξπθν άμνλα έρνπκε ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο.  

 

ρήκα 2.2:Μνξθή Κακπύιεο Lorenz 

Πεγή:Wikipedia  
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Ζ επζεία κε θιίζε 45 κνηξώλ ζα έδεηρλε ηελ απόιπηα ίζε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο, 

δειαδή ν πιεζπζκόο θαη ν πινύηνο θαηαλέκνληαη εμίζνπ, επνκέλσο απηή ηε ζηηγκή ε 

ηηκή ηνπ δείθηε Gini ηζνύηαη κε κεδέλ. 

Ζ  πεξηνρή Α ηνπ δηαγξάκκαηνο κεηαμύ ηεο ηέιεηαο ηζόηεηαο θαη ηεο θακπύιεο ηνπ 

Lorenz δείρλεη ηελ αληζόηεηα. Ζ πεξηνρή Β ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ δείθηε Gini.  

Μαδί κε ηελ θακπύιε Lorenz κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini, o νπνίνο 

δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

                                                      Gini =   
𝜜

𝚨+𝚩
                                                         (2.1)                 

Ο αξηζκεηήο  Α είλαη ην εκβαδό αλάκεζα ζηελ θακπύιε Lorenz θαη ηε δηαγώλην, ελώ 

ν παξνλνκαζηήο  Β είλαη ην εκβαδό θάησ από ηε δηαγώλην. Όκσο ην Α+Β ηζνύηαη κε  

𝟏

𝟐
   ηεηξαγσληθέο κνλάδεο, θαζώο ην Α+Β είλαη ην εκβαδόλ ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ 

κε βάζε 1 θαη ύςνο 1 όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαπάλσ ζρήκα. Θπκίδνπκε όηη ην 

Δκβαδόλ ηξηγώλνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
𝛃ά𝛔𝛈∙ύ𝛙𝛐𝛓

𝟐
. Έηζη ηειηθά ν δείθηεο Gini ζα 

ηζνύηαη κε:  

Gini = 
𝐀
𝟏

𝟐

 = 2A. 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν ιακβάλνπκε ηνλ ζπληειεζηή ή κε ηε ζεηξά πνιιαπιαζηάδνληαο 

ην απνηέιεζκα κε 100, ιακβάλνπκε ην πνζνζηό. Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία απνηειεί 

ηελ γεσκεηξηθή πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini  κε ηε βνήζεηα ηεο θακπύιεο Lorenz, ε 

νπνία απνδείρζεθε από ηνλ  Raymond L.Lows (1984). 

 

Κάπνηεο παξαηεξήζεηο ζρεηηθά κε ηελ ζρέζε ηνπ δείθηε Gini κε ηελ θακπύιε Lorenz 

πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ παξαπάλσ ηύπν είλαη νη εμήο: 

 Όζν πην θνληά είλαη ε θακπύιε  Lorenz ζηε γξακκή ηζόηεηαο, ηόζν 

κηθξόηεξε είλαη ε πεξηνρή Α. πλεπώο θαη ν ζπληειεζηήο Gini ζα είλαη 

ρακειόο. 
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 Δάλ ππάξρεη πςειόο βαζκόο αληζόηεηαο, ηόηε ε πεξηνρή Α ζα είλαη ην 

κεγαιύηεξν πνζνζηό ηεο ζπλνιηθήο επηθάλεηαο. 

 Μηα αύμεζε ηνπ ζπληειεζηή  Gini  δείρλεη αύμεζε ηεο αληζόηεηαο, κε άιια 

ιόγηα ε θακπύιε  Lorenz είλαη πην καθξηά από ηε γξακκή ηζόηεηαο, 

ρήκα 2.3: Γείθηεο Gini θαη Κακπύιε Lorenz 

 

 

Δξκελεία ηεο Κακπύιεο Lorenz 
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Από ηελ παξαπάλσ θακπύιε Lorenz παξαηεξνύκε όηη ην 20% ηνπ θησρόηεξνπ 

πιεζπζκνύ ησλ λνηθνθπξηώλ έρεη ην 5% ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο ηεο ρώξαο. Σν 

90% ηνπ θησρόηεξνπ πιεζπζκνύ ησλ λνηθνθπξηώλ έρεη ην 55% ηνπ ζπλνιηθνύ 

εηζνδήκαηνο ηεο ρώξαο. Απηό ζεκαίλεη  πσο ην πινπζηόηεξν 10% ησλ εηζνδεκαηηώλ 

θεξδίδεη ην 45% ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο. 

Μεηαηόπηζε ζηελ Κακπύιε Lorenz 

 

 

ην ζεκείν απηό ζα εξκελεύζνπκε ηελ κεηαηόπηζε ηεο θακπύιεο Lorenz.ην 

παξαπάλσ ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε θακπύιε Lorenz έρεη πιεζηάζεη ηε γξακκή ηεο 

ηζόηεηαο, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ππάξρεη κείσζε ηεο αληζόηεηαο. Αο 

εξκελεύζνπκε ινηπόλ ην παξαπάλσ γξάθεκα . Από ηελ παξαπάλσ θακπύιε Lorenz 

παξαηεξνύκε όηη ην 20% ηνπ θησρόηεξνπ πιεζπζκνύ ησλ λνηθνθπξηώλ έρεη ηώξα ην 

9% ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο ηεο ρώξαο (ζε ζρέζε κε ην 5% πνπ είρε πξηλ). Σν 

90% ηνπ θησρόηεξνπ πιεζπζκνύ ησλ λνηθνθπξηώλ έρεη ην 75% ηνπ ζπλνιηθνύ 

εηζνδήκαηνο ηεο ρώξαο. Απηό ζεκαίλεη  πσο ην πινπζηόηεξν 10% ησλ εηζνδεκαηηώλ 



44 
 

πνπ θέξδηδε ην 45% ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο, ηώξα έρεη κόλν ην 25% ηνπ 

ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο. Θα κπνξνύζε βέβαηα ε  θόθθηλε γξακκή λα είλαη θάησ από 

ηελ καύξε γξακκή. ηελ πεξίπησζε απηή ζα είρακε κεγαιύηεξε εηζνδεκαηηθή 

αληζόηεηα θαζώο ην 10% ηνπ πινπζηόηεξνπ πιεζπζκνύ ζα θαηαιάκβαλε αθόκα 

κεγαιύηεξν κέξνο ηνπ πινύηνπ ηεο ρώξαο. 

 

ηάδηα ππνινγηζκνύ ηνπ δείθηε Gini 

Γηα λα ππνινγηζηεί ν δείθηεο Gini πξέπεη λα αθνινπζήζνπκε θάπνηα βήκαηα.  

 Αξρηθά ζην πξώην βήκα, ηαμηλνκνύκε ηα άηνκα κε βάζε ην εηζόδεκά ηνπο 

θαηά αύμνπζα ζεηξά, από ην θησρόηεξν ζην  πινπζηόηεξν. Έηζη αλ ζηελ 

εξεπλά καο έρνπκε  100 άηνκα, ζα ζπκβνιίζνπκε κε 1 ην άηνκν κε ην 

ρακειόηεξν εηζόδεκα ελώ ην άηνκν 100 ζα είλαη εθείλν κε ην πςειόηεξν 

εηζόδεκα.  

 ηε ζπλέρεηα, ζην δεύηεξν ζηάδην ζα ππνινγίζνπκε ηελ αζξνηζηηθή θαηαλνκή 

εηζνδήκαηνο.  

 ην ηξίην βήκα, ζα βξνύκε ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο θάλνληαο 

ηελ δηαίξεζε θάζε αζξνηζηηθνύ εηζνδήκαηνο κε ην ζπλνιηθό εηζόδεκα.  

 ην ηέηαξην βήκα ππνινγίδνπκε ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ πιεζπζκνύ. 

 Σέινο ζην πέκπην βήκα ζα ππνινγίζνπκε ην δείθηε Gini από ηελ θακπύιε 

Lorenz. ρεκαηίδνληαη πνιύγσλα, ησλ νπνίσλ ζα ππνινγίζνπκε ηα εκβαδά. 

Σν πξώην πνιύγσλν είλαη πάληα ηξίγσλν, ελώ ηα ππόινηπα είλαη ηξαπέδηα. 

Όηαλ βξνύκε όια ηα εκβαδά ζην ηέινο ηα αζξνίδνπκε, κηαο θαη απηό ην 

άζξνηζκα απνηειεί ην εκβαδόλ ηεο πεξηνρήο θάησ από ηελ θακπύιε Lorenz 

(Δκβαδό Β). Σόηε ν δείθηεο Gini δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

 Gini = 1-2B                                  (2.2) 

Αο δνύκε όκσο απηήλ ηελ δηαδηθαζία κε έλα παξάδεηγκα, ελώ ζην Κεθάιαην 4 ηεο 

εξγαζίαο ζα ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini κε απηήλ ηελ κέζνδν. 
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Παξάδεηγκα 2.1 

ε  έλα πιεζπζκό  20 αηόκσλ  ζα ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini . Ξέξνπκε όηη 5 

άηνκα θεξδίδνπλ 50 επξώ ην κήλα ην θαζέλα, 10 άηνκα θεξδίδνπλ 100 επξώ ην κήλα 

ην θαζέλα, ελώ ηα ππόινηπα 5 άηνκα θεξδίδνπλ 300 επξώ ην κήλα ην θαζέλα. Σα 

δεδνκέλα καο παξνπζηάδνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

Πιεζπζκόο  5 10 5 

Μεληαίν εηζόδεκα 

γηα έλα άηνκν 

50€ 100€ 300€ 

πλνιηθόο 

πιεζπζκόο  

20 

Αξρηθά ζα ππνινγίζνπκε ην ζπλνιηθό εηζόδεκα ,ην πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο θαη ην  

πνζνζηό ηνπ πιεζπζκνύ. 

Πιεζπζκόο Δηζόδεκα πλνιηθό 

εηζόδεκα 

Πνζνζηό ηνπ 

εηζνδήκαηνο 

Πνζνζηό ηνπ 

πιεζπζκνύ 

5 50 250  0,09 0,25 

10 100 1000 0,36 0,5 

5  300 1500 0,55 0,25 

20  2750   

ηε ζπλέρεηα κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ πίλαθα ζα ππνινγίζνπκε ην αζξνηζηηθό 

πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο θαη ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ  πιεζπζκνύ. 

 

Πιεζπζκόο Δηζόδεκα Αζξνηζηηθό 

Πνζνζηό ηνπ 

εηζνδήκαηνο 

Πνζνζηό 

ηνπ 

πιεζπζκνύ 

5 50 0,09 0,25 

10 100 0,45 0,75 

5  300 1 1 
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Θα  θαηαζθεπάζνπκε ηελ θακπύιε Lorenz κε βάζε ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα. 

ηνλ νξηδόληην άμνλα απεηθνλίδεηαη ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ πιεζπζκνύ, ελώ 

ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα έρνπκε ην αζξνηζηηθό πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο. Ο 

πιεζπζκόο έρεη ρσξηζηεί ζε 3 κέξε. Έρνπκε 3 ζεκεία ηα νπνία ζα ελώζνπκε γηα λα 

πξνθύςεη ε θακπύιε, ηα νπνία είλαη ηα εμήο: (0.25, 0.09), (0.75, 0.45),(1,1).H 

παξαπάλσ θακπύιε θαίλεηαη ζην γξάθεκα πνπ αθνινπζεί. ρεκαηίδεηαη έλα 

νξζνγώλην θαη 2 ηξαπέδηα. Σν εκβαδόλ ηεο πεξηνρήο θάησ από ηελ θακπύιε (Δκβαδό 

Β) ηζνύηαη κε: 

0.25∙0.09

2
  + 

(0.09+0.45)∙0.50

2
 + 

(0.45+1)∙0.25

2
 = 0.3275 

 

ρήκα 2.4: Κακπύιε Lorenz ηνπ πιεζπζκνύ ηνπ παξαδείγκαηνο 2.1 

Ο δείθηεο Gini ηζνύηαη κε: 

Gini=1-2∙0.3275≅0.34  
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Ζ  παξαπάλσ ηηκή καο δείρλεη πσο ππάξρεη νηθνλνκηθή αληζόηεηα ζηα παξαπάλσ 

άηνκα θαη εξκελεύεηαη σο εμήο: επηιέγνληαο 2 ηπραία άηνκα ηνπ πιεζπζκνύ, ην 

εηζόδεκά ηνπο ζα δηαθέξεη θαηά 34% ηνπ κέζνπ ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο 

Κάπνηεο άιιεο παξαηεξήζεηο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ παξαπάλσ θακπύιε είλαη όηη 

ην πςειόηεξν εηζόδεκα αληηζηνηρεί ζην αλώηεξν 25% ηνπ πιεζπζκνύ. Δπίζεο 

ιακβάλνπκε όηη ην 25% ηνπ θησρόηεξνπ πιεζπζκνύ ησλ λνηθνθπξηώλ έρεη ην 9% ηνπ 

ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο . 

Σόζν ν δείθηεο Gini όζν θαη ε θακπύιε Lorenz αλαπηύζζνληαη σο κέζνδνη γηα ηνλ 

εληνπηζκό ησλ αληζνηήησλ κεηαμύ ηνπ πιεζπζκνύ κηαο πεξηνρήο (έζλνο, πνιηηεία, 

ηνπνζεζία θ.ιπ.), θαηαλνώληαο όηη όζν πεξηζζόηεξε δηθαηνζύλε ππάξρεη κεηαμύ ησλ 

θαηνίθσλ, ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε πξνζέγγηζε ηεο θακπύιεο κε κηα ηέιεηα γξακκή, 

ελώ ην αληίζεηό ηεο, κηα κεγάιε αληζόηεηα κεηαμύ ηνπ πιεζπζκνύ κηαο πεξηνρήο, ε 

θακπύιε γίλεηαη όιν θαη πην έληνλε. 

 

2.3 Μαζεκαηηθή κνξθή ηεο  θακπύιεο Lorenz 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηε καζεκαηηθή κνξθή ηεο θακπύιεο 

Lorenz ε νπνία πξνηάζεθε από ηνλ Joseph L.Gastwirth(1972), όπσο επίζεο ζα 

αλαθεξζνύκε ζηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο αιιά θαη ζηελ εξκελεία ηεο. 

Γηα  ηπραία κεηαβιεηή  𝑋 , ε νπνία εθθξάδεη ην εηζόδεκα ελόο πιεζπζκνύ, κε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο  𝑓(𝑥), ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  𝐹(𝑥), ελώ κε 

𝐹−1(𝑥) ζπκβνιίδνπκε ηελ δεμηά αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο 

πηζαλόηεηαο, 𝐹−1(𝑥) =𝑖𝑛𝑓{𝑥: 𝐹(𝑥) ≥ 𝑡}. όπνπ 𝐹−1 0 = 0. Σόηε ε θακπύιε Lorenz 

δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                                    𝐿(𝑝) =
1  

𝜇
 𝐹−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑝

0
 , 𝑝𝜖[0,1],                        (2.3) 

όπνπ 𝜇 = 𝛦(𝛸)  ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑋. Αμίδεη λα ηνλίζνπκε όηη ε 𝐹 κπνξεί λα 

είλαη είηε δηαθξηηή είηε ζπλερήο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Δπίζεο γίλεηαη θαλεξό όηη ε 
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θακπύιε  Lorenz κπνξεί λα βξεζεί από ηελ ζρέζε (2.3) κόλν αλ είλαη γλσζηή ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  𝐹(𝑥) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝛸  πνπ αθνινπζνύλ ηα 

δεδνκέλα.  

Παξαθάησ ζα απνδείμνπκε ηνλ ηύπν ηεο θακπύιεο Lorenz γηα ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή  𝜆 > 0 . Αξρηθά ζα ππνινγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε  𝐹−1. 

𝑦 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥  ↔  𝑒−𝜆𝑥  = 1 − 𝑦 

                    ↔−𝜆𝑥 = ln(1 − 𝑦) 

                      → 𝑥= 
−ln (1−𝑦)

𝜆
 

                                →𝐹−1(𝑥) =
−𝑙𝑛 (1−x)

𝜆
 

Σώξα ζα ππνινγίζνπκε ην νινθιήξσκα : 

 𝐹−1 𝑥 𝑑𝑥 =   −
ln(1 − x)

𝜆
 𝑑𝑥

𝑝

0

𝑝

0

 

                        = −
1

𝜆
 ln(1 − x)𝑑𝑥

𝑝

0
 

                                                             = −  
1

𝜆
  [𝑥 ∙ 𝑙𝑛(1 − 𝑥)]

𝑝
0

 −   𝑥𝑑(𝑙𝑛 1 − 𝑥 )
𝑝

0
   

                                                               = −  
1

𝜆
 𝑝 ∙ 𝑙𝑛 1 − 𝑝 +  𝑥 ∙

1

1−𝑥

𝑝

0
𝑑𝑥  

                                                               = −  
1

𝜆
 𝑝 ∙ 𝑙𝑛 1 − 𝑝 −  𝑥 + 𝑙𝑛(1 − 𝑥) 

𝑝
0
  

                                                               = −  
1

𝜆
 𝑝 ∙ 𝑙𝑛 1 − 𝑝 − [𝑝 + 𝑙𝑛(1 − 𝑝)  

                                                               = −  
1

𝜆
 𝑝 ∙ 𝑙𝑛 1 − 𝑝 − 𝑝 − 𝑙𝑛(1 − 𝑝)  

                                                               = −  
1

𝜆
 −𝑝 −  1 − 𝑝 𝑙𝑛(1 − 𝑝)  

Σώξα ππελζπκίδνπκε όηη ε κέζε ηηκή ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο κε παξάκεηξν ι>0 

είλαη ίζε κε 𝜇 = 𝛦(𝑋) = 
1

𝜆
. Δπνκέλσο κε βάζε ηνλ ηύπν (2.3) ε θακπύιε Lorenz ζα 

είλαη ίζε κε:  

𝐿(𝑝) =
1  

𝜇
∙  𝐹−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑝

0
= 
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                                                            = 
1
1

λ

 ∙(−  
1

𝜆
 −𝑝 −  1 − 𝑝 𝑙𝑛(1 − 𝑝) ) 

                                                                     = 𝑝 + (1 − 𝑝)∙𝑙𝑛(1 − 𝑝) 

Οκνηόκνξθε  Καηαλνκή 𝑼(𝒂, 𝒃) 

 Θα απνδείμνπκε ηνλ ηύπν ηεο θακπύιεο Lorenz γηα ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή κε 

ηηκέο ζην (𝑎, 𝑏). Θπκίδνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη ε 

𝐹(𝑥) =  
𝑥−𝛼

𝑏−𝛼
  . Αξρηθά ζα ππνινγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε  𝐹−1. 

𝑦 =
𝑥 − 𝛼

𝑏 − 𝛼
  ↔ 𝑥 − 𝛼 = 𝑦 ∙ (𝑏 − 𝛼) 

                                                                          ↔ 𝑥 = 𝛼(1 − 𝑦) + 𝑦𝑏 

                                                                         →  𝐹−1(𝑥) =  𝛼(1 − 𝑥)+𝑥𝑏 

Σώξα ζα ππνινγίζνπκε ην νινθιήξσκα : 

                               𝐹−1 𝑥 𝑑𝑥 =    𝛼 1 − 𝑥 + 𝑥𝑏 𝑑𝑥
𝑝

0

𝑝

0
 

                                                   =  α𝑥 −
𝛼𝑥2

2
+  

𝑏𝑥2

2
 
𝑝
0

 

                                        = α𝑝 +
(𝑏−𝛼)𝑝2

2
 

Θπκίδνπκε όηη ε κέζε ηηκή ηεο Οκνηόκνξθεο  Καηαλνκήο 𝑼(𝒂, 𝒃) είλαη ίζε κε 

𝜇 = 𝐸(𝑋) = 
b+α

2
 . Δπνκέλσο κε βάζε ηνλ ηύπν (2.3) ε θακπύιε Lorenz ζα ηζνύηαη κε: 

 

𝐿(𝑝) =
1  

𝜇
∙  𝐹−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑝

0
= 

                                                            = 
1

b +α

2

 ∙(α𝑝 +
(𝑏−𝑎)𝑝2

2
) 

                                                                     = 
2

𝑏+𝛼
 ∙(α𝑝 +

(𝑏−𝛼)𝑝2

2
) 

                                                                      =    
2𝛼𝑝+(𝑏−𝑎)𝑝2

𝛼+𝑏
 



50 
 

Με ηελ ίδηα δηαδηθαζία κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ θακπύιε Lorenz θαη γηα 

άιιεο θαηαλνκέο. ηνλ παξαθάησ πίλαθα ινηπόλ ζα παξνπζηάζνπκε  ηελ κνξθή πνπ 

παίξλεη ν ηύπνο ηεο θακπύιεο  Lorenz γηα θάπνηεο από ηηο πην  γλσζηέο θαηαλνκέο.  

Καηαλνκή πλάξηεζε Κακπύιε Lorenz 

Δθζεηηθή 𝐹 𝑥 = 1 − exp(−𝜆𝑥) , 𝑥 > 0 

θαη  𝜆 > 0 

𝐿(𝑝) =  𝑝 + (1 − 𝑝)log(1 − 𝑝) 

Frechet 
𝐹 𝑥 = exp  −  

𝑥

𝜆 
 

−k

    𝐿(𝑝) =
𝛤 1−

1

𝑘  
, (

𝑞

𝜆
)−𝑘 

𝛤 1−
1

𝑘
  

,όπνπ q=F−1(𝑝) 

Οκνηόκνξθε 𝐹 𝑥 =
𝑥−𝛼

𝑏−𝑎
, 𝜇𝜀 0 < 𝛼 < 𝑥 < 𝑏 

𝐿(𝑝) =
2𝛼𝑝 + (𝑏 − 𝑎)𝑝2

𝛼 + 𝑏
 

Pareto 𝐹 𝑥 = 1 −
𝑘𝛼

𝑥𝛼  , γηα 𝑥 ≥ 𝑘 > 0 

θαη  𝛼 > 0 

𝐿 𝑝 = 1 −  (1 − 𝑝)1−1/𝑎  

Γπλακνθαηαλνκή 𝐹 𝑥 = 𝑥𝛼 ,γηα 0 < 𝑥 < 1   θαη  

𝛼 > 0 

𝐿 𝑝 = 𝑝  1+1/α  

Weibull 
𝐹 𝑥 = 1 − exp  −  

𝑥

𝜆  
 

k

   ,γηα 

𝑥 > 0 , 𝑘 > 0 𝜅𝛼𝜄 𝜆 > 0. 

𝐿 𝑝 =
𝛾(1+

1

𝑘
, 

𝑞

𝜆
 
𝑘

)

Γ(1+
1

𝑘
)

 , όπνπ 

 𝑞 = 𝐹−1(𝑝) 

Γεληθεπκέλε 

εθζεηηθή  

𝐹 𝑥 = 1 − exp(−𝜆(𝑥 − 𝑎)) , 

𝑥 > 𝑎 

𝐿(𝑝) =  𝑝 + (1 + 𝜆𝛼)−1(1 − 𝑝)log(1 − 𝑝) 

 Πίλαθαο 1 : Κακπύιε Lorenz γλσζηώλ θαηαλνκώλ 

 

Οξηζκόο 2.1: Γηα  κηα 𝛸 ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή ε νπνία έρεη θακπύιε Lorenz, 

𝐿(𝑝), o δείθηεο  Gini  κπνξεί λα δνζεί από ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

                                                     𝐺 = 1- 2 𝐿 𝑝 𝑑𝑝
1

0
.                                       (2.4) 
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O παξαπάλσ νξηζκόο καο δίλεη πνιύ γξήγνξα ηνλ δείθηε Gini αλ γλσξίδνπκε ηνλ 

ηύπν ηεο θακπύιεο Lorenz. Αο δνύκε ινηπόλ κηα εθαξκνγή ηνπ  νξηζκνύ 2.1. 

Δθαξκνγή ηνπ νξηζκνύ 2.1 : Έζησ όηη ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο κηαο ρώξαο  

πεξηγξάθεηαη από ηελ θακπύιε  Lorenz , 𝐿(𝑝) = 𝑝4.3 , 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. Μπνξνύκε ινηπόλ 

λα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν (2.4) γηα λα βξνύκε ηελ ηηκή ηνπ δείθηε Gini. Έηζη 

ιακβάλνπκε: 

𝐺 = 1- 2 𝐿 𝑝 𝑑𝑝
1

0
=1- 2 𝑝4.3𝑑𝑝

1

0
=1 −  

𝟐

𝟓.𝟑
 = 0.623 

 

 

2.4 Βαζηθέο ηδηόηεηεο ηεο θακπύιεο Lorenz 

  

ην ζεκείν απηό ζα αλαθεξζνύκε ζε θάπνηεο βαζηθέο ηδηόηεηεο ηεο θακπύιεο 

Lorenz, νη νπνίεο παξακέλνπλ ίδηεο αλεμάξηεηα από ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε. 

Αξρηθά παίξλεη ηηκέο από ην 0 έσο ην 1, δειαδή έρνπκε όηη 0 ≤ 𝐿(𝑝) ≤ 1. Δπίζεο 

ηζρύεη όηη 𝐿(0) = 0 θαη  𝐿 1 = 1, ζπλεπώο νπνηαδήπνηε θακπύιε Lorenz πεξλά  

από ηα ζεκεία κε ζπληεηαγκέλεο (0,0) θαη (1,1). Αθόκα, είλαη αύμνπζα θαη θπξηή.  

  

Από ην δηάγξακκα ηεο θακπύιεο Lorenz κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ νξηζκέλα κέηξα 

αληζόηεηαο ηα νπνία έρνπλ εθαξκνγή ζηηο νηθνλνκηθέο αλαιύζεηο. Έλα από απηά 

είλαη ην κεξίδην εηζνδήκαηνο ηνπ 𝑝-πνζνζηνύ ησλ νηθνλνκηθά αζζελέζηεξσλ ην 

νπνίν δίλεηαη από ην 𝐿(𝑝). Δίλαη πξνθαλέο όηη όζν απμάλεηαη ην κεξίδην εηζνδήκαηνο 

ε θαηαλνκή  γίλεηαη  ιηγόηεξν άληζε γηα ηνπο νηθνλνκηθά αζζελέζηεξνπο. Με άιια 

ιόγηα ην 𝐿(𝑝0) αληηζηνηρεί ζην πνζνζηό ηνπ εηζνδήκαηνο ηνπ θησρόηεξνπ 𝑝0 

πνζνζηό ηνπ πιεζπζκνύ. Σέινο, από ηελ θακπύιε Lorenz κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ 

νξηζκέλα κέηξα θεληξηθήο ηάζεο, κέηξα κεηαβιεηόηεηαο θαζώο θαη κέηξα 

αζπκκεηξίαο.  
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2.5 Πιενλεθηήκαηα θαη κεηνλεθηήκαηά ηνπ δείθηε Gini  σο κέηξν 

αληζόηεηαο 

ηελ ζπγθεθξηκέλε παξάγξαθν ζα αλαθεξζνύκε ηόζν ζηα πιενλεθηήκαηα όζν θαη 

ζηα κεηνλεθηήκαηα ηνπ δείθηε Gini. 

Πιενλεθηήκαηα ηνπ δείθηε Gini 

 Σν θύξην πιενλέθηεκα ηνπ δείθηε Gini είλαη όηη απνηειεί έλα κέηξν ηεο 

αληζόηεηαο, όρη έλα κέηξν ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο ή θάπνηαο άιιεο 

κεηαβιεηήο πνπ δελ είλαη αληηπξνζσπεπηηθή γηα ην κεγαιύηεξν κέξνο ηνπ 

πιεζπζκνύ, όπσο είλαη ην Αθαζάξηζην Δγρώξην Πξντόλ.  

 Υξεζηκνπνηείηαη γηα ζύγθξηζε δηαθόξσλ θαηαλνκώλ εηζνδεκάησλ 

δηάθνξσλ νκάδσλ πιεζπζκνύ, ζπλεπώο είλαη έλα πάξα πνιύ θαιό 

εξγαιείν ζε νηθνλνκηθέο αλαιύζεηο. 

 Ο δείθηεο Gini είλαη αξθεηά απιόο ώζηε λα κπνξεί λα ζπγθξηζεί κεηαμύ 

ησλ ρσξώλ θαη λα εξκελεπζεί εύθνια. Σα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία γηα ην 

Αθαζάξηζην Δγρώξην Πξντόλ ζπρλά επηθξίλνληαη θαζώο δελ 

αληηπξνζσπεύνπλ αιιαγέο γηα νιόθιεξν ηνλ πιεζπζκό, ζε αληίζεζε κε 

ηνλ Gini ν νπνίνο δείρλεη πσο έρεη αιιάμεη ην εηζόδεκα γηα ηνπο θησρνύο 

θαη ηνπο πινύζηνπο. Δάλ ν δείθηεο Gini θαη ην Αθαζάξηζην Δγρώξην 

Πξντόλ απμάλνληαη ηόηε ε θηώρεηα κπνξεί λα κελ βειηηώλεηαη γηα ηε 

ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ηνπ πιεζπζκνύ. 

 Ο ζπληειεζηήο Gini κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα δείμεη πσο έρεη 

αιιάμεη ε θαηαλνκή ηνπ  εηζνδήκαηνο ζε κηα ρώξα ζε κηα ρξνληθή 

πεξίνδν, επνκέλσο είλαη δπλαηόλ λα δνύκε αλ ε αληζόηεηα απμάλεηαη ε 

κεηώλεηαη. 

Ο ζπληειεζηήο  Gini κεηξά ηελ αληζόηεηα δηακέζνπ ηεο δεκηνπξγίαο ελόο ιόγνπ κεηαμύ 

δύν κεγεζώλ. Δίλαη, δειαδή, έλα απιόο αξηζκόο, πνπ ζπγθξίλεη ηελ εμέιημε ηεο 

αληζόηεηαο ζε κηα ρώξα ηθαλνπνηώληαο ηα παξαθάησ θξηηήξηα: 

 Αλσλπκία: Γελ κπνξνύκε λα ζπλάγνπκε πνηνη θεξδίδνπλ πνιιά ή πνηνη 

θεξδίδνπλ ιίγα, κε άιια ιόγηα δελ γλσξίδνπκε ηελ ηαπηόηεηα ησλ 

εηζνδεκαηηώλ. 
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 Αλεμαξηεζία θιίκαθαο: Γελ ιακβάλεη ππόςε ηνπ ην κέγεζνο ηεο νηθνλνκίαο 

κηαο ρώξαο, ή αλ είλαη πινύζηα ή θησρή. 

 Αλεμαξηεζία από ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνύ θάζε ρώξαο. 

 Αξρή κεηαθίλεζεο: Αλ ην εηζόδεκα κεηαθέξεηαη από έλα πινύζην άηνκν ζε 

έλα θησρό, ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο αθόκα πην ίζε. 

(βι. Τθαληόπνπινο (1990)) 

Ο ζπληειεζηήο Gini ιόγσ ηνπ όηη αλαθέξεηαη ζε απόιπηεο θαη όρη ζε ζρεηηθέο 

δηαθνξέο ελέρεη νξηζκέλεο αδπλακίεο.  

Μεηνλεθηήκαηα δείθηε Gini 

 Ο δείθηεο Gini όηαλ κεηξάηαη γηα κηα κεγάιε γεσγξαθηθή ρώξα ζα έρεη γεληθά 

σο απνηέιεζκα πνιύ πςειόηεξν ζπληειεζηή από όηη έρεη θάζε πεξηθέξεηα 

μερσξηζηά. Έηζη νη ζπληειεζηέο θάζε ρώξαο μερσξηζηά κέζα ζηελ Δπξσπατθή  

Έλσζε είλαη δύζθνιν λα ζπγθξηζνύλ κε απηνύο ησλ Ζ.Π.Α. 

 Γεύηεξν κεηνλέθηεκα είλαη ν ππνινγηζκόο ηνπ εηζνδήκαηνο ελόο αηόκνπ 

ρσξίο λα γίλεηαη αλαθνξά ζε όιε ηε δηάξθεηα ηεο δσήο ηνπ θαηά ηελ νπνία 

αιιάδεη ην εηζόδεκα. 

 Ο δείθηεο Gini ζα δώζεη δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα όηαλ εθαξκόδεηαη ζε 

άηνκα αληί γηα λνηθνθπξηά. Όηαλ δηαθνξεηηθνί πιεζπζκνί  δελ κεηξώληαη κε 

ζπλεπείο νξηζκνύο ,ε ζύγθξηζε δελ έρεη λόεκα. 

 Τπνζηεξίδεηαη επίζεο όηη ν δείθηεο Gini είλαη πην επαίζζεηνο ζηα εηζνδήκαηα 

ησλ κεζαίσλ θνηλσληθώλ ζηξσκάησλ. 

 Όπσο γηα όια ηα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία , ζα ππάξρνπλ ηπραία ζθάικαηα ζηα 

δεδνκέλα. Ζ ζεκαζία ηνπ ζπληειεζηή απηνύ κεηώλεηαη θαζώο ηα δεδνκέλα 

γίλνληαη ιηγόηεξν αθξηβή. Δπίζεο, νη ρώξεο απηέο ελδέρεηαη λα ζπιιέγνπλ 

δεδνκέλα κε δηαθνξεηηθό ηξόπν, γεγνλόο πνπ θαζηζηά δύζθνιε ηε ζύγθξηζε 

ζηαηηζηηθώλ ζηνηρείσλ κεηαμύ ησλ ρσξώλ.  

 H εξκελεία ηνπ ζπληειεζηή Gini είλαη πνιύ δύζθνιε όηαλ νη θακπύιεο 

Lorenz ηέκλνληαη, θπξίσο όηαλ κειεηάκε δηαρξνληθέο ζπγθξίζεηο, γηαηί δελ 

καο δείρλνπλ θαηά πόζνλ νη κεηαβηβάζεηο εηζνδήκαηνο από πςειά θιηκάθηα 

πξνο ηα θαηώηεξα κεηέβαιιαλ ηελ αξρηθή θαηαλνκή. 
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 „Έλα αθόκε κεηνλέθηεκα ηνπ δείθηε Gini είλαη όηη δείρλεη κόλν ηελ θαηαλνκή 

ηνπ εηζνδήκαηνο εληόο κηαο ρώξαο, ρσξίο λα γίλεηαη ιόγνο γηα ην πόζν 

πινύζηα είλαη κηα ρώξα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζύκθσλα κε ηα ζηνηρεία ηνπ 

OECD, νη Ζ.Π.Α θαη ε Ληζνπαλία έρνπλ ηνλ ίδην ζπληειεζηή Gini , o νπνίνο 

είλαη πεξίπνπ ζην 0.38. Όκσο νη Ζ.Π.Α έρνπλ θαηά θεθαιήλ ΑΔΠ πνπ είλαη 

3,7 θνξέο κεγαιύηεξν από απηό ηεο Ληζνπαλίαο, ελώ νη κηζζνί είλαη εμίζνπ 

δπζαλάινγνη. πλεπώο θαζίζηαηαη ζεκαληηθή έιιεηςε ηνπ δείθηε Gini to 

γεγνλόο όηη δελ ιακβάλεηαη θαζόινπ ππόςε ε πνηόηεηα δσήο ή γεληθή 

νηθνλνκηθή επεκεξία ηεο  θάζε  ρώξαο .   

  

2.6 Γηαθνξεηηθνί ηξόπνη ππνινγηζκνύ ηνπ δείθηε Gini 

Αμίδεη λα ηνλίζνπκε εδώ όηη ππάξρνπλ αξθεηνί δηαθνξεηηθνί ηξόπνη ππνινγηζκνύ ηνπ 

δείθηε Gini.Παξαθάησ ζα δνύκε αξρηθά  ηελ πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini κε βάζε 

ηελ  Μέζε Γηαθνξά ,ηελ νπνία απέδεημαλ νη Kendall and Stuart ην 1958. ηε 

ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνύκε ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini κέζα από ηελ εληξνπία 

ηνπ Tsallis , όπσο επίζεο θαη ζε θάπνηεο άιιεο κεζόδνπο. 

Πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε gini  κε βάζε ηελ κέζε δηάθνξα 

Οξηζκόο 2.2: Έζησ  𝑦1,… ,yn  αλεμάξηεηεο  ηπραίεο κεηαβιεηέο νη νπνίεο αθνινπζνύλ 

κηα θαηαλνκή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  𝐹(𝑦). Δλδεηθηηθά κπνξνύλ ηα  yi  λα 

αληηπξνζσπεύνπλ ηηο αζξνηζηηθέο αλαινγίεο (cumulative proportions) ηνπ 

εηζνδήκαηνο γηα έλαλ πιεζπζκό.H κέζε δηαθνξά γηα κηα ζπλερή θαηαλνκή δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν:   

                                                            𝛥 =Δ yi − yj                                                 (2.5) 

Σώξα νη Kendall θαη Stuart(1958)  όξηζαλ ηνλ δείθηε Gini  σο  «ην κηζό ηνπ 

ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο», ν νπνίνο ζήκεξα είλαη γλσζηόο σο ε  κέζε ζρεηηθή 

δηαθνξά . Ζ κέζε ζρεηηθή δηαθνξά γηα κηα ζπλερή θαηαλνκή δίλεηαη από ηνλ ηύπν:                                             

                                                                     
𝛥

 𝜇
 ,                                                                 (2.6) 
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Όπνπ 𝜇 ε κέζε ηηκή ηεο 𝐹. Γηα κηα δηαθξηηή θαηαλνκή ηώξα ιακβάλνπκε ην Γ, ηελ 

απόιπηε κέζε δηαθνξά  από ηελ παξαθάησ ζρέζε:  

                                         Γ= 
1

𝑛2
    yi − yj ,

n
j=1

n
i=1                                                  (2.7) 

όπνπ ην n είλαη ν αξηζκόο ησλ αζξνηζηηθώλ αλαινγηώλ εηζνδήκαηνο, δειαδή κε άιια 

ιόγηα ην n ηζνύηαη κε ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ έξεπλα. 

 Δπνκέλσο κε βάζε ηα παξαπάλσ ν δείθηεο  Gini ηόζν γηα κηα ζπλερή θαηαλνκή όζν 

θαη γηα κηα δηαθξηηή θαηαλνκή ζα ηζνύηαη κε : 

                                                            Gini = 
Δ

2μ
                                                        (2.8) 

 

Πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini κε βάζε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή 

εληξνπία ηνπ Tsallis   𝐂𝛏𝛂 𝜲  

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα δνύκε πσο ζρεηίδεηαη ν ρξεκαηννηθνλνκηθόο δείθηεο  

Gini κε ηελ αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία ηνπ Tsallis  ηάμεο  α   Cξα 𝛸 ,ηελ 

νπνία νξίζακε ζην πξώην θεθάιαην ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 

Παξαηεξνύκε όηη αλ ζην ηύπν (2.4) ζέζνπκε  α=2  ,ηόηε  δηαηξώληαο κε ηελ κέζε ηηκή 

𝜇 ηεο  ηπραίαο κεηαβιεηήο  𝛸 ,  παίξλνπκε ηνλ δείθηε Gini , έλα κέηξν νηθνλνκηθήο 

αληζόηεηαο ,ν νπνίνο νξίδεηαη σο εμήο: 

                                                                    𝐺𝑖𝑛𝑖 𝑋 =
Cξ2 𝛸 

𝜇
  .                                        (2.9) 

 

Πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini κέζα από ηελ εκπεηξηθή θαηαλνκή 

ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο, ε εμίζσζε (2.10) κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ζπληειεζηή Gini ρσξίο άκεζε αλαθνξά ζηελ θακπύιε Lorenz. Γηα 

παξάδεηγκα, ζε πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή καο είλαη δηαθξηηή, δειαδή απνηειείηαη 

από παξαηεξήζεηο  y1, y2, y3 , … , yn   ηηο νπνίεο έρνπκε δηαηάμεη θαηά αύμνπζα ζεηξά 
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y1 ≤ ⋯ ≤  yn  θαη κε n ζπκβνιίδεηαη o αξηζκόο ησλ αηόκσλ πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ 

έξεπλα ν δείθηεο Gini κπνξεί λα ππνινγηζηεί από ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                        G =  
1

n
  n + 1 − 2 

 (n+1−i)y i
n
i=1

 y i
n
i=1

                              (2.10) 

 

Πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini κε βάζε ηελ ζπλδηαζπνξά 

Μηα άιιε δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ηνπ δείθηε Gini βαζίδεηαη ζηελ ζπλδηαζπνξά 

(covariance) θαη ηελ παξνπζίαζε πξώηε θνξά ν Anand(1983). Πην ζπγθεθξηκέλα 

απέδεημε όηη ν δείθηεο Gini δίλεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε : 

G = 
2cov (y i ,i)

Νμ
 , 

Όπνπ 𝑐𝑜𝑣(yi , i)  ε ζπλδηαζπνξά ηνπ εηζνδεκάηνο   yi  κε ηελ ηάμε ηνπ i αηόκνπ θαη  𝜇  

ε κέζε ηηκή ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο. Χο ηάμε ζεσξείηαη ν αξηζκόο εθείλνο από 1 

έσο θαη n πνπ ππνδειώλεη κε ην 1 ην θησρόηεξν άηνκν θαη κε n ην πινπζηόηεξν. 

Σέινο  ην  N αληηζηνηρεί ζην ζύλνιν ησλ αηόκσλ. 

 

2.7 Ο δείθηεο  Gini αλά ηνλ θόζκν 

ε απηήλ ηελ ελόηεηα ζα κειεηήζνπκε ηελ ηηκή ηνπ δείθηε Gini αλά ηνλ θόζκν. 

Μεξηθέο από ηηο θησρόηεξεο ρώξεο ηνπ θόζκνπ έρνπλ κεξηθνύο από ηνπο 

πςειόηεξνπο ζπληειεζηέο Gini, ελώ πνιινί από ηνπο ρακειόηεξνπο ζπληειεζηέο 

βξίζθνληαη ζε πην πινύζηεο επξσπατθέο ρώξεο. Ζ Νόηηα Αθξηθή θαηαηάζζεηαη σο ε 

ρώξα κε ην ρακειόηεξν επίπεδν εηζνδήκαηνο ζηνλ θόζκν, ράξε ζηνλ ζπληειεζηή 

Gini 63% όηαλ κεηξήζεθε ηειεπηαία θνξά ην 2014. Αμίδεη λα επηζεκάλνπκε όηη ην 

2005 ήηαλ αθόκε πςειόηεξνο 65%.ηε Νόηηα Αθξηθή , ην πινπζηόηεξν 10% θαηέρεη 

κόιηο ην 7% ηνπ πινύηνπ. Δπηπιένλ, πεξηζζόηεξν από ην ήκηζπ ηνπ πιεζπζκνύ ηεο 

Νόηηαο Αθξηθήο δεη ζε ζπλζήθεο θηώρεηαο. 

Οη Ζλσκέλεο Πνιηηείεο ηεο Ακεξηθήο έρνπλ ζπληειεζηή Gini 41.1%. Σν 2015, ην 1% 

ησλ κεγαιύηεξσλ εηζνδεκάησλ είρε θαηά κέζν όξν 40 θνξέο κεγαιύηεξν εηζόδεκα 
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από ην ρακειόηεξν 90%. ηηο Ζ.Π.Α , ε θηώρεηα είλαη έλα απμαλόκελν δήηεκα 

θαζώο εθηηκάηαη όηη είλαη έλα 12,3%- 17,8 % πνπ δεη θάησ από ην επίπεδν ηεο 

θηώρεηαο. Πνιινί από απηνύο ηνπο ρακειόκηζζνπο εξγάηεο δνπλ ρσξίο αζθάιηζε 

πγείαο, ζύληαμε θαη ρσξίο ζηαζεξό κεξνθάκαην. 

 Γηα ηελ ΔΔ, δείθηεο Gini θπκαίλεηαη γύξσ ζην 31%(2015), παξνπζηάδνληαο αύμεζε 

από ην 30,5% ζε 31%. Με άιια ιόγηα παξαηεξείηαη αύμεζε ηεο εηζνδεκαηηθήο 

αληζόηεηαο ζηελ ΔΔ. Σα πην αλαπηπγκέλα Δπξσπατθά θξάηε έρνπλ ζπληειεζηή 

κεηαμύ 0.24 θαη 0.36. Ζ ρώξα καο έρεη έλαλ από ηνπο κεγαιύηεξνπο δείθηεο ζηελ 

Δπξώπε. Ο δείθηεο Gini ηεο Διιάδαο κεηά ην 2008 απμήζεθε ηαρύηεηα, θηάλνληαο 

ην 2012 ζην 36,75%, ελώ κεηά από κηα κηθξή κείσζε ην 2019 απμήζεθε θαη πάιη. 

Γεδνκέλνπ ηεο νηθνλνκηθήο θξίζεο πνπ πέξαζε ε Διιάδα ,είλαη απόιπηα ινγηθό λα 

ππάξρεη εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα, κηαο θαη ηα πεξηζζόηεξα εηζνδήκαηα έρνπλ κεησζεί 

αηζζεηά. Άιιεο ρώξεο κε κεγάιν ζπληειεζηή Gini είλαη  ε Βνπιγαξία, ε Ρνπκαλία, ε 

Πνξηνγαιία, ε Ληζνπαλία θαη ε Λεηνλία. 

ρήκα 2.5: Ο δείθηεο Gini θαη ν δείθηεο S80/S20 ηεο Διιάδαο (2005, 2009-2019). 

Πεγή: ΔΛΣΑΣ 

Ο  ζπληειεζηήο  Gini  ζεκείσζε ζηαζεξή αλάπηπμε  θαηά ηνλ 19
ν
 θαη ηνλ 20

ν
 αηώλα. 

Σν 1820, ν παγθόζκηνο ζπληειεζηήο  Gini ήηαλ 0.50 θαη ην 1980 θαη ην 1992 ήηαλ 

0.657. ύκθσλα κε ηελ έθζεζε ηεο Παγθόζκηαο Σξάπεδαο γηα ηε Φηώρεηα θαη ηελ 

Κνηλή Δπεκεξία 2020 , ν δείθηεο Gini απμάλεηαη πεξίπνπ 1,5 κνλάδα ζηα 5 ρξόληα 

κεηά ηηο κεγάιεο επηδεκίεο, όπσο ν Ζ1Ν1(2009), ν Έκπνια(2014) θαη ν Είθα(2016). 

Δλώ νη επηπηώζεηο ηεο παλδεκίαο COVID-19 εμαθνινπζνύλ λα ππνινγίδνληαη , νη 

πξώηεο εθηηκήζεηο πξνέβιεπαλ αύμεζε θαηά 1,2- 1,9 πνζνζηηαίεο κνλάδεο εηεζίσο 
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γηα ην 2020 θαη ην 2021, ζεκαηνδνηώληαο ζεκαληηθή αύμεζε ηεο εηζνδεκαηηθήο 

αληζόηεηαο. Δπηπιένλ γηα ην 2022 κε ηνλ πόιεκν ζηελ Οπθξαλία αλακέλεηαη 

εθηίλαμε ηνπ δείθηε, κεηά ηηο ξαγδαίεο απμήζεηο ζηηο ηηκέο ηεο ελέξγεηαο. 

 

ρήκα 2.6: Ο δείθηεο Gini αλά ηνλ θόζκν 

                                                   Πεγή :Google 

Κιείλνληαο ηελ ζπγθεθξηκέλε παξάγξαθν , αμίδεη λα αλαθεξζνύκε θαη ζην γεγνλόο 

όηη ε εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα κπνξεί λα κεηξεζεί θαη κε άιινπο δείθηεο. Ο 

ζπλεζέζηεξα ρξεζηκνπνηνύκελνο δείθηεο κεηά ηνλ δείθηε Gini είλαη ν ιόγνο 

S80/S20. O ζπγθεθξηκέλνο ιόγνο ππνινγίδεη ην εηήζην εηζόδεκα ηνπ 20% ησλ 

πινπζηόηεξσλ λνηθνθπξηώλ ζε ζρέζε κε ην 20% ησλ θησρόηεξσλ λνηθνθπξηώλ. ε 

όιεο ηηο επξσπατθέο κειέηεο γηα ηελ αληζόηεηα ζα ζπλαληήζνπκε ηνλ ιόγν S80/S20 . 

πλεπώο αλ ζε θάπνην άξζξν δνύκε όηη ν ιόγνο  S80/S20 είλαη ίζνο κε 4,0 απηό 

κεηαθξάδεηαη σο εμήο : ην εηήζην εηζόδεκα ηνπ 20% ησλ πινπζηόηεξσλ λνηθνθπξηώλ 

είλαη ηεηξαπιάζην από ην αληίζηνηρν εηζόδεκα ηνπ 20% ησλ θησρόηεξσλ 

λνηθνθπξηώλ. Δπηπιένλ, πςειέο ηηκέο ηνπ δείθηε αληηζηνηρνύλ ζε κεγαιύηεξε 

εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα, ελώ ρακειέο ηηκέο ηζνδπλακνύλ κε κηθξόηεξε αληζόηεηα. 

Όηαλ  S80/S20 ηζνύηαη κε 1, ππάξρεη ηέιεηα εηζνδεκαηηθή ηζόηεηα. Γηα ηελ ΔΔ, ν 

ιόγνο απηόο θπκαίλεηαη γύξσ ζην 5,1(2015). ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί 
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παξνπζηάδνληαη νη ηηκέο ηνπ δείθηε S80/S20 γηα όια ηα θξάηε Δπξώπεο ην 2020. Ζ 

Διιάδα έρεη ηηκή 5.2 ,ζπλεπώο ην εηήζην εηζόδεκα ηνπ 20% ησλ πινπζηόηεξσλ 

λνηθνθπξηώλ είλαη πεξίπνπ πεληαπιάζην από ην αληίζηνηρν εηζόδεκα ηνπ 20% ησλ 

θησρόηεξσλ λνηθνθπξηώλ. Ζ ρώξα κε ηνλ κηθξόηεξν δείθηε S80/S20 είλαη ε 

ινβαθία. 

  
ρήκα 2.7: Σηκέο ηνπ S80/S20 γηα ηελ Δπξώπε. 

 Πεγή : Eurostat 
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Κ Δ Φ Α Λ Α Ι Ο  3  

Γείθηεο Bonferroni  

 

3.1 Ο δείθηεο Bonferroni 

Έλαο άιινο ζεκαληηθόο δείθηεο αληζόηεηαο εηζνδεκαηηθήο είλαη ν δείθηεο 

Bonferroni. Ο  Carlo Emilio Bonferroni (1930) πξόηεηλε ηνλ δείθηε αληζόηεηαο 

Bonferroni  σο ελαιιαθηηθή ηνπ δείθηε Gini. Γηα πεξίπνπ κηζό αηώλα, ν δείθηεο 

Bonferroni παξέκεηλε μεραζκέλνο επεηδή εμνζηξαθίζηεθε από ηνλ Gini θαη ηνπο 

νπαδνύο ηνπ. 

Οξηζκόο 3.1: Ο δείθηεο Bonferroni(1930) νξίδεηαη σο κηα ζπλάξηεζε ησλ κεξηθώλ 

κέζσλ: 

                                                        𝐵 = 
1

𝑁−1
 

(𝜇−𝜇 i)

𝜇

𝑁
i=1                                            (3.1) 

Όπνπ 𝑁 o πιεζπζκόο ησλ αηόκσλ (κε Ν≥2) θαη i είλαη ε θαηάηαμε εληόο ηνπ 

παξαηεξνύκελνπ πιεζπζκνύ θαηά αύμνπζα ηηκή εηζνδήκαηνο, ελώ xi είλαη ην 

εηζόδεκα ηνπ i-νζηνύ αηόκνπ ηνπ πιεζπζκνύ , ηζρύεη όηη 0≤x1 ≤ ⋯ ≤ xn . Δπηπιένλ 

κε   xi
N
i=1   ζπκβνιίδεηαη ην ζπλνιηθό εηζόδεκα όινπ ηνπ πιεζπζκνύ ελώ από ηελ 

άιιε  κε  𝜇 = 
1

𝑁
 xi

N
i=1   ν κέζνο όξνο ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο. 

Ο παξαπάλσ ηύπνο  κπνξεί λα γξαθεί επίζεο θαη σο εμήο: 

                                                      Β = 
1

𝜇
 𝜇 −

1

N
 μ𝑖

N
i=1                                           (3.2) 

Ο  δείθηεο Bonferroni παίξλεη ηηκέο κεηαμύ 0 θαη 1, δειαδή έρνπκε όηη 0 ≤ 𝐵≤1. 

Δπίζεο, δίλεη κεγαιύηεξε βαξύηεηα ζε κνλάδεο κε ρακειόηεξν εηζόδεκα. Γηα ην 

ιόγν απηό, ν δείθηεο Bonferroni είλαη πην επαίζζεηνο ζε ρακειόηεξα επίπεδα 

θαηαλνκήο. Αθόκα ν δείθηεο Bonferroni είλαη ζπκκεηξηθόο. 
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3.2 H  θακπύιε Bonferroni 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηελ θακπύιε Bonferroni ,ηελ νπνία 

εηζήγαγε πξώηνο ν Bonferroni (1930), ελώ πνιινί αθόκε ηελ έρνπλ κειεηήζεη όπσο 

νη  De Vergottini (1940) , Σarsitano(1990) θαη ν Zenga (2013). 

 Οξηζκόο 3.2: Έζησ 𝛸 κηα κε αξλεηηθή ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή κε ζεηηθή θαη 

πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή 𝜇 θαη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 𝐹. H θακπύιε Bonferroni ηεο 𝛸 

νξίδεηαη σο:   

                                       𝐵 𝑝 = 
1

𝑝𝜇
  𝐹−1 𝑡 𝑑𝑡

𝑝

0
 , γηα θάζε  p∈(0,1]                        (3.3) 

 

 

 χήμα 3.1: Η καμπύλη Bonferroni.  

Πηγή: ResearchGate 

 

 ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα απεηθνλίδνληαη νη ιόγνη  
κi

𝜇
, ελώ ζηνλ νξηδόληην άμνλα 

αλαπαξηζηάλεηαη ηα αζξνηζηηθά κεξίδηα ηνπ πιεζπζκνύ 𝑝i . Ζ πνιπγσληθή γξακκή 

πνπ ελώλεη ηα ζεκεία (𝑝i, 
κi

𝜇
 ) ζην παξαπάλσ γξάθεκα είλαη ε θακπύιε Bonferroni. 

Δάλ όια ηα άηνκα πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ έξεπλα έρνπλ ην ίδην εηζόδεκα (δειαδή ίζν 

κε 𝜇), ε θακπύιε Bonferroni  ζπκπίπηεη κε ηελ γξακκή ηεο ηέιεηαο ηζόηεηαο, ε νπνία 
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ελώλεη ηα ζεκεία (0,1) θαη (1,1). Αλ κόλν έλα άηνκν θαηέρεη ην ζπλνιηθό εηζόδεκα , 

ε θακπύιε Bonferroni είλαη ε δηαθεθνκκέλε γξακκή πνπ ελώλεη ηα ζεκεία (0,0) , 

(
Ν−1

Ν
,0) , (

Ν−1

Ν
,1). 

Αθνινύζσο ζα δνύκε ηνλ εύθνιν ηξόπν ηνπ ππνινγηζκνύ ηνπ δείθηε Bonferroni όηαλ 

γλσξίδνπκε ηελ θακπύιε Bonferroni. Ο δείθηεο αληζόηεηαο Bonferroni από 

γεσκεηξηθή άπνςε αληηπξνζσπεύεη ηελ πεξηνρή κεηαμύ ηεο θακπύιε Bonferroni θαη 

ηεο γξακκήο ηεο ηέιεηαο ηζόηεηαο ζην εληαίν ηεηξάγσλν. 

 

Οξηζκόο 3.3: Έζησ 𝛸 κηα κε αξλεηηθή ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή κε θακπύιε 

Bonferroni  𝐵 𝑝 . Ο δείθηεο  Bonferroni δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

                                                             𝐵 =1- 𝐵 𝑝 𝑑𝑝
1

0
                                                  (3.4) 

 

Δθαξκνγή ηνπ νξηζκνύ 3.3: Έζησ όηη ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο κηαο ρώξαο  

πεξηγξάθεηαη από ηελ θακπύιε  Bonferroni , 𝛣 𝑝 = 𝑝2 , 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. Μπνξνύκε 

ινηπόλ λα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν (3.4) γηα λα βξνύκε ηελ ηηκή ηνπ δείθηε Bonferroni. 

Έηζη ιακβάλνπκε: 

    𝐵 = 1-  𝛣 𝑝 𝑑𝑝
1

0
= 1-  𝑝2𝑑𝑝

1

0
=0.66 

 

H θακπύιε Bonferroni ζπγθξίλεη ηε κέζε ηηκή ηνπ εηζνδήκαηνο ηεο θαηώηεξεο 

νκάδαο  κε ην ζπλνιηθό κέζν εηζόδεκα όινπ ηνπ πιεζπζκνύ. Με άιια ιόγηα, εάλ ε 

ηπραία κεηαβιεηή 𝛸 αληηπξνζσπεύεη ην εηζόδεκα θαη ε 𝐵(𝑝) είλαη ε αληίζηνηρε 

θακπύιε Bonferroni , ηόηε ην 𝛣 𝑝0 = 𝛣0 ζεκαίλεη όηη ην κέζν εηζόδεκα ηεο 

αλαινγίαο <<θάησ>> ηνπ πνζνζηνύ  𝑝0 ηνπ πιεζπζκνύ είλαη ίζν κε 𝛣0 θνξέο  ην 

κέζν  εηζόδεκα ηνπ νιόθιεξνπ πιεζπζκνύ. 
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Βαζηθέο ηδηόηεηεο ηεο θακπύιεο Bonferroni 

ην ζεκείν απηό ζα αλαθεξζνύκε ζε θάπνηεο βαζηθέο ηδηόηεηεο ηεο θακπύιεο 

Bonferroni, νη νπνίεο παξακέλνπλ ίδηεο αλεμάξηεηα από ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε. 

Αξρηθά παίξλεη ηηκέο από ην 0 έσο ην 1, ελώ επίζεο ηζρύεη όηη  B 1 = 1 θαη B(0)=0. 

Πην ζπγθεθξηκέλα ν δείθηεο Bonferroni παίξλεη ηελ ηηκή 1 όηαλ έζησ έλα εηζόδεκα 

είλαη ζεηηθό. Δίλαη αύμνπζα αιιά ζε αληίζεζε κε ηελ θακπύιε Lorenz, ε θακπύιε 

Bonferroni δελ είλαη απαξαίηεηα θπξηή. Ζ θπξηόηεηα ηεο θακπύιεο Bonferroni 

εμαξηάηαη από ηελ θπξηόηεηα ηεο θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑋. Δάλ ε 

ηπραία κεηαβιεηή 𝑋 ηείλεη ζηελ θαηάζηαζε ηεο ειάρηζηεο αληζόηεηαο, ηόηε ε 

αληίζηνηρε θακπύιε  Bonferroni ηείλεη λα ηζνύηαη κε 1, ελώ ν αληίζηνηρνο δείθηεο 

Bonferroni ζα είλαη ίζνο κε 0. 

 

ύλδεζε θακπύιεο Bonferroni θαη θακπύιεο Lorenz  

Αλ  𝐿(𝑝) ε θακπύιε Lorenz ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝛸, ηόηε ε θακπύιε Bonferroni 

δίλεηαη από ηελ ζρέζε : 

                                              𝐵 𝑝 = 
𝐿(𝑝)

𝑝
 , γηα θάζε  𝑝ϵ (0,1]                                   (3.5) 

  

 Αλ θαη από ηνλ παξαπάλσ ηύπν, θαίλεηαη όηη ε θακπύιε Bonferroni αληηπξνζσπεύεη 

ηελ αληζόηεηα ζε έλαλ ηζνδύλακν ηξόπν κε ηελ θακπύιε Lorenz, εληνύηνηο νη 

πιεξνθνξίεο πνπ δίλνπλ νη 2 θακπύιεο είλαη δηαθνξεηηθέο. Οη ηηκέο ηεο 𝐿(𝑝) είλαη 

θιάζκαηα ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο, ελώ νη ηηκέο ηεο 𝐵(𝑝) αλαθέξνληαη ζε 

ζρεηηθά επίπεδα εηζνδήκαηνο. 

 

 

3.3 Κακπύιε Bonferroni γηα γλσζηέο θαηαλνκέο 
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ε απηήλ ηελ ελόηεηα, ζα ππνινγίζνπκε εύθνια θαη γξήγνξα κε ηνλ ηύπν ηελ 

θακπύιε Bonferronni γηα θάπνηεο γλσζηέο θαηαλνκέο. 

 

Δθζεηηθή Καηαλνκή κε παξάκεηξν  𝝀 > 0 

Παξαθάησ ζα απνδείμνπκε ηνλ ηύπν ηεο θακπύιεο Bonferroni γηα ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή  𝜆 > 0. ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν  είδακε όηη ε θακπύιε Lorenz ηεο 

εθζεηηθήο θαηαλνκήο ηζνύηαη κε :   

𝐿(𝑝) = 𝑝 + (1 − 𝑝)𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑝). 

Έηζη κέζα από ηνλ ηύπν (3.5) ιακβάλνπκε όηη: 

𝐵(𝑝) =
𝐿(𝑝)

𝑝
 = 

p+(1−p)log (1−p)

p
 = 1+

 1−𝑝 

𝑝
log(1 − 𝑝) 

 

Οκνηόκνξθε  Καηαλνκή 𝑼(𝟎, 𝜶) 

 Θα απνδείμνπκε ηνλ ηύπν ηεο θακπύιεο Bonferroni γηα ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή 

κε ηηκέο ζην  𝟎, 𝜶 .ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν  είδακε όηη ε θακπύιε Lorenz ηεο 

εθζεηηθήο θαηαλνκήο ηζνύηαη κε :   

𝐿 𝑝 = 
2𝛼𝑝 + (𝑏 − 𝑎)𝑝2

𝛼 + 𝑏
 

Έηζη κέζα από ηνλ ηύπν (3.5) ιακβάλνπκε όηη: 

𝐵(𝑝) =
𝐿(𝑝)

𝑝
 = 

2𝛼+(𝑏−𝑎)𝑝

𝛼+𝑏
 

 

Με ηελ ίδηα δηαδηθαζία ινηπόλ κπνξνύκε λα βξνύκε εύθνια ηελ θακπύιε 

Bonferroni.ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί παξαζέηνπκε ηελ κνξθή ηεο θακπύιεο απηήο 

γηα αξθεηέο γλσζηέο θαηαλνκέο, όπσο ππνινγίζηεθε από ηνπο Giorgi θαη Nadarahaj 

(2010). 
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Καηαλνκή πλάξηεζε Κακπύιε  Bonferroni 

Δθζεηηθή 𝐹 𝑥 = 1 − exp(−𝜆𝑥) , 𝑥 > 0 

θαη  𝜆 > 0 
𝐵(𝑝) =  1 +

(1 − 𝑝)

𝑝
log(1 − 𝑝) 

Frechet 
𝐹 𝑥 = exp  −  

𝑥

𝜆 
 

−k

    𝐵(𝑝) =
𝛤 1−

1

𝑘  
, (

𝑞

𝜆
)−𝑘 

𝑝𝛤 1−
1

𝑘
  

,όπνπ q=F−1(𝑝) 

Οκνηόκνξθε 𝐹 𝑥 =
𝑥−𝛼

𝑏−𝑎
, 𝜇𝜀 0 < 𝛼 < 𝑥 < 𝑏 

𝐵(𝑝) =
2𝛼 + (𝑏 − 𝑎)𝑝

𝛼 + 𝑏
 

Pareto 𝐹 𝑥 = 1 −
𝑘𝛼

𝑥𝛼  , γηα 𝑥 ≥ 𝑘 > 0 

θαη  𝛼 > 0 

𝐵 𝑝 =
1 −  (1 − 𝑝)1−1/𝑎

𝑝
 

Γπλακνθαηαλνκή 𝐹 𝑥 = 𝑥𝛼 ,γηα 0 < 𝑥 < 1   θαη  

𝛼 > 0 

𝐵 𝑝 = 𝑝  1/α  

Weibull 
𝐹 𝑥 = 1 − exp  −  

𝑥

𝜆  
 

k

   ,γηα 

𝑥 > 0 , 𝑘 > 0 𝜅𝛼𝜄 𝜆 > 0. 

𝐵 𝑝 =
𝛾(1+

1

𝑘
, 

𝑞

𝜆
 
𝑘

)

𝑝Γ(1+
1

𝑘
)

 , όπνπ 

 𝑞 = 𝐹−1(𝑝) 

Γεληθεπκέλε 

εθζεηηθή 

θαηαλνκή 

𝐹 𝑥 = 1 − exp(−𝜆(𝑥 − 𝑎)) , 

𝑥 > 𝑎 

𝐵(𝑝) =  𝑝 + (1 + 𝜆𝛼)−1(1 − 𝑝)log(1 − 𝑝) 

 Πίλαθαο 2: Κακπύιε Bonferroni γλσζηώλ θαηαλνκώλ 

 

3.4 ρέζε Καλνληθνπνηεκέλεο αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο 

θαη θακπύιεο Bonferroni 

ε απηήλ ηελ ελόηεηα ζα δνύκε ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηεο θακπύιεο Bonferroni 

κέζα από ηελ θαλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία, ηελ νπνία 

κειεηήζακε ζην πξώην θεθάιαην ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Μηα πνιύ 
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ζεκαληηθή ηδηόηεηα ηεο θαλνληθνπνηεκέλεο αζξνηζηηθήο παξειζνληηθήο εληξνπίαο 

,NCE (𝑋), είλαη ε αθόινπζε:  

Γηα κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή κε πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή  ε θαλνληθνπνηεκέλε 

αζξνηζηηθή  παξειζνληηθή  εληξνπία εθθξάδεηαη σο εμήο: 

                        NCE (𝑋)=1-𝐸{BF[F(𝑋)]]} , όπνπ BF   ε θακπύιε Bonferroni           (3.6) 

 

3.5  ύγθξηζε δείθηε Bonferroni θαη δείθηε Gini 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηελ ζρέζε ηνπ δείθηε Gini κε ηνλ δείθηε 

Bonferroni. Πην ζπγθεθξηκέλα ζα απνδείμνπκε όηη ν δείθηεο Bonferroni είλαη πάληα 

πην κεγάινο από ηνλ δείθηε Gini. 

ην Κεθάιαην  1 (βιέπε Παξάγξαθν 1.6) δείμακε όηη ν δείθηε Gini δίλεηαη από ηελ 

εμήο ζρέζε: 

                                                      Gini  = 
 𝐹 𝑥 (1−𝐹 𝑥 )𝑑𝑥

∞
0

μ
                                    (1.16) 

Αληίζηνηρα  ν  Bonferroni  πξόηεηλε σο κηα ελαιιαθηηθή ζηνλ δείθηε Gini ηνλ ηύπν 

πνπ αθνινπζεί: 

                                                    Bonferroni= 
− 𝐹 𝑥 ln (𝐹 𝑥 )𝑑𝑥

∞
0

μ
                                  (3.7) 

Θα ζπγθξίλνπκε ινηπόλ ηελ ζρέζε (1.16) κε ηελ ζρέζε (3.7)  κε ηελ βνήζεηα ηεο 

ινγαξηζκηθήο αληζόηεηαο ηελ νπνία πξώηα ζα απνδείμνπκε: 

                                                𝑡 ≤ −𝑙𝑛(1 − 𝑡) , όπνπ 𝑡 < 1                                  (3.8) 

Απόδεημε. 

                                                 𝑡 ∙ 1 ≤ −𝑙𝑛(1 − 𝑡)↔ , 𝑡 < 1 

                                                      𝑡 ∙ 𝑙𝑛𝑒 ≤ −𝑙𝑛(1 − 𝑡)↔ 

                                               𝑙𝑛𝑒𝑡 ≤  𝑙𝑛(1 − 𝑡)−1↔ 

                                                      𝑙𝑛𝑒𝑡 ≤ 𝑙𝑛
1

1−𝑡
 ↔  𝑙𝑛 γνηςίωσ αύξουςα  
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                                                      𝑒𝑡 ≤
1

1−𝑡
 ↔  1 − 𝑡 > 0) 

                                                        et  (1 − 𝑡) ≤1                                                            (3.9) 

 Οξίδνπκε ηελ 𝑓(𝑡)=et(1 − 𝑡) ζην (−∞, 1), ε νπνία είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο 

ζπλερώλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο.  Παξαηεξνύκε όηη 𝑓(0)=1 (3.10). Άξα από (3.9) θαη (3.10) 

πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                                                        𝑓(𝑡) ≤  𝑓(0) ,                                                              (3.11) 

πνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ δεηνύκελε. 

 Μειέηε ηεο  𝒇  σο πξνο κνλνηνλία θαη αθξόηαηα. 

                                                         𝑓 ′(𝑡) =[et 1 − 𝑡  ]′= -𝑡𝑒𝑡                                      (3.12) 

Ρίδεο ηεο   𝒇′(𝒕) =0 ζην (-∞, 𝟏) : 

Μνλαδηθή ξίδα ε 𝑡 = 0 

Πξόζεκν  ηεο   𝒇′ 𝒕  𝛋𝛂𝛊 𝛍𝛐𝛎𝛐𝛕𝛐𝛎ί𝛂 𝛕𝛈𝛓 𝒇 : 

 γηα 𝑡 < 0 →-𝑡𝑒𝑡  > 0 →   𝑓 ′ 𝑡 > 0 θαη αθνύ ε 𝑓  ζπλερήο είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην (-∞,0]. 

 γηα  0 < 𝑡 < 1 → −𝑡𝑒𝑡 < 0 →    𝑓 ′ 𝑡 < 0 θαη αθνύ ε 𝑓  ζπλερήο είλαη 

γλεζίσο  θζίλνπζα ζην [0,1). 

Άξα ην 𝑓(0) = 1 νιηθό κέγηζην ,δειαδή     𝑓(𝑡) ≤  𝑓(0)  πνπ είλαη ην δεηνύκελν. H 

απόδεημε νινθιεξώζεθε.                                                    

 

πλερίδνληαο ηώξα ζηε ζρέζε 3.8 πνπ ήδε απνδείμακε ζέηνπκε όπνπ 𝑡  ηελ 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο 𝐹 (𝑥) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑋. 

Έηζη ιακβάλνπκε όηη:  

𝐹 (𝑥) ≤ −𝑙𝑛(1 − 𝐹 (𝑥)) ↔ 

1 − 𝐹(𝑥) ≤ −𝑙𝑛(𝐹(𝑥))↔              
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  𝐹 𝑥 ∙ (1 − 𝐹 𝑥 )≤−𝐹 𝑥 𝑙𝑛𝐹(𝑥)→ 

 𝐹 𝑥 ∙ (1 − 𝐹 𝑥 )
∞

0
≤ −  𝐹 𝑥 𝑙𝑛𝐹(𝑥)

∞

0
 → 

 𝐹 𝑥 (1−𝐹 𝑥 )𝑑𝑥
∞

0

μ
≤

− 𝐹 𝑥 ln (𝐹 𝑥 )𝑑𝑥
∞

0

μ
 → 

𝐺𝑖𝑛𝑖 ≤  𝐵𝑜𝑛𝑓𝑒𝑟𝑟𝑜𝑛𝑖 

  

Γειαδή απνδείμακε όηη ν δείθηεο Gini  είλαη πάληα κηθξόηεξνο από ηνλ δείθηε 

Bonferroni θάηη ην νπνίν ζα εμεηάζνπκε αλ ηζρύεη θαη ζηηο εθαξκνγέο πνπ 

αθνινπζνύλ ζην Κεθάιαην 4 ηεο εξγαζίαο καο.  

ην ζπγθεθξηκέλν Κεθάιαην παξνπζηάζακε έλαλ εμίζνπ ζεκαληηθό δείθηε 

νηθνλνκηθήο αληζόηεηαο ηνλ δείθηε Bonferroni. Μειεηήζακε ηηο ηδηόηεηέο ηνπ , όπσο 

επίζεο αζρνιεζήθακε δηεμνδηθά θαη κε ηελ θακπύιε Bonferroni. Σέινο, ζπγθξίλακε 

ηνλ δείθηε Gini κε ηνλ δείθηε Bonferroni. ην επόκελν Κεθάιαην πνπ αθνινπζεί ζα 

δνύκε ζηελ πξάμε ηελ ρξεζηκόηεηα ησλ όισλ όζσλ έρνπκε αλαπηύμεη κέρξη ηώξα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

Δθαξκνγέο ηνπ δείθηε Gini 

 

 

4.1 Δθαξκνγή ηνπ δείθηε Gini ζε ρξεκαηηζηεξηαθά δεδνκέλα 

Με βάζε ηα ηζηνξηθά δεδνκέλα ηηκώλ ησλ κεηνρώλ (εκεξήζηεο ηηκέο θιεηζίκαηνο   

Μάηνο 2021- Μάηνο 2022) ησλ  εηαηξηώλ NFXL θαη Samsung Electronics Co. ζα  

ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini, ηελ θακπύιε Lorenz θαη ηελ θακπύιε Bonferronni.Σα 

δεδνκέλα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πξνέξρνληαη από ην yahoo!finance.H 

επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ έγηλε κε ηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ R θαη κε ηε 

ρξήζε ηεο βηβιηνζήθεο ineq. Έρνπκε 2 κεηαβιεηέο ηελ NFLX θαη ηελ Samsung. 

Αξρηθά ζα κειεηήζνπκε ηηο κεηνρέο ηεο εηαηξείαο ΝFLX θαη ζηε ζπλέρεηα ηηο κεηνρέο 

ηεο Samsung. Παξαθάησ βιέπνπκε ηηο απνδόζεηο ησλ 2 κεηνρώλ καο ηηο πξώηεο 3 

εκέξεο. 

       Date         SAMSUNG    NFLX 

1 25/5/2021      80                503 

2 26/5/2021      80               501 

3 27/5/2021      80              502 

 

Ζ  κεηνρή ηεο  NFLX  έρεη κέζε ηηκή 501.17 , ελώ ε δηαζπνξά ηεο είλαη ίζε κε 

16722.88. 

H κεηνρή ηεο Samsung  αληίζηνηρα έρεη κέζε ηηκή 74.50 θαη δηαζπνξά 22.44. 

 

Αθνινύζσο, παξαζέηνπκε ηα ηζηνγξάκκαηα ησλ εηαηξεηώλ καο. Καη ζηα 2 

ηζηνγξάκκαηα δελ θαίλεηαη όηη ζα κπνξνύζε λα ππάξρεη ε θσλνεηδήο θακπύιε ηεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο , νπόηε ηα δεδνκέλα καο δελ ζα κπνξνύζαλ λα αθνινπζνύλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. 



70 
 

 

ρήκα 4.1: Ιζηόγξακκα ησλ NFLX, Samsung. 

ηε ζπλέρεηα δίλνπκε ηνλ δείθηε Gini γηα ηηο 2 εηαηξείεο. Ο δείθηεο Gini ηεο NFLX 

είλαη 0.141 , ελώ ν δείθηεο Gini ηεο Samsung είλαη 0.035. Σν πνζνζηό απηό γηα ηελ 

NFLX εξκελεύεηαη σο εμήο: επηιέγνληαο 2 ηπραίεο εκέξεο θιεηζίκαηνο, ε ηηκή ησλ 

κεηνρώλ ζα δηαθέξεη θαηά 14%. Με ηνλ ίδην ηξόπν γηα ηελ Samsung  ιακβάλνπκε 

όηη: επηιέγνληαο 2 ηπραίεο εκέξεο θιεηζίκαηνο, ε ηηκή ησλ κεηνρώλ ζα δηαθέξεη θαηά 

3%. 

ην ζεκείν απηό ζα εξκελεύζνπκε ηελ θακπύιε Lorenz ησλ 2 εηαηξεηώλ. ην 

παξαθάησ ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε θακπύιε Lorenz γηα ηελ εηαηξεία Samsung 

(θόθθηλε γξακκή) έρεη πιεζηάζεη αξθεηά ηε γξακκή ηεο ηζόηεηαο, ζρεδόλ ζπκπίπηεη 

κε απηή , πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρεη αληζόηεηα ζηηο ηηκέο ηεο κεηνρήο ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο εηαηξείαο. Άιισζηε θαη ν δείθηεο Gini είλαη 0.03 ζρεδόλ ίζνο κε 0. 

Θπκίδνπκε εδώ όηη ε ηηκή 0 γηα ηνλ δείθηε Gini ηζνδπλακεί κε ηελ κέγηζηε ηζόηεηα. 

Αληίζεηα ε θακπύιε Lorenz ηεο NFLX(κπιε γξακκή) είλαη πην καθξηά από ηελ 



71 
 

γξακκή ηεο ηζόηεηαο. Με άιια ιόγηα ε κεηνρή ηεο Samsung έρεη πην ζηαζεξή 

απόδνζε ζε ζρέζε κε ηελ κεηνρή ηεο NFLX. 

 

ρήκα 4.2: Κακπύιε Lorenz NFLX, SAMSUNG. 

 

 ηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπκε ηνλ δείθηε Bonferroni γηα ηηο 2 εηαηξείεο.H ηηκή ηνπ 

δείθηε Bonferroni ηεο NFLX είλαη 0.2572823, θαη ηεο Samsung είλαη 0.05569187, 

ελώ ζην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε ηελ θακπύιε Bonferroni ησλ κεηνρώλ ηεο NFLX 

θαη ηεο Samsung. Φαίλεηαη από ην παξαθάησ γξάθεκα, όηη ε   θακπύιε  Bonferroni 

ηεο Samsung ηείλεη λα ηζνύηαη κε 1, ελώ θαη ν αληίζηνηρνο δείθηεο Bonferroni  0.055 

είλαη ζρεδόλ ίζνο κε κεδέλ. Με άιια ιόγηα ζπκπεξαίλνπκε όηη θαη νη 2 δείθηεο έρνπλ 

παξόκνηα απνηειέζκαηα.  
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ρήκα 4.3: Κακπύιε Bonferroni NFLX, SAMSUNG. 

 

4.2 Δθαξκνγέο ηνπ δείθηε Gini ζε νηθνλνκηθά δεδνκέλα  

 

4.2.1  1
ε
 Δθαξκνγή ηνπ δείθηε Gini ζε νηθνλνκηθά δεδνκέλα   

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini ησλ απνδνρώλ ησλ 

εξγαδνκέλσλ ζηνλ ηδησηηθό ηνκέα ηεο Διιάδαο. Σα δεδνκέλα καο ηα νπνία 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα   έρνπλ πξνθύςεη από ηελ επεμεξγαζία ησλ 

αλαιπηηθώλ πεξηνδηθώλ δειώζεσλ πνπ ππνβάιινπλ όινη εξγνδόηεο ζηελ ΔΡΓΑΝΖ.  

ηελ Διιάδα ηνπ 2022 2.278.394 άηνκα είλαη ππάιιεινη ηνπ ηδησηηθνύ ηνκέα, ελώ 

ππάξρνπλ 291.808 ηδησηηθέο επηρεηξήζεηο. Από ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί 

ζπκπεξαίλνπκε όηη όζν πην ιίγα άηνκα απαζρνιεί κηα επηρείξεζε, ηόζν ιηγόηεξεο 

είλαη θαη νη πηζαλόηεηεο ν εξγαδόκελνο λα πάξεη έλαλ κεγάιν κηζζό. 
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Γηα παξάδεηγκα, ν κέζνο κηζζόο ζηηο επηρεηξήζεηο πνπ απαζρνινύλ έσο 10 άηνκα 

πξνζσπηθό δηακνξθώλεηαη κόιηο ζηα 666 επξώ κεηθηά. ηηο ιίγν κεγαιύηεξεο 

επηρεηξήζεηο ζηηο νπνίεο εξγάδνληαη από 11 έσο 50 άηνκα, ν κέζνο κηζζόο αλέξρεηαη 

ζηα 863 επξώ, ελώ κέζν κηζζό άλσ ησλ 1.500 επξώ πξνζθέξνπλ κόλν νη εηαηξείεο 

ζηηο νπνίεο εξγάδνληαη από 50 έσο 250 άηνκα. 

 

Πιήζνο 

εξγαδνκέλσλ 

Αξηζκόο 

επηρεηξήζεσλ 

Αξηζκόο 

εξγαδνκέλσλ 

Μέζνο κηζζόο ζε 

Δπξώ(€) 

0-10 257.650 696.219 666,13 

11-50 29.439 594.191 863,04 

51-250 4004 399.524 1542,65 

251-500 413 142.593 1415,34 

501-1000 183 128.373 1346,43 

1001-1500 55 66.810 1.418,16 

1501-2000 20 33.479 1730,25 

2001-2500 13 28.873 1492,65 

2501-3000 6 16.334 1186,17 

3001-3500 6 19.211 1221,20 

3501-4000 4 14.906 707,85 

>4001 15 137.881 1464,12 

ΤΝΟΛΟ 2.278.394  

Πίλαθαο 3: Μέζνο κηζζόο Διιήλσλ ηδησηηθώλ ππαιιήισλ 

Πεγή : Δξγάλε 

 

Καηαρσξώληαο ηα δεδνκέλα ζηελ γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ R θαη κε ηε βνήζεηα ηεο 

βηβιηνζήθεο ineq ιακβάλνπκε όηη ν δείθηεο Gini ηζνύηαη κε 0.188 θαη βιέπνπκε θαη 

ηελ θακπύιε Lorenz ζην ζρήκα πνπ έπεηαη. Σα απνηειέζκαηα εξκελεύνληαη σο εμήο: 

επηιέγνληαο 2 ηπραία άηνκα ηνπ πιεζπζκνύ, o κηζζόο ηνπο ζα δηαθέξεη θαηά 18% ηνπ 

κέζνπ ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο. Δπηπιένλ θαη από ηελ θακπύιε Lorenz 

θαίλεηαη λα κελ ππάξρεη ηζόηεηα ζηελ κηζζνδνζία ησλ ηδησηηθώλ ππαιιήισλ ηεο 
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ρώξαο καο. Ζ δηαγώληνο αληηπξνζσπεύεη κηα ηέιεηα ηζόηεηα, κηαο θαη ζε θάζε 

πνζνζηό p ηνπ πιεζπζκνύ αληηζηνηρεί πνζνζηό p ηνπ ζπλνιηθνύ εηζνδήκαηνο 

  

 

ρήκα 4.4: Κακπύιε Lorenz  ηνπ κέζνπ κηζζνύ ησλ Διιήλσλ ηδησηηθώλ 

ππαιιήισλ. 

 

Ο θώδηθαο ζηε γιώζζα R πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή  είλαη  

ν παξαθάησ: 

> library(ineq) 

> ineq(d, type="Gini") 

[1] 0.1887564 # δείθηεο Gini 

> plot(Lc(d), col="orange", lwd=2, main="Κακπύιε Lorenz ηνπ κέζνπ κηζζνύ ησλ 

Διιήλσλ ηδησηηθώλ ππαιιήισλ" 
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4.2.2  2
ε
 Δθαξκνγή ηνπ δείθηε Gini  ζε νηθνλνκηθά δεδνκέλα 

ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα ππνινγίζνπκε ηνλ δείθηε Gini ησλ απνδνρώλ ησλ 

Διιήλσλ ζπληαμηνύρσλ. Σα δεδνκέλα καο παξνπζηάδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα 

θαη πξνέξρνληαη από ηελ έθζεζε ηνπ ζπζηήκαηνο  « ΖΛΗΟ» γηα ηνλ Μάξηην ηνπ 

2019 θαη δεκνζηεύηεθαλ ζηελ εθεκεξίδα Έζλνο. Ο αξηζκόο ησλ ζπληαμηνύρσλ ηεο 

ρώξαο αλέξρεηαη ζε 2.501.662 θαη γηα ηηο  ζπληάμεηο πιεξώλνληαη θάζε κήλα 2,24 δηο. 

Δπξώ. Οη άλδξεο ζπληαμηνύρνη είλαη πεξηζζόηεξνη ζε ζρέζε κε ηηο γπλαίθεο θαη 

ιακβάλνπλ πςειόηεξε ζύληαμε. Οη ζπληάμεηο πνπ ζα κειεηήζνπκε εκείο αθνξνύλ 

ζηηο ζπληάμεηο γήξαηνο, ζαλάηνπ, αλαπεξίαο θαη αλαζθάιηζησλ ππεξειίθσλ 

ΟΠΔΚΑ. Αμίδεη λα αλαθέξνπκε όηη ε πιεηνςεθία ησλ ζπληαμηνύρσλ αλδξώλ είλαη 

ειηθίαο 71-75 (20,4%) θαη ησλ ζπληαμηνύρσλ γπλαηθώλ (17,3%) είλαη ειηθίαο κεηαμύ 

71-75 εηώλ. 

Ηιηθία Πιήζνο 

ζπληαμηνύρσλ 

Μελαίν Πνζό Μέζν εηζόδεκα 

από ζπληάμεηο (€) 

<=25 28.332 9.634.707,77 340,06 

25-50 49.618 29.588.881,36 596,33 

51-55 55.016 44.296.999,85 805,17 

56-60 132.128 123.196.037,81 932,40 

61-65 275.125 279.629.582,03 1016,37 

66-70 399.250 400.598.228,00 1003,38 

71-75 469.191 422.485.738,54 900,46 

76-80 368.630 297.947.533,89 808,26 

81-85 361.686 270.426.109,80 747,68 

86-90 244.620 170.072.857,98 695,25 

91-95 97.464 64.651.227,30 663,33 

>95 20.521 13.145.165,25 640,57 

Απξνζδηόξηζηε 81 53.883,34 664,61 

ύλνιν 2.501.662 2.125.727.902,92 849,73 

 

Πίλαθαο 4: Πιήζνο πληαμηνύρσλ  θαη κέζν κεληαίν εηζόδεκα αλά Ηιηθία 
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Πεγή: ΗΓΙΚΑ 

 

O θώδηθαο ζηε γιώζζα R  πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ν εμήο: 

z<-c( rep(340.06,28332), rep(596.33,49618),rep(805.17,55016),rep(932.40,132128), 

rep(1016.37,275125), rep(1003.38,399250), rep(900.46,469191), 

rep(808.26,368630),rep(747.68,361686),rep(695.25,244620),rep(663.33,97464), 

rep(664.61,81), rep(640.57,20521))  # δηάλπζκα ησλ ηηκώλ 

> mean(z) # Μέζε ηηκή ησλ ζπληάμεσλ 

849.7266 

> var(z) 

17730.66  #δηαθύκαλζε ησλ ζπληάμεσλ 

> library(ineq)  #ρξήζε ηεο βηβιηνζήθεο ineq 

> ineq(z, type="Gini") 

[1] 0.08645784  # δείθηεο Gini 

>plot(Lc(z), col="green", lwd=2, main="Κακπύιε Lorenz Διιήλσλ ζπληαμηνύρσλ")  

 

Καηαρσξώληαο ηα δεδνκέλα ζηελ γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ R αξρηθά ππνινγίδνπκε 

όηη ε κέζε κελαία απνιαβή ελόο Έιιελα ζπληαμηνύρνπ είλαη πεξίπνπ 850€. Με ηε 

βνήζεηα ηεο βηβιηνζήθεο ineq ιακβάλνπκε όηη ν δείθηεο Gini ηζνύηαη κε 0.08 θαη 

βιέπνπκε θαη ηελ θακπύιε Lorenz ζην ζρήκα πνπ έπεηαη. Σα απνηειέζκαηα 

εξκελεύνληαη σο εμήο: επηιέγνληαο 2 ηπραίνπο ζπληαμηνύρνπο  ηνπ πιεζπζκνύ, ε 

ζύληαμε ηνπο ζα δηαθέξεη θαηά 8% ηνπ κέζνπ ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο.  
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ρήκα 4.5:Κακπύιε  Lorenz κέζνπ κεληαίνπ εηζνδήκαηνο Διιήλσλ 

πληαμηνύρσλ. 

 

Δπηπιένλ θαη από ηελ θακπύιε Lorenz θαίλεηαη λα ππάξρεη ηζόηεηα ζηηο ζπληάμεηο 

ηεο ρώξαο καο. Άιισζηε θαη ε θακπύιε Lorenz είλαη πάξα πνιύ θνληά ζηελ γξακκή  

ηζόηεηαο, εμνύ θαη ε πνιύ κηθξή ηηκή ηνπ δείθηε Gini. 

 

4.2.3  3
ε
 Δθαξκνγή ηνπ δείθηε Gini ζε νηθνλνκηθά δεδνκέλα 

 ηελ ζπγθεθξηκέλε παξάγξαθν ζα ζπγθξίλνπκε κε ηε βνήζεηα ηεο θακπύιεο Lorenz 

ην εηήζην εηζόδεκα ησλ ππαιιήισλ ηεο Samsung θαη ηεο Xiaomi Technologies  γηα 

έλα ζπγθεθξηκέλν αληίζηνηρν ηκήκα ησλ δύν εηαηξεηώλ. Οη ζπγθεθξηκέλεο 

πνιπεζληθέο εηαηξείεο έρνπλ παξόκνηα δξάζε κηαο θαη πνπινύλ παξόκνηα πξντόληα. 

Σα δεδνκέλα πξνέξρνληαη από ηo COMPARABLY θαη παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. 
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Θέζε Δξγαζίαο Ακνηβέο Samsung ζε 

δνιάξηα 

Ακνηβέο  Xiaomi 

Technologies ζε δνιάξηα 

Τπάιιεινο Γξαθείνπ, 

Admin 

76000 58000 

Business Development 116.000 146000 

Communications 235000 99000 

Customer Support 123000 63000 

Design 134000 103000 

Engineering 158000 135000 

Finance 118000  105000  

HR 149000 114000 

IT 124000 114000 

Legal 148000 188000 

Marketing  122000 106000 

Operations 119000 96000 

Product 187000 146000 

Sales 169000 140000 

Πίλαθαο 5 : Δηήζην εηζόδεκα  ζηηο εηαηξείεο Samsung θαη Xiaomi Technologies 

Πεγή : Comparably 

  

Καηαρσξώληαο ηα δεδνκέλα ζηε γιώζζα R θαη κε ηε ρξήζε ηεο βηβιηνζήθεο ineq  

ιακβάλνπκε ηα αθόινπζα γξαθήκαηα. Σν πξώην γξάθεµα παξηζηάλεη ηελ θαµπύιε 

Lorenz γηα ηελ Samsung , ελώ ην δεύηεξν παξηζηάλεη ηελ θαµπύιε Lorenz ηεο 

Xiaomi Technologies ζπγθξηηηθά µε ηελ θαµπύιε ηέιεηαο ηζόηεηαο. Παξαηεξνύκε όηη 

δελ ππάξρεη ζεκαληηθή εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα αλάκεζα ζηνπο δπν νκίινπο, κηαο 

θαη νη 2 θακπύιεο είλαη πνιύ θνληά ζηελ γξακκή ηζόηεηαο. Δπηπξόζζεηα, νη ηηκέο ησλ 

δεηθηώλ Gini είλαη πνιύ θνληά , κηαο θαη έρνπκε όηη ν δείθηεο Gini ηεο Samsung 

ηζνύηαη κε 0.13 , ελώ ηεο Xiaomi 0.15 αληίζηνηρα. Σα απνηειέζκαηα εξκελεύνληαη σο 

εμήο: επηιέγνληαο 2 ηπραίνπο ππαιιήινπο ηεο Samsung, ην εηήζην εηζόδεκά ηνπο ζα 

δηαθέξεη θαηά 13% ηνπ κέζνπ ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο. Γηα 2 

ππαιιήινπο ηεο Xiaomi, ην εηήζην εηζόδεκά ηνπο ζα δηαθέξεη θαηά 15% ηνπ κέζνπ 

ηζνδύλακνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο. Με άιια ιόγηα νη απνιαβέο είλαη αξθεηά θνληά 
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ζηηο εηαηξείεο απηέο. Ζ κόλε αηζζεηή δηαθνξά είλαη όηη ν κηζζόο γηα ην επηθνηλσληαθό 

ηκήκα ηεο Xiaomi αλέξρεηαη ζε 99.000$, ζε αληίζεζε κε ηεο Samsung πνπ 

αληηζηνηρεί ζε 235.000$.  

 

 

ρήκα 4.6 : Κακπύιε Lorenz  εηήζηνπ εηζνδήκαηνο ησλ ππαιιήισλ ηεο 

Samsung. 
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ρήκα 4.7 : Κακπύιε Lorenz  εηήζηνπ εηζνδήκαηνο ησλ ππαιιήισλ ηεο Xiaomi. 

 

ηε ζπλέρεηα ζα παξαζέζνπκε ηνλ δείθηε θαη ηελ θακπύιε Bonferroni ησλ 2 

εηαηξεηώλ. Με ηε βνήζεηα ηεο γιώζζαο R παίξλνπκε όηη ν δείθηεο Bonferroni γηα ηελ 

Samsung  είλαη 0.18 , ελώ γηα ηελ Xiaomi  είλαη 0.22. Ζ Xiaomi  έρεη κεγαιύηεξε 

ηηκή δείθηε Bonferroni γεγνλόο πνπ καο δείρλεη όηη ε Samsung έρεη κηθξόηεξε 

εηζνδεκαηηθή αληζόηεηα ζε ζρέζε κε ηελ Xiaomi. Αθνινύζσο παξαζέηνπκε θαη ηηο 

θακπύιεο Bonferroni. Σα γξαθήκαηα είλαη αξθεηά όκνηα γηα ηηο 2 εηαηξείεο  κηαο θαη 

νη ηηκέο ηνπ δείθηε Bonferroni είλαη πνιύ θνληά. πλνςίδνληαο θαη νη 2 δείθηεο καο 

νδεγνύλ ζε θνηλά ζπκπεξάζκαηα. Δπηπξόζζεηα αμίδεη λα επηζεκάλνπκε όηη ν δείθηεο 

Bonferroni είλαη πην κεγάινο από ηνλ δείθηε Gini ηόζν γηα ηελ Samsung όζν θαη γηα 

ηελ Xiaomi θάηη ην νπνίν απνδείμακε όηη ηζρύεη πάληα ζην Κεθάιαην 3 ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο. (βιέπε Παξάγξαθν 3.6)  
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ρήκα 4.8: Κακπύιε Bonferroni SAMSUNG θαη Xiaomi. 

 

O θώδηθαο ζηελ γιώζζα R γηα λα πάξνπκε ηνλ δείθηε Gini θαη ηελ θακπύιε Lorenz 

ήηαλ ν εμήο:   

>Samsung=c(76000,116000,235000,123000,134000,158000,118000,149000,124000,148000,

122000,119000,187000,169000) 

> library(ineq) 

> ineq( Samsung, type="Gini") 

[1] 0.1372237 

> plot(Lc(Samsung), col="pink", lwd=2, main="Κακπύιε Lorenz εηεζηνπ εηζνδήκαηνο ησλ 

ππαιιήισλ ηεο Samsung", ) 
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Γηα ηελ  Xiaomi αληίζηνηρα: 

>Xiaomi<-c(58000,146000,99000,63000,103000,135000,105000, 

114000,114000,188000,106000,96000,146000,140000) 

> library(ineq) 

> ineq(Xiaomi, type="Gini") 

[1] 0.1565406 

> plot(Lc(Xiaomi), col="red", lwd=2, main="Κακπύιε Lorenz εηεζηνπ εηζνδήκαηνο ησλ 

ππαιιήισλ ηεο  Xiaomi" , xlab="Πξνζσπηθό επηρείξεζεο", ylab="Δηήζην εηζόδεκα ζε $" ) 

 

Πξηλ θιείζνπκε ην ηειεπηαίν Κεθάιαην ηεο εξγαζίαο καο αμίδεη λα επηζεκάλνπκε όηη 

ζην παξάξηεκα πνπ αθνινπζεί  ζα ππάξρνπλ νη ζπλδέζκνη γηα ηελ εύξεζε ησλ 

δεδνκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο παξαπάλσ εθαξκνγέο. Όια ηα δεδνκέλα 

κειεηήζεθαλ κε ηελ ρξήζε ηεο γιώζζαο πξνγξακκαηηζκνύ R θαη ηε βηβιηνζήθε ineq. 

Οη εθαξκνγέο πνπ ππάξρνπλ ζην ζπγθεθξηκέλν Κεθάιαην ηνλίδνπλ ηελ ρξεζηκόηεηα 

ησλ όζσλ κειεηήζακε ζηελ παξνύζα εξγαζία. Οη ρξεκαηννηθνλνκηθνί δείθηεο Gini 

θαη Bonferroni είλαη πνιύηηκα εξγαιεία ζηα ρέξηα ησλ νηθνλνκνιόγσλ θαη ησλ 

ζηαηηζηηθώλ πξνθεηκέλνπ λα εξκελεύζνπλ εύθνια ηελ νηθνλνκηθή αληζόηεηα. 
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ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ ΔΡΓΑΙΑ 

 

Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο θαηαιήμακε ζηα εμήο: 

1.Μειεηήζακε δηεμνδηθά ηα ζηαηηζηηθά κέηξα πιεξνθνξίαο : 

  αζξνηζηηθή ππνιεηπόκελε εληξνπία 

 Αζξνηζηηθή παξειζνληηθε εληξνπία 

 Καλνληθνπνηεκέλε αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία 

 Δληξνπία  Tsallis  

 Αζξνηζηηθή παξειζνληηθή εληξνπία Σsallis. 

 

2. Γηαπηζηώζακε πσο κπνξνύκε κε ηελ βνήζεηά ηνπο λα ππνινγίδνπκε ηνλ δείθηε 

Gini θαη ηνλ δείθηε Bonferroni. 

 

3.Ο ππνινγηζκόο ησλ δεηθηώλ απηώλ είλαη απαξαίηεηα εξγαιεία γηα ηελ 

ρξεκαηννηθνλνκηθή αλάιπζε θαη ζύγθξηζε νηθνλνκηθώλ κεγεζώλ, πνπ ζηε 

ζπγθεθξηκέλε  εξγαζία επαιεζεύηεθαλ κέζα από ηελ εθαξκνγή ηνπο ζε πξαγκαηηθά 

δεδόκελα. 

 

4.Οη ρξεκαηννηθνλνκηθνί δείθηεο πνπ κειεηήζεθαλ  είλαη πνιύηηκα εξγαιεία ζηα 

ρέξηα ησλ ζηαηηζηηθώλ γηα ηνλ εληνπηζκό εηζνδεκαηηθήο αληζόηεηαο ζε κηα θνηλσλία. 

Όκσο γηα ηελ αληηκεηώπηζε θαη πιήξε εμάιεηςή ηεο απαηηείηαη ε ζπλεξγαζία όισλ 

ησλ θνηλσληθώλ δνκώλ, αλ θπζηθά απηό είλαη εθηθηό ζε κηα  ζύγρξνλε θνηλσλία. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

 

Σα δεδνκέλα γηα ηελ εθαξκνγή 4.1 κπνξνύλ λα βξεζνύλ αλ αθνινπζήζεηε ηνπο 

παξαθάησ ζπλδέζκνπο. 

https://finance.yahoo.com/quote/NFLX/history?p=NFLX  

https://finance.yahoo.com/quote/SMSN.IL/history?p=SMSN.IL 

 

Σα δεδνκέλα γηα ηελ εθαξκνγή 4.2.1 κπνξνύλ λα βξεζνύλ αλ αθνινπζήζεηε ηνλ 

εμήο ζύλδεζκν. 

https://www.kathimerini.gr/economy/561739024/mikres-epicheiriseis-ligoi-

ergazomenoi-chamiloi-misthoi/ 

 

Σα δεδνκέλα γηα ηελ εθαξκνγή 4.2.3 κπνξνύλ λα βξεζνύλ αλ αθνινπζήζεηε ηνπο 

παξαθάησ ζπλδέζκνπο. 

 https://www.comparably.com/companies/xiaomi-technology/salaries 

 https://www.comparably.com/companies/samsung/salaries 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://finance.yahoo.com/quote/NFLX/history?p=NFLX
https://finance.yahoo.com/quote/SMSN.IL/history?p=SMSN.IL
https://www.kathimerini.gr/economy/561739024/mikres-epicheiriseis-ligoi-ergazomenoi-chamiloi-misthoi/
https://www.kathimerini.gr/economy/561739024/mikres-epicheiriseis-ligoi-ergazomenoi-chamiloi-misthoi/
https://www.comparably.com/companies/xiaomi-technology/salaries
https://www.comparably.com/companies/samsung/salaries
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